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Introduccion

La etimologia de la palabra tomografia es griega y corresponde a las pa-
labras Touov que significa corte o seccion y ypapi( que significa imagen o
gréfico. De esta forma, una tomografia es una imagen de un corte o seccidon de
un objeto.

El objetivo de las distintas modalidades de la imagenologia médica tales la
como Tomografia Computarizada con rayos X (CT por las siglas en inglés de
Computed Tomography), es obtener imagenes de los 6rganos internos del cuer-
po de una manera no invasiva, para obtener informacion estructural y anatémi-
ca. A partir de imagenes médicas de CT un paciente sin necesidad de recurrir
a los métodos invasivos y diagnosticar diferentes situaciones patoldgicas del
paciente para posteriormente aplicar un tratamiento adecuado.

Una imagen puede considerarse como una representacion o mapa de la
distribucién espacial de algunas propiedades fisico-quimicas del tejido. La to-
mografia computarizada y la resonancia magnética son modalidades digitales;
que utilizan muestreos de sefales analdgicas continuas para la formacion de
imagenes que permiten la reconstruccion de objetos a partir de proyecciones.

La reconstruccién de una imagen a partir de un conjunto infinito de pro-
yecciones se conocia desde 1917, cuando Johann Radon publicé un articulo
donde aparecié la transformada que hoy lleva su nombre [13]. Esta transforma-
da nos indica que la imagen de un objeto esta precisamente determinada por
el conjunto infinito de todas sus proyecciones; sin embargo, en la practica, es
imposible realizar un nimero infinito de mediciones.

Conociendo un conjunto finito de proyecciones se pueden reconstruir la ima-
gen, de forma aproximada, usando la transformada inversa de Radon. Algunos
algoritmos para obtener esta aproximaciéon son: Métodos directos de Fourier,
retroproyeccion y convolucién en el espacio de la sefal, retroproyeccion y con-
volucién en el espacio de la frecuencia filtrada, métodos iterativos, entre otros.

La transformada de Radon atenuada es una variante de la transformada de
Radon clasica, en la cual los rayos son integrados sobre lineas con respecto a
un peso exponencial.

Otra modalidad de la imagenologia médica es la emision tomografica (ET),
también conocida como emisién tomografica computarizada (ECT), la cual es
una rama de la imagenologia médica que agrupa dos técnicas principalmete: la
emisién tomografica de positrones (PET) y la tomografia computarizada de emi-
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sién monofotdnica (SPECT), en donde la emision de radiaciéon proviene desde
el interior del cuerpo material, de sitios donde se presenta una acumulacion de
los radiofarmacos (emisores de radiacién). En un 6rgano vivo, la distribucién de
radiofarmacos en su interior no son ni espacial ni temporalmente homogéneas,
pero la intensidad de la emision de fotones de esta distribicién se supone pro-
porcional a la densidad acumulada de dichos radiofarmacos. Una distribucién
espacial particular estd determinada por factores estructurales y pueden ser de
origen fisico, fisicoquimico o fisiol6gico del cuerpo. Por ejemplo, las imagenes
ET pueden representar la distribucién espacial del metabolismo de la glucosa,
del flujo sanguineo o concentraciéon de receptores biomoleculares, etc. Asi, la
ET se puede emplear para detectar tumores, o localizar areas afectadas del co-
razon debido a enfermedades de las arterias coronarias o identificar regiones
cerebrales estimuladas por farmacos [14].

La ET se cataloga como una técnica de imagenologia funcional para distin-
guirla de la tomografia computarizada de rayos X (CT), que al principio revela la
arquitectura estructural (anatomia) del cuerpo. La imagenologias PET y CT se
pueden complementar para obtener un mejor diagnéstico sobre enfermedades
en el cuerpo.

Como sugiere el término emision tomografica, esta modalidad de image-
nologia contiene dos principios basicos: la obtencion de imagenes por medio
de emisiones gamma (radiacion emitida por el radiofarmaco) y la obtencidn
volumétrica del interior del cuerpo (llamado tomografia). Otras dos categorias
alternativas a los métodos de formacién de imagenes se dividen dependiendo
del proceso fisico involucrado, en reflexion o difraccién de la radiacién por un
objeto (como en las técnicas de ultrasonido) y de transmisién y atenuacion de
la radiacién por medio de un objeto (como en los rayos X o rayos gamma).

Al contrario de la luz visible, los rayos gamma pueden atravesar el cuer-
po con relativa facilidad. De esta forma, si nuestros ojos pudieran ver los ra-
yos gamma, el cuerpo apareceria ante nosotros como translicido pero oscuro,
mientras que el radiotrazador pareceria ser una sustancia resplandeciente y
translucida. Despues de la inyeccién del radiotrazador, observariamos el movi-
miento de este material debido al flujo sanguineo, dando lugar a una distribucion
inhomegénea de su concentracion en los tejidos, haciendo posible aparecer re-
giones mas brillantes que otras.

Enla ET existen dos formas principales para visualizar esta distrubucién del
radiofarmaco: por proyecciones y por tomografia. Podemos pensar que las pro-
yecciones son la imagen puntual de un rayo visto desde el exterior del cuerpo
por un observador. En contraste, una imagen tomogréfica es una representa-
cidn pictérica de una rebanada. Sin embargo, en este ultimo caso, la imagen to-
mografica no se puede obtener directamente, sino mediante un procesamiento
que implica una multitud de proyecciones conocido como algoritmo de recons-
truccion, [15].

En la ET, los datos registrados en el "hadware” estan codificados en forma
de proyecciones, como mencionamos. Las imagenes tomograficas son obteni-
das en la computadora a partir del proceso o algoritmo de reconstruccion de
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imagenes, el cual es el objeto de estudio de este trabajo, y se describe con de-
talle en el siguiente capitulo, en donde introducimos la transformada de Radon.

En este trabajo se estudiara el problema en donde un medio material (do-
minio €2) contiene un subdominio V', que contiene una acumulacién espacial
heterogénea de los radiofarmacos y, por lo tanto, pequenas variaciones del fac-
tor de atenuacioén u(x). La importancia de poder cuantificar las variaciones de
u(x), radica en que podemos calcular la dosis D que es la distribucién del ra-
diofarmaco depositada en el medio material y en el medio en diagndstico o
tratamiento circundante para evaluar el impacto de utilizar determinado tipo de
radiofarmaco. En principio, si conocemos el kernel puntual, también conocido
como la funcidn fuente de actividad f(x) del radiofarmaco, entonces es posible
calcular la dosis. La dosis se define como la cantidad de energia depositada en
un medio material por unidad de masa.

Nuestro punto de partida es la ecuacion de transporte del campo u dentro
de un dominio abierto y acotado 2 C R?

w - vu(z,w) + p(r)u(z,w) = f(z),r € R* w e S (1)

en donde u representa la densidad de fotones radiados y f es la fuente de
dichos fotones. La funcion u(z) es la absorcion de fotones por el tejido biologico.
S! es el disco unitario en R? y el producto interno = - w = s, con w el angulo de
inclinacién para la linea.

El problema directo consiste en calcular la Transformada de Radon para obtener
lo que se conoce como sinogramas. El problema inverso consiste en reconstruir
la forma o localizar a u(x) a partir de mediciones incompletas de u sobre la
frontera 02 donde esta definida la funcién u. En este problema se conoce la
fuente f y supondremos que dicha fuente presenta soporte compacto (cerrado
y acotado); ademas, supondremos que

lim u(z — sw,w) = 0. (2)
T—r 00

En el problema directo, la ecuacidén de transporte (1) con la condicion au-
xiliar (2) admite solucién unica por medio del método de caracteristicas. En el
problema inverso consideramos a la transformada inversa de Radon como la
metodologia para recuperar la funcién u(x) a partir de mediciones parciales de
u sobre la frontera 0f2.

La transformada de Radon atenuada Ry se define como:

Ruf)ws) = [ fla)e e,

donde dz se entiende como la media de Lebesgue en R? e integramos sobre la
linea = - w = s, que representa la recta con

wh = (—senp,cosp) Yy w = (cosp,seny).
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Objetivo

Objetivo general

El objetivo general de este trabajo es implementar computacionalmente la
transformada inversa atenuada de Radon en R? en un medio material con una
heterogeneidad espacial; es decir, el coeficiente de atenuacién es perturbado y
deja de ser constante. El disponer de un algoritmo para calcular la transformada
inversa bajo estas condiciones es util e importante en diferentes aplicaciones.

Objetivos especificos

1.-

Transformada atenuada directa e inversa de Radon: Estudiaremos la
transformada atenuada de Radon y analizaremos la formula de inversion
para poder implementarla computacionalmente.

Perturbacion en el coeficiente de atenuacion: A continuacién pertur-
baremos el coeficiente de atenuacion, es decir; el parametro de atenua-
cion u(z), que caracteriza el medio material en el dominio Q C R? es
una constante 1 para todo punto x € (2, excepto en una pequena su-
bregion V' C Q, y por lo tanto u(x) puede representarse de la forma
p(x) = po + 1 f(x), con las amplitudes || =~ || y € V. El problema
inverso consiste en determinar la localizacion espacial de la heterogenei-
dad u; de la absorcién a partir de la transformada inversa atenuada de
Radon.

Cddigo computacional: Finalmente implementaremos computacional-
mente la transformada atenuada directa e inversa de Radon, con pertur-
bacion en el coeficiente de atenuacion, para poder mostrar los resultados
obtenidos.
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Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo se exponen los fundamentos matematicos para definir el
modelo matematico del proceso de radiacion, de la transformada de Radon,
comenzando con la definicion de la transformada de Radon en espacios de
Schwartz en R"™. También se menciona algunas propiedades de la transforma-
da de Radon, las cuales son importantes para establecer la relacion entre la
transformada de Radon y la transformada de Fourier, para después probar la
formula de inversion, y de esta manera definir la transformada de de Radon en
R? que es la dimensién en la que se va a trabajar, daremos algunos ejemplos
de la transformada directa e inversa de Radon en algunas funciones particula-
res. Ademas, se concluye este capitulo con la transformada de Hilbert, series
de Fourier y convolucion circular para poder probar la férmula de inversion de
la transformada atenuada de Radon y asi implementar computacionalmente la
transformada atenuada directa e inversa de Radon con perturbacion en el coe-
ficiente de atenuacion.

1.1. Modelo matematico del proceso de radiacion

Actualmente, la ET emplea diferentes tipos de radiacién para la obtencion
de los datos que permiten reconstruir las imagenes dentro del cuerpo, en casi
todos los casos la idea principal para obtener estos datos sigue esencialmente
el mismo principio [18] y [19].

Este principio se apoya basicamente en el hecho de que el objeto irradiado
absorbe parte de la radicién que lo atraviesa. La absorcién de rayos de cada
material es un hecho muy util para la ET, la cual se cuantifica por medio de la
funcién coeficiente de atenuacion; como mencionamos anteriormente, juega un
papel muy importante en la reconstruccién de imagenes dado que cada material
tiene un coeficiente caracteristico determinado por sus propiedades fisicas. Por
esta razon, nos concentraremos en la construccién de un modelo matematico
que nos permita plantear, de manera precisa, el proceso de reconstruccion del
coeficiente de atenuacién de un material, a partir de sus proyecciones.

A continuacién, describiremos un modelo de la ET para radiacién de alta

1
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Diagrama de la

absorcion de un haz
de luz atravesando

una cubeta de
tamarnio u

Ug C, O Uy

Figura 1.1: Si un haz monoenergético de fotones, incide perpendicularmente
sobre un material se producira una atenuacién o disminucion del numero de
fotones del haz.

energia (>100 kev), para ello tendremos en cuenta las siguientes suposiciones:

1.-

2.-

3.-
4.-

Los fotones viajan en lineas rectas y los haces considerados son mono-
energéticos.

Al interactuar con la materia, los rayos X o + se atenuan; es decir, su
intensidad decrece.

Cada material esta caracterizado por su coeficiente de atenuacién, .

La intensidad « de cada haz de rayos X o v se atenuan de acuerdo con
la ley de Atenuacion, (ver 1.1).

du
— = — U
ds Hu,
donde ds denota la longitud de arco de la trayectoria descrita por el haz.

Por ejemplo, consideremos un fuente de fotones que inciden en un objeto
O, el cual absorbe radiacién de acuerdo con un coeficiente de atenuacion
11, que supondremos constante. Si fijamos un sistema de coordenadas
x,y, el coeficiente de atenuacién de cada rebanada o corte transversal
de O estara dado por

pe(,y) = (@, y)
con ¢ € [a, bl, fijoy z,y € R. Por simplicidad denotaremos
pe(z,y) = flz,y).

Al interactuar el haz de rayos X con la rebanada, de acuerdo con la ley de
Beer, la intensidad I del haz satisface la ecuacion diferencial
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du

— = —f(x,y)u.

7= [y

Si denotamos con / a la trayectoria descrita por el haz de rayos X, con uyg
e u; sus respectivas intensidades, antes y después de atravesar el corte,
entonces la atenuacion promedio de la intensidad del haz al atravesar
totalmente el corte esta dada por

/u: d—j = —/If(:v,y)dé’-
log (Z—?) = /If(w,y)ds,

cantidad que Radon denominé proyeccién de f a lo largo de /. Es impor-
tante notar que el valor que esta a la izquierda de la igualdad anterior es
justamente lo que se mide al irradiar el objeto estudiado con rayos X. Si
estas mediciones se realizan en muchas direcciones, es natural pregun-
tarse: ¢ es posible determinar f si se conocen todas sus proyecciones?

Por lo tanto,

La respuesta es afirmativa, pues como mencionamos anteriormente, Ra-
don demostré que si f es continua y de soporte compacto, entonces esta
determinada de manera Unica por todas sus proyecciones, y dio una fér-
mula explicita para recobrar f; sin embargo en la practica no se conocen
todas las proyecciones de f, ya que es imposible hacer una infinidad de
mediciones; ademas, debido a que el exceso de radiacion es danino pa-
ra el paciente, es recomendable minimizar la exposicion del mismo a los
rayos X.

Es importante notar que no se puede hallar una reconstruccion exacta del
objeto, pues el modelo de atenuacién antes descrito, es sélo una aproxi-
macion a la realidad y mas aun, solamente se conoce un numero finito de
proyecciones. Sin embargo, este problema se ha resuelto de diferentes
maneras con excelentes resultados [20]. Por ejemplo, la retroproyeccion
filtrada, métodos iterativos, entre otros que se mencionaran posteriormen-
te.

1.2. Transformada directa e inversa de Radon

1.2.1. Latransformada de Radon y sus aplicaciones

La transformacion que tiene proyecciones 1D de cada objeto en 2D en di-
ferentes angulos, de un mismo corte transversal o rebanada se llama, transfor-
mada de Radon. Teniendo un conjunto de proyecciones podemos reconstruir la
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AN

Fuente
——

Figura 1.2: Geometria del arreglo fuente-objeto-detector: La informacion se ob-
tiene adquiriendo proyecciones del 6rgano o region de interés desde distintos
angulos, que luego son utilizadas para la reconstruccién de la imagen.

seccion transversal axial aproximadamente, la aplicacion de esta transformada
y su inversa se lleva a cabo tanto en PET, SPECT como en CT.

La medida fundamental requerida por un escaner de CT se mide mediante
la cuantificacion de la atenuacién de los rayos X, a lo largo de una linea entre
fuente, objeto y un detector, (ver Figura 1.2).

Por otro lado, los detectores de un tomégrafo PET estan dispuestos en ani-
llo alrededor del paciente. La modalidad PET estd basada en la deteccion de
la aniquilacién de dos fotones de 511 KeV, los cuales se originan de fuentes
de emision beta (). Los dos fotones son destacados, dentro de una ventana
temporal de aproximadamente 12 ns, por el escéner y deben estar alineados
sobre la linea de respuesta (LOR), que conecta el centro de los dos detectores.
Para adquirir eventos coincidentes de aniquilacion de fotones, se requieren tres
pasos. Primero, la localizacién del par de detectores se determina por el even-
to coincidente por medio de la ventana de tiempo. Segundo, se verifica que la
intensidad del pulso del foton detectado esté dentro del intervalo de energia de
los 511 keV. Tercero, la posocion del LOR se determina en términos de coorde-
nadas polares para almacenar el evento en la memoria de la computadora.

Para la obtencion de la imagen estos fotones detectados son convertidos
en sefnales eléctricas. Esta informacion posteriormente se somete a procesos
de filtrado y reconstruccion, gracias a los cuales se obtiene una imagen, (ver
Figura 1.3).

Un escaner de CT estima el valor de © en cada pixel dentro de una sec-
cion transversal. Sin embargo, diferentes equipos de CT tienen diferentes tubos
de rayos X, que a su vez tiene diferentes energias efectivas, el mismo objeto
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Coincidence
Processing Unit

-

Sinogram
Listmode Data

Annihilation Image Reconstruction

Figura 1.3: Esquema del proceso de captura de la PET: La imagen se obtie-
ne gracias a que los tomografos son capaces de detectar los fotones gamma
emitidos por el paciente. Estos fotones gamma de 511keV son el producto de
una aniquilacion entre un positron, emitido por el radiofarmaco, y un electrén
cortical del cuerpo del paciente. Esta aniquilacién da lugar a la emisién, fun-
damentalmente, de dos fotones. Para que estos fotones acaben por conformar
la imagen deben detectarse “en coincidencia”; es decir, al mismo tiempo; en
una ventana de tiempo adecuada (nanosegundos), ademas deben provenir de
la misma direccion y sentidos opuestos, pero ademas su energia debe supe-
rar un umbral minimo que certifique que no ha sufrido dispersiones energéticas
de importancia en su trayecto (fenédmeno de dispersion) hasta los detectores.
Los detectores de un tomografo PET estan dispuestos en anillo alrededor del
paciente y, gracias a que detectan en coincidencia a los fotones generados en
cada aniquilacién, conformaran la imagen. Para la obtencién de la imagen es-
tos fotones detectados son convertidos en sefales eléctricas. Esta informacion
posteriormente se somete a procesos de filtrado y reconstruccién, gracias a los
cuales se obtiene la imagen.
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produce diferentes valores de u en diferentes escaneres. Con el fin de com-
parar datos entre distintos escéneres se define el nimero CT a partir de los
coeficientes de atenuacion.
Por ejemplo;
OT = 1000 x X —Hegue
/uagua

donde p es el coeficiente de atenuacién de la region de interés.

En la formacidén de imagenes planas convencional los eventos individuales
son almacenados en una matriz de componentes x, y, en cambio, en el sistema
PET se almacenan los eventos en forma de un sinograma. En el contexto de
las tomografias la transformada de Radon se suele llamar sinograma [17], que
es la representacion gréafica de una matriz en la que el indice de las filas repre-
senta el angulo que forman la linea de medida LOR con el eje z y el indice de
las columnas determina la distancia ¢ de la linea de la LOR al centro de coorde-
nadas del sistema de deteccién. Consideremos, por ejemplo, que el evento de
aniquilacioén ocurre en la posicion (*) marcada sobre la figura (1.4). A el even-
to de coincidencia es detectado a lo largo de LOR indicado por un segmento
de flecha azul en la figura. No se conoce a priori, a lo largo de la LOR don-
de ocurrié el evento, por lo que su tiempo exacto de arribo no es comparable.
La unica informacidén que poseemos es la posicién de los dos detectores (dis-
puesto en un arreglo anular) que registran el evento; es decir, la localizacion del
LOR se establece a partir de la posiciéon (x,y) de los dos detectores. Muchos
eventos de coincidencia pueden aparecer desde diferentes localizaciones a lo
largo del LOR, y todos pueden ser detectados por el mismo par de detectores
y almacenados en el mismo pixel.

A partir de los datos almacenados en sinogramas, cada LOR se determina
por medio de una distancia ¢ de esta linea al centro del campo de visién que
se escanea y un angulo 6 de orientacion del mismo LOR, (ver figura 1.4). Si
graficamos la distancia ¢ sobre el eje x y medimos el &ngulo respecto al eje vy,
entonces el evento coincidente a lo largo del LOR(t, #) asignara un punto sobre
las coordenadas t, . Cuando se consideren todas las proyecciones alrededor
del campo de decisién, la grafica de los diferentes LORs resultara en el area
sombreada que se muestra en la figura (1.4.B), alrededor de la recta marcada
con la coordenada r, que es lo que llamaremos el sinograma.

Los datos de PET se adquieren directamente en sinogramas en una matriz
que es, basicamente, un histograma bidimensional de los LORs en las coorde-
nadas distancia-angulo en un plano. Asi, cada LOR (y por lo tanto, cada par de
detectores) corresponde a un pixel particular (o elemento) en el sinograma, ca-
racterizado por las coordenadas r y ¢. EI LOR esté determinado de forma unica
por cada deteccion de un evento de coincidencia, el correspondiente pixel es
localizado en el sinograma y la cuenta del evento se suma al pixel. Por lo tanto,
la formacién completa del sinograma habra tomado en cuenta que en cada pi-
xel, el total de eventos coincidentes detectados durante el tiempo de conteo por
pares de detectores, se van sumando conforme determinamos distintos LORs
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Sinograma
Centro del campo de vision Asterisco

Proyeccion

_.‘
Detector individial
T T IJ_,I,'l
— -

Cada punto en este diagrama
corresponde a cada LOR

Arreglo anular
de detectores

- —

Posicion

Figura 1.4: Los datos de adqisicion de PET estan dados en forma de sinograma,
Cada dato LOR en A esta dado en coordenadas (¢, ). A cada valorde t y § en
A, le corresponde un valor en el sinograma dado en B.

[15]; es decir, variamos r y ¢, obteniendo de esta forma, una imagen completa.

A continuacion, se presentara la definicién de la transformada de Radon,
algunas de sus propiedades y la transformada de Radon inversa. Se dara una
breve explicacion de lo que es un sinograma en el contexto de esta transforma-
da.

1.2.2. Notacion y terminologia

Plantearemos nuestro problema en el espacio euclidiano R".
Sean z = (z1,29, ..., 2,)T Yy = (Y1,92,...,y,)T elementos de R", defini-
mos el producto interno de x con y como

Ty =)z
j=1

y la norma de x como

2] = (2 2)2.

La esfera unitaria se define como

Sl ={zeR": |z| <1}
Dados t € Ry w € S™! definimos el hiperplano H, ., de R™ por
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Hip ={z eR": z-w=1t}, (1.1)

y si elegimos vectores vy, vy, ...v,_1 tales que w, vy, vs,...v,_1 S€a una base
ortonormal de R", entonces H; ., se describe como

Hiw ={r €R" 12 =tw + 5101 + -+ + 5,_1Vn_1, 51,52, .. ., Sp—1 € R"}

Por lo tanto, si f es integrable sobre H; ., entonces

fdo = fltw+ s1v1+ -+ sp_1)ds, ds,y - .. ds, 1.
Hiw Rn-1
Es importante notar que H;, = H_;_, paratodot € Ry w € S
Todo vector unitario w € S' es de la forma w = (cos p,sen @), ¢ € [0, 27],
asi que para n = 2, escribimos /4 en lugar de H,,,. Asi, cada linea /,,, esta
dada por

ho={r€eR?: 12w =t}

y se parametriza como

o ={r€R*: 2 =tw+ swh, s € R},

donde w es ortogonal a /;,,,w’ = v; = (—sen ¢, cos p) y t es la distancia de |/,
al origen (ver figura 1.5).

Si f es integrable sobre 1, la integral de f a lo largo de la linea I, esta
dada por

f,w fds = [ f(tw + swh)ds

1.2
= Jo f(tcosp —ssen g, tsenp + scosp)ds (1.2)

Trabajaremos con funciones cuyas derivadas decrecen rapidamente, por lo
que requerimos de los espacios de Schwartz. Para introducir la definicién del
espacio de Schwartz haremos uso de la siguiente notacién. Para + € R" y

a = (a1, s, ..., 0, ) Una n-ada de enteros no negativos, usamos la notacién
- 0
_ i o 00 Qg Qp a
]04|—Za], z® =t xy?, L an, y D T e
Jj=1

Si oy 8 son multi-indices y f € C*°(R"), definimos la seminorma || f||. s de f
como

1£llas = sup |z*D7 f()].

reR”™
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tw

Figura 1.5: Descripcion de la recta /

Definicion 1.1. El espacio de Schwartz S™ se define como el conjunto de fun-
ciones f C C*°(R™) tales que

[/l < 00,

para todo «, 3.

Se verifica facilmente que el espacio de Schwartz es un subespacio vectorial
[8] de L*(R"), el espacio de funciones medibles de f : R" — R tales que su
norma

Il = [ \fta)Pde < .

norma obtenida a partir del producto interno

(0) = | Fglas (19

y de la norma dada por

IA17 = {f. 1),

en donde dos funciones f, g € £2(R"™) son equivalentes si el conjunto de los x
tales que f(z) # g(z) es de medida cero.

A continucion, presentamos la transformada de Radon definida para fun-
ciones en espacios de Schwartz, establecemos algunas de sus propiedades
béasicas y presentamos la solucién de Radon al problema de reconstruccién.
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1.2.3. Latransformada de Radon en espacios de Schwartz

Definicion 1.2. Sit € R,w € S" 'y f € S(R"), definimos la transformada de
Radon de f como

Rf(t,w) = /H fdo. (1.4)

donde do = d,,ds, - - - d

Sn—1"

Observemos que la integral en el lado derecho de (1.4) esta bien definida,
pues si f C S(R™) entonces

sup {(1+si4s5+--+52 )"|f(tw+sv1+- -+ 8p_10p-1)|} = C < 00

51,525--+y5n—1
Por lo tanto, para todo sy, so, ..., s,_1 Se tiene que

C
(1+s2+--+s2 )

|f(tw + S1v1 + -+ Snfl'l}nfl)‘ <

y como el lado derecho de esta Ultima desigualdad es un elemento en L' (R"1),
entonces también el lado izquierdo lo es.

A continuacion, daremos un breve ejemplo para observar como opera la
transformada de Radon

Ejemplo 1.3. Calcularemos la transformada de Radon para f(z) = e’ teR

ywedS L
Siw,vy,...,v,_1 €5 una base ortonormal de R", entonces

RE(tw) = [fpu, e EHTEH004, 0 d,,
n—1
= ( fRe*Sst> (1.5)

n—1 _ ;2
= mzel,

donde 52 = 37 2

Jj=1°3"

1.2.4. Propiedades de la transformada de Radon

1.- La transformada de Radon es lineal [3]; esto es, f, g € S(R™), entonces

Ricf)=cRf 'y R(f+9)=Rf+Ryg
2.- Latransformada de Radon es una funcion par [3]; es decir,

Rf(t,w) =Rf(—t,—w),t e R,wec S !
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Dada f € S(R") cada w en S™~1, definimos la transformada de Radon en
el espacio de Schwartz S(R™) como R, f(t) = Rf(t,w), paratodat € R. Ala
funcion R, f se le conoce como la proyeccion de f en la direccién w.

Lema1.4. Sif € S(R") yw € S"!, entonces la funcion R, f es un elemento
de S(R).

Demostracién. Como f € S(R™), entonces para todo &£y m en NU{0} tenemos
que

dm
sup {(1 I+ st 4 )" | flw + -+ snavn)

t,..., Sn—1

}:C<oo.

Por lo tanto, para todo ¢t € R se cumple

|tk:lit—z7€wf(t)| = ’tk fR"*l %f(tw + S1U1 + -+ sn_lvn_l)dsl s dSn_l‘

C|t‘k f dst-dsp—1
= 14+t S (A4si++sE o)

dsy-dsp—1
< Clamarery

sft sy )"
(1.6)
Como el lado derecho de (1.6) es un nimero positivo, independiente de ¢,
entonces, para todo ky m en NU {0} tenemos que

tkd—mef(t)l < 00;

sup dpm

teR

es decir, R, f € S(R).
Ll

A continuacion, establecemos la relacién entre las transformadas de Fou-
rier y de Radon, la cual nos permitira resolver el problema de inversion de la
transformada de Radon [21].

Definicion 1.5. Para [ € S~ 1, definimos la transformada de Fourier de f como
la funcion f dada por

~

1 —iy-x
F) = g | Sl e, (1.7

y la transformada inversa de Fourier de f como la funcién f dada por

197

1 .
== W 1.
F@) = s [ Sy (19
Teorema 1.6. Teorema central de la rebanada.
Sir e R,we S" 'y feSR"), entonces
“flrw)

n—

Ruf(r) = (2m)"
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Demostracion. En vista que R,,f € S(R), para cada w € S"!, se tiene que

Rof(r) = J foRf(tw)eat
— \/%77'( fR fRn—l fltw+ > sv5)e"d,, ... dg, di
= = fp f@)emede
= @2m)"T firw).

En la primera igualdad empleamos la definicién de transformada de Fourier en
R, luego la definicién de transformada de Radon de f, finalmente, hicimos el
cambio de variables x = tw + E;:& s;v;, del cual se sigue que t =z - w

]
1.3. Formula de inversion de Radon
Teorema 1.7. Fdrmula de inversion de Radon.
Si f € S(R™), entonces
1 - .
= — R @) =L gy, 1.10
1) = s fo, R e 110

Demostracién. Por la formula de inversiéon de Fourier (1.8), si f € S(R"), en-
tonces

1 £ izy
f(@‘w/wf(y)e dy

Bajo el cambio de variables y = rw en coordenada esféricas y usando el Teo-
rema (1.6) tenemos que

flx) = Wfsnfl fooo f(rw)e’”"“r”fldrdw
— 1 o0 15 ire-w,.n—1
= ool fswl fo R f(r)e"™“rm=tdrdw (1.11)

_ 1 o0 5 irrwn—1
= o T Jonr J© R f(r)e™ <r™=tdrdw,

hemos usado la Propiedad 2 de la transformada de Radon para obtener la dlti-
ma igualdad.
]

Por lo anterior, podemos observar que, si conocemos todas las proyecciones
de f, entonces f se puede recuperar realizando las operaciones siguientes:

1.- Para cada w se calcula la transformada de Fourier de la proyeccion R, f.
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2.- Para cada w se calcula la integral radial de la transformada de Fourier de
la proyeccién obtenida en el punto anterior; es decir, se calcula

~ 1 ~ .
Rf(t,w) = i/wa(r)em|7’|"_1dr.
R

3.- Finalmente se recupera f(x) realizando la proyeccion inversa

Fe) = (27;”_5 Sn—1 kf(z W, w)de.

A partir de esta formula, de inversion de Radon se puede implementar un
algoritmo y resolverlo computacionalmente.

Ejemplo 1.8. Encontrar la funcién f € S(R?) cuya transformada de Radon esta
dada por

Rf(t,w)zwe_tQ, teR,we S

Al calcular la segunda derivada de R f (¢, w) respecto de t, obtenemos

d2 2 —t2
@Rf(t,w) =m(4t* —2)e .
En consecuencia
1 2 (z-w)?
f(z) = ~&r 2(4(31: cw)® = 2)e sen dfdep,
S

donde w = (cos @ sen p, sen O sen 6, cos ), por lo tanto, al hacer una rotacién que
transforma al vector (0,0,1) en el vector w se tiene

1 T 2T
fx) = ~ % / / (4|z|* cos? p — 2)e_|x‘2cos2“" sen pdfdep.
T™Jo Jo

integrando con respecto a 6 obtenemos

1 [ ‘
fz) = ~3 / (4|z|* cos® o — 2)6"””'2 <05’ ¢ sen dp.
0
Finalmente, haciendo u = |z| cos ¢, obtenemos du = —|x| sen pdyp, y

1 [l > 2
fx:——/ 4u? — 2)e ™ du = e 1717,
(@) =g | (=2

Observemos que la funcién obtenida para f coincide, salvo constantes, con el
Ejemplo 1.3.
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Rof(x) g

Figura 1.6: Transformada de Radon

1.4. Transformada de Radon en R?

En dos dimensiones, la transformada de Radon es definida como la integral
de linea a lo largo de una linea inclinada con angulo ¢ desde el eje z, y a una
distancia t del origen, como se muestra en la Figura 1.6.

Matematicamente, esto se escribe como

Rf(t,w):/IR/IRf(x,y)é(xcosgo+ysenap—t)dxdy, (1.12)

donde ¢ es la distribucién delta de Dirac , —oco < t < o0,y 0 < ¢ < . Esta
distribucién indica el camino sobre la proyeccion. La funcién Rf(t,w), es la
transformada de Radon de f(x,y); es decir, es la proyeccién en una dimension
de f(x,y) aun angulo ¢ [23] [24].

En términos de ¢ y s, donde

T = YCcosY — ssen Y, t =xcosy+ysenp,

Yy =tsenp — scos p, § =y cosp + xrseny,

la Ecuacion (1.12) se puede expresar como

Rf(t,w) = / f(tcosp — ssenp, tsenp + scosp)ds = f(z,y)ds
R

It,w

Una imagen puede ser representada por una funcién f(x, y) donde las coor-
denadas (z,y) indican la posicién de un punto en la imagen y en el caso de la
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Figura 1.7: Perfil o proyeccion

tomografia de emisién ET, el valor de f es la distribucién del radionuclido (emi-
sor de radiacion) en el espacio de interés. La suma de todas las atenuaciones
del rayo en los diferentes puntos que atraviesa en la imagen, se superponen a
un unico valor que corresponde con la transformada de Radon en el punto ¢; y
en la direccién 6, por ese motivo a R, f(¢;) se le llama rayo suma. El conjunto
de todos los rayos suma en una misma direccion se llama perfil o proyeccién
general, (ver Figura 1.7).

A continuacion, mostraremos algunos ejemplo de la transformada de Radon
en R?

Ejemplo 1.9. Hallar la transformada de Radon de la funcion

2 2

flz,y)=e "7V,

Por definicion de transformada de Radon, tenemos que

Rf(t,w) :/f(tcosgp— ssen g, tsen p + scos p)ds,
R

sustituyendo f se tiene que
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i A
s(xq,T9)
\mh___ o ____,,J/
: 9
4 1
4
\xh_ A1 _H.H"/ T
—'/—7-._._ B
o 1
2

Figura 1.8: cilindro para el ejemplo

,R,f(t?w) — foo (t cos p—s sen )2 —(t sen p—s cos p)? ds
= [T ?=ds
— et ffooo 5 ds

— \/7_Te_t2
Ejemplo 1.10. Sea s(x,y) = circ(z, y), dada por, (ver Figura 1.8)

1 siyv/az+y?<1/2
circ(z,y) =

(1.13)

0 en otro caso

Como
circ(t cos p — rsen g, tseny + rcos @) = circ(t, r)

Podemos decir que la transformada de Radon es independiente de 0, y 22 +

y? =t>+1r* < ;esdecir, r < /1 $V/1 — 412, entonces la transformada
de Radon esta dada por:
Rcire(t,w) = [ cire(t,r)dr
_ e

=L/1-42

dr (1.14)

= V1I-42t <4

Por lo tanto,
) V1 =4 sit<1)2
cire(z, y) = { 0 sit>1/2
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la cual es independiente de .

1.5. Trransformada de Hilbert

Comunmente la funciones o sefnales se definen completamente en el domi-
nio del tiempo o de la frecuencia, y la transformada de Fourier realiza un cambio
de la funcion o sefial de un dominio a otro. La transformada de Hilbert, 4, con-
forma la senal con la mitad de la informacién en el dominio de tiempo y la otra
mitad en el dominio de la frecuencia a continuacion daremos la definicién de la
transformada de Hilbert.

Para una funcion o sefial s(t), la transformada de Hilbert se define por medio
de la convolucién de s(t) y & obteniendo 5(t). Por lo tanto, la transformada
de Hilbert se puede interpretar como la salida de un sistema LTI (Linear Time-
Invariant) o sistema lineal e invariante en el tiempo, con entrada s(t) y respuesta
al impulso . Entonces,

5(t) =Hs(t) = (hxs)(t) = 1 /00 s() dr,

TS ot —7T

donde h(t) = % y considerando la integral como el valor principal (vp), lo que

evita la singularidad ¢ = 7. Dicha férmula es equivalente a una rotacién de 7/2

en la fase de cada componente arménica de la sefial analitica de s(t) como
Sq(t) = s(t) +i5(t)

donde la parte real de s,(t) es la sefal en el tiempo, mientras la parte imaginaria
5(t) es la senal en la frecuencia.
La transformada de Hilbert posee una respuesta dada por la Transformada

de Fourier:
7 +7 si w<0
Hw) _hM{ —j si w>0
o de manera equivalente:
H(w) = h(w) = —j - sgn(w)

donde j es la unidad imaginaria.
Y como: R
$(w) = H(w) - 5(w),

la transformada de Hilbert produce es efecto de desplazar la componente de
frecuencias negativas de s(t) + 90°. También tenemos que H?(w) = —1, por lo
que multiplicando la ecuacién anterior por —H (w), obtenemos:

de donde obtenemos la transformada inversa de Hilbert,

() = —(h % 3)(t) = —H(3(1)).
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1.6. Series de Fourier

Las series de Fourier reciben su nombre en honor a Jean-Baptiste Joseph
Fourier (1768-1830), que hizo importantes contribuciones al estudio de las se-
ries trigonomeétricas, que previamente habian sido consideradas por Leonhard
Euler, Jean le Rond d’Alembert y Daniel Bernoulli, Fourier introdujo las series
con el proposito de resolver la ecuacion de calor.

Las series de Fourier constituyen la herramienta matematica basica del ana-
lisis de Fourier empleado para analizar funciones periddicas a traves de la des-
composicion de dicha funcion en una suma infinita de funciones sinusoidales
mucho mas simples.

El rea de aplicacion incluyen analisis vibratorio, acustica, 6ptica, procesa-
miento de imagenes y sefales, y compresion de datos.

A continuacion daremos la definicidén de la serie de Fourier.

Si f(t) es una funcién periédica y su periodo es T, la serie de Fourier aso-
ciada a f(t) es:

- 2 2
f(t) ~ % + ; {an Cos (%t) + b, sen (%t)} :

donde ay, a, Y b, son los coeficientes de Fourier que toman los valores:

2 T/2 ) T/2

2nm 2 (T2 2nm
ay = — fydt, a,= = f(t)cos (—t) dt, b,=—= f(t)sen (—t) dt.
o=/, 50 7, e (5 7, s (5

Por la identidad de Euler las formulas anteriores se pueden expresar tam-
bién en su forma compleja [11]:

F#) ~ Y e, (1.15)
los coeficientes ahora serian:
1 [T/2 »
Cn = — f(t)e*™rldt. (1.16)
T —T/2

1.7. Convolucion circular

Dada una secuencia periddica f(n) de longitud N a convolucionar con otra
secuencia periédica g(n) también de longitud N, el proceso de convolucion
exige N x N productos e igual cantidad de sumas. Empleando una operacién
conocida como FFT1 para calcular la convolucién, se logra reducir este nimero
a un multiplo de NlogsN.

Dado que la FFT es una operacion que se aplica a senales periddicas, es
l6gico pensar que los operandos de la convolucién por FFT también son peri6-
dicos. Por consecuencia, a la convolucién lograda por FFT se le conoce como
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convolucion ciclica o convolucién circular. Hay algunas diferencias fundamen-
tales que deben considerarse como son:

m La convolucidn circular opera sobre secuencias periddicas.
= Ambas secuancias a convolucionar tiene la misma longitud.

= |a longitud de una secuencia periédica se refiere a la longitud de un pe-
riodo.

m Elorigen de ambas secuencias a convolucionar es forzosamente el primer
elemento listado.

Definicion 1.11. Secuencia periodica
Sea la secuencia periédica f con longitud N = 3 tal como se ilustra a conti-
nuacion (note que en la ecuacién hay un origen definido)

f=1-000),f(1), f(2), £(0), f(1), £(2),- -] (1.17)

Esta secuencia también puede escribirse con indices no periddicos de la
forma siguiente

Ambas formas, la periddica y la no periédica se consideran equivalentes y seran
usadas para demostrar la convolucion circular.

Definicion 1.12. El origen de una secuencia periédica sera el primer elemento
listado en la secuencia.

Definicion 1.13. Desplazamiento hacia adelante de una secuencia periédica
Un desplazamiento hacia adelante implica un corrimiento hacia la izquierda de
los elementos de la secuencia. En este caso, el elemento mas a la izquierda
sale por la izquierda e ingresa por la derecha; es decir,

wn) = [2(0),2(1), (2)
tn+1) = [2(1),2(2),2(0)] (119)

Definicion 1.14. Desplazamiento hacia atras de una secuencia periédica Cuan-
do una secuencia periddica se atrasa un paso, el elemento mas a la derecha
sale por la derecha e ingresa por la izquierda; es decir,

wm) = [£(0),2(1),2(2)
wn+1) = [2(2),2(0),2(1)] (1.20)

A continuacion daremos la definicién de la convolucion circular de dos se-
cuencias periodicas.
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Teorema 1.15. Dada la secuencia periddica f(n) de longitud N y dada la se-
cuencia g(n) también periédica y de longitud N. La convolucién queda repre-
sentada como:

N
1 . . .
hi + > fegli =kl i — k] :=j — kmodN
k=1



Capitulo 2

Desarrollo

2.1. Transformada atenuada directa e inversa de
Radon

Sean y una funcidn suficientemente suave en R?y x € R?,w € S, defini-
mos la integral de 1 a lo largo de la recta por x en la direccion w a partir del
punto z, como

(Dp)(x,w) = /000 p(z + tw)dt. (2.1)

La transformada atenuada de Radon R, esta definida por

R.f = flz)e=Pmwt) gy (2.2)

T-W=S8

donde dx es la medida de Lebesgue enR?, 2 -w = sy

L (cosgp) y  wh= (—sengp)‘
sen ¢ CoS ¢

Para ;1 = 0, R, es la transformada de Radon definida en 1.12.La transfor-
mada atenuada de Radon es la integral adecuada para estudiar la tomografia
por emision de positrones [25]. En emisién tomografica, f representa la distribu-
cién de la actividad de un radiofarmaco dentro del cuerpo y . es el coeficiente
de atenuacion de un tejido. El problema consiste en recuperar f a partir de
g = R,f, donde p es conocida. Para i = 0 el problema se resuelve por la
formula de inversién de Radon.

Cuando p es constante en un conjunto convexo, el problema se puede re-
ducir a la transformada exponencial de Radon, (Transformada atenuada de Ra-
don) para la cual debemos hallar una formula de inversion.

2.2. Derivacion de la formula de inversion

Sea .
h = 5([ +1H)R,, (2.3)

21
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donde ‘R es la transformada de Radon y H es la transformada de Hilbert (ver

apéndice 1.5) dada por
1 [ g()
H = — dt
ale) =2 /R s—t

que actla sobre la segunda variable de R,,.

Lema2.1. Seanw = (SZEZZ) yu(z,w) = h(w, z-w)—(D—p)(z,wt), entonces
w(x),
u(zr,w) = Z w(z)e™.
[>0impar

Demostracion. De acuerdo a la expansion de Fourier de una funcion periddica
en su forma compleja (ver 1.15) se propone la expansion de Fourier para D,, y

h como '
= Zpl(x)ed“", (2.4)
l

p(r) = f% e D, (z,wh)

con

_ Q’TW(fO (2 + tw)dt) dp

= fo (x + tw)dt,
con el cambio de variable y = —tw obtenemos

() = 5=(1)" [po iz — y)vi(y)dy
= (=) (pxv)(z),

donde v;(rw) = Le#, r > 0. Por otro lado, tenemos que

hw, z - w) qu )el?, (2.5)
donde
1 27rh d
afe) = 5= [ hwn-w)dp

de (2.4) y (2.5) tenemos que
u(z,w) = Z w(z)el?.

{>0impar
O
coS ¢ n cos 1 ,
Lema 2.2. Dados w = y T—‘ = se tiene que,
sen T sen 1)
0, [ impar,
2m w )
/ —ePdp = 2rx/lz|?, 1=0,
0 T - W

—2mie™ /|z|?, >0 par.
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Como la integral es impropia, pues no converge en R, se debe entender como
el valor principal de Cauchy.

Demostracion. Para cada entero [,

/27r w o B 1 /27r cos @ eiltpdtp
edp = —— _—
0 T-w lz| Jo sen ) sen(p — 1)

Usando un cambio de variable, ¢ = ¢ + ¢ tenemos que

f27r w eilcpd 1 ez‘h/, 21 COS(QO —+ ¢) eilga
0w || 0
Sen(SO + ID) sen

| ity 2m (COS oSty —senpsenty eile ;
= —r7€
|z 0 \sencos + cospsen) ) sen

Calcularemos la integral componente a componente, y para diferentes valores
de l. Para |l = 0, la primera integral de la primera componente se tiene que

2 _ 1 27 cos pcos—sen psen
fO xwd(p - |z fO sen dg&

2w 2w
= _I?l\ / —cosgocoswd(p_/ sen Ydp
0 0

sen

J/

-~ -~

1) (2)

La integral (1) es igual a cero, pues el integrando es una funcion impar. Toma-
mos el valor principal de Cauchy ', para la integral (2) tenemos que

Valor principal de Cauchy: La definicién de integral impropia se puede escribir en la forma:

fif(x)dx:]%ggo (/ORf(m)dx+/0Rf(;L‘)dm>. (2.6)

Cuando este limite existe se dice que la integral es convergente en el sentido de Cauchy; el
valor de este limite es el valor principal de Cauchy. También es conveniente compara (2.6) con
la siguiente:

00 0 Ry
/ f(@)dx = lim (z)dx + lim f(x)dx. (2.7)
J—c0 R1~>oo 7R1 R24)00 0

La convergencia de la integral implica, la convergencia (hacia el mismo valor) en sentido de
Cauchy; sin embargo, la reciproca no es cierta, por ejemplo,

R
/ 2xdr = 2*|fp =0
-R

y por lo tanto el limite (2.6) es 0, en cambio, ninguno de los limites de (2.7) existe.
Observemos que en este ejemplo la funcién f(z) = 2z es impar; es decir, f(—x) = —f(x).
Siempre que la funcion sea impar el valor principal de Cauchy es 0.
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2
/ sen Ydy = 21 sen .
0

Entonces,

/27r COS P COS 1 — senwsenwd(p = —27sen ),
0

sen

de la misma forma obtenemos la integral para la segunda componente esta

dada por
/27r w 21 (—sen 2mx
0 T-w |z| \ cosp |z|?

Para [ # 0 nuevamente calculamos la integral componente a componente.

Para la primera componente tenemos que
1 ilp

2m
—He“w / (cos @ costh — sen psen 1))
X 0

do
sen ¢

1 /27r cos ¢ cos Pe'l?
_6 —
] 0 sen

2
dgp—/ sen e’ dyp
0

) @

Para la integral (3) tenemos la igualdad

27 cos o cos Yel? o 21 cos ¢ cos Y (cos lp+isenlp)
fO sen ¢ dg@ o fO sen ¢ dQO

2m coscpcoslapcosz[)d . 2T cos p cos i sen lp
R

0 sen ¢ sen ¢
2T cos p cos lg , T cos psenlp
= cosw/ ——dp+1 Cosw/ ——dp
0 sen ¢ 0 sen ¢
(31) (32)

= 1cosy2m.
(2.8)
La integral (3;) es igual a cero, nuevamente pues tomamos a la integral como el
valor principal de Cauchy; y la integral (3;) es igual a 2, para [ par, de acuerdo
al la formula 3.612 de [26].
Por otro lado, para la integral (4) tenemos la igualdad

T sen Yel?dp = T sen Y(cosly +isenly)dp
0 ¥ 0
= fo% sen ) cos lpdyp + 1 fozﬂ sen 1 sen lpdp 2.9)

= sentsenly + isent) coslpl

= 0
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Asi de (2.8) y (2.9) obtenemos el resultado para la primera componente;
ahora bien, al integrar la segunda componente del mismo modo obtenemos el
resultado final de la siguiente manera:

2m
/ el :—ieiw(ww)zm, (2.10)
0 T-w || sen ¢

por lo tanto, de (2.10), para [ > 0 par se tiene que

27 . iR
w o 278 X
/ etPdp = ———e .
0

]
Lema 2.3. Con la distribucion ¢ de Dirac tenemos
dlvﬁ = 271)(x)

Demostracion. Tenemos que demostrar que si f € C5°(IR?), entonces

LV f(x)dr = —2mf(0); (2.11)

r2 |2[?
es decir,
/ g-Vfdr=— fdivgdx + fg-vds
|x|>e |z|>e |z|=¢

donde v = 7ty ds la medida de superficie en [z| = . Como g = z/|x 2,

entonces tenemos que divg = 0 para = # 0, en consecuencia,

Jotze - VH@)z = = fi frm - s
) (2.12)
= Tz f‘x|:€ f(x)ds,
Tomando el limite cuando € — 0 se sigue la igualdad (2.11) O
Ahora podemos probar nuestra formula de inversién.
Teorema 2.4. Seang =R, f y h la funcion (2.3). Entonces,
1
flz) = 4—Re {div / wePWED) (= el o) (1w, 2 - w)dw.} (2.13)
m s

Demostracion. Es suficiente probar el teorema para f(z) = 6(x — y) ya que la
transformada de radon atenuada es una funcién par, addemas haciendo y =
tw + rw* tenemos que

(He"g)(w,s) = 1 Jpoke"@) [, e @0E5(x — y)dudt

— 11 h(wwy)—(Du)(ywh) (2.14)

T S—Ww-yY

— 11 ulyw)
T S—Ww-yY
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con u definida en el Lema 2.1 obtenemos

1 w

weD“(m’“L)(e*h'H —e"g)(w,z-w) =~ /R2 f(x)(x_—

v -u(z) gy
T Y) - w

Debemos demostrar que

1 —
Re{_ / Leuw)u(w,w)dw} —on 1Y (2.15)
TJg (x—y) w [z —y|

teniendo a w = (cos ¢, sen ). Por el lema (2.1) se tiene que

uly,w) —ulz,w) = Y (wly) — w@))e™.

I>impar

De ahi, con ciertas funciones w;(x, y),

cosh(u(y,w) — u(zr,w)) =1+ Z w(z, y)e'?,

>0 par
senh(u(y,w) —u(z.w) = Y w(e,y)e’.
>0 impar

Por el Lema 2.2, tenemos que (T;_y;r = (cos 1, sen)) = w,

/0 mCOSh( u(y,w) — u(z,w))dp

— 1
—or T o 3 e,y Y
|z =y o |z =yl

T —y ) (x_y)L
=27 — 2mi(cosh(u(y,w) —u(z,w)) — 1)———,
o 2mileosh(uy,) — u(rw) ~ 1)

Por otro lado

2w w
—— X senh(u(y,w) — u(z,w))dy =0
| crpsenhtutn) — ute.)
dado que = - w = y - w tenemos,

u(y,w) —u(z,w) = —(Dp)(y,w")+ (Dp)(z,w")
= —f;uds

Integramos a lo largo de la recta que une a y y z, por lo tanto,

2 o
Re{/ —9 e(y“)_“‘“"dgo}:%r v y2.
o (@—y)w |z —y|

(2.16)
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Figura 2.1: Coeficiente de atenuacién con prturbacién u(z).

Ahora, de (2.15) y el Lema 2.3, siguiendo la notacion de Novikov (ver [?]),
se tiene que

1 L
flz) = —4—Re {div/ we™ (PW@eD) (hageh g (w, 1z - w)dw} , (2.17)
7 St

donde g(w,s) = (R,f)(—w, —s) y asi obtenemos la formula de inversion para
la transformada atenuada de Radon. O

De acuerdo al objetivo de este trabajo, nos interesa obtener el valor de
cuando deja de ser constante; es decir, u(z) = po + p1f(z) con pu(z) C Ry
|po| = |1 f(z)|, como se muestra, en la figura 2.1. En otras palabras, cuando
el coeficiente de atenuacion depende de la inhomogeneidad de la regién que
se estd estudiando, dado que en la realidad no todo el medio material posee
el mismo valor en yu; asi entonces, . dependera de x y de la regién que es
estudiada.

Por otra parte, no todos los medios materiales compuestos tienen el mismo
coeficiente de atenuacién, por lo que necesitaremos hacer una estimacién del
mismo coeficiente para poder emplear la transformada de Radon atenuada y
su inversa, que nos permitird reconstruir la imagen.

2.3. Perturbacion del coeficiente de atenuacion

A continuacion introducimos la transformada de Radon atenuada con una
perturbacion; es decir, el coeficiente de atenuacion deja de ser constante en el
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disco unitario de la siguiente manera:
1= fio(sw 4+ Twh) + 116((s — so)w + (T — To)wb).

En donde la delta de Dirac 2 indica la localizacién de la perturbacién. Daremos
una aproximacion a la formula de inversidn en este caso particular.

Consideremos una distribucion bidimensional de radiois6topos o radiofar-
macos en un medio material compuesto. Queremos recuperar la distribucion de
f(z), a partir de mediciones de la radiactividad fuera del medio [22]. Denota-
mos el coeficiente de atenuacion del tejido por p(x). Nuestras mediciones nos
proporcionan las integrales de linea. En R? definimos, para las funciones con
soporte compacto, la transformada atenuada de Radon como

R f(s,w) = / Flsw + twh)e I molsetrot) tud((s—so)ot(r=mo)w)dr gy (3 18)
R

para la constante de atenuacion x que es exacta hasta O(u*) [27], para algunos
valores de ¢, w = (cos ¢, sen ) y wh = (—sen ¢, cos ©)[28].

Si suponemos que el coeficiente de atenuacion p(x) = po(sw + Twt) +
116((s — so)w + (T — 7o)w™ dentro del medio; es decir, u(z) = po(sw + Twt) +
116((s — so)w + (7 — 79)wt en el disco unitario y f = 0 fuera del disco, entonces
tenemos que encontrar los valores de — [, po(sw + Twb) + p10((s — so)w +
(7 — 10)wT)dT. Separamos esta integral en dos integrales

p(sw + Twt) = / pio(sw + Twh)dr +/ 1116((s = so)w + (1 — 1o)w™)dr .
t t

& / (& J
' '

(1) )

—

Para la integral (1) el valor maximo para t debe cumplir que s> + 72 = 1: des-
pejando a 7 obtenemos que 7 = /s — 1, entonces la integral (1) queda dada
por

Vs?—1
/ to(sw + TwH)dr = po(vs2 — 1 —t).
¢

Para la integral (2) debemos hacer lo mismo es decir, (s—s¢)*+(7—79)% = 1,
despejando a 7 usando formula general obtenemos que el valor maximo es
T ="70+2y/1— (s — s50)2, entonces la integral (2) queda de la siguiente manera

T0+24/1—(5—50)2 .
/ " mul(s((s_s@w(f—m)w)w:{ st < <m+2yT— (s = s0)?,

' 0 en otro caso;

2La delta de Dirac es una distribucién (funcién generalizada) introducida por primera vez por
el fisico inglés Paul Dirac, en tanto que distribucién define un funcional en forma de integral
sobre un cierto espacio de funciones.

/bf(f)Cs(»T—l‘o)dw:{f(mo) sia <o <b

0 Ssizg <a,rg>b



2.4. LA APROXIMACION DE LA INVERSION 29

es decir,

T0+24/1—(5—50)? . VT = (5= 50)2
/ M15((5—30)w+(7—70)wL)dT: { o Sit < 24/1—(s—s0)%

' 0 enotro caso,

Por lo tanto, de la integral (1) y (2) tenemos que la transformada de Radon
atenuada, con perturbacion en el coeficiente de atenuacién estd dada por

Ruf(t,w) = e HoV 1=t2 4 / f(sw + twh)erotdt.
R

Nuestros datos son
gu(t,w) = / f(sw + twh)etdt.
R

El objetivo es expresar a f en términos de g. Lo que se muestra en [27] es
que tal expresién puede ser una ecuacion integral de segunda especie. El ob-
jetivo es expresar f en términos de g; por lo que debemos convertir la ecuacion
R,[ = g en una ecuacion integral de segunda especie que puede resolverse
numéricamente.

2.4. La aproximacion de la inversion

A continuacién vamos a aproximar la formula de inversién de la transforma-
da de Radon atenuada con perturbacion en el coeficiente de atenuacion. Para
empezar generalicemos el "teorema de la proyeccién"para el caso p # 0. Utili-
zamos la notacion fpara la transformada de Fourier bidimensional de la funcién
f € R?y g la transformada de Fourier unidimensional con respecto a la primera
variable si g es una funcién de la forma g = g(s,w) [29].

Teorema 2.5. Parao € R,
flow + ipwt) = (2m)1/23,(0,w)

Demostracion. dado que = = sw + tw para x € R? obtenemos

flow+ip™) = L [, elcwrinet)af )y
= L o fo et fsw + twh)dsdt
= o Jp @ fo e f(sw+ twh)dtds (2.19)
= 5 fR *gu(s,w)ds

= (2m)'2g,(0,w),
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El teorema de proyeccion nos proporciona los valores de f en una super-
ficie de dos dimensiones, F,, en el espacio C? de variables complejas z; =
§1 i, 20 = & + 1.

Pero la férmula de inversion de Fourier "que nos da f en términos de f
integra sobre Fj,, donde I} es la primera linea donde se integra. Emplearemos
el teorema integral de Cauchy en dos variables complejas para calcular esta
integral sobre Fj [29].

Para ello consideremos lo siguiente: sea G una superficie cerrada en R? y
S : R? — C? un mapeo uno a uno y suficientemente suave.

Sea F' una superficie en dos dimensiones complejas F' = S(G) € C?, ademas
asumimos que w(z1, 27) es analitica en C?; es decir,

/ w(z1, 22)dzy = 0.
F

En el caso que G es un cilindro hueco con radio interior r, radio exterior Ry
altura 1, denotamos la superficie lateral interior, la superficie lateral exterior, la
parte superior y la parte inferior de G por G, Ggr, G| y G respectivamente.

Con el fin de obtener la orientacién correcta de las componentes de G, des-
cribimos a G por una representacion de parametros. Con &1, &, &3 las coorde-
nadas en R3, entonces tenemos:

& =rcosp
G.: &L=rp , (¢0) €]02r]x]0,1]

53 = 97
& = Rcosyp
GR : 52 = RSO 3 (87 90) € [07 1] X [07 27T]
£3 = 07

& =o0cosp
Gi: &=0p , (p,o)€el0,2n] x[r,R]
& =1,
& =ocosy
Go: &=o0p , (0,9 €]r,R]x|0,27]
& =0.

De esta manera obtenemos el mapeo z = S¢, € € R3 definido por:
2= & —ip& (6 + &),

20 =& — ip&i&s(E7 + &3) 7V,

La representacion de GG nos da la representacion de F'. Daremos esta repre-
sentacion por partes como: F,. = S(G,), Fr = S(GRr), F1 = S(G1), Fo = S(Gy),
junto con los jacobianos:
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F.:z=rw+ipbws, = u“e,
A, 0)
, O(21, 22) 2
Fp:z=Rw+ipbfwt, =220 = 0%,
§ a0, )
0
Fi: 2z =ow+ipbuw, (21,2) = —o0,
d(p,0)
Fy:z=ow, Az, 2) =0,
A(o, )
donde usamos la notacion vectorial z = (Zl>
22

Ahora, por el teorema de Cauchy para funciones analiticas,

w(z) = % f(2).

Observamos que

Jrw(z)dz = [, w(z)dz+ [, w(z)dz + [ w(z)dz + [ w(z)dz
= 027r fol eirrw= e fpgy 4 infot) p20dedd
— JIT [ eeemntret f(Rey - ipbwt) p0dipdd 2.20)
— fTR fo% ei”""*“”wlf(aw + ipbwt)odedo
+ fTR fo% 6”"”""f(aw)adg0da
= 0.
por el Lema de Riemann-Lebesgue decimos

2

f(Rw + ipfwt)| dp — 0,

lim
R—o0 0

uniformemente en ¢ para 0 < 6 < 1. Tomando R — oo, — 0 se obtiene que
2” L —pbzwt £ 1y,,2
0 = Jo €710 fipbw™) p*0dpdd
— foo iorprwt £y 4wt )odedo (2.21)

+ fo fo% ¢ f(ow)odedo.
Usando el Teorema 2.5 en la segunda integral y la férmula de inversion de
Fourier en la tercera integral, obtenemos

1) = @) — 12 fo(a).
2 fe’e)
Fle) = ) [ et [T g, o) dody.
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1 27 1 LA
fle) = o [ [ e flansitoagd,
0 0

f1 puede ser evaluada por un algoritmo de convolucién:

2
fi(z) = / e g (@ w,w)d,
0

qAM<O-7w) = %O’+§M<U7W>7 04+ = méx(a, O)
Desafortunadamente la integral que define f, contiene valores de f(mewi)
para 0 < 0 < 1, pero estos valores estan disponibles so6lo para § = 1. Por lo
tanto, podemos calcular una aproximacion f»(x) de nuestros datos. Usando la
formula;
e M flipfwt) = flipw®) + pwt - a+ O(p?),

con a = i(f — 1)V f(0) — 8f(0)z, que se obtiene a partir de la expansion de
Taylor para la aproximacion del integrando en f»(z), para obtener

folx) = 5= Jo7 Jo flipwt)wdiedd + O(p?)
= (27r /2 [27 5.0, w)dp + O(1?) (2.22)

= 1(2m)73/2 foﬂfR gu(s,w)dsdy + O(u?)

Podemos observar que el factor de 12 en nuestra férmula de inversion apro-
ximada es, basicamente, el valor de los datos que queremos calcular; es decir,
el valor de p.

Si en lugar de que p estuviera definido en un punto, como en la sec.3.2.1, lo
estuviera en una regién V' C ) como un conjunto de puntos como se muestra,
(ver figura 2.2), con p; para cada punto y |uo| = ||, entonces la transformada
de Radon atenuada la podemos expresar como

M

R (s,w) = Ze i Xt max 7 /f (sw + twh)e roldt,

=1

por la propiedad de linealidad de la transformada de Radon.

Dados estos resultados podemos decir que si el coeficiente de atenuacién
se perturba, entonces la intensidad va a disminuir en forma exponencial.

A continuacién desarrollaremos el modelo computacional para la transfor-
mada de Radon directa e inversa y para la transformada de Radon atenuada
directa e inversa con perturbacion en la atenuacion.

2.5. Modelo computacional

En el siguiente capitulo desarrollamos paso a paso como hacer la imple-
mentacién computacional para la transformada de Radon y su inversa desde
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Figura 2.2: Coeficiente de atenuacion con prturbacion de varios puntos.

cero, (no usamos la transformada de radon que esta implementada en matlab)
esto nos facilitara la implementacién para la transformada atenuada con pertur-
bacion, para esta es importante describir con detalle dicha implementacion.

Los métodos de inversion analiticos en la ET se basan en datos de pro-
yeccion completa [12], en la practica tenemos que discretizar el modelo de ob-
servacion directamente y dar una aproximacion de la solucién del problema
computacional.

Consideremos el caso de dos dimensiones, se pueden utilizar funciones
similares en 3 dimensiones. Supongamos que tenemos una funcidén no negativa
f € R? cuyo soporte compacto esta contenido en el rectangulo [0, 1] x [0, 1].
Dividimos el area de la imagen en N x N pixeles y aproximamos la densidad
por una funcién constante por segmentos;

f(p) = fij,dondep e P;;,1 <i,j <N
donde F;; denota el pixel
(j—1)/N <p1 <j/N,(i—1)/N <1—py <i/N

la imagen esta dada por la matriz de valores f;;.
Para describir los datos de los rayos en forma vectorial, apilamos las entra-
das de la matriz f;; en un vector = de longitud N? de manera que;

(G =N +1) = py, 1 <4, < N

Sean L., ... Ly, las lineas correspondientes a los rayos que pasan a través
del objeto, para la linea m-esima, L,,
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N N2
Ym = /L p(p)dp =Y | Lo [\ Pisliig = Y A
m k=1

t,j=1

donde |L,, () P,;| denota la longitud de la interseccién de la linea L,, y el pixel
P;; y denotamos.

At = L (Pl k= (j — DN +1i

la definimos como el elemento de la matriz donde se intersecta la linea L,, y el
pixel p; ;.
El modelo discretizado ([30]) para la formacion de imagenes de los rayos se
puede escribir en la forma:
Ax =y.

Por lo tanto, el problema de los rayos se puede resolver como un problema
de matriz normalmente de tamaro grande, pero también con una matriz con
muy pocos valores dependiendo del nimero de proyecciones que hagamos.

En el caso de ET de angulo limitado, la matriz A tiene un gran espacio nulo
y el problema inverso se torna severamente indeterminado.

En primer lugar daremos una proximacién numérica de la transformada de
Radon mediante el método de Retroproyeccion filtrada usando el cédigo que
hicimos, posteriormente haremos lo mismo con la transformada de Radon ate-
nuada.

2.6. Transformada de Radon

2.6.1. Método de retroproyeccion filtrada

El principio planteado por Radon y posteriormente mejorado por Cormark y
Hounsfield es el siguiente: supongamos que tenemos un cuerpo convexo el cual
tiene un masa de densidad variable dada por una funcién f(z,y, z). Pensemos
ademas que K, un cuerpo convexo, es atravesado por un radiacion cualquiera
cuya trayectoria sea una recta [ y de la cual se puede medir su intensidad de
entrada y de salida. La diferencia entre estas intensidades sera la absorcion del
rayo por la materia en el interior de K y dependera de la recta [/, por donde el
rayo transita es posible medir experimentalmente esta funcién del rayo, que se
llamara F'(S) y a partir de ésta reconstruir f(x,y, z) ([31]).

El procedimiento préctico (discreto) consiste en dividir el objeto en seccio-
nes planas y resolver el problema seccién por seccion para después integrar a
todo el cuerpo. Al dividir el objeto en secciones planas tenemos que la funcidn
f, dependiente inicialmente de la tripla de coordenadas (z, y, z), se reduce tem-
poralmente a las coordenadas (i, y). Posteriormente se sobrepone una cuadri-
cula imaginaria a cada seccion planar quedando asi hipotéticamente dividido en
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Figura 2.3: Proyeccién presentada por una banda sobre una malla donde cada
celta en particular la podemos ver como el area sombreada ABC y cada rayo
esta definido por p;.

celdas, a cada celda le corresponde una masa de densidad promedio las cua-
les constituiran las incognitas de nuestro problema a estudiar. Las proyecciones
se convierten entonces en sumas de muchos términos sobre direcciones en la
cuadricula. En consecuencia, cada término (de la sumatoria que forma una pro-
yeccion) es el producto de un factor de peso multiplicado por la densidad del
cuadro que es la incégnita.

Los correspondientes valores de peso para cada cuadro son conocidos y
estan determinados por la geometria del caso, esto es: ancho del haz de irra-
diacion, angulo de irradiacion y tamano de la cuadricula; es asi como a partir de
las proyecciones es posible establecer un conjunto de ecuaciones simultaneas
que se deben resolver.

La figura 2.3 ilustra una malla sobrepuesta a una imagen desconocida, si la
malla posee n-celdas de cada lado, el numero total de celdas es n x n = N;
supongamos ademas que al objeto se la ha realizado un barrido por un conjunto
de rayos con seccién transversal (espesor) que corren paralelos, haciendo un
angulo de inclinacién con respecto a uno de los ejes de la cuadricula imaginaria.
En este caso, un rayo cualquiera j; puede ser representado como una delgada
banda que cruza la cuadricula.

Basados en esta representacion definimos la proyeccién del rayo como
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N
> wifj=pii=1,2..,M (2.23)
j=1

Donde M es el numero total de rayos y w;; es un factor de peso que co-
rresponde a la fraccién de area correspondiente a cada celda interceptada por
un rayo en particular. El triangulo sombreado (ABC) en la figura indica esta
area para una celda en particular. Las f; son las incognitas del problema cuya
solucién consiste en determinar sus valores, sin embargo la solucién presenta
cierta complejidad debido a que si se tienen N celdas, el numero de rayos M,
como minimo, debe ser igual a N. Ahora bien, si hacemos a los segmentos 6l
infinitesimales ds el limite de la sumatoria de la ecuacion 2.23 se convierte en
una integral de linea a lo largo de la trayectoria del rayo gamma. Esto es;

p= /Rf(x,y)ds

Esta funcién p definira a la proyeccion del haz sobre una linea de proyeccion la
cual coincide con la transformada bidimensional de Radon de la funcién f(z, y).
Dado que en una aplicacién de este tipo los detectores determinan los cambios
de intensidad en los rayos emitidos; es decir, las proyecciones de p, el problema
se restringe a la aproximacioén de la funcién f(x,y), la cual se realiza mediante
la transformada inversa de Radon.

2.7. Transformada de Radon atenuada

La implementacion de la formula de inversion de la transformada de Radon
atenuada es una extension de la familia del algoritmo de retroproyeccién filtrada
para tomografia computarizada, que veremos a continuacion.

Primero, tenemos que calcular la funcion

gu = Re {e_hHehg} ,
donde h = $(Z + iH)R,. Si h = hy + ihy,hy = $R,, ho = HR,, entonces,
tenemos
Iy = e_h(cos hoHe™ cos hy + sen hoHe™ sen ha)g.

La transformada de Hilbert H se puede calcular por convolucién con la trans-
formada de Fourier

§(0) = (2m)712 /R e g(s)ds.
Asi tenemos que
(#y)() = 2D g(0),

Para hacer los calculos necesarios y obtener la transformada atenuada de
Radon necesitaremos de los siguientes prerrequisitos.
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Nos enfocaremos en una forma de calcular la convolucion y derivados utilizando
la transformada de Fourier (FFT). La FFT es una forma rapida del calculo de la
transformada discreta de Fourier de un vector de tamafno N. cuya expresion de
la férmula y su inversa estan dadas de la siguiente forma:

N
Ty = DFT(x), = ijw_(j_l)(k_l), W= 62%, 1<k<N,

J=1

N
x; = IDFT(%); = %Z@wu—lxk—l), 1<j<N.
k=1
Estos operadores requieren O(N?) operaciones flotantes, sin embargo cuan-
do N es un numero compuesto (el mejor de los casos N = 2P para alguna
valor de p), reacomodando estas operaciones, este numero se puede reducir
a O(NlogN), este proceso es conocido como el algoritmo de Cooley y Tuchey
ver [32]. Ademas, definimos la convolucién circular (Ver apéndice 1.7) h = fx g
de dos vectores discretos f = {f;}}L, y g = {g;}}_, de la siguiente manera:

N
1 . ) .
hi > fegli = K], [j = K] = j — kmodX,
k=1

el nimero O(N?) de operaciones que requiere este proceso también se puede
reducir a O(NlogN) usando FFT y el hecho de que

h = IFFT(FFT(f) - FFT(g)).

Al igual que para una convolucion, cualquier operador que puede ser represen-
tado por un multiplicador de Fourier incluyendo diferenciacion ik, o e*** convo-
lucién con alguna ¢(gx), o la transformada de Hilbert (—isign(k)), puede ser
calculado por el método anterior. En la variable x, esta cantidad aplica el mis-
mo operador en el nivel de una funcién continua que interpola los datos de la
manera mas suave posible sin dejar de ser la banda mas limitada.

Esta interpolacién es llamada interpolacion espectral. Para los datos f =
{fm}¥_, dados en una subdivision {x,,}"_, de [0, 2x], la interpolacién espec-
tral esta dada por

sen(mx/h)

(27 /h) tan(z/2) (2.24)

F@) =" fuSn(z —z), Sw(x) =

La funcién Sy, mejor conocida como la funcién seno periédica, es el Unico
polinomio trigonométrico cuya transformada de Fourier es 1 en cada frecuencia
discreta y cero en otro caso, por esto tiene sentido que la convolucién (2.24)
sale de la sefal discreta sin cambios en los puntos de la malla.

Al pasar al dominio de Fourier, 0o equivalentemente al usar interpolacion
espectral, el orden de convergencia del método para cada h no depende del
método en si, si no de la regularidad de la funcién donde se estan haciendo las
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aproximaciones, ver [33]. En este caso los métodos basados en FFT se utilizan
sobre todo cuando hay que aplicar la transformada de Hilbert, esto pasa cada
vez que se invierte la transformada de Radon atenuada.

A continuacién daremos una discretizacion de la transformada de Radon
atenuada (AtRT) y después la invertiremos numéricamente.

Primero trataremos el problema directo que consiste en resolver la ecuacion
(2.2). Una vez mas se puede hacer mediante la rotacién de imagen: para cada
 requerido en las imagenes (mapas construidos con la funcion mymap usada
en el cédigo), de tal manera que el eje 0 se alinee con el eje z, como se mostré
anteriormente, entonces se puede calcular la integral

1
/ fo(t,y)e? 0
-1

se puede obtener sumando las entradas a lo largo de las filas.



Capitulo 3

Resultados y discusion

A continuacion mostraremos algunos resultados obtenidos con el codigo
computacional implementado en matlab. En primer lugar daremos algunos ejem-
plos de la reconstruccion de una imagen con la transformada de Radon simple,
posteriormente se presentaran algunos ejemplos para la reconstruccién de la
transformada de Radon atenuada con perturbacién en la atenuacion.

3.0.1. Resultados para la transformada de Radon

En nuestro c6digo computacional, para cada direccion 6 rotamos la imagen para
que el eje ¢ se alinee con las direcciones del eje x, de modo que el calculo de
sus integrales de linea a lo largo de esta direccién se reduce a una simple suma
de las entradas a lo largo de cada fila de la imagen girada.

A continuacién daremos un ejemplo y se presentaran paso a paso las figu-
ras mostrando como es que se lleva a cabo la reconstruccién de una imagen
dada.

* Primer paso: Daremos una imagen inicial que nos servira de referencia
para hacer todo el procedimiento de reconstruccion.

* Segundo paso: calculamos la transformada de Radon para cada direc-
cion, entonces lo hacemos calculando la retroproyeccién filtrada (es decir,
se multiplica por una funcién con ciertas caracteristicas en el dominio de
Fourier), para x que pertenece a un punto de la malla bidimensional y
{6;} una subdivisién equidistante de S*, para calcular g(z - ;, 6;) se hace
mediante interpolacién lineal en el eje s, ya que suponemos conocer reba-
nadas de la transformada de Radon en las direcciones {6;} para calcular
la transformada de Radon hacemos uso de la funcion myRadon, (ver figura
3.2), donde observamos la imagen inicial y la transformada de Radon que
se representa como un sinograma.

* Paso tres: Calculamos la transformada inversa de Radon con la funcién
myIRadon, obteniendo asi la reconstruccion de la imagen, (ver figura 3.1),

39
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imagen inicial, max = 1

Figura 3.1: Imagen inicial

donde tomamos un valor de n que es el numero de angulos que rotard la
imagen.

* Paso cuatro: Del mismo modo mostraremos un grafica donde tomamos
un valor de ¢ y variamos el valor de ¢ para la imagen inicial y la imagen
reconstruida para observar la diferencia entre ellas y poder decir si es o
no una buena aproximacion entre ellas.

* Paso cinco: Para dar una estimacion de que tan buena es la reconstruc-
cién calculamos el error relativo y presentamos la gréfica.

* Paso seis:Finalmente, generamos el histograma para indicar como se
encuentran distribuidos los valores de la discrepancia entre la imagen ori-
ginal y la reconstruida, también estimaremos la media y la desviacion
enstandar.

Ejemplo 3.1. Tomamos una imagen inicial, (ver 3.1) es una imagen que consta
solo de puntos.

Calculamos la transformada de Radon y obtenemos el sinograma (ver 3.2 )

Dado el sinograma calculamos la transformada inversa de Radon y obte-
nemos la reconstruccion de la imagen, el la figura 3.3 podemos observar la
imagen inicial, la recosntruccion y al superponer las dos imagenes obtenemos
un error que se muestra en la parte C) de la figura, lo cual nos muestra que
puede ser una buena aproximacién de la imagen inicial.

Para poder observar de una forma mas gréfica la aproximacion mostramos
la figura donde para un valor de 6 y variando el valor de ¢ graficamos la imagen
inicial y la imagen reconstruida

Del mismo modo presentamos la grafica que representa el error relativo
entre los datos originales y los reconstruidos figura3.5.
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A)imagen inicial, max = 1 B)Transformada de Radon o sinograma, max = 0.60002
@
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Figura 3.2: En la imagen A)observamos la imagen inicial y en la imagen B)
podemos observar el sinograma de la imagen A) que no es otra cosa que la
representacién grafica de ta transformada de Radon.

A)imagen inicial, max = 1 B)imagen reconstruida, max = 1.0746 c) error, max = 0.3976
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Figura 3.3: En la imagen A)observamos la imagen inicial y en la imagen B)
podemos observar la imagen reconstruida que no es otra cosa que calcula la
transformada de Radon inversa y finalmente C) es el error entre la imagen inicial
y la imagen reconstruida.

comparacion entre la imagen inicial y la reconstruccién
T T T T T T T T

02 | I | | | | | | I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 o 02 0.4 06 08 1

Diferentes valores de t

transformada de radon e imagen inicial para un 8 dadc

Figura 3.4: En la grafica podemos observar la aproximacion de las dos image-
nes para un cierto valor de 6 y diferentes valores para t.
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Figura 3.5: En la gréfica mostramos el error relativo entre la imagen inicial y la
imagen reconstruida.
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Figura 3.6: En esta figura mostramos un histograma de la distribucion de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruido. El valor
medio de esta distribucion estd dado por 0.0212 y una desviacion estandar de
0.0221

Finalmente, mostraremos el histograma generado con el cédigo implemen-
tado en matlab, para observar la distribucién entre los datos originales y los
reconstruidos, también damos el valor medio de la distribucion y la desviacién
estandar para darnos una idea de donde se concentran los datos, como se
puede observa en la figura 3.6.

Con lo anterior podemos decir que tenemos una buena aproximacion.

Ejemplo 3.2. Daremos otro ejemplo en esta ocacion la imagen inicial sera algo
mas real.
Calculamos la transformada de Radon y obtenemos el sinograma (ver 3.8 )
Dado el sinograma calculamos la transformada inversa de Radon y obte-
nemos la reconstruccion de la imagen, el la figura 3.9 podemos observar la
imagen inicial, la recosntruccion y al superponer las dos imagenes obtenemos
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imagen inicial, max = 1.1992

Figura 3.7: Imagen inicial

A)imagen inicial, max = 1.1992 B)Transformada de Radon o sinograma, max = 0.76807

<

Figura 3.8: En la imagen A)observamos la imagen inicial y en la imagen B)
podemos observar el sinograma de la imagen A) que no es otra cosa que la
representacion gréafica de ta transformada de Radon.



44 CAPITULO 3. RESULTADOS Y DISCUSION

A)imagen inicial, max = 1.1992 B)imagen reconstruida, max = 1.2195 c) error, max = 0.39043
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Figura 3.9: En la imagen A)observamos la imagen inicial y en la imagen B)
podemos observar la imagen reconstruida que no es otra cosa que calcula la
transformada de Radon inversa y finalmente C) es el error entre la imagen inicial
y la imagen reconstruida.

comparacion entre la imagen inicial y la reconstruccion

12 T T T T T
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transformada de radon e imagen inicial para un @ dadc

Diferentes valores de t

Figura 3.10: En la grafica podemos observar la aproximacion de las dos image-
nes para un cierto valor de ¢ y diferentes valores para t.

un error que se muestra en la parte C) de la figura, lo cual nos muestra que
puede ser una buena aproximacién de la imagen inicial.

Para poder observar de una forma mas gréfica la aproximacién mostramos
la figura donde para un valor de 6 y variando el valor de ¢ graficamos la imagen
inicial y la imagen reconstruida, ver 3.10.

En la grafica mostramos el error relativo; es decir, [im —img.|/|im|, para un ¢
fijo y paratodo t. Se puede observar una buena aproximacion que cuantificamos
en la siguiente figura 3.11.

Finalmente, generamos el histograma para observar como estan distribui-
dos los valores de la discrepancia entre los valores originales y los reconstrui-
dos como se observa en la figura 3.12.
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Figura 3.11: En la grafica mostramos el error relativo entre la imagen inicial y la
imagen reconstruida.

Distribucion de la discrepancia
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Figura 3.12: En esta figura mostramos un histograma de la distribucion de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruido. El valor
medio de esta distribucion estd dado por 0.0173 y una desviacion estandar de
0.0204
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3.0.2. Resultados para la transformada de Radon atenuada

Para poder hacer una andlisis de los resultados obtenidos con nuestro codi-
go implementado en matlab necesitamos hacer los siguiente:

* Primer paso: Daremos una imagen inicial que en este caso presentara
una peturbacion, es decir; tendra un coeficiente de atenuacion y esta nos
servira de referencia para hacer todo el procedimiento de reconstruccion.

Segundo paso: calculamos la transformada de Radon atenuada hace-
mos uso de la funcion atRT, donde observamos la imagen inicial y la
transformada de Radon atenuada que se representa como un sinograma.

Paso tres: Hacemos una inversion para f conociendo 1y g = R, f usan-
do la version discreta de de formula 2.17, una manera de implementarla
es calcular la parte real analiticamente, entonces escribimos i = hy +1ihs,
lo que nos da

1
f(x) = 4—div/ wePr N g, (w3 w),
m St

g, = e " (cos hoH(e™ cos haR f) +senhyH eM sen hoR f))-
p p p

De esta manera se calcula el problema inverso, es decir, calcular la trans-
formada inversa atenuada de Radon mediante la funcién iAtRt dada en
el codigo.

* Paso cuatro: Para ver que tan buena es la reconstruccién tomamos nue-
vamente un rayo, o y = 0 con valores de t y graficamos los valores de f
(la imagen dada originalmente) y los valores de la transformada inversa
atenuada de Radon (reconstruccién de la imagen aproximada)

* Paso cinco: Para dar una estimacion de que tan buena es la reconstruc-
cion calculamos el error relativo y presentamos la gréfica.

Paso seis: Generamos el histograma y calculamos la desviacion estandar
y la media de la distribucién de la discrepacia entre los datos originales y
los reconstruidos para ver si es una buena aproximacion.

Ejemplo 3.3. Elegimos una imagen inicial y la atenuacion con la que esta se
perturba como podemos ver en la siguiente figura 3.13:

Resolviendo el problema directo; es decir, calculando la transformada ate-
nuada de Radon mediante la funcion atRT, proporcionada en el cédigo, obtene-
mos el sinograma que es la representacion geométrica de la transformada de
Radon atenuada,(ver figura 3.14).

A continuacion hacemos la inversion para la imagen inicial perturbada cono-
ciendo 'y g = R, f. De esta manera se calcula el problema inverso, es decir,



47

A) fuente, max = 3.9979 B) distribucion deatenuacion, max = 0.99815

Figura 3.13: A) imagen de origen y B) es la distribucion de atenuacién con la
que se esta perturbando el objeto.

B) fuente f, max = 3.9979 A) Sinograma atRt, max = 4.3907

Figura 3.14: A) muestra la imagen inicial con perturbacién y en B) mostramos
el sinograma que es la representacion grafica de la transformada atenuada de
Radon.
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A) fuente f, max = 3.9979

B) reconstruccién fRec, max = 3.301 C) error, max

h

Figura 3.15: A) representa la imagen inicial (objeto de estudio), B) muestra la
imagen reconstruida a partir de la transformada de Radon (sinograma) median-
te la transformada atenuada inversa de Radon y finalmente, C) representa el
error al sobreponer las dos imgenes.
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Figura 3.16: comparacion entre la imagen original y la imagen reconstruida

calcular la transformada inversa atenuada de Radon mediante la funcién iAtRt
dada en el cédigo, como se puede ver en la figura 3.15.

Para ver que tan buena es la reconstruccion tomamos nuevamente un ra-
yo, 0 y = 0 con valores de ¢ y graficamos los valores de f (la imagen dada
originalmente) y los valores de la transformada inversa atenuada de Radon (re-
construccién de la imagen aproximada), como podemos ver en la figura 3.16.

También en la grafica mostramos el error relativo; es decir, [im — img.|/|im|,
para un 6 fijo y para todo t. Se puede observar una buena aproximacién que
cuantificamos en la siguiente figura 3.17.

Finalmente, mostraremos el histograma generado con el cédigo implemen-
tado en matlab, para observar la distribucién entre los datos originales y los
reconstruidos, también damos el valor medio de la distribucion y la desviacion
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Figura 3.17: Calculamos el error relativo entre la imagen inicial y la imagen
reconstruida.

Distribucion de la discrepancia
100
T T

Frecuencia de los datos
=
|

1 L L L | |
a ons a1 o1s 0z 025 03 035

Valores de los datos

Figura 3.18: En esta figura mostramos el histograma de la distribucion de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruido. El valor
medio de esta distribucion estd dado por 0.0255 y una desviacion estandar de
0.0375

estandar para darnos una idea de donde se concentran los datos, como se
observa en la figura 3.18.

Mostraremos los resultados obtenidos con imagenes diferentes.

Ejemplo 3.4. Damos una imagen inicial y la atenuacién con la que esta se
perturba como podemos ver en la siguiente figura 3.19:

Resolviendo el problema directo, es decir, calculando la transformada ate-
nuada de Radon mediante la funcion atRT, proporcionada en el cédigo, obtene-
mos el sinograma que es la representacion geométrica de la transformada de
Radon atenuada,(ver figura 3.20).

A continuacion hacemos la inversion para la imagen inicial perturbada cono-
ciendo ny g = R, f. De esta manera se calcula el problema inverso, es decir,



50 CAPITULO 3. RESULTADOS Y DISCUSION

A) fuente, max = 4 B) distribucién deatenuacion, max = 1

Figura 3.19: A) imagen de origen y B) es la distribucion de atenuacién con la
que se esta perturbando el objeto.

B) fuente f, max = 4 A) Sinograma atRt, max = 4.6173

Figura 3.20: A) muestra la imagen inicial con perturbacion y en B) mostramos
el sinograma que es la representacién grafica de la transformada atenuada de
Radon.
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A) fuente f, max = 4 B) reconstruccién fRec, max = 3.3106 C) error, max = 3

Figura 3.21: A) Representa la imagen inicial (objeto de estudio), B) muestra la
imagen reconstruida a partir de la transformada de Radon (sinograma) median-
te la transformada atenuada inversa de Radon y finalmente C) representa el
error al sobreponer las dos imgenes.

comparacion

=

w
5
T

w
T

X
2
T

— i
T

Transformada de Radon atenuada
& .
T

=]

=]
=
=]
o

04 02 i 0z 04 06 08
Diferentes valores de t

Figura 3.22: Comparacion entre la imagen original y la imagen reconstruida

calcular la transformada inversa atenuada de Radon mediante la funcién iAtRt
dada en el cédigo, como se observa en la figura 3.21.

Para ver que tan buena es la reconstruccion tomamos nuevamente un ra-
yo, 0 y = 0 con valores de t y graficamos los valores de f (la imagen dada
originalmente) y los valores de la transformada inversa atenuada de Radon (re-
construccién de la imagen aproximada) esto lo podemos observar en la figura
3.34.

Ahora tememos la gréfica en la que mostramos el error relativo; es decir,
lim — img.|/|im|, para un @ fijo y para todo t. Se puede observar una buena
aproximacién que cuantificamos en la siguiente figura 3.23.

Finalmente, mostraremos el histograma generado con el cédigo implemen-
tado en matlab, para observar la distribucién entre los datos originales y los
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Figura 3.23: Calculamos el error relativo entre la imagen inicial y la imagen
reconstruida.
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Figura 3.24: En esta figura mostramos un histograma de la distribucion de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruidos. El valor
medio de esta distribucion esta dado por 0.0284 y una desviaciéon estandar de
0.0412.

reconstruidos, también damos el valor medio de la distribucion y la desviacion
estandar para darnos una idea de donde se concentran los datos, como se
puede observa en la figura 3.24.

A continuacion mostramos otros ejemplos pero en esta ocacidén nuestra ima-
gen de referencia es una imagen con bordes suaves, como pudimos observar
en los ejemplos anteriores era muy drastico el cambio de tonalidades y cuando
teniamos la gréfica con el error en algunos lugares el error era mucho mayor,
veamos que sucede con los ejemplos siguientes.

Ejemplo 3.5. Damos una imagen inicial en este caso con tonalidades mas sua-
ves y la atenuaciéon con la que esta se perturba como podemos ver en la si-
guiente figura 3.25:
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A) fuente, max =5.2 B) distribucion deatenuacion, max =5

Figura 3.25: A) imagen de origen y B) es la distribucion de atenuacién con la
que se esta perturbando el objeto.

Resolviendo el problema directo, es decir, calculando la transformada ate-
nuada de Radon mediante la funcion atRT, proporcionada en el cédigo, obtene-
mos el sinograma que es la representacion geométrica de la transformada de
Radon atenuada,(ver figura 3.26).

A continuacion hacemos la inversion para la imagen inicial perturbada cono-
ciendo ny g = R, f. De esta manera se calcula el problema inverso, es decir,
calcular la transformada inversa atenuada de Radon mediante la funcion iAtRt
dada en el cddigo, lo podemos ver en la figura 3.27.

Para ver que tan buena es la reconstruccion tomamos nuevamente un ra-
yo, 0 y = 0 con valores de t y graficamos los valores de f (la imagen dada
originalmente) y los valores de la transformada inversa atenuada de Radon (re-
construccién de la imagen aproximada), (ver figura 3.28).

En seguida mostramos la gréafica del error relativo; es decir, [im —img.|/|im],
para un 6 fijo y para todo ¢t. Se puede observar una buena aproximacioén que
cuantificamos en la siguiente figura 3.29.

Finalmente, generamos el histograma para observar como estan distribui-
dos los valores de la discrepancia entre los valores originales y los reconstrui-
dos como se observa en la figura 3.30.

Con lo que podemos concluir que en esta imagen con bordes suaves el error
es mucho mas pequerio por lo tanto; la aproximacion es mucho mejor.
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B) fuente f, max = 5.2 A) Sinograma atRt, max = 0.79527

Figura 3.26: A) muestra la imagen inicial con perturbaciéon y en B) mostramos
el sinograma que es la representacion gréafica de la transformada atenuada de
Radon.

A) fuente f, max = 5.2 B) reconstruccion fRe, max = 5.2393 C) error, max = 2.1776

Figura 3.27: A) representa la imagen inicial (objeto de estudio), B) muestra la
imagen reconstruida a partir de la transformada de Radon (sinograma) median-
te la transformada atenuada inversa de Radon y finalmente C) representa el
error al sobreponer las dos imgenes.

comparacion
6
T 1 1 1 1

L n__ -

-1 .08 06 04 0z 0 [iF] 04 06 08 1
Diferentes valores de t

Transformada de Radon atenuada

Figura 3.28: Comparacion entre la imagen original y la imagen reconstruida
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Figura 3.29: Calculamos el error relativo entre la imagen inicial y la imagen
reconstruida
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Figura 3.30: En esta figura mostramos un histograma de la distribucion de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruido. El valor
medio de esta distribucion esta dado por 0.0098 y una desviaciéon estandar de
0.0365.
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A) fuente, max = 2 B) distribucién deatenuacion, max = 1
-
[ -
* .
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Figura 3.31: A) imagen de origen y B) es la distribucion de atenuacion con la
que se esta perturbando el objeto.

B) fuente f, max = 2 A) Sinograma atRt, max = 0.63539

Figura 3.32: A) muestra la imagen inicial con perturbacion y en B) mostramos
el sinograma que es la representacion grafica de la transformada atenuada de
Radon.

Daremos un ejemplo mas, donde la imagen tiene bordes suaves y la pertur-
bacion es mayor.

Ejemplo 3.6. Damos una imagen inicial en este caso con tonalidades mas sua-
ves pero la atenuacion presenta mayor perturbacién como podemos ver en la
siguiente figura 3.31:

Resolviendo el problema directo, es decir, calculando la transformada ate-
nuada de Radon mediante la funcion atRT, proporcionada en el cédigo, obtene-
mos el sinograma que es la representacion geométrica de la transformada de
Radon atenuada, lo podemos ver en la figura 3.32.

A continuacion hacemos la inversion para la imagen inicial perturbada cono-
ciendo 'y g = R, f. De esta manera se calcula el problema inverso, es decir,
calcular la transformada inversa atenuada de Radon mediante la funcién iAtRt
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A) fuente f, max = 2 B) reconstruccion fRec, max = 1.9782 C) error, max = 0.82039

Figura 3.33: A) representa la imagen inicial (objeto de estudio), B) muestra la
imagen reconstruida a partir de la transformada de Radon (sinograma) median-
te la transformada atenuada inversa de Radon y finalmente C) representa el
error al sobreponer las dos imgenes.

comparacion
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Transformada de Radon atenuada
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Figura 3.34: comparacion entre la imagen original y la imagen reconstruida

dada en el cédigo, y esto lo podemos ver en la figura 3.33.

Para ver que tan buena es la reconstruccion tomamos nuevamente un ra-
yo, o y = 0 con valores de t y graficamos los valores de f (la imagen dada
originalmente) y los valores de la transformada inversa atenuada de Radon (re-
construccién de la imagen aproximada), (ver figura 3.34).

Ahora en la gréfica mostramos el error relativo; es decir, |im — img.|/|im|,
para un 6 fijo y para todo ¢t. Se puede observar una buena aproximacién que
cuantificamos en la siguiente figura 3.35.

Finalmente, generamos el histograma para observar la distribuciéon de los
valores de la discrepancia entre los datos de la imagen original y los de la ima-
gen reconstruida, obtenemos también el valor medio y la desviacidén estdndar
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Figura 3.35: Calculamos
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Figura 3.36: En esta figura mostramos un histograma de la distribucion de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruido. El valor
medio de esta distribucion esta dado por 0.0355 y una desviacién estandar de

0.0711.
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ver la figura B.1.

Como pudimos observar, aunque la perturbacién era mayor, para este ejem-
plo el error aun sigue siendo muy pequerio, lo que nos indica que es una buena
recosntruccion.
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CAPITULO 3. RESULTADOS Y DISCUSION



Capitulo 4

Conclusiones

1. Matematicamente, el problema de reconstruccién de imagenes es un pro-
blema complicado, en donde convergen conocimientos de distintas areas
cientificas y matematicas, entre ellas el analisis funcional, algebra lineal,
ecuaciones diferenciales y analisis de Fourier. En las aplicaciones desta-
can los problemas que provienen de otras disciplinas tales como la medi-
cina, la quimica, las ciencias de la computacion y la fisica, por mencionar
algunas.

2. Dada la complejidad de la férmula de inversion de la transformada de Ra-
don atenuada, se investigan nuevos métodos de inversién, entre ellos la
retroproyeccion, que fue utilizado en este trabajo, aunque también desta-
can los métodos iterativos, cuya finalidad es disminuir el costo de computo
a final de cuentas.

3. El problema de reconstruccion de una funcién f a partir de su transforma-
da de Radon atenuada, tiene solucién sélo si se conoce R(f) de forma
completa. Sin embargo, dado que en la practica sélo se pueden obte-
ner un numero finito de proyecciones (mediciones), se recurre entonces a
algoritmos de reconstruccion que realizan aproximaciones del objeto de
estudio. De ahi la necesidad de mejorar y seguir investigando sobre algo-
ritmos de reconstruccion cada vez mas eficientes, computacionalmente
hablando.

4. En los ejemplos dados en este trabajo, cuando se tomaron imagenes con
bordes suaves, el cédigo dio buenos resultados, lo que indica que la re-
construccién es una buena aproximacion; sin embargo, seria deseable
implementar el mismo codigo con imagenes que proviene de mediciones
reales.

5. Un problema abierto en este mismo sentido, es el investigar sobre la so-
lucién de problemas de reconstruccion de imagenes en otro tipo de geo-
metrias, inclusive la reconstrucciéon sobre variedades compactas sigue
siendo un tema de investigacion por su aplicabilidad en situaciones rea-
listas.
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6. Otro problema a considerar es investigar sobre la combinacién entre la
estimacion estadistica (bayesiana) y la de la metodologia de Radon.



Apéndice A

Reconstruccion por méetodos
iterativos

Los algoritmos iterativos comienzan por proponer un objeto f, por ejemplo,
con distribuciébn homogénea de atenuaciones. A continuacion, se calculan las
proyecciones p', correspondientes al objeto propuesto y se comparan con las
proyecciones originales medidas en el detector p'. El objeto propuesto f*! se
actualiza, con base en la diferencia de las proyecciones. Matematicamente, este
proceso se podria expresar asi:

p=Af +e (A.1)

donde A corresponde a una matriz que depende de la geometria del sis-
tema, la respuesta del detector y otros parametros fisicos del tomografo en
cuestion; y e corresponde al error inducido por el ruido (por ejemplo en el de-
tector). Con este proceso iterativo, se produce una secuencia de distribuciones
de atenuacion f1, fa, ..., f,; hasta que converge a un valor 6ptimo f,pt, basado
en una regla de optimizacion comparando p’ con p°.

En el método ART,se supone una distribucion homogénea de atenuaciones
f para finalizar el proceso de iteracidn y se ignora la naturaleza estadistica del
problema. El proceso iteartivo respectivo se ejemplifica, (ver figura A.1)

Es importante destacar que los métodos iterativos convencionales o de re-
troproyeccion son aproximaciones. A medida que los métodos son mas comple-
jos y toman en cuenta factores fisicos como el ruido, endurecimiento del rayo o
la dispersion, se pueden obtener mejores aproximaciones. Algunas de las ven-
tajas de contar con métodos iterativos estadisticos, incluyen la posibilidad de
disminuir dosis de radiacion y un mejor manejo de otros problemas, como los
artefactos debido a metales [5] [6], si bien estrategias para reducir artefactos
metéalicos usando FBP también han sido propuestas [7].

Uno de los métodos estadisticos empleados para resolver el problema de
la reconstruccién de imagenes por procedimientos iterativos, es el de Maxima
Verosimilitud (MV). Este comienza expresando el Maximo a posteriori (MAP)
que se basa en la regla de Bayes:
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e |
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La (2] []

Iteracidm 2: se compensa
uniformemente para lag 2 columnas
Se obrtiene un objeto “estimado’

Proyecciones de un Inicializacion: Iteracion 1: se compersa
objeto “desconocido ‘distribucion uniforme’ uniformemente pava las 2 filas

Figura A.1: Ejemplo del método ART 222. Un objeto compuesto de 4 atenuacio-
nes distintas (2,4,6, y 8), es proyectado en 3 angulos diferentes 6 = 6°, 45°y90°,
obteniendo cinco valores (cuadros blancos). Para la reconstruccion, soélo se
cuenta con las proyecciones, que indican que hay un total de ’20 HU’ (2+4+6+8)
para distribuir en 4 pixeles. Se empieza por asumir que la distribucién es homo-
génea (5 HU por pixel). Cuando se compara con las proyecciones en las filas,
se observa que sobran 4 HU en la primera fila y faltan 4 HU en la segunda.
De nuevo, se asume que las filas se distribuyen uniformemente (iteracion 1).
Para este momento, se observa que los valores de las filas ya satisfacen los
valores de las proyecciones que se miden en las filas (6 HU y 14 HU); pero, si
se observan las proyecciones de las columnas, se notan algunas diferencias.
Andlogamente a la itearacion 1, se asume que la iteracién es uniforme, con lo
que a cada elemento de la primera columna se le resta 1 HU, mientras que se
le suma 1 HU a la segunda. Como resultado, se obtiene una distribucién de
atenuaciones estimada del objeto, cuyas proyecciones satisfacen aquellas que
habian medido en el detector.
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P(p| f)P(f)
P(p)

donde, dado el conjunto de proyecciones p, debe encontrarse la distribucién
de atenuaciones f que maximice la probabilidad P(f | p). Cuando no se tiene
informacion a priori acerca de la imagen ( lo que elimina el termino P(f)) y se
omite el termino P(p) asumiendo que es independiente de f, el problema se
reduce a optimizar P(p | f), y se obtiene precisamente el método MV.

Ahora si se asume que las variaciones estadisticas son mutuamente inde-
pendientes, la probabilidad P puede ser escrita de la siguiente manera:

P(f1p)= (A-2)

1

Pl f)=]]Pw:hH (A.3)

=1

Es conocido que la mayor fuente de incertidumbre (ruido) en la tomografia
proviene de la naturaleza cuantica de los fotones de rayos X, y su conteo se
modela con una distribucion Poisson [9]: Una distribucién de Poisson para p,
donde p es el valor esperado de ocurrencias en el intervalo de observacién,
puede expresarse como:

Pl ) =t (A4)

Como la probabilidad de p; dependera sélo de la estimacion de p;, con base
en laimagen f, se puede reescribir la ecuacidén A.3 de la siguiente manera:

I i
L=W[P(p|p)] =n [H e ,] (A5)
i=1 v

Nofese que, en lugar de maximizar la funcién monoténica. Para resolver A.5
se utilizan diversos métodos numéricos, y su eleccion depende de la velocidad
con que se puede converger a una imagen [6] [10]. La reconstruccion iterativa
es utilizada en medicina nuclear (PET y SPECT), donde la cantidad de datos a
procesar es significativamente menor a la requerida por la tomografia compu-
tarizada de rayos X [10]. Actualmente, existe un gran interés en poder utilizar la
recontruccion iterativa en tomografia y, consecuentemente, numerosos grupos
de investigacion y empresas emplean diversas estrategias para implementar-
la de una manera mas rapida. En general, pueden identificarse tres enfoques:
mejora en los algoritmos, la utilizacion de hardware dedicado (FPGAs o trajetas
gréficas), o procesamiento en paralelo.
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Apéndice B

Codigo computacional

function mat

= myMap(type ,N, sig,x,y)

%creamos una imagen una imagen, tendremos diferentes ejemplos para probar

switch type

case ’'phantom’

mat

= phantom (' Modified Shepp—Logan’ ,N);

case ’'noise’

mat

case ’isa

= rand(N);

temp = myMapElem(’disk ’,N,0.24,0,0.2) —

myMapElem (" disk ' ,N,0.2,0,0);

case ’'mickey’
temp = myMapElem(’disk ' ,N,0.24,0,0.2) —

temp

mat

mat

myMapElem(’ disk * ,N,0.28,0,0);

= temp.xdouble (temp>=0);

= myMapElem( ' disk ’,N,0.2,—-0.3,—-0.2)+
myMapElem(’disk * ,N,0.2,0.3,—-0.2)+
myMapElem (’ disk * ,N,0.4,0,0.2) —temp;

= mat—-myMapElem (’disk ’ ,N,0.02,—-0.16,0.06) —
myMapElem (’disk " ;N,0.02,0.16,0.06);

case ’'nicedisks’ %x es #discos, y = distancia del centro

mat
pts
for

end

= myMapElem(’zero’ ,N,0.12,0.55,0.6);

= [0., yxexp(2xpixi*x(1/2/x:1/x:1—=1/2/x))];

j=1:x+1,

mat = mat + myMapElem(’disk ' ,N,sig,real(pts(j)),imag(pts(j)));

case ’'nicebumps’ %x es #golpes o bullto (no se como llamarlo ), y = di:

mat
pts
for

zeros (N);

= [0.,yxexp(2xpixi*x(1/2/x:1/x:1—=1/2/x))];

j=1:x+1,

mat = mat + myMapElem(’gaussian’,N,sig,real(pts(j)),imag(pts(j)
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end
case ’'disks’

APENDICE B. CODIGO COMPUTACIONAL

mat = zeros(N);
for j=1:size(x,2),

mat =
end

mat + myMapElem(’disk’,N,sig ,x(j),y(]j));

case ’'gaussians’
mat = zeros(N);
for j=1:size(x,2),

mat =
end
case ’stripes’

mat + myMapElem(’gaussian’ ,N,sig ,x(j),y(]));

mat = myMapElem(’line ’ N, sig ,0,0);

mat = mat
mat = mat
case ’'potatoes

+ myMapElem(’line ’ N, sig ,0,0.5);
+ myMapElem( ' line ' ,N, sig ,0, —0.5);

mat = myMapElem(’ potatoe’ ,N,sig,x(1),y(1));
for j=2:size(x,2),

mat =
end
case ’'spiral’

mat + myMapElem(’ potatoe’ ,N,sig,x(j),y(j));

mat = myMapElem(’disk ' ,N,sig ,0.,0.);

mat + myMapElem(’disk ' ,N, sig,j/10xcos(jxpi/6),j/10x
mat + myMapElem (’disk ' ,N,sig,—j/10xcos(j*pi/6),—j/1

mat = myMapElem(type ,N,sig ,x,y);

for j=1:8,
mat =
mat =
end
otherwise
end
end

o/
/0

function mat = myMapElem(type ,N,sig,x,y)

% crea imagenes predeterminadas

%Xx,y: coosrdenadas en la region [0,1]x[0,1]
%N: tamafio de la imagen resultante

%sig: radio y ancho que debe cruzar...

Xxs = —1+1/N:2/N:1.—-1/N;
[X,Y] = meshgrid(xs,xs);
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switch type

case

case

case

case

case

case

case

case

case

case

‘one’
mat = ones(N);
"gaussian’
mat = exp(—((X—x).*"2 +(Y—y)."2)/2/sig"2);
"disk’
mat = double (((X—x)."2+(Y-y).*"2)<=sig"2);
’square’
mat = double (abs(X)<=0.5).xdouble (abs(Y)<=0.5);
'sines’
mat = 1. + sin(2xpixX).*xsin(2xpi*xY);
'cross’ %sig en este caso es el valor de theta
mat = double(abs(cos(sig)*xX +sin(sig)*Y)<0.01)+
double (abs(—sin (sig)*xX+cos(sig)*Y)<0.01);
mat = mat.xdouble ((X.*2+Y.*2)<0.04);

mat = mat + double ((X."2+Y."5)<1);
'y
mat = Y;
"line’
mat = double(abs(X—x + Y—y)<=sig);
'yline’
mat = double (abs(X—x)<=sig);
"potatoe’
% (x,y) posicione ne | centro
%sig = [rO, r1, .., rn; O, t1, .., tn]

ncoeffs = size(sig,2)—1;
Z = X—x + ix(Y=y);
argZ = angle(temp)/2/ pi;
rs = sig(1,1)xones(N);
for j=1:ncoeffs,
rs = rs + sig(1,j+1)xcos(2«pixj=*(argZ—sig(2,j+1)));
end
mat = double(abs(Z)<=rs);

otherwise

end

end

mat = zeros(N);

B.1. Transformada de Radon

function
%
% calc

RT = myRadon(im, thetas, rotMethod)

ula la transformada de Radon de una image dentro de un

% cuadrado [—1,1]"2.



70 APENDICE B. CODIGO COMPUTACIONAL

% datos de entrada: im — imagen inicial

% thetas — num de angulos para calcular la transf
% Radon

% rotMethod — método usado para rotar la imagen

% datos de salida: RT — los datos de Radon

% ver también ROTATEIMAGE, MYIRADON

n = size(im,1); %tamafno de la imagen
nth = size(thetas ,2); %numero de angulos
RT = zeros(n, nth); % inicializar transformada de Radon

% para cada angulo \theta, rotamos la imagen de modo que las filas
%sten alineadas con la direccion
%\theta*\perp = (—\sin\theta, \cos\theta), y sumar a traves de las fil

for th=1:nth,
RT(:,th) = (2/n)xsum(rotatelmage (im,thetas(th)+pi/2,rotMethod) ,2)
end

%lenamos de ceros de modo que el rango de t es [—\sqrt(2),\sqrt(2)]
zp = ceil( (sqrt(2)—1)xn/2 );
RT = [zeros(zp,nth); RT; zeros(zp,nth)];

end

B.2. Transformada de Radon inversa

function [imRc,H] = mylRadon(RT, filter , thetas, d, n)
% calcula latransformada inversa de Radon, por ahora solo usaremos
% interpolacién lineal

%

% datos de entrada: RT — datos de Radon para invertir

% filter —tipo de filtro: ’ram—lak’, ’'shepp—logan
% ‘cosine’, ’hann’, ’hamming’

% thetas — angulos correspondientes a las proyecc
% d — en [0,1], corte de la frecuencia norme
% n — tamano de la imagen reconstruida

% datos de salida: imRc — imagen reconstruida

% H — filtroas usadosn en frecuencia y domini

%— filtrar cada proyeccion
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[RT,H] = filterProjections (RT, filter , d);
imRc = zeros(n); % — asignamos memoria para la imagen

% definie una rejilla para la construccion

X = —1+1/n:2/n:1—-1/n;

X = repmat(x, n, 1);

y = (1—-1/n:=2/n:—1+1/n).’;
y = repmat(y, 1, n);

costhetas = cos(thetas); sinthetas = sin(thetas);
dtheta = thetas(2)—thetas(1);
nr = size (RT,1);

%— Retroproyeccion — vectirizada en (x,y),iteracion sobre theta
% contador = 1;
for i=1:length(thetas)

proj = RT(:,1);

t x.xcosthetas (i) + y.xsinthetas(i);

t (t=(=nr/n+1/n))*n/2+1;

a floor (t);

temp = (t—a).xproj(a+1) + (a+1—t).xproj(a);
Y% Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo

imRc = imRc + temp;
end

imRc = (dtheta/2)ximRc;

%— llevara a cabo la parte exterior del disco unitario
imRc = (n/2)ximRc.xdouble (x."2+y."2<=1);

end

p = p_in;

%disenamos el filtro
len = size(p,1);
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H = designFilter(filter , len, d);
if strcmpi(filter , 'none’)

return;

end

p(length(H),1)=0;

p = fft(p); %p tiene fft de proyecciones
for i = 1:size(p,2)

p(:,i) =p(:,1).xH; %filtrado de domnio de la frecuencia
end
p=real(ifft(p)); %p son las proyecciones filtradas
p(len+1:end,:) = []; %runca las proyecciones filtradas
end

function filt = designFilter(filter , len, d)

%regresa el valor de la transformaada de Fourier del filtro , que ser;
% utilizado para filtrar cada una de las proyecciones.

%

%datos de entrada: filter — especifica el tipo de filtro que utiliz
% len — longitud de las proyecciones

% d — nos indica la fraccion de frecuencias
% debajo de la de Nyquist que queremos pa
%

%latos de salida: filt — filtro que se utiliza en las proyecciones

order = max(64,2"nextpow2(2xlen));

if strcmpi(filter , ’'none’)
filt = ones(1, order);
return;

end

%rimero tomamos un filtro de rampon y luego tomamos la potencia mas
%ue es 2

filt = 2%( O:(order/2) )./order;
w = 2xpix(0:size(filt ,2)—1)/order; %je de frecuencia hasta Nyquist
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switch filter
case ’'ram—lak’

case ’'shepp—logan’

filt (2:end) = filt(2:end) .x (sin(w(2:end)/(2xd))./(w(2:end)/(2xd))
case ’'cosine’

filt(2:end) = filt(2:end) .x cos(w(2:end)/(2xd));
case ’'hamming’

filt (2:end) = filt(2:end) .x (.54 + .46 x cos(w(2:end)/d));

%case ’'hann’
% filt (2:end) = filt(2:end) .x(1+cos(w(2:end)./d)) / 2;

otherwise

eid = sprintf(’Images:%s: filtro invalido’, mfilename);

msg = 'la seleccion del filtro no es valida.’;

error(eid, %s’,msg);
end
filt (wspixd) = 0; %corta la respuesta de frecuencia
filt = [filt’ ; filt(end—1:—-1:2)"]; Y%imetria del filtro
end

o/
/0

B.3. Transformada de Radon atenuada

function RT = atRt(a,f,thetas,rotMethod)

Aransformada atenuada de Radon

%alcula la transformada de Radon de f multiplicado por el termino de
%atenuacion a

% argumentos :

%— a: funcion de atenuacion atenuacion

%— f: imagen sobre la que se esta trabajando

%— thetas: numero de angulos

%— rotMethod: metodo de rotacion , ’4pt’ o ’spectral’

n = size(a,1); h = 2/n;
nth = size(thetas ,2);
RT = zeros(n, nth);

for th=1:nth,
% calcula Da(.,theta) siempre que gire la imagen
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Darot = fliplr( exp(—hxcumsum( fliplr( rotatelmage(a,thetas(th)+p

% calcula R_a f(., theta)

RT(:,th) = hxsum(Darot.xrotatelmage (f,thetas(th)+pi/2,rotMethod),
end

% rellenamos con ceros
zp = ceil( (sqrt(2)—1)xn/2 );
RT = [zeros(zp,nth); RT; zeros(zp,nth)];

end

B.4. Transformada de Radon atenuada inversa

function fRc = iAtRt(a, atRT, thetas, rotMethod, filter , d)

%nversion de la transformada de Radon atenuada

% argumentos de entrada: a . atenuacién

% atRT . datos de la transformada atenua
% thetas : the angles corresponding to eacl
% rotMethod : metodo de rotaci 'on

% filter . filtro que se usara para la trar
% hilber

% d : ancho de banda

%

% argumentos de salida: fRc : imagen reconstruida

%

n = size(a,1); h = 2/n;

X = —1+1/n:h:1-1/n;
X = repmat(x, n, 1);

y = (1—-1/n:=2/n:=1+1/n).’;
y = repmat(y, 1, n);

nr = size (atRT,1);

%transformada de radon de a (coeficinet de atenuaci’’on)
RTa = myRadon(a, thetas, rotMethod);

h1
h2

.5xRTa;
.5« hilbTrans (RTa, filter ,d);
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ga = zeros(size(hl));
for j=1:size(ga,2),
ga(:,j) = exp(=h1(:,j)).x( .
cos(h2(:,j)).xhilbTrans(exp(h1(:,j)).xcos(h2(:,])).xatRT(:,j),filter
sin(h2(:,])).xhilbTrans(exp(h1(:,j)).*sin(h2(:,j)).xatRT(:,j),filter
end

% retroproyeccion
tempx = zeros(n,n); tempy = zeros(n,n);

for th=1:length(thetas),
% calcula exp(Da(x,\theta”\perp))
Da = exp(hxfliplr (cumsum( fliplr ( rotatelmage(a,thetas(th)+pi/2,rotMethc
Da rotatelmage (Da,—thetas (th)—pi/2,rotMethod);

%integlal dentro de Si

proj = ga(:,th);

t x.xcos(thetas(th)) + y.xsin(thetas(th));
t (t—(—=nr/n+1/n))xn/2+1;

ft = floor(t);

tempx = tempx + cos(thetas(th))«Da.x((t—ft).xproj(ft+1) + (ft+1—t).xpro
tempy = tempy + sin(thetas(th))xDa.*((t—ft).xproj(ft+1) + (ft+1—t).xpro
end
%
tempx = tempxx2xpi/length (thetas)/(4x*pi);
tempy = tempyx2xpi/length (thetas)/(4x*pi);

fRc = divergence(x,y,tempx,tempy);

%— llevarad a cabo la parte exterior del disco unitario
fRc = fRc.xdouble(x."2+y."2<=0.95);

end
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