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Introducción

La etimología de la palabra tomografía es griega y corresponde a las pa-
labras τoµoυ que significa corte o sección y γρaϕiζ que significa imagen o
gráfico. De esta forma, una tomografía es una imagen de un corte o sección de
un objeto.

El objetivo de las distintas modalidades de la imagenología médica tales la
como Tomografía Computarizada con rayos X (CT por las siglas en inglés de
Computed Tomography), es obtener imágenes de los órganos internos del cuer-
po de una manera no invasiva, para obtener información estructural y anatómi-
ca. A partir de imágenes médicas de CT un paciente sin necesidad de recurrir
a los métodos invasivos y diagnosticar diferentes situaciones patológicas del
paciente para posteriormente aplicar un tratamiento adecuado.

Una imagen puede considerarse como una representación o mapa de la
distribución espacial de algunas propiedades fisíco-quimicas del tejido. La to-
mografía computarizada y la resonancia magnética son modalidades digitales;
que utilizan muestreos de señales analógicas continuas para la formación de
imágenes que permiten la reconstrucción de objetos a partir de proyecciones.

La reconstrucción de una imagen a partir de un conjunto infinito de pro-
yecciones se conocía desde 1917, cuando Johann Radon publicó un artículo
donde apareció la transformada que hoy lleva su nombre [13]. Esta transforma-
da nos indica que la imagen de un objeto está precisamente determinada por
el conjunto infinito de todas sus proyecciones; sin embargo, en la práctica, es
imposible realizar un número infinito de mediciones.

Conociendo un conjunto finito de proyecciones se pueden reconstruir la ima-
gen, de forma aproximada, usando la transformada inversa de Radon. Algunos
algoritmos para obtener esta aproximación son: Métodos directos de Fourier,
retroproyección y convolución en el espacio de la señal, retroproyección y con-
volución en el espacio de la frecuencia filtrada, métodos iterativos, entre otros.

La transformada de Radon atenuada es una variante de la transformada de
Radon clásica, en la cual los rayos son integrados sobre líneas con respecto a
un peso exponencial.

Otra modalidad de la imagenología médica es la emisión tomográfica (ET),
también conocida como emisión tomográfica computarizada (ECT), la cual es
una rama de la imagenología médica que agrupa dos técnicas principalmete: la
emisión tomográfica de positrones (PET) y la tomografía computarizada de emi-
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sión monofotónica (SPECT), en donde la emisión de radiación proviene desde
el interior del cuerpo material, de sitios donde se presenta una acumulación de
los radiofármacos (emisores de radiación). En un órgano vivo, la distribución de
radiofármacos en su interior no son ni espacial ni temporalmente homogéneas,
pero la intensidad de la emisión de fotones de esta distribición se supone pro-
porcional a la densidad acumulada de dichos radiofármacos. Una distribución
espacial particular está determinada por factores estructurales y pueden ser de
origen físico, fisicoquímico o fisiológico del cuerpo. Por ejemplo, las imágenes
ET pueden representar la distribución espacial del metabolismo de la glucosa,
del flujo sanguíneo o concentración de receptores biomoleculares, etc. Así, la
ET se puede emplear para detectar tumores, o localizar áreas afectadas del co-
razón debido a enfermedades de las arterias coronarias o identificar regiones
cerebrales estimuladas por fármacos [14].

La ET se cataloga como una técnica de imagenología funcional para distin-
guirla de la tomografía computarizada de rayos X (CT), que al principio revela la
arquitectura estructural (anatomía) del cuerpo. La imagenologías PET y CT se
pueden complementar para obtener un mejor diagnóstico sobre enfermedades
en el cuerpo.

Como sugiere el término emisión tomográfica, esta modalidad de image-
nología contiene dos principios básicos: la obtención de imágenes por medio
de emisiones gamma (radiación emitida por el radiofármaco) y la obtención
volumétrica del interior del cuerpo (llamado tomografía). Otras dos categorías
alternativas a los métodos de formación de imágenes se dividen dependiendo
del proceso físico involucrado, en reflexión o difracción de la radiación por un
objeto (como en las técnicas de ultrasonido) y de transmisión y atenuación de
la radiación por medio de un objeto (como en los rayos X o rayos gamma).

Al contrario de la luz visible, los rayos gamma pueden atravesar el cuer-
po con relativa facilidad. De esta forma, si nuestros ojos pudieran ver los ra-
yos gamma, el cuerpo aparecería ante nosotros como translúcido pero oscuro,
mientras que el radiotrazador parecería ser una sustancia resplandeciente y
translúcida. Despúes de la inyección del radiotrazador, observaríamos el movi-
miento de este material debido al flujo sanguíneo, dando lugar a una distribución
inhomegénea de su concentración en los tejidos, haciendo posible aparecer re-
giones más brillantes que otras.

En la ET existen dos formas principales para visualizar esta distrubución del
radiofármaco: por proyecciones y por tomografía. Podemos pensar que las pro-
yecciones son la imagen puntual de un rayo visto desde el exterior del cuerpo
por un observador. En contraste, una imagen tomográfica es una representa-
ción pictórica de una rebanada. Sin embargo, en este último caso, la imagen to-
mográfica no se puede obtener directamente, sino mediante un procesamiento
que implica una multitud de proyecciones conocido como algoritmo de recons-
trucción, [15].

En la ET, los datos registrados en el ”hadware” están codificados en forma
de proyecciones, como mencionamos. Las imágenes tomográficas son obteni-
das en la computadora a partir del proceso o algoritmo de reconstrucción de
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imágenes, el cual es el objeto de estudio de este trabajo, y se describe con de-
talle en el siguiente capítulo, en donde introducimos la transformada de Radon.

En este trabajo se estudiará el problema en donde un medio material (do-
minio Ω) contiene un subdominio V , que contiene una acumulación espacial
heterogénea de los radiofármacos y, por lo tanto, pequeñas variaciones del fac-
tor de atenuación µ(x). La importancia de poder cuantificar las variaciones de
µ(x), radica en que podemos calcular la dosis D que es la distribución del ra-
diofármaco depositada en el medio material y en el medio en diagnóstico o
tratamiento circundante para evaluar el impacto de utilizar determinado tipo de
radiofármaco. En principio, si conocemos el kernel puntual, también conocido
como la función fuente de actividad f(x) del radiofármaco, entonces es posible
calcular la dosis. La dosis se define como la cantidad de energía depositada en
un medio material por unidad de masa.

Nuestro punto de partida es la ecuación de transporte del campo u dentro
de un dominio abierto y acotado Ω ⊂ R2

ω · 5u(x, ω) + µ(x)u(x, ω) = f(x), x ∈ R2, ω ∈ S1 (1)

en donde u representa la densidad de fotones radiados y f es la fuente de
dichos fotones. La función µ(x) es la absorción de fotones por el tejido biologíco.
S1 es el disco unitario en R2 y el producto interno x · ω = s, con ω el ángulo de
inclinación para la línea.
El problema directo consiste en calcular la Transformada de Radon para obtener
lo que se conoce como sinogramas. El problema inverso consiste en reconstruir
la forma o localizar a µ(x) a partir de mediciones incompletas de u sobre la
frontera ∂Ω donde está definida la función µ. En este problema se conoce la
fuente f y supondremos que dicha fuente presenta soporte compacto (cerrado
y acotado); además, supondremos que

ĺım
x→∞

u(x− sω, ω) = 0. (2)

En el problema directo, la ecuación de transporte (1) con la condición au-
xiliar (2) admite solución única por medio del método de características. En el
problema inverso consideramos a la transformada inversa de Radon como la
metodología para recuperar la función µ(x) a partir de mediciones parciales de
u sobre la frontera ∂Ω.

La transformada de Radon atenuada Rµ se define como:

(Rµf)(ω, s) :=

∫
x·ω=s

f(x)e−(Dµ(x,ω
⊥)dx,

donde dx se entiende como la media de Lebesgue en R2 e integramos sobre la
línea x · ω = s, que representa la recta con

ω⊥ = (− senϕ, cosϕ) y ω = (cosϕ, senϕ).
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Objetivo

Objetivo general

El objetivo general de este trabajo es implementar computacionalmente la
transformada inversa atenuada de Radon en R2 en un medio material con una
heterogeneidad espacial; es decir, el coeficiente de atenuación es perturbado y
deja de ser constante. El disponer de un algoritmo para calcular la transformada
inversa bajo estas condiciones es útil e importante en diferentes aplicaciones.

Objetivos específicos

1.- Transformada atenuada directa e inversa de Radon: Estudiaremos la
transformada atenuada de Radon y analizaremos la formula de inversión
para poder implementarla computacionalmente.

2.- Perturbación en el coeficiente de atenuación: A continuación pertur-
baremos el coeficiente de atenuación, es decir; el parámetro de atenua-
ción µ(x), que caracteriza el medio material en el dominio Ω ⊂ R2 es
una constante µ0 para todo punto x ∈ Ω, excepto en una pequeña su-
bregión V ⊂ Ω, y por lo tanto µ(x) puede representarse de la forma
µ(x) = µ0 + µ1f(x), con las amplitudes |µ1| ≈ |µ0| y x ∈ V . El problema
inverso consiste en determinar la localización espacial de la heterogenei-
dad µ1 de la absorción a partir de la transformada inversa atenuada de
Radon.

3.- Código computacional: Finalmente implementaremos computacional-
mente la transformada atenuada directa e inversa de Radon, con pertur-
bación en el coeficiente de atenuación, para poder mostrar los resultados
obtenidos.

V
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Capítulo 1

Antecedentes

En este capítulo se exponen los fundamentos matemáticos para definir el
modelo matemático del proceso de radiación, de la transformada de Radon,
comenzando con la definición de la transformada de Radon en espacios de
Schwartz en Rn. También se menciona algunas propiedades de la transforma-
da de Radon, las cuales son importantes para establecer la relación entre la
transformada de Radon y la transformada de Fourier, para después probar la
formula de inversión, y de esta manera definir la transformada de de Radon en
R2 que es la dimensión en la que se va a trabajar, daremos algunos ejemplos
de la transformada directa e inversa de Radon en algunas funciones particula-
res. Además, se concluye este capítulo con la transformada de Hilbert, series
de Fourier y convolución circular para poder probar la fórmula de inversión de
la transformada atenuada de Radon y así implementar computacionalmente la
transformada atenuada directa e inversa de Radon con perturbación en el coe-
ficiente de atenuación.

1.1. Modelo matemático del proceso de radiación

Actualmente, la ET emplea diferentes tipos de radiación para la obtención
de los datos que permiten reconstruir las imágenes dentro del cuerpo, en casi
todos los casos la idea principal para obtener estos datos sigue esencialmente
el mismo principio [18] y [19].

Este principio se apoya básicamente en el hecho de que el objeto irradiado
absorbe parte de la radición que lo atraviesa. La absorción de rayos de cada
material es un hecho muy útil para la ET, la cual se cuantifica por medio de la
función coeficiente de atenuación; como mencionamos anteriormente, juega un
papel muy importante en la reconstrucción de imágenes dado que cada material
tiene un coeficiente característico determinado por sus propiedades físicas. Por
esta razón, nos concentraremos en la construcción de un modelo matemático
que nos permita plantear, de manera precisa, el proceso de reconstrucción del
coeficiente de atenuación de un material, a partir de sus proyecciones.

A continuación, describiremos un modelo de la ET para radiación de alta

1



2 CAPÍTULO 1. ANTECEDENTES

Figura 1.1: Si un haz monoenergético de fotones, incide perpendicularmente
sobre un material se producirá una atenuación o disminución del número de
fotones del haz.

energía (>100 kev), para ello tendremos en cuenta las siguientes suposiciones:

1.- Los fotones viajan en líneas rectas y los haces considerados son mono-
energéticos.

2.- Al interactuar con la materia, los rayos X o γ se atenúan; es decir, su
intensidad decrece.

3.- Cada material está caracterizado por su coeficiente de atenuación, µ.

4.- La intensidad u de cada haz de rayos X o γ se atenúan de acuerdo con
la ley de Atenuación, (ver 1.1).

du

ds
= −µu,

donde ds denota la longitud de arco de la trayectoria descrita por el haz.

Por ejemplo, consideremos un fuente de fotones que inciden en un objeto
O, el cual absorbe radiación de acuerdo con un coeficiente de atenuación
µ, que supondremos constante. Si fijamos un sistema de coordenadas
x, y, el coeficiente de atenuación de cada rebanada o corte transversal
de O estará dado por

µc(x, y) = µ(x, y)

con c ∈ [a, b], fijo y x, y ∈ R. Por simplicidad denotaremos

µc(x, y) = f(x, y).

Al interactuar el haz de rayos X con la rebanada, de acuerdo con la ley de
Beer, la intensidad I del haz satisface la ecuación diferencial
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du

ds
= −f(x, y)u.

Si denotamos con l a la trayectoria descrita por el haz de rayos X, con u0
e u1 sus respectivas intensidades, antes y después de atravesar el corte,
entonces la atenuación promedio de la intensidad del haz al atravesar
totalmente el corte está dada por∫ u1

u0

du

u
= −

∫
l
f(x, y)ds.

Por lo tanto,

log

(
u0
u1

)
=

∫
l
f(x, y)ds,

cantidad que Radon denominó proyección de f a lo largo de l. Es impor-
tante notar que el valor que está a la izquierda de la igualdad anterior es
justamente lo que se mide al irradiar el objeto estudiado con rayos X. Si
estas mediciones se realizan en muchas direcciones, es natural pregun-
tarse: ¿es posible determinar f si se conocen todas sus proyecciones?

La respuesta es afirmativa, pues como mencionamos anteriormente, Ra-
don demostró que si f es contínua y de soporte compacto, entonces está
determinada de manera única por todas sus proyecciones, y dio una fór-
mula explícita para recobrar f ; sin embargo en la práctica no se conocen
todas las proyecciones de f , ya que es imposible hacer una infinidad de
mediciones; además, debido a que el exceso de radiación es dañino pa-
ra el paciente, es recomendable minimizar la exposición del mismo a los
rayos X.

Es importante notar que no se puede hallar una reconstrucción exacta del
objeto, pues el modelo de atenuación antes descrito, es sólo una aproxi-
mación a la realidad y más aún, solamente se conoce un número finito de
proyecciones. Sin embargo, este problema se ha resuelto de diferentes
maneras con excelentes resultados [20]. Por ejemplo, la retroproyección
filtrada, métodos iterativos, entre otros que se mencionarán posteriormen-
te.

1.2. Transformada directa e inversa de Radon

1.2.1. La transformada de Radon y sus aplicaciones

La transformación que tiene proyecciones 1D de cada objeto en 2D en di-
ferentes ángulos, de un mismo corte transversal o rebanada se llama, transfor-
mada de Radon. Teniendo un conjunto de proyecciones podemos reconstruir la
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Figura 1.2: Geometría del arreglo fuente-objeto-detector: La información se ob-
tiene adquiriendo proyecciones del órgano o región de interés desde distintos
ángulos, que luego son utilizadas para la reconstrucción de la imagen.

sección transversal axial aproximadamente, la aplicación de esta transformada
y su inversa se lleva a cabo tanto en PET, SPECT como en CT.

La medida fundamental requerida por un escáner de CT se mide mediante
la cuantificación de la atenuación de los rayos X, a lo largo de una línea entre
fuente, objeto y un detector, (ver Figura 1.2).

Por otro lado, los detectores de un tomógrafo PET están dispuestos en ani-
llo alrededor del paciente. La modalidad PET está basada en la detección de
la aniquilación de dos fotones de 511 KeV, los cuales se originan de fuentes
de emisión beta (β). Los dos fotones son destacados, dentro de una ventana
temporal de aproximadamente 12 ns, por el escáner y deben estar alineados
sobre la línea de respuesta (LOR), que conecta el centro de los dos detectores.
Para adquirir eventos coincidentes de aniquilación de fotones, se requieren tres
pasos. Primero, la localización del par de detectores se determina por el even-
to coincidente por medio de la ventana de tiempo. Segundo, se verifica que la
intensidad del pulso del foton detectado esté dentro del intervalo de energía de
los 511 keV. Tercero, la posoción del LOR se determina en términos de coorde-
nadas polares para almacenar el evento en la memoria de la computadora.

Para la obtención de la imagen estos fotones detectados son convertidos
en señales eléctricas. Esta información posteriormente se somete a procesos
de filtrado y reconstrucción, gracias a los cuales se obtiene una imagen, (ver
Figura 1.3).

Un escáner de CT estima el valor de µ en cada pixel dentro de una sec-
ción transversal. Sin embargo, diferentes equipos de CT tienen diferentes tubos
de rayos X, que a su vez tiene diferentes energías efectivas, el mismo objeto
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Figura 1.3: Esquema del proceso de captura de la PET: La imagen se obtie-
ne gracias a que los tomógrafos son capaces de detectar los fotones gamma
emitidos por el paciente. Estos fotones gamma de 511keV son el producto de
una aniquilación entre un positrón, emitido por el radiofármaco, y un electrón
cortical del cuerpo del paciente. Esta aniquilación da lugar a la emisión, fun-
damentalmente, de dos fotones. Para que estos fotones acaben por conformar
la imagen deben detectarse ¨en coincidencia¨; es decir, al mismo tiempo; en
una ventana de tiempo adecuada (nanosegundos), además deben provenir de
la misma dirección y sentidos opuestos, pero además su energía debe supe-
rar un umbral mínimo que certifique que no ha sufrido dispersiones energéticas
de importancia en su trayecto (fenómeno de dispersión) hasta los detectores.
Los detectores de un tomógrafo PET están dispuestos en anillo alrededor del
paciente y, gracias a que detectan en coincidencia a los fotones generados en
cada aniquilación, conformarán la imagen. Para la obtención de la imagen es-
tos fotones detectados son convertidos en señales eléctricas. Esta información
posteriormente se somete a procesos de filtrado y reconstrucción, gracias a los
cuales se obtiene la imagen.
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produce diferentes valores de µ en diferentes escáneres. Con el fin de com-
parar datos entre distintos escáneres se define el número CT a partir de los
coeficientes de atenuación.

Por ejemplo;

CT = 1000× µ− µagua
µagua

,

donde µ es el coeficiente de atenuación de la región de interés.
En la formación de imágenes planas convencional los eventos individuales

son almacenados en una matriz de componentes x, y, en cambio, en el sistema
PET se almacenan los eventos en forma de un sinograma. En el contexto de
las tomografías la transformada de Radon se suele llamar sinograma [17], que
es la representación gráfica de una matriz en la que el índice de las filas repre-
senta el ángulo que forman la línea de medida LOR con el eje x y el índice de
las columnas determina la distancia t de la línea de la LOR al centro de coorde-
nadas del sistema de detección. Consideremos, por ejemplo, que el evento de
aniquilación ocurre en la posición (*) marcada sobre la figura (1.4). A el even-
to de coincidencia es detectado a lo largo de LOR indicado por un segmento
de flecha azul en la figura. No se conoce a priori, a lo largo de la LOR dón-
de ocurrió el evento, por lo que su tiempo exacto de arribo no es comparable.
La única información que poseemos es la posición de los dos detectores (dis-
puesto en un arreglo anular) que registran el evento; es decir, la localización del
LOR se establece a partir de la posición (x, y) de los dos detectores. Muchos
eventos de coincidencia pueden aparecer desde diferentes localizaciones a lo
largo del LOR, y todos pueden ser detectados por el mismo par de detectores
y almacenados en el mismo pixel.

A partir de los datos almacenados en sinogramas, cada LOR se determina
por medio de una distancia t de esta línea al centro del campo de visión que
se escanea y un ángulo θ de orientación del mismo LOR, (ver figura 1.4). Si
graficamos la distancia t sobre el eje x y medimos el ángulo respecto al eje y,
entonces el evento coincidente a lo largo del LOR(t, θ) asignará un punto sobre
las coordenadas t, θ. Cuando se consideren todas las proyecciones alrededor
del campo de decisión, la gráfica de los diferentes LORs resultará en el área
sombreada que se muestra en la figura (1.4.B), alrededor de la recta marcada
con la coordenada r, que es lo que llamaremos el sinograma.

Los datos de PET se adquieren directamente en sinogramas en una matriz
que es, básicamente, un histograma bidimensional de los LORs en las coorde-
nadas distancia-ángulo en un plano. Así, cada LOR (y por lo tanto, cada par de
detectores) corresponde a un pixel particular (o elemento) en el sinograma, ca-
racterizado por las coordenadas r y φ. El LOR está determinado de forma única
por cada detección de un evento de coincidencia, el correspondiente pixel es
localizado en el sinograma y la cuenta del evento se suma al pixel. Por lo tanto,
la formación completa del sinograma habrá tomado en cuenta que en cada pi-
xel, el total de eventos coincidentes detectados durante el tiempo de conteo por
pares de detectores, se van sumando conforme determinamos distintos LORs
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Figura 1.4: Los datos de adqisición de PET están dados en forma de sinograma,
Cada dato LOR en A esta dado en coordenadas (t, θ). A cada valor de t y θ en
A, le corresponde un valor en el sinograma dado en B.

[15]; es decir, variamos r y φ, obteniendo de esta forma, una imagen completa.
A continuación, se presentará la definición de la transformada de Radon,

algunas de sus propiedades y la transformada de Radon inversa. Se dará una
breve explicación de lo que es un sinograma en el contexto de esta transforma-
da.

1.2.2. Notación y terminología

Plantearemos nuestro problema en el espacio euclidiano Rn.
Sean x = (x1, x2, . . . , xn)T y y = (y1, y2, . . . , yn)T elementos de Rn, defini-

mos el producto interno de x con y como

x· y =
n∑
j=1

xjyj,

y la norma de x como

|x| = (x·x)
1
2 .

La esfera unitaria se define como

Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1}.
Dados t ∈ R y ω ∈ Sn−1 definimos el hiperplano Ht,ω de Rn por
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Ht,ω := {x ∈ Rn : x·ω = t}, (1.1)

y si elegimos vectores v1, v2, . . . vn−1 tales que ω, v1, v2, . . . vn−1 sea una base
ortonormal de Rn, entonces Ht,ω se describe como

Ht,ω = {x ∈ Rn : x = tω + s1v1 + · · ·+ sn−1vn−1, s1, s2, . . . , sn−1 ∈ Rn}

Por lo tanto, si f es integrable sobre Ht,ω entonces∫
Ht,ω

fdσ =

∫
Rn−1

f(tω + s1v1 + · · ·+ sn−1)ds1ds2 . . . dsn−1.

Es importante notar que Ht,ω = H−t,−ω para todo t ∈ R y ω ∈ Sn−1.
Todo vector unitario ω ∈ S1 es de la forma ω = (cosϕ, senϕ), ϕ ∈ [0, 2π],

así que para n = 2, escribimos lt,θ en lugar de Ht,ω. Así, cada línea lt,ω está
dada por

lt,ω = {x ∈ R2 : x·ω = t}

y se parametriza como

lt,ω = {x ∈ R2 : x = tω + sω⊥, s ∈ R},

donde ω es ortogonal a lt,ω, ω⊥ = v1 = (− senϕ, cosϕ) y t es la distancia de lt,ω
al origen (ver figura 1.5).

Si f es integrable sobre lt,ω, la integral de f a lo largo de la línea lt,ω está
dada por ∫

lt,ω
fds =

∫
R f(tω + sω⊥)ds

=
∫
R f(t cosϕ− s senϕ, t senϕ+ s cosϕ)ds

(1.2)

Trabajaremos con funciones cuyas derivadas decrecen rápidamente, por lo
que requerimos de los espacios de Schwartz. Para introducir la definición del
espacio de Schwartz haremos uso de la siguiente notación. Para x ∈ Rn y
α = (α1, α2, . . . , αn, ) una n-ada de enteros no negativos, usamos la notación

|α| =
n∑
j=1

αj, xα = xα1
1 , x

α2
2 , . . . , x

αn
n , y Dα =

∂

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂xαnn

.

Si α y β son multi-índices y f ∈ C∞(Rn), definimos la seminorma ‖f‖α,β de f
como

‖f‖α,β = sup
x∈Rn
|xαDβf(x)|.
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Figura 1.5: Descripción de la recta l

Definición 1.1. El espacio de Schwartz Sn se define como el conjunto de fun-
ciones f ⊂ C∞(Rn) tales que

‖f‖α,β <∞,

para todo α, β.

Se verifica fácilmente que el espacio de Schwartz es un subespacio vectorial
[8] de L2(Rn), el espacio de funciones medibles de f : Rn → R tales que su
norma

‖f‖L2 =

∫
Rn
|f(x)|2dx <∞,

norma obtenida a partir del producto interno

〈f, g〉 =

∫
Rn
f(x)g(x)dx (1.3)

y de la norma dada por

‖f‖2 = 〈f, f〉,

en donde dos funciones f, g ∈ L2(Rn) son equivalentes si el conjunto de los x
tales que f(x) 6= g(x) es de medida cero.

A continución, presentamos la transformada de Radon definida para fun-
ciones en espacios de Schwartz, establecemos algunas de sus propiedades
básicas y presentamos la solución de Radon al problema de reconstrucción.
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1.2.3. La transformada de Radon en espacios de Schwartz

Definición 1.2. Si t ∈ R, ω ∈ Sn−1 y f ∈ S(Rn), definimos la transformada de
Radon de f como

Rf(t, ω) =

∫
Ht,ω

fdσ. (1.4)

donde dσ = ds1ds2 · · · dsn−1 .

Observemos que la integral en el lado derecho de (1.4) está bien definida,
pues si f ⊂ S(Rn) entonces

sup
s1,s2,...,sn−1

{(1 + s21 + s22 + · · ·+ s2n−1)
n|f(tω+ s1v1 + · · ·+ sn−1vn−1)|} = C <∞

Por lo tanto, para todo s1, s2, . . . , sn−1 se tiene que

|f(tω + s1v1 + · · ·+ sn−1vn−1)| ≤
C

(1 + s21 + · · ·+ s2n−1)

y como el lado derecho de esta última desigualdad es un elemento en L1(Rn−1),
entonces también el lado izquierdo lo es.

A continuación, daremos un breve ejemplo para observar como opera la
transformada de Radon

Ejemplo 1.3. Calcularemos la transformada de Radon para f(x) = e−|x|
2
, t ∈ R

y ω ∈ Sn−1.
Si ω, v1, . . . , vn−1 es una base ortonormal de Rn, entonces

Rf(t, ω) =
∫
Rn−1 e

−(t2+s21+···+s2n−1)ds1 . . . dsn−1

= e−t
2
(∫

R e
−s2ds

)n−1
= π

n−1
2 e−t

2
,

(1.5)

donde s2 =
∑n−1

j=1 s
2
j .

1.2.4. Propiedades de la transformada de Radon

1.- La transformada de Radon es lineal [3]; esto es, f, g ∈ S(Rn), entonces

R(cf) = cRf y R(f + g) = Rf +Rg

2.- La transformada de Radon es una función par [3]; es decir,

Rf(t, ω) = Rf(−t,−ω), t ∈ R, ω ∈ Sn−1
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Dada f ∈ S(Rn) cada ω en Sn−1, definimos la transformada de Radon en
el espacio de Schwartz S(Rn) como Rωf(t) = Rf(t, ω), para toda t ∈ R. A la
función Rωf se le conoce como la proyección de f en la dirección ω.

Lema 1.4. Si f ∈ S(Rn) y ω ∈ Sn−1, entonces la función Rωf es un elemento
de S(R).

Demostración. Como f ∈ S(Rn), entonces para todo k ym en N∪{0} tenemos
que

sup
t,...,sn−1

{
(1 + |t|k(1 + s21 + ·+ s2n−1)

n

∣∣∣∣ dmdtmf(tω + ·+ sn−1vn−1)

∣∣∣∣} = C <∞.

Por lo tanto, para todo t ∈ R se cumple∣∣tk dm
dtm
Rωf(t)

∣∣ =
∣∣tk ∫Rn−1

dm

dtm
f(tω + s1v1 + · · ·+ sn−1vn−1)ds1 · · · dsn−1

∣∣
≤ C|t|k

1+|t|k
∫

ds1···dsn−1

(1+s21+···+s2n−1)
n

≤ C
∫

ds1···dsn−1

(1+s21+···+s2n−1)
n .

(1.6)
Como el lado derecho de (1.6) es un número positivo, independiente de t,

entonces, para todo k y m en N ∪ {0} tenemos que

sup
t∈R

∣∣∣∣tk dmdtmRωf(t)

∣∣∣∣ <∞;

es decir, Rωf ∈ S(R).

A continuación, establecemos la relación entre las transformadas de Fou-
rier y de Radon, la cual nos permitirá resolver el problema de inversión de la
transformada de Radon [21].

Definición 1.5. Para f ∈ Sn−1, definimos la transformada de Fourier de f como
la función f̂ dada por

f̂(y) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)e−iy·xdx, (1.7)

y la transformada inversa de Fourier de f como la función f̆ dada por

f̆(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(y)e−iy·xdy (1.8)

Teorema 1.6. Teorema central de la rebanada.
Si r ∈ R, ω ∈ Sn−1 y f ∈ S(Rn), entonces

R̂ωf(r) = (2π)
n−1

2 f̂(rω)
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Demostración. En vista que Rωf ∈ S(R), para cada ω ∈ Sn−1, se tiene que

R̂ωf(r) = 1√
2π

∫
RRf(t, ω)eirtdt

= 1√
2π

∫
R

∫
Rn−1 f(tω +

∑
sjvj)e

−irtds1 . . . dsn−1dt

= 1√
2π

∫
R f(x)e−irx·ωdx

= (2π)
n−1

2 f̂(rω).

(1.9)

En la primera igualdad empleamos la definición de transformada de Fourier en
R, luego la definición de transformada de Radon de f , finalmente, hicimos el
cambio de variables x = tω +

∑n−1
j=0 sjvj , del cual se sigue que t = x · ω

1.3. Fórmula de inversión de Radon

Teorema 1.7. Fórmula de inversión de Radon.
Si f ∈ S(Rn), entonces

f(x) =
1

2(2π)n−
1
2

∫
Sn−1

∫
R
R̂ωf(r)eirx·ω|r|n−1drdω. (1.10)

Demostración. Por la fórmula de inversión de Fourier (1.8), si f ∈ S(Rn), en-
tonces

f(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f̂(y)eix·ydy

Bajo el cambio de variables y = rω en coordenada esféricas y usando el Teo-
rema (1.6) tenemos que

f(x) = 1
(2π)n/2

∫
Sn−1

∫∞
0
f̂(rω)eirx·ωrn−1drdω

= 1

(2π)n−
1
2

∫
Sn−1

∫∞
0
R̂ωf(r)eirx·ωrn−1drdω

= 1

2(2π)n−
1
2

∫
Sn−1

∫∞
0
R̂ωf(r)eirx·ωrn−1drdω,

(1.11)

hemos usado la Propiedad 2 de la transformada de Radon para obtener la últi-
ma igualdad.

Por lo anterior, podemos observar que, si conocemos todas las proyecciones
de f , entonces f se puede recuperar realizando las operaciones siguientes:

1.- Para cada ω se calcula la transformada de Fourier de la proyección Rωf .
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2.- Para cada ω se calcula la integral radial de la transformada de Fourier de
la proyección obtenida en el punto anterior; es decir, se calcula

R̂f(t, ω) =
1

2

∫
R
R̂ωf(r)eirt|r|n−1dr.

3.- Finalmente se recupera f(x) realizando la proyección inversa

f(x) =
1

(2π)n−
1
2

∫
Sn−1

R̂f(x · ω, ω)dω.

A partir de esta fórmula, de inversión de Radon se puede implementar un
algoritmo y resolverlo computacionalmente.

Ejemplo 1.8. Encontrar la función f ∈ S(R3) cuya transformada de Radon está
dada por

Rf(t, ω) = πe−t
2

, t ∈ R, ω ∈ S2.

Al calcular la segunda derivada de Rf(t, ω) respecto de t, obtenemos

d2

dt2
Rf(t, ω) = π(4t2 − 2)e−t

2

.

En consecuencia

f(x) = − 1

8π

∫
S2

(4(x · ω)2 − 2)e(x·ω)
2

senϕdθdϕ,

donde ω = (cos θ senϕ, sen θ sen θ, cosϕ), por lo tanto, al hacer una rotación que
transforma al vector (0,0,1) en el vector ω se tiene

f(x) = − 1

8π

∫ π

0

∫ 2π

0

(4|x|2 cos2 ϕ− 2)e−|x|
2 cos2 ϕ senϕdθdϕ.

integrando con respecto a θ obtenemos

f(x) = −1

8

∫ 2π

0

(4|x|2 cos2 ϕ− 2)e−|x|
2 cos2 ϕ senϕdϕ.

Finalmente, haciendo u = |x| cosϕ, obtenemos du = −|x| senϕdϕ, y

f(x) = − 1

2|x|

∫ |x|
0

(4u2 − 2)e−u
2

du = e−|x|
2

.

Observemos que la función obtenida para f coincide, salvo constantes, con el
Ejemplo 1.3.
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Figura 1.6: Transformada de Radon

1.4. Transformada de Radon en R2

En dos dimensiones, la transformada de Radon es definida como la integral
de línea a lo largo de una línea inclinada con ángulo ϕ desde el eje x, y a una
distancia t del origen, como se muestra en la Figura 1.6.

Matemáticamente, esto se escribe como

Rf(t, ω) =

∫
R

∫
R
f(x, y)δ(x cosϕ+ y senϕ− t)dxdy, (1.12)

donde δ es la distribución delta de Dirac , −∞ < t < ∞,y 0 ≤ ϕ < π. Esta
distribución indica el camino sobre la proyección. La función Rf(t, ω), es la
transformada de Radon de f(x, y); es decir, es la proyección en una dimensión
de f(x, y) a un ángulo ϕ [23] [24].

En términos de t y s, donde

x = y cosϕ− s senϕ, t = x cosϕ+ y senϕ,

y = t senϕ− s cosϕ, s = y cosϕ+ x senϕ,

la Ecuación (1.12) se puede expresar como

Rf(t, ω) =

∫
R
f(t cosϕ− s senϕ, t senϕ+ s cosϕ)ds =

∫
lt,ω

f(x, y)ds

Una imagen puede ser representada por una función f(x, y) donde las coor-
denadas (x, y) indican la posición de un punto en la imagen y en el caso de la
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Figura 1.7: Perfil o proyección

tomografía de emisión ET, el valor de f es la distribución del radionúclido (emi-
sor de radiación) en el espacio de interés. La suma de todas las atenuaciones
del rayo en los diferentes puntos que atraviesa en la imagen, se superponen a
un único valor que corresponde con la transformada de Radon en el punto t1 y
en la dirección θ, por ese motivo a Rωf(t1) se le llama rayo suma. El conjunto
de todos los rayos suma en una misma dirección se llama perfil o proyección
general, (ver Figura 1.7).

A continuación, mostraremos algunos ejemplo de la transformada de Radon
en R2

Ejemplo 1.9. Hallar la transformada de Radon de la función

f(x, y) = e−x
2−y2

.

Por definición de transformada de Radon, tenemos que

Rf(t, ω) =

∫
R
f(t cosϕ− s senϕ, t senϕ+ s cosϕ)ds,

sustituyendo f se tiene que
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Figura 1.8: cilindro para el ejemplo

Rf(t, ω) =
∫∞
∞ e(t cosϕ−s senϕ)

2−(t senϕ−s cosϕ)2ds

=
∫∞
−∞ e

−t2−s2ds

= e−t
2 ∫∞
−∞ e

−s2ds

=
√
πe−t

2

(1.13)

Ejemplo 1.10. Sea s(x, y) = circ(x, y), dada por, (ver Figura 1.8)

circ(x, y) =

{
1 si

√
x2 + y2 ≤ 1/2

0 en otro caso

Como
circ(t cosϕ− r senϕ, t senϕ+ r cosϕ) = circ(t, r)

Podemos decir que la transformada de Radon es independiente de θ, y x2 +

y2 = t2 + r2 ≤ 1
4
; es decir, r ≤

√
1
4
− t2 = 1

2

√
1− 4t2, entonces la transformada

de Radon esta dada por:

Rcirc(t, ω) =
∫
R circ(t, r)dr

=
∫ 1

2

√
1−4t2

−1
2

√
1−4t2 dr

=
√

1− 4t2, t ≤ 1
2

(1.14)

Por lo tanto,

circ(x, y) =

{√
1− 4t2 si t ≤ 1/2

0 si t > 1/2
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la cual es independiente de ϕ.

1.5. Trransformada de Hilbert

Comúnmente la funciones o señales se definen completamente en el domi-
nio del tiempo o de la frecuencia, y la transformada de Fourier realiza un cambio
de la función o señal de un dominio a otro. La transformada de Hilbert, H, con-
forma la señal con la mitad de la información en el dominio de tiempo y la otra
mitad en el dominio de la frecuencia a continuación daremos la definición de la
transformada de Hilbert.

Para una función o señal s(t), la transformada de Hilbert se define por medio
de la convolución de s(t) y 1

πt
obteniendo ŝ(t). Por lo tanto, la transformada

de Hilbert se puede interpretar como la salida de un sistema LTI (Linear Time-
Invariant) o sistema lineal e invariante en el tiempo, con entrada s(t) y respuesta
al impulso 1

πt
. Entonces,

ŝ(t) = Hs(t) = (h ∗ s)(t) =
1

π

∫ ∞
−∞

s(t)

t− τ
dτ,

donde h(t) = 1
πt

y considerando la integral como el valor principal (vp), lo que
evita la singularidad t = τ . Dicha fórmula es equivalente a una rotación de π/2
en la fase de cada componente armónica de la señal analítica de s(t) como

sa(t) = s(t) + iŝ(t)

donde la parte real de sa(t) es la señal en el tiempo, mientras la parte imaginaria
ŝ(t) es la señal en la frecuencia.

La transformada de Hilbert posee una respuesta dada por la Transformada
de Fourier:

H(ω) = ĥ(ω)

{
+j si ω < 0
−j si ω > 0

o de manera equivalente:

H(ω) = ĥ(ω) = −j · sgn(ω)

donde j es la unidad imaginaria.
Y como:

ˆ̂s(ω) = H(ω) · ŝ(ω),

la transformada de Hilbert produce es efecto de desplazar la componente de
frecuencias negativas de s(t) + 90◦. También tenemos que H2(ω) = −1, por lo
que multiplicando la ecuación anterior por −H(ω), obtenemos:

ŝ(ω) = −H(ω) · ˆ̂s(ω),

de donde obtenemos la transformada inversa de Hilbert,

s(t) = −(h ∗ ŝ)(t) = −H(ŝ(t)).
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1.6. Series de Fourier

Las series de Fourier reciben su nombre en honor a Jean-Baptiste Joseph
Fourier (1768-1830), que hizo importantes contribuciones al estudio de las se-
ries trigonométricas, que previamente habían sido consideradas por Leonhard
Euler, Jean Ie Rond d’Alembert y Daniel Bernoulli, Fourier introdujo las series
con el propósito de resolver la ecuación de calor.

Las series de Fourier constituyen la herramienta matemática básica del aná-
lisis de Fourier empleado para analizar funciones periódicas a través de la des-
composición de dicha función en una suma infinita de funciones sinusoidales
mucho más simples.

El área de aplicación incluyen análisis vibratorio, acústica, óptica, procesa-
miento de imágenes y señales, y compresión de datos.

A continuación daremos la definición de la serie de Fourier.
Si f(t) es una función periódica y su período es T , la serie de Fourier aso-

ciada a f(t) es:

f(t) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

[
an cos

(
2nπ

T
t

)
+ bn sen

(
2nπ

T
t

)]
,

donde a0, an y bn son los coeficientes de Fourier que toman los valores:

a0 =
2

T

∫ T/2

−T/2
f(t)dt, an =

2

T

∫ T/2

−T/2
f(t) cos

(
2nπ

T
t

)
dt, bn =

2

T

∫ T/2

−T/2
f(t) sen

(
2nπ

T
t

)
dt.

Por la identidad de Euler las formulas anteriores se pueden expresar tam-
bién en su forma compleja [11]:

f(t) ∼
∞∑
−∞

cne
2πi n

T
t, (1.15)

los coeficientes ahora serían:

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
f(t)e2πi

n
T
tdt. (1.16)

1.7. Convolución circular

Dada una secuencia periódica f(n) de longitud N a convolucionar con otra
secuencia periódica g(n) también de longitud N , el proceso de convolución
exige N × N productos e igual cantidad de sumas. Empleando una operación
conocida como FFT1 para calcular la convolución, se logra reducir este número
a un múltiplo de Nlog2N .

Dado que la FFT es una operación que se aplica a señales periódicas, es
lógico pensar que los operandos de la convolución por FFT también son perió-
dicos. Por consecuencia, a la convolución lograda por FFT se le conoce como
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convolución cíclica o convolución circular. Hay algunas diferencias fundamen-
tales que deben considerarse como son:

La convolución circular opera sobre secuencias periódicas.

Ambas secuancias a convolucionar tiene la misma longitud.

La longitud de una secuencia periódica se refiere a la longitud de un pe-
riodo.

El origen de ambas secuencias a convolucionar es forzosamente el primer
elemento listado.

Definición 1.11. Secuencia periódica
Sea la secuencia periódica f con longitud N = 3 tal como se ilustra a conti-

nuación (note que en la ecuación hay un origen definido)

f = [· · · , f(0), f(1), f(2), f(0), f(1), f(2), · · · ] (1.17)

Esta secuencia también puede escribirse con índices no periódicos de la
forma siguiente

f = [· · · , f(−3), f(−2), f(−1), f(0), f(1), f(2), · · · ] (1.18)

Ambas formas, la periódica y la no periódica se consideran equivalentes y serán
usadas para demostrar la convolución circular.

Definición 1.12. El origen de una secuencia periódica será el primer elemento
listado en la secuencia.

Definición 1.13. Desplazamiento hacia adelante de una secuencia periódica
Un desplazamiento hacia adelante implica un corrimiento hacia la izquierda de
los elementos de la secuencia. En este caso, el elemento más a la izquierda
sale por la izquierda e ingresa por la derecha; es decir,

x(n) = [x(0), x(1), x(2)]
x(n+ 1) = [x(1), x(2), x(0)]

(1.19)

Definición 1.14. Desplazamiento hacia atrás de una secuencia periódica Cuan-
do una secuencia periódica se atrasa un paso, el elemento más a la derecha
sale por la derecha e ingresa por la izquierda; es decir,

x(n) = [x(0), x(1), x(2)]
x(n+ 1) = [x(2), x(0), x(1)]

(1.20)

A continuación daremos la definición de la convolución circular de dos se-
cuencias periódicas.
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Teorema 1.15. Dada la secuencia periódica f(n) de longitud N y dada la se-
cuencia g(n) también periódica y de longitud N . La convolución queda repre-
sentada como:

hj
1

N

N∑
k=1

fkg[j − k], [j − k] := j − kmodN



Capítulo 2

Desarrollo

2.1. Transformada atenuada directa e inversa de
Radon

Sean µ una función suficientemente suave en R2 y x ∈ R2, ω ∈ S1, defini-
mos la integral de µ a lo largo de la recta por x en la dirección ω a partir del
punto x, como

(Dµ)(x, ω) =

∫ ∞
0

µ(x+ tω)dt. (2.1)

La transformada atenuada de Radon Rµ está definida por

Rµf =

∫
x·ω=s

f(x)e−(Dµ)(x,ω
⊥)dx, (2.2)

donde dx es la medida de Lebesgue en R2, x · ω = s y

ω =

(
cosϕ

senϕ

)
y ω⊥ =

(
− senϕ

cosϕ

)
.

Para µ = 0, Rµ es la transformada de Radon definida en 1.12.La transfor-
mada atenuada de Radon es la integral adecuada para estudiar la tomografía
por emisión de positrones [25]. En emisión tomográfica, f representa la distribu-
ción de la actividad de un radiofármaco dentro del cuerpo y µ es el coeficiente
de atenuación de un tejido. El problema consiste en recuperar f a partir de
g = Rµf , donde µ es conocida. Para µ = 0 el problema se resuelve por la
formula de inversión de Radon.

Cuando µ es constante en un conjunto convexo, el problema se puede re-
ducir a la transformada exponencial de Radon, (Transformada atenuada de Ra-
don) para la cual debemos hallar una formula de inversión.

2.2. Derivación de la fórmula de inversión

Sea
h =

1

2
(I + iH)Rµ, (2.3)

21
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donde R es la transformada de Radon y H es la transformada de Hilbert (ver
apéndice 1.5) dada por

Hg(s) =
1

π

∫
R

g(t)

s− t
dt,

que actúa sobre la segunda variable de Rµ.

Lema 2.1. Sean ω =

(
cosϕ

senϕ

)
y u(x, ω) = h(ω, x·ω)−(D−µ)(x, ω⊥), entonces

ul(x),
u(x, ω) =

∑
l>0impar

ul(x)eilϕ.

Demostración. De acuerdo a la expansión de Fourier de una función periódica
en su forma compleja (ver 1.15) se propone la expansión de Fourier para Dµ y
h como

Dµ(x, ω⊥) =
∑
l

pl(x)eilϕ, (2.4)

con
pl(x) = 1

2π

∫ 2π

0
eilϕDµ(x, ω⊥)

= 1
2π

∫ 2π

0
eilϕ

(∫∞
0
µ(x+ tω)dt

)
dϕ

= 1
2π

(−1)l
∫∞
0
µ(x+ tω)dt,

con el cambio de variable y = −tω obtenemos

pl(x) = 1
2π

(1)l
∫
R2 µ(x− y)v1(y)dy

= 1
2π

(−1)l(µ ∗ vl)(x),

donde vl(rω) = 1
r
eilϕ, r > 0. Por otro lado, tenemos que

h(ω, x · ω) =
∑
l

ql(x)eilϕ, (2.5)

donde

ql(x) =
1

2π

∫ 2π

0

h(ω, x · ω)dϕ

de (2.4) y (2.5) tenemos que

u(x, ω) =
∑

l>0impar

ul(x)eilϕ.

Lema 2.2. Dados ω =

(
cosϕ

senϕ

)
y x⊥

|x| =

(
cosψ

senψ

)
se tiene que,

∫ 2π

0

ω

x · ω
eilϕdϕ =


0, l impar,

2πx/|x|2, l = 0,

−2πieilψ/|x|2, l > 0 par.
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Como la integral es impropia, pues no converge en R, se debe entender como
el valor principal de Cauchy.

Demostración. Para cada entero l,∫ 2π

0

ω

x · ω
eilϕdϕ = − 1

|x|

∫ 2π

0

(
cosϕ

senϕ

)
eilϕdϕ

sen(ϕ− ψ)
.

Usando un cambio de variable, ϕ = ϕ+ ψ tenemos que

∫ 2π

0
ω
x·ωe

ilϕdϕ = − 1
|x|e

ilψ
∫ 2π

0

(
cos(ϕ+ ψ)

sen(ϕ+ ψ)

)
eilϕ

senϕ
dϕ

= − 1
|x|e

ilψ
∫ 2π

0

(
cosϕ cosψ − senϕ senψ

senϕ cosψ + cosϕ senψ

)
eilϕ

senϕ
dϕ

.

Calcularemos la integral componente a componente, y para diferentes valores
de l. Para l = 0, la primera integral de la primera componente se tiene que∫ 2π

0
ω
x·ωdϕ = − 1

|x|

∫ 2π

0
cosϕ cosψ−senϕ senψ

senϕ
dϕ

= − 1
|x|


∫ 2π

0

cosϕ cosψ

senϕ
dϕ︸ ︷︷ ︸

(1)

−
∫ 2π

0

senψdϕ︸ ︷︷ ︸
(2)

 .
La integral (1) es igual a cero, pues el integrando es una función impar. Toma-
mos el valor principal de Cauchy 1, para la integral (2) tenemos que

1Valor principal de Cauchy: La definición de integral impropia se puede escribir en la forma:∮ ∞
−∞

f(x)dx = ĺım
R→∞

(∫ 0

−R
f(x)dx+

∫ R

0

f(x)dx

)
. (2.6)

Cuando este límite existe se dice que la integral es convergente en el sentido de Cauchy; el
valor de este límite es el valor principal de Cauchy. También es conveniente compara (2.6) con
la siguiente: ∫ ∞

−∞
f(x)dx = ĺım

R1→∞

∫ 0

−R1

f(x)dx+ ĺım
R2→∞

∫ R2

0

f(x)dx. (2.7)

La convergencia de la integral implica, la convergencia (hacia el mismo valor) en sentido de
Cauchy; sin embargo, la recíproca no es cierta, por ejemplo,∫ R

−R
2xdx = x2|R−R = 0

y por lo tanto el límite (2.6) es 0, en cambio, ninguno de los límites de (2.7) existe.
Observemos que en este ejemplo la función f(x) = 2x es impar; es decir, f(−x) = −f(x).

Siempre que la función sea impar el valor principal de Cauchy es 0.
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∫ 2π

0

senψdϕ = 2π senψ.

Entonces, ∫ 2π

0

cosϕ cosψ − senϕ senψ

senϕ
dϕ = −2π senψ,

de la misma forma obtenemos la integral para la segunda componente está
dada por ∫ 2π

0

ω

x · ω
dϕ = −2π

|x|

(
− senψ

cosψ

)
=

2πx

|x|2
.

Para l 6= 0 nuevamente calculamos la integral componente a componente.
Para la primera componente tenemos que

− 1

|x|
eilψ

∫ 2π

0

(cosϕ cosψ − senϕ senψ)
eilϕ

senϕ
dϕ

= − 1

|x|
eilψ


∫ 2π

0

cosϕ cosψeilϕ

senϕ
dϕ︸ ︷︷ ︸

(3)

−
∫ 2π

0

senψeilϕdϕ︸ ︷︷ ︸
(4)

 .
Para la integral (3) tenemos la igualdad

∫ 2π

0
cosϕ cosψeilϕ

senϕ
dϕ =

∫ 2π

0
cosϕ cosψ(cos lϕ+i sen lϕ)

senϕ
dϕ

=
∫ 2π

0
cosϕ cos lϕ cosψ

senϕ
dϕ+ i

∫ 2π

0
cosϕ cosψ sen lϕ

senϕ
dϕ

= cosψ

∫ 2π

0

cosϕ cos lϕ

senϕ
dϕ︸ ︷︷ ︸

(31)

+i cosψ

∫ 2π

0

cosϕ sen lϕ

senϕ
dϕ︸ ︷︷ ︸

(32)

= i cosψ2π.
(2.8)

La integral (31) es igual a cero, nuevamente pues tomamos a la integral como el
valor principal de Cauchy; y la integral (32) es igual a 2π, para l par, de acuerdo
al la fórmula 3.612 de [26].

Por otro lado, para la integral (4) tenemos la igualdad∫ 2π

0
senψeilϕdϕ =

∫ 2π

0
senψ(cos lϕ+ i sen lϕ)dϕ

=
∫ 2π

0
senψ cos lϕdϕ+ i

∫ 2π

0
senψ sen lϕdϕ

= senψ sen lϕ+ i senψ cos lϕ|2π0
= 0

(2.9)



2.2. DERIVACIÓN DE LA FÓRMULA DE INVERSIÓN 25

Así de (2.8) y (2.9) obtenemos el resultado para la primera componente;
ahora bien, al integrar la segunda componente del mismo modo obtenemos el
resultado final de la siguiente manera:∫ 2π

0

ω

x · ω
dϕ = − 1

|x|
eilψ
(

cosψ

senψ

)
2πi, (2.10)

por lo tanto, de (2.10), para l > 0 par se tiene que∫ 2π

0

ω

x · ω
eilϕdϕ = −2πi

|x|
eilψ

x⊥

|x|
.

Lema 2.3. Con la distribución δ de Dirac tenemos

div
x

|x|2
= 2πδ(x).

Demostración. Tenemos que demostrar que si f ∈ C∞0 (R2), entonces∫
R2

x

|x|2
· ∇f(x)dx = −2πf(0); (2.11)

es decir, ∫
|x|≥ε

g · ∇fdx = −
∫
|x|≥ε

fdivgdx+

∫
|x|=ε

fg · υds

donde υ = −x
|x| y ds la medida de superficie en |x| = ε. Como g = x/|x|2,

entonces tenemos que divg = 0 para x 6= 0, en consecuencia,∫
|x|≥ε

x
|x|2 · ∇f(x)dx = −

∫
|x|=ε f

x
|x|2 ·

x
|x|ds

= −1
ε

∫
|x|=ε f(x)ds,

(2.12)

Tomando el limite cuando ε→ 0 se sigue la igualdad (2.11)

Ahora podemos probar nuestra formula de inversión.

Teorema 2.4. Sean g = Rµf y h la función (2.3). Entonces,

f(x) =
1

4π
Re

{
div

∫
S

ωe(Dµ)(x,ω
⊥)(e−hHehg)(ω, x · ω)dω.

}
(2.13)

Demostración. Es suficiente probar el teorema para f(x) = δ(x− y) ya que la
transformada de radon atenuada es una función par, addemás haciendo y =
tω + rω⊥ tenemos que

(Hehg)(ω, s) = 1
π

∫
R

1
s−te

h(ω,t)
∫
x·ω=t e

−(D−µ)(x,ω⊥)δ(x− y)dxdt

= 1
π

1
s−ω·ye

h(ω,ω·y)−(Dµ)(y,ω⊥)

= 1
π

1
s−ω·ye

u(y,ω)

(2.14)
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con u definida en el Lema 2.1 obtenemos

ωeDµ(x,ω
⊥)(e−hH− ehg)(ω, x · ω) =

1

π

∫
R2

f(x)
ω

(x− y) · ω
eu(y,ω)−u(x,ω)dy

Debemos demostrar que

Re

{
1

π

∫
S1

ω

(x− y) · ω
eu(y,ω)−u(x,ω)dω

}
= 2π

x− y
|x− y|2

(2.15)

teniendo a ω = (cosϕ, senϕ). Por el lema (2.1) se tiene que

u(y, ω)− u(x, ω) =
∑
l>impar

(ul(y)− ul(x))eilϕ.

De ahí, con ciertas funciones ul(x, y),

cosh(u(y, ω)− u(x, ω)) = 1 +
∑
l>0 par

ul(x, y)eilϕ,

senh(u(y, ω)− u(x, ω)) =
∑

l>0 impar

ul(x, y)eilϕ.

Por el Lema 2.2, tenemos que (x−y)⊥
|x−y| = (cosψ, senψ) = ω,∫ 2π

0

ω

(x− y) · ω
cosh(u(y, ω)− u(x, ω))dϕ

= 2π
x− y
|x− y|2

− 2πi
∑
l>0 par

ul(x, y)eilψ
(x− y)⊥

|x− y|2

= 2π
x− y
|x− y|2

− 2πi(cosh(u(y, ω)− u(x, ω))− 1)
(x− y)⊥

|x− y|2
,

Por otro lado∫ 2π

0

ω

(x− y) · ω
senh(u(y, ω)− u(x, ω))dy = 0

dado que x · ω = y · ω tenemos,

u(y, ω)− u(x, ω) = −(Dµ)(y, ω⊥) + (Dµ)(x, ω⊥)

= −
∫ x
y
µds

. (2.16)

Integramos a lo largo de la recta que une a y y x, por lo tanto,

Re

{∫ 2π

0

θ

(x− y) · ω
eu(y,ω)−u(x,ω)dϕ

}
= 2π

x− y
|x− y|2

.
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Figura 2.1: Coeficiente de atenuación con prturbación µ(x).

Ahora, de (2.15) y el Lema 2.3, siguiendo la notacion de Novikov (ver [?]),
se tiene que

f(x) = − 1

4π
Re

{
div

∫
S1

ωe−(Dµ)(x,ω
⊥)(ehHehğ)(ω, x · ω)dω

}
, (2.17)

donde ğ(ω, s) = (Rµf)(−ω,−s) y así obtenemos la formula de inversión para
la transformada atenuada de Radon.

De acuerdo al objetivo de este trabajo, nos interesa obtener el valor de µ
cuando deja de ser constante; es decir, µ(x) = µ0 + µ1f(x) con µ(x) ⊂ Rn y
|µ0| ≈ |µ1f(x)|, como se muestra, en la figura 2.1. En otras palabras, cuando
el coeficiente de atenuación depende de la inhomogeneidad de la región que
se está estudiando, dado que en la realidad no todo el medio material posee
el mismo valor en µ; así entonces, µ dependerá de x y de la región que es
estudiada.

Por otra parte, no todos los medios materiales compuestos tienen el mismo
coeficiente de atenuación, por lo que necesitaremos hacer una estimación del
mismo coeficiente para poder emplear la transformada de Radon atenuada y
su inversa, que nos permitirá reconstruir la imagen.

2.3. Perturbación del coeficiente de atenuación

A continuación introducimos la transformada de Radon atenuada con una
perturbación; es decir, el coeficiente de atenuación deja de ser constante en el
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disco unitario de la siguiente manera:

µ = µo(sω + τω⊥) + µ1δ((s− s0)ω + (τ − τ0)ω⊥).

En donde la delta de Dirac 2 indica la localización de la perturbación. Daremos
una aproximación a la formula de inversión en este caso particular.

Consideremos una distribución bidimensional de radioisótopos o radiofár-
macos en un medio material compuesto. Queremos recuperar la distribución de
f(x), a partir de mediciones de la radiactividad fuera del medio [22]. Denota-
mos el coeficiente de atenuación del tejido por µ(x). Nuestras mediciones nos
proporcionan las integrales de línea. En R2 definimos, para las funciones con
soporte compacto, la transformada atenuada de Radon como

Rµf(s, ω) =

∫
R
f(sω + tω⊥)e−

∫∞
t µ0(sω+τω⊥)+µ1δ((s−s0)ω+(τ−τ0)ω⊥)dτdt (2.18)

para la constante de atenuación µ que es exacta hastaO(µ4) [27], para algunos
valores de t, ω = (cosϕ, senϕ) y ω⊥ = (− senϕ, cosϕ)[28].

Si suponemos que el coeficiente de atenuación µ(x) = µ0(sω + τω⊥) +
µ1δ((s− s0)ω + (τ − τ0)ω⊥ dentro del medio; es decir, µ(x) = µ0(sω + τω⊥) +
µ1δ((s−s0)ω+ (τ − τ0)ω⊥ en el disco unitario y f = 0 fuera del disco, entonces
tenemos que encontrar los valores de −

∫∞
t
µ0(sω + τω⊥) + µ1δ((s − s0)ω +

(τ − τ0)ω⊥)dτ . Separamos esta integral en dos integrales

µ(sω + τω⊥) =

∫ ∞
t

µ0(sω + τω⊥)dτ︸ ︷︷ ︸
(1)

+

∫ ∞
t

µ1δ((s− s0)ω + (τ − τ0)ω⊥)dτ︸ ︷︷ ︸
(2)

.

Para la integral (1) el valor máximo para t debe cumplir que s2 + τ 2 = 1: des-
pejando a τ obtenemos que τ =

√
s2 − 1, entonces la integral (1) queda dada

por ∫ √s2−1
t

µ0(sω + τω⊥)dτ = µ0(
√
s2 − 1− t).

Para la integral (2) debemos hacer lo mismo es decir, (s−s0)2+(τ−τ0)2 = 1,
despejando a τ usando formula general obtenemos que el valor máximo es
τ = τ0+2

√
1− (s− s0)2, entonces la integral (2) queda de la siguiente manera∫ τ0+2

√
1−(s−s0)2

t

µ1δ((s−s0)ω+(τ−τ0)ω⊥)dτ =

{
µ1 si t < τ0 < τ0 + 2

√
1− (s− s0)2,

0 en otro caso;

2La delta de Dirac es una distribución (función generalizada) introducida por primera vez por
el físico inglés Paul Dirac, en tanto que distribución define un funcional en forma de integral
sobre un cierto espacio de funciones.∫ b

a

f(x)δ(x− x0)dx =

{
f(x0) si a < x0 < b

0 si x0 < a, x0 > b
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es decir,

∫ τ0+2
√

1−(s−s0)2

t

µ1δ((s−s0)ω+(τ−τ0)ω⊥)dτ =

{
µ1 si t < 2

√
1− (s− s0)2,

0 en otro caso,

Por lo tanto, de la integral (1) y (2) tenemos que la transformada de Radon
atenuada, con perturbación en el coeficiente de atenuación está dada por

Rµf(t, ω) = e−µ0

√
1−t2+µ1

∫
R
f(sω + tω⊥)eµ0tdt.

Nuestros datos son

gµ(t, ω) =

∫
R
f(sω + tω⊥)eµtdt.

El objetivo es expresar a f en términos de g. Lo que se muestra en [27] es
que tal expresión puede ser una ecuación integral de segunda especie. El ob-
jetivo es expresar f en términos de g; por lo que debemos convertir la ecuación
Rµf = g en una ecuación integral de segunda especie que puede resolverse
numéricamente.

2.4. La aproximación de la inversión

A continuación vamos a aproximar la fórmula de inversión de la transforma-
da de Radon atenuada con perturbación en el coeficiente de atenuación. Para
empezar generalicemos el ”teorema de la proyección"para el caso µ 6= 0. Utili-
zamos la notación f̂ para la transformada de Fourier bidimensional de la función
f ∈ R2 y ĝ la transformada de Fourier unidimensional con respecto a la primera
variable si g es una función de la forma g = g(s, ω) [29].

Teorema 2.5. Para σ ∈ R,

f̂(σω + iµω⊥) = (2π)1/2ĝµ(σ, ω)

Demostración. dado que x = sω + tω⊥ para x ∈ R2 obtenemos

f̂(σω + iµω⊥) = 1
2π

∫
R2 e

i(σω+iµω⊥)·xf(x)dx

= 1
2π

∫
R

∫
R e

i(σω+iµω⊥)f(sω + tω⊥)dsdt

= 1
2π

∫
R
eiσs

∫
R e

µtf(sω + tω⊥)dtds

= 1
2π

∫
R e

iσsgµ(s, ω)ds

= (2π)1/2ĝµ(σ, ω),

. (2.19)
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El teorema de proyección nos proporciona los valores de f̂ en una super-
ficie de dos dimensiones, Fµ, en el espacio C2 de variables complejas z1 =
ξ1 + iη1, z2 = ξ2 + iη2.

Pero la fórmula de inversión de Fourier ”que nos da f en términos de f̂ ”
integra sobre F0, donde F0 es la primera línea donde se integra. Emplearemos
el teorema integral de Cauchy en dos variables complejas para calcular esta
integral sobre F0 [29].

Para ello consideremos lo siguiente: sea G una superficie cerrada en R3 y
S : R3 → C2 un mapeo uno a uno y suficientemente suave.
Sea F una superficie en dos dimensiones complejas F = S(G) ∈ C2, además
asumimos que w(z1, z2) es analítica en C2; es decir,∫

F

w(z1, z2)dz2 = 0.

En el caso que G es un cilindro hueco con radio interior r, radio exterior R y
altura 1, denotamos la superficie lateral interior, la superficie lateral exterior, la
parte superior y la parte inferior de G por Gr, GR, G1 y G0 respectivamente.

Con el fin de obtener la orientación correcta de las componentes de G, des-
cribimos a G por una representación de parámetros. Con ξ1, ξ2, ξ3 las coorde-
nadas en R3, entonces tenemos:

Gr :
ξ1 = r cosϕ
ξ2 = rϕ
ξ3 = θ,

, (ϕ, θ) ∈ [0,2π]× [0, 1]

GR :
ξ1 = R cosϕ
ξ2 = Rϕ
ξ3 = θ,

, (θ, ϕ) ∈ [0, 1]× [0, 2π]

G1 :
ξ1 = σ cosϕ
ξ2 = σϕ
ξ3 = 1,

, (ϕ, σ) ∈ [0, 2π]× [r, R]

G0 :
ξ1 = σ cosϕ
ξ2 = σϕ
ξ3 = 0.

, (σ, ϕ) ∈ [r, R]× [0, 2π]

De esta manera obtenemos el mapeo z = Sξ, ξ ∈ R3 definido por:

z1 = ξ1 − iµξ2ξ3(ξ21 + ξ22)−1/2,

z2 = ξ2 − iµξ1ξ3(ξ21 + ξ22)−1/2,

La representación deG nos da la representación de F . Daremos esta repre-
sentación por partes como: Fr = S(Gr), FR = S(GR), F1 = S(G1), F0 = S(G0),
junto con los jacobianos:
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Fr : z = rω + iµθω⊥,
∂(z1, z2)

∂(ϕ, θ)
= µ2θ,

FR : z = Rω + iµθω⊥,
∂(z1, z2)

∂(θ, ϕ)
= −µ2θ,

F1 : z = σω + iµθω⊥,
∂(z1, z2)

∂(ϕ, σ)
= −σ,

F0 : z = σω,
∂(z1, z2)

∂(σ, ϕ)
= σ,

donde usamos la notación vectorial z =

(
z1
z2

)
.

Ahora, por el teorema de Cauchy para funciones analíticas,

w(z) = eix·zf̂(z).

Observamos que

∫
F
w(z)dz =

∫
Fr
w(z)dz +

∫
FR
w(z)dz +

∫
F1
w(z)dz +

∫
F0
w(z)dz

=
∫ 2π

0

∫ 1

0
eirx·ω−µθx·ω

⊥
f̂(rω + iµθω⊥)µ2θdϕdθ

−
∫ 2π

0

∫ 1

0
eiRx·ω−µθx·ω

⊥
f̂(Rω + iµθω⊥)µ2θdϕdθ

−
∫ R
r

∫ 2π

0
eiσx·ω−µx·ω

⊥
f̂(σω + iµθω⊥)σdϕdσ

+
∫ R
r

∫ 2π

0
eiσx·ωf̂(σω)σdϕdσ

= 0.

(2.20)

por el Lema de Riemann-Lebesgue decimos

ĺım
R→∞

∫ 2π

0

∣∣∣f̂(Rω + iµθω⊥)
∣∣∣ dϕ→ 0,

uniformemente en θ para 0 ≤ θ ≤ 1. Tomando R→∞, r → 0 se obtiene que

0 =
∫ 2π

0

∫ 1

0
e−µθx·ω

⊥
f̂(iµθω⊥)µ2θdϕdθ

−
∫ 2π

0

∫∞
0
eiσx·µx·ω

⊥
f̂(σω + iµω⊥)σdϕdσ

+
∫∞
0

∫ 2π

0
eiσx·ωf̂(σω)σdϕdσ.

(2.21)

Usando el Teorema 2.5 en la segunda integral y la fórmula de inversión de
Fourier en la tercera integral, obtenemos

f(x) = f1(x)− µ2f2(x),

f1(x) = (2π)−3/2
∫ 2π

0

e−µx·ω
⊥
∫ ∞
0

eiσx·ωσĝµ(σ, ω)dσdϕ,
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f2(x) =
1

2π

∫ 2π

0

∫ 1

0

e−µθx·ω
⊥
f̂(iµθω⊥)θdϕdθ,

f1 puede ser evaluada por un algoritmo de convolución:

f1(x) =

∫ 2π

0

e−µx·ω
⊥
qµ(x · ω, ω)dϕ,

q̂µ(σ, ω) =
1

2π
σ+ĝµ(σ, ω), σ+ = máx(σ, 0).

Desafortunadamente la integral que define f2 contiene valores de f̂(iωθω⊥)
para 0 ≤ θ ≤ 1, pero estos valores están disponibles sólo para θ = 1. Por lo
tanto, podemos calcular una aproximación f2(x) de nuestros datos. Usando la
formula;

e−µθx·ω
⊥
f̂(iµθω⊥) = f̂(iµω⊥) + µω⊥ · a+O(µ2),

con a = i(θ − 1)∇f̂(0) − θf̂(0)x, que se obtiene a partir de la expansión de
Taylor para la aproximación del integrando en f2(x), para obtener

f2(x) = 1
2π

∫ 2π

0

∫ 1

0
f̂(iµω⊥)ωdϕdθ +O(µ2)

= 1
2
(2π)−3/2

∫ 2π

0
ĝµ(0, ω)dϕ+O(µ2)

= 1
2
(2π)−3/2

∫ 2π

0

∫
R gµ(s, ω)dsdϕ+O(µ2)

(2.22)

Podemos observar que el factor de µ2 en nuestra fórmula de inversión apro-
ximada es, básicamente, el valor de los datos que queremos calcular; es decir,
el valor de µ.

Si en lugar de que µ estuviera definido en un punto, como en la sec.3.2.1, lo
estuviera en una región V ⊆ Ω como un conjunto de puntos como se muestra,
(ver figura 2.2), con µi para cada punto y |µ0| ≈ |µi|, entonces la transformada
de Radon atenuada la podemos expresar como

Rµi(s, ω) =
M∑
i=1

e−µiX[t,máx τ ]

∫
R
f(sω + tω⊥)e−µ0tdt,

por la propiedad de linealidad de la transformada de Radon.
Dados estos resultados podemos decir que si el coeficiente de atenuación

se perturba, entonces la intensidad va a disminuir en forma exponencial.
A continuación desarrollaremos el modelo computacional para la transfor-

mada de Radon directa e inversa y para la transformada de Radon atenuada
directa e inversa con perturbación en la atenuación.

2.5. Modelo computacional

En el siguiente capítulo desarrollamos paso a paso como hacer la imple-
mentación computacional para la transformada de Radon y su inversa desde
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Figura 2.2: Coeficiente de atenuación con prturbación de varios puntos.

cero, (no usamos la transformada de radon que esta implementada en matlab)
esto nos facilitará la implementación para la transformada atenuada con pertur-
bación, para esta es importante describir con detalle dicha implementación.

Los métodos de inversión analíticos en la ET se basan en datos de pro-
yección completa [12], en la práctica tenemos que discretizar el modelo de ob-
servación directamente y dar una aproximación de la solución del problema
computacional.

Consideremos el caso de dos dimensiones, se pueden utilizar funciones
similares en 3 dimensiones. Supongamos que tenemos una función no negativa
f ∈ R2 cuyo soporte compacto está contenido en el rectángulo [0, 1] × [0, 1].
Dividimos el área de la imagen en N × N pixeles y aproximamos la densidad
por una función constante por segmentos;

f(p) = fij, donde p ∈ Pij, 1 ≤ i, j ≤ N

donde Pij denota el pixel

(j − 1)/N < p1 < j/N, (i− 1)/N < 1− p2 < i/N

la imagen está dada por la matriz de valores fij .
Para describir los datos de los rayos en forma vectorial, apilamos las entra-

das de la matriz fij en un vector x de longitud N2 de manera que;

x((j − 1)N + i) = µij, 1 ≤ i, j ≤ N

Sean L1, . . . LM las lineas correspondientes a los rayos que pasan a través
del objeto, para la línea m-esima, Lm
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ym =

∫
Lm

µ(p)dp =
N∑

i,j=1

|Lm
⋂

Pij|µij =
N2∑
k=1

Amkxk

donde |Lm
⋂
Pij| denota la longitud de la intersección de la linea Lm y el pixel

Pij y denotamos.

Amk = |Lm
⋂

Pij|, k = (j − 1)N + i

la definimos como el elemento de la matriz donde se intersecta la línea Lm y el
pixel pi,j .

El modelo discretizado ([30]) para la formación de imágenes de los rayos se
puede escribir en la forma:

Ax = y.

Por lo tanto, el problema de los rayos se puede resolver como un problema
de matriz normalmente de tamaño grande, pero también con una matriz con
muy pocos valores dependiendo del número de proyecciones que hagamos.

En el caso de ET de ángulo límitado, la matriz A tiene un gran espacio nulo
y el problema inverso se torna severamente indeterminado.

En primer lugar daremos una proximación numérica de la transformada de
Radon mediante el método de Retroproyección filtrada usando el código que
hicimos, posteriormente haremos lo mismo con la transformada de Radon ate-
nuada.

2.6. Transformada de Radon

2.6.1. Método de retroproyección filtrada

El principio planteado por Radon y posteriormente mejorado por Cormark y
Hounsfield es el siguiente: supongamos que tenemos un cuerpo convexo el cual
tiene un masa de densidad variable dada por una función f(x, y, z). Pensemos
además que K, un cuerpo convexo, es atravesado por un radiación cualquiera
cuya trayectoria sea una recta l y de la cual se puede medir su intensidad de
entrada y de salida. La diferencia entre estas intensidades será la absorción del
rayo por la materia en el interior de K y dependerá de la recta l, por donde el
rayo transita es posible medir experimentalmente esta función del rayo, que se
llamara F (S) y a partir de ésta reconstruir f(x, y, z) ([31]).

El procedimiento práctico (discreto) consiste en dividir el objeto en seccio-
nes planas y resolver el problema sección por sección para después integrar a
todo el cuerpo. Al dividir el objeto en secciones planas tenemos que la función
f , dependiente inicialmente de la tripla de coordenadas (x, y, z), se reduce tem-
poralmente a las coordenadas (x, y). Posteriormente se sobrepone una cuadrí-
cula imaginaria a cada sección planar quedando así hipotéticamente dividido en
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Figura 2.3: Proyección presentada por una banda sobre una malla donde cada
celta en particular la podemos ver como el área sombreada ABC y cada rayo
esta definido por pi.

celdas, a cada celda le corresponde una masa de densidad promedio las cua-
les constituirán las incógnitas de nuestro problema a estudiar. Las proyecciones
se convierten entonces en sumas de muchos términos sobre direcciones en la
cuadrícula. En consecuencia, cada término (de la sumatoria que forma una pro-
yección) es el producto de un factor de peso multiplicado por la densidad del
cuadro que es la incógnita.

Los correspondientes valores de peso para cada cuadro son conocidos y
están determinados por la geometría del caso, esto es: ancho del haz de irra-
diación, ángulo de irradiación y tamaño de la cuadrícula; es así como a partir de
las proyecciones es posible establecer un conjunto de ecuaciones simultáneas
que se deben resolver.

La figura 2.3 ilustra una malla sobrepuesta a una imagen desconocida, si la
malla posee n-celdas de cada lado, el número total de celdas es n × n = N ;
supongamos además que al objeto se la ha realizado un barrido por un conjunto
de rayos con sección transversal (espesor) que corren paralelos, haciendo un
ángulo de inclinación con respecto a uno de los ejes de la cuadricula imaginaria.
En este caso, un rayo cualquiera ji puede ser representado como una delgada
banda que cruza la cuadricula.

Basados en esta representación definimos la proyección del rayo como
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N∑
j=1

ωijfj = pi; i = 1, 2...,M. (2.23)

Donde M es el número total de rayos y ωij es un factor de peso que co-
rresponde a la fracción de área correspondiente a cada celda interceptada por
un rayo en particular. El triangulo sombreado (ABC) en la figura indica esta
área para una celda en particular. Las fj son las incógnitas del problema cuya
solución consiste en determinar sus valores, sin embargo la solución presenta
cierta complejidad debido a que si se tienen N celdas, el número de rayos M ,
como mínimo, debe ser igual a N . Ahora bien, si hacemos a los segmentos δl
infinitesimales ds el límite de la sumatoria de la ecuación 2.23 se convierte en
una integral de línea a lo largo de la trayectoria del rayo gamma. Esto es;

ρ =

∫
R
f(x, y)ds

Esta función ρ definirá a la proyección del haz sobre una línea de proyección la
cual coincide con la transformada bidimensional de Radon de la función f(x, y).
Dado que en una aplicación de este tipo los detectores determinan los cambios
de intensidad en los rayos emitidos; es decir, las proyecciones de ρ, el problema
se restringe a la aproximación de la función f(x, y), la cual se realiza mediante
la transformada inversa de Radon.

2.7. Transformada de Radon atenuada

La implementación de la formula de inversión de la transformada de Radon
atenuada es una extensión de la familia del algoritmo de retroproyección filtrada
para tomografía computarizada, que veremos a continuación.

Primero, tenemos que calcular la función

gµ = Re
{
e−hHehg

}
,

donde h = 1
2
(I + iH)Rµ. Si h = h1 + ih2, h1 = 1

2
Rµ, h2 = HRµ entonces,

tenemos
gµ = e−h(cosh2Heh1 cosh2 + senh2Heh1 senh2)g.

La transformada de HilbertH se puede calcular por convolución con la trans-
formada de Fourier

ĝ(σ) = (2π)−1/2
∫
R
e−isσg(s)ds.

Así tenemos que

(Ĥg)(σ) =
sgn(σ)

i
ĝ(σ).

Para hacer los cálculos necesarios y obtener la transformada atenuada de
Radon necesitaremos de los siguientes prerrequisitos.
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Nos enfocaremos en una forma de calcular la convolución y derivados utilizando
la transformada de Fourier (FFT). La FFT es una forma rápida del cálculo de la
transformada discreta de Fourier de un vector de tamaño N. cuya expresión de
la fórmula y su inversa están dadas de la siguiente forma:

x̃k := DFT (x)k =
N∑
j=1

xjω
−(j−1)(k−1), ω := e

2iπ
N , 1 ≤ k ≤ N,

xj = IDFT (x̃)j =
1

N

N∑
k=1

x̃kω
(j−1)(k−1), 1 ≤ j ≤ N.

Estos operadores requierenO(N2) operaciones flotantes, sin embargo cuan-
do N es un número compuesto (el mejor de los casos N = 2p para alguna
valor de p), reacomodando estas operaciones, este número se puede reducir
a O(NlogN), este proceso es conocido como el algoritmo de Cooley y Tuchey
ver [32]. Ademas, definimos la convolución circular (Ver apéndice 1.7) h = f ? g
de dos vectores discretos f = {fj}Nj=1 y g = {gj}Nj=1 de la siguiente manera:

hj
1

N

N∑
k=1

fkg[j − k], [j − k] := j − kmodN,

el número O(N2) de operaciones que requiere este proceso también se puede
reducir a O(NlogN) usando FFT y el hecho de que

h = IFFT(FFT(f) · FFT(g)).

Al igual que para una convolución, cualquier operador que puede ser represen-
tado por un multiplicador de Fourier incluyendo diferenciación ik, o eisk convo-
lución con alguna g(g̃k), o la transformada de Hilbert (−isign(k)), puede ser
calculado por el método anterior. En la variable x, esta cantidad aplica el mis-
mo operador en el nivel de una función continua que interpola los datos de la
manera más suave posible sin dejar de ser la banda más limitada.

Esta interpolación es llamada interpolación espectral. Para los datos f =
{fm}Nm=1 dados en una subdivisión {xm}Nm=1 de [0, 2π], la interpolación espec-
tral está dada por

f(x) =
N∑
m=1

fmSN(x− xm), SN(x) :=
sen(πx/h)

(2π/h) tan(x/2)
. (2.24)

La función SN , mejor conocida como la función seno periódica, es el único
polinomio trigonométrico cuya transformada de Fourier es 1 en cada frecuencia
discreta y cero en otro caso, por esto tiene sentido que la convolución (2.24)
sale de la señal discreta sin cambios en los puntos de la malla.

Al pasar al dominio de Fourier, o equivalentemente al usar interpolación
espectral, el orden de convergencia del método para cada h no depende del
método en sí, si no de la regularidad de la función donde se están haciendo las
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aproximaciones, ver [33]. En este caso los métodos basados en FFT se utilizan
sobre todo cuando hay que aplicar la transformada de Hilbert, esto pasa cada
vez que se invierte la transformada de Radon atenuada.

A continuación daremos una discretización de la transformada de Radon
atenuada (AtRT) y después la invertiremos numéricamente.

Primero trataremos el problema directo que consiste en resolver la ecuación
(2.2). Una vez más se puede hacer mediante la rotación de imagen: para cada
θ requerido en las imágenes (mapas construidos con la función mymap usada
en el código), de tal manera que el eje θ se alinee con el eje x, como se mostró
anteriormente, entonces se puede calcular la integral∫ 1

−1
fθ(t, y)eDµ(t,θ)

se puede obtener sumando las entradas a lo largo de las filas.



Capítulo 3

Resultados y discusión

A continuación mostraremos algunos resultados obtenidos con el código
computacional implementado en matlab. En primer lugar daremos algunos ejem-
plos de la reconstrucción de una imagen con la transformada de Radon simple,
posteriormente se presentaran algunos ejemplos para la reconstrucción de la
transformada de Radon atenuada con perturbación en la atenuación.

3.0.1. Resultados para la transformada de Radon

En nuestro código computacional, para cada dirección θ rotamos la imagen para
que el eje θ se alinee con las direcciones del eje x, de modo que el cálculo de
sus integrales de línea a lo largo de esta dirección se reduce a una simple suma
de las entradas a lo largo de cada fila de la imagen girada.

A continuación daremos un ejemplo y se presentaran paso a paso las figu-
ras mostrando como es que se lleva a cabo la reconstrucción de una imagen
dada.

* Primer paso: Daremos una imagen inicial que nos servirá de referencia
para hacer todo el procedimiento de reconstrucción.

* Segundo paso: calculamos la transformada de Radon para cada direc-
ción, entonces lo hacemos calculando la retroproyección filtrada (es decir,
se multiplica por una función con ciertas características en el dominio de
Fourier), para x que pertenece a un punto de la malla bidimensional y
{θi} una subdivisión equidistante de S1, para calcular g(x · θi, θi) se hace
mediante interpolación lineal en el eje s, ya que suponemos conocer reba-
nadas de la transformada de Radon en las direcciones {θi} para calcular
la transformada de Radon hacemos uso de la función myRadon, (ver figura
3.2), donde observamos la imagen inicial y la transformada de Radon que
se representa como un sinograma.

* Paso tres: Calculamos la transformada inversa de Radon con la función
myIRadon, obteniendo así la reconstrucción de la imagen, (ver figura 3.1),

39
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Figura 3.1: Imagen inicial

donde tomamos un valor de n que es el número de ángulos que rotará la
imagen.

* Paso cuatro: Del mismo modo mostraremos un gráfica donde tomamos
un valor de θ y variamos el valor de t para la imagen inicial y la imagen
reconstruida para observar la diferencia entre ellas y poder decir si es o
no una buena aproximación entre ellas.

* Paso cinco: Para dar una estimación de que tan buena es la reconstruc-
ción calculamos el error relativo y presentamos la gráfica.

* Paso seis:Finalmente, generamos el histograma para indicar como se
encuentran distribuidos los valores de la discrepancia entre la imagen ori-
ginal y la reconstruida, también estimaremos la media y la desviación
enstándar.

Ejemplo 3.1. Tomamos una imagen inicial, (ver 3.1) es una imagen que consta
solo de puntos.

Calculamos la transformada de Radon y obtenemos el sinograma (ver 3.2 )
Dado el sinograma calculamos la transformada inversa de Radon y obte-

nemos la reconstrucción de la imagen, el la figura 3.3 podemos observar la
imagen inicial, la recosntrucción y al superponer las dos imágenes obtenemos
un error que se muestra en la parte C) de la figura, lo cual nos muestra que
puede ser una buena aproximación de la imagen inicial.

Para poder observar de una forma mas gráfica la aproximación mostramos
la figura donde para un valor de θ y variando el valor de t gráficamos la imagen
inicial y la imagen reconstruida

Del mismo modo presentamos la gráfica que representa el error relativo
entre los datos originales y los reconstruidos figura3.5.
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Figura 3.2: En la imagen A)observamos la imagen inicial y en la imagen B)
podemos observar el sinograma de la imagen A) que no es otra cosa que la
representación gráfica de ta transformada de Radon.

Figura 3.3: En la imagen A)observamos la imagen inicial y en la imagen B)
podemos observar la imagen reconstruida que no es otra cosa que calcula la
transformada de Radon inversa y finalmente C) es el error entre la imagen inicial
y la imagen reconstruida.

Figura 3.4: En la gráfica podemos observar la aproximación de las dos imáge-
nes para un cierto valor de θ y diferentes valores para t.
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Figura 3.5: En la gráfica mostramos el error relativo entre la imagen inicial y la
imagen reconstruida.

Figura 3.6: En esta figura mostramos un histograma de la distribución de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruido. El valor
medio de esta distribución está dado por 0.0212 y una desviación estándar de
0.0221

Finalmente, mostraremos el histograma generado con el código implemen-
tado en matlab, para observar la distribución entre los datos originales y los
reconstruidos, también damos el valor medio de la distribución y la desviación
estándar para darnos una idea de donde se concentran los datos, como se
puede observa en la figura 3.6.

Con lo anterior podemos decir que tenemos una buena aproximación.

Ejemplo 3.2. Daremos otro ejemplo en esta ocación la imagen inicial será algo
mas real.

Calculamos la transformada de Radon y obtenemos el sinograma (ver 3.8 )
Dado el sinograma calculamos la transformada inversa de Radon y obte-

nemos la reconstrucción de la imagen, el la figura 3.9 podemos observar la
imagen inicial, la recosntrucción y al superponer las dos imágenes obtenemos
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Figura 3.7: Imagen inicial

Figura 3.8: En la imagen A)observamos la imagen inicial y en la imagen B)
podemos observar el sinograma de la imagen A) que no es otra cosa que la
representación gráfica de ta transformada de Radon.
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Figura 3.9: En la imagen A)observamos la imagen inicial y en la imagen B)
podemos observar la imagen reconstruida que no es otra cosa que calcula la
transformada de Radon inversa y finalmente C) es el error entre la imagen inicial
y la imagen reconstruida.

Figura 3.10: En la gráfica podemos observar la aproximación de las dos imáge-
nes para un cierto valor de θ y diferentes valores para t.

un error que se muestra en la parte C) de la figura, lo cual nos muestra que
puede ser una buena aproximación de la imagen inicial.

Para poder observar de una forma mas gráfica la aproximación mostramos
la figura donde para un valor de θ y variando el valor de t gráficamos la imagen
inicial y la imagen reconstruida, ver 3.10.

En la gráfica mostramos el error relativo; es decir, |im− imRc|/|im|, para un θ
fijo y para todo t. Se puede observar una buena aproximación que cuantificamos
en la siguiente figura 3.11.

Finalmente, generamos el histograma para observar como están distribui-
dos los valores de la discrepancia entre los valores originales y los reconstrui-
dos como se observa en la figura 3.12.
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Figura 3.11: En la gráfica mostramos el error relativo entre la imagen inicial y la
imagen reconstruida.

Figura 3.12: En esta figura mostramos un histograma de la distribución de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruido. El valor
medio de esta distribución está dado por 0.0173 y una desviación estándar de
0.0204
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3.0.2. Resultados para la transformada de Radon atenuada

Para poder hacer una análisis de los resultados obtenidos con nuestro códi-
go implementado en matlab necesitamos hacer los siguiente:

* Primer paso: Daremos una imagen inicial que en este caso presentara
una peturbación, es decir; tendrá un coeficiente de atenuación y esta nos
servirá de referencia para hacer todo el procedimiento de reconstrucción.

* Segundo paso: calculamos la transformada de Radon atenuada hace-
mos uso de la función atRT, donde observamos la imagen inicial y la
transformada de Radon atenuada que se representa como un sinograma.

* Paso tres: Hacemos una inversión para f conociendo µ y g = Rµf usan-
do la versión discreta de de formula 2.17, una manera de implementarla
es calcular la parte real analíticamente, entonces escribimos h = h1+ih2,
lo que nos da

f(x) =
1

4π
div

∫
S1

ωeDµ(x,ω
⊥)gµ(ω, x · ω),

gµ := e−h1(cosh2H(eh1 cosh2Rµf) + senh2H(eh1 senh2Rµf)).

De esta manera se calcula el problema inverso, es decir, calcular la trans-
formada inversa atenuada de Radon mediante la función iAtRt dada en
el código.

* Paso cuatro: Para ver que tan buena es la reconstrucción tomamos nue-
vamente un rayo, o y = 0 con valores de t y graficamos los valores de f
(la imagen dada originalmente) y los valores de la transformada inversa
atenuada de Radon (reconstrucción de la imagen aproximada)

* Paso cinco: Para dar una estimación de que tan buena es la reconstruc-
ción calculamos el error relativo y presentamos la gráfica.

* Paso seis: Generamos el histograma y calculamos la desviación estándar
y la media de la distribución de la discrepacia entre los datos originales y
los reconstruidos para ver si es una buena aproximación.

Ejemplo 3.3. Elegimos una imagen inicial y la atenuación con la que está se
perturba como podemos ver en la siguiente figura 3.13:

Resolviendo el problema directo; es decir, calculando la transformada ate-
nuada de Radon mediante la función atRT, proporcionada en el código, obtene-
mos el sinograma que es la representación geométrica de la transformada de
Radon atenuada,(ver figura 3.14).

A continuación hacemos la inversión para la imagen inicial perturbada cono-
ciendo µ y g = Rµf . De esta manera se calcula el problema inverso, es decir,



47

Figura 3.13: A) imagen de origen y B) es la distribución de atenuación con la
que se esta perturbando el objeto.

Figura 3.14: A) muestra la imagen inicial con perturbación y en B) mostramos
el sinograma que es la representación gráfica de la transformada atenuada de
Radon.
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Figura 3.15: A) representa la imagen inicial (objeto de estudio), B) muestra la
imagen reconstruida a partir de la transformada de Radon (sinograma) median-
te la transformada atenuada inversa de Radon y finalmente, C) representa el
error al sobreponer las dos imǵenes.

Figura 3.16: comparación entre la imagen original y la imagen reconstruida

calcular la transformada inversa atenuada de Radon mediante la función iAtRt

dada en el código, como se puede ver en la figura 3.15.
Para ver que tan buena es la reconstrucción tomamos nuevamente un ra-

yo, o y = 0 con valores de t y graficamos los valores de f (la imagen dada
originalmente) y los valores de la transformada inversa atenuada de Radon (re-
construcción de la imagen aproximada), como podemos ver en la figura 3.16.

También en la gráfica mostramos el error relativo; es decir, |im− imRc|/|im|,
para un θ fijo y para todo t. Se puede observar una buena aproximación que
cuantificamos en la siguiente figura 3.17.

Finalmente, mostraremos el histograma generado con el código implemen-
tado en matlab, para observar la distribución entre los datos originales y los
reconstruidos, también damos el valor medio de la distribución y la desviación
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Figura 3.17: Calculamos el error relativo entre la imagen inicial y la imagen
reconstruida.

Figura 3.18: En esta figura mostramos el histograma de la distribución de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruido. El valor
medio de esta distribución está dado por 0.0255 y una desviación estándar de
0.0375

estándar para darnos una idea de donde se concentran los datos, como se
observa en la figura 3.18.

Mostraremos los resultados obtenidos con imágenes diferentes.

Ejemplo 3.4. Damos una imagen inicial y la atenuación con la que está se
perturba como podemos ver en la siguiente figura 3.19:

Resolviendo el problema directo, es decir, calculando la transformada ate-
nuada de Radon mediante la función atRT, proporcionada en el código, obtene-
mos el sinograma que es la representación geométrica de la transformada de
Radon atenuada,(ver figura 3.20).

A continuación hacemos la inversión para la imagen inicial perturbada cono-
ciendo µ y g = Rµf . De esta manera se calcula el problema inverso, es decir,
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Figura 3.19: A) imagen de origen y B) es la distribución de atenuación con la
que se esta perturbando el objeto.

Figura 3.20: A) muestra la imagen inicial con perturbación y en B) mostramos
el sinograma que es la representación gráfica de la transformada atenuada de
Radon.
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Figura 3.21: A) Representa la imagen inicial (objeto de estudio), B) muestra la
imagen reconstruida a partir de la transformada de Radon (sinograma) median-
te la transformada atenuada inversa de Radon y finalmente C) representa el
error al sobreponer las dos imǵenes.

Figura 3.22: Comparación entre la imagen original y la imagen reconstruida

calcular la transformada inversa atenuada de Radon mediante la función iAtRt

dada en el código, como se observa en la figura 3.21.
Para ver que tan buena es la reconstrucción tomamos nuevamente un ra-

yo, o y = 0 con valores de t y graficamos los valores de f (la imagen dada
originalmente) y los valores de la transformada inversa atenuada de Radon (re-
construcción de la imagen aproximada) esto lo podemos observar en la figura
3.34.

Ahora tememos la gráfica en la que mostramos el error relativo; es decir,
|im − imRc|/|im|, para un θ fijo y para todo t. Se puede observar una buena
aproximación que cuantificamos en la siguiente figura 3.23.

Finalmente, mostraremos el histograma generado con el código implemen-
tado en matlab, para observar la distribución entre los datos originales y los
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Figura 3.23: Calculamos el error relativo entre la imagen inicial y la imagen
reconstruida.

Figura 3.24: En esta figura mostramos un histograma de la distribución de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruidos. El valor
medio de esta distribución está dado por 0.0284 y una desviación estándar de
0.0412.

reconstruidos, también damos el valor medio de la distribución y la desviación
estándar para darnos una idea de donde se concentran los datos, como se
puede observa en la figura 3.24.

A continuación mostramos otros ejemplos pero en esta ocación nuestra ima-
gen de referencia es una imagen con bordes suaves, como pudimos observar
en los ejemplos anteriores era muy drástico el cambio de tonalidades y cuando
teníamos la gráfica con el error en algunos lugares el error era mucho mayor,
veamos que sucede con los ejemplos siguientes.

Ejemplo 3.5. Damos una imagen inicial en este caso con tonalidades mas sua-
ves y la atenuación con la que está se perturba como podemos ver en la si-
guiente figura 3.25:
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Figura 3.25: A) imagen de origen y B) es la distribución de atenuación con la
que se esta perturbando el objeto.

Resolviendo el problema directo, es decir, calculando la transformada ate-
nuada de Radon mediante la función atRT, proporcionada en el código, obtene-
mos el sinograma que es la representación geométrica de la transformada de
Radon atenuada,(ver figura 3.26).

A continuación hacemos la inversión para la imagen inicial perturbada cono-
ciendo µ y g = Rµf . De esta manera se calcula el problema inverso, es decir,
calcular la transformada inversa atenuada de Radon mediante la función iAtRt

dada en el código, lo podemos ver en la figura 3.27.
Para ver que tan buena es la reconstrucción tomamos nuevamente un ra-

yo, o y = 0 con valores de t y graficamos los valores de f (la imagen dada
originalmente) y los valores de la transformada inversa atenuada de Radon (re-
construcción de la imagen aproximada), (ver figura 3.28).

En seguida mostramos la gráfica del error relativo; es decir, |im− imRc|/|im|,
para un θ fijo y para todo t. Se puede observar una buena aproximación que
cuantificamos en la siguiente figura 3.29.

Finalmente, generamos el histograma para observar como están distribui-
dos los valores de la discrepancia entre los valores originales y los reconstrui-
dos como se observa en la figura 3.30.

Con lo que podemos concluir que en esta imagen con bordes suaves el error
es mucho mas pequeño por lo tanto; la aproximación es mucho mejor.
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Figura 3.26: A) muestra la imagen inicial con perturbación y en B) mostramos
el sinograma que es la representación gráfica de la transformada atenuada de
Radon.

Figura 3.27: A) representa la imagen inicial (objeto de estudio), B) muestra la
imagen reconstruida a partir de la transformada de Radon (sinograma) median-
te la transformada atenuada inversa de Radon y finalmente C) representa el
error al sobreponer las dos imǵenes.

Figura 3.28: Comparación entre la imagen original y la imagen reconstruida
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Figura 3.29: Calculamos el error relativo entre la imagen inicial y la imagen
reconstruida

Figura 3.30: En esta figura mostramos un histograma de la distribución de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruido. El valor
medio de esta distribución está dado por 0.0098 y una desviación estándar de
0.0365.
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Figura 3.31: A) imagen de origen y B) es la distribución de atenuación con la
que se esta perturbando el objeto.

Figura 3.32: A) muestra la imagen inicial con perturbación y en B) mostramos
el sinograma que es la representación gráfica de la transformada atenuada de
Radon.

Daremos un ejemplo mas, donde la imagen tiene bordes suaves y la pertur-
bación es mayor.

Ejemplo 3.6. Damos una imagen inicial en este caso con tonalidades mas sua-
ves pero la atenuación presenta mayor perturbación como podemos ver en la
siguiente figura 3.31:

Resolviendo el problema directo, es decir, calculando la transformada ate-
nuada de Radon mediante la función atRT, proporcionada en el código, obtene-
mos el sinograma que es la representación geométrica de la transformada de
Radon atenuada, lo podemos ver en la figura 3.32.

A continuación hacemos la inversión para la imagen inicial perturbada cono-
ciendo µ y g = Rµf . De esta manera se calcula el problema inverso, es decir,
calcular la transformada inversa atenuada de Radon mediante la función iAtRt
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Figura 3.33: A) representa la imagen inicial (objeto de estudio), B) muestra la
imagen reconstruida a partir de la transformada de Radon (sinograma) median-
te la transformada atenuada inversa de Radon y finalmente C) representa el
error al sobreponer las dos imǵenes.

Figura 3.34: comparación entre la imagen original y la imagen reconstruida

dada en el código, y esto lo podemos ver en la figura 3.33.
Para ver que tan buena es la reconstrucción tomamos nuevamente un ra-

yo, o y = 0 con valores de t y graficamos los valores de f (la imagen dada
originalmente) y los valores de la transformada inversa atenuada de Radon (re-
construcción de la imagen aproximada), (ver figura 3.34).

Ahora en la gráfica mostramos el error relativo; es decir, |im − imRc|/|im|,
para un θ fijo y para todo t. Se puede observar una buena aproximación que
cuantificamos en la siguiente figura 3.35.

Finalmente, generamos el histograma para observar la distribución de los
valores de la discrepancia entre los datos de la imagen original y los de la ima-
gen reconstruida, obtenemos también el valor medio y la desviación estándar
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Figura 3.35: Calculamos el error relativo entre la imagen inicial y la imagen
reconstruida.

Figura 3.36: En esta figura mostramos un histograma de la distribución de los
valores de la discrepancia entre los datos originales y los reconstruido. El valor
medio de esta distribución está dado por 0.0355 y una desviación estándar de
0.0711.
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ver la figura B.1.
Como pudimos observar, aunque la perturbación era mayor, para este ejem-

plo el error aún sigue siendo muy pequeño, lo que nos indica que es una buena
recosntrucción.
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Capítulo 4

Conclusiones

1. Matemáticamente, el problema de reconstrucción de imágenes es un pro-
blema complicado, en donde convergen conocimientos de distintas áreas
científicas y matemáticas, entre ellas el análisis funcional, álgebra lineal,
ecuaciones diferenciales y análisis de Fourier. En las aplicaciones desta-
can los problemas que provienen de otras disciplinas tales como la medi-
cina, la química, las ciencias de la computación y la física, por mencionar
algunas.

2. Dada la complejidad de la fórmula de inversión de la transformada de Ra-
don atenuada, se investigan nuevos métodos de inversión, entre ellos la
retroproyección, que fue utilizado en este trabajo, aunque también desta-
can los métodos iterativos, cuya finalidad es disminuir el costo de cómputo
a final de cuentas.

3. El problema de reconstrucción de una función f a partir de su transforma-
da de Radon atenuada, tiene solución sólo si se conoce R(f) de forma
completa. Sin embargo, dado que en la práctica sólo se pueden obte-
ner un número finito de proyecciones (mediciones), se recurre entonces a
algoritmos de reconstrucción que realizan aproximaciones del objeto de
estudio. De ahí la necesidad de mejorar y seguir investigando sobre algo-
ritmos de reconstrucción cada vez más eficientes, computacionalmente
hablando.

4. En los ejemplos dados en este trabajo, cuando se tomaron imágenes con
bordes suaves, el código dio buenos resultados, lo que indica que la re-
construcción es una buena aproximación; sin embargo, seria deseable
implementar el mismo código con imágenes que proviene de mediciones
reales.

5. Un problema abierto en este mismo sentido, es el investigar sobre la so-
lución de problemas de reconstrucción de imágenes en otro tipo de geo-
metrías, inclusive la reconstrucción sobre variedades compactas sigue
siendo un tema de investigación por su aplicabilidad en situaciones rea-
listas.
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6. Otro problema a considerar es investigar sobre la combinación entre la
estimación estadística (bayesiana) y la de la metodología de Radon.



Apéndice A

Reconstrucción por métodos
iterativos

Los algoritmos iterativos comienzan por proponer un objeto f i, por ejemplo,
con distribución homogénea de atenuaciones. A continuación, se calculan las
proyecciones pi, correspondientes al objeto propuesto y se comparan con las
proyecciones originales medidas en el detector p0. El objeto propuesto f i+1 se
actualiza, con base en la diferencia de las proyecciones. Matemáticamente, este
proceso se podría expresar así:

pi = Af i + e (A.1)

donde A corresponde a una matriz que depende de la geometría del sis-
tema, la respuesta del detector y otros parámetros físicos del tomógrafo en
cuestión; y e corresponde al error inducido por el ruido (por ejemplo en el de-
tector). Con este proceso iterativo, se produce una secuencia de distribuciones
de atenuación f1, f2, . . . , fn; hasta que converge a un valor óptimo fopt, basado
en una regla de optimización comparando pi con p0.

En el método ART,se supone una distribución homogénea de atenuaciones
f para finalizar el proceso de iteración y se ignora la naturaleza estadística del
problema. El proceso iteartivo respectivo se ejemplifica, (ver figura A.1)

Es importante destacar que los métodos iterativos convencionales o de re-
troproyección son aproximaciones. A medida que los métodos son más comple-
jos y toman en cuenta factores físicos como el ruido, endurecimiento del rayo o
la dispersión, se pueden obtener mejores aproximaciones. Algunas de las ven-
tajas de contar con métodos iterativos estadísticos, incluyen la posibilidad de
disminuir dosis de radiación y un mejor manejo de otros problemas, como los
artefactos debido a metales [5] [6], si bien estrategias para reducir artefactos
metálicos usando FBP también han sido propuestas [7].

Uno de los métodos estadísticos empleados para resolver el problema de
la reconstrucción de imágenes por procedimientos iterativos, es el de Máxima
Verosimilitud (MV). Este comienza expresando el Máximo a posteriori (MAP)
que se basa en la regla de Bayes:
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Figura A.1: Ejemplo del método ART 2x2. Un objeto compuesto de 4 atenuacio-
nes distintas (2,4,6, y 8), es proyectado en 3 ángulos diferentes θ = θ◦, 45◦y90◦,
obteniendo cinco valores (cuadros blancos). Para la reconstrucción, sólo se
cuenta con las proyecciones, que indican que hay un total de ’20 HU’ (2+4+6+8)
para distribuir en 4 píxeles. Se empieza por asumir que la distribución es homo-
génea (5 HU por píxel). Cuando se compara con las proyecciones en las filas,
se observa que sobran 4 HU en la primera fila y faltan 4 HU en la segunda.
De nuevo, se asume que las filas se distribuyen uniformemente (iteración 1).
Para este momento, se observa que los valores de las filas ya satisfacen los
valores de las proyecciones que se miden en las filas (6 HU y 14 HU); pero, si
se observan las proyecciones de las columnas, se notan algunas diferencias.
Análogamente a la itearación 1, se asume que la iteración es uniforme, con lo
que a cada elemento de la primera columna se le resta 1 HU, mientras que se
le suma 1 HU a la segunda. Como resultado, se obtiene una distribución de
atenuaciones estimada del objeto, cuyas proyecciones satisfacen aquellas que
habían medido en el detector.
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P (f | p) =
P (p | f)P (f)

P (p)
(A.2)

donde, dado el conjunto de proyecciones p, debe encontrarse la distribución
de atenuaciones f que maximice la probabilidad P (f | p). Cuando no se tiene
información a priori acerca de la imagen ( lo que elimina el termino P (f)) y se
omite el termino P (p) asumiendo que es independiente de f , el problema se
reduce a optimizar P (p | f), y se obtiene precisamente el método MV.

Ahora si se asume que las variaciones estadísticas son mutuamente inde-
pendientes, la probabilidad P puede ser escrita de la siguiente manera:

P (p | f) =
I∏
i=1

P (pi | f) (A.3)

Es conocido que la mayor fuente de incertidumbre (ruido) en la tomografía
proviene de la naturaleza cuántica de los fotones de rayos X, y su conteo se
modela con una distribución Poisson [9]: Una distribución de Poisson para p,
donde p̂ es el valor esperado de ocurrencias en el intervalo de observación,
puede expresarse como:

P (p | p̂) =
p̂pe−p̂

p!
(A.4)

Como la probabilidad de pi dependerá sólo de la estimación de p̂i, con base
en la imagen f , se puede reescribir la ecuación A.3 de la siguiente manera:

L = ln[P (p | p̂)] = ln

[
I∏
i=1

e−p̂
p̂pii
pi!

]
(A.5)

Not́ese que, en lugar de maximizar la función monotónica. Para resolver A.5
se utilizan diversos métodos numéricos, y su elección depende de la velocidad
con que se puede converger a una imagen [6] [10]. La reconstrucción iterativa
es utilizada en medicina nuclear (PET y SPECT), donde la cantidad de datos a
procesar es significativamente menor a la requerida por la tomografía compu-
tarizada de rayos X [10]. Actualmente, existe un gran interés en poder utilizar la
recontrucción iterativa en tomografía y, consecuentemente, numerosos grupos
de investigación y empresas emplean diversas estrategias para implementar-
la de una manera más rápida. En general, pueden identificarse tres enfoques:
mejora en los algoritmos, la utilización de hardware dedicado (FPGAs o trajetas
gráficas), o procesamiento en paralelo.
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Apéndice B

Código computacional

f u n c t i o n mat = myMap( type ,N, s ig , x , y )

% creamos una imagen una imagen , tendremos d i f e r e n t e s ejemplos para probar
swi tch type

case ’ phantom ’
mat = phantom ( ’ Modi f ied Shepp−Logan ’ ,N ) ;

case ’ noise ’
mat = rand (N) ;

case ’ isa ’
temp = myMapElem ( ’ d isk ’ ,N,0.24 ,0 ,0 .2)− . . .

myMapElem ( ’ d isk ’ ,N, 0 . 2 , 0 , 0 ) ;

case ’ mickey ’
temp = myMapElem ( ’ d isk ’ ,N,0.24 ,0 ,0 .2)− . . .

myMapElem ( ’ d isk ’ ,N, 0 . 2 8 , 0 , 0 ) ;
temp = temp .∗ double ( temp >=0) ;
mat = myMapElem ( ’ d isk ’ ,N,0.2 ,−0.3 ,−0.2)+ . . .

myMapElem ( ’ d isk ’ ,N,0 .2 ,0 .3 ,−0.2)+ . . .
myMapElem ( ’ d isk ’ ,N,0 .4 ,0 ,0 .2)− temp ;

mat = mat−myMapElem ( ’ d isk ’ ,N,0.02 ,−0.16 ,0.06)− . . .
myMapElem ( ’ d isk ’ ,N, 0 . 0 2 , 0 . 1 6 , 0 . 0 6 ) ;

case ’ n iced isks ’ % x es #discos , y = d i s t a n c i a de l cent ro
mat = myMapElem ( ’ zero ’ ,N, 0 . 1 2 , 0 . 5 5 , 0 . 6 ) ;
p ts = [ 0 . , y∗exp (2∗ p i ∗ i ∗ ( 1 / 2 / x : 1 / x :1−1/2/ x ) ) ] ;
f o r j =1: x+1 ,

mat = mat + myMapElem ( ’ d isk ’ ,N, s ig , r e a l ( p ts ( j ) ) , imag ( pts ( j ) ) ) ;
end

case ’ nicebumps ’ % x es #golpes o b u l l t o ( no se como l l a m a r l o ) , y = d i s t a n c i a de l cent ro
mat = zeros (N) ;
p ts = [ 0 . , y∗exp (2∗ p i ∗ i ∗ ( 1 / 2 / x : 1 / x :1−1/2/ x ) ) ] ;
f o r j =1: x+1 ,

mat = mat + myMapElem ( ’ gaussian ’ ,N, s ig , r e a l ( p ts ( j ) ) , imag ( pts ( j ) ) ) ;

67
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end
case ’ disks ’

mat = zeros (N) ;
f o r j =1: s ize ( x , 2 ) ,

mat = mat + myMapElem ( ’ d isk ’ ,N, s ig , x ( j ) , y ( j ) ) ;
end

case ’ gaussians ’
mat = zeros (N) ;
f o r j =1: s ize ( x , 2 ) ,

mat = mat + myMapElem ( ’ gaussian ’ ,N, s ig , x ( j ) , y ( j ) ) ;
end

case ’ s t r i pe s ’
mat = myMapElem ( ’ l i n e ’ ,N, s ig , 0 , 0 ) ;
mat = mat + myMapElem ( ’ l i n e ’ ,N, s ig , 0 , 0 . 5 ) ;
mat = mat + myMapElem ( ’ l i n e ’ ,N, s ig ,0 ,−0.5) ;

case ’ potatoes ’
mat = myMapElem ( ’ potatoe ’ ,N, s ig , x ( 1 ) , y ( 1 ) ) ;
f o r j =2: s ize ( x , 2 ) ,

mat = mat + myMapElem ( ’ potatoe ’ ,N, s ig , x ( j ) , y ( j ) ) ;
end

case ’ s p i r a l ’
mat = myMapElem ( ’ d isk ’ ,N, s ig , 0 . , 0 . ) ;
f o r j =1:8 ,

mat = mat + myMapElem ( ’ d isk ’ ,N, s ig , j /10∗ cos ( j ∗ p i / 6 ) , j /10∗ s in ( j ∗ p i / 6 ) ) ;
mat = mat + myMapElem ( ’ d isk ’ ,N, s ig ,− j /10∗ cos ( j ∗ p i /6) ,− j /10∗ s in ( j ∗ p i / 6 ) ) ;

end

otherwise
mat = myMapElem( type ,N, s ig , x , y ) ;

end

end

%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
f u n c t i o n mat = myMapElem( type ,N, s ig , x , y )

% crea imagenes predeterminadas
% x , y : coosrdenadas en l a reg ión [ 0 , 1 ] x [ 0 , 1 ]
%N: tamaño de l a imagen r e s u l t a n t e
% s ig : rad io y ancho que debe cruzar . . .

xs = −1+1/N: 2 /N:1.−1/N;
[X,Y ] = meshgrid ( xs , xs ) ;
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swi tch type
case ’ one ’

mat = ones (N) ;
case ’ gaussian ’

mat = exp (−((X−x ) . ^ 2 +(Y−y ) . ^ 2 ) / 2 / s ig ^ 2 ) ;
case ’ d isk ’

mat = double ( ( ( X−x ) . ^ 2 + (Y−y ) .^2) <= s ig ^ 2 ) ;
case ’ square ’

mat = double ( abs (X) <=0 .5 ) .∗ double ( abs (Y) <=0 .5 ) ;
case ’ sines ’

mat = 1 . + s in (2∗ p i ∗X) . ∗ s in (2∗ p i ∗Y ) ;
case ’ cross ’ % s ig en este caso es e l va l o r de the ta

mat = double ( abs ( cos ( s ig )∗X +s in ( s ig )∗Y) <0.01)+ . . .
double ( abs(−s in ( s ig )∗X+cos ( s ig )∗Y) <0 .01 ) ;

mat = mat .∗ double ( ( X.^2+Y. ^ 2 ) < 0 . 0 4 ) ;
mat = mat + double ( ( X.^2+Y. ^ 5 ) < 1 ) ;

case ’ y ’
mat = Y;

case ’ l i n e ’
mat = double ( abs (X−x + Y−y)<= s ig ) ;

case ’ y l i ne ’
mat = double ( abs (X−x)<= s ig ) ;

case ’ potatoe ’
% ( x , y ) pos ic ione ne l cent ro
% s ig = [ r0 , r1 , . . , rn ; 0 , t1 , . . , tn ]
ncoef fs = s ize ( s ig ,2)−1;
Z = X−x + i ∗ (Y−y ) ;
argZ = angle ( temp ) / 2 / p i ;
rs = s ig (1 ,1 )∗ ones (N) ;
f o r j =1: ncoef fs ,

rs = rs + s ig (1 , j +1)∗cos (2∗ p i ∗ j ∗ ( argZ−s ig (2 , j + 1 ) ) ) ;
end
mat = double ( abs (Z)<= rs ) ;

o therwise
mat = zeros (N) ;

end

end

B.1. Transformada de Radon

f u n c t i o n RT = myRadon( im , thetas , rotMethod )
%
% ca lcu la l a transformada de Radon de una image dentro de un
% cuadrado [−1 ,1]^2.
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% datos de entrada : im − imagen i n i c i a l
% the tas − num de angulos para c a l c u l a r l a transformada de
% Radon
% rotMethod − método usado para r o t a r l a imagen
% datos de s a l i d a : RT − l os datos de Radon
% ver también ROTATEIMAGE, MYIRADON

n = s ize ( im , 1 ) ; % tamaño de l a imagen
nth = s ize ( thetas , 2 ) ; % numero de angulos
RT = zeros ( n , nth ) ; % i n i c i a l i z a r t ransformada de Radon

% para cada angulo \ theta , rotamos l a imagen de modo que las f i l a s
%esten al ineadas con l a d i r e c c i o n
%\the ta ^ \ perp = (−\ s i n \ theta , \ cos \ the ta ) , y sumar a t raves de las f i l a s

f o r th =1: nth ,
RT ( : , th ) = ( 2 / n )∗sum( rotateImage ( im , the tas ( th )+ p i / 2 , rotMethod ) , 2 ) ;

end

%llenamos de ceros de modo que e l rango de t es [− \ s q r t ( 2 ) , \ s q r t ( 2 ) ]
zp = c e i l ( ( s q r t (2)−1)∗n /2 ) ;
RT = [ zeros ( zp , nth ) ; RT; zeros ( zp , nth ) ] ;

end

B.2. Transformada de Radon inversa

f u n c t i o n [ imRc ,H] = myIRadon (RT, f i l t e r , thetas , d , n )
% ca l cu la la t ransformada inversa de Radon , por ahora so lo usaremos
% i n t e r p o l a c i ó n l i n e a l
%
% datos de entrada : RT − datos de Radon para i n v e r t i r
% f i l t e r − t i p o de f i l t r o : ’ ram−lak ’ , ’ shepp−logan ’ ,
% ’ cosine ’ , ’ hann ’ , ’ hamming ’
% the tas − angulos correspondientes a las proyecciones
% d − en [ 0 , 1 ] , co r te de l a f recuenc ia normal izada
% n − tamaño de l a imagen recons t ru ida
% datos de s a l i d a : imRc − imagen recons t ru ida
% H − f i l t r o a s usadosn en f recuenc ia y dominio

%−−− f i l t r a r cada proyeccion
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[RT,H] = f i l t e r P r o j e c t i o n s (RT, f i l t e r , d ) ;

imRc = zeros ( n ) ; %−−− asignamos memoria para l a imagen

% d e f i n i e una r e j i l l a para l a cons t rucc ión
x = −1+1/n : 2 / n:1−1/n ;
x = repmat ( x , n , 1 ) ;

y = (1−1/n:−2/n:−1+1/n ) . ’ ;
y = repmat ( y , 1 , n ) ;

costhetas = cos ( the tas ) ; s i n t h e t as = s in ( the tas ) ;

d the ta = the tas (2)− the tas ( 1 ) ;

nr = s ize (RT, 1 ) ;

%−−− Retroproyeccion − v e c t i r i z a d a en ( x , y ) , i t e r a c i o n sobre the ta
% contador = 1 ;
f o r i =1: leng th ( the tas )

p r o j = RT( : , i ) ;
t = x .∗ costhetas ( i ) + y .∗ s i n t h e t as ( i ) ;
t = ( t−(−nr / n+1/n ) )∗ n /2+1 ;
a = f l o o r ( t ) ;

temp = ( t−a ) . ∗ p r o j ( a+1) + ( a+1− t ) . ∗ p r o j ( a ) ;
% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

imRc = imRc + temp ;
end

imRc = ( dtheta / 2 )∗ imRc ;

%−−− l l e v a r a a cabo l a par te e x t e r i o r de l d isco u n i t a r i o
imRc = ( n / 2 )∗ imRc .∗ double ( x .^2+ y .^2 <=1) ;

end

%======================================================================
f u n c t i o n [ p ,H] = f i l t e r P r o j e c t i o n s ( p_in , f i l t e r , d )

p = p_in ;

% diseñamos e l f i l t r o
len = s ize ( p , 1 ) ;
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H = d e s i g n F i l t e r ( f i l t e r , len , d ) ;

i f s t rcmp i ( f i l t e r , ’ none ’ )
r e t u r n ;

end

p ( leng th (H) , 1 ) = 0 ;

p = f f t ( p ) ; % p t i ene f f t de proyecciones

f o r i = 1 : s ize ( p , 2 )
p ( : , i ) = p ( : , i ) . ∗H; % f i l t r a d o de domnio de l a f recuenc ia

end

p = r e a l ( i f f t ( p ) ) ; % p son las proyecciones f i l t r a d a s
p ( len +1:end , : ) = [ ] ; %t runca las proyecciones f i l t r a d a s

end
%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

%======================================================================
f u n c t i o n f i l t = d e s i g n F i l t e r ( f i l t e r , len , d )
% regresa e l va l o r de l a transformaada de Four ie r de l f i l t r o , que será
% u t i l i z a d o para f i l t r a r cada una de las proyecciones .
%
% datos de entrada : f i l t e r − e s p e c i f i c a e l t i p o de f i l t r o que u t i l i z a
% len − l o n g i t u d de las proyecciones
% d − nos i n d i c a l a f r a c c i ó n de f recuenc ias por
% debajo de l a de Nyquis t que queremos pasar
%
%datos de s a l i d a : f i l t − f i l t r o que se u t i l i z a en las proyecciones

order = max(64 ,2^ nextpow2 (2∗ len ) ) ;

i f s t rcmp i ( f i l t e r , ’ none ’ )
f i l t = ones (1 , order ) ;
r e t u r n ;

end

%primero tomamos un f i l t r o de rampon y luego tomamos l a potenc ia mas a l t a
%que es 2

f i l t = 2∗( 0 : ( order / 2 ) ) . / order ;
w = 2∗ p i ∗ ( 0 : s i ze ( f i l t ,2 )−1) / order ; %eje de f recuenc ia hasta Nyquist
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swi tch f i l t e r
case ’ ram−lak ’

case ’ shepp−logan ’

f i l t ( 2 : end ) = f i l t ( 2 : end ) .∗ ( s in (w( 2 : end ) / ( 2 ∗ d ) ) . / ( w( 2 : end ) / ( 2 ∗ d ) ) ) ;
case ’ cosine ’

f i l t ( 2 : end ) = f i l t ( 2 : end ) .∗ cos (w( 2 : end ) / ( 2 ∗ d ) ) ;
case ’hamming ’

f i l t ( 2 : end ) = f i l t ( 2 : end ) .∗ ( . 54 + .46 ∗ cos (w( 2 : end ) / d ) ) ;
% case ’ hann ’

% f i l t ( 2 : end ) = f i l t ( 2 : end ) .∗ (1+ cos (w( 2 : end ) . / d ) ) / 2 ;
o therwise

e id = s p r i n t f ( ’ Images: %s : f i l t r o i n v a l i d o ’ , mfilename ) ;
msg = ’ l a se lecc ion de l f i l t r o no es v a l i d a . ’ ;
e r r o r ( eid , ’ %s ’ , msg ) ;

end

f i l t (w> p i ∗d ) = 0 ; % cor ta l a respuesta de f recuenc ia
f i l t = [ f i l t ’ ; f i l t ( end−1:−1:2) ’ ] ; %s i m e t r i a de l f i l t r o

end
%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

B.3. Transformada de Radon atenuada

f u n c t i o n RT = atRt ( a , f , thetas , rotMethod )
%Transformada atenuada de Radon
%ca l cu la l a transformada de Radon de f m u l t i p l i c a d o por e l termino de
%atenuacion a
% argumentos :
%− a : func ion de atenuación atenuacion
%− f : imagen sobre l a que se esta t raba jando
%− the tas : numero de angulos
%− rotMethod : metodo de ro tac i on , ’4 pt ’ o ’ spec t ra l ’

n = s ize ( a , 1 ) ; h = 2/ n ;
nth = s ize ( thetas , 2 ) ;
RT = zeros ( n , nth ) ;

f o r th =1: nth ,
% ca l cu la Da ( . , t he ta ) siempre que g i r e l a imagen
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Darot = f l i p l r ( exp(−h∗cumsum( f l i p l r ( rotateImage ( a , the tas ( th )+ p i / 2 , rotMethod ) ) , 2 ) ) ) ;
% ca l cu la R_a f ( . , t he ta )
RT ( : , th ) = h∗sum( Darot .∗ rotateImage ( f , the tas ( th )+ p i / 2 , rotMethod ) , 2 ) ;

end

% rel lenamos con ceros
zp = c e i l ( ( s q r t (2)−1)∗n /2 ) ;
RT = [ zeros ( zp , nth ) ; RT; zeros ( zp , nth ) ] ;

end

B.4. Transformada de Radon atenuada inversa

f u n c t i o n fRc = iA tR t ( a , atRT , thetas , rotMethod , f i l t e r , d )

%i n v e r s i o n de l a transformada de Radon atenuada
% argumentos de entrada : a : atenuación
% atRT : datos de l a transformada atenuada de Radon
% the tas : the angles corresponding to each column of atRT
% rotMethod : metodo de r o t a c i ’ on
% f i l t e r : f i l t r o que se usara para l a transformada de
% h i l b e r
% d : ancho de banda
%
% argumentos de s a l i d a : fRc : imagen recons t ru ida
%

n = s ize ( a , 1 ) ; h = 2/ n ;

x = −1+1/n : h:1−1/n ;
x = repmat ( x , n , 1 ) ;

y = (1−1/n:−2/n:−1+1/n ) . ’ ;
y = repmat ( y , 1 , n ) ;

nr = s ize ( atRT , 1 ) ;

% transformada de radon de a ( c o e f i c i n e t de atenuaci ’ ’ on )
RTa = myRadon( a , thetas , rotMethod ) ;

h1 = .5∗RTa ;
h2 = .5∗ h i lbT rans (RTa, f i l t e r , d ) ;
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ga = zeros ( s ize ( h1 ) ) ;
f o r j =1: s ize ( ga , 2 ) ,

ga ( : , j ) = exp(−h1 ( : , j ) ) . ∗ ( . . .
cos ( h2 ( : , j ) ) . ∗ h i lbT rans ( exp ( h1 ( : , j ) ) . ∗ cos ( h2 ( : , j ) ) . ∗ atRT ( : , j ) , f i l t e r , d ) + . . .
s i n ( h2 ( : , j ) ) . ∗ h i lbT rans ( exp ( h1 ( : , j ) ) . ∗ s in ( h2 ( : , j ) ) . ∗ atRT ( : , j ) , f i l t e r , d ) ) ;

end

% re t rop royecc ion
tempx = zeros ( n , n ) ; tempy = zeros ( n , n ) ;

f o r th =1: leng th ( the tas ) ,
% ca l cu la exp (Da( x , \ t he ta ^ \ perp ) )
Da = exp ( h∗ f l i p l r (cumsum( f l i p l r ( rotateImage ( a , the tas ( th )+ p i / 2 , rotMethod ) ) , 2 ) ) ) ;
Da = rotateImage (Da,− the tas ( th )−p i / 2 , rotMethod ) ;

% i n t e g l a l dentro de S1
p r o j = ga ( : , th ) ;
t = x .∗ cos ( the tas ( th ) ) + y .∗ s in ( the tas ( th ) ) ;
t = ( t−(−nr / n+1/n ) )∗ n /2+1 ;
f t = f l o o r ( t ) ;

tempx = tempx + cos ( the tas ( th ) )∗Da . ∗ ( ( t− f t ) . ∗ p r o j ( f t +1) + ( f t +1− t ) . ∗ p r o j ( f t ) ) ;
tempy = tempy + s in ( the tas ( th ) )∗Da . ∗ ( ( t− f t ) . ∗ p r o j ( f t +1) + ( f t +1− t ) . ∗ p r o j ( f t ) ) ;

end

%
tempx = tempx∗2∗ p i / l eng th ( the tas ) / ( 4 ∗ p i ) ;
tempy = tempy∗2∗ p i / l eng th ( the tas ) / ( 4 ∗ p i ) ;

fRc = divergence ( x , y , tempx , tempy ) ;

%−−− l l e v a r á a cabo l a par te e x t e r i o r de l d isco u n i t a r i o
fRc = fRc .∗ double ( x .^2+ y .^2 <=0.95) ;

end



Figura B.1: Acta examen de grado.
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