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Resumen

La termodinamica estocastica estudia la termodinamica de sistemas pequenos en
los cuales las fluctuaciones del medio afectan al sistema. Experimentalmente se
han logrado realizar méquinas térmicas que completan ciclos de Carnot y Stirling
con una molécula Browniana. Estas maquinas, debido a que se ven afectadas por
las fluctuaciones, tienen un trabajo y entropia diferente al caso macroscépico.
En nuestro modelo se resuelve la ecuacién de Fokker Planck para el caso sobre
amortiguado en presencia de un potencial tipo oscilador armonico el cual varia en
el tiempo de acuerdo al protocolo que se aplica para completar un ciclo de Stirling,
la termodindmica estocastica nos permite realizar un anélisis de la entropia, el
trabajo, y la eficiencia del ciclo de manera que se puede cuantificar qué tanto se
ve afectado el ciclo por las fluctuaciones del medio a las que se encuentra sujeta
la particula.
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Capitulo 1

Introduccion

La necesidad filoséfica de comprender el mundo que nos rodea nos ha llevado a
pensar en lo pequefio; comenzé con la conviccién de Demoécrito de que dividiendo
una gota de agua en partes se obtendrian cada vez gotas mas pequenas. Pero,
,qué pasaria si llegase un punto en el que fuera imposible continuar con la divi-
sion? Este pensamiento de conocer lo pequeno nos ha llevado por una senda de
diversos estudios y nos hemos topado con varias sorpresas. Tan solo en el mundo
micrométrico se han descubierto propiedades diferentes y tinicas que se observan
por el microscopio y en algunos casos se pueden llegar a observar a simple vista.
Estas propiedades emergen en sistemas inertes como el polvo, biomoléculas co-
mo las proteinas y hasta seres vivos como las bacterias; y son caracteristicas del
movimiento Browniano.

Edward Nelson®® en su libro nos relata la historia del hallazgo del movimiento
Browniano y sus investigaciones. El movimiento Browniano se define como un
movimiento azaroso de particulas muy pequenas que se encuentran en un fluido.
El descubrimiento de este movimiento se le atribuye a un boténico inglés llamado
Robert Brown, en 1828. Se le atribuyo a ¢él, no por ser el primero en observarlo
puesto que ya varios cientificos lo habian hecho, y el mismo Brown menciona
en su articulo” a sus precursores: Leeuwenhoek, Buffon y Spallanzani en el siglo
XVI. Sin embargo, fue Brown el primero en realizar estudios detallados sobre el
fenémeno, relatando en ellos todo el proceso de su descubrimiento.

Segtin se relata,®23 al observar los granos de polen bajo el microscopio en una

solucion acuosa notd que tenian un movimiento aleatorio, tal como se muestra
en la figura [I.1} Pensando que quizds este movimiento se debia a la especie de
polen, se dedico a observar pélenes de diferentes especies obteniendo resultados
similares. Su primera hipotesis fue que el movimiento Browniano no solo era
vital (de particulas con vida) sino peculiar de las células sexuales masculinas de
las plantas, cosa que él mismo refuté posteriormente. Estudié muchos tipos de
sustancias organicas, encontrando en todas ellas el mismo tipo de movimiento,
luego estudié los minerales, llegando a la conclusiéon de que el movimiento no
estaba limitado a los cuerpos orgédnicos.

Una de sus principales aportaciones al estudio del movimiento fue el idear un
experimento con el que se logro refutar todas las teorias que explicaban que el
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Figura 1.1: Ejemplo de una trayectoria irreqular que sigue una particula Browniana'?

movimiento Browniano era generado por fuerzas externas, tales como: la evapo-
racion, burbujas diminutas de aire, un equilibrio inestable en el fluido en el que se
encuentra la particula o fuerzas como la atraccion y repulsion entre las particulas
mismas. El experimento consistia en sumergir una gota de agua, que contenia una
particula micrométrica, en aceite. De manera que el agua se encontraba aislada
de cualquier perturbacién externa a través del aceite; al observar la particula se
encontré con un movimiento aparentemente inagotable. Pero entonces ;cudl era
el motivo del movimiento? A pesar de las arduas investigaciones de Brown sobre
el movimiento Browniano, él no expres6é una conclusion al respecto, describié co-
mo teoria que la materia que se encontraba estudiando a las que llamo6 moléculas
activas mostraban un movimiento rapido e irregular cuyo origen provenia de las
mismas particulas y no del medio que las rodeaba. Demostré que no tenia un ori-
gen mecanico y que era posible encontrar dicho movimiento tanto en particulas
organicas como inorganicas.

Posterior a la ardua investigaciéon de Brown, una gran cantidad de cientificos
trataron de darle una explicacion al fenémeno. Wiener en 1863, formul6 varios
argumentos para mostrar que el movimiento Browniano no podia atribuirse a
causas externas, sino que tenia que deberse a movimientos internos del fluido.
Perrin,** dio una interpretacién probabilistica muy interesante en la cual explica
que las colisiones moleculares del liquido, las cuales causan presién, no actian
uniformemente sobre la particula Browniana ya que la superficie tiene un area
tan pequena que no puede compensar las irregularidades de la presion que ejercen
las moléculas del liquido y mientras mas pequena sea la particula Browniana se
notaran mas las desigualdades de la presiéon y en consecuencia se observaran
oscilaciones cada vez mas enérgicas.

Surgieron muchas mas hipotesis sobre el origen del fenémeno, sin embargo, no
se lograba llegar a un consenso. Jevons decia que el movimiento tenia un origen
eléctrico, Ord atribuia este movimiento a las vibraciones de los coloides. Guoy
en 1888 encontr6 que el movimiento era més intenso cuando la viscosidad del
disolvente era menor, comprobd argumentos que soportaban la teoria cinética,
basada en la suposicion atémica y relacioné el movimiento con la agitacion térmica



molecular del liquido.

Nelson resume esta ardua investigacién realizada por los cientificos que hemos
mencionado y otros mas sobre el movimiento Browniano en siete puntos impor-
tantes.*

1. El movimiento irregular de la particula Browniana, se compone de trasla-
ciones y rotaciones, en estos movimientos parece no haber tangente. (Perrin
mencioné la no diferenciabilidad de las curvas).

2. Dos particulas parecen moverse independientemente, incluso cuando la dis-
tancia de separacién entre ellas es menor que la longitud de su diametro
(Este hecho fue observado por Brown).

3. Al reducir el tamano de la particula, el movimiento es mas activo.

4. La composicion y la densidad de la particula no tienen efecto sobre el mo-
vimiento.

5. En fluidos menos viscosos el movimiento es mas activo.

6. Cuando la temperatura aumenta el movimiento resulta més activo. (El efec-
to de la viscosidad predomina sobre la temperatura).

7. El movimiento nunca para. (Cantoni y Oehl en 1865° realizaron un ex-
perimento en el cual mantuvieron sellada herméticamente una suspension
durante un afio y encontraron que el movimiento Browniano de las particu-
las no se alter6 en ese intervalo de tiempo.)

Hasta ese momento todos los argumentos sobre el movimiento Browniano habian
sido cualitativos. Unos anos después, Albert Einstein publicé en 1905 un trabajo
en el que propuso la explicaciéon al movimiento Browniano. De hecho, predijo el
movimiento sin un conocimiento completo de todo el trabajo que ya se habia
realizado, como él mismo lo menciona en su articulo.t”

“It is possible that the movements to be discussed here are identical with the so-
called ‘Brownian molecular motion’; however, the information available to me
regarding the latter is so lacking in precision, that I can form no judgment in the
matter.”

En su trabajo predijo la relacién del movimiento de las particulas suspendidas
con la difusiéon y su desplazamiento cuadratico medio, dando una explicacion
del origen del movimiento. En un tiempo t.,, un tiempo extremadamente corto,
la particula Browniana se comporta como una particula libre, esto implica que
no es perturbada por choques. Este tiempo es muy pequeno para ser compara-
do con observables macroscépicas pero su magnitud es tal que el movimiento
que ejecuta una particula en dos intervalos consecutivos de tiempo t.,; pueden
considerarse fenémenos mutuamente independientes. Al hacer la aproximacion a
tiempos t grandes comparados con t., la particula Browniana comienza a chocar
con las particulas del medio en el que se encuentra, este movimiento corresponde
al régimen difusivo de la particula en el fluido, en este régimen, la raiz cuadrada
del promedio aritmético del cuadrado del desplazamiento que tiene una particula
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Browniana en un tiempo t puede ser determinado y esta dado por:
A= V2?2 = V2D, (1.1)

en donde D, el coeficiente de difusiéon para un material suspendido en un liquido,
depende de varias cantidades como la temperatura del fluido (7'), el coeficiente
de viscosidad (), las dimensiones de la particula (a el radio), R la constante
universal de los gases ideales y el nimero de Avogadro (V)

_RT
- Né6mna’

(1.2)

Los argumentos de Einstein nos indican la naturaleza del movimiento sin darnos
una teoria dindmica y gracias a ello se logra explicar el por qué mientras mas
pequena es la particula Browniana mayor es el movimiento y nunca para. Cuando
disminuimos el radio de la particula en , el coeficiente de difusiéon aumenta
y esto equivale a mayor movimiento. Ademads de las conclusiones cualitativas,
hizo predicciones cuantitativas que posteriormente pudieron ser comparadas con
resultados experimentales.

Fueron Perrin y Chaudesaigues quienes entre los afios 1908 y 1911 realizaron el
experimento que comprobé la teorfa de Einstein?* El experimento consistié en
tomar una serie de fotografias, registrando las posiciones de la particula en inter-
valos de 30 segundos, al trazar los segmentos de lineas que unen estas posiciones
registradas obtuvieron las trayectorias que se observan en la figura [I.2).

T [
NP =
h W ]l
N )T s [ o N
DY A
"% - }!\
= N WAVERY)
7 BN KN
a T r _
L VAN
q - Y
) /""- -
N
-1 T~ N M
h | A N |
v —
11

Figura 1.2: Se muestran tres dibujos registrados en el articulo de Perrin?4 obtenidos al
trazar los segmentos que unen las posiciones consecutivas del mismo grano en intervalos
de 30 sequndos.

Midiendo la distancia entre los puntos registrados en ese intervalo de tiempo, se
obtuvieron los valores cuadraticos medios del desplazamiento, tal como se muestra
en la imagen [1.3

Al graficar el desplazamiento cuadratico medio, observaron que, a partir de un
cierto instante el valor del desplazamiento tenia un comportamiento lineal gene-
rando una recta como habia predicho Einstein. La inclinacion de esta recta es el
coeficiente de difusion y pudo ser medido exitosamente.



Mean |
Time in Horizontal | g2 10-8. Kx10-22, .
seconds. | Displacement . N {mean).
{in p}.
a0 84 ' 45 63
60 116 865 705
| 68 % 102
00 148 | 140 71
120 , 175 | 195 62
! |

Figura 1.3: Tabla con una de las muchas medidas realizadas por Chaudesaigues. En
este caso se realizo para 50 granos de radio 0.212um inmersos en un fluido con una
viscosidad de 0.012Pa - s a una temperatura T = 17°C. Las medidas se tomaron ca-
da 30 segundos. En la tabla se muestra el desplazamiento promedio horizontal, £ es
el coeficiente de difusion dado por Einstein y el valor del nimero de Avogadro que

obtuvieron?4

Puesto que experimentalmente ellos determinaban la temperatura, la viscosidad
del fluido y las dimensiones de la particula, a partir de la teoria de Einstein y
con los datos obtenidos en el experimento lograron deducir el valor del nimero de
Avogadro, el valor que obtuvieron fue de 6.4 x 10%, su resultado fue muy bueno a
pesar de todas las aproximaciones hechas, ya que actualmente el valor aceptado
con mediciones m4s precisas del ntimero de Avogadro es: 6.02 x 10?3, Perrin recibié
el premio Nobel de Fisica en 1926 sus trabajos relativos a la discontinuidad de la
materia y por el descubrimiento del equilibrio de sedimentacion.

La maravillosa dupla que hicieron Einstein con su argumento y Perrin y Chau-
desaigues con su comprobacién experimental confirmaron la estructura atémica
de la materia y esto impulsé el interés para estudiar el movimiento tan peculiar
de esta particula.

Posteriormente, Smoluchouski®*® desarrollé un enfoque diferente del mismo proble-
ma con un método mas directo que el usado por Einstein, él obtuvo una expresion
del desplazamiento libre medio parecida a la de Einstein con una diferencia de
un coeficiente de 64/27.%

Dos anos después del articulo de Einstein, en 1908, un fisico francés llamado Lan-
gevin, inicié un arduo estudio de procesos aleatorios que culminé en 1930 dando
como resultado una descripcion muy diferente pero igual de exitosa del movi-
miento Browniano en el que el movimiento es resultado de la suma de diferentes
fuerzas, una fuerza de fricciéon debido al medio en dénde se encuentra la particula
y una fuerza fluctuante que genera su el movimiento aleatorio, esta fuerza tiene
una distribucién Gaussiana y la intensidad estd determinada por el valor ¢, q se
puede relacionar con la temperatura del medio en el que se encuentra la particula
mediante el teorema de fluctuacion-disipacion, que nos dice que una vez alcanzado
el estadio estacionario y el equilibrio térmico con el bano, las fuerzas fluctuantes
se balancean con las fuerzas de friccion.
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Los sistemas pequenos desde ese entonces han sido ampliamente estudiados, gra-
cias a todos los progresos tecnolégicos el estudio de estos sistemas se ha facilitado
y profundizado con aparatos que permiten tomar medidas y manipularlos. Todo
este progreso nos ha encaminado estudiar lo que conocemos macroscopicamente
traducido a sistemas micrométricos que presentan un movimiento Browniano. Tal
es el caso de esta tesis con el estudio de maquinas térmicas.

Las méquinas térmicas generan trabajo mecanico a partir de la absorcién de
energia, muchos tipos de maquinas se han ideado desde tiempos muy remotos,
el primer vestigio encontrado de una maquina térmica es la llamada “aeolipila”,
una turbina de vapor primitiva.’* Fue hasta el periodo de la revolucién indus-
trial que el desarrollo de las maquinas térmicas tuvo un impetu, se comenzaron
a usar para facilitar el trabajo de los obreros en las minas, se crearon fabricas,
locomotoras, etc. A partir de ese momento surgieron grandes transformaciones
tecnoldgicas, econdémicas, sociales y culturales. Este desarrollo estuvo aunado con
la investigacion de los fendémenos fisicos que permitian la generaciéon de trabajo a
partir de energia; de estos estudios surgié la termodinamica. Cuando se desarroll6
la teoria se encontré que los procesos de intercambio de energia estaban limitados
por lo que llamaron las Leyes de la Termodinamica, el postulado de Clausius y de
Carnot le adjudica al flujo de energia, sentido y limitaciones. Sabemos entonces
que es imposible, o0 no se ha demostrado hasta ahora, la creaciéon de una maquina
térmica perpetua que transforme toda la energia absorbida en trabajo mecanico.
La eficiencia de una maquina que trabaja en contacto con dos bafios términos
transforma energia en trabajo de manera limitada por la eficiencia del ciclo de
Carnot, los avances tecnoldgicos buscan el desarrollo de maquinas cuya eficiencia
sea lo més parecida a la del ciclo de Carnot. Sin embargo, el estudio de la termo-
dindmica se hizo bajo supuestos muy ideales en la que los sistemas macroscopicos
se encuentran siempre en equilibrio y no se toma en cuenta el tiempo del pro-
ceso ni sus pérdidas, aun asi funcion6 muy bien para el desarrollo de maquinas
térmicas mas eficientes. Sin embargo, posteriormente surgio el interés de investi-
gar estos sistemas (ain macroscépicos) pero ahora fuera del equilibrio, Curzon y
Ahlborn” determinaron la eficiencia de un ciclo de Carnot para un tiempo finito,
se demostré que la eficiencia tiene el valor n =1 — \/Tf,i . En donde T}, es la tem-
peratura de un bano caliente y T} es la temperatura de un bano frio por lo que
se cumple que T}, > Tj.

La pregunta es jcémo proceder si ahora nuestro sistema es del tamano de micras
y tiene un movimiento aleatorio? Gracias a las técnicas de micro manipulacion
se han logrado realizar diferentes tipos de motores y maquinas micrométricas,
por ejemplo: un nanomotor bio-hibrido de ADN que se desplaza por pistas pre-
definidas*' o elevadores moleculares® Incluso en 2016 se les otrogd el premio
Nobel de quimica a Jean-Pierre Sauvage, Sir J. Fraser Stoddart y Bernard L. Fe-
ringa, quienes desarrollaron moléculas con movimientos controlables que podian
realizar tareas cuando se les suministraba energia®® También se ha logrado reali-
zar experimentalmente ciclos de Stirling” y ciclos de Carnot?’ con una particula
Browniana.

Aunque ha sido ampliamente estudiado el movimiento Browniano no queda del
todo claro como describir la termodinamica traducida a sistemas pequenos. En
la literatura se encuentran al menos dos lineas de estudio, la primera de ellas



surgié con los trabajos de T. Hill,** quien traté de desarrollar una termodindmica
apropiada para los sistemas pequenos, sin embargo, hasta donde se ha podido ver,
no ha tenido aplicaciones practicas. Por otra parte la termodinamica estocastica
desarrollada por Sekimoto® nos permite calcular el trabajo, calor y entropia para
una sola trayectoria de una particula con movimiento aleatorio impulsado por las
fluctuaciones del medio.

En la literatura existen varias investigaciones que se basan en los trabajos de
Sekimoto y se dedican a hacer un andlisis de las variables termodindmicas para
diferentes procesos. Bao-Quan et al¥ hacen un andlisis de micro motores y refri-
geradores considerando que la particula Browniana se mueve en un potencial tipo
dientes de sierra y toman en cuenta que el ciclo sucede entre dos bafios térmicos
con los que el sistema esta en equilibrio en su respectivo momento, encuentra que
este ciclo es reversible cuando la maquina trabaja cuasi estaticamente y que la
eficiencia nunca se aproxima a la del ciclo de Carnot. Schmield?”? estudia un tipo
de motor cuyos grados de libertad estan sujetos a un potencial dependiente del
tiempo acoplado de manera temporal a dos bafios térmicos; en este caso, aunque
el sistema tiene una dependencia temporal con los banos térmicos utilizan la rela-
cién de fluctuacion-disipacién y encuentra una expresion de la eficiencia diferente
a la de Curzon-Ahlborn. Tu*” utilizando el formalismo de Sekimoto y la ecuacién
de Kramers desarrolla la teoria de una maquina térmica estocéstica modificada
por un potencial armoénico dependiente del tiempo. En este caso, el autor utiliza
estados de semi equilibrio y el teorema de fluctuaciéon disipaciéon en los que para
cada tiempo la particula Browniana se encuentra en equilibrio con el medio y
utiliza lo que llaman “atajos a la adiabaticidad”, en su articulo, encuentra que la
eficiencia del ciclo a su maxima potencia es igual a la expresién de la eficiencia a
la que llega Curzon y Ahlborn. Rana®” estudia el ciclo de Carnot de una particula
Browniana que es manipulada por un potencial arménico dependiente del tiem-
po, muestra que existen diferencias cualitativas entre el caso inercial y el caso
sobre-amortiguado. Todas las cantidades termodinamicas, incluida la eficiencia,
exhiben fuertes fluctuaciones incluso en el régimen cuasi estatico y esto lo refuerza
con una simulacién. En todos estos trabajos se ha encontrado el cumplimiento de
las leyes de la termodindmica partiendo del andlisis de Sekimoto y tomando un
promedio sobre muchas realizaciones del mismo proceso. A pesar del gran trabajo
que han hecho, en todos ellos se ha aplicado el teorema de fluctuacion-disipacion
el cual para sistemas que se encuentran fuera de equilibrio no esta garantizada
su validez, por lo que todos ellos suponen en sus cédlculos un estado de equilibrio
o semi equilibrio.

Esta tesis estd inspirada en los trabajos mencionados, planteamos el estudio de
una maquina térmica que trabaja en un ciclo de Stirling durante un tiempo finito
T en el caso sobre-amortiguado. En este modelo el sistema es sacado del equilibrio
debido a un cambio generado por una fuerza externa y un cambio en la intensidad
del ruido, es necesario tomar en cuenta que el sistema no se encuentra en equilibrio
ni en semi equilibrio con el medio. Usamos el enfoque de Sekimoto para encontrar
las variables termodinamicas de los procesos.

Se eligi6 el ciclo de Stirling ya que en el caso clasico su eficiencia puede llegar a
ser la de un ciclo de Carnot, y todos sus procesos se pueden realizar mediante
protocolos sencillos, de esta manera no nos metemos al problema de los procesos
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adiabaticos que solo se han resuelto mediante aproximaciones. A partir de esta
tesis podremos cuantificar la influencia de las fluctuaciones en la eficiencia del
ciclo y se llega a una solucién general sin aproximaciones en la que se puede
encontrar el valor de las variables termodinamicas dado un tiempo 7 del proceso,
las soluciones de esta tesis nos permiten extender lo aprendido a otro tipo de
ciclos y tener una buena base de comparacion.

Durante el desarrollo de la tesis comenzaremos con una descripcion del méto-
do de micro manipulacién mas usado, las pinzas 6pticas. Veremos la manera en
la que los sistemas micrométricos pueden ser modificados de forma externa. En
el capitulo 3 se presenta la definicién de la termodinamica estocastica, de esta
manera podremos relacionar la fisica de una particula Browniana con la termo-
dindmica del sistema, encontraremos las expresiones equivalentes para la primera
ley de la termodinamica y para la entropia segun el enfoque de Sekimoto.

Ya que el sistema se ve afectado por la manipulacién de las pinzas Opticas, desa-
rrollaremos la ecuacion de Langevin y Fokker-Planck y tendremos una idea de
cémo se ve afectado el movimiento de la particula Browniana, primero en el caso
mas simple en el que no existe dependencia temporal y posteriormente el caso
general en el que existe dependencia temporal generada por la manipulacion de
las pinzas Opticas.

Posteriormente describiremos cémo es que se puede realizar un ciclo de Stirling
con una sola particula Browniana y realizaremos un estudio de éste para el caso
en cuasi equilibrio, en este caso no es necesario usar la termodinamica estocastica
de Sekimoto. Para el caso del ciclo fuera de equilibrio en el Capitulo 6 primero
proponemos un protocolo con el que es modificada la particula Browniana y
realizaremos el analisis completo de este caso que es totalmente dependiente del
tiempo. Encontramos la ecuacién de Langevin y de Fokker-Planck validos para
cada uno de los procesos. En el capitulo 7 se presentan los resultados del analisis
termodinamico del ciclo cuando se encuentra fuera de equilibrio y en el capitulo
8 se tienen las conclusiones y persperctivas del trabajo.



Capitulo 2

Relacion Experimental

El progreso de la tecnologia no siempre se ha desarrollado de la mano del pro-
greso cientifico. Un ejemplo claro de esto es la termodindmica, ya que la primera
maquina térmica fue ideada en el afio 130 a.C. mientras que los conceptos que nos
ayudan a entenderlas de manera termodindmica comenzaron a surgir a partir del
afio 1803 con la definicién del calor especifico y calor latente.'* Alrededor de 200
anos después, el desarrollo de la tecnologia ha sido increiblemente amplio, abarca
desde exploraciones espaciales no tripuladas hasta la manipulacién de estructu-
ras moleculares. Todo el progreso tecnoldgico ha impulsado también un amplio
desarrollo de la ciencia.

Con la micro-nano tecnologia ahora somos capaces de controlar particulas muy
pequenas a nuestro gusto y esto abre puertas a una gran cantidad de experimentos
en el mundo micrométrico. En este capitulo veremos como es que el desarrollo de
las pinzas 6pticas contribuye al estudio de sistemas micrométricos.

2.1. Pinzas opticas

Las pinzas oOpticas son un mecanismo de captura y manipulacién optica que
consiste de un haz de luz altamente enfocado capaz de sostener particulas mi-
crométricas. Se ha convertido en una herramienta muy versatil y utilizada para
la micromanipulaciéon ya que un sistema de pinzas 6pticas es capaz de clasificar,
direccionar y transportar cualquier objeto nano o micrométrico, incluso objetos
biolégicos como glébulos rojos pueden ser manipulados sin alterar su composi-
cion Bt

Arthur Ashkin fue quien desarrollé la idea basica para atrapar objetos usando
la fuerza de radiacion de la luz laser. Sin embargo, la idea de que la luz puede
ejercer una presion surgié hace varios siglos atras. En 1873 Kepler postuld que la
presion de la luz es la razén por la cual las colas de los cometas siempre van en
direccion contraria al sol.

Posteriormente Maxwell demostrd con su teoria del electromagnetismo que la luz
podia ejercer una fuerza y ademas encontré una equivalencia entre la presion de
radiacion con la densidad de energia que transporta una onda electromagnética.
La existencia de la presion de radiacién pudo comprobarse cuando se desarrolla-
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ron sistemas de alta densidad de energia a principios del afio 1900. La invencion
de laser impulso las investigaciones sobre la presion de radiacién y fue en 1970
que Ashkin realiz6 las primeras investigaciones que llevarian a las pinzas opticas.

Al hacer un anélisis de las fuerzas que se ejercen sobre la particula debido al
laser podremos comprender el fenémeno2? La presién de radiacién empuja a la
particula con una fuerza Fi.., ésta es la fuerza de dispersion que se muestra en la
figura 2.1 Ademads de esta fuerza existen otras debidas al cambio del medio por
el que pasa el haz. Imaginemos un rayo “a”, primero se propaga por un medio
con un indice de refraccién n,, en el momento en el que el haz de luz incide sobre
una particula, cambia el medio de propagacién, se genera un cambio en el indice
de refraccion n, el cual es mas grande que el del medio que rodea a la particula
Nm, esto genera un cambio en el momento del haz y debido a la conservacion del
momento la particula también experimenta un cambio de momento de la misma
magnitud pero en direccién opuesta que da lugar a la fuerza F,. Esto pasa de la
misma manera con otros rayos formados por el haz, por ejemplo un segundo rayo
“b”generando la fuerza Fj,.

— nym Fb

by

B

F a Eje de propagacion

Figura 2.1: De la referencia ('22) se muestra el diagrama ilustrativo de las fuerzas que
actian sobre la particula generadas por un haz plano, cuando cambia el medio por que
el pasa el haz, la fuerza F, es generada por el rayo a y Fy es generado por el rayo b y
la fuerza de dispersion Fseqr es la fuerza generada por la presion de radiacion.

Vemos entonces que debido al haz de luz que actiia sobre la particula, actian la
fuerza de dispersion Fy..; vy las fuerzas debidas al cambio en el medio.

Cuando se trabaja con un haz que tiene perfil Gaussiano, el cambio de momento
provocado al encontrar un medio diferente genera una fuerza cuyos componen-
tes transversales dan origen a una fuerza de gradiente(F},.4) que empuja a la
particula hacia la region donde el gradiente es mayor, que coincide con la direc-
cién transversal al eje de propagacion, como se puede ver en la figura [2.2| Es
decir, la particula es atraida hacia el maximo del haz Gaussiano
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Figura 2.2: Diagrama de las direcciones de las fuerzas que son generadas con un haz

Gaussiano??

Unicamente con la fuerza de gradiente y la fuerza de dispersion fueron ideadas las
primeras pinzas 6pticas que consistian en el atrapamiento de particulas utilizando
dos haces de luz con la misma intensidad, como la que se muestra en la figura2.3]

>
ler haz Agua 2do haz

— Pl T~ [ ——
=@

Region de’Atrapamiento

> Celda

Figura 2.3: Modelo de la primera primera trampa dptica realizada con dos haces de luz

Gaussianos, la fuerza gradiente va en direccion del mdzimo del haz?2

2.1.1. Pinzas Opticas de un solo haz

Para generar una trampa 6ptica de un solo haz con perfil Gaussiano, es necesario
enfocar el haz laser a través de un objetivo de microscopio con alta apertura
numérica, al hacer esto el haz tiene una réapida convergencia a un punto focal,
este arreglo es el mas comun de pinzas Opticas. Para entender mejor como es
que la convergencia genera el atrapamiento descomponemos el haz total en rayos
individuales que se propagan en forma paralela y en linea recta, en la figura
podemos ver la trayectoria que siguen dos rayos incidiendo sobre la superficie de
una esfera.

El efecto que tiene la fuerza gradiente generada por el perfil Gaussiano del laser y
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Entrada del
Objetivo de jmicréscopio

b Lo

Rayo Rayo
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Eﬂid

) \J ) Y
Eje de propagacion
del haz

Figura 2.4: Se muestra el efecto del la fuerza de dispersion y gradiente sobre una esfera,

g 7z . . 0) 0,
las cuales generan el atrapamiento cuando se estd usando un lente objetivo

la fuerza de esparcimiento generada por la presion de radiacion al estar enfocado
por el objetivo, es un cambio de direcciéon de las fuerzas, ahora la fuerza de
dispersiéon empuja a la esfera en una direccién que no coincide con la direccién de
propagacion sobre el eje z y de la misma manera sucede con la fuerza gradiente,
pero ademas de eso la componente en z de la fuerza de dispersion va en direccion
contraria a la de propagacion.

El balance entre la componente en la direcciéon z de ambas fuerzas determina
que ocurra o no el atrapamiento en las pinzas 6pticas. En la figura |2.5 notamos
que si la componente z de la fuerza de gradiente es dominante entonces ocurre
el atrapamiento, de otro modo la fuerza de esparcimiento empuja a la esfera en
direccion del haz incidente més alla del punto focal, en este caso el signo de la
fuerza de gradiente depende de la distancia S que va del centro de la esfera, al
punto focal f. Si el centro de la esfera estd adelante o atras del punto focal del
objetivo, la fuerza de gradiente atraera o empujard a la esfera hacia ese punto,
generandose en esa region una trampa estable tridimensional.

La particula confinada en el campo éptico acttia en una primera aproximacion
para desplazamientos pequeios como un oscilador arménico®® | como se puede
ver en la Figura [2.6] Este hecho se investigd tedricamente durante el desarrollo
de las pinzas épticas en 1982 Y aunque se ha demostrado que la aproximacion
no es correcta cuando se toman en cuenta desplazamientos grandes,?® para fines
de esta tesis se puede utilizar la aproximacién de un oscilador armoénico.

Las pinzas 6pticas se han convertido en una herramienta de bastante utilidad en
el estudio de micro-sistemas y con mucho potencial en varios campos.

Un ejemplo de las aplicaciones de las pinzas 6pticas es el control de nanoparticulas
para generar ciclos mediante la manipulacion de pardmetros externos. Se han
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Figura 2.5: Diagrama de las fuerzas sobre la particula cuando su centro se encuentra

adelante o atrds del punto focal.

Figura 2.6: Potencial generado por las pinzas dpticas visto como un resorte de Hooke

lineal 32

realizado varios estudios sobre el tema, el mas influyente para la realizacién de
esta tesis es el siguiente modelo experimental realizado por I. Martinez et al.
en su articlulo llamado Adiabatic Processes Realized With a Trapped Brownian
Particlé® por lo que explicaremos detalladamente el proceso.

2.2. Modelo experimental

Martinez y su equipo idearon un modelo experimental de pinzas Opticas para
atrapar a una particula Browniana y manipularla. La manera en la que efectiian
su modelo experimental les permite variar parametros externos para realizar todo
tipo de procesos termodinamicos con la particula atrapada.

Como explicamos anteriormente, para obtener las pinzas Opticas se necesita de
un laser, en este caso de 980nm altamente enfocado por un objetivo O; con
apertura numérica grande, como se ve en la figura Esto genera el potencial
optico tipo oscilador armoénico necesario para atrapar a la particula Browniana.
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Las particulas son esferas de poliestireno con 1.00 £ 0.054 de diametro diluidas
en agua de manera que la concentraciéon de esferas por milimetro es muy baja
y se encuentran en una camara sellada para evitar flujos y contaminacién. Esto
permite un 6ptimo estudio de la particula Browniana confinada por las pinzas
Opticas.

Laser

Li 980 nm

”
2 )

cCD

L-ELSU['

532nm

Figura 2.7: Arreglo experimental de pinzas dpticas con dos potenciales externos, Vi
conectado al laser y V, conectado a la camara donde se encuentra la particula?!

En el modelo para manipular a la particula Browniana se aplican dos voltajes en
diferentes secciones del experimento, de tal manera que la manipulacién externa
de estos voltajes genera que la particula Browniana atrapada pase por diferentes
procesos. Un voltaje que puede ser manipulado externamente, Vj, es aplicado
directamente al laser, lo que sucede al modificar el voltaje externo es que cambia
la potencia 6ptica del laser. La potencia esté ligada de manera lineal con la rigidez
de la trampa optica, por lo tanto, al modificar el voltaje externo V4, la rigidez de
la trampa es controlada en la misma proporcion. En el caso en el que modelamos
el potencial de las pinzas 6pticas como un potencial tipo oscilador armoénico en
una dimension el cambio en el voltaje externo es directamente proporcional al
cambio de la constante elastica o constante de rigidez del potencial.

El segundo voltaje externo controlable V; es aplicado a la cAmara sellada en la que
se encuentran las esferas mediante dos electrodos de aluminio que son colocados
en los extremos como se muestra en la figura[2.7] El voltaje resultante controla la
intensidad del ruido que siente la particula Browniana que en una aproximacion
puede ligarse a la temperatura efectiva de la particula.
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Con estos dos voltajes podemos controlar a voluntad, de manera externa e inde-
pendiente, la rigidez de la trampa y la intensidad del ruido que siente la particula.
El control total de estos parametros nos permite formular una gran variedad de
procesos termodinamicos.

En el cuadro podremos encontrar los datos utilizados por Martinez para la
realizacion del experimento.

H Datos experimentales

Laser Longitud de onda A = 980nm
Potencia Méaxima 100mW

Objetivo CFI PL FL 100 x N A1.30 apertura numérica 1.30
Vi Potencia méaxima 250k H =z
Esferas Material: Poliestireno
Didmetro: (1.00 £ 0.05)um
Medio: Agua Viscosidad n = 1.0 x 1073 Kg/(ms) a 293.15K
Proceso isotérmico con T'= 300K y k pasa de: kg = (5.0 £ 0.2)pN/um
ak=(28.0+£0.2)pN/um
Proceso isécoro con k = (10.0 £ 0.2)pN/um y T pasa de: Ty = 300K
T =1200K
Duraciéon de los protocolos 7 =10.5s

Cuadro 2.1: Tabla con los valores numéricos del experimento realizado por Martinez !
Tomando en cuenta el control de ambos parametros externos gracias a las pinzas
6pticas podemos proponer un protocolo para generar un ciclo de Stirling con
una particula Browniana. Actualmente, muchas de las mas poderosas técnicas de
micro-manipulacion son derivadas de las pinzas 6pticas; se ha logrado llevar acabo
reacciones fotoquimicas, tales como la polimerizacién por absorcion multifoténica
y es conveniente para la fabricacién de objetos biologicos y quimicos en tiempo
real. Por todo el gran impulso de las pinzas opticas al estudio de los sistemas
pequenos, Arthur Ashkin fue premiado con el Nobel de fisica del 2018.

Ya que conocemos el funcionamiento de las pinzas 6pticas y la manera en la que
nos pueden ayudar a estudiar sistemas micrométricos y en este caso a realizar
procesos termodinamicos, resulta necesario determinar qué es la termodinamica
en sistemas micrométricos mejor conocida como termodinamica estocastica.






Capitulo 3

Termodinamica estocastica

La termodinamica clésica es una ciencia fenomenolégica, es decir se encuentra ba-
sada en postulados generales inferidos de innumerables estudios experimentales,
nos indican la manera en la que se realiza el proceso de intercambio de energia en
sistemas macroscopicos que se encuentran en equilibrio. A partir de estos postula-
dos es posible determinar las caracteristicas macroscopicas de una sustancia dada
durante un proceso, como el calor, el trabajo y la entropia.t? Por otro lado, con
la mecéanica clasica o hamiltoniana es posible determinar la evolucién temporal
del movimiento de una particula clasica. Conociendo la evoluciéon determinista
de las moléculas que componen a un fluido, podemos hacer uso de la mecanica
estadistica para determinar la termodinamica de equilibrio del sistema. Sin em-
bargo, existe un nivel intermedio entre la dindmica hamiltoniana microscopica y
la termodindmica macroscopica. Este nivel define la dindmica de moléculas de
tamano mesoscopico que son del orden de micras, la dindmica de las particulas
en este nivel ademas de encontrarse bajo la influencia de fuerzas de indole di-
versa, también sienten la influencia de las colisiones con las moléculas del medio
en el que estan inmersas. Para sistemas de este tamano tendremos una dinamica
estocastica donde las fluctuaciones no pueden despreciarse. Existen varias formas
de estudiar este movimiento. Pero jcomo es la termodinamica para sistemas de
este tamano?, ;como se puede encontrar a partir de la dinamica de estos sistemas
estocasticos una relacion con la termodinamica en equilibrio y fuera de equilibrio
que conocemos?, jla termodinamica de estos sistemas tendra propiedades termo-
dindmicas que no conocemos para sistemas mesoscopicos? Estas son unas de las
muchas cuestiones con las que trata la termodinamica estocastica.

Existen dos enfoques principales para el estudio de la termodinamica de siste-
mas pequeiios. La desarrollada por Hill*® | quien hace una generalizacién de las
ecuaciones de la termodinamica en las que se debe de incluir una variaciéon en
el tamano del sistema. Por ejemplo N el ntimero de grados de polimerizacién o
agregacion y V' el volumen del sistema. En su trabajo, Hill utiliza dos conceptos
de mecanica estadistica: el concepto de ensambles lo lleva a una escala de sistemas
pequenos, y el postulado fundamental de la mecanica estadistica el cual indica
que el promedio temporal para un solo sistema es igual al promedio del ensamble
correspondiente.

17
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Por otro lado, la termodindmica estocastica combina lo que Sekimoto llamo
energética estocastica,*® con la idea de que la entropia puede ser aplicada con-
sistentemente a una sola trayectoria fluctuante. Sekimoto hizo un estudio de la
termodindmica para sistemas pequefios que se basa en la ecuacién de Langevin 24

Langevin busco la forma de aplicar la segunda ley de Newton a una particula
Browniana, escribiendo una versiéon de esta ley para procesos estocéasticos. De
esta manera se logro explicar la dindmica estocastica mediante la existencia de
fuerzas y con ésta se puede determinar la trayectoria aleatoria de una particula
Browniana. La aparente simplicidad de este enfoque se logra con el coste de forzar
la existencia de nuevos objetos matematicos con propiedades extrafias: el calculo
estocastico.

En su articulo Langevin® pudo determinar una aplicacién correcta del método de
Smoluchowski que lo llevé a recuperar la formula de Einstein. Su razonamiento
fue el siguiente:® La fuerza total que experimenta la particula en una dimensién
cuando se encuentra en un fluido, es la suma de dos fuerzas: una fuerza que
sucede en una escala de tiempo del orden de segundos, es la sistematica, y otra
que genera en la particula un movimiento irregular, la fuerza fluctuante.

F=F,(t) + Fy(t) (3.1)

Fy(t) es la fuerza sistematica y estd compuesta por la suma de fuerzas externas
que actuan sobre la particula; la fuerza de friccion que actiia sobre la particula
Browniana debido al medio en el que se encuentra y una fuerza debida a una
influencia externa. De acuerdo a la hidrodinamica la fuerza de friccién se genera
en sentido opuesto a la velocidad relativa y depende de ésta

Fpric = —av.

donde « es el coeficiente de friccion del medio y v es la velocidad relativa de la
particula Browniana respecto del fluido en que esta sumergida. En 1851 Stokes
determind que esta fuerza para objetos esféricos moviéndose en un flujo viscoso
con numero de Reynold pequenio es

Fric = —6mrnu.

en donde 7 es la viscosidad del fluido, v la velocidad de la esfera y r el radio de la
esfera. La fuerza sistemética seria la suma de la fueza hidrodinamica y la fuerza
externa.

Fy = Fprie + Fouy (3.2)

La fuerza fluctuante generada debido al medio en el que se encuentra la particula,
no esta correlacionada entre si en distintos instantes de tiempo, esto significa que
el valor de la fuerza estocastica en un instante dado no tiene relaciéon con la fuerza
en otro instante, debido a que en este intervalo de tiempo del orden de segundos
la fuerza varia muchisimo; esta propiedad permite realizar la suma de las fuerzas.
La podemos determinar como la masa por una variable aleatoria, I'(t), que es
mejor conocida como ruido
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es el ruido el que genera que la fuerza tenga propiedades aleatorias. Langevin
propuso al ruido con una distribucién Gaussiana, esto implica que asumimos que
su promedio sobre el ensamble de muchas realizaciones es igual a cero

(T(1) = 0 (3.4)

y su correlacion temporal satisface que a diferentes tiempos no existe relacion
entre las I

(L@L(t) = qo(t —t'). (3.5)

Tomando esto en cuenta las fuerzas se pueden sumar y el resultado de la suma
también va a ser aleatorio.

F = —auv(t) + Fep +mI'(1). (3.6)

Por otro lado, de acuerdo con los principios de la mecanica Newtoniana la fuerza
que experimenta una particula determina la trayectoria y la velocidad que tiene,
esto implica que tanto la posicién como la velocidad de la particula son también
cantidades fluctuantes y se tendran que determinar sus distribuciones en términos
de las propiedades de la distribucion de I'(%).

La ecuacion de Langevin para una particula Browniana en donde v = = estd
dada por®?
Fex
b o= —(t)+ mt +I'(t) (3.7)
T = v (3.8)

Sekimoto se basa en la ecuacién de Langevin para realizar una analogia con la
termodinamica clésica, puesto que la ecuacion de Langevin modela la dinamica
de una particula tomando en cuenta su interaccién con un ambiente térmico
de la misma manera en la que la termodindmica clasica explica la interaccion
entre sistema, ambiente y sistema externo. Esta analogia la realiza de la siguiente
manera:

Un sistema clasico se define como una porcion del universo delimitada, con
al menos 10 particulas. En el caso mesoscopico el sistema estd represen-
tado por la posicién y momento de la particula Browniana descrita por la
ecuacion de Langevin.

El ambiente térmico o bano es el sistema de fondo con el cual se encuentra
en contacto el sistema, en este caso la interaccion se puede despreciar ya
que la energia transferida es muy pequefia comparada con la energia del
ambiente, normalmente estéd caracterizado por una temperatura. En el ca-
so mesoscopico la interaccion entre el sistema y el ambiente térmico esta
caracterizada por el coeficiente de friccion v y la intensidad de la fuerza
aleatoria I'(t).

El sistema externo en termodinamica es un agente que es capaz de controlar
macroscopicamente el sistema, entre ellos existe un intercambio de energia,
por ejemplo mediante un cambio de volumen y a veces de masa. En el
caso mesoscopico el sistema externo es un sistema cuya dindmica no esta
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determinada por la ecuacion de Langevin y es capaz de controlar y sacar
del equilibrio al sistema.

El enfoque de Sekimoto ha sido ampliamente utilizado debido a que se puede hacer
un analisis energético sobre una sola trayectoria de la particula Browniana, en-
contrando el trabajo, calor y entropia. Ha sido utilizado en sistemas mesoscopicos
como coloides o biomoléculas llevadas fuera de equilibrio por fuerzas que tienen
una dependencia temporal *>

3.1. Primera ley de la termodinamica

Como hemos visto la ecuacion de Langevin es una ecuacion de balance de fuerzas
entre la interaccion de la particula, el medio y cualquier sistema externo. Siendo
asi, es posible derivar a partir de ella una ecuacién de balance de energia, que
debido al paralelismo con la termodinamica seria el equivalente a la primera
ley de la termodindmica y nos indicara la relacién entre el trabajo aplicado o
extraido, el intercambio de calor y los cambios en la energia generada sobre una
sola trayectoria fluctuante. Al derivarse de una ecuacién estocastica la energia
tendra entonces un caracter aleatorio generado por el ruido térmico, el mismo
causante del movimiento Browniano de la particula de estudio !

Escribiendo la ecuacion de Langevin para un sistema en una dimension en el caso
sobre amortiguado, en el que podemos despreciar el término en la ecuacién que es
debido a la inercia y ademas tomando en cuenta que esta siendo modificada por
la presencia de una fuerza externa generalizada derivable de un potencial U(z, a)

que depende de la posicion y de un parametro externo a, F,.; = —%, en el caso
sobre amortiguado la ecuacién de Langevin es
de  dU(z,a)
0=—y— ———= 4Tt 3.9
LG (39

en donde z es la variable dindmica del sistema y es aleatoria, v es la constante
de friccion del medio por unidad masa y I' es conocido como el ruido térmico. El
primer término —7% nos indica la fuerza sistematica que ejerce el medio sobre la
particula, el segundo es la fuerza debida al potencial externo y el ultimo corres-
ponde al de la fuerza fluctuante que también nos indica un tipo de interacciéon
entre la particula y el medio.?

Debido al caracter aleatorio del sistema el célculo efectuado puede realizarse
en el sentido del célculo de Ito'® o del calculo de Stratonovich®® Las reglas de
calculo de It6 y de Stratonovich son diferentes, pero ambas son matematicamente
consistentes, el enfoque de Stratonovich es el que usaremos debido a la forma de la
ecuacion diferencial con la que tratamos, ya que es lineal y tiene ruido blanco, las
reglas formales del calculo tal como las integrales por partes, cambios de variables
y la regla de la cadena se mantienen como las conocemos en este enfoque.*?

Si suponemos que el estado del sistema ha cambiado un —dz entonces la multipli-
caciéon de la fuerza dada por la ecuacién de Langevin por este cambio representa
un balance de energia. Al hacer la multiplicaciéon con el célculo de Stratonovich
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obtenemos la siguiente expresion de la energia

d d
0 = VC;:OdI—i_Uc(li”a)de_F(t)de (310)
B dx dU(z,a)
0 = — <_7dt+r> Odl‘—FTode (3.11)

el primer término del lado derecho de la ecuacion corresponde a la fuerza
de reaccién ejercida por el sistema sobre el bano térmico (que sea de esta manera
y no la fuerza ejercida por el bafio sobre el sistema se debe al signo en —dx que
hemos multiplicado y la convencién que utilizaremos). El segundo término es la
energia debida al cambio del potencial.

Aunque el movimiento microscépico de las particulas del medio no esta represen-
tado explicitamente en la ecuaciéon de Langevin, la ley de acciéon y reaccién nos
permite identificar la cantidad de energia que ha sido transferida. Esta cantidad
varia en cada realizacion incluso en el signo pero se ha logrado extender exito-
samente el concepto que ha sido utilizado en el estudio de maquinas térmicas
principalmente en dos casos?

1 En maquinas térmicas que tienen un potencial periédico estatico y una
temperatura que cambia con el tiempo B18H2

2 En maquinas que tienen motores con un potencial armoénico dependiente
del tiempo y una temperatura temporalmente modulada 11220

3.1.1. Calor

La energia que es transmitida por medios no mecénicos es llamada calor, en el ca-
so mesoscopico el calor surge de la energia que es transmitida entre el sistema y el
medio, es una energia que se encuentra siempre presente debido a la fuerza restitu-
tiva —ydx/dt y al ruido térmico I'(f) que juntas ejercen una fuerza —ydx /dt+1'(t)
sobre la particula. Tomando en cuenta que se cumple la ley de accién y reaccion
entonces la particula ejerce una fuerza de reaccion —(—vydz/dt + I'(t)) sobre el
medio.

Al tomar en cuenta que hay una evolucion de la posicién del sistema x sobre un
intervalo de tiempo dt podemos determinar el trabajo hecho por el medio sobre
la particula en ese intervalo de tiempo. El intercambio de energia que es ejercido
por el medio sobre la particula lo definimos como calor transferido, el cual puede
ser positivo o negativo.

dQ = (—’yCZ + F(t)) o dx(t) (3.12)

Sustituyendo este valor en la ecuacién de Langevin llegamos a una segunda ex-
presion para el calor.

dU(z,a)

0=—d
@+ dx

o d (3.13)
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dU(z,a)

dQ=——"—odz (3.14)

La convencién de signos que usaremos es la siguiente: cuando se tiene una canti-
dad positiva de trabajo se entiende que es el sistema el que esta recibiendo calor
del medio en el que se encuentra. En el caso contrario en el que el trabajo es
negativo entonces el sistema estd dando calor al medio.

Tomando en cuenta la definicién de calor que acabamos de describir seguiremos
con el desarrollo de la ecuacion de balance de energia derivada de la ecuacion de
Langevin

dU
_ _d0+ % 1
0=—dQ+—oda (3.15)

Habiamos mencionado que la energia potencial no solo depende de la posicion,
también se ve influenciada por un parametro externo a(t), la dependencia en el
potencial del parametro externo representa un cambio en la forma del potencial.
Cuando U(x,a) representa un contenedor rigido el pardmetro a es el que con-
trola la posicion de la barrera. En el caso del potencial tipo oscilador arménico,
el parametro externo es el que controla la rigidez. Tomando en cuenta esto la
diferencial de la energia potencial es

U (x(t), a(t)) = LEO:0O) o U0, alt)

dz da oda

Realizando la sustitucion correspondiente en la ecuacion de balance

dU (x (1), a(t))
da

Por otro lado la energia interna del sistema para el caso sobreamortiguado des-
precia el término de la energia cinética y tiene la siguiente expresion

0=—-dQ+dU(x(t),a(t)) — oda (3.16)

E=U(z,a)
La ecuacion de balance de energia hasta el momento queda de la siguiente forma,

dE:dQ%—goda
da

se puede observar una gran analogia con la primera ley de la termodinamica

3.1.2. Trabajo

Siguiendo el desarrollo de la ecuaciéon de balance de energia podemos identificar
el segundo término del lado derecho de la ecuacion con el trabajo

dU(x(t), a(t))

W =
da

o da (3.17)



3.1. PRIMERA LEY DE LA TERMODINAMICA 23

Emulando la logica de la termodindmica en la que la expresién para el trabajo
termodindmico generalizado es la siguiente ecuacién tiene la format?

AW = Fd\ (3.18)

donde F' es una variable termodindmica que representa la fuerza macroscépica
externa involucrada en la interaccion y dA representa el cambio en la variable
extensiva A\, para que esta expresion represente el trabajo debe de cumplir que el
producto de una variable intensiva y una extensiva tenga dimensiones de energia y
sea representativa de una interaccion fisica, ejemplos de esto es el trabajo conocido
de termodindmica PdV. Siguiendo esta légica entonces se puede decir que el
trabajo es el intercambio de energia generado por una fuerza que surge debido al
control del sistema externo

Es una fuerza que ejerce la particula sobre el sistema externo, de la misma manera
pero con el signo contrario el sistema externo ejerce una fuerza sobre nuestra
particula. La multiplicacién de esta fuerza por el desplazamiento da se entiende
naturalmente como el trabajo hecho por el sistema externo sobre la particula
Browniana, y por lo tanto el pardmetro externo a es una variable extensiva. Es
la manipulaciéon del pardmetro externo el que saca al sistema de su estado de
equilibrio.

ou

Cuando el trabajo es positivo implica que se estd haciendo trabajo sobre la
particula Browniana; un trabajo negativo implica lo contrario, que la particu-
la Browniana hace trabajo sobre el sistema externo.

Aunque el parametro externo sea determinista, es decir se puede controlar desde
el experimento y no tiene un comportamiento fluctuante, el trabajo tiene una ca-
racteristica aleatoria debida al ruido del medio en el que se encuentra la particula,
esto implica que en cada realizacion del proceso el resultado del trabajo sera di-
ferente, sin embargo cuando el proceso es realizado durante un tiempo infinito,
el resultado es independiente del protocolo con el que se varia el pardmetro a(t),
solo depende del estado inicial y final del sistema.

Con la definicién del trabajo (3.19)) podemos reescribir la ecuacién de balance de
energia

dE = dQ + dW (3.20)

esta ecuacion es andloga a la primera ley de la termodindmica ya que ambas
estan basadas en el principio de conservacion de la energia. La ecuacién que
hemos encontrado se cumple para cada realizacién de un proceso estocastico.
Esta es la base de la termodindmica estocastica, el analisis de la energia sobre
una realizaciéon de un proceso estocastico derivado de la ecuacion de Langevin.
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3.2. Entropia

Para complementar el desarrollo tedrico del analisis energético para sistemas pe-
quenos que hemos realizado, surge el concepto de entropia para una sola trayec-
toria fluctuante ="

Histéricamente la definicion de entropia surge del estudio de las maquinas térmi-
cas como una medida que caracteriza la eficiencia con la cual la energia puede
ser transformada en movimiento. El segundo postulado de la termodindmica nos
lleva a entender que en un sistema termodinamico aislado, todo proceso que en
él ocurra, irreversible o reversible, debe ser tal que la entropia del universo no
disminuya; en el tltimo caso, el cambio neto en la entropia del universo es igual
a cero.l¥ Esto nos da una idea de la direccién en la que un proceso puede o no
ocurrir en la naturaleza y un limite en la eficiencia.

., Cémo podriamos aplicar la nocién de la entropia a sistemas de tamano mi-
crométrico fuera del equilibrio? Para la entropia la interpretaciéon se hace de
manera diferente a lo que se realizé con la primera ley. Se hace con la definicién
de la entropia de Gibbs.

Al tener un sistema con un nimero enorme de particulas resulta imposible seguir
el movimiento de cada una de ellas, Gibbs nos presenta en 1904 las bases para
calcular propiedades macroscépicas de un sistema formado por un conjunto enor-
me de particulas, usando la definicién de ensamble. El ensamble esta compuesto
por una gran cantidad de sistemas idénticos macroscopicamente pero cada uno
se encuentra en una situacién particular. Por ejemplo, en cada uno las particulas
estan en diferentes posiciones, o en diferentes microestados®

Gibbs propone que la entropia de un sistema se puede ver como la propiedad de
un ensamble de muchos sistemas idénticos. Para el sistema que nos interesa en
esta tesis se ha propuesto en la literatura una extension de la entropia de Gibbs
donde se trabaja con una particula® . En este caso, la densidad de probabilidad
en el espacio fase w(xz(t),t), nos proporciona la probabilidad de que la particula
Browniana esté entre z, z + dx al tiempo t. Asimismo,

s(xz(t),t) = —kpLn[w(x(t),t)] (3.21)

nos da la entropia asociada con la trayectoria de la particula y esta evaluada con
z(t) a lo largo de la trayectoria para una realizacién del ruido. Esto conduce a
que la entropia definida de esta forma sea una cantidad estocastica y por lo tanto
podra tomar todos los valores compatibles con las realizaciones que correspondan,
es decir podremos tener una entropia negativa. El promedio sobre las realizaciones
es lo que nos da un sentido fisico claro. Dicho promedio también se puede realizar
con la densidad de probabilidad, que en nuestro caso es solucion de la ecuacion
de Fokker-Planck en la aproximacién sobreamortiguada.

En los préoximos capitulos veremos la manera de aplicar la termodinamica es-
tocastica al modelo que propondremos, para esto primero debemos de determinar
la ecuacién de movimiento de la particula Browniana.



Capitulo 4

Ecuacion de Langevin y Fokker
Planck

Cuando una particula Browniana se encuentra bajo la influencia de una fuerza
externa su comportamiento se ve modificado. Nos interesa estudiar cudl es la
modificacién del comportamiento de la particula Browniana cuando se encuentra
bajo la influencia de las pinzas 6pticas, desarrollaremos dos maneras para deter-
minar la evolucion temporal de la particula, la ecuacién de Langevin y la ecuacion
de Fokker-Planck.

Vimos en el modelo experimental que una particula atrapada por las pinzas opti-
cas se puede asumir como una particula atrapada en un potencial tipo oscilador
armonico. Este es el primer paso a desarrollar para encontrar el comportamiento
de la particula Browniana y su densidad de probabilidad.

4.1. Ecuacion de Langevin para el oscilador ar-
monico

Cuando la particula Browniana se encuentra atrapada por las pinzas 6pticas se di-
ce que se encuentra dentro de un potencial tipo oscilador armoénico, supondremos
que nuestro modelo estd en una dimension,

Uz, k)= ;k‘xQ (4.1)

en donde el parametro externo a esta dado por la rigidez del potencial k£ que en
este caso es constante. La fuerza derivada del potencial se ejerce sobre la particula.

Fext = _8(]%(;)7@ = _kx(t) (42)

La fuerza externa de las pinzas épticas se incluye en la ecuacion de Langevin.

F = —av(t) + mI'(t) + Fext = —aw(t) + mI(t) — kx(t) (4.3)

25
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La ecuaciéon de Langevin en su forma completa por unidad de masa es

i o= u(t) (4.4)
b = —;U(t)—2x+r<t) (4.5)

Renombramos & =~ de manera que podemos reescribir (4.5) como
m

0= —yv(t) — Tix(t) +I'(t) (4.6)

El ruido del sistema tiene una forma Gaussiana y es conocido como ruido blanco
['(t), al obtener el promedio sobre un ensamble de muchas realizaciones del mismo
proceso se encuentran las siguientes propiedades estadisticas:

@) =0 (4.7)
TOrE)) = ¢t —1) (4.8)

q en la ecuacion (4.8]), nos indica la intensidad del ruido que cuando el sistema se
encuentra en equilibrio térmico con el medio en el que se encuentra se relaciona
con la temperatura mediante el teorema de fluctuacién disipacion.

En esta tesis se trabajara con la aproximacion sobre-amortiguada, de manera que
la inercia del sistema es despreciable y la ecuacion de Langevin se reduce a una
sola que describe la dindmica del sistema.

b= ——x(t) + — (4.9)

La ecuacion (4.9)) es lineal diferencial ordinaria de primer orden, para resolver
esta ecuacion se puede usar el método del factor integrante:

1t ,
2(t) = z(te)e ) 4 = [ D(¢)e 3 ar (4.10)

Y Jto
Al sacar el promedio de la posicién sobre el ensamble, con las propiedades Gaus-
sianas del ruido llegamos a la expresién que define el promedio de la posicién de

la particula Browniana.
k
(z(t)) = x(tg)e 7m 710 (4.11)

El comportamiento del promedio se puede observar en la imagen a) de la figura
[4.1] esta gréifica es puramente esquematica para mostrar el relajamiento. Vemos
que al transcurrir el tiempo el promedio del valor de la posicién va disminuyendo
hasta que finalmente adquiere el valor de cero. Esto significa que la particula llega
a “olvidar” el valor inicial de su posicion. El tiempo t que la velocidad tarda en
llegar a un valor pequeno, comparado con el inicial, es el tiempo de relajacion.
Notamos que este tiempo depende de la rigidez del potencial, al aumentar el valor
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de la rigidez disminuye el tiempo de relajacion.

Por otra parte, la correlaciéon es

(@(t)z(ta)) = z(ty)2emr BHta=20) 4 ;]:Z (enfw'“t'z . en'fv“l“z?to)) (4.12)

Para tiempos grandes, es independiente de la posicion inicial y solo depende de
k

la diferencia en el tiempo %6_(77)'“_”‘, esto se nota en la figura b de ||

parece ser que la rigidez del potencial tiene el mismo efecto que tiene la friccion

del medio, mientras mas grande sea, se reduce la intensidad del movimiento.

a) b)

— k=1

— k=2

k=3

k=9

Figura 4.1: Del lado izquiero en la figura a se muestra la grdafica puramente cualitativa
del comportamiento del promedio de la posicion de la particula, del lado derecho en la
figura b se muestra la grdafica de la correlacion de la posicién.

La ecuacion de Langevin nos indica el comportamiento de la particula cuando es
manipulada por las pinzas Opticas, esta es una manera de estudiar estos procesos,
pero existen diversas formas como la ecuacién de Boltzmann y la ecuacion maestra
que también describen los procesos estocéasticos. Para los fines de esta tesis nos
interesa por su equivalencia con la ecuacion de Langevin y la informacién extra
que contiene, estudiar la ecuacion de Fokker-Planck.

4.2. Ecuacion de Fokker-Planck

La ecuacion de Fokker-Planck es una ecuacion de evolucién temporal de la densi-
dad de probabilidad w(z,t) para las variables fluctuantes, ésta nos indica la pro-
babilidad de encontrar a la particula en un cierto intervalo de posicion (z, z + dz)
a un tiempo ¢, por lo que la ecuacién nos indica cémo evoluciona dicha funcién de
distribucion. La forma general para desarrollar la ecuacién de evolucién temporal
de la densidad de probabilidad es el desarrollo de Kramers Moyal.

ow(E,t) =20

T\ — D¢ ¢ ¢

5 = L) DUE e

En donde D™ (¢,t) son los coeficientes de Kramers-Moyal y se definen como la
derivada de los cumulantes k,, divididos por n!, los cuales cumplen con k; = M;,



28 CAPITULO 4. ECUACION DE LANGEVIN Y FOKKER PLANCK

ky = My — M2, ks = M3 — 3M M, + 2M3 y los momentos M, estdn dados por
M, = (£") con & una variable aleatoria, cuando el promedio del ruido es nulo,
como lo es en este caso, los momentos y cumulantes coinciden.

. 1d

En el caso del ruido Gaussiano, por sus propiedades, solo los primeros dos términos
de la serie son diferentes de cero, entonces:

ow(E,t) 0 o
o = [aeP(E 0+ 55D E ]w(e 1), (4.13)

DWW es llamado el coeficiente de deriva y D® es el coeficiente de difusién, estos
coeficientes dependen también del tiempo. Mateméaticamente es una ecuacion di-
ferencial parcial lineal de segundo orden de tipo parabdlica, y se le conoce como
la ecuaciéon de Kolmogorov .

Al resolver la ecuacion de Fokker-Planck podemos obtener la funcion de dis-
tribucién. Debido a que la aplicacion de la ecuacién de Fokker-Planck no esta
restringida al sistema cerca del equilibrio, podemos aplicarla a sistemas que se
encuentran lejos del equilibrio. La ecuacion de Fokker Planck no solo describe
propiedades estacionarias, también describe la dinamica del sistema.

4.2.1. Relaciéon entre la ecuacién de Langevin y la ecua-
cion de Fokker-Planck

La relacién entre la ecuacion de Fokker-Planck y la ecuacion de Langevin esta
dada por los coeficientes de Kramers-Moyal, el de deriva y el de difusion. El
proceso para pasar de Langevin a Fokker-Planck es el siguiente:

Proponemos como ejemplo una ecuacién de Langevin en una dimensién en déonde
h(&,t) v g(&,t) son funciones de la variable aleatoria y que en general no son
lineales™

§=h(&, 1) +9(&0)r (4.14)

De la ecuacién de Langevin se pueden encontrar los coeficientes de Kramers-
Moyal, el coficiente de deriva estd determinado por

DO = i L (€(t+ 1)~ (€(1) (4.15)
— nien+ 2y (416)

y el coeficiente de difusiéon es

PO = 1/21im ~{(€(t +7) — (€))7
— 1/2%m L < / " e T () e / w g(as,t”)F(t”)dt”>

T—0 T
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Comparando la ecuacién de Langevin que propusimos (4.14) con la ecuacién de
Langevin cuando esté influenciada por un potencial tipo oscilador arménico (4.24))
encontramos que

k 1
h(&t) = —— g(&,t) = — 4.17
(€.8) = = 6.0 = - (417
Entonces
pv — K (4.18)
my
y para el coeficiente de difusion
1/ pt+7 1 t+7 1
D® = 1/21 / “T(t dt/ “D(¢)dt" 4.19
i ([ Lrear [ e (1.19)
— 121 +T o )t 4.20
- / ty s [ [ e (4.20

= 27 (4.21)

Al sustituir los valores de los coeficientes (4.18)) y (4.21) en el desarrollo de
Kramers-Moyal para el caso de ruido Gaussiano llegamos a la ecuacion

ow(x,t k 0x q 0?
ét) - [ + 2’}/28332] ’LU(QZ,Zf) (4.22)

Esta es la ecuacion de Fokker-Planck correspondiente a la ecuacion de Lange-
vin para una particula Browniana en presencia de un potencial tipo oscilador
armonico.

my 0x

La teoria para determinar la dindmica de las particulas Brownianas ha sido am-
pliamente desarrollada y como hemos visto existen varios enfoques que tratan
con ellos, el uso de cada enfoque depende del problema a manejar, en este caso la
ecuacion de Langevin y de Fokker-Planck seran la base de desarrollo para estudiar
una particula Browniana que pasa por diferentes procesos termodinamicos.

4.3. El oscilador arménico con dependencia tem-
poral

Cuando el potencial en el que esté atrapada la particula Browniana es modificado
externamente, se modifica el comportamiento de la particula Browniana, y de-
pendera de la manera en la que es modificado en funcion del tiempo la trayectoria
que observaremos.

Tomando en cuenta al sistema en una sola dimension, el efecto de las pinzas
Opticas por si solas sobre la particula es el de un potencial tipo oscilador arménico
en el cual la particula Browniana queda atrapada y puede manipularse mediante
el pardmetro externo que ahora tendra una dependencia temporal k(t).

L) (4.23)

Ul k(1) =
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La manipulacién de la rigidez de la trampa, k(t), es debida al potencial externo
Vi que vimos en el modelo experimental y sera necesario dejarlo expresado asi
hasta que se indique si este parametro es constante o variable durante el proceso
realizado.

La intensidad de ruido ¢(t), nos indica la intensidad del ruido y debido al segundo
voltaje aplicado en el experimento V, la intensidad del ruido es una cantidad
controlable en el experimento de forma externa, por lo que en general tiene una
dependencia temporal y no es aleatorio.

En la aproximacién sobre-amortiguada llegamos el equivalente de la soluciéon en
equilibrio pero ahora con una dependencia temporal en ¢(t) y k(t)

i = —@gw@ (4.24)
ym ¥ '

La solucion a esta ecuacion esta dada por

LAY 1 t 11 34111
z(t) = z(ty)e i K +—/ D(#)e~ 7 Ju M gy (4.25)
Y Jto

cuyo desarrollo se encuentra en el Apéndice B.

Para encontrar la funcién de distribuciéon del sistema, que nos sera de mucha
ayuda mas adelante, pasamos de la ecuacion de Langevin (4.24) a la ecuacion
de Fokker-Planck. Como vimos en el capitulo anterior debemos de encontrar los

coeficientes de deriva (4.16) y de difusion (4.17).

Los coeficientes son los mismos que encontramos para el oscilador armoénico simple
pero ahora muestran una dependencia temporal en la rigidez del potencial y en
la intensidad del ruido. Tenemos que h(,t) = k) g(&,t) = % por lo que

mry

(4.26)

y el coeficiente de difusion se encuentra utlizando las propiedades del ruido Gaus-
siano manteniendo la dependencia temporal en la intensidad del ruido

1 gt ] t+r 1
D@ = 1/21im —( / r( Nt / —T(")dt") (4.27)
7'—>07' t Y
o - "
= 1/29{)1(1)77 / dt/ t"))dt (4.28)
t)
D? = & 4.2
= (4.29)

Cuando el sistema se encuentra en equilibrio térmico con el ambiente y mantene-
mos la intensidad del ruido constante, existe una relacion entre la intensidad del
ruido y la temperatura ¢ = %,27 este es el teorema de fluctuacion-disipacion
que no esta garantizado fuera del equilibrio. Tomando esto en cuenta el coeficien-
te de difusion regresa al valor encontrado por Einstein que vimos en el primer
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capitulo.
KT

my

D@

En nuestro caso el sistema no se encuentra en equilibrio con el medio debido a
que las variaciones externas de los parametros la sacan de este estado.

Con los coeficientes de difusion y de deriva al sustituirlos en el desarrollo de
Kramers- Moyal llegamos a la ecuacion de Fokker-Planck

ow(x,t)  k(t)0 (x(t)w(z,t)) q(t) O*w(z,t)

pu— 4-
ot mry ox + 22 Ox? (4.30)

Esta ecuacién nos indica la forma en la que varia en el tiempo la probabilidad de
encontrar a la particula en un intervalo (z,x + dz) a un tiempo ¢.

Debido a que la ecuacion de Langevin es una ecuacion diferencial de primer
orden, lineal y con ruido Gaussiano. La solucién de la ecuacion de Fokker-Planck
es Gaussiana.

w(z,t) = A(t)e < (4.31)

A(t) = /U es el coeficiente de normalizacion de la Gaussiana y €(t) esté relacio-

T

nada con la varianza. Para que la distribucion propuesta sea una solucién debe
de satisfacer

2€(t) Tk(t t)e(t
g m gl
La solucion es mas facil de construir en términos de ﬁ y con una integracion
directa se obtiene:
1 1 2 fk(t/)dt/ 2 /t Nno— -2 tk(t)dt” ’
— = m — t m Ji! dt 4.33
e(t) e(to)e ! + 2 i q(t')e (4.33)

Para completar la solucion se necesita informacién de la manera en la que k(t) y
q(t) dependen en el tiempo, esto nos lo da el protocolo. El protocolo se especificara
en el préoximo capitulo.






Capitulo 5

Ciclo de Stirling

En la revolucién industrial se desarroll6 ampliamente la idea de construir maqui-
nas que a partir de calor generaran trabajo, en un sentido amplio una maquina
térmica es aquella que usa energia y parte de esa energia la devuelve como trabajo,
las limitaciones de esta transferencia de energia se dan por el segundo postulado
de la termodinamica. Aunque antes ya se tenian registro de prototipos de maqui-
nas térmicas, no fue hasta 1698 que Thomas Savery ide6 la manera de elevar
grandes cantidades de agua utilizando calor.

Se comenzaron a utilizar de manera industrial maquinas para realizar esta labor.
Varios prototipos de maquinas fueron disefiados para el uso en la industria minera
para sacar agua de las minas; otro tipo de maquina de vapor se desarrollé para
su aplicacién en la industria ferrocarrilera. Desde ese entonces hasta nuestros
tiempos se ha buscado la manera de hacer més eficientes las maquinas'® .

5.1. Ciclo de Stirling

En 1816, Robert Stirling patenté lo que ahora conocemos como méaquina de Stir-
ling, se trata de una maquina térmica y fue la primera maquina ideada en la que
la sustancia trabajaba en un circuito cerrado. El ciclo opera por una compresion y
expansion ciclica de un fluido a diferentes temperaturas, esta disefiada para que el
gas se comprima en la parte fria de la maquina y se expanda en la caliente, como
se muestra en la figura|b.1}, el ciclo esta constituido por dos procesos isotérmicos y
dos procesos isocoricos, es un ciclo termodinamico idealizado, ya que es reversible,
lo que implica que el intercambio de calor debe de ser perfecto (no hay pérdidas
de energia) y el proceso debe de ser realizado cuasiestaticamente.

Consideramos un cilindro con dos pistones opuestos como se muestra en la figura
[5.2] con un regenerador, una esponja térmica que absorbe y libera calor alternati-
vamente, entre los pistones. El volumen entre el regenerador y el piston izquierdo
es el volumen de expansion y entre el regenerador y el piston derecho es el de
compresion. El volumen de expansion se mantiene a una temperatura maxima
mientras que el volumen de compresion se mantiene a una temperatura minima.
Para comenzar con el ciclo asumimos que el pistén del espacio de compresion esta
en el extremo derecho y el piston del espacio de expansion esta cerca del regene-

33
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= | 1
L

= 4
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i 2

Volume V

Figura 5.1: Ciclo de Stirling que consiste de cuatro procesos, la compresion y expansion
isotérmica, y a volumen constante la adicién y sustraccion de calor.

rador, en este punto todo el fluido de trabajo estd en el espacio de compresion
a una temperatura minima. El volumen de compresion estd en su maximo y la
presion y temperatura estan en su minimo.

Durante el primer proceso el piston de compresién se mueve hacia el regenerador
mientras que el piston de expansién se mantiene estacionario. El fluido es compri-
mido, pasa de un volumen minimo v,,;, a un volumen maximo V,,., y la presion
aumenta, la temperatura se mantiene constante en 7" = T,,;, debido al flujo de
calor del espacio frio a los alrededores, tomando en cuenta que la maquina trabaja
con un gas ideas y debido a que se encuentra en un proceso isotérmico la variacion
de la energia interna es cero y el calor por primera ley de la termodinamica es
igual al trabajo

Vmin .
AQ = AW = PdV = nRTyunln (VW”) <0 (5.1)

Vmaac max

en este caso se hace trabajo sobre el fluido para compensarlo el calor fluye a sus
alrededores.

Durante el segundo proceso los dos pistones se mueven simultaneamente, el piston
de compresion se mueve hacia el regenerador y el de expansion se aleja de éste.
Asi el volumen entre los pistones se mantiene constante, V' = V; mientras que el
fluido es transferido del volumen de compresion al volumen de expansiéon, y pasa
de una temperatura minima 7,,;,, a la temperatura maxima 7,,,,. El aumento
gradual de la temperatura causa un aumento en la presion, en este caso.

AW =0 (5.2)
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AQ = AU = ney AT = ney (Thae — Tmin) (5.3)

En este caso el gas absorbe calor aumentando su energia interna y por lo tanto
su temperatura.

Durante el tercer proceso el piston de expansion contintia moviéndose lejos del
regenerador mientras que el piston de compresion se mantiene estacionario. Mien-
tras sucede la expansion, la presion disminuye y el volumen aumenta de V,,;, a
Vinae- La temperatura se mantiene constante en 7' = T,,,, debido al calor absor-
bido del bano térmico caliente. Entonces

Vma:c

AQ = AW = NRT L (

Vmin

Vmax )

5.4
Vmin ( )

el gas realiza trabajo mientras absorbe calor.

En el ultimo proceso los dos pistones se mueven simultaneamente para transferir el
fluido al espacio de compresion manteniendo el volumen constante en V5. Durante
el flujo de este fluido el calor es transferido del fluido al regenerador, reduciendo
la temperatura de 7;,,, hasta llegar al minimo 75,,;,.

AW =0

(5.5)
AQ =AU = ch(Tmm — Tmam) 5

(5.6)

El gas ideal cede calor disminuyendo su energia interna, el resultado del proceso

es la conversion de calor en trabajo.

Tmm ‘ I :l
e —
\ I:

Y'Y

I =0
M- BT

Figura 5.2: Arreglo de pistones de la mdquind®

El ciclo de Stirling tiene una eficiencia calorifica grande, es capaz de alcanzar la
eficiencia del ciclo de Carnot solo en el caso ideal. Dado que el motor Stirling
tiene la habilidad de utilizar fuentes de energia alternativas y renovables puede
ser muy importante en industrias que busquen utilizar energias alternativas y
eficientes, el estudio de este tipo de méaquinas sigue vigente 33
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Nos interesa ampliar los estudios de termodindmica de sistemas macroscopicos a
sistemas pequenos del orden de micras para el caso de una sola particula Brow-
niana.

En el caso micrométrico tenemos una particula controlada por las pinzas épticas
y dos voltajes externos Vj y V, que nos permite generar procesos con los cuales se
modifica a la particula Browniana. La variacién en el volumen se puede interpretar
como un cambio en la rigidez del potencial armoénico generado por las pinzas
Opticas. Esta variacion en el potencial puede generar que la particula tenga mas
libertad para moverse cuando la rigidez del potencial es pequena o puede limitar
su movimiento cuando la rigidez del potencial es grande, como se puede observar
en la figura [5.3

U:_k1x2 k3>kl

Figura 5.3: Se muestra de manera grdfica el cambio que se genera cuando se varia la
rigidez del potencial con ko = 2k;.

La temperatura en el caso micrométrico no se puede definir a menos que el sistema
se encuentre en equilibrio con el medio en el que se encuentra, de otra manera
se deja indicado que es proporcional al ruido que siente el sistema. Un proceso
isotérmico serd en nuestro caso un proceso que sucede a una intensidad de ruido
constante, es decir, ¢(t) no variard en el tiempo, y los procesos isocéricos, es decir,
a volumen constante, se realizan manteniendo invariante la rigidez del potencial
armonico.

5.2. Ciclo de Stirling en cuasi-equilibrio

Una primera aproximaciéon del problema que ya se ha llevado a cabo en varios
articulos 242910 o5 considerar que los procesos termodindmicos son llevados por
estados de cuasi-equilibrio. En estos procesos los parametros de control cambian
de forma mucho mas lenta que los tiempos de relajacion del sistema, asi pasa
por estados de cuasi-equilibrio, llegando a un estado final en equilibrio. De esta
manera el resultado es independiente del camino por el que se lleva acabo el
proceso.

Para un proceso de este tipo se utiliza la densidad de puntos de un ensamble
candnico en el espacio fase y se describe con la distribucion de Gibbs sobre el
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proceso. Para encontrar la distribuciéon debemos de determinar la hamiltoniana
del sistema, en este caso se toma en cuenta el potencial de las pinzas 6pticas

H(x(t), v(t), 1) = ;k(t)x(t)Q + ;mv(t)2 (5.7)

Ya que el estudio en esta tesis se realiza en el caso sobre-amortiguado, la hamil-
toniana correspondiente es

H(zt) — ;k:(t)x(t)Q (5.8)

y nos indica que al tiempo ¢ el sistema esta descrito por un ensamble Canoénico,
entonces la densidad de probabilidad de encontrar a la particula browniana con
una posicién x a un tiempo t es

e~ BiH (z1,t) e*%
A (5.9)
En donde |
A0 = 5ot

y Z; es la funcion de particion en el ensamble candnico

— 271']4531 (t)
Z = /d ﬂtH(ZB(t),t) — 1
s xe = k() (5.10)

Sustituyendo la funcién de particién y el valor de () encontramos la densidad
de probabilidad

k(t)  _swrwen?

pz,t) = m@ Tz (5.11)

La densidad de probabilidad p(z,t) la podemos comparar con la densidad de
probabilidad de la solucién general de Fokker-Planck (4.31)) al hacer esto hallamos

el valor de €(t) (4.33)) en el tratamiento de cuasi-equilibrio.

k(t) _ o2 €(t> —e(t)x?

e 2hpT() — e

2rkpT(t) s (5.12)

notamos la existencia una relacion entre €(t) con k(t) y la temperatura del medio
que lo rodea

k(t)

) = 5570 (5.13)

Por otro lado €(t) en equilibrio se puede derivar de la ecuacién (4.32), ya que
en este caso debe de cumplir que no existe un cambio en el tiempo sobre esta
variable
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() = [ - } —0 (5.14)

por lo tanto

_ k()
() = (5.15)

Al sustituir el valor de €(t) de la ecuacion (5.13)) en la ecuacion ((5.15]) encontramos

la relacién que existe entre la intensidad del ruido con la temperatura que solo se
cumple cuando el sistema se encuentra en equilibrio.

g(t) = L2kpT(t) (5.16)
m

Nos regresa a la relaciéon de fluctuacion-disipaciéon pero ahora para el cuasi-

equilibrio.

Reescribimos la funciéon de particion (5.10]) en términos de la intensidad del ruido
y la rigidez de la trampa.
mmq(t)
Z(t) = (5.17)
Vk(t)

La funcién de particion nos permite encontrar la ecuacion de estado del sistema
por su relacion con la energia libre

mq(t) mq(t) mmq(t)

Flg, k) = =89 L (a(q k) = =4 1y (5.18)
2y 2y V(1)

La ecuacion de estado del sistema, en termodindmica clésica estd dada por dF (T, v) =

—SdT — pdv al hacer el equivalente a sistemas pequenos definimos una funcién

® semejante a la presion y llegamos a la siguiente relacion.

m
2vkp

dF(q, k) = ———Sdq + ®dk (5.19)

Partiendo de esta suposicion, al utilizar la funcién de particién (5.17)) y la energia
libre ([5.18]) podemos obtener la ecuacién de estado de nuestro sistema y la entropia

_(9FN _ ma(t)
P _<8k:)q_ Ayk(t) (5.20)
~omS _ [OF\ _m mmq(t)
Sefectwa = 27kB = (aq )k = 2’}/ (LTL ’}/k'(t) + 1) (521)

Vemos que ¢ esta relacionada directamente con ¢ y es inversamente proporcional
a k, lo cual es semejante al comportamiento de un gas ideal en donde ¢ juega el
papel de la temperatura y k& del volumen. Siguiendo este enfoque, el trabajo esta
dado por la expresion

mq(t)

d pr—
W= ok

dk(t) (5.22)
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La convencién de signos utilizada es la siguiente: trabajo positivo implica que se
realiza trabajo sobre la particula y si es negativo indica que la particula realiza
trabajo sobre sus alrededores.

Ademas, con la relacion entre la energia interna y la energia libre
U=F+TS

obtenemos la expresion para la energia interna.

v=r g
2y
(), [ma®) | mato) () [rma
2y vk (t) 2y V(1)
mq(t)
_ 2
. (5.23)
El cambio en la energia interna
AU =AQ+ W

unicamente depende de la intensidad del ruido, en el caso del calor, un calor
positivo implica un flujo de energia del medio a la particula, es calor absorbido
y si es negativo es calor cedido. Tomando todo esto en cuenta podemos proponer
el ciclo y calcular sus variables termodinamicas.

Para el ciclo Stirling tenemos dos procesos a ¢ constante y dos procesos a k
constante. Usando la ecuacion de estado podemos determinar cada uno de
los procesos las curvas a g constante corresponden a hipérbolas que se encuentran
en funcién de k y rectas para k constante. Esto significa que en el espacio de las
variables (g, k) la forma del ciclo es muy semejante a la del ciclo Stirling con un
gas ideal como se muestra en la figura [5.4]

El primer proceso comienza en el punto (kz, ¢2). Se trata de una disminucién del
potencial k(t) el cual va de ko a ki siendo ko > ky; la disminucién del potencial
corresponde a una disminucion en el atrapamiento de la particula Broniana, esto
implica que posibilita més su movimiento, el proceso sucede a una intensidad de
ruido grande ¢y. En este caso el trabajo esta dado por

Yqo (R dk mqs ko
AW = — — =——"In|—= 5.24
=2 4y Jky k 4~ " (k}l ( )

ya que el proceso se realiza manteniendo constante la intensidad del ruido, el
cambio en la energia interna ([5.23)) es cero y por lo tanto

AW, = —AQ
Entonces

k
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Figura 5.4: Cilo de Stirling Browniano en el espacio ®,k en donde las curvas del
espacio se generan a partir de la ecuacion de estado [5.20

Ya que ko > ki, el trabajo en este caso es una cantidad negativa y el calor
es positivo, lo cual implica que el flujo de energia va del medio a la particula,
mientras tanto la particula realiza trabajo sobre sus alrededores.

El segundo proceso, que comienza en el punto (ki,¢2) es la disminucién en la
intensidad del ruido que va de ¢ = ¢2 a ¢ = ¢q1, siendo ¢» > ¢; mientras que la
dureza del potencial se mantiene constante con k = ky. En este caso debido a que
k permanece constante, no existe trabajo y por lo tanto

AWj_ s =0 (5.26)
m
AUz = AQ = 5(% — q2) (5.27)

y ya que ¢ > qi, el calor es negativo. Esto implica que durante este proceso se
libera calor al medio.

El tercer proceso que comienza en el punto (ki,q;) es el aumento en el potencial
que pasa de k = k1 a k = ko por lo tanto la particula tendra un movimiento méas
restringido con una intensidad de ruido constante ¢ = ¢;. En este caso el trabajo
es

k
AWy = 2y, <2> (5.28)

2’7 k?l
y en este proceso no existe un intercambio en la energia interna ya que solo
depende de la intensidad del ruido, debido a esto podemos expresar el calor como
el negativo del trabajo

k

Entonces, vemos que se estda realizando trabajo en el sistema mientras que el calor
fluye de la particula a sus alrededores.
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El dltimo proceso que cierra el ciclo, comienza en el punto (ks, q;), es el aumento
en la intensidad de ruido que pasa de ¢ = ¢; a ¢ = ¢» mientras se mantiene un
potencial constate con una rigidez k = ky. En este caso no existe trabajo

y el calor es igual al cambio en la energia interna.

m
AUsy = AQy = 5(612 —q1) (5.31)

El cambio es positivo por lo que se esta absorbiendo calor de los alrededores.

Finalmente la eficiencia de la maquina esta determinada por el cambio total del
trabajo sobre la cantidad de calor absorbida por el sistema.

m k
_ Wtotal . %(QQ - ql)Ln (ﬁ) —1_ @

Qa B %Ln (%) q2

(5.32)

que guarda una gran similitud con el caso ideal.

En resumen los valores de las cantidades termodinamicas se pueden ver en el

cuadro B.11

Proceso (AW) (AQ)
Disminucién de ko — k; con ¢(t) = ¢ "2 Ln (%) 2 [ (’Li)
Disminucién de go — ¢; con k(t) = ky 0 %((h — )
Aumento de k; — ko 58 Ln (%) —%0 (%)
Aumento de ¢ — ¢ 0 %(QQ —q1)

Cuadro 5.1: Tabla con los valores del calor y el trabajo en cada uno de los procesos
del ciclo de Stirling.

Estudiamos al sistema en un estado de semi-equilibrio, el resultado de este estudio
es muy vago ya que al hacerlo no se estan tomando en cuenta las fluctuaciones
del medio, el resultado al que se llega es muy parecido al ciclo de Stirling que
conocemos en la termodinamica clasica. El sistema trabaja a dos intensidades de
ruido diferente, en el proceso la energia es transferida a la particula, es decir,
absorbe calor para transformar una parte de esta energia en trabajo.

Para determinar la soluciéon completa en el caso de estudio de esta tesis es nece-
sario plantear el proceso con el que se va a modificar a la particula Browniana.
En el préximo capitulo plantearemos el proceso para realizar un ciclo de Stirling.






Capitulo 6

Ciclo de Stirling Browniano

El interés principal de esta tesis es estudiar los efectos de las fluctuaciones del
medio que sienten particulas de tamafio micrométricas o més pequenas. Se es-
pera que aplicando de una manera adecuada la termodindmica estocastica a los
sistemas micrométricos el promedio de las cantidades termodinamicas tales como
el calor, el trabajo, la entropia y la eficiencia se vean modificadas de su caso de
cuasi-equilibrio. En un sistema fuera de equilibrio es importante tomar en cuenta
que el ciclo se realiza durante un tiempo finito de una cierta manera, el protocolo
define cémo se van variando los pardmetros externos, la rigidez de la trampa k(t)
y la intensidad del ruido ¢(¢) como funcién del tiempo. A partir de ello se encuen-
tra la solucion a la ecuacion de Langevin que nos muestra el comportamiento de
la particula y la solucién a la ecuaciéon de Fokker-Planck que nos indica la pro-
babilidad de encontrar a la particula en z + Az a un tiempo ¢ para cada proceso
del ciclo.

En términos de dicha distribucion de probabilidad se encontraran los promedios de
las cantidades termodinamicas, trabajo, calor y entropia definidas en el capitulo
para la particula Browniana en un tiempo finito. Ademas, podremos determinar
qué tanto se diferencia del caso en cuasi-equilibrio y comprobaremos que en el
caso cuasiestatico las soluciones regresan a lo que estudiamos del ciclo en cuasi-
equilibrio.

6.1. Protocolo

En el modelo experimental desarrollado en el capitulo 1 explicamos que de for-
ma experimental se pueden modificar externamente la intensidad del ruido ¢(t)
gracias a un voltaje externo V,, y la rigidez de la trampa k(t) gracias al voltaje
externo Vj, esto nos da la libertad de proponer un protocolo que nos indique la
forma en la que ambos parametros cambian en el tiempo para poder realizar pro-
cesos termodinamicos. Como hemos visto la intensidad del ruido estéa relacionada
con la temperatura y la rigidez de la trampa con el volumen.

Proponemos un protocolo del ciclo de Stirling en el que ¢(t) y k(t) varfan lineal-
mente en el tiempo para realizar dos procesos isotérmicos y dos isocéricos, el ciclo
completo se realiza en un tiempo total 7 y cada uno de sus cuatro procesos se
realizaran en un tiempo 7.
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Antes de comenzar con los calculos proponemos las siguientes variables adimen-
sionales, el detalle de este analisis se encuentra en el apéndice A.

le

= — 1

o= (6.1)

Ak = TR (6.2)
k1

Ag = @2 —qQ (6.3)
@1

Al definir estas variables podremos escribir las ecuaciones de manera adimensio-
nal, pero mas alla de eso notamos que con las variables adimensionales podemos
extraer més informacion, a mide el cociente de los tiempos caracteristicos en el
sistema y ello permite el andlisis de resultados, 7 es el tiempo del ciclo, mientras
que :Tl tiene unidades de frecuecia, es un tiempo de relajacién caracteristico del
sistema. Ak y Ag son cocientes que nos determinan qué tanto se varian externa-
mente la rigidez de la trampa y la intensidad del ruido con respecto a un estado
base. Por ejemplo, cuando se varia mucho la rigidez de la trampa existe un cambio
muy grande entre ky v ko, Ak nos muestra esta diferencia comparandola con k;
de manera adimensional. A partir de este momento se reescribiran las expresiones
en funcion de las variables adimensionales.

En el primer proceso a intensidad de ruido constante, tenemos una disminucion
lineal de la rigidez del potencial, de k; a ki, esto sélo es valido para 0 <t <

ky — k AtAk
kioo(t) = 24t 4 ky = ky <1+Ak— )

Gis2(t) = @ =q(l+Ag) (6.5)

(6.4)

El segundo proceso con rigidez de la trampa 6ptica constante se realiza lineal-
mente la disminucién del ruido durante un tiempo finito que sélo es valido para
T<t<

1=t=7

kass(t) = ki (6.6)

wost) = L24 (t _ D b= a (1 + Ag (2 _ 4:)) (6.7)

El tercer proceso es un aumento en la rigidez del potencial, a una intensidad de

ruido minima y constante valida para un intervalo de tiempo que va de %{ <t<
3T
4

ksoa(t) = b2 = ’“4(15 - %Z) ki =k (1 + Ak(-2+ 4:)) (6.8)

T

Ba(t) = @ (6.9)
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El dltimo proceso que cierra el ciclo sucede para % < t < 7. Se trata de un

aumento lineal en la intensidad del ruido con una rigidez de potencial constate
kyi(t) = ko =ki(1+ Ak) (6.10)

_ 3 4t
g (t) = uzl(t - —T) tq = q1<1 +Ag(-3+ )> (6.11)
T 4 T

La dependencia temporal del protocolo la podemos observar en la figura [6.1} La

S
1
1
1
1
I
:

U

Figura 6.1: Grdficas realizadas con el protocolo arriba indicado. En la figura derecha
se muestra el protocolo para el cambio en la intensidad del ruido q(t) en funcion del
tiempo t, en donde qo = 2q1. En la figura izquierda se muestra el protocolo para el
cambio de la rigidez del potencial k(t) en funcion del tiempo t, en el cual se toma en
cuenta que ko = 2kq.

manera en que varian las variables externas, el cambio en la intensidad del ruido
q(t) y el cambio en la rigidez del potencial k(t), con el protocolo propuesto en
funcién del tiempo nos da la pauta para comenzar el analisis de nuestro modelo
de un ciclo de Stirling realizado por una particula Browniana en un tiempo finito.

6.2. Ecuaciéon de Langevin en el ciclo

Para estudiar un sistema Browniano nos hemos enfocado en dos procedimientos
distintos que son totalmente equivalentes, por un lado, la ecuaciéon de Langevin
determina la ecuacién de evolucion estocastica de la particula Browniana y por
otro lado la ecuacion de Fokker-Planck nos indica la evolucién temporal de la
distribuciéon de probabilidad.

La solucién a la ecuacion de Langevin ya fue encontrada parcialmente en (4.25)).
Es a partir de esta ecuaciéon que introducimos el protocolo propuesto de nuestro
modelo, de esta manera para cada uno de los procesos termodinamicos por los que
pasa la particula podremos determinar las soluciones estocasticas de la ecuacion
de Langevin. Con lo cual obtendremos la posicién de la particula en un instante
y su trayectoria.

_1rt LAY, 2 1 t t A
©(t) = a(tg)e” 7 o HEO 4 2 / D(t)e 7 Je HEDE" g (6.12)
Y Jto
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El promedio y la correlaciéon encontrados sobre un ensamble de muchas realiza-
ciones se encuentra tomando en cuenta las propiedades del ruido Gaussiano

() =0 (6.13)

(DOT(E)) = at)a(t — ) (6.14)

El promedio esta dado por la siguiente expresion.

@(t) = alt)e 7 I " (6.15)
y la funcién de correlaciéon esta dada por

(z(t)a(ta)) = (z(tr))(z(t2))
1 (t17t2) t " " t " "
n 72/ dt' (q( e L k@ [ k(e )) (6.16)

7T Jto
El limite de integracién es t; o t5 dependiendo de cudl sea el menor. A partir de
estas soluciones, tomando en cuenta una condicion inicial para la posicion y los
protocolos en funcién de las variables adimensionales con los que cambia k(t"”) y
q(t") se pueden encontrar la posicién de la particula Browniana a un tiempo t su
promedio y la correlaciéon en cada uno de los procesos. Los célculos completos se
encuentran en el apéndice B.

Durante la disminucién de la rigidez del potencial tomando en cuenta el protocolo
(6.4) y (6.5) calculamos la posicion,

a(—4tAk+7(1+Ak))2
2Ak 1+Ak) \/—Te 8AKT2

()52 = x(t0)1%267< T 2\/—7\/—\/—
Va(l+ Ak) Va(—4tAk + 7+ AkT)
(et [t |~ Bt [ a1

El ruido I'(¢y) tiene una distribucién Gaussiana, su promedio es cero y su varianza
es constante ¢;(1 4+ Ag)
El promedio de la posicion tiene la siguiente expresion

t_ a2
(T(t)1s2) = x(to)lazefa[(HM);f425@} (6.18)
y la correlacion cuando t; = t5 estda dada por

—2 | (1+Ak) (20) - 4224k ¢ (1 + Aq)/mTYT  atrak?s
<x2(t)1—>2> —w(t0)1_>2 (& [ } + 72\/m e~ irAk
— 2 [(1+Ak) (2t)— 2AkL ] (E M
‘ ] /AR )
Va(—4tAk 47+ AkT) >
- F
Tf{ 2V AkT ]

En la figura vemos la posicién de la particula para una realizaciéon, las fluc-
tuaciones estan aumentando en el tiempo debido a que la rigidez del potencial
disminuye lo cual permite mas movimiento, podemos observar su movimiento en
comparacion con su promedio que decae de manera lenta.

(6.19)
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X[t]

Out[155]= %

Figura 6.2: La posicién de la paticula y su promedio durante la disminucion del poten-
cial

En el segundo proceso comenzamos en el tiempo 7 la rigidez de la trampa perma-
nece constante pero cambia la intensidad del ruido como se indica en ,
en este caso la posicion estd dada por:

—a(t-1) 1ot _at=th
#(t)29 = w(to)s-spe () 4 / D(t)e 2 dt (6.20)
4

Debido a su dependencia temporal en la intensidad del ruido, la integral debe de
ser evaluada numéricamente. Pero por su propiedad Gaussiana no hay problema
en encontrar el promedio de su posicién y su correlacion.

El promedio esta dado por

(@(t)as) = @(to)asae 77TV (6.21)

Y la correlacion cuando t1 = to

_aezy | @1 | [ 24q T 7(1+ Aq)
(@2 (t)2ms) = w(to)3 5 7372 + 12 (7(75 + 5) T o0
_apgy_1 20q (T T (14 Ag)
a1y _28¢ (T TN\
e ( a (4 + 2a> % (6.22)

En la figura[6.3] vemos que la posicién de la particula aunque muestra un aumento
en las fluctuaciones se encuentra mucho méas limitada en sus movimientos, esto
se genera debido al potencial de atrapamiento constante que se esta ejerciendo
sobre ésta y a la disminucién de la intensidad del ruido, vemos que la posicion
quedan muy cerca del valor promedio.

En el tercer proceso del ciclo el tiempo t solo puede tomar valores entre 27/4 y
37 /4 durante este tiempo se realiza un aumento en el confinamiento de la particula
Browniana con una intensidad de ruido constante ([6.9)).
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X[t]

X0

.z:.l"’
-

Figura 6.3: Grdfica de la posicion durante el sequndo proceso del ciclo en el que la
intensidad del ruido cambia con una rigidez del potencial constante.

La ecuacion que describe la posicién de la particula es

_ a(4tAk+T—2AkT)?
a(2t—7)(2tAk+T—AkT) TTe 8AkT2
_ y T

t =x(t 27
90( )3—>4 $( 0)3—>4€ 2\/§7\/A_k’

(Er fi [ML\/E] — Erfi l\/a‘lt?ji”ﬂ_;fAm)D M(q)  (6.23)

En donde T'(¢) tiene las propiedades del ruido Gaussiano con promedio cero y con
intensidad de ruido constante ¢

En promedio usando las propiedades del ruido, obtenemos

<$(t)3—>4> = l‘(t())g_>46_% (1_2Ak+@> (t_g)

y la correlacion cuando t; = t5 esta dada por:

a 2t2

2t 28k(2t) | Ak(2t2) 1 37k _?[(Zt)(l—QA’“)JFT}
_ 2 —al F-TET AT 415 Qe

(2(t)34) = z(to)3-4€ +

72

qzlj/‘g [Er fi(V2a(=1+ Ak)) + Er fz‘(\/a(% +\/T§T_ 2Ak7))] (6.24)

El comportamiento de la particula Browniana en este caso se puede observar en
la figura

Con el cuarto proceso realizando el aumento de la intensidad del ruido (|6.11))
sucede en un tiempo ¢ que va de 37/4 a 7 con una rigidez de potencial constante
(6.10)) regresamos al estado inicial de los pardmetros externo en el ciclo.

La posicion de la particula esta dada por la siguiente ecuacion

a(1+Ak)(t—3T) 1 t a(t—ty)( )
z(t)as1 = z(to)ase” T + _[a L(t)e” e ar (6.25)
7T
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X[t]

Out[400]= X0

=9
~|2

Figura 6.4: Grdfica para el tercer proceso del ciclo, en donde se muestra la posicion de
la particula Browniana y su promedio.

Cuya soluciéon por la dependencia temporal del ruido dado por el protocolo |6.11
solo puede realizarse numéricamente. Pero las expresiones del promedio y la co-
rrelacion pueden ser determinadas gracias a la propiedad Gaussiana del ruido.

El promedio esta dado por

_ a(1+Ak) (tig_f)
(@(t)as1) = x(to)ae 7 ‘

Y la correlacion tiene la siguiente forma cuando t; = t».

2 _ 2 —olrdk) o 37 Tq1
(x(t)is1) = 2(to)iqe 2+ 2v2a(1 + Ak)

4Aq T a(1+Ak) g, 37
1—3Aq— -2ty
[( 554 T (2a(1+Ak))> e

(—1 4 3Aq + @(% + m))] (6.26)

Podemos ver el comportamiento de la particula durante una realizaciéon del pro-
ceso en referencia con el promedio en la figura Se nota en la imagen que
durante este proceso la particula se encuentra en un potencial de confinamiento
mas fuerte ya que muestra menos fluctuaciones.

Podriamos realizar el analisis completo termodinamico a partir de esta solucién
a la ecuacion de Langevin, debido a las fluctuaciones que presenta la particula
en cada realizacién obtendra una trayectoria diferente y por lo tanto resulta-
dos diferentes, en este caso es mas conveniente realizar en analisis mediante su
distribucion de probabilidad dada por la ecuacion de Fokker-Planck.

6.3. Ecuacion de Fokker-Planck en el ciclo

Cuando se hace el analisis con la ecuacion de Fokker-Planck nos interesa encontrar
la distribucién de probabilidad en cada uno de los procesos, de esta manera
podremos determinar la probabilidad de que la variable x tenga un valor entre
(x,z + dx) al tiempo ¢, la solucién se propuso con una forma Gaussiana
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X[t]

X0

Figura 6.5: Ultimo proceso del ciclo. Grdfica de la posicion de una particula Browniana
durante este proceso.

w(x,t) = 6(7:)6_6“)”32 (6.27)

y como vimos en el la seccion [4.3] encontrar la distribucion de probabilidad se
reduce a encontrar €(t) dada por (4.33)),

1 Loz P panar 20 [0 2 (pama
Il e m i + 7/ t e ymJv dt 6.28
S = ) (6.28)

Con la aplicacién del protocolo propuesto solo resta resolver las integrales en el
tiempo para encontrar la solucion, ademaés se debe de tomar en cuenta la condicién
inicial de la particula. En el caso del ciclo, solo durante el primer proceso la
condicién inicial de la particula Browniana corresponde al equilibrio térmico con
el bano en el que se encuentra, de esta manera €(tg) es

vk (to)
mq(to)’

Los pasos a detalle de los siguientes calculos se encuentran en el Apéndice C

En el primer proceso k(t) y ¢(t) estan dados por y respectivamente. El
protocolo de este proceso implica que el confinamiento de la particula Browniana
disminuye. Tomando en cuenta que inicialmente la particula se encuentra en su
estado de equilibrio con el medio, y después al comenzar el proceso la sacamos de
su equilibrio, podemos escribir €(t) de forma adimensional de la siguiente manera.

e(ty) = (6.29)

€(0)1 59 2 {2Ak£f(Ak+1)} N Va(l + Ak)y/merar (F48k7+(Ak+1)
e
€152(1) 2V Ak

Ja(Ak +1) Va(—4AkL + (Ak+ 1))
(Erf[m_k | - [ D (630
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Una vez que se le asignan valores a Ag y Ak los resultados tienen dependencia
con o y t/7 y esto sucede en cada uno de los procesos.

En este caso, el proceso esta limitado por los valores que puede tomar el tiempo,
ya que el protocolo se realiza para un tiempo ¢ finito que va de 0 a 7. En la
solucion podemos ver que la dependencia temporal esta dada por la fraccion
adimensional f a la que llamaremos t,4 de esta manera el primer proceso es valido
para

1
Oétadgz

Con t,q = 0 la solucion se reduce al valor de la condiciéon inicial y en t,q = i
nos indica su valor al final del proceso, si el proceso fuera ideal y se realizara
cuasiestaticamente entonces 6(%) final coincidiria con su valor en equilibrio térmico

22 Realizando la resta de ambas expresiones encontramos la

1
dado por =0 =T

raiz numérica para encontrar en qué « el valor de ﬁ se aproxima a su valor
e(t=7

de equilibrio. Al hacer esto encontramos que para o =~ 127 el sistema podria estar
en un estado de equilibrio, recordemos que « (6.1)) mide el cociente de los tiempos
caracteristicos en el sistema, esto implica que un « grande puede relacionarse con
un tiempo de proceso grande comparado con el tiempo de relajacion del sistema lo
que nos llevaria al caso cuasiestatico o por ejemplo que la rigidez inicial k£ es muy
grande comparada con mi'y’ a grande se puede interpretar de diversas maneras y
los datos experimentales nos pueden ayudar a determinar en qué situaciones se
estd evaluando el proceso.

Durante el segundo proceso del ciclo la disminucion del ruido (6.7)) a un potencial

constante nos lleva al siguiente resultado, en este caso no necesariamente la

condicién inicial del sistema €(t) corresponde al estado de equilibrio ﬁ =2k
4/€4q

k1
e(T/4)152  _oato1y €(T/4)152
R e T 4 O
62—>3(t) €eq a(l + AQ)
t _2a(4_r/4) _2a(t_1)
4;@Aq+(2Aq{—1+e T } +a[—1—2Aq+e Ta (1—|—Aq)D
(6.31)
en el caso en el que % = 1 se cumpla entonces llegamos a
6(1&0)2%3 _ 6_204(%_%) _ 4tOéAq
€a,3(%) at(1+ Aq)
20g[—1 + e 2G| +af-1 - 2Ag + e D(1+ Ag)]
_ (6.32)
a(l+ Ag)

La soluciones estan expresadas en términos de la fraccion adimensional t,5 = f y
yva que el tiempo se encuentra limitado, la fraccion adimensional solo puede ir de

Stadg

e~ =
| —
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evaluada en t,q = i la solucién nos indica que € se encuentra en el € inicial,
cuando se evalta en el tiempo final entonces encontramos el valor de e fuera de
equilibrio, que si el proceso se realiza en caso cuasiestatico podriamos regresar al
caso de equilibrio.

El tercer proceso es un aumento en la rigidez del potencial con una intensidad de
ruido constante. Durante este proceso la solucién es la siguiente,

% — o a(2E-D(2ART+1-AK) _ €(27/4)253 \/aﬁe_ﬁ(‘lAkf—?A’fH)g
€3-4(t) €eq AR
ANKE +1 - 2Ak
[Erfi( va )—Erfz(\/a( rt ))}
2V Ak Ak

En el caso en el que la condiciéon inicial coincide con el estado de equilibrio

€(to)3—a — a2 -1)(2AkE+1-AK) _ \/a\/%e*ﬁ(mk%mmw
€34(t) 2V Ak
Va \/5(4Ak§ +1-— 2Ak))}

[Erfz’(2\/A_k) — Erfi( Nav:

Ambas soluciones estan en funcién de la fracciéon adimensional t,4, durante este
proceso la solucién esta limitada para

(6.33)

(6.34)

3
*<tad§1

cuando la analizamos en el tiempo inicial del proceso la solucién es la €(t) , cuando
lo analizamos en el tiempo final obtenemos €(t) fuera de equilibrio, para regresar
que el proceso pueda tomarse en cuenta como un proceso en equilibrio entonces,
a, tiene que ser muy grande.

El dltimo proceso que cierra el ciclo es un aumento en la intensidad del rui-
do mientras se mantiene la rigidez del potencial de atrapamiento constante. La
solucion la encontraremos resolviendo tres integrales

€4H1<t) €€qOZ(1 + Ak)
(_1 + €2a(1+Ak)(ff+%)) . Oé(l 4 Ak) (_1 + €2a(1+Ak)(ff+%) + 3Aq):| (635)

€(37/4)354 20(+AR)(—£+3) 6(37/4)3—%{406Aqt(1 + AR+ 2Ag
— -

Cuando la €., coincide con el valor de la condicién inicial entonces tenemos

5@0)4%1 20(1+Ak)(— L +3) 1 { t
— == T —————l4aAq—(1 + Ak) +2A
€4-51(t) ‘ r a(l 4+ Ak) “ qr( +Ak) +24q

(_1 I eza(1+Ak)(—£+%)) —a(l+ Ak)(—l 1 e20(HAR) (—14]) BAq)} (6.36)

Las soluciones estan en funcion de la fraccién adimensional de los tiempos que
llamamos t,4 , este tiempo va de

Stadgl

=1 W
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La solucion regresa al valor esperado en el tiempo inicial y en el tiempo final
€(t)4—1 el sistema llega al estado de equilibrio cuando « es muy grande.

En cada uno de los procesos se puede llegar al estado de equilibrio con el medio en
el que se encuentra la particula siempre y cuando « sea muy grande. Esto implica
que el proceso se tiene que realizar de manera cuasiestatica o durante un tiem-
po 7 infinito para que la particula Browniana pueda realizar un ciclo de Stirling
reversible. Claramente las fluctuaciones que siente la particula y la dependencia
temporal en el protocolo sacan del equilibrio a nuestro sistema y solo en un caso
muy ideal se podria tomar en cuenta un cuasi equilibrio.

Hasta aqui solo hemos determinado €, con estas expresiones podemos encontrar
la distribucién de probabilidad, y con la distribucién de probabilidad podemos
determinar los promedios sobre el ensamble de muchas realizaciones. La termo-
dinamica del sistema, que como ya vimos solo en casos muy especificos se encuen-
tra en equilibrio, la determinaremos con ayuda de las expresiones que acabamos
de encontrar.






Capitulo 7

Termodinamica del ciclo

Para un sistema que es manipulado por pinzas 6pticas, el potencial del sistema se
puede modelar como un potencial del tipo oscilador armoénico en una dimension.
Hacemos uso de esta aproximaciéon para encontrar las ecuaciones que definiran
la termodinamica de la particula de estudio, se debe de tener especial cuidado
en mantener la dependencia temporal en la rigidez de la trampa k(t) y en la
intensidad del ruido ¢(t) y recordar que se trata del caso sobre-amortiguado. En
la primera parte encontraremos la expresion del calor, posteriormente desarro-
llaremos la expresion para el trabajo y la entropia. Finalmente analizaremos la
termodinamica de cada proceso del ciclo de Stirling dado por el protocolo.

7.0.1. Calor

El intercambio de energia que se realiza durante un proceso entre el sistema y los
alrededores nos indica el cambio del calor (3.14) del sistema.

dQ = aUa(i’t) - da(t) (7.1)

en nuestro modelo el potencial generado por las pinzas 6pticas es un potencial
armonico en una dimension, sustituyendo el valor y dejando la dependencia tem-
poral del pardmetro externo, que en este caso es la rigidez de la trampa k(t)
llegamos a la siguiente expresion.

dQ = k(t)x(t)dz

k(t

Integrando podemos determinar el cambio de calor que sucede durante el proceso

"0 k(1)
AQ= [ Ela(s 7.2
Q= /. 5 ) (72)
siguiente

Por las propiedades aleatorias de los sistemas pequenios el calor tendra un valor

diferente en cada realizacién del proceso, aunque se lleve a cabo mediante el

25
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mismo protocolo. Nos interesa encontrar el promedio de una gran cantidad de
realizaciones del proceso. El promedio no actia sobre la rigidez del resorte debido
a que es modificada externamente de manera determinista.

) k(1)

@Q) = [ ) (73)

El promedio lo encontramos utilizando la distribucion de probabilidad que es
solucion a la ecuacién de Fokker-Planck . Usando esta cantidad y tomando
en cuenta que la distribucion debe de cumplir con podemos encontrar el
promedio de z?.

(%) = /w(a:,t)dex (7.4)
= (7.5)

haciendo uso de esta relacion y la relacion 4.32 encontramos la expresion del calor

(AQ) = — /t< R k(t)q(t)) i@t (76)

t0 \ 2mye(t) 272

Esta es la ecuacion que describe el cambio promedio del calor durante un proceso
que es realizado mediante modificaciones en los parametros externos, podemos
observar que esta expresiéon depende completamente de éstos, se puede modificar
la rigidez de la trampa y dejar constante la intensidad del ruido, se puede hacer
de la manera contraria, o bien variar las ambas al mismo tiempo, todo depende
del proceso que se quiere estudiar.

7.0.2. Trabajo

Para encontrar el trabajo seguimos el mismo proceso, aplicamos el potencial tipo
oscilador armoénico en la definicion de trabajo

O(3k(t)x(t)?)
k(1)

- (b

AW (z, ) dk(t)

Integramos para determinar el cambio de trabajo que sucede en cada proceso.

dk(t)

AW (2, ) = /tf(lx(tf)dtdt (7.7)

to 2

Al ser la posicién una variable aleatoria, entonces el trabajo es estocastico y
tendra al igual que el calor, un valor diferente en cada realizacién del proceso. El
promedio esta dado por
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(o) 0 gy

AW n = [ i

to 2

Usando la distribucién de probabilidad (4.31]) determinamos que el promedio de

x? es.

=) = 575

Entonces la expresion final del promedio del trabajo es

tr 1 dk(t)
to 4€<t> dt

(AW (2,1)) =

y siempre serd cero cuando no exista cambio en la rigidez k() del potencial. Las
implicaciones de esto es otro paralelismo con la termodinamica clasica para un
gas ideal, ya que la rigidez de la trampa es proporcional a mantener un volumen
en el sistema constante. Como bien sabemos durante cualquier proceso isocérico
no se realiza trabajo.

7.0.3. Entropia
La entropia de Gibbs para sistemas fuera de equilibrio nos indica que existe una
entropia que depende de la trayectoria de la particula, podemos escribirla como

S

= —Ln w(z,t)

Para determinar la entropia sobre una trayectoria reescribirmos el logaritmo de
w usando las propiedades de los logaritmos

]
Lnfw(x(t),t)] = — e(t)x

de esta manera la entropia esta dada por

il e B
s(t) = Yy +€e(t)x (7.8)

en donde z(t) estd determinada por el proceso estocéstico por lo que un resultado
con senntido fisico estda dado por el promedio sobre muchas realizaciones

(s(t)) = —;Ln [E(ﬂ +e(t)(a?) (7.9)

™

Pero el promedio de 2% como hemos visto estd dado por ((7.5)), por lo tanto
1 €(t) 1
=——In|—= — 1
(s(1)) Zn[W]g (7.10)

El cambio de entropia que se genera durante el proceso esta dado por

Als(t)) = (s(ty)) = (s(to)) (7.11)
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gzl =

El cambio de entropia durante cada proceso del ciclo depende del logaritmo de
la razon entre las €(t).

Todas las cantidades termodinamicas que hemos encontrado dependen del proto-
colo aqui planteado para realizar el ciclo de Stirling. Comenzaremos con el analisis
de estas cantidades en los cuatro procesos del ciclo, tomaremos en cuenta como
condicion inicial de cada uno de los procesos que el sistema se encuentra en un
equilibrio con el medio y por lo tanto

€(to) = €cq = (7.13)

Los céalculos a detalle estan realizados en los Apéndices D, E y F.

7.1. Disminucién del potencial

El primer proceso es el cambio en la rigidez del potencial (6.5 mientras se
mantiene constante el ruido . La forma de €(t) estd dada por con
e(tg) = 7’;2 que se puede reescrlblr en términos de las variables adlmensmnales
_ ’Ykl

como €(tg) = % de esta manera definimos una constante M = y po-
demos reescribir €(tg) = ((Aiﬁ)l ),

Las unidades de la expresion del calor quedan expresadas en la fraccion % que

. . , a1 . M{(A .z
tiene unidades de energia, escribiendo % = (AQ)* llegamos a una expresion
adimensional para el calor

a(l+ Ag)
2(1+ Ak)

<AQ1~>2>* = a3/2 4\/_

@ (Ak+ 1)] )

rni

2\/_ a(Ak+1)2( \/_e(2r)

- YT Erfi [N%]

V& ?
(vatan 1 elafEsae) — VT B
4 ,—Ak 4 T Tl

% g

\/
[V

Va(Ak + 1)] \/_e<
4/ Ak

- e(w%mkﬂ)
_ [ Vodk+]) —le\/?Erfz[ va (Ak+1)] )

) (1+Ak)ﬁ((2¢%)2(1 +F[(1,1),(5,2). (32))
27
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— (2\/%(Ak + 1>>2 (_1 + F[(la 1)7 (%’2)’ (2\/%(Ak i 1))2]))
2V

L Ak)8(2 + Ak)

(7.14)

Para analizar el resultado damos valores numeéricos a las variables adimensionales.
Ak =1y Ag = 1 tomando esto en cuenta la solucién queda en términos de «,
en el limite cuando « tiende a infinito el cambio en el calor tiende al valor

Ln(2)

> (7.15)

lim (AQ )" =

Al graficar el promedio del calor encontramos el comportamiento mostrado en la
figura|7.1| El cambio de calor positivo indica que el sistema esta absorbiendo calor

0.2r

01r

1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | a
5 10 15 20 25 30

Figura 7.1: Grdfica del calor adimensional durante el primer proceso en funcién de «
para Ak =1y Aqg=1

de sus alrededores, este cambio tiende a su valor limite mientras o es mas grande
pero solo cuando es infinito alcanza el valor del limite.

Para encontrar el promedio del trabajo realizado es necesario encontrar el cambio
en la rigidez del potencial

dk(t) ks —k;24
At T

k(t) (7.16)

Tomamos en cuenta que durante este proceso la condicion inicial esta dada por

mqs ma1(Aq) (Aq)

e(to) =

de esta manera podemos reescribir el cambio en la rigidez del potencial como

eto)r  TM(1+ Ak)

(7.17)
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Las unidades del trabajo en el sistema internacional son [W] = J = Kom? 1y

expresion del calor queda en términos de las fraccion de k; = % y e = #, que

.z . . 2
forma una fracciéon con unidades de trabajo % = Kgg” , por lo tanto podemos

escribir una expresién adimensional del trabajo (W)* = dk—ﬁ, de esta manera

a(Ak+1)2

. TVAE(L + Aq) e~ 1ar . «
@iy = Y7 4\(/5(1 f )Ak) {‘Erf i [\F]
a(Ak+1)2

2v/ Ak
\/&(1 + Ak‘)} n \/5(1 + Ak’) e~ Ak

a(Ak+1)
Ak 4y/TAK3/2 NN }
Va(l + Ak) Va

‘ . 3 o
( ETfZ[W] — Erfz[m] ) > + a2 F {(L 1), (5»2>7 4AIJ

— a(Ak+1)? ,F, [(1, 1), (3 2), O‘(HM)T } (7.18)

+ Erfi |

(27?Ak‘ Erf[

2’ 4Nk

Este trabajo solo depende del cambio de la rigidez del potencial Ak, del cambio
en la intensidad del ruido Aq y de la variable adimensional o = %

Damos valores a las variables adimensionales Ak = 1 y Ag = 1 para graficar
el trabajo con respecto a a. Lo primero que nos interesa encontrar es el limite

cuando « tiende a infinito

Ln[2
lim (AW, )" = — 22

a—00 2

(7.19)

El limite en valor absoluto es igual al calor, al graficar encontramos el siguiente
comportamiento

W)

-0.1

02+

Figura 7.2: Grdfica del trabajo adimensional durante el primer proceso en funcién de
apara Ak =1y Ag=1

El promedio del trabajo siempre es negativo lo cual indica que la particula Brow-
niana hace trabajo sobre sus alrededores y tiende de manera rapida al valor del
limite, pero solo llega a este cuando « es infinito, este caso nos puede indicar el
valor del trabajo que se obtiene cuando se toma al sistema en semi equilibrio. El
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que en este limite el trabajo ejercido sobre los alrededores sea igual que el calor
que esta recibiendo la particula nos lleva al cumplimiento de la primera ley de la
termodinamica para un gas ideal.

AW + AQ =0

Es decir que la energia “interna "depende tinicamente de la intensidad del ruido.

Para encontrar la entropia a partir de la ecuacion tomamos en cuenta que
el proceso de 1 a 2 se lleva a cabo en un tiempo de ty = 0 a t; = 7 debemos de
evaluar la soluciéon en el tiempo inicial y en el tiempo final. En el tiempo inicial
tiene el valor de la condicion inicial, como ya se habia mencionado antes y cuando
evaluamos en el tiempo final

1 1 o [Ak%f(AkJrl)} Va(l + Ak)y/meTar
™ € +
e152(7)  e(to)ise 2V Ak

(Erf[\/&Q(\A/Z_Zl)} _ Erf[Q\/%D) (7.20)

Al hacer los calculos para encontrar el promedio de la entropia encontramos

2 E(tf)1_>2
_ an {eg [Ak%f(AkJrl)] n Va(l 4+ Ak)y/metar
2 2/ Ak

(Erf[mw] _meg| 2 ])] (722

A@Mﬁzlmﬁdmkﬂ (7.21)

2V Ak 2V Ak

Al dar valores numéricos a Ak =1y Ag = 1 entonces podemos ver el comporta-
miento de la entropia en funcién de « en la figura [7.3]

0.2F

01r

1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | a
5 10 15 20 25 30

Figura 7.3: Entropia producida en el proceso de 1 a 2

El limite cuando « tiende a infinito es

lim Afs)y o = 22 (7.23)

a—00 2
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7.2. Disminucion de la intensidad del ruido

Durante el segundo proceso, se realiza un cambio en la intensidad del ruido ,
mientras tanto la rigidez del potencial se mantiene constante .En este caso
la solucién de €(t) estd dada por cuando tomamos en cuenta que el punto
inicial corresponde al valor de epsilon evaluado en 7/4.

Utilizamos las expresiones encontradas para determinar las variables termodinami-
cas de este proceso. La solucién la determinamos en funcion de las variables adi-
mensionales Ak,Aq y a, ademas la condicién inicial la reescribimos en términos
de la constante ¢,
E(t ) _ ’yk’l _ M
0)2—3 mp  (1+Ag)

De esta manera como lo vimos en el proceso anterior la expresion del calor queda
en términos de la expresion k—A}[, la cual tiene unidades de energia por lo que

podemos escribir un calor adimensional %ﬁ"” = (AQy-3)"
* 1 -2
(AQas)” = 1 [—8Ag (7% — 1) — 4aAq] (7.24)

La expresion es muy sencilla esto nos permite encontrar el limite del calor cuando
se toma o muy grande sin la necesidad de dar valores numéricos.

) . A
O}g{}o (AQ23)" = _Tq (7.25)

Damos los mismos valores numéricos a las variables adimensionales Ak = 1,Aq =
1 y obtenemos la grafica mostrada en la figura

(Qx)

-01+

-0.2

liM eseo (Q) = === == = = = = e e e e e

Figura 7.4: Calor durante el sequndo proceso del ciclo, para Ak =1 y Aq=1

El cambio del calor en este proceso es negativo, esto implica que, durante el
cambio de la intensidad del ruido, el sistema esta dando calor al medio. Por otro
lado, ya que la rigidez del potencial se mantiene contante durante todo el proceso
no hay trabajo.

(Wass) =0 (7.26)
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En este proceso el cambio de entropia lo encontramos utilizando la expresion
-, en este caso el proceso se lleva a cabo durante el tiempo to = 7 y ty = 2—7.
Debemos de evaluar € en los dos tiempos. Cuando evaluamos €(t) en el tlempo

inicial o = 7 llegamos a la condicién inicial.

1 1
€2-3(7) - €(to)2—3 (7.27)

(7.28)

y para el tiempo final tenemos

— = — €2 ———(2Aq|-1+e 2| —atae 2 1~|—Aq)
62%3(%) e(to) €eq (1 + Aq) [ } ( )
(7.29)
El cambio de entropia durante el proceso es el siguiente
1 1 a 1 o
Moo= Sl (et L (g1t
<S>2%3 92 n 6( U) E(to)e 2 €eqa(1+AQ) Q[ +e 2]
—a+ae (14 Aq)>> (7.30)
Cuando « tiende a infinito entonces
) 1 €(to)a—s
lim A =—-In|————— 31
i, A{s)2- 2" Leq(l + Aq)} (7.31)
Tomando el caso en que €(ty) = €, el limite se reduce a
lim A = 1L ! 7.32
am <3>2—>3—§ n m (7.32)

Y la gréafica de la entropia dados los valores Ak = 1 y Ag = 1 queda de la
siguiente forma [7.5]

7.3. Aumento del potencial

En esta seccion del ciclo se realiza un aumento de la rigidez del potencial
manteniendo una intensidad de ruido constante . La solucién a la distribucion
de probabilidad depende de la forma de €(t) que en este caso tiene la forma de
. Con el mismo analisis adimensional que hemos hecho en los otros procesos
notamos que podemos escribir una expresion adimensional para el calor en este

proceso (AQs_4)* = %?w

a

€4

{(Ak+ 1)~ ar (Ak+1)? \/75\/_ (\/\/_—(A/H ))

<Q3a4>* = -
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Figura 7.5: Entropia durante el proceso de 2 a 3.

e VARVE (Ve \| | VavE o Ve
v Vo f(w—)}*w— ilavan)

{(Ak + 1)e~ ar (Ak+1)? \/75\/_ Erf (2\/\/i_k<Ak + 1)) + e TR

- ngaﬁ bri (2%)} N 16zk{(Ak+ 1)2(1

1 1 «
—oF [1, g2 - 4Ak(Ak+ 1) D - (1 —2F) [17 Lg2 _WD}
L oAk +2) (7.33)

16

Esta expresion depende inicamente de Ak y de «, para analizarla damos un valor
numérico a la diferencia de rigidez de la trampa.

Ak =1

De esta manera podemos encontrar el limite cuando « tiende a infinito

lim (Qs00)* = _Ln[Z]

a—00 4

(7.34)

Graficamos para determinar el comportamiento del calor cuando Ak = 1 en fun-
cién de o como se muestra en la figura

El calor en este proceso es negativo lo cual implica que el aumento del potencial
conlleva a un flujo de calor de la particula Browniana al medio, mientras que
existe un trabajo debido al mismo. El cambio en la rigidez del potencial es
: dk(t ko — k
A
dt T
Este cambio de potencial nos lleva a encontrar la expresion del trabajo, asi como
lo hicimos en la disminucién del potencial tomamos como condicién inicial que el

4
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5 10 15 20 25 30

-0.1r

M gresoo (Q¥) === = = e e s e —————

Figura 7.6: Calor durante el aumento del potencial(Proceso de 3 a 4).

sistema se encuentra en equilibrio, escribimos el valor del trabajo adimensional

(W) = Mool

(Wsa)” vrok { “(Erf[ v | - Erf]

_ VAR ) Ve ve(l+ A’f)D
4y/a/ Ak

2V AE 2V AE

- %;:W(ka Er f[N%}Er fi [2\/%]

Ca FIL1),(2,2), =% — on Ak Erf[\/M]Erf@'[ va ]

2 ANK VAN 2/ Ak
+all +Ak)2F[(1,1),(2,2),—W]>} (7.35)

Asi el trabajo al igual que el que hemos determinado anteriormente, depende
unicamente de Ak, y de la variable adimensional o« = % Para analizar la solucién
damos los mismos valores adimensionales, de esta manera podemos encontrar el
limite y graficar con respecto a a. El limite cuando « tiende a infinito es

, . In[2
lim <W3_>4> = [ ]

a—00 4

(7.36)

La figura nos indica el comportamiento del trabajo, en este caso el trabajo
positivo se esta haciendo sobre la particula Browniana, solo recupera el valor del
limite cuando « es infinito.

En el limite, el calor liberado es en magnitud igual al trabajo ejercido, esto implica
de nuevo el cumplimiento de la primera ley para un gas ideal AW = AQ. Para
la entropia analizamos la solucién [6.34] en el tiempo inicial y final del proceso. En
este caso el tiempo va de tg = %TT aty = ‘rff la solucién en el tiempo inicial esta

dado por la condiciéon inicial y para el tiempo final llegamos a

63%1(%) - (10) (7.37)
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0.1F

a
5 10 15 20 25 30

Figura 7.7: Grdfica del trabajo durante el proceso 3 a 4 con Ak =11y Aqg=1

y para el tiempo final
€(to)3—a 2e.qV AL

4 vVa(Ak +1
Erfz(rm) — Erfz(\/_;m ))
(7.38)

Tomando esto en cuenta entonces el cambio de entropia durante el proceso es el
siguiente

1 €(t,
Blsasa = iLn Létfﬂ
1 1 o3y oy me” 1A (AR’
= —Ln|e(ty) | —
S Ln e( O)(e(to)e 7+ 2 AR

. a Va(Ak+1
[Erfz(2\/_ )—Erﬂ(\/_z(\/A_Z))])} (7.39)

Cuando €()3—4 = €., y damos valores numéricos a Aky =1y Ag; = 1 encon-
tramos que el limite cuando « tiende a infinito es

lim A<8>3_>4 = —Ln[2]

a—00 2

(7.40)

y al graficar el comportamiento de este encontramos su decaimiento al valor limite
como vemos en 1 figura

7.4. Aumento de la intensidad del ruido

El tdltimo proceso del ciclo es un cambio en la intensidad del ruido (6.11)) man-
teniendo la rigidez del potencial constante (6.10]). La forma de e(¢) durante este
proceso esta tada por (6.36)).

En este proceso la expresion del calor podemos reescribirla como un calor adi-
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(s")

20 25 30

-0.1

-0.2

-0.3

[IMaoseo (S*)F====mm e e e e e e e —m =
Figura 7.8: Cambio de entropia durante el proceso de 3 a 4

mensional %14"”

Aq (67%(1+Ak) + 1) Aq

A = —
(AQe) 2%a(l+ Ak 4
El limite cuando « tiende a infinito
) . Agq
(}1_{20 (AQy)" = e

67

(7.41)

(7.42)

Dando valor a Ag =1 y Ak = 1 podemos graficar obteniendo el comportamiento

graficado en la figura (7.9

(Qx)

liM goseo (Q) = === === = == e e e e e mmmm e

0.2+

01r

5 10 15 20 25 30

Figura 7.9: Calor durante el proceso de 4 a 1

El flujo de calor en este caso va del medio a la particula Browniana y debido a

que el proceso se realiza manteniendo la rigidez del potencial constante,

dk(t)
i S
dt ’
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no hay trabajo

(W) =0 (7.43)
La entropia se encuentra analizando € que en este caso el proceso se realiza en
un tiempo que va de ty = ?jf a ty = 7 al evaluar la solucién en cada uno de

los tiempos encontramos que en el tiempo inicial tenemos el valor dado de la
condicién inicial y para el tiempo final tenemos

L. oy + ! [404A (1+ Ak)
O e(to) €og o1+ AKY |71
- <—2Aq(—1 +eFANEE)) 4 a(1 4 Ak) (=14 TANES) 4 3Aq)>}

(7.44)

Tomando esto en cuenta podemos escribir la diferencia de entropia en el proceso

2

1 i e(t,)] 1 , (ito)e—(L+Ak)<%>
Afshio = oL L(m] L { -

2
e(to)

—— 4aAq(1 4+ AE) — ([ —2Aq(—1 4 IFADEL)
+eeqa(1+Ak){aq<+ ) ( q( e 2>

+ a(1 + Ak) (—1 + eIHARE=S) 4 3Aq)>} (7.45)
En el limite cuando « tiende a infinito encontramos
, 1 €(t
Aim A(s)s1 = §Ln ie? (Aq + 1) (7.46)

En el caso en el que €(ty) = €., y damos valores numéricos a Ak; =1y Agy =1
encontramos el comportamiento de la eficiencia en funcion de a que se muestra
en la figura [7.10}

0.2

0.1H

a
5 10 15 20 25 30

Figura 7.10: Cambio en la entropia durante el proceso de 4 a 1

La entropia se aproxima de forma rapida a su limite, sin embargo solo llega a éste
cuando « tiende a infinito.
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7.5. Analisis

Durante el ciclo en los cuatro procesos existe una transferencia de energia entre
el medio y la particula, al que llamamos calor, el signo nos indica si el calor
esta siendo absorbido por la particula o si esta liberando al medio. En nuestra
convencion de signos un calor positivo significa que el sistema esta recibiendo
calor del medio, calor negativo indica lo contrario. Como podemos ver en la
figura durante el proceso de 1 a 2 cuando disminuye la rigidez manteniendo
una intensidad de ruido constante (linea amarilla) y el proceso de 4 a 1 cuando
la intensidad del ruido aumenta con una rigidez de la trampa constante (linea
roja) tenemos un calor positivo, esto implica que durante estos procesos se esta
absorbiendo calor, durante los otros dos procesos se esté liberando calor al medio.

(Qx)
Lotk ke |
2
K
4
1 1 1 I 1 I 1 1 a
5 10 15 20 25 30
_Loglkalkql | T
4 \
e e - — — —
4

Figura 7.11: Grdfica del calor durante todo el ciclo, la linea naranja corresponde a la
disminucion del potencial, la negra corresponde a la disminucion de la intensidad del
rutdo, la azul al aumento del potencial y la roja concierne al aumento de la intensidad
del ruido.

Tomando en cuenta solo los limites cuando a es muy grande y los valores otor-
gados a Ak y Ag podemos ver que al sumar los calores (AQ33)* v (AQ4_1)* se
eliminan sin importar el valor de las k y ¢ y al final del proceso

(AQ152)" + (AQ253)" + (AQs354)" + (AQ4—1)” (7.47)
_ _LTQ] N L7;[2] _ Lrjl[Q] (7.48)

El calor final es positivo, esto indica que el sistema esta absorbiendo calor.

Durante el ciclo hay dos procesos en los que existe trabajo como mencionamos
antes, estos los podemos ver en la figura[7.12] el signo nos indica si el trabajo esta
siendo ejercido sobre la particula o si la particula esta haciendo trabajo sobre el
sistema. En nuestra convencion de signos, el positivo indica que se estd haciendo
trabajo sobre la particula y el negativo indica lo contrario. En el primer proceso
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del ciclo cuando se disminuye la rigidez del potencial para limitar el movimiento
el trabajo es negativo, es decir al reducir la rigidez del potencial existe un trabajo
que realiza la particula sobre el sistema. En el proceso de 3 a 4 cuando se aumenta
la rigidez del potencial se tiene un trabajo positivo que se esta ejerciendo sobre
el sistema.

(w*)
gl | c—e
4
L a
5 10 15 20 25 30
loglkglql |
2

Figura 7.12: Grdfica del trabajo durante todo el ciclo

Podemos notar que el valor absoluto del trabajo ejercido sobre el sistema (el que
es positivo) siempre es menor que el valor absoluto del trabajo generado (el que
es negativo). En el limite obtenemos

Ln[2]

(AW) i = (AW L0)" + (AWs,4)" = — 1

(7.49)

Por lo tanto, hay trabajo generado. Siguiendo los postulados de la termodinamica
clasica, para que esto ocurra debe de haber calor absorbido por el sistema y como
lo hemos visto esto efectivamente sucede. La maquina Browniana absorbe calor
del medio y genera trabajo.

Durante la realizacion de los 4 procesos vemos en la figura que la forma de
la entropia tiende al valor en equilibrio, sin embargo, nunca llega a este estado.
En el limite cuando « tiende a infinito, la maquina se comporta como un ciclo
ideal en el que el total de la variacién de la entropia es nula, solo en este caso el
ciclo es reversible.

La eficiencia térmica de la maquina se representa como la fraccion del calor ab-
sorbido que se convierte en trabajo. El cociente esta dado por el trabajo total W
efectuado por la particula Browniana, sobre el calor suministrado a la maquina.

- |Wt0t|
/’7 R

B Qabs <75O>

El trabajo en el ciclo es

Wtot = <A 1*%2> + <A ?;’;4) (751>
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_Log[2

Figura 7.13: Cambio en la entropia durante el ciclo.

Evaluado en el limite cuando « tiende a infinito el valor del cambio de trabajo
total es
Ln[2]  Ln|2] Ln2]|
Wit = — = — 7.52
tot 5 + 1 1 ( )
El trabajo total es negativo, el signo indica que es un trabajo que realiza la
particula Browniana sobre sus alrededores. En el caso del calor absorbido notamos
que durante la disminucién de la rigidez del potencial el flujo de energia va del
medio a la particula Browniana (AQ%_,,) pero no sélo eso, durante los procesos
(AQ5_5) v (AQ;_,,) existe calor, un calor absorbido que en el limite cuando «
es infinito se elimina y nos regresa al caso ideal.

Qabs = <AQTa2> + <AQ;~>3> + <AQ:>§%4> (753)
Ln[4d]  Aq Aq Ln[4]
= -——+t—= .54
2 4 * 4 2 (7.54)
Tomando esto en cuenta la eficiencia en el limite para Ak =1y Ag=1 es
1
== 7.55
=3 (7.55)

obtenemos la eficiencia ideal de un ciclo de Stirling que es la misma que la de una
maquina de Carnot ideal. Pero tomando en cuenta o pequefias esperamos que
la eficiencia sea menor que la del limite, para esto utilizamos las expresiones ya

encontradas del calor (7.14)), (7.24]), (7.33)) y del trabajo (7.18) y (7.35)). Damos
valores numéricos a Ak =1y Ag = 1 para determinar la forma de la eficiencia

del ciclo en funciéon de o dada por la ecuacién ([7.56))

S AW - AWy ) 756
(AQT ) + (AQ55) + (AQ5 )

Efectivamente vemos que el protocolo propuesto nos ha llevado a la realizacion
de un ciclo de Stirling, de esta manera se genera trabajo a partir de un calor
absorbido y en el caso limite su comportamiento es idéntico al del ciclo de Stir-
ling para un gas ideal. Cuando nos quedamos fuera del caso limite la eficiencia
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Figura 7.14: Grafica de la eficiencia del ciclo dada por la ecuacion dando los
valores numéricos a las variables adimensionales Ak =1 y Ag = 1.

es menor, el total de la entropia es diferente a cero, pero sigue persistiendo un
trabajo realizado a partir del calor absorbido. Para confirmar tomamos un valor
de a que no es muy grande para que no se encuentre cerca de los limites.

Para a = 5:

El cambio de entropia en el ciclo esta dado por AS = 0.294268, cuando es di-
ferente de cero nos indica que estamos en un ciclo que ya no es reversible, y
efectivamente cumple con la premisa de que la entropia del sistema siempre au-
menta, mientras mas pequeno sea « mas grande serd la entropia, cada vez nos
estariamos alejando méas del caso de equilibrio en el que el ciclo es reversible.
El calor total del ciclo para este caso es AQ = 0.0749527 en este caso el calor
es positivo por lo que, el flujo de éste va del medio a la particula. Finalmente,
el trabajo total en el ciclo para este caso estda dado por AW = —0.101376 esto
implica que se esta generando calor. Vemos que efectivamente para cada valor de
a se cumple que tenemos una maquina térmica de una particula Browniana, pero
que ya no es reversible y se encuentra fuera del equilibrio.



Capitulo 8

Conclusiones y perspectivas

A lo largo de este trabajo utilizando la termodinamica estocastica para sistemas
micrométricos desarrollada por Sekimoto y la teoria basada en el desarrollo de las
pinzas Opticas, pudimos proponer un protocolo con el cual se fuerza a la particula
Browniana para que recorra un ciclo de Stirling en un tiempo 7 finito. Con esta
hipotesis, se le esta sacando del equilibrio térmico con el bano y por lo tanto el
estudio de este sistema debe de ser un estudio completamente fuera de equilibrio
y no se debe de usar el teorema de fluctuacion disipacion, el cual que casi siempre
se toma como axioma. Tomando esto en cuenta proponemos un sistema en una
dimensién, manipulado externamente por un potencial tipo oscilador armonico.
Partimos de la ecuacion de Langevin sobreamortiguada para encontrar la ecuacion
de movimiento de una particula en cada uno de los procesos que componen al ciclo.
La simulacién de la ecuacion de Langevin nos permitié ver el comportamiento de
la particula cuando se modifican los pardametros externos que logran que ésta
realice el ciclo. A partir de la ecuaciéon de Langevin determinamos la ecuacién
de Fokker-Planck y propusimos una distribuciéon de probabilidad Gaussiana en
funciéon de una funcién del tiempo €(t) que esta relacionada con la varianza y es
diferente dependiendo del proceso que se vaya a evaluar.

La densidad de probabilidad se utilizo para realizar el andlisis termodinamico
basado en las ecuaciones derivadas del estudio de Sekimoto et al. Los resultados
de este analisis mostraron que la particula al ser manipulada por el protocolo
propuesto efectivamente hace la funciéon de una maquina térmica cuyo flujo de
energia (calor) total va del medio a la particula Browniana y parte se convierte
en trabajo que realiza la particula Browniana sobre el medio, todo ello de acuerdo
con la primera ley de la termodinamica. Asi mismo mediante el trabajo de Seifert
et al es posible definir la entropia para una trayectoria de una particula Browniana
y su eficiencia, al determinarla encontramos una concordancia con la segunda ley
de la termodinamica y respeta el limite de eficiencia del ciclo de Carnot.

Las soluciones se obtuvieron en términos de variables adimensionales Ak, Aqy «,
en especial a nos indica el cociente entre dos tiempos importantes del sistema, en
esta variable adimensional se puede comparar el tiempo del ciclo 7 con el tiempo
caracteristico del sistema 7%, de manera que para « grande implica que 7 es

muy grande comparado con *L o que 7 es muy chica comparada con *L. Esto
my my
nos permitio evaluar las soluciones en sus casos limites, tomando « tendiendo a
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infinito pudimos encontrar que las soluciones encontradas son las mismas que las
del caso en cuasi-equilibrio y que ademas tiene una similitud muy cercana a la
solucion de un gas ideal en termodinamica clasica, esto significa que si el proceso
se realiza en un tiempo infinito podriamos regresar al caso ideal reversible y
por lo tanto tomar en cuenta que el sistema se encuentra en equilibrio con el
medio, por otro lado esto también sucede si por ejemplo la friccion del medio es
muy pequena comparada con el tamano de ’%, etc. Y esto no es todo, también
pudimos comprobar que para cualquier otro « el andlisis basado en el desarrollo
de la termodinamica de Sekimoto, el ciclo sigue cumpliendo la funciéon de una
maquina y la entropia del sistema nos indica que el sistema no se encuentra en
equilibrio y por lo tanto se trata de un ciclo irreversible cuya eficiencia es menor
que la del caso ideal de equilibrio.

Es decir, obtuvimos una solucién para el ciclo de Stirling que nos permite determi-
nar los valores del calor, el trabajo y la entropia para cualquier 7 y efectivamente
estos valores difieren del caso limite cuando 7 tiende a infnito.

Tomando en cuenta los valores numéricos del experimento realizado por Martinez
encontramos un valor aproximado de o dado por 2647.28 en este caso « es tan
grande que el analisis tomando en cuenta un cuasi-equilibrio es una buena apro-
ximacion.

Este trabajo solo es el punto de partida de una gran variedad de trabajos que se
pueden realizar.

1. Realizar un analisis numérico del ciclo, pero tomando en cuenta que solo el
inicio del ciclo esta un estado de equilibrio.

2. Realizar el mismo anélisis con un protocolo diferente.

3. Determinar hasta qué punto el trabajo, el calor, entropia etc. dependen del
protocolo.

4. Realizar un analisis de la reversibilidad del ciclo utilizando los teoremas de
fluctuacién.

5. Hacer el mismo andlisis con otros ciclos.
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Apéndice A
Analisis dimensional

El sistema de estudio estd formado por una particula Browniana inmersa en un fluido y en presencia de un potencial
armonico, por lo tanto su dindmica depende de las siguientes cantidades: k(t) la rigidez del potencial, v es el coeficiente
de friccién por unidad de masa, €(t), es parte de la solucién de la distribucién de probabilidad y estd relacionado con la
varianza, ¢(t) es la intensidad del ruido y ¢ es el tiempo en el que se estd evaluando. Las dimensiones de cada uno son las
siguientes:

ko) = 22 =1 ) = =
m?
e = — [t =s

A partir de esto podemos derivar las siguientes variables adimensionales que seran utilizadas para realizar los calculos y
analizar los resultados

k ko — k -
o= ar Ak = 2 1 Aq:QQ Q1

my k1 q1

, . s . . k .
« nos la razén entre dos tiempos caracteristicos del sistema lo cual es muy importante, por un lado tenemos m—{y con uni-

dades de %, el tiempo caracteristico del sistema mientras que 7 es el tiempo en el que se realiza el ciclo, tener esta variable
nos permite tener una referencia del tamafo del tiempo de ciclo comparado con el tiempo caracteristico del sistema.

Ak nos indica qué tan grande es el cambio en la rigidez del potencial comparado con su valor inicial.
Agq nos indica qué tan grande es el cambio en la intensidad del ruido comparado con su valor inicial.

La variable adimensional « la podemos determinar a partir de los datos experimentales reportados en el articulo de Martinez

et al2U El tiempo caracteristico estd dado por % en donde v la definimos como

a
T= =
m

Si suponemos que la particula de estudio es una esfera, podemos usar la relacién que encontré stokes para a.
a = 6mRn
Donde R es el radio de la particula y n es la viscosidad del fluido. Entonces debemos encontrar

Rk ks

my a  67Rny
Si se encuentra en agua, su viscosidad estd dada por

K
1 = 1.0020¢p = 1.0020 x 103~
m s

Segiin los datos del experimento realizado por Martinez

r = 500nm =500 x 10™%m
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PN K
ki =5.0— =50 x 107627
um
Entonces
k1 5.0 x 107654 5.0 x 107652 9980.03992 1 1
= = = =~ 529.456323~
6mRn  6m (500 x 10-9m) (1.0020 x 10-3:54)  6m (5.01 x 10-10) £2 6r s s

y si 7 = bs entonces obtenemos el valor de
1
a ~ 529.456323 - X 5s = 2647.281615
s

Obtenemos un a muy grande esto implica que el tiempo de realizacién del ciclo es muy grande comparado con el tiempo

caracteristico del problema que es MS, es decir en este caso es valido el tratamiento en cuasi equilibrio.



Apéndice B
Solucion a la ecuacion de Langevin

La ecuacién de Langevin es la ecuacién de movimiento de la particula browniana al resolverla podemos encontrar la posicién
de la particula en un instante dado y su trayectoria que serd aleatoria debido al ruido. En nuestros calculos resolveremos la
ecuacion para el caso sobre amortiguado

_Mx(t’)_;'_ w (B.1)
my Y

Es una ecuacién lineal diferencial parcial de primer orden con una forma general.

dx dx
- = AWz + B(t) = —5 + AWz = B(t') (B:2)
En donde A(t') = L,if,;) y B(t') = F(.:,)~

Para resolver esta ecuacién podemos usar el método del factor integrante, en el cual primeramente debemos de identificar
el factor integrante

4
f A" dt'"
to

e (B.3)
al encontrarlo se debe de multiplicar la ecuacién por el factor integrante (B.3).
t/ t/ t/
A(t/”)dt”, d A(i/”)dt/,/ A(t/”)dt”,
o & b A@zel ~ p)eho (B.4)
t/ t/
d A(t///)dt/// A(tl”)dt/,/
— xe‘ftﬁ = B(t/)e‘[to (B.5)
dt’
t/ !
A(t”/)dt/// A(t///)(it///
d x(t/)e‘ftﬂ = B(t/)efto at’ (B.6)

Realizando la integracién se obtiene
t

’ ‘f/
v A(t///)dt/// t v A(t///)dt///
x(t')efto ‘io = B(t’)effo dt’

to

to 1IN gt t o Ay
A(t"")de A" dt
fto = / B(t’)effo dt’

to

t
A(t/,/)dt//l
z(t)efto —xz(to)e

La exponencial del segundo término del lado izquierdo de la ecuacion se elimina debido a los limites

t

t t/
A(t///)dt/// A(t///)dt///
z(t)efto —xz(to) = / B(t/)e‘ftﬁ at’

to
t t t
A(t///)dt/// A(t///)dt///
z(t)efto =z(to) + B(t')efto dr’
to
t t t t/
_ A<tlll>dt/// _ A(t///)dtlll A(tlfl)dtlll
z(t) = z(to)e “to +e I‘O / B(t')e‘fto dt’
to
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t t t v
— [T A@yar — | A@)ae At"ar"
z(t) = z(to)e ff,o + B(te to efto dt’

to

t t t
— A(t"ydt"" _ 1IN g 011
2(t) = z(to)e Joo +/ B(tye™ Ju A
t

0

Sustituyendo los valores para A(t') y B(t') llegamos a la solucién final

_1 [t k(¢ ydt'" 1 t 1 [t 1IN 111
(1) = a(to)e ™ It ™ +f/ p(ye” 7 Jur KO (B.7)
v t

0

A partir de esta solucién, tomando en cuenta una condicién inicial para la posicién y los protocolos con los que cambia
k(") y T'(t') se puede encontrar la posicién de la particula Browniana a un tiempo t. Acontinuacién se pueden ver las
gréaficas de la trayectoria de esta particula en cada uno de los procesos del ciclo de Stirling. Se realizaron tomando en cuenta
las variables adimensionales o = %, Ak = kzl;h y Aqg = qzq—lrn

De esta ecuacién podemos sacar el promedio y la varianza tomando en cuenta que el ruido del sistema es Gaussiano y debe

de cumplir

(r(8) =0 (B.8)
(LOT()) = g(t)3(t — t') (B.9)
El promedio
1 t 11 11 t 1 t 11 11
@) = wlt)e AU +%/ @ty Tm o FEDET gy (B.10)
to

_ 1 ft k(£Ydt""!
to

(@) = x(to)e "™ (B.11)

y la funcién de correlacién

((@(t1) = (2(t1))) ((t2) — (x(t2)))) (B-12)

En donde

1 t1 , I tlk(t/”)dt’” ,
w(tl)*<m(t1)>=; L@e ™ Je dt (B.13)
to

Entonces

(2(t1) — (2(t1)) (e(t2) — (2(t2)))
tl 1 t1 " 11 t2 1 ta "’ g
= <1/ r(erye T Ju K dt’> (1/ r(erye” 7 Jor MO dt”) (B.14)
v to v to

Al sacar el promedio
((z(t1) = (@(t1))) (x(t2) — (2(t2))))
t1 1 ([t 1IN g1t t2 1 [tz 1IN g1t
:<1/ (t)e 7 Jur FOE dt’l/ (e 7 Jor HEDE dt”> (B.15)
Y

v to to
ty ta t t

1 1 1k $#1yqe!! — 1 2k $17yqe'"!

:7/ dt’/ " (O 77 Ju KO = [ ke (B.16)
v to to

con la relacién podemos reescribirlo como

1 t1 t2 1t k(yde" — L t2 k(" ydt'"

== dt’ at’"q(t"s(t' —t")e ™ Ju e Y e (B.17)
7 i to

Al efectual la integral sobre t”/ debido a la propiedad de la delta el limite serd t; o t2 dependiendo de cudl sea el menor

t10t2 1 t1 11N gt t2 1N g1t
vy to

Hasta aqui se puede encontrar una solucién general sin necesidad de usar el protocolo.
Usamos los protocolos ya adimensionalizados para encontrar el promedio y la correlacion.
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Parte 1 del ciclo

En este proceso el tiempo(t) solo puede tomar valores entre 0 y 7/4

k1 —k 4tAk

k(t) = 1 24t+k22 :k1(1+Ak— 7) (Bllg)
T T
at) = @=ql+Ag) (520
El promedio
~m : k(@yde"! Ak e
<-’E(t)> ::E(to)e ym Jig @) _Z(to o wm f (1+Ak— Ydt

k 2
—L[(1+ak)t— 4Lk

" 41”’2Ak
L[(1+Ak)t — Akt = z(to)e” 7

(to)e ym

La correlacién

ti1oto k " to "
1 +A 1 Ak— A7 Ak Y477 Ak— At Ak Yy g1/
<(x(t1) — (@(t1))) (2(t2) - (x(t2)>)> B u/ at'e” S, S a+ Akyar ' [2 74t
to

72

a(1+ Ag) 1[4 AR AAK(t2+13) t1oto K114 AR 22 Ak

=— ) o~ 7w [+ AR) (b1 +t2) = ——7 ] dt/ewm (A+ak)e —2528]
i to

Se debe de completar el cuadrado perfecto en la exponencial, al hacerlo la solucién de la integral serd una funcién de error
debido a que la integral no se hace sobre todo el tempo. Ademds se tendrdn dos soluciones diferentes, estas soluciones
dependen del tamano de t1 y t2.

Cuando t1 > t2 el limite de la integral es to

t1oto " t 1"
1 A _ At AR 7 2 Ak— 4t Ak "
<(z(t1) — (z(t1)))(z(t2) — <x(t2)>)> - ‘11(7'2‘1)/ dt'e vm( (1+Ak =5 )dt +ft, (14+Ak =) dt’")
Y to
2 2
_ (489 B ak) b - SR e
72 k1 Ak

(Erf \/kTr(HAk)] B

2+/ymAk

VEL(—4ta Ak + 7 + Akf)])

2/ myAkT

Cuando tg > t1 el limite de la integral es t;

<(:v(t1) —(z(t1)))(x(t2) — <$(t2)>)> LW/ di'e” Tm (f (1+Ak— 44k )dt/uff (1+Ak— 47Dk 17 (B.21)

4AK(t2+12) 27
_ q1(14+ Agq) e*%[(l+Ak)(t1+t2)*+2] /mwyre%
’}/2 klAk

(ETf [\/km-(l + Ak)] _ Erf[x/ﬁ(—4t1Ak +T4 AkT)]) (B.22)
2¢/ymAk 2/ myAkT
Entonces podemos escribir
(z(t1)z(t2)) = (z(t1)){z(t2)) + <(x(t1) — (&(t1))) (x(t2) — <x(t2)>)>
2 2 N (42 2
_ x(to)zef% [t ak) (b +12) - 2OTD2 L 0+ Ag) e—%[(HM)(tﬁQy%ﬁ]
72
V1 (=4ta Ak+T+AKT)
\/W 7k1<41+$§,32 (E f[\/kTr(l +Ak)] o] 2\/2711'yAkT 1> b2 D
m rf|l———">=| — Er
1Ak 5 /7'ymAk V1 (—4t1 Ak+7+AKT) o>ty

2\/'m’yAkT

Cuando t; = t2 llegamos al valor que necesitaremos més tarde para encontrar el trabajo.

(1+Ak)(2t) - 424k | N a1 (1+Agq) ef%[(H»Ak)(Zt)—%]
A2
k1 (1+AK)2 T 14+ A —4tA A
mayT EiQfAR)TT (Erf[«/k?( + k)]—Erf[\/E( tAk + 7 + k’T)])

e dm~Ak
k1Ak 24/ ymAk 2/ myAkT

(62(1)) = a(to)?e 7 |
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Parte 2 del ciclo

En este proceso el tiempo (¢) solo puede tomar valores entre 7/4 y 27/4

APENDICE B. SOLUCION A LA ECUACION DE LANGEVIN

k(t) = ki (B.23)
- 4t
at) = L=Lai- D)t =a(+ag2- ) (B.24)
T 4 T
el promedio
T ke
(z(t)) = xz(te)e " Jyat = s(t)e” AR =T/
La correlacién
a [0 ([ s [0
((z(t1) — (z(t1)))(z(t2) — (z(t2)))) = =5 dt'[(1 + Aq(2 — T))e am e ]
T/4
t1o0to I ,
-4 a1+ Aq(2 — Zy)emmm (+ta=2))
T/4 T
q1 frota t.. KL
= ze*Tm“l“?)/ dt'(14 Aq(2 — =))erm )
2l T/4 T

dt' (3% ) 4 ng(2—

t1oty
k
91T ()
,\/2
T/4

Hay dos soluciones posibles a esta integral. Cuando t1 > t2 el limite de la integral es to

(2t ))

)ewn

((z(t1) = {=(t21)))(z(t2) — (x(t2))))
A 2k1 4, 2k~
k 142 eym < —eym 4 2kt kit
= ql 'vvln (t1+t2) ( q)( ) — 28qym (—e 'Y%n2 (tz + 7) + 62"%” ( + m))
72 2k1 kit 2k 2k
ym
1~ FL (1 4e5) M<2Aqvm ym 1+Aq) kit ( 2Agym T | ym 1+Aq)
= — ym ym PR — - 2my [ ————— (— _) —
726 ¢ 17T ( + 2kq )+ 2k te kit (4 2k1 3%
q 7kf1(t17t2)(2AQWm ym 1+Aq> — 2L (11 +12) ”( 2Agym T Am 1+Aq)
e ¥m ty + — m Pl e AT S S
42 [e kir ( +2k )Jr 2w )t c kit (4 2k1) 2k1
ym ym
Cuando t1 < t2 el limita de la integral es t1
(ot - <x<t1>>) (e(t2) — (at2))) )
a L (t1+t) | 2E0 (2Aqwm ym 1+Aq) ar ( 2Aqwm T 1+Aq)
— m ym —(t _ 2m-y — — _) —
’Y 6 l: kim ( 2k ) + ikl te ( 2k1 ) 2k1
Q1 7k—1(t27t1)(2AQ'Ym ym 1+Aq> EL(ty4t2) & ( 2Aqgym 7 | ym 1+Aq>
= = ym i m'y i Sy G A
2 [e el C R A e © 12 2
tomando en cuenta los dos casos podemos escribir
((a(t2) = tat) (alt2) = (a(t2))) )
a f’“—ln%m(mqvm ym 1+Aq> FL(t14tp) AT ( 2Aqgym T ym 1+Aq)
= — ym = m my | ——2 1 (— L) —
2 {e w2 o) T e ) e c 1 2 g
Entonces podemos escribir
(e(t)a(t2) = {a(tn)){a(t2)) + <<z<m - (e(t))) alta) - (a(t2))))
_ k1 _z k1 2Aqym m 1+ A
_ S (1 tt2=F) 4 o lta—t1] ay am q
=z(to)%e ™ e 7 < T (t2 + 2k1) + % )
4o am () g (,mwm(z ym.y 1+AQ)
k1T 4 2k1 2k1
ym
Cuando t1 = to
9 - Tln(gt_,) 2Aqym m 1+ Ag _Lﬁj % 2Aqym T, ym, 1+ Agq
(x=(1)) z(to)%e” 7 72 ( T ( le) + i% 4 Am eZma Tt ( + le) 27%
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Parte 3 del ciclo

En este proceso el tiempo (¢) solo puede tomar valores entre 27/4 y 37/4 el protocolo es el siguiente

Ry I k=l k(24 1) (5:29)

) = @ (B.26)

el promedio

_ 1 t k(t/”)dt/”
to

1 f;M (k1 (1+Ak(72+4t7/”) )) at’"’

T Am
= z(to)

k1T [L_2Akt+2Akt2+;_lAk:|
=z(to)e 7 LT T 2 2772

La correlacién

tiota 1 t1 " " to " "
() — (2(t))) (@ (t2) — (2(t2)))) = 7%/ dtl(q(t/)e*m(ft, RGN+ [ (e N

tioto k1 _ o 2]t _ 1 #1127t
s [ 2]
to

,Y?
tiota K 2412 2
L[ e s B (s )
7
0
2142 t1ot
k 24 10t2 k& 2
R / a2 (¢ 22k +2 )]
2
Y to

Se debe de completar el cuadrado perfecto en la exponencialq ue se encuentra dentro de la integral, al hacerlo notamos que
la solucién a la integral serd una funcién de error.
Cuando t1 > t2 el limite de la integral es t2

((z(t1) — (1)) (z(t2) — (=(t2))))

Ky t2 42
o - [(t1+t2) 1288+ AT2] quy7mm

~2 2v/2k1

V2k17(—1 4 Ak)
Vmy

VE1 (2t + 7 — 2AkT) )}

[Er fi( T

) + Erfi(

Cuando t1 < t2 el limite de la integral es t;

((@(t1) = (z(t)))(x(t2) — (z(t2))))

_ %e—% [(tﬁ@@—%kﬁ@] q1/ATmT [Erfi(m(—l + Ak)) N Erﬂ(\/ﬂ@h +7— 2Ak7))}
7 2v2ky vy VamT
En general
((z(t1) — {@(t)))(@(t2) — (x(t2))))
_a [(t1+t2)(172Ak)+@] qu /T {Erﬁ(\/ﬁ(—l T Ak)) & B W,n > to }
72 22k A \/E(Q\t/l;n%QAkT)7t2 St

Entonces podemos escribir

(z(t1)z(t2)) = (=(t)){z(t2)) + <($(t1) = (z(t1)))(z(t2) — <$(t2)>)>
2 2 2 2
_ a:(to)Qe_% (titta_28k4tg)  BEOHTY) 4y sak) Lk [(t1+02)1—22k)+ 212 ] ERVALKLLI
~? 2v/2k;
Vk1(2ta+7—2AkT)
VT (— VR AT 2R 4 o>t
{Erfi( 2l 1+Ak)) +Erfi( T T VF1 (2t +7—2AkT) }
Vv my ¥,t2 >t

V2m~yT

Cuando t; = t2 llegamos al valor que necesitaremos més tarde para encontrar el trabajo.

2
—g(ﬁ—%+%+l—%) n 267% [(2t)(172Ak;)+#:| q1/yTMmT o
2 2v/2ky

i(F————=) + Erfi(

VEI(2t+ 7 — ka))}
V2T
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Parte 4 del ciclo

En este proceso el protocolo es el siguiente, el tiempo solo puede tomar valores entre 37/4 y T

k(t) = ko=kl(1+ Ak) (B.27)
o) = L= g = (14 ae(-3+ 1)) (B.28)

el promedio

_ 7"{% t k(t”’)dt”/

(@) = =x(to)e *0

_ (B1(1+AK)) [t
ym to

dt//l
= z(to)e

_(k1(4+AK) [, 3z
= z(tg)e ym (t 4)

La correlacion

t1oto

((at) = o) (elta) - @) = = [ a1+ ag(-3+ 7))
RN T

1 t1 (41! " t2 " 1"
2= ([, kar +ft, k(t")dt ))

t1oty
1 4t\\ _kO+Ak) o
-4 dt’(1+Aq(—3+*>)e m (f1ta =2t
¥ T
to
t1o0to
k1 (1+Ak) k1(1+Ak) k1 (1+Ak) ’
9@ - () dt' (e#w’) +Age T (L34 41))
7? T
to
Hay dos soluciones posibles a esta integral.
Cuando t1 > t2 el limite de la integral es to

k1 (14+Ak)

k1 (1+Ak t2 ,
(@tr) — () (@(ts) — ((t2)))) = L™ am (ate2) / dt/(eivm @ (1 _3aq) +
R 3r/4

2ok (1+AK) 37ky (1+AK)(1—2Aq)
2@7 kl('ly;A*k) (t1+t2) |:m’Y(1 — 34q) (e o —c o )
~2 2k1(1 + AE)

3k1(1+Ak)T

4ymAq ( 2k (1+Ak)ty ym Sk (I+AR)T 37 ym ):|
PR s S (N ym t - 2y m D T A
(11 AR\ © (2t s am) *e T+ maran)

4t/Aqekl(iTnM) (Qt,))
T

by (1+AK) 2tk (1+AK) 37k (1+AK)(1—2Aq)
_ %E_IWT(H +t2) |:(1 —3Aq) (e e —e BT )
277ki (1 + &)

4Aq 2kq (14+Ak)ty
hq(_ b,

ym

3k1 (1+AK)T 3 N
e Sym )):|
2% (1 + Ak)

)+e (*4’

T 4 2k (1+ Ak)

k1 (14+Ak) (t1+t2)

T 209ky (14 AK) 4A
_  myqe |:e ~m (1 —3Aq — J(t2 + L))
2’)/2k1(1 + Ak) T 2]61(1 + Ak)

37ky (1+Ak) ( 4Aq 37 ~m )
]

ym 14 3Ag+ =220
o 8t (T ST Ak

_ myqi {e,%(tl+t2)ew (1 C3Aq- 4Aq (ts + ym ))
2’)/2]61(1 + Ak‘) T 2k1(1 + Ak‘)
CRIOEAR) (s S7R(LEAK) ( 4Aq 3T ym ))}

ym 2ym ~14+3A ="
te ¢ 38— (Tt T an

myq1 —M(tl—tz)( 4Aq ym )
= - ym 1—-3Aqg — —(t R
2v2k1 (1 1 Ak) {e 9= — (2t AR
_k1(1+Ak) 37 4Aq 3T m
g (titta+ =5 )(_1 3A q.°7 v ):|
=
38t — (Tt ST )

+e

Cuando tg > t1 el limite de la integral es ¢

ky (1+Ak) t1 ki (1+AK) . ’ ki (1+AK) .
(@(t1) — (2(t1)) ((t2) — (2(t2)))) = e 7m (1T / dt’(eil T (1 gng) 4 A9 B <2t>>
v 3r/4 T

__ ma efW@rm(l_gAq_ 489, 4 L))
272k1 (1 + Ak) T 2k1(1 + Ak)
—M(t1+t2+377-)( 4Aq 3T L))}
)

™ 14 3Ag+ =220
te 7 8t (T S a T Ak
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Tomando en cuenta los dos casos podemos escribir

mya 77k1<1+w|t241\( 1Aq ym )
t1) — t to) — t = — m 1—-3Aq— —(t —_—
((a(tn) = (o)) (t2) = (alt2)) = 5ot e e E WY
_k1(1+Ak) 37 4Aq 3T m
(t1+t2+3F) q 24
ym 2 —1 3A - (— -
+e ( +3Aq + = (4 +2k1(1+Ak)))}

Entonces podemos escribir

(z(t1)a(t2)) = (z(t1))(x(t2)) + <(x(t1) — (2(t)))(z(t2) — <x(t2)>)>

C at)e SGRtre-t) | mia [677’““#“ lta—ta] (1 _3ag— 2Ba[h L))
0 272k (1 + Ak) TN T 2k AR
_k1(+Ak) 37 4Aq 31 m
(t1+ta+3 >( q Y )}
ym -1+ 3A — (= =
e 38t (Tt o an)
Cuando t; = t2 llegamos al valor que necesitaremos més tarde para encontrar el trabajo.
(x(t)*)
_Fk1(+4k) 5, 37 4A
st SRR ma [(1 —3Aq— J(L))
2v2k1(1 + Ak) T 2k1(1+4 Ak)

+ e 71+3A(1+T(7+

B kl(’lyj;LAk) (26+37) ( 4Aq , 31 ym )>}
4 2k (1+ Ak)






Apéndice C
Solucion a Fokker-Planck

La solucién a Fokker-Planck durante el ciclo nos va a indicar la evolucién temporal de la funcién de distribucién/densidad
de probabilidad, que nos indica la probabilidad de que la variable z tenga un valor entre (z,z + dz) al tiempo t, la cual
se propuso con una forma Gaussiana

w(z,t) = @e_e(t)xz (C.1)

™

En esta solucién propuesta €(t) debe de cumplir con

t ’ ’ t t
1 ,% k(t')dt 2 _ 2 11N g1
—=——c "Mt +—2/ qtYe ™ ft R gy (C.2)
e(t)  e(to) 72 /.,

que se resuelve introduciedo el protocolo del ciclo. La forma de la funcién de distribucién nos indica que la varianza esta
determinada con €(t) de la siguiente forma 202 = ﬁ, la cual nos indica la variabilidad de nuestros datos respecto a su

media. Ademds se toma en cuenta que el promedio de la posicién, por su distribucién Gaussiana y porque se encuentra
centrada en el origen, es cero.

En este caso el sistema no esté en equilibrio y tampoco en un estado estacionario, esto lo podemos notar por la dependencia
temporal que se encuentra en la varianza.

C.1. Procesode 1l a2

El protocolo de este proceso implica un aumento en el espacio de movimiento de la particula Browniana pasando de una
rigidez de potencial k2 a k1 mientras se mantiene una intensidad de ruido contante g2 de la siguiente manera

k1 —k
k(t) = ——2 4t + ko (C.3)
T

qt) = a2 (C.4)

Al introducir [C23]y [C4]en [C2]

tenemos la siguiente ecuaciéon

2 t k17k24t’+k at’ t _ 2 t o ki—ko .1 "
AL [ (R ka2 / e T S B kL ©3)
e(t)  e(to) to

La solucién final se reduce en resolver tres integrales

t
2 ki —k
L o= —— | (A2 4 ky)dd (C.6)
m to T

87
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t
2 ki —k
L = —— | (=224 4 ky)dt” (c.7)
ym [, T

t
13 = / q2612 dtl (CS)
t

]

De esta manera tenemos

1 1 2
== )y 2y
@ ) TE

Resolvemos las integrales y las escribimos con las variables adimensionales ya mencionadas** o, Ak y Aq y las resolvemos
la integral 1

t
2 ki1 —k 2 rk1—k
L= —— [ (Z=24 + ko)dt = —— [ 24t 4 kot'] [§ (C.9)
m S T m 2T
2k Ak
= - [+ Ak + )] (C.10)
ym 27
2kt
= = [2tAk — (Ak + 1)7] (C.11)
ymT
La segunda integral es muy parecida, solo cambian los limites.
2kt
L= = [2tak—(Ak+1)7] [ (C.12)
ymT
2k1(t —t'
= U ) Tk 20 AK — (Ak + 1)7] (C.13)
ymT
2a(t — t!
= M [2tAK + 2/ Ak — (Ak + 1)7] (C.14)
J

La dltima integral se logra sustituyendo en ella la soluciéon de la segunda integral de manera que
2a(t—t')

t t
’
I — /qge’%lt’:/ e [2eak+at Ak—(Ak+1)7—]dt, (©.15)

to to

Para resolver esta integral de una manera mas sencilla debemos notar que en la exponencial realmente se encuentra una
Gaussiana, lo podemos escribir de la siguiente manera

t
o 2 o« _ ’ 2
_ / oo TRATT (AR (ARAT? = iy (AR (AR DT)? 4y (C.16)
0
El primer término no contiene dependencia en la variable de integraciéon por lo que lo podemos sacar de la integral

t

a 2 o ’ 2

= qoeTany? (TAAKIH(Ak+)T) / o TanZ (TAAKL H(ARF1)T)T 4y (C.17)
0

El término que nos queda adentro de la integral es una Gaussiana, podemos ver mas facilmente con un cambio de variable

u=\/15%% (—4Akt’ + (Ak + 1)7') por lo que

u(0)

2 « 2

& Ak g2 8 (—4AktH(Ak+1)T) / e~ du’ (C.18)
a 4Ak w(®)

Al tener la integral de una Gaussiana que no se realiza sobre todo el espacio, entonces surge la funcién de error la cual

1 “ 2 2 * 2
erf(z) = ﬁ/ e”dt = ﬁ/ et dt
—x 0

esta funcién de error puede ser imaginaria cuando la exponencial es imaginaria, en este caso la solucién a a integral es

u(0) R o
/ e Ydu = %(erf(u(O)) —erf(u(t))) (C.19)
u(t)
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Regresando a la variable original entonces

_ g <erf [%} —erf [\/%(—4Akt +(Ak+ I)T)D

Tomando esto en cuenta podemos encontrar a expresion final de la tercera integral

a 2
Tq2+/Te 40kT2 S — < [\/a(Ak + 1)}
= erf —er

; [\/&(—4Akt + (Ak+1)7)

1.
° 4aik 2V/Ak 2rv/Ak
Teniendo todas las integrales ya realizadas entonces podemos encontrar la solucién
1 1 2
— = ) 2
= e + I
cis2(t)  e(to) ¥
B e% [2tAk—(Ak+1)T]
B e(to)
o 2
| 2rpy/FeiE? (—4Akt+(Ak+1)T) ; [\/a(mf + 1)} ; {\/5(74Akt + (Ak+1)7)
er —er
Y24/ aAk 2V Ak 27V Ak

_ 1 (e% [zmk—(AkH)T]

€(to)

e 2
| 2elto)rgay/me AR (—4Akt+(Ak+1)T) ; [\/a(mg + 1)} ; {\/6(74Akt + (Ak + 1)7)
er —er
Y24V aAk 2V Ak 21V Ak

_ 1 (e% |:2tAk—(Ak+1)T]

e(to)

e 2
| Va(l+ Ak)yFeTai? (TAAKHERDT f[‘/a(mwr 1)} 1| VAR
erf|———=| —er
2V 2VAk 2rVAk
1 20t t_

_ (e a [QAkT (Ak+1)}

e(to)

T2 (—4Ak L+ (Ak+1)
| VAl + Ak)y/TeTdr <€rf[\/a(Ak+l)} o

2V Ak 2V Ak

Podemos confirmar el resultado viendo que cuando t = 0, €(¢) se reduce al valor de la condicién inicial

)

1))

Va(—4Akt + (Ak + 1)7)]>)

R (€0+ Va(l + Ak)y/reimr? (BFHD)T? erf[\/a(mcﬂ)
= ! 0 VQﬂl*-Ak)V?eﬂﬁ;f“Ak+nfﬁ
~ e(to) (e * 2/Ak (0))
1
~ e(to)

C.2. Procesode 2 a3

El segundo proceso del cico es la disminuciéon de ruido mientras la rigidez del potencial queda constante

k(t) =k

_ (@ —q)

a(t) a(t-2) +a

Al introducir el protocolo en obtenemos

Como vimos anteriormente, a solucién se reduce a resolver tres integrales

t
2
L = —7/ kypdt’
RN

2

11 *%ft kde' 2 f* (g1 — q2) T -5
@@ *ﬁ/to(f‘*(tﬁ*q?)e ’

R

&

Va(—4Akt + (Ak+1))
{ 2V AK

Va((Ak+1)7)
27V Ak

t
kydt"”

dt

1))

1))
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(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)

(C.33)
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2 t
P / hndt” (C.34)

ym [,

q1

t
b [
t

0

Las dos primeras integrales son mas que triviales, por lo que escribiré diréctamente la solucién escrita en sus variables
adimensionales.

I = *w (C.36)
o _2et=t) (C.37)

T

Tomando en cuenta esto, entonces nos resta resolver solo una integral.

t
— 2a(t—t')
e (20 )
T 4
to
La cual podemos reescribir de la siguiente manera
! 4q1 — g)t' 220t ¢ 2a(t=t)
= ——e = T dt'+ (—q1 +2g2)e”— 7 dt (C.39)
T/4 T to

La primera integral se resuelve por partes, mientras que la segunda se resuelve directamente con las propiedades de la
funcién exponencial.

_ 2 —q2) [t B (o [ (=1 + 2g2)7 [1 _ 6—2%(t—r/4)i| (C.40)
« 200 4 2« 2c
Desarrollamos para escribirlo de la forma
1 o
= a2 <4q1ta —dgota — 2q1 T + 2q2T — qraT + 2qeaT + 6_27(’5_7/4)7-(2111 —g2(2+ a))) (C.41)
Podemos reescribirlo tomando en cuenta las variables adimensionales a, Aq y Ak
= 7% (4taAq + T(2Aq [71 + ef%(t"’/‘l)] +a [71 —2Aq + e~ 2 (t=r/4) 1+ Aq)] )) (C.42)

Ya tenemos las tres soluciones de las integrales, con esto podemos escribir la solucién a Fokker-Planck para el proceso de
disminucién del ruido a un potencial constante

B (4taAq +7(28g[-14+ e F /D] fa[-1-28¢+ e F T/ (1 4 Ag)] ))
€2-53(t) e(to) Y22
(C.43)
1 20(t— 1) 4to¢Aq+T(2Aq[—1+67%(t77/4)] +a[—1—2Aq+67%(t77/4)(1+Aq)])
= T — C.44
e(to) ( at(1+ Aq) ) ( )
_oa(t_1 _oa(t_1
1 [ patony  dtaAg  2Agq[—14e D +al1-24g+ e 27D+ Ag)] (C.45)
= e T — — .
e(to) at(1+ Aq) a(l+ Agq)
Para comprobar que efectivamente la solucién tiene sentido, realizamos el anélisis en el tiempo inicial del procesot = 7 , en
este caso
-2 ) -2 ()
1 1 2030 4Talq 20q[-1+e 7 O] +a[-1-2ag+e 7 1+ Ag)] )
e(r/4)  elto) at(1+ Ag) a(l+ Aqg) '
_ 47alg 20q[-1 4 1] +a[-1-2Aq+ 1(1 + Ag)] (c.an
€(to) ar(l+ Aq) a(l+ Aqg)
= 1 1— Ag—Aq (C.48)
€(to) (1+Aq)
1
_ C.49
o) (C.49)

la solucién es la condicién inicial del proceso como se esperaba.
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C.3. Procesode 3 a4

El tercer proceso es un aumento en la rigidez del potencial con una intensidad de ruido constante

ko — k 2
k) = Z2""lau-— TT) + k1 (C.50)
T
) = @ (C.51)
La solucién de este proceso es
1 (k2 k1 4(t 27)+k )dt k2 k1 "_ 27- "
- = f ! — qie 5w ( 4 IR e (C.52)
€34 (t) e(to)
Que como en los procesos anteriores se reduce a resolver las tres integrales
2 (" ka—k 27
L o= —— | (22w -5+ ky)ar (C.53)
m f, T 4
t
2 ko —k 2
L = —— [ (=24 - 2Dy yky)d (C.54)
ym J,, T 4
t
I3 = / que2dt’ (C.55)
to
Entonces 1 1 9
—_—= el -+ 72]3
e(t)  e(to) v

Las primeras dos integrales son muy sencillas, se resuelven de manera muy parecida que en el proceso uno, escribiré
dnicamente los resultados en su forma adimensional

a2t — 7)(2tAk + T — AkT)

I 5 (C.56)
T
20t — t')(2tAk + 2t' Ak —2Ak
L = _el-t)tAk+ o 7) (C.57)
T
Para resolver la tercera integral, podemos reescribir I3 de la siguiente manera
o [(4Akt 420kt — )% — (40K — 28kT + 7)2} (C.58)
4AkT2
Tomando esto en cuenta entonces tenemos
t
Is = que TR (4Akt— 2A8kT47)2 / eMk — & (4Akt' —2AkT+7)? at’ (C.59)
3
La integral restante es una funcién de error imaginaria, esta funcién tiene la siguiente propiedad
i 2 “ 2
erfi(z) = — e dt (C.60)
v Jo
Tomando esto en cuenta entonces la solucién de I3 es la siguiente
o _ 2
qly/Fe” AT (4Akt—2AkT+7) [ f'( Va ) f,(\/&(4tAk +7— 2Ak7))} (C.61)
= erfi —erfi .
4rvalAk 2V Ak 27V Ak

Podemos escribir la solucién en su forma completa

— & (4Akt—2AkT+T)2

= — T

_ e
e3—a(t)  €(to) 4v27mvVaAk

1 1 _m(2t—7)(2tA2k+T—Ak‘,-r) N 2qly/me” TAKT

o Va Va(4tAk + T — 2AkT)
R R Gy v ]
(C.62)

2
1 (,am—rxzmzkwfma Jay/me Takz AARt=28kT4T) [ i NG ) f,(\/a(4tAk+T—2Ak‘T))])
e T erjf —erJjt
2V Ak 2V Ak 27VAk

(C.63)
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Va(4AkL +1 - 2Ak)

__a t_ 2
= L (emeesmnearttizan _ JAVTe i — [ersi( ) — erri( =
€(to) 2V Ak 2V Ak 2V Ak
para confirmar la solucién, la analizamos cuando t = 7/2
. _T a(r/2)?
1 (,”(*/2’ CoTICAM TR AT g fre” aakrT WAK2AkTn 4 o) [ fi( =L
= e ™ — erfi
e(to) 2VAk 2vVAk
3 erfi(\/aT/Q(4Ak + TL/2 — QAkTLﬂ))})
27V Ak
a(r/2)? 2
1 _a(r/2)2(0)(2Ak+2—2AK) Tar (4Ak—4Ak+2)
_ (e 2L \/7\/7(5 TaAkT2 |:6er( \/& )
e(to) 2V Ak 2V Ak
L Var/2(40k + 2 — 4AK) D
— erfz( )
27V Ak
1 _ar/22(0)@akt2-28K) /g /re (Z(ATZ)Z4 Ja Jar/2(2)
- (T e ey e (m))
€(to) 2V Ak 27
_az/2)?,
=)
= 1 eO_M[erﬁ( Ve )—erf })
€(to) 2V Ak 2V Ak
(e at o)
E(to) 2V A
- 1
€(to)

en este caso la solucién se reduce a la condicién inicial

C.4. Procesode 4 al

)

(C.64)

(C.65)

(C.66)

(C.67)

(C.68)

(C.69)

(C.70)

El dltimo proceso que cierra el ciclo es un aumento en la intensidad del ruido mientras se mantiene la rigidez del potencial

de atrapamiento constante.

k‘(t) = ko
@2 —q 3T
t)y = ——4(t— +
q(t) - ( 1 =) +a
La solucién de este proceso
t t t
1 1 — ?m kodt’ 2 — 3 _ 2 kodt!!
N e O P e
es51(t) (o) 7 Ji T 4

La solucién la encontraremos resolviento tres integrales, esto llega a ser repetitivo

L = 7—/kdt

I = —— kzdt”
’ym tl
t
- /to((n;(hél(t—g;)—&—ql)e[?dt’

Las soluciénes de las primeras dos integrales en sus variables adimensionales son

2a(1 + Ak)(t — 27 )
 2a(t — t')(1 + Ak)

L= -

I, =

(C.71)
(C.72)

(C.73)

(C.74)

(C.75)

(C.76)

(C.77)

(C.78)
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La tercera integral tiene la siguiente forma

t

_ 3 2a(t—t’)(1+Ak)

13:/ (L2 3T) 4 gy AR (C.79)
T 4

to
La podemos reescribir en dos integrales
t @ —q 2a(t—t')(1+Ak) , t 2a(t—t)(1+Ak) ,
= ————Adte” ™ dt’ + (—3q2 +4q1)e™ ™ dt (C.80)
.
to to

La primera parte de la expresion se resuelve por integraciéon por partes y la segunda con las propiedades de la exponencial.

92 — q1

- i 200488 (3¢ (—3q2 +4q1)[ B ,%}
202(1 + Ak)

dot(1 4+ Ak) — 27 — e~ i) 14 Ak)—2 T -
[a( + ) T—e 1 (37-(1( + ) 7)}—{— 5a(l + AK)

(C.81)
Reescribiendo la solucién de la tercera integral en su forma adimensioal

i 2e0FaR) (-t ) 204 AR) ()
= o A [4taAq(1+Ak)—T(—2Aq(—1+e - )+a(1+Ak) (~1+e - +3Aq))] (C.82)

La solucién en este proceso es

2a(14+Ak) (t—%’)
1 e ™ n
€4-1(t) e(to)

@ 2a(14+Ak)(—t+3T) 2a(1+Ak)(—t+3F)
N reTTEYa [4taAq(1+Ak) _T(_qu(—Heif J+al+Ak)(-1+e 7 +3Aq)>}

(C.83)
1 [ 2a(1+Ak)(—t+3])
~ clto)
dtalq(l+ Ak DAg(o1 4o AN L AR (o1 4 SEERNEED) o
JE— T —7r(- - e — —
aT(l—l—Ak)[ alq(1 + Ak) 7'( q( +e )+oc( + )( +e + q))”
(C.84)
! {ezauwk)(—%%) 1
€e(to) a(l+ Ak)
t
[zmqfu +AK) — (72Aq(71 4+ 201D 4 (1 + Ak) (=1 4 e200+AR(E4D) 4 3Aq))“ (C.85)
T
Analizamos la solucién en el tiempo inicial del proceso t = 3%—
) 2a3%(1+Ak)(—1+43T%>
= e T +
e(to) [
37 2at(1+Ak)(—1+4§ 2a%(1+Ak)(—1+43&)
T T 4 4
m{mm(urmc)— §<—2Aq(—1+e G ) +a(l+Ak)(-1+e 7 +3Aq)>”
(C.86)

1 2a%(1+Ak}(—1+1)
e,

 e(to)
m [4aAq(1 +AK) - g (—2Aq(—1 + PR Lot Ak (-1 + i Stu L 3Aq))”
(C.87)

= e(io) [60 + m |:404Aq(1 + Ak) — g (—2Aq(—1 + 60) + a1l + Ak) (_1 +e0 4 3Aq))” (C.88)

= 6(10) [1 + m [mAq(l + Ak) — g (—2Aq(—1 +1) +a(l+Ak)(-1+1+ 3Aq))” (C.89)
1 3 4

) [1 t lar(l+ AK) [4°‘A‘Z(1 +Ak) -3 (“(1 +4k) (3A‘1))H (C.90)
1

~ (to) (C.91)

La solucién regresa al valor esperado en el tiempo inicial.






Apéndice D
Calculos del calor

El calor estd dado por la interaccién de la particula con el medio en el que se encuentra, de la ecuacién de langevin
encontramos que la interaccién con el medio estd dada por los términos

Q= (—fy(jl—f + F(t)) odr = ?d(m% (D.1)

Debido a que el sistema es una particula Browniana entonces la posicién es una variable aleatoria y el proceso es estocastico,
la solucién de esta ecuacién tendra un valor diferente en cada realizacién del proceso pero el promedio sobre el ensamble

estd dado por
t
20 :/f {_ B k:(t)q(t)} i (D.2)
to

2mye(t) 272

ya hemos encontrado que % es diferente para cada proceso

D.1. 1a2

El primer proceso se realiza con el protocolo

k(t) = ’“;7]”41: + k2 (D.3)

q(t) = g2 (D.4)

es un cambio en la rigidez del potencial mientras se mantiene constante el ruido. y la forma de €(t) estd dada por:

e1-2  e(to)

N Va1 + Ak) /e Tarz (CAARHAKED F)? erf[\/a(Ak+ 1)} - erf[\/at(74Ak+ (Ak + 1);)} )
2V Ak 2V Ak 27V Ak

1 1 <e2g752 [286—(ak+1)%]

(D.5)

En este proceso el promedio del calor se obtiene realizando las siguientes integrales

I 0) T k()
(AQ) = /0 {Qm%(t) dt + /0 [72 }dt (D.6)

2y
Iy I ,2

En donde

— 2
; /T/4 (@4&—{-]@2) 1 ezw§2
1,1 = _—— ™
o 2my €(to)

\/a(lJrAk,)ﬁe%(*‘lAk‘F(AkJ”l)%)z Va(Ak+1) Vat(—4Ak + (Ak +1)T)
* NI ers | NI | —ert] VI [)) e oo

[ZAkf(AkJﬁl)%]
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T/4 k1—ko At

q2 (=24t + ko

L2 = —( - 5 ) dt (D.8)
0 2y

Resolveremos primero [D.7] podemos reescribirla de la siguiente manera

/4 _ 2 2a1t2 T
L= —— (kl k2 4t+k2> e 73 [MIHAHUT] dt
’ 2mye(to) | J, T

at? 42
/T/4 Va(l+ Ak)y/m (kl}““ 4t + ks2)2 Tk Z (THARH(ARTDF)
Jr
0

2V Ak
Ak +1 at(—4Ak + (Ak+1)T
erf[i\/a( + )] —e?"f[\r( ( )t)} dt (D.9)
2V Ak 27V Ak
proponemos un cambio de variable
va (—4Akt + (Ak+1)7) (D.10)
U= - T .
2V AkT
donde
2oV Ak
du = — 2Y/OVAk (D.11)
T
y los limites estan dados por
Va Va ( 7—) Va Va
u(t=0) = Ak+1)71=——(Ak+1 ult=-)= T= D.12
( ) 2V AkT( ) 2\/Ak( ) 4 2V AkT 2V Ak ( )
De esta manera podemos reescribir la integral con la variable adimensional. Primero comenzamos con el protocolo de k(t),
buscamos reescribirla en sus variables adimensionales por lo que recordamos que Ak = % de manera que podemos
reescribir
k’l - kz kl
—— 4t + ko ) = —(—4Akt + (1 + Ak)T) (D.13)
T T

Ahora lo escribimos con el cambio de variables

k1 —k k1 21V Ak 2k1vV Ak
(¥4t+k2) = LIV AR, =2 u (D.14)
T T Ja Va
El exponente de la primera exponencial se reescribe como un cuadrado perfecto
2at? T a(Ak +1)2 «a 2
E 2Ak — (Ak+1)-|| =FE — E —4Akt + (Ak + 1 D.15
xp[TQ [2ak — ( +>t]} xp[ e | Bap | g (Caake+ @k Dr?] (0a5)
y de manera adimensional
2ait? T a(Ak 4+ 1)2 9
Exp |: — [2Ak — (Ak+ l)t]] = Exp |:_4Ak Exp [u } (D.16)
En el segundo término de la integral /1,1 la exponencial se puede reescribir como
Fap | —22_ Cank+ (ak+ 1)) | = B [u?] (D.17)
T — — = Fxp |u .
P 4AkT2 t P
Finalmente la funcién de error en este término se debe de reescribir tomando el cambio de variable
at(—4Ak + (Ak+1)T
erf vot( ( )% =erf [u] (D.18)
27V Ak

Entonces la integral I1,1 queda de la siguiente manera

1 ST Cop AR\ [ _a@ein? T
i) =———— —u e 1Ak e - du
2mye(to) ut=0) Vo 2v/aV Ak
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—erf [u]) (—Mdu> } (D.19)

A [ (8 [

2V Ak w(t=0) Va 2V Ak
1 C2EVART _ataksn? MU=
— T aak u?e” du
2meye(to) a3/?
(1=0)
k2(1+ Ak He=r/4) Ak+1
_ K+ AR)VAT u2e?” [ erf Va(Ak +1) —erflu] | du (D.20)
@ 2V Ak
U(t=0)
1 21@2\/77 aartn?  [He=T/
:—2 7o) 373 T T 1Ak ueu du
mye(to o om0y
k2(1+ Ak Ak +1 Ue=r/4) k3 (1 4 Ak) He=r/4
LA )Tﬁerf valak+ 1) u2e¥’ du + u uZe 2erf [u] du (D.21)
oY 2V Ak u
U(t=0) (t=0)

Solo hay que resolver dos integrales, la solucién de la primera estd dada por

U(t=7/4) 2 u? 1
wev’ du = [ < wer fi[u]
2 4
“(t=0)

U(t=r/4)

Ut=0

(&) (s @r)”
Voe At L g | Y| ) - [ YolAkd Delavar L rersi | Y ak+1)| | D22
4 Ak 4 2V Ak 4V Ak 4 2VAk ’
Yy
/““”/4’ 2 e [u] du u2(71+F[(21\7/¥,(%:2),u2]) He=r/ (D.23)
U(t=0) Ut=0
2 2 2 2
B (2%) (—1+F[(1,1),(%,2),(2\/‘/%) ) ) <2\/%(Ak+1)) (—1+F[(1,1),(%,2),(2\/‘/%(Ak+l)) ) Do

NG NG

Entonces podemos escribir 1,1

. 1 2k} VAkT JEEICLCS
1,1 = ) 3/2
) 1 g [ ) (s ) e
YN PV 4VAk v
k2(1+Ak’)T\ferf Va(Ak +1)
« 2V Ak
vE_ e ’
((@(W L o [ 2 D (MAM(WM) P ))
1Ak VAk 4Ak
LA
2 2 2
(%) oG (35) ) (@) Crerango. (3@ ) )
20w N 2w
(D.25)

K21 { WAk _a@aktn)?
4Ak

2m~e(to) Ca3/2 €

(%)
Voe 2Vak] l\/Eerfi va
(( 4VAk 4 [2«/@}

0+ Ak)ﬁerf Va(Ak +1)
2V Ak

(e’
) - (f(AkJrl) iﬁe’“ﬁ{

(Ak+1 )

N~— N

ae(zx/%)z 1 Ja \/»(AkJrl)e(Qm(AkH))
(( 4/ Ak _4\/;6”%[2@} B NN — JVmerfi [ (Ak+1)
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TN
2 2 2 2
(25) Crerian o (25) ) (22@k+D) 1+ FaD. 432, (3548 1) )
27 B 27
(D.26)
ki« 2V Ak ,a<A472+k1>2
n 2e(to T ad2
NS 2
Ja \/E(Ak+1)e(ﬁ(m“+”) 1 | va

(( ferfz[ \/E:|) ( NI 71\/Eerfz 2@(Ak+1)

(1+Ak f|:f(Ak+l):|

2V Ak
va 2
e va va@k s e ZEEH) 1 T e
(( JVEerss [ m}) ‘( AR — gVt AR AR
PRCEPNON;

(2%)2( 1+ Fl(1,1),(1,2), (2%)2]) (2\/\/%(Ak+1))2(71+F[(1,1),(%,2),(2\/%

) }

27 27
(D.27)
la solucién a la integral I 2 es directa
/A k1g2 _ kiga [ —4AKt? /4
I 2 = (—4Akt + (1 4+ Ak)T)dt 5 + (1+ AR)tr (D.28)
o 22T 2’y T 2 0
k Akt? (14 Ak)T? k 2+ Ak
_ ke (AR (L+AR)TE\ | kigeT(2+ Ak) (D.29)
2721 8 4 16+2
multiplicando y dividiendo por %2 identificamos €(tg) = %1122 ya= ’“T y podemos reescribirlo como
B k1g27(2 + Ak) kam B aka(2 + Ak) B ak1(1+ Ak)(2 + Ak) (D.30)

162 kam 16€0 N 16€(to)

Juntando ambas integrales encontramos la expresién del calor

kia { WAk _ a(Akt1)?
— 4Ak

2¢(to) a3z ©

(ﬂ)Q (A(Ak-‘—l))
Voeld /ot L g | YO || - [ YolBkE DerzvAr L rersi | S (ak+ 1)
4\/@ 1 Terft 2\/@ 4\/@ erjft \/7

1+ Ak)\ferf Va(Ak+1)
2V Ak

(aQ) = -

\fe ar) 77\f P fi Va \/5(Ak+1)e(7%mk+l))2 L rersi Va Bk 1)
2V Ak WAk 4 2V Ak
RSN (1+Ak
2 2 2
(-1 + F[(1,1), ,2),(2%) ) (N%(Akﬂ)) (-1 + F[(1,1), %,2),(2 Zk(AkJrl)) )
2/7 B 2/ }
aki (1 + AK)(2 + Ak)

+ 16¢(to) (D:31)
factorizando ko

2€(t0)
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)

e
26(to a3/2

vael37ar) Ja
(( ferfz|: \/ﬂ]

kia [ WAk _ a(akt1)?
4Ak

(Ak+1)

Va(Ak + 1)6(7%(”“‘1)) f Ja
— VAR — —/merfi \/T

n 1+Ak’)f erf Va(Ak +1)
2V Ak
-k
fe v Ja f(Ak:+1)( 1 1 va
N = Ak +1
(( JVRersi | Ve VN PaCEEAl Py v Gl
1+ Ak)f
e \2 Ve 2 2
ALY R 3o, (35) ) (2R ek ) Ce R, G, (R @k ) )
2T 2T
1+ Ak)(2+ Ak) (D.32)
8
pero €(tg) = W’Q puede reescribirse como €(tg) = :n];i((AAI;i?) = 8((AAqk-++11)) de esta manera la expresién final del calor es la
siguiente
@ 2
(AQ) = kro(l+ Ag) 2\/Ak€, (Aki1)
2e(1 + Ak) a3/2

( va )2 (A(Alprl))
oe R L g | Y| | - | oAkt De AV — mersi | Y ak+ )
NN 4 2/ Ak 4V Ak Ak

(1+Ak)ﬁerf {\/a(mw 1)

4
2V Ak

ze(35) e Ja va(ak+ ez ar (ak+D)” s VA

wan vt sRl ] T AR — Vet AR AR
(Lt ARVE

o

2 2 2 2
(25:) Cr+ran G2 (325) ) (5 @k+D) 1+ FaD. G2, (5 @k+ D) )
NG 27

. (1+Ak)(2+Ak)} (D.33)

8

Podemos escribir una ecuacié adimensional para el calor ya que ?1 tiene unidades de Joule las mismas que el calor,

escribiendo 5<AQ> = (AQ)* llegamos a una expresién adimensional para el calor

a(l+ Aq) | 2VAk _aakt+1)?
A = 1Ak
(AQ1-2)" BEEYNS) +—57 ke

fe ar) T va vk +1)els Farern)’ I va
—Z\/;re'rfz |:2m:| - W —Z\/;rerfz |:2m(Ak+1)]

(1+Ak erf [\/&(Ak—&-l)

2V Ak
ﬂAk+l))2
vael757) _3 T vall_ \/a(AkH)e(zFAk‘ 1 | va
( 4\/77€er |:2 Ak:|) ( YWY 4\/7767“1‘7, |:2 Ak(Ak’—i—l)]))

1+ ARVE
(0%
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24/ 2¢/m
14+ Ak)(24+ Ak
L A+ AR+ Ak) (D.34)
8
Para analizar el resultado damos los valores numéricos a las variables adimensionales.
Ak =1 Ag=1
El limite cuando « tiende a infinito
, . Log(2
lfm (AQ1_y2)" = 9(2) (D.35)
a—oo 2
Al graficar el promedio del calor encontramos el siguiente comportamiento
D.2. 2a3
Este proceso es un cambio en la intensidad del ruido manteniendo la rigidez del potencial constante
k(t) = k1 (D.36)
— T
a(t) = E=Lat - 1)+ g0 (D.37)
T 4
y la solucién de € estd dada por
1 1 _2at(1-) dtalq 2Aq[71+ef%(174%)] +a[7172Aq+ef¥(1*4lt)(l+Aq)]
= e T — —
e253(t)  €(to) at(1l+ Aq) a(l+ Agq)
(D.38)
por lo tanto para encontrar el calor es necesario resolver la siguiente integral
27 /4 5 a1—q2 _T
k k1 4(t )+ a2
(AQas3) = / - 1 + (" — ) dt (D.39)
/4 2myea—3(t) 2y

lo podemos reescribir como dos integrales

27/4 2 27/4 q1—4q2 _ T
k ky (B4 - 1) + a2
(AQ2-3) = o ——~dt+ ( — L
/4 2mryea3(t) /4 27y

Io1 I2,2

Resolveremos la primera integral

k2 27/4 1
Ipq = L / dt (D.40)
T

- 2m'y /4 €23 (t)

k2 /4 _ 20t(1—75) dtalg
- —— e T _
2mye(to) . at(1l+ Aq)

/4
28q[-14+ e FOR)] faf-1-28g+ T F O F) (14 Ag)] )dt (D.41)
a(l+ Ag) '
_kg{/zf/“ (e%u—u> dt_/%/4 (LA‘I)dt
2mneio) |, s o \ar(l+Ag)
_/2”4 28g[ 1+ F O] ta[1-20g 4 e F (04 Ag)] dt} (D.42)
» a(l+ Ag)

El primer término es simple de integrar, la solucién es la siguiente

27/4 2at(1— L) N
e Jdt= - (1-e %) (D.43)
T/4 2a
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La solucién del segundo término es

27/4 ( 4talg ) dt — 3AgT
/4 at(1+ Aq)  8(14 Ag)

El tercer término estd dado por

/27/4 28g[~1+ e 0] fa[-1-28¢ + e 0= F) (14 Ag)]
dt
/4 a1+ Ag)
—4re” 5 (a+ (24 @)Ag) — T(—SAq +a(-4+ a2+ Aq)))
N 8a2(1+ Aq)
al juntar todos los términos encontramos la solucién a la integral I2 1
k a A
La=-—bl (L (1-e %) 220
2mye(to) \ 2 8(1+ Aq)
—4re” % (a+ (24 @)Ag) — 7(—8Aq + a(—4 + a(2 + Ag)))
8a2(1+ Aq)
factorizando S —
8a2(1+ Aq)
k% T a
= 4a(1+Ag) (1—e"2) —3a%A
2mye(to) 8a?(1 + Agq) < a(l+2q) ( ¢ ) oo
+4e” 2 (a+ (24 a)Aq) + (—8Ag+a(—4+a(2+ Aq))))
= - k%T 8Aq (ef% — 1) + daAq + a2(2 + Agq)
16a2mye(to) (1 + Aq)
identificamos «
kia _a 2
=————————|[ 8A 2 —1 4aA 24+ A
16a2€(t0)(1+Aq)( q(e ) +4alg+a*(2+ q)>
La solucién a la integral I 2 de igual manera es sencilla.
27/4 ky (QI;QQ 4(t _ i) +q2)
5 dt
T/4 2y
P . . . q2 — q1
en términos de la variable adimensional Aq = ——
q1
27/4
k —-A
- o {2—‘%2 +(2Aq + 1)4
2y T T/4
kiq1 —Agq (27‘)2 2T —Agq (7)2 T
= 2 — 2A 1)—-2——(-)] —(2A 1) -
272{7 1) T@RarD S - \1 (2A¢+1) 7
kiqiT [ 4Aq 2  Aq 4Aq 1} kigi™m
— _ A 4= == _ | = Agq+2
272 s TR TR T T4 T Teme Rt
k
identificamos a y recordamos que la condicién inicial de este proceso es ¢g = JE
maqz
multiplicando y dividiendo por g2 y k1
ki1gaaqim k1o
= ———[Aq+2|=——[Aq+2
16k1q2y [Aa+2] 16¢0(1 + Aq) [Aq+2]
al sumar I2; y I2,2 encontramos la expresién del calor
(AQoorg) = ————1% _(8aq(e=% —1) +4adg+ 0?2+ Ag) | + — 2%
- 16a2¢(to)(1 + Aq) 16€0(1 + Aq)
k1 -4 2 2
=——— |-8A 2 —1) —4dalAq — 24+ A A 2
166(t0)a(1+Aq)[ q(e ) alAq —a*(2+ Aq) + o (Ag + )}
k1

= Tociora(i T ag 829 (7% —1) —4anq]

[Ag + 2]
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(D.44)

(D.45)

(D.46)

(D.47)

(D.48)

(D.49)

(D.50)

(D.51)

(D.52)

(D.53)

(D.54)

(D.55)

(D.56)

(D.57)

(D.58)

(D.59)
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k k
Pero notamos que €(tg) = ;—q; = mql’(yliAq) = (1+6Aq)

k1
16@@(1 + Agq)

1

(AQ2-3) = [—8Aq (e_% — 1) —4aAq] = 1:

g~ [-8Ag (e7% — 1) — 4aAq] (D.60)

Como hemos visto antes k?l tiene unidades de energia por lo que podemos escribir un calor adimensional % =
(AQ2-3)*

(AQaos3)* = 16% [~88¢ (7% — 1) - 4aAq] (D.61)

La expresion es muy sencilla esto nos permite encontrar en limite del calor cuando se toma « muy grande sin la necesidad
de dar valores numéricos.

lim (AQa_a)* = — 24 (D.62)

a—oo 4

Dando valor numérico a las variables adimensionales Ak = 1,AQ = 1 podemos graficar

D.3. 3a4

Este proceso es un cambio en la rigidez del potencial, mientras se mantiene un ruido constante, el protocolo es

ko — k 2 k1 Ak 2 Ak 2

k() = 2= gt — Dy p k= 224t — ) bk =k (—4@ -+ 1) (D.63)
T 4 T 4 T 4

a(t) =q (D.64)

y la forma de €(t) durante este proceso es el siguiente

20  Ty(2AR+ I AT _at® (YAR—2ART 4 T)2
1 1 _attR-F)RAktF —AkT) ARzl T at(4Ak + T — 2AkT
—_ = (e =) _\/aﬁe 4 |:erfi( Va )—er z(\/E( i t))})
e3—a(t)  e(to) 2VAk 2VAk 21V Ak
(D.65)
Para encontrar el calor en necesario resolver la siguiente integral
3r 2
Tl k2 (kg - 2m) 41 qikr (Bka(t—20) 41
(AQ3—4) = - ( Z 4 ) + ( — 2 ) dt (D.66)
20 2myez—4(t) 2y
3T 2 3T
Tl k2 (k4 -2m) 41 T | gk (8R4t —2Z) +1
= _1(7( 4 ) dt + (7(24) )dt (D.67)
27 2mryes—s4(t) 2r 2y
4 4
I31 I3,2
Primero trabajaremos con I3 1
3 [ (Ak 27 2
k2 P —4(15 — 7) +1
I3 = —— (% 4 ) dt (D.68)
2my Ja eaa(t)
3r
_ k3 1 <ﬁ4(t—2—7)+1)2 1 (e_%f(z_g)(mmg—mg)
2my far T 4 e(to)
4

Jare TAbm(AR-28KTED? Jat(dAk + T — 2AkT)
- 2VAE oG~ A ))) )u e

el exponente de la primera exponencial la podemos reescribir como un binomio cuadrado perfecto de la siguiente manera

_at? g =z T _ T JR—e _ 2
e~ ST Q- PIRARFT-ART) _ aRy o7 AR,z (1Ak+H(1-24K)T) (D.70)

proponemos un cambio de variable
Vo
2V AkT

u =

(40Kt + (1 — 2Ak)T) (D.71)
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donde

y los limites estdn dados por

u(t=%{)= VS 9k + (1 22k)r) = Y2

2V AkT 2V Ak
I Va .
u(t_ 4)_2FT(3M + (1 —2Ak)T) = NET(MH)

Reescribimos cada uno de los términos en funcién de la variable adimenisonal

Ak 2 21
(74@ - l) + 1) = — (4Akt — 28kT +7)° = —
T T

Exp {40}} Ez’p[ Ak 5 (4tAk + (1 — 2Ak)T) } eTAke

at? T T 2
Eap | ————— (4Ak — 2Ak— + —)2| =74
xp[ PIVEE) p | e
y finalmente
t(AAk + T — 2AkT
rfi(\/a( ¢ t)):erfi(u)
27V Ak
entonces la integral I3 1 la podemos escribir de la siguiente manera
k)2 u(t**) o —u?
I3 =——2L+ — 44k u? | emBEe v vay/me [erfi( Vo ) —erfi (u)} S E—
2mye(to) =2y @ 2V Ak 2V Ak 2v/avV Ak
4k2 Ak u(t=5F) o —u?
=— 1287 u? ([ emBE e vay/me [erfi( Vo ) —erfi (u)} du
2mye(to)a(2v/aV Ak) u(t=2r) 2V AL 2V Ak
3T
K2rVA u(t=51) N 2, —u>
= T u2eme*"2 - vaymuZe |:erf7j( Ve ) —erfi (u):| du
~ me(to)a? / u(t=27) 2V Ak 2/ Ak
3T 3T
k27VA N u(t==F) u(t==1)
= 77 e 1Ak L ffe f( Ve ) wZe " du
mrye(to)ad/2 w(t=27) 2V A 2V A 2r)
u(t=37)
f\f uZe erfi(u)du
2VAE J, oz
La solucién se resume a resolver dos integrales, primero
u(t=3T) 2 u(t=3T)
/ u267u2du = eTAR |:— ueQ + \{ferf(u):l
u(t=2F) w(t=27)
Ja 2
va - (2= @kt
_ 2VAkT (Ak‘ + 1)7'6 (2\/H ) N ﬁerf( \/a (Ak N 1)_’_)
2 4 2V AkT
N 2
Va - -7
L2 N (2 o ) £ rf( Va )
2 2V Akt
1 — 2 (Ak+1)? =
_ Vo(Akd De 7% YT (O (akg) ) 4 YOO BT VTV
4V Ak 4 2V Ak 4V Ak 4 2V Ak

T WAk Va 2VAk

La segunda integral a resolver es

u(t=3T)

u“e”™" erfi(u)du =

(=22 27

/u(t—%{) 5 w2 ) u? (1—2F2 [171»272 —u :I)

u(t=2T)

\/a {(Ak‘+1)6_42k(Ak+1)2+ \/Eﬁe’f‘f( f (Ak‘+1)) +€_ﬁ — mﬁerf( \/a >}
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(D.72)

(D.73)

(D.74)

(D.75)

(D.76)

(D.77)
(D.78)

(D.79)

(D.80)

(D.81)

(D.82)

(D.83)

(D.84)

(D.85)

(D.86)

(D.87)

(D.88)

(D.89)
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2 2
(N%T(Akﬂ)r) (1—2F2 {1,1,2 2; — (2\/%7_(Ak+1)7) D

2y/w

(2%)2 (1 o {1 1,12, (2\/%)1)

_ NG (D.90)

_ 2 (Ak+1)2 (1-2F [1,1; 5,2 — 122 (Ak + 1)2]) e (1-2F [1,1:3,2 - 1%5]) o1)

2/ 207
- 8\/%%“ {(Ak+1) (1 Yo [ .1 ;,2, 4Ak(Ak+1) D - (172F2 [1,1;%,2;7ﬁ})} (D.92)
Con estas dos integrales podemos encontrar la solucién de la integral I3 1

I3 = _mi;ﬁ/z |:ez&c 4\/%{@“ 1)e~ T8F (Ak+D? 4 \/%aﬁerf (2\/%(Ak + 1)) + e~ TAR
R (35 ) | - S e e o
+ @ﬁerf (2\/%(Akz+l)) pem TR \/:aﬁerf (Jg) } + %8\;&;
{(Ak +1)? (1 — 2P [1, 1; %,2, 4Ak(Ak +1) D - (1 — 2P {1, 1; ;,2 7&})} (D.93)
- 7mi(7t\0/)§/2 |:e43k 4\/%{(Ak 4 1)e” TRE(ARHD? | \/%aﬁerf <2¢%(Ak + 1)> +e” TR
- \/gkaﬁerf (2\/%>} - derﬁb\/@){mk_;_ 1)e 787 (ARFD?
* \/gkaﬁerf (2%%(Ak+ U) Herhn - Cferf (2%%) } * 1602113/2
{(Ak +1)2 (1 Py [1, 1; %,2, g Bk D) D (1 oy {1, 1; %,2; 7ﬁ} ) }] (D.94)
Factorizando 4\/‘/%
- m’;i(ft\o/)gp 4@ { &R {(Ak+ 1)e TRR(ARTD? 4 @ﬁerf (2\/%@!6 + 1)) +e” AT
- e <2¢%>} ST (2ﬁ>{mk+ne—mw+l>2
+ \/gkaﬁerf (2\/%(&” 1)) +e TAE - \/:aﬁerf (2\/%> } +iaE
{arsnt (1-am [1a g e haes?]) - (120 11 2] )} (0.9
= ’mi&o)a [e&c{mm 1)e~ 78R (AFHD* | \/Ai\/kaﬁerf (2\/%@“ 1)) + e TR
| T —
+ \/gkaﬁerf (%ﬁ(mw 1)) +e TAR — \/?aﬁerf (2\/%> } + ﬁ
{(Ak +1)? (1 — 2P [17 1 5,27 4Ak = (Ak+1) D - (1 — 2Py [1, 1; %,2; —ﬁ} ) }] (D.96)

Identificamos «

kla @k41)? | V Ak Va —
(Ak+1) 1A% er Ak+1) | +e 2%
{ { e va ! 2\/Ak( )

—Ffer Vo Vo/m i Vo e_ﬁ(Ak'H)z
Ve f(Qx/Fk)} 2VAk f(2\/ﬂ){(Ak+l)
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()

VERE, ([ Ja .
+ erf (2m(Ak’+1)> +e o

Va 2V Ak 4Ak
{(Ak+1)2<1— F [1 ) (Ak+1)D—(1— F [1 1L 2~—LD} (D.97)
212 7y277 ANk 212 77277 ANk .
La segunda integral I3 2 es méas sencilla y se puede resolver directamente
EES Ak 2r 3z 3z
Tk (SRA(E- )+ 1 k T 4Nkt 4
I3z = (% 4 )d =an =at+ (—2Ak + 1)dt (D.98)
’ 22 22 2 T 27
4
37 2 2
2Akt2 4 k| 24k (32 3 IAE (2T 9
- (—2Ak+ 1)ty =151 ﬂﬂfmkﬂ)lfﬂf(fmkﬂ)i
o 22 T 4 T 4
T
(D.99)
A A 2
= 5AkT? —2Ak+ 1) Y = akim(Ak +2) (D.100)
4 1672
Multiplicamos y dividimos por m y ki para identificar o y €(to) = %qll
A 2 A 2 A 2
132:q1k17( k+ )klm:kla( k+2) :kla( k+2) (D.101)
: 1672 kim 16¢(to) 16e

La expresion del calor para este proceso es

ki| o — o (aks1)? | VAkYT Va __a
= —— Ak +1 Ak +1
i [“M{( T 1)em AR Ve T\ oAkt ) Te

7\/E\/% Va \F\f S Va — 1% (Ak+1)?
Ja erf(2m>} S VAR f(2 ){(Ak+1)e

VAT Va _e VARYT Va o
+ o erf(Qr(Ak+1> Ja erf(2m)}+4Ak

1 1 kia(Ak + 2
{(Ak+1)2 (1—2F2 [1,1;5,2, 4Ak(Ak+1 D (1—2F2 [1,1;2,2;—&})}] 4 % (D.102)

= E —eﬁ eiﬁ(Akﬂklﬁ Akﬁer \/a 674Xk
= {(Ak+1) + - Ja f<2 Tk(A1<;+1)>+
_ VAkVT Vo Voyr o Va - a (Ak+1)?
Ta f<2 T)}-ﬁ- N f( #){(Ak-i-l)
VAT Va _a VARYT Va _a
v ! (2F(MH> va_ ! (wﬂ)} 1Ak

(D.103)

1 «a 1 @ a(Ak+2)
Ak 12(1— F [1,1;7,2;—— Ak 12D—(1— F. {1,1;7 2——})} —_— =
{( +1) 22 2 VA 2m2 2 ANk R

con el mismo andlisis adimensional que hemos hecho en los otros procesos notamos que podemos escribir una expresién

adimensional para el calor en este proceso (AQ3z—4)* = d%’%“)
eTAR o a 2 VAkyT Va __a
= Ak + 1)e~ 7ar (Ak+D7 4 er Ak+1) | +e 7a%
(Q3—4) 1 {( ) Ja / 2\/@( )
VAL
_ ﬁerf Ja N f\ﬁe 5 ( Ja ) (A 4 D T (Ak+1)?
Va 2VAE 8V Ak 2V AE
Ak o
CYARE (Vo) e YARVE (Ve Y _a
Va 2VAk Ve 2V Ak 16Ak
1 1 «
Ak 12(1— F [1,1;7,2; Ak+1 D (1— F {1,1;7,2;——})}
{( 1) 2 2 Ak( 1) 2 2’7 T 1Ak
oAk +2)
_ D.104
R ( )
Esta expresién depende tnicamente de Ak, para analizarla damos un valor numérico a la diferencia de rigidez de la trampa.
Ak =1

De esta manera podemos encontrar el limite cuando « tiende a infinito

lm (Qsa)* = — 2090 (D.105)

a—o00 4

Graficamos para determinar el comportamiento del calor cuando Ak = 1 en funcién de o como se muestra en el capitulo 7
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D.4. 4a1l

Este proceso es un cambio en la intensidad del ruido manteniendo la rigidez del potencial constante. Las escribimos en las
funciones adimensionales AQ y AK.

k(t) = ko = ki (1 + Ak) (D.106)

at) =2 Ma(t- ) b= (1+AQ (—3+§)) (D.107)

T

La forma de €(t) durante este proceso es

1 1 20t(1+Ak)(—1+%) t - 2at(1+Ak)(—1+%)
= — [4aA 1+Ak—f(—2A -1 T
ea—1(t)  €(to) [e + at(1+ Ak) [ afg( ) t q( te )
2at(1+Ak)(—1+5F)
ta(l+Ak)(-1+e 7 +3Aq))H (D.108)

para encontrar el calor es necesario resolver las siguientes integrales

TkH14 Ak)? T k(1 + Ak)g (14 Aq (-3 + 2
<AQ4—>1> = *g dt + ( 5 ( )) dt (D.109)
3 2myea—1(t) 3r 27
4
a1 Ig2

comenzamos resolviendo la integral /4 1, es una integral relativamente sencilla ya que el exponente de la exponencial es
lineal en el tiempo, su integral no nos lleva a funciones de error

-
k2(1 + Ak)?
L= [ _HOFAR" (D.110)
3T 2m7€4—>1(t)
4
21+ Ak)?2 [T ] 2e0tam 1457 t - 2at(1+AR)(~1437)
=_Av T — 4 —— 4aAq(1+Ak) — —(—2A¢(~14+e
2me(to) 3r ‘ +aT(1+Ak)[a a1+ Ak) t( q( te )

2at(1+Ak)(—1+3%)
ta(l+Ak)(-14+e— 7 +3Aq))} dt

K2(1 + Ak)? T<—8Aqe_%(1+Ak) + 8Aq — 4aAq(1 + Ak) + 2(1 + AK)2(2 + Aq))
__ "1

D.111
2mye(to) 8a2(1 + Ak)2 ( )
identificamos «
o (—SAqe*%@M’“) +8Aq — 4alAq(1 + Ak) 4+ o2(1 + Ak)2(2 + Aq))
. m
© 16e(to) a?
k o
=1 (—8Aqe’7(l+Ak) +8Aq — daAq(l + Ak) + o2(1 4+ AK)?(2 + Aq)) (D.112)
16ae(t0)
La segunda integral I4 2 es mas sencilla
ki (14 Ak) [T 4t Eign(1 4 Ak) [T 4t
Iy, —Ma( +Ak) <1+Aq (73+—))dt:71q1( +Ak) (173Aq+—Aq> dt
' 292 3z T 272 3r T
1 1
k 2\ "
_ k(1 +Ak) t—3tAq+2Aqt _ k(1 +Ak) (I+AQT>
272 T . 242 4 8
ry
k1 ql'r(l + Ak)
=—(2+A
62 2TAd
k
Multiplicamos y dividimos por mka para identificar o y €(tg) = a2
mqi
k koT(1+ Ak kra(l 4+ Ak)2(2+ Ak
_ kiqimkar(1 + )(2+Aq): 10(1 4+ Ak)*(2 4+ Ak)
16mkoy2 16€(to)
La expresion para el calor queda de la siguiente manera
k (o3
(AQiyy) = ——— (—8Aqe‘§(1+Ak) + 8Aq — daAq(l + Ak) + (1 + AK)? (2 + Aq))
16ce(to)
1+ Ak)Z(2+A
kia(l + Ak)%(2 + Ak) (D.113)

16¢(to)
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+4Aq(1 + Ak) — a1l + Ak)2(2 4 Ag)

ok SAq67%<1+Ak> + 8Aq
- 16¢(t0)

«
+ a1l + Ak)2(2 + AK) (D.114)
— 2 (1+Ak)
k1 8Aq (e 2 + 1)
= 4Aq(1 + Ak D.115
16€(to) [ a +48q(1+ Ak) ( )
k k1(1 4+ Ak
pero €(tg) = JE2 yki(1+ Ak) =e(1+ Ak) (D.116)
mqi mqi
— 2 (1+Ak)
k1 8Aq (e 2 + 1)
= 4Aq(1 4+ Ak D.117
162(1 + Ak) { o +aAq(1l+AR) (D-117)
Podemos reescribirlo como un calor adimensional %
Ag(e 50+ £1)  a,
A * = —_ D.118
(AQa-1) 2ol T ) + ( )
El limite cuando « tiende a infinito A
lim (AQu_1)* = =2 (D.119)
a—oo 4

Dando valor a Ag =1 y Ak =1 podemos graficar obteniendo el comportamiento mostrado en el capitulo 7

Durante el ciclo en los cuatro procesos existe una transferencia de energia entre el medio y la particula, al que llamamos
calor, el signo nos indica si el calor estd siendo absorbido por la particula o si estd siendo liberado al medio. En nuestra
convencién de signos, calor positivo indica que el sistema esté recibiendo calor del medio, calor negativo indica lo contrario.
durante el proceso de 1 a 2, cuando disminuye la rigidez manteniendo una intensidad de ruido constante y el proceso de 4 a 1
cuando la intensidad del ruido aumenta con una rigidez de la trampa constante tenemos un calor positivo, esto implica que
durante estos procesos se estd absorbiendo calor, durante los otros dos procesos se estd liberando calor al medio. tomando
en cuenta solo los limites cuando « es muy grande y los valores otorgados a Ak y Aq podemos ver que al sumar los calores
(AQ3-3)* v (AQa—1)* se eliminan sin importar el valor de las k y ¢ y al final del proceso

_ Log[2] n Log[2] _ Log[?]

(AQio2)" 4+ (AQ23)" + (AQ3-4)" + (AQas)” = —— 2 4

(D.120)

El calor final es positivo, esto indica que el sistema estd absorbiendo calor. Complementando con el trabajo, el sistema
absorbe calor del medio y se convierte en trabajo.






Apéndice E
Trabajo en el ciclo

El trabajo que se realiza durante un proceso termodindmico sobre la particula estd dado por

(e k) . x(t)? dk(t)

AW =
ok 2 dt

dt (E.1)

Debido a que el sistema es una particula Browniana entonces la posicion es una variable aleatoria y el proceso es estocéastico,
la solucién de esta ecuacion tendrd un valor diferente en cada realizacién del proceso pero el promedio sobre el ensamble

estd dado por
Y1 dk()
<AW(x,t)):/ —— —dt (E.2)
to de(t) dt

ya hemos encontrado que es diferente para cada proceso

1
e(t)

E1l1. 1a?2

El primer proceso se realiza con el protocolo

ki —k
k(t) = ~—=2 - 24t + ko (E.3)

q(t) = a2 (E.4)

es un cambio en la rigidez del potencial mientras se mantiene constante el ruido. Para encontrar el promedio del trabajo
realizado es necesario encontrar el cambio en la rigidez del potencial

k(t) = %(:) = ’“7;1“4 (E.5)

y la forma de €(t)

€12 €(to)

L vall+ Ak)y/Fe TaT (~1ARL+H(AR+1) o [\/a(Ak + 1)} et [\/6(74Ak$ +(Ak+1)) } )
2V Ak 2V Ak 2V Ak

1 1 (e@ [QAkgf(AkJrl)]

(E.6)

De manera que debemos de resolver la integral

t=1 k1 — ko Lt [2Akf—(Ak+l)]
0 e(to)T

, VA(+ AR)/FerAT (K Hak (erf{\/a(AkJrl)] _eTf[\/&(—4Akj+(Ak+1))}>} }dt ET)

2V Ak 2V Ak 2V Ak
_ k1 — ko t=7 62«:752(%1%(&#1)%)
e(to)T =0 -
1,1

109
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T (—4Ak+(AR+1) T )2 St T
L Yol + Ak)yreiairT (ef{f(Ak—i-l)} erf[ft( 4Ak+(Ak+1)t)]> }dt (E5)

2V Ak 2V A 27V Ak
I1,2
Podemos separar la integral en dos secciones
t:% 2at2 T
na= / o258 (28k-(8k+1E) 4y (E.9)
to
_r at? 2
=T Ja(l 4+ Ak)y/meTan (TIARFARD ) Va(Ak +1) Vat(—4Ak + (Ak +1)7)
I = erf —erf dt
to 2V Ak 2V Ak 27V Ak
(E.10)
la integral I1.1 puede resolverse si reescribimos la forma del exponente como un cuadrado perfecto
2ait? a —4Akt 2 a
20k — (Ak41)=) = — Ak +1)) ———(Ak +1)2 E.11
( (Ak + )t) 4Ak( T +(Ak+ )) 4Akz( +1) ( )

Al escribirlo de esta manera tenemos una integral con forma Gaussiana pero que se encuentra limitada, usamos la propiedad

de las funciones de error -
2 2
erfi(z) = — / et
v J,

para determinar la solucién, la cual queda de la siguiente forma

a(Ak+1)2

VrTeT T Ak (erfi[%/%] - erfi[‘/a;li\/%ik)])
4/av/Ak

Iy =— (E.12)

Nos falta encontrar la otra integral I1 2, esta es una integral mas complicada debido a que se tienen que integrar las funciones
de error, podemos separarla en dos integrales

(—4Ak+(Ak+1)T)?

VaVEQL L AR TVadk+ )] [T a2
e = e }/ ‘ «
L VaVEQHAR) [T s Caapeanin? [ VA 4Ak+<Ak+1>§)
2V/Ak /to [ 2rvVA } at (E.13)

La primera parte de la integral es la integral de una Gaussiana compleja por lo que se usa la funcién de error compleja

t:% T2
Jaym(l +Ak) rf{\/E(Ak+ 1)} em( AAK+H(AR+D) T)? 1 (E.14)
2V A 2V Ak to
1+A A 1 1+ A
m(1+ k)’rerf{\/a( k+ )}<erf {\f( + k)} erfi{ Va }) (E.15)
8Ak 2V Ak 2V A 2V Ak
Para la segunda parte de la integral hacemos un cambio de variable
Va
= —4Akt + (Ak 4+ 1)T
2T\/Ak( ( ) )
De manera que podemos reescribir
Vaa(l + Ak) =7 2( AARH(ARH1)T )2 {\/at(—4Ak+(Ak+l)%):|
Yy v = e4Ak dt
2V Ak to 27V Ak
u(r/4)
f‘r( + Ak) et erf(u)du
4Ak
u(to)
El resultado de esta integral es
u(7/4)
u? _ 1 2 3 2 3 2
/ e erf(u)du = 7 (—uOF |:(1, 1), (572),u0:| + u‘fF[(l7 1), (5,2),uf
u(to)
Por lo que
14 A u(T/4)
= _Vrr(+ Ak) / e erf(u)du (E.16)
4Ak
u(to)
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(14 Ak) 3 3 (1+ Ak)?
_ _a (4Ak)2f(F {(1,1), (52), ﬁ} — (Ak+ 1)2F{(1,1), (5.2), o e D (E.17)
Uniendo las dos integrales que conforman la solucién de I1 3 llegamos a la expresién
V(1 + Ak) — Va(Ak 4+ 1) [Va(l+Ar)T] o Va
na = = Vrens [ Y022 (i [P - e )
3 3 1+ Ak)?
+2A:ﬁ (F [(1, 1), (5,2), &} — (Ak+ 1)2F[(1, 1), (5,2), %} ) } (E.18)

Con las solucién de las integrales y solo hace falta sumarlas y multiplicar por ’:%t;o)kf para que tengamos de manera
k1—ko

o)r de manera adimensional. Tomamos en cuenta que durante este

completa la expresion del trabajo. Podemos reescribir
proceso la condicién inicial estd dada por

d(to) = YRz _ YL+ AR) _ (14 Ak)
0 maqs mql(Aq) (Aq)

k 1.
en donde € = #{; es una constante, de esta manera podemos reescribir

k1 — ko klAk)(l + AQ)

E— E.19
e(to)T Te(l + Ak) ( )
y la multiplicamos a las integrales para encontrar la expresién del trabajo promedio
F1VEVAR(L 4 Ag)e— “sr NG Ja(l + Ak)
™ + e 4AK . «a . a(l +
(AW (e, 0) = - ‘ cerfi L] 4 engi[ VAL AR))
4y/as(1 + Ak) 2V Ak 2V Ak
a(Ak+1)2
va(l+ Ak)e™ a5k a(Ak+1) AVa(l+ Ak) L Va
QWAkerf[i] (erfz[i] —erfif ])
4\/TAK3/2 2V AE 2V AL 2V Ak
3 a 3 a(l+ Ak)Q}
Fl(1,1),(%,2), — | —a(Ak+1)2F|(1,1),(%,2), ——" E.20
+aP|W D), (5.2), 125 | — ek + D2F[ 0, (5,2), 250 (2.20)
Las unidades del trabajo en el sistema internacional son [W] = J = Lg"; del lado derecho de la expresién las tnicas
variables con dimensiones que restan son k1 = % ye= # al escribirlas de como estd en la ecuacién obtenemos las
unidades del trabajo k?l = %2@7 por lo tanto podemos escribir un trabajo adimensional (W)* = % Entonces el trabajo
adimensional para el primer proceso es
VAVAR(L+ A —alghen® Ja Va(l + Ak
« T + e 4Ak . « i a(l +
(AW 2(z, b)) = — ( %) 7erfz[ ] +erfi [¥}
4/a(l + Ak) 2V Ak 2V Ak
L4 Ak 2 SAEE Ak +1 14 Ak
1Ak
Va(l + )e, k (27rAkerf [u] (erfi[M] — erfl[ﬂ])>
4\/TAK3/2 2V AE 2V Ak 2V Ak
3 a 3 a(l + Ak)?
Fl(1,1),(=,2), — | —a(Ak 12F[1,1, 7,2,7} E.21
+aF |, (5.2) 12| ek + 02F| ), (5.2), 2 (E.21)

Este trabajo solo depende del cambio de la rigidez del potencial Ak, del cambio en la intensidad del ruido Ag y de la

variable adimensional o = ’:;—T

Damos valores a las varables adimensionales Ak = 1 y Aq = 1 para graficar el trabajo con respecto a «. Lo primero que
nos interesa encontrar es el limite cuando alpha tiende a infinito

lim (AW3a(z, )" = — 2092 (E.22)

a—00 2

Al graficar encontramos el comportamiento mostrado en el capitulo 7

E.2. 2a3

Este proceso es un cambio en la intensidad del ruido manteniendo la rigidez del potencial constante,
——= =0 (E.23)

ya que el trabajo depende del cambio en el potencial, durante este proceso no hay trabajo

(W(z,t)) =0 (E.24)
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E.3. 3 a4

Este proceso es un cambio en la rigidez del potencial, mientras se mantiene un ruido constante, el protocolo es

k(t) = M4(t - %f) + k1 (E.25)

T

q(t) = q (E.26)
Para encontrar el promedio del trabajo realizado es necesario encontrar el cambio en la rigidez del potencial

dk‘(t) - ko — k1 4

E(t) =
® dt T
la forma de e(t) durante este proceso es el siguiente
1 1 _at2(27%)(2Ak+%—Ak%)
e3alt)  €(to) ( .
[e3 2 T T
Ja/me” ThET AR=28kE 5 Ja Vat(AAk + T — 2AkT)
- [erfi( ) — 6rfi( ):|> (E.27)
2V Ak 2V Ak 27V Ak
La integral a resolver es la siguiente
/t‘zf 1 [kz - 4} [ _ar?e-piEartf-arg)
e T
=z 4e(t) T
(o3 2 T T
Jare TakT UART2ARTE D o g Jat(dAk+ T —2AkT)
— {erfz( )f sz( ):Hdt (E.28)
2V Ak 2V Ak 27V Ak
La solucién de esta integral es muy parecida a la realizada en el proceso de 1a2 el resultado es el siguiente
f(kl—kg) ( Va Va(l+ Ak) )
W eTAE (er —erf|————=
Wsod) = ke f[2\/Ak:] gl 2/Ak ]
2c Va I Va } 3 «a
I — . VYN — aF[(1,1),(2,2), - ——
PN NN IE ( 7 ETf[zx/Ak]erfl[Q\/Ak P11 (32 = 5]
Va(l+ Ak) o Va 5 3 a(l+ Ak)? )
—orAk 14+ Ak)ZF[(1,1),(2,2), - —— =" E.29
mak erf [V erfi VEL] +a(+ ARFILD), (5,2), - ST (E:29)
pero ko — k1 = k1Ak y e(to) = gn’f;l = ¢ de esta manera
fk‘lAk‘ L( Va(l+ Ak) )
W edAE | er er
= - Y e (Y] - s L0
o Va 3 «a
- — | 27 Ak ) —aF[(1,1),(=,2), ———
s (b enf [ e i M| —aFl,). G2 157
Va(l+ Ak) 5 3 a(l+ Ak)?
—2nak erf [VEISD e i Y] 4 a(1+ Ak) FI(L D, (5,2, - S5 (E-30)
Asi como lo hicimos en el proceso de 1 a 2 escribimos el valor del trabajo adimensional (W)* = E(leV>
<W3~>4) = f e4ak (eTf[ \F } — erf[M])
4f\/ 2V Ak 2V Ak
2c Ve [ Va } 3
R a— YN —aF[(1,1),(2,2), —
8\/73/&Ak3/2( " erf[wAk]em SV .1, (3 4Ak]
Va(l + Ak) Vo 5 3 a(l + Ak)? )
—27Ak er erfi + a(l 4+ Ak)°F[(1,1),(=,2), - ————— E.31
[ 2@}“2@] ( JPFI(1,1),(5,2) N (E.31)

Asi el trabajo solo depende del cambio de la rigidez del potencial Ak, del cambio en la intensidad del ruido Aq y de la
variable adimensional o = % Damos los mismo valores adimensionales para encontrar el limite y graficar con respecto a
a. El limite cuando « tiende a infinito Loal2
o
lim (Wasa)* = g(2]

a—00 4

(E.32)

La gréfica se muestra en el capitulo 7
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E4. 4al

Este proceso es un cambio en la intensidad del ruido manteniendo la rigidez del potencial constante,

dk(t)
— =0 (E.33)

ya que el trabajo depende del cambio en el potencial, durante este proceso no hay trabajo

(W (z,t)) =0 (E.34)

Durante el ciclo hay dos procesos en los que existe trabajo, el signo nos indica si el trabajo estd siendo ejercido sobre la
particula o si la particula estd haciendo trabajo sobre el sistema. En nuestra convencién de signos, el positivo indica que se
estd haciendo trabajo sobre la particula y el negativo indica lo contrario. En el primer proceso del ciclo cuando se disminuye
la rigidez del potencial para limitar el movimiento el trabajo es negativo, es decir al reducir la rigidez del potencial existe
un trabajo que realiza la particula sobre el sistema. En el proceso de 3 a 4 cuando se aumenta la rigidez del potencial se
tiene un trabajo positivo que se estd ejerciendo sobre el sistema.

Graficando los trabajos del ciclo juntos podemos notar que el valor absoluto del trabajo ejercido sobre el sistema (el que
es positivo) siempre es menor que el valor absoluto del trabajo generado (el que es negativo). Por lo tanto, hay trabajo
generado. Siguiendo los postulados de la mecénica clésica, para que esto ocurra debe de haber calor absorbido por el sistema.






Apéndice F
Entropia en el ciclo

La entropia sobre una trayectoria estd dada por
s(t) = —lnw(z(t),t) (F.1)

donde
w(z(t),t) = @6—6(75)3c2
™

tiene una forma Gaussiana.
Entonces para determinar la entropia sobre una trayectoria reescribirmos el logaritmo de w usando las propiedades de los

logaritmos
Ln[w(z(t),t)] = Ln| eET—t)e*e(t)’“'z] =Ln |4/ egr—t) + Ln [eig(tnﬂ

Ln e(t)
Ln <) e(t)z? = [ ul ] —e(t)x?
s 2
de esta manera la entropia estd dada por
Ln [E(t)}
s(t) = —T” + e(t)x? (F.2)
Y el promedio sobre muchas realizaciones es
1 t
(s(t)) = —=Ln [Q} + e(t)(x?) (F.3)
2 T
Pero el promedio de z2 es
9 1
= F.4
) = 55 (P4)
Por lo tanto ) ) 1 L ) L
e(t €(t
t)) = —=Ln |—= t =——ILn|—= - F.5
(s(1)) Qn[ﬁ]ﬂ()zé(t) sin [ 9] 43 (F.5)
El cambio de entropia que se genera durante el proceso estd dado por
Als(t)) = (s(tg)) — {s(to)) (F.6)
1 e(ty) 1 1 e(to)} 1
=—-L ~+=L - = F.
2n{7r}+2+2n|:7r 2 ®.7)
i o 3 o
-1 r( f)} i [G(t )} _1 (an [M} +Ln [MD (F.8)
2 T 2 ™ 2 T ™
€(to)
R e el B RN () 20 (F.9)
2 ety) 2 e(ty)

™

Veremos el cambio de entropia durante cada proceso del ciclo
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F.1. 1a2

En el primer proceso se toma como condicién inicial que el sistema se encuentra en equilibrio en este caso €(tg) = %—(122,
Tomando eso en cuenta podemos escribir la solucién como

61_)2(1‘/) - C(to)

. \/a(l_"_Ak)ﬁeﬁ(leAk%Jr(Alrkl) (erf{\/a(Ak—i_l)} eTf[\/E(4Akj+(Ak+1))}>> (F.10)

1 1 (e@ [2Ak§—(Ak+1)}

2V Ak 2V Ak 2V Ak

El proceso de 1 a 2 se lleva a cabo en un tiempo de t, = 0 a ty = 7 debemos de evaluar la solucién en el tiempo inicial y

1
en el tiempo final
1 1
€1-2(0) e(to)

cuando evaluamos en el tiempo final

1 1 (eﬁ [zAké—(Akﬂ)]

(F.11)

eis2(F)  e(to)

. ﬁ(1+Ak)ﬁeﬁ(f4Aké+(Ak+l) (erf{\/a(Ak—’—l)} _erf{\/a(4Ak£+(Ak+l))]>) (F.12)

2V Ak 2V Ak 2V Ak
_ 1 (6% [Ak%—(AkJrl)]
€(to)
Va(l + Ak)y/reTAx [\/&(Ak + 1)} [ Va } )
+ _ F.13
2V Ak erf 2V Ak erf 2V Ak ( )
Al hacer los cédlculos para encontrar el promedio de la entropia encontramos
1 €(to)
A =-L F.14
(8)12 = 5 Ln L(tf)} (F.14)
1 g [ari—@artn] | Vo + Ak)\/meTAR [\/E(Ak + 1)} { Va ] }
— 7L 2 2 + —
2 " [e 2V Ak erf 2V Ak erf 2V Ak

Al dar valor a Ak =1y Aq = 1 entonces podemos ver el comportamiento de la eficiencia mientras « es grande. El limite
cuando « tiende a infinito es

Log|[2
lim A{s)12 = L[]

a—00 2

(F.15)

y graficamente

F.2. 2a3

1t 6720(1*%) @ (4toqu+T(2Aq[*1+6727a(t77—/4)} +a[,1 _ 2Aq+6727“‘(t77/4)(1+Aq)})>
€2—53(t) e(to) ~v2a?
(F.16)
El proceso de 2 a 3 se lleva a cabo durante el tiempo to = 7 y %TT evaluamos la solucién en los dos tiempos.
1 1
= — (F.17)

e2a3(3)  e(to)
y para el tiempo final tenemos

1 1 o qm ( ,2701(1) ,@(1)
_— = e 2 — 2ralAq+ 7(2Aq|-1+e" 7 4| +a|-1—2Ag+ e T ‘T (1+ Ag) (F.18)
e253(3F) e(to) kimyo ( [ } [ ])
1 o a a
e (2Aq[—1+e*5] —a+ae*a(1+Aq)) (F.19)
e(to) ki1va
1 _e 1
= ——0e 2

Gt e v ag (Al F mak e B 80) 20
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El cambio de entropia durante el proceso es el siguiente

A(s 3= —Ln |e(t ——e 2 — —(2Aq|-14+e 2| —at+ae 2(14+A >) F.21
(s)ams = 3 [ 0)(~ e # ~ s (22 ] (1+2g) (F.21)
Cuando « tiende a infinito entonces
R 1 6(to)
1 A =—ILn|——— F.22
a1~>moo <S>2_)3 2 " |:Eeq(1 + Aq) ( )

Tomando el caso en que €(tg) = ecq podemos graficar si damos el valor Ak =1y Ag=1

F.3. 3a4

1 1 _o@-n@eaktr—akn) N 2q1\/%7'e_74A%72 (4Akt—2AkT47)2 [ f( Va ) f,(\/a(lltAk + 7 — 2AkT) )}
= e - erfi —erfi
e3—4(t) e(to) 4v2v/ alAk 2V Ak 27V Ak
(F.23)
Es lo mismo en este caso el tiempo va de tg = %TT aty= :%— al evaluar la solucién en los tiempos llegamos a
1 1
— = (F.24)
e3a()  e(to)
y para el tiempo final
1 1 7Q(2%_T)(23T72M+7_M,> . quﬁTefﬁ(4Ak%72AkT+T)2 [ f‘( Ja ) f‘(\/a(4%Ak+772AkT)):|
_— = e ™ erfi —erfi
e354(38)  e(to) 4v2V oAk 2V/Ak 27vVAk
1 1 a(Ak+1) 9 — 75 (Ak+1)? Ak +1
— = ez + qv/rre [erfi( va ) - erfi(M)} (F.25)
e3a(3f)  elto) 42V alAk 2VAk 2VAE
1 a(Ak41) — 87 (Ak+1)? Ak +1
= e~ 2 + Vayme [erfi( Vo ) — erfi(M)] (F.26)
e(to) 2¢eqV Ak 2V Ak 2V Ak
Tomando esto en cuenta el cambio de entropia durante el proceso es el siguiente
1 e(to)
A =-L F.27
(s)3—4 5 n [e(tf) ( )
1 1 ek —7Ax (Ak+1)? Ak+1
= gin [0 (e T+ R o) e (A )| o
2 €(to) 2ecqVAK 2V Ak 2V Ak

Cuando €(tp) = €eq y damos valores numéricos a Ak; = 1y Ag; = 1 encontramos que el limite cuando « tiende a infinito
es

lim A(s)g_a = —LLP] (F.29)

a—00 2

y al graficar el comportamiento de este encontramos su decaimiento al valor limite

F4. 4a1l

2a(1+Al«)(t—‘%")

1 e T "
€a—1(t) e(to)
q1 2a(1+Ak)(—t+3T) 20(1+Ak)(—t+3T)
TR VSES [4taAq(1+Ak) 77<72Aq(71+677 )+a(l+ak)(-1+e 7 +3Aq)>}

(F.30)

en este caso el tiempo va de tg = %TT a ty = 7 al evaluar la solucién en los tiempos llegamos a

1 1

(F.31)

1) elto)
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y para el tiempo final tenemos

2u(1+Ak)(%)
1 e T

€451 (t) e(to)

a
v2a2(1 + Ak)2

20(1+Ak) (- ) 20(1+AK) (- F)

{47’04Aq(1 + Ak) — T(—QAq(—l te 7 ) ta(l+Ak)(-1+e 7+ 3Aq)>}
(F.32)

cosan(s)
B €(to)
. @wr _(_ _ (1+2k) (- %) _ (1+Ak)(-%)
P PTTRYT {4aAq(1+Ak) ( 2Aq(—1+e ) +a(l+Ak)(-1+e 3 +3Aq))}
(F.33)

e—(1+Ak)(%)

-

1

+Ak) (=5 1+Ak) (-2
m [4aAq(1 + Ak) — <72Aq(71 +e( )( 2>) + a(l +Ak)(71 +e< (=%) +3Aq)>i| (F.34)

Tomando esto en cuenta podemos escribir la diferencia de entropia en el proceso

1 €(to)
A =L F.35
(s)a—1 5 n|:€(tf):| (F.35)
= 2 Ln|<(to) ef(wk)(%k
Tt <(to)
1 a a
L [saag 4 ak) = (—28q(—14 0FANEDY 4 a(1 4 Ak) (<1 +1FANEE) 4 3A )}
[t 0 (a0 D) a4 0B
(F.36)
En el limite cuando « tiende a infinito encontramos
lim Als)aos = 1Ln[6<t0>(m+1) (r.37)
a— 00 2 Eﬁq

En el caso en el que €(tg) = €eq y damos valores numéricos a Ak; = 1y Agi = 1 encontramos el comportamiento de la
eficiencia variando «

F.4.1. Analisis ciclo completo

Durante la realizaciéon de los 4 procesos vemos que la solucién tiende al valor en equilibrio, sinembargo nunca llega a este
estado, en el limite la maquina se comporta como un ciclo ideal en elq ue el total de la variacién de la entropia es nula, solo
en este caso el ciclo es reversible.
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