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Resumen

En este trabajo se realiza una revision de las teorias macroscopica y microscopica de la superconductividad,
con el objetivo de comprender el efecto Josephson y realizar un analisis del mismo desde el punto de vista de
un sistema dindmico. Primero se presenta, el estudio termodinamico del fenémeno superconductor demos-
trando que se trata de una transicion de fase de segundo orden, luego se muestra la teoria electrodinamica de
los hermanos London dando una explicacion tedrica al efecto Meissner, el cual es una de las caracteristicas de
la fase superconductora. Posteriormente, se expone la descripcién cuantica de la superconductividad tomando
como base la explicacién didactica dada por Richard Feymann.

Finalmente, se presenta una descripcion teorica del efecto Josephson a través de la unién tanel asi como tam-
bién la representacion de este dispositivo por medio de un circuito equivalente, cuya ecuacion diferencial
permite verlo como un sistema dinamico. Esta ecuacion puede reescribirse en una expresion sin dimensiones
por medio de un pardmetro T que hace adimensional al tiempo. Al seleccionar T en dos formas distintas se
encuentra el comportamiento del sistema cuando:

a) La corriente de desplazamiento es despreciable con respecto a la corriente normal y a la supercorriente de
los pares de Cooper,

b) lacorriente normal es pequefia comparada con la de desplazamiento y la supercorriente, y

c) el caso general en donde las tres corrientes son del mismo orden de magnitud, mostrando la existencia de
un ciclo limite.

En todos estos casos, el parametro a variar es I/1. que es la razén entre la corriente administrada por una fuen-
te de potencial y la corriente critica Josephson. Sin embargo, en el Gltimo caso se encuentra que al disminuir
la razon entre las corrientes desde un valor mayor a 1 se produce una bifurcacién homoclinica.
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Introduccion

El fendmeno de la superconductividad fue descubierto hace mas de cien afios por el fisico holandés Heike
Kemmerlingh Onnes, al observar que una muestra de mercurio se comporta como un material sin resistencia
eléctrica a una cierta temperatura critica, lo cual despertd un enorme interés en la comunidad cientifica y
motivo a la realizacion de una infinidad de estudios para dar una explicacion tanto clasica como cuéantica del
fenémeno. Los primeros estudios realizados son desde el punto de vista termodinamico por parte de
Keemson, Rutgers y Gorter, quienes demuestran que la transicién de fase superconductora es una de segundo
orden; y de la electrodindmica por parte de los hermanos London quienes dan una explicacién al efecto
Meissner, caracteristico de la superconductividad. Posteriormente, se realizan estudios desde el punto de vista
cuantico, dando origen a la teoria BCS enunciada por Bardeen, Cooper y Schrieffer, pionera en este aspecto y
en la que se propone principalmente que el causante de la superconductividad es el apareamiento de electro-
nes durante la fase superconductora.

En este trabajo se presenta una revision tedrica general de la transicién superconductora con el objetivo de
comprender el efecto Josephson y estudiarlo desde el punto de vista de un sistema dindmico, para mostrar la
relacion que existe entre la superconductividad y la dinamica no lineal. Para llevar a cabo esto, se realiz6 una
investigacion bibliogréfica consultando fuentes tanto clésicas como actuales sobre la superconductividad, asi
como también se elaboraron calculos matematicos y programacion computacional para la realizacion de grafi-
cos. Todo esto con la intencidn de contribuir con material para promover la imparticion de cursos sobre su-
perconductividad en la carrera de Fisica de la Universidad Auténoma Metropolitana Unidad Iztapalapa y
motivar la formacién de personal especializado que realice investigacion en este campo dentro de la misma
institucion.

En el primer capitulo se aborda la teoria macroscopica de la superconductividad abarcando la termodindmica
y la electrodinamica de este fenémeno. Mientras que en el segundo capitulo se hace referencia a las transicio-
nes de fase de segundo orden, partiendo de la teoria de Bragg y Williams para aleaciones como ejemplo para
poder entender los argumentos de la teoria de Landau para transiciones de fase y culminar con la teoria de
Ginzburg-Landau que describe la transicién superconductora. En el tercer capitulo, se presenta de manera
cualitativa la teoria cuantica de la superconductividad para dar entrada al cuarto capitulo, donde se presenta la
teoria relacionada al efecto Josephson. De manera concisa, este efecto consiste en el paso de corriente eléctri-
ca a través de un dispositivo conocido como unién o juntura Josephson, el cual esta compuesto de dos super-
conductores separados por una capa delgada de material aislante; el paso de la corriente a través del material
aislante es debido al tunelamiento de electrones apareados. El quinto capitulo presenta un estudio de la unién
desde el punto de vista de un sistema dindmico, ya que este dispositivo puede ser representado por un circuito
equivalente cuyos elementos estan asociados a cada una de las componentes que conforman la corriente total
que circula en el mismo; esto permite que se pueda obtener una ecuacion de movimiento y realizar un analisis
de su comportamiento a partir de tres casos distintos: conservativo, amortiguado y sobreamotiguado. Gracias
a este tipo de andlisis es posible determinar la relacién que existe entre el voltaje administrado y la corriente
total que circula en la uniodn, la cual dista mucho de ser de tipo 6hmica. Por ultimo, el capitulo sexto presenta
las conclusiones de este trabajo.

13
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Capitulo 1
Teoria macroscopica de la
superconductividad

1.1 Introduccion

El descubrimiento de la superconductividad esta asociado
al interés de los fisicos del siglo XIX por licuar todos los
gases conocidos en ese tiempo, esto permitié estudiar los
fendmenos que se presentan en los materiales a temperatu-
ras menores a los cero grados centigrados. El primero en
todo el mundo en obtener helio (He) liquido, el cual tiene
una temperatura de ebullicion de 4.22 K, fue Heike Kem-
merlingh Onnes en el Laboratorio de Leyden, Holanda
durante el afio de 1908, por el cual recibié el premio Nobel
en 1913. Después de haber logrado esto, se dispuso a estu-
diar el comportamiento de la resistencia eléctrica en el

LYE8 -
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mercurio (Hg), ya que era el metal mas puro que se podia  Figura 1. 1 H. Kemmelingh Onnes y la resistencia
obtener en esa época para descubrir la variacion de esta eléctrica del mercurio

propiedad con la temperatura. Sin embargo, la superconductividad como tal no se descubriria hasta 1911,
cuando Kamerlingh Onnes observo que la resistencia eléctrica del mercurio desaparecia bruscamente al en-
friarse a 4.15 K, a la que llamé temperatura de transicion T.. El esperaba que la resistencia disminuyera
gradualmente hasta el cero absoluto. También observé que no cambiaba este comportamiento si introducia
impurezas a la muestra de mercurio. Asi se dio cuenta de la existencia de un nuevo estado, al cual Ilamé esta-
do superconductor[1][2][3].

En los primeros afios después de haberse descubierto el fenémeno de la superconductividad, se acept6 que la
transicion de fase superconductora era irreversible, ya que aparentemente las supercorrientes inducidas por el
campo decaerian con la produccién de un calor de Joule cuando se destruyera la superconductividad. Esta
supuesta irreversibilidad hacia muy dudosa la aplicacion de la Termodinamica, sin embargo, Willem H.
Keesom[4] en 1924, Arend Joan Rutgers[5] y Cornelius Jacobo Gorter[6] en 1933 aplicaron la termodinamica
a la transicion del estado normal al superconductor. La teoria termodinamica lograba excelentes acuerdos con
las mediciones, concluyéndose que la transicion deberia ser reversible.

C. J. Gorter

W. H. Keemson A. J. Rutgers y H. B. G. Casimir

Figural.?2
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El siguiente paso importante para entender a la superconductividad se produjo en 1933, cuando Walter
Meissner y Robert Ochsenfeld[7] descubrieron que el campo magnético aplicado a una muestra en el estado
superconductor se anula completamente en el interior del material, es decir, las lineas de campo son expulsa-
das de la muestra debido a la existencia de corrientes superficiales, por lo que se comporta como un material
diamagnético perfecto. A este fendmeno se le conoce como efecto Meissner y es una de las propiedades que
definen la superconductividad. Después del descubrimiento de Meissner y Ochsenfeld, ya no hubo duda algu-
na de que la transicién del estado normal al superconductor es una transicion de fase reversible similar a la
transicidn de fase liquido-vapor.

Figura 1. 3 W. Meissner y R. Ochsenfeld. Efecto Meissner

La primera teoria fenomenoldgica de la superconductividad fue la teoria de
London, presentada por los hermanos Fritz y Heinz London[8] en 1935,
poco después del descubrimiento del efecto Meissner. Un gran triunfo de
las ecuaciones de esta teoria es su capacidad para explicar dicho efecto, ya
que deducen que el campo aplicado penetra una pequefia longitud dentro
del superconductor hasta anularse, esto debido a que la dependencia del
campo magnético en el interior del material con la profundidad de penetra-
cidn es de forma exponencial.

h=hge *

. ., . i Figural.4 F.y H. London
con A como la profundidad de penetracion en el material. En este capitulo

inicial se presentan a detalle las primeras ideas sobre la superconductividad, asi como también la teoria ter-
modindmica de Keemson-Rutgers-Gorter y la teoria electrodindmica de los hermanos London, con el propdsi-
to de introducir al lector en el estudio del fendmeno superconductor.

1.2 Primera interpretacion de la superconductividad

Como se mencion6, Kamerlingh Onnes descubre el fenémeno de superconductividad en 1911, cuando a una
temperatura de transicion T, = 4.15 K el mercurio (Hg) presentaba una resistencia muy pequefia imposible de
medir. Esta propiedad es confirmada por la aparicidn de una supercorriente que nunca decae en un anillo[9].
Desde entonces se han encontrado mas de 40 elementos con esta propiedad superconductora a diferentes
temperaturas T.. Posteriormente, Kamerlingh Onnes descubrioé que este fendémeno es destruido cuando un
campo magnético suficientemente fuerte se aplicaba a la muestra de Hg. El campo necesario para destruir la
superconductividad, llamado campo critico o campo de umbral H, depende de la temperatura y desaparece
cuando la temperatura toma el valor de la temperatura T.. La curva que representa el campo critico H, como
una funcién de la temperatura (curva de umbral) ha sido medida para muchos superconductores. (Fig. 1.5)

Si la superconductividad se interpreta como una conductividad perfecta, es decir, o toma un valor infinito en

laley de Ohm E = i entonces el campo interno E = 0 y por la ley de induccién vV x E = _E@B

o c
magnético B es constante en el tiempo. Asi, cuando un conductor perfecto primero se enfria por debajo de su

, el campo
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temperatura critica y posteriormente se somete a un campo magnético  **°[ T r T T T T T T T '
cambiante, se induciran corrientes superficiales o de apantallamiento de
tal forma que el campo magnético dentro del conductor se mantendra
constante. Como no hay resistencia para las corrientes de apantallamiento
estas nunca decaen. El campo magnético externo es distorsionado por
estas corrientes de tal manera que ninguna linea de campo entra al cuerpo
(Caso I, Fig. A). En cambio, si el conductor se somete primero a un cam-
po magnético externo y después se enfria a su temperatura de transicion,
el campo magnético dentro del material no cambia (Caso Il, Fig. B).
Cuando el campo externo se hace cero en ambas situaciones finales, en el
caso | el flujo magnético no queda atrapado, caso contrario a la situacion
final del caso 11 donde si permanece “congelado™ hasta que la temperatura
se eleve arriba del punto de transicion. Esta interpretacion implica que el
estado final del material depende de su pasado bajo las mismas condicio-
nes externas. Durante muchos afios parecia que todos los experimentos
estaban perfectamente de acuerdo con este punto de vista, lo que era bas-
tante plausible, una vez que se asumi6 la conductividad infinita. Sin em-
bargo, esto no era del todo satisfactorio, debido a la posibilidad de obtener
un namero infinito de estados finales bajo las mismas condiciones exter-
nas y no todos puedan encontrarse en equilibrio térmico. Sin embargo, en

Thermodynamic Critical Field B, (T)

Temperature (K)

los superconductores la situacion es distinta y no fue hasta 1933 cuando  Figura 1. 5 Curvas umbral de distin-

se pudo establecer que este tipo de materiales no son conductores perfec- tos elementos
tos.
—
Caso | La muestra es enfriada debajo de y luego se le aplica un campo magnético.
su temperatura de transicion
TN TN
N1 N
Caso Il La muestra esta dentro de un campo y posteriormente se enfria por debajo de su
magnético mientras esta en el estado normal temperatura de transicion.

Fig. A Comportamiento esperado para una transicion a un estado de conductividad perfecta. El estado final dependera
de la orden serial en el que la muestra se somete a las mismas condiciones externas.

1.3 Experimento de Meissner-Ochsenfeld

Antes de 1933, no se habian realizado medidas adecuadas del campo cercano a un superconductor dentro de
un campo magnético, los experimentos de corrientes persistentes junto con los de Kamerlingh Onnes aparen-
temente corroboraban la teoria del conductor perfecto. Sin embargo, la sorpresa fue mayUscula cuando en ese
mismo afio Meissner y Ochsenfeld reportaron sus resultados que no concordaban con la interpretacion ante-
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rior. Ellos enfriaron una esfera solida de estafio sumergida en un campo magnético y encontraron que la inten-
sidad del campo fuera del material cambiaba repentinamente. Como si las lineas de campo fueran expulsadas
del interior del superconductor cuando el espécimen se enfriaba hasta su punto de transicién. La componente
normal del campo en la superficie de la esfera es cero, indicando que el campo de induccién magnética se
anulaba dentro de la misma. Esta situacién hoy en dia es conocida como efecto Meissner-Ochsenfeld. Un
experimento similar fue realizado anteriormente por el equipo de Kamerlingh Onnes utilizando una esfera
hueca, circunstancia importante por la cual no lograron el descubrimiento de este efecto, con el cual se
desechd la idea de considerar solamente a los superconductores como conductores perfectos.

La Fig. B muestra que para un superconductor, el estado final del material no depende de su pasado bajo las
mismas condiciones externas, es decir, si enfriamos la muestra hasta su punto de transicion y luego le aplica-
mos un campo magnético o se le aplica primero un campo magnético y luego se enfria a hasta su punto de
transicién, en ambas situaciones el estado final se caracterizara en la expulsién del campo externo del interior
de la muestra.

——
Caso | La muestra es enfriada debajo de y luego se le aplica un campo magnético.
su temperatura de transicion
AT TN
( )
\N.._‘/
Caso 11 de acuerdo a Meissner-Ochsenfeld el campo es expulsado cuando la muestra
El campo magnético es aplicado mientras se enfria por debajo de su temperatura de transicion.

la muestra esta en el estado normal

Fig. B. El superconductor, en contraste al conductor perfecto tiene un campo de induccion nulo independientemente de la
manera en que se llega al estado superconductor.

Usando este efecto es posible hacer que un iman flote sobre una superficie superconductora a una temperatura
debajo de T, ya que el peso del iman es balanceado con la presion magnética debida a las inhomogeneidades
del campo B que es expulsado de la superficie superconductora que se encuentra debajo del iman.

También, si a un anillo superconductor se le aplica un campo magnético B débil y se disminuye la temperatu-
ra a un valor menor que T, debido al efecto Meissner el campo es expulsado del anillo. Cuando B se reduce
lentamente a cero, quedan lineas de flujo atrapadas por el anillo debido a la aparicion de las corrientes super-
conductoras que también producen un momento magnético.

Las consecuencias del efecto Meissner son:
a) El estado superconductor se caracteriza con B = 0 dentro del material.

b) El estado final es independiente de si el material primero se enfria y después se aplica el campo magnéti-
co o se hace el proceso inverso, de forma que se trata de un proceso reversible y la termodindmica es
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aplicable al fendbmeno de la superconductividad, entendiéndose como una transicion de fase entre el esta-
do normal y el estado superconductor.

Es importante sefialar que no siempre aparece el efecto Meissner puro, lo cual es debido a impurezas o inho-
mogeneidades en el material, estas desviaciones pueden atribuirse a la presencia de una clase de mezclado
entre las dos fases, una de ellas es el estado superconductor puro (B =0, E = 0) y el otro el estado normal.

1.4 Termodinamica de la transicién del estado normal al superconductor

Como se ha mencionado, Keesom, Rutgers y Gorter fueron los primeros realizar un estudio termodinamico de
la transicion del estado normal al superconductor. Después del descubrimiento del efecto Meissner no hubo
duda alguna de que la transicion superconductora era una transicion de fase reversible en el plano H-T, similar
a la transicion de fase liquido-vapor en el plano p-T. La transicién superconductora también depende de la
presion p, por lo que, en general, la transicién debe discutirse en el espacio H-p-T, sin embargo cuando la
dependencia en p sea pequefia solo se considera el plano H-T.

Ahora determinaremos el potencial termodinamico en las variables H-T y estableceremos las condiciones de
equilibrio a lo largo de la curva de umbral.

Empecemos multiplicando escalarmente las ecuaciones de Maxwell con los factores indicados a la derecha:

vxH=1P 47, .(_Ej
c ot c Ar

10B (ﬁ]
\4r

VxE=—-=-—
y sumando los resultados se obtiene el Teorema de energia:

c ot

v-i[ExH]z—i(E-@+H-@j—J-E
ar az\ ot at

Esta es una ecuacion de balance de energia de la forma:

q+V-S=af con Szi[ExH], o, =J-E
ot Ax

con df como el incremento de la energia libre de Hemholtz por
centimetro cubico, que es la cantidad de trabajo isotérmico dispo- B
nible por centimetro cubico.

df =i(E-dD+H-dB)
A

asi, la densidad de energia libre f puede escribir en la forma:

17 18
f(B,D,T)=—|E-dD+— |H-dB+¢(T (1.2)
( ) 47[1[ 471-([ ¢( )
H
donde #(T) es funcion solo de la temperatura. Esto supone que E y ) ¢ H
H son funciones univaluadas de D y B, respectivamente. Para el Figural.6
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analisis termodinamico, no consideramos efectos eléctricos y escogemos H como variable independiente, ya
que experimentalmente este se puede controlar y B es una funcion de H (Fig. 1.6).

Asi como realizamos una transformada de Legendre para pasar de las variables V, T y la energia libre de
Helmholtz f(V, T) a las variables p, T y el potencial termodindmico de Gibbs g(p, T) en el caso de un gas, lo
mismo hacemos para intercambiar como variable independiente a B por H, y obtener asi el potencial termodi-
namico g por centimetro cubico:

B-H 1% 1
g(H,T)=f —?=¢(T)+EDH-dB—B-H}:¢(T)+E£B(H)-dH (12)

donde asumimos que, cuando H = 0 también B = 0. Asi, la forma diferencial de la energia libre de Gibbs esta
dada por:

dg =—sdT — pdv—iB-dH
Ar

Por otra parte de acuerdo al efecto Meissner, asumimos que

B(H)={O para |H| < H, w3

H para |H|>H,
Lo que implica que
¢(T) para [H|<H,

) #(T) : (H?=H?) para |H|>H

“ar .

Introducimos la funcidn de temperatura:

#(T)=9(T)+ —HE(T)

para obtener

1 HZ(T) para el estado superconductor (|H|<H,)
87 (1.4)

9,=% _t H? para el estado normal (|H| > HC)
87

gs:¢0_

La gréfica de la energia libre de Gibbs se muestra en la Fig. 1.7.
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410

7105 He

S08  GTH

Figura 1. 7 Energia libre de Gibbs g

La entropia por centimetro clubico es S = —[—gj , de la ecuacion (1.4) se deduce que la entropia es dis-
H

continua a lo largo de la curva de umbral, es decir,

_loHl_1 ., 0H
" 87 OT 4zx °oT

C

S

(1.5)

Durante la transicién de fase la temperatura se mantiene @
constante y dQ = TdS, entonces el calor de transicion por *f

mol de la fase superconductora a la fase normal esta dado
por:

Q=T(s,~5, )V, =4chaa*T'cvm e 2
/4

donde V,, es el volumen molar. Como experimentalmente
H. decrece con el incremento de temperatura, Q serd ab- |
sorbido por el cuerpo cuando va del estado superconduc- S I S S
tor al estado normal. Q es cero para T = T, ya que . _—

. .. ' ., Figura 1. 8 Calor de transicion
H (T = T.) = 0, mientras oH./OT es finita. La relacion g Q
(1.6) corresponde a la ecuacién de Claussius-Clapeyron y su gréfica se muestra en la Fig. 1.8.

Como la diferencia de entropias s,—s; es independiente de H, implica que no s6lo s,-s; se refiere a la disconti-
nuidad en la curva de umbral, sino también es la diferencia de entropia de los dos estados para cualquier cam-

po H. En consecuencia, mediante la diferenciacion de (1.5) con respecto a T, se obtiene la diferencia de calor
especifico por mol:

82 H2 2 2
¢ c o T, T (H 5HC+(6H°Uvm (L7)

8z aT? ™  4xz| °or? et

En la temperatura de transicién T., donde el calor de transicion se anula, de acuerdo a la expresion (1.6) el
calor especifico muestra una discontinuidad:
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2
(Cn _Cs) = :_l(chj Vm (1.8) ¢
T g ot )

que se muestra en la Fig. 1.9. La expresion (1.8) es conocida como
la formula de Rutgers y es uno de los resultados conocidos ante- (ony
riormente al descubrimiento del efecto Meissner. Cercano y por
debajo del punto de transicion, el calor especifico del estado su-
perconductor es mayor que el del estado normal. En alguna tempe-
ratura menor, el signo de la diferencia C,—C; debe cambiar, ya que
S—Ss tiene un maximo.

Las relaciones (1.6) y (1.7) establecen una conexion interesante T, T
entre las propiedades caléricas de un superconductor y su curva de Figura 1. 9 Discontinuidad del calor
umbral magnética. Estas han sido corroboradas por muchas medi- especifico

ciones, y se ha encontrado una concordancia excelente.

Te

S g gy

#
m;
&
\
)

Ss* Sn

Figura 1. 10 Diferencias de entropias ss—s, y de calores especificos ¢;—,

De la ecuacion de Rutgers (1.8) se obtiene la pendiente de la curva H, contra T en la temperatura de transicion
Te:

dH, 4r
T=T, m'c

El campo critico Hy a T = 0 se obtiene integrando la expresién (1.7),de T=0aT=T.:

-
87 ¢

H, :\/V—I(CS—Cn)dT (1.10)

m 0

La ecuacidén de Rutgers permite determinar los valores de H.(T =0) y H (T = T,).

Para encontrar la ecuacién de la curva umbral H(T), recurrimos a la expresion (1.7) y haciendo uso de (1.5),
se obtiene:

"dT =8x(s, —sn)=3”$ (1.12)

oH? 8z:C,-C
a Vv T

m 0 m

donde usamos que para T = 0 K, dH./dT = 0. Volviendo a integrar sobre T, obtenemos la curva umbral:
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HZ(T)-HE(T =0)=

T

<‘g‘°

ﬂCS_C"dT T (112)
00

m

RESULTADOS EXPERIMENTALES

Mendelssohn y Moore[10] midieron la dependencia del calor especifico con la temperatura de una muestra de
estafio que se mezclaba con 4% de bismuto. Para lograrlo, primero midieron el calor especifico C de la mues-
traa H = 0 a temperaturas arriba de T, y disminuyéndola hasta encontrar la discontinuidad del calor especifi-
co, segun la formula de Rutgers que ocurre en T, posteriormente prosiguieron con el enfriamiento para de-
terminar la forma en que C; depende de T (Proceso 2, Fig. 1.11a). Por otro lado, aplicaron a la muestra un
campo mayor que H, para encontrar la dependencia de C, con la temperatura al disminuirla (Proceso 1, Fig.

1.11a).

=
G

————— Proceso |
X /
HO ————— Proceso 2 ? 10
Vormal E &
Norma £ /’\/
[+
(3]
o«
', 5
o A
— / 3 i

Superconductor

0
25° 30 3.5% 4.0° 4.5°

<« 1. T T
a) Procedimientos para medir el calor especifico b) Calor especifico de la aleacidon de estafio
de la aleacion del estafio con 4% de bismuto con 4% de bismuto[11]
Figural. 11

En la Fig. 1.12 se muestran las mediciones de calor especifico para estafio realizadas por Keesom y van
Laer[11] en 1938 (circulos abiertos, superconductividad; cuadros abiertos, normal), y por Corak, Goodman,
Satterthwaite y Wexler[12] en 1955 (circulos sélidos, superconductividad; cuadrados sélidos, normal). La
temperatura se mide usualmente con un termémetro que contiene una resistencia de carbén o germanio que se
inserta en la muestra, y el calor es suministrado por una corriente momentanea en una bobina calentada enro-

llada sobre la muestra.

10
Tin ey O
£ o
S l 'Y
8 > o
~ » 2
80 ] o,a/ ® B
° Superconducting )/' .q_r'?
Q2 6 O _*
2 28 &
= °/"# p—*'/.’
£ & o8~ o
- ) 3
Q _.—Ih Normal
Q
6 8 10 12 14 16 18
T2(0K) 2

Figura 1. 12 Mediciones del calor especifico de Keemson, van Laer, Corak, Satterhwaite y Wexler[13]
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Keesom y Van Laer midieron el calor especifico del estafio en el estado superconductor y en el estado normal
para las mismas temperaturas, la superconductividad comienza a desaparecer por un campo magnético sufi-
cientemente fuerte. Excepto por la transicién del estado normal al estado superconductor, se encontré que el
calor especifico es independiente del campo magnético. Para bajas temperaturas, C, = C, = C, Keesom y Van
Laer mostraron que sus resultados para el estado superconductor pueden ser representados muy satisfactoria-
mente por una expresién cubica en T:

3
C, = 464.5(LJ cal/ molK (1.13)
140

Sin embargo, para el estado normal esto es imposible y un término lineal tiene que ser agregado a la ley de T2
para el calor especifico de la red:

3
C, =464.5[1I?5j +4x10*T cal/ molK (1.14)

A continuacion veremos las consecuencias termodinamicas de estos resultados experimentales. Las capacida-
des calorificas para el estado normal y el superconductor dados por (1.13) y (1.14) tienen la siguiente forma:

C,=aT +bT®y C,=BT?, debido a que su diferencia esta dada por la expresion (1.7), tenemos:

d’H? 8r

c

dT?

m m

Al integrar esta expresion y tomar en cuenta que para T = 0, dH./dT = 0, obtenemos

dH? 8z
5 =V—[aT +4(b-B)T°] (1.15)

m

como el calor de transicion estd dado por la ecuacion (1.6), tenemos

2
Q__1 H, OIH°vm __LdH V, =[aT+1(b-B)T?]
T 4 dT 87 dT

debido a que Q =0 en la temperatura de transicion T = T, se encuentra que:
i{(b-B)T}=-a (1.16)

Al sustituir (1.16) en la ecuacion (1.15), obtenemos

dH? 8ra(T?
dr VvV, \T,

Al integrar esta Gltima expresion, tenemos
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donde Hy es el campo critico a T = 0. Como se sabe que para T =T, H, = 0, tenemos que

_VaHo

a=
27T}

de manera que la razén Hy/T. esta determinada por las propiedades del estado normal, al utilizar este resultado

en la expresion para el campo se obtiene:
H

2H2(1T*
Hf: 20 5F2
TS\ 2T,

c

T2]+H02

Estado Normal

de donde es inmediato que:

T? He
H=H.l1-— (2.17) Estado
¢ 0 TC2 Superconductor
Este resultado es conocido como la formula de Gorter-Casimir
y es notable la relacion entre T, y Ho. Esta expresion nos da la Te T
curva umbral H, entre el estado superconductor y el estado nor- )
mal (Fig.1.13) en el plano H-T. Figura 1. 13 Curva umbral superconductora

Por otro lado, la expresiones (1.5) y (1.7) toman la forma:

3

Ho | T (T
s _g — LN 1.18
" T AT | T [Tj (1.18)
y

H2 T (TY
C -Co=-to |l 3 || (1.19)

27T |T, LT,

En consecuencia, para bajas temperaturas, s,—Ss Y C,—Cs son funciones lineales de la temperatura. Kok[14]
sugirié que el término lineal puede corresponder al calor especifico de los electrones en el estado normal, que
de acuerdo a la teoria de metales de Sommerfeld (Estadistica de Fermi) debe ser una funcion lineal de la tem-
peratura.

Tablal.1

Sn 3471 3.15 4
Hg 3751 2.35 2
Pb 7.071 3.54 4
Zn 1.36 2 1.80 2
Al 2.592 2.18 3

1J. G. Daunt y K. Mendelssohn, Proc. Roy. Soc.,A160, 127 (1937).
2 ). G. Daunty C. V. Heer, Phys. Rev., 76, 1324 (1949).
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En la Tabla 1 comparamos el coeficiente del término lineal de C,—C;, el cual es, segun a la expresién (1.7),

.V 9°H? . - e . .
—lim-—"= 5 con el correspondiente coeficiente de calor especifico de un gas de electrones libres. Bajo

la suposicion de que q electrones de valencia por atomo contribuye a este gas podemos escribir su calor espe-
cifico para bajas temperaturas en la forma

C, =T

donde y =3.26 xlO'SanjA cal deg ™. Este coeficiente yesta enlistado en la Tabla 1[11], donde se muestra que

el término lineal de C,—C; es del orden de magnitud correcto para justificar su interpretacion como el término
de calor especifico de Fermi-Sommerfeld. No se podia esperar otra mejor concordancia, debido a que la for-
mula para ¥ no toma en cuenta el efecto de la red en el espectro de energia.

Los estudios de difraccion de rayos X de la red cristalina de un metal antes y después de la transicién super-
conductora no muestran cambios en las propiedades de la red. Por esta razdn se supone que el metal tiene la
misma temperatura de Debye ® que en la fase normal. Restando la capacidad calorifica de la red de la capaci-
dad calorifica superconductora se obtiene la contribucién electrénica de los electrones superconductores:

!
3
|
Csel :CS _ 12_5 T3 (120) 0.1 : \. T
® E \, !
[ 18 Tin
. . ~ QO
Esta cantidad fue medida para el estafio por H. O. & 0.0l \‘\
O’Neal y N. E. Phillips[13] en 1965, obteniendo la gra- s F .
fica logaritmica de la razon C*/yT, contra TJ/T (Fig. 2> i \_
1.14) a muy bajas temperaturas muchos de los puntos & 0.001 s
experimentales se encuentran en una linea recta, lo que oo E \
indica que la contribucion electrénica a la capacidad = r
térmica superconductora obedece el siguiente compor- 0.0001 L i
tamiento: F K
CS =T ol 191 0.00001 | 1 ' TREL -
o =7 188 (1.21) 1 234656 7 8 910
: . N . - I./T
el cual tiene un importante significado tedrico en térmi- Figura 1. 14 Calor especifico de estafio[13]

nos de una banda de energia superconductora, que vere-
mos en capitulos posteriores.

1.5 Electrodinamica del Estado Superconductor Puro.

1.5.1 Modelo de liquido electronico no viscoso.

Si consideramos al superconductor como un conductor perfecto, podemos describirlo haciendo uso del mode-
lo de liquido electrénico no viscoso, que fue utilizado como base por los hermanos London para elaborar su
teoria electrodinamica. Comenzando con la presentacion de este modelo, primero consideramos electrones
libres, de carga g y masa m moviéndose sin friccion y sujetos solamente a la accién de un campo electromag-
nético E, H. La ecuacion de movimiento de un solo electrén en este campo es:

d_Vzﬂ{E+(XX Hﬂ (1.22)
dt m c
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Los electrones forman un campo de velocidades v(x, y, z, t), cuya aceleracion substancial, en el esquema de
Lagrange, es la de una particula de fluido, que esta dada por la ecuacion anterior. Asi la ecuacion de movi-
miento en forma euleriana es:

2
ﬂ:%(V.V)V:mv(v_]_[wXq
Dt ot ot 2

sustituyendo (1.22) tenemos que la ecuacién del campo de velocidades es:

2
Novl Y9 v vxve 3 H (1.23)
ot 2 m mc
tomando el rotacional de ambos lados de la ecuacién obtenemos:

@:Vx[ww] donde W=Vxv+-dH (1.24)
ot mc

Esta expresion tiene la propiedad de que si at =0 el estado inicial es w = 0 (que se satisface siv=0y H =0),

entonces también % =0, parat = 0. Al integrar con respecto al tiempo implica que w = 0 para todos los

valores de t. Esto significa que si a un tiempo dado se cumple la ecuacion

W=VXV+iH=0 (1.25)
mc

entonces se cumple para todo tiempo.

Cuando (1.25) se sustituye en (1.23), también se cumple a todo tiempo que:

2
@Jrv[v_j_ﬂE:o (1.26)
ot 2 m

Claramente todos los campos y corrientes que satisfacen las ecuaciones (1.25) y (1.26) también cumplen con
la ec. (1.23), sin embargo lo inverso no es cierto, ya que por ejemplo una solucion de (1.23) esE=0,v=0y
H = cte, para esta solucion w = cte. y (1.25) no se satisface. Asi la ecuacién (1.23) describe el comportamien-
to de un superconductor suponiendo que este es un conductor perfecto, ya que el campo H se “congela”, esta
solucién es incompatible con el efecto Meissner. Sin embargo, la solucion particular E=0,v=0y H =0, que
es compatible con el efecto Meissner, cumple tanto las ecuaciones (1.25) y (1.26), como la ecuacion (1.23).

De manera que (1.23) es consistente con el de un conductor perfecto, en tanto que (1.25) y (1.26) satisfacen la
condicibnE=0yH =0.

Recordemos que cuando se supone que el superconductor es un conductor perfecto (E = 0), su comportamien-
to cuando se parte de una situacion inicial sin campo (H = 0) y sin corriente (v = 0) y después se aplica el
campo, se llega al mismo estado final que cuando se considera que este cumple el efecto Meissner. Si tradu-
cimos este comportamiento al lenguaje del fluido electrénico no viscoso, esperamos obtener los estados reales
partiendo del estado con w = 0. Asi tomaremos en cuenta el efecto Meissner remplazando (1.23) por las ecua-
ciones mas especificas (1.25) y (1.26).
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Un punto importante que debe ser remarcado es el siguiente: cuando remplazamos (1.23) por (1.25) y (1.26)
introducimos un elemento contrario a la hidrodindmica clasica. Ya que no se esta proponiendo solamente
considerar una solucién especial de (1.23), sino que se esta proponiendo considerar a (1.25) y (1.26) como las
ecuaciones basicas de la teoria. Aquellas soluciones de (1.23) que no satisfacen (1.25) y (1.26) se postula que
no existen para el estado superconductor.

La reduccién de (1.23) a (1.25) y (1.26) es un paso muy similar a la transicién de la mecanica clésica a la
mecanica cuantica. En resumen, la discusion anterior nos lleva a suponer las siguientes ecuaciones del super-
conductor:

Vxv,=—1H (1.27)
mc

o1 2\_ 9

v.+=V(vi|=—E (1.28)

o V(v)=1

donde v, denota el campo de velocidades de la supercorriente. Ademas establecemos que la conexion entre v
y la supercorriente J; esta dada por:

J, =qgn,v, (1.29)
Donde ny(x,y,z,t) es el nimero de super-electrones por unidad de volumen.

Veremos que en la presencia de un campo externo, ns se puede desviar de su valor ng sin campo. Asi la den-
sidad de carga

p=(n,—ny,)q (1.30)

no sera necesariamente cero. Asi podemos escribir las ecuaciones de Maxwell (despreciando la corriente
normal) en la forma:

Az E 1,.
Vxh=—J3 +—==(E+4zgn.v.);
* c erc c( - ran, ) (1.31)

V-E=4zq(n,—n,)

VXE:—E;

C
V-H=0
(1.32)

Las dos Gltimas ecuaciones de Maxwell se obtienen directamente de (1.27) y (1.28).

APROXIMACION LINEAL DEL MODELO DE LiQUIDO ELECTRONICO NO VISCOSO

2

El sistema de ecuaciones (1.27), (1.28), (1.29), (1.30) es no lineal debido a los términos V(V_Zs] y ngVs. Ve-

remos a continuacion que tales términos no lineales son despreciable-mente pequefios.

Tomando el rotacional de la expresion (1.27), utilizando (1.31) y suponiendo condiciones estacionarias es
posible omitir la corriente de desplazamiento, entonces se obtiene:

28



A™\

Alberto Francisco Sandino Hernandez = fs#=fes=

2
47n,q v
2 s

VxVxv =—iV><H =—
mcC mcC

(1.33)

Por otra parte tomando la divergencia de la ec. (1.28), usando (1.32) para V-E, y usando (1.33) que implica
que V-V, c V- Vx VxV, =0 se tiene:

1 ,  4rg?
—V-Vv{= n, —n, (1.34)
2 m ( 0)
definiendo
_[ mC2 ]% y n_ns_ )
4rn ,q° N,
las expresiones. (1.33) y (1.34) toman la forma:
APV xVx v, =—(1+n)v, (1.33h)
2 V;
AV-V (C—gJ =27 (1.34b)

Cuando 7 es pequefia comparada con 1, entonces 1+7 se puede considerar constante y (1.33b) toma la forma

oy _(147) o0 tiene soluci - _
Vv, =——=V,, sabemos que esta ecuacion tiene soluciones que decaen exponencialmente desde la super
A

ficie al interior, de la forma,

S

X
v zvoe7ﬁ con v, =|v,|

sustituyendo este resultado en (2.34b) tenemos

2 2
77%2(\/—0} e 2V = n<2(v—°j
C c

Esto implica que 7 es relativisticamente pequefio, por lo que 1+ 7 es aproximadamente constante e igual a 1.
Por otra parte, como por (1.27)

2

Vxv :—iH

mc

y h en la superficie debe de ser menor que H, tenemos:

volal

A mc

H

c

y por lo tanto
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v, ) A :
n<2(—°j <2[q—2 ) ~10
C mc

esto significa que ng — Ny < 10°ng por lo que hay menos de un electron de exceso por cada 10 super-
electrones.

Ahora estimaremos el campo electrostatico (\'/s = 0) dentro del superconductor por (1.28), tenemos:

de manera que la diferencia de potencial, A¢, esta dada por:
q ..
Ap=|E-ds=—v
@ I om 0

de donde se sigue que:

2
|Ag| < il (i ch <107esu=3x10"V

2ml\c

A partir de estos resultados podemos concluir que los términos no lineales son tan pequefios que pueden des-
preciarse completamente. Bajo estas suposiciones el campo de velocidades toma la forma:

Vxv, :—iH;
mc
oo m

JS = anOVS

Expresando las dos primeras ecuaciones en términos de la supercorriente J; tenemos:

A=
nsoq2

de manera que:

n, = (1.35)
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nos da el nimero de super-electrones. Lo anterior corresponde al modelo de los dos fluidos.

1.5.2 Teoria de London

Para poder entender las consecuencias dinamicas del efecto Meissner, empecemos por considerar los siguien-
tes casos:

a) Al enfriar un superconductor en presencia de campo magnético externo, dentro de este B = 0, lo que
implica que aparece una corriente diamagnética Jp que blinda al material.

b) Cuando primero se enfria la muestra debajo de T, sin campo externo y después se aplica el campo mag-
nético H, aparece una corriente superconductora Js debido a que dentro del material B = 0.

Como los estados finales en ambos casos son idénticos, entonces Jp = Js = J5(H), por lo que la corriente su-
perconductora solamente depende del campo H. Los hermanos London proponen que esta dependencia satis-
face las siguientes expresiones:

H
Vx(Ad,)=——;
“(A,) =~
0 .
a(/\‘]s ) =E (1.36)
J=J,+J,;
J =ocE

Cuyas dos primeras ecuaciones son consecuencia de una aproximacion lineal al modelo del fluido electrénico
no viscoso. En la tercera expresién se asume que la corriente total consiste de dos partes, una corriente super-
conductora y una corriente normal. Con las condiciones anteriores combinadas con las ecuaciones de Max-
well:

VxH:4—ﬂJ+E;
c c
VxE:—ﬂ;
c
V-H=0;
V-E=4znp

se obtienen las ecuaciones de Maxwell-London:
czvX(vXL)+4—”L+4wl'_+L=o Para L=H,EyJ.

A (1.37)
47” p+drcp+ p=0

La solucion de la ecuacion escalar para la distribucion de carga es:

_t b
p(t)=Ae " +Be ™ con 7, = Zﬁﬁ(li }1— Al ZJ (1.38)
Ao

Para escalas de tiempo t > 7,= 10?5, p(t) = 0, de manera que para estas escalas de tiempo:
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V-E=47p =0,
V-I=—p=0,
V-H=0

Usando la identidad Vx(Vx L)= V(V . L)—VZL. Las ecuaciones de Maxwell-London para esta escala de
tiempos son:

c*VL = 4% L+4zol+L para L=H,EyJ (1.39)

Schroedinger demostré usando las ecuaciones de Maxwell-London que las corrientes Js, J, Yy la corriente de

. E . - .
desplazamiento J,=— satisfacen las siguientes relaciones:

4z
H E
J; c J; A
cVx|J, |=—|oH |, g J, |=|cE (1.40)
J, H Jq E
4z 4z

Asi, los tres primeros términos del lado derecho de (1.39) corresponden a las contribuciones de Js, J, y Jg.

Para un campo alternante de frecuencia @2 la contribucion de cada una de las tres corrientes esta en la pro-
porcién;

Aw?
J | :1d,1=1: Aow: ——
0.3, 0, =1 Acw: 2

Para frecuencias @ << , (tiempos grandes t >> oA), J, y J4 Son despreciables respecto a Js, en esta escala

oA
Illamada cuasi-estacionaria las ecuaciones de Maxwell-London se reducen a:

Vx(VxL)+ 27 | =0 (1.41)
Ac

y finalmente para el caso estacionario VxE =— =0, que al sustituirse en (1.41) se obtiene que E = 0.
c

En el estado estacionario, no hay campo eléctrico en el superconductor, sin embargo esto no implica la ausen-
cia de corrientes eléctricas.

Veamos como las ecuaciones de London permiten describir el efecto Meissner. Bajo condiciones estaciona-
rias la ecuacion para H est& dada por:

PV2H — 4% H (1.41b)
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La solucién regular de esta ecuacion decrece rapidamente cuando vamos desde la superficie al interior de la
muestra:

H=He’* con A=c A (1.42)
A

con la cantidad A llamada la profundidad de penetracion. Por lo que H no se anula discontinuamente en la
superficie, sino que decrece rapidamente en una pequefia capa de grueso A debajo de la superficie.

Para profundidades mayores a A, el campo magnético es practicamente cero, de forma que el resultado de
Meissner esta contenido dentro de la teoria de London.

Para cuerpos grandes comparados con A:

B= IH(r)d3r=O (1.43)

pero para superconductores pequefios puede entrar un flujo apreciable al cuerpo. Lo anterior nos da una forma
de medir 1y en consecuencia la constante A.

COMPORTAMIENTO DE UNA ESFERA SUPERCONDUCTORA EN UN CAMPO MAGNETICO

Una aplicacion importante de la teoria de London es determinar los campos y corrientes de una esfera super-
conductora de radio R en un campo magnético Hy “débil” aplicado.

A distancias grandes el campo es homogéneo e igual a Hy, en la vecindad de la esfera no sera homogéneo ya
que es perturbado por las corrientes inducidas en la esfera.

Fuera de la esfera las componentes esféricas del campo son:

H, = (HO +2—|\3/|)cose;
r
= (—HO + %) send; (1.44)

0

H0
H¢
donde M es el momento magnético inducido de la esfera.

Dentro de la esfera, se resuelven las ecuaciones de London para la corriente, encontrando que solamente las
corrientes paralelas al ecuador son diferentes de cero:

A (1.45)
J, = F(senhﬂr — 3r cosh fBr)send

2
donde g = 4—712 Usando la ecuacién de London V xJ = —% H se encuentra las componentes del campo
AcC T

dentro de la esfera:
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H, = A'ﬁf - (senhpr — Br cosh Sir)cos 6,

r
H,=A ﬂ21r3 ((1+ fBr*)senhBr — Br cosh ﬂr)sene; (1.46)
H,=0

En la Fig. 1.15 se observa el comportamiento del campo magnético hg en la seccién transversal del ecuador de
una esfera superconductora. El campo penetra un poco mas alla de la superficie de la esfera, pero a una pro-
fundidad un poco mayor que el campo es précticamente cero.

H,
4,

H 1
0 1

1
1
1
1
1
1
IR
1
1
1
1
1
1

1 2 3 4 5 6 7
Figura 1. 15 Componente h,del campo magnético
También se encuentra, utilizando el hecho de que por condiciones a la frontera h; y hg son continuos en r = R,

gue el momento magnético inducido M toma la forma asintética mostrada en la Fig. 1.16 cuya expresion
analitica junto con la de la constante A" es:

3
M __HR 1—icothﬂR+% ;
2 AR AR

(1.47)
. 3H, R
2 senhgR
-M
S e
Ho R3
2
08 -
06 |
04 b
02
| I L — |R
00 05 10 15 20

Figura 1. 16 Momento magnético inducido M
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Para esferas grandes, R >> g™

H 3
M~-——2(R-p"
2 ( p ) (1.48)

y para esferas pequefias R << f:

M =_H0_Rs(ﬁ_ilg4pg4 +J (1.49)

Estos resultados fueron utilizados posteriormente por Shoenberg para determinar experimentalmente la pro-
fundidad de penetracidn[15]. La profundidad de penetracidon definida por

4z

es una cantidad dificil de medir, sin embargo Shoenberg y colaboradores combinando dos experimentos inde-
pendientes lograron estimar su valor. El primero de ellos consiste en determinar susceptibilidades magnéticas
de esferas muy pequefias y moderadamente grandes, que permiten conocer la razén de dos profundidades de
penetracién a diferentes temperaturas, y el segundo en medir los momentos magnéticos inducidos por cilin-
dros de radio R >> A, que permite encontrar experimentalmente la diferencia entre las profundidades de pene-
tracion a dos temperaturas. Con estos resultados es posible estimar el valor de la profundidad de penetracion
en el cero absoluto.

1.5.3 Experimentos de Shoenberg

En el primer experimento se midié la susceptibilidad magnética de una preparacién de mercurio (Hg) coloi-
dal, encontrando que:

4
LR o.oogll—(Tl] ] (15D)
K

c

donde el valor de R? no es conocido.

En el segundo experimento se mide la susceptibilidad magnética de un cilindro de radio R >> A dentro de un
campo longitudinal. Mediante el uso de la teoria de Maxwell-London se encuentra que la magnetizacion in-
ducida es:

2
M~ TR (1_%j (L52)
4 R

de manera que para dos temperaturas T y T, se tiene:

M (T)-M(T) _2[A(T)-A(T,)] (1.53)

M (TO) R
en tanto que el método coloidal nos da:
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A1) Ty
/1((T )) T (o4
0 c

Combinando los resultados de ambos experimentos Désirant y Shoenberg estimaron que 1y = A(T = 0K) =
7.6 x10"°cm[11]. Utilizando este resultado en (1.51) se encuentra:

(1.55)
y por (1.42) se obtiene:
4z2*  0.81x107® 2 (1.56)
1-| —
TC
de manera que en combinacion con la expresion (1.35) tenemos:
m mc® mc’ 7Y 7Y
n50: 2 = 772 = Y 1— —_— :nO 1— —_— (157)
AQ® Arq AT ArqAy T, T,

el cual es el nimero de “super-electrones” como funcion de la temperatura.

El comportamiento del nimero de super-electrones cerca de la temperatura de transicion, se encuentra al
factorizar la expresion (1.57):

S e e X

Para T — T, ng tiene el siguiente comporta- ngng
10 |
miento:

08
T-T

N, =4n,| =—— (1.59)
T, 06
Este comportamiento es similar al del pardmetro 04

de orden en la teoria de transiciones de segundo
orden de Landau, que se presenta en el siguiente ¢,
capitulo. En la Fig. 1.17 se muestra la gréafica de
(1.58), donde se puede observar como disminu-

. TTe
ye el nimero de super-electrones cuando el 02 04 06 08 10
valor de la temperatura se acerca al de la tempe- Figura 1. 17 Comportamiento de ne/ny con respecto a la
ratura critica. temperatura
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Capitulo 2
Transiciones de fase de segundo orden

2.1 Introduccion

Las transiciones de fase han sido motivo de estudio desde el siglo XIX, uno de los primeros en estudiar el
fendémeno fue J. D. van der Waals, al presentar como parte de su tesis doctoral las correcciones a la ecuacion
de estado de los gases ideales considerando el volumen de las particulas y las interacciones entre estas. Otro
suceso importante en el estudio de las transiciones de fases, fue el intento de clasificarlas, el primero que
realiz6 esto fue Paul Ehrenfest al tomar en cuenta el cambio de algunas propiedades térmicas durante la tran-
sicién y su relacion con la energia libre de Gibbs G propuso una clasificacién en la que el orden de la transi-
cion es el mismo que el de la derivada de G, que muestra una discontinuidad en el cambio de fase[1]. En la
clasificacion moderna, existen transiciones de fase de primer y segundo orden. En lo que respecta a la prime-
ra, dos estados de agregacion distintos estan en equilibrio (liquido-gas, liquido-sélido, etc.) y se produce un
cambio abrupto en la simetria que se traduce en una discontinuidad en la entropia, por ejemplo, la fusién o
ebullicion del agua. Mientras que en la segunda, los estados de agregacion de las dos fases son idénticos y la
simetria cambia de una manera continua; ademas se caracterizan por la ausencia de calor latente y la existen-
cia de una discontinuidad finita en el calor especifico.

J.D. van der Waals P. Ehrenfest
Figura2.1

En 1934, W. L. Bragg y E. J. Williams describieron una transicion de fase de segundo orden observada en una
aleacion de cobre y zinc, la cual se manifiesta por la manera en que estos grupos de 4tomos estan ordenados
en una red cristalina. A través del uso de rayos X, encontraron que debajo de una cierta temperatura de transi-
cién, los atomos de zinc se encuentran en una red de simetria cubica y los atomos de cobre se encuentran en
otra, ambas intercaladas entre si.

En una serie de articulos[2][3][4], ellos desarrollan una teoria para describir esta transicion cuya idea princi-
pal es la de obtener una expresion para la entropia configuracional del sistema en términos de un pardmetro
que cuantifique el orden del sistema y su dependencia con la temperatura. Esta descripcion tedrica fue utiliza-
da como base para varios estudios sobre fenémenos de transicion.

Por otro lado, Lev Landau[5] presenta en 1937 su teoria general para las transiciones de fases, en la cual pro-
pone expresar la energia libre de Gibbs en serie de potencias de un parametro de orden para describir el com-
portamiento de un sistema cerca del punto de transicion. En 1950, Landau junto con Vitaly Ginzburg[6] reto-
man las ideas de esta teoria y dan origen a la Teoria de Ginzburg-Landau, la cual es un intento por describir la
superconductividad y parte del hecho de desarrollar la energia libre de Gibbs en serie de potencias pares de
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una funcion de onda como parametro de orden alrededor de
la temperatura critica. Con esta teoria es posible obtener
resultados congruentes con la Teoria de London.

En el capitulo anterior, se demostr6 que la transicion de fase
superconductora es una de segundo orden, ya que presenta
una discontinuidad en el calor especifico y ausencia de calor
latente cuando T = T, por esta razén en este apartado nos
enfocaremos en la descripcion de las transiciones de fase de
este tipo a partir de la teoria de Bragg-Williams, con el obje- 2
tivo de comprender de una manera mas sencilla los argu- Figura 2. 2 Vitaly
Figura 2. 3 Lev Landau Mentos dados por Landau en su teorfa para transiciones de Ginzburg

fase y culminar con la teoria de Ginzburg-Landau que describe la transicion super-
conductora desde el punto de vista cuantico.

2.2 Teoria de Bragg-Williams

EL ESTUDIO DE LAS ALEACIONES

El arreglo atdmico en un cristal puede ser entendido a través de celdas
unitarias, por ejemplo, el cobre cuyo arreglo de los tomos en la estruc- / ‘

tura cristalina se describe utilizando las celdas unitarias cubicas centra-

das en las caras (face centred cubic: fcc) y su apilamiento en tres di- /
mensiones. Un esquema de la celda unitaria fcc se muestra en la Fig.2.4 ‘

que consta de puntos en las ocho esquinas y seis centrados en las caras

de un cubo, mediante la colocacion de un atomo de cobre en cada uno . .
de estos puntos, se obtiene la celda unitaria fcc de este elemento. ‘

Por otro lado, el bronce es una aleacién de cobre y estafio que puede

obtenerse mediante la sustitucion de manera aleatoria de algunos de los / ‘
atomos de cobre por atomos de estafio en las celdas unitarias del cristal,
tal aleacién se comporta como una solucién solida de sustitucién al
azar. Figura 2. 4 Celda unitaria fcc

Si se mezclan atomos de oro al cobre para hacer una aleacién de cobre y oro en la proporcién de tres atomos
de cobre a un &tomo de oro, entonces, las esquinas del cubo de la celda unitaria son preferentemente ocupados
por los 4tomos de oro, mientras que los sitios en los centros de las caras estdn ocupados por los de cobre.
Estas aleaciones se denominan aleaciones ordenadas, y, también se sabe que dichas aleaciones al calentarlas
pierden este orden y llegan a ser aleatorias a altas temperaturas. Esta transformacion es conocida como la
transformacion orden-desorden.

El ordenamiento y su arreglo complementario de separacion de fases pueden entenderse utilizando un modelo
bidimensional con las siguientes consideraciones: supongamos una aleacion que consta de dos tipos de ato-
mos, Ay B. En la aleacion, como se muestra en la Fig. 2.5, hay tres tipos de vinculos que existen entre los dos
tipos de atomos, es decir, AA, BB y AB.

Las energias de interaccion de estos tres tipos de vinculos se denotan con Vaa, Ves Y Vag respectivamente.
Mas adelante mostraremos que si 2Vag—Vaa—Ves < 0, la configuraciéon de minima energia corresponde a que
los atomos A(B) prefieren estar rodeados por atomos B(A), lo que conduce al ordenamiento. En cambio, si
2Vae—Vaa—Vee > 0, entonces, los atomos A(B) prefieren estar rodeados por otros atomos A(B), lo que condu-
ce a la separacion de fases. En el segundo caso esta tendencia al orden o de separacion de fases se pierde a
medida que aumenta la temperatura, lo que incrementa la entropia configuracional del sistema, que provoca la
disposicion al azar de los &tomos en todos los puntos de la red, sin preferencia a ninguna de las especies. Asi,
la contribucion de la entropia a la energia libre aumenta y, por lo tanto, una aleacién que se ordena o se separa
en fases a bajas temperaturas se convertird en una solucion sélida de sustitucion al azar.

40



A™\

Alberto Francisco Sandino Hernandez = fs#r=ter=

Debido al cambio continuo en la simetria, estas transiciones de
fase pueden ser descritas con un parametro auxiliar conocido
como parametro de orden cuyas propiedades son: ser nulo
para la fase mas desordenada, y tomar valores distintos de cero
(positivos o negativos) para la fase mas ordenada. Este para-
metro debe ser una funcién continua de la temperatura.

Una teoria que describe estas transformaciones fue desarrolla-
da por Bragg y Williams cuya idea fundamental es cuantificar
el ordenamiento de una estructura cristalina con la introduc-
cion del pardmetro de orden 7, que esta relacionado con el
nimero de puntos de la red ocupados por diferentes especies
de atomos a distintas temperaturas. Asi, la energia libre del
sistema se describe en términos de este parametro vy, el equili-
brio del sistema estd determinado cuando minimizamos la  Figura 2. 5 Modelo bidimensional de una celda
energia libre con respecto al pardmetro de orden.

PARAMETRO DE ORDEN

Supongamos que tenemos el mismo nimero de atomos distin-

a a a

) o) tos Ay B, con dos tipos de sitios a 'y S. Cada sitio o esta ro-

a /f‘z/ %/L deado Unicamente por sitios S y viceversa. Los sitios idénticos
> O C (0 p) son los vecinos més cercanos (Fig. 2.6a). Por lo que se
tiene dos estructuras clbicas caracterizada por sitios « y otra

B B intercalada a la anterior caracterizada por sitios S.
[ o

Designemos la probabilidad de que un sitio « sea ocupado por

/) ‘/O ( un atomo A por p, = '\LA y la probabilidad de que este sitio
(24 o o N
e C :

" © sea ocupado por un atomo B por w, =1- p,_; analogamente
o o
B
Figura 2.6 Py :% y W, =1-p,son las probabilidades de ocupacion

2
asociadas a los sitios . N es el niimero total de sitios, N ¢ el nimero de atomos A en un sitio o, N/ nimero

de 4tomos B en un sitio S, Nf nimero de atomos A en un sitio #y NZ ndmero de atomos B en un sitio a. A
continuacion, introducimos un pardmetro de orden 7:

_Ni-Ng _p,-w, Pp,—3

= - - sitios o
Na +Ng p,+w, > (2.2)
NZ —N7? -W -3 .
ny=—2 ’;:p/’ ﬂ:pﬂl 2 sitios 8
N, +Ng Py +W, 3
Sea N, el ndmero de atomos A 'y Ng el nimero de atomos B. Entonces, como N, = N% + N7 :%, p, = NNA
2

NS , .
Yy w, =—= se tiene que p, +w, =1; de manera que p, =1-w,=p,. Lo que implica que 7, =77, =7, por
2
lo que tenemos solo un parametro de orden, donde hemos utilizado que N, =N, =4 . El estado mas ordenado

corresponde a n = %1, en el que todos los &tomos A(B) se encuentran en los sitios o y todos los B(A) en los
sitios 3, en el estado de desorden total p, = p, =w, =w, =3 Yy el parametro de orden es = 0.
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ENTROPIA CONFIGURACIONAL

Ahora procederemos a evaluar la entropia configuracional; Ny, NBﬂ , Nf y Ng se pueden expresar en termi-
nos del parametro de orden 7y de las probabilidades p,, psWw, y W de la siguiente manera:

N N
NS =— —(n+1
AT P. 4(77 ) 22)
N N
N/ =— — 1
B 5 Ps 4(77+)
N N
N/ =— —(1-
A=W = 4( ") 23
N N
NS =— —(1-
B 2Wd 4( 77)

El nimero de configuraciones W, es el nimero de maneras en que los atomos A y B pueden ser distribuidos
en los sitios 'y £, es dado por:

R

T ) )]

La entropia configuracional S esta relacionada con W por medio de la ecuacion de Boltzmann: S = kinW.
Haciendo uso de la ecuacion de Stirling para N! obtenemos:

%=%{2In2—[(1+n)ln(1+77)+(1—77)In(1—n)]} (25)

En el estado méas ordenado 7 =+1 (Fig. 2.7a), la entropia es nula. Mientras que en el estado de desorden total
1 =0, laentropia es S = kNIn2, resultado semejante a la entropia de mezcla de gases[7].

(a) Estado més ordenado n=+1 (b) Estado desordenado 7n=+1
Figura2.7
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ENERGIA LIBRE DE HELMHOLTZ

Para encontrar la forma en que depende el parametro de orden de la temperatura, procedemos al calculo de la
energia libre de Helmholtz: F = U-TS, y utilizando el hecho de que en el estado de equilibrio F es un minimo,
determinaremos la dependencia de 7 con la temperatura.

La energia interna U del sistema esta determinada por el nimero de vecinos méas cercanos, asi sera funcion de
las energias de interaccion entre las especies y el parametro de orden. A continuacién nos enfocaremos a
encontrar esta relacion:

El nimero de coordinacion z, est4 definido como el nimero de sitios S alrededor de un sitio «, debido a que la
probabilidad de tener pares AA, BB en sitios cercanos es el producto de las probabilidades de ocupacion de
estos sitios veces z, asi tenemos:

7, (1— pﬁ)N N (1—;72)
M 2 8

=Ny, (2.6)

donde Naa ¥ Ngg son los nimeros de pares AA y BB. Si consideramos una red cubica centrada en el cuerpo
(z = 8), tenemos:

N = Ngs =N (1-7°) @2.7)

Anélogamente, el nimero de pares AB y BA estan dados por:

NAB:[papﬂ+(1— pa)(l— pﬂ)]zgzzN(lﬂf) (2.8)

Para calcular U, consideramos solamente las interacciones entre vecinos mas cercanos y que estas interaccio-
nes son independientes de entorno de los atomos. Entonces usando (2.7) y (2.8) la energia se expresa en tér-
minos del parametro de orden como:

U =NV + NgaVes + N Vs =U, + NV (2.9)
donde

Up =N (Vap +Vas +2Vp5)
V= 2VAB _VAA _VBB

(2.10)

En nuestro caso V < 0, ya que entonces la configuracion de minima energia corresponde a que los atomos
A(B) prefieren estar rodeados por atomos B(A), lo que conduce a una red de dtomos A intercalada dentro de
otra de 4&tomos B, con 77 = 1.

Asi, utilizando (2.5) y (2.9) la energia libre de Helmholtz en términos del pardmetro de orden es:

F =U, =TS, VN =X {2n2-[(L4)In(L+7) +(1-n)in (1-7) ) 2.11)

donde S, es la entropia de los &tomos A y B en su red.

En el equilibrio termodindmico, F debe ser minima, este minimo se obtiene para valores de 7 que son solu-
cion a la expresion:
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g—Fzanv +—'\"2<T It _ g

n 1-7n

Esta relacion nos proporciona la dependencia del parametro de orden con la temperatura.

Analicemos graficamente la solucién de la ecuacion (2.12) expresandola en la siguiente forma:

(2.12)

- \% . 4 . —
la funcion %77 es una recta de pendiente % gue cambia con la temperatura, en tanto que el término del

lado derecho no depende de T, como se muestra en la Fig. 2.8. Para altas temperaturas la recta intersecta a la
funcidn logaritmo solamente en el origen, obteniéndose la solucion 7 = 0, que corresponde al estado desorde-
nado; cuando se disminuye la temperatura la recta eventualmente intersecta en tres puntos a la funcién loga-
ritmo: 7 = 0, £#7*. Estos puntos de interseccion entre la recta y la curva logaritmo son conocidos como puntos
fijos. Claramente existe una temperatura critica tal que para T < T, se obtienen tres soluciones y para T > T,
una solucién. Esta temperatura critica esta determinada por la pendiente de la recta en el origen a la funcién

logaritmo, cuyo valor es:
=2

)

P . . AN .
de manera que la temperatura critica esta determinada por la ecuacion: # =2,asi:

c

=0

2v|
T =20
k

|-

Ini —‘\

4L

Figura 2. 8

Entonces, la energia libre de Hemholtz (2.11) toma la forma:

F=F,—kTNIn2 +k7N{—TC772 +T[(L+n)In(L+7)+(1=n)In(1-7)]}
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y su derivada con respecto al parametro de orden esta dada por:

oF - Nk 2T n+T |n]ﬂ (2.15)
on 2 1-7

Para determinar la estabilidad de las soluciones, que es equivalente a saber qué puntos fijos son maximos y
minimos, recurrimos a la segunda derivada de F con respecto a 7. Derivando la ecuacion (2.12) obtenemos:

2
° 52“"[1 T Z_ch (2.16)
n -n

Para 77 = 0, F tiene un minimo si:

o0°F

| =NK(T-T)>0,
n

n=0

esto sucede para T > T, y tiene un maximo si:

O°F

P =Nk(T-T,)<0
n

n=0

lo cual pasa cuando T < T..

Para 77 = +77*, F tiene un minimo si:

0°F

2

= NkT [%—T—CJ = NkTB(?]*) >0;
n=tn* 1_(77*) T

la forma explicita de B(#*) se obtiene al expresar T/T, como funcién de 7*:

T, 1 l+p*

—<£=—"In (2.17)
T 2n* 1l-np*
gue se encuentra al igualar a cero (2.15), de manera que la funcidn B(#*) es:
*
B(n*)=—t L plt7 (2.18)

=_*2_ *n_*
1-n 2n* 1-n

La gréfica de esta funcion esta dada en la Figura 2.9, que muestra que B(#*) es una funcién simétrica y siem-
pre positiva, esto implica que la energia libre de Helmholtz tiene dos minimos simétricos en 7 = +#*. Por lo
tanto para T < T,, F tiene un méaximo en el origen y dos minimos en 7 = +7*, que se muestran en la Figura
2.10.
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5 -1 K 0 1 1

Figura 2. 10 Potencial F para distintas temperaturas

El pardmetro de orden 77 = U*(T/TC)ES dado por la solucién de la ecuacién (2.12), cuya gréfica muestra una

bifurcacion® de tipo trinche supercritica (Fig.2.11). Este tipo de bifurcacion es comdn en problemas fisicos
que tienen una simetria[8].

La entropia como funcién de T/T. se encuentra al sustituir =77*(TA) en la expresion (2.5). De la Fig. 2.11

vemos que para T > T, = 0 de manera que S = NkIn2, para T < T, se tiene que S(77*) = S(—7*), y ademas la
entropia es una funcion continua de # para cualquier valor del pardmetro, en particular:
lim S(#7)= lim S(77)=S(n=0)=NkIn2. Por lo que es nulo el calor de transicion para T = Te.

T-T,

T-T,

! En sistemas dinamicos, la bifurcacién es un proceso de creacion ¢ destruccion de puntos fijos que provoca un cambio de
estabilidad de los mismos, debido a la variacién de un pardmetro; se dice que una funcion f(x) tiene puntos fijos x* si

x=f(x)=0.
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1.5

-1.5
TIT,

Figura 2. 11 Gréficas de 7 vs T/T (curva azul) y 7% vs T/T (curva roja).

DISCONTINUIDAD FINITA EN EL CALOR ESPECIFICO

A continuacion mostraremos la existencia de una discontinuidad finita en el calor especifico. Consideramos la
entropia del sistema como S’ =Sy + S, donde Sy es la entropia de los atomos en su red y S la entropia configu-
racional dada por la expresion (2.5). Para empezar, expresamos la definicion de calor especifico en términos
del pardmetro de orden:

Cp:T[ﬁj :T[@j +T(§j :Cp0+T(§j [a—"j (2.19)
ar J, ar J, ar ), on ),\aT ),

donde

05 ) __Nk [Ll+m] (2.20)
on), 2 1-7

Ahora relacionamos (2.20) con la solucion de la expresion (2.12) dada por la ecuacién (2.17), y obtenemos:
oS =—NkT—°77 (2.21)
on ) T

Asi, la derivada de la entropia con respecto a la temperatura es:

2
(%) (@J (22 - 22) N_k( on ] . 2.22)
ar ), \on ) \aT ), T '\oT ), ZTG(%C)p
Por lo tanto, el calor especifico es
2
cp=cp0—N—k on (2.23)
2 \o() i
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. . . . T
Como podemos observar en esta expresion, C, esta relacionada con la pendiente de la curva ® = f (_ la
T

cual se muestra en la Fig. 2.11 en color rojo. A partir de esto deducimos que para T > T, 77 = 0 por lo que

C, = Cpo; en tanto que para T < T, la pendiente es negativa, de manera que el calor especifico tiene una dis-
continuidaden T = T..

Gracias a la introduccion del pardmetro de orden 7, Bragg y Willliams demuestran que la transicion orden-
desorden en las aleaciones es una transicion de fase de segundo orden. A continuacion veremos que también
es posible introducir un parametro de orden para sistemas ferromagnéticos a través del modelo de Ising, sien-
do este una motivacion para estudiar la teoria de Landau para transiciones de fase de segundo orden.

2.4 Modelo de Ising

El ferromagnetismo es la presencia de magnetizacion espontanea cuando no hay campo magnético externo. Se
debe a que la mayoria de los momentos magnéticos (o espines) de los 4&tomos se alinean en una misma direc-
cién y sentido debido a la interaccidn entre los mismos, dando lugar a que la muestra se imante. Este alinea-
miento se produce Unicamente por debajo de una temperatura caracteristica llamada temperatura de Curie, T..
Por encima de dicha temperatura los espines estan orientados al azar, de forma que no hay un campo magnéti-
co neto. La transicién ferromagnética es un ejemplo de transicion de fase de segundo orden y se presenta en
muchos metales ordinarios como el hierro y el niquel.

El modelo de Ising es un modelo sencillo para el estudio de la transicién ferromagnética y en ciertas circuns-
tancias tiene solucion analitica exacta. Supongamos N particulas colocadas en una red cristalina de n dimen-
siones, en nuestro caso consideramos una red cibica. Cada particula tiene un momento magnético o espin s;
que puede tomar valores +1 6 —1. El sentido del espin queda determinado mediante la interaccién de la parti-
cula con sus vecinas y por fluctuaciones térmicas. EI hamiltoniano del sistema es de la forma:

H=2THis =2 ;58— 2 Kyss;s, —. (2249
; i

i,j.k

en la que los coeficientes H, J, K, ... miden la energia de interaccién entre el espin y el campo magnético
externo h, entre par de espines, entre tres espines, etc.

A continuacion realizaremos una simplificacion de este modelo a través de la teoria de Bragg-Williams, para
eso consideramos lo siguiente:

a) Hi = Kijk:~--: 0,
b) interacciones entre los vecinos mas cercanos con J;; = J,
c) remplazar s; por el momento magnético promedio por particula que es independiente de la posicion

M
m=-1= (s,)
Asi, la energia interna de Bragg-Williams es:
2
U=(H)=-33(ss)=-33 m*=-J szm (2.25)
(i.J) pares

donde (i, j) indica la suma sobre espines contiguos y z es el nimero de coordinacion entre ellos; este resulta-

do es similar a la ecuacion (2.9), con V = _%.
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Si denotamos por N, el ntimero de espines hacia arriba, N, al nimero de espines hacia abajo, la magnetiza-
cion M =N, —N, y el nimero de particulas N =N, + N, entonces el momento magnético promedio por parti-
culaes

M N,-N, (2.26)

m=—
N N,+N,

A temperaturas por encima de T, se espera que m = 0, debido al comportamiento al azar de cada uno de los
espines, mientras que por debajo de T, hay una tendencia de alineamiento de los espines en una misma direc-
cion y sentido que lleva a m = 0. Por otro lado, N, y N, se pueden expresar en términos del parametro m

como:
N, = (L+m) N, = (1-m) (2.27)

La entropia del sistema es dada por el logaritmo del nimero de configuraciones microscopicas de N particulas
gue poseen el mismo valor de la magnetizacion:

Haciendo uso de la aproximacion de Stirling para N! se llega a:
1+m 1-m
S =kN InZ—TIn(1+m)—TIn(1—m) (2.29)

que es una expresion similar a la ecuacion (2.5) con el pardmetro de orden igual al momento magnético pro-
medio.

Realizando un analisis similar al problema de aleaciones, obtenemos resultados idénticos para la energia libre
de Helmholtz en términos del pardmetro de orden m:

F(T,m)=FK+U-TS=F, —kTN In2+k7N{—Tcm2 +T [(1+ m)In(1+m)+(1-m)in(1- m)]} (2.30)
donde T, =£.
k

Si realizamos un desarrollo en serie de potencias para m pequefias (jm| << 1), obtenemos:
F(T.m)=F, +k(—NT In2+%N (T-T,)m? +%NTm4 +j (2.31)
despreciando términos de orden mayor tenemos:

F = F,~NKT In2+ ZkN (T -T.)m? + = kNTm"* (2:32)
° 2 i 12
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oF

La energia libre F es minima si = _ g, por lo tanto
om

F (T —Tc)m+1kNTm3 =0-

om 3

cuyas soluciones son

0 paraT =T,
m* = T (2.33)

+,[3—— para T <T,
T

La solucion para T > T, corresponde a que los espines tienen una direccion y sentido arbitrarios. Mientras que
para T < T, los espines tienden a alinearse en la misma direccion y sentido.

DISCONTINUIDAD EN EL CALOR ESPECIFICO

La entropia S del sistema en la vecindad del punto de transicion es dada por la derivada con respecto a la
temperatura de la expresion (A):

oF 1 1

S=——=8,+NkIn2-=kNm? ——KkNm"*
oT 2 12
(2.34)
donde OF/OT = —S,. Cuando m* = 0 la entropia del sistema es S = Sy + kNIn2, mientras que si
m*=+,*%), la entropia es
2
s=SO+Nk|n2—§kN(T°‘Tj—ﬁkN(Tc_Tj (2.35)
2 T 4 T

Es féacil observar que durante la transicién de fase, la entropia es continua. Por Gltimo, demostraremos que
existe una discontinuidad en la capacidad calorifica cuando T = T, obteniendo la derivada con respecto a T de
la entropia. Cuando m* = 0 se tiene que

oS oS
(@B

En cambio, cuando m*=+,/3(T, —T)/T la capacidad calorifica es

C . 4 3KNT. 3KNT, (2.37)

Asi se concluye que en el punto de transicion la capacidad especifica sufre un salto, de la manera similar al
caso de las aleaciones, por lo que se demuestra que la transicion ferromagnética también es una transicion de
fase de segundo orden.

El mismo desarrollo en serie de la energia libre de Helmholtz F puede realizarse para el caso de las aleaciones
y obtenemos un resultado idéntico en términos del parametro de orden 7. En ambos casos la energia libre F
es una funcidn par del parametro de orden, por lo que 7y —7 (6 m y —m) describen estados termodindmicos
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equivalentes. El desarrollo del potencial termodinamico en serie de potencias de un parametro de orden es la
idea principal de la Teoria de Landau.

2.5 Teoria de Landau

2.5.1 Teoria de Landau con campo externo nulo

La continuidad del cambio de estado de una transicion de fase se expresa matematicamente por el hecho de
que cerca de un punto de transicién, # puede tomar valores arbitrariamente pequefios. Por lo tanto, realizamos
un desarrollo en serie del potencial termodindmico F(P, T, 7), conocida como expansion de Landau, en la
vecindad del punto de transicion[5]:

F(P.T.7)=F,+an+Ay*+By’+Cn' +..., (2.38)

donde ¢, A, B, C son funciones de P y T. Sin embargo, debemos considerar que la presion y la temperatura
pueden tener valores arbitrarios, pero el valor de 7 debe ser determinado posteriormente a partir de las condi-
ciones de equilibrio térmico, es decir, F debe ser un minimo para P y T dado.

Como se observo para los casos de las aleaciones y del ferromagneto, entre los estados 7 =0 (6 m=0)y
n # 0 (6 m # 0) hay una simetria distinta. En particular, para 7 # 0, el parametro de orden toma dos valores
iguales en magnitud pero de signo contrario (Fig. 2.11). Por otro lado, la entropia es una funcidn continua de
n para cualquier valor del parametro, por lo que la energia libre F también lo es y debe ser una funcion par de
este parametro, lo que nos lleva a deducir que los coeficientes de los términos con potencias impares son
iguales a cero:

a(P, T)=B(P,T)=...=0 (2.39)
de tal manera que el desarrollo en serie del potencial termodindmico es:

F(P,T,?])z FO(P,T)+ A(P,T)?]2+C(P,T)774+... (2.40)

En el equilibrio termodindmico, F es minima si 6F/on = 0, considerando términos hasta cuarto orden, se ob-
tiene que

oF 2
%:U[ZA(P,T)+4C(P,T)U ]=0. (2.41)

cuyos puntos fijos son: n*=0, + _M.
"\ 2c(P,T)

La estabilidad de estos puntos es dada por la segunda derivada con respecto a 7 de la energia libre F:

= 5
o =2A(P,T)+12C(P,T)z

que evaluada en los punto fijos tenemos:

o°F 0°F
- =2A(P,T);

2
on|, on ”:E

——4A(P,T)
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De la cual se deduce que en n* =0, F tiene un minimo si A > 0 (fase desordenada) siendo el Gnico punto fijo

cuando C > 0. Si A < 0 (fase ordenada), F tiene una maximo en 7* = 0 y dos minimos en ;* = ’_% cuan-

do C > 0. Resumiendo esto tenemos:

0 A(P,T)>0

— A(PT) (2.42)
—m A(P,T)<O

El cambio de fase sucede cuando A(P,T) = 0, por lo que A(P,T.) = 0 define una temperatura de transicion
entre fases. Si consideramos una regién para un valor dado de P cercano al punto de transicién cuya tempera-
tura es T, tenemos que

A(T)=a(T-T,), (2.43)

OA . .
dondea=—| y C(T) = C(T,) son constantes. Por lo tanto, se llega a una expresion general de la energia
T-T,
libre F, para un valor dado de P, similar a la obtenida para los casos de las aleaciones y del ferromagneto:

F(T.7)=FR(T)+a(T-T,)7" +C(T.)n" +.. (2.44)

Por lo tanto, las expresiones de los puntos fijos de F dadas por (2.42), cerca del punto de transicién toman la
siguiente forma:

0 paraT >T,

7*=1 [a (2.45)
E(Tc -T) paraT <T,

donde la primera solucion corresponde a la fase mas desordenada y la segunda solucion corresponde a la fase
ordenada.

Para determinar la entropia cerca del punto de transicion despreciamos términos de orden mayor en el para-
metro de orden y derivamos con respecto a la temperatura la expresion de la energia libre F:

S= —Z—_'; =S, —an’ (2.46)

donde Sq = —0F/dT y el término asociado a d7/dT se anula debido a que 6F/dn = 0 (ecuacion 2.41). En el
estado de desorden total 77 = 0 y la entropia del sistema es S = S,. Mientras que en la fase ordenada 7 es dada
por la segunda expresion (2.42) y la entropia es:

a2

S=S,+—(T-T,)- 2.47
ot o (T-T) @4

En el punto de transicion esta expresion se reduce a S = Sy, por lo que la entropia es continua en este punto.
En cuanto a la capacidad calorifica C, = T(0S/0T), esta determinada de la siguiente manera:

En la fase desordenada, el calor especifico es:
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s
c,=T (a_Toj =C,o- (2.48)
p

En cambio, en la fase ordenada se tiene que:

a’T
Co=Coot o (2.49)

Asi se concluye que en el punto de transicién la capacidad especifica sufre una discontinuidad, debido a que
C > 0, C, aumenta cuando pasa de la fase desordenada a la fase ordenada.

2.5.2 Teoria de Landau con campo externo

Ahora, consideraremos que se aplica un campo magnético externo h, por lo que debemos agregar un término
lineal en 7 a la expresion de la energia libre F:

F(P,T,n): FO(P,T)+a(T —Tc)772 +C(P,TC)774 +..—hVnp (2.50)

donde V es un volumen. Cuando existe un campo magnético externo para el caso ferromagnético, en la expre-
sion de la energia interna U aparece un término —hM = —h(Nm). Para el caso de las aleaciones consideramos
al volumen Venvez de Ny 77 en vez de m.

Realizamos un andlisis similar al caso con ausencia de campo magnético comenzando con minimizar la ener-
gia libre hasta términos de cuarto orden y obtener los puntos fijos, es decir, los puntos donde es minima F:

F o 2a(T-T,)5+4CH —hV =0

on
de la cual se obtiene que
hV =2a(T -T,)n +4Cn°. (2.51)

Primero analicemos gréficamente esta expresion, en un plano cartesiano la recta hV y la curva
2a(T —Tc)77+4Cn3se intersectan, el nimero de intersecciones dependeré de la variacion de los pardmetros h

yTe

Para T > T, la recta hV intersecta a la curva 2a(T —TC);;+4C773 solamente en un punto, por lo que hay una
Unica solucién n* = 0 (Fig. 2.12).
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Figura 2. 12

En cambio, para T < T, la recta intersecta en tres puntos a la curva, dando tres soluciones 7* = 0, la cuales se
encuentran dentro de la regién —h. < h < +h, (Fig. 2.13), fuera de esta region solamente existe una solucién.
Y

6

4L

heV i
______________ REEEEEEEEEE PR

10 / T os T

S2F

4,

67

Figura 2. 13

Para obtener el campo caracteristico h, que limita a esta region, calculamos los puntos 7’ donde la curva
2a(T —Tc)n+4C773es maxima y minima, derivando la expresion (2.51) con respecto a 7 e igualarla a cero:

a(hv)
on

=2a(T -T,)+12Cn* =0 (2.52)

asi obtenemos:

a(T,-T)
= —C (2.53)
7 6C
Al sustituir este resultado en (2.51) se llega a una expresion para h.:
3
— 2
h, ;¢ 2a(T.-T) (2.54)
V|3 Cc
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donde se puede observar la dependencia de h, con la temperatura. El comportamiento de la expresion (2.54)
para un valor dado de T, se puede observar en la Fig. 2.14, cuyas curvas son conocidas como curvas de bifur-
cacion que tienden a un punto donde T = T, conocido como punto cuspide y dividen al plano en regiones que
se etiquetan segln el nimero de puntos fijos. La bifurcacion, que es la creacion o destruccidn de puntos fijos,
sucede a lo largo de la frontera entre regiones, por lo que cambia la estabilidad de los puntos de una region a
otra.

1punto fijo

1 punto fijo

Figura 2. 14 Curvas de bifurcacion

El parametro de orden 77 = ﬂ*(T/TC) para un valor fijo del campo h = 0, es dado por la solucién de la ecua-
cion (2.51), cuyas raices estan dadas por las siguientes expresiones:

n*=u+v;
1 i3
n2*=—§(u+v)+§(u—v) (2.55)
7= —%(u +v)—$(u -V)
donde

R R e = DR

las cuales se obtienen analiticamente al obtener de manera general las raices de una expresién cibica a través
de método de Cardano[9]. En las figuras 2.15 se muestra como al variar el parametro h, la bifurcacion de tipo
trinche que aparece cuando h = 0, se rompe dando lugar a otra conocida como bifurcacién imperfecta. El
hecho de aplicar un campo externo rompe la simetria del sistema.

El discriminate de la expresion (2.51) es

debido a que es de grado impar y de coeficientes reales, entonces existen tres posibilidades para sus raices:
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Tiene tres raices reales, si y solo si, D > 0.
Tiene tres raices reales y al menos dos iguales, si y solo si, D = 0.
Tiene una raiz real y dos complejas conjugadas, si y solo si, D < 0.

10

05

05

- 10
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05

b)0<h<1

. 05|

10 -
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c)-1<h<0

92 a4 a6 98 100 96 910 915 90 95 90 9%
10l 10 -
dh=1 e h=-1
3l— 31
2f of
1L 1L
8 o 2 J 6
s Saf
2f - z//
3l 3l
fijh>1 g)h<-1

Figura 2.15 Curvas de puntos fijos 7*



A™\

Alberto Francisco Sandino Hernandez = fs#r=ter=

Como ya se habia mencionado, las dos primeras posibilidades suceden cuando T < T, mientras que la Gltima
posibilidad cuando T > T,.

Las figuras 2.12 a 2.15 son solamente secciones transversales o proyecciones de una superficie en el espacio
de parametros (7, h, T) conocida como catéstrofe de cuspide[10] que se muestra en la Fig. 2.16. Esta superfi-
cie se pliega sobre si misma en cierta region, la proyeccion de este pliegue sobre el plano (T, h) son las curvas
de bifurcacién mostradas en Fig. 2.14. La Fig. 2.15 muestra secciones transversales de la sdbana que se obtie-
nen fijando el valor de h, mientras que las figuras 2.12 y 2.13 presentan secciones transversales obtenidas
cuando el valor de T es fijo. Los estados que toma el sistema estaran sobre la esta sabana para distintos valo-
res de los pardmetros h, Ty #.

Figura 2. 16 Funcion hv=2a(T-T,)7+4C 7’

En la parte inferior de la Fig. 2.17, se muestra el plano donde se proyectan las curvas de bifurcacion, si nos
movemaos sobre la linea R dentro de este plano, el estado del sistema cambia suavemente a lo largo de la tra-
yectoria R” sobre la superficie, esto sucede cuando se toma un valor fijo T > T. y se varia el parametro h. Pero
si ahora nos movemos por la linea Q de izquierda a derecha en el plano, sobre la sdbana se recorre el camino
Q" comenzando en la parte inferior del pliegue de tal manera que el estado del sistema cambie del punto p; al
punto p, para después realizar un salto a la parte superior del mismo pliegue. Sin embargo, si recorremos de
regreso el mismo camino Q" el estado ahora sufrird un 4
salto cuando llega a p;. Como se puede observar, sucede
un fendmeno de histéresis en cual los saltos de la parte
inferior a la superior y de la superior a la inferior no
suceden en los mismos puntos, esto se lleva a cabo si se
toma un valor fijo T < T,y se varia el parametro h. Estos
saltos pueden ser verdaderamente catastroficos para el
equilibrio del sistema, de ahi el nombre de catastrofe
para esta superficie y se ha desarrollado toda una teoria
para este tipo de fendmeno[11], la cual no sera objeto de
revision en este trabajo.

brinco

Por ultimo, para determinar la estabilidad de los puntos I -
solucién a (2.51), obtenemos la derivada de F con res-
pecto a h e igualamos a cero:

P2
oF 2 877 Pi
- =[2a(T-T,)+12Cp ]%—v =0

Figura 2. 17 Superficie de catastrofe cuspide y las

donde podemos observar que curvas de bifurcacion
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2
OF _2a(T-T,)+12C7?
on
Por lo tanto
2 2
6!2 [a_”jzv = 6!2 =VL=V 8_h
on* )\ oh on (an on
oh

Para T > T, F tiene un minimo debido a que si observamos en la Fig. 2.12, [S_hj >0, asi

n
2

% =V a_h >0

on on

Para T < T, tendremos dos situaciones segun el valor de h,:

e  Si hno se encuentra en la region [-he, +hc], en la Fig. 2.18 (s_h] >0, por lo que F tiene un minimo si
n

2
6_5 =V a_h >0
on on
e Si-h.<h < +hg en la Fig. 2.18, la region de la curva entre los puntos AC y entre los puntos DF,

[a—hj >0, por lo que F tiene dos minimos si

on

2
6—5 =V a—h >0
on on
oh

mientras que en la regién CD, — < 0; entonces F tiene un maximo si
0

n
2

a'z =V ﬂ <0

on on
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hv
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Figura 2. 18
En los puntos de las regiones AB y EF, s_h tiende a ser mas positiva que en las regiones BC y DE, asi dedu-
n

cimos que de los dos minimos que tiene la funcion F, uno de ellos es el minimo global y se encuentra en la
regiones AB 6 EF. En la Fig. 2.19 podemos observar la representacion grafica de la energia libre F de
Helmholtz con campo externo para distintas temperaturas.

- 20 - 15 - 10 - 05 T~—=0s 10 15

S0l

Figura 2. 19 Potencial F con campo externo aplicado a distintas temperaturas

Una vez realizado el andlisis para los casos con y sin campo magnético, procedemos a realizar un comparati-
Vo entre ambos:

e Caso sin campo magnético externo:

Para T > T, hay un minimo en =0,
Para T < T, hay dos minimos en 7 # 0.

e Caso con campo magnético externo h:

Para T > T, hay un minimo en 7= 0,
Para T < T, hay dos minimos en 7= 0.
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La interpretacién que podemos dar a este comparativo es que la aplicacién de un campo externo rompe la
simetria del sistema y no hay mas transicion de fase, lo que para el caso de un superconductor significa que el
fendmeno de superconductividad desaparece al aplicar un campo externo intenso.

2.6 Teoria de Ginzburg-Landau

2.6.1 Teoria de Ginzburg-Landau a campo nulo

En 1950, Ginzburg y Landau propusieron una teoria fenomenoldgica que describe las propiedades del estado
superconductor cerca de la temperatura critica T.. Algunas de las ideas clave de la Teoria de Landau para las
transiciones de fase de segundo orden se desarrollan en el contexto de la superconductividad. El punto de
partida de esta teoria es realizar un desarrollo en serie del potencial termodindmico g en términos de un para-
metro de orden que describa la transicioén superconductora, en vez del pardmetro n de la Teoria de Bragg-
Williams. Para esto, Ginzburg y Landau proponen el mddulo de una funcién de onda como parametro de
orden

y(r)= |1//(I’)| e = mem(r) (2.56)

2
El modulo |¢//(r)| de la funcién de onda se interpreta como el nimero de electrones superconductores n
dentro de un volumen unitario en el punto r. Cerca del punto de transicion ng es pequefia comparada con el
namero de electrones normales n,,. Entonces, podemos realizar el desarrollo en serie de la densidad de energia
libre g en potencias pares de

g=g, +alyf +L +.. .

donde g, es la densidad de energia libre en el estado normal. Landau en su teoria para las transiciones de fase
de segundo orden, deduce que el coeficiente « es una funcion de la temperatura cuyo comportamiento cerca
de T, es:

a=a(T-T,) (2.58)

y el coeficiente > 0. Los parametros a y S dependen del material y se determinan experimentalmente, ade-
mas son independientes de la temperatura.

Cerca del punto de transicion, ¢ es pequefia debido a ny< n,,, considerando hasta potencias de cuarto orden, la
diferencia de densidad de energia libre entre el estado normal y el estado superconductor es:

29(r) =9, -9, =a(T ~T )y + L (259

Integrando con respecto al volumen obtenemos la diferencia de energia libre de Gibbs:
AG(y)=[AgdV = [(g, —g,)dV = J[a(T ~T)[ +§|w|4}dv (2.60)

Para encontrar los puntos en los que AG es minima, obtenemos la derivada variacional con respecto a ¥* e
igualamos a cero:

NG 2
5W*:(a(T ~T.)+ Bl )w:O (2.61)

60



A™\

Alberto Francisco Sandino Hernandez = fs#=fes=

Esta expresion tiene las siguientes soluciones:

0 paraT >T,

2
- _ (2.62)
ol _—a(Tﬂ %) paraT <T,

La primera solucién corresponde al estado normal cuando T > T, mientras que la segunda corresponde al
estado superconductor cuando T < T,.

Si sustituimos (2.62) en (2.59), obtenemos la densidad de energia libre g en términos de la temperatura:

Ag = —az(Tz—;m (2.63)

De los resultados termodinamicos para la transicion superconductora, sabemos que la diferencia de densidad
de energia libre es proporcional al cuadrado del campo magnético critico H, por lo tanto

2 _ 2 2
% __ ';r (2.64)

Ag=—

de la cual se observa que H. tiene una dependencia con la temperatura T de la forma

A7a’
H, = T-T. (2.65)
[

Por altimo, la expresion (2.62) nos da la relacién que hay entre la densidad de electrones superconductores ng
con la temperatura T:

T( T
Ny =[wo| = aﬂ° (1—T—j (2.66)

C

Las expresiones (2.65) y (2.66) son consistentes con la teoria de London, donde ny esta relacionada con la
profundidad de penetracion A de la siguiente manera:

Ny, o< A% (I—le. (2.67)

c

2.6.2 Teoria de Ginzburg-Landau con campo externo

Ahora, si aplicamos un campo externo H al superconductor, el cual penetra cierta longitud, debemos agregar a
la densidad de la energia libre g de Gibbs un término asociado al campo magnético é H? y otro asociado a la

2
energia cinética de los electrones superconductores ZL (—ihV - EA}// , entonces:
m c

2
=0 + 2+_'6 4+ +i|_|2+i _j V—EA

(2.68)
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Por lo que la diferencia de la energia libre entre los estados superconductor y normal, considerando hasta
términos de cuarto orden, es:

2

1 1
Ag(r)=g,-9, :a|y/|2+§|y/|4+...+gH2+%

(—ihV—ﬂAjt//
(o

Si integramos con respecto al volumen se obtiene:

1 1]
= [Agav = (g, - g,)dv =j{a|¢,/|2 +§Il//l4 +oH? +ﬁ‘(—th—%A]y/

Z}V (2.69)

Para deducir el comportamiento de la funcién de onda  y del potencial vectorial A, recurrimos al hecho de
que la energia libre debe ser minima en el equilibrio termodinamico. Por lo tanto, realizamos la variacion de
la ecuacion (2.69) con respecto a w y A. Primero variamos con respecto a A, tomando en cuenta que
H=VxA:

—j[va (VxSA)]aV + j{ (Wy*—y*Vy)+ ;|1//|2A]5Adv=0, (2.70)

haciendo uso de la identidad vectorial a-Vxb=b-Vxa-V-(axb) con a=VxAyb=5A, el primer tér-
mino toma la forma (VxA)-(Vx5A)=5A-VxVxA, asi la expresion (2.70) se escribe como:

A

VxVxA= {'h—q

2m

- (z//*vw—wy/*)—r?]—c|y/|2 A} (2.71)

la cual es la ecuacién de Maxwell (ley de Ampere) VxVxA_A'—”J donde la densidad de corriente J esta
c

relacionada con la funcién de onda y, la carga del electrén e y su masa m:

H 2
J:-Z?—q(l//*vl//—wl//*)—q—h/er 2.72)
m mc

Ahora realizamos otra variacién de (2.69) con respecto a la funcién de onda y*:
J‘ - 2 <« 1 . q . q -
aysy *+Bly| yoy tom —IhV—EA w- IhV—EA Sy *|dV =0 (2.73)
Para integrar el tercer término, recurrimos al teorema de Gauss '[V-Cdv = j C-dS para expresarlo como
in J o [ q 1 . q.Y y
— | Sy *n-| —invV-2A |pdS +_-[5y,* —ihV—-=A | wdV . Por lo tanto, la ecuacion (2.73) toma la
m c 2m c

siguiente forma:

\Y

2 iy
I|:aw+ﬂ|w|2 w+%(—ihV—%Aj y/:lé'y/*dV +%I5w*n(—ihV—%AjwdS =0 (2.74)
S
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La variacién de &y es arbitraria, si consideramos que 8y* = 0 en la superficie, obtenemos la siguiente ecua-
cion para .

2
a(//+ﬂ|l//|2t//+%(—ihV—%Aj w=0 (2.75)

Por otro lado, si consideramos &y* arbitraria de tal manera que se anula la contribucién volumétrica, se obtie-
ne la siguiente condicion a la frontera:

n-[—ihv—%Ajws -0 (2.76)

donde 1//|S es la funcion de onda evaluada en la superficie.

Las ecuaciones (2.72), (2.75) y (2.76) son conocidas como las ecuaciones de Ginzburg-Landau.

RELACION ENTRE LA LONGITUD DE COHERENCIA € Y LA LONGITUD DE PENETRACION
A

Un resultado interesante es el caso unidimensional de la expresion (2.75) al considerar un campo externo
despreciable, la expresién se reduce a:

n? &
—%%+aw+ﬂ|u/|2w:0 (277)

Tomando en la condicion a la frontera:

w(x=0)=0, limy(x)=y, (2.78)

X—>0

se obtiene la solucién

v ()=, tanhf%g 2.79)
donde
E(T)=—— = d (2.80)

2ma 2ma(T -T,)
y es conocida como la longitud de coherencia de Ginzburg-Landau.
Las condiciones de frontera consideradas para la solucidn de la expresion (2.77) representan la frontera entre
el estado normal y el estado superconductor, los cuales pueden coexistir cuando hay un campo magnético en
la region normal. En la solucion (2.79) se observa que el parametro ¢ indica la extension de la coherencia de

la funcion de onda superconductora dentro de la region normal, de ahi el nombre del parametro.

Para encontrar la relacion entre la longitud de coherencia £ y la longitud de penetracién A de London, susti-
tuimos (2.62) en (2.80):
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T)=
) 2mﬂ|‘//o

o (2.81)

|Z

Debido a que n,, :|y/0|2 y haciendo uso de la expresién (1.57), obtenemos:

2rh’e’ A° (T)
21— , (2:82)
5 ( ) mZCZﬂ
La expresion anterior nos da la razén adimensional de ambas longitudes caracteristicas:
A1 E(ﬁ] , (2.83)
& 2| an\z

Este parametro « se utiliza para clasificar a los superconductores en dos tipos, asi:

Si k< % (especialmente si « << 1) entonces la energia superficial es positiva y el superconductor es de
2

tipo I, los cuales no permiten en absoluto que penetre un campo magnético externo debido a la existencia
de corrientes superficiales lo cual implica la ruptura brusca del estado superconductor si se supera la tem-
peratura critica, es decir, presentan el efecto Meissner; este tipo de superconductores son ampliamente
explicados por la teoria BCS.

Si x> % (especialmente si k >> 1) entonces la energia del superconductor es entonces la energia super-
ficial es negativa y el superconductor es de tipo Il. Estos superconductores son imperfectos, en el sentido
en que el campo magnético realmente penetra a través de pequefios canales denominados vértices y no
presentan una transicion brusca sino gradual del estado normal al superconductor. Aleksey Alekseyevich
Abrikésov, quien trabajo en el grupo de Landau, predijo la existencia de estos superconductores, pero €l
junto con Landau no tuvieron éxito en explicar por completo el comportamiento de los superconductores
de este tipo hasta la llegada a MoscU en 1955 del articulo de Richard Feynman sobre las lineas de vortice
cuantizadas en el helio liquido, con el cual se predicen las lineas de flujo cuantizadas en este tipo de su-
perconductores[12].
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Capitulo 3
Teoria microscopica de la
superconductividad

3.1 Introduccion

Durante el periodo de la Il Guerra Mundial se interrumpid el estudio sobre el comportamiento de los super-
conductores, y no fue hasta 1950 que Landau y Ginzburg presentaron su teoria de transicion de fase super-
conductora cuando se retoma. El significado de la funcion de onda usada como parametro de orden en esta
teoria no fue explicado sino hasta 1957, cuando John Bardeen, Leon Cooper y John Robert Schrieffer[1]
enunciaron su teoria microscépica de la superconductividad, ahora conocida como Teoria BCS. A Bardeen,
Cooper y Schrieffer se les otorgd el premio Nobel de Fisica en 1972 por este trabajo, en el que retoman la
idea de Herbert Frohlich[2] sobre la existencia de electrones apareados debido a la interaccion atractiva entre
ellos inducida por un fonén® Estas parejas de electrones son ahora conocidas como pares de Cooper. Debido
a la falta de comunicacion entre cientificos soviéticos y estadounidenses durante la Guerra Fria, Bardeen,
Cooper y Schrieffer no tuvieron conocimiento de la teoria de Ginzburg y Landau, por lo que ambas teorias se
desarrollaron de manera independiente[3].

Bardeen, Cooper y Schrieffer H. Frohlich
Figura 3.1

La idea de Frohlich sobre electrones apareados surge debido a que él observa que los buenos conductores
como el cobre y el oro al bajar la temperatura no tienden a convertirse en superconductores, a diferencia de
los malos conductores, esto puede entenderse recordando que para este tipo de materiales la interaccién entre
los electrones y la red es mayor que en el caso de los conductores, por lo que, la superconductividad es causa-
da por la interaccion entre los electrones de conduccién y las vibraciones de la red, asi Fréhlich propone un
hamiltoniano que ahora lleva su nombre hamiltoniano de Frohlich, el cual incluye este tipo de interacciones
y ademas toma en cuenta, de manera implicita, el efecto isotpico®.

2 Un fonén es un modo cuantizado de vibracién que se encuentra en las redes cristalinas. Las vibraciones de la red de un
solido se pueden explicar como un gas de fonones. De este modo el fondn no es una particula como tal, sino una cuasipar-
ticula.

% El efecto is6topico consiste en que para un mismo elemento quimico, la temperatura critica varia de una manera que es
inversamente proporcional a la raiz cuadrada de la masa del is6topo de ese elemento.
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Continuando con la resefia historica, es importante mencio-
nar que durante la segunda mitad del siglo XX, se realiza-
ron varios estudios sobre el fenémeno superconductor,
dando origen a descubrimientos interesantes tales como el
efecto Josephson en 1962, que describiremos a detalle en el
siguiente capitulo, o los superconductores de alta tempera-
tura critica (o alta T.) en 1986, por parte de J. G. Bednorz y
K. A. Miller en los laboratorios IBM en Zurich, Suiza.
Ellos anunciaron el descubrimiento de un nuevo material, el
cual es un 6xido metalico que contiene lantano, bario y
cobre ((La;9Bag;)CuOy), que se comporta como un super-
conductor a una temperatura critica de 30 K, muy elevada
para la entonces conocida[4]. Desafortunadamente, este tipo
de superconductores no sera objeto de estudio durante este trabajo, debido a que no esta contemplado dentro
de nuestro objetivo.

Figura 3. 2 K.A. Miller y J.G. Bednorz

A continuacién, presentamos primero un estudio del comportamiento clasico de una particula en un campo
electromagnético para obtener su funcién hamiltoniana, y posteriormente, llevaremos a cabo la descripcién
cuéntica por medio de la ecuacién de Schrodinger, obteniendo el operador hamiltoniano a través de uso del
principio de correspondencia.

3.2 Descripcion clasica de una particula en un campo electromagnético.

3.2.1 Funcién lagragiana

Como ya hemos mencionado, primero describiremos de manera clasica el comportamiento de una particula en
un campo electromagnético, esto debido a que los fendmenos de superconductividad estan relacionados con
campos electromagnéticos.

Consideremos una particula de carga eléctrica g y masa m que se mueve a una velocidad v en una region del
espacio con campo eléctrico E y magnético B, la fuerza de Lorentz F que actla sobre dicha particula es:

F=q[%xB+E} (31)

Los campos E y B son funciones continuas del tiempo y la posicién, ambos son derivables de un potencial
escalar @(r,t) y potencial vectorial A(r,t) respectivamente, esto se demuestra por medio del uso de las dos
ecuaciones de Maxwell siguientes:

V-B=0 (3.2)
que implica

B=VxA (3.3)
y la ecuacién

V><E=—%%3. (3.4)

que al sustituirla en la expresion (3.3) obtenemos:
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10A
Vx|E+=—|=0 ,
[er12) @

lo que implica que

10A_

E+ =
c ot

-Vd (3.6)

Entonces, podemos expresar E en términos de @ y A de la siguiente manera:

10A
E=-VO-="" 37
T (3.7)

Ya obtuvimos E y B en términos de los potenciales A y @ dados por las expresiones (3.4) y (3.7). Por lo tan-
to, la fuerza de Lorentz expresada en términos de estos potenciales es:

\Y; 10A v
F=qE+—xB)=q| VO -=""+x(VxA
q( tox ) C{ Cat+c><( x )} (3.8)

Ahora, expresaremos esta fuerza de manera tensorial. Dos vectores arbitrarios C y D se expresan por medio
de tensores como:

C=>Cg =C§ D=>) Dg =D§

donde el extremo derecho de estas expresiones son una abreviacion de la sumatoria de las componentes del
vector.

Si tomamos en cuenta las propiedades el tensor de Levi-Civita:

0, para dos indices repetidos,
Eij = 1, silos indices estan en orden ciclico,

-1, si los indices estan en orden no ciclico.

podemos expresar de manera general el producto vectorial y el rotacional de ambos vectores como:

CxD=¢,C,D48,
VxC=gk,miCmék, V><D=gk,miDmék
oX, oX,
Asi, el término v x (V X A) de la ecuacion (3.8) se expresa como:
oA, oA,
Vx(VxA)=¢e. V.| & . =& &V — € 3.9
( ) ijk j( kim aX| J i ijk<kim"j 8X| i ( )

Haciendo uso de la identidad EikExm = é‘i,5jm - 5im5j, (donde & es la delta de Kronecker) tenemos:

69



m Superconductividad y Dindmica no lineal

=V, %ei -V, %ei = a(Vj/_\j)ei —V-% (3.10)
OX; OX; OX; or
_olv-A) oA
or or
dA OA OA
recordemos que — =~ 4+vy._—, por lo tanto
d ot or

o(v-A) dA LOA _ dA oA

x(VxA)= —— = (3.11)
( ) or dt 6t ( ) 8t
Finalmente, la fuerza de Lorentz se expresa como:
F=q(E+YxB)
c
_ql- ®_55_A+1(V(V.A)_d_A+5_AJ (3.12)
cot ¢ dt ot

fvforal 22

Como @ y A son funciones de r y t, reescribimos la fuerza F como:

o o{o-ta) a3l

donde
ld_Az_ii(@_x.A),
c dt dt or c

Ahora, calcularemos las proyecciones de la fuerza de Lorentz en cada uno de las direcciones de los vectores
base unitarios de las coordenadas generalizadas q;, para demostrar que la fuerza F es derivable de un poten-
cial. Estas proyecciones también son conocidas como las fuerzas generalizadas Q;:

Qi=F-§—r, =123

Asi
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Q=g v(cp_x ) 0 (CD_X.A) o
c or c oq;
_q _Q(CD_X A] o,0 E(CD_X.A] o (3.14)
or c og, or\ dt c 0G;
—q —i(cp—— Aj+i i(@—x-A)
oq; c dt\ oq; c
donde se hizo uso de la identidad a&_r:aa_r Las fuerzas generalizadas Q; también pueden expresarse en
Gi q;
términos del potencial dependiente de las velocidades generalizadas como:
Q=M 4N 153
dg;  dt oq,

A partir de esto, podemos definir a la energia potencial del sistema como U = q(q)_X.Aj. Asi demostra-
c

mos que la fuerza de Lorentz es derivable de un potencial generalizado. Entonces, es directo demostrar que la
lagrangiana del sistema es:

L=T—U=%mv2—q{®—X-A}. (3.15)
C

3.2.2 Momento

Una vez que conocemos la funcién lagrangiana, procedemos al célculo del momento generalizado p que es
dado por la siguiente expresion

aL

_ 3.16
or (3.16)

Para realizar el calculo correspondiente, denotamos el vector velocidad como v=Xgé,, entonces

V-V =XX% =X Asi

1 . O ), o0 A X X OA
==m| 2, L |g-q -2 -1 1g
o% Ccox ¢ £

Recordando que @ y A son funciones de r y t, asi que no que dependen explicitamente de Xi . Entonces
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oA,
P ooy Ti=o
OX; OX;

Por otro lado, tenemos que

= O _ % (3.17)
boox; o
Si tomamos en cuenta las anteriores observaciones, obtenemos que
~[mxs +3 s =[mx+3A |6 3.18
p= mxjchi+CAj5ji é = mxi+CA é, (3.18)

donde hemos usado la propiedad de la delta de Kronecker x;&; = X;. Por lo que, el momento de una particula
dentro de un campo magnético es

p= mr+%A (3.19)
3.2.3 Funcién hamiltoniana

A continuacién obtendremos la funcién hamiltoniana del sistema. Recordemos que esta funcién se define
como

H=p-f-L (3.20)

Hemos calculado ya el momento p, ahora expresaremos la funcion lagragiana en términos de este. De la ex-
presion (3.19) obtenemos lo siguiente

r:&{p_ﬂAj (320)
m c

sustituyendo en la ecuacion (3.15) se tiene
L=1mi2 —q[CD+£-A}
2 c
2
o2 [ o2
2 |m c mc c
Introducimos las expresiones (3.19) y (3.22) en la expresion (3.20)

2
oot Sl oot
m c 2 m C mc C

realizando el algebra correspondiente obtenemos la funcidn hamiltoniana de una particula en un campo elec-
tromagnético

(3.22)
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H :i(p_gA](p_ﬂAj_{_q@ (3.23)
c

3.3 Descripcidn cuantica de una particula en un campo electromagnético

3.3.1 Ecuacion de Schrodinger

Una vez que conocemos la funcién hamiltoniana de una particula (no relativista y sin espin) cargada en un
campo electromagnético. Podemos obtener la ecuacion de Schrodinger de dicha particula, para esto hacemos
uso del principio de correspondencia sobre la funcion hamiltoniana, recordemos que el operador momento se
define como:

p="v (3.24)
|

entonces nuestro operador hamiltoniano es dado de la siguiente manera:

Hzi(zV—gAj-(_ﬁV—ﬂA}rq@ (3.25)
2m\ i c i c

Asi la ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo para una particula cargada es:

_ﬁa_'/’:QW:L[ZV_HA)(EV_EAJWH@W (3.26)
1 ot 2m\i C i c

3.3.2 Ecuacion de conservacion de la probabilidad

Ahora deseamos encontrar una ecuacién de continuidad para el caso que estamos estudiando. Recordemos
que la densidad de probabilidad P(r,t) estid dada en términos de la funcion de onda de la particula cargada v
como

P(r.t)=y*(r.t)y(rt) (3.27)

Una particula no puede desaparecer de una region y aparecer en otra sin que fluya algo entre ambas regiones.
Supongamos que una region esta rodeada por una superficie lo suficientemente alejada para que haya probabi-
lidad cero de encontrar una particula dentro. Recordemos que la probabilidad de encontrar una particula en
cualquier parte dentro de la superficie es la integral de volumen de P.

%wpdv:jy%dv:-ijJ-dS:—ij(v-J)dv (3.28)

Esta expresion indica que el cambio de probabilidad con respecto al tiempo es proporcional al flujo de densi-
dad de corriente de probabilidad J en una regién V limitada por una superficie S. Reescribiendo esta ecuacion
se obtiene:

.[Jj(%jLV-JJdV _o. (3.29)

De la cual obtenemos que
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P _
ot

-v-J (3.30)

esta ecuacion es conocida como la ecuacion de continuidad para la probabilidad.

Nuestro objetivo principal es encontrar la forma de la corriente de probabilidad J. Derivemos con respecto al
tiempo la expresion (3.27)

oP <OV oy*
o _ =L, 331
- 4 5 4 ; (3.31)

De la ecuacion (3.26) es posible obtener dy/6t asi como su respectivo complejo conjugado

a)a_'//: _l{i(zv_ﬂp\j.(zv_ﬂp\}rq@}w
ot Al2m\ i c i c

(3.32)
.
b)al// _! i(zvjtﬂAj-(_EV+gAj+qCD w*
ot A2m\i c I c
sustituyendo estas expresiones en (3.31) obtenemos
P i ,[1(hn_ q h_ q j
—=—— —| =V-—=A || =V-—=A |[+qD
ot hW {Zm(i c j(l c v
L i(ﬁwﬂ j.(ﬁwﬂA}Lq@ o (3.33)
aoo2mii c i c
S W*(év_ﬂAj.(zv_ﬂAjw_W[éwﬂAMﬁwﬂAjw*
2mh i c i c I c i c
Realizando el algebra correspondiente, varios términos se cancelan y el resultado final es el siguiente:
@z_v.i V/*(EV—EA]W—V/(EV"‘Q ],/,* (3.34)
ot 2m I c i c

donde identificamos que la densidad de corriente de probabilidad es

Jzi{w*(zV—ﬂAjw—w(zV+ﬂ jy/*} (3.35)
2m i c i c

Si reescribimos esta expresion, obtendremos

ih
Jz_z'_(w*w_w,,,*)-iw/rA, (3.36)
m mc

Si yes cero en la superficie la expresién (3.35) nos indica que J es nula, por lo tanto, la probabilidad de en-

contrar en el interior una particula no cambia con respecto al tiempo y podemos decir que se conserva local-
mente.
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3.4 Significado de la funcidn de onda

La funcién de onda y(r,t) de una particula cargada por si sola no tiene significado fisico, lo que si lo tiene es
el cuadrado de la amplitud que da la probabilidad de encontrar un electron en un lugar dado. Donde quiera
que se encuentre el electron estara con toda su carga.

Observamos que ™ tiene dimensiones de una densidad de probabilidad, si multiplicamos por g tendremos
dimensiones de densidad de carga. Para nuestros propdsitos introducimos este factor \/a constante dentro de

la funcion  y consideraremos aww* como la densidad de carga. Asi, la expresion (3.36) para la corriente de
probabilidad J pasa a ser directamente la densidad de corriente eléctrica J dada por (2.72) que es una de las
ecuaciones de Ginzburg-Landau.

La densidad de carga y la corriente eléctrica se pueden calcular directamente de la funcidn de onda después de
un proceso de medicidn, ya que esta toma un significado fisico que se extiende a situaciones macroscopicas
clasicas. Esto es posible debido a que construimos un ensemble cuantico cuyas particulas se encuentran en el
mismo estado, por lo que solo basta definir una sola funcion de onda para todo el ensemble.

Sin embargo, la dificultad de construir un ensemble con electrones radica en que no se puede colocar a mas de
uno en el mismo estado cuéntico, esto se debe a que los electrones son fermiones, es decir, particulas descritas
por la estadistica de Fermi-Dirac y cumplen con el Principio de exclusion de Pauli. Por esta razon, se creyo
por mucho tiempo que no era factible construir un ensemble cuantico para electrones y que por lo tanto, la
funcion de onda nunca tendria representacion macroscdpica para este tipo de particulas. En 1956, L. Cooper
estudio el comportamiento de un gas de Fermi de electrones libres en presencia de una interaccién atractiva a
T = 0y mostr6 que esta interaccion produce un estado de paridad entre los electrones con energia menor a la
energia de Fermi, lo cual implica un par ligado. Al afio siguiente, él junto con Bardeen y Schrieffer publican
un articulo[1] donde retoman la idea de Herbert Frohlich sobre electrones apareados debido a la interaccién
atractiva entre ellos inducida por un fonon, lo que da origen a los pares de Cooper y la posibilidad de cons-
truir un ensamble cuéntico con ellos.

3.6 Pares de Cooper

3.6.1 Hamiltoniano de Frolich

Resulta un problema complicado describir de forma completa la interaccion electron-electrén (e — e) dentro de
un so6lido, debido a que existen interacciones directas de tipo coulombiano, pero los electrones en un sélido
también pueden interactuar indirectamente por medio de algunas excitaciones elementales; tal es el caso de la
interaccion entre electrones mediada por fonones, la cual est& descrita por el hamiltoniano de Frohlich:

He =D 660 + 2 hoaja, + . My.(a’, +a, )cc, (3.37)
Kk q k.k'\q

donde C,: y ¢ son los operadores de creacién y aniquilacion, respectivamente, de un electrén con vector de
onda k; mientras que ag y aqs0n los operadores de creacion y aniquilacion, respectivamente, de un fonén con

vector de onda q y My son los elementos de matriz de la interaccidn electron-fonén. El vector de onda del
fonon, g es igual a k — k’, lo cual simplemente expresa que el momento cristalino se conserva. Como se puede
observar, los dos primeros términos de esta expresién representan el hamiltoniano Hy, de un sistema de elec-
trones y fonones que no interactdan entre si y el tercer término corresponde a la interaccién electrén-fonén
Het.

En los primeros dos términos del hamiltoniano los operadores de aniquilacion cy y aq quitan al sistema un
electron y un fonon respectivamente, si la particula no existe, el operador no la puede quitar y el resultado es

cero, mientras que los operadores de creacion C,: y ag restituyen al electrén y al fondn dejando al sistema
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idéntico. El nimero de veces que se puede realizar la operacion depende del nimero de particulas que haya en
el sistema. Por otro lado, /ey es la energia del fondn con momento q y & es la energia del electron con vector
de onda k. Entonces, estos dos primeros términos del hamiltoniano contabilizan cuanta energia hay tanto en el
sistema electrénico como en el fondnico.

En el caso del tercer término se describe la siguiente situacién: un electrén en un estado k' pasa a otro estado
k, al mismo tiempo que destruye 6 crea un fonon con energia y momento igual a la diferencia entre los dos
estados electrénicos. Para que se conserve la energia y el momento hay dos opciones:

e  Crear un fonon con el operador afq , entonces la situacion es: se tenia k', generamos k y —q. Por lo tanto

la suma de los dos Gltimos debe ser igual al primero: k' = k —q.

e Destruir un fondn con el operador ag, asi el proceso es: teniamos k', generamos k y perdemos ¢. Por lo
tanto k'= k —q.

Mientras que My es un elemento de matriz que mide la probabilidad de cada uno de esos eventos ocurra.
k -
\e k-q

a4

¢ ) "
/g- \kq‘

Figura 3. 3 Interaccion e —e a través del intercambo de un fondn.

El hamiltoniano de Frohlich es posible obtenerlo a través de la aproximacion adiabética, la cual consiste en
suponer que la masa de los electrones m es muy pequefia comparada con la masa de los iones M, con
m/M ~10~3. Esto permite considerar a los electrones moviéndose en un campo de iones fijos que ocupan posi-
ciones especificas en el espacio.

Si realizamos una transformacion canénica del hamiltoniano de Frohlich, se puede demostrar que:

2 ho, L
H'=H, +Z|Mq| . > CrryoCi_g G + oo (3.38)

(‘gq ~ i )2 _(hwq )

donde el resto de los términos en la ecuacién contienen s6lo productos de dos operadores de electrones. Para
gue obtengamos una interaccién atractiva se debe cumplir que,

|6 = & o| < he, (3.39)

lo cual permite que pares de electrones formen estados ligados con menor energia que la correspondiente a
dos electrones libres. Por lo tanto, los pares de Cooper son pares de electrones con vectores de onda y espines
opuestos que forman un estado ligado, debido a la interaccion de estos con la red cristalina por medio de fo-
nones. La existencia de los pares de Cooper por debajo de una temperatura critica es una de las causas mi-
croscapicas de la superconductividad y base de la teoria BCS.

3.6.2 Funcién de onda macroscopica
La ecuacion de Schrodinger para un par de Cooper es similar a la ecuacion (3.26), con la diferencia de que la

carga q sera dos veces la del electron. Por otra parte, m es la masa efectiva del par en la red cristalina, que no
necesariamente serd dos veces la masa del electrén (2m,). Por otro lado, la ecuacion (3.26) puede ser ya no
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valida para frecuencias muy altas, ya que la energia cinética que corresponde a funciones de onda que varian
rapidamente puede ser tan grande como para romper los pares. A temperaturas distintas de cero siempre habra

algunos pares de electrones que se separen, la probabilidad de que se rompa un par es proporcional a g FrlleT
donde la constante de Boltzmann kg = 1.381 x 1072 J/K . No todos los electrones forman pares de Cooper, los
cuales llamaremos electrones normales, y se mueven por el cristal en la forma acostumbrada. Por el momento
despreciamos las complicaciones producidas por los electrones normales. Los pares de Cooper tienen un
comportamiento bosonico, es decir, estan descritos por la estadistica de Bose-Einstein; cuando hay una gran
cantidad de ellos en un estado dado hay una probabilidad grande de que otros pares se encuentren en el mismo
estado. Por lo tanto, todos los pares estaran confinados a la energia mas baja en exactamente el mismo estado
(para mas detalle ver [5]). Esta propiedad nos permite construir un ensamble de pares Cooper con la misma
funcién de onda, conocida como la funcion de onda macroscopica.

Sea WV la funcion de onda de un par en el estado mas bajo de energia, como \P'¥* es proporcional a la densi-
dad de carga p, podemos escribir a ¥ como la raiz cuadrada de la densidad de carga por algun factor de fase

&
P (r,t)=y/p(r,t)e"" (3.40)

donde py ¢ son funciones reales de r y t. Desde la perspectiva de la teoria BCS (Bardeen, Cooper y Schrief-
fer) la funcién de onda W puede ser vista como la funcion de onda de una particula describiendo la posicién
del centro de masa de un par de Cooper. Como todos los pares de Cooper se encuentran en el mismo estado,
basta una sola funcién de onda.

3.6.4 Densidad de corriente y momento
Nos interesa conocer el significado fisico que tiene la fase ¢ de la funcién de onda. Para ello, sustituimos la
expresion (3.40) en la (3.36) para expresar la densidad de corriente J en términos de p y ¢, considerando la
masa Yy la carga de dos electrones (m = 2m, y q = 2e).

3= gy pvwe - & gf A
am m,c

e e

(o - ) o
_ _%{[v\/;+ i\/;w]—[v\/;—i\/;w]}—;—iA

Realizando el algebra correspondiente obtenemos lo siguiente:

h 2e
J=—-/|Vg-=A (3.42)
2me( ¢ hc jp

La fase absoluta no es observable, sin embargo, el gradiente de la fase si lo es, lo que nos permite encontrar la
fase hasta una constante, ya que

¢:IV¢-dr+const (3.43)

Para encontrar la cantidad fisica con la que esta relacionada V ¢ recordemos la relacion de J con la velocidad v
del flujo eléctrico, es decir
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J=pv (3.44)
y comparemos las ecuaciones (3.42) y (3.43) para asi obtener:
2mVv+2eA=nV¢ (3.45)

Como se podré observar, al comparar el lado derecho de esta expresion con (3.19) se concluye que el gradien-
te de la fase V ¢ esté relacionado con el momento p del par de Cooper de la siguiente manera:

p=hVg. (3.46)
déandole un significado fisico a la fase ¢.
3.7 Caracteristicas de la superconductividad

3.7.1 Efecto Meissner

A continuacién demostraremos que la densidad de corriente de los pares de Cooper obedece la ecuacion de
London (1.41b). Primero, aplicamos el rotacional a la expresion (3.42):

VxJ =h—p(VxV¢—EVxAJ
2m hc

e

(3.47)
2n ¢
m,c

e

H

donde se ha considerado p constante y se hizo uso de VxVg¢=0, H=VxA, p=2en,,. Al tomar en cuenta
A

las ecuaciones de Maxwell VxH= ?J; V-H=0; asi como también la identidad vectorial

Vx(Vxa)=V(V-a)—V?a obtenemos la siguiente relacion:

87n.e’

—H (3.48)
m.c

ViH=-—

cuya solucién regular decrece rapidamente cuando vamos desde la superficie al interior de la muestra super-
conductora:

X

- c m
h=he* con A=— < 4
° 2e\| 270, (3:49)

Asi demostramos que la teoria cuéntica de la superconductividad tiene relacion con la teoria macroscopica.

3.7.2 Cuantizacion del flujo magnético
Otra caracteristica importante de la superconductividad es la cuantizacién del flujo magnético, el cual es pre-

dicho por la ecuacidn (3.42). Consideremos un anillo en su fase superconductora, debido al efecto Meissner,
B y J son cero en el interior, entonces se tiene de (3.42) que
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Vo= 2 A (3.50)
hc

obteniendo la integral de linea de esta expresion a través de una trayectoria cerrada C en el interior del anillo:

ICV;b-dI:%LA-dI

Ilegamos a lo siguiente:

2e
—d =D 3.51
¢2 ¢] P ( )

cuyo término del lado izquierdo se obtiene de .[CV¢~dI =@, —¢ Y el término de lado derecho, del teorema

de Stokes junto con la definicion de flujo magnético J'CA-dI :L(VxA)-dS :J‘SB-dS=q). Pedimos

como requisito fisico que la funcidn de onda sea univaluada y que ¢ — ¢ = 2zn, por lo que la expresion (3.51)
se reescribe como:

= n(%) =N, (3.52)

donde definimos el cuanto de flujo magnético @ =@ ~2.07x107"gauss cm* también conocido como
e

fluxén.

3.7.3 Banda prohibida superconductora

La teoria BCS muestra que dos electrones excitados por encima de la superficie de Fermi a T = 0, forman
pares de Cooper en un estado ligado cuya energia estd por debajo de & Parte de la energia del metal en el
estado normal se transforma en energia interna de los pares, debido a esto el estado normal del gas de electro-
nes es inestable con respecto a la formacion de pares de electrones provocando la condensacion del estado
superconductor. A partir de estos conceptos la teoria BCS es capaz de construir la funcion de onda y evaluar
las principales caracteristicas del estado superconductor. El estado base es descrito por la funcion de onda

“/’G>:H(“k +VkCI:TCjk¢}¢O> (3.53)
k

donde‘¢0> es un estado sin pares de Cooper y sin electrones libres,

sz‘es la probabilidad de que el par

(kT ,—k! ) este ocupado y ‘uk 2 ‘ de que esté desocupado, entonces

ju?]+we[ =1 (3.54)
La energia total del sistema se obtiene a partir del valor de expectacion del hamiltoniano total:

E=(H,+H,)=2> Vi = > ViUV Uy V. (3.55)
k kk'
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Al minimizar esta energia con respecto vy, teniendo en cuenta (3.54):

oE
— = 25UV, _(ulf ~Vg )kak'uk'vk' =0 (3.56a)
=

k

se obtiene[5]:

v’ = Lo & (3.56h)

2 (Azk +&f )1/2
donde & es la energia del electron medida respecto al potencial quimico,
Ay = ;ka'uk‘vk' (3:57)
es la brecha o banda de energia que separa el estado fundamental de las excitaciones del mismo y
E =(A2+52)" (3.58)

adquiere el significado de la energia de los electrones libres debido a la presencia del condensado supercon-
ductor. Si sustituimos (3.54) y (3.56) en (3.57) obtendremos lo siguiente:

V
Ay _ZZIKEK Ay (3.59)

Esta es una ecuacion no lineal para A, la cual puede ser expresada en su forma integral® de la siguiente mane-
ra:

Ay J. (SF )‘/kk

S de, (3.60)

(et 2 )" AZT

La solucidn trivial A = 0 corresponde al estado normal, mientras que la solucién Ay # 0 al estado supercon-
ductor. Esta solucion no trivial puede calcularse de forma numérica, sin embargo, podemos obtener bastante
informacion si realizamos las siguientes dos aproximaciones:

e los términos de interaccion Vi en el hamiltoniano del sistema, responsables de la formacién de pares son
tales que

(3.61)

V. = V, si|g|<nao,
Kk
0 enotro caso

es decir, la interaccion ocurre entre electrones en el entorno de la energia de Debye 7 ap.

4 Esto se puede realizar a través de la sustitucion Z% J’ N(sp e,
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e Consideramos que N(gr) es la densidad de estados de electrones con una orientacion de espin en el nivel

de Fermi

(3.62)

K =

A = A si || <hay,
0 enotro caso

Haciendo uso de estas aproximaciones, la brecha ya no depende de k sino Gnicamente de la energia «. Asi a
T = 0 se obtiene

V 1
1=-0%"
2 § E,
P de (3.63)
=~V Nilg S )
0 ( F).([ (A2+82)1/2
=V,N(e, )sinhl(hz)”)

Despejando A de esta expresion tenemos

Ae N0 (3.64)

i

Haciendo uso de otra aproximacion conocida como de acoplamiento débil, es decir, N(g:)V << 1, entonces se
llega a lo siguiente:

1

A= Zthe_N(‘gF)\/

(3.65)
Para el caso general T # 0 se puede demostrar (ver [5]) que
tanh( B J
1= \EZA
2 % E,
1
A*(T)+&%)2
tanh M
hon 2k T (3.66)
=VoN (5¢) | —Zde

0 (AZ(T)Jrgz)E

que determina la dependencia de la brecha de energia con la temperatura A = A(T). La temperatura critica del
sistema se obtiene para A(T) =0, en ese caso Ey = |&| y

hop

2K,
_ J‘ tanthX (367)
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Haciendo uso de la aproximacion de acoplamiento débil: 7 awp >> kgT. se obtiene

1

kT, =1.137w e e (3.68)

Esta expresion determina la temperatura critica T, de la teoria BCS. Si la comparamos con la expresion (3.65)
se llega a la siguiente relacién:

A(0)=1.764k,T, (3.69)

la cual muestra que la brecha de energia a T = 0 es comparable a kgT,. Por otro lado, cuando T — T, es decir,
cerca del punto critico, A(T) — 0, por lo tanto la ecuacion (3.66) puede expandirse en términos de A(T) y
llegar a la siguiente expresion;

c

T )2
— =174 1-— T=T (3.70)

La dependencia de la temperatura de esta expresién es consistente con los resultados que se han venido obte-
niendo en las distintas teorias superconductoras.

En el fendmeno de superconductividad, la existencia de una banda prohibida en el espectro de energias cen-
trada en la energia de Fermi &= y cuyo tamafio es Eq = 2A(T) esta relacionada con la energia necesaria para
separar al par de Cooper. Si la energia aplicada es menor a Eg4, no lograremos excitar al par y en consecuencia
los electrones que lo conforman no se separaran. Si la energia es mayor a Eg, el par se rompe y la energia
sobrante se convierte en energia cinética para los electrones.

Normal Superconductor
Figura 3. 4 Esquemas simple de los niveles de energia de un metal normal y un superconductor, respectivamente. En el
segundo esquema se observa la banda superconductora.

Como se ha demostrado, el ancho de la brecha de energia depende de la temperatura. Su tamafio es compara-
ble con kgT cuando T = 0 y va disminuyendo a medida que aumenta la temperatura hasta desaparecer cuando
se ha alcanzado la temperatura critica T.. En la figura 3.4, se muestra un comparativo entre dos esquemas de
niveles de energia de un metal en sus fases normal y superconductora, en ambos los estados ocupados se
indican con regiones en color verde. En el caso de la fase superconductora, la banda prohibida se encuentra
entre regiones de estados ocupados y centrada en . El hecho de que en esta banda esté prohibido tener esta-
dos ocupados tiene que ver con el proceso de “creacion” y “aniquilacion” de electrones y fonones tomado en
cuenta en el hamiltoniano de Frélich.
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Capitulo 4
Efecto Josephson

4.1 Introduccion

El fisico britanico Brian David Josephson predijo en 1962 un efecto muy peculiar, conocido como efecto
Josephson[1][2], el cual consiste en el flujo de una corriente a través de un dispositivo (unién o juntura
Josephson) aun cuando no se aplique una diferencia de potencial. Existen distintos tipos de uniones pero en
este trabajo estudiaremos la de tipo tanel, que constan de dos superconductores separados por una conexion
débil, la cual puede ser un aislante (superconductor-aislante-superconductor, SIS en inglés), un metal normal
(superconductor-normal-superconductor, SNS), un semiconductor, un superconductor débil o cualquier otro
material que se acople débilmente a los dos superconductores. El efecto Josephson que se presenta en este
tipo de unién es debido al tunelamiento de los pares Cooper a través del material conector.

Superconductor 1

Capa aislante

't

4

Superconductor 2

Figura 4. 1 Esquema simple de una unién Josephson

Cada una de las regiones superconductoras estan caracterizadas por funciones de onda macroscépicas ‘Plei"‘l

y ‘Pze”’2 respectivamente. Bajo condiciones adecuadas se observan efectos asociados a este fenémeno cuan-
tico:

e Efecto Josephson DC: que consiste en una corriente continua que fluye a través de la unién en ausencia
de un campo eléctrico o magnético.

e Efecto Josephson AC: que consiste en aplicar un voltaje fijo a través de la unién causando una corriente
oscilante.

Esto dos tipos de efectos los describiremos posteriormente con mas detalle. Por otro
lado, las uniones Josephson son capaces de generar voltajes oscilatorios de alta fre-
cuencia, por lo regular de 10'°-10" ciclos por segundo y detectan potenciales eléctri-
cos de una cuatrillonésima parte de volt.

Josephson obtuvo el premio Nobel de Fisica en 1973 junto con Leo Esaki e lvar Gia-
ever gracias a la prediccion de este efecto. Un afio méas tarde, las uniones fueron
construidas por primera vez por P. W. Anderson y J. M. Rowell.

En este capitulo, se realiza una descripcion tedrica del efecto Josephson tomando '
como base la ponencia presentada por Richard Feynman en junio de 1964 ,durante el . A x:.\
curso introductorio de fisica del Instituto Tecnolégico de California (Caltech)[3], y Figura 4.2B.D.
posteriormente incluida en su libro The Feynman Lectures on Physics[4]. Josephson
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4.2 Tunelamiento

En fisica cuantica, el fendmeno de tunelamiento consiste en particulas que penetran una barrera de energia
potencial, esto no es posible desde el punto de vista clasico, sin embargo, si la particula es representada por
medio de una funcidn de onda cudntica, la funcidn puede existir dentro de la barrera de potencial y posterior-
mente encontrarla del otro lado con probabilidad finita.

De manera general, el tunelamiento entre dos
superconductores separados por una capa de
material aislante, es posible si esta es lo suficien-
temente delgada. En esta situacion, los dos su-
perconductores tienden a alinear su energia de
Fermi, ya que cada uno tiene su respectiva ener-
gia. El tunelamiento de particulas sucede cuando
un par de Cooper se disocia en dos electrones ¢
independientes, permaneciendo uno de ellos en el
primer superconductor como particula excitada
mientras que el otro electron atraviesa la barrera
hacia el segundo superconductor ocupando un
estado excitado. Durante este proceso se conser-
va la energia (Fig. 4.3).

&

Aislante

Superconductor 1

Superconductor 2

En cambio, en el efecto Josephson se lleva a cabo Figura 4. 3 Tunelamiento de un electrén (flecha negra)

un caso especial de tunelamiento, ya que se pro- entre dos superconductores a través de una capa aislante.
duce cuando los pares de Cooper atraviesan la

capa que conecta a ambos superconductores sin disociarse, provocando una corriente de tunelamiento conoci-
da como corriente Josephson de pares o supercorriente. Para que se lleve a cabo este efecto, el ancho de la
capa debe ser del orden de magnitud de la longitud de coherencia & del superconductor (suponiendo que la
union estd conformada por dos superconductores hechos del mismo material). La longitud & nos da una idea
de la distancia promedio a la que se encuentran los dos electrones que conforman el par.

4.3 Las relaciones Josephson

A continuacion, obtendremos las expresiones que describen al efecto Josephson. Para nuestro anlisis, consi-
deraremos un sistema simple y simétrico, es decir, que el material es el mismo en ambos lados de la unién y
supondremos que no existe campo magnético. Sea W, la amplitud de probabilidad para encontrar un par de
Cooper de un lado y W, la amplitud de probabilidad para encontrarlo en el otro lado. Dado que el acoplamien-
to entre los superconductores es muy débil, el vector de estado que describe al sistema acoplado se puede
escribir en una forma simple

|LP>=\P1|1>+T2|2> (4.1)

La densidad de carga p; en el i-ésimo superconductor de la unién, descrito por el estado |I> , esta definida
como

pi=|lPi|2=<i|lP><‘P|i>’ i=12. (4.2)

La ecuacion de Schrédinger para el vector estado |W) es

in 2 |w)=H|w) (43)
ot
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con hamiltoniano

H=H+H,+H,,

(4.9)
donde
H =U i), =12 (45)
y el acoplamiento entre los superconductores esta representado como
Hiy ==K (12)(2]+]2) 1) 4.6)

Tomando en cuenta el producto interno de la ecuacion (4.3) con los estados |1) y |2) nos da las ecuaciones de
movimiento de los dos superconductores débilmente acoplados.

in L
o

=U,¥, +KY,
(4.7)

ih%zuz‘}’zjL KY,

En el término de acoplamiento entre ambos lados, aparece la constante K que es la probabilidad de que pueda
haber filtracion de un lado a otro. Si K es nula, estas ecuaciones describirian simplemente el estado de energia
mas bajo (con energia U) de cada superconductor. Si conectamos los dos superconductores a las terminales de
una bateria para que haya una diferencia de potencial V en la unién, entonces, U,—U, = 2eV. Por convenien-
cia, definimos el cero de energia a la mitad de esta cantidad, entonces las ecuaciones (4.7) toman la siguiente
forma:

in oF, _ eVV¥, +KY,
aﬁ 9
in—2=—eV¥,+KW¥,
ot

Asi obtenemos un sistema de ecuaciones acopladas para dos estados cuanticos. Tomando en cuenta la forma
de la funcién de onda para cada estado

¥, =pe”
¥, = :Ozeiqj2

(4.9)

donde ¢, ¢ son las fases y p1, p» son las densidades de carga de cada lado. Sustituimos las expresiones (4.9)
en las ecuaciones (4.8) y obtenemos cuatro expresiones al igualar las partes real e imaginaria

. 2

P= +g K{p.p seng
. 2

P2 = 7 K{p.p5eng

(4.10)
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. K V
) =+% &cos¢—e—

) (4.11)

b, LS /ﬂcosqﬂﬂ
n\ p, h

donde denotamos por ¢ = ¢,— ¢, a la diferencia de fase.

Las ecuaciones (4.10) describen el tipo de corriente que comenzaria a circular en la unién desde un lado al
otro, la cual es simplemente J_ = p, =—p,, es decir,

2K
Jo= n PP, Seng. (4.12)

Esta densidad de corriente es debida a los pares de Cooper y la denotaremos como densidad de supercorrien-
te. Una situacién a considerar es que la supercorriente cargaria pronto un lado de la unién y descargaria al
otro; para evitar esto y lograr un estado estacionario, ambos lados deben estar conectados a una fuente de
potencial. La corriente debida a la fuente no han sido incluida en las ecuaciones, si la incluimos p; y 0, no
varian y la corriente a través de la union continua siendo dada por la ecuacién (4.12).

Como p; Y p, permanecen constantes, decimos que p, = p, = pp y definimos la densidad de corriente critica
Je = 2K pplta. Asi, la ecuacion (4.12) la expresamos de la siguiente forma:

J, =J.seng (4.13)
gue obtendra valores comprendidos entre J. y —J.. Otra manera de expresar (4.13) es en términos de una co-

rriente I y una corriente critica I.. Recordemos que en general la corriente esta relacionada con la densidad de
corriente J como

|=ijJ-ds

donde S es la superficie por la que atraviesa el flujo de densidad de corriente. Si consideramos que los vecto-
res J y dS tienen la misma direccién,

1, =[[3, ds =[] 3, ds seng =1 seng.
S S

entonces la expresion (4.13) puede rescribirse como
I, =seng (4.13a)

donde se ha denominado a la integral de superficie de J. como la corriente critica I.. Cabe resaltar que I es un
parametro experimental importante del dispositivo que puede alterarse tanto por la temperatura como por un
campo magnético aplicado.

Por otro lado, si definimos ¢3= 4152 —¢§l y hacemos uso del segundo par de ecuaciones (4.11), llegamos a la
siguiente expresion:

p== (4.14)
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donde %:@ es conocida como la constante de Josephson y es inversamente proporcional al cuanto de

cI)O
flujo magnético @,; la solucion de (4.15) es

(1) =4, +§jv (t)at (4.5)

dondegy es el valor de gat=0.

Las ecuaciones (4.13a) y (4.14) son un resultado importante de la teoria para la union entre superconductores
y son conocidas como las relaciones Josephson.

4.4 Efectos Josephson DCy AC

A continuacion, procederemos a analizar las consecuencias de las relaciones Josephson en el comportamiento
de la union cuando se aplica una diferencia de potencial en distintas formas dando origen a los efectos Jo-
sephson DC y AC.

4.4.1 Potencial nulo

El primer caso a analizar es aquel en cual no se aplica un voltaje V sobre la unién. Entonces, la diferencia de
fase dada por (4.15) es

(1) =4, (4.16)
que al sustituir en (4.13), da como resultado que
I, = 1.seng,, (4.17)

es decir, aln en ausencia de una diferencia de potencial circula una supercorriente constante en la unién y
obtendra un valor comprendido entre 1. y I, esta situacion es conocida como Efecto Josephson DC.

4.4.2 Potencial constante

El segundo caso consiste en aplicar un potencial constante V, de corriente continua. La diferencia de fase
dada por (4.15) es

2e
$(t)=4¢, +?V0t (4.18)
entonces, la expresion (4.13) se expresa como

I, = Iosen(gzﬁo +%Votj

=1, {sengbo cos [%Votj +COS ¢,sen (%Votj}

cuya frecuencia de oscilacion es w, = 2eVy/7 y se le denomina como la frecuencia Josephson. Debido a que %
es una magnitud pequefia comparada con voltajes y tiempos transcurridos, el seno y el coseno oscilan muy

(4.19)
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répidamente y su promedio temporal® durante un ciclo es cero, asi la supercorriente promedio resultante es
nula 1, =0. Sin embargo, esto no quiere decir que no circule corriente alguna en la unién, ya que a tempera-

turas distintas de cero habrd rompimiento de algunos pares de Cooper provocando una pequefia corriente
debida a la conduccidn de electrones normales; conforme la temperatura vaya en aumento esta corriente ya
no sera despreciable y tendra mayor presencia en la union.

4.4.3 Potencial de muy alta frecuencia

Como tercer caso a estudiar es la aplicacion un voltaje de muy alta frecuencia ademas del voltaje constante
Vo, s decir

V (t)=V, +vcos ot (4.20)

donde v << V,. Asi, la diferencia de fase ¢ obtenida por medio de la ecuacion (4.15) se expresa como

2e 2ev
d(t)=¢, + ;Vot +% senawt (4.21)

entonces la intensidad de supercorriente es

I, =1.en (qﬁo +§V0t+@sena)tj. (4.22)
h ho

Para & pequefio, la funcion seno de una suma de argumentos se puede expresar C€omo
sen(x+5x)=senxcoséx+sen5xcosxzsenx+5xcosx. Al aplicar esta aproximacion a la expresion

(4.22) con x=¢, +%V0t y Sx= ?sen(a)t) tenemos que
w
I, ~1,|sen [qﬁo JFEVOt}@sen(a)t)cos(gzﬁ0 +§VOIJ (4.23)
h ho h

El promedio temporal del primer término es cero, entonces lo depreciamos y hacemos uso de la identidad
cos(a+b)=cos(a)cos(b)—sen(a)sen(b), asi

% Sea una funcion f = f(t), su promedio temporal se define como:

f‘:limljf(t)dt

1*}002-0

si f(t) es periddica con periodo T, entonces 7= nT, el promedio temporal esta dado como:
nT

Fotim L]t (Odt=tim L n] £ (=2 (t)ot
n—o NT o n—xo NT ° T o

Asi

Fe

f(t)dt=(f)

Los paréntesis ( ) indican un promedio temporal de una funcién periddica.

1
=

ot—
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I, ~ Ic?sen(wt)costgzﬁo +%Votj
) (4.24)

2ev 2e 2e
=1, o sen (a)t){cos ¢, cos (;Votj —seng,sen (;Votﬂ

A su vez, el promedio del término Icﬂsen(wt)cos% cos(§votj también es nulo pero el del término
ho h

1, ?sen(wt)senqﬁosen (%Votj no lo es, siempre y cuando
10

wz%vo -0, (4.25)

Esto quiere decir que para poder lograr que circule una supercorriente en la union, es necesario que el voltaje
V de la expresion (4.20) oscile a la misma frecuencia w; que la supercorriente, provocando un fenémeno de
resonancia. También cabe mencionar que la expresién (4.25) nos dice que un fotdn de energia i = 2eVy es
emitido o absorbido cuando un par de Cooper atraviesa la barrera[5].

Los dos ultimos casos estudiados dan origen al Efecto Josephson AC, debido a que se esta aplicando un vol-
taje tal que circula una supercorriente oscilatoria en la union.

4.5 La importancia del fendmeno de coherencia

Hemos visto a lo largo de este trabajo que a pesar de que la superconductividad fue descubierta en 1911, tuvo
que pasar mucho tiempo para establecer el concepto moderno del estado superconductor de la materia. Los
principales logros fueron el descubrimiento del efecto Meissner, la formulacién de teorias fenomenolégicas
como la de los hermanos London y la de Ginzburg y Landau, asi como también la deduccién de la teoria
microscopica por parte de Bardeen, Cooper y Schrieffer. Sin embargo, la prediccién tedrica y la observacién
experimental del fenémeno de coherencia (o0 "cuantica macroscopica™) en los superconductores es factor
determinante para la formulacién final del concepto, debido a que una coherencia macroscépica de los pares
de Cooper es la base de todas las propiedades inusuales observadas en los superconductores.

Para todo tipo de material, los portadores de carga se mueven de acuerdo a las leyes de la mecénica cuantica.
Si consideramos una aproximacion en la cual las particulas interactan débilmente y los efectos de espin son
despreciables, el movimiento puede ser descrito en términos de la ecuacién ordinaria de Schrodinger

in Y _ hy (4.26)
dt

donde ¥ = “P(r,t)‘e‘h‘p(“) es la funcion de onda de una particula y H es un hamiltoniano. En el estado esta-

cionario || puede considerarse constante y H puede ser sustituido por la energia E de la particula, esto nos
lleva a una forma simple de (4.26):

a9 __
e =E (4.27)

Asi, el problema se reduce a la solucién de una ecuacion para la fase ¢ de la funcién de onda.

Recordemos que en un material superconductor, el par de Cooper es un estado ligado de dos electrones con
momentos y espines opuestos. Su espin total es nulo, por lo que el par obedece la estadistica de Bose-Einstein
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y se condensan en el nivel mas bajo de energia (basica) a bajas temperaturas. Como resultado, las razones
dgldt son iguales para todas las particulas. Ademas, los pares de Cooper son de tamafio relativamente grande
& ~ 107" cm, mucho més que la separacién media entre los pares que es del orden de aproximadamente
107'[6]. En otras palabras, las funciones de onda de los pares de Cooper estan fuertemente superpuestas.

Como resultado de estos dos factores, todos los pares en un punto dado dentro de un superconductor resultan
estar encadenados en fase y pueden ser descritos por una funcién de onda ¥ Unica, conocida como parametro
de orden en la teoria de Ginzburg-Landau. En otras palabras, un condensado coherente superconductor mas
que ser un conjunto de pares de Cooper es el responsable de la corriente eléctrica en los superconductores. La
fase ¢ de la funcion de onda no se anula durante la sumatoria sobre todas las particulas como en el caso de
los materiales no superconductores, por lo que las variables macroscépicas, en particular la corriente, pueden
depender de ¢, que cambia de la manera cuantica planteada en (4.27) bajo la accién de un campo electromag-
nético que contribuye a E. Esta dependencia cuantica no sélo conduce a la resistividad nula del superconduc-
tor y al efecto Meissner, sino también a varios efectos coherentes muy especificos como la cuantizacion del
flujo magnético y el efecto Josephson. Este ltimo descrito por las relaciones Josephson:

a)l, =1seng
)4 :%V (4.28)

Mostraremos que el efecto Josephson es una consecuencia directa de la coherencia del condensado cuéntico
superconductor, para ello, consideramos los puntos 1 y 2 dentro de cada uno de los dos superconductores que
conforma la unién. La ecuacion (4.27) para cada uno de los puntos es

5 9% _ —E,
dt
9% _ g
- 2
dt (4.29)

al restarlas se obtiene:

d
(e e

donde ¢ = ¢ — ¢. El lado derecho de (4.30) es la diferencia de energia de los pares de Cooper colocados en
los puntos 1y 2, que solamente puede existir si hay una diferencia de potencial V entre estos puntos:

E, —E, =2eV (4.31)
si sustituimos (4.30) y (4.31), llegamos a la relacién Josephson (4.28b).

Para obtener la relacion Josephson (4.28a) por medio del argumento de la coherencia de superconductor con-
densado, supondremos que la corriente que circula a través de una unién Josephson depende de la densidad de
pares de Cooper |¥[? en los electrodos (los superconductores que conforman la unién Josephson) y es lo sufi-
cientemente pequefia tal que || no cambia de manera considerable, sin embargo, las fases ¢ y ¢ pueden
cambiar sin influir en el estado fisico de los superconductores. Entonces, la corriente de pares de Cooper 0
supercorriente esta relacionada tnicamente con la diferencia de fase ¢, de modo tal que I = Is(¢). Esta fun-
cion debe ser periddica en 2r debido a que si alguna de las fases ¢ (i=1,2) realiza un cambio durante este
intervalo se obtiene exactamente la misma W, es decir, el mismo estado fisico de los electrodos, por lo que

I, (¢)=1,(¢+27)
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Finalmente, en ausencia de supercorriente ambos electrodos se comportan como un solo superconductor no
perturbado debido a que sus fases ¢ y ¢ son iguales, por lo tanto:

1,(0)=1,(27n)=0

donde se puede demostrar facilmente que I(z+2nn) también se anula. Estos argumentos muestran que es
posible escribir Isde la siguiente forma:

I, = Icsen¢+i I,5en(mg) (4.32)
m=2

para el caso general. La teoria formal del efecto Josephson muestra que en la mayoria de los casos, todos los
términos de la sumatoria en (4.32) se pueden despreciar, obteniéndose (4.28a).

4.6 Propiedades de la supercorriente

Las relaciones Josephson (4.28) son muy inusuales desde el punto de vista electrodinamico, debido a que la
supercorriente presenta propiedades distintas a las de una corriente ordinaria, por esta razon realizaremos un
analisis alternativo de estas relaciones para dejar mas claro las propiedades basicas de la supercorriente.

4.6.1 El estado estacionario

Como hemos visto, aln en ausencia de un voltaje V habra una supercorriente fija en la unién con una diferen-
cia de fase constante

¢ = ¢, = arcsen (:—SJ +27n

c

donde —I; < I < I.. Por lo tanto, si la supercorriente no es muy intensa no habra una caida de voltaje a través
de la unién. Esta situacion es conocida como estado estacionario o superconductor.

4.6.2 Almacenamiento de energia

Debido a que en el estado estacionario el voltaje es nulo, la energia no se disipa y parte de ella se almacena
dentro de la unién. Para conocer cuanta energia se almacena consideramos un proceso en el cual un sistema
externo provoca un cambio en la diferencia de fase de ¢ a ¢ realizando asi un trabajo W sobre la superco-
rriente:

7 nl, %
W =J.I5th= £ Isen¢d¢
. 2e 5
nl,
= 2—e(cos ¢, —Cosg, ) (4.33)

=E,(¢,)-E, (4)

donde se hizo uso de las relaciones Josephson (4.28). En la expresion (4.33) se puede observar que este traba-
jo solo depende de los valores inicial y final de la diferencia de fase y ademas sugiere que la energia potencial
de la supercorriente es dada por
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¢
E, () :Z—Igj'sen¢d¢ =—Z—Ig(cos¢—1) =E, (1-cos¢) (4.34)
0
donde
hl,
E. = ¢ (4.35)

4.6.3 Inductancia no lineal Josephson
La conservacion y almacenamiento de energia en la unién apuntan a que se puede considerar la existencia de

una reactancia no lineal. Para explicar el caracter de esta reactancia, se considera una pequefia variacién de
un proceso arbitrario ¢(t) tal que ¢ —¢ + ¢, al sustituir esto en las relaciones Josephson (4.28) se encuentra:

. 2e
o0p=—20V,
0 h
ol =1, cos¢pog
combinando estas ecuaciones se llega a la siguiente relacién:

dsl, _ s
dt

_ 2el,

cos gV = Li oV (4.36)

S

de donde la relacion entre las variaciones de voltaje y supercorriente esta dada por
1

Sl =— j SVt (4.36b)
LS

mostrando que la unién se comporta como una inductancia no lineal, donde

1 1 h
— =—2C0S¢, con =— 4.37
L. L ¢ L 2el ( )

S C c

Con esta expresion se muestra que para una sefial débil la supercorriente es equivalente a una inductancia L
gue depende de los procesos basicos en la unién y que denominamos como inductancia no lineal Josephson.
Una propiedad inusual de esta inductancia es que puede tomar valores negativos en los intervalos #/2 + 2zn <
¢ <372+ 27m.

4.6.4 Oscilaciones Josephson
El hecho de que la inductancia Josephson pueda tomar valores negativos la hace una caracteristica muy espe-
cial frente a una inductancia normal. Una manera de mostrar la diferencia entre ambas inductancias es consi-

derar un voltaje constante V, a través de la union; de la expresion (4.28b) se encuentra que ¢ varia linealmente
con el tiempo:

2
$= ;evot +const = a,t + const (4.38)

y (4.28a) muestra que la supercorriente oscila con una frecuencia «; que es proporcional a V, (ecuacion
(4.25)). En cambio, en una inductancia normal la corriente solamente puede incrementarse gradualmente. El
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fendmeno de oscilaciones Josephson fue predicho en el articulo original de 1962[1][2] y se encuentran pre-
sentes en la mayoria de los procesos en la unién, por lo cual deben tomarse en cuenta para cualquier conside-
raciéon dindmica. Cabe destacar que la razén entre frecuencia Josephson y voltaje es extremadamente alta, de
acuerdo con la expresion (4.25):

@,

Vo

~ 483 MHz/pV (4.39)

=B

1
cDO
donde la frecuencia « es del orden de 10° a 10 Hz a voltajes tipicos de 10 °a 1072 V.

4.7 Otras componentes de la corriente total

En general, la corriente total que circula a través de la union Josephson, no solamente esta compuesta de la
supercorriente I sino también estan presentes una corriente de desplazamiento Iy y una corriente ordinaria I,
debida a electrones libres, asi como también de una corriente I; debida a fluctuaciones. A continuacion, dare-
mos una descripcidn breve de cada una de estas contribuciones.

4.7.1 Corriente Normal I,

Cuando la temperatura T = 0, siempre habrd movimiento térmico de cargas cuya energia es del orden de kgT,
donde kg es la constante de Boltzmann. Este movimiento térmico provoca el rompimiento de algunos pares de
Cooper aumentando la presencia de electrones libres en el sistema. Cuando la unién se encuentra en el estado
estacionario, el voltaje a través de esta es nulo y los electrones libres no contribuyen a la corriente total. Sin
embargo, cuando la diferencia de fase cambia con respecto al tiempo y el voltaje no es nulo, entonces aparece
una corriente de electrones libres o corriente normal I, por lo que la unién se encuentra en un estado resisti-
vo. Hay dos propiedades generales a considerar de esta corriente normal:

1) Cuando la temperatura T es menor pero cercana a la temperatura critica T. de un superconductor, la ener-
gia de acoplamiento de los pares Cooper Ey = 2A(T) es mucho menor a kgT, dando como resultado la
disminucion de los pares y aumentando la concentracion de electrones normales a un valor cercano al del
estado normal cuando T > T.. Como se ha discutido al final del capitulo 3.

2) Si el voltaje a través de la unién es mucho mayor que el voltaje asociado a la energia de la brecha

|A1 (T)+A,(T )|
€ , (4.40)

V. =

g9

entonces los pares de Cooper que se encuentran en uno de los electrodos de la unién se rompen, y uno de
los electrones pertenecientes a cada uno de los pares rotos pasan al otro lado, produciéndose asi una co-
rriente de tunelamiento.

En ambos casos, si T aumenta acercandose a T, la concentracion de electrones libres continuard en aumento y
el comportamiento de la unién tendera a uno de tipo 6hmico, es decir, por lo que la relacion entre la corriente
total y el voltaje suministrado es cercana a la ley de Ohm:

Vv
| =—. 441
. (4.41)
Esto permite definir un voltaje caracteristico de la unién como el producto
V, =RI,. (4.42)
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Usando la teoria microscépica del efecto Josephson, se encuentra que el maximo valor del voltaje caracteristi-
3Kk, T, . - .
co es del orden de =< que es cercano a 3 mV para superconductores tipicos que se utilizan en las uniones
e
Josephson como el plomo (Pb) o el niobio (Nb). También podemos definir con este voltaje V., una frecuencia
caracteristica f; a partir de la expresion (4.25):

o, =BV =27y _ont. (4.43)
nC o,
donde
f = Ve (4.44)
CDO

cuyo valor se encuentra ligeramente por encima de 10** Hz para superconductores tipicos. Si reescribimos
(4.43) usando (4.37), demostramos que « es igual al inverso del tiempo de relajacion de un circuito eléctrico
conformado por dos elementos con resistencia R e inductancia L. respectivamente:

[0 2RI, _ R = T (4.45)
= = — = = — .
c A L relax c R

C

4.7.2 Corriente de desplazamiento I

La corriente de desplazamiento puede ser de gran importancia en situaciones donde no solamente V sea nula
sino también V . Aunque esta corriente no fluya directamente a través de la unién, debe tomarse en cuenta
junto con las corrientes I, y Is. Ademas la unién Josephson, en cierta medida, forma un condensador de placas
paralelas superconductoras separadas por un material aislante o normal el cual desempefia el rol de dieléctri-
co, por lo que tiene sentido hablar de una corriente de desplazamiento I3 como una aportacién a la corriente
total, y que se representa como

I, =CV. (4.46)

La capacitancia C de este dispositivo es la misma tanto en la fase normal como en la fase superconductora y
es dada por la siguiente expresion, en coordenadas gaussianas:

C:gi

" 4rd (4.47)

donde & es la constante dieléctrica relativa de la capa que separa a los dos superconductores, A el area de las
placas superconductoras y d la separacion entre ellas. Recordemos que d debe ser del orden de magnitud de la
longitud de coherencia & de los superconductores (suponiendo que ambos son del mismo material), para que
se lleve a cabo el tunelamiento de los pares Cooper a través del “dieléctrico”.

En la practica, la magnitud relativa de la corriente de desplazamiento es mas importante que el valor de la
capacitancia. Esto se hace evidente, si realizaremos una estimacion de las amplitudes de la corriente normal,
la corriente de desplazamiento y la supercorriente en un proceso con frecuencia  para compararlas entre si.
De (4.36b) se tiene que cuando 6V=V,cosat, la supercorriente esta dada por

V
Sl =—(-senat) = iVO cos(a)t +zj (4.48)
Lo Lo 2

C
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V
de manera que | <—2-
w

C

Por otra parte, para la corriente normal tenemos que por la ecuacion (4.41)

In

1
==V, cos wt
R

orloque I, < Yo
p que I, = R

y la expresion (4.46) dentro de esta estimacion toman la siguiente forma
I, =CwV,(—senat) = CaV, cos(a)t + %j

Por (4.48) y (4.50) tenemos:

Lo 1 (@)
I, &’LC 0]

donde hemos definido la frecuencia del plasma de la unién como

o, = 1 |2el,
"L nC
de manera que cuando

®, >0,

la supercorriente es mayor que la corriente de desplazamiento.

Por (4.49) y (4.50) tenemos que:

1 1

L
Iy, RCo wr

donde 7, = RC es la constante de tiempo de un circuito eléctrico RC. De forma que cuando

wrt, <1,

la corriente normal es mayor que la corriente de desplazamiento.

A™\

I3tapalapa

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

De las definiciones anteriores y la definicién de la frecuencia caracteristica dada por la ecuacion (4.45) obte-

nemaos:

_ _
Tn—RC——Z.
a)p

(4.54)
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Las expresiones (4.52) y (4.53) nos muestran la forma de caracterizar el efecto de la capacitancia en todas las
frecuencias hasta «, a partir de esto se define el siguiente parametro adimensional

2e

Y —w,r, =®,RC = IRC (4.55)

ﬂzi

(0]

T NN

introducido por primera vez por McCumber y Stewart. Cuando S <<1, la union tiene una capacitancia peque-
fia, o dicho en términos dinamicos, una alta amortiguacién. En cambio, 8 >> 1 se refiere a una unién con
capacitancia grande o bajo amortiguamiento. En el siguiente capitulo discutiremos con mas detalle sobre estas
situaciones.

Por Gltimo, si la diferencia de fase ¢ cambia con el tiempo y V = 0, entonces la energia debida al campo eléc-
trico es:

2 2 72
E=love=lef ) gty e 147 M _LE g (4.56)
2 2 \2e 2 hawy\ 2e 2w, 26 2w,

donde se hizo uso de (4.28b), (4.35) y (4.51).

4.7.3. Corriente debida a fluctuaciones I(t)

La corriente l«(t) estd asociada a las fluctuaciones aleatorias debidas al caracter resistivo de
la corriente normal Iy, tales como el ruido térmico y el ruido de disparo. EI primer tipo de
ruido se origina por la agitacion térmica de los electrones, mientras que el segundo aparece
cuando el numero de electrones es lo suficientemente pequefio para dar lugar a fluctuacio-
nes estadisticas. Las corrientes I e 14 son de caréacter reactivo y por lo tanto no contribuyen a estos
tipos de ruido. Las fluctuaciones o ruidos pueden tomarse en cuenta usando el método de Langevin, que
consiste en incluir en la ecuacion del sistema una corriente aleatoria adicional que describa a las fluc-

tuaciones. Para el caso de la unién de Josephson, la ecuacion de Langevin surge de la suma de todos las
componentes de la corriente total junto con la corriente fluctuacion I(t).

Entre los valores de I«(t) a diferentes tiempos existe una correlacion, esto significa que los valores de
I+(t) afectan la probabilidad de los diferentes valores de la corriente al tiempo t+7, esta correlacion tem-
poral se caracteriza por el valor medio del producto Iy(t)ls(t+7). El promedio es tomado sobre las proba-
bilidades de todos los valores que la corriente puede tomar al tiempo t y al tiempo t+z. De esta manera,
la cantidad obtenida cuando las fluctuaciones son estacionarias solamente depende de 7, que designa-
remos como como la funcién de correlacién c(z):

c(z)=(1(t)I(t+7)) (4.57)

Por otro lado, la transformada de Fourier para la variable | se define como:

0

|, =t [ r(t)edt (4.58)

2] 271_

—0

y su relacién inversa es entonces:

I(t)= T e dw (4.59)

—0
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Utilizando esta expresién dentro de (4.57) se encuentra:
C(Z')= I I <|w|w,>eii(wt+wlt’)da)da)' (4.60)

Como el proceso es estacionario, el lado derecho de esta ecuacién debe de ser una funcion de 7 =t"—t,
lo cual se cumple solamente cuando el integrando contiene una funcién & de w+ ', esto requiere que:

(11,)=(1?) (o+w) (4.61)

2
Esta relacion define la cantidad o que es real a pesar de que 1,y I, son complejas. Introduciendo esta
ecuacion en la funcidn de correlacion y realizando la integracion con respecto a ®’, tenemos:

c(r)= ,[ (1) e de (4.62)
@
En particular, c(0) es el valor cuadratico medio de la corriente fluctuante, o sea:

c(0)=<lz>=i<lz>wda} (4.69

Por otra parte, de (4.62) vemos que la transformada de Fourier de la funcién de correlacidn es la canti-
dad:

©

(1°) =i [c(z)e do (4.64)

Al considerar la corriente 1(t) como funcidn del tiempo, estamos suponiendo que tiene un comporta-
miento clasico. Sin embargo, las expresiones obtenidas pueden escribirse de tal manera que son aplica-
ble a cantidades cuanticas. Para esto, en vez de considerar I(t) tomamos en cuenta su respectivo opera-
dor cuantico Ty su componente de Fourier:

R 1 % . )
[, =— [ T(t)e“dt
27 =, (4.65)

Los operadores 1(t) y 1(¢"), por lo general no conmutan, por lo que la relacion de correlacion debe defi-
nirse como:

(4.66)

2
donde los paréntesis indican promedio respecto de las probabilidades cuanticas. La magnitud 2 se

introduce por medio de la siguiente expresion:
2000+ 00,) = (17), 8(0-o) (4.67)
2 w o w w *

Con esto las expresiones (4.62), (4.63) y (4.64) conservan su forma.
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En resumen, la intensidad de Iy(t) estd caracteriza por la correlacion <II> de sus componentes de
Fourier, donde el paréntesis indica el promedio estadistico sobre todo el ensemble y el asterisco sefiala
el complejo conjugado. De acuerdo a la transformada de Fourier, la densidad espectral de un proceso
estacionario es

* *

I, +1,1

S, (w)5(w—w')=%<|m L) (4.68)

que esta definida para frecuencias tanto positivas como negativas, de manera que el valor cuadratico
medio en un intervalo dw para frecuencias fisicas (frecuencias positivas) es

(17), =S (@)do+S, (~0)do=25, (0)do (4.69)

Como se menciono al inicio de esta seccion, la corriente I, es de caracter disipativa y responsable de al
menos dos tipos de fluctuaciones clésicas: el ruido térmico y el ruido de disparo dentro las uniones
Josephson. Nos enfocaremos en describir estos tipos de ruido para algunos casos limites sencillo, esto
debido a que las expresiones exactas para las fluctuaciones pueden ser bastante complejas.

RUIDO TERMICO
Para las fluctuaciones térmicas la densidad espectral esta dada por la formula Johnson-Nyquist[7].

kgT

= const (4.70)

que es valida para el comportamiento 6hmico dado por la expresién (4.41) con la condicion adicional
keT >>eV, kT >>hw

La intensidad relativa de las fluctuaciones térmicas se puede caracterizar por el parametro adimensional
dado por la razén entre la energia térmica kgT y la energia E. de la supercorriente:

kT 2ek,T I,
Kl _ T 471
TR T T, (4.71)

donde se ha definido una corriente térmica I+ =(2e/A)kgT = (0.042 pA/K)T. Por lo tanto, si I, >> Iy, es
decir, I, = 0.5 mA a T =4 K, la influencia de las fluctuaciones térmicas sera pequefia.

RUIDO DE DISPARO
Ahora, si el voltaje a través de la unién es grande, tal que
eV >k, T, eV >>ihow,

es decir, V> 0.5 mV a T = 4 K, entonces el ruido de disparo adquiere mayor importancia y es posible
utilizar la férmula de Schottky[6].

S, (w)= ieln = const (4.72)
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RUIDO EXCEDENTE

A bajas frecuencias, aparece otro tipo de ruido conocido como excedente, ruido 1/f o efecto de parpa-
deo que puede llegar adquirir la misma importancia junto con el ruido térmico y el de disparo, sin em-
bargo, la naturaleza fisica de 1/f aln no estd muy clara, incluso para los sistemas termodindmicos en
equilibrio. Este tipo de ruido conviene describirlo por medio de las fluctuaciones de los pardmetros del
sistema que por una fuerza de Langevin I¢(t). Para altas frecuencias entre decimas de Hz hasta cientos
de kHz, el limite superior de 1/f es relativamente bajo, por lo que su efecto neto en la unién Josephson
es insignificante comparado con los otros tipos de ruido. Cabe destacar que en la practica, algunos dis-
positivos toman sefiales de salida Gtiles de las uniones Josephson a bajas frecuencias, por lo que estas
pueden ser seriamente contaminadas por el ruido 1/f obligando a tomar algunas contramedidas, como la
modulacién de la sefial.

RUIDO EXTERNO

Por altimo, algunas fuentes de ruido externas como las estaciones de radio y televisién, asi como tam-
bién las lineas de suministro de energia eléctrica contribuyen a la corriente de fluctuaciones I;. Las
frecuencias tipicas de sus sefiales son, por lo regular, mucho menores que la frecuencia caracteristica de
la unién Josephson, lo que hace que el andlisis de estas fluctuaciones se simplifique bastante. Para co-
nocer la influencia de estas fluctuaciones de baja frecuencia sobre la unién, calculamos primero el
promedio de una cantidad F como funcion de la corriente | suministrada por una fuente de potencial:

<F>:Ta(|f,|L)F(|+|f)d|f (4.73)

Este promedio se realiza sobre todos los valores posibles de la corriente efectiva | + I;. La funcién o(l;,
1) es la densidad de probabilidad de I, que por lo regular puede considerarse como una distribucién
gaussiana normal:

(1,1 ) =———e (4.74)

donde I es la amplitud efectiva del ruido externo.
Por otro lado se ha observado, de manera general, en montajes experimentales que
I <<

De tal manera que podemos despreciar el efecto de las fuentes externas sobre las uniones Josephson.
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Capitulo 5
La unidn Josephson vista como un sistema
dinamico

5.1 Introduccion

Para entender las propiedades inusuales de la supercorriente se buscan analogos mecanicos sencillos que
desarrollen una mejor comprension de la dinamica de las uniones Josephson. Un primer analogo es un péndu-
lo mecénico plano en un campo gravitatorio uniforme, donde la diferencia de fase ¢ desempefia el papel de
angulo de oscilacidn del péndulo; en esta analogia la supercorriente es comparable a la torca y el voltaje V es
proporcional a la velocidad angular del péndulo. Otra analogia Util es una particula mecénica en movimiento a
lo largo de la coordenada ¢ en un campo periédico con rapidez v proporcional al voltaje V. Sin embargo,
hemos visto que la corriente total que circula a través de la unién Josephson no solo estd compuesta de la
supercorriente sino también de la corriente normal, la de desplazamiento y la de fluctuaciones. En el capitulo
anterior realizamos un analisis de estas componentes y encontramos que existe una relacion entre las frecuen-
cias a; ¥ @, con las cantidades caracteristicas de los circuitos eléctricos como el tiempo de relajacion L/R o la
constante de tiempo RC, ademés se demostro que la supercorriente es equivalente a una inductancia no lineal
en ciertas condiciones, por lo que todo esto nos conduce a un tercer analogo: un circuito eléctrico cuyos ele-
mentos estan caracterizados por una resistencia R, una capacitancia C y una inductancia L.. Los primeros en
proponer esta analogia fueron W. C. Stewart y D. E. McCumber en 1968 y es conocida como Resistively and
Capacitively Shunted Junction (RCSJ)[1][2][3], la cual consiste en un circuito eléctrico cuyos elementos
estan conectados en paralelo. Gracias a este modelo, es posible obtener la relacién existente entre la corriente
I y el voltaje V presentes en la union. Para ello, realizaremos un andlisis dinamico del efecto Josephson, a
partir de este modelo para tres casos distintos: conservativo, resistivo y altamente resistivo.

5.2 Circuito eléctrico equivalente

Como se vio en el capitulo anterior, la corriente total | est4d conformada por cuatro componentes: la corriente
normal |, la de desplazamiento Iy, la supercorriente Iy la debida a fluctuaciones I;. Por lo que las ecuaciones
bésicas de la union Josephson son:

a)l =1,(4)+1,(V)+1,(V)+1, (1)

h o (5.1)

Este conjunto de ecuaciones permiten calcular I(t) siempre y cuando V(t) sea conocida y viceversa. La solu-
cién de este sistema de ecuaciones ya no es un problema de la fisica del estado sélido sino un problema dina-
mico, en el cual nos enfocaremos en este capitulo. Para nuestro estudio dejaremos de lado cualquier tipo de
ruido en la unidn, es decir, consideramos I¢(t) depreciable. Por lo tanto, expresamos la corriente total de la
siguiente manera:

=1, (V)+1,(V)+1,(4), (5.2)
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de la cual podemos deducir una ecuacion de movimiento por medio de las leyes de Kirchhoff, ya que esta
expresion sugiere que la unién puede representarse a través de un circuito equivalente cuyos elementos se
encuentran conectados en paralelo (Fig. 5.1).

|

l.send R C

Figura 5. 1 Esquema de una union Josephson como un circuito eléctrico

En este tipo de circuito, la caida de voltaje en cada rama es igual al voltaje V administrado a la unioén, sin
embargo, las corrientes que circulan en cada elemento son distintas. Si sustituimos las expresiones (4.41),
(4.46) y (5.1a) en (5.2) obtenemos lo siguiente:

cVv +%+ I.seng=1. (5.3)

Esta ecuacidn puede ser reescrita en términos de la diferencia de fase ¢, haciendo uso de la expresion (5.1b):

nc .. n .
—d+——¢+1 seng=1. 54
2e¢ 2eR¢ cSeng G4

Gracias a esta expresion, podemos estudiar a la unién Josephson como un sistema dinamico no lineal y es
similar a la ecuacion de un péndulo amortiguado dirigido con una torca constante 7" (ver Apéndice A).

5.3 Formulacién adimensional

Para facilitar nuestro estudio, vamos a adimensionalizar la ecuacion (5.4), multiplicandola por 1%, de esta
manera obtenemos:

£¢'+ 7R¢+sen¢=L (5.5)

2el, 2e

c

Si la expresamos en términos de las frecuencias e y @, tenemos:

iz+£+sen¢zll (5.5a)

p (o c

Definimos ahora, un tiempo adimensional z.

(5.6)

= |~
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donde T es un tiempo caracteristico, que definiremos mas adelante. Haciendo uso de la regla de cadena obte-
nemos las siguientes derivadas:

j=3¢ _dédr_1dg G.7)
dt drdt Tdr
y
. d¢ dgd 1 d?
g2 20cr_CC¢ (58)
dt drdt T dr
Sustituyendo ambas expresiones en la ecuacion (5.5a), obtenemos la forma adimensional de (5.4):
1 |d% ( 1 \d¢ |
+ —— +seng=— (5.9)
(a)ﬁ'l_'szrz (a)c'[jdr 0 .

El término con d?¢/d 7 esta asociado con la corriente de desplazamiento, el término que incluye d¢/dz con la
corriente ordinaria y seng es la supercorriente en su forma adimensional. Las cantidades dentro de los parén-
tesis son conocidas como grupos adimensionales.

La expresion (5.9) es una ecuacion diferencial de segundo orden que no es facil de resolver por lo que se
requiere de métodos numéricos y cualitativos para obtener una solucion aproximada. Uno de los pioneros en
el estudio de esta ecuacidn fue Francesco Tricomi en 1933[4], mucho antes del descubrimiento del efecto
Josephson y de la presentacion del modelo RCSJ, logrando solamente una descripcion cualitativa de la solu-
cién de la misma. A continuacién realizaremos un analisis de la misma en tres casos distintos: conservativo,
resistivo y altamente resistivo.

5.4 Caso conservativo

El primer caso que analizaremos es cuando la corriente normal I, es despreciable con respecto a las deméas
corrientes. Recordemos que I, es la corriente debida a electrones libres, por lo que esta representa desde el
punto de vista dindmico un amortiguamiento al sistema, mismo que provoca una disipacion de energia. Cuan-
do I, es despreciable, el nimero de pares Cooper es mayor en comparacion con el nimero de electrones libres
y ademas la energia del sistema se conserva.

5.4.1 Grupo adimensional ay escala de tiempo T,

Para llevar a cabo el analisis de este caso, primero reescribiremos la ecuacion (5.9) de tal manera que el se-
gundo término sea despreciable con respecto a los otros, que a su vez se consideran del mismo orden de mag-
nitud. Como las derivadas y el seng son de orden uno O(1), requerimos que se cumpla lo siguiente:

1
a) ?zO(l)
p— (5.10)
1
b) —<<1
o, T

c—

A partir del primer requisito igualado a 1 se define una escala de tiempo T; en cual este caso conservativo es
posible:
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o, (Il)z @y

Si sustituimos T, en el segundo requisito, se obtiene una condicion entre las frecuencias @, y @ con la cual
podemos considerar despreciable a la corriente I,

®
L <1l = o,<<a, (5.12)
o,

C

A partir de esto, definimos el siguiente grupo adimensional:

[0}
“:—”:\/ﬁ' S
a)C C

cuyos valores tipicos dependen del tamafio, la geometria y los materiales utilizados en la unién. Asi, la ecua-
cién (5.9) toma la siguiente forma:

2
d—f+a3—¢+sen¢:ll (5.14)

dr T .

donde « > 0 e I/, > 0. Este tratamiento de los grupos adimensionales nos permite despreciar el segundo tér-
mino al considerar o — 0:

2
¥+5en¢ :IL' (5.15)

C
Esta expresion puede reescribirse como un sistema de dos ecuaciones:
a)g'=y
;|
b)y'= T seng

c

(5.16)

donde la prima indica la derivada con respecto a z. El espacio fase natural para este sistema es un cilindro,
donde ¢ representa una variable angular mientras que y es un nimero real que representa una velocidad angu-
lar; a este tipo de espacio se le denomina como cilindro fase.

5.4.2 Conservacion de la energia

A continuacion, demostraremos que existe una primera integral de (5.15). Primero, multiplicamos la segunda
expresién (5.16) por y para obtener:

yy'—lly+ yseng =0 (5.17)

c

que se puede expresar en la forma:

d(1 I
Ll R 2 4= 5.18
dr(zy oS ¢ IC¢] 0 (5.18)
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Por lo que la primera integral esta dada por:
1., |
5y —cos¢—|—¢=cte (5.19)

Una interpretacion de esta primera integral, consiste en asociar el primer término con una energia cinética y
el segundo con una energia potencial al definir la constante de la siguiente forma:

%yz—cos(p—llgé:E—l (5.19b)

Para identificar el término cinético, recordemos que al no haber disipacidn, la energia debida al campo eléc-
trico que se almacena en el condensador por (4.56) es

1 1
E.=-CV®= ° = E 2 =ZE\Y’.
E 2 2 ¢ ¢ 2 cy

donde también usamos las expresiones (5.7), (5.11) y (5.16a), por lo que el término cinético es:

E. 1
K=—E=Z2y° 5.20
E 2 y (5.20)
donde E, = identificar la energia potencial calculamos el trabajo W que realiza una fuente de volta-

je sobre el negativo de la corriente de desplazamiento, o sea sobre Is—I, presentes en la unién que provoca un
cambio en la diferencia de fase de ¢ a ¢:

W = ](l —1)Vdt =

4

h
= Ig (cosg, - COS¢2) i 2 ¢z) (5.21)

=E, (¢2)_ E, (¢1)

Para este calculo se hizo uso de las relaciones Josephson (4.28). El resultado (5.21) sugiere que la energia
potencial es:

2e . .

Ep(¢)=h'_l{1—cos¢—ll—¢}= E. {1—cos¢—ll¢} (5.22)

cuya forma adimensional es dada por:

U(¢)= E‘)E(m :1—cos¢—||—¢ (5.23)

C C

de manera que se obtiene la ley de conservacion de la energia dada por la relacién (5.19b).
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5.4.3 Diagramas fase y de energia potencial

A continuacion describiremos el comportamiento de la unién Josephson a través de un analisis cualitativo de
la energia total haciendo uso de los diagramas fase y de las graficas de la energia potencial para distintos
valores del parametro I/I..

Para dibujar el diagrama fase del sistema, primero debemos obtener una expresion y = y(¢) que describa las
trayectorias o curvas integrales que lo conforman, para ello rescribimos (5.19b) de la siguiente manera:

y(¢)=i\/2[cos¢+ll¢]+2(E—l)- (5.24)

C

Existe una curva integral por cada valor distinto de E y su comportamiento depende del parametro 1/1..

Si Z(Cos¢+,'—c¢+ E —1) >0, para un valor de ¢, y(¢) adquiere dos valores que corresponden a dos puntos en

el diagrama fase, en cambio si 2(cos¢++¢+ E —1) <0 larelacion y(¢) adquiere valores imaginarios, mis-

mos que no se encuentran sobre el diagrama. Gracias a la expresion (5.24), podemos dibujar el diagrama fase
completo del sistema para un valor dado de I/I..

Casol/lc=0

Comenzamos con el caso de una unién Josephson aislada, es decir,
gue no se encuentra conectada a una fuente de voltaje que le suminis-
tre una corriente I, sin embargo, en esta fluye una supercorriente
I.seng. En el circuito equivalente solo estan presente el condensador y
el inductor Josephson conectados en paralelo, dando origen a un cir-
cuito tipo tanque en el cual se almacena energia y existe un inter-
cambio de la misma entre ambos elementos (Fig. 5.2). En términos I.send — ¢
del efecto Josephson, esto puede interpretarse de la siguiente manera:
inicialmente la unién tiene almacenada una cantidad de energia E,
que en ausencia de una fuente de potencial comenzara a descargarse
cediendo esta energia, de manera gradual, a los pares Cooper provo-
cando asi una supercorriente que circulara a través de este dispositivo.
Al no haber disipacion, la unién vuelve a cargarse cuando la superco-
rriente comienza a cederle energia paulatinamente justo después de
gue ha alcanzado el maximo de energia E, siendo esto un proceso
periddico similar a las oscilaciones eléctricas en un circuito LC®. En esta situacion, la expresion (5.19b) toma
la siguiente forma:

Figura 5. 2 Circuito tanque Josephson

%y2+1—cos¢= E (5.25)

donde la energia potencial es

U(¢)=1-cosg. (5.26)

% En este tipo de circuito, el capacitor se descarga provocando una corriente que pasa por el inductor generando un campo
magnético e induciendo una fem, misma que cargara al capacitor de nuevo sin pérdida de energia gracias a la ausencia de
una resistencia.
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La Fig. 5.3 muestra la gréfica de la energia potencial tanto en el plano como en el cilindro; en la primera se
puede observar los puntos donde U(¢) es maxima y minima, es decir,

maximos: ¢ =+(2n+1)7,

n

minimos: ¢ =+2nx

n

conn=0,1, 2,... Como se puede observar tenemos un diagrama de energia potencial similar al de un péndulo
simple.

Ui - =8
20t
15+ .
£ S——r
\\ S
0 =
10}
\\‘\\ #()
05 |
;.
-5 1o ‘o 5 -

Figura 5. 3 Energia potencial U(¢) para I/l. =0

El comportamiento del sistema dependera del valor de E, que se representa en el diagrama del potencial con
una linea verde. Ante esto, hay tres situaciones a considerar:

e Si0<E<2, launién se encuentra totalmente descargada en ¢ = +¢, conocidos como puntos de retorno
en el caso del péndulo simple, mientras que la supercorriente tiene una energia E menor a su maximo de
energia potencial U, = 2. Los puntos de retorno ¢, estan definidos de la siguiente manera:

U(¢)=1-cosgy=E = ¢ =cos(1-E). (5.27)

En los puntos minimos del potencial ¢,, la unién estd completamente cargada con energia E = 1—cos¢, y
la supercorriente se encuentra en su minimo de energia potencial U, = 0. El intercambio de energia en-
tre la unién y la supercorriente se lleva a cabo dentro del intervalo —gy <¢ <+d¢,. Durante este intervalo de
energia, se llevan a cabo las oscilaciones Josephson que en términos dinamicos son conocidas como mo-
vimientos periddicos de libracion, estos estan representados en el diagrama fase (Fig. 5.4) por trayecto-
rias cerradas de color rojo que son limitadas por dos curvas azules conocidas como separatrices. Junto
con las trayectorias cerradas, las separatrices encierran a un punto de equilibrio estable denominado cen-
tro localizable en ¢, .

El caso E = 0 corresponde a la ausencia de oscilaciones Josephson que sucede cuando no hay energia al-
macenada en la unidn, esto nos lleva a una situacion fisica en la cual los dos electrodos de la union se
comportan como un solo superconductor, debido a que la corriente de tunelamiento I es nula. En el dia-
grama fase, este estado esta representado por los puntos centros ¢, .

e Cuando E = 2, la supercorriente y la unién intercambian una energia E = Upa(¢#) = 2 y los puntos silla
son dados por
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¢ =cos(1-E)=cos (1) =+(2n+1)z = ¢, (5.28)

n

los cuales son puntos de equilibrio inestable. En estos puntos, la supercorriente adquiere su maximo de
energia potencial que es suficiente para mantener un estado estacionario donde la supercorriente perma-
nece constante y no hay intercambio de energia con la union. Al ser puntos inestables, basta una pequefia
perturbacion para cambiar el estado estacionario en el que se encuentra la unién tendiendo al otro punto
silla, el cual alcanzaria solamente en un tiempo infinito.

Si E > 2, las oscilaciones Josephson no llevan a cabo y se da pie a otro tipo de situacion. Para este caso, la
unién almacena mayor energia que la energia potencial maxima de la supercorriente, entonces se lleva a
cabo un proceso de descarga parcial del dispositivo cediendo solamente a la supercorriente la cantidad de
energia Upax = 2. Una vez que la supercorriente adquiere esta energia comienza a cederla paulatinamente
a la union siendo esto un proceso periddico sin puntos de retorno, es decir, no se presenta un estado esta-
cionario donde la union se descarga por completo y permanece constante la supercorriente. A este proce-
so lo llamaremos rotacion Josephson, que en términos dinamicos esta asociado a un movimiento perio-
dico del tipo rotacion, que en problema equivalente del péndulo significa que este tiene tanta energia que
puede sobrepasar la posicion vertical ¢ = z dando origen a rotaciones alrededor de su pivote. En el plano
fase estas rotaciones son representadas con trayectorias de color rojo que se encuentran fuera de la regién
delimitada por las separatrices y que en el cilindro fase son curvas cerradas que lo rodean (Fig. 5.4).

punto silla punto silla

’ v
centro separatriz —
-4

Figura 5. 4 Planoy cilindro fase para I/l =0

Casol/l:<1

Para este caso, tenemos la presencia de un corriente
I suministrada por una fuente de voltaje a la union.
Ahora el circuito equivalente consiste del conden-
sador, del inductor Josephson y de la fuente de
potencial (Fig. 5.5). La funcion de la corriente | en

esta

condensador para que este no se descargue por
completo aun cuando exista un intercambio de la
misma con la supercorriente.

La energia potencial es dada por

ocasién consiste en proporcionarle energia al
I.send o

§] (¢) =1-cos¢g— IL ¢ (5.29) Figura 5. 5 Circuito Josephson conservativo
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Cuyos puntos maximos y minimos, se obtienen a partir de la siguiente condicion:

U (4) L _ (5.30)

=seng——=0

d¢ I
con soluciones:

L. _ a1
minimos: ¢, =sen l(l— +27n,

c

(5.31)

" af 1
maximos: ¢’ =7 —sen 1[|—]+27m.

c

La representacion grafica de U(¢), conocida como potencial de lavadero, es una curva cosenoidal cuyos no-
dos se encuentran a lo largo de la linea recta (1/1;) ¢ (Fig. 5.6).

U e

\/\/\/\V/\/\ A: _ =

1+

O D, B s ey sl cmn\/e‘%?\/ .
.

Figura 5. 6 Energia potencial U(g)para I/l = 0.05

El sistema puede realizar oscilaciones o rotaciones de tipo Josephson dependiendo del valor de E y de las
condiciones iniciales. Si observamos de nuevo la Fig. 5.6, el sistema presentara oscilaciones Josephson si ¢
toma valores dentro de las zonas permitidas o pozos de potencial cuyos puntos de retorno estan dados por la
solucion de:

U(¢.)=1—cos¢.—|l¢.=E; i=123,...- (5.32)

En cambio, si la condicién inicial es tal que ¢ es un poco mayor a ¢, se llevan a cabo rotaciones Josephson
en el sistema.

El plano fase (Fig. 5.7) presenta cambios con respecto al anterior, ahora los puntos silla se localizan en ¢ = ¢,"
y los centros en ¢ = ¢, dados por (5.31) (en el cilindro fase solo tenemos la presencia de un punto silla y un
centro), y desaparece el par de separatrices que unian a los puntos sillas contiguos y en su lugar aparece solo
una separatriz que inicia y termina en el mismo punto silla el cual representa el estado estacionario en la
union. Las curvas dentro de esta nueva separatriz contintan siendo cerradas y corresponden a oscilaciones
Josephson, sin embargo, las trayectorias que se encuentran fuera de la separatriz ya no forman un contorno
cerrado alrededor del cilindro, por lo que las rotaciones ya no son periodicas, esto debido a que cada vez que
¢ aumenta por cada 27, la funcion y(¢) no se recupera de su valor anterior, y aumenta en valor absoluto por
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cada revolucion. En términos de la union Josephson, esto se debe a la presencia de la corriente | que contribu-
ye al aumento de energia almacenada en la union.

y
4

cerr[ro punto silla

//W\/\//\/\

Figura 5. 7 Plano y cilindro fase para I/l = 0.05
Casol/lc=1

En este caso, ya no se llevan a cabo las oscilaciones Josephson sino solamente rotaciones Josephson no perio-
dica, esto debido a que el almacenamiento de energia en el dispositivo contindla en aumento gracias a la con-
tribucion que realiza la fuente de potencial, por lo que la energia potencial maxima de la supercorriente
Unax = 2 resulta pequefia en comparacién con la energia almacenada. Esta situacion se ve reflejada en el dia-
grama fase (Fig. 5.9) a través de las trayectorias no cerradas que se extienden hacia las partes superior e
inferior del mismo incluida la separatriz que pasa por un punto fijo de orden superior. Los centros han dejado
de existir, lo que significa que la unién jamas llegara a un estado en el que la supercorriente sea nula y sus
electrodos se comporte como un solo superconductor. La energia potencial U(¢) dada por (5.29) ya no tiene
maximos ni minimos (Fig. 5.8), solamente puntos de inflexién en ¢, = nn/2 (n = 1, 2, 3....) donde todavia
puede alcanzarse un estado estacionario.
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Figura 5. 8 Energia potencial U(¢) para I/l =1

separatriz
1

1
1
1
1
1
1
1
1

punto de inflexion

Figura 5. 9 Plano y cilindro fase para I/l. = 1

Caso l/lc>1

En este ultimo caso contindan presentes las rotaciones Josephson no periddicas asi como el almacenamiento
de energia debido a la corriente I. En cuanto a la energia potencial de la supercorriente dada por (5.29), ya no
es tan significativa con respecto a la energia almacenada. La funcion U(¢) ya no tiene maximos ni minimos y
tampoco puntos de inflexion (Fig. 5.10) lo que significa que no es posible que el sistema presente, en alguno
momento, un estado estacionario. Esto se ve reflejado en el diagrama fase donde no existen puntos sillas ni
centros, y la separatriz ha desaparecido (Fig. 5.11). Todas las trayectorias contintan abriéndose y extendién-
dose a lo largo de todo el diagrama.
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e
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Figura 5. 10 Energia potencial U(g)para I/l. = 1.5

Lo e
Figura 5. 11 Plano y cilindro fase para I/l. = 1.5

Cuando | > I, es probable que exista un rompimiento de pares de Cooper en los electrodos dando lugar a una
corriente normal |, por lo que la unién deja de ser un sistema conservativo. Esto sucede si el voltaje V admi-
nistrado a la unién es mucho mayor al voltaje asociado a la brecha de energia de los electrodos que conforman
la unién:

(5.33)

Recordemos también que hay rompimiento de pares de Cooper si la temperatura T es cercana a la temperatura
critica T de un superconductor, por lo que la energia asociada a la brecha es mucho menor a la energia térmi-
ca:

2A(T) << kT . (5.34)

Hasta aqui concluimos nuestro andlisis para el caso conservativo, demostrando asi que es posible dar una
descripcion cualitativa del comportamiento de la union Josephson a través de estudio de la expresion (5.19b)
para la energia total del sistema. Esto nos motiva a continuar con nuestro estudio dinamico de este dispositivo,
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considerando ahora la presencia de la corriente normal 1,, lo que da lugar a un estado resistivo, o dicho en
términos dinamicos, un amortiguamiento en el sistema.

5.6 Estado Resistivo (Caso amortiguado)

Ahora estudiaremos la situacion cuando se presenta amortiguamiento en el sistema, es decir, cuando « = 0 en
la ecuacion (5.14). En este caso tenemos completo el circuito equivalente mostrado en la Fig. 5.1. Como se ha
comentado, la expresion (5.14) no tiene solucidn analitica, por lo que se recurrira a técnicas cualitativas y al
método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden para obtener informacion sobre su comportamiento. De la
misma manera que en el caso estacionario, la expresién (5.14) puede reescribirse como un sistema de dos
ecuaciones:

a)g'=y

b)y‘:ll—senqb—ay

c

(5.35)

donde el término —ay esta asociado a la corriente I, el término y’ a la corriente de desplazamiento Iy, seng a
la supercorriente |5 y ¢’ al voltaje administrado a la union. Comenzaremos por analizar los puntos de equili-
brio o punto fijos del sistema a partir de la matriz jacobiana de (5.35) (ver Apéndice B), para conocer su in-
fluencia sobre el flujo en el diagrama fase, el cual serd nuestra herramienta para describir el comportamiento
del sistema en el estado resistivo.

5.6.1 Matriz Jacobiana y puntos fijos

Los puntos fijos son aquellos donde y'= 0y ¢'= 0, por lo que satisfacen lo siguiente:

a)g'=y*=0;

| 1Y (5.36)
b)y':sen¢*—|—:0 = CcoSg*=+ 1—[|—]

c c

validas solamente cuando I/l < 1 (Fig. 5.12). La matriz jacobiana A del sistema de ecuaciones (5.35) es dada
de la siguiente manera:

o o
A:(gj jyv}:( 0 1] (5.37)
5 —C0S¢ -«
Al evaluar la matriz A en estos puntos fijos: A
15 Il 15
N (5.38)
Y —cosg* —a s 10 PY Ile: 1

los mismos, gracias a la traza y al determinante
de la matriz: s

A

se obtendrd informacién sobre la estabilidad de /' \-\

4 2 2 4 6,
trA=-a<0; - p5 Sn
5.39 .
det A =cos¢* =+ 1—[ (539 0
Figura5. 12
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La clasificacion de los puntos fijos estd determinada por la traza y el determinante asi como del valor del
parametro 1/l teniendo los siguientes casos:

e Paral/l;<1:
a) SidetA>0vy (trA)’-4detA = a’~4[1-(1/1))*] > 0 tenemos un nodo estable.
b) Si detA <0 existe un punto silla.

e Paral/l, =1, detA = 0; el nodo estable y el punto silla se unen en una bifurcacion de nodo-silla creando
un punto semiestable.

e Paral/l;> 1, no hay puntos fijos.

A diferencia del caso conservativo, en el caso resistivo no hay presencia de centros en el plano fase, por lo
que dificilmente se llevaran a cabo oscilaciones Josephson uniformes Sin embargo, se tiene la presencia de los
puntos silla acompafiados ahora de nodos estables. Los nodos estables son conocidos como atractores debido
a que atraen las trayectorias del diagrama fase hacia ellos cuando t — oo, haciendo que el sistema tienda a un
estado estacionario estable, mientras que los puntos silla las repelen debido a que el sistema se encuentra en
un estado estacionario inestable. En cuanto al punto semiestable, podemos decir que es aquel que se compor-
tan como repulsor y atractor a la vez, esto depende de como nos acerquemos a él, es decir, depende de las
condiciones iniciales, como el detA = cos¢g* para valores ¢* < #/2 el punto se comporta como un atractor en
tanto que para ¢* > 712 como un repulsor.

En la Fig. 5.13 se muestran los retratos fase para distintos valores de 1I/l. y con un valor fijo de «, donde los
puntos fijos atractores estan representados por puntos de color negro, los repulsores por puntos blancos y los
semiestable por puntos rojos. También se grafican las nulclinas, las cuales son aquellas curvas que indican
donde el flujo es puramente vertical (¢’ = 0) o puramente horizontal (y’ = 0) y son dadas por las siguientes
expresiones:

a) y=0 cuando ¢'=0;
(5.40)

b)y=a™ (L—sen¢j cuando y'=0.
IC

Por la relaciones de Josephson (5.1), la primera expresion indica que cuando el voltaje V suministrado a la

unién es nulo no circulard una corriente normal 1,, mientras que la segunda indica que cuando la corriente de

desplazamiento Iq4 es nula, I, es igual a la diferencia de la corriente | suministrada por la fuente de potencial

con la supercorriente . De manera que las nulclinas indican dentro del diagrama fase los puntos en los que se

alcanzan estos estados.

5.6.2 Bifurcacién nodo-silla

En la Fig. 5.13 podemos observar que los puntos fijos son los puntos de interseccidn entre ambas nulclinas, y
al variar el parametro 1/1; desde un valor menor a 1, habra un desplazamiento vertical de la nulclina (5.40b),
por lo que los puntos fijos se acercaran hasta “colisionar” creando un punto semiestable cuando I/, = 1 que
posteriormente desaparece cuando I/l > 1. Este comportamiento dentro del diagrama fase es conocido como
bifurcacion nodo-silla debido a que el cambio de pardmetro I/l provoca un cambio de estabilidad en los
puntos fijos
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Figura 5. 13 Plano fase para distintos valores del pardmetro I/l fijando c.

5.6.3 Ciclos limite

Cuando I/I; > 1 no hay puntos fijos, significa que aparentemente la unién no presentara en ningiin momento
un estado estacionario y no existen movimientos periddicos, por lo que no se presentarian ni oscilaciones ni
rotaciones de tipo Josephson, debido a la presencia de electrones libres a causa del rompimiento de los pares
de Cooper al aumentar el voltaje V sobre la union. EI almacenamiento de energia se reduce ya que hay disipa-

cion de la misma a causa del aumento en la intensidad de la corriente normal.

117



m Superconductividad y Dindmica no lineal

Sin embargo, cuando I/l > 1 bajo ciertas condiciones existe un ciclo limite, que es una curva cerrada, que
atrae o repele a otras Orbitas del diagrama fase dependiendo de su estabilidad. La existencia de este ciclo limi-
te, garantiza que el sistema realiza un movimiento periodico cuando I/1.> 1. La estabilidad de los ciclos limite
se clasifica de forma similar a la de los puntos fijos:

e Si las trayectorias se aproximan al ciclo limite, se dice que este es estable o atractor.
e Elciclo es inestable si las trayectorias proximas a €l son repelidas.
e Sielciclo es atractor y repulsor a la vez, se dice que es semiestable.

Lo anterior se ilustra en la Fig. 5.14. Cabe mencionar que los ciclos limites estables se presentan en sistemas
que oscilan aln en ausencia de fuerzas periédicas externas, como es el caso de la unién Josephson que para un
voltaje nulo circula una supercorriente dando origen a oscilaciones y rotaciones Josephson.

CISIS

Ciclo limite estable

Ciclo limite semiestable
Ciclo limite inestable

Figura 5. 14 Ejemplos de ciclos limites

EXISTENCIA DE UN CICLO LIMITE

Para demostrar la existencia de un ciclo limite, consideremos la nulclina dada en (5.40b), que se muestra en la
Fig. 5.15.

Figura5. 15 Banday;<y <y,

En esta figura se muestra la regién y > 0 del diagrama fase cuando 1/I.> 1 con la nulclina y = o *(I/1.—seng).
Observamos que el flujo se dirige hacia abajo por encima de la nulclina y hacia arriba por debajo de esta,
confinaremos nuestras trayectorias a la banda y; <y <y, donde que 0 <y, < o (I/l.-1) e y,> o *(I/ls+1), ya
gue todas entran a esta region, tanto por la parte superior como por la inferior. Dentro de esta banda, el flujo
siempre es a la derecha ya que y > 0 implica que ¢ > 0. Como ¢=0 y ¢ = 2xson equivalentes sobre el ci-
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lindro fase, centramos nuestra atencion en la regién rectan-

gular 0 < ¢< 27, y;<y <Yy, vemos que todas las orbitas que =y,
entran al rectdngulo no pueden salir de él, permaneciendo

ahi durante un tiempo infinito. Este rectangulo contiene toda

la informacidon del comportamiento del flujo a tiempos gran- y
des (Fig. 5.16). EI Teorema Poincaré-Bendixson (ver Apén-

dice C), indica que cualquier Orbita que permanezca en una

region limitada del espacio fase de un sistema dinamico se

acerca a una orbita cerrada, por lo que podemos asegurar la
existencia de un ciclo limite.

P(y)

Ahora consideraremos una trayectoria que comienza en una
altura y del lado izquierdo de la caja y termina en el lado 0 Py ’
derecho de la misma en una altura P(y). La relacion que Figura 5. 16 Caja 0 <¢<27, y;<y < Y
existe entre P(y) e y es conocido como el mapeo de Poincaré

y nos indica cémo cambia la altura de una trayectoria después de una vuelta alrededor del cilindro. También
es conocido como mapeo de primer retorno debido a que solo consideramos la primera vuelta que da la tra-

yectoria sobre el cilindro.

No podemos calcular P(y) explicitamente, pero si podemos mostrar que hay una altura y* tal que P(y*) = y*,
lo cual nos indica que dicha trayectoria es una érbita cerrada que representa un movimiento periddico. Para
demostrar la existencia de y* consideramos una trayectoria que inicia eny = y;, ¢ = 0. Deseamos que

P(y1) > y1.

Esto se cumple porque el flujo va estrictamente hacia arriba y la trayectoria no puede regresar a la linea y = y;.
Por un argumento similar

P(y2) < Yo

P(y) es una funcidén continua y monotonica, debido a que las soluciones del sistema de ecuaciones diferencia-
les (5.35) dependen continuamente de las condiciones iniciales, esto si el campo vectorial es lo suficientemen-
te suave, y ademas estad prohibido que dos o mas trayectorias se crucen entre si. Todo esto conlleva a que la
funcion P(y) tenga la forma mostrada en la Fig. 5.17. Por el teorema del valor intermedio, la gréafica de P(y)
debe intersectar a la linea recta de 45° en algln lugar. En esa interseccion se encuentra la altura y* deseada,
con la que se demuestra al menos la existencia de una curva cerrada. Esta es una técnica que nos permite
encontrar de manera numérica al menos un ciclo limite dentro de una regién establecida, el cddigo fuente de
la Fig. 5.16 puede consultarse en el apéndice D. Otra manera de demostrar la existencia de una drbita cerrada
de manera analitica es a través de método de Melnikov, el cual puede consultarse en la referencia[5].

S
Flam)

sk

[P}
T

2L UI=15, a=03

1

1 1 3 4 5 ]

Figura 5. 17 Funcién P(y) para l/l. =15y a=0.5
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UNICIDAD DEL CICLO LIMITE

Hemos demostramos la existencia de un ciclo limite dentro de la region (0 < ¢ < 27, y; <y <,), sin embargo,
existe la posibilidad de que P(y) =y represente una infinidad de trayectorias cerradas en esta region. Para
demostrar que el ciclo limite es Gnico, realizaremos un argumento por medio de la energia del sistema.

Sean y(¢) Vv Vi(¢) dos trayectorias cerradas que rodean al cilindro. Los subindices s e i denotan superior e

inferior respectivamente, por lo tanto, ys(¢#) > yi(¢#). Para nuestra demostracion, partimos de la siguiente expre-
sion que esta relacionada con la energia total del sistema:

a1, LA Y 5.44
dr[zy cos ¢ |c¢j_ ay (5.44)

la cual se obtiene de manera similar a la ecuacion (5.18). Rescribiendo (5.44) tenemos que

d(1 , [ ,
—| Zy*—cosg |=—y—ay® (5.45)
dr(zy ¢j Yy

donde se hizo uso de (5.35a). Denominamos 4 y? —cos ¢ = E,, entonces

9 _ 1oy (5.46)
dr |

c

Usando la regla de la cadena tenemos que

dE, dE dg _dE

s R § /1, (5.47)
dr d¢ dr d¢
sustituyendo (5.47) en (5.46) llegamos a la siguiente expresion:

dg |,

Durante una trayectoria de rotacion y(¢) alrededor del cilindro, el cambio de energia AE; debe ser nulo. En-
tonces, integrando (5.48) en un periodo 27 tenemos

2z 2z
AE, = d—E1d¢=I(L—ayjd¢=O (5.49)
de la cual se obtiene que:

I y(¢)dg el (5.50)

0 alc

donde 27/al. es constante para un valor dado de I/1.. Esto nos lleva a una contradiccidn, ya que suponiamos
que Ys(g) > vi(¢#), sin embargo, la expresion (5.50) nos demuestra que solo debe existir una trayectoria cerrada
y(¢) para I/l > 1, es decir,
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zfys<¢>d¢=1” (@as-2

asi se demuestra que el ciclo es Unico.

ESTABILIDAD DEL CICLO LIMITE

Una vez demostrada la existencia y unicidad del ciclo limite, ahora podemos determinar su estabilidad me-
diante la evaluaci6n de su exponente caracteristico h[6] a través de la siguiente expresion;

hzlj{%—k%}dr (5.51)
Tyl 0g Oy

donde T es el periodo del movimiento. La estabilidad del ciclo depende del valor que adquiera este exponente:

e Sih<0elciclo limite es estable.
e Sih>0,elcicloes inestable.

En nuestro caso, el exponente caracteristico para el campo vectorial dado por las expresiones (5.35) sobre
todo el diagrama fase es

h:1 {%+@}dr:—a<0 (5.52)

lo que indica que el ciclo limite es estable debido a que estamos considerando para nuestro analisis « > 0. En
resumen, podemos afirmar la existencia de una érbita cerrada estable y tnicaen (0 < ¢ < 27, y; <y <Y,) den-
tro del diagrama fase, lo cual significa que la union Josephson en su estado resistivo, tiene la posibilidad de
llevar a cabo una rotacién Josephson estable cuando I/1; > 1.

5.6.4 Bifurcaciéon homoclinica

Hemos visto que en el diagrama fase del sistema, se lleva a cabo una bifurcacion nodo-silla entre puntos fijos
cuando el parametro I/l, aumenta desde un valor I/I; < 1 hasta 1. Posteriormente, los puntos fijos desaparecen
cuando I/l > 1 y surge un ciclo limite estable que atrae a las trayectorias cercanas a él. Ahora supongamos
que el valor del parametro I/I. decrece a partir de un valor mayor a 1, entonces la situacion que se presenta es
distinta. Inicialmente, se tiene la presencia del ciclo limite sin puntos fijos cuando I/l > 1, posteriormente,
cuando se disminuye el valor del parametro a un valor I/l < 1, coexistira el ciclo limite junto con dos punto
silla y un nodo como se muestra en la Fig. 5.18a, en esta situacion decimos que el sistema es biestable. Con-
forme vayamos disminuyendo el valor del pardmetro, el ciclo se acercard a una trayectoria naciente de un
punto silla hasta que ambas se fusionan y crean una 6rbita homoclinica cuando I/l = (I/1¢)«itico, €S decir, desa-
parece el ciclo limite y surge una trayectoria que une a dos puntos fijos del mismo tipo, en este caso, los pun-
tos silla (Fig. 5.18b). Cuando el pardmetro toma valores /1. < (I/1¢)¢iico, teNdremos solamente la presencia de
los puntos nodo v silla (Fig. 5.18c). Este nuevo comportamiento es conocido como bifurcacion homoclinica
y solo es posible si « es bastante pequefio.
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Ciclo limite

™
L !
/—)-\/ \\ Orbita
) Homoclinica
Trayectoria
'\ naciente
de un punto
silla
C { D) C o D
\ Punto silla
Nodo
a) (M) eritico< V< 1 b) 1/l = (¢)critica
Q ® )

C) |/|c< (Illc)critico
Figura 5. 18 Esquema de la bifurcacion homoclinica

Fisicamente podemaos decir que al reducirse la intensidad de la corriente | suministrada por la fuente de poten-
cial, a la union se le complica mantener la rotacion Josephson. Cuando I = (I/1¢)¢iiico, 12 €nergia suministrada
a la unién no es suficiente para compensar la energia disipada debido a la presencia de la corriente normal. Si
continua disminuyendo la intensidad de I, el sistema tendera a un estado estacionario.

HISTERESIS EN LA UNION JOSEPHSON

La presencia de una bifurcacion homoclinica en el plano
fase se ve reflejada en la curva corriente-voltaje del sis-
tema por medio de una histéresis. La Fig. 5.19 ilustra este
proceso el cual consiste en lo siguiente: si aumentamos el
parametro I/l desde cero hasta 1, tendremos un voltaje
promedio nulo, es decir, la unidn se encuentra en un esta-
do estacionario promedio. Cuando I/l = 1, existe un
brinco a un valor de (V) distinto de cero, que aumenta
cuando se incrementa I/l.. Sin embargo, si disminuimos
I/1; desde un valor mayor 1, (V) disminuird pero no vol-
verd a dar un brinco a cero cuando I/l = 1, sino que con-
tinuard disminuyendo hasta cero cuando I/l = (1/1¢)critico-
Esto se debe a que el sistema tiene inercia, es decir, a
pesar de disminuir la intensidad de la corriente I, la unién
continuard almacenado parcialmente energia a través de (e eiico I/,
una rotacion Josephson hasta llegar a un valor critico  Figura 5. 19 Esquema de histéresis en la curva de
(1N)eritico- Después de ese valor critico, el sistema se en- corriente-voltaje

contrara en un estado estacionario promedio.

(V)

1
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Antes de explicar como se obtiene esta curva corriente-voltaje, presentamos, como ejemplo, los planos fase
para distintos valores de /1. obtenidos de manera numérica con « pequefio y fijo (Fig. 5.20). En las figuras
5.20a y 5.20b se puede observar el ciclo limite, el cual esta indicado con la trayectoria de color verde, y su
influencia en el comportamiento del flujo fase a través de las curvas fase que se acercan tan por arriba como
por debajo de este. Como hemos visto, es posible localizar este por medio de técnicas como la mencionada
para obtener la Fig. 5.17. La Fig. 5.20c muestra el momento justo en el que se lleva a cabo la bifurcacion
homoclinica, el valor I/l = (I/1.)riico S€ Obtiene de manera numérica y se verd con mayor claridad en la curva
de corriente-voltaje. Por Gltimo, la Fig. 5.20d muestra el plano fase cuando el ciclo limite ha desaparecido.

Y

) g =0.477 = (11 )¢ritico d) 1/1;=0.3
Figura 5. 20 Planos fase para « = 0.4 y distintos valores de /I,

5.6.5 Curva de corriente-voltaje

Para obtener la curva corriente-voltaje del sistema para el caso resistivo, primero calculamos el voltaje pro-
medio temporal de la relacién Josephson (5.1b):

(V)= %<¢> (5.53)

donde <¢> se obtiene a partir de la expresion (5.7):
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)2

recordemos que ddt = T, = @, " = (2el/C)"? y V. = I.R. Al sustituir (5.54) en (5.53) obtenemos:

nl
(V)= 5o #)= LRa(g)=aV. () (659)
donde
L 1tdg T 27

La expresion (5.55) nos permite obtener la curva corriente-voltaje para la unién Josephson, sin embargo,
debido a que el sistema de ecuaciones (5.35) no tiene solucidn exacta, se recurren a métodos numéricos para
su solucidn, entre ellos, el de Runge-Kutta de cuarto orden y el de integracion numérica de Simpson (ver [7]y
[8] para mayor detalle). La Fig. 5.21 muestra las curvas corriente-voltaje obtenidas por estos métodos para
distintos valores de «. La variacién del pardmetro « modifica también el valor critico (I/1.)eiico €N €l que se
lleva a cabo la bifurcacion homoclinica. Cuando « > 1, ya no se presenta un proceso de histéresis debido al
alto amortiguamiento en el sistema, es decir, la intensidad de la corriente normal es mucho mayor que la de la
supercorriente. En la siguiente seccion daremos detalle de esta situacion a la que denotaremos como régimen
altamente resistivo. Las curvas corriente-voltaje presentadas en la Fig. 5.21 son acordes a lo observado expe-
rimentalmente, primero por Anderson y Rowell[9] y posteriormente por Shapiro[10] en 1963. El cddigo fuen-
te de estas figuras puede consultarse en el Apéndice D.

2 .
0.4
06 ——
o
= 15 | O.?— g
Q
£ ¥ ——
o
5 1
L8}
3
:_? 0.5
O !
0 0.5 1 15 2

Il
Figura 5. 21 Curvas corriente-voltaje para ¢ =0.4,0.6,0.8,1y 1.2

Por otro lado, también presentamos la grafica del periodo T como funcidén de la corriente I/l mostrada en la
Fig.22, en la que se puede observar que si I/, >> (1/1)¢itico, €1 periodo serd mucho menor, es decir, la rotacion
Josephson se llevara a cabo en un tiempo menor. En cambio, cuando I/I; tiende a (I/1)crico pOr la derecha,
T — o, esto debido a la presencia tanto de puntos fijos como de la orbita homoclinica, haciendo tender al
sistema a un estado estacionario.
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Figura 5. 22 Gréfica T vs. I/l para «=0.4,0.8,1, 1.2

5.6.6 Diagramas fase con a variable

Para terminar con el analisis del estado resistivo, presentamos el comportamiento de los diagramas fase cuan-
do se varia el pardmetro a y se deja fijo I/l.. Estos diagramas se muestran en la Fig. 5.23 y son muy distintos a
los presentados en la Fig. 5.20, sobre todo cuando el amortiguamiento es bastante significativo.

y .
¥

10

a)a=1 by a=12
Figura 5. 23 Diagramas fase para distintos valores de 1/l = 0.5
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Cuando a << 1, tenemos la presencia de los puntos fijos (nodo y silla) asi como también del ciclo limite, pero
conforme va en aumento el amortiguamiento en el sistema, el ciclo se rompe y junto con las demas trayecto-
rias del diagrama fase son atraidas por los nodos, esto significa que la energia administrada por la fuente de
potencial y la que almacena el sistema no es suficiente para lograr vencer el amortiguamiento, entonces los
pares de Cooper tenderan a romperse aumentado la presencia de electrones libres y disminuyendo la posibili-
dad de oscilaciones y rotaciones Josephson cuando « >> 1. Si esto sucede, decimos que nos encontramos en
el régimen altamente resistivo o sobreamortiguado, que describiremos en la siguiente seccién.

5.7 Estado altamente resistivo (Caso sobreamortiguado)

La dltima situacién a estudiar es el caso altamente resistivo, donde la intensidad de la corriente normal 1, es
mucho mayor a las intensidades de las otras corrientes presentes en la union, esto se debe a la presencia de un
mayor nimero de electrones libres en comparacion con los pares de Cooper. Para iniciar el andlisis de este
caso, realizaremos un tratamiento a los grupos adimensionales similar al caso conservativo para despreciar el
término asociado a la capacitancia de la ecuacion (5.9), esto implica considerar que la energia almacenada es
depreciable comparada con la energia disipada en el sistema.

5.7.1 Grupo adimensional ¢y escala de tiempo T,

Como se menciono, nos interesa que el primer término de la ecuacion (5.9) sea despreciable con respecto a
los otros, que a su vez consideramos del mismo orden de magnitud. Como las derivadas y el seng son de
orden unitario O(1), requerimos que:

1
N (5.57)

b) <1

——<
2712

o, T

Al igualar el primer requisito a 1, se define la escala de tiempo T,:

L =1 = T,=

— = (5.58)
a)c-l—-Z

1
a)C
Si sustituimos T, en (5.57b) obtenemos una condicion para las frecuencias @, y @, para la cual la corriente de

desplazamiento 14 es despreciable:

a)2

— <<l = o, <<, (5.59)
p

w,

A partir de esta expresion introducimos el parametro de McCumber:

cuyo rango de valores se encuentra entre 10~° y 10°, ademas depende del tamafio, la geometria y los materia-
les utilizados en la unidn. Asi, la ecuacion (5.9) toma la siguiente forma:

ﬁd2¢ d¢+sen¢=||— (5.60)

_+_
de? dr .
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Cabe destacar que Sy T, estan relacionadas con el pardmetroa y la escala de tiempo T, del estado estacionario
de la siguiente manera:

2 @
p=t y L_%_gc, (5.61)
a I, o

Una vez realizado el analisis dimensional de la expresion (5.9), ahora consideramos despreciable el término
asociado a la corriente de desplazamiento al considerar g — 0. Esto nos lleva a una ecuacion diferencial de
primer orden con solucién analitica:

(§) =9’ —seng (5.62)

c

donde la prima indica derivada con respecto a z. Esta expresion tiene la estructura de una ecuacion para un
oscilador no uniforme ¢'=w—aseng con o=1/lcya=1.

5.7.2 Puntos fijos y su estabilidad
De la misma manera que en los casos anteriores, necesitamos conocer los puntos fijos (puntos de equilibrio

del sistema) para saber cémo inciden en el comportamiento del flujo dentro del plano fase. En este caso so-
breamortiguado los puntos fijos ¢* son aquellos que satisfacen f(¢*) = 0 (ver apéndice B), es decir,

f(¢*) = IL —seng*=0 = seng*= IL (5.63)

c C

la cual implica que:

(5.64)

por lo que solamente existirdn puntos fijos para valores I/I. < 1, como sucede en el caso resistivo, donde te-
niamos un punto silla y un nodo para un valor dado del parametro. La estabilidad de los puntos fijos esta
determinada por

f'(¢*)=—cosg*=7 1—[%) , (5.65)

c

Cuando f’(¢*) > 0 el punto es inestable, si f’(¢*) < 0 decimos que es estable. La clasificacion de los puntos
fijos sera la siguiente:

e Paral/l; <1 hay dos soluciones que cumplen lo siguiente:

a) G* <Ay f(4*) <0, porlotanto ¢* es un atractor (nodo).
b) &*>4d2yf(4*) >0, * es un repulsor (punto silla).

e Paral/l, =1 solo existe un punto fijo en ¢* = 772 y es semiestable debido a que f’(¢*)=—cos¢* = 0.

En la Fig. 5.24, se muestra la curva f(¢) junto con los puntos fijos para distintos valores de /1., los atractores
estan representados por puntos de color negro, los repulsores por puntos blancos y los semiestable por puntos
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rojos. Para mayor detalle sobre la estabilidad de los puntos fijos del sistema en una dimension, ver el apéndice
B.

5.7.2 Bifurcacién nodo-silla

De la misma manera que en el caso resistivo, la aparicion de puntos fijos en el plano fase depende del valor de
I/l¢, que al variar su valor se logra un desplazamiento vertical de la curva —sengsobre el eje ¢’ (Fig. 5.24),
provocando una bifurcacioén nodo-silla y un cambio de estabilidad en los puntos fijos.

DESCRIPCION DEL FLUJO EN EL PLANO FASE

Otra forma de visualizar el comportamiento de los movimientos periddicos en el sistema es a través de dia-
gramas circulares para distintos valores de 1/I,, mostrados en las Fig. 5.24 al lado derecho de sus respectivos
planos fase.

|
251
20
151

10

a)lli>1

b) I/1,=1

c) <1
Figura 5. 24 Bifurcacion nodo-silla. Flujo lineal y circular de la funcion ¢’=I/l.—sen¢

Una descripcion detallada se desarrolla a continuacion:

e Cuando I/l < 1(Fig. 5.24c), tendremos dos puntos fijos: un nodo y un silla, es decir, hay puntos de equili-
brio para esta situacion. Todas las trayectorias seran atraidas al nodo cuando r — oco.
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e Cuando I/l = 1 (Fig. 5.24b), el sistema deja de oscilar completamente, debido a que ha nacido un punto
fijo semiestable en ¢ = 72.

e Finalmente, cuando I/1. es ligeramente mayor que 1(Fig. 5.24a), hay una rotacién Josephson bastante no
uniforme. En este caso, el punto fase ¢(z) le toma bastante tiempo pasar por la zona cercana a ¢ = 42 co-

nocida como cuello de botella. Una vez que pasa esta zona, recorre el resto del circulo en una escala de
tiempo mas rapida.

Todas estas situaciones pueden comprobarse a través de la obtencién de las soluciones analiticas de la ecua-
cién (5.62).

5.7.3 Solucién analitica

Para obtener una solucién exacta para el estado altamente resistivo, resolvemos de manera analitica la ecua-
cién (5.62), por medio del método de separacién de variables:

T #(7)
j dr= j Id—¢ (5.66)
o B 1 Seng

De manera general, la solucién analitica de la integral[11] es:

2 L(atan(%)+b ). b
Wtan o ) a>
dx
ot
A 1 . b+atan(4)-+vb*-a® | a<h
Jb? —a? b+atan(§)+\/b2—a2’
Para nuestro caso:
() -7 2 |tn? —ﬁtan(%)—l —tan™ —,'—ctan %)_1 L
0 Lz_ |72_ LZ_ ! IC
() -1 (&) -1 () -1
_ 1+ tan(2) = J1— (1) 1+ tan(®)— 1 (1)
e o[t | fremit T
1-(& 1+ tan () +1-(1) L+ tan(%)+1-(1) c
(5.67)

De estas expresiones obtenemos ¢(z) de manera algebraica:
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(5.68)

(5.69)

La Fig. 5.25¢ muestra la grafica de la expresién (5.68), donde podemos observar como el sistema no alcanza a
completar una oscilacion, pero debido al exceso de amortiguamiento rapidamente se mantiene en una sola
posicion por un lapso grande de tiempo, lo cual reafirma la idea de que para el caso I/l < 1, todas la trayecto-
rias tenderan al punto nodo permaneciendo un tiempo indefinido. En términos de la unién Josephson, esto
quiere decir que el dispositivo comienza a cargarse absorbiendo energia de la supercorriente que a su vez
también va perdiendo energia debida al exceso de corriente normal, lo cual provoca el rompimiento de pares
Cooper. El dispositivo a no poder absorber méas energia de la supercorriente dejara de cargarse pero no cedera
de nuevo energia a la supercorriente por lo que no habré una oscilacién Josephson completa. En la Fig. 5.25b
se muestra la falta de movimiento oscilatorio cuando 1I/I;= 1, debido a la presencia del punto semiestable, lo
que significa que no hay un intercambio de energia entre la unién y la supercorriente. Finalmente, cuando I/
es ligeramente mayor a 1 no existen puntos fijos, sin embargo, en la vecindad de ¢ = 7/2, continua la presencia
virtual del punto fijo semiestable, la cual denotaremos como fantasma de nodo-silla, que provoca un paso
lento del flujo en esta zona conocida como cuello de botella, y que se muestra con mayor claridad en la grafi-
ca de la expresion (5.69) (Fig. 5.25a). Una vez pasando el cuello de botella el flujo es mucho mas rapido. En
la juntura Josephson significa que la carga/descarga parcial se realiza en un lapso muy amplio de tiempo de-
bido a la presencia de una corriente normal bastante intensa, pero cuando la diferencia de fase adquiere valo-
res alejado a la los del cuello de botella, la carga/descarga se realiza de una manera muy rapida, dando lugar a
rotaciones Josephson no uniformes. Estas rotaciones todavia se llevan a cabo gracias a la presencia de la fuen-
te de potencial que administra energia extra a la unién para almacenar y poder intercambiar con la superco-
rriente. En la Fig. 5.26 se muestra el comportamiento del flujo en el diagrama circular, donde se indica que
zonas las recorre de manera rapida o de manera lenta para el caso en que aparece el cuello de botella.
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Lento

Region de cuello de botella

Rdpido

¢= 32
Figura 5. 26 Fendmeno de cuello de botella sobre el circulo

PERIODO DE OSCILACION

En el caso cuando 1I/I; < 1, las oscilaciones Josephson no se llegan a completar o simplemente no existen, por
lo que no tiene sentido hablar de un periodo de oscilacion. En cambio, para valores I/l > 1 el periodo de la
rotacion Josephson puede obtenerse analiticamente, de la siguiente manera:

szdrzTg—;d¢=Td—¢ (5.70)

0 ° ﬁ—senqﬁ

donde se hace uso de la ecuacion (5.62) para sustituir d7d¢. El resultado de resolver la integral es:

T-__°" . (5.71)

En la Fig. 5.27 podemos observar la grafica de esta expresion, observandose que para valores de I/l cercanos
a 1 el periodo de rotacion tiende a infinito, en cambio, si I/l >> 1, el periodo tiene a cero, lo cual nos indica
que las rotaciones tienden a ser mas répidas.

T
0.7 —
0.6 f
05 f
04t
03 —
0.2 —

01F

20 40 60 80 100 Ic
Figura 5. 27 Gréfica T vs. I/l

En cambio cuando 1/1. se aproxima a 1 por la derecha (I/I.— 1%), el periodo diverge, acercandonos asi a la
region de cuello de botella. Para conocer la manera como T se va a infinito, realizamos el siguiente desarrollo:
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2
H 1= /IL+1 /ll—lz\/i Il—l

%
I
Tcuello de botella ~ \/57[ [I_ _]} (5.72)

c

|

Asi

donde se observa que satisface una ley de escalamiento la cual satisface una ley de escalamiento de raiz cua-
drada (a. —1) 2 caracteristica de los sistemas que se acercan a la bifurcacién nodo-silla.

5.7.4 Curva de corriente-voltaje para el limite sobreamortiguado

Para este caso altamente resistivo es posible obtener de manera analitica la curva de corriente-voltaje, a partir
de la expresion (5.53). El promedio <¢> se calcula de manera similar al caso resistivo pero considerando la

escala de tiempo T»:

j\_(d¢\ _[dzdg\ 2elR, . .
<¢>‘<dt>‘<dt dr> T, ) o

recordando que dz/dt = T, '= 2el.R/% y V. = I.R. Por lo tanto
(V)=1R(g") =V, (¢') (5.74)
Hay dos situaciones a considerar:

e Cuando | < I, todas las soluciones de la ecuacion de movimiento se aproximan a un punto fijo

#* = sen"'(/1.), donde —/2 < ¢* </2. De este modo, ¢’ = 0y (V) = 0, por lo que se obtiene un estado
estacionario.

e El otro caso es cuando | > I, todas las soluciones de la ecuacion de movimiento son periddicas con pe-
riodo T dado por la ecuacion (5.71). Calculamos (¢’y tomando el promedio sobre un ciclo:

(5.75)

Sustituyendo (5.74) en (5.73) obtenemos el voltaje promedio para | > I:

c

V)=V, (ILJZ -1 (5.76)

En resumen, el voltaje promedio esta dado como:

0 paral <1,

V) = 2 (5.77)
< > V, [I—] -1 paral > 1,
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La curva voltaje-corriente se muestra en la Fig. 5.28, como se observa, el voltaje promedio permanece nulo
para I/l < 1, debido a la ausencia de oscilaciones promedio. Cuando I/l > 1, (V) se incrementa paulatinamen-
te hasta que la curva tiende asintéticamente aun comportamiento de tipo 6hmico, es decir, V = IR cuando
I/l >> 1, lo que significa que la supercorriente tendera a desaparecer y solamente habra presencia de la co-
rriente normal, esto debido a rompimiento de pares de Cooper.

I
00 05 10 15 20 e
Figura 5. 28 Curva corriente-voltaje para el caso sobreamortiguado
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Capitulo 6
Conclusiones y perspectivas

En este trabajo de revisidn se presentan herramientas tedricas, conceptuales y matematicas sobre el estudio de
la superconductividad, las cuales nos ayudaron a entender las causas y consecuencias del fendmeno desde los
puntos de vista macroscépico y microscépico, lo que nos permite afirmar que este estudio concierne a distin-
tas disciplinas de la Fisica. Se ha demostrado que, desde el punto de vista termodinamico, este fendmeno es
una transicion de fase de segundo orden la cual se logra al disminuir la temperatura del sistema a una tempe-
ratura critica T.. Desde el punto de vista electrodindmico, cuando el sistema se encuentra en el estado super-
conductor se presenta el efecto Meissner, el cual consiste en la expulsion de un campo magnético externo del
interior de la muestra superconductora debido a corrientes superficiales. Por otro lado, en el campo de la me-
canica cuéntica y de la fisica del estado sélido, el sistema superconductor muestra una resistencia nula al paso
de corriente eléctrica, debido al apareamiento de electrones, conocidos como pares de Cooper, que se lleva a
cabo gracias a la interaccion fononica entre el par y la red. Ademas, el sistema superconductor puede ser ca-
racterizado por una funcién de onda macroscopica, esto a causa de que los pares de Cooper tienen un compor-
tamiento bosoénico. Cabe recordar que los objetivos de los tres primeros capitulos es dar una introduccién
basica a la superconductividad para entender el efecto Josephson y crear material didactico para promover la
apertura de cursos sobre superconductividad en la licenciatura en Fisica de la UAM Iztapalapa. Destacamos
que se omitieron en estos capitulos, resultados importantes tales como la teoria de Eliashberg o el estudio de
los superconductores de alta T, esto debido a que no son relevantes para el estudio del efecto Josephson.
Estos topicos pueden anexarse junto con lo presentado en esta tesis para la edicion futura de un libro y contri-
buir a la literatura relacionada con el tema en idioma espafiol, adaptandola a un leguaje acorde a la realidad
mexicana.

Una vez que se presentaron algunas ideas fundamentales sobre la superconductividad desde distintos puntos
de vista, dimos paso al estudio dinamico del efecto Josephson, para ello fue necesario realizar otra revision
tedrica sobre este efecto, el cual se presenta en dispositivos conocidos como uniones Josephson, enfocando-
nos solamente a las de tipo tdnel. El punto de partida de nuestro andlisis dindmico fue representar este disposi-
tivo conectado a una fuente de potencial como un circuito eléctrico y obtener su ecuacién de movimiento.
Esto es posible si consideramos que en la union no solamente circula una corriente de pares de Cooper sino
también una corriente normal y una de desplazamiento. Obtener la solucién analitica de la ecuacion diferen-
cial del circuito no es facil, asi que se optd por estudiar el sistema en tres situaciones distintas: conservativa,
resistiva y altamente resistiva.

Para el caso conservativo, se desprecio el término de la ecuacion de movimiento relacionado con la corriente
normal y cuyo analisis nos lleva a los siguientes resultados:

e Demostrar que la energia se conserva en este sistema bajo ciertas condiciones, es decir, que la union
almacena energia como si fuese un condensador eléctrico y la intercambia con la corriente de pares de
Cooper.

e Es posible realizar un analisis por medio de la conservacion de la energia dando como resultado la obten-
cién de diagramas fase tanto en el plano como el cilindro asi como también diagramas de energia poten-
cial.

e A partir de los diagramas fase y del potencial, podemos realizar una descripcion cualitativa del compor-
tamiento de la unidn para distintos valores de la corriente constante 1/l administrada por la fuente de po-
tencial. Un ejemplo de ello, es la explicacion que se da a una situacion caracteristica del efecto Joseph-
son: el flujo de supercorriente en la unién cuando hay ausencia de un voltaje aplicado, presentado en la
seccion 5.4.3.
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e Los diagramas fases y de la energia potencial son similares a los de un péndulo sometido a una torca
constante por lo que este sistema también es un analogo mecanico de la unién Josephson.

La descripcion del comportamiento de la unién en el régimen conservativo y la introduccion del término rota-
ciones Josephson ambos presentados en la seccién 5.4, asi como también la programacion computacional de
los cilindros fase son una nueva contribucion a la literatura del estudio dindmico de este sistema.

Para el régimen resistivo, que es descrito por la ecuacion de movimiento completa, se recurrié a métodos
numeéricos como el de Runge-Kutta de cuarto orden y de integracion como la regla de Simpson para su solu-
cién asi como técnicas matematicas para su analisis cualitativo. Los resultados obtenidos, en este caso, son:

e La presencia de una bifurcacion nodo-silla dentro del diagrama fase cuando se varia el parametro I/I..

e Laexistencia y unicidad de un ciclo limite en el diagrama fase para valores I/l > 1 y cuya demostracién
se presenta en la seccion 6.3 del capitulo 5.

e La presencia de una bifurcacion homoclinica en el diagrama fase al disminuir el valor de I/I. desde un
valor mayor a 1. Este tipo de bifurcacion también esta relacionada a un proceso de histéresis presente en
la curva corriente-voltaje para valores < 1, la cual es posible obtener, gracias a la solucion numérica de
la ecuacion de movimiento y que es acorde a resultados experimentales.

e Laobtencion de la gréfica del periodo para distintos valores de « en este régimen resistivo.

En cuanto a las aportaciones realizadas en esta parte del trabajo para la literatura son:

e El codigo fuente computacional para reproduccion del grafico presentado por S. Strogatz’ mostrado en la
Fig. 5.17 de esta tesis para localizar un ciclo limite de forma numérica.

e El cddigo fuente de la curva corriente-voltaje presentada en la Fig. 5.21.

e Laobtencion de la gréfica del periodo mostrada en la Fig. 5.22 para este caso resistivo.

Por dltimo se present6 el caso altamente resistivo, cuya ecuacion se obtiene al despreciar el término asociado
a la corriente de desplazamiento de la ecuaciéon de movimiento completa. La ecuacion para este régimen tiene
solucién analitica lo que nos conduce a expresiones exactas para el periodo y la curva de corriente-voltaje. En
esta parte de la tesis, simplemente se reproducen los resultados presentados en la literatura con la Gnica apor-
tacién de describir el efecto Josephson en este régimen de manera congruente a los casos anteriores.

Como conclusién general mencionamos que el estudio dindmico del efecto Josephson es bastante Gtil ya que
nos permite realizar una descripcion cualitativa, y particularmente en el caso altamente resistivo una descrip-
cién exacta, sobre el comportamiento de la unién Josephson para distintas situaciones y distintos valores de
los parametros I/l y . Ademas, este estudio nos conduce a un resultado importante: la curva corriente-voltaje
caracteristica de la union Josephson y que fue obtenida primero de manera experimental.

En cuanto a las perspectivas de este trabajo podemos mencionar las siguientes:

e Complementar este trabajo con la programacion computacional de los cilindros fase para los casos resis-
tivo y altamente resistivo, que no se pudo concretar para esta tesis.

e Continuar con la bisqueda de una solucién analitica para la ecuacién de movimiento del caso resistivo ya
gue actualmente continda siendo campo de investigacion tanto para fisicos como matematicos,

e Extender el estudio dindmico a situaciones de caos, las cuales se presentan cuando la corriente adminis-
trada por la fuente de potencial es alterna, es decir, es de tipo sinusoidal o cosenosoidal, para obtener los
cilindros fase y la curva corriente-voltaje para este régimen.

7 Strogatz S. H. Nonlinear Dynamics and Chaos with Applications to Physics, Biology, Chemistry and Engineering. Addi-
son-Wesley Publishing Company, 1994.
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Como se puede observar, todavia hay mucho por hacer en este tipo de estudio para la unién Josephson, espe-
ramos que este trabajo motive a futuros estudiantes mexicanos de Fisica, a que se introduzcan en este campo
de investigacion y aporten nuevos resultados para la compresion del efecto Josephson desde el punto de vista
dindmico.
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Apéndice A
Péndulo amortiguado dirigido por una
torca constante

Ecuacién de movimiento

Consideremos como péndulo a una lenteja de masa m unida a una cuerda inextensible de longitud L y descri-
bimos su posicion r, velocidad v y aceleracion a en coordenadas polares:

r=_Le
v=L68, (A1)
a=L6e,-LO%,

Por medio de la segunda ley de Newton obtenemos la ecuacion de movimiento. Asi, la fuerza neta F del mo-
vimiento es:

F=Fé +F@,=ma=mLde, -mLo%, (A2)
donde las respectivas componentes son:

F, =mgcosé-T
. (A.3)
F, =—mgsend —bo + f

donde T es la tension de la cuerda, —b@ es la fuerza de amorti- /\
guamiento y f es una fuerza externa. Asi, las ecuaciones de
movimiento para las dos componentes r'y €son:

mgcosd—T =-mLé? :

. 3 (A4) :
—mgsend—b'é+ f =mLéo
Por otro lado, el momento angular L es:

L =rxp=mL?6k (A.5)
y la torca total N del sistema esta dada como:
N = Ocli—'t‘ =mL26k (A.6)

Si multiplicamos por L la segunda ecuacién de las expresiones
(A.4) y sustituimos en la ecuacion (A.6) obtenemos:
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N = mL26k = (—mgLsenB—b' Lo+ fL)R (A7)

Ahora definimos fL como la torca 7"y b’L como la nueva constante de amortiguamiento b, entonces la ecua-
cién que rige al péndulo es:

mL%6 + b + mgLsend =T : (A.8)
Analogia con el circuito equivalente a la unién Josephson

Al comparar la ecuacién del circuito equivalente a la union Josephson:

.. h .
—¢g+——p+1.seng =1
Ze¢ 2eR¢ cSENg

con (5.4), se encuentra las siguientes analogias:

Tabla A. 1
. Péndub  UniénJosephson
Angulo 6 Diferencia de fase ¢
Velocidad angular 6 Voltaje V
Masa m Capacitancia C

Torca aplicada I’ Corriente |

Constante de amortiguamiento b Conductancia R™*

Torca maxima gravitacional mglL Corriente critica I,
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Apéndice B
Estabilidad de puntos fijos

Para conocer el comportamiento de una ecuacion o sistema de ecuaciones alrededor de un punto se requiere
realizar una linealizacion alrededor del mismo. A continuacion, se explica este proceso enfocandonos en los
puntos fijos (puntos de equilibrio, en términos de sistemas dinamicos) para una ecuacion unidimensional y un
sistema de ecuaciones en dos dimensiones; dicho proceso nos ayuda a conocer la estabilidad de los puntos y
llevar a cabo una clasificacion de los mismos.

Linealizacion de una ecuacién en una dimensiéon

Sea f (x) =%, X* un punto fijo yn(t) = x(t)—x* una pequefia perturbacion alrededor de x*. Para saber si la
perturbacion crece o disminuye, obtendremos una ecuacidn diferencial de 7:

.. d .
=—(X-Xx*)=X.
1 GIt( )

donde x* es constante. De este modo 77 =X = f (x)= f (Xx*+7). A continuacion realizamos una expansion
de Taylor alrededor de x*:

f(x*+n)=f(x*)+nf '(x*)+0(772),
recordando que f (x*)=0. Por lo tanto
n=nf '(X*)+O(772)

Si f ‘(X*) #0, los términos de orden mayor son despreciables y nuestra aproximacion puede escribirse de la
siguiente manera:

n=nf"(x*)

Esta es una ecuacién lineal enz y es una linealizacion alrededor de x*. Esto muestra que la perturbacion #(t)
crece exponencialmente si /°(x*)> 0 y decrece si f’(x*) < 0. Si f’(x*) = 0, los términos O(7°) no son despre-
ciables y es necesario un analisis no linear para determinar la estabilidad.

La magnitud de f’(x*) en un punto fijo determina que tan estable es un punto fijo. Esta magnitud juega el rol
de un crecimiento exponencial o razén de decaimiento. Definimos a la escala caracteristica de tiempo como
[7’(x*)]*; este determina el tiempo que requiere x(t) para variar significativamente en la vecindad del punto
fijo x*.
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Linealizacion de un sistema de ecuaciones en dos dimensiones.

Ahora consideramos un sistema en dos dimensiones, para ello aproximaremos el retrato fase cercano a un
punto fijo a uno correspondiente a un sistema lineal.

Sea el siguiente sistema:
x=f(xy)
y=9(xy

y suponemos que (x*,y*) son puntos fijos, es decir,

U=X—x*, v=y—-y*

representan las componentes de una pequefia perturbacion alrededor del punto fijo. Para saber si la perturba-
cién crece o decrece, obtendremos ecuaciones diferenciales para u y v. Obtendremos primero la ecuacion para
u:

u=x

donde x* es una constante. Por sustitucion tenemos que

u=x=f(x*+u,y*+v)

Ahora, realizamos un desarrollo en serie de Taylor alrededor del punto fijo (x*, y*):

u=x=f(x*,y*)+uﬂ +vﬂ

aX (X*, y*) 8y

+O(u2,v2,uv)
(x*y*)

of

+V— +O(u2,v2,uv)

(x*,y*)

donde f(x*, y*) = 0 y O(u?, V4, uv) son términos cuadraticos en u'y v. Debido a que u y v son pequefios, estos
términos cuadraticos son extremadamente pequefios. De manera similar encontramos el desarrollo para v:

il
OX

w8
(x*y*) oy

+O(u2,v2,uv)
(x*y*)

Por lo tanto, podemos expresar la perturbacién de la siguiente manera:
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o o
u OX u
= oy + terminos cuadraticos
v a_g a_g v
ox oy (%)
La matriz
o o
A ox oy
a9 9
ox oy (xy¥)

es conocida como la matriz jacobiana evaluada en el punto fijo (x*, y*) y es el analogo multivariable de la
derivada f'(x*) en el caso de una ecuacién unidimensional. Para obtener el sistema linealizado consideramos
despreciables a los términos cuadraticos. Asi

of of
uy X 5 u
b 2
X Oy Jinym

Sistema lineal de ecuaciones
Un sistema lineal de dos dimensiones es un sistema de la siguiente forma:

X =ax+hy

(A)
y =cx+dy

donde a, b, ¢ y d son pardmetros. Una manera mas compacta de escribirlo es por medio de la forma matricial

X)_(a b\ x (A2)
y) ¢ d)\y
como también podemos expresarla de la siguiente manera

X = AX. (A3)

Un sistema es lineal si x; y X, son soluciones entonces la combinacion lineal de estas es también solucién
C1X1+ CoXo. Notemos que X =0 cuando x = 0, entonces x* = 0 es siempre un punto fijo para cualquier elec-
cién de A.

Las soluciones de X = AX pueden visualizarse como trayectorias moviéndose en el plano xy pero en este
contexto llamado plano fase.
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Clasificacién de puntos fijos
Saber qué tipo de comportamiento tiene el plano fase alrededor de los puntos fijos de un sistema lineal es muy

importante. Para obtener informacién sobre esto recurrimos a sistema en general como el expresado en la
ecuacion (A.3). Proponemos la siguiente solucion:

x(t)=e"v (A4)

Donde v # 0 es un vector fijo y 1 es una razén de crecimiento, ambos por determinar. Si estas soluciones
existen, corresponden a un movimiento exponencial a lo largo de la linea extendida por el vector v.

Sustituimos la expresion (A.4) en (A.3) y obtenemos lo siguiente:
Av = Av (A.5)

Esta expresion nos dice que las soluciones deseadas existen si v es un eigenvector con su correspondiente
eigenvalor. Asi, la ecuacion (A.4) es conocida como una eigensolucion.

En general, los eigenvalores de la matriz A estan dados por la ecuacidn caracteristica det(A—4l) = 0, donde |
es la matriz identidad. Para una matriz de 2 x 2

ab
= A.6
Al ) o

La ecuacidn caracteristica es

a-1 b
det =A*—(tr A)A+detA=0 (A7)
c d-A
donde
trA=a+d
detA = ad — bc. (A.8)

Las soluciones a la expresion (A.7) son

CtrA+(tr A —4detA

2 (A.9)
ot A—\/(tr A) —4det A
B 2

y solo dependen de la traza y del determinante de la matriz A.

Conocer los eigenvalores de un sistema lineal es muy importante porque de ellos podemos obtener informa-
cion del tipo y de la estabilidad de los puntos fijos. Todo esto por medio de un diagrama cuyos ejes son la
traza (trA) y el determinante (detA) de la matriz A. Toda informacién en este diagrama esta dada por las ex-
presiones (A.9), pero también por las siguientes formulas:

detA = MBIrA=A4+ 4, (AlO)
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Estas expresiones pueden obtenerse escribiendo la ecuacidn caracteristica de la siguiente manera(1—4,)(1-A4,)
=A%~ (tr A)A+detA = 0.

A continuacién, analizaremos el diagrama de la Fig. A.1:
e Sidet A<O0, los eigenvalores son reales y de signo opuesto, entonces el punto fijo es un punto silla.
e Sidet A>0, los eigenvalores son:

a) Realesy con el mismo signo, el punto fijo es un nodo. Los nodos satisfacen (tr A)>— 4det A < 0.
b) Complejos conjugados, el punto fijo es una espiral. Estos satisfacen (tr A)’~ 4det A > 0.

La parébola (trA)? — 4detA = 0 es limite entre los nodos y las estrellas. En esta viven nodos estrellas y nodos
degenerados. La estabilidad de los nodos esta determinada por trA. Cuando trA < 0 ambos eigenvalores tienen
partes reales negativas pero el punto fijo es estable. El punto fijo es inestable cuando trA > 0. Los centros
neutralmente estables viven en el limite trA = 0, donde los eigenvalores son puramente imaginarios.

Por ultimo, si detA = 0, el menor de los eigenvalores es cero. Entonces el origen no es un punto fijo aislado.
Hay varias lineas por cada punto fijo o un plano de puntos fijos si A = 0.

T

Nodos Inestables

2 —4A=0

Espirales inestables

Puntos Silla

Espirales estables

Puntos Fijos
No Aislados Nodos estables

Estrellas, nodos
degenerados
Figura A.1.Grafica t = tr A contra A = det A
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LN
N

VARN
(=) e
S~ N

PuntoSilla Espiral Centro

N1/

A
\ 4

I
N

Figura A.2.Clasificacion de los puntos fijos

A>h> 0 Nodo impropio Inestable
A<h< 0 Nodo impropio Asintoticamente estable
A< 0 <)y Punto silla Inestable
Ap=2>0 Nodo propio o impropio Inestable
A =A1<0 Nodo propio o impropio Asintoticamente estable
Ay Ay=a+ib Punto espiral Inestable
>0 Inestable
A<0 Asintéticamente estable
A =ib, A, =—ib Centro Estable

Tabla B. 1 Estabilidad de puntos fijos
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Apéndice C
Teoremas matematicos

Teorema de Existencia y Unicidad

Cuando una situacion fisica es modelada matematicamente con un problema de valores iniciales. Es importan-
te preguntarnos, si existe una solucidn al problema, asi como también garantizar que sea Unica. Deseamos que
la soluci6n sea Unica debido a que si repetimos el experimento en condiciones iniciales idénticas, debamos
esperar los mismos resultados, siempre y cuando el modelo sea deterministico. El teorema de Existencia y
Unicidad nos garantiza todo esto.

Teorema de Existencia y Unicidad. Considere el problema de valores iniciales x =f (x) x(O) =X, - Suponga

que f es continua y que todas sus derivadas parciales ofi/ox;, i = 1, 2, 3, ..., n, son continuas para X en algun
conjunto abierto D < R". Entonces para XoeD, el problema de valores iniciales tiene una solucién x(t) en un
intervalo de tiempo (17, 7) alrededor de t = 0, y es Unica.

Este teorema tiene un corolario muy importante: trayectorias distintas jamas se intersectan. Si dos trayecto-
rias se intersectan, entonces habria dos soluciones desde el mismo punto (el punto de cruce), y esto violaria la
parte de unicidad del teorema. En otras palabras, una trayectoria no se puede mover en dos direcciones a la
vez.

Teorema Poincaré-Bendixson

El teorema de Poincaré-Bendixson fue concebido originalmente por el matematico francés Henri Poincarg,
aunque él careci6 de una prueba completa. En 1901, el matematico sueco Ivar Otto Bendixson dio una prueba
rigurosa del teorema completo. Este teorema permite clasificar todos los posibles comportamientos en el
espacio fase de 2 dimensiones. Basicamente indica que cualquier 6rbita que permanezca en una region limita-
da del espacio fase de un sistema dindmico se acerca a una 6rbita cerrada. El teorema es uno de los principales
resultados tedricos en dindmica no lineal, porque implica que el caos no ocurre en el plano fase.

El Teorema Poincaré-Bendixson supone que:

1. R esunsubconjunto cerrado, limitado del plano;

2. x=f (x) es un campo vectorial continuamente diferenciable sobre un conjunto abierto contenido en
R;

3. R no contiene puntos fijos; y

4, existe una trayectoria C que se confina en R, es decir, que inicia en R y se queda en ese subconjunto
para todo tiempo futuro.

Entonces, C es una Orbita cerrada o es una espiral hacia una orbita cerrada cuando t—co. En cualquier caso, R

contiene una drbita cerrada (que se muestra en la figura D.1 como una curva gruesa). La prueba de este teo-
rema es sutil, y requiere algo de topologia avanzada.
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Figura C.1. Subconjunto R del espacio fase donde esta confinada una trayectoria C y no contiene al punto fijo P.
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Apéndice D
Caodigos fuente

Muchas de las figuras mostradas en este trabajo fueron elaboradas en distintos programas computacionales
tales como Microsoft Excel, Wolfram Mathematica asi como el software libre Maxima, entre otros. A conti-
nuacién se presenta los cddigos fuente de algunas figuras mostradas en este trabajo:

Figura 2.12
SOFTWARE: Microsoft Excel 2007

DESCRIPCION

Esta figura se realiz6 de manera numérica considerando dos columnas de celdas, una para los valores de

1
*
[le =2 i:ln (TLH y la otra para valores de 7, =7, +0.01.
| -

c/j i

Figura 5.13

SOFTWARE: Wolfram Mathematica 6

CODIGO FUENTE

1. Este codigo nos permite realizar el diagrama fase de la unién Josephson para el caso amortiguado. Para
ello, primero se carga el paquete para graficos de Mathematica:

Clear["Global *"];
Needs ["VectorFieldPlots "]

2. Sedavalores fijos a I/l (denotado por J en este codigo) y «

J=0.1;
oa=0.5;

3. Definimos nuestro sistema de ecuaciones junto con sus condiciones iniciales ¢, Yo asi como también su
dependencia con el tiempo t:

dpunto=y;
ypunto=J-Sin[¢]- ay;

eq={¢' [t]==(¢punto/.¢—>¢[t]/.y—>vIt]),

y'[t]==(ypunto/.y — yltl/.y=>yIlt]),
$[0] =490, y[0]—>y0};
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4. Calculamos ¢(t) e y(t) de forma numérica para distintas valores de ¢y, y colocamos los valores obtenidos
en un tabla que posteriormente graficamos como las trayectorias en el diagrama fase.

60=-1;

soll=Table[NDSolveleq/.y0—>yy, {¢6[t],v[t]},{t,0,1}],{yy,-2.8,2.8,0.4}];
trayectoriasl=ParametricPlot[Evaluate[{¢[t],y[t]}/.s0ll],{t,0,1},
DisplayFunction — Identity,PlotStyle — Hue[.6],Frame — True];

$0=-0.5;

sol2=Table[NDSolveleq/.y0 — vy, {¢[t],v[t]l},{t,0,5}],{yy,-2.8,2.8,0.4}];
trayectorias2=ParametricPlot [Evaluate[{¢[t],y[t]}/.s0l2],{t,0,1},
DisplayFunction — Identity,PlotStyle — Hue[.6],Frame — True];

$0=0.5;

sol3=Table[NDSolveleq/.y0 — vy, {¢[t],v[t]l},{t,0,1}],{yy,-2.8,2.8,0.4}];
trayectorias3=ParametricPlot[Evaluate[{¢[t],y[t]}/.s0l3],{t,0,1},
DisplayFunction — Identity,PlotStyle — Hue[.6],Frame — True]l;

60=1;

sold4=Table[NDSolveleq/.y0 — vy, {¢[t],yv[t]},{t,0,1}],{yy,-2.8,2.8,0.4}];
trayectorias4=ParametricPlot[Evaluate[{¢[t],y[t]}/.s0old],{t,0,1},
DisplayFunction — Identity,PlotStyle — Hue[.6],Frame — True]l;

$0=1.5;

solb5=Table[NDSolveleq/.y0 —yy,{d[t],yv[t]l},{t,0,1}]1,{yy,-1,2,0.4}]1;
trayectorias5=ParametricPlot[Evaluate[{¢[t],y[t]}/.sol5],
{t,0,1},DisplayFunction—>Identity,PlotStyle—Hue[.6],Frame—>True];

60=2;

sol6=Table[NDSolveleq/.y0 — vy, {¢[t],v[t]l},{t,0,2}],{yy,-2.8,2.8,0.4}];
trayectoriasé6=ParametricPlot[Evaluate[{¢[t],y[t]}/.sol6],{t,0,1},
DisplayFunction—>Identity,PlotStyle—Hue[.6],Frame—>True];

$0=2.5;

sol7=Table [NDSolveleq/.y0 — yy,{¢[t],y[t]},{t,0,1}],{yy,-2.8,2.8,0.4}];
trayectorias7=ParametricPlot[Evaluate[{¢[t],y[t]}/.s0l7],{t,0,1},
DisplayFunction—>Identity,PlotStyle—Hue[.6],Frame—>True];

$0=3;

sol8=Table[NDSolveleq/.y0 — vy, {¢[t],v[t]l},{t,0,1}],{yy,-2.8,2.8,0.4}];
trayectorias8=ParametricPlot[Evaluate[{¢[t],y[t]}/.s0ol8],{t,0,1},
DisplayFunction—Identity,PlotStyle—Hue[.6],Frame—>True];

$0=3.5;

sol9=Table[NDSolveleq/.y0 — vy, {¢[t],v[t]l},{t,0,1}],{yy,-2.8,2.8,0.4}];
trayectorias9=ParametricPlot [Evaluate[{¢[t],y[t]}/.s019],{t,0,1},
DisplayFunction—Identity,PlotStyle—Hue[.6],Frame—>True];

$0=4;

soll0=Table[NDSolvel[eq/.y0 — yy,{¢é[t],v[t]l},{t,0,1}],{yy,-2.8,2.8,0.4}1];
trayectoriaslO=ParametricPlot[Evaluate[{¢[t],yv[t]}/.s019],{t,0,1},
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DisplayFunction—Identity,PlotStyle—Hue[.6],Frame—>True];
5. Este modulo nos ayuda a colocar el campo vectorial, por medio de flechas, en el diagrama fase:

campovectorial=VectorFieldPlot[{y,J-Sin[¢]-ay}, {0,-1,2 Pi-1},
{YI_2-5/2-8}];

6. El siguiente mddulo grafica las nulclinas del sistema:

nulclinas=Plot[{0, (J-Sin[¢])/a}, {d,-1,2 Pi-1},
PlotRange—{-2.5,2.8},PlotStyle—>Thick];

Se realiza la llamada de los médulos descritos en los punto 4 al 6 por medio del comando Show para mostrar
en un solo grafico las trayectorias fase, el campo vectorial y las nulclinas del sistema de ecuaciones.

Show [campovectorial, trayectoriasl, trayecto-

rias2, trayectorias3, trayectorias4, trayectoriasb5, trayectoriaso,
trayectorias?, trayectorias8, trayectorias9, trayectoriaslO,
nulclinas, Graphics[{PointSize[0.03], Black, Point[{ArcSin[J],
0}]1}],Graphics[{PointSize[0.03], Black, Point[{Pi - ArcSin[J],
0}1}1,Graphics[{PointSize[0.02], White, Point[{Pi - ArcSin[J], 0}1}]1,
Graphics[Text[Style["I/I. = 0.1", 12,Black], {-2.2,
1.8}11,Graphics[Text[Style["a=0.5", 12, Black], {-2.2, 1}11,

Axes — True, AxesLabel — {¢, v}]

Figura 5.17
SOFTWARE: Wolfram Mathematica 8

CODIGO FUENTE

1. Este codigo fuente nos ayuda a obtener de manera gréfica la funcién P(y) del mapeo de Poincaré de pri-
mer retorno. Definimos primero el sistema de ecuaciones:

fl [¢_I Y r J_I (X,_] =Y
2[¢,y ,J ,0 ]l:=J-Sin[¢]-a y;

2. El modulo siguiente se encarga de resolver numéricamente el sistema de ecuaciones por medio de méto-
do de Runge-Kutta de cuarto orden, colocando los resultados ¢ e y en una tabla.

solnum[fl ,f2 ,yl ,J ,a ,n ]:=
Module[{h,t,¢,y,ptol,pto2, puntosen2pi},

h=1/n;

t={0};

b={0};

y={y1l};

i=1;

While[¢[[1]]1<2Pi, t=Append[t,0];
¢=Append[¢,0];y=Append[y,0];t[[i+1]1]1=t[[i]]1+h;

GLIi+111= ¢[[1]11+h £10¢ [[111,y[[11],d, al;
y[[i+111=y[[i1]1+h £2[¢ [[i]], [[l]],J OL] it+];
ptol={t[[Length[t]-1]11, ¢[[Length[¢]- y[[Length[y]-111};
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pto
pun

3.

alt

2={Last[t],Last[¢],Last[y]};
tosen2pi={ptol,pto2}]

El médulo datos creara una lista con las alturas iniciales y(0) y alturas finales y(2r) para distintas trayec-
torias, a partir del hecho de que este médulo invocara a otros submddulos con la tarea encomendada de
encontrar estas alturas dentro de la tabla creada por el médulo solnum del inciso anterior, involucrando
un proceso iterativo; es decir, que por cada vuelta que una trayectoria da al cilindro, hay una relacion de
la altura inicial con la altura final.

uralfl ,f2 ,yl1 ,J ,o ,n ]:=

Module[{list,alturalpi},

lis
alt
lis

vue

t=solnum[fl,f2,vy1l,Jd, a,n];
ura2pi=list[[1,3]]1+((1list[[2,3]1]1-1ist[[1,311)/(list[[2,2]]-
tl[1,2]11))*(2Pi-1ist[[1,2]])]

ltas[fl ,f2 ,y0 ,J ,0 ,n ,s ]:=

Module[{yl,round, k},

yl=
rou

Do [

yl=
rou

alt

y0;

nd=Table[yl, {s+1}];

round[ [k] ]=altural[fl,f2,yl,J,q,n];
alturalfl,f2,vy1,J,a,n],{k,2,s+1}1;
nd]

portrayect(fl ,f2 ,yuno ,ydos ,J ,a,n ,s ,c ]:=

Module[{listota,d,vy,p},

lis
p=(
Y=y
Do [
lis

ite

tota=Table [0, {c}];

ydos-yuno) / (c-1) ;

uno+ (d-1) p:;

listotal[[d]]=vueltas[fl,f2,vy,J, a,n,s],{d,1,c}];
tota]

racion[fl ,f2 ,yuno ,ydos ,J ,a ,n ,s ,Cc_]:=

Module[{tabla,numiter,w},

tab

la=Table [0, {c}];

numiter=altportrayect[fl, £2, yuno,ydos,J,a,n,s,cl;

Do [
tab

dat

tabla[ [w] ]=numiter[[w,s+1]],{w,1,c}];
la]

os[fl ,f2 ,yuno ,ydos ,J ,o ,n ,s ,c ]:=

Module[{listgraph,listini,listfinal},

lis
lis
lis
Do [
lis

7.

Sho

1.5
Gra
Gra
{13
Axe
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tgraph=Table [0, {100} ];
tini=iteracion[fl, £2, yuno,ydos,J,a,n,s-1,cl;
tfinal=iteracion[fl, f2, yuno,ydos,J, a,n,s,cl;
listgraph[[k]]={1listini[[k]],listfinal[[k]]},{k,1,100}];
tgraph]

Por ultimo, se realiza un grafico de la funcién P(y) a través de la siguiente instruccion:

w[Plot[x, {x,0,13},PlotStyle—>Green],ListPlot[Tooltip[datos[fl,f2,2,13,
,0.7,100,1,100]]1,AxesOrigin—>{0,0}1,
phics[Text[Style["P(y)",Blue], {6,7.5}11,
phics[Text[Style["y;",Black],{2,1}]],Graphics[Text[Style["y,",Blue],
,1}1]1,Graphics[Text[Style["y*",Blue], {7.6358126531,1}11,
sLabel—>{"y(0)", "y (2m) "} ]
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Figura 5.21
SOFTWARE . Maxima y wxMaxima

CODIGO FUENTE

Para obtener la curva corriente-voltaje es necesario calcular el promedio {¢'), el cual se define como

(9)== [pdr=2 [dp=22

donde el periodo T es dado por

1 3
ol il+2z.i+4 i+i
3 ¢ 1 j=1 2j j:l¢ 2j-1 ¢ n

= :
-2z i|+22|i+4 L+i
3an| ¢ j=1¢zj j:1¢zj-1 /.

Donde h _r es el tamafio de cada uno de los n intervalos de integracion. Asi, el promedio temporal {¢’)
n

puede obtener numéricamente de la siguiente manera:

N 2 3n
W=7 1 &1 &1 1
—+2 —+4 —

¢1 j:l¢2j j:1¢2j—1 ¢n

1. El médulo que se presenta a continuacion se encarga de calcular tanto ¢ como ¢’ a través del método de
Runge-Kutta de cuarto orden, colocando los resultados numéricos ¢; y ¢;” en una tabla. Posteriormente,
toma los valores ¢;” para realizar de manera numérica el promedio temporal {(¢’) para un solo valor de
I/l

fiprimapromedio?2 (corriente,amort,xini, yini,n) :=
block([solnum, tabla2, subtabla2,m, fiprom2],

solnum:rk ([y,corriente-sin(x)-amort*y], [x,y], [xini,yini],
[t,0,100,1/n]),
tabla2:makelist (solnum[i] [3],1,1,1length(solnum)),
subtablaZ:sublist (tabla2, lambda ([h],abs (h)<=4*%pi)),

if evenp(length (subtabla2))=true then m:length(subtabla2) else
m:length (subtabla2) -1,

fiprom2:m/ ((1/subtabla2[1])+2*sum(1l/subtabla2[2*j],73,1,
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(m/2)-1)+4*sum(1/subtabla2[(2*j)-1]1,3,1,m/2)+(1/subtabla2[m])))S$

2. El siguiente médulo calcula (¢’) para cada uno de los distintos valores de 1/1., posteriormente construiye
una tabla con valores (I/1;, (¢)).

voltajecorriente2 (A,Jmax,xini,yini,n) :=block([voltcorr2],
volt-
corr2:makelist ([k, fiprimapromedio2 (k,A,xini,yini,n)]1,%k,0,Jdmax,0.01))$

3. Por Gltimo, este médulo se encarga de graficar los valores de la tabla dada por el mddulo anterior;

wxdraw2d (explicit (x,x,0,2),points joined=true,

color="green", key="0.4",points (voltajecorriente2(0.4,2,0,1,10)),
color="blue",key="0.6",points (voltajecorriente2(0.6,2,0,1,10)),
color="red", key="0.8",points (voltajecorriente2(0.8,2,0,1,10)),
color="orange", key="1",points (voltajecorriente2(1,2,0,1,10)),
color="black", key="1.2",points (voltajecorriente2(1.2,2,0,1,10)),
xlabel="1I/Ic",ylabel="Voltaje promedio",yrange=[0,2]);
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Apéndice E
Articulos publicados y presentacion en
eventos especializados

Algunos capitulos de este trabajo han sido presentados en distintos eventos tales como congresos, seminarios
y encuentros asi como también se han publicado articulos en memorias y revistas; los cuales se enlistan a
continuacion:

Articulo académico

e Aspectos fisicos e histdricos de la superconductividad. A. F. Sandino Hernandez. Revista Eutopia Vol. 6,
No. 18. Colegio Ciencias y Humanidades UNAM. pp. 74-79. México. 2013 (Fig. E.1).

Articulos en extenso

e La union Josephson vista como un sistema dindmico. A. F. Sandino Hernandez y J. L. Del Rio Correa.
Memorias de Extensos de la XVIII Reunion Nacional Académica de Fisica y Matematicas ESFM — IPN.
pp. 446-457. México, D.F. 2013 (Fig. E.2)
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Resumen

La tercera unidad ded progrmma
de estudio de la materia Fisica
I del Cobegic de Ciencias y Hu-
manidades ICCH) busca lograr
en los estudiantes un nivel de
conocimients de algunos fené-
meencs, comes a superconducti-
vidad, refacionados con la fisica
contemporinea y s importan-
cia en la tecnologia actual. Este
articuls pretende servir de ma-
terial de apoye en el process
de ersefianza-aprendizaje para
el terna de los superconducto-
ress, describiendo su comparta-
miento, el desarrollo historica
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ecuscion diferencial que
nlqalhleupﬂdﬂo

debido 2 Ia
que bace adimensional al

corriente mormal ¥ In supercorriente. Al selecciomar T en doz
forma: diseinim: pedemeo: estudiar o comportsmiento del
sistema cuando:

a) La corriente de &5 desprecisble com
rezpectn 2 1a corriente normsl ¥ 2 I sapercarriente de ez

" del de estudio de la materia

die su estudioy
tecnolégicas.
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Abstract

The third unit of Physics |1 at
the CCH aims to achieve in
students a level of knowled-
ge of some phenomena, a5
superconductivity, related to
contemporary physics and its.
importance in today's techno-
logy. This paper seeks o sup-
port teachers and students in
the teaching-learning process
describing the behavior, the
historical development, and
technological applications of
superconductors.

Key wor
Technological applications,
teaching physics, supercon-
ductivity.

Elpmpa,m general de s tercers unidad “Fisica y Te

Fisica I del Calegio cl: Ciencias y Humanidades (con), es
que el ahumno cancaca algunas fnémenos que na se axplican con
la Fisica Clisica, sus aplicaciones mis i en la tecnologi

actual y la importancia en la vida cotidian.! Esto se ve reflejado en
el aprendizaje “Conoce nuevos materiales y tecnologias y sus apli-

caciones: Liser, sug d fibra éptica y Jogia”
que abarca |z temitica “Aplicaciones de Fisica porinea”. De
manera particulas, este articulo tiene como propdsito ser material
de apoyo en |a ensefanza y aprendizaje del f de la super-

conductividad a partir de su descripcién y aplicacién en la tecno-
logia actual, asf como la presentacién de un marco histérico desde

s descubrimiento hasta La de beorias que explican

su comportamiento, Las légicas de los supe
duzctores son varias ¥ han lograda un impacto tanto en la industria
como en la i igacion cientifica, de | les los al deby

estar conscientes.
Descripcion de ka supsrconductividad

En la naturalera existen materiales que permiten el movimieno
de sus electrones cuando se les aplica una diferencia de patencial
o voltaje, es decir, hay corriente eléctrica en ellos y son conacidos
como comductores. En cambio, aquellos que no permiten el paso

B kmm-w—lupmmmhn-
v 1a supercorriente, T

] dmwﬂﬂmmmmmﬂmm

orden de magmired, mestrande bu exiztencia de um cice

E= todeoc extes cas0s, o parimecro variable s b razes emive b

corriente: desde wn valor mayor a 1 se presenta uma
bifercacion homechsica.

Palabras Clove -
Josephzon

Abswact — n dis paper we show dhe Josephson junction 23
The

bifurcacide, sitems dindmi N

mxhxll-m:hﬁumnpmmmdyﬂ-hhmnr
the system whe:
3) The Tespect to the

displacement current it meglizible with
nnr-nlmnlndﬁeswm—lnfﬁlﬂmprm
) wrmd

latter case is that to decrease the rate between flow: from ome
valwe greater chan 1 is 3 bomoclinic bifercation.

Keywords — bifercarion, dymamic system, Josephom junction.

L INTRODUCCION
El fisico britinico Brian David Josephson predijo en

dos supercy por um conexion débdl, I
cual puede ser wn aishme -aislante-
superconduciorn. e imgles), wm menl nomal
(supercanducior- WS, wm
semiconducor, 1 o cualguier atro
materiall que e acople deébilmeme a los  dos

superconduciones (Fiz. I) Enmupndammcz &l eferto
Josephson ocur= dehido al mmelamiento de los pares
Cooper 2 Taves del material conector. Las dos reziones

terizadas per fimcionss d= anda

IACTOSCOPICAS re® ¥ p,e™ Tespectivaments.

Spercondsor §

Spercondsor 3

Figara | Exquema simple de ama anide el

Bajo condiciones adecuadas se pueden cbservar dos
tipos de efecto Josephson. los cuales som

a) Efects Josephzon DC. Una comiente confima fuye a
m&hmmm&mwe}eﬁmno

T | Bepe wwpn 206 nomes B

and b)mmmjctmmeﬁpsglni“
Q ﬁep—ﬂm-ﬁuﬁhnmmdﬁm raves de [a umion causando 1ma corriense oscilanse.
arder of magmimude, showing dhe exieence of a limir cycle.
Laz umiones Josephson son capaces de generar voltajes
L= all these cases, the variable paramecer is the ratio beowees  gocilaarios de alta Fecuencia, por lo egular de 10°-107
the current and the Jeephoen crisical current. However, in the mww) F;’:mmksm‘,s&m
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La toorin de Bragg-Williams desribo las transicicnes do fise en aloadionms por madio do un
parimetrn de arden 5 quo cuantifica of ordersmionto do la rod crisline. Do manora gencral,
a@ita tecria comsista on encontrar s entropia dd sistoma m térmings de ata pardmetr & travis do

frmla de Boltzmann, cvaliar ks energia promodi asci

s interacciin antro des cspocios do

tomes quo conforman I aleucin, ¥ chicosr Jon valars de § que carncterizan o mtaio do equilibria
&l minimizar I enorgia libee do Helmbaltx F. Al ralizar ol estidic do etabilidad de ks pumtos

critizos do F, s encuentra la dependencia da 1 con rosperto & la temparal
bifurcacice on ol comportamiento do esto pardmotra pars una temparatins ori
do fasm, P eomo funcice de T o continua y ol elor aposi

que duranta la tramsic
discontirmidad. El andli

antorior se Do & cabo

T, mostrands uns
T, sdomis de
prosots una
sn rocursic & desarrollos on serie, pero cunndo

los resaltaion 5o weprosan do esta manara, 5o abtions | tooria do Landuu pars transicicoss do fuso
da sagunds crden ko quo nos permite entendar ks diferontas argumentos do Landan para doscribis

anto Lipo de LrAnseion.
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L INTRODUCCION

Las transiciones de fase han sido mative de estudio
desde o siglo XIX, una de los primeros en estodins ol
fendmeno e 1. D). van der Wials, cunndo peesentd coma
paste de s tesis doctoral las correocianes de la ccuncida
de estada de los gases ideales, ol consideras ¢l volumen de
Ins particalas y las interacciaes que hay entre dllas. Otro
seesa impartante es ol intenta de desifioarlas, el primero
en realizark fae Poal Ehrenfest ol tomar e cuento b
redncitin que existe cotre Iy gl Ghee de Gibbs Gy o

de lns alosciones, e sunbio de fue s presents cusnda
In simetrin en la red cristaling cambing ndemis este tipa
de transiciones se caracterizan por I msensa de ealor
Intente y In existencia de unn dissontimiidad finitn en o
enlor espestico [0

En 1034, W_ L. Bragg y E. J. Willinms deseribieron nns
trangicién de fase observada en uma aleacin de cobre y
zine, ln eunl s mondfiests por la manern en que st
grupes de dtomes estin ardenados en una red eristaling,
A través del usa de rayos X, encontrarcn que debaje de
una cierta temperatura de transicicn, los ditomee de zine
s en unn red de simetrin edbica ¥ los de oo

cambia de algunas ol pimta
de transicicn, que sucede cunndo e sistema se encusntra
& tma tempemtuza erticn T; propust una clasfiencida
e la que o orden de ln transicién o o misno que o
de In derivada de G eon repecto ol temperntura que
prescnta unn discontimsdad durante o cambio de fase
[12). En I clasificacifn moderna, existen trunsiciones de
fase de primer ¥ ssgndo ander; e la que repecta o b
primern, dos estados de agregucidn distintes se enouen-
trnn en equilibeic (Liguido-gas, Hguido-stlido, ele) y se
produce un eumbio abrpto en ln smetria que se traduce
en un cambio dissantioue e la entropis, ademis de pre-
sentar un calor Iatentte, = deci, e sistema shsobe o code
energin durante I tramsicin; un cjemplo de eto o b
fimitn o chullicidn del ngua. Mimntms que en la ssgpumda,
los wstaclas de ngregncidn de las dos fases san idénticos
¥ ln simetrin combia de una maners continua; o el casa

i
i anm

bee en otrn, interenladas entre =i, La descripcidn tedgien
dada & estn stuscién fue utilizads como base parn -
rics estisdias sobee fonfmenos de transicién y s conosida
coma ln teoria de Hragg- Williams. La ides principal de
estn tearin es ohtener unn expresitn pozs ba entropés con-
Sguracicnal en témminos de un parimetrs que cuastifigue
el orden del sistema y encoutrar su dependencia con la
temperntuza [1, 3, 7, 11].

Por otro lado, en ]K!’ Lew Landms presenta su tearia
general par transiciones de fuse de sequndo ooden, en
In eual propane expeesns In emergin libee de Helmbolts
F en serie de potencies de un pasimetra de orden por
deseribic o comportamiento de um sistema e la
dad del puntc de transiciéa, sdemis de realizors di
tae hipotisia parn chtener I ensropia v demostrar una
discontinuidad en o ealor esposifico (3]

El prapéisito de este artienlo o presentar ambes teories
¥ demestrar que son equivalentes suando la temperntura
s apraxima  In del panto de tramsisita. Todo sto para
poider ertender de manern sencilla los argumentos do-
dos por Landa o través de los resaltndos obteidas por
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