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Introduccion

Uno de los objetivos principales de Topologia General es la clasificacion y
caracterizacion de los espacios topoldgicos. Para conseguirlo se han emplea-
do técnicas, conocimientos y herramientas tanto de Topologia General como
de otras areas de las Matematicas. La Teoria de Juegos es un buen ejemplo
de la incorporacién de métodos de otras areas en Topologia. Con base en
la idea de que el resultado de un partido de algin juego no depende de la
habilidad de los participantes ni de la dindmica del juego sino del terreno,
lugar o méas especificamente del espacio en el que se realiza, es que se lleva a
cabo la exploracion de los espacios topoldogicos por medio de las herramientas
de la Teoria de Juegos. El uso de conceptos basicos de la Teoria de Juegos,
como estrategias, victorias o neutralidad (entre otros), permite establecer
caracteristicas topoldgicas de ciertos espacios. Para subrayar que las aplica-
ciones de la Teoria de Juegos que aqui se estudian, se realizan en el area de
Topologia General, se aplica el término “Juegos Topolégicos”

En este trabajo se presentan algunas técnicas y resultados derivados del
estudio de dos juegos topologicos. El primero se llama “Cubiertas Forzadas”,
y fue descubierto e investigado independientemente por F. Galvin y R. Tel-
garsky, y presentado por este tltimo en su articulo [29]. Se trata de una
competencia, sobre algin espacio, entre dos jugadores I y I en la que al-
ternadamente I elige puntos y 11 elige abiertos que contienen tales puntos
y I gana si obliga a II a cubrir el espacio. En los articulos [29] y [30] de
R. Telgarsky, se muestra que la existencia de una estrategia ganadora para
el primero de los jugadores permite caracterizar espacios compactos disper-
sos, identificar espacios o-dispersos y asegurar la existencia de una estrategia
ganadora para el mismo jugador sobre la w-modificacion del espacio ademas
de aportar informacién acerca de algunas funciones cardinales topolégicas del
espacio tales como el pseudocaracter, la cardinalidad y el niimero de Lindelof.
R. Telgarsky también investiga como es la topologia de los espacios donde el
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VIII Introduccién

jugador I tiene una estrategia ganadora y concluye que hay fuertes restric-
ciones sobre la propiedad de ser espacio P y la de Lindelof para un espacio
con estas caracteristicas.

Como sucede con cualquier juego (sea topolégico o no), una de las fi-
nalidades de sus practicantes es encontrar un espacio neutral. Esto es, uno
en el que ningin jugador tenga ventaja alguna (estrategia ganadora). Un
planteamiento similar de esta situacion es el siguiente: dado un espacio arbi-
trario, como saber si alguno de los jugadores tiene una estrategia ganadora
para el juego de Cubiertas Forzadas. F. Galvin muestra, en su articulo [13],
que existen modelos compatibles con ZFC en los cuales el jugador I tiene
una estrategia ganadora para cualquier conjunto no numerable contenido en
la recta real. En ese trabajo también se prueba que, bajo la negacién de
la Hipétesis del Continuo aunada al Axioma de Martin (combinacién que
sigue siendo compatible con ZFC), existen subconjuntos no numerables de la
recta real para los cuales el jugador /1 no tiene estrategia ganadora, lo que
los hace neutrales para el juego de Galvin-Telgarsky. En la seccion final del
primer capitulo de esta tesis se presenta una construccion dentro de ZFC de
un espacio neutral para el juego en cuestion, como la reporta Telgarsky en
[30].

El segundo capitulo esta dedicado al estudio del juego que se llama “Se-
lecciones Densas”, presentado e investigado por A.J. Berner e I. Juhdsz en
el articulo [21]. La dindmica de este juego consiste en que dos jugadores [
y II alternan turnos. En cada ronda el primer jugador elige un subconjunto
abierto U de un espacio X y el jugador I responde escogiendo un punto
x € U. El competidor I gana si el conjunto de puntos tomados por el se-
gundo resulta denso en el espacio X al final del partido. Los espacios en los
que el primer jugador tiene una estrategia ganadora se caracterizan por su
m-peso numerable. Cuando el segundo jugador es quien tiene tal estrategia
sobre un espacio X, es posible acotar la densidad de X. Al intentar resolver
el problema de establecer si el juego de Berner y Juhész esta determinado o
no sobre un espacio arbitrario se consideran modelos compatibles con ZFC.
En el caso de asumir CH se muestra que este juego esta determinado en la
clase de los espacios compactos. Al considerar la negaciéon de CH junto con
MA, Juhdsz en [22] muestra que cualquier subespacio denso numerable del
cubo de Cantor es neutral para el juego de selecciones densas.

En suma, se puede decir que las técnicas de la Teoria de Juegos brindan
herramientas muy poderosas en Topologia, que aportan nuevos métodos de
estudio hasta en el caso de los subconjuntos de la recta real. Asi, es posible
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visualizar, de manera geométrica y transparente, como se llega a la frontera
del conocimiento topoldgico por medio de las técnicas aqui expuestas. Se es-
pera que lo mencionado hasta ahora ilustre la relevancia del estudio de las
aplicaciones de Teoria de Juegos en Topologia General. Fomentar el interés
por la investigacion en esta area del conocimiento se debe, entre otros mo-
tivos, a que existen ain problemas abiertos, naturales y atractivos dentro de
la misma.

En los preliminares se presentan los resultados propios de la Topologia
General que se utilizan en las demostraciones de los enunciados de los demas
capitulos de la tesis. En la mayoria de los casos se incluyen las demostraciones
de las afirmaciones en los preliminares. Sin embargo, en algunos casos se
omiten las pruebas y se ofrece al lector alguna referencia.

En la bibliografia aparecen tanto los libros y articulos citados en el texto
principal de la tesis, como aquellos que contienen temas relacionados con los
que aqui se desarrollan. De manera que el lector no sélo puede consultar las
fuentes originales donde se publicaron por primera vez los resultados que se
prueban en la tesis, sino que ademés puede ampliar su vision del estudio de
las aplicaciones de la Teoria de Juegos en Topologia General consultando los
demas libros y articulos referidos.

Salvo que se indique otra cosa, todos los espacios que aparecen en el texto
pertenecen a la clase de los espacios de Tychonoff. La notacion empleada es la
usual. Las letras X, Y, Z denotan, en general, espacios topoldgicos, mientras
que x,y,z,p se usan para hacer referencia a puntos de algin espacio. Los
ordinales son representados por las letras griegas minusculas «, 3, v, A, €. Para
designar la topologia de un espacio X se escribe 7(X). La familia de todos
los abiertos de X que contienen al punto x se designa 7(x, X); y si ' C X,
la familia de abiertos de X que contienen al conjunto F' se denota 7(F, X).
Las definiciones de las funciones cardinales topolégicas que aqui se utilizan
estan tomadas de [19].

La letra R simboliza la recta real con la topologia usual, mientras que
w representa el primer cardinal infinito y w; se refiere al primer cardinal no
numerable. Dado un espacio X y A C X, la cerradura de A en X se designa
por Aysi AC D C X, para denotar la cerradura de A en D se escribe A7
y el interior relativo de A en D se denota por intp(A).



Introduccién




Preliminares

min{|U| : U C7(X) y

P.1. Definicién. Dado un espacio X sea ¢ (z, X) =
): x € X} se llama pseudo-

AU = {x}}. El cardinal ¢(X) = sup{¢(z, X

caracter de X.

P.2. Definicion. Sea X un espacio topolégico; si cada conjunto no vacio
Y C X tiene un punto aislado entonces decimos que el espacio X es disperso.

P.3. Proposicion. Un espacio X es disperso si y solo si cada subespacio
cerrado no vacio de X tiene un punto aislado.

DEMOSTRACION. La necesidad es evidente asi que basta probar la suficiencia.
Si A es un subespacio no vacio de X, entonces A tiene un punto aislado a.
Probaremos que a € A.

Puesto que a es punto aislado de A, el conjunto {a} es abierto en A, por
lo que existe U € 7(X) tal que {a} = UN A. Pero a € U y a € A implica
UNA# @, es decir existe b€ UN A C UN A= {a}; entonces b = a € A.

P.4. Teorema. Si X, Y son espacios topologicos, X es compacto y la fun-
cion f: X =Y es continua de X sobreY entonces f es un mapeo perfecto.

DEMOSTRACION. Sea C' C X un conjunto cerrado. Puesto que X es com-
pacto, C' también lo es, y como f es continua, f(C') es compacto y por lo
tanto cerrado en Y.

Para caday € Y el conjunto {y} C Y es cerrado, de modo que f~! ({y}) =
f~Y(y) es cerrado en X, que es compacto, por lo que f~1(y) también lo es.

P.5. Proposicién. Supongamos que f: X — Y es una funcion perfecta.
Entonces la restriccion fa: f~1 (A) — A de f al conjunto f~' (A) también
es perfecta.

XI
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DEMOSTRACION. Para todo y € A, el conjunto f~(y) = f;'(y) es compacto
porque f es perfecta.

Sea F' un conjunto cerrado en f~!(A). Existe C C X cerrado tal que
F=Cnf'(A), de donde fo(F) = f(CnN f1A)) = f(C)NA; como f(C)

es cerrado en Y, el conjunto f4(F') es cerrado en A.

P.6. Definicion. Sean X, Y espacios topoldgicos. Dada una funcién conti-
nua sobreyectiva f: X — Y decimos que f es irreducible si para cada cerrado
C C X,siC # X, entonces f(C) #Y.

P.7. Teorema. Supongamos que X es un espacio compacto, f es una
funcion de X en'Y perfecta y sobre. Entonces existe un cerrado C' C X tal
que f(C) =Y y la restriccion de f a C es irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos que no se cumple el teorema, esto es que para
cada cerrado C' C X tal que f(C) =Y la funcién f|c es reducible. Con base
en esta suposicién, vamos a construir una familia bien ordenada por inclusién
F ={F,:a <|X|"} de subconjuntos cerrados de X distintos no vacios, lo
cual no puede suceder. Comenzamos tomando Fy = X. Por hipétesis existe
un cerrado F; C X tal que f(Fy) = Y y F} # Fy. Anédlogamente existe
un cerrado Fy C Fj tal que f(Fy) = Y y Fy» # Fi. Si a < |X|" es un
ordinal limite y Fj3 estd definido para cada # < «, tomamos Fy, = ﬂﬁm Fj.
El conjunto F, es no vacio y f(F,) = Y ya que para cada punto y € Y,

sucede que f~Hy)NF, = f~(y)N (ﬂﬁm Fg) = Naes (Fp N fy) # 2,

va que {FsN f~*(y): B < a} es una familia centrada de cerrados no vacios
en el compacto X. De esta manera se construyd la familia F y llegamos a
una contradiccion, asi que se cumple el teorema.

P.8. Teorema. 5i X es un espacio compacto y disperso, f: X — Y una
funcion continua de X sobre Y entonces Y es compacto y disperso.

DEMOSTRACION. El espacio Y es compacto por ser imagen continua del
espacio X que es compacto. Para probar que Y es disperso tomemos un
conjunto cerrado no vacio A C Y. Existe C' C f~!(A) cerrado en f~1(A) tal
que f(C) = Ay f|c es irreducible. Puesto que X es disperso, existe un punto
aislado = € C, por lo que f (C\{z}) es cerrado en A y distinto de A porque
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flc es irreducible. De aqui {f(z)} = A\f (C\{z}) es abierto en A, o bien,
f(z) es punto aislado de A.

P.9. Teorema. Sea X un espacio compacto. Si X no es disperso, en-
tonces existe una funcion continua de X sobre el intervalo cerrado [0,1].
DEMOSTRACION. Vea el Teorema 3.16 de [20]

P.10. Teorema de Alexandroff-Hausdorff. Para todo compacto metriz-
able K eziste una funcion continua del conjunto de Cantor {0,1}* sobre K.
DEMOSTRACION. Vea el problema 299 del capitulo III de [6]

P.11. Definicién. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un
espacio P si cada interseccion numerable de abiertos de X es abierta en X.

P.12. Teorema de descomposicion de espacios compactos disper-
sos. 51 X es un espacio compacto disperso no vacio entonces existe un Unico
ordinal p (llamado el indice de dispersion de X ) y una familia {X, : o < u}
de subconjuntos no vacios de X (llamada la descomposicion candnica de X )
con las siguientes propiedades:

1. Xo = X y Xop1 es el conjunto de los puntos no aislados de X, para
todo av < pu;

2. St o < p es un ordinal limite entonces X, = ({Xs: B < a};

3. El conjunto X,, es finito. A este subespacio se le llama el nicleo de X.

DEMOSTRACION. La condicién (1) nos obliga a hacer Xy = X; procediendo
de manera inductiva supongamos que se construyo el conjunto cerrado no
vacio X, de X. Si X, es finito entonces hacemos p = «a. Si X, es infinito
entonces la condicién (1) nos dice que X, es el conjunto de los puntos no
aislados de X,. De la compacidad de X se sigue que X,y1 # . Si § es un
ordinal limite y se defini6 el conjunto X, para cada ordinal o < (3 entonces la
familia {X,, : & < 5} es decreciente y consiste de subconjuntos compactos de
X; por lo tanto, Xg = ({X, : @ < B} # @. Obsérvese que si un conjunto X,
es infinito entonces tiene puntos aislados por lo cual X, es un subconjunto
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propio de X,. De modo que si k = | X|T entonces es imposible que tengamos
construidos los conjuntos {X, : @ < k}. Consecuentemente, existe el primer
ordinal  tal que X, es finito.

Cabe mencionar que esta descomposicion es factible en espacios dispersos
arbitrarios, no necesariamente compactos, pero para nuestros propoésitos ul-
teriores es conveniente asegurar que el nicleo del espacio sea finito. Algunos
autores consideran al ordinal 4+ 1 como el indice de dispersion del espacio.

P.13. Proposicion. Dado un espacio compacto y disperso X con indice
de dispersion i, siY C X es cerrado yY N X, = & entonces el indice v de
dispersion de Y es estrictamente menor que L.

DEMOSTRACION. Sean {X, : o < u} y {Ys : @ < v} las descomposiciones
candnicas de X y Y. Para cada ordinal @ < p sucede que si y no es punto
aislado de Y, entonces tampoco lo es de X, esto asegura que Y,11 C Xoy1.
De lo anterior se desprende que Y, C X,,, asf que la hipdteis Y N X, = &
implica que Y, = &. De la definicién del indice de dispersion de Y se sigue
que éste es estrictamente menor que .

P.14. Definicién. Una familia ajena p de subconjuntos cerrados de un
espacio X se llama dispersa si para cada subconjunto no vacio H de (Jp

existe un S € p tal que SN H es un conjunto no vacio abierto del subespacio
H.

P.15. Definicion. Dado un espacio X y un cardinal infinito x considérese
la topologia 7" en X generada por los conjuntos de tipo G, (interseccién de
una falmilia de abiertos cardinalidad k) de X. El espacio (X, 7’) se llama
r-modificacién de X y se denota por (X).

P.16. Teorema (Uspensky). Si X es un espacio disperso y (X)) < k,
entonces tampoco el nimero de Lindeldf de (X), excede a k.

DEMOSTRACION. Tomemos una cubierta abierta C del espacio (X),. Puesto
que los conjuntos de tipo G, en X son una base para (X),, podemos suponer
que los elementos de C son de tipo G, en X. Considérese el conjunto P = {x €
X : existeC, C Cy O, € 7(x,X) tales que [C}| < kyx € O, C UC.}.
Basta probar que P = X dado que en tal caso, para cada z € X existe O,
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en 7(z, X) con O, C |JC. vy |CL| < k. Asi que la cubierta {O, : © € X} tiene
una subcubierta de cardinalidad a lo més x digamos {O,, : @ < k} la cual
induce que una familia (J{C,, : @ < k} de cardinalidad menor o igual que
k? = K, cubra todo X y es subfamilia de C.

Para probar que P = X supongamos lo contrario. El hecho de que X
es disperso asegura que existe un punto aislado x € X\P. Esto significa
que hay un W € 7(z, X) tal que W N (X\P) = {z}. Por la regularidad de
X podemos encontrar un V € 7(z,X) tal que V. C W. Es posible tomar

un C' € C que contiene al punto x. Hemos supuesto que C' = [\ U, con
aER

U, € 7(X) para cada a < x. Definimos F, = V\U,, de manera que F, C P
es cerrado en X por lo que [(F,) < k para cada o < k. De lo anterior se
sigue que existe una familia H, C C tal que |H,| < ky F, C |JHa. Si
H = | Ha. entonces V\C C UH, por lo que V C (JH) U {C}. Esto

a<kK
implica que V' es una vecindad de x que estd contenida en la unién de la

familia (|JH) U {C}, misma que tiene cardinaliad menor o igual que k, y
estd formada por elementos de C. De modo que = € P, es decir obtuvimos
una contradiccion que muestra que X = P y por lo tanto el nimero de
Lindelof de (X), no excede a k.

P.17. Teorema. Supongamos que X es un espacio P de Lindelof y f :
X — Y es una funcion continua de X sobre un espacio sequndo numerable.
Entonces Y es numerable.

DEMOSTRACION. Para cada y € Y el conjunto {y} es de tipo Gs en Y.
Se sigue que f~!(y) es Gs en X as{ que la cubierta {f~!(y) : y € Y} es
abierta y tiene una subcubierta numerable {f~1(y;) : i € w}. Del hecho de
que U{f " Hy) : i € w} = X se deduce que Y = {y; : 1 € w}.

P.18. Lema. Para todo espacio X se tiene que w(X) < 24(X),

DEMOSTRACION. Por la regularidad del espacio X existe una base B de

cardinalidad w(X) tal que para cada B € B tenemos que B = int(B).

Tomemos un comjunto S C X tal que S es denso en X y [S| = d(X).
Definimos ¢ : B — exp(S) por ¢(B) = BN S. De la igualdad BNS = B

para toda B € B se sigue que la funcién ¢ es inyectiva, asi que w(X) < 24X,
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P.19. Lema (Shura-Bura). Para cualquier espacio X, si U € 7(X) y
F es una familia de compactos de X tal que (\F C U, entonces existe una
subfamilia finita F' C F para la cual (\F C U.

DEMOSTRACION. Supongamos que si F' es cualquier subfamilia finita de
F entonces ((F')\U # @. Esta condicién implica que la familia de com-
pactos {F\U : F' € F} es centrada porque para Fi,..., F, en F sucede que

(FAU) N...N (Fn\U> = (Fin...NnF,)\U # @ segiin hemos supuesto. De

la compacidad de los elementos de F se sigue que (\[{F\U : F € F} # @
lo que contradice que () F C U. Dicha contradicciéon muestra que existe una
subfamilia finita 7' C F tal que ((F' C U.

P.20. Lema. Sea X un espacio compacto y F' un subconjunto cerrado de
X, entonces Y(F, X) = x(F, X).

DEMOSTRACION. Es evidente que ¢(F, X) < x(F, X), probaremos solamente
que Y(F, X) > x(F, X). Sea x un cardinal infinito y supongamos que U C
7(X)y F=[U con |U| < k. Para cada U € U, la condicion FF C U y la
normalidad del espacio X implican que existe Wy € 7(X) tal que F C Wy C
Wy € U. Hagamos U' = U U {Wy : U € U}. Es inmediato que [U'| < k.
Sea V la familia de todas las intersecciones finitas de los elementos de U’
Sucede que |V| < Kk y V es base externa de F. En efecto, si ' C O € 7(X),
la igualdad F' = (U’', la contencién F C Wy para todo U € U’ y el hecho
de que Wy C U implican que F = ({{Wy : U € U} C O. Por el Lema de
Shura-Bura existen Wy, ..., Wy, tales que Wy, N...N Wy, C O asi que
FcWyn...0nWy, €O con Wy, N...N Wy, € V. Esto muestra que V es
una base externa de F' en X y se concluye que ¢(F, X) = x(F, X).

P.21. Lema. Consideremos una m-base B = {B, : a € w1}, formada por
conguntos tipo F, de un espacio compacto X de m-peso igual a wy, asi como
a la familia F = {F C X : F # &, F es Gs y cerrado en X}. St F' C F
y |F'| < w, entonces existe un ordinal o < wy tal que para cada F € F' se
cumple que F\B, # @.

DEMOSTRACION. Para cada F' € F' existe una familia Cr que es base externa
numerable de F' puesto que X es compacto y F' es cerrado y de tipo Gs en X.
Tomemos A = ([ J{Cr : F € F'}; la familia A es numerable y esta formada
de abiertos no vacios. Supongamos que no se cumple el lema, esto es que
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para cada ordinal < w; existe un F' € F' tal que F' C B,, entonces existe
también un U € Cr C A tal que U C B,, por lo que para cada B, € B
existe un elemento U € A tal que U C B, lo que implica que A es una 7m—
base numerable del espacio X. De esta contradiccion podemos concluir que
existe algin ordinal o < w; para el cual se cumple que F\ B, # @ para cada

FeF.

P.22. Lema. Bajo las hipotesis del lema anterior se cumple que para cada
ordinal o < wy existe un elemento C, € F tal que C,, C B,.

DEMOSTRACION. Sea « cualquier ordinal en w;. Puesto que B, € B sucede
que B, # 9, asi que existe © € B,; por la regularidad del espacio X hay
un abierto Uy € 7(X) tal que x € Uy C Uy C B,. Supongamos que para
un natural n se han definido los conjuntos abiertos no vacios Uy, ..., U, de
manera que z € U, C U, CU,_1 CU,_1 C...C Uy C Uy C B,, aplicamos
nuevamente la regularidad del espacio X para encontrar un conjunto abierto
no vacio U, tal que 2 € Upy CUpy1 CU, CU, C ... CUy C Uy C B,.
Sea Co = Nyew U, C B,. Las igualdades Mhew U, = Nhew Un = Cq implican
que el conjunto C,, es cerrado de tipo Gy, en X por lo que C, € F.

P.23. Lema. Los conjuntos cocero forman una base de cualquier espacio
(recordemos que solo trabajamos con espacios de Tychonoff).

DEMOSTRACION. Es un hecho conocido que si U € 7(R) y f : X — R
es una funcién continua entonces f~!(U) es conjunto cocero. Supongamos
que z € V € 7(X). Existe una funcién ¢ : X — R tal que ¢(z) = 1y
(X \V) = {0}. El conjunto W = (3, +00) es cocero y z € f~1(W) C V; con
esto queda demostrado el lema.

P.24. Lema. Para cualquier espacio X existe una m-base B = {B, : a <
mw(X)} tal que cada B, € B es de tipo F, en X.

DEMOSTRACION. Observemos que todo conjunto cocero es de tipo F,. Tome-
mos cualquier m-base B’ = {B/, : o < mw(X)} de X. Para cada B/, existe un
conjunto cocero B,, tal que B, C B/. La coleccién B = {B, : a < mw(X)}
resulta ser una m-base de X formada por conjuntos F.



XVIII Preliminares

P.25. Teorema (Hewitt, Marcsewski, Pondiczery). Si X = [[ X,
teT
donde |T| < 2% y d(X;) < Kk para toda t € T, entonces d(X) < k. En

particular, el producto de no mds de 2% espacios separables es separable.
DEMOSTRACION. Vea el teorema 2.3.15 de [12].

P.26. Teorema. Sea X C {0, 1}*" un conjunto denso. Entonces mw(X) =
w1.

DEMOSTRACION. Recordemos que los conjuntos Vy = (Uy, X ... X U,, X
{0, 1}ty N X con A = {ay,...,an} C wy v Uy, € 7({0,1}) para
i = 1,...,n forman una base de X. Al conjunto A se le llama el soporte o
conjunto de coordenadas restringidas de V. Esta base tiene cardinalidad w;
puesto que sus elementos estan indexados por los subconjuntos finitos de w;.
Esto nos dice que 7w (X) < w;. Supongamos que mw(X) < wq; esto implica
que existe una m—base de X digamos B que podemos suponer de abiertos de
la forma V4 tal que |B| < w. Como ||J{A: V4 € B}| < w; existe un o < wy

tal que a € A para toda V, € B,. Resulta evidente que 7r;1({1}> N X es

un abierto no vacio de X que no contiene a ningin elemento de la m-base B.
Dicha contradiccién muestra que |B| > w; y finalmente 7w (X) = wy.



Capitulo 1

El Juego “Cubiertas
Forzadas”de Galvin—Telgarsky

En este capitulo presentamos, aunque de manera informal, la idea gene-
ral de juego topoldgico y algunas de sus caracteristicas tales como estrategias
ganadoras y jugadas. Posteriormente introducimos el primer ejemplo que va-
mos a estudiar con detalle: el juego G de Galvin—Telgarsky al que llamaremos
“Cubiertas Forzadas”, y el juego G’ “Cubiertas y sus Elementos” que resul-
ta ser equivalente al anterior. Definiremos el sentido de tal equivalencia y
utilizaremos este juego equivalente para deducir propiedades del Juego de
Galvin—Telgarsky.

Estudiaremos la relacién del juego de Galvin—Telgarsky y mas especifica-
mente, de la existencia de estrategias ganadoras para alguno de los jugadores,
con las propiedades topoldgicas de los espacios sobre los que se juega, tales
como la compacidad, la dispersion y la propiedad de Lindelof. Finalmente se
presenta una construccién de un espacio P de Lindelof que es neutral para
este juego.

1.1. Partido ganado, victorias y estrategias

Vamos a definir lo que es un juego en un espacio topologico X sin dar,
sin embargo, una definiciéon ciento por ciento rigurosa. Aunque es posible
hacer una formalizacién completa de los conceptos que se van a dar es facil
ver que una presentacion informal le conviene al lector; ademas, esta defini-
cion general se vuelve completamente rigurosa para cada juego concreto que
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describimos a continuacién.
Asi, decimos que en un espacio X tenemos un juego G si:

1.

Esté indicado un ordinal x que depende, en general, del espacio X;
dicho ordinal se entiende informalmente como el supremo del niimero
de jugadas que pueden hacerse en dicho juego en X.

. Hay una referencia a dos jugadores que se van a denotar por los simbolos

I y II, mismos que estan jugando en X con informacién completa.
Por “informacién completa”se entiende que cada uno de los jugadores
conoce todas las jugadas anteriores, las suyas y las de su adversario, y
también todas las respuestas posibles de su adversario a cualquiera de
sus jugadas.

. Para cada ordinal a < &, se indica bajo qué condiciones es posible la

jugada con el nimero «. Ademas, la jugada niimero «, la hace primero
el jugador nimero uno, es decir I, y luego sigue el jugador II.

La a-ésima jugada del primer jugador consiste en la eleccion de algin
objeto z,; el segundo jugador elige y,, ademas x, y ¥y, tienen una
relacién con X. En la mayoria de los casos son puntos o subconjuntos
de X con ciertas propiedades.

Se dan condiciones para el ordinal 3 de acuerdo a las cuales el juego
se termina en la jugada nimero [, es decir, se hicieron las jugadas que
tenian nimeros menores que 3 pero la jugada nimero 3 ya no se hace.

. Hay una manera de evaluar el resultado del juego de acuerdo a las

familias {z, : @ < B} ¥y {ya : @ < B}, es decir, para cualquier par
de familias, {z, : @ < B} v {ya : @ < B}, se indica cudl de los dos
jugadores gano, o dado el caso, si es empate.

Si en X tenemos un juego G decimos que s es estrategia del primer
jugador en el juego G sobre el espacio X si s es una funciéon definida
en todas las familias {(z., y.) : @ < 8}, tales que:

e 1, es la a-ésima jugada del primer jugador para todo a < (3;
® y, es la a-ésima jugada del segundo jugador para todo o < f3;

oz, = s({(zs,ys5) : § < a}) para todo a < [3;
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e de acuerdo con las condiciones de juego es posible realizar la jugada
nimero ; ademés si s estd definida en la familia {(z,,y.) : @ < G},
entonces el conjunto s{(z,y) : @ < #}) es una de las jugadas posibles
del primer jugador.

De modo que una estrategia s es una manera de indicarle al primer jugador
cémo hacer la jugada nimero 3. La estrategia del segundo jugador se define
de manera analoga. Ademas, si el jugador realiza sus jugadas utilizando la
estrategia s se dice que estd jugando de acuerdo a la estrategia s, o que
esta aplicando la estrategia s. El partido es un juego realizado hasta el final
en el espacio dado; de hecho, vamos a identificar con el partido a la familia
{(Zay¥a) : @ < B} tal que z, es la a-ésima jugada de I y y, es la a-ésima
jugada del jugador II y la jugada nimero  ya no se puede hacer.

La estrategia s se llama estrategia ganadora (estrategia de empate) para
el i-ésimo jugador si cualquier partido en el que el jugador ¢ aplica s termina
con su victoria (empate). Si ningiin jugador tiene una estrategia ganadora
para algin juego sobre un cierto espacio X se dice que X es un espacio
neutral para este juego. Un aspecto importante del andlisis de los juegos es
la caracterizacién de propiedades topoldgicas de espacios en términos de exis-
tencia de estrategias ganadoras o de empate para uno de los dos jugadores.
Para evitar ciertas situaciones patoldgicas que tienen que ver con la evalua-
cion del resultado del partido, vamos a dar ciertas precisiones para el inciso 6.

Decimos que la evaluacién del resultado del juego se realiza de manera
coherente si la féormula que se usa -que depende del partido jugado- para
saber quién gana, contiene como variables libres sélo variables que pueden
sustituirse por medio de los conjuntos {z,, : @ < 8}, {ya : @ < f} y ordinales;
dicho de manera informal esto significa que los jugadores tienen la posibilidad
de “ver por si mismos”’quién gané y, ademas, que toda la informacion para
tomar una decision estd en el partido jugado. El espacio X sobre el cual estan
jugando puede ser “demasiado grande” para que puedan ver sus propiedades
totales, pero estamos considerando que pueden verificar de manera experi-
mental si se cumplen las propiedades dadas para los conjuntos {z, : o < (3}
y {¥a : @ < B} y determinar al ganador de acuerdo al anédlisis de éstos.

Para dar un ejemplo de una evaluacion incoherente del resultado del juego,
supongamos que el juego solo dura una jugada y que cada jugador tiene que
elegir el conjunto vacio. Después de que el juego termina, el jugador I se
declara ganador si y sélo si X es compacto. Es evidente que el espacio X
es compacto si y sélo si el primer jugador tiene estrategia ganadora en este
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juego. Ademas, es totalmente claro que muy pocos, si es que acaso, van a
considerar esta caracterizacién de la compacidad satisfactoria. La razén es la
manera incoherente de evaluar el resultado del juego.

1.2. Equivalencias y estrategias

En esta seccion presentamos el juego de Galvin—Telgarsky tal como apare-
ce en el articulo de F. Galvin [13] en el cual se lo llama “point-open game”;
este nombre refleja la dinamica de cada jugada, pero no describe el objetivo
del juego, ademéas de que su traduccion al espanol es desafortunada por lo
cual hemos optado por la denominacién: “Cubiertas Forzadas”. En el citado
articulo se presentan dos versiones del juego en cuestién; demostraremos que
se trata esencialmente del mismo juego, para lo cual acotaremos la definicién
de estrategia ganadora.

1.2.1. Definicién (El juego CF “Cubiertas Forzadas”de Galvin-
Telgarsky). Dado un espacio X, se juega en X de la siguiente manera: en
la jugada J, nimero n J, el jugador I elige un punto z,, € X y el jugador 11
responde eligiendo un abierto O,, tal que z,, € O,. El juego termina cuando
se han hecho las jugadas J,, para cada n € w. El partido {(z,,0,) : n € w}
muestra que gana el jugador I si X = (J{O, : n € w}; en caso contrario el
ganador es el jugador I1.

1.2.2. Definicién (El juego CE“Cubiertas y sus Elementos”). Sobre
un espacio X se juega de la siguiente manera: en la jugada ntmero n J,el
jugador I elige una cubierta abierta C, de X y II responde eligiendo un
elemento O, € C,. El juego termina cuando se han hecho las jugadas J,
para cada n € w. En el partido {(C,,0,) : n € w} el jugador 1] gana si
X = {0, : n € w}, en caso contrario el ganador es el jugador I.

1.2.3. Definicion. Una estrategia s para el primer jugador del juego CF
de cubiertas forzadas en un espacio X se define inductivamente de la siguiente
manera. Se elige el punto s(@) = . Un conjunto Uy € 7(X) es adecuado si
xg € Upy. Para cada conjunto adecuado Uy tiene que estar definido el punto
s(Uy) = z1. Supongamos que se definieron sucesiones adecuadas (Uy, ..., U;)
y puntos s(Uy, ...U;) para cada i < n. La sucesién (U, ...U,+1) es adecuada
si (Up,...,U;) loes para cada i < ny x,11 = s(Uy,...U,) € U,41. Llamamos a
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s estrategia ganadora para I en el juego CF sobre el espacio X si el jugador
I gana en cualquier partido en el que aplica la estrategia s.

1.2.4. Proposicion. Supongamos que existe una estrategia ganadora para
el primer jugador en el juego CF de cubiertas forzadas sobre un espacio
X. Entonces existe una estrategia ganadora s para el jugador I en X tal

n

que s(Up,...U,) ¢ UU]- para cualquier sucesion adecuada (Uy,...U,) con
0

o x
0

DEMOSTRACION. Sea s’ cualquier estrategia ganadora para el jugador I.
Definimos la estrategia s como sigue: primero hacemos zg = §'(@) = s(9).

Para cualquier sucesion adecuada (Uy,...,U,) de abiertos de X, si el pun-

to §'(Up, ...U,) pertenece al conjuto X \ UUj entonces hacemos x, 1 =
0

s' (U, ...Uy) = s(Uy, ...U,). En caso contrario, si §'(Uy, ...U,) € U U, entonces
0
consideremos el partido {(z;,U;) : i € w} que se juega segin la estrategia

s' y en el que el segundo jugador escoje el conjunto U, ; = UUj. Puesto

0
que s’ es ganadora, existe un punto y que es el primero elegido por el ju-

gador I en el partido {(z;,U;) : i € w} que se juega segun la estrategia

s, tal que y € X\ UUj. Hacemos z,11 = y = s(Uy,...U,). Por construc-
0

n

cién s(Uy,...U,) ¢ UUj para cualquier sucesion adecuada (Uy,...U,) con

0
n

U U; # X. Resta verificar que la estrategia s es ganadora. Consideremos un

0
partido {(x;,U;) : i € w} en el que el jugador I aplica la estrategia s. Vamos
a construir otro partido {(y;,V;) : j € w} en el cual el jugador I aplica s

m
y los abiertos V; se eligen de la manera siguiente: Vo = Uy, si Y1 € U Vi
0
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m
entonces V11 = U Vj; en caso contrario, de la definicién de s se sigue que
0

Ym+1 = Tpe1 para algin n € w tal que n < m, asi que podemos tomar
Vine1 = Upyq. Finalmente tenemos que X = U Vi = U U; lo que demuestra
JEW 1€w

que s es estrategia ganadora.

1.2.5. Teorema. FEljuego CF de cubiertas forzadas es equivalente al juego
CE de cubiertas y sus elementos en el sentido de que para cualquier espacio
X, el jugador I tiene estrategia ganadora en CF sobre el espacio X si y solo
si el jugador Il la tiene en CE sobre el mismo espacio X y el jugador 11
tiene estrategia ganadora en CF sobre el espacio X si y solo si el jugador I
la tiene en CE sobre el mismo espacio X.

DEMOSTRACION. Supongamos que s es una estrategia ganadora para el ju-
gador I en CF sobre el espacio X. Vamos a definir una estrategia s’ para el
jugador II en CE sobre X como sigue:

Para cada cubierta abierta Uy de X elegimos un conjunto Uy € U tal que
s(@) € Up; definimos ' (Uy) = Up. Procediendo inductivamente, supongamos
que n € w y se eligieron puntos xg, ..., , € X, conjuntos abiertos Uy, ..., U,
y cubiertas abiertas Uy, ...,U, del espacio X de tal forma que U; € U; y
x; = s(Uy, ...,U,_1) para todo i < n. Siel jugador I nos presenta una cubierta
abierta U, 1, entonces podemos encontrar un conjunto U, .1 € U, 1 para el
cual 2,1 = $(Up,...,U,) € U,y1; hagamos s' (U, ...,Un11) = U,q1. De esta
manera nuestro procedimiento inductivo nos brinda una estrategia s’ para el
jugador I en el juego de cubiertas y sus elementos.

Probemos ahora que s’ es una estrategia ganadora para II; para hacerlo
tomemos un partido {(U;,U;) : ¢ € w} del juego CE en el que el jugador
IT aplica la estrategia s’. Con base en este partido ahora construimos otro
partido del juego CF en el cual el jugador I aplica la estrategia s de la
siguiente manera: tomamos s(@) = xo, s(Uy) = x1,..., s(Uy,...Ui-1) = x;,
y obtenemos el partido {(z;,U;) : i € w} en el que el jugador I gana, puesto
que s es estrategia ganadora, esto es X = (J,.,, U;. Se concluye que el jugador
11 gana su partido y que la estrategia s’ es ganadora.

Ahora sea s’ una estrategia ganadora para el jugador I en el juego CE.
Un punto = en X se llamara 0-adecuado si cada U € 7(z, X) coincide con
s'(U) para alguna cubierta abierta U del espacio X. Si el espacio no tiene
puntos 0-adecuados entonces para cada x € X existe un conjunto U, €
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7(z, X) tal que U, # s'(U) para cualquier cubierta abierta & de X. Sin
embargo, {U, : © € X} es cubierta abierta de X y s’ evaluada en esta
cubierta elige uno de sus elementos digamos U,, para algin zy € X lo cual
es una contradiccion que muestra que existe el punto 0-adecuado xy; hagamos
s(@) = xo. El jugador II en el juego CF respondera eligiendo un conjunto
abierto Uy © xy. Como el punto z( es 0-adecuado, existe una cubierta abierta
Uy tal que Uy = ' (Up). Procediendo inductivamente supongamos que n € w'y
se eligieron los puntos xy, ..., z, junto con sus respectivas vecindades abiertas
Uy, ..., U, y cubiertas abiertas Uy, ...,U, de tal manera que {(U;,U;) : i < n}
es un segmento inicial de un partido del juego CE en el que I aplica la
estrategia s’. A un punto x € X lo llamaremos (n + 1)-adecuado si cada
U € 7(z, X) coincide con s' (U, ...,U,,U) para alguna cubierta abierta U del
espacio X. Un razonamiento idéntico al que usamos para probar la existencia
de puntos 0-adecuados muestra que existen los puntos (n + 1)-adecuados en
X, sea x,+1 uno de ellos; hagamos s(Uy, ...U,) = Ty41.

Ahora vamos a probar que la estrategia s es ganadora. Si {(x,,U,) :
n € w} es un partido en el que el jugador I aplica la estrategia s, entonces
existe una sucesion {U,, : n € w} de cubiertas abiertas de X tal que U,, =
s'(Uy, ...,U,—1) para cualquier n € w. Esto significa que {(U,,U,) : n € w}
es un partido del juego CE que se juega segun la estrategia s’ y por tanto lo
gana el jugador 11, esto es X = |J{U,, : n € w} por lo cual s es estrategia
ganadora para I en CF.

A continuacién supongamos que ( es una estrategia ganadora para I en
CF sobre X. Sea ' la estrategia para I en CE sobre X definida como sigue:
(&) = Uy donde Uy es la cubierta {G(z) : x € X }. En el juego CE el jugador
11 debe elegir algin elemento U, € Uy. De la definiciéon de U, se sigue que
Uy = B(xg) para algin zy € X.

Procediendo inductivamente supongamos que n € w y tenemos cubiertas
abiertas Uy, ..., U, del espacio X junto con puntos zg, ..., z, y los conjuntos
Up, ...,U, € 7(X) tales que U; € U; para cada i < n y ademds, Uy = ((z0)
mientras que para cada k < n se tiene la igualdad Uy = ((xo, ..., Tx+1). Para
todo punto x € X estd definido el conjunto U, = ((xo, ..., Tn, z) € 7(x, X) de
modo que la familia U1 = {U, : € X} es una cubierta abierta de X por
lo cual podemos hacer {3 (Uy,...,U,) = U,+1. En el juego CE el jugador 11
debe elegir algtin elemento U, 1 € U,,.1. De la definicién de U, se sigue que
Unsi1 = B(xny1) para algin z,.; € X. Con esto queda definida la estrategia
g

Para verificar que 3’ es una estrategia ganadora, consideremos cualquier
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partido {(U,,U,) : n € w} en CE en el que I’ aplica (#'. Por la construccién
de (' se tiene que para cada n € w existe un x, € X tal que el partido
{(zn,Un) : n € w} se juega segin la estrategia /3. Lo anterior implica que
UU" # X vy, por lo tanto, que (3’ es estrategia ganadora para el jugador [

new

en el juego CE.

Finalmente sea ' una estrategia ganadora para I en el juego CE sobre
X. Definamos la estrategia § para el jugador Il del juego CF como sigue:
si el jugador I elige zp € X, hacemos [(xg) = Uy donde Uy es cualquier
elemento de la familia /(@) () 7(zo, X). Denotemos la cubierta 3'(&) por
Uy. Supongamos que se tienen definidos xq, Uy, Uy, . . . , T, U,, U, tales que la
cubierta Uy 1 = F'(Uy, . .., Uy) para todo k < n. Si el jugador [ elige x11 en
X, definimos f(xq, ..., Zrr1) = Ugy1 donde Ugy; es cualquier elemento de la
familia 3'(Up, ..., U,) [ 7(2ns1, X). Denotemos la familia 3'(Uy, . .., U,) por
U, 1. Asi, queda definida la estrategia (3. Resta probar que [ es una estrategia
ganadora. Sea {(z,,U,) : n € w} un partido en CF en el que el jugador I
aplica la estrategia 3. Es posible encontrar una sucesién {U, : n € w} de
cubiertas abiertas de X de manera que el partido {(U,,U,) : n € w} se
juega con la estrategia 3’. Por lo tanto UU” # X, es decir que [ es una

new
estrategia ganadora para el jugador I1 del juego CF y con esto concluye la

demostracién.

1.3. Estrategias ganadoras y sus implicaciones
topoldgicas.

En la presente secciéon nos ocuparemos de las caracteristicas de los espa-
cios sobre los cuales alguno de los participantes del juego de Galvin—Telgarsky
tiene una estrategia ganadora. En caso de que la tenga el primer jugador
demostraremos que en la w-modificacién del espacio este jugador también
tiene estrategia ganadora y que en el espacio hay fuertes restricciones sobre
el pseudocaracter y cardinalidad asi como dependencias entre propiedades
topoldgicas tales como la compacidad y la dispersién, y si el espacio no es
compacto mostraremos que aun es o-disperso. Si se caracteriza la existencia
de una estrategia ganadora para el segundo jugador entonces el tinico caso no
trivial surge al considerar los espacios de Lindelof. Se demostrara una carac-
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terizacion de la existencia de dicha estrategia por medio de mapeos continuos
sobre espacios segundo numerables.

1.3.1. Definicién. Sea X un espacio topolégico. Si ¢ € {I,II} entonces
decimos que X es i-favorable para el juego de Galvin—Telgarsky si el jugador
¢ tiene estrategia ganadora para este juego en X.

1.3.2. Teorema.
(1) Todo espacio numerable es I-favorable.

(2) Todo espacio que no es I1-favorable (en particular si es I-favorable) es
de Lindelof.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es numerable, asi que lo podemos es-
cribir como {z; : i € w}. Sea s la estrategia para I definida por s(@) = xy,
s(Ug,...,U;_1) = x; para todo i > 1. Entonces si P es cualquier partido en
el que I aplica s se tiene que P = {(x;,U;) :i € w} y x; € U; implica que
UUZ' = U{xl} = X y X es [-favorable.
IS 1Ew

Supongamos ahora que el espacio X no es I I-favorable. Tomemos cualquier
cubierta abierta C de X y supongamos que C no tiene subcubierta numerable.
Dado cualquier n € w, si el primer jugador elige un punto z,, en su n-ésimo
turno hagamos p(x,) = U, donde U, es cualquier elemento de C con z,, € U,.
Si {(zn,U,) : n € w} es un partido en el que el segundo jugador aplica la
estrategia u, entonces C' = {U, : n € w} es una subfamilia numerable de C.
Por la eleccion de C tenemos que | JC' # X lo cual muestra que p es una es-

trategia ganadora del jugador I7; tal contradiccén concluye la demostracion
de (2).

El siguiente es un resultado menos evidente que se refiere a la conservacién
de la propiedad de ser [-favorable bajo la w-modificacion.

1.3.3. Teorema.. Un espacio topologico es I-favorable si y solo si su
w-modificacion también lo es.

DEMOSTRACION. Probaremos sélo la implicacién no trivial. Supongamos que
X es un espacio [-favorable. Sea s una estrategia ganadora para el primer
jugador. Para construir la estrategia ganadora s’ del mismo jugador I sobre
(X)., consideremos los siguientes conjuntos de sucesiones finitas de naturales:

Ao = {@}’ Ay = {(1)}7 Ay = {(L 1)7 (2)}7 Az = {(L L, 1)7 (1>2>7 (27 1)? (3)}7 s
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En general, si (ay, ..., a,,) es el n-ésimo elemento de Ay, entonces el elemento
2n—1de Ay es (a,...,am, 1)y el elemento 2n de A1 es (ag,...,an+1).
Notemos que los elementos de cada A, son todas las sucesiones finitas de
naturales cuyos elementos suman k. Es inmediato que |UAk| = w. Podemos

kew
ordenar esta unién respetando el orden de construccién, es decir, si p € Ay

y ¢ € Ap con k < k' entonces ¢ < ¢'. De esta manera podemos escribir
la unién de las Ay como {y; : i € w}. Ahora comenzamos a definir la es-
trategia s’ tomando §'(@) = s(&) = xy. Supongamos que que el jugador I/
elige Vo € 7(x0, (X)), que podemos suponer de tipo G5 en X, puesto que
estos conjuntos forman una base de (X), y para definir cualquier estrate-
gia ganadora para el primer jugador del juego de cubiertas forzadas basta
definirla en una base. Existe una familia numerable {U? : n € N} C 7(x¢, X)
tal que ({U? : n € N} = V. Aplicando la estrategia s a los elementos
de esta familia construimos el conjunto {s(U?) = z(n) : n € N}. Hagamos
s'(Vp) igual a x(1) = z(p1). Supongamos ahora, que el jugador II elige
Vi € 7(2(1),(X),). Existe una familia numerable {U, : n € N} C 7(z(1), X)
con la propiedad de que (\{U} : n € N} = V;. Nos fijamos ahora en el conjun-
to {s(U!) = z(1,n) : n € N}. Definimos s'(Vy, V1) = z(1,1) = x(p3). puesto
que hasta este momento ya estéan definidos los puntos z(p) para cada ¢ en Ay
y en As, podemos definir s'(Vp, V1, V5) = 2(2) = x(p3). En general hacemos
s'(Vo, ..., Vi) = x(prs1). Probemos que s’ es efectivamente una estrategia
ganadora. Supongamos lo contrario. Esto es, que existe z € (X )“’\UV’“’ esto

kew
implica, en particular, que = # x¢ y ademds, x ¢ Vj por lo que existe ng € N
tal que « ¢ UJ; Hagamos Uy = U . Sea x1 = s(Up) = s(U2) = x(nyg).
Puesto que (ng) € A,,, sucede que (ng) = ¢, para algin m; € w. Por lo
tanto 1 = 2(pm,) € Vin,, lo cual implica que = # x(@m,) = x(ng) = 1 y
ademds x ¢ V,,,,. Asi que existe n; € N tal que z ¢ U]"*. Hacemos ahora
Ui = U Sea o = s(Uy) = s(U") = x(ng,n1). Como (ng,n1) € Apgyni,
existe mg € w tal que (ng, n1) = @m, lo cual hace que x9 = x(Ym,) € Vin,. Es-
to implica que  # x5 y por lo tanto, existe ny € N tal que z ¢ U}»>. Hagamos
U, = U,;?. Supongamos que hemos encontrado niimeros naturales ng, . .., ng
y mo, - .., my, tales que x # x(ng,...,n;) y © & Un’ = U;. para cada j < k.
Como (ng, ..., n;) € Apgt..4n, existe mpy1 € w tal que (ng,...,n5) = Omy,, -
Si 2p41 = x(ng,...,n;) entonces Tpr1 = T(Pm,,,) € Vim,,, lo cual implica
que & # Tpy1 Y & & Vi, Por lo tanto existe ngyq € N tal que ¢ Up,itt.
Tomemos Ugy1 = Up,®'. Asi hemos construido un partido {(z,,U,) : n € w}
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sobre el espacio X en el que el primer jugador aplica s y pierde puesto que

x ¢ U, para cada n. Esta contradiccién muestra que (X),, = U Vi v §' es una

kew
estrategia ganadora para el primer jugador del juego de Galvin—Telgarsky

en la w-modificacion del espacio X.

1.3.4. Ejemplo. La recta real R con la topologia usual es un espacio [1-
favorable en el juego de cubiertas forzadas CF.

DEMOSTRACION. Vamos a definir una estrategia ganadora 3 para el segun-
do jugador de la siguiente manera B(zo,...,%,) = (Tn — g1, Tn + 3o07) -
En efecto, esta estrategia es ganadora puesto que los intervalos elegidos por
el segundo jugador no pueden cubrir la recta cuya medida de Lebesgue es
infinita, mientras que la medida de la unién de los intervalos elegidos por el

1
jugador I es igual — =2.
jugador I es igual a ;2"
Mas aun, para cualquier conjunto C' C R de medida de Lebesgue igual

a b > 0, podemos hacer 8(zg,...,2,) = (£, —b-27"3 2, +b-27"73) para
cualesquiera zg, ...,z, € C'y n € w. Siguiendo los mismos pasos se concluye
que 3 es una estrategia ganadora y por lo tanto C' es I I-favorable en el juego

CF.

Sin embargo, no todos los espacios [ [-favorables en el juego CF contenidos
en la recta real tienen medida positiva como veremos a continuacion:

1.3.5. Ejemplo. El conjunto de Cantor K = {0,1}* es I[-favorable en el
juego de Galvin—Telgarsky.

DEMOSTRACION. Para cada sucesién finita de puntos (o, ..., z,,) del espacio
K hacemos (zo, ..., z,) = {x € {0,1}¥ : x(n) = z,(n)} = U, € 7(z,{0,1}*).
Para verificar que ( es una estrategia ganadora para el jugador I tomemos
cualquier partido P = {(z,,U,) : n € w} en el que el segundo jugador aplica
(. Hagamos x(n) = 1 —x,(n) para toda n € w; de esta manera x(n) # x,(n)
por lo que x ¢ U, para todo n € w, asi que U U, no cubre a {0, 1}* y por lo

new
tanto (3 es estrategia ganadora para el jugador I1. De modo que el conjunto

de Cantor es I[-favorable y de medida cero .

Los ejemplos anteriores son sélo casos particulares de resultados maés ge-
nerales que seran expuestos mas adelante. Para obtener estos resultados es
conveniente analizar qué sucede con las imédgenes y preimagenes continuas
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de espacios sobre los que uno de los jugadores tiene una estrategia ganadora.
Esto se muestra en la siguiente proposicion.

1.3.6. Proposicion. Dada una funcién continua sobreyectiva f : X — Y
si X es un espacio I-favorable en el juego CF de cubiertas forzadas, entonces
Y también lo es; y si Y es II-favorable para CF entonces X también es [1-
favorable.

DEMOSTRACION. Vamos a suponer primero que el espacio X es I-favorable.
Sea sy una estrategia ganadora para el primer jugador en X. Para cons-
truir una estrategia ganadora sy para el mismo jugador sobre el espacio Y
hagamos primero yo = sy (@) = f(sx(9)) y o = z(yo) = sx(&). Pro-
cediendo inductivamente suponemos que £ < w y se defini6 la estrategia
para cualquier jugada J, con n < k de tal manera que para cada punto
y € Y elegido por el jugador I se fij6 z(y) € f~'(y), y si un segmento
inicial {(y;,U;) : @ < j < k} de un partido en Y se obtuvo por medio de la
aplicacién de sy, entonces {(x(y;), f~(U;)) : i < j} es un segmento inicial
de nuestro partido en X donde el jugador I aplica la estrategia sx. Ahora, si
se dieron las jugadas {(y;,U;) : i < k} en el espacio Y en las que el jugador
I aplicé sy entonces {(z(y;), f~1(U;)) : i < k} es un segmento inicial de un
partido en X en el que el jugador I aplica la estrategia sx. De modo que
sx nos brinda el punto x;, = sx(f~'(U1),..., [ (Ux_1)), asi que podemos
tomar sy (Uy,...,Ux_1) = yx = f(xr) v (yx) = x) mismo que completa la
definicién de la estrategia sy. Si un partido {(y;,U;) : i € w} se juega en Y
seglin la estrategia sy, entonces {(z(y;), f~1(U;)) : i € w} es un partido en
X en el que se aplica la estrategia sx. La estrategia sy es ganadora por lo
que U, f7H(U;) = X; esto implica que |J,., U; =Y de modo que sy es una
estrategia ganadora para el primer jugador en Y.

Supongamos ahora que ty es una estrategia ganadora del segundo jugador
en Y y el jugador I elige un punto zo € X. El conjunto Uy = f~1(ty (f(z0)))
es una vecindad abierta de zg; hagamos Vi = ty(f(z0)) v tx(zo) = Up.
Procedemos inductivamente y suponemos que k € w y se definié la es-
trategia tx para el segundo jugador sobre el espacio X para cualquier ju-
gada J, tal que n < k de manera que si las jugadas {(x;,U;) : i < j} se
hicieron con la estrategia tx, entonces la familia {(f(z;), f(U;)) : i < j}
constituye un segmento inicial de algiin partido sobre el espacio Y (y en
particular, cada V; = f(U;) es una vecindad abierta de f(x;) en Y) en el
cual el jugador I aplica la estrategia ty. Ahora, si se realizaron las ju-
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gadas {(x;,U;) : i < k} y el jugador I eligié un punto zj en su k-ésimo
turno entonces {(f(x;), f(U;)) : 1 < k} U {f(xx)} es un segmento inicial del
juego en Y donde I aplica la estrategia ty; de modo que esta bien definido
el conjunto abierto Vi = ty(f(zo),..., f(xx)). Tomando U, = f~ (Vi) y
tx (o, ..., zr) = Uy terminamos la definicién inductiva de la estrategia tx.

Para verificar que la estrategia tx es ganadora en el espacio X tomemos
un partido {(x;,U;) : i € w} del juego de Galvin—Telgarsky en el que el
jugador IT la aplica. Si y; = f(x;) vy Vi = f(U;) para cada i € w entonces
v={(y;,V;) 1 i € w} es un partido en Y en el cual IT aplica la estrategia ty.
Por consiguiente, el jugador I es el vencedor del partido v y por lo tanto
V =H{Vi:i€ew} #Y. Esto implica que | J{U; : i € w} # X, es decir tx es
una estrategia ganadora para el segundo jugador sobre el espacio X.

De la Proposicién 1.3.6. se deduce inmediatamente que si un factor de
un producto es I I—favorable, entonces el producto lo es, y si un producto es
I—favorable, entonces cada factor lo es. Sin embargo, el Ejemplo 1.3.5. y la
Proposicién 1.3.6. implican que el espacio {0, 1}* es IT—favorable para todo
k > w pero {0, 1}" es I—favorable, puesto que es finito, para cada n < w.

1.3.7. Teorema. 5i X es un espacio I-favorable en el juego de Galvin— Tel-
garsky entonces su cardinalidad coincide con su pseudocardcter:

DEMOSTRACION. Supogamos que el espacio X es I-favorable y que tiene
pseudocaracter (X)) = k. Sea s una estrategia ganadora para el jugador
I en el juego CF sobre X. La condicién ¢(X) = k implica que para cada
€ X existeU, = {UZ: o < k} C 7(z, X) tal que (U, = {z}. Para el punto
ro = 5(9) hagamos Ay = {20} y para todon >0, A, = {s(UZ°,...,Ui""}):
o, ..., 1 < K,y existen x;...x,_1 € A; tales que la sucesién finita
(20, U52), ..., (xn—1,U3"-1)) es un segmento inicial de un partido en CF}
Observemos que |A,,| < k para cada n € w. Efectivamente, |Ag| =1 < k.
Ahora, si suponemos que |A,| < k entonces ocurre que A, 41| < [Ay]- Uy, | <
k* < k. Por tanto || J{A, : n € w}| < k. Probaremos que X = A = [JA,.
Supongamos que existe y € X\ A; esto implica que y # xy por lo que existe
Uy € Uy, tal que y ¢ Uy. Sea x; = s(Up), ast que x; € A; por lo que y # x4
y existe Uy € U,, tal que y ¢ U;. Sea xo = s(Uy,Usy). Supongamos que
xk, U1 estan definidos con este procedimiento de manera que y ¢ U, con
j=1,...,k—1, entonces existe U, € U, tal que y ¢ Uy. Por construccion de
la familia {U,, : n € w} se tiene que P = {(z;,U;) : i € w} es un partido en el
que [ aplica s, pero y ¢ U; para todo ¢ € w por lo que y € X\ | J{U; : i € w}
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e I pierde el partido P, lo que contradice que s es estrategia ganadora. Por
lo tanto la unién de la familia {A, : n € w} coincide con el espacio X de
modo que la cardinalidad del espacio no excede a £ = 1(X). Como siempre
(X)) < |X]|, tenemos que | X| = ¢(X).

1.3.8. Corolario. Sea X un espacio topolégico con pseudocardcter nume-
rable. Entonces X es numerable si y solo si X es I-favorable en el juego de
Galvin— Telgarsky.

DEMOSTRACION. La necesidad se sigue del Teorema 1.3.7 y la suficiencia del
Teorema 1.3.2.

1.3.9. Teorema. En el juego Cubiertas Forzadas de Galvin-Telgarsky,
para cualquier espacio compacto X las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) El espacio X es I-favorable
(2) El espacio X no es II-favorable
(3) El espacio X es disperso.

DEMOSTRACION. Es evidente que un espacio I-favorable no es I[-favorable
por lo que la primera condicién implica la segunda. Si el compacto X no
es disperso entonces por el Teorema P.9 se mapea continuamente sobre el
intervalo compacto metrizable [0, 1] que es II-favorable segin 1.3.4. Asi que
de la proposicion 1.3.6 se sigue que el espacio X es I [-favorable. Esto prueba
que (2) implica (3).

Supongamos ahora que el compacto X es disperso. Demostraremos por
induccion sobre el indice de dispersién de X que es [-favorable. Si el indice
de dispersién de X es cero, entonces X es finito y en tal caso el espacio es
trivialmente /-favorable.

Supongamos ahora que > 0 es un ordinal y todo espacio compacto X
cuyo indice de dispersion es menor que u es [-favorable. Sea X tal que su
indice de dispersion es y; sea Y el nicleo de X. Entonces Y es finito porque es
compacto. Podemos escribir a Y como {xy, ..., x,}, y definimos la estrategia
s como sigue: (@) = xg,s(Uy,...,U;—1) = x5;7 < n.

Entonces X \U U, es compacto y su indice de dispersién es estrictamente

<n
menor que p(]); la Proposiciéon P.13, y por lo tanto [ tiene estrategia
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ganadora s’ sobre X\UUj‘ Finalmente definimos s(Uy,...,U,) = §' (@) y

Jj<n
para una sucesién adecuada de abiertos en general (Uy, ..., U, k), tomamos
/ 3 .
s(Up, ..., Unpsg) como 8" (Upyt,- -, Unigr1). Si{(zn,Up) : n € w} es un par-

tido en el cual el primer jugador aplica la estrategia s entonces:

X =YUX\Y) C (UUj> U <UU"+k> = UUi por lo que s es
j<n keEN ieN
ganadora y X es [-favorable es decir acabamos de demostrar que (3) implica

(1).

No todos los espacios I[-favorables son dispersos. Un ejemplo muy sencillo
es el conjunto de los niimeros racionales como subespacio de la recta real.
El siguiente teorema muestra que los espacios [-favorables estan fuertemente
relacionados con los espacios dispersos aun cuando no sean compactos. Antes
del teorema necesitamos el siguiente lema.

1.3.10. Lema. Sean Y y Z subconjuntos cerrados de un espacio X tales
que Z C Y. Entonces hay una sucesion {F,(Y,Z) : n € w} de familias
dispersas de subconjuntos de X tales que Y\Z = | J{UFn (Y, Z) : n € w}.

DEMOSTRACION. Definimos Gy = @ y Ey = Y. Sea o un ordinal sucesor
tal que G¢ y E¢ estdn definidos para cada § < «a. Escogemos G,41 como
una familia disjunta de subconjuntos de E, \ Z tal que cada G € G,iq
es un abierto de tipo F, en E, y |JGat1 sea densa en E, \ Z. Definimos
Eot1 = Eo\UGa+1. Si A es un ordinal limite tal que G¢ y E¢ estan definidos
para cada £ < A entonces definimos Gy = @ y Ey = [([{E: : £ < A}. Es facil
ver que cada Eg es cerrado en X y cada G € G¢ es de tipo F, en X.
Claramente, existe un ordinal digamos 3 tal que Eg = Z; sea <y el menor
ordinal con esta propiedad. Definimos G = | J{G¢ : £ < v}. Para cada G € G
escogemos una sucesion (F,(G))ne, de subconjuntos cerrados de X tal que
G = U{F.(G) : n € w}. Finalmente hacemos F, (Y, Z) = {F,(G) : G € G}
para cada n € w. Por construccién Y\Z = [J{UJ F.(Y, Z) : n € w}. Tomemos
un n € wy un subconjunto no vacio H de | F,,(Y, Z). Existe por lo menos un
ordinal £ < 7 tal que HNF,,(G) # @ para algin G € G¢. Como GNE¢ = @
y F.(G) C G, el conjunto F,(G) es abierto en Ee N |JF,(Y,Z). Asi que
F,.(G) N H es un abierto no vacio de H y la familia | J F,,(Y, Z) es dispersa.
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1.3.11. Teorema. Si X es un espacio I-favorable en el juego Cubiertas
Forzadas de Galvin-Telgarsky, entonces es o-disperso.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio sobre el que el jugador I tiene una es-
trategia ganadora. Recordemos que por la proposicion 1.2.4 podemos tomar
una estrategia ganadora s de manera que s(Uy,...,U,) € X\(UyU...UU,)
para cada sucesién adecuada (U, ..., U,). Por el Lema 1.3.10 para cada cer-
rado G C X y cada punto x € G hay w familias dispersas cuyas uniones
cubren a G \ {z}; denotemos a la k-ésima de estas familias por Fi (G, x).
Tratandose de la familia Fj(G,x) si U € 7(X) definimos Cy = G\ U. Para
cada sucesion finita de naturales ¢, consideramos los siguientes conjuntos:
1(2) = {2}, A(@) = {5(2)} = {x0}, B(&) = X.

Para cada 19 € w hacemos:
Z(io) = {(x0,Uo) : Cu, € Fiy(X,20)}
A(ZO) = {S(UO) : C’Uo < ﬂo(Xa SEQ)},
B(ZO) = U]:io(Xa C("0)}

Procediendo inductivamente, supongamos que se definieron Z (i, .. . ,,),
A(ig, ..., in) y Blig,..., i), tomemos:
Z(igy - yint1) = {(x0,Up), ..oy (Tni1, Upns1) : (20, Up), - .., (T0,Up) €

I(io, o ,in>, 8<U0, ce Un) = Tp+1, C’Un+1 S En+1 (CUn,.TnJrl)}
A(io, ce ,in+1) = {S(Ug, sy Un+1> : ((ZL’(), Uo), ey (In+1, Un+1)) S
I(’io, e 7in+1)}

Blio, ..., int1) = U Fi, 1 (Cu,s @) }

Notemos que, por construccion:

Aligy ..y int1) C Bllgy - yint1) C Blio, .-y in).
Se afirma que X = J A(¢) y que cada A(p) es disperso.

Probemos primero la dispersién de cada A(y). Es claro que A(@) = {zo}
es disperso. Ahora tenemos iy € Ny H un subconjunto de A(ig). Dado que
H C A(iy) C Blip) = |JFi, (X, x0), donde Fi, (X, x¢) es una familia dispersa,
existe un F' € F; (X, xg) tal que F'N H es un conjunto no vacio abierto y
cerrado en H. Ademds |F'N H| = 1 puesto que si x y 2’ son puntos de
F'N H lo son también de A(ig) N F asi que por definicién de A(ig) existe Uy
y U} en 7(xg, X) tales que x = s(Up), 2’ = s(U}) y tanto X \Uy como X \U]
pertenecen a F;, (X, xg). Sin embargo, F;, (X, x) es una familia disjunta por
lo que X\Uy = F o X\U| = F.

La condicién de que z y 2’ estan en F' implica que X \Uy = X \Uj; es decir
Uy = U} asi que x = 2’ es un punto aislado de H.
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Supongamos ahora que los conjuntos A(iy, .. ., i,,) son dispersos si m < n
y tomemos cualquier conjunto A(ig,...,i,+1) y H, un subconjunto suyo.
Puesto que se cumplen las contenciones:

H C A(ig,...,int1) C Blioy .-, int1) C Blig, ..., i) C ... C Blip) =

U}—io(Xv xO)?

existe un conjunto Gy € F; (X, x) tal que Go N H es un conjunto abierto y
cerrado no vacio de H como subespacio de B(ip). Hagamos Uy igual al X'\ Fj
y 21 = s(Up). Como H C B(ig, 1) existe Gy € F;, (Cy,, o) tal que H NGy
es abierto y cerrado en H como subespacio de B(ig, 71).

Repetimos el procedimiento anterior n veces para encontrar un conjun-
to Gpy1 € Fi,. (Gn,xy) donde z, = s(Uy,...,U,), G, = Cy, tal que
H((G,s1 es un conjunto no vacio abierto y cerrado de H como subespa-
cio de B(ig, ..., int1). Dado que {s(Uy,...,U,)} = Gpi1 N A(ig, ... int1) =
Gni1(VH se sigue que x,.1 = s(Up,...,U,) es un punto aislado de H.
Asi A(p) es disperso para cada .

Probemos ahora que las A(y) cubren el espacio X.

Supongamos lo contrario, esto es que existe un punto = € X\ | J A(¢). Por
la construccién de A(@) tenemos que z # xg asi que existe ig € w tal que
z € Cy, para algin Uy tal que Cy, € F; (X, x0). Como = ¢ A(ip) el punto
x # s(Up) = x; por lo cual existe i; € w tal que x € Cp, para algin U, tal
que Cy, € F;,(Cuy,,x1). Suponemos que hemos encontrado indices iy, .. ., i,
y abiertos Uy, ..., U, tales que z # s(Uy...Uy) = 2 + 1, y x € Cp,, €
Fi. . (Cu.. ,,xm) si m < n. La suposicién de que = ¢ A(i,...,1i,) implica
que  # s(Up,...,U,) = xpy1 por lo que existe i,41 tal que z € Cy,,, €
',Finﬂ (CUm anrl)'

Finalmente hemos construido un partido {(z,,U,) : n € w} en el que el
jugador I aplica la estrategia s pero x ¢ U U,.

new
Esto contradice que s es estrategia ganadora. Asi que las A(p) cubren el

espacio X y queda demostrado el teorema.

Ahora comenzamos nuestro estudio de las caracteristicas topoldgicas de
los espacios donde el segundo jugador tiene estrategia ganadora para el juego
de cubiertas forzadas.
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1.3.12. Teorema. Un espacio de Lindelof X es II-favorable en el juego
Cubiertas Forzadas de Galvin-Telgarsky si y solo si existe una familia

{U(ng,...,ng) : k €w, n; € w} de conjuntos cocero de X tal que:
(1) {U(k) : k € w} es cubierta de X.
(2) {U(ng,...,ng,n) :n € w} es cubierta de X para todos ny,...,ng € w.

(3) Para toda sucesion (n;)ie, C w se tiene que X # U(ng) U U(ng,ny) U
. UU(ng,...,ng)U....

DEMOSTRACION. Basta probar que X es I-favorable en el juego CE de cu-

biertas y sus elementos. Supongamos primero que existe una familia

{U(ng,...,ng) : k € w,n; € w} de subconjuntos cocero de X que cumple (1),

(2) vy (3), con U(ny,...,nx) conjunto cocero para toda k € w,n; € w.
Definimos la estrategia s’ para I como sigue:

s'(@) ={U(k) : k € w},

Sl(U(no)) = {U(m)m)a n e w}7

:s’(U(no),...,U(no,...,nk)) ={U(ng,...,ng,n) :n € w}.

En virtud de (1) y (2) s" efectivamente es una estrategia para I y por (3)
es ganadora.

Ahora, si suponemos que X es I [-favorable para el juego de Galvin—Tel-
garsky entonces es I-favorable para el juego CE de cubiertas y sus elementos.
Sea s’ una estrategia ganadora para I en CE sobre X; vamos a construir la
familia {U(no,...,nx) : k € w,n; € w} C 7(X) que cumple (1), (2) y (3) con
U(nyg, ..., ng) conjunto cocero como sigue: podemos suponer que la imagen de
s’ esta formada por cubiertas cuyos elementos son conjuntos coceros puesto
que estos son base de X que es Ty1 (Ver P.24).

Asi, tomamos {U(k) : k € w} como una subcubierta numerable de s'(2)

y para cada sucesién finita (no,...,ny) hacemos {U(ng,...,ng,n) :n € w}
como una subcubierta numerable de s’ (U(ng),...,U(nq,...,ng)). De esta
manera la familia {U(ng,...,n) : k € w,n; € w} cumple (1) y (2) por con-

struccién y cumple (3) porque s’ es ganadora.

1.3.13. Teorema Si X es un espacio de Lindelof I1-favorable para el juego
de Galvin— Telgarsky entonces X se mapea continuamente sobre un espacio
11-favorable en el juego Cubiertas Forzadas de Galvin-Telgarsky y sequndo
numerable.
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DEMOSTRACION. Puesto que X es I[-favorable, segtin el Teorema 1.3.12 e-
xiste una familia {U(ng, ..., ng) : n; € w,k € w} C 7(X) con U(ng, ..., nx) =
o, ((0,1]) que cumple las condiciones (1), (2), (3) del Teorema 1.3.12 Si

f: X — [0,1]“ es el producto diagonal A{fn, n, 70, 7k € w, k € w},
entonces f(X) es segundo numerable y sélo resta verificar que es I I-favorable.

En efecto, U(nog,...,nx) = f~1(V(ng,...,ni)) donde tomamos al conjunto
V(no, .. .,ny) igual al producto W, x ... x W, x [0, 1]*\Mro--ne} con W, =
(0, 1]. De esta manera tenemos que la familia {V (ng,...,nx) : n; € w, k € w}

cumple las condiciones (1), (2) y (3) del Teorema 1.3.12.

1.3.14. Teorema. Ningun espacio P Lindeldf es I1-favorable en el juego de
Galvin— Telgarsky.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio P de Lindelof que es 11-
favorable. Entonces por el Teorema 1.3.13 X se mapea continuamente sobre
un espacio [I[l-favorable y segundo numerable, digamos Y. Pero la imagen
continua y segundo numerable de un espacio P de Lindelof es numerable
por el Teorema P.17, por lo que Y seria I[-favorable y numerable lo cual no
ocurre por el Teorema 1.3.2 y por tanto, X no es [ [-favorable.

1.4. Un espacio neutral.

Una vez estudiada la topologia de los espacios favorables a alguno de los
jugadores del juego de cubiertas forzadas, terminamos este capitulo con la
presentacion de un espacio neutral. Este es un espacio P de Lindelof en cuya
construccién se involucran conceptos como el o producto y su w-modificacién.

1.4.1. Teorema. Eziste un espacio Lindelof P que es neutral para el juego
CF de Galvin—Telgarsky, es decir, ninguno de los jugadores tiene estrategia
ganadora en dicho espacio.

DEMOSTRACION. El espacio X que buscamos es subconjunto de la w-modi-
ficacién Z del cubo de Cantor {0, 1}".

Dado f € Z y a < wy hagamos V,(f) ={g € Z : g(¢) = f({)} para todo
¢ < a}. Es facil ver que la familia {V,(f) : @« < w;} es una base local de f
en Z.

Sea A el conjunto de los ordinales limite menores que w;. Para cada A € A
tomamos una sucesion creciente Sy = {£,(\) : n € w} C A\ A que converge
a A. Para cada A € A definamos un punto f\, € Z mediante la igualdad
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N '(1) = Sy, es decir, fy es la funcién caracteristica del conjunto Sy. Ahora
consideremos los conjuntos Xo ={fa: A€ A}, Xy ={f € Z:|f'(1)] <w}
y X = XoJX;. Veamos que X es efectivamente el espacio que buscamos.
Es evidente que X es un espacio P por ser subespacio de la w-modificacién
de {0,1}*'. Ademads | X| = w; puesto que la cardinalidad del o-producto X;
y del espacio X es w;. Probemos ahora que X es un espacio de Lindelof;
para esto veamos primero que el espacio X; es de Lindelof. Obsérvese que
X, = Uan donde 0, = {f € Z:|f7'(1)] <n}. Tomemos un n € w; si
necw

f € {0,1}*\ o, entonces existen aj,...,an41 < w; tales que f(o;) = 1,
por lo que f € V = {g€ X;:9(y) = f(ay),i=1,...,n+ 1} donde V C
{0,1}¥"\o,, vy V € 7 ({0,1}*") . Asi que {0, 1}**\0,, es abierto y por lo tanto
O, €s compacto.

Consideremos la funcién ¢ : o — {0,1}** definida por ¢(fi,..., f.) =

n
E fi, fi € o1. Esta funcién es continua, para verificarlo consideremos 7, :

1
{0,1}** — {0, 1} la proyeccién sobre el a-ésimo factor del producto {0, 1}
y tomemos cualquier conjunto abierto U de este factor. En efecto, el conjunto
(Te © )" (U) es abierto en o7 puesto que si (fi,...,fn) € (ma0@)” " (U),
entonces el abierto {(g1,...,9n) : gi(a) = fi(a)} € 7(0o7)} tiene a (f1,..., fr)
como elemento y est4 totalmente contenido en (m, 0 )~ (U). Esto muestra
que 7, 0 ¢ es continua para cada a < wy y ¢ es continua. Observemos que o'
es compacto disperso y que o, = ¢(07'); de aqui, el espacio o, es disperso.

Finalmente, puesto que o, es compacto y disperso como subespacio de
{0, 1} ese espacio es I-favorable en el juego de cubiertas forzadas CF segin
el Teorema 1.3.9 y por los Teoremas 1.3.3 y 1.3.2(2), su w-modificacién, que
es el espacio X1, es un espacio de Lindelof.

Para verificar que el espacio X es de Lindelof bastara probar que para
cada U € 7(X;,X) el conjunto X\U es numerable; o bien que para cada
U € 7(Xy, ({0,1}*1),) existe un ordinal § < w; tal que f\ € U para cada
A > (3, ya que en tal caso X\U C {fy: A < (}.

Para cada f € X; existe un ordinal oy < w tal que f €V, (f) C U.

Como X es Lindelof podemos extraer una subcubierta numerable de la
cubierta U = {V,, : f € X1} asi que existe un conjunto A C X, tal que
Al <w,y X; € (U{Va,:f€A}) CU. Como A es numerable, hay un
ordinal 3 < w; tal que f~1(1) C 3 para cada f € A. Veamos que f\ € U
siempre que A > G+ 1y A € A. Efectivamente, para cada A\ € A,A > [
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existe n € w tal que B < &,(\). Llamemos @ al conjunto f5 (1)) 3; es
inmediato que |Q| < w por lo que xg € X; asi que existe f € A tal que
Xq € Vo, (f) lo que implica que xgla, = fla,- Pero fils = xqls implica que
Ialay = x@la; = fla, Porlo que fy € V,, C O C U para cada A > 3, asi que
X\U es numerable siempre que U € 7(X7, X). De aqui se sigue trivialmente
que X es de Lindelof.

Resta verificar que el espacio X es neutral en el juego CF. Por construc-
cién X es un espacio P de Lindel6f por lo que no puede ser I [-favorable segiin
el Teorema 1.3.14, asi que sélo falta probar que no es I-favorable en el juego
CF. Sea s alguna estrategia del jugador I. Existe g € A tal que g5 (1) C Ao,
donde gy = s(@). Para cada f € X y a < w;y sea U,(f) = Vo (f) (X es
evidente que la familia {U,(f) : @« < w;} es una base local de X en el punto
f. Dada cualquier sucesion finita («y, ..., ;) podemos construir inductiva-
mente la funcién g;11 = $(Uay(90), - - -, Ua;(gi)) para todo i € {0,...,n};
definimos u(ap, ...,q,) = gnr1. Supongamos que n € w y se tienen con-
struidos los ordinales Ay < ... < A, < w; tales que g; '(1) C \; para to-
do i € {0,...,n}. Observemos que el subconjunto H, de X definido por
H, = {h € X : existen ordinales «y,...,a, < A, tales que h = g,11},
es numerable para cada n y por lo tanto existe \,.; > A, para el cual
h='(1) C Any1 para todo h € H,. Este procedimiento inductivo nos propor-
ciona una sucesion creciente {\, : n € w}; tomemos A =sup{\, : n € w}.

De la construccién del ordinal A se desprende que:

(¥) Dados n € w y ordinales ag,...,a, < A si f = u(a,...,q,) entonces
existe m € w tal que f1(1) C \,,.

En efecto, existe m € w tal que {ap,...,a,} C A1 porloque f € H,, 1;
de la definicién de A, se sigue que f~1(1) C \,,.

Juguemos un partido en CF aplicando la estrategia s en el que el punto
f) no sea cubierto por los conjuntos seleccionados por el jugador I1. En su
primera jugada I elige necesariamente el punto gy = $(@). Como la sucesién
{&.(\) : n € w} es creciente y converge a A, existe un ng € w tal que A\g <
(V) ¥ 951 (1) C &,y (N). Tomemos un ordinal ag tal que &,,(\) < ap < A
y consideremos la respuesta U,, del jugador I/. Como consecuencia de que
go(gno(A» =0# fA(€n0<)‘)) sucede que fy no pertenece a Uy, (90)'

Procediendo inductivamente supongamos que k € w y se definieron los
puntos ¢o,...,gx € X, los nimeros ng,...,n; € w y los correspondientes
ordinales ap,...,ar < A tales que g1 = u(ag,...,q,) para todo m en
{0, ..., k} mientras que g, (1) C &,,,(\) y am € (&,,, (M), A) para todom < k.
Esto garantiza que fy(&,,,(A)) =1 # gm(&n,,(A)) = 0, por lo que el punto f)
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no pertenece al conjunto U, (g,,) para cada m < k. Notemos que el punto
gr+1 = u(ap, ..., q) coincide con s(Ua,(90), - - -, Ua,(gr)). De la propiedad
enunciada en (*) se sigue que g; '(1) C \; para algiin i € w.

Puesto que la sucesion {€,(\) : n € w} es creciente y converge a A, existe
N1 € w tal que \; < &, (A) y gk_jl(l) C &nypr (A). Fijemos cualquier ordi-
nal a1 € (gnk+1<>\)’ A); de las igualdades gk+1(€nk+1(>\)) =0y f/\(fnkﬂ()\)) =
1 se deduce que si el jugador I1 responde eligiendo el conjunto Uy, (gr+1)
entonces fy no pertenece a U, ,, (gr+1). Esta construccién inductiva nos pro-
porciona un partido {(g;, Ua,(g:)) : ¢ € w} mismo que se juega aplicando la
estrategia s. Ademds, f\ no pertenece a | J{U,,(g:) : @ € w}, lo que significa
que gana el jugador II. Asi queda demostrado que el jugador I no tiene
estrategia ganadora en el juego CF sobre el espacio X y por lo tanto, éste
resulta ser un espacio neutral para el juego de cubiertas forzadas.



Capitulo 2

El Juego “Selecciones
Densas”de Berner y Juhasz.

En este capitulo introducimos el juego J “Selecciones Densas” presentado
originalmente por A.J. Berner e I. Juhasz. Estudiaremos la relacion entre este
juego vy las propiedades topdlogicas de los espacios sobre los que se realiza,
tales como la separabilidad y el 7m-peso, entre otras. Asi mismo, estudiare-
mos las caracteristicas de esta relacion no solamente en el modelo ZFC. De-
mostraremos que este juego esta determinado en la clase de los espacios com-
pactos bajo ZFC+CH, mientras que bajo ZFC+—-CH+MA existe un espacio
neutral numerable.

2.1. Definiciones y caracterizaciones.

Al igual que en el caso del juego de Galvin—Telgarsky, de las definiciones
concernientes al juego de Juhasz inmediatamente se siguen algunos resulta-
dos. Incluso arribamos pronto a una caracterizacion de espacios con m-peso
numerable.

2.1.1. Definicién (Juego “Selecciones Densas”). Partimos de un espa-
cio topoldgico no vacio X sobre el cual en la jugada ntumero n J, el jugador
I elige un conjunto U,, € 7%(X) a lo que el jugador I responde eligiendo un
punto x, € U,. El juego termina cuando se han realizado las jugadas J,, para
cada n € w. El conjunto P = {(U,,z,) : n € w} se llama partido en el cual
el jugador I gana si {z,, : n € w} es denso en X; de otra manera el ganador

23
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es el jugador I1.

2.1.2. Definicién. Supongamos que tenemos una estrategia s para el primer
jugador en el juego J de selecciones densas sobre un espacio X. Una sucesion
(zo,...,x,) de puntos del espacio X se llama adecuada, si existen abiertos
Uy, . .., U, tales que la sucesion ((Uy, xg), .. ., (U, T,,)) es un segmento incial
de un partido en el que el jugador I aplica la estrategia s.

2.1.3. Definicién. Supongamos que i € {I,I1} y X es un espacio sobre
el cual existe una estrategia ganadora para el jugador ¢ en el juego J de
selecciones densas sobre el espacio X. Decimos entonces que el espacio X es
i-favorable.

De las definiciones anteriores se desprende una primera observacién sen-
cilla y evidente: si un espacio X no es separable entonces es I[-favorable. A
continuacion presentamos una caracterizacién de los espacios [-favorables a
través de su m-peso.

2.1.4. Teorema. Un espacio X es I-favorable en el juego J de selecciones
densas si y solo si su w-peso es numerable.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que X es un espacio topoldgico con
m-peso numerable, asi que podemos elegir una m-base B = {B,, : n € w} del
espacio X.

Una estrategia ganadora s para el jugador I en el juego J sobre este
espacio X consiste simplemente en escoger en la jugada n el elemento B,
de B, para cada n € w. De esta manera si U es cualquier conjunto abierto
no vacio de X entonces existe n € w tal que B, C U por lo que la jugada
Jyn = (By, z,,) de cualquier partido en el que el jugador I aplique o es tal que
x, € B, C U. Se sigue que el conjunto {z, : n € w} de puntos elegidos por
el segundo jugador es denso en el espacio X, de modo que s es ganadora y
X es un espacio [-favorable para el juego J.

Ahora vamos a suponer la existencia de una estrategia ganadora s para
el primer jugador en el juego J sobre el espacio X y procedemos a construir
una m-base numerable del espacio X. Observamos que la existencia de la
estrategia ganadora s implica que el espacio X es separable, por lo que existe
un subconjunto A C X tal que | A [< wy A= X.

Vamos a considerar a continuacion el conjunto 7' de todas las sucesiones
finitas adecuadas formadas de elementos de A. El conjunto 7' es numerable
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y para cada o = (ao,...,a,) € T existe una familia W,, = {U, ..., U,} tal
que ((Up,ap), ..., (U, a,)) es un segmento inicial de un partido en J donde
I aplica la estrategia s. Consideremos la familia B = U We; el hecho de que

a€eT
B es numerable es inmediato, ademés B C 7(X).

Probemos que B es en efecto m-base del espacio. Supongamos que existe un
conjunto U’ € 7%(X) tal que no contiene a ningin B € B o bien que para
cada B € B sucede que B\U' # @. Dada la regularidad del espacio X, existe
Uer(X)tal que U C U

Ahora tomamos Vg = s(2), como V; € B, tenemos que V,\U # @ lo cual
implica que existe un punto ag € A((Vo\U) puesto que A es denso y Vo\U
es un subconjunto abierto no vacio de X.

Supongamos que hemos definido las parejas (Vo, ag), ... (Vao—1,a,—1) de
manera que V; = s(ag) cona; en VI\U, ..., V,_1 = s(ag,...,a, o) con a, | €
(Vo \U) N A. Sea V,, = s(ag, . .., an_1); como (ay, ..., a, 1) € S sucede que
V,, € B asi que V,\U # @ por lo que existe a,, € A((V,\U). Finalmente
tenemos un partido del juego J formado por las parejas (V,,, a,) el cual se
juega segun la estrategia s, mientras {a, : n € w}(U = &, es decir, el
primer jugador pierde este partido, lo que contradice la suposicion de que la
estrategia s es ganadora para él. La contradiccion viene de suponer que B no
es m-base, y por lo tanto el m-peso del espacio X es numerable.

2.2. Determinaciéon del juego de selecciones
densas y la Hipd6tesis del Continuo.

A continuacién iniciamos nuestro camino hacia la construccion de un es-
pacio neutral para el juego J de selecciones densas. Este recorrido, empero,
no es sencillo e involucra consideraciones sobre el sistema de axiomas con el
que estemos trabajando. El problema de encontrar un espacio neutral para
el juego de selecciones densas en ZFC fue planteado por 1. Juhész en [22] y
a la fecha sigue abierto. Diversos enfoques se han ensayado para atacar el
problema. M. Scheepers da cuenta de los mismos en [28]. Asi que, comen-
zamos asumiendo la hipdtesis del continuo CH y en este caso veremos que
es imposible encontrar un espacio neutral para el juego J en la clase de los
espacios compactos. Para tal efecto, requerimos probar los siguientes lemas.
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2.2.1. Lema. Si X es un espacio que contiene un subconjunto denso no
separable Y, entonces X es I1-favorable para el juego J de selecciones densas.

DEMOSTRACION. Definimos la estrategia t para el segundo jugador como
sigue: t(Uy, ..., U,) = y, tomando y,, € U, NY; este y, siempre existe puesto
que Y = X. Si P = {(U;, ;) : i € w} es cualquer partido en el que I1 aplica
t, el conjunto {y; : i € w} C Y no es denso en Y y, por lo tanto, tampoco
es denso en X, asi que Il gana este partido. De modo que t es estrategia
ganadora y X es I[-favorable.

2.2.2. Lema. Supongamos que X es un espacio compacto con w-peso no
numerable y B es una w-base de X. SiD ={F C X : F # @, F es de tipo Gs
y cerrado en X} y D' C D es numerable, entonces existe B € B tal que
F\B # @& para cada F € D'.

DEMOSTRACION. Como X es compacto, para cada ' € D’ existe una familia
Cr que es base externa numerable de F.

La familia A = |J{Cr : F € D'} es numerable y consta de abiertos no
vacios. Supongamos que para cada B € B existe un Fg € D’ tal que Fp C B.
Entonces existe también un U € Cr C A tal que U C B; esto es, para cada
B € B existe un elemento U € A tal que U C B, lo que implica que A es
una 7-base numerable del espacio X.

Esta contradicciéon muestra que existe B € B tal que F'\ B # & para cada
FeD.

2.2.3. Lema. Bajo las hipotesis del lema anterior para cada B € B existe
un C € D tal que C' C B.

DEMOSTRACION. Tomemos un punto x € B; por la regularidad del espacio
X hay un abierto Uy € 7(X) tal que » € Uy C Uy C B. Supongamos que
n € w y se han definido los conjuntos abiertos Uy, ...,U, de manera que
reU,CcU, CU,1 CU,1C...CUyC Uy C B. Aplicamos nuevamente
la regularidad del espacio X para encontrar un conjunto abierto U, tal que
reUy C m C U,,. Este procedimiento inductivo nos brinda una familia
{U, : n € w} de abiertos en X tal que UyCcUyx €Uy C Wﬂ c U, para
todo n € w. Hagamos C' = ﬂm = mUn.

new new
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Es evidente que C' C B; el conjunto C' es cerrado por ser interseccién de
cerrados. Se sigue de la igualdad C' = ﬂUn que C también es de tipo Gs.

new

El siguiente resultado asume como premisa la hipétesis del continuo (CH)
y tiene como consecuencia que el juego J de selecciones densas esta deter-
minado (esto es que alguno de los jugadores tiene estrategia ganadora) sobre
cualquier espacio compacto.

2.2.4. Teorema. Bajo CH, si X es un espacio compacto cuyo m-peso es
no numerable entonces existe Y C X tal que Y es denso en X y no separable.

DEMOSTRACION. Si la densidad del espacio X es no numerable, hacemos
Y = X y no hay otra cosa mas que demostrar.

De modo que podemos suponer que X es separable. Esto implica que

w< mw(X) < wX) < 24X < 2% = w ypor lo tanto Tw(X) = w;.
Tomemos una m-base B = {B,, : a < w; } tal que cada B, es de tipo F, en X,
esto lo podemos hacer por el Lema P.23. Llamemos S al conjunto de todos
los subconjuntos cerrados no vacios de tipo G del espacio X. Por el Lema
2.2.3, existe Cy € S tal que Cy C By.

Definimos F{ = Cy C By; el objetivo es construir una familia
{Ff:ﬂ§a<w1} C S tal que Ff, C FPsip < a<a < w. Supon-
gamos que tenemos definido el conjunto Ff para toda v < a, f < 7;
hemos de definir el elemento F? para cada 3 < a. Lo haremos primero
para cada ordinal 3 < a. Sea HP = ﬂ Ff; por definicién, H? € S

B<y<a

asf que H = {H?:3<a} C Sy | H |< w. Por el Lema 2.2.3 el con-
junto A, = {,u <w; : HP\B, # @ para toda 3 < a} es distinto del vacio.
Hagamos p, = mind, y F? = HP\B,, para todo 3 < «a. Apliquemos el
Lema 2.2.3 una vez mds para obtener un conjunto C' € S tal que C' C B,,_;
hagamos F$ = C. De esta manera logramos que para cada 3 < w; la familia
Fsz = {Ff B<a< wl} sea centrada por lo que existe un punto yg € [ Fg;
sea Y ={yg: [ <wi}

Observemos primero que Y es no numerable; en efecto si [ < 3" entonces

(ﬂ fg) ﬂ <ﬂ ]:é) = @, puesto que ﬂfg C Hﬁ,\Bﬂﬁl

y ﬂfg/ C Cy, C By, de donde ys # yg; de modo que | Y |= w.
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Ahora veamos que Y es denso en X. Consideremos el conjunto P, =
{u < wi Hg\BH # @ para cada 3 < 04} ; recordemos que para cada « se ha
definido 1, como el minimo de P,. Obsérvese que a < o’ implica que P, C
P, debido a que Hf, C HP para toda 8 < a, por lo tanto p, < por. Si
fa = o entonces HS\B,, # @ pero HS, C FS C F¢ C B,, lo cual no
ocurre, asi que i, < fio €n cuanto a < /. Ademas, a < u, para cada o < wy
puesto que de lo contrario podemos tomar al ordinal A = min{a : p, < a}
y hacer N = u, < A; hemos visto que py < py = N lo que contradice la
minimalidad de \.

Procedemos ahora a probar la densidad del subespacio Y en el espacio
X verificando que Y[\ B, # @ para cada o < wy. Si @ = p, entonces
Yo € YNF2 C YN Bu, =Y [)Ba. Si a < p, entonces existe un ordinal
B < atal que H? C B, por lo que y5 € Y (VH? C Y B..

Resta tinicamente verificar que el espacio Y no es separable, para lo cual
veremos que Yy, ¢ {ys: [0 < a} para cada a < w;. Recordemos que y, €
F® C B,, y H\B,, = FP por lo cual, y3 € F? C X\B,, para cada
f < a lo que implica que {ys : f < a} es subconjunto de X\B,,, asi que
{ys : B < a} C X\B,, de lo cual se desprende que y, ¢ {yg: f < a}.

Ahora, si A C w; es un subconjunto numerable de w; entonces existe un
ordinal § < w tal que {y, : @ € A} C {y, : a < B}; hemos visto que
Yg ¢ {ya : @ € A}. Puesto que la eleccién del conjunto numerable de indices
A es arbitraria, se sigue que ningin subconjunto numerable del conjunto Y
es denso en Y, asi que Y es no separable.

Con esto hemos demostrado que si asumimos la Hipdtesis del Continuo
entonces un espacio compacto o bien tiene m-peso numerable, o contiene un
subespacio denso no separable. En el primer caso el espacio compacto resulta
ser [-favorable en el juego J, mientras que en el segundo caso el compacto
es [I-favorable por el Lema 2.2.1. Como consecuencia tenemos el siguiente
corolario.

2.2.5. Corolario. Bajo CH, el juego J de selecciones densas esta deter-
minado en la clase de los espacios compactos.
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2.3. Un espacio neutral bajo el Axioma de
Martin.

En vista de que la Hipotesis del Continuo resulta inttil en la buisqueda de
un espacio neutral para el juego de selecciones densas, al menos en la clase
de los espacios compactos, vamos a considerar la negacién de esta hipdtesis
junto con el Axioma de Martin y en este caso si lograremos nuestro objetivo.

2.3.1. Teorema. Supongamos que se cumple el Azioma de Martin y la
negacion de CH. Si X es un espacio topologico numerable, sin puntos aisla-
dos, tal que w < Tw(X) < 2¥ entonces X es un espacio neutral para el juego
J de selecciones densas.

DEMOSTRACION. Puesto que el m-peso del espacio X es no numerable, el
primer jugador no puede tener estrategia ganadora en el juego [J. De modo
que basta mostrar que el segundo jugador tampoco tiene estrategia ganadora.

Supongamos que s es una estrategia ganadora para el segundo jugador
en el juego J sobre el espacio X. Usaremos la estrategia s para construir
una sucesion de subconjuntos densos del espacio X de la siguiente manera:
el primer conjunto es simplemente {s(U) : U € 7%(X)} con lo que se tienen
definidos los conjuntos {(U,,, Z,,) : n1 € w} donde z,,, = s(U,,) y el conjunto
{Zn, : n1 € w} es denso en el espacio X.

En el siguiente paso, fijamos al elemento n; € w y tomamos el conjunto
{s(Uy,,U) : U € 7(X)} que es denso en el espacio X, asi que se definen los
conjuntos {(Un, ngs Tnymy) : Mo € w} donde Ty ny = S(Uny, Unyny) ¥ {Z01 s
ny € w} que es denso en X. En el paso k + 1, suponemos que tenemos

definidos los conjuntos {(Un, ms....np> Tnyns,my) - Tk € W} donde Tp, g ny =

S(Unys Unyngs -+ s Unyng.omp) ¥ €l conjunto {,, ny.n, @ "k € w} es denso en
X.

Parany, ..., n fijos en w tomamos el conjunto {s(Uy,, -, Uny g, U) -
U € 7%(X)} que es denso en X asi que existen los correspondientes con-
juntos {(UTLl?"'7Un17n2,~~:nk+17xnlvwvnqul) S Mg € w} donde Lny,nper =
$S(Unys s Unimgyonsn) Y A%npsmpyy @ M1 € w} que es denso en el espa-
cio X.

A continuacién definimos (@), <) como el siguiente conjunto parcialmente
ordenado: @ = {(ny,...,n,) : k € Nyn; € w} y si ¢ y ¢ son elementos de
@ entonces ¢ < ¢’ si ¢’ |1, k= q es decir ¢ = (n4,...,n;) implica que ¢’ =
(N1, Mgy Nt 1, - - - ,1y). Observemos que @ es numerable, asi que satisface
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la condicién de cadena numerable. Para aplicar MA necesitamos ademas
considerar una familia de menos que 2“ conjuntos densos en el conjunto
(Q, <); para esto consideremos una m-base B del espacio X con |B| < 2. Para
cada abierto U € B definimos el siguiente conjunto: Dy = {s = (ny,...,ny) €
Q : existe i < k tal que z,, ., € U}. Verifiquemos que Dy es denso en el
conjunto (@, <) para cada U € B. En efecto, si U € By ¢ € Q, digamos
que ¢ = (nq,...,n;). Por construccién el conjunto {x,, ‘N1 € w}oes

ME+1
denso en el espacio X asi que hay un ngy1 € w tal que x,, . ,,,, € U por lo
que ¢ = (n1,...,n,41) € Dy vy ¢ < ¢ mientras Dy es denso en (). La familia

de los Dy con U € B tiene cardinalidad menor o igual que la cardinalidad de
B que es menor que 2 asi que podemos aplicar el axioma de Martin y tomar
un filtro F en (@, <) tal que para cada U € B, tenemos que F (| Dy # 9.

Ahora como F es filtro, si (ng,...,n;) € F entonces (nq,...,n;) € F para
cada i < k. Ademés si ¢ = (ny,...,n,) y ¢ = (mq,...,my) son elementos de
F entonces existe un elemento r = (ay,...,a;) tal que ¢ < ry ¢ <r, asi que

r extiende tanto a ¢ como a ¢’ lo que implica que ¢’ < ¢ 6 ¢ < ¢ para cada
par de elementos ¢ y ¢’ en F. Lo anterior quiere decir que podemos escribir

F como F = {(n1), (n1,n2),...,(n1,no,nz, ..., k), (N1, ..., Nks1)y .-}
Observemos que F es infinito, ya que si fuese finito se podria escribir
como F = {(n1),...,(n1,...,nx)} y entonces habria un abierto U € B que
k

estarfa contenido en X\U{xmn}, pero F () Dy # @ implica que existe un

=1
qg=(n1,...,m) € F tal que z,,,,_,, € U para algin ¢ < [. Esta contradiccion
muestra que F es infinito.
Para concluir la demostracion consideremos el partido en J

P = {<Un1axn1)a ) (Um,..-,nm $n1,.--,nk)7 - } = {(Un1,..-,nm xnh--,m) S N}'

Recordemos que para cada U € B existe ¢ = (ny,...,ng) € F () Dy tal que
Tn,..n; € U para algin i < k; asi que el conjunto {x,, ., :7 € N} es denso
en el espacio X. Por construccién, el punto ,,  n, = S(Unys---s Unyony)
por lo que P es un partido en el que el segundo jugador aplica la estrategia
s y pierde. De modo que el jugador I no tiene estrategia ganadora sobre el
espacio X y por lo tanto X es neutral para el juego J.

2.3.2. Corolario. Si se cumple MA junto con la negacion de CH entonces
existe un espacio neutral numerable para el juego de selecciones densas.
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DEMOSTRACION. En virtud del Teorema P.25 existe un subespacio denso
numerable X del cubo de Cantor {0, 1}*'. Por el Teorema P.26 este espacio
X cumple las hipdtesis del Teorema 2.3.1 y por lo tanto es neutral para el

juego J.
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