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Al Dr. Ángel Tamariz

Al Dr. Richard Wilson

A la Universidad Autónoma Metropolitana

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnoloǵıa
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Introducción

Uno de los objetivos principales de Topoloǵıa General es la clasificación y
caracterización de los espacios topológicos. Para conseguirlo se han emplea-
do técnicas, conocimientos y herramientas tanto de Topoloǵıa General como
de otras áreas de las Matemáticas. La Teoŕıa de Juegos es un buen ejemplo
de la incorporación de métodos de otras áreas en Topoloǵıa. Con base en
la idea de que el resultado de un partido de algún juego no depende de la
habilidad de los participantes ni de la dinámica del juego sino del terreno,
lugar o más espećıficamente del espacio en el que se realiza, es que se lleva a
cabo la exploración de los espacios topológicos por medio de las herramientas
de la Teoŕıa de Juegos. El uso de conceptos básicos de la Teoŕıa de Juegos,
como estrategias, victorias o neutralidad (entre otros), permite establecer
caracteŕısticas topológicas de ciertos espacios. Para subrayar que las aplica-
ciones de la Teoŕıa de Juegos que aqui se estudian, se realizan en el área de
Topoloǵıa General, se aplica el término “Juegos Topológicos”

En este trabajo se presentan algunas técnicas y resultados derivados del
estudio de dos juegos topológicos. El primero se llama “Cubiertas Forzadas”,
y fue descubierto e investigado independientemente por F. Galvin y R. Tel-
garsky, y presentado por este último en su art́ıculo [29]. Se trata de una
competencia, sobre algún espacio, entre dos jugadores I y II en la que al-
ternadamente I elige puntos y II elige abiertos que contienen tales puntos
y I gana si obliga a II a cubrir el espacio. En los art́ıculos [29] y [30] de
R. Telgarsky, se muestra que la existencia de una estrategia ganadora para
el primero de los jugadores permite caracterizar espacios compactos disper-
sos, identificar espacios σ-dispersos y asegurar la existencia de una estrategia
ganadora para el mismo jugador sobre la ω-modificación del espacio además
de aportar información acerca de algunas funciones cardinales topológicas del
espacio tales como el pseudocarácter, la cardinalidad y el número de Lindelöf.
R. Telgarsky también investiga cómo es la topoloǵıa de los espacios donde el
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viii Introducción

jugador II tiene una estrategia ganadora y concluye que hay fuertes restric-
ciones sobre la propiedad de ser espacio P y la de Lindelöf para un espacio
con estas caracteŕısticas.

Como sucede con cualquier juego (sea topológico o no), una de las fi-
nalidades de sus practicantes es encontrar un espacio neutral. Esto es, uno
en el que ningún jugador tenga ventaja alguna (estrategia ganadora). Un
planteamiento similar de esta situación es el siguiente: dado un espacio arbi-
trario, cómo saber si alguno de los jugadores tiene una estrategia ganadora
para el juego de Cubiertas Forzadas. F. Galvin muestra, en su art́ıculo [13],
que existen modelos compatibles con ZFC en los cuales el jugador II tiene
una estrategia ganadora para cualquier conjunto no numerable contenido en
la recta real. En ese trabajo también se prueba que, bajo la negación de
la Hipótesis del Continuo aunada al Axioma de Martin (combinación que
sigue siendo compatible con ZFC), existen subconjuntos no numerables de la
recta real para los cuales el jugador II no tiene estrategia ganadora, lo que
los hace neutrales para el juego de Galvin-Telgarsky. En la sección final del
primer caṕıtulo de esta tesis se presenta una construcción dentro de ZFC de
un espacio neutral para el juego en cuestión, como la reporta Telgarsky en
[30].

El segundo caṕıtulo está dedicado al estudio del juego que se llama “Se-
lecciones Densas”, presentado e investigado por A.J. Berner e I. Juhász en
el art́ıculo [21]. La dinámica de este juego consiste en que dos jugadores I
y II alternan turnos. En cada ronda el primer jugador elige un subconjunto
abierto U de un espacio X y el jugador II responde escogiendo un punto
x ∈ U . El competidor I gana si el conjunto de puntos tomados por el se-
gundo resulta denso en el espacio X al final del partido. Los espacios en los
que el primer jugador tiene una estrategia ganadora se caracterizan por su
π-peso numerable. Cuando el segundo jugador es quien tiene tal estrategia
sobre un espacio X, es posible acotar la densidad de X. Al intentar resolver
el problema de establecer si el juego de Berner y Juhász está determinado o
no sobre un espacio arbitrario se consideran modelos compatibles con ZFC.
En el caso de asumir CH se muestra que este juego está determinado en la
clase de los espacios compactos. Al considerar la negación de CH junto con
MA, Juhász en [22] muestra que cualquier subespacio denso numerable del
cubo de Cantor es neutral para el juego de selecciones densas.

En suma, se puede decir que las técnicas de la Teoŕıa de Juegos brindan
herramientas muy poderosas en Topoloǵıa, que aportan nuevos métodos de
estudio hasta en el caso de los subconjuntos de la recta real. Aśı, es posible
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visualizar, de manera geométrica y transparente, cómo se llega a la frontera
del conocimiento topológico por medio de las técnicas aqúı expuestas. Se es-
pera que lo mencionado hasta ahora ilustre la relevancia del estudio de las
aplicaciones de Teoŕıa de Juegos en Topoloǵıa General. Fomentar el interés
por la investigación en esta área del conocimiento se debe, entre otros mo-
tivos, a que existen aún problemas abiertos, naturales y atractivos dentro de
la misma.

En los preliminares se presentan los resultados propios de la Topoloǵıa
General que se utilizan en las demostraciones de los enunciados de los demás
caṕıtulos de la tesis. En la mayoŕıa de los casos se incluyen las demostraciones
de las afirmaciones en los preliminares. Sin embargo, en algunos casos se
omiten las pruebas y se ofrece al lector alguna referencia.

En la bibliograf́ıa aparecen tanto los libros y art́ıculos citados en el texto
principal de la tesis, como aquellos que contienen temas relacionados con los
que aqúı se desarrollan. De manera que el lector no sólo puede consultar las
fuentes originales donde se publicaron por primera vez los resultados que se
prueban en la tesis, sino que además puede ampliar su visión del estudio de
las aplicaciones de la Teoŕıa de Juegos en Topoloǵıa General consultando los
demás libros y art́ıculos referidos.

Salvo que se indique otra cosa, todos los espacios que aparecen en el texto
pertenecen a la clase de los espacios de Tychonoff. La notación empleada es la
usual. Las letras X, Y, Z denotan, en general, espacios topológicos, mientras
que x, y, z, p se usan para hacer referencia a puntos de algún espacio. Los
ordinales son representados por las letras griegas minúsculas α, β, γ, λ, ξ. Para
designar la topoloǵıa de un espacio X se escribe τ(X). La familia de todos
los abiertos de X que contienen al punto x se designa τ(x, X); y si F ⊂ X,
la familia de abiertos de X que contienen al conjunto F se denota τ(F, X).
Las definiciones de las funciones cardinales topológicas que aqúı se utilizan
están tomadas de [19].

La letra R simboliza la recta real con la topoloǵıa usual, mientras que
ω representa el primer cardinal infinito y ω1 se refiere al primer cardinal no
numerable. Dado un espacio X y A ⊂ X, la cerradura de A en X se designa

por A y si A ⊂ D ⊂ X, para denotar la cerradura de A en D se escribe A
D

y el interior relativo de A en D se denota por intD(A).
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P.1. Definición. Dado un espacio X sea ψ(x,X) = mı́n{|U| : U ⊂ τ(X) y⋂U = {x}}. El cardinal ψ(X) = sup{ψ(x,X): x ∈ X} se llama pseudo-
carácter de X.

P.2. Definición. Sea X un espacio topológico; si cada conjunto no vaćıo
Y ⊆ X tiene un punto aislado entonces decimos que el espacio X es disperso.

P.3. Proposición. Un espacio X es disperso si y sólo si cada subespacio
cerrado no vaćıo de X tiene un punto aislado.

Demostración. La necesidad es evidente aśı que basta probar la suficiencia.
Si A es un subespacio no vaćıo de X, entonces A tiene un punto aislado a.
Probaremos que a ∈ A.

Puesto que a es punto aislado de A, el conjunto {a} es abierto en A, por
lo que existe U ∈ τ(X) tal que {a} = U ∩ A. Pero a ∈ U y a ∈ A implica
U ∩ A 6= ∅, es decir existe b ∈ U ∩ A ⊂ U ∩ A = {a}; entonces b = a ∈ A.

P.4. Teorema. Si X, Y son espacios topológicos, X es compacto y la fun-
ción f : X → Y es continua de X sobre Y entonces f es un mapeo perfecto.

Demostración. Sea C ⊂ X un conjunto cerrado. Puesto que X es com-
pacto, C también lo es, y como f es continua, f(C) es compacto y por lo
tanto cerrado en Y.

Para cada y ∈ Y el conjunto {y} ⊂ Y es cerrado, de modo que f−1 ({y}) =
f−1(y) es cerrado en X, que es compacto, por lo que f−1(y) también lo es.

P.5. Proposición. Supongamos que f : X → Y es una función perfecta.
Entonces la restricción fA : f−1 (A) → A de f al conjunto f−1 (A) también
es perfecta.

xi
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Demostración. Para todo y ∈ A, el conjunto f−1(y) = f−1
A (y) es compacto

porque f es perfecta.

Sea F un conjunto cerrado en f−1(A). Existe C ⊂ X cerrado tal que
F = C ∩ f−1(A), de donde fA(F ) = f (C ∩ f−1(A)) = f(C)∩A; como f(C)
es cerrado en Y, el conjunto fA(F ) es cerrado en A.

P.6. Definición. Sean X, Y espacios topológicos. Dada una función conti-
nua sobreyectiva f : X → Y decimos que f es irreducible si para cada cerrado
C ⊂ X, si C 6= X, entonces f(C) 6= Y .

P.7. Teorema. Supongamos que X es un espacio compacto, f es una
función de X en Y perfecta y sobre. Entonces existe un cerrado C ⊂ X tal
que f(C) = Y y la restricción de f a C es irreducible.

Demostración. Supongamos que no se cumple el teorema, esto es que para
cada cerrado C ⊂ X tal que f(C) = Y la función f |C es reducible. Con base
en esta suposición, vamos a construir una familia bien ordenada por inclusión
F = {Fα : α < |X|+} de subconjuntos cerrados de X distintos no vaćıos, lo
cual no puede suceder. Comenzamos tomando F0 = X. Por hipótesis existe
un cerrado F1 ⊂ X tal que f(F1) = Y y F1 6= F0. Análogamente existe
un cerrado F2 ⊂ F1 tal que f(F2) = Y y F2 6= F1. Si α < |X|+ es un
ordinal ĺımite y Fβ está definido para cada β < α, tomamos Fα =

⋂
β<α Fβ.

El conjunto Fα es no vaćıo y f(Fα) = Y ya que para cada punto y ∈ Y ,

sucede que f−1(y) ∩ Fα = f−1(y) ∩
(⋂

β<α Fβ

)
=

⋂
α<β (Fβ ∩ f−1(y)) 6= ∅,

ya que {Fβ ∩ f−1(y) : β < α} es una familia centrada de cerrados no vaćıos
en el compacto X. De esta manera se construyó la familia F y llegamos a
una contradicción, aśı que se cumple el teorema.

P.8. Teorema. Si X es un espacio compacto y disperso, f : X → Y una
función continua de X sobre Y entonces Y es compacto y disperso.

Demostración. El espacio Y es compacto por ser imagen continua del
espacio X que es compacto. Para probar que Y es disperso tomemos un
conjunto cerrado no vaćıo A ⊂ Y. Existe C ⊂ f−1(A) cerrado en f−1(A) tal
que f(C) = A y f |C es irreducible. Puesto que X es disperso, existe un punto
aislado x ∈ C, por lo que f (C\{x}) es cerrado en A y distinto de A porque
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f |C es irreducible. De aqúı {f(x)} = A\f (C\{x}) es abierto en A, o bien,
f(x) es punto aislado de A.

P.9. Teorema. Sea X un espacio compacto. Si X no es disperso, en-
tonces existe una función continua de X sobre el intervalo cerrado [0, 1].
Demostración. Vea el Teorema 3.16 de [20]

P.10. Teorema de Alexandroff-Hausdorff. Para todo compacto metriz-
able K existe una función continua del conjunto de Cantor {0, 1}ω sobre K.
Demostración. Vea el problema 299 del caṕıtulo III de [6]

P.11. Definición. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un
espacio P si cada intersección numerable de abiertos de X es abierta en X.

P.12. Teorema de descomposición de espacios compactos disper-
sos. Si X es un espacio compacto disperso no vaćıo entonces existe un único
ordinal µ (llamado el ı́ndice de dispersión de X) y una familia {Xα : α ≤ µ}
de subconjuntos no vaćıos de X (llamada la descomposición canónica de X)
con las siguientes propiedades:

1. X0 = X y Xα+1 es el conjunto de los puntos no aislados de Xα para
todo α < µ;

2. Si α ≤ µ es un ordinal ĺımite entonces Xα =
⋂{Xβ : β < α};

3. El conjunto Xµ es finito. A este subespacio se le llama el núcleo de X.

Demostración. La condición (1) nos obliga a hacer X0 = X; procediendo
de manera inductiva supongamos que se construyó el conjunto cerrado no
vaćıo Xα de X. Si Xα es finito entonces hacemos µ = α. Si Xα es infinito
entonces la condición (1) nos dice que Xα+1 es el conjunto de los puntos no
aislados de Xα. De la compacidad de X se sigue que Xα+1 6= ∅. Si β es un
ordinal ĺımite y se definió el conjunto Xα para cada ordinal α < β entonces la
familia {Xα : α < β} es decreciente y consiste de subconjuntos compactos de
X; por lo tanto, Xβ =

⋂{Xα : α < β} 6= ∅. Obsérvese que si un conjunto Xα

es infinito entonces tiene puntos aislados por lo cual Xα+1 es un subconjunto
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propio de Xα. De modo que si κ = |X|+ entonces es imposible que tengamos
construidos los conjuntos {Xα : α < κ}. Consecuentemente, existe el primer
ordinal µ tal que Xµ es finito.

Cabe mencionar que esta descomposición es factible en espacios dispersos
arbitrarios, no necesariamente compactos, pero para nuestros propósitos ul-
teriores es conveniente asegurar que el núcleo del espacio sea finito. Algunos
autores consideran al ordinal µ + 1 como el ı́ndice de dispersión del espacio.

P.13. Proposición. Dado un espacio compacto y disperso X con ı́ndice
de dispersión µ, si Y ⊂ X es cerrado y Y ∩Xµ = ∅ entonces el ı́ndice ν de
dispersión de Y es estrictamente menor que µ.

Demostración. Sean {Xα : α ≤ µ} y {Yα : α ≤ ν} las descomposiciones
canónicas de X y Y. Para cada ordinal α < µ sucede que si y no es punto
aislado de Yα entonces tampoco lo es de Xα, esto asegura que Yα+1 ⊂ Xα+1.
De lo anterior se desprende que Yµ ⊂ Xµ, aśı que la hipóteis Y ∩ Xµ = ∅
implica que Yµ = ∅. De la definición del ı́ndice de dispersión de Y se sigue
que éste es estrictamente menor que µ.

P.14. Definición. Una familia ajena ρ de subconjuntos cerrados de un
espacio X se llama dispersa si para cada subconjunto no vaćıo H de

⋃
ρ

existe un S ∈ ρ tal que S ∩H es un conjunto no vaćıo abierto del subespacio
H.

P.15. Definición. Dado un espacio X y un cardinal infinito κ considérese
la topoloǵıa τ ′ en X generada por los conjuntos de tipo Gκ (intersección de
una falmilia de abiertos cardinalidad κ) de X. El espacio (X, τ ′) se llama
κ–modificación de X y se denota por (X)κ.

P.16. Teorema (Uspensky). Si X es un espacio disperso y l(X) ≤ κ,
entonces tampoco el número de Lindelöf de (X)κ excede a κ.

Demostración. Tomemos una cubierta abierta C del espacio (X)κ. Puesto
que los conjuntos de tipo Gκ en X son una base para (X)κ, podemos suponer
que los elementos de C son de tipo Gκ en X. Considérese el conjunto P = {x ∈
X : existe C ′x ⊂ C y Ox ∈ τ(x,X) tales que |C ′x| ≤ κ y x ∈ Ox ⊂

⋃ C ′x}.
Basta probar que P = X dado que en tal caso, para cada x ∈ X existe Ox
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en τ(x,X) con Ox ⊂
⋃ C ′x y |C ′x| ≤ κ. Aśı que la cubierta {Ox : x ∈ X} tiene

una subcubierta de cardinalidad a lo más κ digamos {Oxα : α < κ} la cual
induce que una familia

⋃{Cxα : α < κ} de cardinalidad menor o igual que
κ2 = κ, cubra todo X y es subfamilia de C.

Para probar que P = X supongamos lo contrario. El hecho de que X
es disperso asegura que existe un punto aislado x ∈ X\P . Esto significa
que hay un W ∈ τ(x,X) tal que W ∩ (X\P ) = {x}. Por la regularidad de
X podemos encontrar un V ∈ τ(x,X) tal que V ⊂ W . Es posible tomar
un C ∈ C que contiene al punto x. Hemos supuesto que C =

⋂
α∈κ

Uα con

Uα ∈ τ(X) para cada α < κ. Definimos Fα = V \Uα, de manera que Fα ⊂ P
es cerrado en X por lo que l(Fα) ≤ κ para cada α < κ. De lo anterior se
sigue que existe una familia Hα ⊂ C tal que |Hα| ≤ κ y Fα ⊂ ⋃Hα. Si
H =

⋃
α<κ

Hα entonces V \C ⊂ ⋃H, por lo que V ⊂ (
⋃H) ∪ {C}. Esto

implica que V es una vecindad de x que está contenida en la unión de la
familia (

⋃H) ∪ {C}, misma que tiene cardinaliad menor o igual que κ, y
está formada por elementos de C. De modo que x ∈ P , es decir obtuvimos
una contradicción que muestra que X = P y por lo tanto el número de
Lindelöf de (X)κ no excede a κ.

P.17. Teorema. Supongamos que X es un espacio P de Lindelöf y f :
X → Y es una función continua de X sobre un espacio segundo numerable.
Entonces Y es numerable.

Demostración. Para cada y ∈ Y el conjunto {y} es de tipo Gδ en Y .
Se sigue que f−1(y) es Gδ en X aśı que la cubierta {f−1(y) : y ∈ Y } es
abierta y tiene una subcubierta numerable {f−1(yi) : i ∈ ω}. Del hecho de
que

⋃{f−1(yi) : i ∈ ω} = X se deduce que Y = {yi : i ∈ ω}.

P.18. Lema. Para todo espacio X se tiene que w(X) ≤ 2d(X).

Demostración. Por la regularidad del espacio X existe una base B de
cardinalidad w(X) tal que para cada B ∈ B tenemos que B = int(B).
Tomemos un comjunto S ⊂ X tal que S es denso en X y |S| = d(X).
Definimos ϕ : B → exp(S) por ϕ(B) = B ∩ S. De la igualdad B ∩ S = B
para toda B ∈ B se sigue que la función ϕ es inyectiva, aśı que w(X) ≤ 2d(X).
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P.19. Lema (Shura-Bura). Para cualquier espacio X, si U ∈ τ(X) y
F es una familia de compactos de X tal que

⋂F ⊂ U , entonces existe una
subfamilia finita F ′ ⊂ F para la cual

⋂F ′ ⊂ U .

Demostración. Supongamos que si F ′ es cualquier subfamilia finita de
F entonces (

⋂F ′)\U 6= ∅. Esta condición implica que la familia de com-
pactos {F\U : F ∈ F} es centrada porque para F1, . . . , Fn en F sucede que(
F1\U

)
∩ . . .∩

(
Fn\U

)
= (F1 ∩ . . .∩Fn)\U 6= ∅ según hemos supuesto. De

la compacidad de los elementos de F se sigue que
⋂{F\U : F ∈ F} 6= ∅

lo que contradice que
⋂F ⊂ U . Dicha contradicción muestra que existe una

subfamilia finita F ′ ⊂ F tal que
⋂F ′ ⊂ U .

P.20. Lema. Sea X un espacio compacto y F un subconjunto cerrado de
X, entonces ψ(F, X) = χ(F, X).

Demostración. Es evidente que ψ(F, X) ≤ χ(F,X), probaremos solamente
que ψ(F,X) ≥ χ(F, X). Sea κ un cardinal infinito y supongamos que U ⊂
τ(X) y F =

⋂ U con |U| ≤ κ. Para cada U ∈ U , la condición F ⊂ U y la
normalidad del espacio X implican que existe WU ∈ τ(X) tal que F ⊂ WU ⊂
WU ⊂ U . Hagamos U ′ = U ∪ {WU : U ∈ U}. Es inmediato que |U ′| ≤ κ.
Sea V la familia de todas las intersecciones finitas de los elementos de U ′
Sucede que |V| ≤ κ y V es base externa de F . En efecto, si F ⊂ O ∈ τ(X),
la igualdad F =

⋂U ′, la contención F ⊂ WU para todo U ∈ U ′ y el hecho
de que WU ⊂ U implican que F =

⋂{WU : U ∈ U} ⊂ O. Por el Lema de
Shura–Bura existen WU1 , . . . , WUn tales que WU1 ∩ . . . ∩WUn ⊂ O aśı que
F ⊂ WU1 ∩ . . . ∩WUn ⊂ O con WU1 ∩ . . . ∩WUn ∈ V . Esto muestra que V es
una base externa de F en X y se concluye que ψ(F, X) = χ(F, X).

P.21. Lema. Consideremos una π-base B = {Bα : α ∈ ω1}, formada por
conjuntos tipo Fσ de un espacio compacto X de π-peso igual a ω1, aśı como
a la familia F = {F ⊂ X : F 6= ∅, F es Gδ y cerrado en X}. Si F ′ ⊂ F
y |F ′| ≤ ω, entonces existe un ordinal α < ω1 tal que para cada F ∈ F ′ se
cumple que F\Bα 6= ∅.

Demostración. Para cada F ∈ F ′ existe una familia CF que es base externa
numerable de F puesto que X es compacto y F es cerrado y de tipo Gδ en X.
Tomemos A =

⋃{CF : F ∈ F ′}; la familia A es numerable y está formada
de abiertos no vaćıos. Supongamos que no se cumple el lema, esto es que
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para cada ordinal α < ω1 existe un F ∈ F ′ tal que F ⊂ Bα, entonces existe
también un U ∈ CF ⊂ A tal que U ⊂ Bα, por lo que para cada Bα ∈ B
existe un elemento U ∈ A tal que U ⊂ Bα, lo que implica que A es una π–
base numerable del espacio X. De esta contradicción podemos concluir que
existe algún ordinal α < ω1 para el cual se cumple que F\Bα 6= ∅ para cada
F ∈ F ′.

P.22. Lema. Bajo las hipótesis del lema anterior se cumple que para cada
ordinal α < ω1 existe un elemento Cα ∈ F tal que Cα ⊂ Bα.

Demostración. Sea α cualquier ordinal en ω1. Puesto que Bα ∈ B sucede
que Bα 6= ∅, aśı que existe x ∈ Bα; por la regularidad del espacio X hay
un abierto U0 ∈ τ(X) tal que x ∈ U0 ⊂ U0 ⊂ Bα. Supongamos que para
un natural n se han definido los conjuntos abiertos no vaćıos U0, . . . , Un de
manera que x ∈ Un ⊂ Un ⊂ Un−1 ⊂ Un−1 ⊂ . . . ⊂ U0 ⊂ U0 ⊂ Bα, aplicamos
nuevamente la regularidad del espacio X para encontrar un conjunto abierto
no vaćıo Un+1 tal que x ∈ Un+1 ⊂ Un+1 ⊂ Un ⊂ Un ⊂ . . . ⊂ U0 ⊂ U0 ⊂ Bα.
Sea Cα =

⋂
n∈ω Un ⊂ Bα. Las igualdades

⋂
n∈ω Un =

⋂
n∈ω Un = Cα implican

que el conjunto Cα es cerrado de tipo Gδ, en X por lo que Cα ∈ F .

P.23. Lema. Los conjuntos cocero forman una base de cualquier espacio
(recordemos que sólo trabajamos con espacios de Tychonoff).

Demostración. Es un hecho conocido que si U ∈ τ(R) y f : X → R
es una función continua entonces f−1(U) es conjunto cocero. Supongamos
que x ∈ V ∈ τ(X). Existe una función ϕ : X → R tal que ϕ(x) = 1 y
ϕ(X\V ) = {0}. El conjunto W = (1

2
, +∞) es cocero y x ∈ f−1(W ) ⊂ V ; con

esto queda demostrado el lema.

P.24. Lema. Para cualquier espacio X existe una π-base B = {Bα : α <
πw(X)} tal que cada Bα ∈ B es de tipo Fσ en X.

Demostración. Observemos que todo conjunto cocero es de tipo Fσ. Tome-
mos cualquier π-base B′ = {B′

α : α < πw(X)} de X. Para cada B′
α existe un

conjunto cocero Bα, tal que Bα ⊂ B′
α. La colección B = {Bα : α < πw(X)}

resulta ser una π-base de X formada por conjuntos Fσ.
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P.25. Teorema (Hewitt, Marcsewski, Pondiczery). Si X =
∏
t∈T

Xt,

donde |T | ≤ 2κ y d(Xt) ≤ κ para toda t ∈ T , entonces d(X) ≤ κ. En
particular, el producto de no más de 2ω espacios separables es separable.
Demostración. Vea el teorema 2.3.15 de [12].

P.26. Teorema. Sea X ⊂ {0, 1}ω1 un conjunto denso. Entonces πw(X) =
ω1.

Demostración. Recordemos que los conjuntos VA = (Uα1 × . . . × Uαn ×
{0, 1}ω1\{α1,...,αn}) ∩ X con A = {α1, ..., αn} ⊂ ω1 y Uαi

∈ τ({0, 1}) para
i = 1, ..., n forman una base de X. Al conjunto A se le llama el soporte o
conjunto de coordenadas restringidas de VA. Esta base tiene cardinalidad ω1

puesto que sus elementos están indexados por los subconjuntos finitos de ω1.
Esto nos dice que πw(X) ≤ ω1. Supongamos que πw(X) < ω1; esto implica
que existe una π–base de X digamos B que podemos suponer de abiertos de
la forma VA tal que |B| ≤ ω. Como |⋃{A : VA ∈ B}| < ω1 existe un α < ω1

tal que α 6∈ A para toda VA ∈ B,. Resulta evidente que π−1
α

(
{1}

)
∩ X es

un abierto no vaćıo de X que no contiene a ningún elemento de la π-base B.
Dicha contradicción muestra que |B| ≥ ω1 y finalmente πw(X) = ω1.



Caṕıtulo 1

El Juego “Cubiertas
Forzadas”de Galvin−Telgarsky

En este caṕıtulo presentamos, aunque de manera informal, la idea gene-
ral de juego topológico y algunas de sus caracteŕısticas tales como estrategias
ganadoras y jugadas. Posteriormente introducimos el primer ejemplo que va-
mos a estudiar con detalle: el juego G de Galvin−Telgarsky al que llamaremos
“Cubiertas Forzadas”, y el juego G ′ “Cubiertas y sus Elementos”que resul-
ta ser equivalente al anterior. Definiremos el sentido de tal equivalencia y
utilizaremos este juego equivalente para deducir propiedades del Juego de
Galvin−Telgarsky.

Estudiaremos la relación del juego de Galvin−Telgarsky y más especifica-
mente, de la existencia de estrategias ganadoras para alguno de los jugadores,
con las propiedades topológicas de los espacios sobre los que se juega, tales
como la compacidad, la dispersión y la propiedad de Lindelöf. Finalmente se
presenta una construcción de un espacio P de Lindelöf que es neutral para
este juego.

1.1. Partido ganado, victorias y estrategias

Vamos a definir lo que es un juego en un espacio topológico X sin dar,
sin embargo, una definición ciento por ciento rigurosa. Aunque es posible
hacer una formalización completa de los conceptos que se van a dar es fácil
ver que una presentación informal le conviene al lector; además, esta defini-
ción general se vuelve completamente rigurosa para cada juego concreto que

1
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describimos a continuación.
Aśı, decimos que en un espacio X tenemos un juego G si:

1. Está indicado un ordinal κ que depende, en general, del espacio X;
dicho ordinal se entiende informalmente como el supremo del número
de jugadas que pueden hacerse en dicho juego en X.

2. Hay una referencia a dos jugadores que se van a denotar por los śımbolos
I y II, mismos que están jugando en X con información completa.
Por “información completa”se entiende que cada uno de los jugadores
conoce todas las jugadas anteriores, las suyas y las de su adversario, y
también todas las respuestas posibles de su adversario a cualquiera de
sus jugadas.

3. Para cada ordinal α < κ, se indica bajo qué condiciones es posible la
jugada con el número α. Además, la jugada número α, la hace primero
el jugador número uno, es decir I, y luego sigue el jugador II.

4. La α-ésima jugada del primer jugador consiste en la elección de algún
objeto xα; el segundo jugador elige yα, además xα y yα tienen una
relación con X. En la mayoŕıa de los casos son puntos o subconjuntos
de X con ciertas propiedades.

5. Se dan condiciones para el ordinal β de acuerdo a las cuales el juego
se termina en la jugada número β, es decir, se hicieron las jugadas que
teńıan números menores que β pero la jugada número β ya no se hace.

6. Hay una manera de evaluar el resultado del juego de acuerdo a las
familias {xα : α < β} y {yα : α < β}, es decir, para cualquier par
de familias, {xα : α < β} y {yα : α < β}, se indica cuál de los dos
jugadores ganó, o dado el caso, si es empate.

7. Si en X tenemos un juego G decimos que s es estrategia del primer
jugador en el juego G sobre el espacio X si s es una función definida
en todas las familias {(xα, yα) : α < β}, tales que:

• xα es la α-ésima jugada del primer jugador para todo α < β;

• yα es la α-ésima jugada del segundo jugador para todo α < β;

• xα = s({(xδ, yδ) : δ < α}) para todo α < β;
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• de acuerdo con las condiciones de juego es posible realizar la jugada
número β; además si s está definida en la familia {(xα, yα) : α < β},
entonces el conjunto s{(xα, yα) : α < β}) es una de las jugadas posibles
del primer jugador.

De modo que una estrategia s es una manera de indicarle al primer jugador
cómo hacer la jugada número β. La estrategia del segundo jugador se define
de manera análoga. Además, si el jugador realiza sus jugadas utilizando la
estrategia s se dice que está jugando de acuerdo a la estrategia s, o que
está aplicando la estrategia s. El partido es un juego realizado hasta el final
en el espacio dado; de hecho, vamos a identificar con el partido a la familia
{(xα, yα) : α < β} tal que xα es la α-ésima jugada de I y yα es la α-ésima
jugada del jugador II y la jugada número β ya no se puede hacer.

La estrategia s se llama estrategia ganadora (estrategia de empate) para
el i-ésimo jugador si cualquier partido en el que el jugador i aplica s termina
con su victoria (empate). Si ningún jugador tiene una estrategia ganadora
para algún juego sobre un cierto espacio X se dice que X es un espacio
neutral para este juego. Un aspecto importante del análisis de los juegos es
la caracterización de propiedades topológicas de espacios en términos de exis-
tencia de estrategias ganadoras o de empate para uno de los dos jugadores.
Para evitar ciertas situaciones patológicas que tienen que ver con la evalua-
ción del resultado del partido, vamos a dar ciertas precisiones para el inciso 6.

Decimos que la evaluación del resultado del juego se realiza de manera
coherente si la fórmula que se usa -que depende del partido jugado- para
saber quién gana, contiene como variables libres sólo variables que pueden
sustituirse por medio de los conjuntos {xα : α < β}, {yα : α < β} y ordinales;
dicho de manera informal esto significa que los jugadores tienen la posibilidad
de “ver por śı mismos”quién ganó y, además, que toda la información para
tomar una decisión está en el partido jugado. El espacio X sobre el cual están
jugando puede ser “demasiado grande”para que puedan ver sus propiedades
totales, pero estamos considerando que pueden verificar de manera experi-
mental si se cumplen las propiedades dadas para los conjuntos {xα : α < β}
y {yα : α < β} y determinar al ganador de acuerdo al análisis de éstos.

Para dar un ejemplo de una evaluación incoherente del resultado del juego,
supongamos que el juego sólo dura una jugada y que cada jugador tiene que
elegir el conjunto vaćıo. Después de que el juego termina, el jugador I se
declara ganador si y sólo si X es compacto. Es evidente que el espacio X
es compacto si y sólo si el primer jugador tiene estrategia ganadora en este
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juego. Además, es totalmente claro que muy pocos, si es que acaso, van a
considerar esta caracterización de la compacidad satisfactoria. La razón es la
manera incoherente de evaluar el resultado del juego.

1.2. Equivalencias y estrategias

En esta sección presentamos el juego de Galvin−Telgarsky tal como apare-
ce en el art́ıculo de F. Galvin [13] en el cual se lo llama “point-open game”;
este nombre refleja la dinámica de cada jugada, pero no describe el objetivo
del juego, además de que su traducción al español es desafortunada por lo
cual hemos optado por la denominación: “Cubiertas Forzadas”. En el citado
art́ıculo se presentan dos versiones del juego en cuestión; demostraremos que
se trata esencialmente del mismo juego, para lo cual acotaremos la definición
de estrategia ganadora.

1.2.1. Definición (El juego CF “Cubiertas Forzadas”de Galvin-
Telgarsky). Dado un espacio X, se juega en X de la siguiente manera: en
la jugada Jn número n Jn el jugador I elige un punto xn ∈ X y el jugador II
responde eligiendo un abierto On tal que xn ∈ On. El juego termina cuando
se han hecho las jugadas Jn para cada n ∈ ω. El partido {(xn, On) : n ∈ ω}
muestra que gana el jugador I si X =

⋃{On : n ∈ ω}; en caso contrario el
ganador es el jugador II.

1.2.2. Definición (El juego CE“Cubiertas y sus Elementos”). Sobre
un espacio X se juega de la siguiente manera: en la jugada número n Jnel
jugador I elige una cubierta abierta Cn de X y II responde eligiendo un
elemento On ∈ Cn. El juego termina cuando se han hecho las jugadas Jn

para cada n ∈ ω. En el partido {(Cn, On) : n ∈ ω} el jugador II gana si
X =

⋃{On : n ∈ ω}, en caso contrario el ganador es el jugador I.

1.2.3. Definición. Una estrategia s para el primer jugador del juego CF
de cubiertas forzadas en un espacio X se define inductivamente de la siguiente
manera. Se elige el punto s(∅) = x0. Un conjunto U0 ∈ τ(X) es adecuado si
x0 ∈ U0. Para cada conjunto adecuado U0 tiene que estar definido el punto
s(U0) = x1. Supongamos que se definieron sucesiones adecuadas (U0, ..., Ui)
y puntos s(U0, ...Ui) para cada i ≤ n. La sucesión (U0, ...Un+1) es adecuada
si (U0, ..., Ui) lo es para cada i ≤ n y xn+1 = s(U0, ...Un) ∈ Un+1. Llamamos a
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s estrategia ganadora para I en el juego CF sobre el espacio X si el jugador
I gana en cualquier partido en el que aplica la estrategia s.

1.2.4. Proposición. Supongamos que existe una estrategia ganadora para
el primer jugador en el juego CF de cubiertas forzadas sobre un espacio
X. Entonces existe una estrategia ganadora s para el jugador I en X tal

que s(U0, ...Un) /∈
n⋃
0

Uj para cualquier sucesión adecuada (U0, ...Un) con

n⋃
0

Uj 6= X.

Demostración. Sea s′ cualquier estrategia ganadora para el jugador I.
Definimos la estrategia s como sigue: primero hacemos x0 = s′(∅) = s(∅).
Para cualquier sucesión adecuada (U0, ..., Un) de abiertos de X, si el pun-

to s′(U0, ...Un) pertenece al conjuto X \
n⋃
0

Uj entonces hacemos xn+1 =

s′(U0, ...Un) = s(U0, ...Un). En caso contrario, si s′(U0, ...Un) ∈
n⋃
0

Uj entonces

consideremos el partido {(xi, Ui) : i ∈ ω} que se juega según la estrategia

s′ y en el que el segundo jugador escoje el conjunto Un+1 =
n⋃
0

Uj. Puesto

que s′ es ganadora, existe un punto y que es el primero elegido por el ju-
gador I en el partido {(xi, Ui) : i ∈ ω} que se juega según la estrategia

s′, tal que y ∈ X \
n⋃
0

Uj. Hacemos xn+1 = y = s(U0, ...Un). Por construc-

ción s(U0, ...Un) /∈
n⋃
0

Uj para cualquier sucesión adecuada (U0, ...Un) con

n⋃
0

Uj 6= X. Resta verificar que la estrategia s es ganadora. Consideremos un

partido {(xi, Ui) : i ∈ ω} en el que el jugador I aplica la estrategia s. Vamos
a construir otro partido {(yj, Vj) : j ∈ ω} en el cual el jugador I aplica s′

y los abiertos Vj se eligen de la manera siguiente: V0 = U0, si ym+1 ∈
m⋃
0

Vj
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entonces Vm+1 =
m⋃
0

Vj; en caso contrario, de la definición de s se sigue que

ym+1 = xn+1 para algún n ∈ ω tal que n ≤ m, aśı que podemos tomar

Vm+1 = Un+1. Finalmente tenemos que X =
⋃
j∈ω

Vj =
⋃
i∈ω

Ui lo que demuestra

que s es estrategia ganadora.

1.2.5. Teorema. El juego CF de cubiertas forzadas es equivalente al juego
CE de cubiertas y sus elementos en el sentido de que para cualquier espacio
X, el jugador I tiene estrategia ganadora en CF sobre el espacio X si y sólo
si el jugador II la tiene en CE sobre el mismo espacio X y el jugador II
tiene estrategia ganadora en CF sobre el espacio X si y sólo si el jugador I
la tiene en CE sobre el mismo espacio X.

Demostración. Supongamos que s es una estrategia ganadora para el ju-
gador I en CF sobre el espacio X. Vamos a definir una estrategia s′ para el
jugador II en CE sobre X como sigue:

Para cada cubierta abierta U0 de X elegimos un conjunto U0 ∈ U0 tal que
s(∅) ∈ U0; definimos s′(U0) = U0. Procediendo inductivamente, supongamos
que n ∈ ω y se eligieron puntos x0, ..., xn ∈ X, conjuntos abiertos U0, ..., Un

y cubiertas abiertas U0, ...,Un del espacio X de tal forma que Ui ∈ Ui y
xi = s(U0, ..., Un−1) para todo i ≤ n. Si el jugador I nos presenta una cubierta
abierta Un+1, entonces podemos encontrar un conjunto Un+1 ∈ Un+1 para el
cual xn+1 = s(U0, ..., Un) ∈ Un+1; hagamos s′(U0, ...,Un+1) = Un+1. De esta
manera nuestro procedimiento inductivo nos brinda una estrategia s′ para el
jugador II en el juego de cubiertas y sus elementos.

Probemos ahora que s′ es una estrategia ganadora para II; para hacerlo
tomemos un partido {(Ui, Ui) : i ∈ ω} del juego CE en el que el jugador
II aplica la estrategia s′. Con base en este partido ahora construimos otro
partido del juego CF en el cual el jugador I aplica la estrategia s de la
siguiente manera: tomamos s(∅) = x0, s(U1) = x1,. . . , s(U1, . . . Ui−1) = xi,
y obtenemos el partido {(xi, Ui) : i ∈ ω} en el que el jugador I gana, puesto
que s es estrategia ganadora, esto es X =

⋃
i∈ω Ui. Se concluye que el jugador

II gana su partido y que la estrategia s′ es ganadora.
Ahora sea s′ una estrategia ganadora para el jugador II en el juego CE .

Un punto x en X se llamará 0-adecuado si cada U ∈ τ(x,X) coincide con
s′(U) para alguna cubierta abierta U del espacio X. Si el espacio no tiene
puntos 0-adecuados entonces para cada x ∈ X existe un conjunto Ux ∈
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τ(x, X) tal que Ux 6= s′(U) para cualquier cubierta abierta U de X. Sin
embargo, {Ux : x ∈ X} es cubierta abierta de X y s′ evaluada en esta
cubierta elige uno de sus elementos digamos Ux0 para algún x0 ∈ X lo cual
es una contradicción que muestra que existe el punto 0-adecuado x0; hagamos
s(∅) = x0. El jugador II en el juego CF responderá eligiendo un conjunto
abierto U0 3 x0. Como el punto x0 es 0-adecuado, existe una cubierta abierta
U0 tal que U0 = s′(U0). Procediendo inductivamente supongamos que n ∈ ω y
se eligieron los puntos x0, ..., xn junto con sus respectivas vecindades abiertas
U0, ..., Un y cubiertas abiertas U0, ...,Un de tal manera que {(Ui, Ui) : i ≤ n}
es un segmento inicial de un partido del juego CE en el que II aplica la
estrategia s′. A un punto x ∈ X lo llamaremos (n + 1)-adecuado si cada
U ∈ τ(x,X) coincide con s′(U0, ...,Un,U) para alguna cubierta abierta U del
espacio X. Un razonamiento idéntico al que usamos para probar la existencia
de puntos 0-adecuados muestra que existen los puntos (n + 1)-adecuados en
X, sea xn+1 uno de ellos; hagamos s(U0, ...Un) = xn+1.

Ahora vamos a probar que la estrategia s es ganadora. Si {(xn, Un) :
n ∈ ω} es un partido en el que el jugador I aplica la estrategia s, entonces
existe una sucesión {Un : n ∈ ω} de cubiertas abiertas de X tal que Un =
s′(U0, ...,Un−1) para cualquier n ∈ ω. Esto significa que {(Un, Un) : n ∈ ω}
es un partido del juego CE que se juega según la estrategia s′ y por tanto lo
gana el jugador II, esto es X =

⋃{Un : n ∈ ω} por lo cual s es estrategia
ganadora para I en CF .

A continuación supongamos que β es una estrategia ganadora para II en
CF sobre X. Sea β′ la estrategia para I en CE sobre X definida como sigue:
β′(∅) = U0 donde U0 es la cubierta {β(x) : x ∈ X}. En el juego CE el jugador
II debe elegir algún elemento U0 ∈ U0. De la definición de U0 se sigue que
U0 = β(x0) para algún x0 ∈ X.

Procediendo inductivamente supongamos que n ∈ ω y tenemos cubiertas
abiertas U0, ...,Un del espacio X junto con puntos x0, ..., xn y los conjuntos
U0, ..., Un ∈ τ(X) tales que Ui ∈ Ui para cada i ≤ n y además, U0 = β(x0)
mientras que para cada k < n se tiene la igualdad Uk+1 = β(x0, ..., xk+1). Para
todo punto x ∈ X está definido el conjunto Ux = β(x0, ..., xn, x) ∈ τ(x,X) de
modo que la familia Un+1 = {Ux : x ∈ X} es una cubierta abierta de X por
lo cual podemos hacer {β′(U0, . . . , Un) = Un+1. En el juego CE el jugador II
debe elegir algún elemento Un+1 ∈ Un+1. De la definición de Un+1 se sigue que
Un+1 = β(xn+1) para algún xn+1 ∈ X. Con esto queda definida la estrategia
β′.

Para verificar que β′ es una estrategia ganadora, consideremos cualquier
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partido {(Un, Un) : n ∈ ω} en CE en el que I ′ aplica β′. Por la construcción
de β′ se tiene que para cada n ∈ ω existe un xn ∈ X tal que el partido
{(xn, Un) : n ∈ ω} se juega según la estrategia β. Lo anterior implica que⋃
n∈ω

Un 6= X y, por lo tanto, que β′ es estrategia ganadora para el jugador I

en el juego CE .

Finalmente sea β′ una estrategia ganadora para I en el juego CE sobre
X. Definamos la estrategia β para el jugador II del juego CF como sigue:
si el jugador I elige x0 ∈ X, hacemos β(x0) = U0 donde U0 es cualquier
elemento de la familia β′(∅)

⋂
τ(x0, X). Denotemos la cubierta β′(∅) por

U0. Supongamos que se tienen definidos x0, U0,U0, . . . , xn, Un,Un tales que la
cubierta Uk+1 = β′(U0, . . . , Uk) para todo k < n. Si el jugador I elige xk+1 en
X, definimos β(x0, . . . , xk+1) = Uk+1 donde Uk+1 es cualquier elemento de la
familia β′(U0, . . . , Un)

⋂
τ(xn+1, X). Denotemos la familia β′(U0, . . . , Un) por

Un+1. Aśı, queda definida la estrategia β. Resta probar que β es una estrategia
ganadora. Sea {(xn, Un) : n ∈ ω} un partido en CF en el que el jugador II
aplica la estrategia β. Es posible encontrar una sucesión {Un : n ∈ ω} de
cubiertas abiertas de X de manera que el partido {(Un, Un) : n ∈ ω} se

juega con la estrategia β′. Por lo tanto
⋃
n∈ω

Un 6= X, es decir que β es una

estrategia ganadora para el jugador II del juego CF y con esto concluye la
demostración.

1.3. Estrategias ganadoras y sus implicaciones

topológicas.

En la presente sección nos ocuparemos de las caracteŕısticas de los espa-
cios sobre los cuales alguno de los participantes del juego de Galvin−Telgarsky
tiene una estrategia ganadora. En caso de que la tenga el primer jugador
demostraremos que en la ω-modificación del espacio este jugador también
tiene estrategia ganadora y que en el espacio hay fuertes restricciones sobre
el pseudocarácter y cardinalidad aśı como dependencias entre propiedades
topológicas tales como la compacidad y la dispersión, y si el espacio no es
compacto mostraremos que aún es σ-disperso. Si se caracteriza la existencia
de una estrategia ganadora para el segundo jugador entonces el único caso no
trivial surge al considerar los espacios de Lindelöf. Se demostrará una carac-
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terización de la existencia de dicha estrategia por medio de mapeos continuos
sobre espacios segundo numerables.

1.3.1. Definición. Sea X un espacio topológico. Si i ∈ {I, II} entonces
decimos que X es i-favorable para el juego de Galvin−Telgarsky si el jugador
i tiene estrategia ganadora para este juego en X.

1.3.2. Teorema.
(1) Todo espacio numerable es I-favorable.
(2) Todo espacio que no es II-favorable (en particular si es I-favorable) es
de Lindelöf.

Demostración. Supongamos que X es numerable, aśı que lo podemos es-
cribir como {xi : i ∈ ω}. Sea s la estrategia para I definida por s(∅) = x0,
s(U0, . . . , Ui−1) = xi para todo i ≥ 1. Entonces si P es cualquier partido en
el que I aplica s se tiene que P = {(xi, Ui) : i ∈ ω} y xi ∈ Ui implica que⋃
i∈ω

Ui =
⋃
i∈ω

{xi} = X y X es I-favorable.

Supongamos ahora que el espacio X no es II-favorable. Tomemos cualquier
cubierta abierta C de X y supongamos que C no tiene subcubierta numerable.
Dado cualquier n ∈ ω, si el primer jugador elige un punto xn en su n-ésimo
turno hagamos µ(xn) = Un donde Un es cualquier elemento de C con xn ∈ Un.
Si {(xn, Un) : n ∈ ω} es un partido en el que el segundo jugador aplica la
estrategia µ, entonces C ′ = {Un : n ∈ ω} es una subfamilia numerable de C.
Por la elección de C tenemos que

⋃ C ′ 6= X lo cual muestra que µ es una es-
trategia ganadora del jugador II; tal contradiccón concluye la demostración
de (2).

El siguiente es un resultado menos evidente que se refiere a la conservación
de la propiedad de ser I-favorable bajo la ω-modificación.

1.3.3. Teorema.. Un espacio topológico es I-favorable si y sólo si su
ω-modificación también lo es.

Demostración. Probaremos sólo la implicación no trivial. Supongamos que
X es un espacio I-favorable. Sea s una estrategia ganadora para el primer
jugador. Para construir la estrategia ganadora s′ del mismo jugador I sobre
(X)ω consideremos los siguientes conjuntos de sucesiones finitas de naturales:
A0 = {∅}, A1 = {(1)}, A2 = {(1, 1), (2)}, A3 = {(1, 1, 1), (1, 2), (2, 1), (3)}, . . .



10 El Juego “Cubiertas Forzadas”de Galvin−Telgarsky

En general, si (a1, . . . , am) es el n-ésimo elemento de Ak, entonces el elemento
2n−1 de Ak+1 es (a1, . . . , am, 1) y el elemento 2n de Ak+1 es (a1, . . . , am +1).
Notemos que los elementos de cada Ak son todas las sucesiones finitas de

naturales cuyos elementos suman k. Es inmediato que |
⋃

k∈ω

Ak| = ω. Podemos

ordenar esta unión respetando el orden de construcción, es decir, si ϕ ∈ Ak

y ϕ′ ∈ Ak′ con k < k′ entonces ϕ < ϕ′. De esta manera podemos escribir
la unión de las Ak como {ϕi : i ∈ ω}. Ahora comenzamos a definir la es-
trategia s′ tomando s′(∅) = s(∅) = x0. Supongamos que que el jugador II
elige V0 ∈ τ(x0, (X)ω), que podemos suponer de tipo Gδ en X, puesto que
estos conjuntos forman una base de (X)ω y para definir cualquier estrate-
gia ganadora para el primer jugador del juego de cubiertas forzadas basta
definirla en una base. Existe una familia numerable {U0

n : n ∈ N} ⊂ τ(x0, X)
tal que

⋂{U0
n : n ∈ N} = V0. Aplicando la estrategia s a los elementos

de esta familia construimos el conjunto {s(U0
n) = x(n) : n ∈ N}. Hagamos

s′(V0) igual a x(1) = x(ϕ1). Supongamos ahora, que el jugador II elige
V1 ∈ τ(x(1), (X)ω). Existe una familia numerable {U1

n : n ∈ N} ⊂ τ(x(1), X)
con la propiedad de que

⋂{U1
n : n ∈ N} = V1. Nos fijamos ahora en el conjun-

to {s(U1
n) = x(1, n) : n ∈ N}. Definimos s′(V0, V1) = x(1, 1) = x(ϕ2). puesto

que hasta este momento ya están definidos los puntos x(ϕ) para cada ϕ en A1

y en A2, podemos definir s′(V0, V1, V2) = x(2) = x(ϕ3). En general hacemos
s′(V0, . . . , Vk) = x(ϕk+1). Probemos que s′ es efectivamente una estrategia

ganadora. Supongamos lo contrario. Esto es, que existe x ∈ (X)ω\
⋃

k∈ω

Vk, esto

implica, en particular, que x 6= x0 y además, x /∈ V0 por lo que existe n0 ∈ N
tal que x /∈ U0

n0
; Hagamos U0 = U0

n0
. Sea x1 = s(U0) = s(U0

n0
) = x(n0).

Puesto que (n0) ∈ An0 , sucede que (n0) = ϕm1 para algún m1 ∈ ω. Por lo
tanto x1 = x(ϕm1) ∈ Vm1 , lo cual implica que x 6= x(ϕm1) = x(n0) = x1 y
además x /∈ Vm1 . Aśı que existe n1 ∈ N tal que x /∈ Um1

n1
. Hacemos ahora

U1 = Um1
n1

. Sea x2 = s(U1) = s(Um1
n1

) = x(n0, n1). Como (n0, n1) ∈ An0+n1 ,
existe m2 ∈ ω tal que (n0, n1) = ϕm2 lo cual hace que x2 = x(ϕm2) ∈ Vm2 . Es-
to implica que x 6= x2 y por lo tanto, existe n2 ∈ N tal que x /∈ Um2

n2
. Hagamos

U2 = Um2
n2

. Supongamos que hemos encontrado números naturales n0, . . . , nk

y m0, . . . , mk tales que x 6= x(n0, . . . , nj) y x /∈ U
mj
nj = Uj. para cada j ≤ k.

Como (n0, . . . , nj) ∈ An0+...+nj
existe mk+1 ∈ ω tal que (n0, . . . , nj) = ϕmk+1

.
Si xk+1 = x(n0, . . . , nj) entonces xk+1 = x(ϕmk+1

) ∈ Vmk+1
lo cual implica

que x 6= xk+1 y x /∈ Vmk+1
, por lo tanto existe nk+1 ∈ N tal que x /∈ U

mk+1
nk+1 .

Tomemos Uk+1 = U
mk+1
nk+1 . Aśı hemos construido un partido {(xn, Un) : n ∈ ω}
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sobre el espacio X en el que el primer jugador aplica s y pierde puesto que

x /∈ Un para cada n. Esta contradicción muestra que (X)ω =
⋃

k∈ω

Vk y s′ es una

estrategia ganadora para el primer jugador del juego de Galvin−Telgarsky
en la ω-modificación del espacio X.

1.3.4. Ejemplo. La recta real R con la topoloǵıa usual es un espacio II-
favorable en el juego de cubiertas forzadas CF .

Demostración. Vamos a definir una estrategia ganadora β para el segun-
do jugador de la siguiente manera β(x0, . . . , xn) =

(
xn − 1

2n+1 , xn + 1
2n+1

)
.

En efecto, esta estrategia es ganadora puesto que los intervalos elegidos por
el segundo jugador no pueden cubrir la recta cuya medida de Lebesgue es
infinita, mientras que la medida de la unión de los intervalos elegidos por el

jugador II es igual a
∑
n∈ω

1

2n
= 2.

Más aún, para cualquier conjunto C ⊂ R de medida de Lebesgue igual
a b > 0, podemos hacer β(x0, . . . , xn) = (xn − b · 2−n−3, xn + b · 2−n−3) para
cualesquiera x0, ..., xn ∈ C y n ∈ ω. Siguiendo los mismos pasos se concluye
que β es una estrategia ganadora y por lo tanto C es II-favorable en el juego
CF .

Sin embargo, no todos los espacios II-favorables en el juego CF contenidos
en la recta real tienen medida positiva como veremos a continuación:

1.3.5. Ejemplo. El conjunto de Cantor K = {0, 1}ω es II-favorable en el
juego de Galvin−Telgarsky.

Demostración. Para cada sucesión finita de puntos (x0, ..., xn) del espacio
K hacemos β(x0, . . . , xn) = {x ∈ {0, 1}ω : x(n) = xn(n)} = Un ∈ τ(x, {0, 1}ω).
Para verificar que β es una estrategia ganadora para el jugador II tomemos
cualquier partido P = {(xn, Un) : n ∈ ω} en el que el segundo jugador aplica
β. Hagamos x(n) = 1−xn(n) para toda n ∈ ω; de esta manera x(n) 6= xn(n)

por lo que x /∈ Un para todo n ∈ ω, aśı que
⋃
n∈ω

Un no cubre a {0, 1}ω y por lo

tanto β es estrategia ganadora para el jugador II. De modo que el conjunto
de Cantor es II-favorable y de medida cero .

Los ejemplos anteriores son sólo casos particulares de resultados más ge-
nerales que serán expuestos más adelante. Para obtener estos resultados es
conveniente analizar qué sucede con las imágenes y preimágenes continuas
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de espacios sobre los que uno de los jugadores tiene una estrategia ganadora.
Esto se muestra en la siguiente proposición.

1.3.6. Proposición. Dada una función continua sobreyectiva f : X → Y
si X es un espacio I-favorable en el juego CF de cubiertas forzadas, entonces
Y también lo es; y si Y es II-favorable para CF entonces X también es II-
favorable.

Demostración. Vamos a suponer primero que el espacio X es I-favorable.
Sea sX una estrategia ganadora para el primer jugador en X. Para cons-
truir una estrategia ganadora sY para el mismo jugador sobre el espacio Y
hagamos primero y0 = sY (∅) = f(sX(∅)) y x0 = x(y0) = sX(∅). Pro-
cediendo inductivamente suponemos que k < ω y se definió la estrategia
para cualquier jugada Jn con n < k de tal manera que para cada punto
y ∈ Y elegido por el jugador I se fijó x(y) ∈ f−1(y), y si un segmento
inicial {(yi, Ui) : i < j ≤ k} de un partido en Y se obtuvo por medio de la
aplicación de sY , entonces {(x(yi), f

−1(Ui)) : i < j} es un segmento inicial
de nuestro partido en X donde el jugador I aplica la estrategia sX . Ahora, si
se dieron las jugadas {(yi, Ui) : i < k} en el espacio Y en las que el jugador
I aplicó sY entonces {(x(yi), f

−1(Ui)) : i < k} es un segmento inicial de un
partido en X en el que el jugador I aplica la estrategia sX . De modo que
sX nos brinda el punto xk = sX(f−1(U1), . . . , f

−1(Uk−1)), aśı que podemos
tomar sY (U1, . . . , Uk−1) = yk = f(xk) y x(yk) = xk mismo que completa la
definición de la estrategia sY . Si un partido {(yi, Ui) : i ∈ ω} se juega en Y
según la estrategia sY , entonces {(x(yi), f

−1(Ui)) : i ∈ ω} es un partido en
X en el que se aplica la estrategia sX . La estrategia sX es ganadora por lo
que

⋃
i∈ω f−1(Ui) = X; esto implica que

⋃
i∈ω Ui = Y de modo que sY es una

estrategia ganadora para el primer jugador en Y .

Supongamos ahora que tY es una estrategia ganadora del segundo jugador
en Y y el jugador I elige un punto x0 ∈ X. El conjunto U0 = f−1(tY (f(x0)))
es una vecindad abierta de x0; hagamos V0 = tY (f(x0)) y tX(x0) = U0.
Procedemos inductivamente y suponemos que k ∈ ω y se definió la es-
trategia tX para el segundo jugador sobre el espacio X para cualquier ju-
gada Jn tal que n < k de manera que si las jugadas {(xi, Ui) : i < j} se
hicieron con la estrategia tX , entonces la familia {(f(xi), f(Ui)) : i < j}
constituye un segmento inicial de algún partido sobre el espacio Y (y en
particular, cada Vi = f(Ui) es una vecindad abierta de f(xi) en Y ) en el
cual el jugador II aplica la estrategia tY . Ahora, si se realizaron las ju-
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gadas {(xi, Ui) : i < k} y el jugador I eligió un punto xk en su k-ésimo
turno entonces {(f(xi), f(Ui)) : i < k} ∪ {f(xk)} es un segmento inicial del
juego en Y donde II aplica la estrategia tY ; de modo que está bien definido
el conjunto abierto Vk = tY (f(x0), . . . , f(xk)). Tomando Uk = f−1(Vk) y
tX(xo, . . . , xk) = Uk terminamos la definición inductiva de la estrategia tX .

Para verificar que la estrategia tX es ganadora en el espacio X tomemos
un partido {(xi, Ui) : i ∈ ω} del juego de Galvin−Telgarsky en el que el
jugador II la aplica. Si yi = f(xi) y Vi = f(Ui) para cada i ∈ ω entonces
ν = {(yi, Vi) : i ∈ ω} es un partido en Y en el cual II aplica la estrategia tY .
Por consiguiente, el jugador II es el vencedor del partido ν y por lo tanto
V =

⋃{Vi : i ∈ ω} 6= Y. Esto implica que
⋃{Ui : i ∈ ω} 6= X, es decir tX es

una estrategia ganadora para el segundo jugador sobre el espacio X.

De la Proposición 1.3.6. se deduce inmediatamente que si un factor de
un producto es II−favorable, entonces el producto lo es, y si un producto es
I−favorable, entonces cada factor lo es. Sin embargo, el Ejemplo 1.3.5. y la
Proposición 1.3.6. implican que el espacio {0, 1}κ es II−favorable para todo
κ ≥ ω pero {0, 1}n es I−favorable, puesto que es finito, para cada n < ω.

1.3.7. Teorema. Si X es un espacio I-favorable en el juego de Galvin−Tel-
garsky entonces su cardinalidad coincide con su pseudocarácter:

Demostración. Supogamos que el espacio X es I-favorable y que tiene
pseudocarácter ψ(X) = κ. Sea s una estrategia ganadora para el jugador
I en el juego CF sobre X. La condición ψ(X) = κ implica que para cada
x ∈ X existe Ux = {Ux

α : α < κ} ⊂ τ(x,X) tal que
⋂Ux = {x}. Para el punto

x0 = s(∅) hagamos A0 = {x0} y para todo n > 0, An = {s(Ux0
α0

, . . . , Uxn−1
αn−1

) :
α0, . . . , αn−1 < κ, y existen x1 . . . xn−1 ∈ Ai tales que la sucesión finita
((x0, U

x0
α0

), ..., (xn−1, U
xn−1
αn−1

)) es un segmento inicial de un partido en CF}
Observemos que |An| ≤ κ para cada n ∈ ω. Efectivamente, |A0| = 1 ≤ κ.

Ahora, si suponemos que |An| ≤ κ entonces ocurre que |An+1| ≤ |An|·|Uxn | ≤
κ2 ≤ κ. Por tanto |⋃{An : n ∈ ω}| ≤ κ. Probaremos que X = A =

⋃
An.

Supongamos que existe y ∈ X�A; esto implica que y 6= x0 por lo que existe
U0 ∈ Ux0 tal que y /∈ U0. Sea x1 = s(U0), aśı que x1 ∈ A1 por lo que y 6= x1

y existe U1 ∈ Ux1 tal que y /∈ U1. Sea x2 = s(U1, U2). Supongamos que
xk, Uk−1 están definidos con este procedimiento de manera que y /∈ Uj con
j = 1, . . . , k−1, entonces existe Uk ∈ Uxk

tal que y /∈ Uk. Por construcción de
la familia {Un : n ∈ ω} se tiene que P = {(xi, Ui) : i ∈ ω} es un partido en el
que I aplica s, pero y /∈ Ui para todo i ∈ ω por lo que y ∈ X�

⋃{Ui : i ∈ ω}
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e I pierde el partido P , lo que contradice que s es estrategia ganadora. Por
lo tanto la unión de la familia {An : n ∈ ω} coincide con el espacio X de
modo que la cardinalidad del espacio no excede a κ = ψ(X). Como siempre
ψ(X) ≤ |X|, tenemos que |X| = ψ(X).

1.3.8. Corolario. Sea X un espacio topológico con pseudocarácter nume-
rable. Entonces X es numerable si y sólo si X es I-favorable en el juego de
Galvin−Telgarsky.

Demostración. La necesidad se sigue del Teorema 1.3.7 y la suficiencia del
Teorema 1.3.2.

1.3.9. Teorema. En el juego Cubiertas Forzadas de Galvin-Telgarsky,
para cualquier espacio compacto X las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
(1) El espacio X es I-favorable
(2) El espacio X no es II-favorable
(3) El espacio X es disperso.

Demostración. Es evidente que un espacio I-favorable no es II-favorable
por lo que la primera condición implica la segunda. Si el compacto X no
es disperso entonces por el Teorema P.9 se mapea continuamente sobre el
intervalo compacto metrizable [0, 1] que es II-favorable según 1.3.4. Aśı que
de la proposición 1.3.6 se sigue que el espacio X es II-favorable. Esto prueba
que (2) implica (3).

Supongamos ahora que el compacto X es disperso. Demostraremos por
inducción sobre el ı́ndice de dispersión de X que es I-favorable. Si el ı́ndice
de dispersión de X es cero, entonces X es finito y en tal caso el espacio es
trivialmente I-favorable.

Supongamos ahora que µ > 0 es un ordinal y todo espacio compacto X
cuyo ı́ndice de dispersión es menor que µ es I-favorable. Sea X tal que su
ı́ndice de dispersión es µ; sea Y el núcleo de X. Entonces Y es finito porque es
compacto. Podemos escribir a Y como {x0, . . . , xn}, y definimos la estrategia
s como sigue: s(∅) = x0, s(U1, . . . , Uj−1) = xj; j ≤ n.

Entonces X\
⋃
j≤n

Uj es compacto y su ı́ndice de dispersión es estrictamente

menor que µ por la Proposición P.13, y por lo tanto I tiene estrategia
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ganadora s′ sobre X\
⋃
j≤n

Uj. Finalmente definimos s(U1, . . . , Un) = s′(∅) y

para una sucesión adecuada de abiertos en general (U1, . . . , Un+k), tomamos
s(U1, . . . , Un+k) como s′(Un+1, . . . , Un+k+1). Si {(xn, Un) : n ∈ ω} es un par-
tido en el cual el primer jugador aplica la estrategia s entonces:

X = Y
⋃

(X\Y ) ⊂
(⋃

j≤n

Uj

)
⋃

(⋃

k∈N
Un+k

)
=

⋃

i∈N
Ui por lo que s es

ganadora y X es I-favorable es decir acabamos de demostrar que (3) implica
(1).

No todos los espacios I-favorables son dispersos. Un ejemplo muy sencillo
es el conjunto de los números racionales como subespacio de la recta real.
El siguiente teorema muestra que los espacios I-favorables están fuertemente
relacionados con los espacios dispersos aun cuando no sean compactos. Antes
del teorema necesitamos el siguiente lema.

1.3.10. Lema. Sean Y y Z subconjuntos cerrados de un espacio X tales
que Z ⊂ Y. Entonces hay una sucesión {Fn(Y, Z) : n ∈ ω} de familias
dispersas de subconjuntos de X tales que Y \Z =

⋃{⋃Fn(Y, Z) : n ∈ ω}.

Demostración. Definimos G0 = ∅ y E0 = Y. Sea α un ordinal sucesor
tal que Gξ y Eξ están definidos para cada ξ ≤ α. Escogemos Gα+1 como
una familia disjunta de subconjuntos de Eα \ Z tal que cada G ∈ Gα+1

es un abierto de tipo Fσ en Eα y
⋃Gα+1 sea densa en Eα \ Z. Definimos

Eα+1 = Eα \
⋃Gα+1. Si λ es un ordinal ĺımite tal que Gξ y Eξ están definidos

para cada ξ < λ entonces definimos Gλ = ∅ y Eλ =
⋂{Eξ : ξ < λ}. Es fácil

ver que cada Eξ es cerrado en X y cada G ∈ Gξ es de tipo Fσ en X.

Claramente, existe un ordinal digamos β tal que Eβ = Z; sea γ el menor
ordinal con esta propiedad. Definimos G =

⋃{Gξ : ξ < γ}. Para cada G ∈ G
escogemos una sucesión (Fn(G))n∈ω de subconjuntos cerrados de X tal que
G =

⋃{Fn(G) : n ∈ ω}. Finalmente hacemos Fn(Y, Z) = {Fn(G) : G ∈ G}
para cada n ∈ ω. Por construcción Y \Z =

⋃{⋃Fn(Y, Z) : n ∈ ω}. Tomemos
un n ∈ ω y un subconjunto no vaćıo H de

⋃Fn(Y, Z). Existe por lo menos un
ordinal ξ < γ tal que H∩Fn(G) 6= ∅ para algún G ∈ Gξ. Como G∩Eξ+1 = ∅
y Fn(G) ⊂ G, el conjunto Fn(G) es abierto en Eξ ∩

⋃Fn(Y, Z). Aśı que
Fn(G) ∩H es un abierto no vaćıo de H y la familia

⋃Fn(Y, Z) es dispersa.
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1.3.11. Teorema. Si X es un espacio I-favorable en el juego Cubiertas
Forzadas de Galvin-Telgarsky, entonces es σ-disperso.

Demostración. Sea X un espacio sobre el que el jugador I tiene una es-
trategia ganadora. Recordemos que por la proposición 1.2.4 podemos tomar
una estrategia ganadora s de manera que s(U0, . . . , Un) ∈ X\(U0 ∪ . . . ∪ Un)
para cada sucesión adecuada (U0, . . . , Un). Por el Lema 1.3.10 para cada cer-
rado G ⊂ X y cada punto x ∈ G hay ω familias dispersas cuyas uniones
cubren a G \ {x}; denotemos a la k-ésima de estas familias por Fk(G, x).
Tratándose de la familia Fk(G, x) si U ∈ τ(X) definimos CU = G \ U. Para
cada sucesión finita de naturales ϕ, consideramos los siguientes conjuntos:
I(∅) = {∅}, A(∅) = {s(∅)} = {x0}, B(∅) = X.

Para cada i0 ∈ ω hacemos:
I(i0) = {(x0, U0) : CU0 ∈ Fi0(X, x0)}
A(i0) = {s(U0) : CU0 ∈ Fi0(X, x0)},
B(i0) =

⋃Fi0(X, x0)}.
Procediendo inductivamente, supongamos que se definieron I(i0, . . . , in),

A(i0, . . . , in) y B(i0, . . . , in), tomemos:
I(i0, . . . , in+1) = {(x0, U0), . . . , (xn+1, Un+1) : (x0, U0), . . . , (xn, Un) ∈

I(i0, . . . , in), s(U0, . . . , Un) = xn+1, CUn+1 ∈ Fin+1(CUn , xn+1)}
A(i0, . . . , in+1) = {s(U0, . . . , Un+1) : ((x0, U0), . . . , (xn+1, Un+1)) ∈

I(i0, . . . , in+1)}
B(i0, . . . , in+1) =

⋃Fin+1(CUn , xn+1)}
Notemos que, por construcción:

A(i0, . . . , in+1) ⊂ B(i0, . . . , in+1) ⊂ B(i0, . . . , in).

Se afirma que X =
⋃

A(ϕ) y que cada A(ϕ) es disperso.
Probemos primero la dispersión de cada A(ϕ). Es claro que A(∅) = {x0}

es disperso. Ahora tenemos i0 ∈ N y H un subconjunto de A(i0). Dado que
H ⊂ A(i0) ⊂ B(i0) =

⋃Fi0(X, x0), donde Fi0(X, x0) es una familia dispersa,
existe un F ∈ Fi0(X, x0) tal que F ∩ H es un conjunto no vaćıo abierto y
cerrado en H. Además |F ∩ H| = 1 puesto que si x y x′ son puntos de
F ∩H lo son también de A(i0) ∩ F aśı que por definición de A(i0) existe U0

y U ′
0 en τ(x0, X) tales que x = s(U0), x′ = s(U ′

0) y tanto X\U0 como X\U ′
0

pertenecen a Fi0(X, x0). Sin embargo, Fi0(X, x0) es una familia disjunta por
lo que X\U0 = F o X\U ′

0 = F .
La condición de que x y x′ están en F implica que X\U0 = X\U ′

0 es decir
U0 = U ′

0 asi que x = x′ es un punto aislado de H.
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Supongamos ahora que los conjuntos A(i0, . . . , im) son dispersos si m ≤ n
y tomemos cualquier conjunto A(i0, . . . , in+1) y H, un subconjunto suyo.
Puesto que se cumplen las contenciones:

H ⊂ A(i0, . . . , in+1) ⊂ B(i0, . . . , in+1) ⊂ B(i0, . . . , in) ⊂ . . . ⊂ B(i0) =

⋃
Fi0(X, x0),

existe un conjunto G0 ∈ Fi0(X, x0) tal que G0 ∩H es un conjunto abierto y
cerrado no vaćıo de H como subespacio de B(i0). Hagamos U0 igual al X\F0

y x1 = s(U0). Como H ⊂ B(i0, i1) existe G1 ∈ Fi1(CU0 , x0) tal que H ∩ G1

es abierto y cerrado en H como subespacio de B(i0, i1).

Repetimos el procedimiento anterior n veces para encontrar un conjun-
to Gn+1 ∈ Fin+1(Gn, xn) donde xn = s(U0, . . . , Un), Gn = CUn tal que
H

⋂
Gn+1 es un conjunto no vaćıo abierto y cerrado de H como subespa-

cio de B(i0, . . . , in+1). Dado que {s(U0, . . . , Un)} = Gn+1 ∩ A(i0, . . . , in+1) =
Gn+1

⋂
H se sigue que xn+1 = s(U0, . . . , Un) es un punto aislado de H.

Aśı A(ϕ) es disperso para cada ϕ.

Probemos ahora que las A(ϕ) cubren el espacio X.

Supongamos lo contrario, esto es que existe un punto x ∈ X\⋃
A(ϕ). Por

la construcción de A(∅) tenemos que x 6= x0 aśı que existe i0 ∈ ω tal que
x ∈ CU0 para algún U0 tal que CU0 ∈ Fi0(X, x0). Como x /∈ A(i0) el punto
x 6= s(U0) = x1 por lo cual existe i1 ∈ ω tal que x ∈ CU1 para algún U0 tal
que CU1 ∈ Fi1(CU0 , x1). Suponemos que hemos encontrado ı́ndices i0, . . . , in
y abiertos U0, . . . , Un tales que x 6= s(U0 . . . Um) = xm + 1, y x ∈ CUm ∈
Fim(CUm−1 , xm) si m ≤ n. La suposición de que x /∈ A(i0, . . . , in) implica
que x 6= s(U0, . . . , Un) = xn+1 por lo que existe in+1 tal que x ∈ CUn+1 ∈
Fin+1(CUn , xn+1).

Finalmente hemos construido un partido {(xn, Un) : n ∈ ω} en el que el

jugador I aplica la estrategia s pero x /∈
⋃
n∈ω

Un.

Esto contradice que s es estrategia ganadora. Aśı que las A(ϕ) cubren el
espacio X y queda demostrado el teorema.

Ahora comenzamos nuestro estudio de las caracteŕısticas topológicas de
los espacios donde el segundo jugador tiene estrategia ganadora para el juego
de cubiertas forzadas.
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1.3.12. Teorema. Un espacio de Lindelöf X es II-favorable en el juego
Cubiertas Forzadas de Galvin-Telgarsky si y sólo si existe una familia
{U(n0, . . . , nk) : k ∈ ω, ni ∈ ω} de conjuntos cocero de X tal que:
(1) {U(k) : k ∈ ω} es cubierta de X.
(2) {U(n0, . . . , nk, n) : n ∈ ω} es cubierta de X para todos n1, . . . , nk ∈ ω.
(3) Para toda sucesión (ni)i∈ω ⊂ ω se tiene que X 6= U(n0) ∪ U(n0, n1) ∪
. . . ∪ U(n0, . . . , nk) ∪ . . ..

Demostración. Basta probar que X es I-favorable en el juego CE de cu-
biertas y sus elementos. Supongamos primero que existe una familia
{U(n0, . . . , nk) : k ∈ ω, ni ∈ ω} de subconjuntos cocero de X que cumple (1),
(2) y (3), con U(n0, . . . , nk) conjunto cocero para toda k ∈ ω, ni ∈ ω.

Definimos la estrategia s′ para I como sigue:
s′(∅) = {U(k) : k ∈ ω},
s′(U(n0)) = {U(n0,n), n ∈ ω},
...
s′(U(n0), . . . , U(n0, . . . , nk)) = {U(n0, . . . , nk, n) : n ∈ ω}.

En virtud de (1) y (2) s′ efectivamente es una estrategia para I y por (3)
es ganadora.

Ahora, si suponemos que X es II-favorable para el juego de Galvin−Tel-
garsky entonces es I-favorable para el juego CE de cubiertas y sus elementos.
Sea s′ una estrategia ganadora para I en CE sobre X; vamos a construir la
familia {U(n0, . . . , nk) : k ∈ ω, ni ∈ ω} ⊂ τ(X) que cumple (1), (2) y (3) con
U(n0, . . . , nk) conjunto cocero como sigue: podemos suponer que la imagen de
s′ está formada por cubiertas cuyos elementos son conjuntos coceros puesto
que estos son base de X que es T3 1

2
(Ver P.24).

Aśı, tomamos {U(k) : k ∈ ω} como una subcubierta numerable de s′(∅)
y para cada sucesión finita (n0, . . . , nk) hacemos {U(n0, . . . , nk, n) : n ∈ ω}
como una subcubierta numerable de s′ (U(n0), . . . , U(n1, . . . , nk)). De esta
manera la familia {U(n0, . . . , nk) : k ∈ ω, ni ∈ ω} cumple (1) y (2) por con-
strucción y cumple (3) porque s′ es ganadora.

1.3.13. Teorema Si X es un espacio de Lindelöf II-favorable para el juego
de Galvin−Telgarsky entonces X se mapea continuamente sobre un espacio
II-favorable en el juego Cubiertas Forzadas de Galvin-Telgarsky y segundo
numerable.
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Demostración. Puesto que X es II-favorable, según el Teorema 1.3.12 e-
xiste una familia {U(n0, . . . , nk) : ni ∈ ω, k ∈ ω} ⊂ τ(X) con U(n0, . . . , nk) =
f−1

n0,...,nk
((0, 1]) que cumple las condiciones (1), (2), (3) del Teorema 1.3.12 Si

f : X → [0, 1]ω es el producto diagonal ∆ {fn0,...,nk
: n0, . . . , nk ∈ ω, k ∈ ω},

entonces f(X) es segundo numerable y sólo resta verificar que es II-favorable.
En efecto, U(n0, . . . , nk) = f−1 (V (n0, . . . , nk)) donde tomamos al conjunto
V (n0, . . . , nk) igual al producto Wn0 × . . .×Wnk

× [0, 1]ω\{n0,...,nk} con Wni
=

(0, 1]. De esta manera tenemos que la familia {V (n0, . . . , nk) : ni ∈ ω, k ∈ ω}
cumple las condiciones (1), (2) y (3) del Teorema 1.3.12.

1.3.14. Teorema. Ningún espacio P Lindelöf es II-favorable en el juego de
Galvin−Telgarsky.

Demostración. Supongamos que X es un espacio P de Lindelöf que es II-
favorable. Entonces por el Teorema 1.3.13 X se mapea continuamente sobre
un espacio II-favorable y segundo numerable, digamos Y. Pero la imagen
continua y segundo numerable de un espacio P de Lindelöf es numerable
por el Teorema P.17, por lo que Y seŕıa II-favorable y numerable lo cual no
ocurre por el Teorema 1.3.2 y por tanto, X no es II-favorable.

1.4. Un espacio neutral.

Una vez estudiada la topoloǵıa de los espacios favorables a alguno de los
jugadores del juego de cubiertas forzadas, terminamos este caṕıtulo con la
presentación de un espacio neutral. Este es un espacio P de Lindelöf en cuya
construcción se involucran conceptos como el σ producto y su ω-modificación.

1.4.1. Teorema. Existe un espacio Lindelöf P que es neutral para el juego
CF de Galvin−Telgarsky, es decir, ninguno de los jugadores tiene estrategia
ganadora en dicho espacio.

Demostración. El espacio X que buscamos es subconjunto de la ω-modi-
ficación Z del cubo de Cantor {0, 1}ω1 .

Dado f ∈ Z y α < ω1 hagamos Vα(f) = {g ∈ Z : g(ζ) = f(ζ)} para todo
ζ < α}. Es fácil ver que la familia {Vα(f) : α < ω1} es una base local de f
en Z.

Sea Λ el conjunto de los ordinales ĺımite menores que ω1. Para cada λ ∈ Λ
tomamos una sucesión creciente Sλ = {ξn(λ) : n ∈ ω} ⊂ λ \ Λ que converge
a λ. Para cada λ ∈ Λ definamos un punto fλ ∈ Z mediante la igualdad
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f−1
λ (1) = Sλ, es decir, fλ es la función caracteŕıstica del conjunto Sλ. Ahora

consideremos los conjuntos X0 = {fλ : λ ∈ Λ}, X1 = {f ∈ Z : |f−1(1)| < ω}
y X = X0

⋃
X1. Veamos que X es efectivamente el espacio que buscamos.

Es evidente que X es un espacio P por ser subespacio de la ω-modificación
de {0, 1}ω1 . Además |X| = ω1 puesto que la cardinalidad del σ-producto X1

y del espacio X0 es ω1. Probemos ahora que X es un espacio de Lindelöf;
para esto veamos primero que el espacio X1 es de Lindelöf. Obsérvese que

X1 =
⋃
n∈ω

σn donde σn = {f ∈ Z : |f−1(1)| ≤ n} . Tomemos un n ∈ ω; si

f ∈ {0, 1}ω1\σn entonces existen α1, . . . , αn+1 < ω1 tales que f(αi) = 1,
por lo que f ∈ V = {g ∈ X1 : g(αi) = f(αi), i = 1, . . . , n + 1} donde V ⊂
{0, 1}ω1\σn, y V ∈ τ ({0, 1}ω1) . Aśı que {0, 1}ω1\σn es abierto y por lo tanto
σn es compacto.

Consideremos la función ϕ : σn
1 → {0, 1}ω1 definida por ϕ(f1, . . . , fn) =

n∑
1

fi, fi ∈ σ1. Esta función es continua, para verificarlo consideremos πα :

{0, 1}ω1 → {0, 1} la proyección sobre el α-ésimo factor del producto {0, 1}ω1

y tomemos cualquier conjunto abierto U de este factor. En efecto, el conjunto
(πα ◦ ϕ)−1 (U) es abierto en σn

1 puesto que si (f1, . . . , fn) ∈ (πα ◦ ϕ)−1 (U),
entonces el abierto {(g1, . . . , gn) : gi(α) = fi(α)} ∈ τ(σn

1 )} tiene a (f1, . . . , fn)
como elemento y está totalmente contenido en (πα ◦ ϕ)−1 (U). Esto muestra
que πα ◦ϕ es continua para cada α ≤ ω1 y ϕ es continua. Observemos que σn

1

es compacto disperso y que σn = ϕ(σn
1 ); de aqúı, el espacio σn es disperso.

Finalmente, puesto que σn es compacto y disperso como subespacio de
{0, 1}ω1 ese espacio es I-favorable en el juego de cubiertas forzadas CF según
el Teorema 1.3.9 y por los Teoremas 1.3.3 y 1.3.2(2), su ω-modificación, que
es el espacio X1, es un espacio de Lindelöf.

Para verificar que el espacio X es de Lindelöf bastará probar que para
cada U ∈ τ(X1, X) el conjunto X\U es numerable; o bien que para cada
U ∈ τ(X1, ({0, 1}ω1)ω) existe un ordinal β < ω1 tal que fλ ∈ U para cada
λ ≥ β, ya que en tal caso X\U ⊂ {fλ : λ < β}.

Para cada f ∈ X1 existe un ordinal αf < ω tal que f ∈ Vαf
(f) ⊂ U.

Como X1 es Lindelöf podemos extraer una subcubierta numerable de la
cubierta U = {Vαf

: f ∈ X1} aśı que existe un conjunto A ⊂ X1 tal que

|A| ≤ ω, y X1 ⊂
(⋃ {

Vαf
: f ∈ A

}) ⊂ U . Como A es numerable, hay un
ordinal β < ω1 tal que f−1(1) ⊂ β para cada f ∈ A. Veamos que fλ ∈ U
siempre que λ ≥ β + 1 y λ ∈ Λ. Efectivamente, para cada λ ∈ Λ, λ > β
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existe n ∈ ω tal que β < ξn(λ). Llamemos Q al conjunto f−1
λ (1)

⋂
β; es

inmediato que |Q| < ω por lo que χQ ∈ X1 aśı que existe f ∈ A tal que
χQ ∈ Vαf

(f) lo que implica que χQ|αf
= f |αf

. Pero fλ|β = χQ|β implica que
fλ|αf

= χQ|αf
= f |αf

por lo que fλ ∈ Vαf
⊂ O ⊂ U para cada λ > β, aśı que

X\U es numerable siempre que U ∈ τ(X1, X). De aqúı se sigue trivialmente
que X es de Lindelöf.

Resta verificar que el espacio X es neutral en el juego CF . Por construc-
ción X es un espacio P de Lindelöf por lo que no puede ser II-favorable según
el Teorema 1.3.14, aśı que sólo falta probar que no es I-favorable en el juego
CF . Sea s alguna estrategia del jugador I. Existe λ0 ∈ Λ tal que g−1

0 (1) ⊂ λ0,
donde g0 = s(∅). Para cada f ∈ X y α < ω1 sea Uα(f) = Vα(f)

⋂
X; es

evidente que la familia {Uα(f) : α < ω1} es una base local de X en el punto
f . Dada cualquier sucesión finita (α0, . . . , αn) podemos construir inductiva-
mente la función gi+1 = s(Uα0(g0), . . . , Uαi

(gi)) para todo i ∈ {0, . . . , n};
definimos u(α0, . . . , αn) = gn+1. Supongamos que n ∈ ω y se tienen con-
struidos los ordinales λ0 < . . . < λn < ω1 tales que g−1

i (1) ⊂ λi para to-
do i ∈ {0, . . . , n}. Observemos que el subconjunto Hn de X definido por
Hn = {h ∈ X : existen ordinales α0, . . . , αn < λn tales que h = gn+1},
es numerable para cada n y por lo tanto existe λn+1 > λn para el cual
h−1(1) ⊂ λn+1 para todo h ∈ Hn. Este procedimiento inductivo nos propor-
ciona una sucesión creciente {λn : n ∈ ω}; tomemos λ =sup{λn : n ∈ ω}.

De la construcción del ordinal λ se desprende que:
(∗) Dados n ∈ ω y ordinales α0, . . . , αn < λ si f = u(α0, . . . , αn) entonces
existe m ∈ ω tal que f−1(1) ⊂ λm.

En efecto, existe m ∈ ω tal que {α0, . . . , αn} ⊂ λm−1 por lo que f ∈ Hm−1;
de la definición de λm se sigue que f−1(1) ⊂ λm.

Juguemos un partido en CF aplicando la estrategia s en el que el punto
fλ no sea cubierto por los conjuntos seleccionados por el jugador II. En su
primera jugada I elige necesariamente el punto g0 = s(∅). Como la sucesión
{ξn(λ) : n ∈ ω} es creciente y converge a λ, existe un n0 ∈ ω tal que λ0 <
ξn0(λ) y g−1

0 (1) ⊂ ξn0(λ). Tomemos un ordinal α0 tal que ξn0(λ) < α0 < λ
y consideremos la respuesta Uα0 del jugador II. Como consecuencia de que
g0(ξn0(λ)) = 0 6= fλ(ξn0(λ)) sucede que fλ no pertenece a Uα0(g0).

Procediendo inductivamente supongamos que k ∈ ω y se definieron los
puntos g0, . . . , gk ∈ X, los números n0, . . . , nk ∈ ω y los correspondientes
ordinales α0, . . . , αk < λ tales que gm+1 = u(α0, . . . , αm) para todo m en
{0, . . . , k}mientras que g−1

m (1) ⊂ ξnm(λ) y αm ∈ (ξnm(λ), λ) para todo m ≤ k.
Esto garantiza que fλ(ξnm(λ)) = 1 6= gm(ξnm(λ)) = 0, por lo que el punto fλ
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no pertenece al conjunto Uαm(gm) para cada m ≤ k. Notemos que el punto
gk+1 = u(α0, . . . , αk) coincide con s(Uα0(g0), . . . , Uαk

(gk)). De la propiedad
enunciada en (∗) se sigue que g−1

i (1) ⊂ λi para algún i ∈ ω.
Puesto que la sucesión {ξn(λ) : n ∈ ω} es creciente y converge a λ, existe

nk+1 ∈ ω tal que λi < ξnk+1
(λ) y g−1

k+1(1) ⊂ ξnk+1
(λ). Fijemos cualquier ordi-

nal αk+1 ∈ (ξnk+1
(λ), λ); de las igualdades gk+1(ξnk+1

(λ)) = 0 y fλ(ξnk+1
(λ)) =

1 se deduce que si el jugador II responde eligiendo el conjunto Uαk+1
(gk+1)

entonces fλ no pertenece a Uαk+1
(gk+1). Esta construcción inductiva nos pro-

porciona un partido {(gi, Uαi
(gi)) : i ∈ ω} mismo que se juega aplicando la

estrategia s. Además, fλ no pertenece a
⋃{Uαi

(gi) : i ∈ ω}, lo que significa
que gana el jugador II. Aśı queda demostrado que el jugador I no tiene
estrategia ganadora en el juego CF sobre el espacio X y por lo tanto, éste
resulta ser un espacio neutral para el juego de cubiertas forzadas.



Caṕıtulo 2

El Juego “Selecciones
Densas”de Berner y Juhász.

En este caṕıtulo introducimos el juego J “Selecciones Densas”presentado
originalmente por A.J. Berner e I. Juhász. Estudiaremos la relación entre este
juego y las propiedades topólogicas de los espacios sobre los que se realiza,
tales como la separabilidad y el π-peso, entre otras. Aśı mismo, estudiare-
mos las caracteŕısticas de esta relación no solamente en el modelo ZFC. De-
mostraremos que este juego está determinado en la clase de los espacios com-
pactos bajo ZFC+CH, mientras que bajo ZFC+¬CH+MA existe un espacio
neutral numerable.

2.1. Definiciones y caracterizaciones.

Al igual que en el caso del juego de Galvin−Telgarsky, de las definiciones
concernientes al juego de Juhász inmediatamente se siguen algunos resulta-
dos. Incluso arribamos pronto a una caracterización de espacios con π-peso
numerable.

2.1.1. Definición (Juego “Selecciones Densas”). Partimos de un espa-
cio topológico no vacio X sobre el cual en la jugada número n Jn el jugador
I elige un conjunto Un ∈ τ ∗(X) a lo que el jugador II responde eligiendo un
punto xn ∈ Un. El juego termina cuando se han realizado las jugadas Jn para
cada n ∈ ω. El conjunto P = {(Un, xn) : n ∈ ω} se llama partido en el cual
el jugador I gana si {xn : n ∈ ω} es denso en X; de otra manera el ganador

23
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es el jugador II.

2.1.2. Definición. Supongamos que tenemos una estrategia s para el primer
jugador en el juego J de selecciones densas sobre un espacio X. Una sucesión
(x0, . . . , xn) de puntos del espacio X se llama adecuada, si existen abiertos
U0, . . . , Un tales que la sucesión ((U0, x0), . . . , (Un, xn)) es un segmento incial
de un partido en el que el jugador I aplica la estrategia s.

2.1.3. Definición. Supongamos que i ∈ {I, II} y X es un espacio sobre
el cual existe una estrategia ganadora para el jugador i en el juego J de
selecciones densas sobre el espacio X. Decimos entonces que el espacio X es
i-favorable.

De las definiciones anteriores se desprende una primera observación sen-
cilla y evidente: si un espacio X no es separable entonces es II-favorable. A
continuación presentamos una caracterización de los espacios I-favorables a
través de su π-peso.

2.1.4. Teorema. Un espacio X es I-favorable en el juego J de selecciones
densas si y sólo si su π-peso es numerable.

Demostración. Supongamos primero que X es un espacio topológico con
π-peso numerable, aśı que podemos elegir una π-base B = {Bn : n ∈ ω} del
espacio X.

Una estrategia ganadora s para el jugador I en el juego J sobre este
espacio X consiste simplemente en escoger en la jugada n el elemento Bn

de B, para cada n ∈ ω. De esta manera si U es cualquier conjunto abierto
no vaćıo de X entonces existe n ∈ ω tal que Bn ⊂ U por lo que la jugada
Jn = (Bn, xn) de cualquier partido en el que el jugador I aplique σ es tal que
xn ∈ Bn ⊂ U. Se sigue que el conjunto {xn : n ∈ ω} de puntos elegidos por
el segundo jugador es denso en el espacio X, de modo que s es ganadora y
X es un espacio I-favorable para el juego J .

Ahora vamos a suponer la existencia de una estrategia ganadora s para
el primer jugador en el juego J sobre el espacio X y procedemos a construir
una π-base numerable del espacio X. Observamos que la existencia de la
estrategia ganadora s implica que el espacio X es separable, por lo que existe
un subconjunto A ⊂ X tal que | A |≤ ω y A = X.

Vamos a considerar a continuación el conjunto T de todas las sucesiones
finitas adecuadas formadas de elementos de A. El conjunto T es numerable
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y para cada α = (a0, . . . , an) ∈ T existe una familia Wα = {U0, . . . , Un} tal
que ((U0, a0), . . . , (Un, an)) es un segmento inicial de un partido en J donde

I aplica la estrategia s. Consideremos la familia B =
⋃
α∈T

Wα; el hecho de que

B es numerable es inmediato, además B ⊂ τ ∗(X).
Probemos que B es en efecto π-base del espacio. Supongamos que existe un
conjunto U ′ ∈ τ ∗(X) tal que no contiene a ningún B ∈ B o bien que para
cada B ∈ B sucede que B\U ′ 6= ∅. Dada la regularidad del espacio X, existe
U ∈ τ ∗(X) tal que U ⊂ U ′.

Ahora tomamos V0 = s(∅), como V0 ∈ B, tenemos que V0\U 6= ∅ lo cual
implica que existe un punto a0 ∈ A

⋂
(V0\U) puesto que A es denso y V0\U

es un subconjunto abierto no vaćıo de X.

Supongamos que hemos definido las parejas (V0, a0), . . . (Vn−1, an−1) de
manera que V1 = s(a0) con a1 en V1\U, . . . , Vn−1 = s(a0, . . . , an−2) con an−1 ∈
(Vn−1\U) ∩A. Sea Vn = s(a0, . . . , an−1); como (a0, . . . , an−1) ∈ S sucede que
Vn ∈ B aśı que Vn\U 6= ∅ por lo que existe an ∈ A

⋂
(Vn\U). Finalmente

tenemos un partido del juego J formado por las parejas (Vn, an) el cual se
juega según la estrategia s, mientras {an : n ∈ ω}⋂

U = ∅, es decir, el
primer jugador pierde este partido, lo que contradice la suposición de que la
estrategia s es ganadora para él. La contradicción viene de suponer que B no
es π-base, y por lo tanto el π-peso del espacio X es numerable.

2.2. Determinación del juego de selecciones

densas y la Hipótesis del Continuo.

A continuación iniciamos nuestro camino hacia la construcción de un es-
pacio neutral para el juego J de selecciones densas. Este recorrido, empero,
no es sencillo e involucra consideraciones sobre el sistema de axiomas con el
que estemos trabajando. El problema de encontrar un espacio neutral para
el juego de selecciones densas en ZFC fue planteado por I. Juhász en [22] y
a la fecha sigue abierto. Diversos enfoques se han ensayado para atacar el
problema. M. Scheepers da cuenta de los mismos en [28]. Aśı que, comen-
zamos asumiendo la hipótesis del continuo CH y en este caso veremos que
es imposible encontrar un espacio neutral para el juego J en la clase de los
espacios compactos. Para tal efecto, requerimos probar los siguientes lemas.
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2.2.1. Lema. Si X es un espacio que contiene un subconjunto denso no
separable Y, entonces X es II-favorable para el juego J de selecciones densas.

Demostración. Definimos la estrategia t para el segundo jugador como
sigue: t(U0, . . . , Un) = yn tomando yn ∈ Un∩Y ; este yn siempre existe puesto
que Y = X. Si P = {(Ui, yi) : i ∈ ω} es cualquer partido en el que II aplica
t, el conjunto {yi : i ∈ ω} ⊂ Y no es denso en Y y, por lo tanto, tampoco
es denso en X, aśı que II gana este partido. De modo que t es estrategia
ganadora y X es II-favorable.

2.2.2. Lema. Supongamos que X es un espacio compacto con π-peso no
numerable y B es una π-base de X. Si D = {F ⊂ X : F 6= ∅, F es de tipo Gδ

y cerrado en X} y D′ ⊂ D es numerable, entonces existe B ∈ B tal que
F\B 6= ∅ para cada F ∈ D′.

Demostración. Como X es compacto, para cada F ∈ D′ existe una familia
CF que es base externa numerable de F.

La familia A =
⋃{CF : F ∈ D′} es numerable y consta de abiertos no

vaćıos. Supongamos que para cada B ∈ B existe un FB ∈ D′ tal que FB ⊂ B.
Entonces existe también un U ∈ CF ⊂ A tal que U ⊂ B; esto es, para cada
B ∈ B existe un elemento U ∈ A tal que U ⊂ B, lo que implica que A es
una π-base numerable del espacio X.

Esta contradicción muestra que existe B ∈ B tal que F\B 6= ∅ para cada
F ∈ D′.

2.2.3. Lema. Bajo las hipótesis del lema anterior para cada B ∈ B existe
un C ∈ D tal que C ⊂ B.

Demostración. Tomemos un punto x ∈ B; por la regularidad del espacio
X hay un abierto U0 ∈ τ(X) tal que x ∈ U0 ⊂ U0 ⊂ B. Supongamos que
n ∈ ω y se han definido los conjuntos abiertos U0, . . . , Un de manera que
x ∈ Un ⊂ Un ⊂ Un−1 ⊂ Un−1 ⊂ . . . ⊂ U0 ⊂ U0 ⊂ B. Aplicamos nuevamente
la regularidad del espacio X para encontrar un conjunto abierto Un+1 tal que
x ∈ Un+1 ⊂ Un+1 ⊂ Un. Este procedimiento inductivo nos brinda una familia
{Un : n ∈ ω} de abiertos en X tal que U0 ⊂ U y x ∈ Un+1 ⊂ Un+1 ⊂ Un para

todo n ∈ ω. Hagamos C =
⋂
n∈ω

Un =
⋂
n∈ω

Un.
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Es evidente que C ⊂ B; el conjunto C es cerrado por ser intersección de

cerrados. Se sigue de la igualdad C =
⋂
n∈ω

Un que C también es de tipo Gδ.

El siguiente resultado asume como premisa la hipótesis del continuo (CH)
y tiene como consecuencia que el juego J de selecciones densas está deter-
minado (esto es que alguno de los jugadores tiene estrategia ganadora) sobre
cualquier espacio compacto.

2.2.4. Teorema. Bajo CH, si X es un espacio compacto cuyo π-peso es
no numerable entonces existe Y ⊂ X tal que Y es denso en X y no separable.

Demostración. Si la densidad del espacio X es no numerable, hacemos
Y = X y no hay otra cosa más que demostrar.
De modo que podemos suponer que X es separable. Esto implica que
ω < πw(X) ≤ w(X) ≤ 2d(X) ≤ 2ω = ω1 y por lo tanto πw(X) = ω1.
Tomemos una π-base B = {Bα : α < ω1} tal que cada Bα es de tipo Fσ en X,
esto lo podemos hacer por el Lema P.23. Llamemos S al conjunto de todos
los subconjuntos cerrados no vaćıos de tipo Gδ del espacio X. Por el Lema
2.2.3, existe C0 ∈ S tal que C0 ⊂ B0.

Definimos F 0
0 = C0 ⊂ B0; el objetivo es construir una familia{

F β
α : β ≤ α < ω1

} ⊂ S tal que F β
α′ ⊂ F β

α si β ≤ α < α′ < ω1. Supon-
gamos que tenemos definido el conjunto F β

γ para toda γ < α, β ≤ γ;
hemos de definir el elemento F β

α para cada β ≤ α. Lo haremos primero

para cada ordinal β < α. Sea Hβ
α =

⋂

β≤γ<α

F β
γ ; por definición, Hβ

α ∈ S

aśı que H =
{
Hβ

α : β < α
} ⊂ S y | H |≤ ω. Por el Lema 2.2.3 el con-

junto Aα =
{
µ < ω1 : Hβ

α\Bµ 6= ∅ para toda β < α
}

es distinto del vaćıo.
Hagamos µα = mı́nAα y F β

α = Hβ
α\Bµα para todo β < α. Apliquemos el

Lema 2.2.3 una vez más para obtener un conjunto C ∈ S tal que C ⊂ Bµα ;
hagamos Fα

α = C. De esta manera logramos que para cada β ≤ ω1 la familia
Fβ =

{
F β

α : β ≤ α < ω1

}
sea centrada por lo que existe un punto yβ ∈

⋂Fβ;
sea Y = {yβ : β < ω1}.

Observemos primero que Y es no numerable; en efecto si β < β′ entonces

(⋂
Fβ

) ⋂ (⋂
F ′

β

)
= ∅, puesto que

⋂
Fβ ⊂ Hβ

β′\Bµβ′

y
⋂
Fβ′ ⊂ Cµβ′ ⊂ Bµβ′ , de donde yβ 6= yβ′ ; de modo que | Y |= ω1.
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Ahora veamos que Y es denso en X. Consideremos el conjunto Pα ={
µ < ω1 : Hβ

α\Bµ 6= ∅ para cada β < α
}

; recordemos que para cada α se ha
definido µα como el mı́nimo de Pα. Obsérvese que α < α′ implica que Pα′ ⊂
Pα debido a que Hβ

α′ ⊂ Hβ
α para toda β < α, por lo tanto µα ≤ µα′ . Si

µα = µα′ entonces Hα
α′\Bµα 6= ∅ pero Hα

α′ ⊂ Fα
α′ ⊂ Fα

α ⊂ Bµα lo cual no
ocurre, aśı que µα < µα′ en cuanto α < α′. Además, α ≤ µα para cada α < ω1

puesto que de lo contrario podemos tomar al ordinal λ = mı́n{α : µα < α}
y hacer λ′ = µλ < λ; hemos visto que µλ′ < µλ = λ′ lo que contradice la
minimalidad de λ.

Procedemos ahora a probar la densidad del subespacio Y en el espacio
X verificando que Y

⋂
Bα 6= ∅ para cada α < ω1. Si α = µα entonces

yα ∈ Y
⋂

Fα
α ⊂ Y

⋂
Bµα = Y

⋂
Bα. Si α < µα entonces existe un ordinal

β < α tal que Hβ
α ⊂ Bα por lo que yβ ∈ Y

⋂
Hβ

α ⊂ Y
⋂

Bα.

Resta únicamente verificar que el espacio Y no es separable, para lo cual
veremos que yα /∈ {yβ : β < α} para cada α < ω1. Recordemos que yα ∈
Fα

α ⊂ Bµα y Hβ
α\Bµα = F β

α por lo cual, yβ ∈ F β
α ⊂ X\Bµα para cada

β < α lo que implica que {yβ : β < α} es subconjunto de X\Bµα aśı que

{yβ : β < α} ⊂ X\Bµα de lo cuál se desprende que yα /∈ {yβ : β < α}.
Ahora, si A ⊂ ω1 es un subconjunto numerable de ω1 entonces existe un

ordinal β < ω1 tal que {yα : α ∈ A} ⊂ {yα : α < β}; hemos visto que
yβ /∈ {yα : α ∈ A}. Puesto que la elección del conjunto numerable de ı́ndices
A es arbitraria, se sigue que ningún subconjunto numerable del conjunto Y
es denso en Y, aśı que Y es no separable.

Con esto hemos demostrado que si asumimos la Hipótesis del Continuo
entonces un espacio compacto o bien tiene π-peso numerable, o contiene un
subespacio denso no separable. En el primer caso el espacio compacto resulta
ser I-favorable en el juego J , mientras que en el segundo caso el compacto
es II-favorable por el Lema 2.2.1. Como consecuencia tenemos el siguiente
corolario.

2.2.5. Corolario. Bajo CH, el juego J de selecciones densas está deter-
minado en la clase de los espacios compactos.
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2.3. Un espacio neutral bajo el Axioma de

Martin.

En vista de que la Hipótesis del Continuo resulta inútil en la búsqueda de
un espacio neutral para el juego de selecciones densas, al menos en la clase
de los espacios compactos, vamos a considerar la negación de esta hipótesis
junto con el Axioma de Martin y en este caso śı lograremos nuestro objetivo.

2.3.1. Teorema. Supongamos que se cumple el Axioma de Martin y la
negación de CH. Si X es un espacio topológico numerable, sin puntos aisla-
dos, tal que ω < πw(X) < 2ω entonces X es un espacio neutral para el juego
J de selecciones densas.

Demostración. Puesto que el π-peso del espacio X es no numerable, el
primer jugador no puede tener estrategia ganadora en el juego J . De modo
que basta mostrar que el segundo jugador tampoco tiene estrategia ganadora.

Supongamos que s es una estrategia ganadora para el segundo jugador
en el juego J sobre el espacio X. Usaremos la estrategia s para construir
una sucesión de subconjuntos densos del espacio X de la siguiente manera:
el primer conjunto es simplemente {s(U) : U ∈ τ ∗(X)} con lo que se tienen
definidos los conjuntos {(Un1 , xn1) : n1 ∈ ω} donde xn1 = s(Un1) y el conjunto
{xn1 : n1 ∈ ω} es denso en el espacio X.

En el siguiente paso, fijamos al elemento n1 ∈ ω y tomamos el conjunto
{s(Un1 , U) : U ∈ τ ∗(X)} que es denso en el espacio X, aśı que se definen los
conjuntos {(Un1,n2 , xn1,n2) : n2 ∈ ω} donde xn1,n2 = s(Un1 , Un1,n2) y {xn1,n2 :
n2 ∈ ω} que es denso en X. En el paso k + 1, suponemos que tenemos
definidos los conjuntos {(Un1,n2,...,nk

, xn1,n2,...,nk
) : nk ∈ ω} donde xn1,n2...,nk

=
s(Un1 , Un1,n2 , . . . , Un1,n2,...,nk

) y el conjunto {xn1,n2,...,nk
: nk ∈ ω} es denso en

X.
Para n1, . . . , nk fijos en ω tomamos el conjunto {s(Un1 , . . . , Un1,n2,...,nk

, U) :
U ∈ τ ∗(X)} que es denso en X aśı que existen los correspondientes con-
juntos {(Un1 , . . . , Un1,n2,...,nk+1

, xn1,...,nk+1
) : nk+1 ∈ ω} donde xn1,...,nk+1

=
s(Un1 , . . . , Un1,n2,...,nk+1

) y {xn1,...,nk+1
: nk+1 ∈ ω} que es denso en el espa-

cio X.
A continuación definimos (Q,<) como el siguiente conjunto parcialmente

ordenado: Q = {(n1, . . . , nk) : k ∈ N, ni ∈ ω} y si q y q′ son elementos de
Q entonces q < q′ si q′ |{1,...,k}= q es decir q = (n1, . . . , nk) implica que q′ =
(n1, . . . , nk, nk+1, . . . , nl). Observemos que Q es numerable, aśı que satisface



30 El Juego “Selecciones Densas”de Berner y Juhász.

la condición de cadena numerable. Para aplicar MA necesitamos además
considerar una familia de menos que 2ω conjuntos densos en el conjunto
(Q,≤); para esto consideremos una π-base B del espacio X con |B| < 2ω. Para
cada abierto U ∈ B definimos el siguiente conjunto: DU = {s = (n1, . . . , nk) ∈
Q : existe i ≤ k tal que xn1,...,ni

∈ U}. Verifiquemos que DU es denso en el
conjunto (Q,<) para cada U ∈ B. En efecto, si U ∈ B y q ∈ Q, digamos
que q = (n1, . . . , nk). Por construcción el conjunto {xn1,...,nk+1

: nk+1 ∈ ω} es
denso en el espacio X aśı que hay un nk+1 ∈ ω tal que xn1,...,nk+1

∈ U por lo
que q′ = (n1, . . . , nk+1) ∈ DU y q < q′ mientras DU es denso en Q. La familia
de los DU con U ∈ B tiene cardinalidad menor o igual que la cardinalidad de
B que es menor que 2ω aśı que podemos aplicar el axioma de Martin y tomar
un filtro F en (Q,<) tal que para cada U ∈ B, tenemos que F ⋂

DU 6= ∅.
Ahora como F es filtro, si (n1, . . . , nk) ∈ F entonces (n1, . . . , ni) ∈ F para
cada i ≤ k. Además si q = (n1, . . . , nk) y q′ = (m1, . . . , ml) son elementos de
F entonces existe un elemento r = (a1, . . . , at) tal que q ≤ r y q′ ≤ r, aśı que
r extiende tanto a q como a q′ lo que implica que q′ ≤ q ó q ≤ q′ para cada
par de elementos q y q′ en F . Lo anterior quiere decir que podemos escribir
F como F = {(n1), (n1, n2), . . . , (n1, n2, n3, . . . , nk), (n1, . . . , nk+1), . . .}.

Observemos que F es infinito, ya que si fuese finito se podŕıa escribir
como F = {(n1), . . . , (n1, . . . , nk)} y entonces habŕıa un abierto U ∈ B que

estaŕıa contenido en X\
k⋃

i=1

{xn1,...,ni
}; pero F ⋂

DU 6= ∅ implica que existe un

q = (n1, . . . , nl) ∈ F tal que xn1,...,ni
∈ U para algún i < l. Esta contradicción

muestra que F es infinito.
Para concluir la demostración consideremos el partido en J

P = {(Un1 , xn1), . . . , (Un1,...,nk
, xn1,...,nk

), . . .} = {(Un1,...,ni
, xn1,...,ni

) : i ∈ N}.

Recordemos que para cada U ∈ B existe q = (n1, . . . , nk) ∈ F
⋂

DU tal que
xn1,...,ni

∈ U para algún i < k; aśı que el conjunto {xn1,...,ni
: i ∈ N} es denso

en el espacio X. Por construcción, el punto xn1,...,nk
= s(Un1 , . . . , Un1,...,nk

)
por lo que P es un partido en el que el segundo jugador aplica la estrategia
s y pierde. De modo que el jugador II no tiene estrategia ganadora sobre el
espacio X y por lo tanto X es neutral para el juego J .

2.3.2. Corolario. Si se cumple MA junto con la negación de CH entonces
existe un espacio neutral numerable para el juego de selecciones densas.
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Demostración. En virtud del Teorema P.25 existe un subespacio denso
numerable X del cubo de Cantor {0, 1}ω1 . Por el Teorema P.26 este espacio
X cumple las hipótesis del Teorema 2.3.1 y por lo tanto es neutral para el
juego J .
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Iztapalapa, México, 1999.
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