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3.2. Códigos constaćıclicos sobre anillos locales finitos de Frobenius no de

cadena y cuyo ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3 . . . . . . . 81

4. El dual de códigos constaćıclicos sobre anillos en la familia L4 91

4.1. Las extensiones no ramificadas de un anillo en la familia L4 . . . . . 91
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Resumen

En este trabajo se encuentran todos los anillos locales finitos de Frobenius no de

cadena de longitud 4, como consecuencia se determinan todos los anillos locales de

Frobenius, no de cadena y con p4 elementos, p un número primo. También se deter-

mina la estructura de los códigos γ-constaćıclicos y sus duales sobre anillos locales

finitos de Frobenius no de cadena y cuyo ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3,

donde la longitud del código no es divisible por la caracteŕıstica del campo residual del

anillo. La descripción de tales códigos sobre dichos anillos requiere de dos cosas: 1) la

factorización del polinomio Tn−γ como producto de polinomios básicos irreducibles.

2) conocer algunas matrices en forma escalón reducida sobre ciertos campos finitos.
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Introducción

Los códigos correctores de errores surgieron originalmente como respuesta a cues-

tiones transmisión fiable de datos codificados digitalmente. El art́ıculo de Claude

Shannon, A Mathematical Theory of Communication [26], inició la rama de la llama-

da teoŕıa de códigos correctores de errores. Desde entonces la codificación algebraica

ha tenido conexiones con Algebra y Combinatoria. La transmisión de información a

través de teléfono celular, televisión digital, satélites no seŕıa posible sin el desarrollo

de los códigos detectores-correctores de errores.

Dado el anillo A, un código ćıclico es un código invariante bajo la permutación

ćıclica σ : An −→ An dada por σ(a0, a1, . . . , an−1) = (an−1, a0, . . . , an−2). Muchos

códigos importantes, como los códigos de Golay, los códigos de Hamming y los BCH

se pueden representar como códigos ćıclicos. En [12] se hace la descripción de los códi-

gos binarios de Kerdock y de Preparata usando códigos ćıclicos lineales y la función

de Gray sobre el anillo de enteros módulo 4. Esto motiva el estudio de la estructura de

códigos ćıclicos lineales sobre anillos finitos y los códigos binarios obtenidos con funcio-

nes de Gray de tales códigos, donde una función de Gray sobre el anillo A con valores

en el anillo B es una función biyectiva φ : An → Bm que cumple φ(C⊥) = φ(C)⊥, para

todo código lineal C y ()⊥ denota el código dual con respecto al producto interno

canónico en el anillo respectivo. Una generalización natural de los códigos ćıclicos

son los códigos γ-constaćıclicos, estos son los códigos invariantes bajo la permutación

γ-constaćıclica σγ : An −→ An dada por σγ(a0, a1, . . . , an−1) = (γan−1, a0, . . . , an−2),

donde γ es una unidad del anillo A.

Se ha descrito la estructura de códigos γ-constaćıclicos lineales sobre algunos ani-

llos finitos, [2], [6], [9], [7], [14], [27], [29], y se han estudiado distintas funciones de

Gray sobre diversos anillos, [11], [15], [10], [28] [30]. Lo común de estos trabajos es

que los anillos considerados son anillos finitos de cadena, es decir anillos finitos ta-
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les que su ret́ıcula de ideales es una cadena bajo la inclusión de conjuntos, y anillos

locales finitos de Frobenius, es decir anillos locales finitos que tienen un único ideal

minimal. Notar que los anillos finitos de cadena son parte de los anillos locales finitos

de Frobenius.

La razón por la que los anillos finitos considerados en los trabajos de códigos

lineales son anillos finitos de Frobenius, es porque en estos anillos se satisfacen las

relaciones de Macwilliams y las relaciones (C⊥)⊥ = C, |C||C⊥| = |A|n, donde C es

un código lineal de longitud n sobre el alfabeto A. El estudio de códigos lineales

sobre anillos finitos de Frobenius se reduce al estudio de códigos lineales sobre anillos

locales finitos de Frobenius, pues: (1) los códigos lineales sobre una suma directa de

anillos son suma directa de códigos lineales sobre los anillos de la suma directa, (2)

todo anillo finito se puede descomponer en suma directa de anillos locales finitos, (ver

[19]), y (3) si el anillo finito es de Frobenius entonces los anillos locales en los que se

descompone también son de Frobenius.

La estructura de códigos ćıclicos sobre Z4, de longitud impar, se hizo en [30]. Una

generalización natural del estudio de códigos ćıclicos sobre Z4 se hace en [2] y [6],

donde se describe la estructura de los códigos ćıclicos sobre el anillo de enteros módu-

lo pk, cuando la longitud del código no es divisible por p, p es un número primo y

k ≥ 1 un entero. Una generalización a lo anterior se hizo en [7], aqúı se describe la

estructura de códigos ćıclicos y negaćıclicos sobre anillos finitos de cadena, donde la

longitud del código no es divisible por la caracteŕıstica del campo residual del anillo.

El siguiente paso fue estudiar la estructura de códigos constaćıclicos sobre algunos

anillos locales finitos de Frobenius que no son de cadena. Por ejemplo, en [14] se

describe una forma de los generadores de códigos ćıclicos lineales sobre el anillo

F2[X,Y]/〈X2,Y2〉 y se define la función de Gray φ :
[
F2[X,Y]/〈X2,Y2〉

]n
→ F4n

2 ,

dada por ~a + ~bx + ~cy + ~dxy 7→ (~a + ~b + ~c + ~d,~c + ~d,~b + ~d, ~d), donde ~a,~b,~c, ~d ∈ Fn2 .

Es importante mencionar que esta descripción no es útil, pues no se describe un

método que permita conocer los códigos ćıclicos, y que ningún otro trabajo ha usa-

do esta descripción para obtener propiedades de tales códigos. En [21] las siguientes

funciones de Gray fueron presentadas φ :
[
F2[X,Y]/〈X2 + Y2,XY〉

]n → F4n
2 dada por

~a+~bx+~cy+ ~dx2 7→ (~a+ ~d,~b,~c, ~d), donde ~a,~b,~c, ~d ∈ Fn2 , y φ :
[
Z4[X]/〈X2+2X〉

]n
→ Z2n

4

dada por ~a+~bx 7→ (~a+~b,~b), donde ~a,~b ∈ Zn4 . En estos tres casos las funciones de Gray

son lineales, y los anillos considerados son locales de Frobenius, no son de cadena y
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tienen 16 elementos.

Por otra parte, si p es un número primo, es sabido que salvo isomorfismo existe

solo un anillo local con p elementos, tal anillo es el campo finito Fp.
Los anillos locales con p2 elementos son: 2) Fp2 , 3) Zp2 y 4) Fp[X]/〈X2〉.
Si p es impar, los anillos locales de p3 elementos son: 5) Fp3 , 6) Zp3 , 7) Fp[X]/〈X3〉,
8) Zp2 [X]/〈X2 − p, pX〉, 9) Zp2 [X]/〈X2 − ζp, pX〉, ζ̃ es un elemento primitivo del cam-

po Fp, 10) Fp[X,Y]/〈X,Y〉2 y 11) Zp2 [X]/〈X2, pX〉.
Si p = 2, los únicos seis anillos locales con 23 elementos son: 12) F23 , 13) Z23 ,

14) F2[X]/〈X3〉, 15) Z22 [X]/〈X2 − 2, 2X〉, 16) F2[X,Y]/〈X,Y〉2 y 17) Z22 [X]/〈X2, 2X〉,
(ver [20], Ejercicio XIX.9, página 384).

Es fácil verificar que los anillos 10), 11), 16) and 17) no son anillos locales de Fro-

benius, esto pues el anulador de su ideal maximal no es un ideal simple, y los otros

anillos son de cadena.

Aśı, los anillos locales finitos de Frobenius que no son de cadena deben buscarse en

los anillos locales de pd elementos, con p un número primo y d ≥ 4.

Recientemente los anillos locales de Frobenius que no son de cadena con 24 elemen-

tos fueron determinados en ([21]) y son: Z4[X,Y]/〈X2 −Y2,Y2 − 2,XY,Y3, 2X, 2Y〉,
Z4[X,Y]/〈X2,Y2,XY− 2, 2X, 2Y〉, Z4[X]/〈X2〉, Z4[X]/〈X2− 2X〉, Z8[X]/〈X2− 4, 2X〉,
F2[X,Y]/〈X2,Y2〉, F2[X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉. Ahora si p es un número primo seŕıa

interesante determinar los anillos locales de Frobenius que no son de cadena con p4

elementos y también determinar la estructura de los códigos constaćıclicos sobre esos

anillos.

Se denota a la familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena y cuyo

ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3 por F3 y a la familia de anillos locales

finitos de Frobenius no de cadena de longitud 4 por L4. La relación |M| = |Fpd |`A(M),

(ver Lema 1.3.4), donde M es un A-módulo sobre un anillo local finito A con campo

residual Fpd y `A(M) es la longitud de M, y el hecho de que todo anillo de longitud

uno ó dos es un anillo de cadena, (ver Lema 2.2.1), implican que si A es un anillo

local finito de Frobenius no de cadena y con p4 elementos, entonces A ∈ L4. En este

trabajo se determinan todos los anillos de la familia L4.

Para un anillo local A con ideal maximal m, el ı́ndice de nilpotencia de m es el menor

entero t para el cual se cumple mt = 〈0〉. Las relaciones (1) : `A(A) ≥ t, ( ver Lema

1.3.6), (2) A es anillo de cadena si y sólo si t = `A(A), (ver Proposición 2.1.1), (3)

si A es un anillo de Frobenius y su ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia uno ó
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dos entonces A es anillo de cadena, (ver Lema 2.2.1), implican que si A es un anillo

en la familia L4 entonces el anillo pertenece a la familia F3. En el Ejemplo 2.1.1 se

verificará que los siguientes anillos pertenecen a la familia F3

A(k,q) = Fq[X1, . . . ,Xk]/〈XiXj−X1X2,X
2
1, . . . ,X

2
k : (i, j), 1 ≤ i < j ≤ k, (i, j) 6= (1, 2)〉,

donde k ≥ 3 es un entero tal que (k− 1, q) = 1. También se verificará que la longitud

de los anillos A(k,q) es k + 2, aśı la familia F3 tiene anillos de todas las longitudes.

Este trabajo tiene tres propósitos. El primero es determinar todos los anillos finitos

de Frobenius que no son de cadena y de longitud 4. Este resultado generaliza el caso

p = 2 presentado en [21] y se desarrolla en el Caṕıtulo 2. El segundo propósito es

describir los códigos γ-constaćıclicos sobre anillos de la familia F3, donde la longitud

del código no es divisible por la caracteŕıstica del campo residual del anillo, lo cual se

desarrolla en el Caṕıtulo 3. El tercer propósito es la descripción de los códigos duales

de los códigos γ-constaćıclicos sobre anillos de la familia L4, cuando la longitud del

código no es divisible por la caracteŕıstica del campo residual del anillo. Esto se hace

en el caṕıtulo 4 y una consecuencia de este resultado es dar la caracterización de

los códigos γ-constaćıclicos autoduales, sobre el tipo de anillos mencionado y con la

longitud mencionada.

De esta manera dado el anillo A ∈ F3, para la descripción de los códigos γ-

constaćıclicos sobre el anillo A, donde la longitud del código no es divisible por la

caracteŕıstica del campo residual de A, solo se requerirán dos cosas: 1) la factorización

del polinomio Tn − γ como producto de polinomios básicos irreducibles, lo cual se

hace primero factorizando el polinomio Tn − γ̃ sobre el campo residual del anillo A

y después usando el Lema de Hensel, Lema 1.3.5, y 2) conocer algunas matrices en

forma escalón reducida por filas sobre algunos campos finitos.

La distribución de esta tesis es la siguiente: En el Caṕıtulo 1 se dan conceptos y

definiciones que son fundamentales para el desarrollo de los tópicos aqúı trabajados.

En la Sección 1.1 se dan definiciones y resultados básicos de Algebra Conmutativa,

por ejemplo acerca de ideales simples y principales, el Teorema de Correspondencia, la

longitud de un módulo, la expansión de ideales en una extensión de anillos, el Teorema

Chino del Residuo. En la Sección 1.2 se recuerda el cambio de anillo para un módulo

y se define el coeficiente binomial Gaussiano, el cual es el número de subespacios de

dimensión k de un espacio vectorial de dimensión n sobre un campo finito, con k ≤ n.
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En la Sección 1.3 se estudian propiedades generales de anillos locales finitos, por

ejemplo se enuncia el Lema de Nakayama, se define conjunto mı́nimo de generadores

de un módulo sobre un anillo local, se estudian relaciones entre el ı́ndice de nilpotencia

del ideal maximal y la longitud del anillo local, relaciones entre el cardinal de módulos

sobre un anillo local y su longitud. Se describen propiedades de las extensiones no

ramificadas de un anillo local, estas extensiones son muy importantes pues el estudio

de códigos γ-constaćıclicos, sobre un anillo local, se reduce al estudio de los ideales de

las extensiones no ramificadas del anillo local. Se presenta el Lema de Hensel, el cual

es un método con el cual se puede obtener la factorización de ciertos polinomios en

un anillo local a partir de la factorización del polinomio reducido al campo residual,

este resultado es usado para reducir los códigos γ-constaćıclicos, sobre un anillo local,

a los ideales de ciertas extensiones no ramificadas del anillo local.

En el Caṕıtulo 2 se describen los primeros resultados de esta tesis, correspondientes

a la caracterización de que un anillo local tenga la propiedad de ser anillo de Frobenius

o anillo de cadena a partir de sus extensiones no ramificadas. En la Sección 2.1 se

define anillo local de Frobenius y anillo de cadena, se presentan algunas equivalencias

y propiedades de este tipo de anillos y se dan resultados que caracterizan la propiedad

de ser anillo de Frobenius y anillo de cadena a partir de sus extensiones no ramificadas.

En la Sección 2.2 se describen todos los anillos locales de Frobenius no de cadena y

de longitud 4. Una consecuencia es que los anillos locales de Frobenius no de cadena

con 16 elementos son presentados, de esta manera los resultados obtenidos en [21] son

generalizados.

En el Caṕıtulo 3 se describe la estructura de códigos γ-constaćıclicos sobre anillos

de Frobenius no de cadena cuyo ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3. En la

Sección 3.1 inicia el análisis de los códigos γ-constaćıclicos y se presenta una caracte-

rización de anillo de cadena en términos de sus códigos γ-constaćıclicos. En la Sección

3.2 se describe la ret́ıcula de ideales de un anillo en la familia F3 y con ello se obtiene

la caracterización de los códigos γ-constaćıclicos sobre ese tipo de anillos, cuando la

longitud del código no es divisible por la caracteŕıstica del campo residual del anillo.

Algunos ejemplos son incluidos para ilustrar los resultados presentados.

El dual de un código γ-constaćıclico sobre un anillo de la familia L4, cuando la

longitud del código no es divisible por la caracteŕıstica del campo residual del anillo,

es determinado en el Caṕıtulo 4. En la Sección 4.1 se determinan las extensiones
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no ramificadas de un anillo en la familia L4 y se describe el ideal anulador de los

ideales de un anillo en la familia L4. En la Sección 4.2 se describe el código dual de

los códigos mencionados y en la Sección 4.3 se caracteriza a los códigos constaćıclicos

autoduales. Algunos ejemplos son incluidos para ilustrar los resultados presentados.

Finalmente, se dan las conclusiones del trabajo y se comentan ĺıneas de investigación

que se desprenden de esta tesis.
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Caṕıtulo 1

Anillos y anillos locales

El estudio de códigos γ-constaćıclicos sobre un anillo local finito, donde la longi-

tud del código es prima relativa con la caracteŕıstica del campo residual del anillo,

se reduce a estudiar la ret́ıcula de ideales de las extensiones no ramificadas del anillo

local (ver la Proposición 3.1.1 y el Lema 3.1.1). Por ello en este caṕıtulo presentamos

resultados generales de Algebra Conmutativa que servirán para describir una parte

de la ret́ıcula de ideales de las extensiones no ramificadas de un anillo local a partir de

las propiedades del anillo local. Las principales referencias son [19], [20], [25] y [32].

Siempre se supondrá que los anillos considerados en este trabajo son conmutativos,

finitos y con identidad, también que los módulos son finitamente generados. A∗ de-

notará las unidades del anillo A.

1.1. Preliminares

En esta sección se presenta una caracterización para módulos simples, tal concepto

será utilizado en el resto de este trabajo, por ejemplo, los módulos simples son un

concepto necesario para el estudio de la longitud de los módulos, anillos que en este

trabajo son estudiados están caracterizados por el hecho de tener un único ideal

minimal que resulta ser simple. Se define el concepto de longitud de módulos ([20]),

la cual es una generalización del concepto de dimensión para espacios vectoriales, aśı

las propiedades de la longitud de módulos son semejantes a las propiedades de la

dimensión en espacios vectoriales. Se define el concepto de expansión de ideales en

una extensión de anillos, tal concepto resulta útil para estudiar la ret́ıcula de ideales
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de un anillo a partir de la ret́ıcula de ideales de un subanillo. Se presenta el Teorema

Chino del Residuo y un resultado que describe los ideales de un producto cartesiano de

anillos, tales resultados son de importancia pues el primero se usa para descomponer

un anillo en suma directa de anillos, esto cuando el anillo contiene ideales coprimos

a pares, y el segundo se usa para conocer la ret́ıcula de ideales de una suma directa

de anillos.

Definición 1.1.1 Sea A un anillo y M un A-módulo.

(1) Se dice que M es simple si M no es cero y sus únicos A-submódulos son los

triviales.

(2) Se dice que M es principal si existe m ∈ M tal que M = 〈m〉 = {am : a ∈ A}.

(3) Se dice que M es libre si es isomorfo a una suma directa (finita) de copias de

A.

(4) annA(M) := {a ∈ A : am = 0,∀ m ∈ M }, es llamado el ideal anulador de M.

(5) La familia de A-submódulos de M es denotada por LA(M). LA(A) será denotado

simplemente por L(A), el cual es la familia de ideales de A.

Nótese que LA(M) con la inclusión de conjuntos es un conjunto parcialmente ordena-

do.

El siguiente resultado es el conocido Teorema de Correspondencia, su demostración

se puede encontrar por ejemplo en [1].

Teorema 1.1.1 Sean M y N A-módulos y ψ : N→ M un epimorfismo de A-módulos.

Sea J = {N1 ∈ LA(N) : ker(ψ) ⊆ N1}. Entonces existe una biyección

ψ∗ : LA(M) −→ J, ψ∗(M1) = ψ−1(M1).

La inversa de ψ∗ está dada por (ψ∗)−1(N1) = ψ(N1).

Lema 1.1.1 Sea A un anillo y M un A-módulo. Entonces:

(1) M es principal si y sólo si M ∼= A/J, donde J es un ideal de A.

Además, si M = 〈m〉, entonces J = annA(m).
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(2) M es simple si y sólo si M ∼= A/J, donde J es un ideal maximal de A.

En particular, si I es un ideal de A que es simple, entonces I es un ideal principal.

Demostración.

(1)⇒) Supongamos que M = 〈m〉. Sea ψ : A −→ M, dada por ψ(x) = xm. Entonces

ψ es epimorfismo de A-módulos, M ∼= A/kerψ, por el primer teorema de isomorfismos,

y kerψ = annA(m).

⇐) Supongamos ahora que M ∼= A/J, con J un ideal de A. Puesto que A/J es A-

módulo principal, generado por 1 + J, se sigue que M es principal.

(2) Se sigue del inciso anterior y del Teorema de correspondencia.

Definición 1.1.2 Sea A un anillo y M un A-módulo.

(1) Una cadena de submódulos de M es una secuencia de submódulos de M de la

forma:

〈0〉 = Ml ⊂ Ml−1 ⊂ . . . ⊂ M1 ⊂ M0 = M.

Decimos que la cadena tiene longitud l.

(2) Una cadena de submódulos es llamada serie de composición si cada cociente

Mi/Mi+1 es un módulo simple, es decir, no hay submódulos entre Mi y Mi+1

distintos de Mi y Mi+1.

El siguiente resultado permite definir la longitud de un módulo, su demostración

se puede ver por ejemplo en [20].

Proposición 1.1.1 Sea A un anillo y M un A-módulo. Si M tiene una serie de

composición finita de longitud l, entonces cualquier cadena de submódulos de M tiene

longitud menor o igual a l.

Por lo tanto, todas las series de composición de M tienen la misma longitud.

Definición 1.1.3 Sea A un anillo y M un A-módulo. La longitud del módulo M,

`A(M), es la longitud de cualquier serie de composición de M.

Observación 1 Nótese que si A es un campo, entonces `A(∗) = dimA(∗)

El resultado que mencionaremos a continuación no estará acompañado de una

demostración, la cual se puede ver por ejemplo en [20].
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Lema 1.1.2 Sea A un anillo y M un A-módulo, supóngase que M tiene una cadena

de submódulos 〈0〉 = Ml ⊆ Ml−1 ⊆ . . . ⊆ M1 ⊆ M0 = M tal que `A(Mi/Mi+1) es

finita, para 0 ≤ i ≤ l − 1. Entonces `A(M) es finita y `A(M) =
∑l−1

i=0 `A(Mi/Mi+1).

Definición 1.1.4 Sea A un anillo y X un subconjunto no vacio de A. XA denota el

ideal de A generado por X, es decir,

XA = {
∑
finita

aixi : ai ∈ A, xi ∈ X}.

Definición 1.1.5 Sean A,B anillos, ψ : A → B un homomorfismo de anillos, I un

ideal de A y J un ideal de B.

(1) El ideal de A, ψ−1(J), es llamado la restricción de J en A y es denotada por

J ∩ A.

(2) El ideal ψ(I)B es llamado la expansión de I en B y es denotado por IB.

La notación proviene del hecho de que si A es un subanillo de B y j : A → B es

la inclusión, entonces j−1(J) = J ∩ A y j(I)B = IB.

Definición 1.1.6 Sea A un anillo e I y J ideales de A.

(1) El ideal IJ, llamado el producto del ideal I con J, está dado por

IJ = {
∑
finita

uivi : ui ∈ I, vi ∈ J}.

(2) Se dice que I y J son ideales coprimos si I + J = A.

El siguiente resultado es inmediato de las definiciones.

Lema 1.1.3 Sean A,B anillos, ψ : A→ B un homomorfismo de anillos, I, J ideales

de A, entonces:

(1) Si I ⊆ J, entonces IB ⊆ JB.

(2) (IJ)B = (IB)(JB).

En particular, IkB = (IB)k.
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Presentamos el Teorema Chino del Residuo y un resultado sobre los ideales de un

producto cartesiano de anillos. El uso que se dará a estos resultados es la descompo-

sición de ciertos anillos cociente para simplificar el estudio de ideales.

Los resultados que mencionaremos a continuación no estarán acompañados de una

demostración, las cuales se pueden encontrar por ejemplo en [32].

Lema 1.1.4 Sean A un anillo e I1, I2, . . . , In ideales de A. Entonces I1, I2, . . . , In son

ideales coprimos a pares si y sólo si I1I2 · · · In−1 e In son ideales coprimos.

Teorema 1.1.2 ( Teorema Chino del Residuo.)

Sean A un anillo e I1, . . . , Ir ideales coprimos a pares. Entonces el mapeo
ψ1 : A −→ A/I1 ⊕ A/I2 ⊕ . . .⊕ A/Ir

a 7−→ (a+ I1, a+ I2, . . . , a+ Ir)
induce el isomorfismo

ψ : A/
r⋂
i=1

Ii −→ A/I1 ⊕ A/I2 ⊕ . . .⊕ A/Ir

a+
r⋂
i=1

Ii 7−→ (a+ I1, a+ I2, . . . , a+ Ir).

Proposición 1.1.2 Sean A1, . . . ,Ar anillos. Entonces todo ideal de A1 ⊕ . . .⊕ Ar

es de la forma I1 ⊕ . . .⊕ Ir, con Ii ideal de Ai, i ∈ {1, . . . , r}.

1.2. Cambio de anillo y subespacios de un espacio

vectorial

El procedimiento del cambio de anillo simplificará el estudio de una parte de la

ret́ıcula de ideales de un anillo al estudio de la ret́ıcula de subespacios de un espacio

vectorial ([1]). Se presenta también la correspondencia biyectiva entre las matrices

escalón reducidas por filas sobre un campo finito Fq y los Fq-subespacios vectoriales

que un Fq-espacio vectorial de dimensión finita contiene. Se determina el coeficiente

binomial Gaussiano,
(
n
k

)
q
, el cual representa el número de Fq-subespacios vectoriales

de dimensión k que un Fq-espacio vectorial de dimensión n contiene. Se define el

número de Galois, G(n, q), que da el número total de Fq-subespacios vectoriales que

un Fq-espacio vectorial de dimensión n contiene.
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Lema 1.2.1 Sea A un anillo, M un A-módulo y J un ideal de A tal que J ⊆ annA(M).

Entonces la función
∗ : (A/J)×M −→ M

(a+ J,m) 7−→ am
dota a M con estructura de (A/J)-módulo.

Lema 1.2.2 Sea A un anillo, M un A-módulo, J un ideal de A tal que J ⊆ annA(M)

y N un subgrupo aditivo de M. Entonces:

(1) N es A-submódulo de M si y sólo si N es (A/J)-submódulo de M.

(2) LA(M) = LA/J(M).

Demostración.

Nótese que M es (A/J)-módulo, por el Lema 1.2.1.

(1) Supongamos que N un A-submódulo de M, es decir AN ⊆ N. Sea a + J ∈ (A/J)

y n ∈ N, entonces (a+ J) ∗ n = an ∈ N, lo cual implica que (A/J) ∗N ⊆ N, de donde

se sigue que N es (A/J)-submódulo de M.

Supongamos que N es un (A/J)-submódulo de M, es decir (A/J) ∗N ⊆ N. Sea a ∈ A

y n ∈ N, entonces an = (a+ J)n ∈ N, lo cual implica que AN ⊆ N, de donde se sigue

que N es A–submódulo de M.

(2) Se sigue del inciso anterior.

Lema 1.2.3 Sea A un anillo, I un ideal de A y M un A-módulo. Entonces M/IM es

(A/I)-módulo.

Demostración.

Se sigue del Lema 1.2.1 y el hecho de que I ⊆ annA(M/IM).

Sea Fq el campo finito con q elementos. Se presenta la correspondencia biyectiva

entre la ret́ıcula de Fq-subespacios de un Fq-espacio vectorial de dimensión finita con

las matrices escalón reducidas por filas sobre Fq. Esta correspondencia es válida sobre

cualquier campo, pero nosotros nos concentramos en el caso en el que el campo es

finito.

Definición 1.2.1 Sea F un campo. Una matriz (k × n) sobre F se dice que está en

forma escalón reducida por filas (erf) si en cada fila, i = 1, . . . , k, la primer entrada no

cero es igual a 1, el ı́ndice de la columna en la que el 1 ocurre, llamada una columna
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pivote, incrementa estrictamente con i, y las k columnas pivote son las columnas de

la matriz identidad (k × k).

Ejemplo 1.2.1 Los siguientes son ejemplos de matrices en forma escalón reducida

por filas sobre el campo finito F = Fq.

(1) (1, a1, a2, a3), (0, 1, b1, b2), (0, 0, 1, c1), (0, 0, 0, 1), donde a1, a2, a3, b1, b2, c1 ∈ F,

son todas las (1× 4) matrices en forma escalón reducida por filas (erf) sobre F.

(2)

(
1 0 d1 d2
0 1 d3 d4

)
,

(
1 e1 0 e2
0 0 1 e3

)
,

(
1 f1 f2 0

0 0 0 1

)
,

(
0 1 0 g1
0 0 1 g2

)
,(

0 1 h1 0

0 0 0 1

)
,

(
0 0 1 0

0 0 0 1

)
, donde di, ei, fi, gi, h1 ∈ F, son todas las

(2× 4) matrices en forma escalón reducida por filas (erf) sobre F.

(3)

 1 0 0 m1

0 1 0 m2

0 0 1 m3

,

 1 0 n1 0

0 1 n2 0

0 0 0 1

,

 1 o1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

,

 0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

,

donde mi, ni, o1 ∈ F, son todas las (3 × 4) matrices en forma escalón reducida

por filas (erf) sobre F.

El siguiente resultado no estará acompañado de una demostración, la demostración

se puede encontrar por ejemplo en [24].

Lema 1.2.4 Sea V un Fq-espacio vectorial de dimensión n y {α1, . . . , αn} una base

para V. Entonces

(1) Cada matriz es equivalente por filas a una única matriz escalón reducida por

filas.

(2) Los subespacios de V de dimensión k están en correspondencia biyectiva con las

matrices (k × n) sobre Fq en forma escalón reducida por filas.

A la matriz (k×n), (aij), sobre el campo Fq en forma escalón reducida por filas

le corresponde el subsepacio 〈
∑n

i=1 a1iαi, . . . ,
∑n

i=1 akiαi〉.

Ejemplo 1.2.2 Sea V un espacio vectorial de dimensión 4 sobre Fq y suponga que

{α1, α2, α3, α4} una base de V. Usando el ejemplo 1.2.1 y el inciso (2) del Lema 1.2.4,

los subespacios de V son:
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Los subespacios triviales:

〈0〉
V = 〈α1, α2, α3, α4〉.
Los subespacios de dimensión 1:

〈α4〉,
〈α3 + c1α4〉,
〈α2 + b1α3 + b2α4〉,
〈α1 + a1α2 + a2α3 + a3α4〉,
donde a1, a2, a3, b1, b2, c1 ∈ Fq.
Los subespacios de dimensión 2:

〈α3, α4〉,
〈α2 + h1α3, α4〉,
〈α2 + g1α4, α3 + g2α4〉,
〈α1 + f1α2 + f2α3, α4〉,
〈α1 + e1α2 + e2α4, α3 + e3α4〉,
〈α1 + d1α3 + d2α4, α2 + d3α3 + d4α4〉,
donde di, ei, fi, gi, h1 ∈ Fq.
Los subespacios de dimensión 3:

〈α1 +m1α4, α2 +m2α4, α3 +m3α4〉,
〈α1 + n1α3, α2 + n2α3, α4〉,
〈α1 + o1α2, α3, α4〉, 〈α2, α3, α4〉,
donde mi, ni, o1 ∈ Fq.

En los siguientes lemas se determina el coeficiente binomial Gaussiano,
(
n
k

)
q
, es

decir, el número de Fq-subespacios de dimensión k que un Fq-espacio vectorial de

dimensión n contiene.

Definición 1.2.2 Sea Fq el campo finito con q elementos y n, k números enteros

tales que 0 ≤ k ≤ n.

(1) El coeficiente binomial Gaussiano,
(
n
k

)
q
, es el número de subespacios de V de

dimensión k.

(2) El número de Galois está dado por G(n, q) =
∑n

i=0

(
n
i

)
q
.
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Lema 1.2.5 Sean β = {I1, I2, . . . , In}, β1 = {J1, J2, . . . , Jm} dos familias de conjuntos

y r, s ∈ N. Supóngase que cada elemento de β está contenido en r conjuntos de β1 y

que cada elemento de β1 contiene s conjuntos de β. Entonces ms = nr.

Demostración.

Para cada k ∈ {1, . . . ,m}, sea Xk = {(i, k) : Ii ⊆ Jk}, entonces |Xk| = s y Xk1 ∩
Xk2 = ∅, para k1 6= k2. Para cada k ∈ {1, . . . , n}, sea Yk = {(k, i) : Ik ⊆ Ji}, entonces

|Yk| = r y Yk1 ∩Yk2 = ∅, para k1 6= k2. Finalmente obsérvese que (α, η) ∈
⋃m
i=1 Xi ⇔

(α, η) ∈ Xη, para algún η ∈ {1, . . . ,m} ⇔ Iα ⊆ Jη, para Iα ∈ β, Jη ∈ β1 y algún η ∈
{1, . . . ,m} ⇔ (α, η) ∈ Yα ⊆

⋃n
i=1 Yi. De estas afirmaciones se sigue que

⋃m
i=1 Xi =⋃n

i=1 Yi y |
⋃m
i=1 Xi| = |

⋃n
i=1 Yi| = ms = nr.

Lema 1.2.6 Sea V un Fq-espacio vectorial de dimensión n y k un número entero tal

que 0 < k < n. Entonces(
n

k

)
q

=
(qn − 1)(qn − q)(qn − q2)(qn − q3) · · · (qn − qk−1)
(qk − 1)(qk − q)(qk − q2)(qk − q3) · · · (qk − qk−1)

=

(qn − 1)(qn−1 − 1)(qn−2 − 1)(qn−3 − 1) · · · (qn−(k−2) − 1)(qn−(k−1) − 1)

(qk − 1)(qk−1 − 1)(qk−2 − 1)(qk−3 − 1) · · · (q2 − 1)(q − 1)
.

Demostración.

Es claro que
(
n
k

)
q

solo depende de q, n y k. Sea V1 un subespacio de dimensión 1

de V, puesto que los subespacios de V de dimensión k que contienen a V1 están en

correspondencia biyectiva con los subespacios de dimensión k − 1 de V/V1, por el

Teorema de correspondencia, y V/V1 es un espacio de dimensión n− 1 que contiene(
n−1
k−1

)
q

subespacios de dimensión k − 1, se sigue que V1 está contenido en
(
n−1
k−1

)
q

subespacios de dimensión k de V.

Por otra parte todo espacio de dimensión k contiene qk−1
q−1 subespacios de dimensión

1. Aśı, por el Lema 1.2.5, se tiene que qk−1
q−1

(
n
k

)
q

= qn−1
q−1

(
n−1
k−1

)
q

y
(
n
k

)
q

= qn−1
qk−1

(
n−1
k−1

)
q
, lo

cual implica:(
n

k

)
q

=
qn − 1

qk − 1

(
n− 1

k − 1

)
q

=
(qn − 1)(qn−1 − 1)

(qk − 1)(qk−1 − 1)

(
n− 2

k − 2

)
q

=

(qn − 1)(qn − q)(qn−2 − 1)

(qk − 1)(qk − q)(qk−2 − 1)

(
n− 3

k − 3

)
q

=
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(qn − 1)(qn − q)(qn − q2)(qn−3 − 1)

(qk − 1)(qk − q)(qk − q2)(qk−3 − 1)

(
n− 4

k − 4

)
q

=

(qn − 1)(qn − q)(qn − q2) · · · (qn − qk−2)
(qk − 1)(qk − q)(qk − q2) · · · (qk − qk−2)

(
n− (k − 1)

1

)
q

=

(qn − 1)(qn − q)(qn − q2)(qn − q3) · · · (qn − qk−2)(qn−(k−1) − 1)

(qk − 1)(qk − q)(qk − q2)(qk − q3) · · · (qk − qk−2)(q − 1)
=

(qn − 1)(qn − q)(qn − q2)(qn − q3) · · · (qn − qk−2)(qn − qk−1)
(qk − 1)(qk − q)(qk − q2)(qk − q3) · · · (qk − qk−2)(qk − qk−1)

=

(qn − 1)(qn−1 − 1)(qn−2 − 1)(qn−3 − 1) · · · (qn−(k−2) − 1)(qn−(k−1) − 1)

(qk − 1)(qk−1 − 1)(qk−2 − 1)(qk−3 − 1) · · · (q2 − 1)(q − 1)
.

Observación 2 Observar que si n > 1, s > 1, r(X) =
s−1∑
i=0

Xi ∈ Z[X] y k un entero

con 0 < k ≤ n, entonces r(qn−i) > r(qk−i), para i ∈ {0, . . . , k − 1} y(
n

k

)
qs

=
(qns − 1)(q(n−1)s − 1)(q(n−2)s − 1) · · · (q(n−k+1)s − 1)

(qks − 1)(q(k−1)s − 1)(q(k−2)s − 1) · · · (qs − 1)
=

(qn − 1)r(qn)(qn−1 − 1)r(qn−1)(qn−2 − 1)r(qn−2) · · · (qn−k+1 − 1)r(qn−k+1)

(qk − 1)r(qk)(qk−1 − 1)r(qk−1)(qk−2 − 1)r(qk−2) · · · (q − 1)r(q)
=

(qn − 1)(qn−1 − 1)(qn−2 − 1) · · · (qn−k+1 − 1)r(qn)r(qn−1)r(qn−2) · · · r(qn−k+1)

(qk − 1)(qk−1 − 1)(qk−2 − 1) · · · (q − 1)r(qk)r(qk−1)r(qk−2) · · · r(q)
=(

n

k

)
q

r(qn)r(qn−1)r(qn−2) · · · r(qn−k+1)

r(qk)r(qk−1)r(qk−2) · · · r(q)
.

En consecuencia
(
n
k

)
q
<
(
n
k

)
qs

y G(n, q) < G(n, qs) si y sólo si 1 < n y 1 < s.

1.3. Anillos locales finitos

En [19] se demuestra que todo anillo finito es isomorfo a una suma directa de anillos

locales finitos, (ver observación 3), de esta descomposición se sigue que los códigos

lineales sobre el anillo finito se expresan como suma directa de códigos lineales sobre

los anillos locales finitos en los cuales se descompone el anillo finito. Aśı se reduce

el estudio de códigos lineales sobre anillos finitos al estudio de códigos lineales sobre
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anillos locales finitos.

En la presente sección se incluyen resultados generales sobre anillos locales finitos, el

Lema de Hensel y algunas propiedades de las extensiones no ramificadas de anillos

locales finitos.

1.3.1. Resultados básicos

En esta sección se recuerdan resultados acerca de conjunto mı́nimo de generadores

para un módulo sobre un anillo local y se define el ı́ndice de nilpotencia del ideal

maximal de un anillo local finito. Para mayores detalles ver [19] y [20].

Definición 1.3.1 Un anillo A con un único ideal maximal m es llamado local y

A/m es llamado su campo residual. La terna (A,m, k) significa que A es un anillo

local finito, m es su único ideal maximal y k = A/m es su campo residual.

Observese que si (A,m, k) es un anillo local finito entonces k = Fq es el campo

finito con q = pd elementos.

Para obtener anillos locales finitos se puede usar el siguiente resultado.

Lema 1.3.1 Sea A un anillo finito, q un ideal maximal de A y k ≥ 1 un entero.

Entonces A/qk es un anillo local con ideal maximal q/qk y campo residual A/q.

Demostración.

Sea q1 un ideal maximal de A tal que qk ⊆ q1 y sea α ∈ q entonces αk ∈ qk ⊆
q1, en consecuencia α ∈ q1, pues q1 es ideal primo, aśı q = q1. Del Teorema de

correspondencia se sigue que A/qk es un anillo local con ideal maximal q/qk. La

afirmación acerca del campo residual se sigue de la ralación: A/qk/q/qk ∼= A/q.

Presentamos el siguiente resultado sin una demostración, su demostración se puede

encontrar por ejemplo en [19] o [20].

Teorema 1.3.1 (Lema de Nakayama).

Sea (A,m, k) un anillo local (no necesariamente finito), M un A-módulo y N un

A-submódulo de M.

(1) Si mM = M, entonces M = 〈0〉;

(2) Si M = N + mM, entonces N = M.
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Lema 1.3.2 Sea (A,m, k) un anillo local (no necesariamente finito), M un A-módulo

y m1, . . . ,ms elementos de M. Entonces,

(1) M/mM es k-espacio vectorial.

(2) El número de elementos de cualquier conjunto de generadores de M es mayor o

igual a dimk(M/mM).

(3) Si {m1+mM, . . . ,ms+mM} es una base de M/mM sobre k, entonces m1, . . . ,ms

generan M.

Demostración.

(1) La afirmación se sigue del Lema 1.2.3.

(2) Si m1, . . . ,ms generan M, entonces m1 +mM, . . . ,ms +mM generan M/mM sobre

A y sobre k, en consecuencia s ≤ dimk(M/mM).

(3) Sea m ∈ M, puesto que {m1 + mM, . . . ,ms + mM} es base de M/mM sobre k,

existen a1, . . . , as ∈ A tales que m+ mM = a1m1 + . . .+ asms + mM, lo cual implica

que m ∈ 〈m1, . . . ,ms〉 + mM, de donde se sigue que M = 〈m1, . . . ,ms〉 + mM. En

consecuencia M = 〈m1, . . . ,ms〉, por el Lema de Nakayama.

Sea (A,m, k) un anillo local (no necesariamente finito) y M un A-módulo. Del Lema

1.3.2 se sigue que para obtener un conjunto de generadores de M basta con hallar

una base para el k-espacio vectorial M/mM y despúes obtener las preimagenes de los

elementos de esa base. A un conjunto obtenido de esta forma se le llamará conjunto

mı́nimo de generadores de M. El número de elementos que hay en un conjunto mı́nimo

de generadores de M es denotado por vA(M) y se tiene dimk(M/mM) = vA(M).

Definición 1.3.2 Sea (A,m, k) un anillo local.

(1) Si a ∈ A, el elemento a+ m ∈ k se denota simplemente por ã.

(2) Un subconjunto T de A se dice que es un conjunto de representantes de k si

para cualquier a ∈ k existe un único b ∈ T tal que b̃ = a.

Para el siguiente resultado recordemos que la longitud del A-módulo M, `A(M),

es la longitud de alguna serie de composición de M, ver Definición 1.1.3.
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Lema 1.3.3 Sea (A,m,Fq) un anillo local finito, T ⊂ A un conjunto de represen-

tantes de Fq, M un A-módulo y {α1, . . . , αl} un conjunto mı́nimo de generadores de

M. Entonces los A-submódulos de M entre M y mM de longitud k + `A(mM), don-

de 0 < k < l = dimFq(M/mM), están en correspondencia biyectiva con las (k × l)

matrices sobre Fq en forma escalón reducida por filas (erf). A la matriz H = (ãij) le

corresponde el submódulo 〈
∑n

i=1 a1iαi, . . . ,
∑n

i=1 akiαi〉+ mM.

En particular, el número de A-submódulos de M entre M y mM es el número de

Galois G(l, q).

Demostración.

Obsérvese que M/mM es A-módulo, con la estructura del módulo cociente, M/mM es

k-espacio vectorial, por el inciso (1) del Lema 1.3.2 y que cada matriz con coeficientes

en Fq es de la forma (ãij), donde aij ∈ T.

A la matriz (ãij) con coeficientes en Fq le corresponde el Fq-subspacio de M/mM,

〈
∑n

i=1 ã1iα̃i, . . . ,
∑n

i=1 ãkiα̃i〉. Este Fq-subespacio de M/mM, el cual por cambio de ani-

llo es el A-submódulo de M/mM, 〈
∑n

i=1 a1iα̃i, . . . ,
∑n

i=1 akiα̃i〉, y a este A-submódulo

de M/mM le corresponde el A-submódulo de M, 〈
∑n

i=1 a1iαi, . . . ,
∑n

i=1 akiαi〉+ mM,

por el Teorema de Correspondencia.

Una consecuencia del Lema 1.3.3 es el caso en el que se toma M = m.

Corolario 1.3.1 Sea (A,m,Fq) un anillo local finito, l = dimFq(m/m
2), T ⊂ A

un conjunto de representantes de Fq y {α1, . . . , αl} un conjunto mı́nimo de genera-

dores de m. Entonces los ideales de A entre m y m2 de longitud k + `A(m2), donde

0 < k < l, están en correspondencia biyectiva con las (k × l) matrices sobre Fq en

forma escalón reducida por filas (erf). A la matriz H = (ãij) le corresponde el ideal

〈
∑n

i=1 a1iαi, . . . ,
∑n

i=1 akiαi〉 + m2. En particular, el número de ideales de A entre m

y m2 es el número de Galois G(l, q).

Recordemos que si A es un anillo local finito, su campo residual es un campo finito

Fq, donde q = pd con p un número primo y d ≥ 1 un entero.

Lema 1.3.4 Sea (A,m, k) un anillo local finito y M un A-módulo de longitud `A(A).

Entonces:

|M| = |k|`A(M).

Demostración.

La prueba se hace por inducción sobre `A(M). Si `A(M) = 1, entonces M es un
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A-módulo simple, aśı M ∼= k, por el inciso (2) del Lema 1.1.1, de donde se sigue la

afirmación. Si l := `A(M) > 1, entonces existe una serie de composición de submódulos

de M, 〈0〉 = Ml ⊂ Ml−1 ⊂ . . . ⊂ M1 ⊂ M0 = M. Puesto que `A(M1) = l − 1,

por hipótesis de inducción, |M1| = |k|l−1. En consecuencia |M| = |M/M1||M1| =

|k||k|l−1 = |k|l, como se esperaba.

Lema 1.3.5 Sea (A,m, k) un anillo local finito. Entonces existe t ∈ N tal que mt =

〈0〉.

Demostración.

Si A es un campo la afirmación es trivial. Supóngase que A no es un campo. Considerar

la cadena de ideales m ⊇ m2 ⊇ . . . ⊇ mk ⊇ . . ., puesto que A es finito, existe t ∈ N tal

que mt = mt+r, para cualquier r ∈ N. En consecuencia mt = mt+1 = mmt, de donde

se sigue que mt = 〈0〉, por el Lema de Nakayama.

Definición 1.3.3 Sea (A,m, k) un anillo local finito. El menor entero, t, para el

cual se cumple mt = 0, es llamado el ı́ndice de nilpotencia de m.

Lema 1.3.6 Sea (A,m, k) un anillo local finito y t el ı́ndice de nilpotencia de m.

Entonces t ≤ `A(A).

Demostración.

Nótese que si i ∈ {1, . . . , t− 1}, la igualdad mi = mi+1, implica que mi = 〈0〉, por el

Lema de Nakayama, lo cual es una contradicción. De esta manera, la afirmación se

sigue del hecho de que A tiene la cadena de ideales A ⊃ m ⊃ m2 ⊃ . . . ⊃ mt = 〈0〉.

1.3.2. Extensiones no ramificadas de un anillo local

Sea (A,m,Fq) un anillo local finito. En lo que resta de este trabajo, A[T] denotará

el anillo de polinomios con coeficientes en A. En ocaciones el polinomio f(T) ∈ A[T]

será denotado simplemente por f. Sea f(T) ∈ A[T] un polinomio básico irreducible,

en esta subsección se estudian algunas propiedades del anillo B = A[T]/〈f(T)〉. Se

concluye que el anillo B es un anillo local con ideal maximal mB, se obtienen propie-

dades de la ret́ıcula de ideales del anillo B a partir de la ret́ıcula de ideales del anillo

A, por ejemplo la conservación de la longitud de un ideal de A al ser expandido al

anillo B, el anulador de la expansión de un ideal de A en el anillo B se puede describir
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a partir del anulador del ideal en el anillo A, y finalmente un conjunto mı́nimo de

generadores del ideal maximal del anillo A es un conjunto mı́nimo de generadores del

ideal maximal del anillo B.

Definición 1.3.4 Sean (A,m, k) un anillo local finito, A[T] el anillo de polinomios

con coeficientes en A, f(T), g(T) ∈ A[T] polinomios e I un ideal de A.

(1) I[T] denota el conjunto de polinomios en A[T] cuyos coeficientes son elementos

de I. Es decir,

I[T] = {a0 + a1T + a2T
2 + . . .+ anTn ∈ A[T] : ai ∈ I}.

(2) La proyección canónica, π : A −→ k es el epimorfismo que a cada elemento de

A le asigna su clase módulo m.

(3) La proyección natural ˜ : A[T] −→ k[T] es el epimorfismo que aplica π a los

coeficientes de los polinomios. Es decir, si f = a0 + a1T + a2T
2 + . . . + anTn

entonces f̃ = π(a0) + π(a1)T + π(a2)T
2 + . . .+ π(an)Tn.

(4) Se dice que f(T) ∈ A[T] es polinomio básico irreducible si f̃(T) ∈ k[T] es poli-

nomio irreducible.

(5) Se dice que f(T) y g(T) son coprimos si 〈f(T)〉+ 〈g(T)〉 = A[T].

Nótese que el kernel de la proyección natural es m[T].

El ideal I del anillo A se llama primario si para todo a, b tales que ab ∈ I, si

a 6∈ I entonces bn ∈ I, para algún número natural n. El elemento α de un anillo A es

llamado regular si no es divisor de cero y es llamado primario si 〈α〉 es ideal primario.

El siguiente resultado garantiza que todo polinomio regular con coeficientes en

un anillo local se puede factorizar de manera única como producto de polinomios

regulares primarios, su demostración se puede consultar por ejemplo en [20].

Teorema 1.3.2 Sea (A,m, k) un anillo local finito y f ∈ A[T] un polinomio regular,

entonces existen g1, . . . , gr polinomios regulares primarios coprimos a pares y u una

unidad tales que f = ug1 · · · gr. Y si existen h1, . . . , hs polinomios regulares primarios

coprimos a pares y v una unidad tales que f = vh1 · · · hs, entonces r = s, y después

de renumerar, 〈gi〉 = 〈hi〉, 1 ≤ i ≤ r.
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El siguiente resultado es una caracterización para polinomios regulares con coefi-

cientes en un anillo local, su demostración se puede consultar por ejemplo en [20].

Una consecuencia de este resultado es que los polinomios básicos irreducibles son

regulares.

Lema 1.3.7 Sea (A,m, k) un anillo local finito y f(T) = a0 +a1T+ . . .+anTn ∈ A[T]

un polinomio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f(T) es regular;

(2) f̃ 6= 0;

(3) ai es unidad, para algún 0 ≤ i ≤ n.

El siguiente resultado es el conocido Algoritmo de la División para polinomios

sobre anillos conmutativos, su demostración se puede consultar por ejemplo en [17].

Teorema 1.3.3 Sea A un anillo conmutativo y f, g ∈ A[X]. Supongase que f es

mónico, entonces existen únicos polinomios q, r ∈ A[X] tales que

g = fq + r, donde r = 0 ó deg(r) < deg(f).

De los siguientes tres resultados se obtendrá que en el estudio del anillo B =

A[T]/〈f〉, donde f ∈ A[T] es un polinomio regular, se puede suponer que f es mónico.

Lema 1.3.8 Sean (A,m, k) un anillo local finito, i ≥ 1 un entero, f ∈ A[T] un

polinomio mónico y g ∈ mi[T]. Si q y r son el cociente y el residuo de la división de

g por f, entonces q y r tienen todos sus coeficientes en mi.

Demostración.

Sea f = a0 + a1T + . . .+ Ts y g = b0 + b1T + . . .+ buT
u. Si deg(g) < deg(f), entonces

q = 0 y r = g, de donde se sigue la afirmación. Si deg(g) = deg(f), entonces q = bu y

r = g− fbu, de donde se sigue la afirmación. Suponer que deg(f) < deg(g) y la prueba

será por inducción sobre deg(g). Puesto que g − buTu−sf es un polinomio de grado

menor a deg(g) con coeficientes en mi, entonces g− buTu−sf = fq1 + r1, donde r1 = 0

ó deg(r1) < deg(f), q1 y r1 tienen coeficientes en mi, por hipótesis de inducción. Lo

cual implica que g = (buT
u−s + q1)f + r1, de donde se sigue la afirmación.
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Proposición 1.3.1 Sean (A,m, k) un anillo local finito, f ∈ A[T] un polinomio

regular y deg(̃f) = s. Entonces existen {f1, f2, . . .} ⊂ A[T], {h1, h2, . . .} ⊂ A[T],

{g1, g2, . . .} ⊂ m[T] y {b1, b2, . . .} ⊂ A∗ tal que:

(1) Cada fk es mónico de grado s,

(2) fk ≡ fk+1 mod mk[T],

(3) bkf − [fk + gkfk] = hk ∈ mk[T].

Demostración.

La prueba será por inducción sobre k.

Caso k = 1.

Sea m = deg(f) entonces f = a0 + . . . + asT
s +

∑m
i=s+1 aiT

i, as es unidad de A y

as+1, . . . , am son nilpotentes. De la igualdad:

a−1s f − [a0a
−1
s + a1a

−1
s T + . . .+ Ts] = a−1s

m∑
i=s+1

aiT
i ∈ m[T],

resta tomar f1 = a0a
−1
s + a1a

−1
s T + . . .+ Ts, b1 = a−1s , g1 = 0 y h1 = a−1s

∑m
i=s+1 aiT

i.

Supóngase cierto el resultado para algún k. Es decir, se tienen fk ∈ A[T], bk una

unidad de A, gk ∈ m[T] y hk ∈ mk[T] que satisfacen

(1) Cada fk es mónico de grado s,

(2) fk−1 ≡ fk mod mk−1[T],

(3) bkf − [fk + gkfk] = hk ∈ mk[T].

Puesto que fk es mónico, entonces hk = fkqk + rk, donde rk = 0 ó deg(rk) < s, y qk y

rk tienen coeficientes en mk, por el Lema 1.3.8. De la igualdad:

bkf = fk + gkfk + fkqk + rk = (fk + rk) + (gk + qk)(fk + rk)− rk(gk + qk),

resta tomar fk+1 = fk + rk, gk+1 = gk + qk, bk+1 = bk y hk+1 = −rk(gk + qk) para

obtener la afirmación.

Proposición 1.3.2 Sea (A,m, k) un anillo local finito y f ∈ A[T] un polinomio

regular. Entonces existe un polinomio mónico f1 ∈ A[T] y una unidad v ∈ A[T] tales

que vf = f1.
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Demostración.

Sea t el ı́ndice de nilpotencia de m, por el Lema 1.3.1, existen {f1, f2, . . .} ⊂ A[T],

{g1, g2, . . .} ⊂ m[T] y {b1, b2, . . .} ⊂ A∗ tales que para cada k ≥ 1:

(1) Cada fk es mónico de grado deg(̃f),

(2) fk ≡ fk+1 mod mk[T],

(3) bkf ≡ fk + gkfk mod mk[T].

Aśı, ft es mónico de grado deg(̃f) y btf = ft + gtft = (1 + gt)ft. La afirmación se sigue

del hecho de que g(T) es nilpotente, pues sus coeficientes son nilpotentes, y 1 + gt es

unidad.

En los siguientes dos ejemplos se aplica el método de la prueba del Proposición

1.3.1 y la Proposición 1.3.2.

Ejemplo 1.3.1 Sea A = Z8[X]/〈X2 − 4, 2X〉. Es fácil verificar que A es local, sus

elementos se pueden expresar de manera única en la forma a + bx, donde a ∈ Z8 y

b ∈ {0, 1} ⊂ Z8, sus unidades son A∗ = {1 + 2a+ 4b+ cx : a, b, c ∈ {0, 1}}, el ideal

maximal de A es m = {2a+ 4b+ cx : a, b, c ∈ {0, 1}}, y tiene ı́ndice de nilpotencia 3.

Sea m = 2a + 4b + cx, donde a, b, c ∈ {0, 1}, y f = m2T4 + T3 + (3 + 4a + 3m)T2 +

(2 + m2)T + 7 + m2 + 3m. Entonces:

f = [1 + m2(T + 1)][T3 + (3 + 4c+ 3m)T2 + 2T + 7 + 3m].

Paso k = 1:

Se tiene deg(̃f) = 3 y a3 = 1, entonces

f1 = T3 + (3 + 4a + 3m)T2 + (2 + m2)T + 7 + m2 + 3m, b1 = a−13 = 1, g1 = 0 y

h1 = m2T4 y se tiene

(1) f1 es mónico de grado 3,

(2) b1f − [f1 + g1f1] = h1 = m2T4 ∈ m[T].

Paso k = 2:

Puesto que h1 = m2T4 = f1q1 + r1, donde f1 = T3 + (3 + 4a + 3m)T2 + (2 + m2)T +

7 + m2 + 3m, q1 = m2(T + 1) y r1 = m2(T2 + T + 1), entonces:

f2 = f1 + r1 = T3 + (3 + 4a+ 3m)T2 + (2 + m2)T + 7 + m2 + 3m + m2(T2 + T + 1) =

T3 + (3 + 4c + 3m)T2 + 2T + 7 + 3m, g2 = g1 + q1 = m2(T + 1), b2 = b1 = 1 y

h2 = −r1(g1 + q1) = m2(T2 + T + 1)m2(T + 1) = 0 satisfacen:
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(1) f2 es mónico de grado 3,

(2) f1 ≡ f2 mod m[T],

(3) b2f − [f2 + g2f2] = h2 = 0.

De donde se obtiene f = (1+g2)f2 = [1+m2(T+1)][T3+(3+4c+3m)T2+2T+7+3m].

Ejemplo 1.3.2 Sea A = Z8[X]/〈X2 − 4, 2X〉, el anillo local del ejemplo 1.3.1, m =

2a+ 4b+ cx, donde a, b, c ∈ {0, 1}, y f = m2T2 + T + 7 + m. Entonces:

f = [1 + m2(T + 1)][T + 7 + m + m2].

Paso k = 1:

Se tiene deg(̃f) = 1 y a1 = 1, entonces

f1 = T + 7 + m, b1 = a−11 = 1, g1 = 0 y h1 = m2T2 y se tiene

(1) f1 es mónico de grado 1,

(2) b1f − [f1 + g1f1] = h1 = m2T2 ∈ m[T].

Paso k = 2:

Puesto que h1 = m2T2 = f1q1 + r1, donde f1 = T + 7 + m, q1 = m2(T + 1) y r1 = m2,

entonces:

f2 = f1 + r1 = T + 7 + m + m2, g2 = g1 + q1 = m2(T + 1), b2 = b1 = 1 y h2 =

−r1(g1 + q1) = −m2m2(T + 1) = 0 satisfacen:

(1) f2 es mónico de grado 1,

(2) f1 ≡ f2 mod m[T],

(3) b2f − [f2 + g2f2] = h2 = 0.

De donde se obtiene f = (1 + g2)f2 = [1 + m2(T + 1)][T + 7 + m + m2].

Sean (A,m, k) y (B, n, k1) anillos locales. El hecho de que A ⊂ B no implica que

m ⊆ n, como ejemplo elegir A como cualquier anillo local que sea dominio entero y

B al campo se cocientes de A.

Definición 1.3.5 Sean (A,m, k) y (B, n, k1) anillos locales tales que A ⊆ B.
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(1) Se dice que la extensión A ⊆ B es una extensión de anillos locales si m ⊆ n.

(2) Se dice que B es una extensión no ramificada de A si mB = n. Es decir, si m

genera el ideal maximal de B.

El resultado que mencionaremos a continuación no estará acompañado de una

demostración, la cual se puede encontrar por ejemplo en [20].

Proposición 1.3.3 Sean (A,m, k) y (B, n, k1) anillos locales tales que A ⊆ B. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

(1) B es una extensión no ramificada de A;

(2) B ∼= A[T]/〈f(T)〉, donde f(T) ∈ A[T] es un polinomio mónico básico irreducible.

Lema 1.3.9 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito, T ⊂ A un conjunto de representan-

tes de Fq, f(T) ∈ A[T] un polinomio básico irreducible, s = deg(̃f) y B = A[T]/〈f(T)〉
la extensión no ramificada de A determinada por f. Entonces

(1) Cualquier elemento de B se puede expresar de manera única en la forma:

a0 + a1T + · · ·+ as−1T
s−1 + 〈f(T)〉,

donde ai ∈ T.

(2) El ideal maximal de B es mB.

(3) El campo residual de B es isomorfo a Fqs = Fq[T]/〈̃f〉.

(4) Ts := {a0 + a1T + · · · + as−1T
s−1 + 〈f(T)〉 : ai ∈ T} ⊂ B es un conjunto de

representantes de Fqs.

Demostración.

(1) Por la Proposición 1.3.2, sea f1, v ∈ A[T], con v unidad de A[T] y f1 polinomio

mónico tales que f = vf1, entonces 〈f〉 = 〈f1〉 y la afirmación se sigue del algoritmo de

la división.

(2) La afirmación se sigue de la Proposición 1.3.3.

(3) Por el tercer Teorema de isomorfismos, se tiene

B/mB = A[T]/〈f(T)〉/mA[T]/〈f(T)〉 ∼= A[T]/〈f(T)〉/〈m, f(T)〉/〈f(T)〉 ∼=
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A[T]/〈m, f(T)〉 ∼= Fq[T]/〈̃f〉.

(4) Es inmediato.

Sean (A,m,Fq) un anillo local finito, f(T) ∈ A[T] un polinomio básico irreducible

y B = A[T]/〈f(T)〉 la extensión no ramificada de A determinada por f(T). En lo que

resta de este trabajo, el elemento g(T) + 〈f(T)〉 ∈ B será denotado simplemente por

g(T).

Lema 1.3.10 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito, I y J ideales de A, f(T) ∈ A[T] un

polinomio básico irreducible, s = deg(̃f) y B = A[T]/〈f(T)〉 la extensión no ramificada

de A determinada por f(T). Entonces

(1) IB ⊆ JB si y sólo si I ⊆ J. En particular IB = JB si y sólo si I = J.

(2) Mediante la expansión de ideales, la ret́ıcula de ideales de A se incluye en la

ret́ıcula de ideales de B.

(3) El ı́ndice de nilpotencia de los ideales maximales de A y B es la misma.

Demostración.

(1)⇒ Por el inciso (1) del Lema 1.3.9, B es A-módulo libre con base {1,T, . . . ,Ts−1}
e IB = {

∑
i ci(a

i
0 + ai1T + . . . + ais−1T

s−1) : i ∈ N, ci ∈ I, aij ∈ A} = {b0 + b1T +

. . . + bs−1T
s−1 : bi ∈ I}. En consecuencia {b0 + b1T + · · · + bs−1T

s−1 : bi ∈ I} ⊆
{b0 + b1T + · · · + bs−1T

s−1 : bi ∈ J} y puesto que {1,T, . . . ,Ts−1} es un conjunto

linealmente independente sobre A, entonces I ⊆ J. ⇐) es trivial.

(2) Se sigue del inciso anterior.

(3) Sea t la nilpotencia de m y t1 la nilpotencia de mB. Por el Lema 1.1.3, se tiene

(mB)t = (mt)B = 0, aśı, t1 ≤ t. Por otra parte, por el Lema 1.1.3, (mB)t1 = mt1B = 0.

Aśı, por el inciso (1), mt1 = 0, de donde se sigue que t ≤ t1, que es lo que se esperaba.

Lema 1.3.11 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito, {α1, . . . , αl} un conjunto mı́nimo

de generadores de m, I un ideal de A, f ∈ A[T] un polinomio básico irreducible,

s = deg(̃f) y B = A/〈f〉 la extensión no ramificada de A determinada por f. Entonces

(1) `A(I) = `B(IB).

En particular `B(B) = `A(A).

(2) {α1, . . . , αl} es un conjunto mı́nimo de generadores de mB.
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(3) [annA(I)]B = annB(IB).

En particular annB(mB) = [annA(m)]B

Demostración.

(1) Por la prueba del inciso (1) del Lema 1.3.10, se tiene

IB = {b0 + b1T + . . .+ bs−1T
s−1 : bi ∈ I},

con {1,T, . . . ,Ts−1} linealmente independientes sobre A. Por el inciso (3) del Lema

1.3.9, el campo residual de B es Fqs . Aśı, por el Lema 1.3.4, |I| = |Fq|`A(I) y |IB| =

|Fqs|`B(IB). Entonces |IB| = |I|s. Combinando estas relaciones se obtiene |IB| = |I|s =

(|Fq|`A(I))s = |Fqs|`B(IB) = qs`A(I) = qs`B(IB). Por lo tanto `B(IB) = `A(I). Para obtener

la observación basta tomar I = A.

(2) El ideal maximal de A genera al ideal maximal de B, entonces {α1, . . . , αl} genera

el ideal maximal de B. Resta verificar que el número mı́nimo de generadores de m es el

número mı́nimo de generadores de mB, es decir vA(m) = vB(mB). Por el Lema 1.1.3,

se tiene miB = [mB]i y, por el inciso (1), se tiene `A(mi) = `B(miB) = `B([mB]i), para

cualquier i. Entonces vA(m) = `A(m/m2) = `A(m) − `A(m2) = `B(mB) − `B(m2B) =

`B(mB/m2B) = vB(mB).

(3) Por el inciso (2) del Lema 1.1.3, [annA(I)I]B = [annA(I)B][IB] = 〈0〉, entonces

annA(I)B ⊆ annB(IB).

Por otra parte, sea a0 + a1T + · · · + as−1T
s−1 ∈ annB(IB) y b ∈ I ⊂ IB, entonces

(a0 +a1T+ · · ·+as−1T
s−1)b = a0b+a1bT+ · · ·+as−1bT

s−1 = 0, aśı ai ∈ annA(I), pues

{1,T, . . . ,Ts−1} es un conjunto linealmente independente sobre A, lo cual implica que

a0 +a1T+ · · ·+as−1T
s−1 ∈ (annA(I))B. De donde se sigue que annB(IB) ⊆ annA(I)B.

Para obtener la observación basta tomar I = m.

Definición 1.3.6 Sea p un número primo y f ∈ Zpk [T] es mónico básico irreduci-

ble de grado r. El anillo Zpk [T]/〈f〉 es llamado anillo de Galois y es denotado por

GR(pk, r).

El siguiente es un resultado conocido de anillos locales finitos, su demostración se

puede encontrar por ejemplo en [20].

Teorema 1.3.4 Sea (A,m, k) un anillo local finito de caracteŕıstica pk, {α1, . . . , αr}
un conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal de A y d = [k : Fp]. Entonces

existe un subanillo S de A tal que
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(1) S ∼= GR(pk, d), S es único y es el mayor anillo de Galois en A.

(2) A es una imagen de S[X1, . . . ,Xr], es decir, A = S[α1, . . . , αr].

Lema 1.3.12 Sea I un ideal del anillo GR(pk, d)[X1, . . . ,Xn] tal que para cada i ∈
{1, . . . , n}, Xki

i ∈ I, para algún ki ∈ N. Entonces el anillo GR(pk, d)[X1, . . . ,Xn]/I es

local con ideal maximal 〈p,X1, . . . ,Xn〉/I y campo residual Fpd.

Demostración.

Sea J un ideal maximal de GR(pk, d)[X1, . . . ,Xn] tal que I ⊆ J. Puesto que Xki
i ∈ J,

pk = 0 y J es ideal primo, entonces 〈p,X1, . . . ,Xn〉 ⊆ J y puesto que 〈p,X1, . . . ,Xn〉
es maximal, 〈p,X1, . . . ,Xn〉 = J. La primera afirmación se sigue del Teorema de

correspondencia. Para la segunda parte, notar los siguiente(
GR(pk, d)[X1, . . . ,Xn]/I

)
/
(
〈p,X1, . . . ,Xn〉/I

) ∼= Fpd .

1.3.3. Lema de Hensel

El anillo de polinomios con coeficientes en un anillo local finito no es de factori-

zación única, por ejemplo, el elemento 0 se puede expresar como cualquier elemento

nilpotente elevado al ı́ndice de nilpotencia del ideal maximal del anillo, por ello la

importancia del Lema de Hensel el cual proporciona el método para obtener la facto-

rización de un polinomio a partir de la factorización del polinomio obtenido al reducir

sus coeficientes módulo el ideal maximal del anillo. En esta sección se demuestra el

Lema de Hensel y se describen ejemplos de su uso.

Lema 1.3.13 Sea (A,m, k) un anillo local finito y f(T) = a0 + . . .+ anTn ∈ A[T] un

polinomio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f(T) es unidad;

(2) f̃ es unidad;

(3) a0 es unidad y a1, . . . , an son nilpotentes.

Demostración.

(1)⇒ (2) Si fg = 1, entonces f̃g̃ = 1̃.

(2)⇒ (3) Puesto que f̃ es unidad, entonces π(a0) 6= 0 y π(ai) = 0, de donde se sigue

la afirmación.
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(3) ⇒ (1) La afirmación se sigue del hecho de que si u es unidad y m es nilpotente

con nilpotencia t, entonces u + m es unidad y su inverso está dado por (u + m)−1 =
1
u
− m

u2
+ m2

u3
− m3

u4
+ . . .+ (−1)t−1m

t−1

ut
.

Ejemplo 1.3.3 En Z8[T] se tiene

[1 + 2(3T + T2 + 2T3)]−1 = 1− 2(3T + T2 + 2T3) + 4(3T + T2 + 2T3)2 =

1 + 6(3T + T2 + 2T3) + 4(9T2 + 6T3 + 13T4 + 4T5 + 4T6) = 1 + 2(T + T2 + 2T3 + 2T4).

El siguiente resultado no estará acompañado de una demostración, la cual se puede

encontrar por ejemplo en [20].

Lema 1.3.14 Sean (A,m, k) un anillo local finito, f, g ∈ A[T] polinomios. Entonces

f y g son coprimos śı y sólo si f̃ y g̃ son coprimos en k[T].

Lema 1.3.15 Sean (A,m, k) un anillo local finito, f, g, h ∈ A[T], v ∈ m[T]. Supóngase

que f = gh− v y que g y h son coprimos. Si s1, s2 ∈ A[T] son tales que gs1 + hs2 = 1,

entonces los polinomios g1 = g − s2v y h1 = h− s1v satisfacen:

(1) g̃1 = g̃ y h̃1 = h̃;

(2) g1 y h1 son coprimos;

(3) f = g1h1 − s1s2v
2.

Demostración.

(1) g̃1 = g̃ − s̃2ṽ = g̃, pues v ∈ m[T]. De forma similar se obtiene h̃1 = h̃.

(2) Se sigue del Lema 1.3.14 y del inciso (1).

(3) Se sigue de la relación:

f = gh− v =
[
( g − s2v ) + s2v

][
( h− s1v ) + s1v

]
− v =

[g − s2v][h− s1v] + [g − s2v]s1v + [h− s1v]s2v + s1s2v
2 − v =

g1h1 + gs1v − s1s2v
2 + hs2v − s1s2v

2 + s1s2v
2 − v =

g1h1 + [gs1 + hs2]v − s1s2v
2 − v = g1h1 − s1s2v

2 + v − v = g1h1 − s1s2v
2.
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Corolario 1.3.2 Sea (A,m, k) un anillo local finito y f ∈ A[T]. Supóngase que

f̃ = g̃h̃, donde g̃, h̃ ∈ k[T] son polinomios coprimos. Entonces existen G,H ∈ A[T]

tales que

(1) G̃ = g̃ y H̃ = h̃;

(2) G y H son coprimos;

(3) f = GH.

Demostración.

Puesto que f̃ = g̃h̃ y ker(˜ ) = m[T], sea v ∈ m[T] tal que f = gh + v. Por el Lema

1.3.14, g y h son coprimos. Aśı, por el Lema 1.3.15, existen g1, h1, s1 ∈ A[T] tales que

(1) g̃1 = g̃ y h̃1 = h̃;

(2) g1 y h1 son coprimos;

(3) f = g1h1 + s1v
2.

Continuando el proceso, por el Lema 1.3.15, existen gk, hk, sk ∈ A[T] tales que

(1) g̃k = g̃k−1 = g̃ y h̃k = h̃k−1 = h̃;

(2) gk y hk son coprimos;

(3) f = gkhk + skv
2k .

Sea t la nilpotencia de m y r ∈ N tal que t < 2r. Puesto que v2
r ∈ m2r = 〈0〉, se sigue

que

(1) g̃r = g̃ y h̃r = h̃;

(2) gr y hr son coprimos;

(3) f = grhr.

Por lo tanto, tomando G = gr y H = hr se tiene la afirmación.

El siguiente resultado es el caso particular de nilpotencia 3 del Corolario 1.3.2.
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Lema 1.3.16 Sean (A,m, k) un anillo local finito cuyo ideal maximal tiene ı́ndice de

nilpotencia 3, f, g, h ∈ A[T] y v ∈ m[T]. Supóngase que g y h son coprimos, f = gh−v

y sean s1, s2 ∈ A[T] tales que gs1 + hs2 = 1. Entonces los polinomios

G = g − s2v − s1s
2
2v

2 y H = h− s1v − s21s2v
2

satisfacen:

(1) G̃ = g̃ y H̃ = h̃;

(2) G y H son coprimos;

(3) f = GH.

Demostración.

Por el Lema 1.3.15, los polinomios g1 = g − s2v y h1 = h− s1v satisfacen:

(1) g̃1 = g̃ y h̃1 = h̃;

(2) g1 y h1 son coprimos; de hecho

g1(s1 + 2s21s2v + 4s31s
2
2v

2) + h1(s2 + 2s1s
2
2v + 4s21s

3
2v

2) = 1,

esto se obtiene de las relaciones:

g1s1 + h1s2 = (g − s2v)s1 + (h− s1v)s2 = 1− 2s1s2v

y

(1− 2s1s2v)−1 = 1 + 2s1s2v + 4s21s
2
2v

2

(3) f = g1h1 − s1s2v
2.

Nuevamente, usando el Lema 1.3.15 y el hecho que m tiene ı́ndice de nilpotencia

3, los polinomios G = g1 − (s2 + 2s1s
2
2v + 4s21s

3
2v

2)(s1s2v
2) = g − s2v − s1s

2
2v

2 y

H = h1 − (s1s2v
2)(s1 + 2s21s2v + 4s31s

2
2v

2) = h− s1v − s21s2v
2 satisfacen:

(1) G̃ = g̃1 = g̃ y H̃ = h̃1 = h̃;

(2) G y H son coprimos;

(3) f = GH− (s1 + 2s21s2v + 4s31s
2
2v

2)(s2 + 2s1s
2
2v + 4s21s

3
2v

2)(s1s2v
2)2 = GH.
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Teorema 1.3.5 (Lema de Hensel. [20])

Sea (A,m, k) un anillo local finito y f(T) un polinomio con coeficientes en A. Supónga-

se que f̃ = g̃1 · · · g̃n, donde g̃1, . . . , g̃n ∈ k[T] son coprimos a pares. Entonces existen

f1, . . . , fn ∈ A[T] tales que:

(1) f1, . . . , fn son coprimos a pares;

(2) f̃i = g̃i, 1 ≤ i ≤ n;

(3) f = f1 · · · fn

Demostración.

La prueba será por inducción sobre n. El caso n = 2 es la conclusión del Coro-

lario 1.3.2. Supongamos cierto el resultado para n − 1 ≥ 2. Por el Lema 1.1.4,

g̃1g̃2 · · · g̃n−1, g̃n son coprimos. Aśı, por el caso n = 2, existen F, fn ∈ A[T] tales que

F̃ = g̃1g̃2 · · · g̃n−1 y f̃n = g̃n, F y fn son coprimos y f = Ffn. Por otra parte, por

hipótesis de induccción, aplicada a F, existen f1, . . . , fn−1 ∈ A[T] tales que f̃i = g̃i,

1 ≤ i ≤ n− 1, f1, . . . , fn−1 son coprimos a pares y F = f1 · · · fn−1.
Finalmente, f = Ffn = f1 · · · fn−1fn. Puesto que f1 · · · fn−1 y fn son coprimos, se sigue,

por el Lema 1.1.4, que f1, . . . , fn−1, fn son coprimos a pares.

Lema 1.3.17 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito y f ∈ A[T] un polinomio móni-

co con ceros distintos en alguna cerradura algebraica de Fq, entonces existen únicos

polinomios básicos irreducibles, f1, . . . , fr ∈ A[T], con las siguientes propiedades:

(1) f1, . . . , fn son coprimos a pares;

(2) f = f1 · · · fn

En particular, si γ es una unidad de A y n un entero positivo primo relativo con q,

entonces existen únicos polinomios básicos irreducibles coprimos a pares tales que

Tn − γ = f1 . . . fr

Demostración.

Sea f̃ = G̃1 · · · G̃n la factorización de f̃ como producto de polinomios irreducibles en

Fq[T]. Por el Lema de Hensel, existen polinomios F1, . . . ,Fn ∈ A[T] tales que:

(1) F1, . . . ,Fn son coprimos a pares;
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(2) F̃i = G̃i, 1 ≤ i ≤ n;

(3) f = F1 · · ·Fn.

Entonces los polinomios F1, . . . ,Fn son básicos irreducibles y por lo tanto polinomios

regulares. Por la Proposición 1.3.2, Fi = uifi, para 1 ≤ i ≤ n y donde ui es una unidad

de A[T] y fi es polinomio mónico, entonces:

(1) f1, . . . , fn son coprimos a pares;

(2) f̃i = ũ−1i F̃i = ũ−1i G̃i es asociado a G̃i, 1 ≤ i ≤ n;

(3) f = u1 · · ·unf1 · · · fn

Aśı, los polinomios f1, . . . , fn son básicos irreducibles y puesto que f y f1, . . . , fn son

mónicos entonces u1 · · ·un = 1 y se tiene la afirmación. La última afirmación se sigue

del hecho de que si n es primo relativo con q, entonces las raices de Tn− γ̃ son simples.

En los siguientes dos ejemplos se aplica el método de la prueba de los Lemas

1.3.15, 1.3.16 y el Teorema 1.3.5, y sus conclusiones se usarán más adelante.

Ejemplo 1.3.4 Sea A un anillo local finito en el que todo elemento nilpotente tiene

ı́ndice de nilpotencia 2 y γ una unidad de A. Supóngase que la caracteŕıstica de A es

2 y que su campo residual es F2. Entonces

T7 − λ = (T + λ)(T3 + λT2 + λ)(T3 + T + λ).

Nótese que F2 ⊆ A y que las unidades de A son de la forma 1 + m, donde m es

nilpotente.

Puesto que T7 − 1 = (T − 1)(T3 + T2 + 1)(T3 + T + 1) = gh en F2[T], donde

g = T4 + T2 + T + 1 y h = T3 + T + 1, entonces T7 − λ = T7 − 1−m = gh−m.

Por el Lema 1.3.15 y el hecho de que g + hT = 1, se sigue que los polinomios g1 =

g + Tm = T4 + T2 + (1 + m)T + 1 y h1 = h + m = T3 + T + 1 + m satisfacen:

(1) g̃1 = g̃ = T4 + T2 + T + 1 y h̃1 = h̃ = T3 + T + 1;

(2) g1 y h1 son coprimos;

(3) T7 − λ = g1h1 + s1s2m
2 = g1h1.
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Obsérvese que en esta factorización de T7−λ solo el factor T3 + T + 1 + m es básico

irreducible. Pasamos ahora a la factorización de T4 + T2 + (1 + m)T + 1.

Con la notación del Lema 1.3.15. Sea g = T − 1 y h = T3 + T2 + 1 + m, al dividir

T4 + T2 + (1 + m)T + 1 por g = T− 1 se obtiene T4 + T2 + (1 + m)T + 1 = gh + m.

Además, al dividir h por g se obtiene h = gT2 + 1 + m. De donde se sigue que

h(1 + m) + g(1 + m)T2 = 1. En consecuencia, por el Lema 1.3.15, los polinomios

g1 = g + m(1 + m) = T− 1 + m y h1 = h + m[(1 + m)T2] = T3 + T2 + 1 + m + mT2 =

T3 + (1 + m)T2 + 1 + m satisfacen:

(1) g̃1 = g̃ = T− 1 y h̃1 = h̃ = T3 + T2 + 1;

(2) g1 y h1 son coprimos;

(3) T4 + T2 + (1 + m)T + 1 = g1h1 + s1s2m
2 = g1h1.

De donde se obtiene la afirmación.

Ejemplos de anillos con las propiedades mencionadas en el Ejemplo 1.3.4 in-

cluyen a los anillos F2[X1, . . . ,Xk]/〈X2
1, . . . ,X

2
k,XiXj − X1X2 : i < j, (i, j) 6= (1, 2)〉

y F2[X1, . . . ,Xk]/〈X2
1, . . . ,X

2
k〉.

Ejemplo 1.3.5 Sea A = Z8[X]/〈X2 − 4, 2X〉, el anillo local del ejemplo 1.3.1.

Sea m = 2a+ 4b+ cx, con a, b, c ∈ {0, 1}. Entonces

T7 − (1 + m) = f1f2f3

donde

f1 = T3 + (6 + 4a)T2 + (5 + 4c)T + 7 + 7m,

f2 = m2T2 + T + 7 + m,

f3 = m2T4 + T3 + (3 + 4a+ 3m)T2 + (2 + m2)T + 7 + m2 + 3m.

Se tiene T7 − 1 = gh en Z8[T] y T7 − 1−m = gh−m en A[T], donde:

g = T4 + 2T3 + 7T2 + 5T + 1 y

h = T3 + 6T2 + 5T + 7.

De las relaciones

g = Th + 1 + 2(3T + T2 + 2T3)

y

[1 + 2(3T + T2 + 2T3)]−1 = 1 + 2(T + T2 + 2T3 + 2T4)
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se sigue que gs1 + hs2 = 1, donde s1 = 1 + 2(T + T2 + 2T3 + 2T4) y s2 = 7Ts1.

Usando el Lema 1.3.16 y las relaciones:

m2 = 4(a+ c),

s1m = [1 + 2(T + T2 + 2T3 + 2T4)][2a+ 4b+ cx] = m + 4a(T + T2),

s31m
2 = s1(s1m)2 = s1[m + 4a(T + T2)]2 = s1m

2 = m2 = 4(a+ c),

los siguientes polinomios:

G = g − s2m− s1s
2
2m

2 = g − 7mTs1 − s1(7Ts1)
2m2 = g + mTs1 + 7T2s31m

2 =

T4 + 2T3 + 7T2 + 5T + 1 + T[m + 4a(T + T2)] + 7T2[4(a+ c)] =

T4 + (2 + 4a)T3 + (7 + 4c)T2 + (5 + m)T + 1

y

H = h− s1m− s21s2m
2 = h−ms1 − s21(7Ts1)m

2 = h + 7ms1 + s31Tm2 =

T3 + 6T2 + 5T + 7 + 7[m + 4a(T + T2)] + T[4(a+ c)] =

T3 + (6 + 4a)T2 + (5 + 4c)T + 7 + 7m

satisfacen:

(1) G̃ = g̃ = T4 + T2 + T + 1 y H̃ = h̃ = T3 + T + 1;

(2) G y H son coprimos;

(3) T7 − (1 + m) = GH.

Notar que el polinomio T3 + (6 + 4a)T2 + (5 + 4c)T + 7 + 7m es básico irreducible.

Pasamos ahora a la factorización de T4 + (2 + 4a)T3 + (7 + 4c)T2 + (5 + m)T + 1.

Se usa la notación del Lema 1.3.15, sean:

f = T4 + (2 + 4a)T3 + (7 + 4c)T2 + (5 + m)T + 1,

g = T− 1 y

h = T3 + (3 + 4a)T2 + (2 + m2)T + 7 + m2 + m.

Al dividir f por g se obtiene f = gh + m2 + m = gh− (m2 + 7m).

Al dividir h por g se obtiene h = g[T2 + (4 + 4a)T + 6 + 4c] + 5 + 4a+ m y dado que

(5 + 4a+ m)−1 = 5 + 4c−m, se sigue que

g7[5 + 4c−m][T2 + (4 + 4a)T + 6 + 4c] + h[5 + 4c−m] =
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g[(3 + 4c+ m)T2 + (4 + 4a)T + 2 + 4c+ 2m] + h[5 + 4c−m] = 1.

Ahora sean:

s1 = (3 + 4c+ m)T2 + (4 + 4a)T + 2 + 4c+ 2m,

s2 = 5 + 4c−m y

v = m2 + 7m.

Usando el Lema 1.3.15 y las relaciones:

s1v = [(3 + 4c+ m)T2 + (4 + 4a)T + 2 + 4c+ 2m][m2 + 7m] = mT2 + 2m,

s2v = [5 + 4c−m][m2 + 7m] = 3m, s1s2v
2 = (s1v)(s2v) = [mT2 + 2m][3m] = m2T2,

s21s2v
2 = s1[s1s2v

2] = [(3 + 4c+ m)T2 + (4 + 4a)T + 2 + 4c+ 2m][m2T2] = m2T4,

s1s
2
2v

2 = s2[s1s2v
2] = [5 + 4c−m][m2T2] = m2T2.

Los siguientes polinomios

G = g − s2v − s1s
2
2v

2 = T− 1− [3m]− [m2T2] = m2T2 + T− 1 + m,

H = h−s1v−s21s2v
2 = T3+(3+4a)T2+(2+m2)T+7+m2+m−[mT2+2m]−[m2T4] =

m2T4 + T3 + (3 + 4a+ 3m)T2 + (2 + m2)T + 7 + m2 + 3m,

satisfacen:

(1) G̃ = g̃ = T− 1 y H̃ = h̃ = T3 + T2 + 1;

(2) G y H son coprimos;

(3) T4 + (2 + 4a)T3 + (7 + 4c)T2 + (5 + m)T + 1 = GH.

De donde se obtiene la afirmación.
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Caṕıtulo 2

Anillos locales finitos de Frobenius

no de cadena y de longitud 4

En la mayoŕıa de los trabajos en teoŕıa de códigos, los alfabetos para los códigos

son anillos finitos de Frobenius, pues tomando un anillo A de esta naturaleza como

alfabeto de un código las identidades de Macwilliams se satisfacen, también las rela-

ciones (C⊥)⊥ = C y |C⊥||C| = |An|, (ver [31]), donde C es un código de longitud n y

()⊥ denota el dual con respecto al producto interno canónico sobre A.

Hay varias definiciones equivalentes para anillo de Frobenius, las cuales incluyen el

caso no conmutativo y cuando el anillo no es finito, (ver [13], [16],[22], [23]). En este

trabajo usamos la caracterización de anillo finito de Frobenius dada en [13], conside-

ramos solo el caso conmutativo y concluimos que los anillos locales conmutativos de

Frobenius son aquellos que tienen un único ideal minimal.

Puesto que un anillo conmutativo finito de Frobenius se descompone en anillos con-

mutativos locales de Frobenius, entonces todo se reduce al estudio de anillos locales

finitos de Frobenius. Un anillo local finito es de Frobenius si el anulador de su ideal

maximal es un ideal simple (ver Definición 2.1.2) y un anillo de cadena es un anillo

cuya ret́ıcula de ideales es una cadena con la inclusión de conjuntos.

Por otra parte, ver [20], si p es un número primo, es sabido que salvo isomorfismo

existe únicamente un anillo local con p elementos, el cual es el campo finito: 1) Fp.
Los anillos locales con p2 elementos son:

2) Fp2 ,
3) Zp2 y
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4) Fp[X]/〈X2〉.
Si p es un número primo impar, los anillos locales con p3 elementos son:

5) Fp3 ,
6) Zp3 ,
7) Fp[X]/〈X3〉,
8) Zp2 [X]/〈X2 − p, pX〉,
9) Zp2 [X]/〈X2 − ζp, pX〉, donde ζ̃ es un elemento primitivo de Fp,
10) Fp[X,Y]/〈X,Y〉2,
11) Zp2 [X]/〈X2, pX〉.
Si p = 2, los anillos locales con 23 elementos son:

12) F23 ,

13) Z23 ,

14) F2[X]/〈X3〉,
15) Z22 [X]/〈X2 − 2, 2X〉,
16) [X,Y]/〈X,Y〉2 y

17) Z22 [X]/〈X2, 2X〉.
Es fácil verificar que los anillos 10), 11), 16) y 17) no son anillos de Frobenius y el

resto de los anillos mencionados son de cadena.

Los anillos locales de Frobenius no de cadena con 24 elementos recientemente descritos

en [21], son:

18) F2[X,Y]/〈X2,Y2〉,
19) F2[X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉,
20) Z4[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − 2,XY,Y3, 2X, 2Y〉,
21) Z4[X,Y]/〈X2,Y2,XY − 2, 2X, 2Y〉,
22) Z4[X]/〈X2〉,
23) Z4[X]/〈X2 − 2X〉,
24) Z8[X]/〈X2 − 4, 2X〉.
Ahora si p > 2 es un número primo seŕıa interesante describir la familia de anillos

locales de Frobenius no de cadena con p4 elementos, estos anillos tienen longitud 4,

por eso en este Caṕıtulo nuestro objetivo será determinar todos los anillos locales

finitos de Frobenius no de cadena y con longitud 4.
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2.1. Anillos de cadena y anillos locales de Frobe-

nius

En esta sección se define anillo de Frobenius, únicamente se da la definición para

cuando el anillo es finito, y anillo de cadena. Se da una caracterización de estos anillos

en términos de sus extensiones no ramificadas, las cuales se usarán más adelante.

Recordemos que los anillos considerados en este trabajo son finitos, conmutativos y

con elemento identidad.

Definición 2.1.1 Sea A un anillo y M un A-módulo.

(1) Se dice que M es Artiniano si cualquier cadena descendente de A-submódulos

de M se estaciona, es decir si M1 ⊃ M2 ⊃ . . . ⊃ Ml ⊃ . . ., es una cadana

descendente de A-submódulos de M entonces existe l0 tal que Ml = Ml0, para

todo l ≥ l0.

(2) El zoclo de M, denotado por SocA(M), es el A-submódulo de M generado por

los A-submódulos simples de M.

(3) El radical de Jacobson de A, denotado por Rad(A), es la intersección de todos

los ideales maximales de A.

Lema 2.1.1 Sea (A,m, k) un anillo local, entonces

(1) Rad(A) = m,

(2) SocA(A) = annA(m).

Demostración.

(1) Es trivial.

(2) Sea I un ideal simple de A, entonces mI 6= I y mI = 〈0〉, por el Lema de Nakayama,

de donde se sigue que I ⊆ annA(m) y Soc(A) ⊆ annA(m). Sea α ∈ annA(m), puesto

que αm = 〈0〉, entonces annA(α) = m, aśı 〈α〉 es ideal simple, por el Lema 1.1.1, de

donde se sigue que α ∈ Soc(A).

El siguiente resultado no estará acompañado de una demostración, su demostra-

ción se puede encontrar por ejemplo en [19].
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Lema 2.1.2 ([19], Teorema 3.2) Sea A un anillo Artiniano, entonces:

(1) A tiene una cantidad finita de ideales maximales.

(2) Existe un entero positivo k tal que Rad(A)k = 〈0〉.

Observación 3 Una consecuencia del Lema 2.1.2 es que si A es un anillo Artiniano,

q1, . . . , qr son todos sus ideales maximales, y k es un entero tal que Rad(A)k = 〈0〉,
entonces A ∼= A/〈0〉 = A/qk1 · · · qkr ∼= A/qk1 ⊕ · · · ⊕ A/qkr , donde cada anillo A/qki es

local con ideal maximal qi/q
k
i , por el Lema 1.3.1.

Definición 2.1.2 [13] Un anillo finito A es llamado de Frobenius si A/Rad(A) ∼=
Soc(A).

Ejemplos de anillos locales de Frobenius incluyen al anillo del Ejemplo 2.1.1 y al

anillo F2[X1, . . . ,Xk]/〈X2
1, . . . ,X

2
k〉 (ver [9]).

El siguiente resultado nos ayudará a reducir el estudio de anillos de Frobenius

al estudio de anillos locales de Frobenius, su demostración se puede encontrar por

ejemplo en [31].

Lema 2.1.3 ([31], Observación 1.3) Sea A un anillo conmutativo Artiniano y

A1, . . . ,Ak anillos locales tales que A ∼= A1 ⊕ · · · ⊕ Ak, (ver Observación 3). En-

tonces A es de Frobenius si y sólo si cada Ai es de Frobenius.

Lema 2.1.4 Sea (A,m, k) un anillo local finito. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

(1) A es de Frobenius;

(2) annA(m) es un ideal simple;

(3) A tiene un único ideal minimal, tal ideal es annA(m).

Demostración.

Notese que en un anillo local se tiene A/Rad(A) = A/m ∼= k.

(1) ⇒ (2) Por el Lema 2.1.1, Soc(A) = annA(m). Aśı, el isomorfismo A/Rad(A) ∼=
Soc(A) implica annA(m) ∼= k, de donde se sigue que annA(m) es ideal simple, por el

inciso (2) del Lema 1.1.1.
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(2)⇒ (3) Sea I un ideal minimal de A, entonces mI ⊂ I, y por el Lema de Nakayama,

mI = 0 e I ⊆ annA(m). La afirmación se sigue del hecho que annA(m) es ideal simple

de A.

(3)⇒ (1) Puesto que los ideales simples son los ideales minimales, Soc(A) = annA(m)

es el único ideal minimal de A. Por el inciso (2) del Lema 1.1.1 annA(m) ∼= k, de donde

se sigue que A/Rad(A) ∼= Soc(A).

Definición 2.1.3 Un anillo A es llamado de cadena si su ret́ıcula de ideales es una

cadena con la inclusión de conjuntos.

Ejemplos de anillos de cadena es el anillo Fq[X]/〈Xk〉 y los anillos Zpk , donde p es

un número primo y k un entero no negativo.

El siguiente resultado no estará acompañado de una demostración, la demostración

se puede encontrar por ejemplo en [6].

Proposición 2.1.1 Sea A un anillo finito. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

(1) El anillo A es de cadena;

(2) El anillo A es local y su ideal maximal es principal;

(3) El anillo A es local y sus ideales son principales;

(4) El anillo A es local y dimk(m/m
2) ≤ 1, donde m es el único ideal maximal de

A y k = A/m es el campo residual de A;

(5) El anillo A es local y `A(A) = t, donde t es el ı́ndice de nilpotencia de su ideal

maximal.

Sea (A,m, k) un anillo finito de cadena, π un generador del ideal maximal m de

A y t el ı́ndice de nilpotencia del ideal maximal de A. Los ideales de A forman la

cadena:

A = 〈π0〉 ⊃ 〈π〉 ⊃ . . . ⊃ 〈πt−1〉 ⊃ 〈πt〉 = 〈0〉.

Teorema 2.1.1 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito, f ∈ A[T] un polinomio básico

irreducible, s = deg(̃f) y B = A/〈f〉 la extensión no ramificada de A determinada por

f. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) A es un anillo de cadena;

(2) B es un anillo de cadena;

(3) |L(A)| = |L(B)|, donde L(∗) denota la ret́ıcula de ideales del anillo.

Demostración.

(1) ⇒ (2): Por la Proposición 1.3.3, mB es el único ideal maximal de B, el cual

es principal pues m es principal. En consecuencia, B es un anillo de cadena, por la

Proposición 2.1.1.

(2) ⇒ (1): Sean I y J ideales de A. Puesto que B es un anillo de cadena, IB ⊆ JB o

JB ⊆ IB. Entonces I ⊆ J o J ⊆ I, por el inciso (1) del Lema 1.3.10. En consecuencia,

A es un anillo de cadena.

(1)⇒ (3): Sea t el ı́ndice de nipotencia de π. Por (1)⇒ (2) y el inciso (3) del Lema

1.3.10, se tiene que B es un anillo de cadena con ideal maximal 〈π〉B y mB tienen

ı́ndice de nilpotencia t. Entonces A y B tienen t+ 1 ideales.

(3)⇒ (1): Por el inciso (3) del Lema 1.3.9, el campo residual de B es Fqs . Por el inciso

(2) del Lema 1.3.11, cualquier conjunto mı́nimo de generadores de m es un conjunto

mı́nimo de generadores de mB. Sea r = vA(m) = vB(mB), entonces el número de

ideales de B entre mB y m2B es G(r, qs) y el número de ideales de A entre m y m2

es G(r, q), por el Corolario 1.3.1. Por hipótesis y el inciso (2) del Lema 1.3.10 se

sigue que L(B) = {IB : I ∈ L(A)}, de donde se sigue que los ideales de B entre

mB y m2B se obtienen al expandir los ideales de A entre m y m2, lo cual implica

que G(r, qs) ≤ G(r, q). En consecuencia r ≤ 1 y A es un anillo de cadena, por la

Proposición 2.1.1.

Nótese que si A es un anillo finito de cadena, π el generador de su ideal maximal

y t es el ı́ndice de nilpotencia de π, entonces annA(π) = 〈πt−1〉 es un ideal simple, en

consecuencia A es anillo local de Frobenius.

Ejemplo 2.1.1 Sean k ≥ 3 un entero, Fq el campo finito con q elementos, q = pd,

I(k,q) = 〈X2
1, . . . ,X

2
k,XiXj − X1X2 : 1 ≤ i < j ≤ k, (i, j) 6= (1, 2)〉 un ideal de

Fq[X1, . . . ,Xk], A(k,q) = Fq[X1, . . . ,Xk]/I(k,q) y xi = Xi + I(k,q). Entonces:

(1) Cualquier elemento de A(k,q) puede ser escrito de manera única en la forma:

a0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk + ak+1x1x2, ai ∈ Fq.
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(2) A(k,q) es un anillo local con ideal maximal m = 〈x1, . . . , xk〉 y su campo residual

es isomorfo a Fq.

(3) m2 = 〈x1x2〉, m3 = 〈0〉 y `A(k,q)
(A(k,q)) = k + 2.

(4) A(k,q) no es anillo de cadena.

(5) a0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk + ak+1x1x2 ∈ annA(k,q)
(m) ⇔ a0 = 0 y (a1, . . . , ak)

es solución de D~x = ~0, donde D es la matriz con ceros en la diagonal y unos en

el resto de sus entradas.

(6) A(k,q) es anillo de Frobenius si y sólo si (k − 1, q) = 1.

Demostración.

(1) Con el orden lexicográfico tal que Xk > . . . > X2 > X1, el conjunto G =

{X2
1, . . . ,X

2
k,XiXj − X1X2 : 1 ≤ i < j ≤ k, (i, j) 6= (1, 2)} es una base de Groeb-

ner. La afirmación se sigue del hecho de que los únicos monomios no divisibles por

LM(G) = {X2
1, . . .X

2
k,XiXj : 1 ≤ i < j ≤ k, (i, j) 6= (1, 2)} son X1,X2, . . . ,Xk y X1X2.

(2) La afirmación se sigue del Lema 1.3.12.

(3) Puesto que m = 〈x1, . . . , xk〉, entonces m2 = 〈x2
1, . . . , x

2
k, xixj : 1 ≤ i, j ≤ k〉 =

〈x1x2〉. Puesto que en A(k,q) se satisface xix1x2 = 0, para cualquier i ∈ {1, . . . , k},
entonces m3 = 〈x1, x2 . . . , xk〉〈x1x2〉 = 〈x1x1x2, x2x1x2, . . . , xkx1x2〉 = 〈0〉.
Finalmente, por el inciso (2), el campo residual de A(k,q) es Fq, y por el inciso (1),

|A(k,q)| = |Fq|k+2. La afirmación se sigue del Lema 1.3.4.

(4) Puesto que `A(k,q)
(A(k,q)) = k + 2 ≥ 5, pues k ≥ 3, y el ı́ndice de nilpotencia de m

es 3, por el inciso (3). Entonces A(k,q) no es anillo de cadena, por la Proposición 2.1.1.

(5) Sea α = a0 + a1x1 + a2x2 + . . . + akxk + ak+1x1x2 ∈ A(k,q) y D es la matriz k × k
con ceros en la diagonal y unos en el resto de sus entradas. Puesto que en A(k,q) se

satisface xix1x2 = 0 y xixj = x1x2, para cualquier i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j, entonces:

α ∈ annA(m)⇔

αx1 = a0x1 + (a2 + a3 + . . .+ ak)x1x2 = 0,

αx2 = a0x2 + (a1 + a3 + . . .+ ak)x1x2 = 0,

...

αxk−1 = a0xk−1 + (a1 + a2 + . . .+ ak−2 + ak)x1x2 = 0,
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αxk = a0xk + (a1 + a2 + . . .+ ak−1)x1x2 = 0⇔

a0 = 0 y (a1, a2, . . . , ak) es solución de D~x = ~0,

(6) Primero se calculará el determinante de la matriz a la que se hace referencia en el

inciso (5), se aplicarán operaciones elementales para llevarla a una matriz triangular

superior.

det



0 1 1 1 . . . 1 1 1

1 0 1 1 . . . 1 1 1

1 1 0 1 . . . 1 1 1

1 1 1 0 . . . 1 1 1
...

...
...

...
...

...
...

1 1 1 1 . . . 0 1 1

1 1 1 1 . . . 1 0 1

1 1 1 1 . . . 1 1 0


= det



−1 0 0 0 . . . 0 0 1

0 −1 0 0 . . . 0 0 1

0 0 −1 0 . . . 0 0 1

0 0 0 −1 . . . 0 0 1
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . −1 0 1

0 0 0 0 . . . 0 −1 1

1 1 1 1 . . . 1 1 0


=

det



−1 0 0 0 . . . 0 0 1

0 −1 0 0 . . . 0 0 1

0 0 −1 0 . . . 0 0 1

0 0 0 −1 . . . 0 0 1
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . −1 0 1

0 0 0 0 . . . 0 −1 1

0 0 0 0 . . . 0 0 k − 1


= (−1)k−1(k − 1)

⇒) Por el inciso (5), 〈x1x2〉 ⊆ annA(k,q)
(m). Puesto que annA(k,q)

(m) es ideal simple

de A(k,q), por hipótesis, se sigue que 〈x1x2〉 = annA(k,q)
(m).

Sea (a1, a2, . . . , ak) una solución de D~x = ~0, entonces a1x1 + a2x2 + . . . + akxk ∈
annA(k,q)

(m) = 〈x1x2〉, por el inciso (5). En consecuencia (a1, a2, . . . , ak) = ~0, por el

inciso (1). Aśı, D es no singular, lo cual implica que det(D) = (−1)k−1(k−1) ∈ (A(k,q))
∗

y (k − 1, q) = 1.

⇐) Puesto que det(D) = (−1)k−1(k − 1) y (q, k − 1) = 1 entonces D es inver-

tible y las soluciones del sistema D~x = ~0 son solo las triviales. Por el inciso (5),

{ax1x2 : a ∈ Fq} = annA(k,q)
(m) y |annA(k,q)

(m)| = |Fq|. Puesto que Fq es el campo

residual de A(k,q), entonces por el Lema 1.3.4, se tiene, `A(k,q)
(annA(k,q)

(m)) = 1, de

donde se sigue la afirmación.
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Lema 2.1.5 Sea (A,m,Fq) un anillo local finito de Frobenius y t el ı́ndice de nilpo-

tencia de m. Entonces annA(m) = mt−1.

Demostración.

El hecho de que mt = mt−1m = 〈0〉, implica que mt−1 ⊆ annA(m), y la afirmación se

sigue del hecho de que annA(m) es ideal simple de A.

Sea A un anillo conmutativo con identidad. El conjunto An es considerado como

A-módulo de la manera usual. Un subconjunto C de An es llamado código lineal de

longitud n sobre A si C es un A-submódulo de An. El producto interno canónico sobre

An está dado por (a1, . . . , an) ·(b1, . . . , bn) = a1b1+ . . .+anbn. Para un código lineal C,

sobre A, el código ortogonal de C es definido por C⊥ = {~a ∈ An : ~a ·~b = 0 ∀ ~b ∈ C}.
Obsérvese que si C es un código lineal sobre A de longitud 1, entonces C es un ideal

de A y C⊥ = annA(C).

El siguiente resultado es una caracterización de anillos locales de Frobenius en

términos de sus códigos lineales, su demostración se puede encontrar por ejemplo en

[31].

Lema 2.1.6 Sea (A,m,Fq) un anillo local finito de Frobenius y C un código lineal de

longitud n sobre A, entonces

(C⊥)⊥ = C y |C||C⊥| = |A|n.

En particular, si I es un ideal de A, entonces

annA(annA(I)) = I y |I||annA(I)| = |A|.

Lema 2.1.7 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito de Frobenius e I un ideal de A,

entonces

`A(I) + `A(annA(I)) = `A(A).

Demostración.

Por el Lema 1.3.4, se tienen las siguientes relaciones:

(1) |I| = q`A(I),

(2) |annA(I)| = q`A(annA(I)),

(3) |A| = q`A(A).
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La afirmación se sigue de la relación |I||annA(I)| = |A|, del Lema 2.1.6.

El siguiente resultado es una caracterización de anillos locales de Frobenius en

términos de sus extensiones no ramificadas.

Teorema 2.1.2 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito, f ∈ A[T] un polinomio básico

irreducible, s = deg(̃f) y B = A/〈f〉 la extensión no ramificada de A determinada por

f. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es un anillo de Frobenius;

(2) annA(m) es el único ideal minimal de A;

(3) annB(mB) es el único ideal minimal de B;

(4) B es un anillo de Frobenius.

Demostración.

(1)⇒ (2): Sea I un ideal minimal de A, por el Lema de Nakayama, mI ( I. Entonces

mI = 0 lo cual implica que I ⊆ annA(m) y I = annA(m), pues annA(m) es ideal simple.

(2)⇒ (1): Si annA(m) es un ideal minimal, entonces annA(m) es un ideal simple.

(1) ⇔ (4): mB es el ideal maximal de B y, por el inciso (1) del Lema 1.3.11, se

tiene `A(annA(m)) = `B(annA(m)B), además, por el inciso (3) del Lema 1.3.11, se

tiene annA(m)B = annB(mB). En consecuencia, annA(m) es un ideal simple de A ⇔
`A(annA(m)) = `B(annB(mB)) = 1⇔ annB(mB) es un ideal simple de B.

(4)⇔ (3) Es análogo a la implicación (1)⇔ (2).

2.2. Anillos locales finitos de Frobenius no de ca-

dena y de longitud 4

El objetivo de esta sección es describir la familia de anillos locales finitos de Frobe-

nius no de cadena y de longitud 4. Una consecuencia es que los anillos locales finitos

de Frobenius no de cadena y con p4 elementos, p un número primo, son descritos.

Este resultado generaliza el caso p = 2 presentado en [21].

Lema 2.2.1 Sea (A,m,Fq) un anillo local finito. Si A posee alguna de las siguientes

propiedades, entonces es anillo de cadena.
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(1) A tiene longitud 1;

(2) m tiene ı́ndice de nilpotencia 1;

(3) A tiene longitud 2;

(4) A es anillo de Frobenius y m tiene ı́ndice de nilpotencia 2.

Demostración.

Observar que un campo es anillo de cadena.

(1) Si A tiene longitud 1, entonces A ⊃ 〈0〉 es una serie de composición, m = 〈0〉 y A

es un campo finito.

(2) Si se cumple que m1 = m = 〈0〉, entonces A es un campo finito.

(3) A no es un campo y m tiene ı́ndice de nilpotencia mayor a 1, por el inciso anterior.

Por el Lema 1.3.6, el hecho de que A tiene longitud 2 y la observación anterior, el

ı́ndice de nilpotencia de m es 2. La afirmación se sigue de la Proposición 2.1.1.

(4) Si m tiene ı́ndice de nilpotencia 2 entonces, por el Lema 2.1.5 y porque A es anillo

de Frobenius, annA(m) = m es un ideal simple, en consecuencia m es ideal principal,

por el Lema 1.1.1. Por lo tanto A es anillo de cadena, por la Proposición 2.1.1.

Lema 2.2.2 Sea (A,m,Fq) un anillo local finito, no de cadena y con p4elementos,

entonces A tiene longitud 4.

Demostración.

Sea q = pd, con d entero positivo. Por el Lema 1.3.4, |A| = p4 = q`A(A) = pd`A(A),

por el Lema 1.3.4, lo cual implica `A(A) ∈ {1, 2, 4}. La afirmación se sigue del Lema

2.2.1.

Lema 2.2.3 Sea (A,m,Fq) un anillo local finito de Frobenius no de cadena y con

longitud 4, entonces m tiene ı́ndice de nilpotencia 3.

Demostración.

Por el Lema 1.3.6, la Proposición 2.1.1 y el hecho de que A no es anillo de cadena, se

tiene que el ı́ndice de nilpotencia del ideal maximal de A es menor a 4. La afirmación

se sigue del Lema 2.2.1.

Definición 2.2.1 .
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(1) Sea L4 la familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena y de lon-

gitud 4.

(2) Sea F3 la familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena y cuyo

ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3.

La familia F3 es grande pues incluye a los anillos A(k,pd), donde (k− 1, p) = 1, del

ejemplo 2.1.1. Puesto que la longitud del anillo A(k,pd) es k + 2, esta familia contiene

anillos de todas las longitudes. Además, L4 ⊂ F3, por el Lema 2.2.3.

Lema 2.2.4 Sea (A,m,Fpd) ∈ L4, T ⊂ A un conjunto de representantes de Fpd y

x ∈ m \ m2. Entonces existe y ∈ m \ m2 tal que {x, y} es un conjunto mı́nimo de

generadores de m, x3 = y3 = x2y = xy2 = 0 y alguna de las siguientes relaciones se

debe satisfacer:

(1) xy = 0 y x2 = fy2 6= 0 para algún f ∈ T \ {0}.

(2) xy 6= 0, x2 + uxy = 0 y y2 + vxy = 0 para algunos u, v ∈ T tales que ũṽ 6= 1̃ en

Fpd.

Demostración.

Por el Lema 2.2.3, m tiene ı́ndice de nilpotencia 3, por los Lemas 2.1.4 y 2.1.5,

annA(m) = m2 es el único ideal minimal de A, aśı

v(m) = `A(m/m2) = `A(m)− `A(m2) = 2.

En consecuencia, puesto que x ∈ m \ m2, existe y ∈ m \ m2 tal que {x, y} es un

conjunto mı́nimo de generadores de m y se tendrá x3 = y3 = x2y = xy2 = 0. Si

annA(x) = m2, por el Lema 2.1.6, 〈x〉 = annA(annA(x)) = annA(m2) = m, que es una

contradicción. Si annA(x) = m, entonces 〈x〉 = annA(annA(x)) = annA(m) = m2, lo

cual no es posible. Entonces m2 ⊂ annA(x). Y de manera análoga se concluye que

annA(y) ⊂ m y annA(x) 6= annA(y).

Por el Corolario 1.3.1 y puesto que (0, 1) y (1, λ), donde λ ∈ Fpd , son todas las 1× 2

matrices en forma escalón reducida por filas (erf) sobre Fpd , se tiene que annA(x) ∈
{〈y〉, 〈x + uy〉} y annA(y) ∈ {〈y〉, 〈x + vy〉}, donde u, v ∈ T. En las siguientes ĺıneas

las afirmaciones 1) y 2) se probarán.

1) Usando el Lema 2.1.6 y el hecho de que A es anillo de Frobenius, se tiene:

annA(x) = 〈y〉 ⇔ annA(y) = annA(annA(x)) = 〈x〉.
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En este caso, xy = 0 y puesto que x 6∈ 〈y〉 = annA(x), y 6∈ 〈x〉 = annA(y), entonces

x2 6= 0 y y2 6= 0. Puesto que m2 es generado por cualquiera de sus elementos no cero,

pues es un ideal simple de A, m2 = 〈x2, xy, y2〉 = 〈x2〉 = 〈y2〉 lo cual implica que

x2 = fy2, para algún f ∈ T \ {0}.
2) Obsérvese que

annA(x) = 〈x + uy〉, donde u ∈ T⇔

annA(y) ∈ {〈y〉, 〈x + v1y〉}, donde v1 ∈ T \ {0} ⇔

annA(y) = 〈y + vx〉, donde v ∈ T.

En este caso x2 + uxy = 0 y y2 + vxy = 0, donde u, v ∈ T.

Resta verificar xy 6= 0 y ũṽ 6= 1̃ en Fpd , si xy = 0 entonces x2 = y2 = 0 y m2 =

〈x2, xy, y2〉 = 〈0〉, lo cual es una contradicción. Si u = 0 o v = 0 se tiene la afirmación.

Si uv = 1 + m, donde m ∈ m, entonces uvx2 = x2 y x2 + uxy = uvx2 + uxy =

ux(y + vx) = 0, lo cual implica que annA(y) = 〈y + vx〉 ⊆ annA(x), en consecuencia

〈y〉 ⊆ 〈x〉, que no es posible.

Los siguientes resultados sobre campos finitos posiblemente se encuentran en la

literatura, se incluyen en este trabajo para facilitar la lectura.

Proposición 2.2.1 Sea F = Fpd el campo finito con pd elementos y ζ un elemento

primitivo de este campo. Entonces:

(1) Existen γ1, γ2 ∈ F tales que ζ = γ21 + γ22 .

(2)
√
−1 ∈ F si y sólo si p = 2 ó pd ≡ 1 mod 4.

(3) La ecuación X2ζ + Y2 = 0 tiene soluciones no triviales en F si y sólo si p = 2

ó pd ≡ 3 mod 4, si y sólo si p = 2 ó
√
−1 6∈ F.

(4) Si u, v ∈ F son tales que
√
u 6∈ F y

√
v 6∈ F, entonces

√
u
v
∈ F.

(5) Sean u, v, w ∈ F con uw 6= 0. Entonces el sistema de ecuaciones

(a) X2 + Y2 = uw,

(b) Z2 + W2 = vw,

(c) XZ + YW = w,

tiene solución en F si y sólo si
√
uv − 1 ∈ F.

Cuando
√
uv − 1 ∈ F, una solución al sistema de ecuaciones es:
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(i) ζk(u, 0, 1,
√
uv − 1), cuando p es impar y w

u
= ζ2k.

(ii) ζk(uγ1, uγ2, γ1 + γ2
√
uv − 1, γ2 − γ1

√
uv − 1), donde γ1, γ2 son como en el

inciso (1) de este lema, cuando p es impar y w
u

= ζ2k+1.

(iii) (
√
uw, 0,

√
w
u
,
√

w
u

√
uv − 1), cuando p = 2.

(6) Las siguientes condiciones

(a) X2 + Y2 = ζ(Z2 + W2),

(b) Z2 + W2 6= 0,

(c) XZ + YW = 0,

se satisfacen en F si y sólo si p = 2.

Cuando p = 2 el conjunto de F4 que satisface las condiciones es (
√
ζ, 0, 0, 1).

Demostración.

(1): El caso p = 2 es trivial pues (F∗)2 = F∗.
Sea p un número primo impar y sean

Γ1 = {ζ2i : 1 ≤ i ≤ pd − 1

2
− 1},

Γ2 = {ζ2i+1 : 0 ≤ i ≤ pd − 1

2
− 1},

Γ3 = 1− Γ2 = {1− ζ2i+1 : 0 ≤ i ≤ pd − 1

2
− 1}.

Se tienen las siguientes relaciones

Γ1 ∪ Γ2 = F \ {0, 1}, |Γ1| =
pd − 1

2
− 1,

|Γ2| = |Γ3| =
pd − 1

2
, 0, 1 6∈ Γ3,

aśı, Γ3 ⊂ Γ1 ∪ Γ2 y Γ3 ∩ Γ2 6= ∅. De la última relación se sigue la afirmación.

(2): ⇒) Si p = 2, entonces (F∗)2 = F∗ de donde se sigue la afirmación. Sea p un

número primo impar, entonces
√
−1 ∈ F∗ tiene orden multiplicativo 4 y la afirmación

se sigue del Teorema de Lagrange.

⇐) Si pd = 4h+ 1, entonces
√
−1 = ζh ∈ F.
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(3): ⇒) Si p = 2 la afirmación se sigue del hecho que (F∗)2 = F∗. Si p es un número

primo impar y (a, b) es una solución no trivial de la ecuación, entonces a 6= 0 y ζk = b
a
,

para algún k ∈ {0, 1, . . . , pd − 1}. Aśı,

ζ + (
b

a
)2 = ζ + ζ2k = ζ(1 + ζ2k−1) = 0,

lo cual implica que

ζ2k−1 = −1 = ζ
pd−1

2

que es equivalente a

ζ
pd−1

2
−(2k−1) = 1

en consecuencia pd − 1 | pd−1
2
− (2k − 1), pd − 1 | pd−4k+1

2
y pd ≡ 3 mod 4.

⇐) Si pd = 4h+ 3, entonces (1, ζh+1) es una solución de X2ζ + Y2 = 0.

(4): Puesto que Fp2d ∼= Fpd(
√
u) = Fpd(

√
v), entonces

√
u = a+ b

√
v, donde a, b ∈ Fpd

y b 6= 0, 2ab
√
v = u− a2 − b2v, en consecuencia a = 0 y b2 = u

v
∈ Fpd .

(5): ⇒) Supóngase que p es impar, Z y W se encontrarán en términos de los valores

de X,Y, u y v.

Si Y = 0, entonces el sistema de ecuaciones se transforma en:

(a) X2 = uw,

(b) Z2 + W2 = vw,

(c) XZ = w;

de donde se obtiene:

X 6= 0, Z =
w

X
=
uw

uX
=

X2

uX
=

X

u
,

W2u2

X2
=

(vw − Z2)u2

uw
= uv − uZ2

w
= uv − uwZ2

w2
= uv − 1,

W = ±X
√
uv − 1

u
.

Si Y 6= 0. De (c) se obtiene

W =
−XZ + w

Y
. . . (d)

Combinando (d) con (a) y (b) se obtiene:

Z2 + W2 = vw = Z2 + (
−XZ + w

Y
)2 =
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Y2Z2 + X2Z2 − 2wXZ + w2

Y2
=
uwZ2 − 2wXZ + w2

Y2

de donde se sigue que

uZ2 − 2XZ + w − vY2 = 0

Z =
2X±

√
4X2 − 4u(w − vY2)

2u
=

X± Y
√
uv − 1

u
y

W =
−XZ + w

Y
=

Y ∓ X
√
uv − 1

u
.

En cualquiera de los casos se tiene
√
uv − 1 ∈ F.

⇐) Supóngase que
√
uv − 1 ∈ F.

Si u−1w = ζ2k+1, sean γ1, γ2 como en el inciso (1). Entonces uw = u2u−1w = u2ζ2kζ =

(uζk)2(γ21 + γ22) = (uζkγ1)
2 + (uζkγ2)

2, Elegir X = uζkγ1 y Y = uζkγ2, y de acuerdo

a la implicación anterior, caso Y 6= 0, se obtiene, Z = ζkγ1 ± ζkγ2
√
uv − 1 y W =

ζkγ2 ∓ ζkγ1
√
uv − 1.

Si u−1w = ζ2k, entonces uw = u2u−1w = (uζk)2. Elegir X = uζk y Y = 0, y de

acuerdo a la implicación anterior, caso Y = 0, se obtiene Z = ζk y W = ±ζk
√
uv − 1.

El caso p = 2 es trivial dado que todo elemento posee raiz cuadrada en el campo,

aśı siempre se cumple que
√
uv − 1 ∈ F, y una solución del sistema de ecuaciones es

X =
√
uw, Y = 0, Z =

√
wu−1, W =

√
wu−1

√
uv − 1.

(6): ⇒) Si Y = 0, entonces X2 = ζ(Z2 + W2) 6= 0 y XZ = 0 de donde se sigue que

Z = 0, W 6= 0, X2 = ζW2, ζ ∈ (F∗)2, F∗ = (F∗)2 y p = 2.

Si Y 6= 0, entonces W = −XZ
Y

y Z2 + W2 = Z2Y2+X2Z2

Y2 = Z2ζ(Z2+W2)
Y2 lo cual implica

que ζ ∈ (F∗)2, F∗ = (F∗)2 y p = 2;

⇐) Elegir X =
√
ζ,Y = 0,Z = 0,W = 1.

Las siguientes Proposiciones son las partes más importante de esta sección. Se

encontrarán todos los anillos locales finitos de Frobenius no de cadena y de longitud

4.

Recordar que si (A,m,Fpd) es un anillo local finito y M es un A-módulo de longitud

finita, `A(M), entonces |M| = pd`A(M), por el Lema 1.3.4. La caracteŕıstica de A,

denotada por car(A), es el menor entero positivo, n, que satisface nA = {0}. Se

cumple que car(A) = pk, para algún k ∈ N. Si (A,m,Fpd) es anillo local finito de

Frobenius y t es el ı́ndice de nilpotencia de m, entonces annA(m) = mt−1 es el único

ideal minimal de A, por el Lema 2.1.5.

62



Sea (A,m,Fpd) ∈ L4, entonces |A| = p4d, el ı́ndice de nilpotencia de m es 3, por

el Lema 2.2.3, aśı annA(m) = m2 es el único ideal minimal de A y p3 ∈ m3 = (0), de

esto se obtiene que car(A) ∈ {p, p2, p3}.
En lo que concierne a la caracteŕıstica del anillo A, las únicas posibilidades son las

siguientes:

(1): car(A) = p2 y p ∈ m2.

(2): car(A) = p2 y p 6∈ m2.

(3): car(A) = p3 y p ∈ m2.

(4): car(A) = p3 y p 6∈ m2.

(5): car(A) = p.

Cada uno de estos casos es tratado en las siguientes Proposiciones. Obsérvese que

el caso (3): car(A) = p3 y p ∈ m2 no es posible, pues si p ∈ m2, entonces p2 ∈ m4 = 〈0〉.

Proposición 2.2.2 Sea (A,m,Fpd) ∈ L4 tal que car(A) = p2 y p ∈ m2. Entonces

(1) Si p es impar, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos

GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉,
ó

GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − ζY2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉, {0, 1, . . . , ζpd−2} es el con-

junto de Teichmüller del anillo de Galois GR(p2, d).

(2) Si p = 2, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos

GR(4, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − 2,XY,Y3, 2X, 2Y〉,
ó

GR(4, d)[X,Y]/〈X2,Y2,XY − 2, 2X, 2Y〉.

Demostración.

Por el Teorema 1.3.4 se puede suponer que el anillo de Galois GR(p2, d) está contenido

en A y sea T = {0, 1, ζ, . . . , ζpd−2} el conjunto de Teichmüller de este anillo de Galois.

Sea {x, y} un conjunto mı́nimo de generadores del idea maximal m que satisface las

afirmaciones (1) o (2) del Lema 2.2.4 para algunos valores f1, u1, v1 ∈ T, con f1 6= 0

y ũ1ṽ1 6= 1 en Fpd . Puesto que p ∈ m2, entonces px, py ∈ m3 = (0). Dado que m2 es

un ideal simple de A entonces es generado por cualquiera de sus elementos no cero.

En el caso (1) del Lema 2.2.4, m2 = 〈y2〉 = 〈p〉 esto implica y2 = g1p para algún

g1 ∈ T \ {0}.
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En el caso (2), m2 = 〈xy〉 = 〈p〉 implica xy = w1p, para algún w1 ∈ T \ {0}.
Nuevamente, por el Teorema 1.3.4, en el caso (1) hay un epimorfismo

A(f1,g1) := GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − f1Y2,Y2 − g1p,XY,Y3, pX, pY〉 → A,

y en el caso (2), hay un epimorfismo

B(u1,v1,w1) := GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − u1XY,Y2 − v1XY,XY − w1p, pX, pY〉 → A,

donde u1, v1, w1, f1, g1 ∈ T son tales que w1, f1 y g1 son no cero y ũ1ṽ1 6= 1̃ en Fpd . Por

el Lema 1.3.12 se sigue que A(f1,g1) y B(u1,v1,w1) son anillos locales con ideal maximal

〈x, y〉 y campo residual Fpd . Obsérvese que cualquier elemento de los anillos A(f1,g1) o

B(u1,v1,w1) se pueden escribir de manera única como a+ bx + cy, donde a ∈ GR(p2, d)

y b, c ∈ T, y los elementos de sus ideales maximales están dados por ap + bx + cy,

donde a, b, c ∈ T. En consecuencia |A(f1,g1)| = |B(u1,v1,w1)| = p4d y en cada caso el

epimorfismo mencionado es un isomorfismo.

Obsérvese que los anillos A(f1,g1) y B(u1,v1,w1) son determinados por elementos par-

ticulares u1, v1, w1, f1, g1 ∈ T tales que w1, f1 y g1 no son cero y ũ1ṽ1 6= 1̃ en Fpd .
Nuestro objetivo será probar que para cualesquiera elementos u, v, w, f, g ∈ T tales

que w, f y g no son cero y ũṽ 6= 1̃ en Fpd , los anillos A(f,g) y B(u,v,w) definidos de la

misma forma, es decir remplazando u, v, w, f, g por u1, v1, w1, f1, g1 respectivamente,

son los que se afirman en la Proposición. Sean x y y los elementos en estos anillos que

conrresponden a la clase de X y Y, respectivamente, módulo sus ideales respectivos.

Por el Lema 1.3.12 se tiene que estos anillos son locales con ideal maximal m = 〈x, y〉
y se satisfacen las relaciones x2 = fy2, y2 = gp, xy = px = py = 0 en el caso del anillo

A(f,g); y x2 = uxy, y2 = vxy, xy = wp, px = py = 0 en el caso del anillo B(u,v,w). Sus

elementos se pueden escribir de manera única como a+ bx+ cy, donde a ∈ GR(p2, d)

y b, c ∈ T; y los elementos del ideal maximal se pueden escribir de manera única como

ap+ bx + cy, donde a, b, c ∈ T.

Obsérvese que si u, v, w ∈ T son tales que u y w son no cero, entonces B(u,v,w)
∼=

A(1,1) si y sólo si existen a, a1, b, b1, c, c1 ∈ T tales que {α = ap + bx + cy, β =

a1p + b1x + c1y} es un conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal de A(1,1)

y estos elementos satisfacen las relaciones que satisfacen x y y en B(u,v,w), es decir,

α2 = uαβ, β2 = vαβ, αβ = wp, pα = pβ = 0. De estas relaciones, la aritmética en

A(1,1) y las expresiones para α y β se tiene:

(b2 + c2)p = uwp,
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(b21 + c21)p = vwp y

(bb1 + cc1)p = wp, en GR(p2, d).

Estas relaciones son ciertas si y sólo si existen b, b1, c, c1 ∈ T tales que

b̃2 + c̃2 = ũw̃,

b̃21 + c̃21 = ṽw̃ y

b̃b̃1 + c̃c̃1 = w̃ en Fpd
estas ecuaciones tienen solución si y sólo si

√
ũṽ − 1̃ ∈ Fpd , por el inciso (5) de la

Proposición 2.2.1.

Por el argumento anterior, cuando u, v, w ∈ T son tales que u y w no son cero y√
ũṽ − 1̃ ∈ Fpd , es fácil ver que un isomorfismo de B(u,v,w) en A(1,1) está dado por:

x 7→ bx + cy y y 7→ b1x + c1y, donde b, b1, c, c1 ∈ T son tales que su imagen en Fpd es

una solución del sistema de ecuaciones del inciso (5) de la Proposición 2.2.1. Esto es:

(1) Si p es impar, u y w no son cero,
√
ũṽ − 1̃ ∈ Fpd y w̃

ũ
= ζ̃2k.

Un isomorfismo de B(u,v,w) en A(1,1) está dado por:

x 7→ uζkx y 7→ ζkx + ζkξy,

donde ξ ∈ T es tal que ξ̃ =
√
ũṽ − 1̃.

(2) Si p es impar, u y w no son cero,
√
ũṽ − 1̃ ∈ Fpd y w̃

ũ
= ζ̃2k+1.

Un isomorfismo de B(u,v,w) en A(1,1) está dado por:

x 7→ uζk[γ1x + γ2y] y 7→ ζk[(γ1 + γ2ξ)x + (γ2 − γ1ξ)y],

donde ξ, γ1, γ2 ∈ T son tales que ξ̃ =
√
ũṽ − 1̃ y γ̃21 + γ̃22 = ζ̃.

(3) Si p = 2 y u y w no son cero.

Un isomorfismo de B(u,v,w) en A(1,1) está dado por:

x 7→ ax y 7→ a1x + b1y,

donde a, a1, b1 ∈ T son tales que ã =
√
ũw̃, ã1 =

√
w̃
ũ

y b̃1 =
√

w̃
ũ

√
ũṽ − 1̃.

De manera similar se obtienen los siguientes mapeos, que es fácil verificar son

isomorfismos entre los respectivos anillos.
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(4) Si p es impar, u y w son no cero,
√
ũṽ − 1̃ 6∈ Fpd y w̃

ũ
= ζ̃2k.

Un isomorfismo de B(u,v,w) en A(ζ,1) está dado por:

x 7→ uζky y 7→ ζk[y + ξx],

donde ξ ∈ T es tal que ξ̃ =
√

ũṽ−1̃
ζ̃

.

(5) Si p es impar, u y w son no cero,
√
ũṽ − 1̃ 6∈ Fpd y w̃

ũ
= ζ̃2k+1.

Un isomorfismo de B(u,v,w) en A(ζ,1) está dado por:

x 7→ uζkx y 7→ ζk[x + ξζy],

donde ξ ∈ T es tal que ξ̃ =
√

ũṽ−1̃
ζ̃

.

(6) Si p es impar y
√
−1̃ ∈ Fpd .

Un isomorfismo de B(0,0,w) en A(1,1) está dado por:

x 7→ w(x + ξy) y 7→ 1

2
x− ξ

2
y,

donde ξ ∈ T es tal que ξ̃ =
√
−1̃.

(7) Si p es impar y
√
−1̃ 6∈ Fpd .

Un isomorfismo de B(0,0,w) en A(ζ,1) está dado por:

x 7→ w(x + ζh+1y) y 7→ 1

2ζ
[x +

y

ζh
],

donde pd = 4h+ 3 y (1̃,±ζ̃h+1) es una solución de X2ζ̃ + Y2 = 0 en Fpd .

(8) Un isomorfismo de B(u,0,w) en B(0,u,w) está dado por:

x 7→ y y 7→ x.

(9) Un isomorfismo de B(0,0,w) en B(0,0,1) está dado por:

x 7→ x y 7→ wy.
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(10) Un isomorfismo de A(ζ2i+1,ζ2j) en A(ζ,1) está dado por:

x 7→ ζ i+jx y 7→ ζjy.

(11) Un isomorfismo de A(ζ2i,ζ2j) en A(1,1) está dado por:

x 7→ ζ i+jx y 7→ ζjy.

(12) Un isomorfismo de A(ζ2i+1,ζ2j+1) en A(ζ,1) está dado por:

x 7→ ζ i+j+1y y 7→ ζjx.

(13) Un isomorfismo de A(ζ2i,ζ2j+1) en A(1,1) está dado por:

x 7→ ζ i+j(γ1x + γ2y) y 7→ ζj(−γ2x + γ1y),

donde γ1, γ2 ∈ T son tales que γ̃21 + γ̃22 = ζ̃.

Por otra parte, A(1,1)
∼= A(ζ,1) si y sólo si existen a, a1, b, b1, c, c1 ∈ T tales que

{α = ap + bx + cy, β = a1p + b1x + c1y} es un conjunto mı́nimo de generadores del

ideal maximal de A(1,1), y esos elementos deben satisfacer las relaciones que satisfacen

x y y en A(ζ,1), es decir, α2 = ζβ2, β2 = p, αβ = 0 y pα = pβ = 0. Estas relaciones,

la aritmética en A(1,1) y las expresiones para α y β son equivalentes a:

(1) (b2 + c2)p = ζ(b21 + c21)p,

(2) (b21 + c21)p = p,

(3) (bb1 + cc1)p = 0, en GR(p2, d).

Estas relaciones son ciertas si y sólo si existen b, b1, c, c1 ∈ T tales que

(1) b̃2 + c̃2 = ζ̃,

(2) b̃21 + c̃21 = 1̃,

(3) b̃b̃1 + c̃c̃1 = 0.
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si y sólo si p = 2, por (6) de la Proposición 2.2.1.

Finalmente, para p = 2, puesto que todos los elementos del ideal maximal de B(0,0,1)

tienen cuadrado cero y el elemento x ∈ A(1,1) es tal que x2 = y2 6= 0, entonces

B(0,0,1) 6∼= A(1,1).

Proposición 2.2.3 Sea (A,m,Fpd) ∈ L4 tal que car(A) = p2 y p 6∈ m2. Entonces

(1) Si p es impar, el anillo A es isomorfo al siguiente anillo

GR(p2, d)[X]/〈X2〉.

(2) Si p = 2, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos

GR(4, d)[X]/〈X2〉,
ó

GR(4, d)[X]/〈X2 − 2X〉.

Demostración.

Por el Teorema 1.3.4 se puede suponer que el anillo de Galois GR(p2, d) está con-

tenido en A y sea T = {0, 1, ζ, . . . , ζpd−2} el conjunto de Teichmüller de este anillo

de Galois. Sea x ∈ m \ m2 tal que {p, x} es un conjunto mı́nimo de generadores del

ideal maximal m que satisface las afirmaciones (1) o (2) del Lema 2.2.4 para algunos

valores f1, u1, v1 ∈ T, con f1 6= 0 y ũ1ṽ1 6= 1 en Fpd .
Notar que en el caso (1) del Lema 2.2.4 se debe tener, px = 0, x2 = f1p

2 6= 0, que es

una contradición.

De esta manera resta analizar el caso (2) del Lema 2.2.4. Las relaciones son px 6= 0,

x2 + u1px = 0 y v1px = 0, lo cual implica que v1 6= 0. Nuevamente, por el Teorema

1.3.4, en el caso (2) hay un epimorfismo

Au1 = GR(p2, d)[X]/〈X2 + u1pX〉 → A.

Puesto que X4 = X4 − u21p2X2 = (X2 − u1pX)(X2 + u1pX) ∈ 〈X2 + u1pX〉, entonces

Au1 es anillo local con ideal maximal 〈p, x〉 y campo residual Fpd , por el Lema 1.3.12.

Obsérvese que cualquier elemento de este anillo se pueden escribir de manera única

como a + bx, donde a, b ∈ GR(p2, d), y los elementos de su ideal maximal se pueden

escribir de manera única como ap+bx, donde a ∈ T y b ∈ GR(p2, d). En consecuencia

|Au1 | = p4d y el epimorfismo mencionado es un isomorfismo. Puesto que el anillo Au1

es determinado por un elemento particular u1 ∈ T. Nuestro objetivo será probar que

para cualquier elemento u ∈ T los anillos Au definidos de la misma forma, es decir
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remplazando u por u1, son los que se afirman en la Proposición. Esto se logra usando

los mismos argumentos en la demostración de la Proposición 2.2.2 y aśı se obtienen

los siguientes isomorfismos:

(1) Si p es impar.

Un isomorfismo de A0 en Au está dado por,

x 7→ 2x− up.

(2) Si p = 2 y u 6= 0.

Un isomorfismo de Au en A1 está dado por,

x 7→ ux.

Finalmente, para p = 2, puesto que todos los elementos del ideal maximal de A0

tienen cuadrado cero y el elemento x ∈ A1 es tal que x2 = 2x 6= 0, entonces A1 6∼= A0.

Proposición 2.2.4 Sea (A,m,Fpd) ∈ L4 tal que car(A) = p3 y p 6∈ m2. Entonces

(1) Si p es impar, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos

GR(p3, d)[X]/〈X2 − p2, pX〉,
ó

GR(p3, d)[X]/〈X2− ζp2, pX〉, {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller del

anillo de Galois GR(p3, d).

(2) Si p = 2, el anillo A es isomorfo al siguiente anillo

GR(8, d)[X]/〈X2 − 4, 2X〉.

Demostración.

Al usar los mismos argumentos que en las Proposiciones 2.2.2 y 2.2.3, ahora con los

anillos

A(u,v) = GR(p3, d)[X]/〈X2 − upX, p2 − vpX,X3〉

y

Bw = GR(p3, d)[X]/〈X2 − wp2, pX〉,

donde u, v, w son elementos del conjunto de Teichmüller del anillo de Galois GR(p3, d),

vw 6= 0, tales que ũṽ 6= 1̃ en Fpd ; se obtienen los siguientes isomorfismos:
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(1) Si
√
ũṽ − 1̃ ∈ Fpd .

Un isomorfismo de B1 en A(u,v) está dado por:

x 7→ −ξp+ vξx,

donde ξ ∈ T es tal que ξ̃ = 1̃√
ũṽ−1̃

.

(2) Si
√
ũṽ − 1̃ 6∈ Fpd .

Un isomorfismo de Bζ en A(u,v) está dado por:

x 7→ −ξp+ vξx,

donde ξ ∈ T es tal que ξ̃ =
√

ζ̃

ũṽ−1̃ .

(3) Un isomorfismo de Bζ2k en B1 está dado por:

x 7→ ζkx.

(4) Un isomorfismo de Bζ2k+1 en Bζ está dado por:

x 7→ ζkx.

Finalmente, B1
∼= Bζ si y sólo si existen a, b, c ∈ T tales que {α = ap+ bp2 + cx, p} es

un conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal de B1, y estos elementos deben

satisfacer las relaciones que satisfacen p y x en Bζ , es decir, α2 = ζp2 y pα = 0. Estas

relaciones, la aritmética en B1 y la expresión para α son equivalentes a: (a2 + c2)p2 =

ζp2, ap2 = 0. Estas relaciones se satisfacen si y sólo si c̃2 = ζ̃ si y sólo si p = 2.

Proposición 2.2.5 Sea (A,m,Fpd) ∈ L4 tal que car(A) = p. Entonces

(1) Si p es impar, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos

Fpd [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉,
ó

Fpd [X,Y]/〈X2 − ζY2,XY,Y3〉, donde ζ es un elemento primitivo de Fpd.

(2) Si p = 2, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos

F2d [X,Y]/〈X2,Y2〉,
ó

F2d [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉.

70



Demostración.

Los mismos argumentos que en las Proposiciones 2.2.2 y 2.2.3 pueden ser usados

ahora con los anillos

A(u,v) = Fpd [X,Y]/〈X2 − uXY,Y2 − vXY,Y3,X2Y〉

y

Bw = Fpd [X,Y]/〈X2 − wY2,XY,Y3〉,

donde u, v, w ∈ Fpd son tales que uv 6= 1 y w 6= 0, y se obtienen los isomorfismos:

(1) Si
√
uv − 1 ∈ Fpd y u 6= 0.

Un isomorfismo de A(u,v) en B1 está dado por:

x 7→ ux y 7→ x−
√
uv − 1y.

(2) Si
√
uv − 1 6∈ Fpd y u 6= 0, entonces

√
ζ(uv − 1) ∈ Fpd , por el inciso (4) de la

Proposición 2.2.1.

Un isomorfismo de A(u,v) en Bζ está dado por:

x 7→ ux y 7→ x +
√
ζ(uv − 1)y.

(3) Si p es impar y
√
−1 ∈ Fpd .

Un isomorfismo de A(0,0) en B1 está dado por:

x 7→ x +
√
−1y y 7→ x−

√
−1y.

(4) Si
√
−1 6∈ Fpd entonces pd = 4h+3 y (1,±ζh+1) es una solución de X2ζ+Y2 = 0,

por el inciso (3) de la Proposición 2.2.1.

Un isomorfismo de A(0,0) en Bζ está dado por:

x 7→ ζh+1x y 7→ x− ζh+1y.

(5) Un isomorfismo de Bζ2k en B1 está dado por:

x 7→ ζkx y 7→ y.
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(6) Un isomorfismo de Bζ2k+1 en Bζ está dado por:

x 7→ ζkx y 7→ y.

(7) Un isomorfismo de A(u,v) en A(v,u) está dado por:

x 7→ y y 7→ x.

Finalmente, B1
∼= Bζ si y sólo si existen a, a1, b, b1 ∈ T tales que {α = ax + by, β =

a1x + b1y} es un conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal de B1, y esos

elementos deben satisfacer las relaciones que satisfacen x y y en Bζ , es decir, α2 = ζβ2,

β2 6= 0 y αβ = 0. De estas relaciones y expresiones para α y β se tiene: a2 + b2 =

ζ(a21 + b21), a
2
1 + b21 6= 0 y aa1 + bb1 = 0 si y sólo si p = 2, por el inciso (6) de la

Proposición 2.2.1.

Para p = 2, puesto que los elementos del ideal maximal de A(0,0) tienen cuadrado cero

y el elemento x ∈ B1 es tal que x2 = y2 6= 0, entonces A(0,0) 6∼= B1.

El siguiente Teorema es un resumen de los resultados de las Proposiciones ante-

riores.

Teorema 2.2.1 Sea (A,m,Fpd) un anillo local finito de Frobenius no de cadena y

de longitud 4. Entonces A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos:

(a) Si p es impar

(1) GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica p2 y p ∈ m2.

(2) GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − ζY2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p2, d).

Este anillo tiene caracteŕıstica p2 y p ∈ m2.

(3) GR(p2, d)[X]/〈X2〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica p2 y p 6∈ m2.

(4) GR(p3, d)[X]/〈X2 − p2, pX〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica p3 y p 6∈ m2.

(5) GR(p3, d)[X]/〈X2 − ζp2, pX〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p3, d).

Este anillo tiene caracteŕıstica p3 y p 6∈ m2.
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(6) Fpd [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica p.

(7) Fpd [X,Y]/〈X2 − ζY2,XY,Y3〉,
donde ζ es un elemento primitivo de Fpd.
Este anillo tiene caracteŕıstica p.

(b) Si p = 2:

(8) GR(4, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − 2,XY,Y3, 2X, 2Y〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica 4 y 2 ∈ m2.

(9) GR(4, d)[X,Y]/〈X2,Y2,XY − 2, 2X, 2Y〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica 4 y 2 ∈ m2.

(10) GR(4, d)[X]/〈X2〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica 4 y 2 6∈ m2.

(11) GR(4, d)[X]/〈X2 − 2X〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica 4 y 2 6∈ m2.

(12) GR(8, d)[X]/〈X2 − 4, 2X〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica 8 y 2 6∈ m2.

(13) F2d [X,Y]/〈X2,Y2〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica 2.

(14) F2d [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉.
Este anillo tiene caracteŕıstica 2.

Observación 4 Observar que los conjuntos mı́nimos de generadores de los idea-

les maximales de los anillos GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉 y

GR(p2, d)[X,Y]/〈X2− ζY2,Y2−p,XY,Y3, pX, pY〉, donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el con-

junto de Teichmüller de GR(p2, d), no satisfacen las mismas relaciones.

La misma observación para los pares de anillos siguientes:

(1) GR(p3, d)[X]/〈X2 − p2, pX〉 y GR(p3, d)[X]/〈X2 − ζp2, pX〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p3, d).

(2) Fpd [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉 y Fpd [X,Y]/〈X2 − ζY2,XY,Y3〉,
donde ζ es un elemento primitivo de Fpd.
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(3) GR(4, d)[X,Y]/〈X2−Y2,Y2−2,XY,Y3, 2X, 2Y〉 y GR(4, d)[X,Y]/〈X2,Y2,XY−
2, 2X, 2Y〉.

(4) GR(4, d)[X]/〈X2〉 y GR(4, d)[X]/〈X2 − 2X〉.

(5) F2d [X,Y]/〈X2,Y2〉 y F2d [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉.

Observación 5 Para el anillo GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − ζY2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller del anillo de Galois GR(p2, d),

ζ se puede cambiar por cualquier elemento η del conjunto de Teichmüller tal que η̃

sea un elemento primitivo de Fpd. Pues si ζ = η +m, donde m es un elemento en el

ideal maximal del anillo, entonces my2 = 0 y x2 − ζy2 = x2 − ηy2, pues el ı́ndice de

nilpotencia del ideal maximal es 3.

La misma afirmación se tiene para los siguientes anillos

(1) GR(p3, d)[X]/〈X2 − ζp2, pX〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p3, d).

(2) Fpd [X,Y]/〈X2 − ζY2,XY,Y3〉,
donde ζ es un elemento primitivo de Fpd.

Sea (A,m,Fpd) ∈ F3 tal que A tiene p4 elementos. Por el Lema 1.3.6, 3 ≤ `A(A),

por el inciso (4) del Lema 2.1.1 y dado que A no es anillo de cadena 4 ≤ `A(A).

Puesto que |A| = p4 = (pd)`A(A), entonces d = 1, `A(A) = 4 y se tiene el siguiente

resultado:

Corolario 2.2.1 Sea (A,m,Fp) un anillo local finito de Frobenius no de cadena y

con p4 elementos. Entonces A es isomorfo a uno de los siguientes anillos:

(1) car(A) = p2 y p ∈ m2.

Si p es impar y ζ ∈ Zp2 es tal que ζ̃ es un elemento primitivo de Fp:
Zp2 [X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉
ó

Zp2 [X,Y]/〈X2 − ζY2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉.
Si p = 2:

Z4[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − 2,XY,Y3, 2X, 2Y〉
ó

Z4[X,Y]/〈X2,Y2,XY − 2, 2X, 2Y〉.
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(2) car(A) = p2 y p 6∈ m2.

Si p es impar:

Zp2 [X]/〈X2〉.
Si p = 2:

Z4[X]/〈X2〉
ó

Z4[X]/〈X2 − 2X〉.

(3) car(A) = p3, p 6∈ m2.

Si p es impar y ζ ∈ Zp3 es tal que ζ̃ es un elemento primitivo de Fp:
Zp3 [X]/〈X2 − p2, pX〉
ó

Zp3 [X]/〈X2 − ζp2, pX〉.
Si p = 2:

Z8[X]/〈X2 − 4, 2X〉.

(4) car(A) = p.

Si p es impar y ζ es un elemento primitivo de Fp:
Fp[X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉
ó

Fp[X,Y]/〈X2 − ζY2,XY,Y3〉.
Si p = 2:

F2[X,Y]/〈X2,Y2〉
ó

F2[X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉.

Es importante mencionar que el caso p = 2 de este Corolario se puede encontrar en

[21].

75



76



Caṕıtulo 3

Códigos constaćıclicos

Recordemos que F3 denota la familia de anillos finitos de Frobenius que no son de

cadena y cuyo ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3. En este caṕıtulo se definen

los códigos γ-constaćıclicos sobre anillos, se determina la estructura y el número de

códigos constaćıclicos sobre los anillos de la familia F3, de longitud prima relativa con

la caracteŕıstica del campo residual del anillo.

3.1. Códigos constaćıclicos lineales sobre anillos

Definición 3.1.1 Sea A un anillo finito conmutativo con identidad. El conjunto

An es considerado como A-módulo de la manera usual. Un subconjunto C de An es

llamado código lineal de longitud n sobre A si C es un A-submódulo de An.

Definición 3.1.2 Sea A un anillo conmutativo con identidad y γ una unidad de A.

(1) La permutación γ-constaćıclico de An, σγ, es la permutación de An dada por

σγ(a0, a1, . . . , ai, . . . , an−1) = (γan−1, a0, a1, . . . , ai, . . . , an−2).

(2) Un código lineal de longitud n sobre A es γ-constaćıclico si σγ(C) = C.

(3) La función ργ : An → A[T]/〈Tn − γ〉, dada por

ργ(a0, a1, . . . , an−1) = a0 + a1T + a2T
2 + . . .+ an−1T

n−1 + 〈Tn − γ〉,

es un isomorfismo de A-módulos, llamada la representación polinomial de An.
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(4) Si γ = 1, entonces los códigos γ-constaćıclicos son llamados simplemente códi-

gos ćıclicos.

(5) Si γ = −1, entonces los códigos γ-constaćıclicos son llamados simplemente

códigos negaćıclicos.

Presentamos el siguiente resultado sin una demostración, su demostración se puede

encontrar por ejemplo en ([6]).

Proposición 3.1.1 Sean A un anillo conmutativo con identidad, γ una unidad de

A y C un código lineal de longitud n sobre A. Entonces C es γ-constaćıclico si y sólo

si ργ(C) es un ideal de A[T]/〈Tn − γ〉.

Para el siguiente Lema recordar que si A es un anillo, L(A) es la ret́ıcula de ideales

de A.

Lema 3.1.1 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito, l = `A(A), γ una unidad de A

y n un entero primo relativo con q. Sean Tn − γ = f1 · · · fr, la representación de

Tn − γ como producto de polinomios básicos irreducibles coprimos a pares de A[T],

si = deg(̃fi) y Bi = A[T]/〈fi〉. Entonces

(1) A[T]/〈Tn − γ〉 ∼= ⊕ri=1Bi.

(2) Cada ideal I de A[T]/〈Tn−γ〉 es una suma directa de ideales de los anillos Bi y

hay una partición de [1, . . . , r], digamos U0,U1, . . . ,Ul, donde Ui = {u ∈ [1, r] :

`Bu(Iu) = i}, tal que:

I =
⊕
u∈U0

Iu ⊕
⊕
u∈U1

Iu ⊕ . . .⊕
⊕

u∈Ul−1

Iu ⊕
⊕
u∈Ul

Iu.

(3) Sea I y U0,U1, . . . ,Ul como en el inciso (2), entonces:

|I| = q
∑
u∈U1

su+2
∑
u∈U2

su+...+(l−1)
∑
u∈Ul−1

su+l
∑
u∈Ul

su .

(4) El número de códigos γ-constaćıclicos de longitud n sobre A es:

|L(B1)| · · · |L(Br)|.
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Demostración.

(1) El hecho de que el polinomio Tn− γ se pueda expresar como producto de polino-

mios básicos irreducibles coprimos a pares lo garantiza el Lema 1.3.17. El resultado

se sigue del Teorema Chino del Residuo.

(2) La primera afirmación se sigue de la Proposición 1.1.2. Sea I ∼= I1⊕I2⊕. . .⊕Ir, don-

de cada Ii es un ideal de Bi. Por el inciso (1) del Lema 1.3.11, A y Bi tienen la misma

longitud. En consecuencia para cada i ∈ {1, . . . , r}, se tiene `Bi(Ii) ∈ {0, 1, . . . , `A(A)}.
Sea Ui = {u ∈ [1, r] : `Bu(Iu) = i}, es decir Ui es el conjunto de ı́ndices 1 ≤ u ≤ r con

la propiedad que la componente Iu del ideal I tiene longitud i. Después de renumerar

si es necesario, es claro que los conjuntos U0,U1, . . . ,Ur satisfacen la afirmación.

(3) Sea u ∈ Ui, por el inciso (3) del Lema 1.3.9, el campo residual de Bu es Fqsu .

Por otra parte, por la fórmula del Lema 1.3.4, |M| = |Fq|`A(M), donde (A,m,Fq) es un

anillo local y M un A-módulo, se tiene que |Iu| = |Fqsu |i = qisu . De donde se sigue la

afirmación.

(4) Se sigue del hecho de que la ret́ıcula de ideales de un producto cartesiano fini-

to de anillos es el producto cartesiano de las ret́ıculas de ideales de los factores del

producto, por la Proposición 1.1.2.

Corolario 3.1.1 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito, γ una unidad de A y n un

entero primo relativo con q. Sea Tn − γ = f1 · · · fr, la representación de Tn − γ como

producto de polinomios básicos irreducibles coprimos a pares de A[T]. Entonces el

número de códigos γ-constaćıclicos lineales de longitud n sobre A es mayor o igual a

|L(A)|r.

Demostración.

Sea Bi = A[T]/〈fi〉, para 1 ≤ i ≤ r. Por el inciso (2) del Lema 1.3.10, |L(A)| ≤ |L(Bi)|.
Por el inciso (4) del Lema 3.1.1, el número de códigos ćıclicos lineales de longitud n

sobre A es |L(B1)||L(B2)| · · · |L(Br)|. De las dos relaciones se sigue la afirmación.

El siguiente resultado es una caracterización de anillos finitos de cadena en térmi-

nos del número de sus códigos constaćıclicos, de longitud prima relativa con la carac-

teŕıstica del campo residual del anillo.

Teorema 3.1.1 Sea (A,m, k) un anillo local finito, γ una unidad de A y n un entero

primo relativo con q. Sea Tn−γ = f1 · · · fr, la representación de Tn−γ como producto

79



de polinomios básicos irreducibles coprimos a pares de A[T]. Entonces el número de

códigos γ-constaćıclicos de longitud n es |L(A)|r si y sólo si A es un anillo de cadena.

Demostración.

⇒) Sea Bi = A[T]/〈fi〉, para 1 ≤ i ≤ r. Por el inciso (2) del Lema 1.3.10, |L(A)| ≤
|L(Bi)|. Supóngase que A no es anillo de cadena, entonces |L(A)| < |L(Bi)|, para

cualquier 1 ≤ i ≤ r, por el Teorema 2.1.1 y la observación anterior. Sea si = deg(̃fi)

para 1 ≤ i ≤ r. Entonces, |L(A)|r < |L(B1)| · · · |L(Br)|, lo cual es una contradicción,

por el inciso (4) del Lema 3.1.1 y por nuestra hipótesis. Por lo tanto, A es anillo de

cadena.

⇐) Supóngase ahora que A es anillo de cadena, la afirmación se sigue del inciso (4)

Lema 3.1.1 y el Teorema 2.1.1

Para hacer más fácil la notación, si f(T) es un factor de Tn − γ, sea f̂(T) = Tn−γ
f(T)

y también sólo escribimos a0 + a1T + . . .+ an−1T
n−1 para la clase que corresponde a

a0 + a1T + . . .+ an−1T
n−1 + 〈Tn − γ〉 en A[T]/〈Tn − γ〉.

El siguiente Corolario es el resultado que da la estructura de los códigos γ-

constaćıclicos sobre anillos de cadena, este resultado es obtenido en [6] y nosotros

lo obtenemos a partir de nuestros resultados.

Corolario 3.1.2 Sea (A, 〈π〉,Fq) un anillo de cadena finito, t el ı́ndice de nilpo-

tencia de π, n un entero primo relativo con q e I un ideal de A[T]/〈Tn − γ〉. Sea

Tn − γ = f1 · · · fr, la representación de Tn − γ como producto de polinomios básicos

irreducibles coprimos a pares de A[T]. Entonces existen F0,F1, . . . ,Ft tales que

(1) Tn − γ = F0F1 · · ·Ft;

(2) I = 〈πt−1F̂1, π
t−2F̂2, . . . , πF̂t−1, F̂t〉;

(3) |I| = qdeg(F1)+2deg(F2)+...+(t−1)deg(Ft−1)+tdeg(Ft).

Demostración.

Sea Bi = A[T]/〈fi〉, para 1 ≤ i ≤ r. Por el Teorema 2.1.1, Bi es anillo de cadena y su

cadena de ideales es

Bi ⊃ πBi ⊃ π2Bi ⊃ . . . ⊃ πt−1Bi ⊃ 〈0〉.
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Aśı `Bi(Bi) = t y `Bi(π
iBi) = t−i. Por el Lema 3.1.1, existe una partición de [1, . . . , r],

U0,U1, . . . ,Ut, donde Ui = {u ∈ [1, r] : `Bu(Iu) = i}, tal que:

I =
⊕
u∈U0

Iu ⊕
⊕
u∈U1

Iu ⊕ . . .⊕
⊕

u∈Ut−1

Iu ⊕
⊕
u∈Ut

Iu

y |I| = q
∑
u∈U1

su+2
∑
u∈U2

su+...+(t−1)
∑
u∈Ut−1

su+t
∑
u∈Ut

su . De donde se sigue que

I = πt−1
⊕
u∈U1

Bu ⊕ πt−2
⊕
u∈U2

Bu ⊕ . . .⊕ π
⊕

u∈Ut−1

Bu ⊕
⊕
u∈Ut

Bu

Del Teorema Chino del Residuo se obtiene que el ideal
⊕

u∈Ui Bu se identifica en

A[T]/〈Tn − γ〉 con 〈F̂i〉, donde Fi =
∏

u∈Ui fu. De donde se siguen las afirmaciones

3.2. Códigos constaćıclicos sobre anillos locales fi-

nitos de Frobenius no de cadena y cuyo ideal

maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3

Recordar que F3 es la familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena y

cuyo ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3, `A(M) y vA(M) denotan la longitud

y el número mı́nimo de generadores del A-módulo M, respectivamente. En esta sección

se describe la estructura de códigos γ-constaćıclicos sobre la familia F3.

Lema 3.2.1 Sea (A,m,Fq) ∈ F3 y l = `A(A). Entonces l ≥ 4 y v(m) = l − 2.

Demostración.

Por hipótesis y el Lema 2.1.5, se tiene que annA(m) = m2 es ideal simple. En conse-

cuencia, por el Lema 1.1.2, `A(A) = `A(A/m) + `A(m/m2) + `A(m2) = 2 + `A(m/m2).

Puesto que A no es anillo de cadena, entonces v(m) = dimFq(m/m
2) = `A(m/m2) ≥ 2,

de donde se siguen la afirmaciones.

En lo que resta de este trabajo se usará la siguiente notación. Dado un anillo local

finito (A,m,Fq), f ∈ A[T] un polinomio básico irreducible, s = deg(̃f), B = A/〈f〉 la

extensión no ramificada de A determinada por f, T ⊂ A un conjunto de representantes

de Fq, M un B-módulo, α = {α1, . . . , αl} una secuencia de elementos de M y H = (aij)

una (k × l) matriz sobre Fqs .
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(1) Ts ⊂ B denotará el conjunto de representantes de B/mB = Fqs dado por:

{a0 + a1T + · · ·+ as−1T
s−1 : ai ∈ T}

ver inciso (3) del Lema 1.3.9.

(2) Si a ∈ Fqs , el único representante de a en Ts será denotado por a(Ts).

(3) El B-submódulo de M,

〈
l∑

i=1

a1i(Ts)αi, . . . ,
l∑

i=1

aki(Ts)αi〉,

será denotado por HTs(α).

Ejemplo 3.2.1 Sea A = Z4[X]/〈X2〉, el anillo local del inciso (2) del Corolario 2.2.1,

B = A[T]/〈T3 + T + 1〉, M un B-módulo, α = {α1, α2, α3, α4} una secuencia de ele-

mentos de M y H =

 T2 + T 0 T + 1 1

T2 T 1 0

1 0 0 1

 sobre F23
∼= F2[T]/〈T3 + T + 1〉.

Puesto que T = {0, 1} ⊂ Z4 ⊂ A es un conjunto de representantes para el campo resi-

dual de A, T3 = {a0 +a1T +a2T
2 : ai ∈ {0, 1}} ⊂ B es un conjunto de representantes

para el campo residual de B. Entonces

HT3(α) = 〈(T2 + T)α1 + (T + 1)α3 + α4,T
2α1 + Tα2 + α3, α1 + α4〉.

Obsérvese que el 1 en la matriz H tiene orden aditivo 2 y el 1 en HT3(α) tiene orden

aditivo 4.

Para nuestros propósitos requerimos conocer la ret́ıcula de ideales de un anillo en

la familia F3, esto se hará en el siguiente resultado.

Recordar que si (A,m,Fq) es un anillo local finito, f ∈ A[T] es un polinomio básico

irreducible, s = deg(̃f) y B = A[T]/〈f〉 es la extensión no ramificada de A determinada

por f, entonces se tienen las siguientes propiedades, ver Lemas 1.3.9 y 1.3.11.

(1) A y B tienen la misma longitud,

(2) el ideal maximal de B es la expansión del ideal m en B,
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(3) un conjunto mı́nimo de generadores de m es un conjunto mı́nimo de generadores

de mB,

(4) el campo residual de B es Fqs .

Proposición 3.2.1 Sean (A,m,Fq) ∈ F3, l = `A(A), α = {α1, . . . , αl−2} un conjun-

to mı́nimo de generadores de m, T ⊂ A un conjunto de representantes de Fq, f ∈ A[T]

un polinomio básico irreducible, s = deg(̃f) y B = A[T]/〈f〉 la extensión no ramificada

de A determinada por f. Entonces los ideales de longitud k ∈ {2, . . . , l−2} de B están

en correspondencia uno a uno con las (k − 1) × (l − 2) matrices sobre Fqs en forma

escalón reducida por filas. A una matriz H le corresponde el ideal HTs(α).

En particular, el número de ideales de B es G(l−2, qs)+2, el número de Galois, (ver

Definición 1.2.2).

Demostración.

Por el inciso (3) del Lema 1.3.10, el ı́ndice de nilpotencia del ideal maximal de B es 3.

Por el Teorema 2.1.2 y el Lema 2.1.5, B es anillo local de Frobenius y su único ideal

minimal es m2B. Puesto que A y B tienen la misma longitud, entonces los ideales de

longitud k ∈ {2, . . . , l − 2} de B son los que están entre mB y m2B. La afirmación

se sigue del Corolario 1.3.1 y del hecho de que α = {α1, . . . , αl−2} es también un

conjunto mı́nimo de generadores de mB.

El siguiente ejemplo ilustra los resultados de la Proposición anterior.

Ejemplo 3.2.2 Sean

I = 〈X2,Y2,Z2,W2,XZ− XY,XW − XY,YZ− XY,YW − XY,ZW − XY〉,

ideal de F2[X,Y,Z,W], A(4,2) = F2[X,Y,Z,W]/I, el anillo del ejemplo 2.1.1, x = X+I,

y = Y + I, z = Z + I, w = W + I, f ∈ A(4,2)[T] un polinomio básico irreducible,

s = deg(̃f) y B = A(4,2)[T]/〈f〉 la extensión no ramificada de A(4,2) determinada por

f. Elegir T = F2 ⊂ A(4,2) como conjunto de representantes para el campo residual de

A(4,2), aśı Ts = {a0 + a1T + . . .+ as−1T
s−1 : ai ∈ F2} es el conjunto de representantes

para el campo residual de B.

(1) {x, y, z,w} es un conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal de A(4,2),

(1, a1, a2, a3), (0, 1, b1, b2), (0, 0, 1, c1), (0, 0, 0, 1) donde a1, a2, a3, b1, b2, c1 ∈ Fps,
son todas las 1 × 4 matrices en forma escalón reducida por filas sobre Fps.
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(
1 0 d1 d2
0 1 d3 d4

)
,

(
1 e1 0 e2
0 0 1 e3

)
,

(
1 f1 f2 0

0 0 0 1

)
,

(
0 1 0 g1
0 0 1 g2

)
,(

0 1 h1 0

0 0 0 1

)
,

(
0 0 1 0

0 0 0 1

)
, donde di, ei ,fi, gi, h1 ∈ Fps, son todas las

2× 4 matrices en forma escalón reducida por filas sobre Fps. 1 0 0 m1

0 1 0 m2

0 0 1 m3

,

 1 0 n1 0

0 1 n2 0

0 0 0 1

,

 1 o1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

,

 0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

,

donde mi, ni, o1 ∈ Fps, son todas las 3 × 4 matrices en forma escalón reducida

por filas sobre Fps. Entonces los ideales de A(4,2) son:

Los ideales triviales:

〈0〉, 〈1〉.

El ideal minimal y el ideal maximal:

〈xy〉, 〈x, y, z,w〉.

Los ideales de longitud 2:

〈x+a1y+a2z+a3w〉, 〈y+b1z+b2w〉, 〈z+c1w〉, 〈w〉, donde a1, a2, a3, b1, b2, c1 ∈ F2.

Los ideales de longitud 3:

〈x + d1z + d2w, y + d3z + d4w〉, 〈x + e1y + e2w, z + e3w〉, 〈x + f1y + f2z,w〉,

〈y + g1w, z + g2w〉, 〈y + h1z,w〉, 〈z,w〉, donde di, ei, fi, gi, h1 ∈ F2.

Los ideales de longitud 4:

〈x +m1w, y +m2w, z +m3w〉, 〈x + n1z, y + n2z,w〉, 〈x + o1y, z,w〉,

〈y, z,w〉, donde mi, ni, o1 ∈ F2.

(2) Los ideales de B tienen la misma expresión que los ideales de A(4,2) pero con los

coeficientes a1, a2, a3, b1, b2, c1, di, ei, fi, gi, h1,mi, ni, o1 en Ts.
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Ejemplo 3.2.3 Sean A = Z8[X]/〈X2 − 4, 2X〉, el anillo local del inciso (3) del Co-

rolario 2.2.1, T = {0, 1} ⊂ Z8 ⊂ A es un conjunto de representantes para el campo

residual de A, f ∈ A[T] un polinomio básico irreducible, s = deg(̃f) y B = A[T]/〈f〉 la

extensión no ramificada de A determinada por f y Ts = {a0 + a1T + . . .+ as−1T
s−1 :

ai ∈ {0, 1}} ⊂ B el conjunto de representantes del campo residual de B.

(1) Puesto que {x, 2} es un conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal de

A, (1, a) y (0, 1) donde a ∈ F2s, son todas las 1× 2 matrices en forma escalón

reducida por filas sobre F2s. Entonces los ideales de A son:

Los ideales triviales

〈0〉, 〈1〉.

El ideal minimal y el ideal maximal

〈4〉, 〈x, 2〉.

Los ideales de longitud 2

〈x〉, 〈x + 2〉, 〈2〉.

(2) Los ideales de B tienen la misma expresión que los ideales de A pero con los

coeficientes a en Ts.

Corolario 3.2.1 Sean (A,m,Fq) ∈ F3, l = `A(A), γ una unidad de A y n un entero

primo relativo con q. Sea Tn − γ = f1 · · · fr, donde los f
′
is son polinomios básicos

irreducibles coprimos a pares en A[T], y si = deg(̃fi), para i = 1, . . . , r. Entonces el

número de códigos γ-constaćıclicos de longitud n sobre A es:

[G(l − 2, qs1) + 2][G(l − 2, qs2) + 2] · · · [G(l − 2, qsr) + 2].

Demostración.

La afirmación se sigue del inciso (4) del Lema 3.1.1 y la Proposición 3.2.1.

El resultado principal de esta sección, sobre la estructura de códigos γ-constaćıcli-

cos sobre anillos de la familia F3, ahora se puede establecer.

Recordemos que si f(T) es un factor de Tn − γ, entonces f̂(T) = Tn−γ
f(T)

.

Teorema 3.2.1 Sean (A,m,Fq) ∈ F3, α = {α1, . . . , αl−2} un conjunto mı́nimo de

generadores de m, γ una unidad de A, l = `A(A), T y Ts como hasta ahora, n un
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entero primo relativo con q y C un código γ-constaćıclico de longitud n sobre A. Sean

Tn − γ = f1 · · · fr la representación de Tn − γ como producto de polinomios básicos

irreducibles coprimos a pares en A[T] y si = deg(̃fi). Entonces

(1) Existe una única partición de [1, . . . , r], U0,U1, . . . ,Ul, donde Ui = {u ∈ [1, r] :

`A[T]/〈fu〉(Iu) = i}.

(2) Para cada i ∈ {2, . . . , l − 2} y cada u ∈ Ui, existe una única (i − 1) × (l − 2)

matriz en forma escalón reducida por filas sobre Fqsu , Hu, tal que:

C = 〈m2
∏
u6∈U1

fu,m
∏

u6∈Ul−1

fu,
∏
u6∈Ul

fu, (Hu)Tsu (α)̂fu : u ∈ ∪l−2i=2Ui〉.

|C| = q
∑
u∈U1

su+2
∑
u∈U2

su+...+(l−1)
∑
u∈Ul−1

su+l
∑
u∈Ul

su

Demostración.

Sea Bi = A[T]/〈fi〉. Por el inciso (2) del Lema 3.1.1, existe una partición de [1, . . . , r],

U0,U1, . . . ,Ul, donde Ui = {u ∈ [1, r] : `Bu(Iu) = i}, tal que

C ∼=
⊕
u∈U0

Iu ⊕
⊕
u∈U1

Iu ⊕ . . .⊕
⊕

u∈Ul−1

Iu ⊕
⊕
u∈Ul

Iu,

puesto que m2Bi es el único ideal minimal de Bi y mBi es el único ideal maximal

de Bi, es decir m2Bi es el único ideal de longitud 1 de Bi y mBi es el único ideal de

longitud l − 1 de Bi,

C ∼= m2
⊕
u∈U1

Bu ⊕
⊕
u∈U2

Iu ⊕ . . .⊕
⊕

u∈Ul−2

Iu ⊕m
⊕

u∈Ul−1

Bu ⊕
⊕
u∈Ul

Bu,

donde Ui = {u ∈ [1, r] : `Bu(Iu) = i}.
Sean i ∈ {2, . . . , l−2} y u ∈ Ui, por la Proposición 3.2.1, Iu es de la forma (Hu)Tsu (α)

y es identificado en A[T]/〈Tn − γ〉 por (Hu)Tsu (α)̂fu, donde Hu es una (i − 1) ×
(l − 2) matriz en forma escalón reducida por filas sobre Fqsu . También

⊕
u∈Ui Bu es

identificado en A[T]/〈Tn − γ〉 con
∏

u6∈Ui fu.

La última afirmación se sigue del inciso (c) del Lema 3.1.1.

Para probar la unicidad, supongamos que W0,W1, . . . ,Wl es una partición de [1, r]

y para cada i ∈ {2, . . . , l − 2} y cada u ∈ Ui, sea Gu una (i− 1)× (l − 2) matriz en

forma escalón reducida por filas sobre Fqsu , entonces:
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A[T]/〈Tn − γ〉 ∼=
⊕
u∈U0

Bu ⊕
⊕
u∈U1

Bu ⊕ . . .⊕
⊕

u∈Ul−1

Bu ⊕
⊕
u∈Ul

Bu

=
⊕
w∈W0

Bw ⊕
⊕
w∈W1

Bw ⊕ . . .⊕
⊕

w∈Wl−1

Bw ⊕
⊕
w∈Wl

Bw

y

C ∼=
⊕
u∈U1

m2Bu ⊕
⊕

u∈Ul−1

mBu ⊕
⊕
u∈Ul

Bu ⊕
⊕

u∈∪l−2
i=2Ui

〈(Hu)Tsu (α)̂fu〉

=
⊕
w∈W1

m2Bw ⊕
⊕

w∈Wl−1

mBw ⊕
⊕
w∈Wl

Bw ⊕
⊕

w∈∪l−2
i=2Wi

〈(Gw)Tsw (α)̂fw〉.

La afirmación se sigue de la Proposición 3.2.1.

En los siguientes ejemplos se ilustran las ideas del Teorema anterior.

Ejemplo 3.2.4 Sean A = F2[X,Y,Z,W]/〈X2,Y2,Z2,W2,XZ−XY,XW−XY,YZ−
XY,YW − XY,ZW − XY〉, el anillo del ejemplo 3.2.2, y γ una unidad de A.

Se tiene que A ∈ F3, `A(A) = 6, {x, y, z,w} es un conjunto mı́nimo de generadores

de m, el ideal maximal de A, m2 = 〈xy〉 y T = F2 es un conjunto de representantes

para el campo residual de A.

Por el ejemplo 1.3.4, T7 − γ se factoriza en A[T] como T7 − γ = f1f2f3, donde:

f1 = λT + 1,

f2 = λT3 + T2 + 1

f3 = T3 + T + λ.

Entonces A[T]/〈T7−γ〉 ∼= A⊕A[T]/〈f2〉⊕A[T]/〈f3〉 y T3 = {a1+a2T+a3T
2 : ai ∈ F2}

es un conjunto de representantes para el campo residual de A[T]/〈fi〉, i ∈ {1, 2}. Y se

tiene:

(1) Si U0 = U1 = U2 = U4 = U5 = U6 = ∅,U3 = {1, 2, 3}, sean

H1 =

(
1 e1 0 e2
0 0 1 e3

)
sobre F2,

H2 =

(
1 α0 + α1T + α2T

2 β0 + β1T + β2T
2 0

0 0 0 1

)
sobre F8 y
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H3 =

(
0 1 0 η0 + η1T + η2T

2

0 0 1 σ0 + σ1T + σ2T
2

)
sobre F8.

El código asociado es:

〈x + e1y + e2w, z + e3w〉 ⊕
〈x + (α0 + α1T + α2T

2)y + (β0 + β1T + β2T
2)z,w〉 ⊕

〈y + (η0 + η1T + η2T
2)w, z + (σ0 + σ1T + σ2T

2)w〉.

El ideal correspondiente es:

〈(x + e1y + e2w)f2f3, (z + e3w)f2f3,

(x + (α0 + α1T + α2T
2)y + (β0 + β1T + β2T

2)z)f1f3,wf1f3,

(y + (η0 + η1T + η2T
2)w)f1f2, (z + (σ0 + σ1T + σ2T

2)w)f1f2〉.

(2) Si U0 = U2 = U5 = U6 = ∅,U1 = {2},U3 = {1},U4 = {3}, sean

H1 =

(
1 e1 0 e2
0 0 1 e3

)
sobre F2,

H3 =

 1 0 0 α0 + α1T + α2T
2

0 1 0 β0 + β1T + β2T
2

0 0 1 η0 + η1T + η2T
2

 sobre F8.

El código asociado es:

〈x + e1y + e2w, z + e3w〉 ⊕ 〈xy〉⊕

〈x + (α0 + α1T + α2T
2)w, y + (β0 + β1T + β2T

2)w, z + (η0 + η1T + η2T
2)w〉.

El ideal correspondiente es:

〈(x + e1y + e2w)f2f3, (z + e3w)f2f3, xyf1f3, (x + (α0 + α1T + α2T
2)w)f1f2,

(y + (β0 + β1T + β2T
2)w)f1f2, (z + (η0 + η1T + η2T

2)w)f1f2〉

Ejemplo 3.2.5 Sean A = Z8[X]/〈X2−4, 2X〉, (ver el inciso (3) del Corolario 2.2.1),

y γ una unidad de A (aśı γ = 1 + m, donde m = 2a+ 4b+ cx, a, b, c ∈ {0, 1} ⊂ Z8).

Se tiene que A ∈ F3, `A(A) = 4, {x, 2} es un conjunto mı́nimo de generadores de m,

el ideal maximal de A, m2 = 〈4〉, T = {0, 1} ⊂ Z8 es un conjunto de representantes

para el campo residual de A.
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Por el Ejemplo 1.3.5, T7 − γ se factoriza en A[T] como T7 − γ = f1f2f3, donde:

f1 = m2T2 + T + 7 + m,

f2 = m2T4 + T3 + (3 + 4a+ 3m)T2 + (2 + m2)T + 7 + m2 + 3m,

f3 = T3 + (6 + 4a)T2 + (5 + 4c)T + 7 + 7m ∈ A[T].

Entonces A[T]/〈T7 − γ〉 ∼= A ⊕ A[T]/〈f2〉 ⊕ A[T]/〈f3〉 y T3 = {a1 + a2T + a3T
2 :

ai ∈ {0, 1}} es un conjunto de representantes para el campo residual de los anillos

A[T]/〈fi〉, i ∈ {1, 2}. Y se tiene:

(1) Si U0 = U3 = U4 = ∅,U1 = {3},U2 = {1, 2}, sean

H1 = (1, 1) sobre F2,

H2 = (1, a0 + a1T + a2T
2) sobre F8 (es decir 1, a0, a1, a2 ∈ F2).

El código asociado es:

〈x + 2〉 ⊕ 〈x + 2(a0 + a1T + a2T
2)〉 ⊕ 〈4〉.

El ideal correspondiente es:

〈(x + 2)f2f3, (x + 2(a0 + a1T + a2T
2))f1f3, 4f1f2〉.

En este caso se tiene 1, a0, a1, a2 ∈ {0, 1} ⊂ Z8.

(2) Si U0 = U1 = ∅,U2 = {1},U3 = {2},U4 = {3}, sean

H1 = (1, a) sobre F2.

El código asociado es:

〈x + 2a〉 ⊕ 〈x, 2〉 ⊕ 〈1〉.

El ideal correspondiente es

〈(x + 2a)f2f3, xf1f3, 2f1f3, f1f2〉.
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Caṕıtulo 4

El dual de códigos constaćıclicos

sobre anillos en la familia L4

Recordemos que F3 denota la familia de anillos finitos de Frobenius que no son de

cadena y cuyo ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3 y que L4 denota la familia

de anillos finitos de Frobenius que no son de cadena y de longitud 4.

El objetivo de este caṕıtulo es determinar el dual de un código γ-constaćıclico, cuando

el alfabeto del código es un anillo de la familia L4 y la longitud del código no es

divisible por la caracteŕıstica del campo residual del anillo. Una consecuencia de este

resultado será obtener los códigos autoduales sobre este tipo de anillos.

4.1. Las extensiones no ramificadas de un anillo en

la familia L4

Los códigos γ-constaćıclicos sobre anillos locales, cuando la longitud del código es

prima relativa con la caracteŕıstica del campo residual, corresponden con una suma de

ideales de algunas extensiones no ramificadas del anillo local, (ver Lema 3.1.1). Si C es

un código constaćıclico que corresponde con la suma de los ideales I1, . . . , Ir, el ideal

que corresponde a su dual se puede escribir en términos de los ideales anuladores de los

ideales I1, . . . , Ir, (ver Teorema 3.2.1). Por esta razón nos concentramos en describir

las extensiones no ramificadas de un anillo en la familia L4 y el ideal anulador de los

ideales de un anillo en la familia L4.
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En el siguiente resultado se determinan las extensiones no ramificadas de los anillos

de la familia L4.

Teorema 4.1.1 Sean (A,m,Fpd) un anillo en la familia L4, f ∈ A[T] un polinomio

básico irreducible, s = deg(̃f) y B = A[T]/〈f〉 la extensión no ramificada de A deter-

minada por f. En la siguiente tabla se presenta la relación entre el anillo local y su

extensión no ramificada.

GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉 GR(p2, ds)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p, XY,Y3, pX, pY〉

GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − ζY2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉 GR(p2, ds)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉, s es par

GR(p2, ds)[X,Y]/〈X2 − ζ1Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉, s es impar

{0, 1, . . . , ζp
d−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p2, d) {0, 1, . . . , ζp

ds−2
1 } es el conjunto de Teichmüller de GR(p2, ds)

GR(p2, d)[X]/〈X2〉 GR(p2, ds)[X]/〈X2〉

GR(p3, d)[X]/〈X2 − p2, pX〉 GR(p3, ds)[X]/〈X2 − p2, pX〉

GR(p3, d)[X]/〈X2 − ζp2, pX〉 GR(p3, ds)[X]/〈X2 − p2, pX〉, s es par

GR(p3, ds)[X]/〈X2 − ζ1p2, pX〉, s es impar

{0, 1, . . . , ζp
d−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p3, d) {0, 1, . . . , ζp

ds−2
1 } es el conjunto de Teichmüller de GR(p3, ds)

F
pd

[X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉 F
pds

[X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉

F
pd

[X,Y]/〈X2 − ζY2,XY,Y3〉 F
pds

[X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉, s es par

F
pds

[X,Y]/〈X2 − ζ1Y2,XY,Y3〉, s es impar

ζ es un elemento primitivo de F
pd

ζ1 es un elemento primitivo de F
pds

GR(4, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − 2,XY,Y3, 2X, 2Y〉 GR(4, ds)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − 2,XY,Y3, 2X, 2Y〉

GR(4, d)[X,Y]/〈X2,Y2,XY − 2, 2X, 2Y〉 GR(4, ds)[X,Y]/〈X2,Y2,XY − 2, 2X, 2Y〉

GR(4, d)[X]/〈X2〉 GR(4, ds)[X]/〈X2〉

GR(4, d)[X]/〈X2 − 2X〉 GR(4, ds)[X]/〈X2 − 2X〉

GR(8, d)[X]/〈X2 − 4, 2X〉 GR(8, ds)[X]/〈X2 − 4, 2X〉

F
2d

[X,Y]/〈X2,Y2〉 F
2ds

[X,Y]/〈X2,Y2〉

F
2d

[X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉 F
2ds

[X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉

Demostración.

Por los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2, el anillo B es local de Frobenius no de cadena. Por

los Lemas 1.3.9, 1.3.10 y 1.3.11, el ideal maximal de B es mB, el campo residual de

B es Fpds , car(A) = car(B), `A(A) = `B(B) = 4, p ∈ m2 si y sólo si p ∈ [mB]2 = m2B

y un conjunto mı́nimo de generadores para m es también un conjunto mı́nimo de
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generadores para mB. Aśı, B ∈ L4.

(1) Se denota por x y y a los elementos del anillo A que corresponden con X y Y.

Entonces {x, y} es un conjunto mı́nimo de generadores para mB. Por las observaciones

hechas al inicio de esta demostración y el Teorema 2.2.1,

B ∼= GR(p2, ds)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉

ó

B ∼= GR(p2, ds)[X,Y]/〈X2 − ζ1Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉,

donde {0, 1, . . . , ζp
ds−2

1 } es el conjunto de Teichmüller del anillo de Galois GR(p2, ds).

La afirmación se sigue de la Observación 4.

(2) Sean x y y como en el inciso (1) y {0, 1, . . . , ζpd−2} el conjunto de Teichmüller del

anillo de Galois GR(p2, d), entonces x y y satisfacen:

x2 = ζy2, y2 = p, xy = y3 = px = py = 0.

Por el Teorema 2.2.1,

B ∼= GR(p2, ds)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉

ó

B ∼= GR(p2, ds)[X,Y]/〈X2 − ζ1Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉,

donde {0, 1, . . . , ζp
ds−2

1 } es el conjunto de Teichmüller del anillo de Galois GR(p2, ds).

Sea k = pds−1
pd−1 = pd(s−1) + . . . + pd + 1, entonces k es impar si y sólo si s es impar,

ζk1 y ζ tiene orden multiplicativo pd − 1, ζ̃ki1 = ζ̃, para algún i con (i, pd − 1) = 1,

ζki1 = ζ +m1 y ζ−ki1 = ζ−1 +m2, donde m1,m2 ∈ mB.

Si s es par, k es par, {α = ζ
− ki

2
1 x, β = y} es un conjunto mı́nimo de generadores del

ideal maximal mB y α y β satisfacen las relaciones de un conjunto mı́nimo de genera-

dores del ideal maximal del anillo GR(p2, ds)[X,Y]/〈X2−Y2,Y2−p,XY,Y3, pX, pY〉.
La afirmación se sigue de la observación 4.

Y si s es impar, k es impar, ki es impar, pues (i, pd − 1) = 1, y {α = ζ
1−ki

2
1 x, β = y}

es un conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal mB y α y β satisfacen

las relaciones de un conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal del anillo

GR(p2, ds)[X,Y]/〈X2 − ζ1Y
2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉. La afirmación se sigue de la

Observación 4.
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El resto de casos pueden ser tratados en forma similar al método aqúı usado para los

incisos (1) y (2).

En la Proposición 3.2.1 se describe la ret́ıcula de ideales de un anillo en la familia

F3. Recordando que la familia L4 es parte de la familia F3. El siguiente resultado es

un caso especial de la Proposición 3.2.1, pues se describe la ret́ıcula de ideales de un

anillo en la familia L4.

Lema 4.1.1 Sean (A,m,Fq) ∈ L4, {α1, α2} un conjunto mı́nimo de generadores de

m, f ∈ A[T] un polinomio básico irreducible, s = deg(̃f), (B = A[T]/〈f〉,mB,Fqs) la

extensión no ramificada de A determinada por f, T ⊂ A un conjunto de representantes

de Fq y Ts := {a0 + a1T + · · ·+ as−1T
s−1 : ai ∈ T} ⊂ B el conjunto de representantes

de Fqs. Entonces B tiene qs + 5 ideales y estos son:

〈0〉 ⊂ m2B ⊂ 〈α2〉B, 〈α1+λ1α2〉B, 〈α1+λ2α2〉B, . . . , 〈α1+λqsα2〉B ⊂ mB ⊂ B, con λi ∈ Ts.

Observación 6 Sean (A,m,Fq) ∈ L4 y B como en el Lema 4.1.1. Los ideales del

anillo B de longitud 2 están en correspondencia uno a uno con los elementos del

conjunto {(0, 1), (1, λ) : λ ∈ Ts}. La correspondencia se define de la siguiente manera,

〈α2〉B se corresponde con (0, 1) y 〈α1 + λα2〉B se corresponde con (1, λ).

En el resto de esta tesis, la siguiente notación será usada. Sean (A,m,Fq) ∈ L4,

q = pd, f ∈ A[T] un polinomio básico irreducible, s = deg(̃f) y (B = A[T]/〈f〉,mB,Fqs)
la extensión no ramificada de A determinada por f.

(1) Un conjunto mı́nimo de generadores {α1, α2} del ideal maximal m será conside-

rado de la siguiente manera:

(i) Para alguno de los siguientes anillos:

(a) GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉;
(b) GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − ζY2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉,

donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p2, d);

(c) Fpd [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉;
(d) Fpd [X,Y]/〈X2 − ζY2,XY,Y3〉,

ζ es un elemento primitivo de Fpd ;
(e) GR(4, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − 2,XY,Y3, 2X, 2Y〉;

94



(f) GR(4, d)[X,Y]/〈X2,Y2,XY − 2, 2X, 2Y〉;
(g) F2d [X,Y]/〈X2,Y2〉;
(h) F2d [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉;

se tomará {α1, α2} = {x, y}.

(ii) Para alguno de los siguientes anillos:

(a) GR(p2, d)[X]/〈X2〉;
(b) GR(p3, d)[X]/〈X2 − p2, pX〉;
(c) GR(p3, d)[X]/〈X2 − ζp2, pX〉,

donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p3, d),

se tomará {α1, α2} = {x, p}.

(iii) Para alguno de los siguientes anillos:

(a) GR(4, d)[X]/〈X2〉;
(b) GR(4, d)[X]/〈X2 − 2X〉;
(c) GR(8, d)[X]/〈X2 − 4, 2X〉,

se tomará {α1, α2} = {x, 2}.

Cuando trabajemos con un conjunto mı́nimo de generadores para m entendere-

mos que {α1, α2} es el conjunto mı́nimo de generadores para m que se acaba de

mencionar.

(2) Se usa la siguiente notación:

(i) α para {α1, α2};

(ii) (0, 1)α para el elemento α2 ∈ B;

(iii) (1, λ)α para el elemento α1 + λα2 ∈ B;

(iv) (0, 1)Bα para el ideal de B generado por α2;

(v) (1, λ)Bα para el ideal de B generado por α1 + λα2, donde λ ∈ Ts.

(3) La relación `A(I) + `A(annA(I)) = `A(A), del Lema 2.1.7, implica que si I es

un ideal del anillo A, entonces la longitud de I es 2 si y sólo si la longitud de
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annA(I) es 2.

Por lo tanto, se induce la permutación

(∗)⊥ : {(0, 1), (1, λ) : λ ∈ Ts} → {(0, 1), (1, λ) : λ ∈ Ts}

dada por

~uα 7→ ~vα := ~u⊥α si annB(~uBα) = ~vBα .

En los siguientes resultados se calcula el ideal anulador de los ideales de un anillo

de la familia L4.

Lema 4.1.2 Sea A alguno de los siguientes anillos:

(1) GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉;

(2) GR(p3, d)[X]/〈X2 − p2, pX〉;

(3) Fpd [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉;

(4) GR(4, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − 2,XY,Y3, 2X, 2Y〉;

(5) GR(8, d)[X]/〈X2 − 4, 2X〉;

(6) F2d [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉;

m su ideal maximal, α = {α1, α2} un conjunto mı́nimo de generadores de m y T como

hasta ahora. Entonces annA(m) = m2 = 〈α2
1〉 = 〈α2

2〉 y

(0, 1)⊥α = (1, 0)α, (1, 0)⊥α = (0, 1)α, (1, λ1)
⊥
α = (1, λ2)α, donde λ1, λ2 ∈ T, λ̃1λ̃2 = −1.

Demostración.

La primer afirmación se sigue de los Lemas 2.1.5 y 2.2.3, Las otras afirmaciones se

siguen de las siguientes relaciones:

(i) (0, 1)α(1, 0)α = α2α1 = 0,

(ii) Si λ̃1λ̃2 = −1 entonces λ1λ2 = −1 + m, donde m ∈ m, y (1, λ1)α(1, λ2)α =

(α1 + λ1α2)(α1 + λ2α2) = α2
1 + λ1λ2α

2
2 = (1 + λ1λ2)α

2
2 = mα2

2 = 0.

El mismo argumento que el usado en el Lema 4.1.2 se puede usar para probar los

siguientes resultados.
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Lema 4.1.3 Sea A alguno de los siguientes anillos:

(1) GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − ζY2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p2, d);

(2) GR(p3, d)[X]/〈X2 − ζp2, pX〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p3, d);

(3) Fpd [X,Y]/〈X2 − ζY2,XY,Y3〉,
donde ζ es un elemento primitivo de Fpd;

m su ideal maximal, α = {α1, α2} un conjunto mı́nimo de generadores de m y T como

hasta ahora. Entonces annA(m) = m2 = 〈α2
1〉 = 〈α2

2〉 y

(0, 1)⊥α = (1, 0)α, (1, 0)⊥α = (0, 1)α, (1, λ1)
⊥
α = (1, λ2)α, donde λ̃1λ̃2 = −ζ̃ ,

donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller del anillo de Galois GR(p2, d),

en el caso del anillo GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − ζY2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉.
{0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller del anillo de Galois GR(p3, d), en el

caso del anillo GR(p3, d)[X]/〈X2 − ζp2, pX〉.
Y ζ es un elemento primitivo de Fq, en el caso del anillo Fpd [X,Y]/〈X2−ζY2,XY,Y3〉.

Lema 4.1.4 Sea A alguno de los siguientes anillos:

(1) GR(p2, d)[X]/〈X2〉

(2) GR(4, d)[X,Y]/〈X2,Y2,XY − 2, 2X, 2Y〉

(3) GR(4, d)[X]/〈X2〉

(4) F2d [X,Y]/〈X2,Y2〉

m su ideal maximal, α = {α1, α2} un conjunto mı́nimo de generadores de m y T como

hasta ahora. Entonces annA(m) = m2 = 〈α1α2〉 y

(0, 1)⊥α = (0, 1)α, (1, λ1)
⊥
α = (1, λ2)α, donde λ̃1 = −λ̃2.

Lema 4.1.5 Sea GR(4, d)[X]/〈X2 − 2X〉 el anillo, m su ideal maximal, α = {α1, α2}
un conjunto mı́nimo de generadores de m y T como hasta ahora. Entonces annA(m) =

m2 = 〈x2〉 = 〈2x〉 y

(0, 1)⊥α = (0, 1)α, (1, λ1)
⊥
α = (1, λ2)α, donde λ̃2 = λ̃1 + 1̃
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Al combinar el Teorema 4.1.1 y los Lemas 4.1.2, 4.1.3, 4.1.4, 4.1.5 se tiene:

Corolario 4.1.1 Sea A alguno de los siguientes anillos:

(1) GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉;

(2) GR(p2, d)[X]/〈X2〉;

(3) GR(p3, d)[X]/〈X2 − p2, pX〉;

(4) Fpd [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉;

(5) GR(4, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − 2,XY,Y3, 2X, 2Y〉;

(6) GR(4, d)[X,Y]/〈X2,Y2,XY − 2, 2X, 2Y〉;

(7) GR(4, d)[X]/〈X2〉;

(8) GR(4, d)[X]/〈X2 − 2X〉;

(9) GR(8, d)[X]/〈X2 − 4, 2X〉;

(10) F2d [X,Y]/〈X2,Y2〉;

(11) F2d [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉;

m el ideal maximal de A, α = {α1, α2} un conjunto mı́nimo de generadores de m,

f ∈ A[T] un polinomio básico irreducible, s = deg(̃f), (B = A[T]/〈f〉,mB,Fqs) la

extensión no ramificada de A determinada por f, T y Ts como hasta ahora. Entonces

el ideal anulador de los ideales del anillo B tiene la misma expresión que el ideal

anulador de los ideales del anillo A pero con los coeficientes λ1, λ2 in Ts.

Corolario 4.1.2 Sea A alguno de los siguientes anillos:

(1) GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − ζY2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p2, d);

(2) GR(p3, d)[X]/〈X2 − ζp2, pX〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p3, d);
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(3) Fpd [X,Y]/〈X2 − ζY2,XY,Y3〉,
donde ζ es un elemento primitivo de Fpd;

m el ideal maximal de A, α = {α1, α2} un conjunto mı́nimo de generadores de m,

f ∈ A[T] un polinomio básico irreducible, s = deg(̃f), (B = A[T]/〈f〉,mB,Fqs) la

extensión no ramificada de A determinada por f, T y Ts como hasta ahora y g ∈ Ts
tal que g + 〈̃f〉 ∈ Fq[T]/〈̃f〉 ∼= Fqs es un elemento primitivo de Fqs.

(a) Si s es par, el ideal anulador de los ideales de B tiene la misma expresión que

el ideal anulador de los ideales de los anillos

(1) GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − Y2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉;

(2) GR(p3, d)[X]/〈X2 − p2, pX〉;

(3) Fpd [X,Y]/〈X2 − Y2,XY,Y3〉;

respectivamente, (ver Lema 4.1.2) pero con los coeficientes λ1, λ2 en Ts.

(b) Si s es impar, el ideal anulador de los ideales de B tiene la misma expresión

que el ideal anulador de los ideales de los anillos

(2) GR(p2, d)[X,Y]/〈X2 − ζY2,Y2 − p,XY,Y3, pX, pY〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p2, d)

(5) GR(p3, d)[X]/〈X2 − ζp2, pX〉,
donde {0, 1, . . . , ζpd−2} es el conjunto de Teichmüller de GR(p3, d);

(7) Fpd [X,Y]/〈X2 − ζY2,XY,Y3〉,
donde ζ es un elemento primitivo de Fpd;

respectivamente, (ver Lema 4.1.3) pero con los coeficientes λ1, λ2 en Ts y ζ = g.

4.2. El dual de códigos constaćıclicos sobre anillos

en la familia L4

Sea A un anillo, el producto escalar sobre An es definido como (a1, . . . , an) ·
(b1, . . . , bn) = a1b1 + . . . + anbn. Dos vectores ~a = (a1, . . . , an) y ~b = (b1, . . . , bn)

son llamadas ortogonales si ~a ·~b = 0. Sea C ⊂ An un código lineal sobre A de longitud
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n, el dual de C, denotado por C⊥, es el conjunto de palabras de An que son ortogo-

nales a toda parabra de C, es decir, C⊥ = {~a ∈ An : ~a ·~b = 0, ∀ ~b ∈ C}. Un código C

es llamado autodual si C = C⊥.

En esta Sección la estructura del dual de un código constaćıclico sobre anillos en

la familia L4, de longitud prima relativa con la caracteŕıstica del campo residual del

anillo, es determinada.

Sea (A,m,Fq) ∈ L4, q = pd, γ una unidad de A, f ∈ A[T] un polinomio básico

irreducible, s = deg(̃f), (B = A[T]/〈f〉,mB,Fqs) la extensión no ramificada de A

determinada por f y T ⊂ A un conjunto de representantes de Fq. En lo que resta de

este trabajo se usará la siguiente notación:

(1) La longitud del código será denotada por n, y no será divisible por p.

(2) Puesto que (n, p) = 1, entonces Tn − γ es producto de una única familia de

polinomios mónicos básicos irreducibles coprimos a pares en A[T], por el Lema

1.3.17. f1, . . . , fr serán dichos polinomios.

(3) Ts = {a0 + a1T + · · · + as−1T
s−1 : ai ∈ T} ⊂ B denotará el conjunto de

representantes de B/mB = Fqs .

(4) El elemento a0+a1T+ . . .+an−1T
n−1+〈Tn−γ〉 de A[T]/〈Tn−γ〉 será denotada

simplemente por a0 + a1T + . . .+ an−1T
n−1.

(5) El homomorfismo natural˜: A[T]→ Fq[T] es el que está dado por

f = a0 + a1T + . . .+ akT
k 7→ f̃ = (a0 + m) + (a1 + m)T + . . .+ (ak + m)Tk.

(6) Si H es un factor de Tn − γ o de Tn − γ−1 nosotros simplemente escribiremos

Ĥ = Tn−γ
H

o Ĥ = Tn−γ−1

H
, de acuerdo al caso.

El siguiente resultado no estará acompañado de una demostración, su demostra-

ción se puede consultar por ejemplo en [18].

Lema 4.2.1 Sean A un anillo, γ una unidad de A, σγ la permutación γ-constaćıclica,

f = a0 +a1T + . . .+an−2T
n−2 +an−1T

n−1 y g = bn−1 + bn−2T + . . .+ b1T
n−2 + b0T

n−1.

Entonces el producto fg en A[T]/〈Tn−γ〉 está dado por fg = c0+c1T+ . . .+cn−1T
n−1,

donde

ci = [σn−1−iγ (a0, . . . , an−1)] · (b0, . . . , bn−1) = γ(a0, . . . , an−1) · [σi+1
γ−1(b0, . . . , bn−1)].
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Bajo las condiciones del Lema 4.2.1, se tiene fg = 0 en A[T]/〈Tn − γ〉 si y sólo si

(b0, . . . , bn−1) es ortogonal a (a0, . . . , an−1) y a todos sus corrimientos γ-constaćıclicos

si y sólo si (a0, . . . , an−1) es ortogonal a (b0, . . . , bn−1) y a todos sus corrimientos

γ−1-constaćıclicos.

Para un polinomio f = a0+a1T+ · · ·+al−1T
l−1+alT

l ∈ A[T], al 6= 0, el polinomio

reverso del polinomio f es definido como f∗ = Tlf( 1
T

) = al+al−1T+. . .+a1T
l−1+a0T

l.

Es fácil verificar las siguientes propiedades:

(1) Si a0 6= 0, entonces (f∗)∗ = f;

(2) Si al es una unidad, entonces f̃∗ = (̃f)∗;

(3) Si A es un campo y f es irreducible, entonces f∗ es irreducible;

(4) Si f es un polinomio mónico básico irreducible, entonces f∗ es básico irreducible;

(5) Si f, g son coprimos, entonces f∗ y g∗ son coprimos;

(6) Si deg(f) ≥ deg(g), entonces (f + g)∗ = f∗ + Tdeg(f)−deg(g)g∗;

(7) Si al es una unidad de A, entonces (fg)∗ = f∗g∗, para todo g ∈ A[T].

El siguiente resultado es consecuencia directa de las relaciones Tn − γ = g1 · · · gr,
(Tn − γ)∗ = 1 − γTn = g∗1 · · · g∗r , Tn − γ−1 = −γ−1g∗1 · · · g∗r , donde g1 · · · gr son

polinomios mónicos.

Corolario 4.2.1 Sean (A,m,Fq) ∈ L4, γ una unidad de A, α = {α1, α2} un con-

junto mı́nimo de generadores de m, g1, . . . , gk polinomios mónicos tales que Tn− γ =

g1 · · · gk y λ = λ0 + λ1T + . . .+ λhT
h ∈ A[T], entonces:

(1) El término constante de gi es una unidad, deg(gi) = deg(g∗i ), (g∗i )
∗ = gi y

(ĝi
∗)∗ = ĝi, para 1 ≤ i ≤ k.

(2) Si a0,i es el término constante de gi, entonces h1 = 1
a0,1

g∗1, . . . , hk = 1
a0,k

g∗k son

polinomios mónicos tales que Tn − γ−1 = h1 · · · hk.

En particular, si f1, . . . , fr son los únicos polinomios mónicos básicos irreducible

coprimos a pares tales que Tn − γ = f1 · · · fr entonces h1, . . . , hr son los únicos

polinomios mónicos básicos irreducibles coprimos a pares tales que Tn − γ−1 =

h1 · · · hr.
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(3) α1 + λ0α2 6= 0 y ((α1 + λα2)
∗)∗ = α1 + λα2.

(4) ĝ∗i = −γ−1
∏

j 6=i g
∗
j = −γ(

∏
j 6=i gj)

∗ = −γĝi
∗, 1 ≤ i ≤ r.

(5) Se tienen las siguientes relaciones en el anillo A[T]/〈Tn − γ−1〉 :

(a) T−i = Tn−iγ,

(b) (α2)
∗ = α2,

(c) (α1 + λα2)
∗ = α1T

deg(λ) + λ∗α2 = Tdeg(λ)[α1 + λ∗Tn−deg(λ)γα2],

(d) Sea λ1 ∈ A[T] el residuo de la división de λ∗Tn−deg(λ)γ por g∗i , es decir

λ∗Tn−deg(λ)γ = g∗iQ + λ1, donde deg(λ1) ≤ deg(g∗i ) = deg(gi), entonces:

〈(α1 + λα2)
∗ĝi
∗〉 = 〈(α1 + λ∗Tn−deg(λ)γα2)ĝi

∗〉 =

〈(α1 + (g∗iQ + λ1)α2)ĝ∗i 〉 = 〈(α1 + λ1α2)ĝi
∗〉.

En el Teorema 3.2.1 se describe la estructura de los códigos γ-constaćıclicos sobre

anillos de la familia F3, de longitud prima relativa con la caracteŕıstica del campo

residual del anillo local. Puesto que la familia de anillos L4 es una subfamilia de F3

entonces las afirmaciones del Teorema 3.2.1 son ciertas para los anillos de la familia

L4. Presentamos el siguiente resultado que es un caso particular del Teorema 3.2.1,

cuando los códigos tienen por alfabeto un anillo de la familia L4, y se hacen algunas

modificaciones en la notación.

Teorema 4.2.1 Sean (A,m,Fq) ∈ L4, γ una unidad de A, α = {α1, α2} un con-

junto mı́nimo de generadores de m, f1, . . . , fr los únicos polinomios mónicos básicos

irreducibles coprimos a pares tales que Tn − γ = f1 · · · fr, T ⊆ A y Ts ⊆ B con-

juntos de representantes del campo residual de A y de B respectivamente. Sea C

un código γ-constaćıclico de longitud n, entonces existe un único subconjunto U de

{1, . . . , r}, F0,F1,F3,F4 únicos polinomios mónicos y para cada u ∈ U, existe un

único ~vu ∈ {(0, 1), (1, λ) : λ ∈ Tdeg(fu)}, tales que

(1) Tn − γ = F0F1F3F4

∏
u∈U fu,

(2) C = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉,

(3) |C| = q4deg(F4)+3deg(F3)+deg(F1)+2
∑
u∈U deg(fu).
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Demostración. Aplicando el Teorema 3.2.1, considerando que la longitud del anillo

es 4, sea U0,U1,U2,U3,U4 la única partición de {1, . . . , r} y para cada u ∈ U2 sea

Hu la única 1 × 2 matriz en forma escalón reducida por filas sobre Fqsu tal que:

|C| = q
∑
u∈U1

su+2
∑
u∈U2

su+3
∑
u∈U3

su+4
∑
u∈U4

su y

C = 〈m2
∏
u6∈U1

fu,m
∏

u6∈Ul−1

fu,
∏
u6∈Ul

fu, (Hu)Tsu (α)̂fu : u ∈ U2〉.

Resta definir Fi =
∏

u∈Ui fu, para i ∈ {0, 1, 3, 4}, y U = U2.

Para el siguiente resultado observar que si C es un código γ-constaćıclico sobre el

anillo A, entonces C se identifica con un ideal del anillo A[T]/〈Tn− γ〉, C⊥ es código

γ−1-constaćıclico y se identifica con un ideal del anillo A[T]/〈Tn − γ−1〉.
Además recordar que si C es un código lineal de longitud n sobre un anillo local finito

de Frobenius A, entonces |C||C⊥| = |A|n, ([31]).

Teorema 4.2.2 Sean (A,m,Fq) ∈ L4, γ, α = {α1, α2}, f1, . . . , fr, T y Ts como en

el Teorema 4.2.1. Sean C un código γ-constaćıclico, U ⊆ {1, . . . , r}, F0,F1,F3,F4 y

{~vu : u ∈ U} como en el Teorema 4.2.1. Sean Gi = 1
a0,i

Fi, gu = 1
b0,u

fu, donde a0,i y

b0,u son los coeficientes constantes de Fi y fu respectivamente, i ∈ {0, 1, 3, 4} y u ∈ U,

entonces:

(1) |C⊥| = q4deg(F0)+3deg(F1)+deg(F3)+2
∑
u∈U deg(fu).

(2) U ⊆ {1, . . . , r}, G0,G1,G3,G4, {gu : u ∈ U}, {(~v⊥u )∗ : u ∈ U} son los únicos

objetos asociados al código γ−1-constaćıclico C⊥, como en el Teorema 4.2.1, y

el ideal correspondiente de C⊥ es

〈m2Ĝ∗3,mĜ∗1, Ĝ
∗
0, (~v

⊥
u )∗αĝ∗u : u ∈ U〉 = 〈m2F̂∗3,mF̂∗1, F̂

∗
0, (~v

⊥
u )∗αf̂∗u : u ∈ U〉.

Demostración.

(1) La relación del Lema 1.3.4, |M| = |Fq|`A(M), donde M es un A-módulo, implica

que |A| = q4. Puesto que n = deg(F0) + deg(F1) + deg(F3) + deg(F4) +
∑

u∈U deg(fu),

entonces por el inciso (3) del Teorema 4.2.1,

|C⊥| = |A|
n

|C|
=
q4n

|C|
=
q4deg(F0)+4deg(F1)+4deg(F3)+4deg(F4)+4

∑
u∈U deg(fu)

qdeg(F1)+3deg(F3)+4deg(F4)+2
∑
u∈U deg(fu)

=
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q4deg(F0)+3deg(F1)+deg(F3)+2
∑
u∈U deg(fu).

(2) La segunda igualdad entre los ideales es fácil de verificar. Por el inciso (2) del

Corolario 4.2.1, el producto de los polinomios mónicos G∗0,G
∗
1,G

∗
3,G

∗
4, {g∗u : u ∈ U}

es Tn − γ−1, deg(F∗i ) = deg(Fi), i ∈ {0, 1, 3, 4}, y deg(f∗u) = deg(fu), u ∈ U.

Entonces, por el inciso (3) del Teorema 4.2.1 y el inciso (5d) del Corolario 4.2.1, el

número de elementos del código γ−1-constaćıclico

D = 〈m2F̂∗3,mF̂∗1, F̂
∗
0, (~v

⊥
u )∗αf̂∗u : u ∈ U〉

es |D| = q4deg(F
∗
0)+3deg(F∗1)+deg(F∗3)+2

∑
u∈U deg(f∗u) = q4deg(F0)+3deg(F1)+deg(F3)+2

∑
u∈U deg(fu).

Finalmente, de los incisos (1) y (3) del Corolario 4.2.1 y las relaciones:

(1) m3 = 〈0〉,

(2) (~vu)α(~v⊥u )αf̂u = 0, en A[T]/〈Tn − γ〉, u ∈ U.

(3) F̂iF̂j = 0, en A[T]/〈Tn − γ〉, i, j ∈ {0, 1, 3, 4}, i 6= j.

(4) f̂îfj = 0, en A[T]/〈Tn − γ〉, i 6= j.

(5) F̂îfu = 0, en A[T]/〈Tn − γ〉, i ∈ {0, 1, 3, 4} y u ∈ U.

se obtiene D ⊆ C⊥. La afirmación se sigue del inciso (1).

Observación 7 Para determinar ~u⊥α en el Teorema 3.2.1, los Corolarios 4.1.1 y

4.1.2 se deben usar. Después para determinar (~u⊥α )∗f̂u
∗
, el inciso (5d) del Corolario

4.2.1 se debe usar.

En los siguientes ejemplos se ilustran las ideas del Teorema anterior.

Observar que cada unidad del anillo A = F2[X,Y]/〈X2,Y2〉 tiene la propiedad

γ = γ−1, (ver Proposición 3.2, [21]), cada elemento de A se puede escribir de manera

única como a+ bx + cy + dxy, donde a, b, c, d ∈ F2, α = {x, y} es un conjunto mı́nimo

de generadores del ideal maximal de A, m2 = 〈xy〉. Si f ∈ A[T] es un polinomio básico

irreducible con s = deg(̃f), entonces A[T]/〈f〉 es isomorfo a F2s [X,Y]/〈X2,Y2〉, por

el Teorema 4.1.1, y Ts = {a0 + a1T + . . . + as−1T
s−1 : ai ∈ F2} es un conjunto de

representantes del campo residual de A[T]/〈f〉. Por el Lema 4.1.4, (0, 1)⊥α = (0, 1)α y

(1, λ)⊥α = (1, λ)α en A[T]/〈f〉, λ ∈ Tdeg(̃f).
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Ejemplo 4.2.1 Sean A = F2[X,Y]/〈X2,Y2〉, el anillo (13) del Teorema 2.2.1, y γ

una unidad de A.

Por el Lema de Hensel, T15−γ se factoriza en A[T] como T15−γ = f1f2f3f4f5, donde:

f1 = T4 + γT + 1,

f2 = T4 + γT3 + T2 + γT + 1,

f3 = T4 + γT3 + 1,

f4 = T2 + γT + 1,

f5 = T + γ.

Y se cumple f∗1 = f3, f∗2 = f2, f∗3 = f1, f∗4 = f4, f∗5 = γf5, entonces:

(1) Si F0 = f1, F1 = f2, F3 = f3, F4 = f4f5 y U = ∅, el código correspondiente es:

C = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉 =

〈m2f̂2,mf̂3, f̂4f5〉 = 〈m2f1f3f4f5,mf1f2f4f5, f1f2f3〉.

Su código dual es

C⊥ = 〈m2F̂∗3,mF̂∗1, F̂
∗
0, (~v

⊥
u )∗αf̂∗u : u ∈ U〉 =

〈m2F̂3

∗
,mF̂1

∗
, F̂0

∗
〉 = 〈m2f̂3

∗
,mf̂2

∗
, f̂1
∗
〉 = 〈m2f̂∗3 ,mf̂∗2 , f̂

∗
1〉 =

〈m2f̂1,mf̂2, f̂3〉 = 〈m2f2f3f4f5,mf1f3f4f5, f1f2f4f5〉.

(2) Si F0 = 1, F1 = 1, F3 = f1, F4 = f2, U = {3, 4, 5}, ~v3 = (1, 1 + T + T2),

1 + T + T2 ∈ Tdeg(f3), ~v4 = (1, 1 + T), 1 + T ∈ Tdeg(f4), y ~v5 = (1, 1), 1 ∈ Tdeg(f5),

el código correspondiente es:

C = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉 =

〈mf̂1, f̂2, [x + (1 + T + T2)y]f̂3, [x + (1 + T)y]f̂4, [x + y]f̂5〉.

Puesto que:

(a) (1, λ)⊥ = (1, λ) en A[T]/〈fi〉, i ∈ {1, 2, 3},
(b) el residuo de la división de (1 + T + T2)∗T15−2γ = (T13 + T14 + T15)γ por

f∗3 = f1 es (1 + γ)T3 + T2 + γ,

(c) el residuo de la división de (1 + T)∗T15−1γ = (T14 + T15)γ por f∗4 = f4 es
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T + 1 + γ.

El código dual de C es:

C⊥ = 〈m2F̂∗3,mF̂∗1, F̂
∗
0, (~v

⊥
u )∗αf̂∗u : u ∈ U〉 =

〈m2f̂1
∗
, [x + ((1 + γ)T3 + T2 + γ)y]f̂3

∗
, [x + (T + 1 + γ)y]f̂4

∗
, [x + y]f̂5

∗
〉 =

〈m2f̂3, [x + (T2 + 1)y]f̂1, [x + Ty]f̂4, [x + y]f̂5〉 =

〈m2f1f2f4f5, [x + (T2 + 1)y]f2f3f4f5, [x + Ty]f1f2f3f5, [x + y]f1f2f3f4〉.

Sean A = Z8[X]/〈X2 − 4, 2X〉 el anillo (12) del Teorema 2.2.1 y γ una unidad de

A. γ tiene orden multiplicativo 1, 2 ó 4, (ver Proposición 3.8, [21]). Cada elemento de

A se puede escribir en la forma a+ bx, donde a ∈ Z8 y b ∈ {0, 1} ⊂ Z8, las unidades

de A se pueden escribir como 1 + 2a+ 4b+ cx, donde a, b, c ∈ {0, 1}, α = {x, 2} es un

conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal de A, m2 = 〈4〉, T = {0, 1} ⊂ Z8

es un conjunto de representantes para el campo residual de A. Y si f es un polinomio

básico irreducible sobre el anillo A con s = deg(̃f), entonces A[T]/〈f〉 es isomorfo a

GR(8, s)[X]/〈X2−4, 2X〉, por el Teorema 4.1.1, y Ts = {a0+a1T+. . .+as−1T
s−1 : ai ∈

{0, 1} ⊂ Z8} es un conjunto de representantes del campo residual de A. Por el Lema

4.1.2, se tiene en A[T]/〈f〉, (0, 1)⊥α = (1, 0)α, (1, 0)⊥α = (0, 1)α y (1, λ1)
⊥
α = (1, λ2)α,

donde λ1, λ2 ∈ Ts, con λ̃1λ̃2 = −1 = 1 en F2s .

Ejemplo 4.2.2 Sean A = Z8[X]/〈X2−4, 2X〉, el anillo del inciso (12) en el Teorema

2.2.1, y γ una unidad de A, entonces γ = 1+m, m = 2a+4b+cx y a, b, c ∈ {0, 1} ⊂ Z8.

Por el Lema de Hensel, T7 − γ se factoriza en A[T] como T7 − γ = f1f2f3, donde:

f1 = T3 + (3 + m + m2)T2 + 2T + 7 + 3m,

f2 = T3 + (6 + 2m)T2 + (5 + m2 + 2m)T + 7 + 3m,

f3 = T + 7 + m + m2 ∈ A[T].

Entonces:

(1) Si F0 = f1,F1 = 1,F3 = f3,F4 = 1, U = {2} y ~v2 = (1,T), T ∈ Tdeg(f2), el

código correspondiente es:

C = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉 = 〈mf̂3, [x + 2T]f̂2〉 = 〈mf1f2, [x + 2T]f1f3〉.

Puesto que:

(a) (1,T)⊥α = (1,T2 + 1)α en A[T]/〈f2〉,

106



(b) el residuo de la división de (T2 + 1)∗T7−2γ = (T7 + T5)γ por f∗2 es 2γ2T2 +

7γT + γ3 + 7γ.

El código dual de C es:

C⊥ = 〈m2F̂∗3,mF̂∗1, F̂
∗
0, (~v

⊥
u )∗αf̂∗u : u ∈ U〉 =

〈m2f̂3
∗
, f̂1
∗
, [x + (2γ2T2 + 7γT + γ3 + 7γ)2]f̂2

∗
〉 = 〈m2f̂∗3 , f̂

∗
1 , [x + 2T]f̂∗2〉 =

〈m2f∗1 f∗2 , f
∗
2 f∗3 , [x + 2T]f∗1 f∗3〉.

(2) Si F0 = F1 = F3 = F4 = 1, U = {1, 2, 3}, ~v1 = (1,T), T ∈ Tdeg(f1), ~v2 = (1, 0),

0 ∈ Tdeg(f2) y ~v3 = (1, 1), 1 ∈ Tdeg(f3), el código correspondiente es:

C = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉 = 〈[x + 2T]f̂1, xf̂2, [x + 2]f̂3〉 =

〈[x + 2T]f2f3, xf1f3, [x + 2]f1f2〉.

Puesto que:

(a) (1,T)⊥α = (1,T + T2), en A[T]/〈f1〉,
(b) (1, 0)⊥α = (0, 1), en A[T]/〈f2〉,
(c) (1, 1)⊥α = (1, 1), en A[T]/〈f3〉.
(d) el residuo de la división de (T2 + T)∗T7−2γ = (1 + T)T5γ = (T6 + T5)γ por

f∗1 es (γ3 + γ2 + 4γ)T2 + (2γ2 + 3γ)T + γ3 + 3γ2.

El código dual de C es:

C⊥ = 〈m2F̂∗3,mF̂∗1, F̂
∗
0, (~v

⊥
u )∗αf̂∗u : u ∈ U〉 =

〈[x + 2
(
(γ3 + γ2 + 4γ)T2 + (2γ2 + 3γ)T + γ3 + 3γ2

)
]f̂1
∗
, 2f̂2

∗
, [x + 2]f̂3

∗
〉 =

〈[x + 2T]f̂1
∗
, 2f̂2

∗
, [x + 2]f̂3

∗
〉 = 〈[x + 2T]f∗2 f∗3 , 2f∗1 f∗3 , [x + 2]f∗1 f∗2〉.

4.3. Códigos constaćıclicos autoduales sobre ani-

llos en la familia L4

En esta Sección se describen los códigos γ-constaćıclicos autoduales, cuando el

alfabeto de los códigos es un anillo de la familia L4, la longitud del código es prima

relativa con la caracteŕıstica del campo residual del anillo y γ = γ−1. Recordar que

un polinomio f sobre el anillo finito A es llamado auto-reverso si f∗ y f son asociados.
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En esta parte se usará la siguiente notación: dado un anillo (A,m,Fq) en la familia

L4 y f ∈ A[T] un polinomio básico irreducible, con s = deg(̃f). α = {α1, α2} será un

conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal de A, γ denotará una unidad del

anillo A y tendrá la propiedad γ = γ−1, T será un conjunto de representantes para Fq
y Ts = {a0 + a1T + . . .+ as−1T

s−1} será el conjunto de representantes para el campo

residual del anillo local A[T]/〈f〉

Proposición 4.3.1 Sea (A,m,Fq) ∈ L4, γ, α = {α1, α2}, T y Ts como hasta ahora.

Sea C un código γ-constaćıclico, U ⊆ {1, . . . , r}, F0,F1,F3,F4, {fu : u ∈ U} y {~vu :

u ∈ U}, como en el Teorema 4.2.1, tales que

C = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉.

Entonces C es autodual si y sólo si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) F1 es asociado a F∗3,

(2) F4 es asociado a F∗0,

(3) para cada u ∈ U existe u1 ∈ U tal que fu es asociado a f∗u1 y 〈(~vu)αf̂u〉 =

〈(~v⊥u1)
∗
αf̂u〉 en A[T]/〈Tn − γ〉.

Demostración.

Sea G0 = 1
a0,0

F0,G1 = 1
a0,1

F1,G3 = 1
a0,3

F3,G4 = 1
a0,4

F4, {gu = 1
b0,u

fu : u ∈ U}
y {(~v⊥u )∗ : u ∈ U} como en el Teorema 4.2.2, donde a0,i y b0,u son los términos

constantes de Fi and fu respectivamente, i ∈ {0, 1, 3, 4} y u ∈ U. Entonces,

C = C⊥ = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉 = 〈m2Ĝ3

∗
,mĜ1

∗
, Ĝ0

∗
, (~v⊥u )∗αĝu

∗ : u ∈ U〉

si y sólo si F1 = G∗3, F3 = G∗1, F4 = G∗0, y para cada u ∈ U existe u1 ∈ U tal que

fu = g∗u1 y 〈(~vu)αf̂u〉 = 〈(~v⊥u1)
∗
αf̂u〉, en A[T]/〈Tn − γ〉; por la unicidad en el Teorema

4.2.1, si y sólo si F1 es asociado de F∗3, F4 es asociado de F∗0, para cada u ∈ U existe

u1 ∈ U tal que fu es asociado a f∗u1 y 〈(~vu)αf̂u〉 = 〈(~v⊥u1)
∗
αf̂u〉, en A[T]/〈Tn − γ〉.

Lema 4.3.1 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito, λ una unidad de A, f ∈ A[T] un

polinomio mónico tal que los ceros de f̃ ∈ Fq[T] son distintos en alguna cerradura

algebraica de Fq y f∗ = λf. Por el Lema 1.3.17, sean f1, . . . , fr los únicos polinomios

básicos irreducibles tal que f = f1 · · · fr. Entonces existen r1, r2 enteros no negativos

tales que r = 2r1 + r2 y, después de renumerar, fi es un asociado de fr1+i, 1 ≤ i ≤ r1
y f2r1+i es auto-reverso, 1 ≤ i ≤ r2.

108



Demostración.

Es suficiente verificar que para cada i ∈ {1, . . . , r} el polinomio f∗i es un asociado de

fj, para algún j ∈ {1, . . . , r}. Puesto que f = f1 · · · fr, f∗ = λf = f∗1 · · · f∗r , y cada f∗i es

básico irreducible, entonces f∗i es asociado a algún fj, para algún j ∈ {1, . . . , r}, por

el Lema 1.3.17.

Corolario 4.3.1 Sean (A,m,Fq) un anillo local finito, γ una unidad de A con la

propiedad γ = γ−1, f1, . . . , fr los únicos polinomios mónicos básicos irreducibles tales

que Tn − γ = f1 · · · fr, lema 1.3.17. Existen r1, r2 enteros no negativos tales que r =

2r1 + r2 y, después de renumerar, fi es un asociado de fr1+i, 1 ≤ i ≤ r1 y f2r1+i es

auto-reverso, 1 ≤ i ≤ r2.

Demostración.

La afirmacion se sigue de la relación (Tn − γ)∗ = 1− γTn = −γ(Tn − γ).

En el resto de este trabajo se usará la notación del Corolario 4.3.1.

Definición 4.3.1 Sean (A,m,Fq), γ, f1, . . . , fr r1,r2 como en el Corolario 4.3.1. Y

sea W un subconjunto de {1, . . . , r}.

(1) Se denota W∗ = {i ∈ {1, . . . , r} : f∗i es asociado a fj, para algún j ∈W}.
Esto es, los polinomios asociados de los polinomios en el conjunto {fw : w ∈W}
son los polinomios {fα : α ∈W∗}.

(2) W es llamado especial si para cada w1 ∈W el polinomio f∗w1
no es asociado de

fw, para todo w ∈W. Es decir W ∩W∗ = ∅.

Observar que {1, . . . , 2r1 + 1}∗ = {1, . . . , 2r1 + 1}, y si X es un conjunto especial

entonces X ⊆ {1, . . . , 2r1} y X∗ es un conjuto especial también. ∅ se considera un

conjunto especial y ∅∗ = ∅

Teorema 4.3.1 Sean (A,m,Fq) ∈ L4, γ, α = {α1, α2}, T, Ts, f1, . . . , fr y r1, r2
como hasta ahora. Sea C un código γ-constaćıclico, U ⊆ {1, . . . , r}, F0,F1,F3,F4,

{fu : u ∈ U} y {~vu : u ∈ U} como en el Teorema 4.2.1 tal que:

C = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉.

Entonces C es código autodual si y sólo si se cumplen las siguientes condiciones:
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(1) [2r1 + 1, r] ⊆ U, U = U∗;

(2) para cada u ∈ U existe u1 ∈ U tal que fu es asociado a f∗u1 y 〈(~vu)αf̂u〉 =

〈(~v⊥u1)
∗
αf̂u〉, en A[T]/〈Tn − γ〉;

(3) existen conjuntos especiales U0 y U1 tal que, U,U0,U
∗
0,U1,U

∗
1 es una partición

de {1, . . . , r} y Fi =
∏

u∈Ui fu, i ∈ {0, 1, 3, 4}, donde U3 = U∗1, U4 = U∗0.

Demostración.

⇒) Puesto que Tn−γ = F0F1F3F4

∏
u∈U fu, y F0,F1,F3,F4 y

∏
u∈U fu son polinomios

mónicos, existe una partición U0,U1,U3,U4 de {1, . . . , r} \ U tal que Fi =
∏

u∈Ui fu,

i ∈ {0, 1, 3, 4}, por el Lema 1.3.17.

Por la Proposición 4.3.1, F1 =
∏

u∈U1
fu es asociado de F∗3 =

∏
u∈U3

f∗u, F4 =
∏

u∈U4
fu

es asociado de F∗0 =
∏

u∈U0
f∗u, para cada u ∈ U existe u1 ∈ U tal que fu es asociado a

f∗u1 y 〈(~vu)αf̂u〉 = 〈(~v⊥u1)
∗
αf̂u〉, en A[T]/〈Tn−γ〉. Entonces U = U∗, y por el Lema 1.3.17,

U4 = U∗0, U3 = U∗1, en consecuencia U0 y U1 son conjuntos especiales. Finalmente,

puesto que U0 ∪ U1 ∪ U3 ∪ U4 ∪ U = {1, . . . , r} y U0 ∪ U1 ∪ U3 ∪ U4 ⊆ {1, . . . , 2r1}
entonces [2r1 + 1, r] ⊆ U.

⇐) Se sigue de la Proposición 4.3.1.

En las siguientes ĺıneas algunos ejemplos son presentados para ilustrar los resul-

tados del Teorema anterior.

Ejemplo 4.3.1 Sea A = F2[X,Y]/〈X2,Y2〉 el anillo del Ejemplo 4.2.1, γ una unidad

de A y C un código γ-constaćıclico autodual de longitud 7 sobre A.

Por el Lema de Hensel, T7 − γ se factoriza en A[T] como T7 − γ = f1f2f3, donde:

f1 = T3 + γT2 + γ,

f2 = T3 + T + γ,

f3 = T + γ.

Aśı r1 = 1, r2 = 1, los conjutos especiales de {1, 2, 3} son {1}, {2}, ∅. Los subconjuntos

de {1, 2, 3} con la propiedad {3} ⊆ U y U = U∗ son {3} y {1, 2, 3}.
Por el Lema 4.1.4, ~v⊥α = ~vα, para ~vα ∈ {(0, 1)α, (1, λ)α : λ ∈ Ts}.
Entonces C = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉 es alguno de los siguientes:

(1) Cuando U = {3}, U0 = ∅,U4 = U∗0 = ∅, U1 = {1}, U3 = U∗1 = {2}.

(a) 〈m2f̂1,mf̂2, xf̂3〉,
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(b) 〈m2f̂1,mf̂2, (x + y)f̂3〉,

(c) 〈m2f̂1,mf̂2, yf̂3〉.

(2) Cuando U = {3}, U0 = ∅,U4 = U∗0 = ∅, U1 = {2}, U3 = U∗1 = {1}.

(a) 〈m2f̂2,mf̂1, xf̂3〉,

(b) 〈m2f̂2,mf̂1, (x + y)f̂3〉,

(c) 〈m2f̂2,mf̂1, yf̂3〉.

(3) Cuando U = {3}, U1 = ∅,U3 = U∗1 = ∅, U0 = {1}, U4 = U∗0 = {2}.

(a) 〈f̂2, xf̂3〉,

(b) 〈f̂2, (x + y)f̂3〉,

(c) 〈f̂2, yf̂3〉.

(4) Cuando U = {3}, U1 = ∅,U3 = U∗1 = ∅, U0 = {2}, U4 = U∗0 = {1}.

(a) 〈f̂1, xf̂3〉,

(b) 〈f̂1, (x + y)f̂3〉,

(c) 〈f̂1, yf̂3〉.

(5) Cuando U = {1, 2, 3}, entonces U1 = U∗1 = U3 = U0 = U∗0 = U4 = ∅.

(a) 〈~v∗αf̂1,~vαf̂2, xf̂3〉, ~vα ∈ {(0, 1)α, (1, λ)α : λ ∈ T3}.

(b) 〈~v∗αf̂1,~vαf̂2, yf̂3〉, ~vα ∈ {(0, 1)α, (1, λ)α : λ ∈ T3}.

(c) 〈~v∗αf̂1,~vαf̂2, (x + y)f̂3〉, ~vα ∈ {(0, 1)α, (1, λ)α : λ ∈ T3}.

En consecuencia, si φ :
[
F2[X,Y]/〈X2,Y2〉

]7
→ F28

2 está dado por

~a+~bx + ~cy + ~dxy 7→ (~a+~b+ ~c+ ~d,~c+ ~d,~b+ ~d, ~d), donde ~a,~b,~c, ~d ∈ F7
2.

El mapeo de Gray definido en [14], entonces φ(C⊥) = φ(C) = φ(C)⊥ es un código

binario autodual de longitud 28, |φ(C)||φ(C)⊥| = |φ(C)|2 = 228, |φ(C)| = 214 y φ(C)

tiene dimensión 14.
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Recordar que las unidades del anillo A = Z4[X]/〈X2 + 2X〉 tienen la propiedad

γ = γ−1, (ver Proposición 3.4, [21]), y cada elemento de A se puede escribir de

manera única como a + bx, donde a, b ∈ Z4, α = {x, 2} es un conjunto mı́nimo de

generadores del ideal maximal de A, m2 = 〈2x〉, T = {0, 1} ⊂ Z4 es un conjunto de

representantes del campo residual de A. Adicionalmente si f ∈ A[T] es un polinomio

básico irreducible sobre el anillo A con s = deg(̃f), entonces A[T]/〈f〉 es isomorfo a

GR(4, s)[X]/〈X2 + 2X〉, por el Teorema 4.1.1, Ts = {a0 + a1T + . . .+ as−1T
s−1 : ai ∈

{0, 1} ⊂ Z4} es un conjunto de representantes del campo residual de A[T]/〈f〉. Por el

Lema 4.1.5, se tienen las relaciones en A[T]/〈f〉: (0, 1)⊥α = (0, 1)α y (1, λ1)
⊥
α = (1, λ2)α,

donde λ1, λ2 ∈ Ts y λ̃2 = λ̃1 + 1 en F2s .

Ejemplo 4.3.2 Sean A = Z4[X]/〈X2 + 2X〉 el anillo (11) del Teorema 2.2.1, γ una

unidad del anillo A y C un código γ-constaćıclico de longitud 9 sobre A.

Por el Lema de Hensel, T9 − γ se factoriza en A[T] como T9 − γ = f1f2f3, donde:

f1 = T6 + γT3 + 1,

f2 = T2 + γT + 1,

f3 = T + 3γ.

Aśı, r1 = 0, r2 = 3 y ∅ es el único conjunto especial. En el Teorema 4.3.1, U =

{1, 2, 3}.
Y se tienen las siguientes relaciones

(a) Si λ = a0 + a1T + a2T
2 + a3T

3 + a4T
4 + T5, entonces (1, λ)⊥α = (1, 1 + λ)α y el

residuo de la división de (1 + λ)∗T9−5γ por f1 es

3a3γ + 1 + a0 + 3a2γT + 3a1γT2 + 3a3T
3 + (γ + 3a2)T

4 + (a4γ + 3a1)T
5.

Aśı

〈((1, λ)⊥α )∗f1〉 = 〈(1, λ)αf1〉
⇔ ã0 + ã1T + ã2T

2 + ã3T
3 + ã4T

4 + T5 =

ã0 + 3ã3γ̃ + 1 + 3ã2γ̃T + 3ã1γ̃T2 + 3ã3T
3 + (γ̃ + 3ã2)T

4 + (ã4γ̃ + 3ã1)T
5

⇔ ã3 = 1, ã2 = ã1, ã4 = ã1 + 1

⇔ λ = a0 + a1T + a1T
2 + T3 + (1 + a1)T

4 + T5,

para algunos a0, a1 ∈ {0, 1}.
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(b) Si λ = a0 + a1T + a2T
2 + a3T

3 + T4, entonces (1, λ)⊥α = (1, 1 + λ)α y el residuo

de la división de (1 + λ)∗T9−4γ por f1 es

3a3γ + 1 + a0 + 3γa2T + 3γa1T
2 + 3a3T

3 + 3a2T
4 + (γ + 3a1)T

5.

Aśı

〈((1, λ)⊥α )∗f1〉 = 〈(1, λ)αf1〉
⇔ ã0 + ã1T + ã2T

2 + ã3T
3 + T4 =

3ã3γ̃ + 1 + ã0 + 3γ̃ã2T + 3γ̃ã1T
2 + 3ã3T

3 + 3ã2T
4 + (γ̃ + 3ã1)T

5

⇔ ã1 = ã2 = ã3 = 1

⇔ λ = a0 + T + T2 + T3 + T4, a0 ∈ {0, 1}.

(c) Si λ = a0 + a1T + a2T
2 + T3, entonces (1, λ)⊥α = (1, 1 + λ)α y el residuo de la

división de (1 + λ)∗T9−3γ por f1 es

3γ + a0 + 1 + 3a2γT + 3a1γT2 + 3T3 + 3a2T
4 + 3a1T

5.

Aśı

〈((1, λ)⊥α )∗f1〉 = 〈(1, λ)αf1〉
⇔ ã0 + ã1T + ã2T

2 + T3 =

3γ̃ + ã0 + 1 + 3ã2γ̃T + 3ã1γ̃T2 + 3T3 + 3ã2T
4 + 3ã1T

5

⇔ ã1 = ã2 = 0

⇔ λ = a0 + T3, a0 ∈ {0, 1}.

(d) Si λ = a0 + a1T + T2, entonces (1, λ)⊥α = (1, 1 + λ)α y el residuo de la división

de (1 + λ)∗T9−2γ por f1 es

γ(a0 + 1) + 3T + 3a1T
2 + 3γT4 + 3γa1T

5.

Aśı

〈((1, λ)⊥α )∗f1〉 = 〈(1, λ)αf1〉
⇔ ã0 + ã1T + T2 =

γ̃(ã0 + 1) + 3T + 3ã1T
2 + 3γ̃T4 + 3γ̃ã1T

5

⇔ 0 = 1.
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(e) Si λ = a0 + T, entonces (1, λ)⊥α = (1, 1 + λ)α y el residuo de la división de

(1 + λ)∗T9−1γ por f1 es

a0 + 1 + 3γT2 + 3T5.

Aśı

〈((1, λ)⊥α )∗f1〉 = 〈(1, λ)αf1〉
⇔ ã0 + T = ã0 + 1 + 3γ̃T2 + 3T5

⇔ 0 = 1.

(f) Si λ = a0, entonces (1, λ)⊥α = (1, 1 + λ)α y el residuo de la división de (1 +

λ)∗T9−0γ por fi, i ∈ {1, 2, 3}, es

1 + λ = 1 + a0.

Aśı

〈((1, λ)⊥α )∗fi〉 = 〈(1, λ)αfi〉
⇔ ã0 = 1 + ã0

⇔ 0 = 1.

(g) Para i ∈ {1, 2, 3}, se tiene

〈((0, 1)⊥α )∗fi〉 = 〈2fi〉 = 〈(0, 1)αfi〉.

(h) Si λ = a0 + T, entonces (1, λ)⊥α = (1, 1 + λ)α y el residuo de la división de

(1 + λ)∗T9−1γ por f2 es

a0 + 1 + 3γ + 3T.

Aśı

〈((1, λ)⊥α )∗f2〉 = 〈(1, λ)αf2〉
⇔ ã0 + T = ã0 + 1 + 3γ̃ + 3T

⇔ λ = a0 + T, a0 ∈ {0, 1}.

Por lo tanto C = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉 es alguno de los siguientes:
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(a)
〈
[x + 2(a0 + a1T + a1T

2 + T3 + (1 + a1)T
4 + T5)]f̂1, 2f̂2, 2f̂3

〉
, a0, a1 ∈ {0, 1}.

(b)
〈
[x + 2(a0 + T + T2 + T3 + T4)]f̂1, 2f̂2, 2f̂3

〉
, a0 ∈ {0, 1}.

(c)
〈
[x + 2(a0 + T3)]f̂1, 2f̂2, 2f̂3

〉
, a0 ∈ {0, 1}.

(d)
〈
2f̂1, 2f̂2, 2f̂3

〉
=
〈
2
〉
.

(e)
〈
[x + 2(a0 + a1T + a1T

2 + T3 + (1 + a1)T
4 + T5)]f̂1, [x + 2(a2 + T)]f̂2, 2f̂3

〉
,

a0, a1, a2 ∈ {0, 1}.

(f)
〈
[x + 2(a0 + T + T2 + T3 + T4)]f̂1, [x + 2(a1 + T)]f̂2, 2f̂3

〉
, a0, a1 ∈ {0, 1}.

(g)
〈
[x + 2(a0 + T3)]f̂1, [x + 2(a1 + T)]f̂2, 2f̂3

〉
, a0, a1 ∈ {0, 1}.

(h)
〈
2f̂1, [x + 2(a0 + T)]f̂2, 2f̂3

〉
, a0 ∈ {0, 1}.

En consecuencia si φ :
[
Z4[X]/〈X2 + 2X〉

]9
→ Z18

4 está dado por

~a+~bx 7→ (~a+~b,~b), donde ~a,~b,∈ Z9
4.

El mapeo de Gray definido en [21]. Entonces φ(C⊥) = φ(C) = φ(C)⊥ es un código

cuaternario autodual de longitud 18, |φ(C)||φ(C)⊥| = |φ(C)|2 = |Z4|18 = 418, |φ(C)| =
49.
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Conclusiones

Recordemos que F3 denota la familia de anillos locales finitos de Frobenius no de

cadena y cuyo ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3, L4 denota la familia de

anillos locales finitos de Frobenius no de cadena con longitud 4 y que L4 ⊂ F3.

En esta tesis, los códigos mencionados sobre anillos locales son de longitud prima

relativa con la caracteŕıstica del campo residual del anillo.

1. Los anillos locales finitos de Frobenius no de ca-

dena y con longitud 4

En este trabajo se han descrito todos los anillos de la familia L4, y por las siguientes

contenciones, (ver Lemas 2.2.2 y 2.2.3),


Anillos locales

finitos de Frobenius

no de cadena con

p4 elementos

 ⊂


Anillos locales

finitos de Frobenius

no de cadena con

longitud 4

 ⊂


Anillos locales

finitos de Frobenius

no de cadena cuyo

ideal maximal

tiene índice de

nilpotencia 3


se han determinado todos los anillos locales de Frobenius no de cadena con p4 ele-

mentos.
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2. Sobre la estructura de los códigos γ-constaćıclicos

sobre anillos de la familia F3.

En este trabajo se ha descrito la estructura de los códigos γ-constaćıclicos sobre

anillos de la familia F3, donde la longitud del código es prima relativa con la carac-

teŕıstica del campo residual del anillo.

Para obtener los códigos C, sobre el anillo (A,m,F(q)) ∈ F3, se deben seguir los

siguientes pasos:

(1) Factorizar sobre el anillo A el binomio Tn− γ como producto de únicos polino-

mios básicos irreducibles. Esto se hace primero factorizando el binomio Tn − γ̃
sobre el campo residual del anillo A, posteriormente aplicar el Lema de Hensel

y finalmente aplicar el Lema 1.3.2.

(2) Si l es la longitud del anillo y Tn − γ = f1f2 · · · fr es la factorización de Tn − γ
como producto de únicos polinomios básicos irreducibles, obtener una partición

con l + 1 subconjuntos del conjunto {1, 2, . . . , r}, U0,U1, . . . ,Ul.

(3) Para cada i ∈ {2, . . . , l − 2} y cada u ∈ Ui elegir una matriz en forma escalón

reducida por filas sobre Fqsu , su = deg(̃fu).

(4) Finalmente, obtener el código de acuerdo a la fórmula:

C = 〈m2
∏
u6∈U1

fu,m
∏

u6∈Ul−1

fu,
∏
u6∈Ul

fu, (Hu)Tsu (α)̂fu : u ∈ ∪l−2i=2〉.

donde f̂(T) = Tn−γ
f(T)

.

3. El dual de códigos γ-constaćıclicos sobre anillos

en la familia L4

La descripción dada para un código γ-constaćıclico sobre anillos de la familia F3

fue útil para calcular el código dual de un código constaćıclico sobre anillos en la

familia L4, (ver [4]).

Para presentar el método para obtener el dual de un código γ-constaćıclico, cuando
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el alfabeto del código es un anillo en la familia L4, primero presentamos el método

para obtener códigos γ-constaćıclico sobre anillos en la familia L4, lo cual es un caso

especial de la conclusión anterior.

Para la descripción de los códigos γ-constaćıclicos sobre anillos en la familia L4 se

deben seguir los siguientes pasos:

(1) Una vez factorizado el binomio Tn − γ como producto de polinomios básicos

irreducibles, Tn − γ = f1f2 · · · fr. Obtener una partición con 5 subconjuntos

del conjunto {1, 2, . . . , r}, U0,U1,U2,U3,U4. Definir Fi =
∏

u∈Ui fu, para i ∈
{0, 1, 3, 4} y U = U2.

(2) Para cada u ∈ U elegir ~vu ∈ {(0, 1), (1, λ) : λ ∈ Tdeg(fu)}, ver Observación 7

(3) Finalmente, obtener el código de acuerdo a la fórmula:

C = 〈m2F̂1,mF̂3, F̂4, (~vu)αf̂u : u ∈ U〉

Ahora para obtener el dual del código C, se deben seguir los siguientes pasos:

(1) Para cada u ∈ U obtener (~v⊥u )∗, ver Observación 7.

(2) Finalmente, obtener el código dual de acuerdo a la fórmula:

C⊥ = 〈m2F̂∗3,mF̂∗1, F̂
∗
0, (~v

⊥
u )∗αf̂∗u : u ∈ U〉.

4. Códigos autoduales sobre anillos de la familia L4

La caracterización de los códigos autoduales sobre anillos de la familia L4 se

presentó en el Teorema 4.3.1.

119



120



Índice de śımbolos

a(Ts) Elemento de Ts ⊂ B que representa al elemento a ∈ Fqs

A[T] Anillo de polinomios en una variable con coeficientes en el

anillo A

A[X1, . . . ,Xr] Anillo de polinomios en las variables X1, . . . ,Xr con coefi-

cientes en el anillo A

AnnA(M) Anulador del A-módulo M

A∗ Grupo de unidades del anillo A

(A,m, k) Anillo local A con ideal maximal m y campo residual k

B = A[T]/〈f(T)〉 La extensión no ramificada de A determinada por f(T),

f(T) es un polinomio básico irreducible de grado s

C⊥ Dual del código lineal C

car(A) Caracteŕıstica del anillo A

dimk(V) Dimensión del k-espacio vectorial V

det(A) Determinante de la matriz A
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deg(f) Grado del polinomio f

f∗ Polinomio reverso de f

F3 Familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena

y cuyo ideal maximal tiene ı́ndice de nilpotencia 3

Fq Campo finito con q elementos, q = pd, p es un número pri-

mo y d es un natural

(F∗q)2 Los cuadrados de las unidades del campo finito Fq

f̂ Cociente de la división de Tn − γ con f

GR(pk, d) Anillo de Galois

G(n, q) Número de Galois sobre el campo finito Fq

HTs(α) Ideal de B dado por 〈
∑l

i=1 a1i(Ts)αi, . . . ,
∑l

i=1 aki(Ts)αi〉,
H es la matriz (aij) sobre el campo finito Fqs

I + J Suma de los ideales I y J

IJ Producto de los ideales I y J

Ik Potencia del ideal I

I[T] Polinomios con coeficientes en el ideal I

LM(G) Monomios lideres de los polinomios del conjunto G

`A(M) Longitud del A-módulo M

LA(M) Ret́ıcula de A-submódulos de M
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L4 Familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena

de longitud 4

Rad(A) Radical de Jacobson

Soc(M) Zoclo de M

su Grado del polinomio fu

T Conjunto de representantes del campo residual del anillo

local finito (A,m,Fq)

Ts Conjunto de representantes del campo residual de B, el

campo residual es B/mB = Fqs y Ts está dado por

{a0 + . . .+ as−1T
s−1 : ai ∈ T}

t Índice de nilpotencia del ideal maximal del anillo local A

~v⊥α Denota al ideal annB(~uBα)

vA(M) Número mı́nimo de generadores del A-módulo M

|X| Cardinalidad del conjunto X

Zn Anillo de enteros módulo m

γ Unidad del anillo A

σγ Permutación γ-constaćıclica

ργ La representación polinomial de An.

(
n
k

)
q

Coeficiente binomial Gaussiano
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α = {α1, . . . , αl} Conjunto mı́nimo de generadores del ideal maximal del

anillo local A

˜ La proyección natural

〈m1, . . . ,ms〉 A-submódulo de M generado por m1, . . . ,ms

{0, 1, . . . , ζpd−2} Conjunto de Teichmüller del anillo de Galois GR(pk, d)

(0, 1)α El elemento α2 (cuando A ∈ L4)

(1, λ)α El elemento α1 + λα2 (cuando A ∈ L4)

(0, 1)Bα El ideal de B generado por α2 (cuando A ∈ L4)

(1, λ)Bα El ideal de B generado por α1 + λα2, λ ∈ Ts (cuando

A ∈ L4)
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Duals of constacyclic codes over finite local non-chain Frobenius rings of lenght

4, Discrete Mathematics vol. 43, (33-55), (2018).

[5] H. Q. Dinh, Constacyclic Codes of length ps over Fpm+uFpm , Journal of Algebra,

vol. 324, (940-950), (2010).
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