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Resumen

En este trabajo se encuentran todos los anillos locales finitos de Frobenius no de
cadena de longitud 4, como consecuencia se determinan todos los anillos locales de
Frobenius, no de cadena y con p* elementos, p un ntimero primo. También se deter-
mina la estructura de los cddigos y-constaciclicos y sus duales sobre anillos locales
finitos de Frobenius no de cadena y cuyo ideal maximal tiene indice de nilpotencia 3,
donde la longitud del codigo no es divisible por la caracteristica del campo residual del
anillo. La descripcién de tales c6digos sobre dichos anillos requiere de dos cosas: 1) la
factorizacion del polinomio T™ —~ como producto de polinomios bésicos irreducibles.
2) conocer algunas matrices en forma escalén reducida sobre ciertos campos finitos.






Introduccion

Los c6digos correctores de errores surgieron originalmente como respuesta a cues-
tiones transmision fiable de datos codificados digitalmente. El articulo de Claude
Shannon, A Mathematical Theory of Communication [26], inici6 la rama de la llama-
da teoria de cddigos correctores de errores. Desde entonces la codificacion algebraica
ha tenido conexiones con Algebra y Combinatoria. La transmision de informacion a
través de teléfono celular, television digital, satélites no seria posible sin el desarrollo
de los codigos detectores-correctores de errores.

Dado el anillo A, un cédigo ciclico es un cédigo invariante bajo la permutacion
ciclica ¢ : A" — A" dada por o(ag,as,...,a,-1) = (an_1,0a0,...,a,2). Muchos
cddigos importantes, como los cédigos de Golay, los codigos de Hamming y los BCH
se pueden representar como c6digos ciclicos. En [12] se hace la descripcién de los codi-
gos binarios de Kerdock y de Preparata usando cédigos ciclicos lineales y la funcion
de Gray sobre el anillo de enteros médulo 4. Esto motiva el estudio de la estructura de
cédigos ciclicos lineales sobre anillos finitos y los codigos binarios obtenidos con funcio-
nes de Gray de tales cédigos, donde una funcién de Gray sobre el anillo A con valores
en el anillo B es una funcién biyectiva ¢ : A® — B™ que cumple ¢(Ct) = ¢(C)*, para
todo cddigo lineal C y ()* denota el cédigo dual con respecto al producto interno
canoénico en el anillo respectivo. Una generalizacion natural de los cédigos ciclicos
son los codigos ~y-constaciclicos, estos son los codigos invariantes bajo la permutacion
y-constaciclica o, : A" — A™ dada por o, (ag, @1, ..., a,—1) = (Yan—1, a0, - - ., Gn—2),
donde 7 es una unidad del anillo A.

Se ha descrito la estructura de cédigos y-constaciclicos lineales sobre algunos ani-
llos finitos, [2], [6], [9], [7], [14], [27], [29], v se han estudiado distintas funciones de
Gray sobre diversos anillos, [11], [15], [10], [28] [30]. Lo comun de estos trabajos es
que los anillos considerados son anillos finitos de cadena, es decir anillos finitos ta-



les que su reticula de ideales es una cadena bajo la inclusiéon de conjuntos, y anillos
locales finitos de Frobenius, es decir anillos locales finitos que tienen un tnico ideal
minimal. Notar que los anillos finitos de cadena son parte de los anillos locales finitos
de Frobenius.

La razén por la que los anillos finitos considerados en los trabajos de codigos
lineales son anillos finitos de Frobenius, es porque en estos anillos se satisfacen las
relaciones de Macwilliams y las relaciones (Ct)+ = C, |C||C*| = |A|", donde C es
un cédigo lineal de longitud n sobre el alfabeto A. El estudio de cddigos lineales
sobre anillos finitos de Frobenius se reduce al estudio de codigos lineales sobre anillos
locales finitos de Frobenius, pues: (1) los codigos lineales sobre una suma directa de
anillos son suma directa de c6digos lineales sobre los anillos de la suma directa, (2)
todo anillo finito se puede descomponer en suma directa de anillos locales finitos, (ver
[19]), ¥ (3) si el anillo finito es de Frobenius entonces los anillos locales en los que se
descompone también son de Frobenius.

La estructura de cédigos ciclicos sobre Zy4, de longitud impar, se hizo en [30]. Una
generalizacién natural del estudio de cédigos ciclicos sobre Z4 se hace en [2] y [6],
donde se describe la estructura de los coédigos ciclicos sobre el anillo de enteros modu-
lo p*, cuando la longitud del cédigo no es divisible por p, p es un nimero primo y
k > 1 un entero. Una generalizacién a lo anterior se hizo en [7], aqui se describe la
estructura de codigos ciclicos y negaciclicos sobre anillos finitos de cadena, donde la
longitud del cédigo no es divisible por la caracteristica del campo residual del anillo.
El siguiente paso fue estudiar la estructura de cédigos constaciclicos sobre algunos
anillos locales finitos de Frobenius que no son de cadena. Por ejemplo, en [14] se
describe una forma de los generadores de cédigos ciclicos lineales sobre el anillo
Fo[X, Y]/(X%,Y?) y se define la funcién de Gray ¢ : |Fo[X,Y]/(X? Y?) " F3",
dada por @+ bx 4+ & + dxy — (@+b+é+ d,c+d, b+ d,d), donde @,b,¢,d € F?.
Es importante mencionar que esta descripcién no es 1til, pues no se describe un
método que permita conocer los cédigos ciclicos, y que ningtin otro trabajo ha usa-
do esta descripcién para obtener propiedades de tales codigos. En [21] las siguientes
funciones de Gray fueron presentadas ¢ : [Fo[X,Y]/(X?+ Y% XY)]" — F4" dada por

A+bx+3y+dx? — (@+d, b, d), donde @,b, ¢ d € F}, y ¢ : [Z4[X]/<X2+2X>} — 72n
dada por @+ bx — (@ +b, g), donde @,b € Z}. En estos tres casos las funciones de Gray
son lineales, y los anillos considerados son locales de Frobenius, no son de cadena y
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tienen 16 elementos.

Por otra parte, si p es un nimero primo, es sabido que salvo isomorfismo existe
solo un anillo local con p elementos, tal anillo es el campo finito F,,.
Los anillos locales con p* elementos son: 2) Fp2, 3) Z,2 y 4) F,[X]/(X?).
Si p es impar, los anillos locales de p? elementos son: 5) Fs, 6) Z,s, 7) F,[X]/(X?),
8) Z2 [X]/ (X2 — p, pX), 9) Z,2[X]/(X? — (p, pX),  es un elemento primitivo del cam-
po By, 10) F,[X, Y]/(X, Y)? v 11) Z,e[X]/ (X2, pX).
Si p = 2, los tnicos seis anillos locales con 23 elementos son: 12) Fas, 13) Zys,
14) Fy[X]/(X3), 15) Z2[X] /(X% — 2,2X), 16) Fo[X, Y]/(X, Y)2 y 17) Zy[X]/ (X2, 2X),
(ver [20], Ejercicio XIX.9, pagina 384).
Es facil verificar que los anillos 10), 11), 16) and 17) no son anillos locales de Fro-
benius, esto pues el anulador de su ideal maximal no es un ideal simple, y los otros
anillos son de cadena.
Asi, los anillos locales finitos de Frobenius que no son de cadena deben buscarse en
los anillos locales de p? elementos, con p un nimero primo y d > 4.
Recientemente los anillos locales de Frobenius que no son de cadena con 2* elemen-
tos fueron determinados en ([21]) y son: Z4[X, Y]/(X? — Y2 Y? — 2, XY, Y3, 2X, 2Y),
Zy[X, Y] /(X2 Y2 XY —2,2X,2Y), Z4[X]/(X?), Z4[X]/(X? - 2X), Zg[X]/(X? — 4, 2X),
Fo X, Y]/(X2,Y?), Fo[X, Y]/(X? — Y2 XY, Y?). Ahora si p es un niimero primo serfa
interesante determinar los anillos locales de Frobenius que no son de cadena con p*
elementos y también determinar la estructura de los cddigos constaciclicos sobre esos
anillos.

Se denota a la familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena y cuyo
ideal maximal tiene indice de nilpotencia 3 por §3 y a la familia de anillos locales
finitos de Frobenius no de cadena de longitud 4 por £,. La relacién |M| = [F |
(ver Lema 1.3.4), donde M es un A-médulo sobre un anillo local finito A con campo
residual e y £A(M) es la longitud de M, y el hecho de que todo anillo de longitud
uno 6 dos es un anillo de cadena, (ver Lema 2.2.1), implican que si A es un anillo
local finito de Frobenius no de cadena y con p* elementos, entonces A € £,. En este
trabajo se determinan todos los anillos de la familia £,.

Para un anillo local A con ideal maximal m, el indice de nilpotencia de m es el menor
entero t para el cual se cumple m’ = (0). Las relaciones (1) : £o(A) > t, ( ver Lema
1.3.6), (2) A es anillo de cadena si y sélo si t = £5(A), (ver Proposicién 2.1.1), (3)
si A es un anillo de Frobenius y su ideal maximal tiene indice de nilpotencia uno 6
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dos entonces A es anillo de cadena, (ver Lema 2.2.1), implican que si A es un anillo
en la familia £4 entonces el anillo pertenece a la familia §3. En el Ejemplo 2.1.1 se
verificara que los siguientes anillos pertenecen a la familia §3

Ay = FolXq, . X /(XX =X X0, X5, .o X7 0 (4,5), 1 < i< j < K, (i,7) # (1,2)),

donde k > 3 es un entero tal que (k—1,q) = 1. También se verificard que la longitud
de los anillos A q) es k + 2, asf la familia §3 tiene anillos de todas las longitudes.

Este trabajo tiene tres propédsitos. El primero es determinar todos los anillos finitos
de Frobenius que no son de cadena y de longitud 4. Este resultado generaliza el caso
p = 2 presentado en [21] y se desarrolla en el Capitulo 2. El segundo propdsito es
describir los codigos ~v-constaciclicos sobre anillos de la familia §3, donde la longitud
del cédigo no es divisible por la caracteristica del campo residual del anillo, lo cual se
desarrolla en el Capitulo 3. El tercer propdsito es la descripcién de los cédigos duales
de los codigos ~y-constaciclicos sobre anillos de la familia £4, cuando la longitud del
c6digo no es divisible por la caracteristica del campo residual del anillo. Esto se hace
en el capitulo 4 y una consecuencia de este resultado es dar la caracterizacion de
los cédigos ~y-constaciclicos autoduales, sobre el tipo de anillos mencionado y con la
longitud mencionada.

De esta manera dado el anillo A € T3, para la descripcion de los cédigos -
constaciclicos sobre el anillo A, donde la longitud del cédigo no es divisible por la
caracteristica del campo residual de A, solo se requeriran dos cosas: 1) la factorizacién
del polinomio T™ — ~ como producto de polinomios basicos irreducibles, lo cual se
hace primero factorizando el polinomio T™ — 7 sobre el campo residual del anillo A
y después usando el Lema de Hensel, Lema 1.3.5, y 2) conocer algunas matrices en
forma escalon reducida por filas sobre algunos campos finitos.

La distribucién de esta tesis es la siguiente: En el Capitulo 1 se dan conceptos y
definiciones que son fundamentales para el desarrollo de los tépicos aqui trabajados.
En la Seccién 1.1 se dan definiciones y resultados bésicos de Algebra Conmutativa,
por ejemplo acerca de ideales simples y principales, el Teorema de Correspondencia, la
longitud de un médulo, la expansion de ideales en una extensién de anillos, el Teorema
Chino del Residuo. En la Seccién 1.2 se recuerda el cambio de anillo para un médulo
y se define el coeficiente binomial Gaussiano, el cual es el nimero de subespacios de
dimensién k de un espacio vectorial de dimension n sobre un campo finito, con k < n.
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En la Secciéon 1.3 se estudian propiedades generales de anillos locales finitos, por
ejemplo se enuncia el Lema de Nakayama, se define conjunto minimo de generadores
de un moédulo sobre un anillo local, se estudian relaciones entre el indice de nilpotencia
del ideal maximal y la longitud del anillo local, relaciones entre el cardinal de médulos
sobre un anillo local y su longitud. Se describen propiedades de las extensiones no
ramificadas de un anillo local, estas extensiones son muy importantes pues el estudio
de codigos y-constaciclicos, sobre un anillo local, se reduce al estudio de los ideales de
las extensiones no ramificadas del anillo local. Se presenta el Lema de Hensel, el cual
es un método con el cual se puede obtener la factorizacion de ciertos polinomios en
un anillo local a partir de la factorizacién del polinomio reducido al campo residual,
este resultado es usado para reducir los c6digos y-constaciclicos, sobre un anillo local,
a los ideales de ciertas extensiones no ramificadas del anillo local.

En el Capitulo 2 se describen los primeros resultados de esta tesis, correspondientes
a la caracterizacion de que un anillo local tenga la propiedad de ser anillo de Frobenius
o anillo de cadena a partir de sus extensiones no ramificadas. En la Seccién 2.1 se
define anillo local de Frobenius y anillo de cadena, se presentan algunas equivalencias
y propiedades de este tipo de anillos y se dan resultados que caracterizan la propiedad
de ser anillo de Frobenius y anillo de cadena a partir de sus extensiones no ramificadas.
En la Seccién 2.2 se describen todos los anillos locales de Frobenius no de cadena y
de longitud 4. Una consecuencia es que los anillos locales de Frobenius no de cadena
con 16 elementos son presentados, de esta manera los resultados obtenidos en [21] son
generalizados.

En el Capitulo 3 se describe la estructura de codigos y-constaciclicos sobre anillos
de Frobenius no de cadena cuyo ideal maximal tiene indice de nilpotencia 3. En la
Seccion 3.1 inicia el andlisis de los cddigos y-constaciclicos y se presenta una caracte-
rizacion de anillo de cadena en términos de sus cddigos y-constaciclicos. En la Seccién
3.2 se describe la reticula de ideales de un anillo en la familia §3 y con ello se obtiene
la caracterizacién de los codigos ~y-constaciclicos sobre ese tipo de anillos, cuando la
longitud del cédigo no es divisible por la caracteristica del campo residual del anillo.
Algunos ejemplos son incluidos para ilustrar los resultados presentados.

El dual de un cédigo vy-constaciclico sobre un anillo de la familia £4, cuando la
longitud del cédigo no es divisible por la caracteristica del campo residual del anillo,
es determinado en el Capitulo 4. En la Seccién 4.1 se determinan las extensiones
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no ramificadas de un anillo en la familia £4 y se describe el ideal anulador de los
ideales de un anillo en la familia £4. En la Seccién 4.2 se describe el cédigo dual de
los codigos mencionados y en la Seccién 4.3 se caracteriza a los codigos constaciclicos
autoduales. Algunos ejemplos son incluidos para ilustrar los resultados presentados.
Finalmente, se dan las conclusiones del trabajo y se comentan lineas de investigacion
que se desprenden de esta tesis.
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Capitulo 1

Anillos y anillos locales

El estudio de cédigos y-constaciclicos sobre un anillo local finito, donde la longi-
tud del cédigo es prima relativa con la caracteristica del campo residual del anillo,
se reduce a estudiar la reticula de ideales de las extensiones no ramificadas del anillo
local (ver la Proposicién 3.1.1 y el Lema 3.1.1). Por ello en este capitulo presentamos
resultados generales de Algebra Conmutativa que serviran para describir una parte
de la reticula de ideales de las extensiones no ramificadas de un anillo local a partir de
las propiedades del anillo local. Las principales referencias son [19], [20], [25] y [32].
Siempre se supondra que los anillos considerados en este trabajo son conmutativos,
finitos y con identidad, también que los médulos son finitamente generados. A* de-
notard las unidades del anillo A.

1.1. Preliminares

En esta seccion se presenta una caracterizacién para médulos simples, tal concepto
sera utilizado en el resto de este trabajo, por ejemplo, los médulos simples son un
concepto necesario para el estudio de la longitud de los mdédulos, anillos que en este
trabajo son estudiados estan caracterizados por el hecho de tener un tnico ideal
minimal que resulta ser simple. Se define el concepto de longitud de médulos ([20]),
la cual es una generalizacion del concepto de dimension para espacios vectoriales, asi
las propiedades de la longitud de modulos son semejantes a las propiedades de la
dimension en espacios vectoriales. Se define el concepto de expansion de ideales en
una extension de anillos, tal concepto resulta ttil para estudiar la reticula de ideales
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de un anillo a partir de la reticula de ideales de un subanillo. Se presenta el Teorema
Chino del Residuo y un resultado que describe los ideales de un producto cartesiano de
anillos, tales resultados son de importancia pues el primero se usa para descomponer
un anillo en suma directa de anillos, esto cuando el anillo contiene ideales coprimos
a pares, y el segundo se usa para conocer la reticula de ideales de una suma directa
de anillos.

DEFINICION 1.1.1 Sea A un anillo y M un A-mddulo.

(1) Se dice que M es simple si M no es cero y sus unicos A-submdédulos son los
triviales.

(2) Se dice que M es principal si existe m € M tal que M = (m) = {am : a € A}.

(8) Se dice que M es libre si es isomorfo a una suma directa (finita) de copias de

A.
(4) anng(M) :={a € A:am =0,V meM }, es llamado el ideal anulador de M.

(5) La familia de A-submaodulos de M es denotada por La(M). La(A) serd denotado
simplemente por L(A), el cual es la familia de ideales de A.

Nétese que L 4(M) con la inclusién de conjuntos es un conjunto parcialmente ordena-
do.

El siguiente resultado es el conocido Teorema de Correspondencia, su demostracion
se puede encontrar por ejemplo en [1].

TEOREMA 1.1.1 Sean M y N A-mdédulos y1 : N — M un epimorfismo de A-maédulos.
Sea J = {N; € LA(N) : ker(¢)) € Ny}. Entonces existe una biyeccion

P LAM) — g, " (My) = ¢~ (My).
La inversa de * estd dada por (¢*)"'(Ny) = (Ny).
LEMA 1.1.1 Sea A un anillo y M un A-mddulo. Entonces:

(1) M es principal si y solo si M= A/J, donde J es un ideal de A.
Ademds, si M = (m), entonces J = anna(m).

16



(2) M es simple si y sélo si M= A/J, donde J es un ideal mazimal de A.

En particular, si 1 es un ideal de A que es simple, entonces 1 es un ideal principal.

Demostracién.

(1) =) Supongamos que M = (m). Sea ¢ : A — M, dada por ¢(x) = xm. Entonces
¥ es epimorfismo de A-médulos, M 2 A /ker, por el primer teorema de isomorfismos,
y kery) = anny (m).

<) Supongamos ahora que M = A/J, con J un ideal de A. Puesto que A/J es A-
moédulo principal, generado por 1+ J, se sigue que M es principal.

(2) Se sigue del inciso anterior y del Teorema de correspondencia.

DEFINICION 1.1.2 Sea A un anillo y M un A-mddulo.

(1) Una cadena de submddulos de M es una secuencia de submddulos de M de la
forma:
0y =M, CcM;_; C...C My CM;=M.

Decimos que la cadena tiene longitud [.
(2) Una cadena de submddulos es llamada serie de composicion si cada cociente

M;/M; 41 es un mddulo simple, es decir, no hay submddulos entre M; y M;
distintos de M; y M, 1.

El siguiente resultado permite definir la longitud de un moédulo, su demostracion
se puede ver por ejemplo en [20].

PROPOSICION 1.1.1 Sea A un anillo y M un A-mddulo. Si M tiene una serie de
composicion finita de longitud l, entonces cualquier cadena de submddulos de M tiene
longitud menor o igual a [.

Por lo tanto, todas las series de composicion de M tienen la misma longitud.

DEFINICION 1.1.3 Sea A un anillo y M un A-mddulo. La longitud del mddulo M,
lA(M), es la longitud de cualquier serie de composicion de M.

OBSERVACION 1 Ndtese que si A es un campo, entonces {x(x) = dima ()

El resultado que mencionaremos a continuacion no estara acompanado de una
demostracion, la cual se puede ver por ejemplo en [20].
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LEMA 1.1.2 Sea A un anillo y M un A-mddulo, supongase que M tiene una cadena
de submddulos (0) = M; € M;_; C ... € My C My = M tal que x(M;/M;y1) es
finita, para 0 < i <[ —1. Entonces {x(M) es finita y fx(M) = Zé;é Ca(M;/M;4q).

DEFINICION 1.1.4 Sea A un anillo y X un subconjunto no vacio de A. XA denota el
ideal de A gemerado por X, es decir,

XA:{Z a;T; . aiGA,xiEX}.

finita

DEFINICION 1.1.5 Sean A, B anillos, v : A — B un homomorfismo de anillos, I un
ideal de A y J un ideal de B.

(1) Elideal de A, ¥~1(J), es llamado la restriccion de J en A y es denotada por
JMA.

(2) Elideal ¥(I)B es llamado la expansion de 1 en B y es denotado por IB.

La notacién proviene del hecho de que si A es un subanillo de By j: A — B es
la inclusién, entonces j71(J) =JN Ay j(I)B = IB.

DEFINICION 1.1.6 Sea A un anillo e 1 y J ideales de A.

(1) Elideal 1, llamado el producto del ideal 1 con J, estd dado por

IJ:{Z Ui’UZ'ZUiGI,’UiGJ}.

finita
(2) Se dice que 1 y J son ideales coprimos si 1+ J = A.
El siguiente resultado es inmediato de las definiciones.

LEMA 1.1.3 Sean A,B anillos, 1) : A — B un homomorfismo de anillos, 1, J ideales
de A, entonces:

(1) SiI1CJ, entonces IB C JB.
(2) (1L))B = (IB)(JB).
En particular, I*B = (IB)*.

18



Presentamos el Teorema Chino del Residuo y un resultado sobre los ideales de un
producto cartesiano de anillos. El uso que se dara a estos resultados es la descompo-
sicion de ciertos anillos cociente para simplificar el estudio de ideales.

Los resultados que mencionaremos a continuacién no estaran acompanados de una
demostracion, las cuales se pueden encontrar por ejemplo en [32].

LEMA 1.1.4 Sean A un anillo e 11,15, ... 1, ideales de A. Entonces I1,15,...,1, son
1deales coprimos a pares si y solo si Il ---1,_1 eI, son ideales coprimos.

TEOREMA 1.1.2 ( Teorema Chino del Residuo.)

Sean A un anillo e 1y, ... 1. ideales coprimos a pares. Entonces el mapeo
a — (a+T,a+1s...,a+1,)

induce el isomorfismo

=1

a+NL +— (a+Ti,a+1h...,a+1).
i=1
PROPOSICION 1.1.2 Sean A, ..., A, anillos. Entonces todo ideal de A, @ ... D A,
es de la formaly & ... ® 1., conl; ideal de A;, i € {1,...,r}.

1.2. Cambio de anillo y subespacios de un espacio
vectorial

El procedimiento del cambio de anillo simplificard el estudio de una parte de la
reticula de ideales de un anillo al estudio de la reticula de subespacios de un espacio
vectorial ([1]). Se presenta también la correspondencia biyectiva entre las matrices
escalon reducidas por filas sobre un campo finito F, y los [F,-subespacios vectoriales
que un F-espacio vectorial de dimensién finita contiene. Se determina el coeficiente
binomial Gaussiano, (Z)q, el cual representa el nimero de [F -subespacios vectoriales
de dimensién k que un Fg -espacio vectorial de dimensiéon n contiene. Se define el
nimero de Galois, G(n, ¢), que da el nimero total de F -subespacios vectoriales que
un [F -espacio vectorial de dimensién n contiene.
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LEMA 1.2.1 Sea A un anillo, M un A-mdédulo y J un ideal de A tal que J C anny (M).
Entonces la funcion
x : (A/J))yxM — M
(a+J,m) — am
dota a M con estructura de (A/J)-mddulo.

LEMA 1.2.2 Sea A un anillo, M un A-mddulo, J un ideal de A tal que J C anny (M)
y N un subgrupo aditivo de M. Entonces:

(1) N es A-submddulo de M si y sélo si N es (A/J)-submddulo de M.
(2) La(M) = Lasy(M).

Demostracion.

Nétese que M es (A/J)-médulo, por el Lema 1.2.1.

(1) Supongamos que N un A-submédulo de M, es decir AN C N. Sea a+J € (A/J)
y n € N, entonces (a+ J) *n = an € N, lo cual implica que (A/J) « N C N, de donde
se sigue que N es (A/J)-submédulo de M.

Supongamos que N es un (A/J)-submédulo de M, es decir (A/J) * N C N. Sea a € A
y n € N, entonces an = (a+ J)n € N, lo cual implica que AN C N, de donde se sigue
que N es A—submodulo de M.

(2) Se sigue del inciso anterior.

LEMA 1.2.3 Sea A un anillo, I un ideal de A y M un A-mddulo. Entonces M/IM es
(A/T)-mddulo.

Demostracion.
Se sigue del Lema 1.2.1 y el hecho de que I C anny (M/IM).

Sea I, el campo finito con ¢ elementos. Se presenta la correspondencia biyectiva
entre la reticula de F,-subespacios de un Fg-espacio vectorial de dimensién finita con
las matrices escalén reducidas por filas sobre F,. Esta correspondencia es valida sobre
cualquier campo, pero nosotros nos concentramos en el caso en el que el campo es
finito.

DEFINICION 1.2.1 Sea F un campo. Una matriz (k x n) sobre F se dice que estd en
forma escalon reducida por filas (erf) si en cada fila, i =1, ...k, la primer entrada no
cero es igual a 1, el indice de la columna en la que el 1 ocurre, llamada una columna
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pivote, incrementa estrictamente con i, y las k columnas pivote son las columnas de
la matriz identidad (k x k).

EJEMPLO 1.2.1 Los siguientes son ejemplos de matrices en forma escalon reducida
por filas sobre el campo finito F = F,,.

(1) (17 ai, az, a’3>7 (07 17 bla b2)7 (07 Oa 17 Cl), (Oa 07 07 1)7 donde ay, Gz, as, b17 b27 ¢ € ]F;
son todas las (1 X 4) matrices en forma escalon reducida por filas (erf) sobre F.

(2)(10d1 d2><1 eloeg><1 # f20> (01091>
01ds di )’\0 0 1e)\ 00 0 1)\ 001 ¢)
1
0

(8 hi 0 ) (0 010 ) donde d;, e, fi, g, hy € F, son todas las

0 1 0001

(2 x 4) matrices en forma escalon reducida por filas (erf) sobre F.
1 0 0 my 1 0 ny O 1 oo 00 01 00
() 01 0 me |, 01 ny O], 0O 0 10 ], 0010,
0 0 1 mg 00 0 1 0 0 01 0 0 01

donde m;,n;, 01 € F, son todas las (3 x 4) matrices en forma escalon reducida

por filas (erf) sobre F.

El siguiente resultado no estara acompanado de una demostracién, la demostracion
se puede encontrar por ejemplo en [24].

LEMA 1.2.4 Sea V un F,-espacio vectorial de dimension n y {ay,...,a,} una base
para V. Entonces

(1) Cada matriz es equivalente por filas a una unica matriz escalon reducida por

filas.

(2) Los subespacios de V de dimension k estdn en correspondencia biyectiva con las
matrices (k x n) sobre F, en forma escalon reducida por filas.
A la matriz (kxn), (a;;), sobre el campo F, en forma escalon reducida por filas
le corresponde el subsepacio (Y0 | a1, ..., Y o AgiCy).

EJEMPLO 1.2.2 Sea V un espacio vectorial de dimension 4 sobre F, y suponga que
{a1, ag, az, ay} una base de V. Usando el ejemplo 1.2.1 y el inciso (2) del Lema 1.2.4,
los subespacios de V son:
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Los subespacios triviales:

(0)

V = (ayg, a9, a3, ay).

Los subespacios de dimension 1:
(),

(ag + cray),

(g + brag + baow),

(o + a1 + asas + azay),
donde ay,ay, as, by, by, c; € Fy.
Los subespacios de dimension 2:
<a37 Oé4>,

(g + hiag, au),

(a2 + groy, ag + gaoy),

<Of1 + f1a2 + fQCtg, Oé4>,

(o + erag + exay, az + esoy),
(a1 + diag + daou, ap + dsos + daaus),
donde d;, e;, fi,gi,h1 € F,.

Los subespacios de dimension 3:
(o1 + Moy, ag + Moy, ag + msay),
(aq + nyag, ag + noag, ay),

(a1 + 0100, a3, ), (2, (3, Q)
donde m;,n;, 0, € Fy.

En los siguientes lemas se determina el coeficiente binomial Gaussiano, (Z)q, es
decir, el nimero de [F -subespacios de dimensiéon k que un [F-espacio vectorial de
dimensién n contiene.

DEFINICION 1.2.2 Sea F, el campo finito con q elementos y n, k nidmeros enteros
tales que 0 < k < n.

(1) El coeficiente binomial Gaussiano, (Z)q, es el numero de subespacios de V de
dimension k.

(2) El nimero de Galois estd dado por G(n,q) = >_" (”)q.

=0 \3

22



LEMA 1.2.5 Sean = {Iy,1s,...,L,}, 61 = {J1, o, ..., I} dos familias de conjuntos
yr,s € N. Supongase que cada elemento de B estd contenido en r conjuntos de 31 y
que cada elemento de By contiene s conjuntos de 3. Entonces ms = nr.

Demostracién.

Para cada k € {1,...,m}, sea X = {(i,k) : I; C Ji}, entonces |Xy| = sy Xg, N
Xk, = 0, para ki # ky. Para cada k € {1,...,n}, sea Yy = {(k,4) : I, C J;}, entonces
Y| =7y Y, NYy, =0, para ki # ky. Finalmente obsérvese que (a, 1) € U, X; <
(a,n) € X,), para algin n € {1,...,m} & 1, C J,, paral, € 3, J,, € B y algin n €
{1,....m} & (o,n) € Yo C U, Y;. De estas afirmaciones se sigue que |J", X; =
U Yiy [UZ Xl = UL, Yil = ms = nor.

LEMA 1.2.6 Sea V un Fy-espacio vectorial de dimension n y k un nimero entero tal
que 0 < k < n. Entonces

(n> _ (@ -D@"—a)@" — )" — ) (¢" = ")

k (" = D(¢* — )" — ) (¢" —¢*) - (¢" — ¢*71)

(" =D =@ =)@ =1 (¢ = (gD — 1)
(" =D = D@2 =12 -1)-- (- 1)(g—1) ‘

Demostracién.

Es claro que (Z)q solo depende de ¢, n y k. Sea V; un subespacio de dimensién 1
de V, puesto que los subespacios de V de dimensién k& que contienen a V; estan en
correspondencia biyectiva con los subespacios de dimensién k& — 1 de V/Vy, por el
Teorema de correspondencia, y V/V; es un espacio de dimensién n — 1 que contiene
(Zj)q subespacios de dimension k — 1, se sigue que Vi esta contenido en (Zj)q
subespacios de dimension k£ de V.

Por otra parte todo espacio de dimensién k contiene qqfll subespacios de dimension
k n n
’ : “=1(n _ q"—1(n—-1 n _ q"—1(n—-1
1. Asi, por el Lema 1.2.5, se tiene que —y (k)q =15 (k:—l)q y (k)q = 71 (k_l)q, lo

cual implica:

(0),= 5= (00, = nen (22), -




¢ —1)

( )( )( - 2))---Eqn—q’“‘2 (n—(k—l))q:

. qk _ qk72) 1
(¢" — 1)(61” — q)(é]” q2)(q” — @) ("= (Y — 1)
(" =" — )" — )" —¢3)---(¢" — ¢*2)(q¢ — 1)
(@ =" — )" — )" =) - (" —d" )" — ") _
(¢" — 1)((1’“ — (" — (" — %) - (¢" — ¢ 2)(¢" — ¢*1)
(¢" =D = D" = D" =1 (¢ (¢ "V - 1)
(¢* —1)(’“ D(gF2 =) ("3 =1)--- (2= 1)(¢g = 1) '

OBSERVACION 2 Observar que sin > 1, s > 1, r(X) = Z_: X' € Z[X] y k un entero
=0

con 0 < k < n, entonces v(¢"~%) > 1(¢"*"), para i € {0,.. jk — 1}y

(n> _ (@™ —1)(¢" D — 1) (=25 — 1) ... (¢(nF+Vs — 1)
¢ (

k " — 1) (g% s — 1)(gk=2s — 1)+ (¢° — 1)

(" — 1)r(q")(qn_1 _ 1)r(qn—1)( ) (¢"~ 2) (qn—k+1 o 1)r(q"‘k+1)
(¢" = Dr(g*)(¢" 1 = Dr(q* )( — Dr(¢*2) -+ (q — )r(q)
(¢" = D" ' = 1)(¢" > = 1) (¢" " — Dr(g")r(¢" Nr(g" %) - -x(¢" )
(¢" = 1)(¢" = 1)(¢"2 = 1)--- (¢ — Dr(g"r(¢"r(¢"2) - 1(q)

<n) r(g")r(g" r(g" ) - --r(g" )

k r(qF)r(gh1)r(g*=2) - 1(q)

En consecuencia (Z)q < (Z)qs y G(n,q) < G(n,q®) siysdlosil<nyl<s.

1.3. Anillos locales finitos

En [19] se demuestra que todo anillo finito es isomorfo a una suma directa de anillos
locales finitos, (ver observacion 3), de esta descomposicién se sigue que los cédigos
lineales sobre el anillo finito se expresan como suma directa de cédigos lineales sobre
los anillos locales finitos en los cuales se descompone el anillo finito. Asi se reduce
el estudio de cédigos lineales sobre anillos finitos al estudio de cédigos lineales sobre
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anillos locales finitos.

En la presente seccién se incluyen resultados generales sobre anillos locales finitos, el
Lema de Hensel y algunas propiedades de las extensiones no ramificadas de anillos
locales finitos.

1.3.1. Resultados basicos

En esta seccién se recuerdan resultados acerca de conjunto minimo de generadores
para un moédulo sobre un anillo local y se define el indice de nilpotencia del ideal
maximal de un anillo local finito. Para mayores detalles ver [19] y [20].

DEFINICION 1.3.1 Un anillo A con un tinico ideal mazimal m es llamado local y
A/m es llamado su campo residual. La terna (A, m,k) significa que A es un anillo
local finito, m es su dnico ideal mazimal y k = A/m es su campo residual.

Observese que si (A, m, k) es un anillo local finito entonces k = F, es el campo
finito con ¢ = p? elementos.

Para obtener anillos locales finitos se puede usar el siguiente resultado.

LEMA 1.3.1 Sea A un anillo finito, q un ideal maximal de A y k > 1 un entero.
Entonces A/q* es un anillo local con ideal maximal q/q* y campo residual A/q.

Demostracién.

Sea g; un ideal maximal de A tal que g C q; v sea o € q entonces o € ¢g* C
q1, en consecuencia o € ¢y, pues q; es ideal primo, asi ¢ = q;. Del Teorema de
correspondencia se sigue que A/q® es un anillo local con ideal maximal q/q*. La
afirmacién acerca del campo residual se sigue de la ralacién: A/q"/q/q"* = A/q.

Presentamos el siguiente resultado sin una demostracion, su demostracion se puede
encontrar por ejemplo en [19] o [20].

TEOREMA 1.3.1 (Lema de Nakayama).
Sea (A,m,k) un anillo local (no necesariamente finito), M un A-mddulo y N un

A-submodulo de M.
(1) SimM =M, entonces M = (0);

(2) Si M =N+ mM, entonces N = M.
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LEMA 1.3.2 Sea (A, m,k) un anillo local (no necesariamente finito), M un A-mddulo
Yy my,...,ms elementos de M. Entonces,

(1) M/mM es k-espacio vectorial.

(2) El nimero de elementos de cualquier conjunto de generadores de M es mayor o
igual a dimy(M/mM).

(3) Si{mi+mM,... ms+mM} es una base de M/mM sobre k, entonces my, ... ,ms
generan M.

Demostracion.

(1) La afirmacién se sigue del Lema 1.2.3.

(2) Si myq,...,ms generan M, entonces m; +mM, ..., ms+mM generan M/mM sobre
A y sobre k, en consecuencia s < dimy (M/mM).

(3) Sea m € M, puesto que {m; + mM, ..., ms; + mM} es base de M/mM sobre k,
existen aq,...,as € A tales que m + mM = aym; + ...+ a;ms + mM, lo cual implica
que m € (mq,...,ms) + mM, de donde se sigue que M = (my,...,ms) + mM. En
consecuencia M = (my, ..., my), por el Lema de Nakayama.

Sea (A, m, k) un anillo local (no necesariamente finito) y M un A-mdédulo. Del Lema
1.3.2 se sigue que para obtener un conjunto de generadores de M basta con hallar
una base para el k-espacio vectorial M/mM y desprties obtener las preimagenes de los
elementos de esa base. A un conjunto obtenido de esta forma se le llamara conjunto
minimo de generadores de M. El niimero de elementos que hay en un conjunto minimo
de generadores de M es denotado por va(M) y se tiene dim,(M/mM) = v (M).

DEFINICION 1.3.2 Sea (A, m, k) un anillo local.
(1) Sia €A, el elemento a+m € k se denota simplemente por a.

(2) Un subconjunto T de A se dice que es un conjunto de representantes de k si
para cualquier a € k existe un unico b € T tal que b = a.

Para el siguiente resultado recordemos que la longitud del A-médulo M, £, (M),
es la longitud de alguna serie de composicion de M, ver Definicién 1.1.3.
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LEMA 1.3.3 Sea (A,m,F,) un anillo local finito, T C A un conjunto de represen-
tantes de Fy, M un A-mddulo y {ou,..., o} un conjunto minimo de generadores de
M. Entonces los A-submddulos de M entre M y mM de longitud k + {x(mM), don-
de 0 < k < | = dimg, (M/mM), estdn en correspondencia biyectiva con las (k x [)
matrices sobre F, en forma escalon reducida por filas (erf). A la matriz H = (a;;) le
corresponde el submddulo (37, arc, ..., Yy agicy) + mM.

En particular, el nimero de A-submddulos de M entre M y mM es el niumero de

Galois G(I, q).

Demostracioén.

Obsérvese que M/mM es A-médulo, con la estructura del médulo cociente, M/mM es
k-espacio vectorial, por el inciso (1) del Lema 1.3.2 y que cada matriz con coeficientes
en I, es de la forma (a;;), donde a;; € T.

A la matriz (a;;) con coeficientes en F, le corresponde el F,-subspacio de M/mM,
O @1y, ..., > agidy). Este F-subespacio de M/mM, el cual por cambio de ani-
llo es el A-submédulo de M/mM, (377 | a1idy, ..., > 1y akidi), ¥ a este A-submédulo
de M/mM le corresponde el A-submddulo de M, (377 | avicvi, ..., Y iy aricy) + mM,
por el Teorema de Correspondencia.

Una consecuencia del Lema 1.3.3 es el caso en el que se toma M = m.

COROLARIO 1.3.1 Sea (A,m,F,) un anillo local finito, | = dimg, (m/m?), T C A
un conjunto de representantes de F, y {a1,..., a4} un conjunto minimo de genera-
dores de m. Entonces los ideales de A entre m y m? de longitud k + (s (m?), donde
0 < k <, estdn en correspondencia biyectiva con las (k x ) matrices sobre F, en
forma escalon reducida por filas (erf). A la matriz H = (a;;) le corresponde el ideal
O aniiy .y > agicy) + w2, En particular, el nimero de ideales de A entre m
ym? es el nimero de Galois G(I,q).

Recordemos que si A es un anillo local finito, su campo residual es un campo finito
FF,, donde ¢ = p? con p un nimero primo y d > 1 un entero.

LEMA 1.3.4 Sea (A, m,k) un anillo local finito y M un A-mddulo de longitud (s (A).
Entonces:
] = 20

Demostracion.
La prueba se hace por induccién sobre f5(M). Si £5(M) = 1, entonces M es un
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A-médulo simple, asi M 2 k, por el inciso (2) del Lema 1.1.1, de donde se sigue la
afirmacion. Sil := €5 (M) > 1, entonces existe una serie de composicién de submédulos
de M, (0) = M; € M;_; C ... C M; C Mg = M. Puesto que lx(M;) = [ — 1,
por hipétesis de induccién, |M;| = |k|'"!. En consecuencia |M| = |M/M;||M;| =
k||k|'"! = |k|!, como se esperaba.

LEMA 1.3.5 Sea (A,m,k) un anillo local finito. Entonces existe t € N tal que m* =

(0).

Demostracion.

Si A es un campo la afirmacion es trivial. Supéngase que A no es un campo. Considerar
la cadena de idealesm D m? D ... D m* D ..., puesto que A es finito, existe ¢t € N tal
que m* = m*" para cualquier r € N. En consecuencia m! = m**! = mm?, de donde
se sigue que m’ = (0), por el Lema de Nakayama.

DEFINICION 1.3.3 Sea (A, m,k) un anillo local finito. El menor entero, t, para el
cual se cumple m* = 0, es llamado el indice de nilpotencia de m.

LEMA 1.3.6 Sea (A,m,k) un anillo local finito y t el indice de nilpotencia de m.
Entonces t < €x(A).

Demostracién.

Nétese que si i € {1,...,t — 1}, la igualdad m* = m**! implica que m* = (0), por el
Lema de Nakayama, lo cual es una contradiccion. De esta manera, la afirmacion se
sigue del hecho de que A tiene la cadena de ideales A Dm D> m? D ... D m! = (0).

1.3.2. Extensiones no ramificadas de un anillo local

Sea (A, m,F,) un anillo local finito. En lo que resta de este trabajo, A[T]| denotara
el anillo de polinomios con coeficientes en A. En ocaciones el polinomio f(T) € A[T]
serd denotado simplemente por f. Sea f(T) € A[T] un polinomio bésico irreducible,
en esta subseccion se estudian algunas propiedades del anillo B = A[T]/(f(T)). Se
concluye que el anillo B es un anillo local con ideal maximal mB, se obtienen propie-
dades de la reticula de ideales del anillo B a partir de la reticula de ideales del anillo
A, por ejemplo la conservacién de la longitud de un ideal de A al ser expandido al
anillo B, el anulador de la expansion de un ideal de A en el anillo B se puede describir
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a partir del anulador del ideal en el anillo A, y finalmente un conjunto minimo de
generadores del ideal maximal del anillo A es un conjunto minimo de generadores del
ideal maximal del anillo B.

DEFINICION 1.3.4 Sean (A,m,k) un anillo local finito, A[T] el anillo de polinomios
con coeficientes en A, {(T),g(T) € A[T] polinomios e 1 un ideal de A.

(1) I[T] denota el conjunto de polinomios en A[T]| cuyos coeficientes son elementos
de 1. Es decir,

I[T] = {ao + a1 T + axT? + ... + a,T" € A[T] : a; € I}

(2) La proyeccion candnica, ™ : A — k es el epimorfismo que a cada elemento de
A le asigna su clase modulo m.

(8) La proyeccion natural ~: A[T| — K[T] es el epimorfismo que aplica © a los
coeficientes de los polinomios. Es decir, si f = ag + a1 T + asT? + ... + a, T"
entonces t = m(ag) + m(a))T + m(az)T? + ... + 7(a,)T".

(4) Se dice que £(T) € A[T] es polinomio bdsico irreducible si f(T) € k[T] es poli-
nomio irreducible.

(5) Se dice que f(T) y g(T) son coprimos si {(f(T)) + (g(T)) = A[T].
Noétese que el kernel de la proyeccién natural es m[T].

El ideal I del anillo A se llama primario si para todo a,b tales que ab € I, si
a ¢ I entonces b” € I, para algiin niimero natural n. El elemento o de un anillo A es
llamado regular si no es divisor de cero y es llamado primario si («) es ideal primario.

El siguiente resultado garantiza que todo polinomio regular con coeficientes en
un anillo local se puede factorizar de manera tnica como producto de polinomios
regulares primarios, su demostracién se puede consultar por ejemplo en [20].

TEOREMA 1.3.2 Sea (A, m, k) un anillo local finito y f € A[T] un polinomio regular,
entonces existen gq,...,g, polinomios requlares primarios coprimos a pares y U una
unidad tales que f =ugy ---g,.. Y si existen hy, ..., hy polinomios requlares primarios
coprimos a pares y v una unidad tales que f = vhy ---hy, entonces r = s, y después
de renumerar, (g;) = (h;), 1 <i<r.

29



El siguiente resultado es una caracterizacién para polinomios regulares con coefi-
cientes en un anillo local, su demostracién se puede consultar por ejemplo en [20].
Una consecuencia de este resultado es que los polinomios bésicos irreducibles son
regulares.

LEMA 1.3.7 Sea (A, m,k) un anillo local finito y {(T) = ap+a1T+...4+a,T" € A[T]
un polinomio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) {(T) es reqular;

(2) £#0;
(3) a; es unidad, para algin 0 < i < n.

El siguiente resultado es el conocido Algoritmo de la Divisiéon para polinomios
sobre anillos conmutativos, su demostracién se puede consultar por ejemplo en [17].

TEOREMA 1.3.3 Sea A un anillo conmutativo y f,g € A[X]. Supongase que f es
mdnico, entonces existen unicos polinomios q,r € A[X] tales que
g =fq+r, donder =0 d deg(r) < deg(f).

De los siguientes tres resultados se obtendra que en el estudio del anillo B =
A[T]/(f), donde f € A[T] es un polinomio regular, se puede suponer que f es ménico.

LEMA 1.3.8 Sean (A,m,k) un anillo local finito, i > 1 un entero, f € A[T]| un
polinomio mdnico y g € m'[T]. Si q y 1 son el cociente y el residuo de la division de
g por f, entonces q y v tienen todos sus coeficientes en m.

Demostracion.

Seaf=ay+a;T+...+T°yg=by+b0T+...+b,T" Sideg(g) < deg(f), entonces
q=0yr=g, de donde se sigue la afirmacién. Si deg(g) = deg(f), entonces q = b, y
r = g — fb,, de donde se sigue la afirmacién. Suponer que deg(f) < deg(g) y la prueba
serd por induccién sobre deg(g). Puesto que g — b, T"~*f es un polinomio de grado
menor a deg(g) con coeficientes en m’, entonces g — b, T*~*f = fq; + 1, donde r; = 0
6 deg(ry) < deg(f), qi y r1 tienen coeficientes en m’, por hipdtesis de induccién. Lo
cual implica que g = (b, T“* 4+ q1)f + r1, de donde se sigue la afirmacion.
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PROPOSICION 1.3.1 Sean (A,m,k) un anillo local finito, £ € A[T] un polinomio

reqular y deg(f) = s. Entonces emisten {fi,f5,...} C A[T|, {hy,hy,...} C A[T],
{g1,82,...} Cm[T] y {by,ba,...} C A* tal que:

(1) Cada f), es monico de grado s,
(2) fk = fk+1 mod mk [T],

Demostracion.
La prueba sera por induccién sobre k.

Caso k =1.
Sea m = deg(f) entonces f = ag + ... + asT* + ZZSH a;T%, a, es unidad de A y
Ggi1,- - -, 0y, son nilpotentes. De la igualdad:
a;'f —[aga;t + ara; ' T+ ...+ T = a;* Z a;T" € m[T],
i=s+1

resta tomar f; = CLOCL;1 + alang +...4+T% b = a;l, g1=0yh; = a;l Z;ZSH a; T°.
Supdngase cierto el resultado para algin k. Es decir, se tienen f;, € A[T], by una
unidad de A, g € m[T] y h;, € m*[T] que satisfacen

(1) Cada f; es ménico de grado s,
(2) fk,1 = fk mod mk_l[T],
(3) bpf — [fk + gkfk] =h; € mF [T]

Puesto que f es ménico, entonces hy = frqx + 7%, donde rp, =0 6 deg(ry) < s,y QG ¥
1), tienen coeficientes en m*, por el Lema 1.3.8. De la igualdad:

bif = fi + gl + feqr + 76 = (e +75) + (8 + a) (fe + 7%) — rr(8r + @),

resta tomar fr1 = fy + 7%, g1 = 8 + G, bk = br Y hipr = —7i(gr + 1) para
obtener la afirmacién.

PROPOSICION 1.3.2 Sea (A,m,k) un anillo local finito y f € A[T] un polinomio
regular. Entonces eziste un polinomio mdnico f; € A[T| y una unidad v € A[T] tales
que vf = f;.
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Demostracion.
Sea t el indice de nilpotencia de m, por el Lema 1.3.1, existen {f},f,...} C A[T],
{g1,82,...} Cm[T] y {b1,bs,...} C A* tales que para cada k > 1:

(1) Cada fj es monico de grado deg(f),
(2) fk = fk+1 mod mk[T],

Asi, f; es ménico de grado deg(f) y bif = f; + g.fy = (1 + g)f;. La afirmacion se sigue
del hecho de que g(T) es nilpotente, pues sus coeficientes son nilpotentes, y 1+ g; es
unidad.

En los siguientes dos ejemplos se aplica el método de la prueba del Proposicion
1.3.1 y la Proposicién 1.3.2.

EJEMPLO 1.3.1 Sea A = Zg[X]/(X? — 4,2X). Es fdcil verificar que A es local, sus
elementos se pueden expresar de manera unica en la forma a + bx, donde a € Zg y
b e {0,1} C Zs, sus unidades son A* = {1+ 2a+4b+ cx:a,b,c € {0,1}}, el ideal
mazimal de A esm = {2a+4b+cx : a,b,c € {0,1}}, y tiene indice de nilpotencia 3.
Sea m = 2a + 4b + cx, donde a,b,c € {0,1}, y f = m?T* + T3 + (3 + 4a + 3m)T? +
(2+m?)T + 7+ m? + 3m. Entonces:

f=[1+m*(T+1][T°+ (34 4c+3m)T* + 2T + 7 + 3m).
Paso k =1:

Se tiene deg(f) = 3 y ag = 1, entonces
fi =T34+ B+4a+3m)T?> + 2+m)T+7+m?+3m, b =a3' =1,g =0y

hy = m?T* y se tiene
(1) f; es mdnico de grado 3,
(2) blf — [fl + glfl] = h1 = m?T* € m[T]

Paso k = 2:

Puesto que hy = m*T* = fyq; + 11, donde f; = T3 + (3 + 4a + 3m)T? + (2 + m?)T +
74+m?+3m, g =m*(T+1) yry =m?(T?+ T+ 1), entonces:
fo=fH+r=T+B+4a+3m)T?*+ 2+ m*)T+7+m?+3m+m?(T?+T+1) =
T3+ B4+4c+3m)T?+2T +7+3m, go =g+ =m*(T+1), by =b =1y
hy = —11(g1 + q1) = m?*(T? + T+ 1)m?*(T + 1) = 0 satisfacen:
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(1) fy es mdnico de grado 3,
(2) f; =f; mod m[T],
(3) bof — [f2 + gofs] = hy = 0.
De donde se obtiene f = (1+go)fs = [1+m?(T+1)][T3+ (3+4c+3m)T?+2T+7+3m].

EJEMPLO 1.3.2 Sea A = Zg[X]/(X? — 4,2X), el anillo local del ejemplo 1.3.1, m =
2a + 4b + cx, donde a,b,c € {0,1}, y f = m®T? + T + 7+ m. Entonces:

f=[1+m*T+1)][T+7+m+m?.

Paso k =1:

Se tiene deg(f) =1y a; =1, entonces
fi=T+74+m, by :al_l =1,g =0 yh =m?T? y se tiene
(1) f; es mdnico de grado 1,

(2) blf — [fl + glfl] = hl = m?T? S m[T]

Paso k = 2:

Puesto que hy = m*T? = f1q; + 11, donde f; = T+ 7+ m, ¢ =m*(T+1) yr =m?,
entonces:

fh=fH+rn=T+74+m+m? g =g +q =m*(T+1),bp=0b =1yhy =
—11(g; + qi) = —m*m?(T + 1) = 0 satisfacen:

(1) fy es mdnico de grado 1,
(2) f; = f; mod m[T],
(3) bof — [f2 + gofs] = hy = 0.
De donde se obtiene f = (1 + go)fy = [1 + m?(T + 1)][T + 7 + m + m?].

Sean (A, m, k) y (B,n,k;) anillos locales. El hecho de que A C B no implica que
m C n, como ejemplo elegir A como cualquier anillo local que sea dominio entero y
B al campo se cocientes de A.

DEFINICION 1.3.5 Sean (A,m,k) y (B,n, ki) anillos locales tales que A C B.
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(1) Se dice que la extension A C B es una extension de anillos locales si m C n.

(2) Se dice que B es una extension no ramificada de A si mB = n. Es decir, sim
genera el ideal mazrimal de B.

El resultado que mencionaremos a continuacién no estard acompanado de una
demostracion, la cual se puede encontrar por ejemplo en [20].

PROPOSICION 1.3.3 Sean (A,m,k) y (B,n,ky) anillos locales tales que A C B. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) B es una extension no ramificada de A;
(2) B = A[T]/(f(T)), donde {(T) € A[T] es un polinomio mdnico bdsico irreducible.

LEMA 1.3.9 Sean (A, m,F,) un anillo local finito, T C A un conjunto de representan-

tes de F,, {(T) € A[T] un polinomio bdsico irreducible, s = deg(f) y B = A[T]/(f(T))
la extension no ramificada de A determinada por f. Entonces

(1) Cualquier elemento de B se puede expresar de manera unica en la forma:
ag+ a1 T+ -+ + as T+ (£(T)),
donde a; € T.

(2) El ideal mazimal de B es mB.

(8) El campo residual de B es isomorfo a Fys = F,[T]/(f).

(4) Ty :={ap + ayT+ -+ + as 1T+ ({(T)) : a; € T} C B es un conjunto de
representantes de IFgs.

Demostracién.

(1) Por la Proposicién 1.3.2, sea f;,v € A[T], con v unidad de A[T] y f; polinomio
moénico tales que f = vfy, entonces (f) = (f;) y la afirmacion se sigue del algoritmo de
la division.

(2) La afirmacion se sigue de la Proposicién 1.3.3.

(3) Por el tercer Teorema de isomorfismos, se tiene

I

B/mB = A[T]/(f(T)) /mA[T]/{f(T)) = A[T]/(E(T))/(m, £(T))/(K(T))
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A[T]/(m, £(T)) = F,[T]/(E).
(4) Es inmediato.

Sean (A, m,[F,) un anillo local finito, f(T) € A[T] un polinomio bésico irreducible
y B = A[T]/{f(T)) la extensién no ramificada de A determinada por f(T). En lo que
resta de este trabajo, el elemento g(T) + (f(T)) € B serd denotado simplemente por

g(T).

LEMA 1.3.10 Sean (A,m,F,) un anillo local finito, I y J ideales de A, f(T) € A[T] un

polinomio basico irreducible, s = deg(f) y B = A[T]/{f(T)) la extension no ramificada
de A determinada por f('T). Entonces

(1) IB C JB siy sdlo si 1 C J. En particular IB = JB si y sdlo sil =J.

(2) Mediante la expansion de ideales, la reticula de ideales de A se incluye en la
reticula de ideales de B.

(3) El indice de nilpotencia de los ideales mazimales de A y B es la misma.

Demostracion.

(1) = Por el inciso (1) del Lema 1.3.9, B es A-mdédulo libre con base {1, T, ..., T '}
eIB = {3 clag+aiT+...+a, T°") i € N € La, € A} = {bg +0,T +
oo+ bs 1 T571 2 b, € T}. En consecuencia {by + 0y + --+ + b, 1 T57! : b, € I} C
{bg + 01T+ -+ + b1 T57! . b; € J} y puesto que {1,T,..., T*"'} es un conjunto
linealmente independente sobre A, entonces I C J. <=) es trivial.

(2) Se sigue del inciso anterior.

(3) Sea t la nilpotencia de m y t; la nilpotencia de mB. Por el Lema 1.1.3, se tiene
(mB)! = (m")B = 0, asi, t; < t. Por otra parte, por el Lema 1.1.3, (mB)"* = m“B = 0.
Asi, por el inciso (1), m* = 0, de donde se sigue que ¢t < ¢, que es lo que se esperaba.

LEMA 1.3.11 Sean (A,m,F,) un anillo local finito, {ax, ..., } un conjunto minimo
de generadores de m, 1 un ideal de A, f € A[T] un polinomio bdsico irreducible,

s = deg(f) y B = A/(f) la extension no ramificada de A determinada por f. Entonces

(1) €a(1) = £a(1B).
En particular (g(B) = (o (A).

(2) {aa,...,q} es un conjunto minimo de generadores de mB.
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(8) [anna(I)|B = anng(IB).
En particular anng(mB) = [anna (m)|B

Demostracion.
(1) Por la prueba del inciso (1) del Lema 1.3.10, se tiene

IB={bg+bT+...+b_ T b €I},

con {1,T,..., 5!} linealmente independientes sobre A. Por el inciso (3) del Lema
1.3.9, el campo residual de B es F. Asi, por el Lema 1.3.4, |I| = |F |0 y |IB| =
IF,+|1B). Entonces |IB| = |I|*. Combinando estas relaciones se obtiene [IB| = |I|* =
(|F,[2M)s = |F s |BIB) = ¢5al) = ¢56(B) Por 1o tanto ¢p(IB) = £4(1). Para obtener
la observaciéon basta tomar I = A.

(2) El ideal maximal de A genera al ideal maximal de B, entonces {ay, ..., q;} genera
el ideal maximal de B. Resta verificar que el niimero minimo de generadores de m es el
nimero minimo de generadores de mB, es decir vy (m) = vg(mB). Por el Lema 1.1.3,
se tiene m'B = [mB] y, por el inciso (1), se tiene {5 (m’) = fg(m'B) = f5([mB]), para
cualquier . Entonces va(m) = £x(m/m?) = 5 (m) — £o(m?) = fg(mB) — (g(m?B) =
(g(mB/m?B) = vg(mB).

(3) Por el inciso (2) del Lema 1.1.3, [anna (I)I[|B = [ann (I)B][IB] = (0), entonces
anny (I)B C anng(IB).

Por otra parte, sea ag + a;T + -+ + as_T°71 € anng(IB) y b € I C IB, entonces
(ap+a; T+ +as 1T b =agh+a,bT+- - +a, VT =0, asi a; € anny (1), pues
{1, T,..., T*"'} es un conjunto linealmente independente sobre A, lo cual implica que
ag+a;T+---+a,_ 1T € (anny (I))B. De donde se sigue que anng(IB) C anna (I)B.
Para obtener la observacién basta tomar I = m.

DEFINICION 1.3.6 Sea p un nimero primo y f € Z,.[T] es mdnico bdsico irreduci-
ble de grado r. El anillo Z,.[T]/(f) es llamado anillo de Galois y es denotado por
GR(p*, 7).

El siguiente es un resultado conocido de anillos locales finitos, su demostracion se
puede encontrar por ejemplo en [20].

TEOREMA 1.3.4 Sea (A, m,k) un anillo local finito de caracteristica p*, {au, ..., a,}
un conjunto minimo de generadores del ideal mazimal de A y d = [k : F,)]. Entonces
existe un subanillo S de A tal que
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(1) S= GR(p*,d), S es tinico y es el mayor anillo de Galois en A.
(2) A es una imagen de S[Xy,...,X,], es decir, A = S[ay, ..., a,].

LEMA 1.3.12 Sea 1 un ideal del anillo GR(p*,d)[Xy,...,X,] tal que para cada i €
{1,...,n}, Xfi € 1, para algin k; € N. Entonces el anillo GR(p*, d)[Xy, ..., X,]/1 es
local con ideal mazimal (p, Xy, ..., X,)/1 y campo residual Fa.

Demostracion.

Sea J un ideal maximal de GR(p*, d)[Xy,...,X,] tal que I C J. Puesto que Xfi e J,
p¥ = 0y J es ideal primo, entonces (p,Xy,...,X,) C Jy puesto que {p,Xy,...,X,)
es maximal, (p,Xy,...,X,) = J. La primera afirmacién se sigue del Teorema de
correspondencia. Para la segunda parte, notar los siguiente

(GR(P*, d)[ X1, ..., Xa) /D) /({0 X, ., Xp) /1) 2 Fpa.

1.3.3. Lema de Hensel

El anillo de polinomios con coeficientes en un anillo local finito no es de factori-
zacién unica, por ejemplo, el elemento 0 se puede expresar como cualquier elemento
nilpotente elevado al indice de nilpotencia del ideal maximal del anillo, por ello la
importancia del Lema de Hensel el cual proporciona el método para obtener la facto-
rizacion de un polinomio a partir de la factorizacion del polinomio obtenido al reducir
sus coeficientes médulo el ideal maximal del anillo. En esta seccién se demuestra el
Lema de Hensel y se describen ejemplos de su uso.

LEMA 1.3.13 Sea (A, m,k) un anillo local finito y {(T) = ag+ ...+ a,T" € A[T] un
polinomio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) £(T) es unidad;
(2) f es unidad;
(3) ag es unidad y ay, ..., a, son nilpotentes.

Demostracién.

(1) = (2) Si fg = 1, entonces fg = 1.

(2) = (3) Puesto que f es unidad, entonces 7(ag) # 0 y 7(a;) = 0, de donde se sigue
la afirmacion.
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(3) = (1) La afirmacién se sigue del hecho de que si u es unidad y m es nilpotente
con nilpotencia ¢, entonces u + m es unidad y su inverso estd dado por (u +m)~! =

1 m m? m? t—1m?!
- St ()T

EJEMPLO 1.3.3 En Zg[T] se tiene
[1+203T+ T2 +2T%)] ' =1 —2(3T + T? 4+ 2T?%) + 4(3T + T? + 2T%)* =

1+6(3T+T?+2T2) +4(9T* + 6T + 13T* +4T° +4T°%) = 1+ 2(T + T? 42T +2T*).

El siguiente resultado no estara acompanado de una demostracién, la cual se puede
encontrar por ejemplo en [20].

LEMA 1.3.14 Sean (A, m,k) un anillo local finito, f,g € A[T] polinomios. Entonces
f y g son coprimos si y sélo si f y g son coprimos en k[T].

LEMA 1.3.15 Sean (A, m, k) un anillo local finito, f,g, h € A[T], v € m[T]. Supdngase
que f =gh —v y que g y h son coprimos. Si s1,se € A[T] son tales que gs; + hsy = 1,
entonces los polinomios g1 = g — s9v y hy = h — syv satisfacen:

(1) &1 =gy =h;
(2) g1 y hy son coprimos;
(3) f= g1h1 — SlSQU2.

Demostracion.

(1) & =g — 820 = g, pues v € m[T]. De forma similar se obtiene h; = h.
(2) Se sigue del Lema 1.3.14 y del inciso (1).

(3) Se sigue de la relacién:

f=gh—v=[(g—%0)+sw][(h—sv)+sv] —v=

[g — spv][h — 510] + [g — s9v]s10 + [h — 810]590 + 8185007 — v =
gihy 4 g810 — 818907 + hsov — 818007 + 81500 — v =

glhl + [gSl + hSQ]U — 8182’02 — UV = glhl — 8182U2 +v—v= glhl — 5182?}2.
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COROLARIO 1.3.2 Sea (A,m,k) un anillo local finito y f € A[T]. Supdngase que
f = gh, donde g,h € k[T] son polinomios coprimos. Entonces existen G,H € A[T]
tales que

(1) G=gyH=Dh
(2) G y H son coprimos;
(3) f=GH.

Demostracion.
Puesto que f = gh y ker(™) = m[T], sea v € m[T] tal que f = gh + v. Por el Lema
1.3.14, g y h son coprimos. Asi, por el Lema 1.3.15, existen g, hy,s; € A[T] tales que

(1) g1=8yh =h;
(2) g1 v h; son coprimos;
(3) f=gihy +s10%
Continuando el proceso, por el Lema 1.3.15, existen gy, hg, sy € A[T] tales que
(1) € =81 =8y hy =Dy =1y
(2) gk y hg son coprimos;
(3) = gihg +sp0?".

Sea t la nilpotencia de m y r € N tal que t < 2". Puesto que v?" € m?" = (0), se sigue
que

(1) & =g yh =D
(2) gy h, son coprimos;
(3) f=g.h,.

Por lo tanto, tomando G = g, y H = h,. se tiene la afirmacion.

El siguiente resultado es el caso particular de nilpotencia 3 del Corolario 1.3.2.
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LEMA 1.3.16 Sean (A, m, k) un anillo local finito cuyo ideal mazimal tiene indice de
nilpotencia 3, f,g,h € A[T| y v € m[T|. Supdngase que g y h son coprimos, f = gh—v
y sean sy1,s2 € A[T] tales que gsy + hse = 1. Entonces los polinomios

G=g—sv— slsgvz Y H=h-sv-— sfsgvz

satisfacen:

(1) G=gyH=1h;
(2) G y H son coprimos;
(3) f=GH.

Demostracioén.
Por el Lema 1.3.15, los polinomios g; = g — sov y hy = h — syv satisfacen:

(1) &§ =gy h =h
(2) g1 v hy son coprimos; de hecho
g1 (51 + 28%sov + 4s352v?) + hy (59 + 25185V + 4s2shv?) = 1,
esto se obtiene de las relaciones:

2151 —+ h182 = (g — S2V)Sl —+ (h — 81V)S2 =1- 28182V

(1 — 2s189v) ! = 1 + 28185V + 4sTsiv?

(3) f= g1h1 - 8182V2.

Nuevamente, usando el Lema 1.3.15 y el hecho que m tiene indice de nilpotencia

3, los polinomios G = g1 — (so + 28155V + 4s2s3v?)(5180v%) = g — sov — s185v2 y

H = h; — (s152v?)(s1 + 28785v + 4s3s2v?) = h — s;v — s?s,v? satisfacen:
(1) G=gi=gyH=h =k
(2) Gy H son coprimos;
(3) f=GH — (81 + 28289V + 4s3s3v?) (59 + 25155V + 4s255v?) (s189v2)? = GH.
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TEOREMA 1.3.5 (Lema de Hensel. [20])

Sea (A, m, k) un anillo local finito y f(T) un polinomio con coeficientes en A. Suponga-
se que f =g, ---§,, donde g1,...,8, € k[T] son coprimos a pares. Entonces ezisten
f1,...,f, € A[T] tales que:

(1) fy,...,f, son coprimos a pares;

Demostracion.

La prueba serd por induccién sobre n. El caso n = 2 es la conclusién del Coro-
lario 1.3.2. Supongamos cierto el resultado para n — 1 > 2. Por el Lema 1.1.4,
8182+ 8n_1, 8y son coprimos. Asi, por el caso n = 2, existen F,f, € A[T] tales que
F = 8881y L, =8 Fyf, son coprimos y f = Ff,. Por otra parte, por
hipétesis de inducccién, aplicada a F, existen fi,...,f, 1 € A[T] tales que f; = g,
1<i<n-—1,f1,...,f,1 son coprimos a paresy F =f;---f, ;.

Finalmente, f = Ff, = f; - - - f,_1f,,. Puesto que f; ---f,_; y f,, son coprimos, se sigue,
por el Lema 1.1.4, que fy,...,f,_1,f, son coprimos a pares.

LEMA 1.3.17 Sean (A,m,F,) un anillo local finito y f € A[T] un polinomio méni-
co con ceros distintos en alguna cerradura algebraica de F,, entonces existen tunicos

polinomios bdsicos irreducibles, fy,. .. f. € A[T], con las siguientes propiedades:
(1) fy,...,f, son coprimos a pares;
(2) f=1;---1,

En particular, si v es una unidad de A y n un entero positivo primo relativo con q,
entonces existen unicos polinomios bdsicos irreducibles coprimos a pares tales que

T~y =1f...1L

Demostracion.
Sea f = Gy --- G, la factorizaciéon de f como producto de polinomios irreducibles en
F,[T]. Por el Lema de Hensel, existen polinomios Fy,...,F, € A[T] tales que:

(1) Fy,...,F, son coprimos a pares;

41



(3) f=F,---F,.

Entonces los polinomios Fy, ..., F, son bésicos irreducibles y por lo tanto polinomios
regulares. Por la Proposicion 1.3.2, F; = uf;, para 1 < i < ny donde u; es una unidad
de A[T] y f; es polinomio monico, entonces:

(1) f,...,f, son coprimos a pares;
lﬁ’i = ; 'G; es asociado a Gi, 1 <9< n;
(3) f:ul.-.unfl...fn

Asi, los polinomios fi,...,f, son basicos irreducibles y puesto que f y fi,...,f, son
monicos entonces u; - - - u, = 1y se tiene la afirmacién. La tltima afirmacién se sigue
del hecho de que si n es primo relativo con ¢, entonces las raices de T —7 son simples.

En los siguientes dos ejemplos se aplica el método de la prueba de los Lemas

1.3.15, 1.3.16 y el Teorema 1.3.5, y sus conclusiones se usaran mas adelante.

EJEMPLO 1.3.4 Sea A un anillo local finito en el que todo elemento nilpotente tiene
indice de nilpotencia 2 y v una unidad de A. Supongase que la caracteristica de A es
2 y que su campo residual es Fy. Entonces

T = A= (T + AN(T> + AT? + \)(T* + T + \).

Notese que Fy C A y que las unidades de A son de la forma 1 + m, donde m es
nilpotente.

Puesto que T" —1 = (T — 1)(T> + T> + 1)(T®* + T + 1) = gh en Fy[T], donde
g=T"+T?*+T+1yh=T3+T+1, entonces T" = A=T"—1—m =gh —m.
Por el Lema 1.5.15 y el hecho de que g+ hT = 1, se sigue que los polinomios g; =
g+Tm=T+T2+(14+m)T+1yh =h+m=T>+T+1+m satisfacen:

(1) 51 =8=T*4+T2+T+1yh =h=T3+T+1;
(2) g1 y hy son coprimos;

(3) T7 — A= glhl + 8182m2 = glhl-
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Obsérvese que en esta factorizacion de T” — X solo el factor T3 +T +1+m es bdsico
irreducible. Pasamos ahora a la factorizacion de T* +T? + (1 +m)T + 1.

Con la notacion del Lema 1.3.15. Sea g =T —1 yh = T2 + T%2 + 1 4+ m, al dividir
T+ T2+ (1+m)T +1 porg =T — 1 se obtiene T* + T? + (1 + m)T + 1 = gh + m.
Ademds, al dividir h por g se obtiene h = gT? + 1 + m. De donde se sigue que
h(1 +m) + g(1 + m)T? = 1. En consecuencia, por el Lema 1.3.15, los polinomios
gi=g+m(l+m)=T—14+myh; =h+m[(1+m)T? =T3+T?+1+m+mT? =
T3 + (1 +m)T? + 1 + m satisfacen:

(1) & =8g=T—-1yh=h=T+T?+1;

(2) g1 y hy son coprimos;

(8) T*+ T2+ (1 +m)T + 1 = gihy +s;8om? = gyhy.
De donde se obtiene la afirmacion.

Ejemplos de anillos con las propiedades mencionadas en el Ejemplo 1.3.4 in-
cluyen a los anillos Fo[Xy, ..., Xi]/ (X3, ..., X3, X, X; = X4Xo 1 0 <, (4,7) # (1,2))
y Fg[Xl, e ,X]J/(X%, e ,Xz>

EJEMPLO 1.3.5 Sea A = Zg[X]/(X? — 4,2X), el anillo local del ejemplo 1.3.1.
Sea m = 2a + 4b + cx, con a,b,c € {0,1}. Entonces

T7 — (1 + m) = f1f2f3

donde
fi =T34 (6 +4a)T* + (5 + 4¢)T + 7 + Tm,
fo =m?T? + T+ 7+ m,
f3=m*T*+ T3+ (3+4a+3m)T?+ (2+ m?*)T + 7+ m? + 3m.
Se tiene T" — 1 =gh en Zg[T] y T" — 1 — m = gh — m en A[T], donde:
g=T14+2T3 4+ 7T?+5T+ 1y
h =T+ 6T?+5T +7.
De las relaciones
g=Th+1+23T+T*+2T%)

[1+203T +T?+2T%)] ' =1+ 2(T + T? + 2T% + 2T%)
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se sigue que gs; +hsy =1, donde s; =1+ 2(T + T? + 273 + 2T4) Yy s = TTsy.
Usando el Lema 1.3.16 y las relaciones:

m? = 4(a + ¢),
sym = [1 4 2(T + T? + 2T° + 2T4)][2a + 4b + cx] = m + 4a(T + T?),
sim? = s;(sym)? = s;[m + 4a(T + T?)]* = sym? = m* = 4(a + ¢),
los siguientes polinomios:
G =g—som—s;sam” =g — TmTs; — s, (7Ts;)*m? = g + mTs; + 7T%m? =
T* 4+ 2T% + 7T% + 5T + 1 + T[m + 4a(T + T?)] + 7T%*[4(a + ¢)] =
T '+ (2+4a)T° + (T+40)T> + (5+m)T + 1

! H=h-sm—s’sym? =h—ms; —2(7Ts;)m? = h + 7Tms; +s5Tm? =
T? 4+ 6T + 5T + 7 + 7[m + 4a(T + T?)] + T[4(a + ¢)] =
T + (6 4+ 4a)T* + (54 4¢)T + 7+ Tm
satisfacen:

(1) G=g=T*4+T2+T+1yH=h=T*+T+1;
(2) G y H son coprimos;
(3) T"— (1 +m) = GH.

Notar que el polinomio T? + (6 + 4a)T? + (54 4¢)T + 7 + Tm es bdsico irreducible.
Pasamos ahora a la factorizacion de T* + (2 + 4a)T? + (T4 4¢)T? + (54+m)T + 1.
Se usa la notacion del Lema 1.3.15, sean:

f=T*+2+40)T>+ (T+4c)T?*+ (54+m)T + 1,

g=T-1y

h=T3+(344a)T*+ 24+ m*)T+ 7+ m? + m.

Al dividir f por g se obtiene f = gh + m?> + m = gh — (m? + 7m).

Al dividir h por g se obtiene h = g[T? + (44 4a)T + 6 + 4c] + 5 + 4a + m y dado que
(5 +4a+m)™! =5+ 4c—m, se sigue que

g7[5 + 4c — m][T? + (4 + 4a)T + 6 + 4c| + h[5 + 4c — m] =
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gl(3+4c+m)T? + (4 +4a)T + 2 + 4c+ 2m] + h[5 + 4c — m] = 1.

Ahora sean:

s1=(3+4c+m)T? + (44 4a)T + 2 + 4¢ + 2m,
so=0+4c—my

v =m? + Tm.

Usando el Lema 1.3.15 y las relaciones:

$1v = [(3+4c+m)T? + (4 + 4a)T + 2 + 4c + 2m][m* + 7m] = mT? + 2m,
$ov =[5 +4c — m][m? + 7m] = 3m, s;50v? = (5;v)(52v) = [mT? + 2m][3m] = m?T?,
stsov? = s1[s150v7] = [(3 + 4c+ m)T? + (4 + 4a)T + 2 + 4c + 2m|[m>T?] = m*T*,
$155v2 = 89[8182v7] = [5 + 4c — m|[m?T? = m*T>.
Los siguientes polinomios
G=g—-sv—s5vV=T—-1-[3m] - [m*T?] = m*T? + T — 1 + m,
H=h—sv—sis,v? = T+ (3+4a)T?+ (2+m?) T+ 7+ m? +m— [mT? +2m] — [m*T*] =
m?T* 4+ T% + (3 4+ 4a + 3m)T? + (2 + m*)T + 7+ m* + 3m,

satisfacen:
(1) G=g=T—-1yH=h=T*+T2+1;
(2) G y H son coprimos;
(3) T+ (2+4a)T3 + (74 4c)T?* + (5+m)T + 1 = GH.

De donde se obtiene la afirmacion.
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Capitulo 2

Anillos locales finitos de Frobenius
no de cadena y de longitud 4

En la mayoria de los trabajos en teoria de codigos, los alfabetos para los cédigos
son anillos finitos de Frobenius, pues tomando un anillo A de esta naturaleza como
alfabeto de un cddigo las identidades de Macwilliams se satisfacen, también las rela-
ciones (CH)t = C y |C*||C| = |A", (ver [31]), donde C es un cédigo de longitud n y
() denota el dual con respecto al producto interno candnico sobre A.

Hay varias definiciones equivalentes para anillo de Frobenius, las cuales incluyen el
caso no conmutativo y cuando el anillo no es finito, (ver [13], [16],[22], [23]). En este
trabajo usamos la caracterizacion de anillo finito de Frobenius dada en [13], conside-
ramos solo el caso conmutativo y concluimos que los anillos locales conmutativos de
Frobenius son aquellos que tienen un tnico ideal minimal.

Puesto que un anillo conmutativo finito de Frobenius se descompone en anillos con-
mutativos locales de Frobenius, entonces todo se reduce al estudio de anillos locales
finitos de Frobenius. Un anillo local finito es de Frobenius si el anulador de su ideal
maximal es un ideal simple (ver Definicién 2.1.2) y un anillo de cadena es un anillo
cuya reticula de ideales es una cadena con la inclusién de conjuntos.

Por otra parte, ver [20], si p es un nimero primo, es sabido que salvo isomorfismo
existe unicamente un anillo local con p elementos, el cual es el campo finito: 1) F,,.
Los anillos locales con p? elementos son:

2) Fpe,
3) Ly y

47



4) F,[X]/(X?).

Si p es un ntimero primo impar, los anillos locales con p* elementos son:

5) Fs,

6) Zys,

7) F,[X]/(X?),

9 ZaX)/(XT-pX),

9) Z,2[X]/(X* — (p,pX), donde ¢ es un elemento primitivo de F,,
10) F p[X, Y]/(X,Y)?,

11) Z,2[X]/ (X2, pX).

Si p = 2, los anillos locales con 23 elementos son:
12) Fas,

13) Zys,

14) F3[X)/(X¥),

15) Zyp2[X] /(X% — 2,2X),

16) [X,Y]/(X,Y)* y

17) ZQ2[ /(X2 2X)

Es facil verificar que los anillos 10), 11), 16) y 17) no son anillos de Frobenius y el
resto de los anillos mencionados son de cadena.
Los anillos locales de Frobenius no de cadena con 24 elementos recientemente descritos

(
<X2 - Y2a XY7 Y3>a

(X2 - Y2, Y2 — 2, XY, Y? 2X, 2Y),
(X2, Y2, XY — 2,2X,2Y),

2

Ahora si p > 2 es un ntmero primo seria interesante describir la familia de anillos
locales de Frobenius no de cadena con p* elementos, estos anillos tienen longitud 4,
por eso en este Capitulo nuestro objetivo sera determinar todos los anillos locales
finitos de Frobenius no de cadena y con longitud 4.
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2.1. Anillos de cadena y anillos locales de Frobe-
nius

En esta secciéon se define anillo de Frobenius, tinicamente se da la definicién para

cuando el anillo es finito, y anillo de cadena. Se da una caracterizacién de estos anillos

en términos de sus extensiones no ramificadas, las cuales se usaran mas adelante.

Recordemos que los anillos considerados en este trabajo son finitos, conmutativos y
con elemento identidad.

DEFINICION 2.1.1 Sea A un anillo y M un A-mddulo.

(1) Se dice que M es Artiniano si cualquier cadena descendente de A-submddulos

de M se estaciona, es decir st My D My D ... D M; D ..., es una cadana
descendente de A-submddulos de M entonces existe ly tal que M; = M, para
todo | > 1.

(2) El zoclo de M, denotado por Soca(M), es el A-submddulo de M generado por
los A-submaodulos simples de M.

(8) El radical de Jacobson de A, denotado por Rad(A), es la interseccion de todos
los ideales maximales de A.

LEMA 2.1.1 Sea (A,m,k) un anillo local, entonces
(1) Rad(A) =m,
(2) Soca(A) = anny(m).

Demostracién.

(1) Es trivial.

(2) Sea I un ideal simple de A, entonces mI # Iy mI = (0), por el Lema de Nakayama,
de donde se sigue que I C anna(m) y Soc(A) C anny(m). Sea o € anny(m), puesto
que am = (0), entonces anny (o) = m, asi («) es ideal simple, por el Lema 1.1.1, de
donde se sigue que a € Soc(A).

El siguiente resultado no estarda acompanado de una demostracion, su demostra-
cién se puede encontrar por ejemplo en [19].
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LEMA 2.1.2 ([19], TEOREMA 3.2) Sea A un anillo Artiniano, entonces:
(1) A tiene una cantidad finita de ideales mazimales.

(2) Emiste un entero positivo k tal que Rad(A)* = (0).

OBSERVACION 3 Una consecuencia del Lema 2.1.2 es que si A es un anillo Artiniano,
q1,---,q, son todos sus ideales mazimales, y k es un entero tal que Rad(A)* = (0),
entonces A =2 A/(0) = A/qgt---q* 2 A/gv @ - ® A/q¥, donde cada anillo A/q¥ es
local con ideal mazimal q;/q¥, por el Lema 1.3.1.

DEFINICION 2.1.2 [13] Un anillo finito A es llamado de Frobenius si A/Rad(A) =
Soc(A).

Ejemplos de anillos locales de Frobenius incluyen al anillo del Ejemplo 2.1.1 y al
anillo Fy[Xy, ..., X;]/(X3,...,X3) (ver [9]).

El siguiente resultado nos ayudara a reducir el estudio de anillos de Frobenius
al estudio de anillos locales de Frobenius, su demostracion se puede encontrar por
ejemplo en [31].

LEMA 2.1.3 ([31], OBSERVACION 1.3) Sea A un anillo conmutativo Artiniano y
Ay, ..., Ay anillos locales tales que A = Ay @ --- @ Ay, (ver Observacion 3). En-
tonces A es de Frobenius si y solo si cada A; es de Frobenius.

LEMA 2.1.4 Sea (A, m,k) un anillo local finito. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(1) A es de Frobenius;
(2) anna(m) es un ideal simple;
(3) A tiene un unico ideal minimal, tal ideal es anna(m).

Demostracion.

Notese que en un anillo local se tiene A/Rad(A) = A/m = k.

(1) = (2) Por el Lema 2.1.1, Soc(A) = anny(m). Asi, el isomorfismo A/Rad(A) =
Soc(A) implica anny (m) = k, de donde se sigue que anna(m) es ideal simple, por el
inciso (2) del Lema 1.1.1.
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(2) = (3) Sea I un ideal minimal de A, entonces mI C I, y por el Lema de Nakayama,
ml =0 eI C anny(m). La afirmacién se sigue del hecho que anna(m) es ideal simple
de A.

(3) = (1) Puesto que los ideales simples son los ideales minimales, Soc(A) = anny (m)
es el inico ideal minimal de A. Por el inciso (2) del Lema 1.1.1 anna (m) = k, de donde
se sigue que A/Rad(A) = Soc(A).

DEFINICION 2.1.3 Un anillo A es llamado de cadena si su reticula de ideales es una
cadena con la inclusion de conjuntos.

Ejemplos de anillos de cadena es el anillo F,[X]/(X*) y los anillos Z,, donde p es
un nuimero primo y k un entero no negativo.

El siguiente resultado no estara acompanado de una demostracién, la demostracion
se puede encontrar por ejemplo en [6].

PROPOSICION 2.1.1 Sea A un anillo finito. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1) El anillo A es de cadena;

)
2) El anillo A es local y su ideal mazximal es principal;

(
(
(8) El anillo A es local y sus ideales son principales;
(

4) El anillo A es local y dimy(m/m?) < 1, donde m es el tinico ideal mazimal de
A yk=A/m es el campo residual de A;

(5) El anillo A es local y €a(A) =t, donde t es el indice de nilpotencia de su ideal
mazimal.

Sea (A, m, k) un anillo finito de cadena, 7 un generador del ideal maximal m de
A y t el indice de nilpotencia del ideal maximal de A. Los ideales de A forman la
cadena:

A= (mD...o"H o (") =(0).

TEOREMA 2.1.1 Sean (A,m,FF,) un anillo local finito, f € A[T] un polinomio bdsico

irreducible, s = deg(f) y B = A/(f) la extension no ramificada de A determinada por
f. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) A es un anillo de cadena;
(2) B es un anillo de cadena;
(3) |L(A)| = |L(B)]|, donde L(x) denota la reticula de ideales del anillo.

Demostracién.

(1) = (2): Por la Proposicién 1.3.3, mB es el tnico ideal maximal de B, el cual
es principal pues m es principal. En consecuencia, B es un anillo de cadena, por la
Proposicién 2.1.1.

(2) = (1): Sean I y J ideales de A. Puesto que B es un anillo de cadena, IB C JB o
JB C IB. Entonces  C J o J C 1, por el inciso (1) del Lema 1.3.10. En consecuencia,
A es un anillo de cadena.

(1) = (3): Sea t el indice de nipotencia de 7. Por (1) = (2) y el inciso (3) del Lema
1.3.10, se tiene que B es un anillo de cadena con ideal maximal (m)B y mB tienen
indice de nilpotencia t. Entonces A y B tienen ¢ + 1 ideales.

(3) = (1): Por el inciso (3) del Lema 1.3.9, el campo residual de B es Fy:. Por el inciso
(2) del Lema 1.3.11, cualquier conjunto minimo de generadores de m es un conjunto
minimo de generadores de mB. Sea r = va(m) = vg(mB), entonces el nimero de
ideales de B entre mB y m?B es G(r,¢°) y el nimero de ideales de A entre m y m?
es G(r,q), por el Corolario 1.3.1. Por hipdtesis y el inciso (2) del Lema 1.3.10 se
sigue que £L(B) = {IB : I € L£(A)}, de donde se sigue que los ideales de B entre
mB y m?B se obtienen al expandir los ideales de A entre m y m?, lo cual implica
que G(r,¢*) < G(r,q). En consecuencia r < 1y A es un anillo de cadena, por la
Proposicién 2.1.1.

Noétese que si A es un anillo finito de cadena, 7 el generador de su ideal maximal
y t es el indice de nilpotencia de 7, entonces anna (7) = (7'~!) es un ideal simple, en
consecuencia A es anillo local de Frobenius.

EJEMPLO 2.1.1 Sean k > 3 un entero, F, el campo finito con q elementos, ¢ = p°,
Iy = X3, XEXX; — XXy 0 1 <@ < j < k,(4,5) # (1,2) un ideal de
FolXa, i Xl Ay = FolXa, oo, Xi) /L) ¥ % = Xi + L) Entonces:

(1) Cualquier elemento de A q) puede ser escrito de manera tinica en la forma:

ap + a1X1 + asXo + - -+ + apXp + app1xixX2, a; € Fy.
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(2) Ag,q) es un anillo local con ideal mazimal m = (xy,...,Xg) Yy su campo residual
es isomorfo a IFy.

(9) w8 = (i), w0 = (0) 1 b, () =42,
(4) A(k,q) no es anillo de cadena.

(5) ag+ a1x1+ asXo + -+ - + apXp + ap1X1X2 € anny , (m) ©a=0y(a,...,a)
es solucion de DX = 0, donde D es la matriz con ceros en la diagonal y unos en
el resto de sus entradas.

(6) Agq) es anillo de Frobenius si y solo si (k —1,q) = 1.

Demostracion.

(1) Con el orden lexicografico tal que Xz > ... > Xy > X, el conjunto G =
{X3,.. X3, XX, — XXy 1 1 <i < j <k (i,)) # (1,2)} es una base de Groeb-
ner. La afirmacion se sigue del hecho de que los tinicos monomios no divisibles por
LM(G) = {X2,... X2, X;X,; : 1 <i<j <k (i,j) # (1,2)} son X1, Xs, ..., Xp v X1 Xo.
(2) La afirmacion se sigue del Lema 1.3.12.

(3) Puesto que m = (xi,...,X), entonces m* = (x3,...,x2,x;%x; : 1 < 4,5 < k) =
(x1X2). Puesto que en A, se satisface x;x1xo = 0, para cualquier i € {1,...,k},
entonces m3 = (x1, Xy ..., Xp)(X1Xo) = (X1X1Xg, XoX1 X2, . . . , ;X1 Xg) = (0).

Finalmente, por el inciso (2), el campo residual de A4 es Fy, ¥ por el inciso (1),
|A(r,g)] = |Fy|**2. La afirmacién se sigue del Lema 1.3.4.

(4) Puesto que Caggy(Akg)) = k+2>5, pues k > 3, y el indice de nilpotencia de m
es 3, por el inciso (3). Entonces A(; 4) no es anillo de cadena, por la Proposicién 2.1.1.
(5) Sea o = ag + a1x1 + a2Xa + ... + apXp + app1X1X2 € A gy y D es la matriz k x k
con ceros en la diagonal y unos en el resto de sus entradas. Puesto que en A 4 se
satisface x;x1x2 = 0 y X;X; = X1Xo, para cualquier 4,j € {1,...,k}, ¢ # j, entonces:

a € anny(m) &

axy = apXy + (ag +az + ... + ax)x1x9 = 0,

axe = agXe + (a1 +az + ... + ap)x1x0 = 0,

axXp_1 = aoXp_1 + (a1 + as + ... + ap_o + ax)x1x2 = 0,
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axp = aoXp + (a1 +ax+ ...+ ak_l)XIXQ =0«
ag =0y (ay,as,...,a;) es solucion de DX = 0,

(6) Primero se calculara el determinante de la matriz a la que se hace referencia en el
inciso (5), se aplicardn operaciones elementales para llevarla a una matriz triangular

superior.
01 11 1 11 -1 0 0 0 0 0 1
1 01 1 1 11 0 -1 0 0 0 0 1
1 1 01 1 1 1 0 0O -1 0 0 0 1
1 110 ...1 11 0 0 0O -1 ... 0 0 1
det | . . . . . . = det . . . . =
1 1 0 0 0 0 1 0
0 -1 1
1 1 1 1 1 1 1
-1 0 0 0 0 0 1
0O -1 0 0 0 0 1
0 0O -1 0 0 0 1
0 0 0O -1 ... 0 0 1 1
det | . . .. =(=1)"(k=1)
0 0 0 o ... =1 0 1
0 0 0 0O ... 0 -1 1
0 0 0 0O ... 0 0 k-1

=) Por el inciso (5), (x;x2) C anny,  (m). Puesto que anny, (m) es ideal simple
de A(xq), por hipétesis, se sigue que (x1xg) = anny, , (m).

Sea (ay,as,...,a;) una solucién de DX = 0, entonces aix; + asXo + ... + apxy €
anny, . (m) = (x;Xz), por el inciso (5). En consecuencia (a1, as, ..., a;) = 0, por el
inciso (1). Asi, D es no singular, lo cual implica que det(D) = (—1)F"1(k—1) € (A q)*
y(k—19 =1

<) Puesto que det(D) = (=1)*Y(k — 1) y (¢,k — 1) = 1 entonces D es inver-
tible y las soluciones del sistema DX = 0 son solo las triviales. Por el inciso (5),
{axix @ € Fy} = anny, (m) y |anna, (m)| = |Fy|. Puesto que F, es el campo
residual de A g, entonces por el Lema 1.3.4, se tiene, s,  (anny,  (m)) = 1, de
donde se sigue la afirmacion.
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LEMA 2.1.5 Sea (A,m,F,) un anillo local finito de Frobenius y t el indice de nilpo-

tencia de m. Entonces anna(m) = m‘~1.

Demostracion.
El hecho de que m* = m'~'m = (0), implica que m*~! C anna (m), y la afirmacién se
sigue del hecho de que anny(m) es ideal simple de A.

Sea A un anillo conmutativo con identidad. El conjunto A™ es considerado como
A-médulo de la manera usual. Un subconjunto C de A" es llamado cédigo lineal de
longitud n sobre A si C es un A-submoddulo de A™. El producto interno canénico sobre
A™ esta dado por (aq,...,a,)(by,...,b,) = a1by+...+ay,b,. Para un cédigo lineal C,
sobre A, el cédigo ortogonal de C es definido por C+ = {@ € A" : @ - b=0Vbe C}.
Obsérvese que si C es un codigo lineal sobre A de longitud 1, entonces C es un ideal
de A y Ct = anny (C).

El siguiente resultado es una caracterizaciéon de anillos locales de Frobenius en
términos de sus codigos lineales, su demostracion se puede encontrar por ejemplo en

31).

LEMA 2.1.6 Sea (A,m,F,) un anillo local finito de Frobenius y C un cddigo lineal de
longitud n sobre A, entonces

(CH =C y [Cl[CH=|A"
En particular, si 1 es un ideal de A, entonces
anng (anna (1)) =1 y  |I||anna(I)| = |A].

LEMA 2.1.7 Sean (A,m,F,) un anillo local finito de Frobenius e 1 un ideal de A,
entonces
UA(I) 4+ a(anna (1)) = o (A).

Demostracion.
Por el Lema 1.3.4, se tienen las siguientes relaciones:

(1) ’I‘ = qu(I)’
(2) |anny (D) = qu(annA(I))7

(3) |A| = ¢2@W).
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La afirmacién se sigue de la relacién |I||anna (I)| = |A[, del Lema 2.1.6.

El siguiente resultado es una caracterizaciéon de anillos locales de Frobenius en
términos de sus extensiones no ramificadas.

TEOREMA 2.1.2 Sean (A,m,F,) un anillo local finito, £ € A[T] un polinomio bdsico
irreducible, s = deg(f) y B = A/(f) la extension no ramificada de A determinada por
f. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es un anillo de Frobenius;

(2) anny(m) es el inico ideal minimal de A;
(8) anng(mB) es el unico ideal minimal de B;
(4) B es un anillo de Frobenius.

Demostracién.

(1) = (2): Sea I un ideal minimal de A, por el Lema de Nakayama, mI C 1. Entonces
ml = 0 lo cual implica que I C anny (m) y I = anny (m), pues anna (m) es ideal simple.
(2) = (1): Si anna(m) es un ideal minimal, entonces anna(m) es un ideal simple.

(1) & (4): mB es el ideal maximal de B y, por el inciso (1) del Lema 1.3.11, se
tiene £ (anny(m)) = fg(anna(m)B), ademas, por el inciso (3) del Lema 1.3.11, se
tiene anna (m)B = anng(mB). En consecuencia, anna (m) es un ideal simple de A <
lx(anny (m)) = fg(anng(mB)) = 1 < anng(mB) es un ideal simple de B.

(4) < (3) Es anélogo a la implicacién (1) < (2).

2.2. Anillos locales finitos de Frobenius no de ca-
dena y de longitud 4

El objetivo de esta seccion es describir la familia de anillos locales finitos de Frobe-
nius no de cadena y de longitud 4. Una consecuencia es que los anillos locales finitos
de Frobenius no de cadena y con p* elementos, p un ntimero primo, son descritos.
Este resultado generaliza el caso p = 2 presentado en [21].

LEMA 2.2.1 Sea (A,m,F,) un anillo local finito. Si A posee alguna de las siguientes
propiedades, entonces es anillo de cadena.
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(1) A tiene longitud 1;

(2) m tiene indice de nilpotencia 1;

(3) A tiene longitud 2;

(4) A es anillo de Frobenius y m tiene indice de nilpotencia 2.

Demostracioén.

Observar que un campo es anillo de cadena.

(1) Si A tiene longitud 1, entonces A D (0) es una serie de composicién, m = (0) y A
es un campo finito.

(2) Si se cumple que m! = m = (0), entonces A es un campo finito.

(3) A no es un campo y m tiene indice de nilpotencia mayor a 1, por el inciso anterior.
Por el Lema 1.3.6, el hecho de que A tiene longitud 2 y la observacién anterior, el
indice de nilpotencia de m es 2. La afirmacion se sigue de la Proposicién 2.1.1.

(4) Si m tiene indice de nilpotencia 2 entonces, por el Lema 2.1.5 y porque A es anillo
de Frobenius, anna(m) = m es un ideal simple, en consecuencia m es ideal principal,
por el Lema 1.1.1. Por lo tanto A es anillo de cadena, por la Proposicién 2.1.1.

LEMA 2.2.2 Sea (A,m,F,) un anillo local finito, no de cadena y con p*elementos,
entonces A tiene longitud 4.

Demostracién.

(A) dea(A)

=D )
por el Lema 1.3.4, lo cual implica 5 (A) € {1,2,4}. La afirmacién se sigue del Lema
2.2.1.

Sea ¢ = p?, con d entero positivo. Por el Lema 1.3.4, |A| = p* = ¢*»

LEMA 2.2.3 Sea (A,m,F,) un anillo local finito de Frobenius no de cadena y con
longitud 4, entonces m tiene indice de nilpotencia 3.

Demostracién.

Por el Lema 1.3.6, la Proposicién 2.1.1 y el hecho de que A no es anillo de cadena, se
tiene que el indice de nilpotencia del ideal maximal de A es menor a 4. La afirmacion
se sigue del Lema 2.2.1.

DEFINICION 2.2.1 .
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(1) Sea £4 la familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena y de lon-
gitud 4.

(2) Sea Fs la familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena y cuyo
1deal mazimal tiene indice de milpotencia 3.

La familia §3 es grande pues incluye a los anillos A ), donde (k —1,p) = 1, del
ejemplo 2.1.1. Puesto que la longitud del anillo Ay, 4 es k + 2, esta familia contiene
anillos de todas las longitudes. Ademas, £4 C §3, por el Lema 2.2.3.

LEMA 2.2.4 Sea (A,m,F i) € £4, T C A un conjunto de representantes de Fpa y
x € m\ m?. Entonces existe y € m \ m? tal que {x,y} es un conjunto minimo de
generadores de m, x> = y® = x%y = xy? = 0 y alguna de las siguientes relaciones se
debe satisfacer:

(1) xy =0 yx*= fy? #0 para algin f € T\ {0}.

(2) xy #0, x>+ uxy =0 y y? +vxy = 0 para algunos u,v € T tales que 0 # 1 en
Fa.

p

Demostracion.
Por el Lema 2.2.3, m tiene indice de nilpotencia 3, por los Lemas 2.1.4 y 2.1.5,
anny (m) = m? es el tnico ideal minimal de A, asf

v(m) = lx(m/m?) = fy(m) — 4 (m?) = 2.

En consecuencia, puesto que x € m \ m?, existe y € m \ m? tal que {x,y} es un
conjunto minimo de generadores de m y se tendrd x* = y® = x%y = xy? = 0. Si
anny (x) = m?, por el Lema 2.1.6, (x) = anna (anny (x)) = anna (m?) = m, que es una
contradiccién. Si ann(x) = m, entonces (x) = anny(anna(x)) = anna(m) = m?, lo
cual no es posible. Entonces m? C anna(x). Y de manera andloga se concluye que
anna (y) C my anna(x) # anna(y).

Por el Corolario 1.3.1 y puesto que (0,1) y (1,A), donde A € F,q¢, son todas las 1 x 2
matrices en forma escalén reducida por filas (erf) sobre F,¢, se tiene que anny(x) €
{{y), (x+uy)} y anna(y) € {(y), (x + vy)}, donde u,v € T. En las siguientes lineas
las afirmaciones 1) y 2) se probarén.

1) Usando el Lema 2.1.6 y el hecho de que A es anillo de Frobenius, se tiene:

anna (x) = (y) < anny (y) = anng (anna (x)) = (x).
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En este caso, xy = 0 y puesto que x & (y) = anna(x), y € (x) = anny(y), entonces
x? # 0y y? # 0. Puesto que m? es generado por cualquiera de sus elementos no cero,
pues es un ideal simple de A, m* = (x%,xy,y?) = (x?) = (y?) lo cual implica que
x? = fy? para algin f € T\ {0}.
2) Obsérvese que

anny (x) = (x + uy), donde u € T &

anna (y) € {{y), (x +vy)}, donde v; € T\ {0} &
anny (y) = (y + vx), donde v € T.

En este caso x2 +uxy = 0y y? + vxy = 0, donde u,v € T.

Resta verificar xy # 0y @ # 1 en Foe, si xy = 0 entonces x> = y> = 0 y m? =
(x%,xy,y?) = (0), lo cual es una contradiccién. Si u = 0 0 v = 0 se tiene la afirmacién.
Si wv = 1+ m, donde m € m, entonces uvx? = x? y x? + uxy = wvx’ + uxy =
ux(y + vx) = 0, lo cual implica que anna(y) = (y + vx) C anna(x), en consecuencia
(y) C (x), que no es posible.

Los siguientes resultados sobre campos finitos posiblemente se encuentran en la

literatura, se incluyen en este trabajo para facilitar la lectura.

PROPOSICION 2.2.1 Sea F = F,a el campo finito con p? elementos y ¢ un elemento
primitivo de este campo. Entonces:

(1) Ezisten 1,72 € F tales que ¢ = 7?2 + ~3.
(2) V=1€TF siysdlosip=26p?=1mod 4.

(9) La ecuacion X2 +Y? = 0 tiene soluciones no triviales en F si y sélo si p = 2
6pt=3mod4, siysolosip=26+/—1¢&F.

(4) Siu,v €T son tales que Ju & F y /v &F, entonces \/% eF.

(5) Sean u,v,w € F con uw # 0. Entonces el sistema de ecuaciones
(a) X2 +Y? = uw,
(b) Z* + W? = v,
() XZ+YW =w,
tiene solucion en I si y solo si /uv — 1 € F.

Cuando vuv — 1 € F, una solucion al sistema de ecuaciones es:
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(1) ¢*(u,0,1,vuv — 1), cuando p es impar y Y= ¢k,

(1) C*(uryr, uya, v+ y2vVuv — 1,99 — y1v/uv — 1), donde v1,v2 son como en el
inciso (1) de este lema, cuando p es impar y % = (*F+

(#i1) (yv/uw, 0, \/%, \/%\/uv —1), cuando p = 2.

(6) Las siguientes condiciones
(a) X2+ Y? = (22 + W?),
(b) Z* + W2 #£0,
(¢) XZ+YW =0,
se satisfacen en F si y solo si p = 2.
Cuando p = 2 el conjunto de F* que satisface las condiciones es (1/(,0,0,1).

Demostracién.
(1): El caso p = 2 es trivial pues (F*)? = F*.
Sea p un nimero primo impar y sean

pt—1
9

pt—1
2

I ={¢*:1<i< — 1},

Ly ={¢**:0<i<

- 1}7

d
p* —1
—11}.
5 }

M3=1-Ty={1-¢*":0<i<

Se tienen las siguientes relaciones

pl—1

F1UF2:F\{O,1}, ‘Fl‘ = 2 —17

pl—1
2 )

asi, '3 C Ty UTy y '3 Ny # (. De la dltima relacién se sigue la afirmacion.

Ty| = |I's| = 0,1¢7T%s,

(2): =) Si p = 2, entonces (F*)> = F* de donde se sigue la afirmacién. Sea p un
nimero primo impar, entonces /—1 € F* tiene orden multiplicativo 4 y la afirmacién
se sigue del Teorema de Lagrange.

<) Si p? = 4h + 1, entonces /—1 = (" € F.
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(3): =) Si p = 2 la afirmacién se sigue del hecho que (F*)? = F*. Si p es un ntimero
b

a’

primo impar y (a, b) es una solucién no trivial de la ecuacién, entonces a # 0y ¢* =
para algin k € {0,1,...,p? — 1}. Asi,

b
C+E)P =+ =1+ =0,
lo cual implica que

pi-1

C2k_1:_]—:€ >

que es equivalente a
C#—(%—l) -1

en consecuencia p? — 1 | ’% —(2k—1),p?—1| % y p? = 3 mod 4.
<) Si p¢ = 4h + 3, entonces (1, ") es una solucién de X2¢ + Y2 = 0.

(4): Puesto que F2a = Fa(y/u) = Fa(y/v), entonces v/u = a+ by/v, donde a,b € Fa
y b#0, 2aby/v = u — a* — b®v, en consecuencia a =0y b* = % € Fa.

(5): =) Supdngase que p es impar, Z y W se encontraran en términos de los valores
de X, Y,u yv.

SiY = 0, entonces el sistema de ecuaciones se transforma en:

(a) X2 = uw,

(b) Z* + W? = v,

(¢) XZ = w;

de donde se obtiene:

X Z:—:—:—:_
70, X wuX uX u
W2u?  (vw — Z*)u? uZ? uwZ?
2 o =uv— s = uv - — g =uv — 1,
W:iX\/uv—l'
u
SiY # 0. De (c¢) se obtiene
—XZ +w
W=——77-—..(
Y )

Combinando (d) con (a) y (b) se obtiene:

—XZ+w

7P+ W2 =ovw =7+ ( v )2 =
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Y272 + X272 — 2wXZ + w? uwZ? — 2wX7Z + w?
Y2 - Y2

de donde se sigue que
uZ? —2X7Z +w —vY? =0

7 2X £ 1/4X2 —du(w —vY?) X £ YVuv —1
B 2u B u

W =

—XZ+w YF Xyv/uv — 1
Y N u ’

En cualquiera de los casos se tiene vuv — 1 € F.

<) Supéngase que yJuv — 1 € F.

Si u~lw = ¢%F1 sean 71,79 como en el inciso (1). Entonces uw = v?u=tw = u?¢?*¢ =

(u¢*)?(f +13) = (uC*n)?* + (u¢*2)?, Elegir X = u¢*y1 y Y = u*y2, y de acuerdo

a la implicacién anterior, caso Y # 0, se obtiene, Z = (*y; £ (Fyor/uv — 1y W =

¢ F Fnvuw — 1

Si ulw = (%, entonces uw = vlu"lw = (u¢*)? Elegir X = u¢* y Y = 0, y de

acuerdo a la implicacién anterior, caso Y = 0, se obtiene Z = (¥ y W = £¢*v/uv — 1.

El caso p = 2 es trivial dado que todo elemento posee raiz cuadrada en el campo,

asf siempre se cumple que vuv — 1 € F, y una solucién del sistema de ecuaciones es

X=Vuw,Y=0,7Z=vwut, W= vVwutyuv—1.

(6): =) SiY = 0, entonces X* = ((Z* + W?) # 0 y XZ = 0 de donde se sigue que
Z =0, W #£0, X2 = (W2, ¢ € (F)2, F* = (F)2y p=2.

2 2 2
SiY # 0, entonces W = =22 y 72 + W? = ZQY2\;XQZ2 =z g(ijW ) 1o cual implica
que ¢ € (F*)? F* = (F*)? y p = 2;
<) Elegir X =+/(,Y=0,Z=0,W = 1.

Las siguientes Proposiciones son las partes méas importante de esta seccién. Se
encontraran todos los anillos locales finitos de Frobenius no de cadena y de longitud
4.

Recordar que si (A,m,[F ) es un anillo local finito y M es un A-médulo de longitud
finita, £5(M), entonces [M| = p¥*®) por el Lema 1.3.4. La caracteristica de A,
denotada por car(A), es el menor entero positivo, n, que satisface nA = {0}. Se
cumple que car(A) = p*, para algin k € N. Si (A, m,F,4) es anillo local finito de

t—1

Frobenius y t es el indice de nilpotencia de m, entonces anny (m) = m*~" es el tnico

ideal minimal de A, por el Lema 2.1.5.
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Sea (A, m,F,4) € £4, entonces |A| = p*, el indice de nilpotencia de m es 3, por
el Lema 2.2.3, asf anna(m) = m? es el tnico ideal minimal de A y p* € m3 = (0), de
esto se obtiene que car(A) € {p,p? p*}.

En lo que concierne a la caracteristica del anillo A, las Unicas posibilidades son las

siguientes:
(1): car(A) = p? y p € m?.
(2): car(A) =p* y p ¢ m®.
(3): car(A) =p® y p € m?%
(4): car(A) = p3 yp g m?.
(5): car(A) =

Cada uno de estos casos es tratado en las siguientes Proposiciones. Obsérvese que
el caso (3): car(A) = p® y p € m? no es posible, pues si p € m?, entonces p*> € m* = (0).

PROPOSICION 2.2.2 Sea (A, m,F,q) € £4 tal que car(A) = p* y p € m?. Entonces

(1) Sip es impar, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos
GR(p? d)[X, Y]/(X* = Y2, Y2 — p, XY, Y? pX, pY),
0
GR(p2, d)[X, Y] /(X2 = (Y2, Y2 — p, XY, Y3 pX, pY), {0,1,...,¢?" 2} es el con-
Junto de Teichmiiller del anillo de Galois GR(p?,d).

(2) Sip=2, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos
GR(4,d)[X,Y]/(X? = Y2 Y? — 2, XY, Y3, 2X, 2Y),
0
GR(4,d)[X,Y]/(X2, Y2 XY — 2,2X,2Y).

Demostracién.

Por el Teorema 1.3.4 se puede suponer que el anillo de Galois GR(p?, d) esté contenido
en AyseaT ={0,1,(,...,¢("" 2} el conjunto de Teichmiiller de este anillo de Galois.
Sea {x,y} un conjunto minimo de generadores del idea maximal m que satisface las
afirmaciones (1) o (2) del Lema 2.2.4 para algunos valores fi,u;,v; € T, con f; # 0
y @10y # 1 en Fpa. Puesto que p € m?, entonces px,py € m? = (0). Dado que m? es
un ideal simple de A entonces es generado por cualquiera de sus elementos no cero.
En el caso (1) del Lema 2.2.4, m?> = (y?) = (p) esto implica y*> = g;p para algtn

g1 € T\ {0}.

63



En el caso (2), m* = (xy) = (p) implica xy = w;p, para algin w; € T\ {0}.

Nuevamente, por el Teorema 1.3.4, en el caso (1) hay un epimorfismo

Aq oy =GR )X, Y]/(X? = AiY%,Y? — g1p, XY, Y2, pX, pY) — A,

f1.91

y en el caso (2), hay un epimorfismo
B(Uh’UlﬂUl) = GR(p27 d) [X7 Y]/<X2 - UlXY,Y2 - UIXY) XY - w1p7pX)pY> — A7

donde uq, vy, w1, f1, g1 € T son tales que wy, f1 y g1 son no cero y ;71 # 1 en [F,a. Por
el Lema 1.3.12 se sigue que A, 4,) ¥ Bu,,01,01) s0n anillos locales con ideal maximal
(x,y) y campo residual F,q. Obsérvese que cualquier elemento de los anillos Ay, 4,) 0
Buy,01,01) S€ pueden escribir de manera tnica como a + bx + ¢y, donde a € GR(p?, d)
y b,c € T, y los elementos de sus ideales maximales estan dados por ap + bx + cy,
donde a,b,c € T. En consecuencia |[Af, o) = By = p*® ¥y en cada caso el
epimorfismo mencionado es un isomorfismo.

Obsérvese que los anillos Ay, 4, ¥ B(uy,v1,w,) son determinados por elementos par-
ticulares uy, vy, ws, f1,91 € T tales que wy, fi v ¢1 no son cero y 0 # 1 en IF .
Nuestro objetivo serd probar que para cualesquiera elementos u,v,w, f,g € T tales
que w, f y g no son cero y 40 # 1 en F,a, los anillos Af4) ¥ Buww) definidos de la
misma forma, es decir remplazando u, v, w, f, g por uy, vy, ws, f1, g1 respectivamente,
son los que se afirman en la Proposicién. Sean x y y los elementos en estos anillos que
conrresponden a la clase de X y Y, respectivamente, modulo sus ideales respectivos.
Por el Lema 1.3.12 se tiene que estos anillos son locales con ideal maximal m = (x,y)
y se satisfacen las relaciones x? = fy?,y? = gp,xy = px = py = 0 en el caso del anillo
A y X2 = uxy,y? = vxy,xy = wp,px = py = 0 en el caso del anillo By ,). Sus
elementos se pueden escribir de manera tnica como a + bz + cy, donde a € GR(p?,d)
y b,c € T; y los elementos del ideal maximal se pueden escribir de manera tinica como
ap + bx + cy, donde a,b,c € T.

Obsérvese que si u,v,w € T son tales que u y w son no cero, entonces B,y ) =
Aqy sty sélo si existen a,aq,b,bi,¢,¢; € T tales que {a = ap + bx + ¢y, =
ai1p + bix + c1y} es un conjunto minimo de generadores del ideal maximal de Ay y)
y estos elementos satisfacen las relaciones que satisfacen x y y en By, es decir,
a? = uaf3, B? = vaB, a8 = wp,pa = pB = 0. De estas relaciones, la aritmética en
A(1,1) y las expresiones para a y 3 se tiene:

(0% + ¢*)p = uwp,
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(b + ci)p = vwp y

(bby + cc1)p = wp, en GR(p?,d).

Estas relaciones son ciertas si y sélo si existen b, by, c,c; € T tales que

V2 + 2 = aw,

P4+ &E=00y

bby + c¢y = w en F

estas ecuaciones tienen solucién si y sélo si V@ — 1 € Fpe, por el inciso (5) de la
Proposicién 2.2.1.

Por el argumento anterior, cuando w,v,w € T son tales que v y w no son cero y
Vo —1 € IF e, es facil ver que un isomorfismo de B, 4wy en A 1) estd dado por:
X = bx +cy yyr bix+cy, donde b, b1, c,c; € T son tales que su imagen en Fq es
una solucién del sistema de ecuaciones del inciso (5) de la Proposicién 2.2.1. Esto es:

(1) Sip es impar, u y w no son cero, Vo —1 € Fpu y L — 2k,
Un isomorfismo de By w) en Ay estd dado por:

x - udtx y = (x4 ey,

donde £ € T es tal que éz Vo — 1.

(2) Sip es impar, u y w no son cero, Vit — 1 € Fpa y £ = (2 HL,
Un isomorfismo de B, ) en A1) estd dado por:
x = uC [yax + 72y] y = CFl(n + 2% + (92 — 1)yl

donde &, 71,7, € T son tales que £ = Vi — 1y 72 +42 = .

(3) Sip=2y wuy wno son cero.
Un isomorfismo de By .w) en A1y estd dado por:

X — ax v = a1X + by,
donde a, ay,b; € T son tales que a = Vuw, a; =

yi)l:\/;\/a@—i.

De manera similar se obtienen los siguientes mapeos, que es facil verificar son

|&:

isomorfismos entre los respectivos anillos.
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(4) Si p es impar, u y w son no cero, Vit — 1 ¢ Fpay
Un isomorfismo de B, ;) en A 1) estd dado por:

x = ulty y = CFly + &x],

_ §2k+1'

&

(5) Si p es impar, u y w son no cero, Vit — 1 ¢ Fpay
Un isomorfismo de B, ) en A1) estd dado por:

x > ultx y = CFlx+ €yl

donde € € T es tal que € = ,/ﬁﬁgi.

(6) Sipesimpary v/ —1 € Fp.
Un isomorfismo de B ., en A 1y estd dado por:

1
X = w(x + Ey) yH§X—§y,

donde € € T es tal que & = v/—1.

(7) Sipesimpary v/ —1 ¢ Fpa.

Un isomorfismo de By .y en A1y estd dado por:

x = w(x + ("y) y+—>i[X+%L

2¢
donde p? = 4h + 3 y (1,£¢"*") es una solucién de X?¢ +Y? =0 en Fa.
(8) Un isomorfismo de By, 0,w) en Bou,w) estd dado por:

X =y y — X.
(9) Un isomorfismo de Bg,.) en Bg,1) estd dado por:
X X y = wy.
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(10) Un isomorfismo de Ac2i+1 25y en A1y estd dado por:

X»—>Ci+jx yr—>ij.

(11) Un isomorfismo de Ac2i c27) en A1) estd dado por:

X|—>Ci+jx yr—>ij.

12) Un isomorfismo de A s2i+1 02541y en A1y estd dado por:
(RN ARY) (¢.1)

x = (THTly y — Ix.

(13) Un isomorfismo de Ac2i c2j41y en Ay 1y estd dado por:

x = (T (1x + Yay) y = (=X + 71y),

donde 71,72 € T son tales que 3% + 72 = (.

Por otra parte, An1) = A siy sélo si existen a,a1,b,b1,¢,¢; € T tales que
{a =ap+bx+cy,f = ap+ bix + c1y} es un conjunto minimo de generadores del
ideal maximal de A(y 1), y esos elementos deben satisfacer las relaciones que satisfacen
xyyen Agy, es decir, o = (4% B* = p, aff =0y pa = p§ = 0. Estas relaciones,
la aritmética en A 1y y las expresiones para o y 3 son equivalentes a:

(1) (0 +c*)p = (b + D,
(2) (bF+cd)p=np,
(3) (bby + cc1)p = 0, en GR(p?, d).
Estas relaciones son ciertas si y sélo si existen b, by, ¢, c; € T tales que
(1) P +& =,
(2) B +& =1,
(3) bby 4 é¢, = 0.

67



si y sélo si p =2, por (6) de la Proposicién 2.2.1.
Finalmente, para p = 2, puesto que todos los elementos del ideal maximal de B,
tienen cuadrado cero y el elemento x € Ay es tal que x* = y? # 0, entonces

B,o,1) # Aa.-
PROPOSICION 2.2.3 Sea (A, m,F,q) € £4 tal que car(A) = p* y p € m?. Entonces

(1) Sip es impar, el anillo A es isomorfo al siguiente anillo

GR(p?, d)[X]/(X?).

(2) Sip=2, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos
GR(4,d)[X]/(X?),
0

GR(4,d)[X]/(X? — 2X).

Demostracioén.

Por el Teorema 1.3.4 se puede suponer que el anillo de Galois GR(p?,d) estd con-
tenido en A y sea T = {0,1,(,... ,C”d_2} el conjunto de Teichmiiller de este anillo
de Galois. Sea x € m \ m? tal que {p,x} es un conjunto minimo de generadores del
ideal maximal m que satisface las afirmaciones (1) o (2) del Lema 2.2.4 para algunos
valores fi,u;,v; € T, con f1 # 0y @0, # 1 en Fa.

Notar que en el caso (1) del Lema 2.2.4 se debe tener, px = 0, x* = f1p* # 0, que es
una contradicién.

De esta manera resta analizar el caso (2) del Lema 2.2.4. Las relaciones son px # 0,
x? +upx = 0 y vipx = 0, lo cual implica que v; # 0. Nuevamente, por el Teorema
1.3.4, en el caso (2) hay un epimorfismo

Ay, = GR(P, d)[X]/(X? + urpX) — A.

Puesto que X* = X* — u?p*X? = (X2 — u;pX)(X? + u1pX) € (X? 4 uypX), entonces
A, es anillo local con ideal maximal (p,x) y campo residual F,«, por el Lema 1.3.12.
Obsérvese que cualquier elemento de este anillo se pueden escribir de manera tnica
como a + bx, donde a,b € GR(p?,d), y los elementos de su ideal maximal se pueden
escribir de manera tinica como ap+bx, donde a € Ty b € GR(p?, d). En consecuencia
|A.,| = p* y el epimorfismo mencionado es un isomorfismo. Puesto que el anillo A,
es determinado por un elemento particular u; € T. Nuestro objetivo serd probar que
para cualquier elemento v € T los anillos A, definidos de la misma forma, es decir
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remplazando u por uq, son los que se afirman en la Proposicion. Esto se logra usando
los mismos argumentos en la demostracion de la Proposicion 2.2.2 y asi se obtienen
los siguientes isomorfismos:

(1) Sip es impar.
Un isomorfismo de Ay en A, esta dado por,

X — 2X — up.

(2) Sip=2yu#0.
Un isomorfismo de A, en A; esta dado por,

X — UX.

Finalmente, para p = 2, puesto que todos los elementos del ideal maximal de Ag
tienen cuadrado cero y el elemento x € A; es tal que x? = 2x # 0, entonces A; # A,.

PROPOSICION 2.2.4 Sea (A, m,F,) € £4 tal que car(A) = p* y p ¢ m?. Entonces

(1) Sip es impar, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos
GR(p®, d)[X]/(X? — p?, pX),
0
GR(p?, d)[X] /(X% - ¢(p?, pX), {0, 1, ... ,de*Q} es el conjunto de Teichmiiller del
anillo de Galois GR(p?,d).

(2) Sip=2, el anillo A es isomorfo al siguiente anillo

GR(8, d)[X]/(X? — 4, 2X).

Demostracion.
Al usar los mismos argumentos que en las Proposiciones 2.2.2 y 2.2.3, ahora con los
anillos

Ay = GR(P’, d)[X]/(X* — upX, p* — vpX, X?)

B, = GR(p’, d)[X]/(X* — wp®, pX),

donde u, v, w son elementos del conjunto de Teichmiiller del anillo de Galois GR(p*, d),
vw # 0, tales que 40 # 1 en IF,4; se obtienen los siguientes isomorfismos:
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(1) Si Vv — 1 € Fp.

Un isomorfismo de By en A, estd dado por:

X = _fp + ,U€X7

donde ¢ € T es tal que £ =

(2) Si Vo —1¢Fpu.

Un isomorfismo de B¢ en A, ) esta dado por:

X = —Ep + vEX,

donde ¢ € T es tal que £ = \/ ﬁfii'

(3) Un isomorfismo de Be2r en B; esta dado por:

x — (Fx.

4) Un isomorfismo de Bs2x+1 en B, estda dado por:
¢ ¢

x = (Px.

Finalmente, By & B si y sélo si existen a, b, ¢ € T tales que {« = ap + bp® + cx, p} es
un conjunto minimo de generadores del ideal maximal de By, y estos elementos deben
satisfacer las relaciones que satisfacen p y x en B, es decir, o® = (p* y pa = 0. Estas
relaciones, la aritmética en B; y la expresién para «a son equivalentes a: (a® 4 ¢?)p? =
(p?, ap® = 0. Estas relaciones se satisfacen si y sélo si & = ¢ siy sélo si p = 2.

PROPOSICION 2.2.5 Sea (A, m,F,.) € £, tal que car(A) = p. Entonces

(1) Sip es impar, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos
Fa[X,Y]/(X* - Y2, XY, Y?),
]
Fa[X,Y]/(X? = (Y2, XY, Y?), donde ¢ es un elemento primitivo de Fpa.

(2) Sip=2, el anillo A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos
Fau[X, Y]/ (X2, Y?),
0

Fou[X, Y]/(X2 — Y2, XY, Y3).
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Demostracion.
Los mismos argumentos que en las Proposiciones 2.2.2 y 2.2.3 pueden ser usados
ahora con los anillos

A = FulX, Y]/(X? — uXY,Y? — 0XY, Y?, X?Y)

B, = Fa[X, Y]/(X? — wY?, XY, Y%,

donde u,v, w € F,a son tales que uv # 1 y w # 0, y se obtienen los isomorfismos:

(1) Sivuv —1€Fpayu#0.

Un isomorfismo de A,y en B; esta dado por:
X = UX y = x —Vuv — ly.

(2) Si Vuv—1 ¢ Fpa y u # 0, entonces \/((uv — 1) € Fpa, por el inciso (4) de la
Proposicién 2.2.1.
Un isomorfismo de A, .y en B¢ esta dado por:

X > UX y = X+ +/C(uv —1)y.

(3) Sipesimpary v/—1¢€F.
Un isomorfismo de A en B, estd dado por:

X—=x+Vv-—ly y—x—vV—ly.

(4) Siv/—1 ¢ F,a entonces p? = 4h+3y (1, £¢"*!) es una solucién de X*(+Y? = 0,
por el inciso (3) de la Proposicién 2.2.1.
Un isomorfismo de Aoy en B estd dado por:

x = (Mx y = x — ("ly.

(5) Un isomorfismo de B2« en By estd dado por:
x — CFx VY.
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(6) Un isomorfismo de Be2r+1 en B¢ estd dado por:

x = (Fx V.

(7) Un isomorfismo de A(,,) en A, estd dado por:

Xy y — X.

Finalmente, By = B¢ si y solo si existen a, aq,b,b € T tales que {a = ax + by, =
a1x + b1y} es un conjunto minimo de generadores del ideal maximal de By, y esos
elementos deben satisfacer las relaciones que satisfacen x y y en B, es decir, o = (2,
B? # 0y af = 0. De estas relaciones y expresiones para a y 3 se tiene: a? + b? =
Claf 4+ b%), a4+ 02 # 0y aa; + bby = 0 si y sdlo si p = 2, por el inciso (6) de la
Proposicién 2.2.1.

Para p = 2, puesto que los elementos del ideal maximal de A ) tienen cuadrado cero
y el elemento x € By es tal que x* = y? # 0, entonces Ao # By.

El siguiente Teorema es un resumen de los resultados de las Proposiciones ante-
riores.

TEOREMA 2.2.1 Sea (A,m,F,a) un anillo local finito de Frobenius no de cadena y
de longitud 4. Entonces A es isomorfo a alguno de los siguientes anillos:

(a) Sip es impar

(Z) GR‘(p27 d)[X7 Y]/<X2 - Y27 Y2 - D XY) Ys,pX,pY>
Este anillo tiene caracteristica p* y p € m?.
(2) GR(p? d)[X, Y]/(X? = (Y?,Y? — p, XY, Y?, pX, pY),
donde {0,1,...,¢"" "2} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d).
Este anillo tiene caracteristica p* y p € m?.
(8) GR(p?, d)[X]/(X?).
Este anillo tiene caracteristica p* y p € m?.
(4) GR(p*, d)[X]/(X? — p*, pX).
Este anillo tiene caracteristica p® y p € m?.
(5) GR(p*, d)[X]/(X* = (p?, pX),
donde {0,1, ... ,de_z} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d).
Este anillo tiene caracteristica p® y p € m?.
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(6) Fa[X,Y]/(X* = Y2 XY, Y?).
Este anillo tiene caracteristica p.

(7) de [X’ Y]/<X2 - €Y27 XY? Y3>7
donde ¢ es un elemento primitivo de IFq.
Este anillo tiene caracteristica p.

(b) Sip=2:

(8) GR(4,d)[X,Y]/(X? —-Y?,Y? - 2,XY,Y? 2X, 2Y).
Este anillo tiene caracteristica 4 y 2 € m?.
(9) GR(4,d)[X,Y]/(X? Y% XY —2,2X,2Y).
Este anillo tiene caracteristica 4 y 2 € m?.
(10) GR( )[X]/(X").
Este anillo tiene caracteristica 4 y 2 & m?.
(11) GR(4,d)[X]/(X? — 2X).
Este anillo tiene caracteristica 4 y 2 € m?.
(12) GR(8,d)[X]/(X? —4,2X).
Este anillo tiene caracteristica 8 y 2 € m?.
(13) Fau[X, Y]/(X2,Y?).
Este anillo tiene caracteristica 2.
(]4) Fya [Xa Y]/<X2 - Y27 XY, Y3>
Este anillo tiene caracteristica 2.

OBSERVACION 4 Observar que los conjuntos minimos de generadores de los idea-
les mazimales de los anillos GR(p?, d)[X,Y]/(X? — Y2, Y% — p, XY, Y3, pX,pY) ¢
GR(p?, d)[X, Y]/ (X% = (Y2, Y? —p, XY, Y3 pX,pY), donde {0,1, ... ,defz} es el con-
gunto de Teichmiiller de GR(p?,d), no satisfacen las mismas relaciones.

La misma observacion para los pares de anillos siguientes:

(1) GR(p*, )[X]/(X* — p?, pX) y GR(p’, d)[X]/(X* — (p*, pX),
donde {0,1,... ,de_Q} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d).

(2) Fpu[X, Y]/ (X2 = Y2 XY, Y3 y Fu[X, Y]/(X2 - (Y2 XY, Y?),

donde ¢ es un elemento primitivo de Fa.
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(3) GR(4, d)[X, Y]/(X2=Y2 Y2-2, XY, Y3 2X, 2Y) y GR(4, d)[X, Y] /(X2 Y2, XY —
2,2X,2Y).

(4) GR(4,d)[X]/(X?) y GR(4, d)[X]/(X* — 2X).
(5) Fou[X, Y]/(X2,Y2) y Fau[X, Y]/(X2 — Y2, XY, Y3).

OBSERVACION 5 Para el anillo GR(p?,d)[X,Y]/(X? — (Y% Y? — p, XY, Y3 pX, pY),
donde {0,1,... ,de_z} es el conjunto de Teichmiiller del anillo de Galois GR(p?,d),
¢ se puede cambiar por cualquier elemento n del conjunto de Teichmiiller tal que n
sea un elemento primitivo de Fpa. Pues si ¢ =1+ m, donde m es un elemento en el
ideal maximal del anillo, entonces my? = 0 y x* — (y? = x? — ny?, pues el indice de
nilpotencia del ideal maximal es 3.

La misma afirmacion se tiene para los siguientes anillos

(1) GR(p* d)[X]/{X* — (p*, pX),
donde {0,1,... ,de*Q} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p3,d).

(2) de [Xv Y]/<X2 - CY27 XY7 Y3>a
donde C es un elemento primitivo de IF .

Sea (A, m,F,) € §3 tal que A tiene p* elementos. Por el Lema 1.3.6, 3 < £5(A),
por el inciso (4) del Lema 2.1.1 y dado que A no es anillo de cadena 4 < (4(A).
Puesto que |A| = p* = (p?)») entonces d = 1, £5(A) = 4 y se tiene el siguiente
resultado:

COROLARIO 2.2.1 Sea (A,m,F,) un anillo local finito de Frobenius no de cadena y
con p* elementos. Entonces A es isomorfo a uno de los siguientes anillos:

(1) car(A) =p? yp € m?
Sip es impar y C € Zy2 es tal que ¢ es un elemento primitivo de IF),:
Zp2[X,Y]/(X? = Y2, Y? — p, XY, Y?, pX, pY)

s

0]

Z,2[X, Y]/ (X2 = (Y2 Y? — p, XY, Y2, pX, pY).
Sip=2:

Z4X,Y]/(X2 = Y2, Y2 — 2 XY, Y3, 2X,2Y)

é

Z4[X,Y]/(X2, Y2, XY — 2,2X,2Y).
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(2) car(A) =p® yp ¢ m.
St p es impar:
Zip[X]/(X?).
Sip=2:

Z4[X] /(X?)

Z4[X]/(X? - 2X).

(3) car(A) =p°, p & m®.
Sip es impar y C € Zys es tal que ¢ es un elemento primitivo de IF),:
L[ X]/(X? = p?, pX)

]
L [X]/(X? = ¢p?, pX).
Sip=2:

7s[X] /(X2 — 4,2X).

(4) car(A) = p.

Sip es impar y ¢ es un elemento primitivo de Fp:

F,[X, Y]/(X2 - Y2, XY, Y3)

0

F,[X,Y]/(X2 — (Y2, XY, Y?).
Sip=2:

FQ [X7 Y]/<X27 Y2>

0

Fa[X, Y]/(X2 — Y2, XY, Y3).

Es importante mencionar que el caso p = 2 de este Corolario se puede encontrar en
21].
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Capitulo 3

Cddigos constaciclicos

Recordemos que §3 denota la familia de anillos finitos de Frobenius que no son de
cadena y cuyo ideal maximal tiene indice de nilpotencia 3. En este capitulo se definen
los cédigos ~y-constaciclicos sobre anillos, se determina la estructura y el nimero de
codigos constaciclicos sobre los anillos de la familia §3, de longitud prima relativa con
la caracteristica del campo residual del anillo.

3.1. Cbdigos constaciclicos lineales sobre anillos

DEFINICION 3.1.1 Sea A un anillo finito conmutativo con identidad. El conjunto
A" es considerado como A-mddulo de la manera usual. Un subconjunto C de A" es
llamado codigo lineal de longitud n sobre A si C es un A-submddulo de A™.

DEFINICION 3.1.2 Sea A un anillo conmutativo con identidad v v una unidad de A.

(1) La permutacion ~y-constaciclico de A", o, es la permutacion de A" dada por

0-7(@07 A1y evs Gy e e aan—l) = (,yan—ly A0y ALy v o5 Gy e vy an—2)-
n coargo unea (& OnthU n soore €S ’Y—COTLSt(ICZC 1CO St O, = L.
2) Un cddigo lineal de longitud bre A cli ,0,(C) =C
a juncion : — - , aaaa por
(3) La funcidn py : A" = A[T]/(T" =), dad
poag,ar, ... a0 1) = ag+ a1 T+ aT? + .. 4+ ap T+ (T — ),

es un isomorfismo de A-mddulos, llamada la representacion polinomial de A™.
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(4) Si~y =1, entonces los cidigos y-constaciclicos son llamados simplemente cddi-
gos ciclicos.

(5) Si v = —1, entonces los cddigos ~y-constaciclicos son llamados simplemente
codigos negaciclicos.

Presentamos el siguiente resultado sin una demostracion, su demostracion se puede
encontrar por ejemplo en ([6]).

PROPOSICION 3.1.1 Sean A un anillo conmutativo con identidad, v una unidad de
A y C un cadigo lineal de longitud n sobre A. Entonces C es y-constaciclico si y solo

si p4(C) es un ideal de A[T]/(T" —~).

Para el siguiente Lema recordar que si A es un anillo, £(A) es la reticula de ideales
de A.

LEMA 3.1.1 Sean (A,m,F,) un anillo local finito, | = (x(A), v una unidad de A
y n un entero primo relativo con q. Sean T" — v = fy---f., la representacion de
T" — ~ como producto de polinomios basicos irreducibles coprimos a pares de A[T],

s; = deg(f;) y B, = A[T]/{f;). Entonces
(1) A[T]/(T" — ) = &i_,Bi.

(2) Cada ideal 1 de A[T]/(T™ —7) es una suma directa de ideales de los anillos B; y
hay una particion de [1,...,r], digamos Uy, Uy, ..., U, donde U; = {u € [1,7] :
lg,(L,) =i}, tal que:

I=PLePLe..e P LePL.

u€Up ueUq uelU;_1 ueU;
(8) Sealy Uy, Uy,...,U; como en el inciso (2), entonces:
1| = qZuEUl sut2Yyeu, Sut (=1 Xyeu,_; sutlXyeu, Su
(4) El numero de cédigos ~y-constaciclicos de longitud n sobre A es:

[£(By)[ -~ |L(B)].
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Demostracion.
(1) EI hecho de que el polinomio T" — 7 se pueda expresar como producto de polino-
mios basicos irreducibles coprimos a pares lo garantiza el Lema 1.3.17. El resultado
se sigue del Teorema Chino del Residuo.

(2) La primera afirmacién se sigue de la Proposicién 1.1.2. Sea I =2 [; §1,®. . .1, don-
de cada I; es un ideal de B;. Por el inciso (1) del Lema 1.3.11, A y B; tienen la misma
longitud. En consecuencia para cadai € {1,...,7},setiene ¢g, (I;) € {0,1,...,¢5(A)}.
Sea U; = {u € [1,7] : lp,(1,) =i}, es decir U; es el conjunto de indices 1 < u < r con
la propiedad que la componente I, del ideal I tiene longitud i. Después de renumerar
si es necesario, es claro que los conjuntos Uy, Uy, ..., U, satisfacen la afirmacién.

(3) Sea u € U, por el inciso (3) del Lema 1.3.9, el campo residual de B, es F..
F, %™ donde (A, m,F,) es un
anillo local y M un A-médulo, se tiene que |I,| = |Fyeu

Por otra parte, por la férmula del Lema 1.3.4, |[M| =

¢ = ¢**«. De donde se sigue la

afirmacién.

(4) Se sigue del hecho de que la reticula de ideales de un producto cartesiano fini-
to de anillos es el producto cartesiano de las reticulas de ideales de los factores del
producto, por la Proposicién 1.1.2.

COROLARIO 3.1.1 Sean (A, m,F,) un anillo local finito, v una unidad de A y n un
entero primo relativo con q. Sea T" —~v =f;---f., la representacion de T™ — v como
producto de polinomios basicos irreducibles coprimos a pares de A[T]. Entonces el
numero de codigos ~y-constaciclicos lineales de longitud n sobre A es mayor o igual a

[L(A)]".

Demostracion.

Sea B; = A[T]/(f;), para 1 <1 < r. Por el inciso (2) del Lema 1.3.10, |£(A)| < |£(B;)].
Por el inciso (4) del Lema 3.1.1, el nimero de cédigos ciclicos lineales de longitud n
sobre A es |£(B1)||£(Ba2)]---|£(B,)|. De las dos relaciones se sigue la afirmacion.

El siguiente resultado es una caracterizacion de anillos finitos de cadena en térmi-
nos del nimero de sus cdédigos constaciclicos, de longitud prima relativa con la carac-
teristica del campo residual del anillo.

TEOREMA 3.1.1 Sea (A, m,k) un anillo local finito, v una unidad de A yn un entero
primo relativo con q. Sea T" —~ = f; - - - £, la representacion de T™ —~ como producto
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de polinomios bdsicos irreducibles coprimos a pares de A[T]. Entonces el nimero de
cddigos y-constaciclicos de longitud n es |[L(A)|" si y sélo si A es un anillo de cadena.

Demostracién.

=) Sea B; = A[T]/({f;), para 1 < i < r. Por el inciso (2) del Lema 1.3.10, |L(A)| <
|£(B;)|. Supéngase que A no es anillo de cadena, entonces |L(A)| < |£(B;)], para
cualquier 1 <4 < r, por el Teorema 2.1.1 y la observacién anterior. Sea s; = deg(fi)
para 1 <i < r. Entonces, |[L(A)]" < |£(By)|---|L(B,)], lo cual es una contradiccién,
por el inciso (4) del Lema 3.1.1 y por nuestra hipdtesis. Por lo tanto, A es anillo de
cadena.

<) Supéngase ahora que A es anillo de cadena, la afirmacion se sigue del inciso (4)
Lema 3.1.1 y el Teorema 2.1.1

Para hacer més facil la notacion, si f(T) es un factor de T" — ~, sea A(T) = %T_)”

y también sélo escribimos ag + a1 T + ... + a,_1T"! para la clase que corresponde a
ap+a; T+ ...+ a, 1T '+ (T —v) en A[T]/(T" — 7).

El siguiente Corolario es el resultado que da la estructura de los cddigos -
constaciclicos sobre anillos de cadena, este resultado es obtenido en [6] y nosotros
lo obtenemos a partir de nuestros resultados.

COROLARIO 3.1.2 Sea (A, (m),F,) un anillo de cadena finito, t el indice de nilpo-
tencia de m, n un entero primo relativo con q e I un ideal de A[T]/{(T™ — ). Sea
T —~v =1, ---1,, la representacion de T™ — v como producto de polinomios bdsicos
irreducibles coprimos a pares de A[T|. Entonces existen Fo,Fy, ... Fy tales que

(1) T" — v =FoFy - Fy;
(2) 1= (x'"'Fy, 7' 2F,, ..., 7F_1, F,);

(3) m — qdeg(F1)+2deg(F2)+...+(t—1)deg(Ft71)_,_tdeg(Ft).

Demostracién.
Sea B; = A[T]/(f;), para 1 <i < r. Por el Teorema 2.1.1, B; es anillo de cadena y su
cadena de ideales es

B, >aB; D> 7°B; D ... > 'B; D (0).
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Asi lg,(B;) =ty €, (7'B;) = t—i. Por el Lema 3.1.1, existe una particién de [1, ..., 7],
Up, Uy, ..., U, donde U; = {u € [1,7] : ¢, (I,) =i}, tal que:

I=PrLePLe..eo P LePL

u€Up ueUy ueUr_1 u€eUt

Su+2 Su+...+(t—1 Sut+t) ), s .
v || = qzueUl w22 ueu, Su (=D 2weu,y St 2uen, * Do donde se sigue que

I:ﬂt_l@Bu®7rt_2@Bu@...@7r @ Bu@@Bu

ueUq ueUs ueUp_1 ueUq

Del Teorema Chino del Residuo se obtiene que el ideal P, ;, Bu se identifica en

A[T]/{(T" = +) con (F;), donde F; = [, _; f.. De donde se siguen las afirmaciones

ueU;

3.2. C(Cdbdigos constaciclicos sobre anillos locales fi-
nitos de Frobenius no de cadena y cuyo ideal
maximal tiene indice de nilpotencia 3

Recordar que §3 es la familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena y
cuyo ideal maximal tiene indice de nilpotencia 3, €5 (M) y va(M) denotan la longitud
y el nimero minimo de generadores del A-moédulo M, respectivamente. En esta seccién
se describe la estructura de codigos vy-constaciclicos sobre la familia §3.

LEMA 3.2.1 Sea (A,m,F,) € 5 y 1 = (la(A). Entonces 1 >4 yv(m) =1—2.

Demostracioén.

Por hipétesis y el Lema 2.1.5, se tiene que anny(m) = m? es ideal simple. En conse-
cuencia, por el Lema 1.1.2, £5(A) = la(A/m) + £x(m/m?) + £o(m?) = 2 + L5 (m/m?).
Puesto que A no es anillo de cadena, entonces v(m) = dimg, (m/m?) = £, (m/m?) > 2,
de donde se siguen la afirmaciones.

En lo que resta de este trabajo se usara la siguiente notacién. Dado un anillo local

finito (A, m,F,), f € A[T] un polinomio bésico irreducible, s = deg(f), B = A/(f) la
extension no ramificada de A determinada por f, T C A un conjunto de representantes
de F,, M un B-médulo, @ = {ay, ..., o} una secuencia de elementos de M y H = (a;)
una (k x [) matriz sobre Fs.
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(1) Ty C B denotara el conjunto de representantes de B/mB = F,. dado por:
{CLO +aTH+---+ CLs_lTs_l ta; € T}
ver inciso (3) del Lema 1.3.9.

(2) Sia € Fy, el unico representante de a en T serd denotado por a(Ts).

(3) El B-submodulo de M,

l l

O (T, .. > ap(Ty)as),

i=1 i=1

serd denotado por Hr_(@).

EJEMPLO 3.2.1 Sea A = Z4[X]/(X?), el anillo local del inciso (2) del Corolario 2.2.1,
B = A[T]/(T?® + T + 1), M un B-mddulo, @ = {ay, as, a3, ay} una secuencia de ele-

T™+T 0 T+1 1
mentos de M y H = ™ T 1 0 | sobre Fos X Fy[T]/(T?+ T + 1).

1 0 0 1

Puesto que T ={0,1} C Zs C A es un conjunto de representantes para el campo resi-
dual de A, Ty = {ag+a;T+axT?: a; € {0,1}} C B es un conjunto de representantes
para el campo residual de B. Entonces

qug(a) = <(T2 + T)O[l + (T + 1)043 + gy, T20z1 + TO./Q + 3, (g + O[4>.

Obsérvese que el 1 en la matriz H tiene orden aditivo 2 y el 1 en Hr, (@) tiene orden
aditivo 4.

Para nuestros propdsitos requerimos conocer la reticula de ideales de un anillo en
la familia §3, esto se hara en el siguiente resultado.

Recordar que si (A, m,F,) es un anillo local finito, f € A[T] es un polinomio basico

irreducible, s = deg(f) y B = A[T]/(f) es la extensién no ramificada de A determinada
por f, entonces se tienen las siguientes propiedades, ver Lemas 1.3.9 y 1.3.11.

(1) A y B tienen la misma longitud,

(2) el ideal maximal de B es la expansién del ideal m en B,
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(3) un conjunto minimo de generadores de m es un conjunto minimo de generadores
de mB,

(4) el campo residual de B es Fs.

PROPOSICION 3.2.1 Sean (A,m,F,) € §s, | = la(A), @ ={a1,...,au_2} un conjun-
to minimo de generadores de m, T C A un conjunto de representantes de F,, f € A[T)|
un polinomio bdsico irreducible, s = deg(f) y B = A[T]/(f) la extension no ramificada
de A determinada por f. Entonces los ideales de longitud k € {2,...,1—2} de B estan
en correspondencia uno a uno con las (k — 1) x (I —2) matrices sobre Fys en forma
escalon reducida por filas. A una matriz H le corresponde el ideal Hy, (@).

En particular, el nimero de ideales de B es G(I—2,¢°)+2, el nimero de Galois, (ver

Definicion 1.2.2).

Demostracioén.

Por el inciso (3) del Lema 1.3.10, el indice de nilpotencia del ideal maximal de B es 3.
Por el Teorema 2.1.2 y el Lema 2.1.5, B es anillo local de Frobenius y su tnico ideal
minimal es m?B. Puesto que A y B tienen la misma longitud, entonces los ideales de
longitud k € {2,...,] — 2} de B son los que estdn entre mB y m?B. La afirmacién
se sigue del Corolario 1.3.1 y del hecho de que @ = {ay,...,a;_2} es también un
conjunto minimo de generadores de mB.

El siguiente ejemplo ilustra los resultados de la Proposicién anterior.

EJEMPLO 3.2.2 Sean
[=(X?Y?7*W? XZ - XY,XW - XY,YZ - XY, YW — XY, ZW — XY),

ideal de Fo[X,Y,Z, W], Ao = Fo[X,Y,Z, W|/I, el anillo del ejemplo 2.1.1, x = X+I,
y=Y+1Lz=272+1 w=W+HI f e Ayy[T] un polinomio bdsico irreducible,
s = deg(f) y B = Awuo[T]/(f) la extension no ramificada de Aoy determinada por
f. Elegir T = Fy C Ay, como conjunto de representantes para el campo residual de
Ay, asi Ty = {ao+aT+... + as_ 1T t:a; € Fy} es el conjunto de representantes

para el campo residual de B.

(1) {x,y,2,w} es un conjunto minimo de generadores del ideal mazimal de A4 ),
(17 ai, ag, CL3>, (07 17 bl; b2)7 (07 07 17 Cl); <07 07 07 1) donde ai, ag, as, bl; b27 € ]Fp57

son todas las 1 X 4 matrices en forma escalon reducida por filas sobre Fps.
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dldg 161062 1f1f20 01091
d3 dy )J7\0 0 1 e3/) " \0 0 0 1)°\0 01 g0}/’

h 1
10 ), ( 00 X ), donde d;,e; ,fi, gi,h1 € Fps, son todas las

O~ = O

0 1 0001
4 matrices en forma escalon reducida por filas sobre Fs.

1
(s
0
(0
2 X

1 00 my 1 0 ng O 1 oo 00 0100
01 0 mg|,{]O01mn O0},10O01O0],100T1FO0 ],
001 ms 00 0 1 0 0 01 0001

donde m;,n;,01 € Fps, son todas las 3 x 4 matrices en forma escalon reducida
por filas sobre Fps. Entonces los ideales de A2y son:
Los ideales triviales:

(0), (1).

El ideal minimal y el ideal maximal:
(xy), (x,y,2,w).
Los ideales de longitud 2:
(x+ary+agz+asw), (y+b1z+bow), (z+c1w), (w), donde ay, as, az, by, by, ¢y € Fy.
Los ideales de longitud 3:
(x+ diz + dow,y + d3z + daw), (X + 1y + eaw, z + e3w), (x + fry + foz, W),

(y + 91w,z + gow), (y + hiz,w), (z,w), donde d;,e;, fi, gi, h1 € Fa.

Los ideales de longitud 4:
<X + miw,y + mow, z + m3W>, <X+ n1Z7Y+ n2Z7W>7 <X+ OIY7Z7W>a
(y,z,w), donde m;,n;,0; € Fo.

Los ideales de B tienen la misma expresion que los ideales de Ay 2y pero con los
CO@ﬁCi@?’Lt@S a, Gz, as, b17 b27 1, div €i, fiv 9i, hlv m;, NG, 01 €N Ts'
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EJEMPLO 3.2.3 Sean A = Zg[X]/(X? — 4,2X), el anillo local del inciso (3) del Co-

rolario 2.2.1, T = {0,1} C Zg C A es un conjunto de representantes para el campo
residual de A, f € A[T] un polinomio bdsico irreducible, s = deg(f) y B = A[T]/(f) la
extension no ramificada de A determinada por f y T, = {ag+a T+ ... +a, T :

a; € {0,1}} C B el conjunto de representantes del campo residual de B.

(1) Puesto que {x,2} es un conjunto minimo de generadores del ideal mazximal de
A, (1,a) y (0,1) donde a € Fas, son todas las 1 X 2 matrices en forma escalon
reducida por filas sobre Fos. Entonces los ideales de A son:

Los ideales triviales

(0, (1).

El ideal minimal y el ideal mazximal

(4), (x,2).

Los ideales de longitud 2
(x), (x+2),(2).

(2) Los ideales de B tienen la misma expresion que los ideales de A pero con los
coeficientes a en T.

COROLARIO 3.2.1 Sean (A, m,F,) € Fs3, | = la(A), v una unidad de A yn un entero
primo relativo con q. Sea T" — v = f---f., donde los f;s son polinomios bdsicos

irreducibles coprimos a pares en A[T|, y s; = deg(f;), para i = 1,...,r. Entonces el
numero de cédigos y-constaciclicos de longitud n sobre A es:

[G<l - 27 qSI) + 2] [G(l - 2a q52) + 2] o [G(l - 27 qu) + 2]
Demostracién.

La afirmacién se sigue del inciso (4) del Lema 3.1.1 y la Proposicién 3.2.1.

El resultado principal de esta seccion, sobre la estructura de codigos y-constacicli-
cos sobre anillos de la familia §3, ahora se puede establecer.

~

Recordemos que si f(T) es un factor de T™ — ~, entonces f(T) = szT_)“’
TEOREMA 3.2.1 Sean (A,m,F,) € §3, @ = {ou,...,x_2} un conjunto minimo de

generadores de m, v una unidad de A, | = l5x(A), T y Ts como hasta ahora, n un
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entero primo relativo con q y C un codigo y-constaciclico de longitud n sobre A. Sean
T —~ = f;-- -1, la representacion de T™ — v como producto de polinomios bdsicos
irreducibles coprimos a pares en A[T] y s; = deg(f;). Entonces

(1) Existe una unica particion de [1,...,r], Uy, Uy, ..., U}, donde U; ={u € [1,7] :
Caimyyy (L) = 2}

(2) Para cada i € {2,...,1—2} y cada u € U;, existe una inica (i — 1) x (I — 2)
matriz en forma escalon reducida por filas sobre Fysu, Hy,, tal que:

Hfu,m H u,Hfu, T,, sz cu e UZ2U,).

ug Uy ugU;_1 ugU;

’C’ _ qzueUl sut23 v, Sut-+({—1) ZueUFl su+l ZueUl Su

Demostracion.
Sea B; = A[T]/(f;). Por el inciso (2) del Lema 3.1.1, existe una particién de [1,..., 7],
Up, Uy, ..., U, donde U; ={u € [1,r] : g, (1,) = i}, tal que

cxPrLePLe.o P LePL,

u€Ug ueUy ueU;_q uey;

puesto que m?B; es el tnico ideal minimal de B; y mB; es el tinico ideal maximal
de B;, es decir m?B; es el tinico ideal de longitud 1 de B; y mB; es el tnico ideal de
longitud [ — 1 de By,

C%mQ@BU@@IU@...@ @ I, ®m EB Bu@@Bu,

ueUy ueUsg ueU;_o ueU;_1 uelU;

donde U; = {u € [1,r] : l,(I,) = i}.

Seani € {2,...,1—2} y u € U, por la Proposicién 3.2.1, I, es de la forma (H,)r,, (@)
y es identificado en A[T]/(T™ — ) por (H,)r,, (@)f,, donde H, es una (i — 1) x
(I = 2) matriz en forma escalén reducida por filas sobre Fgsu. También P,y By es
identificado en A[T]/(T" —~) con [y, fu

La ultima afirmacion se sigue del inciso (c¢) del Lema 3.1.1.

Para probar la unicidad, supongamos que Wy, Wy, ..., W; es una particién de [1,r]
y para cada i € {2,...,l — 2} y cada u € Uy, sea G, una (i — 1) x (I — 2) matriz en
forma escalén reducida por filas sobre Fys., entonces:
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A[T/(T" =) = PB.o@PB.o...o P B.o B,

ueUp ueUy ueU;_1 ueU;
= PB.oPB.a...o @ B.o P B.
weWq weWq weW;_1 weW;

¢ = @uwB,e @ mBo@Be P (W, @)

ueU; ueU;_1 uelU; uEUl:gUi
9 o
= P wB.e P mB.e P B P (Gur, @)
weEW, weW; 1 weW; weu,’-iﬁwi

La afirmacién se sigue de la Proposicién 3.2.1.

En los siguientes ejemplos se ilustran las ideas del Teorema anterior.

EJEMPLO 3.2.4 Sean A =TFy[X,Y,Z, W]/(X2, Y% 72 W2 XZ—-XY,XW-XY,YZ—
XY, YW — XY, ZW — XY), el anillo del ejemplo 3.2.2, y v una unidad de A.

Se tiene que A € F3, Ia(A) = 6, {x,y,2, W} es un conjunto minimo de generadores
de m, el ideal mazimal de A, m?* = (xy) y T = Fy es un conjunto de representantes
para el campo residual de A.

Por el ejemplo 1.5.4, TT — v se factoriza en A[T| como T7 — ~ = fifof3, donde:

fi =AT+1,

fo = AT +T%2+1

fa=T3+ T+ \.

Entonces A[T]/(T7—~) = A@A[T]/{f2) BA[T]/{f3) y T3 = {a1+asT+a3T? : a; € Fy}
es un conjunto de representantes para el campo residual de A[T)/(f;), i € {1,2}. Y se
tiene:

(1) SiUp=U; =Uy=Uy =U; =Us =0,U3 ={1,2,3}, sean
le(l e 0 ez)sobreIFz,

0 0 1 eg
1 ag+a1T+axT? By+ BT+ B.T? 0
Hy, = 0 0 0 ] sobre Fg y
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H. — 0 1 0 n+mT+nT?
T 001 go+ T+ opT?
El codigo asociado es:

) sobre Fg.

(x+ ey + eaw,z + esw) D
(x4 (a0 + 1T+ o T?)y + (B + AT + B T%)z,w) @
v+ (o + mT +m2T?)w,z + (00 + 01T + 02T w).

El ideal correspondiente es:

(x+ ey + eaw)bofs, (z + e3w)bfs,
(X + (Oéo + alT + 042T2>y + (60 + ﬁlT -+ /BQTQ)Z)flf37 Wflfg,
(y + (770 + 771T + 772T2)W)f1f2, (Z + (JO + UlT + O'2T2)W)f1f2>.

(2) SZ U() = U2 = U5 = U6 = @,Ul = {2},U3 = {1},U4 = {3}, sean

H, = Loen 0 e sobre Fy,
0 0 1 €3

1 00 OZ0+CY1T+OJ2T2
Hy=1[ 0 1 0 Bo+ BT+ BT? | sobreFs.

0 0 1 T]0+7]1T+T]2T2
El cédigo asociado es:

(% + exy + eaw, 2+ egw) & (xy)&

(x+ (g + a1 T+ aT)w,y + (B0 + 1T + BoaT?)w,z + (7o + mT + 2 T?)w).

El ideal correspondiente es:
((x+ e1y + eaw)bafs, (z + esw)bofs, xyfifs, (x + (ap + an T + aoT?)w)fify,
(v + (Bo + BT + BT*)w)fifa, (z + (no + mT + o T?)w)fif)

EJEMPLO 3.2.5 Sean A = Zg[X]/(X?—4,2X), (ver el inciso (3) del Corolario 2.2.1),
y v una unidad de A (asiy =1+ m, donde m = 2a + 4b + ¢x, a,b,c € {0,1} C Zs).
Se tiene que A € F3, (a(A) =4, {x,2} es un conjunto minimo de generadores de m,

el ideal mazimal de A, m* = (4), T = {0,1} C Zg es un conjunto de representantes
para el campo residual de A.

88



Por el Ejemplo 1.5.5, TT — ~ se factoriza en A[T] como T7 — v = fifof3, donde:

fi =m?T? +T+7+m,

fo =m?T* + T3 + (3+4a + 3m)T? + (2 + m?)T + 7+ m? + 3m,

f5 =T+ (6 + 4a)T? + (5 + 4¢)T 4+ 7+ Tm € A[T].

Entonces A[T|/(T" — ) = A @& A[T]/{f) & A[T]/{f3) y T3 = {a1 + axT + azT? :
a; € {0,1}} es un conjunto de representantes para el campo residual de los anillos

A[T)/(t), i € {1,2}. Y se tiene:

(1) SiUy=Us=Us=0,U; ={3},Uy = {1, 2}, sean
H; = (1,1) sobre IFy,
Hy = (1,a0 + a1 T + a2 T?) sobre Fg (es decir 1, a9, a1, as € Fy).
El codigo asociado es:

(x+2) ® (x+2(ap + a1 T + axT?)) @ (4).
El ideal correspondiente es:
(x + 2)fofs, (x + 2(ag + a1 T + ayT?))f,f3, 4f,f).
En este caso se tiene 1,a9,a1,ay € {0,1} C Zs.

(2) SiUy=U; =0,Uy ={1},Us = {2}, Uy = {3}, sean
H; = (1,a) sobre Fs.
El codigo asociado es:
(x+2a) ® (x,2) & (1).

El ideal correspondiente es

<(X + 2a)f2f3, Xflfg, Qflfg, f1f2>.
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Capitulo 4

El dual de cédigos constaciclicos
sobre anillos en la familia £4

Recordemos que §3 denota la familia de anillos finitos de Frobenius que no son de

cadena y cuyo ideal maximal tiene indice de nilpotencia 3 y que £4 denota la familia
de anillos finitos de Frobenius que no son de cadena y de longitud 4.
El objetivo de este capitulo es determinar el dual de un cédigo vy-constaciclico, cuando
el alfabeto del cédigo es un anillo de la familia £4 y la longitud del cédigo no es
divisible por la caracteristica del campo residual del anillo. Una consecuencia de este
resultado sera obtener los codigos autoduales sobre este tipo de anillos.

4.1. Las extensiones no ramificadas de un anillo en
la familia £,

Los cédigos y-constaciclicos sobre anillos locales, cuando la longitud del codigo es
prima relativa con la caracteristica del campo residual, corresponden con una suma de
ideales de algunas extensiones no ramificadas del anillo local, (ver Lema 3.1.1). Si C es
un cédigo constaciclico que corresponde con la suma de los ideales Iy, ..., L., el ideal
que corresponde a su dual se puede escribir en términos de los ideales anuladores de los
ideales I, ..., I, (ver Teorema 3.2.1). Por esta razén nos concentramos en describir
las extensiones no ramificadas de un anillo en la familia £, y el ideal anulador de los
ideales de un anillo en la familia £4.
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En el siguiente resultado se determinan las extensiones no ramificadas de los anillos

de la familia £4.

TEOREMA 4.1.1 Sean (A, m,F i) un anillo en la familia £4, f € A[T] un polinomio

basico irreducible, s = deg(f) y B = A[T]/(f) la extension no ramificada de A deter-
minada por f. En la siguiente tabla se presenta la relacion entre el anillo local y su

extension no ramificada.

GR(p?, d)[X, Y]/(X2 — Y2, Y2 — p, XY, Y3, pX, pY)

GR(p?, ds)[X, Y]/(X? — Y2, Y2 — p, XY, Y3, pX, pY)

GR(p?, d)[X, Y]/(X2 = ¢Y2, Y2 — p, XY, Y3, pX, pY)

d
{0,1,..., ¢P" =2} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p2, d)

GR(p?, ds)[X, Y]/(X2 = Y2, Y2 — p,XY, Y3, pX, pY), s es par

GR(p?,ds)[X, Y]/(X% — ¢1Y?, Y2 — p, XY, Y3, pX, pY), s es impar

0,1 P =2} o5 ol conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d
P DR 1 junto de Teichmdiiller de (p=, ds)

GR(p?, d)[X]/(X?)

GR(p?, ds)[X]/(X?)

GR(p3, d)[X]/ (X2 — p?, pX)

GR(p®, ds)[X]/(X? — p?, pX)

GR(p3, d)[X] /(X2 — ¢(p?, pX)

d <
{0,1,..., ¢P" =2} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p>, d)

GR(p®, ds)[X]/(X? — p?,pX), s es par

GR(p3, ds)[X]/(X? — ¢1p%, pX), s es impar

0,1 =2} o5 ol conjunto de Teichmiller de GR(p®, d
P DR 1 junto de Teichmdiiller de (p°,ds)

FLa[X, Y]/(X? - Y2, XY, Y?)

Fas X, Y]/(X? = Y2, XY, Y?)

FoalX, Y]/(X? - ¢Y?, XY, ¥?)

¢ es un elemento primitivo de Jde

Fods X,Y]/(X? — Y2, XY, Y3), s es par

Fas[X, Y]/(X? = (1Y%, XY, Y?), s es impar

¢1 es un elemento primitivo de ]deb,

GR(4,d)[X,Y]/(X? —Y2,Y2 — 2,XY, Y3, 2X, 2Y)

GR(4,ds)[X, Y]/(X%2 —Y2,Y? — 2,XY, Y3, 2X, 2Y)

GR(4,d)[X, Y]/(X?, Y2, XY — 2,2X,2Y)

GR(4,ds)[X, Y]/(X2, Y2, XY — 2,2X, 2Y)

GR(4, d)[X]/(X?)

GR(4, ds)[X]/(X?)

GR(4, d)[X]/(X? — 2X)

GR(4, ds)[X]/(X? — 2X)

GR(8,d)[X]/(X? — 4, 2X)

GR(8, ds)[X]/(X? — 4,2X)

Fya[X, Y]/(X?,¥?)

Fas [X, ¥]/(X2,Y?)

Foq[X, Y]/ (X% — Y2,XY,Y?)

Foqs [X, Y]/(X? = Y2, XY, Y3)

Demostracién.

Por los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2, el anillo B es local de Frobenius no de cadena. Por
los Lemas 1.3.9, 1.3.10 y 1.3.11, el ideal maximal de B es mB, el campo residual de
B es Fa, car(A) = car(B), a(A) = lg(B) =4, p € m* si y s6lo si p € mB]> = m’B
y un conjunto minimo de generadores para m es también un conjunto minimo de




generadores para mB. Asi, B € £,.

(1) Se denota por x y y a los elementos del anillo A que corresponden con X y Y.
Entonces {x,y} es un conjunto minimo de generadores para mB. Por las observaciones
hechas al inicio de esta demostraciéon y el Teorema 2.2.1,

B = GR(p?, ds)[X, Y]/(X* = Y2, Y? — p, XY, Y?, pX, pY)

B = GR‘(p27 ds)[X7Y]/<X2 - C1Y27Y2 - b XY,Yg,pX,pY>,

donde {0,1,... ,Cfds_g} es el conjunto de Teichmiiller del anillo de Galois GR(p?, ds).
La afirmacién se sigue de la Observacién 4.

(2) Sean x y y como en el inciso (1) y {0,1,...,¢?""2} el conjunto de Teichmiiller del
anillo de Galois GR(p?, d), entonces x y y satisfacen:

X =y =pxy =y =px=py = 0.
Por el Teorema 2.2.1,

B = GR(p?, ds)[X, Y]/(X* = Y2, Y? — p, XY, Y?, pX, pY)

B= GR‘(p2a ds)[X7Y]/<X2 - ClY27Y2 - D XY,Yg,pX,pY>,

donde {0,1, ... ,Cfds_g} es el conjunto de Teichmiiller del anillo de Galois GR(p?, ds).
Sea k = % = p¥=1) 4 . 4 p? + 1, entonces k es impar si y s6lo si s es impar,
CF v ¢ tiene orden multiplicativo p? — 1, f{“ = (, para algin i con (i,p? —1) =1,
k= C4myy 8 = ¢ 4 my, donde my, my € mB.

Si s es par, k es par, {a = C;%X, B =y} es un conjunto minimo de generadores del
ideal maximal mB y « y (8 satisfacen las relaciones de un conjunto minimo de genera-
dores del ideal maximal del anillo GR(p?, ds)[X, Y]/(X2—Y2 Y? —p, XY, Y3, pX, pY).
La afirmacién se sigue de la observacién 4. ,

Y si s es impar, k es impar, ki es impar, pues (i,p? —1) =1,y {a = CETMX,B =y}
es un conjunto minimo de generadores del ideal maximal mB y a y [ satisfacen
las relaciones de un conjunto minimo de generadores del ideal maximal del anillo
GR(p?,ds)[X, Y]/(X% — (1Y%, Y2 — p, XY, Y3, pX, pY). La afirmacién se sigue de la
Observacién 4.
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El resto de casos pueden ser tratados en forma similar al método aqui usado para los
incisos (1) y (2).

En la Proposicion 3.2.1 se describe la reticula de ideales de un anillo en la familia
$3. Recordando que la familia £4 es parte de la familia §3. El siguiente resultado es

un caso especial de la Proposicion 3.2.1, pues se describe la reticula de ideales de un
anillo en la familia £4.

LEMA 4.1.1 Sean (A,m,F,) € £4, {a1, a2} un conjunto minimo de generadores de

m, f € A[T] un polinomio bdsico irreducible, s = deg(f), (B = A[T]/(f), mB,F,:) la
extension no ramificada de A determinada porf, T C A un conjunto de representantes
deF, yTs:={ap+a; T+ +as_1T " :a; € T} CB el conjunto de representantes
de Fys. Entonces B tiene ¢° 4 5 tdeales y estos son:

<O> C m2B C <012>B, (a1+)\1a2>B, <Cl/1—|—)\20é2>B, ceey (a1+)\qsa2>B C mB CB, con N €T,

OBSERVACION 6 Sean (A,m,F,) € £4 y B como en el Lema 4.1.1. Los ideales del
anillo B de longitud 2 estin en correspondencia uno a uno con los elementos del
conjunto {(0,1), (1,\) : X € Ts}. La correspondencia se define de la siguiente manera,
(a2)B se corresponde con (0,1) y {(aq + Aaa)B se corresponde con (1, \).

En el resto de esta tesis, la siguiente notacién sera usada. Sean (A, m,F;) € £,

q = p?, f € A[T] un polinomio bésico irreducible, s = deg(f) y (B = A[T]/{f), mB,F )
la extensién no ramificada de A determinada por f.

(1) Un conjunto minimo de generadores {ay, as} del ideal maximal m sera conside-
rado de la siguiente manera:

(i) Para alguno de los siguientes anillos:
(a) GR(p? d)[X,Y]/(X? —-Y2 Y% —p, XY, Y3 pX,pY);
(b) GR(p? d)[X,Y]/(X? = (Y%, Y? — p, XY, Y? pX, pY),
donde {0, 1, ... ,de*2} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d);
(¢) FalX,Y]/(X? — Y2 XY, Y?);
(@) FyuX, Y]/(X2 — (Y2, XY, Y9),
¢ es un elemento primitivo de [F4;

(e) GR(4,d)[X,Y]/(X2 — Y2, Y2 — 2,XY, Y3, 2X, 2Y);
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(g) IF2d [X7 Y]/<X27 Y2>7
(h) Fau[X, Y]/(X? - Y2 XY, Y?);
se tomard {a, as} = {x,y}.
(ii) Para alguno de los siguientes anillos:
(a) GR(p?, d)[X]/(X?);
(b) GR(p*, d)[X]/(X* — p*, pX);
(c) GR(p*, d)[X]/(X* — (p?, pX),
donde {0,1,...,¢""~2} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d),
se tomard {ay, as} = {x,p}.
(iii) Para alguno de los siguientes anillos:
(a) GR(4,d)[X]/(X?);
(b) GR(4, d)[X]/(X* — 2X);
(c) GR(8,d)[X]/(X* - 4,2X),

se tomard {ay, as} = {x,2}.

Cuando trabajemos con un conjunto minimo de generadores para m entendere-
mos que {a, as} es el conjunto minimo de generadores para m que se acaba de
mencionar.

(2) Se usa la siguiente notacién:

1)
(ii) (0,1)g para el elemento ay € B;
(iii) (1, A\)g para el elemento oy + Aoy € B;
(iv) (0,1)E para el ideal de B generado por ap;
(v) (1,\)E para el ideal de B generado por a; + A, donde \ € T,.

(3) La relacion €5 (1) 4+ f5(anna(I)) = €a(A), del Lema 2.1.7, implica que si I es
un ideal del anillo A, entonces la longitud de I es 2 si y sélo si la longitud de
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anny (1) es 2.
Por lo tanto, se induce la permutacion

() {(0,1),(1,N) : A e T} = {(0,1),(1,\) : A€ Ty}

dada por

g = Uy = U= si anng(i2) = v0.

En los siguientes resultados se calcula el ideal anulador de los ideales de un anillo
de la familia £4.

LEMA 4.1.2 Sea A alguno de los siguientes anillos:
(1) GR(p*, d)[X, Y]/{X? = Y2, Y2 — p, XY, Y?, pX, pY);

(3) [ ]/<X2 - Y27XY>Y3>;

(2 G

(4) GR(4,d)[X,Y]/(X2 — Y2, Y2 — 2, XY, Y3, 2X, 2Y);
(5) GR(8,d)[X]/(X2 — 4,2X);
(6) Fpu[X, Y]/(X2 — Y2, XY, Y?);

m su ideal mazimal, @ = {1, as} un conjunto minimo de generadores dem y T como
2 — (A2) — (2
hasta ahora. Entonces anna(m) = m* = (a7) = (o3) ¥

(0,1) = (1,0)z, (1,002 =(0,1)5, (1,M)E = (1, \s)g, donde A\, Ay € T, Mg = —

Demostracion.

La primer afirmacion se sigue de los Lemas 2.1.5 y 2.2.3, Las otras afirmaciones se
siguen de las siguientes relaciones:

(7) (0,1)&(1,0)g = asa; =0,

(1) Si M = —1 entonces MAy = —1 + m, donde m € m, y (L, A\)a(1, A)a =
(a1 + M) (a1 + Aeas) = a2 + M Aaas = (1 + A\ d)a3 = mai = 0.

El mismo argumento que el usado en el Lema 4.1.2 se puede usar para probar los
siguientes resultados.
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LEMA 4.1.3 Sea A alguno de los siguientes anillos:

(1) GR(p?, d)[X, Y]/(X? = (Y%, Y? - p, XY, Y?,pX, pY),
donde {0,1,...,¢"" =2} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d);

donde {0,1,...,¢"" =2} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d);

(3) de [Xv Y]/<X2 - CY2, XY7 Y3>?
donde ¢ es un elemento primitivo de Fa;

m su ideal mazimal, @ = {1, as} un conjunto minimo de generadores de m y T como
2 — (a2 — (A2
hasta ahora. Entonces anna(m) = m? = (o) = (a3) y

<O7 1)% = (170)57 (170)$ = (07 1)57 (17 )\1)% = (17 )‘2)57 donde 5\15\2 = _57

donde {0,1,... ,de*Q} es el conjunto de Teichmiiller del anillo de Galois GR(p?, d),
en el caso del anillo GR(p?,d)[X, Y]/(X? — (Y2, Y? — p, XY, Y3, pX, pY).

{0,1,... ,(pd_Q} es el conjunto de Teichmiiller del anillo de Galois GR(p?,d), en el
caso del anillo GR(p?, d)[X]/(X? — (p?, pX).

Y ¢ es un elemento primitivo de Fy, en el caso del anillo F,a[X,Y]/(X?—(Y? XY, Y?).

LEMA 4.1.4 Sea A alquno de los siguientes anillos:
(1) GR(p?, d)[X]/(X?)
(2) GR(4,d)[X,Y]/(X2, Y2, XY — 2,2X, 2Y)
(3) GR(4,d)[X]/(X?)
(4) Fau[X, Y]/(X%,Y?)

m su ideal mazimal, @ = {ay, as} un conjunto minimo de generadores de m y T como
hasta ahora. Entonces anna(m) = m? = (ajas) y

(O’ 1); = (07 1)57 (17 Al)é = (1, )\2)5, donde 5\1 = —)\2_

LEMA 4.1.5 Sea GR(4,d)[X]/(X? — 2X) el anillo, m su ideal mazimal, @ = {1, s}
un conjunto minimo de generadores de m y T como hasta ahora. Entonces anna(m) =
m? = (x%) = (2x) y

(0,1)% = (0,1)5, (1,A)E = (1,\)a donde Xy =X\ + 1
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Al combinar el Teorema 4.1.1 y los Lemas 4.1.2, 4.1.3, 4.1.4, 4.1.5 se tiene:

COROLARIO 4.1.1 Sea A alguno de los siguientes anillos:
(1) GR(p?, d)[X,Y]/(X2 = Y2, Y% — p, XY, Y3 pX, pY);
(2) GR(p?, d)[X]/(X?);

(3) GR(p*, d)[X]/(X? — p?, pX);
(4) FpalX, Y]/(X2 = Y2, XY, YV?);
(5) GR(4,d)[X, Y]/(X2 — Y2, Y2 — 2 XY, Y? 2X, 2Y);
(6) GR(4,d)[X, Y]/(X2, Y2, XY — 2,2X,2Y);
(7) GR(4, d)[X]/(X?);
(8) GR(4,d)[X]/(X2 — 2X);
(9) GR(8,d)[X]/(X2 — 4,2X);
(10) Fau[X, Y]/ (X2, Y2);
(11) Fou[X, Y]/(X2 — Y2, XY, Y3);

m el ideal mazimal de A, @ = {ay, a0} un conjunto minimo de generadores de m,

f € A[T] un polinomio bdsico irreducible, s = deg(f), (B = A[T]/(f),mB,F,) la
extension no ramificada de A determinada por f, T y T, como hasta ahora. Entonces
el ideal anulador de los ideales del anillo B tiene la misma expresion que el ideal
anulador de los ideales del anillo A pero con los coeficientes \i, Ay in Ts.

COROLARIO 4.1.2 Sea A alguno de los siguientes anillos:

donde {0,1,...,¢"" =2} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d);

(2) GR(p’, d)[X]/(X? = (p*, pX),
donde {0,1,... ,de*Z} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?,d);
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(3) Fpal[X,Y]/(X* - (Y2, XY, Y?),

donde ¢ es un elemento primitivo de Fa;

m el ideal mazimal de A, @ = {ay, a0} un conjunto minimo de generadores de m,
f € A[T] un polinomio bdsico irreducible, s = deg(f), (B = A[T]/(f),mB,F,) la
extension no ramificada de A determinada por f, T y T, como hasta ahora y g € T,

tal que g+ (f) € F,[T]/({f) = Fys es un elemento primitivo de Fs.

(a) Sis es par, el ideal anulador de los ideales de B tiene la misma expresion que
el ideal anulador de los ideales de los anillos

(Z> GR‘(p27d) 7Y]/<X2_Y27Y2_p7XY7Y37pX7pY>7

(2) GR(p*, d)[X]/(X? — p?, pX);

(3> de [Xa Y]/<X2 - Y27 XYa Yg);

X
X

respectivamente, (ver Lema 4.1.2) pero con los coeficientes A1, Ay en Ts.

(b) Si s es impar, el ideal anulador de los ideales de B tiene la misma expresion
que el ideal anulador de los ideales de los anillos

(2) GR(p? d)[X,Y]/(X* = (Y2, Y? — p, XY, Y?, pX, pY),

donde {0,1,...,¢"" "2} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d)
(5) GR(»*, d)[X]/(X* — (p?, pX),

donde {0,1,...,¢"" "2} es el conjunto de Teichmiiller de GR(p?, d);
(7) FpalX, Y]/(X* — (Y2, XY, Y?),

donde ¢ es un elemento primitivo de IFa;

respectivamente, (ver Lema 4.1.3) pero con los coeficientes A\, Ao en T y ( = g.

4.2. El dual de cédigos constaciclicos sobre anillos
en la familia £,

Sea A un anillo, el producto escalar sobre A" es definido como (ai,...,a,) -
(b1,...,b,) = aiby + ... + aub,. Dos vectores @ = (ay,...,a,) y b = (by,...,b,)
son llamadas ortogonales si @-b = 0. Sea C C A™ un c6digo lineal sobre A de longitud
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n, el dual de C, denotado por C*, es el conjunto de palabras de A™ que son ortogo-
nales a toda parabra de C, es decir, Ct = {@€ A":a-b =0, Vb € C}. Un cédigo C
es llamado autodual si C = C*+.

En esta Seccién la estructura del dual de un cédigo constaciclico sobre anillos en
la familia £4, de longitud prima relativa con la caracteristica del campo residual del
anillo, es determinada.

Sea (A,m,F,) € £4, ¢ = p?, v una unidad de A, f € A[T] un polinomio bésico
irreducible, s = deg(f), (B = A[T]/(f),mB,F,) la extensién no ramificada de A
determinada por f y T C A un conjunto de representantes de F,. En lo que resta de

este trabajo se usara la siguiente notacion:

(1) La longitud del c6digo sera denotada por n, y no sera divisible por p.

(2) Puesto que (n,p) = 1, entonces T" — « es producto de una tnica familia de
polinomios ménicos basicos irreducibles coprimos a pares en A[T], por el Lema
1.3.17. f1, ..., f,. seran dichos polinomios.

(3) Ty = {ap + a;T + -+ + as 1T : a; € T} C B denotard el conjunto de
representantes de B/mB = F ..

(4) Elelemento ag+ai1T+...+a,_1T" 4+ (T"—~) de A[T]/(T™ —~) serd denotada
simplemente por ag + a1 T + ... 4+ ap,_ T" L.

(5) El homomorfismo natural ": A[T] — F,[T] es el que estda dado por

f=ay+aT+...+aT" —=f=(a+m)+ (a; +m)T + ...+ (a +m)T".

(6) Si H es un factor de T® — v o de T"™ — v~! nosotros simplemente escribiremos

~ n__ =~ m_—1
H= THW oH=1 77— de acuerdo al caso.

El siguiente resultado no estara acompanado de una demostracion, su demostra-
cién se puede consultar por ejemplo en [18].

LEMA 4.2.1 Sean A un anillo, v una unidad de A, o, la permutacion -constaciclica,
f= ag + CL1T +...+ CLn_Qr_[‘n_2 + CLn_lTn_l yg = bn—l + bn_QT +...+ blT‘n—2 + boTn_l .
FEntonces el producto fg en A[T]/(T"—~) estd dado por fg = co+c;T+. ..+, TV,
donde

n—1—1

C; = [0-"/ (CL(), e ,an_l)] . (bo, e ,bn_l) = ’}/(CLO, e 7an—1) . [O';t% (bo, e ,bn_l)].
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Bajo las condiciones del Lema 4.2.1, se tiene fg = 0 en A[T]/(T™ — ) si y s6lo si
(bo,...,b,_1) es ortogonal a (ag, ...,a,_1) y a todos sus corrimientos y-constaciclicos
si y sélo si (ag,...,a,-1) es ortogonal a (by,...,b,—1) y a todos sus corrimientos
~~L-constaciclicos.

Para un polinomio f = ag+a; T+ - +a;_ T 1+, T' € A[T], a; # 0, el polinomio
reverso del polinomio f es definido como f* = TH(§) = ay+ a1 T+...+a; T 4ao T
Es facil verificar las siguientes propiedades:

Si ag # 0, entonces (f*)* = f;

Si a; es una unidad, entonces f* = (f)*;

I

Si A es un campo y f es irreducible, entonces f* es irreducible;

Si f, g son coprimos, entonces f* y g* son coprimos;

(1)
(2)
(3)
(4) Sif es un polinomio ménico bésico irreducible, entonces f* es basico irreducible;
(5)
(6) Si deg(f) > deg(g), entonces (f+ g)* = f* + Tdee(f)—des(e) g,

(7)

Si a; es una unidad de A entonces (fg)* = f*g*, para todo g € A[T].

El siguiente resultado es consecuencia directa de las relaciones T" —~v =g; -+ - g,,
(Tr =7)" = 1=9T" = gj---g;, T" —797! = —y7'gj g, donde g;---g, son

polinomios ménicos.

COROLARIO 4.2.1 Sean (A,m,F,) € £4, v una unidad de A, @ = {ay, a2} un con-
Junto minimo de generadores de m, gy, ..., g polinomios monicos tales que T —~ =
grog Yy A=X+ T+ ...+ \T" € A[T], entonces:

(1) El término constante de g; es una unidad, deg(g;) = deg(g’), (g)" = g v
(&) =g, para 1 <i <k

. , . 1 * _ 1 *

(2) Siap; es el término constante de g;, entonces hy = PRt SRR Jhy = oy Bk SO
polinomios ménicos tales que T® —~~1 =h; ---hy,.
En particular, sify, ..., f. son los unicos polinomios monicos basicos irreducible
coprimos a pares tales que T —~ = f; .- -, entonces hy, ... h, son los unicos

polinomios ménicos bdsicos irreducibles coprimos a pares tales que T" —~y~! =

hy - h,.
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(8) a1+ Moaa #0 y ((c1 + Aa2)*)* = aq + Aas.

(4) & =—" Hj;éi g; = _V(Hj# g) =-8,1<i<r.

n

(5) Se tienen las siguientes relaciones en el anillo A[T]/(T™ — 1) :

a =T"" “y,

(a) T

(b> ( ) = G,
(c) (ay + dag)* = a; TN 4+ \ray = T8N [q + A*T98Nyqy],

(d) Sea M\ € A[T] el residuo de la division de \*T"9€N~ por g*  es decir
N TNy = ¢*Q 4+ A, donde deg(\;) < deg(g}) = deg(g;), entonces:

(o1 + (g]Q + Ar)an)g) = ((on + Mao)g").

En el Teorema 3.2.1 se describe la estructura de los cédigos y-constaciclicos sobre
anillos de la familia §3, de longitud prima relativa con la caracteristica del campo
residual del anillo local. Puesto que la familia de anillos £4 es una subfamilia de §3
entonces las afirmaciones del Teorema 3.2.1 son ciertas para los anillos de la familia
£4. Presentamos el siguiente resultado que es un caso particular del Teorema 3.2.1,
cuando los cdodigos tienen por alfabeto un anillo de la familia £,, y se hacen algunas
modificaciones en la notacién.

TEOREMA 4.2.1 Sean (A,m,F,) € £4, v una unidad de A, @ = {a1, a2} un con-
junto minimo de generadores de m, fi,... f. los inicos polinomios maonicos bdsicos
irreducibles coprimos a pares tales que T" —~ = f;---f,, T C A y T, C B con-
juntos de representantes del campo residual de A y de B respectivamente. Sea C
un codigo y-constaciclico de longitud n, entonces existe un unico subconjunto U de
{1,...,r}, Fo,F1,F3,Fy tnicos polinomios ménicos y para cada u € U, existe un
tinico v, € {(0,1), (1, A) : A € Taeg(r,) }, tales que

(1) Tn - = FOF1F3F4 H fu:

ueU

(2) C= < QFl,mFg, F4, (Vu)af u € U>

(8) |C| = gdes(Fa)+3dea(Fs)+dea(F1)+2 3,y deg(fu)
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Demostracién. Aplicando el Teorema 3.2.1, considerando que la longitud del anillo
es 4, sea Ug, Uy, Uy, Uz, Uy la tnica particion de {1,...,r} y para cada u € Uy sea

H, la dnica 1 x 2 matriz en forma escalén reducida por filas sobre Fgs. tal que:
’C’ = qzueUl Sut2 z:u€U2 s“+3zu€U3 s“+4Z“EU4 Su y

-~

C=(m® [] fum [] fu ] fu (Ho)r., @% : u € Uy).

ugUy ugU;_1  ugU;

Resta definir F; = [[,cy, fu, para i € {0,1,3,4}, y U = U,.

Para el siguiente resultado observar que si C es un codigo y-constaciclico sobre el
anillo A, entonces C se identifica con un ideal del anillo A[T]/(T" — v), C* es cédigo
vy~ !constaciclico y se identifica con un ideal del anillo A[T]/(T™ —~y~1).

Ademsds recordar que si C es un cédigo lineal de longitud n sobre un anillo local finito
de Frobenius A, entonces |C||C*| = |A|", ([31]).

TEOREMA 4.2.2 Sean (A,m,F)) € £4, v, @ = {aq,aq}, f1,....f., T y Ty como en
el Teorema 4.2.1. Sean C un cddigo y-constaciclico, U C {1,...,r}, Fo,F1,F3,Fy y
{Vu: ue U} como en el Teorema 4.2.1. Sean G; = ﬁFz, gy = ﬁfu, donde ag; y
bo.u son los coeficientes constantes de F; y £, respectivamente, i € {0,1,3,4} yu € U,
entonces:

(1) |CJ_| — q4deg(Fo)+3deg(F1)+deg(F3)+2ZueU deg(fu)

(2) UC{1,...,7r}, Go,G1,G3,Gy, {gu : u € U}, {(+L)* : u € U} son los tnicos
objetos asociados al cédigo y~'-constaciclico C*, como en el Teorema 4.2.1, y
el ideal correspondiente de Ct es

~
*

(m?Gy,mGy, G, ()28, 1 v € U) = (m?Fy, mF}, Fy, (¥0)f) - u € U).

Demostracion.

(1) La relacién del Lema 1.3.4, M| = |F,|*®™) donde M es un A-médulo, implica
que |A] = ¢*. Puesto que n = deg(Fy) + deg(F;) + deg(F3) + deg(Fa) + >, oy deg(fu),
entonces por el inciso (3) del Teorema 4.2.1,

|A|n g q4deg(Fo)+4deg(F1)+4deg(F3)+4deg(F4)+4 > uev deg(fu)

4
1 —
Gl = IC| - C| qdeg(F1)+3deg(F3)+4deg(F4)+2ZueUdeg(fu)
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q4deg(F0)+3deg(F1 )+deg(F3)+23" cy deg(fu) )

(2) La segunda igualdad entre los ideales es facil de verificar. Por el inciso (2) del
Corolario 4.2.1, el producto de los polinomios ménicos G§, GT, G5, G}, {gF : u € U}
es T" — 471 deg(F7) = deg(F;), i € {0,1,3,4}, y deg(f}) = deg(f,), u € U,
Entonces, por el inciso (3) del Teorema 4.2.1 y el inciso (5d) del Corolario 4.2.1, el
nimero de elementos del cédigo ~~!-constaciclico

D = (m?F%, mF FE, (V)5 - w e U)

es ‘D‘ — q4deg(F§)+3deg(F’l‘)+deg( 5423, cudes(fy) — q4deg(F0)+3deg(F1)+deg(F3)+2ZueUdeg(fu)'

Finalmente, de los incisos (1) y (3) del Corolario 4.2.1 y las relaciones:

(1) m* = (0),
(2) (V)a(¥i)atu = 0, en A[T]/(T" —4), u € U

(5) Fif, =0, en A[T]/(T" —~), i € {0,1,3,4} y u € U.
se obtiene D C C*. La afirmacién se sigue del inciso (1).

OBSERVACION 7 Para determinar i= en el Teorema 3.2.1, los Corolarios 4.1.1 y
4.1.2 se deben usar. Después para determinar (iiz)*f, , el inciso (5d) del Corolario

4.2.1 se debe usar.

En los siguientes ejemplos se ilustran las ideas del Teorema anterior.

Observar que cada unidad del anillo A = Fy[X,Y]/(X? Y?) tiene la propiedad
v =~~1, (ver Proposicién 3.2, [21]), cada elemento de A se puede escribir de manera
tnica como a + bx + cy + dxy, donde a, b, ¢,d € Fy, @ = {x,y} es un conjunto minimo
de generadores del ideal maximal de A, m? = (xy). Si f € A[T] es un polinomio bésico
irreducible con s = deg(f), entonces A[T]/(f) es isomorfo a Fps[X,Y]/(X2, Y?), por
el Teorema 4.1.1, y T, = {ao + a;T + ... + as_ 1T : a; € Fy} es un conjunto de
representantes del campo residual de A[T ]/( ). Por el Lema 4.1.4, (0,1)2 = (0,1)z y
(LA} = (10 en A[TI/(E). A € Ty
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EJEMPLO 4.2.1 Sean A = Fy[X,Y]/(X?,Y?), el anillo (13) del Teorema 2.2.1, y
una unidad de A.

Por el Lema de Hensel, T'® —~ se factoriza en A[T] como T —~ = fifof3f,f5, donde:
fy=T'+ 4T +1,

fo =T+ +~T3 + T2 4+ ~T + 1,

fy = T* +~T3 + 1,

£, = T2 +~T +1,

fs =T + 7.

Y se cumple 7 =15, {5 =15, {5 = 1§, {f =14, £F = 15, entonces:

(1) SiFo=1, F1 =1, F3 =13, Fy ={4f5 y U=10, el cddigo correspondiente es:
C = (m?F;, mFy3, Fy, (¥,)af, s u € U) =
(wfy, mis, fif5) = (m*fafsfyfs, mbyfoffs, £ fafs).
Su codigo dual es
Ct = (w?Fy, mF Fy, (V)5 s u e U) =
(M7 mFy L Fy) = (2 mby ) = (m*f, mf3, ) =
<m2ﬂ> mg, fA3> = (m*fofsfyfs, mfy £36,65, f16o6sf5).

(2) SZ FO = 1, Fl == 1, F3 = fl; F4 == fz, U — {3,4,5}, \73 = (1,1 —|—T—|—T2)7
1+T+T2 S Tdeg(f3), Vy = (1,1+T), 1+T e Tdeg(f4), Y \75 = (1, 1), 1e Tdeg(fs),
el codigo correspondiente es:

C = (m?F;, mFs, Fy, (V,)af, s u € U) =

(mfy, b, [x + (1+ T + T2)ylfs, [x + (1 + T)ylfs, [x + y]fs).

Puesto que:

(a) (L, )t = (1,)) en A[T]/(£;), i € {1,2,3},

(b) el residuo de la division de (1 4+ T + T?)*T 2y = (T" + T" + T)5 por
f5=1 es (14+~)T3+T? 4+,

() el residuo de la division de (1 4+ T)*TH 1y = (T + T1)y por f; = f; es
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T+1+7.
El cédigo dual de C es:

Ct = (m?Fj, mF}, Fy, (v cu e U) =
M2 x4 (L+ DT+ T2+ )y [+ (T+ 1+ [+ ) =
(m?fs, [x + (T? + D)y)fy, [x + Tylfy, [x + y]f5) =
<m2f1f2f4f57 x + (T2 + 1)ylfofsfafs, [x + Tylfifafsts, [x + y]fifafsfy).

Sean A = Zg[X]/(X? — 4, 2X) el anillo (12) del Teorema 2.2.1 y v una unidad de
A. v tiene orden multiplicativo 1, 2 6 4, (ver Proposicién 3.8, [21]). Cada elemento de
A se puede escribir en la forma a + bx, donde a € Zg y b € {0,1} C Zg, las unidades
de A se pueden escribir como 1+ 2a 4 4b+ cx, donde a,b,c € {0,1}, @ = {x,2} es un
conjunto minimo de generadores del ideal maximal de A, m? = (4), T = {0,1} C Zg
es un conjunto de representantes para el campo residual de A. Y si f es un polinomio
bésico irreducible sobre el anillo A con s = deg(f), entonces A[T]/(f) es isomorfo a
GR(8,s)[X]/(X?—4,2X), por el Teorema 4.1.1,y Ty = {ag+a, T+...+a, 1T 1 q; €
{0,1} C Zg} es un conjunto de representantes del campo residual de A. Por el Lema
4.1.2, se tiene en A[T]/(f), (0,1) = (1,0)g, (1,0)2 = (0, 1)z v (1,A1)z = (1, \2)q,
donde A\, Ay € Ty, con 5\15\2 =—1=1en Fy.

EJEMPLO 4.2.2 Sean A = Zg[X]/(X?—4,2X), el anillo del inciso (12) en el Teorema
2.2.1, y v una unidad de A, entonces vy = 14+m, m = 2a+4b+cx y a,b,c € {0,1} C Zs.
Por el Lema de Hensel, T" — v se factoriza en A[T] como T7 — v = fifyfs, donde:

f, =T*+ (3+m+m?)T? + 2T + 7 + 3m,

fo =T34+ (6 +2m)T? + (5 4+ m? +2m)T + 7 + 3m,

f5=T+7+m+m? e A[T].

Entonces:

(1) Si FO = fI;Fl = 1,F3 = fg,F4 = 1, U = {2} Yy \72 = (1,T), T e Tdeg(fg); el
codigo correspondiente es:

C = (m°Fy, mF3, Fy, (V0)afu : u € U) = (mfy, [x + 2T)5) = (mfify, [x + 2T]f1f3).

Puesto que:

(a) (1, T)z = (1, T* + 1)g en A[T]/(f),

106



(b) el residuo de la division de (T? +1)*T7 2y = (T7 + T°)y por 5 es 2v*T? +
VT + % + 7.
El codigo dual de C es:
C* = (m?F5, wh, FY, ()38 v e U) =
(2 6 [x+ (29°T2 + 79T + 47 + 7926 ) = (m?6, , [x + 2T)f) =
(65 £515 ) [x + 2T)ff5).

(2) SZFQ F1 F3:F4:1 U:{l 23} \71:(1 T) Teregﬁ); 62:(1,0),
0 € Taeg(rs) ¥ V3 = (1,1), 1 € Taeg(sy), €l codigo correspondiente es:

C = (m’F;, mF3, Fy, (V)afy s w € U) = ([x + 2T)f, xby, [x + 2Jf3) =

<[X + 2T]f2f3, Xflfg, [X + 2]f1f2>
Puesto que:
(a) (1,T)2 = (1,T +T?), en A[T]/{f1),
( ) ( ) (07 1)7 en A[T]/<f2>;
(o) (L 1)z = (L.1), en A[T]/(fs).
(d) el residuo de la division de (T? + T)*T7 2y = (1 + T)T%y = (T® + T5)~y por
fres (VP + 9% +49)T? + (292 4+ 37)T + 72 + 312
El codigo dual de C es:

Ch = (m?F%, mF5 B, (VDA cu e U) =
(x+2((7° + 72+ 4N T2+ (292 + 30T +9° + 3990 26, [x + 2Jf ) =
(x+ 2T .26, x + 215 ) = ([x + 2TIEEL, 26767, [x + 2)F1£3).

4.3. Cdbdigos constaciclicos autoduales sobre ani-
llos en la familia £,

En esta Seccion se describen los codigos y-constaciclicos autoduales, cuando el
alfabeto de los cédigos es un anillo de la familia £4, la longitud del cédigo es prima
relativa con la caracteristica del campo residual del anillo y v = y~!. Recordar que
un polinomio f sobre el anillo finito A es llamado auto-reverso si f* y f son asociados.
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En esta parte se usard la siguiente notacién: dado un anillo (A, m,F,) en la familia
£, y f € A[T] un polinomio bésico irreducible, con s = deg(f). @ = {ay, oy} serd un
conjunto minimo de generadores del ideal maximal de A, 7 denotard una unidad del
anillo A y tendrd la propiedad v = 7™, T serd un conjunto de representantes para F,
yTs={ag+aT+...+ as,lTS_l} sera el conjunto de representantes para el campo

residual del anillo local A[T]/(f)

PROPOSICION 4.3.1 Sea (A,m,F,) € £4, v, @ = {a1,as}, T y Ty como hasta ahora.
Sea C un cddigo y-constaciclico, U C {1,...,r}, Fo,F1,F3,Fy, {f, : uw € U} y {v, :
u € U}, como en el Teorema 4.2.1, tales que

C = (m?F;,mFy, Fy, (V,)af, : u € U).
Entonces C es autodual si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Fy es asociado a F3,
(2) Fy es asociado a F,

(3) para cada v € U existe uy € U tal que f, es asociado a £} vy (%)afa) =

(Vi )atu) en A[T]/(T™ — 7).
Demostracion.
Sea G() = ﬁFo,Gl = ﬁFl,Gg = ﬁFg,G;; = $F4, {gu = ﬁfu LU € U}
y {(¥1)* : w € U} como en el Teorema 4.2.2, donde ag; y by, son los términos
constantes de F; and f, respectivamente, i € {0,1,3,4} y u € U. Entonces,

C = Ct = (m?F;, mFs, Fy, (Fo)afa : u € U) = (m2Gy ,mGy L Go , ()26, 1 u € U)

siy solo si Fy = Gj, Fs = Gj, Fy = G, y para cada u € U existe u; € U tal que
fo = gi v (Vu)afu) = ((Vi)it), en A[T]/(T™ — 5); por la unicidad en el Teorema
4.2.1, si y sélo si Fy es asociado de Fj, F, es asociado de Fjj, para cada u € U existe

~

uy € U tal que f, es asociado a f; y (Vo)ada) = (F)2L,), en A[T]/(T™ — ).

u1

LEMA 4.3.1 Sean (A,m,F,) un anillo local finito, X\ una unidad de A, f € A[T] un
polinomio ménico tal que los ceros de f € F,[T] son distintos en alguna cerradura
algebraica de Fy y t* = M. Por el Lema 1.5.17, sean fi, ... . los inicos polinomios
bdsicos irreducibles tal que f = f;---f.. Entonces existen ri,ry enteros no negativos
tales que r = 2ry + ry y, después de renumerar, f; es un asociado de f,,1;, 1 <1 <r;
Yy for, +i es auto-reverso, 1 < i < ry.
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Demostracion.

Es suficiente verificar que para cada i € {1,...,r} el polinomio f! es un asociado de
f;, para algin j € {1,...,7}. Puesto que f =f; --- £, £* = M =1 ... y cada {] es
bésico irreducible, entonces f; es asociado a algin f;, para algin j € {1,...,r}, por
el Lema 1.3.17.

COROLARIO 4.3.1 Sean (A,m,F,) un anillo local finito, v una unidad de A con la
propiedad v = v, f1, ... £, los 1nicos polinomios monicos bdsicos irreducibles tales
que T" —~ =1, ---f., lema 1.3.17. Existen ry,r5 enteros no negativos tales que r =
2r1 + ry y, después de renumerar, f; es un asociado de f, ;, 1 <1 < ry y o, 4 es
auto-reverso, 1 < i < ro.

Demostracion.
La afirmacion se sigue de la relacién (T" —y)* =1 —4T" = —y(T" — ).

En el resto de este trabajo se usara la notacién del Corolario 4.3.1.

DEFINICION 4.3.1 Sean (A,m,F,), v, f1,...,f, r1,r2 como en el Corolario 4.5.1. Y
sea W un subconjunto de {1,...,r}.

(1) Se denota W* = {i € {1,...,r}:{’ es asociado a {;, para algin j € W}.
FEsto es, los polinomios asociados de los polinomios en el conjunto {f,, : w € W}
son los polinomios {f, : o € W*}.

(2) W es llamado especial si para cada wy € W el polinomio £}, no es asociado de
f,, para todo w € W. Es decir WN W* = ().

Observar que {1,...,2r; + 1}* = {1,...,2r; + 1}, y si X es un conjunto especial
entonces X C {1,...,2r;1} y X* es un conjuto especial también. ) se considera un
conjunto especial y (* = ()

TEOREMA 4.3.1 Sean (A,m,F,) € £4, v, @ = {aq, a0}, T, Ty, f1,....f y r1, ro
como hasta ahora. Sea C un cddigo ~y-constaciclico, U C {1,...,r}, Fo,F1,F3, Fy,
{t.:uwe U} y{¥,:u e U} como en el Teorema 4.2.1 tal que:

C = (m?F,,mF3, Fy, (V)al, : u € U).
Entonces C es codigo autodual si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:
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(1) [2r+1,7] C U, U=TU*

(2) para cada v € U existe uy € U tal que f, es asociado a £} y (Vo)ada) =

~

((V )adu) . en A[T]/(T" = 7);

uy

(8) existen conjuntos especiales Uy y Uy tal que, U, Ugy, US, Uy, US es una particion
de {1,....r} y Fi = [l,eu, fu, 1 €1{0,1,3,4}, donde Uz = Uy, Uy = U,

Demostracion.

=) Puesto que T" —v = FoF1FsFy [ [ ey fus ¥ Fo, F1, F3, Fa y [ [,,cy fu son polinomios
monicos, existe una particién Uy, Uy, U, Uy de {1,...,7} \ U tal que F; = [ ey, fu,
i €{0,1,3,4}, por el Lema 1.3.17.

Por la Proposicién 4.3.1, Fy = [],cy, fu es asociado de F3 = [[,cu, fus Fa = [eu, fu
es asociado de Fj = Huer f* para cada u € U existe u; € U tal que f, es asociado a

~

fr (F)afs) = ((V,)efy), en A[T]/(T™—~). Entonces U = U*, y por el Lema 1.3.17,
Uy = U, Us = Uj, en consecuencia Uy y U; son conjuntos especiales. Finalmente,
puesto que UgUU; UU3UU,UU ={1,...,7} y UpuU, UU3UUy C {1,...,2r}
entonces [2r; +1,r] C U.

<) Se sigue de la Proposicion 4.3.1.

En las siguientes lineas algunos ejemplos son presentados para ilustrar los resul-
tados del Teorema anterior.

EJEMPLO 4.3.1 Sea A = Fo[X,Y]/(X2,Y?) el anillo del Ejemplo 4.2.1, v una unidad
de A y C un cédigo v-constaciclico autodual de longitud 7 sobre A.

Por el Lema de Hensel, T” — « se factoriza en A[T] como T7 — ~ = fifof3, donde:

fi =T+ 9T+,

fo=T3+ T+,

fs =T+ .

Asiry =1, ry = 1, los conjutos especiales de {1,2,3} son {1},{2},0. Los subconjuntos
de {1,2,3} con la propiedad {3} CU y U =U* son {3} y {1,2,3}.

Por el Lema 4.1.4, V= = V5, para V5 € {(0,1)g, (1, )z : A € T,}.

Entonces C = <m2ﬁ, mf‘;, 151, (Gu)afz cu € U) es alguno de los siguientes:

(1) Cuando U = {3}, Uy =0,Uy = Us =0, U; = {1}, Uz = Ut = {2}.
(a) (mfy, my, xf),
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(b) (m?fy, mby, (x + y)fs),

(¢) (mf;, mby, y3).
(2) Cuando U = {3}, Uy =0,U, =U; =0, Uy = {2}, U3 =Uj = {1}.
(a) (mf, mfy, x),
(b) (2D, mhy, (x + y)fs),
(¢) (m2fy, mfy, yfs).
C

(3) Cuando U = {3}, Uy =0,Us =U; =0, Uy = {1}, Uy = Uj = {2}.

(a) (B2,xF5),
(b) (B, (x+v)fs),
() (f2¥fs).

(4) Cuando U = {3}, Uy = 0, Uy = Ut = 0, Uy = {2}, Uy = Uz = {1}.
(a) (fi,xfs),
(0) {fr, (x+9)fs),
(¢) (fr,vEs).

(5) Cuando U = {1,2,3}, entonces Uy = U = Uz = Uy =Uj = Uy = 0.
(a) (VE fl,Van,Xf3> Va € {(0,1)g, (1, Mg : A € Ts}.
(b) <V fl,Vafz,yf3> Va S {(0, 1)@, (1, )\)a: AE Tg}
() (Vify, Vaby, (x + )E), V2 € {(0, Da, (1, N)a : A € T3}

7
En consecuencia, si ¢ : |Fo[X,Y]/(X2,Y?%)| — F2® estd dado por

— —

6+5x+5y+cfxyl—>( +b+c+d,c+db+d, ), donde d,b, ,JEF;

#(C)t es un codigo

)
2%, 16(C)] = 2" y ¢(C)

El mapeo de Gray definido en [14], entonces ¢(Ct) = ¢(C
binario autodual de longitud 28, |¢(C)||p(C)*| = |6(C)]? =

tiene dimension 14.
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Recordar que las unidades del anillo A = Z4[X]/(X? + 2X) tienen la propiedad
v = 41, (ver Proposicién 3.4, [21]), y cada elemento de A se puede escribir de
manera dnica como a + bx, donde a,b € Z4, @ = {x,2} es un conjunto minimo de
generadores del ideal maximal de A, m? = (2x), T = {0,1} C Z, es un conjunto de
representantes del campo residual de A. Adicionalmente si f € A[T] es un polinomio
bésico irreducible sobre el anillo A con s = deg(f), entonces A[T]/(f) es isomorfo a
GR(4, s)[X]/(X? 4 2X), por el Teorema 4.1.1, T, ={ag+ a1 T+ ... +a, 1 T5 ' 1 q; €
{0,1} C Z4} es un conjunto de representantes del campo residual de A[T]/(f). Por el
Lema 4.1.5, se tienen las relaciones en A[T]/(f): (0,1)2 = (0, )z y (1, M)z = (1, \o)a,
donde A, Ao € Ty v Ay = Ay + 1 en Fo..

EJEMPLO 4.3.2 Sean A = Z,4[X]/(X? + 2X) el anillo (11) del Teorema 2.2.1, v una
unidad del anillo A y C un codigo v-constaciclico de longitud 9 sobre A.

Por el Lema de Hensel, T? — v se factoriza en A[T] como T? — v = fifofs, donde:

fi =TO +~T3 +1,

fo=T2+~T+1,

Asi, 11 = 0, 790 = 3 y 0 es el tnico conjunto especial. En el Teorema 4.5.1, U =
{1,2,3}.

Y se tienen las siguientes relaciones

(a) SiA=ao+aaT+aT? +a3T? + a,T* +T°, entonces (1, )z = (1,1+ )z y €l
residuo de la division de (1 4+ \)*T9>y por f; es

3asy + 14 ag + 3axyT + 3a17T? + 3asT? + (v + 3a2)T* + (ayy + 3a,)T°.

Asi

(1, N)7) ) = (1, Natf)
& ag+a T+ aT? + asT? + a T+ T° =

ao + 3azY + 1+ 39T + 3@, 7T? + 3a3T* + (7 + 3a2) T* + (@47 + 3a,)T°
& ag=1,89 = ay, a4 = ay + 1
e A=a+aT+aT>+ T+ (1+a)T* +T°,

para algunos ag,a; € {0,1}.
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(b)) SiA=ag+a;T+a;T?+a3T?+ T4, entonces (1,\)2 = (1,1 + N)g y el residuo
de la divisién de (1 + \)*T?*y por f; es

3aszy + 1+ ag + 3yaxT + 3va, T? + 3a3T? + 3a,T* + (v + 3a,) T°.
Ast
(1L, V7)) = (1, Naf)
& ag+a T+ aT? + aT° + T =
3asy + 1+ ag + 39a, T + 37, T? + 3asT? + 3a,T* + (7 + 3a,)T°
S ap=ay=az3=1
& A=ag+T+T*+T3+T* a0 € {0,1}.
(¢) SiA=ag+ a;T+ aT? + T3, entonces (1,\)=z = (1,1 + Nz y el residuo de la
division de (1 + \)*T73y por f; es
3y +ag + 1+ 3a,yT + 3a17vT? + 3T + 3a,T* + 3a,T°.

Asi

(1, )7) 1) = {(1, Nafr)
& ot a T+ aT?+T3 =
3% + ao 4+ 1 + 3a,7T + 3a,7T? + 3T3 + 3a,T* + 34, T°
&S ap=ay=0
S A= a0+T3,a0 S {0,1}
(d) SiX=ay+a;T+T? entonces (1,\)= = (1,1 + N)g y el residuo de la division
de (1 4+ X\)*T?2y por f; es
v(ag + 1) + 3T + 3a,T? + 3yT* + 3ya,T5.

Asi

(1, N)z) ) = (1, N)ah)
& q+aT+T2=

F(ag + 1) 4+ 3T + 3a, T? + 35T* + 37a, T°
& 0=1.
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(e) Si A = ag + T, entonces (1,\)= = (1,1 + N)g y el residuo de la division de
(14 M)*T% 1y por f; es
ap+ 1+ 3yT? + 3T5.

Ast
(1, N)7) ) = (1, Nah)

& ag+T=ag+1+39T?+3T°
& 0=1.

() Si A = ag, entonces (1,\)= = (1,1 + N)g y el residuo de la division de (1 +
N*T9 % por f;, 1 € {1,2,3}, es

1+)\:1—|—a0

Ast
(1, 0)7) ) = (1, Nati)
S ao=1+aqg
< 0=1

(9) Parai € {1,2,3}, se tiene
(((0,1)7)" ;) = (26;) = ((0, 1)zk).

(h) Si A = ag+ T, entonces (1,\)2 = (1,1 + Ng y el residuo de la division de
(14 N)*T% 1y por fy es
ap+ 1+ 3y + 3T.

Ast
(1, N)7) ) = (1, Nafs)

o G+ T=dp+1+37+3T
& A=ao+T,a0 €{0,1}.

~

Por lo tanto C = <m2f‘\1, mF3, Fy, (Vu)atu : w € U) es alguno de los siguientes:
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() ([x+2(ao+aT +a;T? + T3 + (1 + a)T* + T9)]fy, 26, 25), ag, a; € {0,1}.
(b) ([x+2(ap+ T + T2+ T3 + TH)fy, 2, 26), a0 € {0,1}.

(¢) ([x+2(ao +T3)]ﬁ,2g,2f§>, ap € {0,1}.

(d) (2f1,26,26) = (2).

() {[x + 2(ap + aiT + &y T> + T* + (1 + a;)T* + Ty, [x + 2(as + T)]hy, 2f3),
ap,ai,az € {0,1}.

() {[x+2(ag + T + T2 + T3 + THIf, [x + 2(ar + T)]fa, 2f5), ag, a1 € {0,1}.
(9) {[x+2(ao + T3y, [x + 2(ay + T))fa, 2f5), ag, a1 € {0,1}.

(h) (2f;, [x + 2(ag + T))fa, 263), ag € {0,1}.
9
En consecuencia si ¢ : [Z4 [X] /(X2 + 2X>} — 718 estd dado por

@+ bx — (@—+ l;, g), donde d, l;, c 7.

El mapeo de Gray definido en [21]. Entonces ¢(CL) = ¢(C) = ¢(C)* es un cddigo
cuaternario autodual de longitud 18, |¢(C)||¢(C)L| = |¢p(C) | = |Z4|*® = 418, |¢(C)| =
49,
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Conclusiones

Recordemos que §3 denota la familia de anillos locales finitos de Frobenius no de
cadena y cuyo ideal maximal tiene indice de nilpotencia 3, £, denota la familia de
anillos locales finitos de Frobenius no de cadena con longitud 4 y que £, C §3.

En esta tesis, los c6digos mencionados sobre anillos locales son de longitud prima
relativa con la caracteristica del campo residual del anillo.

1. Los anillos locales finitos de Frobenius no de ca-

dena y con longitud 4

En este trabajo se han descrito todos los anillos de la familia £,, y por las siguientes
contenciones, (ver Lemas 2.2.2 y 2.2.3),

Anillos locales
Anillos locales Anillos locales finitos de Frobenius
finitos de Frobenius finitos de Frobenius c ) mo de cadena cuyo
no de cadena con no de cadena con ideal maximal
p* elementos longitud 4 tiene indice de
nilpotencia 3

se han determinado todos los anillos locales de Frobenius no de cadena con p* ele-
mentos.
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2. Sobre la estructura de los cédigos y-constaciclicos
sobre anillos de la familia §3.

En este trabajo se ha descrito la estructura de los codigos ~y-constaciclicos sobre
anillos de la familia §3, donde la longitud del codigo es prima relativa con la carac-
teristica del campo residual del anillo.

Para obtener los cédigos C, sobre el anillo (A,m,F(q)) € &3, se deben seguir los
siguientes pasos:

(1) Factorizar sobre el anillo A el binomio T" — 7 como producto de tinicos polino-
mios basicos irreducibles. Esto se hace primero factorizando el binomio T — %
sobre el campo residual del anillo A, posteriormente aplicar el Lema de Hensel
y finalmente aplicar el Lema 1.3.2.

(2) Sil esla longitud del anillo y T" — v = fif; - - - f,. es la factorizacién de T" — v
como producto de tinicos polinomios basicos irreducibles, obtener una particion
con [ + 1 subconjuntos del conjunto {1,2,...,r}, Uy, Uy,..., U,

(3) Para cada i € {2,...,l — 2} y cada u € U; elegir una matriz en forma escalén
reducida por filas sobre Fs., s, = deg(f,).

(4) Finalmente, obtener el c6digo de acuerdo a la férmula:

Hfu,mH U,Hfu, T,, f cu € ULZE).

ugUs ugUp— ugU;

donde /f\(T) = %

3. El dual de cédigos ~vy-constaciclicos sobre anillos
en la familia £,

La descripcion dada para un cédigo y-constaciclico sobre anillos de la familia §3
fue util para calcular el cédigo dual de un cédigo constaciclico sobre anillos en la
familia £4, (ver [4]).

Para presentar el método para obtener el dual de un cédigo y-constaciclico, cuando
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el alfabeto del codigo es un anillo en la familia £4, primero presentamos el método
para obtener cédigos y-constaciclico sobre anillos en la familia £4, lo cual es un caso
especial de la conclusion anterior.
Para la descripcién de los cédigos ~-constaciclicos sobre anillos en la familia £4 se
deben seguir los siguientes pasos:

(1) Una vez factorizado el binomio T™ — 7 como producto de polinomios bésicos
irreducibles, T" — v = fify---f.. Obtener una particiéon con 5 subconjuntos
del conjunto {1,2,...,7}, Ugy, Uy, Uy, Us, Uy. Definir F; = []
{0,1,3,4} y U = U,.

wev, Lu, Para i €

(2) Para cada u € U elegir v, € {(0,1), (1, A) : A € Taeg(s,) }, ver Observacién 7

(3) Finalmente, obtener el cédigo de acuerdo a la férmula:

-~

C= <m2§1,m?3, ?4, (vu)afu U € U>
Ahora para obtener el dual del codigo C, se deben seguir los siguientes pasos:

(1) Para cada u € U obtener (V)*, ver Observacién 7.

(2) Finalmente, obtener el cédigo dual de acuerdo a la férmula:

Ct = (m?F5, mFy, By, (V)i s u e U).

4. Codigos autoduales sobre anillos de la familia £,

La caracterizacién de los cdédigos autoduales sobre anillos de la familia £4 se
presenté en el Teorema 4.3.1.
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Indice de simbolos

CL
car(A)

det(A)

Elemento de Ty C B que representa al elemento a € Fys

Anillo de polinomios en una variable con coeficientes en el

anillo A

Anillo de polinomios en las variables Xy, ..., X, con coefi-
cientes en el anillo A

Anulador del A-médulo M
Grupo de unidades del anillo A
Anillo local A con ideal maximal m y campo residual k

La extension no ramificada de A determinada por f(T),
f('T) es un polinomio bésico irreducible de grado s

Dual del cédigo lineal C
Caracteristica del anillo A
Dimension del k-espacio vectorial V

Determinante de la matriz A
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deg(f) Grado del polinomio f
f* Polinomio reverso de f

53 Familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena
y cuyo ideal maximal tiene indice de nilpotencia 3

F, Campo finito con ¢ elementos, ¢ = p?, p es un ntimero pri-
mo y d es un natural

(IF;)Z Los cuadrados de las unidades del campo finito F,

fA Cociente de la divisiéon de T™ — ~ con f

GR(p*, d) Anillo de Galois

G(n,q) Nimero de Galois sobre el campo finito I,

Hr, (@) Ideal de B dado por (30 ari(T)ay, ..., S0, ari(Ty)ay),
H es la matriz (a;;) sobre el campo finito [Fys

I+1J Suma de los ideales I y J

1J Producto de los ideales [ y J

I* Potencia del ideal T

I[T] Polinomios con coeficientes en el ideal I

LM(G) Monomios lideres de los polinomios del conjunto G

A (M) Longitud del A-médulo M

La(M) Reticula de A-submédulos de M
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£y

Rad(A)
Soc(M)

Su

X

Familia de anillos locales finitos de Frobenius no de cadena
de longitud 4

Radical de Jacobson
Zoclo de M
Grado del polinomio f,

Conjunto de representantes del campo residual del anillo
local finito (A, m,F,)

Conjunto de representantes del campo residual de B, el
campo residual es B/mB = F . y T, estd dado por

{ag+ ...+ as T :a; € T}

Indice de nilpotencia del ideal maximal del anillo local A
Denota al ideal anng(i2)

Numero minimo de generadores del A-médulo M
Cardinalidad del conjunto X

Anillo de enteros médulo m

Unidad del anillo A

Permutacion y-constaciclica

La representacion polinomial de A™.

Coeficiente binomial Gaussiano
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Conjunto minimo de generadores del ideal maximal del
anillo local A

La proyeccion natural

A-submoédulo de M generado por my, ..., m,

Conjunto de Teichmiiller del anillo de Galois GR(p", d)
El elemento as (cuando A € £4)

El elemento oy + Aay (cuando A € £)

El ideal de B generado por oy (cuando A € £4)

El ideal de B generado por a; + Aas, A € Ty (cuando
Ae 24)
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