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INTRODUCCION

El cobjetivo de esta tesis es presentar un problema importante

de la teoria de control acotado: La estimacién del conjunto

alcanzable.

Consideremcos un sistema de contreol con condicién inicial:

X = £f(x) + g(x)u, con x(to) = X, (1)

donde x = E”, siendo E" es el espacio euclideano, f vy g son campos

vectoriales, u es el control vy t0 es un instante de tiempo inicial.

Dado e} sistema (1). supongamos que los contreoles u  toman
valores en un coniunto compacto U < El, i.e., las imagenes de las
funciones u: E*'—s UV, se hallan en el compacto U, entonces, nuestro
interés recae en estudiar el conjunto de todas las
travectorias-solucion de (1) hasta un tiempo t = to. tomando para
esto todas las funciones de control admisibles (u(t) e U). El
conjunto determinado por la unidn de estas curvas en el espacio de

estados x es conocido como el conjunto alcanzable X(t) de (1) en el

tiempo t.

Desde un punto de vista fisico. el <conjunto alcanzable
constituye el conjunto de estados (entendiéndose. el conjunto de
variables fisicas de interés que describen un sistema) a los cuales
es posible llevar un sistema modelado por (1) a partir de una

descripciédn inicial.




En este contexto, con tener una aproximacién del conjunto
alcanzable es mAds que suficiente para tener una idea de 1las
limitaciones del sistema respecto a las variables fisicas a las que
el sistema puede ser llevado mediante el uso de las variables de
control del diseffio. Ademas, el hecho de elegir estas dltimas
acotadas (i.e., confinadas a ciertos valores permitidos) radica en
que fisicamente no se dispone, e.g., de potencia infinita, en el

caso de que controlemos con potencia.

Ahora bien, determinar con exactitud el conjunto alcanzable
asi como sus caracteristicas en general, es todavia un problema

abierto en la Teoria de Control.

Para el caso de sistemas lineales, i.e., o0 sistemas del tipo
(1) para los que f(x) = AX v g(x) = b, con A y b matrices de
tamafios apropiados, el conjunto alcanzable posee ciertas
caracteristicas interesantes: es simétrico, compacto, convexo y, en
cuanto a su evolucidén conforme varia el tiempo, no presenta cambios
"drasticos" en incrementos pequefos de tiempo (su evolucién es

continua en t en la métrica de Hausdorff).

Sin embargo, adn para el caso de sistemas lineales, determinar
con exactitud el conjunto alcanzable para toda t, implica un gran
trabajo computacional, sobre todo en dimensiones grandes; ademas de

que no ha sido resuelto en general.

En el caso en que el sistema (1) es de indole no lineal, sélo
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podemos contar con que X(t) es compacto, exigiendo condiciones sobre
los campos vectoriales f y g, y que las trayectorias existan para

todo t (i.e., que no se "escapen” al infinito en tiempo finito).

Adn cuando 1las caracteristicas generales del cohjunto
alcanzable poseen un interés matemdtico per se, desde una
perspectiva pragmatica, la descripcién del conjunto alcanzable no
resultan tan preponderante (teniendo presente 1la complejidad

computacional que esto implica), como la de dar una estimacién del

mismo.

Asi, en el capitulo 1 se presenta una teoria para aproximar
(por dentro y fuera) mediante el uso de elipsoides al conjunto
alcanzable para el caso general de sistemas lineales no auténomos
(incluyendo de paso a los auténomos) y con controles

restringidos dados vectorialmente (entradas multiples).

Aunque el trabajo computacional es insoslayable en general,
pues en esta empresa es necesario hallar la solucién de una
ecuacién diferencial no lineal, (para determinar el Elipsoide) ,si
resulta factible hallar soluciones por cuadraturas para un tipo
particular de sistemas 1lineales con una entrada (un control

escalar), que son de gran utilidad en el capfitulo 2.

En el capitulo 2 se extrapolan los resultados de los sistemas
lineales a una clase de sistemas no lineales del tipo (1), 1los

cuales son "linealizables” via un cambio de coordenadas y una
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retroalimentacién (control), pero con el inconveniente, semejante
al estudiado para un ejemplo de un sistema lineal dado en la

seccidén §2.1, de que los resultados sélo son locales én general.

Sin embargo, podemos contar con una técnica para al menos
aproximar X(t) localmente y hasta un tiempo determinado, nmediante
imagenes difeomorfas de elipsoides, presentando la ventaja respecto
a otras técnicas existentes para este efecto, de que proporcionamos
la estimacidén interna. Esta, resulta particularmente complicada de
determinar o ests ausente en 1los otros enfoques que se han
presentado para abordar el problema (véase por ejemplo [17], [26] y

(32]). §

Al finai del capitulo 2 se proporciona un ejemplo de aplicacién
para un reactor (C.S.T.R.) modelado por un sistema de dos ecuaciones
diferenciales y una entrada (control). En particular, se esboza un
procedimiento para que la estimacién interna sea mejor (tratando de
optimizarla), comparando el resultado con el conjunto alcanzable

"real” (una aproximacién bastante fiel para tiempos no muy grandes).
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CAPITULO 1

ESTIMACION DEL CONJUNTO ALCANZABLE DE SISTEMAS DE CONTROL LINEALES
NO-AUTONOMOS

$1.1. EVOLUCION DE CONJUNTOS ALCANZABLES. RESULTADOS GENERALES.

Sean [E” el espacio euclideano n-dimensional. (R", |+|

d. vy
fKEh) el conjiunto de todos los subconjuntos compactos no vacios de

[Eh

Consideremos un sistema de contrel 1lineal no autdnomo vy

condiciones iniciales
X = A(t)x + v ) x(t ) « M (1.1)

donde, st = E”., A(t) es una matriz n x n de coeficientes integrables
en todo intervalo acotado de tiempo., v es el vector de control, t0
es un instante de tiempo inicial v M es un conjunto convexo en

(KE"). (E1 conjunto de condiciones iniciales).

Denotamos por 2(t) la matriz fundamental asociada al sistema

X = A(t) x. con condicién inicial Q(to) = I. (Recuérdeze que $(t)
-t YA ' .
= e o ., en el caso que A(t) = A sea una matriz constante).
Consideremos el caonjunto de todas las funciones de control

medibles, cuyoe conjunto de restricciones viene definido bajo 1la




forma de una multifuncién U(t) (véase [Ap.11). la cual es convexa y
medible, y tal que en médulo, |U(t)| = k(t), donde k(t) es una

funcién integrable en cualquier intervalo acotado.

Definicién.- Una funcién de control v es admisible si solo si es

una seleccidén de U(t) (véase [Ap.1]).

Observacidén. - Cuando |U(t)| £ k, donde k € E* fija, entonces

resulta equivalente a que max |v(t)] £ k, o sea |v(t)]] = k, para
WLYEUL

toda v{t) € U(t).

Definicidén.- El1 conjunto alcanzable X(t) para (1.1) con v{t) € U(t)
a partir de M es el conjiunto de todos 1los vectores x(t), los
cuales son valores de trayectorias x(t) que satisfacen (1.1)
usando todos los contoles admisibles, para t = to.
Para enfatizar la dependencia de X(t) respecto del dominio M e

instante t0 iniciales, lo denotamos: X(t) = X(t,to,M).

Una propiedad importante a
remarcar para los conjuntos 4 ]
]
alcanzables es la sigviente:

Alt,t M)
o

1

X(t.T,X(T.tn.M))

para t £t £ t.
A8}

0 . x")'ﬂ"‘ x‘.’f ’X“ﬁ.,’ﬂ)

1 figura 1.1

(N]




0 sea, todo conjunto alcanzable X(t) puede construirse tomando
cualquier otro coniunto alcanzable X(r) previo a manera de conjunto
inicial.

Definicidn.- Sea V(t) una multifuncién definida para tode t = to.
Decimrs que VI(t) es una familia de conjuntos subalcanzables
(respectivamente superalcanzableg) para el sistema (1.1} si sdlo si
para toda v = [tD,t]. tenemos que V(t) < X(t,Tt,V(T)), para tos T < t

(respectivamente, la contencidén invertida., o) se satisface. Y 1la

denotaremos V_(t) {respectivamente, V+(t)). Expfesado de otra
manera. V_(t) (V+(t)) acota a X(t) desde adentro (afuera).
En particular., nos interesard gque las multifunciones V_(t) y

V+(t) sean convexas v compactas. Esta eleccidn se ve justificada
por las caracteristicas generales de los conjuntos alcanzables de

sistemas lineales, reveladas por el siguiente teorema.

Teorema .- Consideramos el sistema lineal (1.1) con v(t) e U(t).
Entonces. X(t) es un conjunto convexo, ocompacto vy, que viéndolo
como la multifuncidén t +—» X{(t), varia continuamente éon t, para
to =t « w (respecto a la métrica de Hausdorff en el rango ).

{cf. Mackie-3trauss{31i], p.60, 0 Lee-Markus([28], p.69). -

Asi, de aqui =n adelante, V(t) la consideraremos siempre como

una multifuncidn convexa v compacta.

Ahora bien. nuestro objetivo es hallar cotas para X(t) de tipo
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elipsoidal, retomando para esto los trabajos de <Chernous'ko,
Komarov et al.. donde el control se tiene restringido . i.e. |

vit) € U(t).

Las razones por las que se escogen los elipsoides como cotas

radican en

1) su facil representacién : un elemento vectorial para el centro y

una matriz simétrica definida positiva. [Ap. 11].

2) proveen de una aproximacidn adecuada para conjuntos convexos

arbitraries, vy comc nota final,

3) la clase de los elipscides es invariante bajo transformaciones

lineales.
Estas propiedades son las que nos hacen favorecer las
multifunciones elipsoidales con respecto a todas las demas

multifunciones compactas y convexas.
A pesar de esto, para propdsitos generales, solo pediremos de
momento gue V(t) sea compacta v convexa, relegandco las particulares

de tipo elipsoidal a 1la seccidn & 1.2.

El lema siguiente - corclario de la proposicidn 1 en Ap.1 -
nos indica la manera de acotar el conjunto alcanzable de un

sistema (1.1), mediante el uso de funciones soporte




[ ]
Lema 1.1- 3Sea V (t) wuna multifuncién tal que V_(to) < M
(respectivamente, V+(tﬁ) > M). Entonces, V;(t) < X(t) si vy 86lo si
ceVit), > £ c¢X(t),w», para cualesquiera ¢ € ET v t =z t

(respectivamente. con la contencidén y la desigualdad invertidas, o

y Z )._

5in embargo. para elegir una V(t) apropiada que cumpla lo
anterior. debemos imponer condiciones sobre la misma, gue hagan el

nexo con X(t).

Para el efecto, primeramente tenemos que la funcién soporte de
X(t) viene dada por la férmula

t
CX(t).y> 1= c¢ B(E)(M+f 37 (8) U(s)ds),y > (1.3)
t

Pero, para poder operar con mayor libertad, consideremos en su
lugar la funcidén soporte : 045"1(t)X(t),w>, lo cual no implica
perdida de generalidad alguna para lo gque sigue, pues &(t) no es
singular; asi, usando las propiedades 2 v 4 (en este orden) de las
funciones soporte [{Ap.1], tenemos

t
@ (X(t). > = cc M+ [ 8 " (5)U(s) ds.¥ >
t

o

L
ce My >+ o<f 8 ' (s)U(s) ds,y >
4

o

t
= cc Moy o o+ [ cc® ' (s)U(s) ,w >ds (1.4)
t

o




Las condiciones para garantizar la estimacidn inferior del

conjunto alcanzable, vendran dadas en los términos siguientes

Consideremos una multifuncidn V(t) para la cual 1la funcién
soporte c<§'1(t)V(t).w > Sea absolutamente continua en t 2 to. para
toda y < [E". Entonces, existe %f c<§_1(t)V(t),w >, para t z t,, en
c.t.p. ([Ap. 21}).

Denotemos h(t,yw) = %E c<§“1(th{t),w >. vy pidamos satisfaga 1la

desigualdad

d_

hit,w) S 3% c<@ Nuct) v > (1.5)

IA

f

para casi toda t = to v toda y & e,

El resultado por obtener es, que una tal V(t), para la cual
se satisface lo antericor, v qQue ademas inicialmente se tenga que
V(to) < M y para algun instante ©v 2 to, también V{(r) < X(t), cumple
con que siempre estuve contenida en X(t) a partir del instante t

i.e., V(t) es una cota inferior para X(t).

Precisémoslo mediante los préximes dos resultados
Lema 1.2.- Sean r z t_ un instante de tiempo y wy < E” fijos. Sea
V{t}) una multifuncisén tal que c<§—1(t)V(t),w > es absolutamente

continua para t = r y satisface las desigualdades (1.5) y

c@ M (TIV(T), w o> £ c<BT(T)K(T), ¥ . (1.6)




Entonces, esta desigualdad es valida para teda t = ~.

Demostracidn,. - De (1.4) sabemos que

t
- b §
ceB Kty w > = cxM, w s+ [ c<® T (s)U(s), ¥ >ds
. +

la cual, para lo que gigue, la eixpresaremes Como

T A
ceMyy s + [ ce3 M) U(s). v ods + [ cc® T(s)U(s), v »ds
[} T .

o

t
= c@ N (TIR(TY, wo + [ e FM(s)U(s), ¥ »ds. (1.7)
T

Por otra parte, para w fija, por la continuidad absoluta de la
funcidén soporte ¢« §_1(t)V(t).w >, h{(t,y) es integrable (cf.[Ap.2])

y de (1.5), integrando desde v hasta t

t t
[ his,y)ds = [ c< 8%(s)U(s), v »ds, luego,
T T
-1 -1 t -4
co BO(EIVIE), w o - cte B (T)U(T), ¥ » S [ cc ¥ (s)U(s), ¥ »ds,
T
de donde,
~1 -1 ‘ el §
BT IOIVIE) .y £ ced® (TIU(T)  yo+f cc® (s)U(s),¥>ds (1.8)
T
y asi, usando la nueva expresidén (1.7), por (1.6}, tenemos que

(1.8) es menor o igual que




t
ce THmIR(TY, ¥ + [ o F(s)U(s), ¥ »ds =
T

= cc @ Y(LIX(t), ¥ .

Por lo tanto . c< 3 Nt)V(t). v » < c¢< & Y ()X(t). ¥ >

para t = r.
-

Corolario 1.1 .- Supcongamos que V(t) es una multifuncién tal que
V(to) < M v gque para cualesquiera t Z v y y € E", 1la funcién
ce i‘l(t)V(t),w y ez absolutamente continua en t y satisface (1.5).
Entonces, V{(t) <« X(t} para toda t = to, i.e., V(t) = V (t) es una

multifuncisen subalcanzable.

Demostracidén. - De hecho, como la multifuncidén V(t) satisface todas

las hipétesis del lema anterior, tenemos que se satisface

c¢ §_1(t)V(t), ¥ o < o« §*1(t)U(t). o,

S

para cualesquiera t = tO y @ e E”. Pero esto, por el lema 1.1 , es
equivalente a que & “(t)V(t) < & '(t)X(t), para toda t = t,. De
aqui, debido a la no singularidad de &(t), se sigue que

V(t) < X(t) para t = to.
-
Con respecto al caso de cotas externas para X(t), V+(t), no

necesitamos mas que parafrasear lo anterior, modificando el sentido

de la desigualdad (1.%) y ademads, gque se cumpla V+(to) = M.




§ 1.2 COTAS ELIPSOIDALES.

A continuacidn construiremos_V(t)_de forma tal que sea un
elipsoide en [E”, para t = t, v satisfaga la desigualdad (1.5). a
fin de que sirva de conjunto subalcanzable (o bien 1la desigualdad

contraria a (1.5}, para el conjunto superalcanzable).

Sea v({t) una seleccidén medible de la multifuncién U(t), 1la
cual existe debido a que U(t) es medible (véase [Ap.1]1)., vV
denotemos por mf la clase de las matrices simétricas definidas

positivas.

Para 1 caso gue nos compete en esta seccidn, vamos a
considerar la familia de funciones matriciales que satisfacen las

condiciones siguientes

1) consideremos a todas las funciones matriciales definidas
positivas, F : E'« m:—a m: JF = F{(t, Q). (i.e., 81 Q@ 2 0O entonces

F(t,Q) =2 0 ), que satisfacen la desigualdad

1,2

¢ F(t,Q)w,py > £ 2c¢ U(t)-v(t),y > <« Qy,y > (2.1)

2) las funciones F(t,Q) son continuas en Q, para te Ei. fijo;
3) las funciones F(t,Q) son integrables segun Lebesgue en

subintervalos compactos de Ei, para Q € m: , fija

Denotamos con W (t.,Q) a esta clase de matrices F que

satisfacen las condiciones 1), 2) vy 3) anteriores.

%)




De manera analoga definimos M+(t,Q) la clase de funciones
matriciales que satisfacen las condiciones 1), 2) v 3) anteriores,

pero con la desigualdad invertida en (2.1).

m_(t,O) ( m+(t,O) } no es una clase vacia, como constataremos

con (2.5) (respectivamente (2.6)}.

Con estas familias de matrices definidas asi{i, y si ademas
contamos con que la solucidén de la ecuacién diferencial (2.2) (ver
ma&s adelante) existe, lo cual se sigue de las condiciones 2} y 3)
de la definicién de W (t,Q), y es Gnica para condiciones iniciales
dadas (i.e.. si (t_ .0 ) e E: x M, entonces existe una Unica
solucidén de (2.2) Q@ = Q(t,to,Qo) tal que Q(to) = Qo ), tenemos que
la solucidn Q(t) de la ecuacidn diferencial matricial (2.2) (véase

[Ap.2]) es absclutamente continua y definida positiva (veéase

Reid[34], pag. 129 v sucesivas).

De esta forma contamos con los teoremas fundamentales sobre

cotas elipscidales para conjuntos alcanzables (Komarov[25]).

Teorema 2.1.-(de subalcanzabilidad elipscidal o de acotacién

inferior del conjunto alcanzable X(t) por medic de un elipsoide).

Sean ao v GO 2 0 parametros del elipsoide E(ao.Qo) < M, sea
v(t) un control admisible, v a(t) una soluci®dn de la ecuacién
diferencial a = A(t)a + v(t), con condicién inicial at)) = a,.

Sea Q(t) =2 0 la solucidn de la ecuacidén diferencial matricial

10




& = A(£)Q + QAT (t) + F_(t,Q) (2.2)

con condicién inicial G(to) = Oo. donde F_ € W_(t,Q). Entonces el
elipsoide dado por E(a(t),Q(t)) serd una cota inferior para X(t),

i.e.. sera un conjunto subalcanzable.

Demostracidn.- Supongamos Q(t) es la solucién de (2.2); definamos
la funcién p:E'xE"—s n:: . dada por y(t,w):=<2*(t)a(t)a T (t)w.v >,

la cual es absolutamente continua en t y no negativa.

En efecto, para Q(t) =z ©0 fija, tenemos que

1

rity) = «@)e T ()w, g T(tiy > = <a(t)e,¢ > = O,

por definicidén.

Esta prueba la tendremos en tres pasos

a) Primeramente demostraremos que para toda y € E", existe v =2 t°

tal que tengamos c<& (T)E(a(T),Q(T)),¥ > < c<@ N (T)X(T).¥ >.

En efecto, supongamos que v € E es un vector para el cual
y(t,y) = 0. Entonces,usando la expresién para el elipsoide E(a,Q)
([Ap. 1)), las propiedades 2 y 3 de las funciones soporte ({Ap. 1]},
la desigualdad de Schwarz (b.Sc.) y de la proposicidén 5 ([Ap. 11)

c«2'E(a,Q),v > = c<& *(a + & *B*(0)),¥v > =

= cca + @*28*(0).27*Ty > (P. 3)

11




- ca.da Ty s o+ c@ B 0y, Ty (P. 2)
= @ ta.y > + cB (0).0"% Ty (P. 3)
= 3 ta.y > + | e ] (D.Sc)
- 4§—1a W o+ < Q1/2§ —-1'l’w‘ Q1/2§ —11'#’ )1/2

- {Q“ia.w y 4 ’\§—1'Q1/2Q1/2§_1Tw' w )1./2 (P. 5)

= @ tay o o+ ¥ Pty = 3 tay o,

pues y(t,y) = 0, por hipétesis. (Para simplificar 1la notacién
hemos omitido el parametro t). Pero, a(t) e X(t), para toda
t 2 to, debido a la ecuacién a = A(t)a + v(t). Por lo tanto,
tenemos que c«® Y(t)E(alt).Q(t)), w > < c<§_1(t)X(t), Yoo, para

toda t = to' v en particular se satisface si t = T.

Supongamos ahora que para w € E'  fiio, rit ,v) > 0, para

tiz to. Como »{t.w) es continua en t, es positiva en algin

semi-intervalo izquierdoe de t1. Sea (T.t1J un tal intervalo

maximal, o sea donde yl(T . T 0. Entconces, o bien v = t0 (v luego
e

E(ao,Oo) < X(to) < M) , o bien y(t,y) = 0. En ambos casos, por la

primera parte de esta prueba,
c<®8 MTIE(a(T).Q(T)). w > S c<® (T)X(T), w .

b) Probemos ahora que (1.5%5) se satisface para la funcién soporte

asociada al elipsoide E(a,Q)}. para casi toda t e« (T’t1]

Tr c@HDEa(t) Q). v > S c@THUE) . ¥ .

12




En efecto, péra toda w € E" y para casi tcda t (T,tt], por
las propiedades 2 v 2 de las funciones soporte ([Ap. 1]1), de 1la
desigualdad de Schwarz y de la proposicién 5 ([Ap. 11) (en este

orden). tenemos

d -1 . _d -1 1./2_1
I c<® E(a,.Q), ¥ » = a€c<§ (a + Q@ B(0)), V¥ >
a -1 d -1 1/2 14
= g% © & a. v > + at c«® Q" "B (0)., ¥ >
- —3 -7
= P 1(-A)a + @ a.v > + %E C(Bi(O).Qi/z‘f * W o
—q s d 1.-2_-1T
= «® "(a - Aa).y¥ > + Jt “Q & Y "
- {§—1(g _ A3y > 4 %E <QV2§—”W-01_/2§—"’#’>1/2
—-1 . % . d -1 ~1T 1.2
= «®& (a - Aa),¥ > + Jt <@ Q2 T y.y >
-1 d 172
= «® "(a - Aa).,¥ > + gt (rit.v )
esto dGltimo por la definicién de p(t,p). luego esta Gltima

expresiodn es |, pér la regla de la cadena, igual a

1.2

-1, - - - -AT -4 _-1T - -1T T
@ H(a-Aa) s r (o)) R caa T w0 e e T (LT v w,

172

= 3 *(a-Aa) .y >+§(y(t,w)' 3™ (G-A@-qA") Ty, v, (2.3)

para w.# 0 y es cero si y = 0, pues y(t.w)!(Tt, > 0.
s




Pero, por otra parte, por ser Q(t) = O una solucidén de la
ecuacién diferencial (2.2), i.e.. F(t.Q) := Q@ - AQ - QAT, para casi

toda t = to. y satisface la desigualdad (2.1), entonces,
1,2

(G - AQ - OAT)¢‘ $p > £ 2 cc U - a + Aa, ¢ > Qp, ¢ > =

= 2ccU - v(t), ¢ » <Gp, ¢ > 7%,

para toda ¢ e [E".

-47T

Hagamos ¢ = & w . y entonces,
(G - A -ea™)d Ty L2 Ty 5 = 3G -0 -aeae Ty Ly s s
2 cc 8 YU - a+ Aa), w o <§—1Q§-1sz IR S
-4 e 1.2 '
2 c¢e @& (U - a + Aa), ¢ o ¥ (t,w) (2.4)
Ahora bien, como y(t,y}| > 0 , dividiendo (2.4) entre

(T,t 1
1
2y i/z(t.w) . y usando la propiedad 2 de las funciones soporte
[Ap.1], tenemos

@7MQ - AQ - 0ATHIET Tyl s+ c8 N (a-ha) ¥ > S c<® MUY >,

-1,2

Niw

c<38 'E(a.Q), w > S c«® U, w >, por (2.3) y (2.4).

D.'D..
rt

(En todos estos calculos comitimos la dependencia respecto a t, por

claridad).

¢) Probaremos ahora en base a los resultados de a) vy b) que
ce® 't )E(a(t,),Q(t,)), ¥ » S c® (£ IX(t,), ¥ > se satisface

para t1 2 T.
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Pero esto, en efecto, se sigue de aplicar el lema 1.2 y el

corolario 1.1

Como conclusién hemos obtenido que, asignando un instante

t12 t0 la funcién soporte asociada al elipsoide E(a(t).Q(t))

satisface (por el lema 1.2) la desigualdad
ce@ ' (t )E(a(t,).0(t ), ¥ » S cc@ (£t )X(t,), ¥ >, para ¥ € E .

Y asi, usando el hecho de que t1 es arbitrario (del corolario

1.1 ), E(a(t),Q@(t)) < X(t), para toda t = t w

Graficamente,

?

Jnaf.'(o\ de )A{{)-\P) Qb;V\ V/ [.-‘-)(N .

E (1), Q) e X (1)

‘Pon a)

A, @)t

4

figura 2.1

Teorema 2.2. - (de superalcanzabilidad:.- elipsocidal o de acotacién

superiof del conjunto alcanzable X(t) mediante un elipsoide).

Con las mismas hipdtesgis del teorema anterior, pero
considerando en (2.2) que F = M+(t,Q). Entonces, la solucién @ 2 0
~ de la ecuacidén diferencial (2.2) especificariad un elipsoide E(t,Q)

que contiene al conjunto X(t), siempre y cuando tengamos ademas que

15




los parametros a, v 00 sean elegidos de manera que E(ao.Oo) > M.

Demostracién,- Es una parafrasis de 1la del teorema antefior. con
la modificacién de usar la desigualdad contraria a (1.5). -

La determinacidn de los parametros a(t) v Q(t) se reduce a
resolver el problema de Cauchy de un sistema de dos ecuaciones
diferenciales : una ecuacidén diferencial vectorial para el centro
a(t) y una ecuacidén diferencial matricial no lineal para la matriz
simétrica Q(t) =2 0 . Estas dos ecuaciones son independientes vy

pueden ser integradas por separado.

Si consideramos el caso en que U(t) = v(t) + B(t)B'(0). donde
v : E'— E", es una funcién asignada. t — B(t) es wuna funcidn
matricial de coeficientes integrables en todo intervalo acotado, y
Bi(O) es la bola wunitaria centrada e=en el origen, resulta que
siempre existe una familia de funciones matriciales F_(y F+) que
satisfacen 1la condicién 1) de la definicion de M_(t,G)

(respectivamente. de M+(t,Q)).

En efecto, mostraremos que cualquier funcidn de la forma

1 1,2 1-2
Q

F_(t.@) = a""?pB(t)B" (1)) *"2p™* + P *(PB(t)B" (t)P)

(2.5)
satisface la condici¢n 1) de la definicién de W (t.Q). Aqui P =
P(t,Q,B) en una funcidn matricial que toma valores simétricos

invertibles (i.e..(P ')T= P—i), y es tal que F_(t.Q) =2 0. Asi{, por

16




las proposiciones Sy 6 ([Ap. 1]) y 1la desigualdad de Schwarz

(D.Sc.), para toda ¥ € E", tenemos

2(PpBB PYY P Yy, v 4

It
~

F_(t,Qy, y >

« P rPBB P)* 20" %y, v >

= ¢ 1/z(F’BB P) P—iw, Y o> o+

- (Oi/z)T(FBB P)1/21' Tw ,

-2 < 02 (PBETP)Y 2P Yy, v >

(PBB"P) Y 2P Yy, @' %y >

]
\]

=z || @2y || || (BB R ZP 'y || = (D.Sc.)

- 3 “ Qt/zw "((PBBTPlijzp-iw,(PBBTP)i/zP_1w>bq

= 9 " Q1/zw “ ) P_i((PBBTP)i/z)zP v , 12

= 2 < Qy, vy y172 BBTw, ] y172

Asi del hecho de que U(t) - v(t) = B(t)Bi(O), tenemos
(F (t,Q)p, v > <2 <ap, v >*2 | BTw || = 2 c«B*(0),B"y> <ap, y »*7?
]

Por otra parte, si Pi(t,O) \ Pz(t,o) son funciones matriciales

que toman valores simétricos invertibles, entonces la funcién

-1 -1 T_T 1/2 T . 172
F(t,Q = || P " j § p,°}l ¢ BPR,PB + Q" "PPQ"") (2.6)

satisface la desigualdad (2.1} de M+(t,0). Procediendo andlogamente
como para con (2.5), aqui solo reguerimos probar que para t 2 to en
c.t.p., tenemos que «F_(t,Q)y, ¥ > Z 2 <Qy, y y172 ] BTw I, 1o cual

es el caso, pues, para toda w € [E"

e i e, [<BP1P:BTw,w> + <Q‘/2P2P:Q"zw,w>]

1]

<F+(t.0)w, ¥

[N
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- - T,.T 2 T 172 2
T I W U S O

- - T..T T 1/2
=2 B R P B vl fiP,Q v (D. 1)
z 2 |le]* B] BTy) || By @'y (D.Sc)
=2 BTl 10" vl = 2 BTy < v, ¥ >*®

usando para esto, las desigualdades : (D.1) (a-b)z = 0, para toda

a,b e E* vy la de Schwarz (D.Sc.)..

Las funciones (2.5) v (2.6) tomadas a manera de ejemplos para
la teoria son generalizaciones de ecuaciones (derivadas porb otros
medios - ver bozquejo supra ), las cuales aun cuando sus objetivos
son estimar (infra y sobreaproximar) al conjunto alcanzable
mediante elipsoides, éstos son localmente éptimos en términos de
sus voldmenes, aspecto gque no estaba contemplado por 1la teoria

expuesta.

Para el caso, las aproximaciones elipsoidales E(a(t).Qt(t))
son tales que satisfacen las condiciones : v61_—+ max y vél*—+ min,
donde (‘) significa derivada, lo cual equivale a que los volamenes
voli de los elipsoides E(a(t),Qi(t)) cambian en una razén que es
la maxima (para vol ) o la minima (para vol*) posible para todo

elipsoide que sirva de cota para X(t).(Chernous'ko [14] y [15]).

Estas ecuaciones, correspondientes a los parametros al(t) vy

@,(t) v a las condiciones iniciales, son las siguientes
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L) a=Aa + v »alty) = aj
i) G =40+ aa" + 207 %@ %8B0 %) %Y (2.7)
. - T
i) Q= AQ,+ QA" + p(t)Q + p '(t)BB’ ,
-1 -9 T 172 O N
donde, p(t) := {n " trl{ O+ BB 1} 7, Qt(to) = Qt y tr significa

traza.

Resulta facil verificar que (2.7 ii) y (2.7 i) no son mas

que particularizaciones que corresponden a (2.5) vy (2.6). En
efecto, para (2.7 ii) 8%lo se necesita hacef P = Qflz, mientras
que para (2.7 i), P_ = p t)I y P, = P(L)I.

Describiendo a grosso modo : las ecuaciones (2.7) (Chernous'ko
[(13], Schlaepfer-Scheppe(38], et al.) se derivan por un proceso de
discretizacién (aproximacién en diferencias finitas en el tiempo)
de la ecuacién diferencial (1.1) y por el uso de un problema
auxiliar : la aproximacién éptima en volumen a la suma de dos
elipsoides. Posteriormente, se realiza una expansién en series en t
de la discretizacién de (1.1), truncandola al primer orden (razén
por Ia que la optimizacidn es local). Finalmente, haciendo tender
. el incremento de tiempo a cero, se llega a los resultados en tiempo

continuo : las ecuaciones (2.7) (Chernous'ko[13]).
Observacién.- La ecuacién (2.7 i) extraida de Komarov [25] es

de hecho equivalente a la derivada en Chernous'ko{13]. Por nuestra

parte daremos una representacién mas sencilla.
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Consideremos la ecuacién (2.7 ii), para la cual F_(t,Q) tiene

la forma

F_(t,Q) = 2 Qliz(Q—l/ZBBTQ—1/2)1/2qu

Ahora bien, como @ es simétrica y definida positiva, Q@ es

diagonalizable, y ademas, por la proposicién S ([Ap. 1])., tiene una

. 1.2 . . . . . .
tinica rafz cuadrada, Q , simétrica y definida positiva. Denotemos

por T la matriz de cambio de base a 1la forma diagonal; y as{,

-1

Q=T 6 T ., con Q en forma diagonal. Luego, de la definicién de

semejanza de matrices y de la proposicién 7 de funciones

matriciales ([Ap.1)). tenemos que Q*7% = 17* @'7%7T . De esta

manera, sustituyendo esta expresién en la de F_(t,Q), vy aplicando’

recursivamente las proposiciones 5 y 7, obtenemos

F (t,0) = 2 T *Q*72T [ Q"% %7 BB" TT'Q ' 2T ]‘/z 718 21
= 2 T *Q*? [ Q™ * %1 BRT T '@ %72 ]"2 Q721
= 2 T 17?2 : o™ * 21 BET T 'Q 'a'”? ]‘/2 ot 2T
= o T-1q72 :(T“1&1/2)~1 Be" T-ia-iT (T-161/z)]1/2 61/2

_ 4 A A_ -4 A —q A A
= 2 T 1G1/2 Q 1/2T [ BBT (T 10 1T) ]1/2 T 101/2 Q1/2T

=2 [ BB" o * ]"2 T7'QT = 2[ B8 a™* ]"z Q (2.8)
(para simplificar la notacidén suprimimos el signo - de la Q).

20
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& 1.3 EJEMPLOS: SISTEMAS LINEALES EN FORMA CANONICA DE BRUNOVSKY

CF.C.B.)> CON UNA ENTRADA.

Aunque las restricciones sobre las condiciones iniciales y los
controles son convexas, no tienen porqué ser necesariamente
elipsoidales. Por lo regular, suele tomarse U como un poliedro

convexo.

Sin embargo, para obtener 1las matrices Q@ de 1la ecuacién

diferencial (2.2) la teoria propone funciones (2.5) y (2.6) para

las que U debe ser de la forma : U(t) = v(t) + B(t)B’(O), siendo

ésta una familia de elipsoides (posiblemente degenerados).

Bajo esta situacién, tendremos una inclusién del tipo
v{t) + B(t)B‘(O) < U(t), en la cual los puntos extremos de U no son
alcanzados., y siendo éstos con lo que solemos conformar la frontera

del conjunto alcanzable, perdemos asf{ una estimacién deseable.

Con fines de ilustracién, v en virtud de 1lo anterior, aqui
optamos por tomar solo el caso de U en el que el elipsoide es un

poliedro, que se tiene cuando U < E‘, un segmento de recta.

Consideremos (2.2) con F_ en la representacién (2.8) vy F+en la
(2.7 ii). Debide a 1la dificultad de hallar soluciones por
cuadraturas de (2.2) en general, por ser ésta una ecuacién

diferencial no lineal, trabajaremos con wuna familia de sistemas
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lineales, cuyas soluciones si son halladas explicitamente. Aparte
de que estos sistemas lineales nos seran de gran utilidad en el

capitulo 2 para sistemas no lineales.

Los sistemas lineales en Forma Can®dnica de Brunovsky (F.C.B.)
con una entrada son sistemas de la forma
o 4 O, . . O (o]

A

. A . « .
X = Ax + v, donde xeE| A = |: . v

"

: 1
ou,yueUclE
o . . . o© 1

Sin embargo, nos serad util representar en base a la teorfa la

restriccién en el control ¢como : ve U = b + rBB‘(O) < E’, en donde,

0 0 O o] (o]
B = {: ; . b = ; , con b € E* , yro»o. (3.1)
o o 1 b

Para estos sistemas lineales. la representacién (2.8) resulta
factible de calcular en general, de manera que los cdlculos para

hallar soluciones se simplifican. En efecto,

Proposicién 3.1 .- Sea un sistema (3.1) en 1la forma canénica de

Brunovsky, con v € U < E*. Entonces, F_(t,Q) = 2 r ( BBTQ—i)i/zQ

toma la forma

172 -4/2

[@ ] (3.2)

F (t,Q) = 2r B |Q] et

donde, On_i- es el menor principal correspondiente al ultimo

elemento de la diagonal de Q.

22




Demostracién. -

Por (2.8), F_(t,@) :=2r (BB'@ *)*”*a , pero como BB’ = B v

e

usando la férmula para la inversa de la matriz Q, obtenemos
F (t,@) = 2 r (B0 )20 = 2 r (B adjlen*"%a / ¥TaT .

Ahora bien, para el caso particular que estamos considerando
con la matriz B_definida'én'(s.l) y del hecho de que los valores de
w funcidn f definida en el espectro A de wuna 'mqtriz M, f(A),
determinan univocamente la funcién matricial f(M) (cf. [Ap. 11),
tenemos que para hallar c*’? - (B adj[Q])‘/? necesitamos primero el

polinomio de Lagrange-Sylvester asociado a C (Gantmacher[16]},p. 97).

Para el efecto, determinemos los autovalores de la matriz C,
_ la cual por ser una matriz que tiene ceros en todas partes, excepto
en el dltimo renglén, obtenemos

0=Jc-AI| =-A"""C@Q _-x\). Luego, A= ...A =0 yA =0

De aqui que el polinomio de interpolacién es

n-4
n ()\ - ) n-41
T i=t i A n-4 8/2-n
p()\) = ﬁn = e ﬂn = A ' N
- n-4 - X"-‘ ”
n ()\n - 7\) n
izt
de donde, p(C) = €*7% = ¢c""*(@__ 17" ; ahora bien, debido a 1la
forma de la matriz C, tenemos que C" ' = [f.'.)“_‘]""z C,y de aqui,
resulta finalmente que
- - n-2 3/2-n -1/2 - ¢
p(C) e _,1" " cla _. 1 = (@ _. 1 c. Por- lo tanto,
F(t,0) = 2 r (o _ 1 ""%*cae /Yol
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2 r (o 17"%(B adital) @ [of / (je|¥TaD)

2r (Q 17*2 B ot o YTOT

-4

-41/2

2 r B YTalla__, 1
=

De esta manera, el paréametro Q_ para los sistemas en la F.C.B.

se determina resolviendo la ecuacién diferencial

1-2 172

{Q 1 (3.3)

n-1

Q=40 +aA +21rB |a]

De maﬁera andloga, para la representacidn (2.7 iii), tenemos,

Proposicién 3.2. -~ Sea el sistema (3.1) en 1la forma candnica de
Brunovsky, con v € U <« E'. Entonces, F_(t,Q) = p(t)Q + p—i(t)rzBBT,

toma la forma

F (t,@) =ra (@ _ 1"7% / vnf@l + rB vajal [a__ 17 *7* (3.4)

1/2

Demostracién. - Por definicién, p(t) = r {n ‘tr[ @ *BB' 1}

= r {tr{adi(@) B 1}*7%, vATqQl

=r [@ 1'* / ¥ATaT .

n—41

pues BBT,= B vy (adj{(@) B) es una matriz con ceros en todas partes,

excepto en la dltima columna. -

Y as{, hallar Q+ para un sistema en la F.C.B. es resolver 1la
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ecuacisdn diferencial matricial

Q=A@ + QA" +p(t)a+ptt)r’ B (3.5)
+ + + +

donde, p(t) = r [Q_ 1*% / vmiarl

-1

Las estimaciones (2.7) son también vadlidas para cuando tenemos
M = {xo}, ie., x(to) = a,- En este caso necesitamos poner Qo = 0.
Pero entonces, las ecuaciones (2.7) para Qi tienen singularidades
si Qt — 0. Sin embargo, los miembros derechos de (2.7) para Qt
(i.e., los campos vectoriales) permanecen acotados y se aproximan a
cero cuando G—0. (Chernous'ko[11]). De esta forma, como Qi—+ 0 vy
61—4 0, buscamos el comportamiento asintético de (2.7) para Qt' con

la condicién inicial Q. (t ) = 0, en el caso general en la forma
n 2
Q(t) = (t—to)o + o((t—to) ) (3.6)

A A
donde Q@ es una matriz simétrica constante. La determinacién de @,
si @ no es nula, puede servir para inicializar una integracién

numérica de las ecuaciones (2.7). (Chernous'ko([12],[13]).

Ejemplos:
- A
1) Consideremos el sistema lineal x = AX + Vv, con X € €2

y ver BBY{0) = U.

A (o1 (00 9 9,
Aqui, A = [O O] y B = [0 1]. Escribamos Q_ = [qz qs].

Asi{, aplicando en la representacién (3.3), tenemos:
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O sea,
q, = 24,
(1) 9, = 4,
1/2
qs - q1q3 qz q1 y - = Q1QQ—q2 Y 0
Para simplificar, supongamos que M = {(0,0)}, de donde,

obtenemos las condiciones iniciales

a(0) = (0,0) y 6_(0) = 0, 6 @ (0) = q,(0) = q,(0) = 0

2
Pero entonces, tenemos que, aunque el sistema tiene una
singularidad en (0,0), el campo vecﬁorial se anula s1 @ — 0. Por
lo tanto,. las soluciones, suponiéndolas analiticas, las podemos
proponer de la forma siguiente, y trabajar con el método de

coeficientes indeterminados

qi(t) a1t2 + azts +
(i1) g (t) = b t* + b, t” +
g, (t) = c t* + c t? +

Ahora bien, de suponer la analiticidad de estas soluciones,

podemos remover la singularidad, y hacemos
(iii) QB T 9
hd 2 2 2
q1(qa) = 4 r {q1q3—qz]

Sustituyendo las expresiones (ii) para las soluciones en esta

ecuacisén, (iii), obtenemos para las dos primeras ecuaciones
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2a t + 3a2tz+...+ na t " Ys. .. 2 (bit2 + b2t°+...+ b t" T+l )

2b t + 3b t2+...+ nb t +... = C tz + C ts +...+ C t +...
1 2 1 2

De estas dos ecuaciones podemos obtener 1las relaciones de

recurrencia
(iv) an—: = (2/n) bn—z ! al =0
’ bn_‘ = (1/n) Coia b1 = 0
de donde también a, = O, pues a = 2/(n(n+1)) c___.

Por lo tanto, la tercera ecuacién de (iii) queda

< = 2 9 2
(ast + a‘t + ... ) ( 201t + 3czt + ... )% =
2 2 8 4 s - } 4 2
4 r ((01t + czt +...) (ast + a‘t +...) - (bzt + bst +...) }
Desarrollando las operaciones pertinentes, e igualando

coeficientes hallamos, para los correspondientes a orden 6

ac® =r? (a_c —bz)
9 1 81 2

de donde, usando las relaciones de recurrencia (iv), obtenemos

2 2 2 2 2 2
(; 4)cic1 = r ((; 4)0101 - (01/3) ), Yy entonces, c, = 0o c,=r /3.

Tomando c, = r2/3, para hallar una solucién no triviél, de

nueva cuenta por (iv), obtenemos los primeros términos de esta

solucidén
rz rz r2
3, " 18 b= g ¥ ¢ 3
Ahora bien, un calculo directo muestra que C, = 0, para k 2 2;
por lo que de (iv), a . =Db = 0.
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De esta forma se cuenta con la adnica solucidn no trivial
4 r2 3 rz 2
7, qt) =3t ¥y qut) =3 t.

HI“"
o N

q(t) =

Asi, Q@ '(t) tiene la representacién:

2 8
r2 t s "t 3t? - ¢?
Q') = - 18 =
- T s P 2 4 T 2.8 ) 4 =
t t -t t rt -t t
€z - BT /9 /18 /2
3 -t
= i’e‘ 2 , t >0
rt -t t /2

. é A
Por otro lado, la solucién de la ecuacién a = [ éi } = Aa,

con condicién inicial a(0) = 0, es la trivial: a(t) = (0,0)T.

Por lo tanto, tenemos:

2, 2 t? 2 rft*
ECa(t), Q_(t)) = {kxt,xz) e BE/3x,-2t x,x, + 37X, S 1§, t > 0}

Por otra parte, usando la representacién (3.5), derivaremos la

expresién para E(a, Q+):
172 r 0 0

q
1 2 Q. q Q. O 1 q.q
S * Y BET + 72]a
3 [ ] [qs o] 2 Q+ [qzqa] 0 r qi/zl

O o
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q, = 29, + 21Q 9,

e
N

|

L0
[}

+
N
©

L
N

1/2

qz r ‘ r ¥2|Q+|
a T V2|Q+| 9y + q;/z

1

Qe
L

0 0
con condicién inicial Q@ (0) = [ ]
* 0 o

Para resolverlo, buscamos soluciones en la forma:

2 4+ 2 8 2 2
qi(t) =1 btt v Q,(t) = r byt » Qg(t) = r byt , donde by,

ta, ba son coeficientes indeterminados (la justificaci®n de esto

radica en el proceso desarrollado previamente)

Sustituyendo estas soluciones en las ecuaciones diferenciales,

hallamos la solucién dnica no trivial con: b = 32 , b = 8
1 45 2 9

4

bb = 3.

En efecto,

/ b
2, .8 2 ) 2 1 -1 <
4rb‘t =2rb,t +r 3(b b -b2) t b,t
13 2
/ b
2, 2 2 1 - b t?
T %t * T /375 5, b) Pet

2 2
3r bit




+ i f Doy
2 2 1 2 2(b b _-b)
2rbt =r 2(b, b, -b.) b,t +r 173 2" t

2 b

1

o bien, hallar b;‘ b bb del sistema de ecuaciones no lineal:

4 =2b + Jerr—a—2. b

4 ' 2 2(b1b9-—b2) 1
/ b

b + 2 2, b

2 8 2(b1b9—5 } T2

3b
2

b 2.
_ . 2(b,b_-b%)
= ok b ¢ o/ 20

b
1

Por lo tanto, Ql‘(t) tiene la forma:

15 _ 2 5,9 15 5
-2 = t - =t -2 == -=t
dd(t) - 9rd 8 4 - 9r‘ 8 4 Asi
2t =2 e t* 2t -2t t*
4 4
. A
contando con que la solucién de a(t) = Aa es la trivial para
condiciones iniciales a(0) = 0, tenemos finalmente,

2, 135 2. -4 45 -8 Q -2 2 2
E((t),Q+(t))= {(x,y)eﬂ-: / is xit - Xt + 2 t x, =r, t >0}
S

2 15 2 5 2 2 2 &4 2
E(a(t).Q+(t)) = {(x,y)éE / 8 % — 3 t XX, + t %, = gtr , t >0}i
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figura 3.1
El conjunto alcanzable B comparado con

elipsoidales A y C, para r = 1 y un tiempo t = 1.

las

estimaciones
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CAPITULO 2

ESTIMACION DEL CONJUNTO ALCANZABLE DE
CIERTOS SISTEMAS NO LINEALES.

$2.1 GENERALIZACION HACIA EL CASO DE SISTEMAS NO LINEALES.

Consideremos un sistema dinAdmico controlado descrito por la

ecuacisdn diferencial, restricciones y condicién inicial:

x = f(x,u,t) ,con u € U(t), x(t)) eMy t=t, (1.1)
donde t representa al tiempo, x € E"” es el vector fase (o de
estados), f un campo vectorial dado, U(t) es una multifuncién
compacta y M es el dominio en el cual el vector de estados

permanece en el instante inicial t0 (M es el dominio inicial).

En particular, centremos nuestra atencién en un sistema

controlado (1.1} para el cual,
f(x,u,t):= A(t)x + g(x,u,t) (1.2)

donde A(t) es una matriz nxn y g{(x,u,t) es una funcién para la que
el conjunto G(x,t):= {y € E"/y = g({x,u,t), u € U(t)} de valores de
g(x,u,t), como una multifuncién en x y t, admita la doble

estimacién:
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G_(t) e n _G(x,t) « U aG(x,t) < 6 _(t), (1.3)
- xelE"” xeE"

para t 2 to‘ con Gt(t) multifunciones compactas y convexas. De
manera anAloga, acotamos Gf(to) < M c Gi(to). Sin pérdida de
generalidad, podemos tomar Gi(t):= E(bz(x), Hi(t)) Yy Gulty):=
E(aZ,QZ), multifunciones elipsoidales, donde aZ son vectores
dados, bz(t) son funciones vectoriales, Vy Hi(t), Qz son matrices

nxn, simétricas y semidefinidas positivas.

Las egtimaciones anteriores (1.3) implican que el conjunto
alcanzable X(t) de (1.1)-~(1.2) esta acotado por 1los conjuntos
alcanzables de los sistemas lineales de control no auténomos con

las restricciones elipsocidales siguientes:

X = A(t)x + v, , v, € ECbo(t), H,_(t)),
o o - - - (1.4)
x(t ) € E(a,, @), t 2zt .
A ciencia cierta, lo realizado equivale a considerar las
retroalimentaciones v o:= v (x,u,t), cuyos valores se encuentran

en los compactos G_(t). Pero, por la manera en la que definimos
G, (t), v dependen en udltima instancia tan'sélo del tiempo t,

con independencia de los parametros x y u. Y as{, vV, := v+(t) son

controles a lazo abierto.

Por lo tanto, la afirmacioén anterior se sigue de que v_(v+) es
un control cuyos valores se hallan en un sub(super)conjunto del

correspondiente a la retroalimentacién v = g(x,u,t), o sea, el dado

32



por la multifuncién G(x,t).

Escribamos X(t) = X(t, to, M), para enfatizar la dependencia
de X(t) respecto al dominio M e instante to iniciales. As{,

denotando los conjuntos alcanzables de (1.4) mediante

X:t(t ’ to 1) E ( a; N Q?t ) ) v tenemos :

X_(t,t ,E(a®,0)) < X(t,t_,M) < X (t,t ,E(a,,Q03)). (1.5)

Ahora bien, los conjuntos X, no son elipsoides en general. Por
lo tanto, usando la teoria del capitulo anterior, introducimos
estimaciones elipsoidales E(a,(t), Q,(t)) -localmente OSptimas en

volumen- para los sistemas lineales (1.4), de forma tal que:

O
: Q,(t ) = QF (1.6)

I+ O

i) a+(to) = a

ii) E(Q_(t), Q_(t)) es un conjunto subalcanzable de (1.4) para
el signo menos (E(a_,Q) <« X ) vy E(a+(t), Q+(t)) es un conjunto

superalcanzable de (1.4) para el signo mas (X+ < E(a+, Q+)).

Consecuentemente, el problema de estimar X(t) para (1.1)-(1.2)

se reduce a los de estimar X (t) para los sistemas lineales (1.4):

ECa_(t), @_(t)) < X(t) < ECa,(t), @, ,(t)). (1.7)

De aqui en adelante, nos limitaremos a trabajar con sistemas
auténomos, donde, A(t) = A es una matriz constante, U(t) = U es
compacto y g(x,u,t) = g(x,u).
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Una version local para estimar X(t) de (1.1)-(1.2) es factible

aun cuande U 6(x) no sea acotado, o G(x) = @ (que implica que
x<E" xelb

G_ = © ), aunque claro que los resultados que obtendremos seran mas

pobres.

Para ello, contemplemos la existencia de un abierto V < E" que

contiene al dominio inicial M, v para el cual se satisface la doble

estimacién (1.2), a saber,

G_< N G(x) « U G{x) < G+, (1.8)
XxeV XV

y adenas, Gf < Mtc Gj, donde G_, G = Q(E") son elipsoides.

+
Entonces, los sistemas de control lineales y auténomos con

restricciones elipsoidales sigulentes:

+ para v € G,

v
o (1.9)
+

) v t=zt
(o]

son tales que, parafraseando (1.7),

ECa_(t),0_(t)) <« X(t) < E(a, (t).Q (L)) <V, (1.10)
para t0 £t £ T-max; i.e., X(t) del sistema (1.1)-(1.2) auténomo ha
sido estimado por los elipsoides que acotan los conjuntos
alcanzables de los sistemas lineales (1.9), conforme transcurre el

tiempo, hasta un T-max., instante dltimo para el cual 1la cota
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E(a+(t), Q+(t)) todavia estad contenida en V.

Es nuestro propésito extender este procedimiento, en sus
aspectos global y local, para otros sistemas no-lineales autdénomos
que son transformables a una forma particular de (1.1)-(1.2) por
medio de un cambio tanto de coordenadas como de controles. ( Ver la

seccidén $ 2.2).

Esto dltimo, el cambio en el control, equivale de hecho a
realizar una retroalimentacidén del estilo de (1.4), con lo que 1lo

planteado anteriormente se extrapolara para estos sistemas.

El aspecto remarcable de aplicar 1la transformacién en
cuestién, radica en que mejora en ciertos casos el resultado que se
tiene cuando la multifuncién G(x) genera una configuracién

geométrica tal que o n G(x) es vacio, para cualquier V < R"
xsV

abierto conteniendo al dominio inicial M, o U G(x) es no acotado.
xsV

Pero que sin embargo, G(x) bajo la transformacién G(x) - G(y),
esta nueva G(y) si admite un tal V en las nuevas coordenadas en

donde n G(y) # @ o bien U G(y) es acotada, permitiendo aplicar el
yeV veV

procedimiento en la seccidén $2.3.

Ejemplo. Consideremos el sistema de control no lineal auténomo
*1 sen X,
x = u = g(x,u), con |u| =1 y M= {(0,0)}.

Para este sistema, la multifuncién G(xl.xz) estd dada por:
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2
G(x .x ) = ¥y , = F - bl < ! g
%, Y Yz)‘ u— /(yi,yz) (sen X,ou), qup - 1;. As., para
2 _. .
(x .x,)e E° fijo, G(x,,x,) es un segmento de recta vertical en E"

de 1la forma : {y‘}x[—i,l].

Agui , G(xi,xz) tiene por rango el cuadrado [—1,1]2. Sin

embargo, N G(X) = @, para toda vecindad V del (0.,0), pues como la
xeV

funcién sen X, es 1-1 cerca del 0, tenemos

{y"}x[_lall n {Y; }x[_]-)l] = g ’ y1 = Y;

Fig. 1.1.

Por consiguiente, como conjunto subalcanzable s4lo podemos

contar con el trivial: el mismo origen.

Sin embargo, si admite la estimacién externa globalmente, pues

2

U ZG(X) = ['—11-1] ‘|

xR
Tendremos ocasién de retomar este ejemplo en la seccién ¢$2.3,

donde G(x) es 1llevada bajo 1la transformacién de manera que
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localmente son posibles 1los conjuntos subalcanzables, pero con

perjuicio de los superalcanzables, qQue también son locales.

Para obtener una perspectiva de 1lo minimo qgque hemos de
realizar para el caso no lineal, analizamos a continuacién un
ejemplo de un sistema lineal en E? para el que estudiaremos el
conjunto alcanzable X(t) aproximandolo mediante el conjunto

alcanzable Y(t) del sistema en la forma candnica de Brunovsky

3"1 0] 1 Y, 0 1
§z = 1 o y, + 1 |7 conwelUctE (1.11)

De la teoria de control lineal, para ambos sistemas lineales
controlados nos son conocidas 1las formas de sus conjuntos

alcanzables conforme varia el tiempo.

Ejemplo. Consideremos el sistema lineal de control

X, 0 -1)( %, 0 _ _
. = <
X, 1 o x, + . |4+ para jul =1 (1.12)

y condicién inicial %(0) € M = {(0,0)}.

Debido a que en este caso resulta mas cémodo trabajar con el
conjunto controlable C(t) que con el alcanzable X(t), de la teoria

podemos considerar el sistema lineal

X, 0o 1 X, 0
*2 = |_4 0 x, + ; |u .+ para jul = 1, (1.13)

con condicién inicial X(0) = (0,0), y donde u = -u, cuyo C(t) es el
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X(t) del éistema original. (cf Mackiel[31],pag.37, tiempo invertido).

Para el sistema (1.13), las curvas integrales estan dadas por

las soluciones de:

dxz -X,  +u
. = ———, luego jkzdxz = J'(—x1 + u)dx, , de donde,
X 2
con condiciones iniciales (xi, xz) = (0,0), tenemos
2 2 2 . . . . .
(x1 - u) 4+ X, =u, i.e., forman una familia de circunferencias

pasando por (u,0), con u actuando como parametro.

Siguiendo (Lee-Markus[28]}), el espacio de cambio (conjunto
donde se da el cambio en control, '"switch") estad dado por 1las
curvas:

S+:# x ,x,) / (x, - 1% 4 x: =1 ,u=4+1, x,Z0}
S_:= {(x,x,) / (%, + 1% 4 x: =1,u=-1, x, =07

Y asi, para llevar un punto X, € E* al origen en tiempo

éptimo, tenemos e.g., la grafica siguiente

N ‘ 4\xz
-
_
] 0 1 2 3 .
-2 - > X
. S
/
\‘N—V‘/
Figura 1.2
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Ahora, usando controles extremales conformamos la frontera del
conjunto controlable: y asi, contamos con la sucesién siguiente de

C(t) conforme varia t:

X

en adelante.

Figura 1.3.

Como nota final, sabemos que el sistema lineal es globalmente

controlable para |u] < 1. (O sea, el conjunto U X(t) = E* para el
tZo

sistema lineal (1.12)).

Pasemos ahora a considerar la aproximacién via un sistema en
la forma candnica de Brunovsky. Para esto, consideremos a (1.13)

como un sistema (1.1)-(1.2) de la forma:
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donde
o . g,{x ,x,.u) _ 0
g(x .x,,u) = x = |-x, +ul 7
gz 1,).2,(_1)
v hagamos la retrcalimentacién v = vix x,,u) = g,(x, .x,,u). Hecho

esto, tenemos que (1.132) estsd ya en‘la forma canénica de Brunovsky:

)0 ) )

G(X) en este caso no esta acotada: U G(X) = {0}xE' = {eje v, 1,
X elE?'
donde, en la grafica Y, = X + u: = v.
y2
4] > y1

Figura 1. 4.

Dado que u es acotado (|u| < 1),nuestro anslisis se centrara
en qu¢ configuraciones toma el conjunto controlable CB(t) del
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sistema lineal en 1la forma candénica de Brunovsky (1.14) al
interrelacionar v, x, y u. En otras palabras, determinar el
conjunto controlable bajo restricciones en el control y 1los
estados.

Para tal efecto, hagamos |u| = |x + v| = |x | + |v|, y como
u] = 1, entonces con |x | £k, |v| £ 1-k, 0 £ k = 1, obtenemos las

graficas siguientes,

Si |x |=k=|v|=1-k si |x, |=k¢|v]|=1-k

tomando a k como parametro:

Si |x |=k>|v|=1-k

P %

-4

J— X,

-¥ K -¥ w X K
Figura 1.5.
donde, las curvas que conforman las fronteras de estos conjuntos
son:
x: = -2(1 - k)(x1 - k), ,correspondientes a los controles
y extremales
x: = -2(1 - k)(x, - k), v = £(1 - k),
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todas las“graficas se corresponden con la interrelacién siguiente

entre X, vV vV u representada graficamente:

W Ke

.3.‘/ //A A\
.‘%"/{ 7 h,’

Figura 1.86.

Aqui, la banda es la regién de valores permisibles de X,y v,

‘tales que |u| = |x + v| = 1; el rectangulo achurado corresponde a
las cotas: |x1] <k, |v| £1 - k, para un k-fijo, con 0 £k =1 ; vy
.el cuadrado dentro la banda con vértices (1,0), (0,1). (-1,0) y

(0,-1) es el conjunto generado por todos los rectangulos (del tipo

achurado) variando el parametro k en [0,1].

Determinar para este ultimo el conjunto controlable equivale a

construir la unién de los conjuntos controlables variando k «[0,1].

Para esto, hallamos primero el lugar geométrico descrito por
el punto P, que aparece en 1la figura 1.5, conforme cambia k:

P:(-k,-2(1-K) (-2k), luego (x,, x5) = (-k, -2(1-k)(-2Kk)).

As{ xf + x: = kz + 4k -~ 4kz = 4k~3k2 = -4x, - Bx:. de donde
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2 1 2 1 .2 2
4x°4x + =Y ¢+ x =1, osea 4x + =Y 4+ x = 1. la ecuaci’n
L U A 2 AP 27 2 ’ h de

una elipse. Pero como X, 20y X, = -k, s®lo nos quedamos con la

parte superior. Graficamente, tenemos:

pR

1 y
— Q_\\\k |
1
“w
2. . ard)
"2 . QS
> t »
¥ h o~ W X,

Figura 1.7.

Para hallar la unién de todos estos conjuntos, encontramos - la
envolyente convexa de la familia de parabolas x: = 42(1—k)(x;k)

y 3 '
(i.e., una curva tal gue en cada uno de sus puntos es tangente al

menos a una curva de la familia y que cualquier segmento de la

misma es tangente a un conjunto infinito de curvas de la familia).

En efecto, tenemos, x: = ~2(x-k-kx + kz), luegd derivando
implicitamente respecto a k, se tiene, k = % (x+1). Sustituyendo
esto en la ecuacién de la familia y con la condicién X 2z 0,

2
obtenemos que la descripcién de la envolvente viene dada por
1-x

1

Y 2

X =
2

Finalmente, procediendo de manera andloga c¢on el punto P',
tenemos que el conjunto controlable en correspondencia con el
cuadrado (figura 1.6), viene dado por la figura siguiente:
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Figura 1.8.

Observacién.- Las regiones cuadriculadas corresponden al control
nulo, v = 0,
Ahora, avanzando sobre la banda de la fig. 1.6, obtenemos en

correspondencia las graficas sucesivas:

. K
%\

r %yg
2

Figura 1.9.

’

b s\<</</ -
)
Figura 1.10.
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y en adelante,

. -

Figura 1.11.

Retornando al problema inicial de conjunto alcanzable, tenemos

que el sistema lineal en la forma candnica de Brunovsky (1.11) es
1

tal gque sivy, = x,

v ¥, = =X, Yy W = -v, tenemos que su conjunto

alcanzable Y(t) es el conjunto controlable Cn(t) del sistema lineal
en forma candnica de Brunovsky (1.14). Por consiguiente, las
aproximaciones mediante (1.11) del conjunto alcanzable X(t) del
sistema lineal (1.12) son precisamente las que obtuvimos en 1la

sucesidn de graficas 1.5y 1.8 a 1.11.-

Los comentarios siguientes resultaridn de gran utilidad cuando

extendamos el procedimiento, aqui desarrollado, en la seccidén §2.3.

Observaclones:

1. La forma que puede tomar un conjunto alcanzable bajo
restricciones en los estados y en el . control puede resultar
complicada, aun en el caso tan simple considerado (sb6lo

retroalimentacién), el gue ademds hay que recalcar, es de tipo
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lineal. Asi, un sistema de control lineal con controles vy estados

acotados genera comportamientos semejantes al caso no lineal.

2. Existe una intima interdependencia entre el control u original y
las variables de estado involucradas en 1la retroalimentacidén
v=v(X,u) (§=(xi.0) en el caso en cuestidn), condicionando tanto 1la
forma '"caprichosa” comc el dominic de validez del conjunto

alcanzable aproximante.

2. Bajo consideraciones fisicas, el sistema en F.C.B. corresponde a

un modelo del carro-cohete (Mackie {31]). Asi, 1las restricciones
impuestas sobre v = v(xﬁ,u) son interpretables como una
interdependencia entre la posicidén X y la potencia v, que

1

restringe el usco de toda la potencia disponible u en funcién de 1la
posicidn %, del mévil a s8dlo ciertos valcores permitidos de wv. 0]
sea, v es potencia condicionada a la posicién X, v a la potencia

disponible u.

De aqui resulta que, fisicamente hablandoc, el conjuntao
alcanzable del sistema en forma candnica de Brunovsky (1.11) sea

cota inferior para el conjunto alcanzable del sistema (1.12).

La observacidén principal a remarcar, susceptible de

generalizacidén, es la siguiente

4. Tenemcs que cuandoe al inicio del ejemplo restringimos

estrictamente la pareja (xi,v) a valcres cerca del origen
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(0,00, C|x,| =k, |v] £ 1-k, k € [0,1], fijo), #ésta podia tomar
valores en los que tanto X, como v varian independientemente uno
del otro, y aun asi, el control u permanece admisible.

En realidad é¢ste es un hecho que podemos asegurar a priori,
pues siendo u = u(x,v) = X, + v una funcién continua en el punto
(xi,v) = (0,0), tenemos por definicién que: para toda £ » 0, existe
é » 0 tal que si

lex o vof < s

entonces

lutx,.v) - w0, 0] = Jutx V)| < &,

i.e., si “(xi,v)“ « & entonces |u(x1,v)| < £.
Y en particular, para € = 1 se satisface.
En otras palabras, la continuidad de u en (0,0) asegura que

existe una vecindad en el corigen de las coordenadas (x,v), cuyos

valores bajo u, en valor absoluto, no exceden la cota igual a 1.
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$2.2 EQUIVALENCIA LINEAL DE S.N.L. TRANSFORMACION GLOBAL.

Para el paso de sistemas lineales de control a los no lineales

han habido varios enfoques, no todos fructiferos.

Unc de ellos por ejemplo, proveniente de 1la teoria de
sistemas, proponia clasificar a los sistemas no lineales que se
asemejan en la forma a los lineales, <con sélo unos '"pequefos
cambios™™. Y asi, considerarlos como simples extensiones de sistemas
lineales. Sin embargo, la experiencia ha mostrado gue aun para 1la
clase de los sistemas bilineales, la extrapolacién no es tan

sencilla.

Por consiguiente, surge la necesidad de hallar caracteristicas
intrinsecas a los sistemas lineales (y que los hacen ser tales),
para luego generalizarlas a ciertcos sistemas no lineales, con el
obieto de que al serles comunes, los consideremos bajoe una misma

"clase".

Una tal propiedad es la que se conoce come la matriz de
controlabilidad; 1la cual, implicito en su nombre, permite

clasificar a los sistemas lineales controlables de los gue no.

Por definicién, para un sistema lineal de control auténomo:

x = AX + bu, (2.1)

™

. il
donde, x « E', A es una matriz constante nxn, b € E es un vector

constante y u(t) €« U(t) < E' es el vector de control, la matriz de
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controlabilidad viene dada por:
n—1

Mm(n = {b, Ab,..., A b} (2.2)

Y de la teoria de control lineal (ver, e.g., Lee-Markus(28}),

M es de rango n si vy sdlo si el conjunto alcanzable del sistema

(2.1) tiene interior no vacio.

Por otra parte, también se tiene que cuando rangea M = n,

siempre existe una transformacidén lineal no-singular de

coordenadas:
T: E" — E", T = (T,o .-, T ), T(0) = 0, con Tx = z, dada por
z, = «c, A%, i=1,2, , n,
donde ¢ € E" es un vector ortogonal a los vectores b,Ab,...,Awqb,
y <cC, A"db> = 1 (en realidad s$lc basta que «c, A"45> = Q). Bajo
esta transformacisn tenemos:
éi = T,L;< = <C, A"A;{) = <(C, Atei(Ax + bu)>
= <C, A'x + A.Ldbt.n = <G, A'x> + <c, AL_1b>u
<c, A'xy = z. . 1,2,. ,h-1
n ~L+1 n-1
= 4<4C, A X>» + ¢<c, A b>u‘ i=n.

n
= <C, A X> + u

Ahora bien, por el teorema de Hamilton-Cayley, A satisface su

polinomio caracteristico, [rI - Al =" + pA™™" 4+ 4+ p = o0,
n n—41
A = —phA - .. pll, luego
™ n 1-1 r -4 n
<¢, A x> = <c, -%L P,A x> = -Ep.<c, A x> = - p.2.,
v=1 1=1 T1=1 v




Por lo tanto, el sistema lineal (2.1) se reduce a la forma

zL = Z L. i=1,2, , -1
n

z = ."3 Pz, +u
L=1

O sea, en forma matricial, hemos obtenido:

- ~ A i . .
Z = AZ + bu, donde A es conocida como la matriz compafiera,

~ 01 o N 0
A = 1|y b= :
0 . 0 0
-P, ~P,---~P, 1
n -
Finalmente, haciendo la retroalimentacién u = Y p.z. + v,

tenemos gque el sistema (2.1) se ha pasado a la forma candnica de

Brunovsky
A A
2 = AZ + bv.
En' otras palabras, todo sistema lineal autdnomo \4
controlable es transformable, de una manera lineal (la
transformacién T) y con una retroalimentacidén (v = v(z,u)), a un

sistema lineal en la forma candnica de Brunovsky

Definicién.- Entendemos por una retroalimentacién 1lineal del

sistema (2.1), la asignacidén u := Qx + v, donde Q es una matriz ixn
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constante, de manera que bajo esta transformacién obtenemos un

nuevo sistema x = (A + bQ )X+ b v

Definicién.- Decimos que dos sistemas lineales (2.1)
X = Ax + bu \ z = A’z + b'v
son F-equivalentes (F por feedback, retroalimentacidén) si y sélo si

existen matrices, Tnxn , ho singular, ¥y len , tales que

A' = T(A + ba ()T * y b’ = Tb

1

osea, z = T(A + bQ )T 'z + Tb v = A‘Z + b'v

Observaciones
1) Si T es la transformacién representada por la matriz T,
entonces, para z = Tx , tenemos

-

zZ = Tx = T(AX + bu } = T(AX + b (QX + v) )

T(Ax + bQx ) + Tb v = T(A + bQ )x + Tb v

T(A + b )T ?!

z + Tb v

2) La F-equivalencia es de hecho una relacién de equivalencia,
i.e., es reflexiva, simétrica y transitiva, como puede verificarse
con un calculo directe. (cf. Brunovsky([8], pag. 174).

Asi, lo realizado para transformar un sistema lineal
controlable a la forma candénica de Brunovsky equivale a decir que
todo sistema lineal controlable es F-equivalente con un sistema en
la forma canénica de Brunovsky, donde la transformacién lineal T
viene dada por T (x) = «<c, AT = z , parai=1,2,..., n, y 1la

matriz @ por Q = (pi, ce. . P,

n
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Por consiguiente, tenemos asi definido un numero finito de
clases de F-equivalencia para los sistemas lineales controlables
con una entrada, teniendo un sistema en 1la forma canénica de
Brunovsky como representante, para cada dimensién n.

{cf. Brunovsky(8), teorema 2, pag. 176).

Para el caso de sistemas 1lineales no controlables, o sea,
sistemas para los cuales el rango de la matriz de controlabilidad M
no es maximo, se cuenta con el trabajo desarrollado por Liang[29],
donde, se extiende el resultado de Brunovsky, mismo que ‘en la

presente s®lo hemos considerado para sistemas con una entrada.

Este hecho didé pauta para estudiar la existencia de sistemas
noo lineales para los que se va a definir una clase de equivalenciq.
la cual, restringida a los sistemas lineales controlables, coincide
con la aqgui definida . Con esto cierto, tendriamos que los sistemas
no lineales en cuestién estarian '"linealizados", y, por ende,

representables en una forma candnica de Brunovsky.

El papel representado por la matriz constante M para 1l1los
sistemis lineales, tiene su contrapartida en los no lineales con
una matriz nxn, a la que también suele llamarse de controlabilidad.
Aunque, de facto, para los sistemas no lineales la controlabilidad
no se da como condicidn necesaria y suficiente respecto a que el
rango de esta matriz sea n. (s®4lo proporciona 1la suficiencia, vy

para la necesidad hay que tomar mAs consideraciones (Hermes[22]) ).
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Sin embargo, bajo hipétesis adicionales y que siempre el rango
de la matriz sea maximo, es posible realizar un procedimiento
parecido al del sistema 1lineal anterior, reduciendo (via una
transformacién no lineal y una retroalimentaci¢n) un sistema no

lineal a uno en forma can®nica de Brunovsky, localmente (Sul39]).
Para el efecto, primero tenemos la definicién siguiente [Ap 3]:

La derivada de Lie de un campo vectorial respecto de otro, es
. W .
un operador entre campos vectoriales C, que viene dado por 1la

igualdad:

_ 9g of
L(g) = [f.g] = 553 f - 35 &>

para £ vy g campos vectoriales de clase c® en E", donde g% y g§

son las matrices jacobianas nxn.

De manera inductiva, podemos definir 1los corchetes de Lie

sucesivos:
(ad'f.g):= [f,g]
(ad’f,g):= [£,(ad £,8)] = [f,(f.g]]
k—
(ad“f,g):= [£,(ad" £,8)] , con (ad’f.g):= g.

Asi, la matriz que nos atafie estA formada con los vectores

g,(ad’f,g),...,(ad" " *f,g) a manera de columnas:
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M := {g, (ad'f,g),...,(ad" " 'f,g)} (2.3)

Para el caso de sistemas lineales, €l rango de esta nmatriz

coincide con el de la matriz de controlabilidad original, pues dado

(2.1), y haciendo g(x) := b y f(x) := Ax, tenemos en efecto,
(ad'f.g):= [£,g] = -Ab
(ad®t,g):= [£,(f,8)) = aA’b

n-4 n—-1 n-1

(ad™ *f,g):= [£,(ad" %, &)1 = (-1)" A" %,

Retornando al problema de "linealizacién"” y siguiendo el
trabajo de Su {39], resulta que para gque un sistema no 1lineal sea
"linealizado” alrededor de un punto critico X para el sistema
libre, (o sea, con u = Q) son condiciones necesarias y suficientés

que:

a) el sistema no lineal sea de la forma
X = £(x) + g(x)p(x,u), donde x € E”, u(t)e U(t) < E*,

donde, f,g son campos vectoriales suaves en V < E" abierto, c¢on

- - o
X, € int Vv, f(xo) = 0, p(xo,O)—O Y 3a # 0 en el punto (xo, 0).
b) la matriz M, (2.3), sea de rango maxXximo en el punto Xyr ¥
c) la distribucién generada por los campos vectoriales
g,(adif,g),...,(adWQf,g) es involutiva en el punto X, [Ap. 31.
]
Nétese que por b) g, (ad'f,g),...,(ad" *f,g) son 1linealmente
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independientes y por c) existe una variedad integral para este

distribucidén involutiva, debido al teorema de Frobenius ([{Ap. 3]1).

Por comodidad, consideramos en lo sucesivo sélo sistemas no

lineales, lineales en el control, de la forma:
x = £(x) + g(x)u, (2.4)

donde f,g son campos vectoriales de clase c® en V, donde V < E” es

un abierto, con 0 € int Vv, y £(0) = 0.

Sin pérdida de generalidad se ha tomado una traslacién para

que el origen sea punto critico.

Sin embargo, por lo expuesto en 1la seccién anterior, 2.1,
estamos mAs interesados en que la linealizacién sea semiglobal, en
el sentido de cuales condiciones han de satisfacer V, f y g para
que exista una transformaéién de clase Cm, T = (T1""’T ) del

n+d

abierto VxE'<c E"™™ en un abierto de E™*, tal que,

1) T(0) = 0

2) T = (Ti,....Th) es funcidén sdlo de Xp...,%  (estados) y T
n . ba}

lleva a VclE en el espacio [E de Vero--a¥,, (y.t = Ti(x) s para

i=1, ... ,n), con una matriz jacobiana DT no-singular.

3) T es una funcién de x, u, la cual puede despejarse como una

n+e

funcioén de u, donde x e V.
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.Y satisfacen
"+

Obtenemos un sistema lineal en la forma candnica de Brunovsky,
si definimos el control v := T ., (x.w)
5} T es inyectivo en V.

En otras palabras, nuestro inie}és recae sobre las condiciones
suficientes para la 1linealizacién semiglobal de un sistema no
lineal (2.4). Las necesarias para esto (aspecto semiglobal) no las

contemplaremos engjeste trabajo.

Para llevar a cabo esto, se necesitan combinar los resultados
locales (Su [39])) con los teoremas globales sobre 1la funcién
inversa, a fin de garantizar una transformaci®én global de un sistenma

no lineal (2.4) en un sistema lineal (Hunt, S5u & Meyer [23]).

Pasemos entonces a construir la linealizacidén de un sistema no

lineal de la forma (2.4).

Primeramente definimos una relacidén de equivalencia entre

sistemas no lineales en general.

Definicidén. Una T-transformacién T con dominio W es un

difeomorfismo de una vecindad del origen en E"M} que 1lleva el

ortgen en el origen.




En la teoria, W = VxU, donde U < E* y V es una vecindad del

. ™ .
origen en £, el espacio de estados.

Consideremos ahora, los dos sistemas no lineales

s, : x = f(x,u) y

S, §, = gly,v),

donde x,y € E”, u,v € U < Ei, f.g campos vectoriales de clase Cm, y

denotamos sus trayectorias por ¢ y w, respectivamente.

Definicién. Decimos que el sistema SL estd T-relacionado con el

sistema Sh sl vy sélo si existe una T-transformacién T en W tal que

para todo estado X, € V y cada control admisible u se satisface

lo
siguiente:

Si hacemos y_ = T(x,,u(0)) v Te(t;x,,u), u(t)) =

(y(t),v(t)),
siempre qQque p(t;xo.u) es un estado

x(t) en V, entonces y(t) =

w(t;yo,v).

En otras palabras, para toda trayectoria de estado-control

(x(t),u(t)) de s, la transformacién la lleva en la
(y(t),v(t)) de S, .

correspondiente
En términos de la transformacién tenemos:
yi:= Tl(x,u), i=1,2,...,n y

v o= Tnu(x,u),
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luego del sistema Sz. se debe satisfacer que,

< -
[}

1 Ti(x,u) - gi(Ti’ ’Twu)
(2.5)
vy, = T (x,u) = g (T, v Tovg)
y ast, (y(t), v(t)) = (T (t),...,T, (t), T ., (t)) es una trayectoria
de estado-control para Sz.
Ahora bien, pidiendo que T1""’Tn s3lo sean transformacicnes

de estados, tenemos lo siguiente

Denotemos con F 1la transformacién sobre los estados,

i

F = (Ti,...,Th) v hagamos Yo = T(xo,u(O) ) (F(xo).Th+1(xo.u(0) )

(yo, v(0) ).

Ahora, si ¢(t,x0,u) es una solucidén de Si , entonces,

Y(t) = T(x(t), ult) ) = T( #(t,x_,u), ult) )

fl

( F(¢(t,x0,u)), Th+1(¢(t,xo,u),u(t)) )

"

(y(t), v(t) )

es tal que y(t) = F(¢(t,x0,u)) = w(t,yo,v) debe ser solucién del

sistema Sz.

Asi, g(y(t)) = y(t)

i

DF (x(t)) x(t)

DF (#(t,%,,u)) *d(t,x )

luego, en coordenadas,
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n 8T n 9T,
T 50— %x = L 53— £ (x,u) = g (T(x,u))
X 3 ox i 1
i=4 i i=1 i
(2.6)
n 9T n 8T
T X = ¢ £ (x,u) = g (T(x,u)).
ax i ¥ 2% i n
i=a1 i iz i
aTi oTn
de aqui que, 30 - " @ = 0, pero para que DT no seéa singular,
debemos tener: ;;1 = 0. (2.7)

De esta forma, cada T-transformacién puede verse como 1la
combinacién de un cambio de coordenadas del espacio fase por
(T1,...,Tn) y un cambio de coordenadas en el espacio de control

dado por una retroalimentacién, v := Tnu(x,u).

La relacién definida por 7 en el espacio de sistemas es una

relacién de equivalencia.

Observacidn. - Por la forma de definir la r-transformacidén, se esta
exigiendo que los campos vectoriales f y g asociados a los sistemas

S& y S2 sean conjugados; 1i.e., la T-transformacién es tal que

preserva el parametro t:

1
T(p (x,.0)) = Wt(T.‘(xo,u(O))) para todo x, € V .y t € £,

para i = 1,...,n.

Ahora bien, con respecto a la relacién con la F-equivalencia

entre sistemas lineales controlables, tenemos que la T-equivalencia
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es una extensién, en el sentido de que restringida a los sistemas
lineales controlables, se reduce a 1la F-equivalencia. La
implicacién de que si dos sistemas S1 y S2 son F-equivalentes,
entonces son T-equivalentes resulta obvia. En cuanto a la

implicacién contraria la relegaremos a la pagina 69.

Consideremos el sistema no lineal, lineal en el control, (2.4):

x = £(x) + g(x)u,

el cual suponemos esta en la rt-relacién de equivalencia que
contiene a los sistemas lineales controlables, 1la cual denotamos

con T . Entonces, (2.4) estid t-relacionado con el sistema 1lineal
en la forma candénica de Brunovsky,
& = Ay + bv.
Caractericemos a T, 8 fin de que quede bien definida.

Primeramente, obtengamos sus condiciones necesarias. Para esto,

aplicando para este caso lo desarrollado en (2.6), tenemos:

) n &T
T (%) = B ax1 (F (x) + g (x)u) = T,y(x)
i=4 i
n aan
T (%) = E —p— E.(x) + g(x)u = T (x)
i=1 i
. n aTn | ¢
T (x) = L 33 (£ (x) + g(x)u) = T, (x,u)
i=4 i

Pero de (2.7), resulta que se debe cumplir:
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L 37 &(x) =0, §=1,2,...,n-1, y
1=1 i

(2.8)
n 8Tn n aTn
}: x. (f.“(X) + gi(x)u) = Tn+1’ con Z 5;— gi‘(x) 0.
L=1 1 1=1 i

Lo cual,en términos de la derivada de una funcién h, de clase
C~ , respecto a un campo vectorial f , L (h)(p) := dh(p)(£f(p)),

para p € V < E”. [Ap. 3], queda en la forma condensada:

L(T)(p) =0, i=1,2,...,n.
L.(T,)) (p) =T,, i=1,2,...,n-1, vy
Lf+gu(Th)(p) =T, con Lg(Tn)(p) = 0.

Ahora bien, usando la versién de la férmula de Leibnitz que

vincula las derivadas de Lie de funciones con las de campos

vectoriales [Ap. 3], tenemos para las condiciones Lg(Ti) =0, i =
1,2,...,n-1y Lg(Tn) # 0, la representacién siguiente en funcidn
sdlamente de Ti. En vista de lo cual, del conocimiento de T1 se
determinaran los demas Tt, i = 2,3,...,n-1, por medio de

diferenciacidén de Lie. En efecto,

L (T ¢ = L (L (T,))
= Lo(L, (T)) = Ly (T,)
= -[f,g]T, = -(ad'f,g)T,
Ly(Ty @ = L (L (T,))
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= Lf(Lg (Tz)) - Ltf.gl(Tz)

= _L[f,g) (Lf (Ti))

= —Lf(L[f,g](Ti)) + Ltf.tf,gJJ(Tt)

= [£,0£,8]1(T,) = (ad’f,@)T,

Y en general, de manera recursiva:

k1 oot 0, k=1,...,n-1
L T := L (L T,_.,.) = (-1) (ad £.8)T, =
g k g f Tkt : no cero, k = n.

De donde extractamos las condiciones siguientes:

(ad“f,g)r1 =0, k =0,1,...,n-1 ,
con (adof,g) = g. (2.9)
y (ad""f,g)T1 = 0.

En otras palabras., si el sistema no lineal (2.4) se halla en
T, Se tienen como condiciones necesarias que se satisfaga (2.9).
Proposicién 2.1.~ Supongamos que el sistema (2.4) se halla en la

clase de equivalencia T, - Por construccién, realizada para deducir

(2.9), supongamos que las funciones T ,...,T , dependen sélo de X,
8T * n aT

. L n+4

i.e., 5 = 0, pero no asi Tn+‘ , para la cual como F T = 0, 8i

depende de u. Entonces, las condiciones siguientes son equivalentes:

a) Las funciones dTl,...,d'I‘“,dTﬁ+ son linealmente independientes.

4
b) La matriz de controlabilidad M = ({g,(ad'f,g),...,(ad" *f,g)}
es de rango maximo.
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c) Las condiciones (2.9) se satisfacen.

Demostracién.~- a) = c)

Por definicidén, dTl,...,dTn,dTn+1 son vectores linealmente
independientes (i.e., 1la matriz Jjacobiana DT es no-singular).
Entonces, como por construccisédn pedimos que las funciones T£,...,Tn

sean independientes de u, pero no asi Twu, la cual si depende de

u, obtenemos 1o sustentado anteriormente, a saber,
Lg T.t = 0, para i = 1,2,...,n-1 y

L T = 0.
g n

Asf{, siguiendo el procedimiento realizado para deducir (2.9),

la condicién ¢) se satisface.

c) = b)
Queremos que rango M = n, 1lo cual equivale a que
g,(ad'f,g),...,(ad""*f,g) son linealmente independientes.

Probando por contradiccisén, supongamos que estos vectores no

son linealmente independientes. Entonces, para i con, 0 £ i £ n-1,

tenemos (adgf,g) = ;éiak(adkf,g). donde & son funciones Cm; \Y
=0
asi el vector (adW4f,g) debe de ser combinacién lineal de £,
(adif,g),...,(adwqf,g), pues estos vectores se determinan
recursivamente; pero entonces,
n—-2
(ad™ *f£,g)T, = kgock(adkf,g)T1 = o,
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contradiciendo la hipttesis de ¢), de que esto es diferente de cero

&n una veclindad del 0.

b) = a)

Probemos por reduccidén al absurdo.

Supongamos que dTi,...,dTn, -:lTn+1 son linealmente dependientes
aTi_ n-;-i
Y por construccidén queremos que 3G " 0, i=1,...,n, y 3 > 0.

Entonces, la matriz jacobiana asociada DT,

[‘ dTi‘ rdT1 0
DT = = ~ es singular, donde (dTi, 0) = dTi;
dT 0
n
-~ n+1
LdTni-l.J LdTn-O-i du J
aTn+ 1 o~ ~
i=1,...,n, luego, det(DT) = —a det(dTi,...,dTn) = 0, de donde
det(dTi,...,dTn) = 0. Identifiquemos dT.L con dTi.

Por otra parte, como suponemos que el sistema (2.4) estia en

T, estd entonces en T-relacién con la forma canénica de Brunovsky,

y pardfraseando lo expuesto en la teoria:
= T. , para i = 1,2,...,n

f+gu 1 i+

de donde,
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g 1
para 1 = 1,2, ,N=1
L, T, = T,
aTi. n+d
porque 2u - 0, para i = 1,2,...,n; y como 3u # 0, entonces,
f+gu Th =L, T + Lg T 'u, con Lg T * 0.

Usando la versién de regla de Leibnitz, obtenemos
(ad‘f,g)T1 =0, para i = 0,...,n-2 y

(acl““‘f,g)r1 = 0.

Aplicando la forma iterativa de la regla de Leibnitz a esto

ultimo, es facil ver que:

(adkf,g)Ti = 0, para k = 0,1,...,n-i-1 y
(ad"qf,g)lk = Q, para i = 1,...,n-1 v

(ad®f,8)T_ = 0,

Ahora bien, el hecho de que la matriz M sea de rango maximo en
el origen es equivalente a que los vectores g,(ad1f,g),...,
(ad"df,g) formen una base de Tprn para p en una vecindad V del
origeﬁ.

Asi , de estas férmulas, tenemos

dT, _((ad™‘f,g)(p)) = O, para i = 1,...,n
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Por lo tanto, expresando la dualidad entre 1-formas y campos

vectoriales respecto a las bases d&_y g; {cf., e.g. Loomis([30],
J
) ] _ fo,i=j :
pag. 394), haciendo <dx,L . 5§j > = {1,i=j , entonces, las
férmulas anteriores quedan
¢ dT, ., (ad"f,g)(p) > :=e(P) , i=1, ..., n,

donde, o V <« E" — E' son funciones de clase Cw, vy p V.

x
De esta manera, tenemos, expresando con ( ) al dual de una

i-forma

* n—1 k
a1(P) (dTip) = (ad f,g)(p) vV <dT1p,(ad f.g)¥{p)>» = 0O,
para k = 0, ..., n-2, y donde ai(p) es una funcién c®.

(dep)* es combinacién lineal de (ad™ *f.g)(p) v (ad"'f,g)(p)

localmente, y por lo tanto,

x

- x
(ad"*£.2) (p) = b, (P)a,(p) (AT, ) + a,(p)(dT,,)

continuando de esta manera, obtenemos,

. L *
(ad" "f,g)(p) = L¥ (p)(dT, ) , para i = 1,...,n,
k=1 k kp

. o0
donde, r, son funciones C

x »
Pero entonces, la dependencia 1lineal de (dTi) ,...,(dTn)
implica que (ad" *f,g), para i = 1,...,n no son linealmente

independientes, para p € V, contradiciende lo sustentado por b)..
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Por consiguiente, para un sistema no-lineal (2.4) en Ty la
condicién sabre la matriz de controlabilidad M se interpreta como

las condiciones (2.9).

Sin embargo, queda un punto por resolver para tener 1las
condiciones necesarias para que un sistema (2.4) se halle en T el

cual recae en gque exista la soluci%$n de T; del sistema (2.9).

Para que se satisfaga para algah T; el sistema de ecuaciones
parciales lineales de ler. orden : (adkf,g)T1 = 0, en una vecindad
del 0, para k = 0,...,n-2, (garantizando la existencia de Tl),
tenemos que resulta equivalente a que la distribucién generada por
{g,(ad1f,g),...,(ad"_zf,g)} sea completamente integrable. Esto es
valido en virtud del teorema de Frobenius en términos de 1-formas

(cf. [Ap. 3]).

Pero esto ultimo, a su vez es equivalente a lo que sustenta el
teorema de Frobenius en la primera version del [Ap. 3] . el cual,

adaptado a nuestros intereses, expresa:

Teorema de Frobenius.- La distribucién generada con 1los vectores
{g,(ad*f,g),...,(ad"_zf,g)} es completamente integrable si y s8élo

si es involutiva..

De esta forma, tenemos que si un sistema esti en T entonces,
contamos con el teorema siguiente (condicién necesaria), que hace

las veces de resumen de todo lo planteado hasta ahora.
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Teorema 2.1.~- Si un sistema x = f(x) + g(x)u estia en la clase de

equivalencia de T entonces

a) g,(ad‘f.g),...,(adef,g) son linealmente independientes en el
origen.
b) La distribucién generada por {8.(ad1f,g),...,(ad"«zf,g)} es

involutiva en el origen..

Las condiciones a) y b) de este teorema son también
suficientes localmente (Su [29]). En efecfo, esto se sigue de
aplicar el teorema de la funcién inversa, pues DT es no singular
{condicin a)) v procediendo a derivar las demas componentes de la.
transformacién T a partir de las relaciones (2.8), apoyandonos péra

esto en la existencia de Ti.

Sin embargo, debido al propédésito de que nuestro interés se
centra en condiciones globales, abordamos, por tanto, las
condiciones suficientes desde la perspectiva de obtener una

transformacisén global.

-

Ahora bien. antes de proceder con las condiciones globales,
veamos como se aplica la transformacién a un sistema lineal, para
verificar que se reduce a la tranformacidén dada al principio de

esta seccidén. ’

En efecto, consideremos un sistema (2.1), para el cual 1la

matriz de controlabilidad M es de rango maximo. | Entonces,
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suponiendo la existencia de una funcién h(x) = ch , conc e€E” no
nulo, que satisface las condiciones (2.9), éstas nos proporcionan

preci{samente la transformacién propuesta

(ad“€,g) h(x) = (-1)¥(A*b) (h(x)) = dh(x) (-1H*(A*B) = (-1)%cTA*b = o,
para k = 0,1,...,n-2 y

P-4 T n—-1

(ad™*f,g) hix) = (-1)" " *c"A" " 'b = 0
De hecho, como g, (adif,g), e, (adwaf,g) son linealmente
independientes, de estas relaciones se sigue que la funcién hi(x)

existe, aunque no es unijica.

Ahora bien, proponiendo Ti(x) = h(x) , tenemos que

T
Tz(X) = LrTi(X) = dT1(X) (f(x)) = ¢ Ax
T T 2
Ts(x) = (Lsz)(x) = de(x) (f(x)) = (c A) (AX) = c A" %
T n-2 T n-1
T (x) = (LT _ )(x) = dT__,(x) (£(x)) = (c A ) (Ax)=c A x
Asi, haciendo z, = Ti(x) , obtenemos las ecuaciones
z, = cTAix i=1, , n-1 N4
Tn”(x) = L“gu(Tn)(x) = dT_(x)(f+gu) (x)
= ¢ A" *(Ax+bu) = ¢TA"x + c A" ‘bu
De donde, si elegimos h(x) de forma tal que <:TA“"1 b = 1,

tenemos, por lo tanto,
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zn = Zn+1 = Tn+1(x) = o(z) +u ’

con, 2 = T(x)

Suponiendo ahora que la ley de control de retroalimentacién
siguiente se elige : U = ~a(z2) + v ; la cual existe y esta bien

definida en todo En, el sistema se convierte en uno en la F.C.B.

21 = z,

2 = Z
n-41 n

z = Vv

Asfi, hemos verificado que si un sistema 1lineal controlable

esta en la clase To» el sistema es F-equivalente.

Pasemos a considerar el problema de hallar una transformacién
global T, estudiando para esto 1las soluciones del sistema de
ecuaciones diferenciales parciales (2.9). Desde 1la perspectiva
local, estas soluciones existen , como consecuencia del teorema de
Frobenius (Su ([39]). Asi, garantizadas las condiciones de
existencia, siempre es posible construir una solucién de este
sistema de ecuaciones diferenciales parciales, '"componiendo" la

solucién de dT_(x) ((ad”"*f,g)(x)) # 0 con las soluciones de las
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n-1 ecuaciones diferenciales ordinarias :
. k
x = (ad f,g) k=0,1, ... , n-1

éstas ultimas obtenidas mediante el método de caracteristicas (cf.

Arnold (2], pag. 59).

Definicién. - Una ecuacién diferencial parcial de la forma
Lxh(x) = 0 o dh(x) X(x) =0
con X € En, X un campo vectorial en E" y h una funcién, se denomina

ecuacién lineal homogénea de primer grado.
Este método consiste en lo siguiente

Intuitivamente, la técnica estd motivada por el hecho de que

2 1 .
-~ [E°, viene a ser el

la diferencial de una funcién h : [E
gradiente, y comc tal, tiene la propiedad de ser normal a 1las
curvas de nivel S de la funci¢n, 1i.e., normal a todo vector
tangente en cualquier punto de las curvas de nivel S. Asi, para V.,
vector tangente en x a una curva de nivel de la funcidén h, tenemos
dhx(vx) = 0. De aqui, si los vectores v, estidn definidos por un
campo vectorial X(x), resulta que determinar estas curvas de nivel
equivgle a hallar 1las soluciones de 1la ecuacidén diferencial

ordinaria : X = X{(x) , a la gque se le da el nombre de ecuacién

caracteristica.

Por lo tanto, una funcién h : E? — E* es una solucién de la

ecuacicdn diferencial parcial dh(x) X(x) = 0 si y sélo si es una
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integral primera de la ecuacién caracteristica, i.e., si y sdlo si
és una funcién constante sobre cada solucién ¢(t) de la ecuacioén
caracteristica. En vista de esto, las superficies de nivel de h

estan dadas por

s, = {xe €%/ h(x) = c, para toda x = @(t)}

Ahora bien, para resolver el sistema

dh(x) Xi(x) = 0 ,
para i =1, ... , n-1, donde x E™, Xi(x) son campos vectoriales
linealmente independientes vy h una funcidén, tenemos que,

extrapolando 1lo anterior, dh(x) es normal a los hiperplanos
tangentes a los conjuntos de nivel S de h, donde Xi(x),... ,Xh_i(x)
generan a los espacios vectoriales que identificamos con estos
hiperplanos tangentes. En otras palabras, dh{(x) tiene como kernel
la distribucidén D(x) generada por los campos vectoriales Xi(x)....,
Xn_t(x), para toda X en cada conjunto de nivel S de h.

Asi, para determinar la funcién h como solucién del sistema,
debemos de realizar 1la composici4én de las soluciones de 1las

ecuaciones caracteristicas i = Xi(x) s 4 !R3

con i =1, ..., n-1.

Denotemos con ¢ft (x) la solucidén
i

de la ecuacién caracteristica, con 1la

&

condicidén inicial ¢:t (x,) = x X € S. 0

o ’

Entonces, la composicién, que nos : figura 2.1
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dara la solucién del sistema, viene en los términos siguientes

Para resolver la ecuacién dh(x) X1(x) = 0, se introduce el
parametro t1 v se determina la solucién de la ecuacién %% = Xi(x),
E
con condicién inicial x(0) = ¢21(x0) = X, en conjuncién con 1la
ecuacidn g% = 0, pues h debe ser constante sobre la curva ¢f1(x),
1 1
respecto al cambio en el tiempo ti.
A continuacidén, resolvemos la ecuacidén dh(x) Xz(x) = 0, lo
cual equivale a resolver el sistema
dx éh _
at, = % ) v g0
2 2
con condicidén inicial x(t ,0) = ¢xz ° ¢x1(x ) = ¢xi(x ).
1 0 t1 o] t1 (o]
Considerando la ecuacién dh(x) Xa(x) = 0, resolverla se reduce
a hallar la solucién del sistema
dx _ oh _
a—E—Xa(X) y 'a_t_o
3 3
con condicién inicial
e SR S ¢ = %2 o X
X(t1'tz’0) = #y° ¢t: ¢ti(xo) - ¢t: ¢ti(xo)'

Repitiendo este proceso en orden, introducimos asi todos 1los

parametros ti,tz, ... ,tn_i, y terminamos con la ecuacién parcial
dh(x) Xn_‘(x) = 0, la cual equivale a
dx _ ah _
aE__ = Faoa 1 v st - °
n-1 n—4
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con la condicién inicial

= x— o x— a .- x -] X —
x(t ,tz, ,tn_i,O) = ¢0n1 ¢t"2 ¢>Lz ¢t"(xo) =
n-2 2 1 «
_ X . o % o X
= ¢tn—z .. ¢tz ¢t1(x°)
n-2 2 i

Hemos obtenido asi una parametrizacién del conjunto de nivel S
de la funcién h(x), conjunto que serid una variedad de dimensién n-1
en [E", si la distribucién generada por los campos vectoriales

X (x),... ,X (x) es involutiva.
1 n—-4

El objetivo de todo esto, es construir una transformacién
auxiliar a fin de probar la existencia de una transformacién T de

indole global.

Procediendo con el sistema (2.9), tenemos que determinar una

solucidn T1 de clase c%® que satisface
dar_ (x) ((ad“f,g)(x)) = O K =0, 1, ..., n-2
dT, (x) ((ad™ " *f,8)(x)) = O

‘Para esto aplicamos el método recién desarrollado, con 1la

salvedad de que primero resolvemos la ecuacidn caracteristica

%% = (ad""*f,g) , para toda t .= E' ( 1la cual corresponde a la
41

ecuacidn lineal no homogénea th(x) (adn_if,g) (x) = 0), con la

condicidén inicial x(0) = 0 , para hallar 1la curva integral del

campo vectorial (ad"'if,g) que pasa por el origen del espacio de
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estados x.

n-1i

De esta forma, identificando los campos vectoriales (ad f,8)

con Xi, i=1, ..., n, construimos una transformacién de E” en En,
(ti,tz, .,tn) - (xi(t),...,xn(t)), con t = (t1""'tn) , dada por
cad" " s, g
F(t ,....t ) = ¢? o ... o @ '9°(0). Y que ademas, tiene 1la
n 1

propiedad de llevar el origen en el origen.

Ahora bien, puede verificarse que existe tal F, proponiendo

para este efecto T1 = ti. (Hunt et al. [23]).

Ademas de esto, se puede verificar lo siguiente

. . . -
i) Para t1 fijo, F(ti,...,tn) = ¢ o ... o ¢

N define una
™ LS

variedad integral de la distribucién involutiva generada por 1los
campos vectoriales {g,(adif.g),...,(ad"qf,g)} (usando aqui la
propiedad de involutividad). De donde T1 =t es en realidad una

solucidn de las ecuaciones (2.9).

ii) La ecuacién th(x) ((ad"_if,g)(x)) # 0, puede resolverse
debido a la involutividad del conjunto {g,(ad‘f,g),...,(adwqf,g)}

vy a qﬁe la matriz de controlabilidad tiene rango m&ximo.

iii) Usando la férmula de Leibnitz repetidamente se obtiene que

i
Q
iy
for

|
[0

dT (%) ((ad“f,g)(x)) = 0 para J

dT  (x) ((ad™ " f,g)(x)) = 0 v k=0,1 ..., n-j+1
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oT
De donde se tiene que = = 0, si k > j, o de manera equivalente,

atk
la matriz jacobiana de la transformacién (T‘,Tz,...,Tn)=
aT .
(T,(t),T,(t),...,T_(t)) es triangular inferior. Mas aun, Efi = 0,

esto es, la diagonal nunca es cero. (¢f. Hunt et al,[23]).

Para este caso la matriz jacobiana de F es

[(ax . . .ox |
1 1
at at
1 n
J(x) = ax ax
n n
Latl' ath

v es llamada matriz no-caracteristica. (Término tomado de la teoria

de las ecuaciones diferenciales parciales , cf. John [19]}).

Esta matriz evaluada en el origen tiene por columnas
precisamente a los vectores (ad"'lf,g), . .(adif,g), g, (todos
evaluados en 0); 1luego, como estos vectores son linealmente

independientes, se sigue que la matriz es no-singular, y por ende,
la transformacién t +~» x(t) es un difeomorfismo 1local en una

vecindad W del origen en E .

Ahora bien, para obtener que esta transformacién sea un
difeomorfismo global en un conjunto V < [E", contamos con el

resultado siguiente (Kou et al [271])

76




Teorema.- (Criterio de 1la razén) Supongamos que existe una
transformacién diferenciable, H: E"— E", con matriz jacobiana
J(x). Si existe una constante £ » 0 tal que los valores absolutos
de los menores principales Ai,Az,...,An de J(x) satisfacen la

condicidn de la razdn

A A
Ki| > e, l A" I > £ , para toda x € V, entonces H
1

|A1' >z e ,
n-1

es invectiva en todo V.-

Con este criterio en mente establecemos un resultado de

indole global.

Teorema 2.2.- Supdngase que la matriz de controlabilidad del

sistema (2.4) es no singular en E", que {g,(adf,g),...,(ad" *f,g)}
genera una distribucidén involutiva y que la matriz no
.
caracteristica 3€i satisface el criterio de la razén, entonces
k
existe una transformacidn de clase c® , T =7 ,7T_,...,T ,T ) que
1 2 n n+d
satisface

1) T(0) = 0.

2) T1 = T1(X) ,Tz = Tz(x),....Tn = Th(x) ,Tn+1= Tn+1(x,u) , donde

(x,u) € E™ = E™XE *.

3) T = T (%x,u) puede despejarse como funcidén de u.
n+ 4 n+4i
4) T lleva el sistema (2.4) en uno en la forma de Brunovsky.
5) La transformacién (T ,T,,...,T ) : E"— E” es uno a uno, al
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igual que T ; E""—

Demostracidén, -

n+1
E .

ax -
como la matriz {é;i ] satisface el criterio de la razdn, las
k
transformaciones t +~ x = x(t) vy X = t = t(x) son 1i-1 en E".
Considerando 1la solucidn T1 = tien las ecuaciones
diferenciales (2.9), tenemos T1 = ti(x), y se construyen
T,...,T ,T por diferenciacién de Lie
2 n n+ 4
2 n-4
T2 = Lf T1’ T = I..f Ti, . Tn Lf T1 . TnHl = f+ug Tn
Luego, T2 = Tz(x), ,Tn = Tn(x) y Tn = T +1()c,u).
Por otra parte, consideremos el diagrama
E" F..=l E"
X ——s ¢t
T
n
donde, T = T (t) , determinados de las ecuaciones (2.9) (Hunt et
aT aT .
al.[23]) son tales que satisfacen 5€i =0, sik>» j vy 5Ei = 0,
IT . ke J
i.e., la matriz 5Ei es triangular inferior. Esto es,
k
T1 = T1(t1) = t1 ,Tz = Tz(t1.t2),...,Tn = Tn(tl,tz,...,th)

78




Ahora bien, por el teorema del valor medio medio para
derivadas parciales (en cada direccidén tk) implica que 1la funcidn
(Ti,T

z,...,Tn) : E"— E” es uno a uno. De donde el diagrama conmuta

uno a uno en todas direcciones.

Como Tles de clase Cm, asi como los cambios de coordenadas,
entonces,Tz, e, 'I‘n son de clase C? pues se obtienen por
diferenciacién de Lie sobre el campo vectorial de clase c® LE(x).
Esto implica que (Ti,Tz,...,T“) = (Ti(x),Tz(x),...,Tn(x)) es de

clase C* (es un difeomorfismo global de clase c® ).

A continuacién se construye la funcién T E"+1—+ E"+1, dada -

por T(x,u) = ( Tl(x), Tz(x),..., Tn(x), Tn+1(x,u) ), donde

T (x,u) (L T )(x)
n+4 n

f+ug

n-4
L (Lf T1)(X) =

f+rug

n-1 n-1 n-4
Lf(Lf Tl)(x) + (-1) Lg(Lf Ti)(x).

El cual tiene por matriz jacobiana

[ i) 4 E ? ]
J ' H

ax E 0
T
x % % s aTn*i

L ' du J

aTn+1 n—41 n-4
con T = (-1) Lg(Lf Ti)(x) # 0; lo que nos asegura que la

n+ 4 n+4
transformacién T : [E — [E €5 uno a uno.

De esta manera, todos los incisos 1) - 5) son inmediatos.
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Corolario 2.1.~- Sea U un subconjunto abierto de E’, el cual
contiene al origen, v f v g campos vectoriales de clase c® en U.
Supongamos que la matriz de controlabilidad del sistema (2.4) es no
singular en u, que la distribucidén generada por
{g,(adif,g),...,(adwaf.g)} es involutiva en U, y que la matriz no
caracteristica satisface el criterio de 1la razén E". Entonces
existe una trasformacidén de clase Coo , T = (Tz’Tz"“’Tn’Tn } que

+1

satisface

1) T(0) = 0.

2) T = T1(x) ,T2_= Tz(x)....,Tn = Tn(x) » T = Tn+1(x,u) , donde

S "+
(x,u) €« U x [E 1.

3) T =T (x,u) puede despejarse como funcién de u.
N+ n+4
4) T lleva el sistema (2.4) en uno en la forma de Brunovsky.
5) La transformacién (Ti,Tz,...,Tn) : U — E” es uno a uno, al

igual que T ; U x E” — E™. (cf. Hunt et al.[23]).,

Ejemplo: Consideremos el sistema no lineal

X sen X sen X 0
1 = 2l = S B u, con |u| £ 1
x2 u 0 i
0 cos x2 0 0
Aqui Df = , Vv Dg =
0 0 0 0
Cos X,

luego, [f,g]l = Dg'f - Df'g = -
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Q -COS¥% 2
Y asi, {g.[f.gl} = , 2 generan T JE en el (0,0) en
1 0
. . 2, n s .
el conjunto V = { (x, x,) < 1 1-5 « %X, ¢« 7 t. Ademds, g es

. - 2
involutivo de manera trivial en todo E™.

En lo que respecta a las condiciones (2.9), éstas se traducen

en resolver la ecuacidén diferencial parcial

aT1 8T1
LgTi(Xi’xz) = dT (%,.%,) 8(%;,%,) = 6x1.0 + 6x2.1 =0
para la que podemos contar con la solucidén Tl(xi) = X,.
Determinemos T2 v T3 por diferenciacidén de Lie

0l" [senx
T(x , %) =L T (x,x) =dT (x ,x) f(x ,x ) = 2{= senx
2 1 2 f 4 1 2 1 i 2 1 2 2

1 0
y

0 T |senx

Ta(x1’xz’U) = Lf+guT2 = de(X1'X2)(f+gu)(X1’X2) = 2

; X
cos 2 u

{cos xz)ut

Verifiquemos a continuacién, que esta Tv-transformacidn es de

findole global en V

dx
1 -CcosX
ds 2
= , con condiciones iniciales xi(O) = xz(O) = 0
dx
2 0]
ds
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el cual tiene por solucidén xi(s) = -s, X, (s) = 0, "componiendo"”

esta solucidén con la del sistema

x, o
at1 -
dx2
dt 1
con condicién inicial
xi(s,O) = xi(s) = -85
xé(s,O) = xz(s) =0
obtenemos ,
xt(s,ti) = -B y xz(s,ti) = t,.

Asi, la matriz no-caracteristica, estd dada por

I ax
1 1 ] _1 O]
P(Xg'xz) - ds 6t1 _
ax axz
as ot 0 1

Por consiguiente, las condiciones de la razén se satisfacen

con & = 1

A | -1}
|a | = |-1] 21> 0 y | =——=21> 0 . Para toda
1 |-1] ‘
(x ) &€ E?
1’x2
Por 1o tanto , la transformacién T( X,,%,,u ) dada por

41
T(x .x,,u) = (x_, senx,,(cosx,)u) es 1-1 en el conjunto Vv X E
(T, (x,), T,(x,)) = (x,, senx,) es un difeomorfismo global en V,

debido al criterio de la razén. -
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§ 2.3. ESTIMACION DEL CONJUNTO ALCANZABLE DE SISTEMAS LINEALMENTE

EQUI VALENTES.

El aspecto remarcable de los sistemas en Too "linealizables",
con respecto a la estimacién del conjunto alcanzable, radica en 1la
propiedad de que la multifuncidén G(x) (definida en la & 2.1) se
transforma en otra multifuncidén é(y), la cual, para un abierto V

conteniendo al 0 dado, carece de los inconvenientes de que n G(x)
xeV

es vacio & U G(x) es no acotado. Pues, esta nueva mnmnultifuncién
xeV

G(y) (definida en el espacio de estados y = T(X)), es tal que su
rango se halla contenido en E‘, vy como la 7-transformacién T tiene
la propiedad de que T(0) = 0, permite asi{, qQque para una vecindad

W = T(V) del 0 en E” (espacio de estados y), siempre N a(y) # 9
" yeW
y UG(y) es acotado.
yeW

En efecto, la r-transformacién T de un sistema linealizable,
posee la caracteristica de, por su construccién, separar el cambio
de coordenadas en el espacio de estados del cambio en el control,
i.e., consiste de un cambio de coordenadas, por un lado, vy una
retroa}imenta01én, por el otro: (Ti(X)’Tz(X)'""Tn(X)’Tnu(x'U))'

De manera que la multifuncién G(y) adquiere la forma

A n
Gly) ={zeE'|z, =2, =... = z = 0 y z, = T,,(x,u),

u(t) € U(t)} « E*,
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Como corolario de la teoria. podemos contar con el resultado

siguiente, de caracter local.

Proposicién 3.1.- Si un sistema no lineal es semiglobalmente
linealizable en un conjunto abierto Vv < [E" gque contiene al 0,
entonces existen multifunciones compactas V_(t} y V+(t) de imagenes
(conjuntos compactos) con interior no vacilo, las cuales estiman
localmente (i.e., hasta un t = Tx—méx) al conjunto alcanzable X(t)

y son iguales a Td(E_(t)) y Td(E+(t)), respectivamente.

Demostracién. - Por hipétesis, tenemos que:

1) La retroalimentacién v = Tn“(x,u) = (Lan)(x)-(Lng)(x)‘u esta
en cm(v x I), con 1 < E! y v(0,0) = 0 , y como,
v(x,u) :
2) —Ba = L Tn # 0 , entonces podemos despejar u, vy
VxI E Nlyxl
obtenemos
v - L. T
u = u(x,v) = ——me"
L) L T ’
g n
la cual es una funcién de clase ¢® , porque todas las funciones
involucradas lo son.
Asi{, en particular, u = u{(x,v) es continua en (0,0); por 1lo
tanto,‘para cualquier Ioc I, con 0 & Io, existe Uo, vecindad del

(0,0) tal que si (x,v)e Uo, entonces u € Io.

En otras palabras dada K >0 existe 6>0 tal que si i, v < &,

entonces Ju(x,v)| « K, -
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Fijemos ahora una Uo, y consideremos un compacto V° tal que
Voc Uo. cuyo interior sea una vecindad de (0,0), y denotemos con Do

su proyeccién en el espacio de estados X, y con C° su proyeccién en

el de control.

Ahora bien, bajo la r-transformacién T, T(Do) {respectivamente
T (Co)) es un compacto con 0O€T(int v,) (0e T(int Co)) en el espacio

de estados y = T(x) (de control}.

Entonces, el sistema no lineal una vez transformado se puede
considerar como un sistema lineal en la forma candénica de Brunovsky
dentro de T(Do), con el control v en el compacto T(Co). Y asi,-
existen unos conjuntos compactos y convexos Gt en E‘, tales que,

G_.cn Gly) e T(C)) «U G(y) =G,
YET(D ) YET(D >

Por consiguiente, admite las estimaciones elipsoidales
proporcionadas por la teoria de la seccién & 1.3, E (t) vy E+(t),
que acotan al conjunto alcanzable del sistema (en coordenadas Yy)
Y(t), hasta un tiempo t = T' para el cual 1los elipsoides todavia

permanecen en T(Do). Asi, E (t) < Y(t) c E+(t) < T(Do).

De donde como la r-transformacién T es un difeomorfismo,
existe su inversa, T : T(D,) — D, tal que
T *(E_(t)) « T7(¥(t)) < TH(E,(t)) €D, €V , y por definicidn

de la r-transformacién, T *(Y(t)) = X(t). -
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. . . 2
Ejemplo. - consideremos el sistema no lineal en [E

ii sen Xx, 0
. - + u , | u | < 2 y M= {(0,0}} ,
X 0 1
2
con V = { (Xi’xz) / -1/2 < X, < m/2 » , un conjunto abierto

. . 2
conteniendo al origen en [E™.

Anteriormente {(en la seccidén & 2.2) verificamos que existe una
transformacién global en el interior de v X [-2,2] en su imagen

T = (Ti’Tz’Ta) definida por:
' '

v, = Ti(xi) = X
Y, = T,(x,.%,) = sen x,
v = Ta(xi,xz,u) = (cos xz)u
Y asi, el sistema queda, bbajo la T-transformacidén, en la

forma canénica de Brunovsky,

Yy =Y,
§2 = v (= {(co=s xz)u)

Agui, como | u | = | v/ cos X, | = 2, entonces, los candidatos
para v_ vienen dados por la resticcién | v_ | £ 2 | cos X, | . De
donde, eligiendo, e.g. , D, = { (x,,x,) € E® / -n/a < x, <« n/a } |
tendremos v_ = [-¥2,Y2 ] ; pues. en efecto, como

1
G(x) ={zeE/ z=cosx,u, |ul}]=2}
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entonces, en D, n G(x) = [-¥2.Y2 1 =G, o | v_ | =72

XEI)°
Analogamente, U G(x) = U G(x) = [-2,2] = G_, por 1lo que
XED° RNEV
v € [-2,2]1 , | v.| =2 . Hagamos r :=7v2 y r_ := 2.
- + 1 2

1y

v

Figura 3.1
Por otra parte, de la seccién 1.3, los elipsoides que acotan
al conjunto alcanzable de un sistema lineal en forma candnica de

Brunovsky, estan dados por

2 4

ty € E2 By: - 2ty y, + t%/2 y: sr:t* /18

E_(t,Q)

2 4

{y €« E? / 15/8 y: - 5/2 tyy, + t"'y2 < 2/9 r: t* 3

E (t,Q)
*»

Y asfi, bajo la t-transformacién, tenemos

TT'(E_(t.Q)) = {xe&E® / 3x_ °- 2tx senx, + t°/2 sen®x,< 2 t* / 18 }

T_1CE+(t.G)) = {xe[E2 / 15/8 x: - 5/2 t x,senx, + tzsenzxzs 8/9 t‘}

Por lo tanto, podemos contar con la estimacidén maximal
iguiente del conjunto alcanzable restringida al dominio Do,
expresada en la figura 3.2, en donde, B es el conjunto alcanzable y
A y C son las estimaciones interna y externa, respectivamente, para

x
el tiempo t = T -max. = 0.33
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V4
/

\

t= 0 33 0.3 —x=- 0 3 -1 —y= 1

Figura 3.2

Aungue el resultado obtenido es peobre (local), el conocimiento

de la interrelacién entre los conjuntos D, de la forma
D= {(x, ,x,) e E" / -n/z2 ¢ -x, S x, £ x, ¢ n/2, x, € E" }

Y las restricciones G_ sobre el control v_, en concordancia con el
dominio V de la rt-transformacién T, permite realizar estimaciones
internas del conjunto alcanzable para todo el tiempo, semejantes a
las realizadas para el ejemplo lineal dado al final de l1la & 2.1.

Las cuales proporcionamos a continuacidén, para diferentes

interrelaciones entre los conjuntos D y G_, figuras 3.3 a 3.6.
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Asi ,

todas estas estimaciones inferiores,

cotas sobre el contrel v,

G—-

nuestro objetivo inmediato

’

es determinar la unién de
generadas al ir wvariando 1las
en correspondencia con los conjuntos

D apreciables en la figura siguiente a una misma escala.

Para determinar la unién de todas estas

expresién para T !

(E_(t,Q)),

7

& :
S — T o
™ o "‘ Ty -"'i.\"\:-"- '-.',.-""-‘.
' ST o ! -,
T '.I;"_.f'"i -"'__L- * Py -~ __L_-"’ b
P A R I - - — o -
e R o™ Ll b puli -~
y = e —

T i R A e e

' Figura 3.

estimaciones,

de

la

hallamos el lugar geométrico de todos

los puntos de cada una de estas estimaciones donde

valores maximo

"cuspides", confirmando

y minimo

que

(los

que en

la

transformacién

la

x2 alcanza

figura

T

3.7

perdera

propiedad de ser un difeomorfismo al llegar a puntos en las

X =

2 + n/2).

89
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En efecto, de T *

(E_), tenemos, para cada estimacién, que el
tiempo t al que se alcanza un extremo x2 = iz, respecto al conjunto

D

n _3 < < 3 1
{x, .x,) & E / X, £x, £x, , x € E” } estd dado por

t = 3;(1 /sen iz , luego, sustituyendo esto en 1la expresiédn de

T_i(E_), y con r = 2cos §2, obtenemos

Nie

-2 - - - - - - .2 2-
- + =
3x1 2(3x1/sen xz)x1sen X, (3x1 /sen xz) sen x,

- 2, = - 4
= 1/18 (2cos xz) (3x1/sen X, )

De donde,

2—
-2 2 .- sen x2
1/12 = x‘ cos x2 / sen x2 , O sea : x = — e
2Y3 cos X,

Ahora bien, de las graficas también se observa que 1la

estimacidn interna del conjunto alcanzable llevada a los limites
r,— 0, xz—-—'»n/z vyt —s o,

se convierte en una banda horizontal. Para determinarla, hallemos

s8u corte con el eje X, (x1 = 0); asi, de la expresién para T—i(E_),
tenemos
t?/2 senzizz r: t* / 18, o bien , senz§z= ri 2 /9
Sustituyendo los valores de r, =2 cos iz, de t = 3§1/sen Rz,
y de i: = sen‘iz/(lz cosziz) , obtenemos
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2~ z 2 by pe 2
sen"x_= 1/9 (2cosx2 ) ( 3x1/senx2 ) =

4 2~ -2 2 -
- COS X 9X /sen x_ =
[+ 2 1 2

2 - 4- 2 - 2 - 2 -
= 4 CcoSs x2 sen xz/ (12 cos X, sen xz) = 1/3 sen x2

Por lo tanto,

x = * sen *(1/3 ts,enziz)‘/z

-1
—_— Y3) = +

Por consiguiente, la regién en cuestién viene dada mediante la

figura siguiente

X1 At
X -
A gz St

- e @@ ( 28cetry’

— e, gromers. —— —

/
- (AL
/ / /
' / { I4
[ ‘
- - “¥ X
’ }0 ’ s / . :
’ 4
/ / rd / P // ’ 7 .
/ 1/}170.61%
¢ /,
A ’ . ,
A , 7L
_ 3 <1 o
2
x|t..é&iﬂ;_
aM@u!
figura 3.8
Regién determinada por la unién de todas las estimaciones
internas.
]
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Consideremos ahora el sistema no lineal

x = £(x) + g(x)u , con |Jul £k , 0 <k «wo.

Proposicién 3.2.~- Supongamos que este sistema es globalmente

transformable a un sistema lineal, de forma tal que para
T (x,u) = L_ T (x) + L T (x) u-= v(x,u) ,
n+ 4 £ n g n

kal
tengamos |Lan(x)| £k yO0 e = ngTn(X)l < k2 , para toda x € E

1
y constantes k1' k2 y &£ . Entonces, es posible diseflar 1la
restriccisn sobre u, dada por k, de manera que la retroalimentacidn
en el control v = v(x,u) se halle en un compacto. Esto permite asi
construir cotas sobre el conjunto alcanzable del sistema no 1lineal

via las del sistema lineal en forma candnica de Brunovsky mediante

la T-transformacién T, para toda x en E" yvtzt

o"
Demostracién. - De la proposicién de caracter local,
v - Lan max|V~LfT“| IV’+k1
ol = | ——"| - = s ——* sk
LT anlL T 1 £
g n g n

lo cual es equivalente a vl £ ¢ k-k , para toda x € E™.

Por lo tanto, eligiendo k de manera tal que ¢ k—k1 = k3 > 0,

tomamos

k.l =N G(x)
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y, por consiguiente, el sistema 1lineal en forma candénica de
Brunovsky con v_e G_ satisface que su conjunto subalcanzable lo es

también del sistema no lineal bajo la transformacidén.

De manera similar. tenemos G, = U n G(x) , qﬁe es compacto en
x<E
E‘, y tomando vV, € G+ . el resultado se sigue.
|
Ejemplo :

. . .. 2
Consideremos el sistema siguiente en [E

e

X_ + 1In(x

. 2 +1) 0

X

+1) 1

»N RN

~2x1x2/(x

Para este sistema tenemos que los campos vectoriales g y [f,g]

cuando se evaluan en 0 son base de TOIE2 . En efecto,

2%,

Df xt +1 1 0 0
(x) = -2%, (4-xt) -2x, De(x) = 0 0

(x: +1) x? +4

-1
de donde, [f,g] = [ 2 x, ] )
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Y asf, g y [f,g] son linealmente independientes en todo punto

-1
de [Ez N dim gen { [g], [ le] } = 2 . para todo (xi’xz) P Ez.
g

[
1+1

Por otra parte, g es trivialmente involutivo.

Asi, tenemos qgque existe una Tt-~transformacién, la cual

determinamos resolviendo la E.D.P. siguiente
L (T (x)) = z= 0 bl 1 =0
g (To(x = + = = ,

por lo que T‘(x) es funcién solo de x

digamos.

De esta manera, hallemos las demas Tt(x), mediante derivacién
de Lie

Tz(x) = Lf(T1(X)’ = dTl(x) £f(x) = (1,0) f(xi,xz)

2
x2 + 1n(x‘ +1)

Ts(x,u) L (Tz(x)) = de(x)(f(x)+g(x)u) =

f+gu

L}

(2%, /(x5 +1), 1) (£(x)+8(X)u) =

2
1

2x_1n(x +1)/(xf +1) + u

Pero aqui, resulta que se satisfacen 1las hipdtesis de 1la

proposicidén anterior, pues, en efecto,
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Lf(Tz(x)) = 2x11n(xj +1)/(xf +1) , estA acotada por las rectas

y = % 1.381832.

La grafica de la funcién h(xi) = 2x11n(x: +1)/(x: +1) es

2
M-~ — o~ - - — - s o - -
.‘"- ‘q—h—‘_‘—‘_‘—_
S -
__;j
8 v
rd
;’J‘
F-\._...‘___‘__‘—-. 4
PR Y513 A — e e e e e o
-2
~fo ; -5 -2.%3'{3 ] . 29343 9 1B

figura 3.9
Y, por otra parte, la funcién Lg(Tz(x)) satisface las

condiciones de acotacién trivialmente, por ser constante.

Por otra parte,

dx1 -1
ds
= [f,8) = , con condiciones iniciales
dx 2%
2 1
ds x2+1
1
x1(0) = xz(O) = 0, se obtiene que x,(8) = -8B Yy
2X
1 2s 2
JAXZ = j 2 ds = J -~ > ds, o sea x,(8) = - ln(s +1) y
X +1 5 +1
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componiendo con las soluciones de:

dx1
dt1 0
= g = , con condiciones iniciales, x (s,0) = x, (s)
dx, 1 x,(s,0) = x,(8)
dt
1
llegamos a gue xi(s,ti) = -8Y xz(s,ti) = - 1n(sz+1) + t.

De aqui, la matriz no-caracteristica, I', es:

[ X x T [ T
ds 3t -1 0
F(s,t) = =
ax1 axz - o2s .
L as at1 i | s241 ]
Az -1
Por lo que |A1| =]-1]21>0 vy K: = +:T+ =215 0,

para toda (x1,x2) e E%.
Por lo tanto, el difeomorfismo T: E*2 > E? es global.

Asi , el sistema original

* 2
X, ln(x1 + 1) + x, o0

= 2% X + u
X - =2 1
2 x:+1

1 F 4
——
fCx, ,x,) glx, ,x,)

lo podemos expresar como
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8(x,,.x,,u)

En este caso tenemos que E(xig%) es tal que U . G(x) no es
xelE

acotada y n 2 a(x) = O, Por lo gque no se puede aplicar
xelE

directamente lo planteado en la seccién & 2.1.

sin embargo, como el sistema es 1linealizable de manera

global, tenemos:

T (x,,x,) = x,

2
T (x,,x,) = In(x, + 1) + x,

2
2x11n(x1 + 1)

T (x, ,x_,u) = + u
9 1 2 x2’.+ 1

i
<

2
2x11n(x1+1)

de forma que |u| = |v_ - 2 < |v_|] +#1.3819 = 3 , i
., + 1
1

v | = 1.6181

Y, por otra parte, para v_, tenemos: |v+| < 4.3819.

G+1 -G_

figura 3.10
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Los elipsoides que acotan la evolucidn del sistema lineal en

forma candnica de Brunovsky asociado, se ven transformados en:
-4
T (E_(t,Q)) =

2 : 4
2 2 2 t 2 2 2 t
={Xe€E / 3% -2tx (In(x +1)+x,) + 3= (In(x+1)+x,)" < (1.6181) ﬁ}

vy TE,(£,Q@) =

N

2, 15 2 2 2 2 2. 2 2 4
={er£ /=g %, - 5 tx(n(x+1)+x,) + £ (ln(x,+1)x,)' S 5(4.3819) t }

Asil, podemos contar con las aproximaciones A y C siguientes
del conjunto alcanzable del sistema para el tiempo t = 0.43
comparandolas con el conjunto alcanzable B obtenido por medio de

controles extremales, figura 3.11.

t =047 =T <= 1 -3 =-y= 3
figura 3.11
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Ejemplo t Aplicacién a un reactor C.S.T.R. (Continuous Stirred Tank

Reactor).

Un modelo para el reactor (C.S.T.R.) viene dado por el sistema

de control no lineal, con una entrada u (Alvarez et al.[1])

4
40
. 25~ " .
(1) X =1 - xi[l + e 2 ] '
4
10
o zs-———x - -
X, = 700 - 2x_ + 200 x, e 2 +u , con jul = s0,
donde, x‘: = concentracién, X,: = temperatura y, donde, con fines

de simplificar los calculos, hemos introducido los valores de las

constantes fisicas.

Este sistema posee 3 puntos criticos para u = 0: dos estables

(0.963, 353.6) y (0.0885, 441.1), y uno inestable (.5,400).

Ahora bien, como el interés recae en 'controlar” mis que
determinar la "alcanzabilidad'", en 1lugar de (i) tomaremos el

sistema con tiempo invertido:

W
'
cl

X
[}
E
»

~
[y
+
(1]

2 ] -1 con u

(ii)

X
i

sz - 700 - 200 X, e 2 4+ u
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Por razones de interés practico, nos abocamos a

estudiar el

conjunto controlable respecto al punto critico inestable (0.5,400).

Verificando las hipdétesis para garantizar una linealizacioén

global de (ii) resultan, salvo cambios de signo,
implicadas por lo desarrollado para (i) en [1] en

D= (0,1) x (0,m).

’

Asf{, la transformacién viene dada por:

(Le T) (x ,x) =dT (x ,x ) Yoo
1 1 z) 1 ¢ 1 xz)\g(xs'xz)’ 0,

0 sea, la ecuacidén diferencial parcial

OT‘ ar‘
ax'1+5x—'0=0.
1 2
de donde, podemos tomar Ti(xl) = x, - 0.5.

Por derivacién de Lie, tenemos:

T(x ,x) = (LT , - r \
2 1 2 f 1) (x1 xz) th(xi,xz) \f(xi,xz),
10
25-
= x1[1 + e *2 ] -1
y
Talx ¥ w) = vix,,x,,u) = (L, T (x,,%,) =

100
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25 -—
1+ e 2
= 25 40 (f + ug)(xl,xz)
% e * 10
1 x
2
10
104 10‘ 4 25- b4
25— 25— - 10 xie 2
= 1 + e 2 xl(l + e 2 ] - 11 + 2
X
2
<4
10
10* 4 25-—3
25- - 10 xle 2
2x2 - 700 - 200 X, e 2 + 2 u.
xz
Las cuales son tales que, haciendo vy, = Tt(xi) y Yy, =

Tz(xl,xz), obtenemos :

& .
1]

<
N

(iii)

Lo
]
<

Ahora bien, nuestro objetivo es caracterizar una regién V,
donde el control v pueda tomar valores independientemente de los
estgdos (xi,xz) € V, sin que 1la cota s8sobre el control u sea

rebasada (i.e., u sea admisible).

Desde wuna postura conservadora nos vemos interesados en

restringir nuestro estudio a la estimacién interna.
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Por consideraciones fisicas (o sea del significado de las
variables de (1)), tenemos que la regién V a estudiar va a estar

contenida en la banda de la figur%(siguiente
%!

4430
+ 420
40

9
00\ > X
(3 \ i Z

N\\\\\;'aﬂi
3 380

4 8¢

Con el objeto de mejorar la estimacién, proponemos. 1lo
siguiente. El procedimiento a seguir es construir 1las curvas. de
nivel de la funcién v = v(xi,xz,u) para los valores constantes de
u, u=+5 y u=- 50, (la funcién v es creciente en u).

Hecho esto, seleccionamos parejas de sendas eurvas de nivel
correspondientes a u = + 50 'y u = - 50, bajo el criterio de que,

como conjuntos, estan "cerca" una de la otra.

De esta manera, el conjunto C formado por la interseccién de
lag regiones conformadas por una pareja en cuestidén (i.e.,

si (81’82) es una pareja, y construimos B‘ y Bz conjuntos tales

que B = Sy JB, = S,, entonces C = B, N B,), es tal que, si

v = v¥* corresponde a S1 y v = v, corresponde a Sz, entonces
ve([v,,v*¥] libremente en C, con independencia de los estados, sin

que por esto deje u de ser admisible, i.e., |u| < 50.
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El paso siguiente es construir el Elipsoide E(a(t), @_(t)) en
relacidén con v € [v,, v*¥]. Para este efecto, como el in;ervalo
[ve, Vv*] no tiene por qué ser simétrico respecto al 0 e€ E*
(v, = - v*), e incluso puede no contener al O, necesitamos hacer
unase modificaciones al elipsoide hallado en el ejemplo 1) de 1la

seccién & 1.3, donde v € E(B,rB) (cf. (3.1), pag. 22), con b=o0.

ol

. A
Si = 0, el sistema en F.C.B., y = Ay + v, puede reescribirse

como, ¥y = Ay + b + Vv, donde v € E(0,rB).

Asi , la ecuacién que describe el paradmetro a(t) es la danica

A -—

que se ve afectada, con lo que se tiene que resolver : a = Aa + b

con la condicién inicial a(0) = 0.

2
Para nuestro caso (x € E7), esto se traduce en:

-

a1 o 1 a1 0 a,
. = + = ., con condicién inicial
a, 0 O a, b b

a(0,0) = (0,0).

de donde obtenemos la solucién:

NIU’

a (t) = 2 a,(t) = b t.

Aqui, b corrésponde al centro del intervalo {[v,, v*]

, 1.e. ,
Ve+v* _ vi-v, v¥-v,
b = 5 ; ¥y asf, con este cambio, v € [— ] (es

2 2
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simétrico con el origen), con lo que E(a(t), Q_(t)) queda de 1la

forma:
% 2 12 . v,
ECa(t), Q_(t)) = Db + rQ_ (t) B (0) = ,
t Y,

donde, Q_(t) es la matriz dada en el ejemplo 1) g 1.3,

v¥-v, . 2
ro:o= -3 > 0y B (0) es 1la bola unitaria en E".
[ ]

A continuacién proporcionamos una sucesién de graficas de
E(a(t), Q_(t)) bajo 1la transformacién 1:1(y1,y2) dada por
Ty ,y) = ry + 0.5, 10°/f25 - 1nlly +1)/y _1“] = (X .,%x.)

1 2 L1 . AS N 2 4 1 IIJ PR

donde, para permitir que las aproximaciones sean maximales (en
volumen), dejamos transcurrir el tiempo t hasta que

Td(E(a(t),O_(t))) "toque" la frontera de C.
Observacidén.- Como para los casos considerados no presentaba

ganancia mayor tomar b # 0, elegimos entonces tomar las ecuaciones

de la manera llevada hasta ahora (con b = 0).
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420 . |

410 . 1

400

390.

380.

e

10. Q.2 0.4 Q.6 0.8 1.
figura 3.12
curvas de nivel con u = -50.
430. 1
420 . J
410 T
)
400 | /:%
74
7
34
ist
390. T
1.88
380 . 1
o 1.
.04 ~

figura 3.13

Curvas de nivel con u = 50.
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t =0 349 4 —x—- 0.6 3B5 -y- 410
figura 3.15

Conjunto controlable para t = 0.38.

[

FERIN

B

=

IXETITTIO0 —y= 438 t= 1

AN

figura 3.16

-

Comparacién de la estimacién interna A con el conjunto controlable

B, para t = 1.
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CONCLUSIONES

El objetivo alcanzado en esta tesis radica principalmente en
dar una técnica con la que siempre es posible proporcionar
estimaciones del conjunto alcanzable de sistemas linealizables con

una entrada de una manera explicita.

AUn cuando las estimaciones no resultan ¢ptimas en general,
para el caso del dltimo ejemplo se provee de un algoritmo a seguir,
con el cual 1la estimacién interna mejora notablemente. Y asi
contamos para dimensiones bajas de una estimacisn interna
satisfactoria, para 'la cual, como se hizo mencién en la

introduccién a la presente, existen pocos resultados.

Un aspecto objetable recae sobre el hecho de gque la clase de
los sistemas linealizables blobalmente en el plano respecto al
espacio de todos los sistemas lineales en el control es '"flaco”
(entendiendo por esto, que no es densa en las topologias iddneas),
con todo y que la condicién de involutividad se satisface
trivialmente. Dando pauta a que para los sistemas de dimensiones

mayores, esta clase sea aun mas pobre (Byrnes [9]).

Sin embargo, debido a que en 1la practica surgen varios
ejemplos de importancia de 1indoles mecénica, fisicoquimicas u
otras, que s{ son linealizables, tenemos asi un punto a favor para

realizar un estudio sobre este particular.
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Un aspecto que resulta importante completar consiste en
determinar un algoritmo para hallar las soluciones explicitas para
las estimaciones elipsdidales de los sistemas lineales en la forma
candénica de Brunovsky. Para estos sistemas obtuvimos las
expresiones simplificadas (3.2) y (3.4) en la seccidén §1.3, con 1as.
que de hecho 8f se pueden obtener 1las soluciones deseadas,
procediendo inductivamente, pero se tiene el inconveniente de que
las soluciones encontradas son soluqiones formales, restando por 1lo
tanto su justificacién, e.g., mediante coeficientes indeterminados.

Es debido a esto por lo que no se expuso en este trabajo.

Como perspettivas de desarrollo podemos contar con las

siguientes:

(1) Considerar sélo 1la transformacién de estados sin la
retroalimentacién. Con ésto obtendriamos un sistema no 1lineal que
posee localmente toda 1la informacién del sistema, en el caso
lineal, con f(y)=Ay y g(y)=b, donde A es la matriz compaflera vy
"b es un vector de ceros, excepto el dltimo renglén. ' De esta
manera, en lugar de aproximar el sistema mediante la
retroalimentacién v con valores constantes, se puede proceder a
construir una familia de funciones ﬁn(y) v Bz(y); con las

propliedades de:

(1) s8i v(y,u) = a (y) + o,(y)u, entonces {3, aproxima a &, i=1,2,.
y

(ii) Se conozcan 1las propiedades y aproximaciones al conjunto
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alcanzable del sistema:

Yy =Y,

Y2

B(y) + B,(y)u

Con esto, las estimaciones del conjunto alcanzable para el sistema

original serfan mejores.

(2) Utilizar otras formas de linealizar, que consisten en
transformar el sistema no lineal de manera que su "modelo tangente"
sea independiente del punto de operacién. La ventaja de esta teoria
sobre la presentada aqui, radica en qQue no solamente toda solucién
de ésta lo es de aquélla, sino que en la mavoria de los casos es’
posible elegir una '"ley de control"” mas simple. (Champetier, et.

al. [10]).
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APENDICE 1

Denotamos con E" el espacio euclideano, (R", j-1). donde “-"

es la norma euclideana.

Denotamos con N(E") la clase de todos 1los subconjuntos

n
compactos no vacios de [E .

Definicidn. -~ Una multifuncién (o funcidén multivaluada) es, dados F
y G conjuntos, toda funcién V:F — P(G), donde P(G) es el conjunto
potencia de G. En particular, sélo consideramos las multifunciones

v:E' - Q(E"), y decimos que la multifuncidn V es compacta. Si
ademas, V(t) es un subconjunto convexo de E" para cada t € E’,

decimos que V es convexa.

En otras palabras, para nuestro propdésito, una multifuncidén
es una familia de conjuntos (de algdan tipo) dependiente de un

parametro.

Definicién.- Sean F, G € Q(E"). La métrica de Hausdorff se define
como h(F,G) = min{e > 0/F < G + B5(0), G <« F + B*(0)}. Aqui, B®(0)
es la eéfera cerrada de radio &£ con centro en el origen de

coordenadas en el espacio [E".

Con esta métrica se provee a Q(E") de una estructura de

espacio métrico. (Kelly & Weiss[24]., p. 234).
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La sugerencia para la métrica de Hausdorff proviene del
efecto de sumar una vecindad Bs(O) y un conjunto F. Esta suma
corresponde geométricamente a "acrecentar” F en todas partes con

una cantidad de &.

F+B%(0)

S
>

[

N
\/

B (0)

Y asi, determinar una £ » 0 para la cual F+Bs(0) > G, con 1lo
que el numero £ nos da una medida de la distancia entre F y G, en
el sentido de que cualguier punto g€ G estA mas cerca que la
distancia £ de algun punto de F, pues g € Bs(f), para algun f € F.
De manera similar se determina para inclusién en sentido contrario.
Ahora bien, debido a que no es siempre factible que exista un valor
numérico de £ que satisface ambas inclusiones, se da la definicién

de arriba.

Definicién. - Una multifuncién V:IE1 — Q(E") es medible si vy sdlo

s8i para toda & 2 0 y toda K € Q(E"), tenemos,

V”(Bé(K)) = {t € E‘/V(t) € Bé(K)}:= {t € E‘/h(V(t),K) = 6}

es medible seguin Lebesgue. (Bartlef4], pag. 14).

109




Definicién. - El médulo de un conjunto F € Q(E") se define por el

namero |F| = max{Ifll 7 £ € F }.

Definicidén. - Una funcidén v:E'* — E es una seleccidén de una
multifuncién V(t) si y sélo si la relacidén v(t) € V(t) se satisface
para toda t e Ei. (i.e., si fijamos t, el valor de v(t) se halla en

el compacto V(t)).
Ejemplos:

a) Sea U:E' — Q(E‘), dada por U(t) = U = [-1,1]1, esB una
multifuncién constante. Una seleccidén v(t) sera simplemente una

funcién tal que v(t) € [-1,1], para toda t.

b) Sea V:E' — O(E?) una multifuncidn dada por
’ t
Vit) = {(x,y) e E2/x® + vy = %, ¢t 2 o} = B'(0).
Si v es una seleccién de V, v(t) e 510), para toda t 2 0; asi, la

funcidén v(t) tiene imagenes en los compactos y convexos Bt(O).

Teorema.~ Sea V:I — [E" una multifuncién, con I un intervalo
cerrado. Si V(t) es medible, existe una funcién medible v:I— E"

tal que. v(t) € V(t). (cf. Aubin-Cellinal(3], pag. 90).-

Definicién. - Un subconjunto M de E" es un conjunto afin si y sdlo

si para cualesquiera x,vy € M, (1 - A) x + A vy € M, para toda x € Ef

Definicién.- Un hiperplanc H es un conjunto afin de E" de dimenSién

n - 1.
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Proposicién. - Sean y E™ \ {0} vy k e Ei. Entonces el conjunto
H = {x € E"/ <x,9> = k }
es un hiperplano en E" con vector normal w. Ademas, todo hiperplano

puede ser representado de esta manera, con y y k dnicos, salvo un

maltiplo comdn distinto de cero. (cf. Rockafellar([35], pag. 5)..

A
Definicidn. - Sean y E™ \ {0} vy k e E*.

Los conjuntos siguientes

{x e E"/ <x,9> £ k } Yy

{x € "/ <x,9> 2 k } | ¥

A

son llamados semiespacios cerrados.

Teorema. - Todo conjunto convexo y cerrado F < E” es igual a 1la
interseccién de los semiespacios cerrados que lo contienen.

{cf. Rockafellar[35}, pag. 99).-

Definicién. - Sea F un subconjunto convexo de E". Un semiespacio
soporte de F es un semiespacio cerrado que contiene a F y tiene al

menos un punto de F en su frontera.

Definicién.~ Un hiperplano soporte de un conjunto convexo F es un

hiperplano tal que es la frontera de un semiespacio soporte de F.
En otras palabras, un hiperplano soprte es un hiperplano de 1la

forma H = {x € E"/ <Xx,9> = k }, con ¢y ® 0, en donde, <X, y> < k,

para cualquier x € F y la igualdad <x,y> = k se satisface para al
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menos un punto x € F. Asi, un hiperplano soporte de F es asociado
con una funci®n lineal que alcanza su ma&ximo en F. Ademas, si F es
cerrado, los puntos en F n H son precisamente los puntos frontera

de F.

Proposicidn. - Sea F un conjunto convexo y cerrado en E". Un punto
x €« F es un punto frontera de F gi y sé6lo si existe wuna funcién
lineal h., la cual no es constante sobre el conjunto F, tal gque h

alcanza su maximo sobre F en x. (cf. Rockafellar{35}, pag. 100).-

Definicidén. - La funcidén scoporte (o de referencia) de un conjunto

convexo F € Q(E") es una funcién real definida por la igualdad :
c<F,y> := max{<f,y> / f €« F} , para v € E .

o . . s n
Esta funcién describe a todos los semiespacios cerrados de I[E

que contienen a un conjunto convexo dado.

En efecto, si tenemos :F < {x e E"/ <x,y>» <k }, para ¥ y k
fijos y para toda x « E”, entonces esta contencién es equivalente
)

a que c<F,yp> < k
Teorema.- Sea F un conjunto convexo y cerrado. Entonces, f € F si vy
s6lo si <f,y> < c<F,yp>, para toda ¢y € [E".

(cf. Rockafellar([35]), pag. 112).-

Geonétricamente, tenemos asi, gque la funcidén soporte de un

conjunto convexo y compacto F es igual a la proyeccién de f = fo en
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la direccién de y multiplicado por la magnitud de w, donde f0 es un
punto frontera de F que también pertenece al hiperplano soporte
H=(xeE/ <x,9 > = k }

4 B

Propiedades de las funciones soporte (Rockafellar{35])

Proposicién 1.~ Sean V(t) y W(t) dos multifunciones convexas vy
compactas. Entonces, V{(t) < W(t) si y s&lo si tenemos que

c<V(t),y> < c<W(t),y>, para toda y € E" y toda t e E'. (pag. 113) .

Esta proposicién resulta sumamente uGtil, ya que permite
caracterizar la contencién de conjuntos convexos y compactos

mediante sus funciones soporte.

Proposiclién 2.~ Sean V(t) y W(t) dos multifunciones convexas,
entonces la funcién soporte de su suma, V{(t) + W(t), estd dada

por
ceV(t) + W(t),w> = ceV(t),y> + c<W(t),y»,

para toda w €« E" y toda t e E'. (pag. 113).

Proposicién 3.~ Sean V(t) una multifuncién convexa y compacta, ¥y
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A(t) una transformacién, A(t): E' x E® — [E", continua en t vy
lineal en [E". Entonces., c<A(t)V(t),y> = c<V(t),AT(t)w>, para toda

weE" y toda t € E*. (pag. 143) .

Proposicién 4.- Sea V(t) una multifuncién convexa y medible 1la
cual satisface que |V(t)| = k(t), donde k(t) es una funcidn

integrable en todo intervalo finito. Entonces,

t L
J‘ c<V(s).y>ds = c<J’ Vis)ds, w>,
L t

(-] -]

para toda w € E" y toda t > t ., v donde,

t t .
J' V(s)ds :=-{f vis)ds / v es una seleccidn integrable de V}
t t

-] L]

(cf. Aubin—Cellina[S])..

Matrices simetricas definidas positivas y elipsoides :

Definicidén.- Una matriz @ nxn es definida positiva (no negativa)
gi y 86lo si todos sus autovalores son positivos (no negativos), vy

lo denotamos @ » 0 (Q = 0). Decimos que Q es simétrica si y sélo si

T

satisface la igualdad Q@ = OT. donde es la operaci®n de

transposicién.

Proposicidén B.- Si Q es uwuna matriz simétrica y no negativa,

entonces existe una dYnica matriz simétrica P, con P 2 0y tal que

P = "%, (cf. Reid[33], pag. 506) .
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Proposicién 6.- Sean P y G matrices simétricas tales que P = 0 vy
Q@ > 0. Entonces, PG es una matriz simétrica que satisface PQ z 0 si

y sélo si PQ = QP. (cf. Reid[33], pag. 507)..

Definicién. - Un elipsoide E(a,Q) centrado en un punto a € E" y
correspondiendo a una matriz Q simétrica y definida positiva, se
define por la igualdad:

E(a,Q) = a + @"7%8*(0),
donde,

B'(0) = {x € E"/|x| = 1}.

Observacidén. - E(a,Q) es un conjunto convexo y compacto en E". Para

E(a,Q), su funcién soporte viene dada por la férmula:

c«<E(a,Q), w> = <a, ¢ + <«Qy, w>1/2

En efecto,

172 4

c<E(a,Q), w>» = cca, y¢> + c<Q@ "B (0), ¥ (P. 2)
= cea, w + c<B'(0). (@) Ty> (P. 3)
= <a, y> + c<B‘(0), Q‘/zvn (P. 5)
= <a, v + Ixh 18" % (D.Sc)
- <a, w + <Gf/zw, Qx/zw)1/z (Def . )
- <a, w + (Qpagpqw’ w)bq (P. 2)
= <a, ¥ + <Qy, qu>‘/2 (P. 5)

usando las propiedades 2 y 3 de 1las funciones soporte, la
proposicién 5, la desigualdad de Schwarz (D.Sc.) y la definicién de

norma euclideana..
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Esta definicién de elipsoide coincide con la dada usualmente,
a saber,

ECa(t), Q(t)) = {x € E"/ ¢ @ '(x-a), (x-a)> < 1},

pues las funciones soporte de ambas al ser iguales, podemos hacer

uso de la proposicién 1. En efecto,

c <« E(a,Q), wr:= mAx <X,¥> = max <y, ¥ + <a,w»
x<E(a,Q) {yeE" /@'y, y><1}
= max <@ %y, "%y + <a,¥> = “Q_i/zyll I' %] + <a,¥>
-94/2 -41/2
{yeE" /|0 %y = 13 (yeE /7l "yl = 1}
1/2 1 1

2
= @ Ty} + <a,¥> = <@ 2, "t . <a,¥> = <QW,W>’/2 + <a,¥ . g

Definicién. - Dos matrices P vy Q son semejantes si y sélo si existe

una matriz T no singular tal que @ = T* P T.

Proposicién 7.- Sean P y Q@ dos matrices semejantes y f una funcidén
definida para P v Q. Entonces f(P) y f(Q) son también matrices

-4

semejantes y la matriz T tranforma f(P) en f(Q), £(Q) = T £(P) T.

(cf. Gantmacher(16], pag 98)..

Definicién. - Sea f una funcién definida en el espectro de una

matriz A. Sea w(A) el polinomio minimo de A,

w(A) = (k—Ki)mi... (- Xk)mk, con m = m.= grado de ¥(XA).

Entonces, tenemos que los m numeros

(m, —-4)

f(ki), f'(hi), ... o, £ i (Ki) , para i =1, 2, ... , k,
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se les denomina como los valores de la funcidn f(A) en el espectiro
de la matriz A; los cuales en conjunto se les denota simbdlicamente

como f(A).

La proposicién siguiente resulta particularmente dtil cuando
la matriz A es fija o tenemos una familia parametrizada de matrices
A(t) para las que determinar un polinomio p(A) Que tome los mismos
valores en el espectro de A(t) que la funcién f(A) resulte

sencillo.

Proposicidén 8.- Sea f una funcién definida en el espectro de 1la
matriz A y p(A) un polinomio tal que f(A) = p(A) (en particular, .
p(\) se le puede tomar como el polinomio de interpolacién de
Lagrange-Sylvester). Entonces, f(A) = p(A). (cf. Gantmacher(16]}, de

las pags. 96 a la 116)..
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APENDICE 2

Extensién del concepto de solucidén de una ecuacidén

diferencial.

Dada la ecuacidén diferencial
X = f(x,t)

y la condicisn inicial x(to)=..x0 (1)

el problema a estudiar consiste en establecer si existe una
solucidén x(t) y si esta es dnica.
f
En general esto no es garantizable si no se proporcionan
determinadas condiciones, por lo regular sobre el campo vectorial
f(x,t) (e.g.,pedir que como funcién, la regla de correspondencia
f(x,t) sea continua en un dominio D ¢ E" x [E*

, entendiendo por

dominio un subconjunto abierto y conexo).

Asi, e.g., si f(x,t) es la funcién de Dirichlet que asigna el
nomero 1 si t es racional y el cero si t es irracional, resulta que

no existe funcisén alguna que tengé por derivada a f(x.t).

Respbndiendo al problema de la existencia, supongamos que
f(x,t) esta definida y es continua en un dominio D, y que (xo,to)
es un punto de D. Podemos afirmar, que existe una funcién
x(t), definida en un intervalo (abierto) que contiene al punto t

o

con derivada continua i(t) en dicho intervalo, tal que x(t°)= X,
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y dada por x(t)= f(x,t), para toda t en el intervalo.

(cf.Reid [33],teorema de existencia tipo Cauchy-Peano o Hale([20]).

De esta manera, la solucién x(t) satisface la ecuacién
integral
t

x(t)= X, o+ J‘t f(x(s),s)ds (2)
o

Reci procamente, si una funcidén x(t) con derivada continua vy
que satisface (2), también satisface (1). Por lo tanto, la ecuacién

integral (2) puede sustituir (1).

Sin embargo, la expresién (2) resulta mas general gque la
representacidén diferencial (1), pues aquélla puede satisfacerse con
funciones gue no son diferenciales en todos sus puntos, e.g.,
funciones cuya grafica posea puntos "picos" (puntos donde no existe

la derivada).

Desde el punto de vista de las aplicaciones, resulta que la
condici®én de continuidad sobre f(x,t) es innecesaria y demasiado
restrictiva. En el caso de sistemas de control, donde el campo
vectorial tiene la forma

f(x,t,u) (3)
con el parametro u sirviendo como control, tenemos que u se toma
como una funcidén u(t) medible (Lebesgue), por lo que al elegir una
funcidén u(t), el campo vectorial f(x,t,u(t)) no es necesariamente

continua en t.
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La motivacién para tomar las fuciones u(t) medibles viene de

que, en la practica, se consideran un tipo muy importante de
controles denominados de relevo ("relés" o "bang-bang'"), los cuales
sélo pueden tomar dos valores (digamos 1 y -1), pasando

necesariamente del uno al otro en forma discontinua.

Definicién.- Se dice que una funcién f(t) definida en un intervalo
I={a,b], es absolutamente continua en I (en forma abreviada, f es
AC en I) si para cada £>0 le corresponde un &>0 tal que para
cualquier coleccidn disjunta vy finita de intervalos abiertos

Il,Iz,...,In contenidos en I, -cuyas longitudes X(Ii) satisfagan

2]

i=1

entonces la suma de las oscilaciones de la funcidén en 1los

intervalos I. no supera &

™
b lf(t:)~f(t*i}i<e, para toda n.

i=1

Una tal f es obviamente continua,basta tomar solo n = 1.

Diremos que la funcidén x(t) es una solucidén "generalizada" de
la ecuacidén diferenéial con condicién inicial (1) si satisface 1la
ecuadién integral (2). Esto es equivalente a lo siguiente : x(t) es
absolutamente continua y satisface, ademds de la condicién inicial
en (1), a la ecuacién diferencial en (1) en " casi todos 1los

puntos".
La justificacién a esta equivalencia viene dada por el teorema
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siguiente

Teorema.- Sean I=[a,b] y f:I -—» E' una funcién contfnua y no
decreciente. Entonces, cada una de las afirmaciones siguientes
sobre f implica las otras dos:

(a) f es AC en I.

(b) f aplica conjuntos de medida cero en conjuntos de medida cero.
(c) f es diferenciable en c.t.p. de I (i.e., excepto en un conjunto

de,medida cero), f' es integrable y

t
£(t)-f(a)= S _f'(s)ds (astsb).

(cf. Rudin [37]). -

Nota.- La extensién de este teorema a funciones f:I + [E" es

candénica.

Asi, la equivalencia entre los incisos (a) y (c) se traduce en
que una funcién absolutamente continua, ademids de que posee
derivadas en todos los puntos del intervalo I, con 1la posible
excepcién de un conjunto de medida cero, resulta ser igual a 1la
integral de su funcién derivada (la cual, definida para I en

c.t.p., permite definir la integral). /

Para el caso particular de que f(x,t) es continua,
evidentemente la solucidén tendri derivada en todo punto de I, y no
existe ya diferencia entre considerar la ecuacién diferencial en

(1) o la integral (2).
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Debido a que C. Carathéodory fue el primero en considerar
ecuaciones diferenciales en este enfoque, las soluciones son
frecuentemente referidas como '"soluciones en el sentido de

Carathéodory"”.

Supongamos que D < E™* es un dominio. Decimos Qque f:D » E"
satisface las condiciones de Carathéodory en D s8i f es medible en t

para cada x fijo, continua en x para cada t fija, y para cada

conjunto compacto U <« D, existe una funcién integrable mu(t) tal
que
<
PlE, ) s m () ,(x,t) € U,
Teorema (Carathéodory).- Si D es un dominio en E™ y f satisface

las condiciones de Carathéodory en D, entonces, para cualquier

(xoxo)aD, existe una solucidn de (1). (cf., Hale [20], pag. 28).-

Aparte de este teorema fundamental de existencia, queda el
problema de establecer la extensién del "intervalo de existencia”
de la solucién, asf como el de estudiar el comportamiento de ésta a

medida que toma valores cercanos a los extremos de dicho intervalo.

‘'El resultado siguiente asegura que si la fdncién f se
"comporta bien'", la solucién x(t) no podra extenderse maAs alla de

*
cierto valor t = t s8élo si x(t) tiende a la frontera de D.

. N+l . - . s 2
Teorema.- Si D < [E es un dominio, f satisface las condiciones de

Carathéodory en D vy X(t}) es una solucién de (1) en algan
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intervalo, entonces existe una continuacién de x(t) hasta un
intervalo maximal de existencia. Ademas, si (a,b) es un intervalo
maximal de existencia de (1), entonces (t,x(t)) tiende a 1la
frontera de D cuando t » a 6 t + b.g

(Hale [20], pag. 29).

Otra propiedad deseable para el sistema (1) es respecto a la

unicidad de la solucién para condiciones iniciales dadas.

La continuidad de la funcién f(x,t) por si sola no basta para
garantizar la unicidad. Para este efecto, se necesita de una
condicién mas restrictiva. La condicién suficiente usual (pero no

necesaria) es la llamada de Lipschitz.

n+d

Definicidn. - La funcién f(x,t) definida en un dominio D en & se
dice 1localmente '"Lipschitziana” (que cumple 1la condicién de
Lipschitz) en x, si para cualquier compacto U < D existe una

constante k = kU tal que

£(x,t) - f(y,t)] £ k|x-y|], para (x,t), (v,t) € U.

Observacioness

(i) 8i f(x,t) tiene derivadas parciales continuas respecto a x en
D, entonces f(x,t) es localmente Lipschitziana.

(ii) Aunque la condicién de Lipschitz no implica, en general, 1la
diferenciabilidad si implica la continuidad de f(x,t) respecto

a X.
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Un teorema similar al de unicidad de las soluciones (cf

e.g., Hale [20], pag. 18) se tiene para soluciones generalizadas.

Teorema. - Supongamos que D < E™* es un dominio, f satisface las
condiciones de Carathéodory en D y para cada conjunto compacto

U « D, existe una funcién integrable ku(t) tal que
f€(x,t) - £y, t)]| = k, (t)|x-y|], para (x,t), (v,t) e€U.

Entonces, para cualquier (xo,to)e U, existe una uYnica solucién
x(xo,to,t) de (1) pasando por (xo,to). Ademas, el dominio E en E™2
de definicién de la funcién x(xo,to,t) es abierto y x(xo,to,t) es

continua en E. (Hale [20], pag. 30)..

L3
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APENDICE 3.
Sea E” el espacio euclideano n-dimensional.

Denotemos por CY(E") el conjunto de todas las funciones de

o0
valores reales en [E” de clase C :

c®(E") = {£f/f:E” » E, f con derivadas parciales de todas érdenes}.

Definicién. - Un vector tangente en un punto p e E” es un operador

vp:Cm(En) — E" tal que para cualesquiera f,g, € Cm(En), se cumple

que:
(i) vP(f+g) = vP(f) + vp(g)
(ii) vp(fg) = vp(f)'g(r) + vp(g) + vp(g)‘f(p).

Ahora bien, aunque esta definicién no parece mnuy geométrica,
tenemos que:

(a) por un lado, el espacio de todos los vectores tangentes en un

punto es un espacio vectorial y

{(b) si X,,...,X_ son un sistema coordenado en p, entonces para
. af . »
cada i, v(f) = o IR define un vector tangente.
i

Estos vectores forman una base para el conjunto de todos los

vectores tangentes en p.

Definicién. - El espacio vectorial formado con todos 1los vectores

tangentes en un punto p se denomina espacio tangente en p, y 1lo

denotamos por TPE".
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Observacién. - Los vectores tangentes en un punto vienen a ser
(eligiendo un sistema coordenado) derivadas direccionales, de
donde, se establece una identificacién entre la base candnica en E"
y las derivadas direccionales respecto a 1los ejes coordenados:
8/6x1,..., 8/8xﬁ, con lo que es comdn usar indistintamente el
vector ét = (0,...,1,...,0) o 6/6)(.l como vector wunitario en la

direccidén del i-ésimo eje coordenado. (cf. Boothby ([(6]).

Denotamos con TE" el conjunto de todos los vectores tangentes

en todos los puntos de E", TE" = U T E".
pelEh P

Definicién. - Un campo vectorial en E” es una transformacién gque

asigna a cada punto p € E”, un elemento de TPE",

n

a
P — I 2,00 32
L i

L=1

Si las funciones a_ son de clase Cm, decimos que el campo

. (s 4]
vectorial es de clase C .

Como el conjunto TPIEn es un espacio vectorial, resulta

x
natural pensar en su dual TPE", i.e., el espacio vectorial formado
con todas las funciones lineales de valores reales definidas en

T E",
P

Definicidén. -~ Una 1-forma es una funcién que asocia a cada punto p €
*
E”, un elemento de TPIEn , W p f— w,r conw € T:E", tal que

2] 1 .
wp : TPE + E es una funcién real de valores reales.
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Definicién.- Si f es una funcién de valores reales en [E",
£:E"— E', la diferencial df de f es la 1-forma tal que df _= v_(f),

para todos los vectores tangentes vp.

Una generalizacién de la derivada direccional viene dada en la

definicién siguiente:

Definicién.-Sean ¢ una funcién real de clase c® y f un campo
vectorial de clase C™ definidos en E". Se define la derivada de Lie

de ¢ con respecto al campo f en el punto p, LTp(p), por

™
= 9p(p)
Le(p)= X a (p) I,

i=1

Sean f y g dos campos vectoriales en E” de clase C¢®. Para

simplificar supongamos que el flujo de f, ¢{ estd definido en

E' x E". Fijando p € E" y t € E', el vector
f f f
vit)= de_ (», (pP)) glp (P)).
es un vector tangente en TpEn. Asi la funcidén t— v(t) define una

o _
curva de clase C en TPE“.

Definicidén. - E1 corchete de Lie entre dos campos vectoriales f y g
denotado por [f.,gl]l, se define por

. d

Lema. - Sean x:E"— [E” un sistema de coordenadas, y f y g dos

campos vectoriales en [E, entonces en este sistema de coordenadas
3 " a '
—ax 8(p) = L b (p)—3x, tenemos que
i i

i=1

para f(p) = % ai(p)

i=1
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a r d b, d a.
1L=1 1 T1=1 J i

Proposicidén.~- Si f y g son dos campos vectoriales definidos en un
abierto de E",entonces:

a) [f.gl=dg f(p)-df g(p).

by [f,gl=-(8g,f].

c) [, 1 es bilineal: [af1+bfz,g]=a[f‘,g]+ blf,,gl, para campos

vectoriales fl,fz y g, ¥y escalares a,b.

Definicién. -~ Sean £ y g dos campos vectoriales de clase c® y h una
funcién de clase Cm, entonces la férmula de Leibnitz para 1la

derivada de Lie es la siguiente

L (h(x)) = L_ (L

n
tf,g? g Ly (h(x)) - L (Lo (h(x)), para x € E".

f

Definicién. ~ Una distribucién k-dimensional en E” es wuna funcién
p+ AP, donde AP < TPE" es un subespacio de TPE" de dimensién k.
Para cualquier q € E" existe una vecindad U y k campos vectoriales
X1 s e e e Xk tales que Xl(q), e Xk(q) son una base para Aq,
para cada q € U. Decimos gque A es una distribucién de clase c® si
es posible escoger campos vectoriales X1, e ey Xk de clase €% con
esta propiedad, en una vecindad de cada punto p. Ademas, declimos

que un campo vectorial X en E” pertenece a la distribucién A si

X(p) € A(p), para cada p en E", y escribimos X € A.

Definicidén. - Una distribucién de clase Cco es denominada involutiva
si [X,Y]\ € A siempre que X e Y son campos vectoriales

pertenecientes a A.
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Definicién.- Sea M < E”. Un atlas de clase C° sobre M es una
coleccién A de parejas (UL, ¢i) llamadas cartas, donde U.t es un
subconjunto de M y ¢% es un difeomorfismo de U.t en un abierto de
E"” sujeto a las condiciones siguientes
1) Para cualquier (Ut' ¢t) € A vy (Uj, ¢j) € A, los conjuntos
¢i(UJ1IJj) y ¢ﬁ‘hﬂ U;) son conjuntos abiertos en E”, y las
funciones ¢, - ¢;1 : ¢, (un Uj) — ¢G(UJ1‘%) son de clase C' .
2y Uy, =M.

Las funciones ¢i° ¢;1 se denominan funciones de transicién

del atlas.

Definicidén. = Sean A1 y A2 dos atlas en M. Decimos que A‘ es

equivalente a 4 si y sélo si su unién'A1 U A, es de nuevo un

atlas. Esto define una relacién de equivalencia.

Definicién. - Una variedad M de clase ¢® es un subconjuntc de E"

provisto con una clase de equivalencia de atlas sobre M.

Definicién. - Una distribucién A de dimensién k sobre E", con k < n,
es completamente integrable si para cada p € E"” existe una vecindad
UcE" y una variedad k-dimensional M dé E” tal que :
di(TqM) = A(i{{(q)), para cada q € U.
donde, ¢« : M —- U es 1la funcién inclusién; i.e.

, €l espacio

tangente de M es exactamente A.

Teorema 1 (Frobenius).- Una distribucién A en E" es completamente

integrable si y sélo si es involutiva. (Boothby{6], paAg. 159).
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Presgsentamos a continuacién una versién del teorema de
Frobenius utilizando la teoria de 1-formas diferenciales sobre un

abierto de E"

Proposicién. - Una distribucién A de clase c® se puede definir

localmente en un abierto U de E” como el kernel de n-k 1-formas

diferenciales de clase c® linealmente independientes. Y
1 n-k 00
reciprocamente, si w’, T * son 1-formas de clase C
n-k i
linealmente independientes, entonces, A(q) = n kern(wq) es una
i=1

distribucién de dimensién k y de clase Cm, para cada q € U..

Teorema 2 (Frobehius).- Sea A una distribucién de dimensién k y de
clase ¢® en un abierto U de E", definida por n-k 1i-formas
diferenciales linealmente independientes y clase c® . w‘, ...,w"-k.
A es completamente integrable .si y 88lo si estas 1-formas
satisfacen la condicién
. n-k i .
dw' = ¥ o' ~w’ , para i = 1, ..., n-k
i=1

donde, a; son 1-formas apropiadas, ~ es el producto cuffa y d es 1la
diferenciacién exterior..

(cf. Boothbyl[6], pag. 222).
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