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I NTRODUCCI ON 

E l  o b j e t i v o  d e  esta tesis es presentar  u n  problema  importante 

d e  l a   t e o r i a  d e  centro1  acotado:  L a  est imacidn d e l  conjunto 

a l c a n z a b l e .  

Consideremos u n  s i s tema d e  cclntrol  con c o n d i c i b n   i n i c i a l :  

donde x E En,  s iendo E” es e l  espac io   euc l ideano ,  f y g son campos 

v e c t o r i a l e s ,  u PS e l  c o n t r c l  Y t es un i n s t a n t e  d e  tiempo i n i c i a l .  o 

Dado e l  sist-ema ( 1  1, supongamos q u e  los c o n t r o l e s  u toman 

v a l o r e s  en u n  conjunto  campacto U c E , i.e., l a s  imA.genes cie l a s  

funciones  u :  [E ”+ U. se h a l l a n  e n  el compacto U. entonces .   nues t ro  

interBs r e c a e  e n  e s t u d i a r  e l  conjunto d e  todas las 

t r a y e c t o r i a s - s o l u c i b n  d e  ( 1 )  hasta  un  tiempo t 2 to. tomando para 

e s t o   t o d a s   l a s   f u n c i o n e s  d e  c .ontro1  admisibles ( u ( t )  E u). E l  

conjunto  determinado por l a  unic;n d e  e s t a s   c u r v a s  e n  el  e s p a c i o  d e  

es tados  x es conocido como el  c.onjunte  alc.anzable X ( t )  d e  ( 1 )  e n  e l  

tiempo t .  

I 

i 

Desde u n  punto d e  v i s t a  f L s i c o .  el c o n j u n t o   a l c a n z a b l e  

c o n s t i t u y e  e l  conjunto d e  estados   (entendibndose.  el  conjunto d e  

v a r i a b l e s   f i s i c a s  d e  inter& q u e  d e s c r i b e n  un s i s t e m a )  a l o s   c u a l e s  

es p o s i b l e   l l e v a r  un s is tema modelado  por ( 1 )  a p a r t i r  d e  una 

d e s c r i p c i d n  i n i c i a l .  
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En este  contexto,  con  tener una aproximacidn  del  conjunto 

alcanzable es mas que  suficiente para tener  una idea de  las 

limitaciones  del  sistema  respecto a las  variables  flsicas a las  que 

el  sistema  puede  ser  llevado  mediante  el uso de  las  variables  de 

control  del  diseKo.  Ademis,  el hecho de elegir  estas  altimas 

acotadas (i.e., confinadas a ciertos  valores  permitidos)  radica en 

que  flsicamente no se dispone,  e.g., de potencia  infinita, en el 

caso  de  que controlemos  con  potenqia. 

Ahora  bien,  determinar con  exactitud  el  conjunto  alcanzable 

as1 como sus características en general, es todavia  un  problema 

abierto en la Teorla de Control. 

Para  el  caso  de  sistemas  lineales, i.e., o sistemas  del  tipo 

(1) para los  que  f(x) = Ax y g(x) = b, con A y b matrices de 

tamaKos  apropiados, el conjunto  alcanzable  posee  ciertas 

caracterfsticas  interesantes:  es sim&trico, compacto,  convexo y, en 

cuanto a su evolucidn  conforme  varia el tiempo,  no presenta  cambios 

ffdrAsticos'f en  incrementos pequefios de tiempo  (su  evolucidn es 

continua  en t en la mbtrica de Hausdorff). 

Sin  embargo,  aún para el caso de sistemas  lineales,  determinar 

con  exactitud  el  conjunto  alcanzable para toda t, implica  un  gran 

trabajo  computacional,  sobre  todo  en  dimensiones  grandes;  ademas de 

que no ha sido  resuelto  en  general. 

En el  caso  en  que  el  sistema (1) es de  indole no  lineal, s6lo 
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podemos  contar con que X(t) es compacto, exigiendo  condiciones sobre 

los  campos  vectoriales f y g ,  y que las  trayectorias  existan  para 

todo  t (i.e.,  que no se "escapen"  al  infinito en tiempo  finito). 

Adn  cuando  las  características  generales del conjunto 

alcanzable  poseen  un  interes  matemdtico  per se, desde una 

perspectiva  pragmdtica,  la  descripcibn  del  conjunto  alcanzable no 

resultan  tan  preponderante  (teniendo  presente  la  complejidad 

computacional que esto  implica), como la de dar una  estimacidn  del 

mismo. 

A s í ,  en  el capítulo 1 se presenta  una  teoría  para  aproximar 

(por dentro y fuera)  mediante el uso de elipsoides al conjunto 

alcanzable  para el caso  general de sistemas  lineales  no  aut6nomos 

(incluyendo de paso  a  los  autbnomos) y con controles 

restringidos  dados  vectorialmente  (entradas múltiples). 

Aunque el trabajo  computacional es insoslayable en general, 

pues en esta  empresa es necesario  hallar  la  solucibn de una 

ecuacibn  diferencial no lineal, (para  determinar el Elipsoide) ,sí 

resulta  factible  hallar  soluciones  por  cuadraturas  para  un tipo 

particular de sistemas  lineales con una  entrada  (un  control 

escalar), que  son de gran'utilidad en  el capítulo 2. 

En el capítulo 2 se extrapolan  los  resultados de los  sistemas 

lineales  a  una clase de sistemas  no  lineales del tipo ( 1 1 ,  los 

cuales son "linealizables"  via un cambio de coordenadas y una 
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retroalimentacibn  (control), pero con  el  inconveniente,  semejante 

al estudiado para un ejemplo de un sistema  lineal  dado  en la 

secci6n 92.1, de  que los resultados sdlo  son locales  en  general. 

Sin  embargo, podemos contar con una  tecnica para al menos 

aproximar X(t) localmente y hasta un tiempo  determinado,  mediante 

imigenes  difeomorfas de elipsoides,  presentando la ventaja respecto 

a  otras  tecnicas  existentes para este  efecto, de  que proporcionamos 

la estimacidn  interna.  Esta,  resulta  particularmente  complicada de 

determinar o esta  ausente  en  los  otros  enfoques que se han 

presentado para abordar  el problema (vease por ejemplo 1173, 1263 y 

1321 1 .  $ 

Al final  del  capitulo 2 se proporciona  un  ejemplo de  aplicacih 

para un  reactor (C.S.T.R.) modelado por un  sistema de dos ecuaciones 

diferenciales y una entrada  (control). En particular, se esboza  un 

procedimiento para que la estimaci6n  interna  sea  mejor  (tratando de 

optimizarla),  comparando  el  resultado  con  el  conjunto  alcanzable 

"real" (una aproximacibn  bastante  fiel para tiempos  no muy grandes). 

iv 
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CAPITULO 1 

ESTIMACION DEL CONJUNTO ALCANZABLE DE SISTEMAS DE CONTROL LINEALES 

NO-AUTONOMOS 

91. l. EVOLUCION DE CONJUN’TOS ALCANZABLES.  RESULTADOS  GENERALES. 

Sean E” el espac.io  euc.lideano  n-dimensional. (U?“, 1 1 4 1 1  1,  y 

cI(lE”) el  conjunto de todos l o s  subconjuntos  compactos  no  vac.los de 

E”. 

Consideremos un sistema de control  lineal  no autdnclmo y 

condiciones  iniciales 

X = A ( t ) x  + v (1.1) 

donde, x E Er’. A (  t.) es una matriz n x n de c.oeficientes  integrables 

en todo  intervalo  acotado de ti-empo. v es el vPc.tor de control, 

es un instante de tiempo  inicial Y M es un conjunto  convexo en 

WE”). (EX con.junto (de condiciones  iniciales). 

to 

Denotamos por 9(t) la matriz  fundamental  asociada  al sistema 

x = A (  t) x ,  con condicic4n  inic.ia1 @(t. ) = I. ( R e c u & r d e s 9  que a ( t )  
o 

= e  . en el caso que A ( t l  = A sea  una  matriz  constante). (i-i ~ > A 

Consideremos el conjunto d e  todas  las  funciones de control 

medibles, cuyo conjunto de restricciones  viene  definido  bajo  la 
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forma de una  multifunc.idn  V(t) (vease [Ap.lI).  la  cual es convexa y 

medible, y tal que  en mbdulo, (U(t)l 5 k(t1, donde k(t) es una 

funcidn  integrable en cualquier  intervalo  acotado. 

Definicidn.- Una  funcidn de control  v es admisible si solo si es 

una  seleccidn de tJ(  t (v&ase CAP. 1 I )  . 

Observacidn. - Cuando IU(t 1 I I k, donde k E [E' fija.  entonces 

resulta  equivalente  a que mAx Ilv(till I k. o sea llv(t)ll I k,  para 

toda  vlt) E U(t). 
V(t>EU<t) 

Definici6n.- El conjunto  alcanzable X(t)  para (1.1) con v ( t )  U(t) 

a  partir de M es el conjunto de todos  los  vectores x(t). los 

cuales son valores de trayectorias x(t) que satisfacen (l$..l) 

usando  todos los ccrntoles admisibles,  para  t L to. 

Para  enfatizar  la  dependencia de X(t1 respecto  del  dominio M e 

instante to iniciales, lo  denotamos: X(t) = X(t,to,M). 

" . 
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o spa.  todo  con.juntc)  alcanzable S ( t )  puede c o n s t r u i r s e  tomando 

c u a l q u i e r   o t r o   c c ~ n j u n t o   a l c a n z a b l e  > ( ( . Y )  previo  a manera d e  c.onjunto 

i n i c . i a 1 .  

Definicic5n.- Sea V ( t )  una m u l t i f u n c i c 5 n  definida  para  todo t L 

Decimns q u e  V ( t j  es una f a m i l i a  d e  c,onjuntos  subalc.anzables 

( respec t ivamente   supera lcanzables )   para  el  s is tema (1.1) s i  shlo si 

para  toda .T E [ t,, I t 3 . tenemos q u e  V ( t )  c X(t, T , V ( T  )> ,  para to< T 5 t 

( respec t ivamente .   l a   contenc i6n   inver t ida .  3 )  se s a t i s f a c e .  Y l a  

denotaremos V - ( t )  ( respec t ivamente ,   V+( t ) ) .   Expresado  d e  otra 

manera, V - ( t )  ( V  ( t ) )  ac=o%a a X ( t )  desde  a d e n t r o   ( a f u e r a ) .  

- 

+ 

En p a r t i c u l a r ,  nos in teresar f i  que l a s  mult i funciones  V - (t) y 

V+( t )  sean  cnnvexas y compactas.   Esta elec.cidn se v e  j u s t i f i c a d a  

por l a s   c a r a a t e r l s t i c a s   g e n e r a l e s  d e  los con juntos   a l canzables  d e  

s i s t e m a s   l i n e a l e s .   r e v e l a d a s  por  e l  s i g u i e n t e  teorema. 

Teorema.- Consideramos el s i s t e m a   l i n e a l  (1.1) con v ( t )  E U l t ) .  

Entonces.  X (  t 1 es  u n  conjunto  c.anvexo.  mmpacto Y y q u e  viendolo 

comg l a  mult i funci6n t I-+ X (  t . ) ,  varía  continuamente con t ,  para 

t r' t < ru ( r e s p e c t o  a la mOtrica d e  Hausdorff e n  e l  rango 1. 

( c f .  Mackie-StraussC311, p . 6 0 .  o Lee-MarkusE281, p . 6 9 ) .  

u 

m 

Así, d e  aquí e n  ade lante .  V ( t )  l a  consideraremos siempre como 

una m u l t i f u n c i h n  convexa Y compacta. 

Ahora b i e n .  nues t ro   ob . j e t ivo  es h a l l a r   c o t a s   p a r a  X ( t )  de  t i p o  



elipsoidal.  retomando para esto Ins trabajos de Chernous’ko. 

Komarov et al.. donde el control se tiene  restringido . i.e. , 

v(t) E wct1. 

Las razones por las que se escogen  los  elipsoides  como cotas 

radican en : 

1) su facil  representacibn : un  elemento  vectorial  para el centro y 

una  matriz  simetrica  definida  positiva. [ A p .  11. 

2 )  proveen de una  aproximacidn  adecuada  para  conjuntos  convexos 

arbitrarios. y c.omc1 nota final. 

3 )  la clase de los elipsoides es invariante  bajo  transformaciones 

lineales - 

E s t a s  propiedades son las que nos  hacen  favorecer  las 

multifunciones  elipsoidales  c-on  respec.to  a  todas  las  demAs 

multifunciones  compac-tas y convexas. 

momento que V( t )  SFS c.nmpacta y convexa., relegando las particulares 

de tipo  elipsoidal  a la sec.cidn 4 1.2. 

El lema  siRui.ente - c.oro1.ario de la  proposicibn 1 en A p .  1 - 

nos indica  la  manera de acotar  el  conjunto  alcanzable de un 

sistema (1.1). mediante el uso de funciones  soporte : 

4 
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nexo con X(t!. 

Para e l  efec . tn .  primeramente  tenemos que l a  funcidn soporte de 

X ( t >  viene  dada por l a  fdrmula : 

t 
O 

Pero. para peder operar con mayor l ibertad,   consideremos e n  su 

l u g a r   l a  f u n c i d n  sopor te  : c < s - ' r t ) > i ( t ) , y ' > ,  10 c u a l  no implica 

p&-rdida d e  general idad alguna para  l o  q u e  sigue, p u e s  (t.) no es 

s i n g u l a r ;  a s i ,  usando l a s  propiedades 2 y 4 (en este orden) de las 

funciones   soporte  CAp.17. tenemos : 

. 
5 



Las condiciones  para  garantizar  la  estimac,idn  inferior del 

conjunto alcanzable, vendrAn  dadas en l o s  ttjrminos siguientes : 

Denotemos h(t,y) = ctH (t)'V.(t) ,y ) .  y pidamos  satisfaga la -í 

desigualdad : 

El  resultado p r  obtener es. que una  tal V(t),  para  la cual 

se satisface lo anterior, y que ademhs  inicialmente se tenga que 

V(to) c M y para  algún  instante T 2 to, tambien V(r) c X ( T ) ,  cumple 

con que siempre estuvo  centenida en X l t )  a partir del instante to, 

i.e., V(t) es una  cota  inferior  para X(t). 

Precis&meslo  mediante los prhximos des resultados : 

6 
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para t 1: r .  
m 

C o r o l a r i o  3 . 1 . -  Supclngamos q u e  V ( t )  es una m u l t i f u n o i d n   t a l  que 

v ( t o )  c M y q u e  para cua lesquiera  t 2 .r y ly E P .  l a  f u n c i b n  

cr m " ( t ) v I t ) , v  es absolutamente  continua e n  t y s a t i s f a c e  (1.5). 

Entonc.es, V(t) c > ( ( , t i  p a r a  toda t 2 to,  i . e . ,  V ( t )  = V - ( t )  es una 

m u l t i f u n c i h n  subal.canzable.  

Lh3mostraci6n. - De hechc?. como l a  m u l t i f u n c i d n  V ( t . 1  s a t i s f a c e   t o d a s  

l a s  h i p 6 t e s i . s  d e l  lema a n t e r i o r .  tenemos q u e  se s a t i s f a c e  : 

para  cualesquiera  t 2 to y 'y e E". P e r o   e s t o ,  por el  lema I. 1 , es 

equiva lente  a q u e  H " ( t ) V ( t )  c H - ' ( t ) X ( t ) ,  para  toda t 1 to. De 

a q u f ,  debido a l a  no s ingular idad d e  H ( t ) ,  se s i g u e  q u e  

Con r e s p e c t o  a l  c.aso de cotas   ex ternas   para  X ( t ) ,  V + ( t ) .  n o  

necesitamos mAs que p a r a f r a s e a r  l o  anter ior .   modif icando el s e n t i d o  

de  la  desigualdad (1.5) y adem&. q u e  se cumpla V+(t,> 3 M .  



5 1 2 COTAS ELIPSOIDALES. 

A continuacihn  construiremos V(t) de forma  tal que sea un 

elipsoide en E". para  t 2 to y satisfaga  la  desigualdad (1.51, a 

fin de que sirva de conjunto  subalcanzable (o bien  la  desigualdad 

contraria a (1.5j, para  el  conjunto  superalcanzable). 

Sea  v(t)  una seleccitjn medible de la  multifuncidn  U(t),  la 

cual existe debido  a que U(t) es medible (v6ase tAp.11), y 

denotemos  por Dl: la clase de l a s  matrices  sim&tricas  definidas 

positivas. 

Para el caso que nos  compete en esta seccibn, vamos  a 

considerar  la  familia de funciones  matric.iales que satisfacen  las 

condiciones  siguientes : 

I )  consideremos a todas  las  funciones  matriciales  definidas 

positivas, F : [Eix @in+ M" .F = F(t,Q),(i.e., si Q L 0 entonces 

F(t,Q) 1 O 1, que satisfacen  la  desigualdad : 
+ + 

2 )  las  funciones F(t,Q) son continuas en Q, para te E:, fijo; 

3 )  las funciones F(t,Q) son integrables  según  Lebesgue en 

subintervalos  compactos d e  E+, para Q e 0.'; , fija . í 

Denotamos con CW (t.Q) a esta clase de matrices F que - 

satisfacen  las  condiciones 1). 2 )  y 3 )  anteriores. 



De manera  anBloga definirnos Iw + (t,Q) la clase de funciones 

matriciales que satisfacen las condiciones 11, 2 )  Y 3 )  anteriores, 

pero con la  desigualdad  invertida en (2.1). 

Iw - (t,Q) ( Iw+(t,Q) ) no es una clase vacla, como constataremos 

con (2.5) (respectivamente (2.6) ) .  

Con estas  familias de matrices  definidas a s í .  y si ademas 

contamos con que la  solucidn de la  ec.uaci6n  diferencial (2.2) (ver 

mitis adelante) existe, lo cual  se sigue de las  condiciones 2 )  y 3 )  

de la  definicidn de iw - (t.Q). y es única  para  condiciones  iniciales 

dadas (i . e .  , si t.c, ,Qo j E Eí x IN:. entonces  existe  una  única 

solucidn de (2.2) Q = CJ(t.to,Qo) tal que Q(to) = Qo 1, tenemos que 

la  solucidn  Q(t) de la ecuacidn  diferencial  matricial (2.2) (v&ase 

[Ap.21) es absolutamente  c.ontinua y definida  positiva  (vease 

ReidE341, pBg. 129 y sucesivas). 

+ 

De esta  forma  contamos con los  teoremas  fundamentales sobre 

cotas  elipsoidales  para  c.onjuntos  alcanzables (Komarov[253). 

Teorema 2.l.-(de subalcanzabilidad  elipsoidal o de acotacidn 

inferior  del  conjunto  alcanzable X(t) por medio de un elipsoide). 

Sean a. y Wo 1 O parametros  del  elipsoide  E(ao, Q o )  c M, sea 

v(t) un  control admisible, y alt) una  solucibn de la ecuacic5n 

diferencial A = A(t)a + v(t), con condicidn  inicial a(to) = ao. 

Sea Q ( t )  1 O la  solucibn de la  ecuacibn  diferencial  matricial 



con condici6n  inicial Q(to) = Q o ,  donde F - E Iw - (t,Q).  Entonces el 

elipsoide dado por  E(a(t),Q(t)) sera una  cota  inferior  para X(t), 

i.e.. sera un  conjunto  subalcanzable. 

bJnctstraci6n.- Supongamos  Q(t) es la  solucidn de (2.2); definamos 

la  funcidn y:EixEn-+ E: , dada por  y(t,ty):=<H  (t)Q(t)S-iT(t)v,v > ,  

la  cual es absolutamente  continua en t y no  negativa. 

-i 

En efecto, para  Q(t) 1 O fija, tenemos que : 

y(t,v) = <Q(t)H-"(t)v,S  (t)v > = < Q ( t ) @ , 4  > 1 O ,  
- i T  

por definicidn. 

Esta  prueba  la  tendremos en tres pasos : 

a) Primeramente  demostraremos que para toda E En,  existe T 2 to 

tal que tengamos c<B-'(T)E(a(T) , Q ( T ) )  , y  > 5 ctH-'(T)X(P) ,v > .  

En efecto, supongamos que y E E" es un vector  para el cual 

y(t,v) = O .  Entonces,usando la  expresibn  para el elipsoide  E(a,Q) 

([Ap. 111, las  propiedades 2 y 3 de las  funciones soporte ([Ap.  131, 

la  desigualdad de Schwarz (D.Sc.1 y de la  proposicibn 5 ( [ A p .  13) : 
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pues y(t,v) = O. por hipc5tesis. (Para  simplificar  la  notacidn 

hemos  omitido el pardmetre T I .  Pero. a(t) E X(t), para toda 

t I t o ,  debirjo a la ecuacibn  a = A ( t ) a  + v ( t ) .  Por 10 tanto, 

tenemos que c<S-'lt)E(a(tj . Q ( t ) ) .  Y 5 ccm (t)X(t), Y ) .  para 

toda t 1 to. y en part.ic.ular se satisface Si t = T .  

-1 

Supongamos ahora que para y' E E" fijo. y(tl , y )  1 O ,  para 

t 2 t. . Come yit ,w:) es c . o n t i n u a  en t. es positiva en algdn 

semi-intervalo  izquierdo de ti. Sea I T .  tll un tal  intervalo 

maximal, o sea donde y l ( , T , t  z , O. Entonces, o bien 'r = to (y luego 

E(ao, Qo 1 c X f to ) c M 1 , o bien y (t . y )  = O. En  ambos casos, por la 

i o  

I 

primera  parte de e s t a  prueba, 

b) Probemos ahora que (1.5) se satisface  para  la  funcibn  soporte 

asociada al elipsoide  E(a.W).  para  casi  toda  t E ( r , t , J  : 
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En efecto, para  toda y e E" y para c a s i  toda t E (T, tt], por 

las propiedades 2 v 3 d e  las func.iones  sop0rt.e [ A p .  1 1  1, d e  l a  

desigualdad d e  Schwarz Y d e  la   proposic ihn 5 ( [ A p .  11) ( e n  este 

o r d e n ) .  tenemos : 

= ( a  "1 , 
A a )  . v  d 

dt + -  

= <H ( a  - A a j , y  > + - d t  
-1 d ~ *- I ~ * - I T  1/2 

Y.Y 

esto Gltimo por l a  d e f i n i c : i d n  d e  y 

expres i6n  es , p&r la regla d e  l a   c a d e n a  

(t.y). luego e s t a   ú l t i m a  

, igual a : 



I 1 

para  toda 9 E E". 

Ahora bien, coma (t , y )  I,,,, , O , dividiendo ( 2 . 4 )  entre 
i 

2Y (t.v) , y usando  la  propiedad 2 de l a s  funciones  soporte i /2 

CAp.11, tenemos : 

(En  todos estos cAlculos omitimos la dependencia  respecto  a t, por 

claridad). 

c )  Probaremos  ahora en base a los  resultados de a) y b) que 

c<@-'(tl)E(a(t1) ,Q(t i)).  y.' > I ctQ-'(ti)X(t1), > se satisface 

para  tl 2 ' T .  
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Pero esto, en efecto. se s%gue de aplicar el lema 1.2 y el 

corolario 1 . 1  : 

Corno conclusihn  hemos  obtenido que, asignando  un  instante 

tí? to la  funcidn soporte asociada  al  elipsoide E(a(t).Q(t)) 

satisface (por el lema 1.2) la  desigualdad : 

Y asf.  usando el hecho de que ti es arbitrario  (del  corolario 

1.1 ) ,  E(a(t),Qft)) c X(t>, para  toda t 2 to. I 

GrAf icamente , 

c k  y 

I f i g u r a  2.1 

Teorema 2.2.- (de superalcanzabilidad.  elipsoidal o de acotacicin 

superior) del conjunto  alcanzable  X(t)  mediante un elipsoide) . 
* 

Con las  mismas hiprjtesis del teorema anterior, pero 

considerando en (2.2) que F E M+(t,Q).  Entonces,  la  soluci6n Q 1 O 

de la ecuacidn  diferenc.ia1 (2.2) especificar4 un elipsoide  E(t,Q) 

que contiene  al  conjunto X(t). siempre y cuando  tengamos  ademAs que 

15 



los  parAmetros a. y Go sean elegidos de manera .que E(.ao .Qo 3 M .  

Demostracic5n.- Es una  pardfrasis de la del teorema anterior, con 

la modificac.iOn de usar la desigualdad  contraria  a (1.5). I 

La determinacihn de l o s  parAmetros  a(t) y Q(t) se reduce  a 

resolver el protalema de Cauchy de un  sistema de dos ecuaciones 

diferenciales : una  ecuacibn  diferencial  vectorial  para el centro 

a(t) y una  ecuacihn  diferencial rnatricial no lineal  para  la  matriz 

simetrica Q(t) 1: O . Estas dos ecuaciones son independientes y 

pueden ser integradas  por  separado. 

Si consideramos el caso en que U(t) = v(t) + B(t)B1(0). donde 

v : [E1- E”, es una  funcihn  asignada. t -+ B(t) es una  funcidn 

matricial de coeficientes  integrables en todc! intervalo acotado, y 

Bí ( O )  es la bola  unitaria  centrada en  el origen.  resulta que 

siempre existe una  familia de funciones  matriciales F - ( y  F+) que 

satisfacen  la  condicihn 1) de la  definicibn de aC - (t,Q) 

(respectivamente. de W + ( t , Q ) ) .  

En  efecto.  mostraremos que cualquier  funcidn de la  forma : 

satisface  la  condicidn 1 )  de la definicidn de M (t.Q). Aquí P = 

P ( t , Q , B )  en una  funcidn  matricial que toma valores  simdtricos 

invertibles (i.e., (P- ) = P-’), y es tal que F (t.Q) 1 O ,  Así, por 

- 

I T  
- 

1 6  



Así del hecho de que U(t) - v(t) = B(t)Bi(0), tenemos : 

satisface la desigualdad (2.1) de N+(t,Q). Procediendo anAlogarnente 

como para con (2.51, aqui solo requerimos  probar que para t - > to en 

c.t.p., tenemos que <F+(t,Q)y, w > 1 2 ~ Q w ,  y > 11 B'W 11, lo cual 

es el caso, pues, para  toda v E E" : 

1 / 2  
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1 

usando  para esto, las desigualdades : (D.l) (a-b)' 1 O ,  

a,b E Eí y la de Schwarz (D.%. ).. 

para toda 

Las  funciones (2.5) y (2 .6)  tomadas  a  manera de ejemplos  para 

la  teorla son generalizaciones de ecuaciones  (derivadas  por otros 

medios - ver  bozquejo supra ) ,  las cuales aun cuando sus objetivos' 

son estimar  (infra y sobreaproximar)  al  conjunto  alcanzable 

mediante elipsoides, bstos son localmente dptimos en tBrminos de 

sus volGmenes, aspecto que no  estaba  contemplado por  la  teoría 

expuesta. 

Para el caso, las  aproximaciones  elipsoidales E(a(t).Q+(t)) - 

son tales que satisfacen  las  condiciones : v&l - "-+ mfix y v&l++ min, 

donde ( ) significa derivada, lo cual equivale a que los volcímenes 

vol+ de los elipsoides E(a(t),Q+(t)) cambian en una  razdn que es 

la mfix'ima (para  vol - ) o la  minima  (para  vol+  posible  para todo 

elipsoide que sirva de cota para  X(t).(Chernous'ko [141 y 1153). 

- - 

Estas ecuaciones, correspondientes  a los parfimetros  a(t) y 

Q+(t) y a las condiciones iniciales, son las siguientes : - 

18 



iii ) ;+= AQ++ Q+AT + p(t)Q++  p-*(t)BBT , 

donde, p(t) :=  {n-ltrl Q;'BBT 3) , Q+(to) = Q+ y tr  significa 

traza. 

1 / 2  O 

- 

Resulta  facil  verificar que (2.7 ii) y (2.7 iii) no son mas 

que particularizaciones que corresponden a (2.5) y (2.6).  En 

efecto, para (2.7 ii) s6lo se necesita  hacer P - = Q-'/=, - mientras 

que para (2.7 iii), Pi = p (t)I y P, = p(t)I. - 1  

Describiendo a grosso modo : las  ecuaciones (2.7) (Chernous'ko 

[13], Schlaepfer-Scheppel381, et al.) se derivan por un proceso de 

discretizaci6n  (aproximacihn en diferencias  finitas en el tiempo) 

de la  ecuacidn  diferencial 41-11 y por el uso de un  problema 

auxiliar : la  aproximacibn  dptima en volumen a la suma de dos 

elipsoides.  Posteriormente, se realiza  una  expansidn en series en t 

de la discretizacihn de (1.11, truncindola al primer  orden  (razdn 

por  la que la optimizacirh es local).  Finalmente,  haciendo  tender 

el incremento de tiempo a cero, se llega a los resultados en tiempo 

continu'o : las  ecuaciones ( 2 . 7 )  (Chernous'koll31). 

Observaci6n.- La  ecuacidn (2.7 ii) extraida de Komarov I251 es 

de hecho  equivalente a la  derivada en Chernous'ko[l31. Por nuestra 

parte  daremos  una  representacihn mis sencilla. 
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Consideremos la ecuacidn ( 2 . 7  ii), para  la cual F - (t,Q) tiene 

la  forma : 

Ahora bien, como Q es sim&trica y definida  positiva, Q es 

diagonalizable, y ademls, por  la  proposicihn 5 (CAP. 11). tiene  una 

tjnica ralz cuadrada. Qi/', simetrica y definida  positiva.  Denotemos 

por T la matriz de cambio de base a la  forma diagonal; y así, 

Q = T - &  T , con en forma  diagonal. Luego, de la  definicidn de 

semejanza de matrices y de la  proposicibn 7 de funciones 

matriciales ([Ap.lI), tenemos que Q T . De esta 

manera, sustituyendo  esta  expresibn en la de F - (t.Q), y aplicando 

recursivamente  las  proposiciones 5 y 7 ,  obtenemos : 

L / 2  = T-i  p 2  

F ( t ,Q)  = 2 T Q 
T-ii-  i / Z T  BBT T- iQ- T - 

= 2 T - Q  i A i / 2  [ ;-"'T BBT T- í A  Q- i / 2  i / 2  p 2  3 T 

= 2 T - Q  [ &-'/'T BBT T- Q Q 1 " 1 / 2  i A - a A 1 / 2  i / 2  6 1 / Z T  3 
= 2 T  Q -í A i / 2  ( T- '&1/2 I - '  BB' T Q T (T - i A - i  

T 

1 Aí/2 6- i / 2  A- i 1/2 - : A 1 / 2  p 2  = 2 T - W  T [ B B ~  ( T - * Q  TI 3 T Q T 

= 2 ( BBT Q - i  3 T QT = 2 3"' Q (2 .8)  
í / 2  -i 

(para  simplificar la notacibn  suprimimos el signo - de la Q ) .  



€j 1 . 3  EJEMPLOSr SISTEMAS LINEALES EN FORMA CANONXCA DE BRUNOVSKY 

CF. C. B. > CON UNA ENTRADA. 

Aunque las restricciones sobre las  condiciones  iniciales y los 

controles son convexas, no tienen  porque ser necesariamente 

elipsoidales. Por lo regular, suele tomarse U como un poliedro 

convexo. 

Sin embargo, para  obtener las matrices Q de la  ecuacidn 

diferencial (2.2) la  teoría  propone  funciones (2.5) y (2.6) para 

las que U debe ser de la  forma : U(t) = v ( t )  + B(t)Bí(0), siendo 

esta  una  familia de elipsoides  (posiblemente  degenerados). 

Bajo esta situacibn, tendremos  una  inclusibn del tipo : 

v(t) + B(t)Bí(0) c U(t), en la  cual los puntos  extremos de U no son 

alcanzados, y siendo &tos con lo que solemos  conformar  la  frontera 

del  conjunto alcanzable, perdemos  asi  una  estimacibn  deseable. 

Con fines de ilustracibn, y en virtud de lo anterior, aqui 

optamos  por  tomar solo el caso de U en el que  el elipsoide es un 

poliedro, que se tiene cuando U c Eí, un segmento de recta. 

Consideremos (2.2) con F en la representacidn (2.8) y F+en la - 
(2.7 iii). Debido a la  dificultad de hallar  soluciones  por 

cuadraturas de (2.2) en general, por ser cjsta una ecuacidn 

diferencial no lineal.  trabajaremos con una  familia de sistemas 
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lineales, cuyas  soluciones si son halladas  explícitamente.  Aparte 

de que'estos sistemas  lineales  nos serAn de gran utilidad en el 

capítulo 2 para sistemas no lineales. 

Los sistemas  lineales en Forma  Candnica de Brunovsky  (F.C.B.) 

con una  entrada son sistemas de la  forma : 

IY , y U€U c Eí 

Sin  embargo, nos  sera útil representar en base a la  teoría  la 

restriccidn en el  control como : v E U = b + rBB' ( O )  c E', en  donde, 
- 

0 0 0 . .  . o  O 

B=[.. . .  o i  b ] , 6 = [ ~ ] , c o n b c . L , y r i O .  (3.1) 

Para estos sistemas 1ineales.la representaci6n ( 2 . 8 )  resulta 

factible de calcular en general, de manera que los cfilculos  para 

hallar  soluciones se simplifican. En efecto, 

Proposicic5n 3.1 .- Sea un sistema (3.1) en la  forma  candnica de 

Brunovsky, con v E U c E'. Entonces, F- (t. Q) = 2 r ( BBTQ 1 Q , 

toma  la  forma : 

-i 1 / 2  

donde, Q,,i es el menor principal  correspondiente  al  altimo 

elemento de la  diagonal de Q .  

. 
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Demstracibn. - 
Por (2.81, F t t , ~ )  := z r (BB'Q I Q , pero cono BB = B Y -1 1/2 T 

% . -  . I  A(*" 

usando la farmula para la inversa de.la  matriz Q, obtenemos : 

F (t,Q) '= 2 r (BO-') Q = 2 r (B adjlQlI'/2Q / m - i/2  
. .  1 
- 
' . .  . .. - 

Ahora bien, para el  caso particular que  estamos  considerando 

con la matriz B definida  en' (3.1) y del  hecho de  que los valores de 

una funci6n f definida en el espectro A de una matriz M, f(AI, 

determinan  unlvocamente  la  funcidn  matricial f(MI (cf. [Ap. 11 I ,  

tenemos  que para hallar C = (B adj[Ql) , necesitamos  primero  el i / 2  1/2 

polinomio de Lagrange-Sylvester  asociado  a C (Gantmacher[l63,p. 97)'. 

Para  el  efecto,  determinemos los autovalores de la matriz C, 

la cual por ser una matriz  que  tiene  ceros  en  todas  partes,  excepto 

en.el altimo  rengldn,  obtenemos : 

De aqui que  el polinomio de interpolacidn es : 

n- i 

(A - A i )  
n- i 

i t s  K p(X) = """"""- h 6 n - i  902-n 

n 
n = ------- n = h  h n- i An- 

n 

de donde, p(C) = C"2 = C"" [Q,, 1s'2-n ; ahora  bien, debido a la 

forma de la.  matriz C, tenemos que C = [Qn-i 1 C , y de aqui , 

resulta  finalmente  que : 

P(C) = [Qn-rIn-2 C 'Qn-1 1 -n  = lQ,_, 1 - C. Por 10 tanto, 

n- i n-2 
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= 2 r CQ I - " ~  B Q-' O m 
n- 1 

= 2 r B ~ C Q  I-" '~ 
n- 1 

(I 

De esta manera, el parhmetro Q - para los  sistemas  en la F.C.B. 

se determina  resolviendo la ecuacihn  diferencial : 

De manera  anAlcrga,  para  la  representacibn (2.7 iii), tenemos, 

Proposicidn 3.2.- Sea  el  sistema (3.1) en la forma  canhnica de 

Brunovsky, con v E U c [E'. Entonces, F+(t,Q) = p(t)Q++ p-*(t)r2BBT, 

toma  la  forma : 

F (t,W) = rO IQ 1'" / -r/nToT + rB C Q  (3.4) + n- 1 n- 1 

Demostracic5n.- Por definicibn, p(t) = r (n-'tr[  Q-'BBT 

= r {trCadj(Q) B m 
= r CQn-A Ií'= / 6" * 

excepto en la última  columna. I 

Y asi, hallar O+ para  un sistema en la F.C.B. es resolver la 
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ecuacidn  diferencial  matricíal : 

6 + = AQ++ Q + A ~  + p(t)Q++  p-'(t)r2 B 

donde, p(t) = r CQ n e i  Ií'= / m ¿ u v  . 

(3.5) 

Las  estimaciones (2.7) son tambien  vhlidas  para  cuando  tenemos 

M = {xo), i.e., x(to) = ao. En este caso necesitamos  poner Qo = O .  

Pero entonces, las  ecuaciones (2.7) para Q+ - tienen  singularidades 

si Q, -+ O .  Sin embargo, los miembros  derechos de ( 2 . 7 )  para Q, - 
(i-e., l o s  campos vectoriales)  permanecen  acotados y se aproximan  a 

cero cuando Q d O .  (Chernous'kolll]). De esta forma, como Q++ - O y 

6++ O ,  buscamos el comportamiento  'asintdtico de (2.7) para Q+, con' 

la  condicidn  inicial Q+(t,) = O ,  en el c.aso general en la  forma : 
- - 

- 

A 

donde Q es una  matriz  sim6trica  constante. La determinaci6n de Q ,  
A 

A 

si Q no es nula, puede servir para  inicializar  una  integracibn 

numdrica de las  ecuaciones (2.7). ~Chernous'koC121.Cl31). 

Ejemplos: 

1)  Consideremos  el  sistema  lineal & = ;x + v, con x E [E2 

Y v E r B ~ ' ( 0 )  = u. 

Aqul, = (E i) y B = [E y ] .  Escribamos Q - 

Asi, aplicando en la  representacibn (3.3). tenemos: 



Para  simplificar,  supongamos  que M = C(O,O)), de donde, 

obtenemos  las  condiciones  iniciales : 
A 

ato) = ( 0 , O )  y Q - ( O )  = O ,  6 q,(O) = q,(o) q,(o) = o 

Pero  entonces,  tenemos  que,  aunque  el  sistema  tiene una 

singularidad  en ( O , O ) ,  el  campo  vectorial se anula si Q "-* O. Por 

lo tanto,. las soluciones,  suponiendolas  analiticas,  las podemos 

proponer de la forma  siguiente, y trabajar  con el metodo de 

coeficientes  indeterminados 

q,(t) = a,t + a2t3 2 

(ii) q2 ( t )  = bít2 + bzt3 

qs(t) f Cít2 + C2t 3 

Ahora bien, de suponer 

+ . . .  
+ . . .  
+ ... 
la analiticidad de estas  soluciones, 

podemos  remover la singularidad, y hacemos : 

4, = 9, 
o 

(iii ) 9, = 9, 

Sustituyendo  las  expresiones  (ii) para las  soluciones  en  esta 

ecuacibn,  (iii),  obtenemos para las dos primeras  ecuaciones : 
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2ait + 3a2t +...+ nan-i 2 e"-'+. . . = 2 (bit2 + b2ts+. . .+ bn-2tn-i+. . . )  

2 b i t  + 3b2t2+. . . + nbn_*  tn-*+. . . = Cit2 + c2te +. . .+ cn-2 tn-*+. . . 

De  estas  dos ecuaciones podemos obtener  las  relaciones de 

recurrencia : 

(iv) an-: = (2/n) bn-2 , ai = O 

= (l/n) c,,~ , bi = O ' b  
n- i 

de donde  tambien az = O, pues an = 2/(n(n+l)) c , , ~ .  

Por  lo  tanto, la tercera  ecuacidn de (iii) queda : 

(ast + a4t + . . .  ( 2c$t2 + 3c2tS + . . .  l 2  = 4 5 

4 r2 ((cat2 + c2ta +. . . )  (ast + a4t +. . . I  - (b2ta+ bst +. - .  1 1 4 5 4 2 

Desarrollando l a s  operaciones  pertinentes, e igualando 

coeficientes  hallamos, para los  correspondientes  a  orden 6 : 

a  c = r (a3ci  - b:) 2 2 
s i  

de donde,  usando  las  relaciones de recurrencia (iv), obtenemos : 

4)cici = r ( ( G  4)cici - (ci/3) 1 ,  y entonces, ci= O o ci= r /3. 2 2 2 2 2 2 

Tomando ci = r2/3, para hallar una soluci6n no trivial, de 

nueva cuenta por (iv), obtenemos los primeros  terminos de esta 

solucidn : 

Ahora  bien, un cilculo  directo  muestra que ck = 0, para k I 2 ;  

por lo que de (iv), ak+=- - bk+*= o. 

. 
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De  esta  forma se cuenta  con la finita solucihn no trivial : 

As1 , t) tiene la representacih: 

2 S 
- 2  r -t 

Q-’(t) = - - 
t6  t6 
”- 

54 81 

Por lo tanto,  tenemos: 

O sea, 

. 
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con condicidn  inicial Q + ( O )  = Lo oj 

Para resolverlo, buscamos  soluciones en la  forma: 
2 4  

q l ( t )  = r b,t , q2(t) = r b2t , q,(t) = r bat , donde b,, 

bz, b3 son coeficientes  indeterminados  (la  justificacibn de esto 

radica en  el proceso  desarrollado  previamente) . 

2 3  2 2  

Sustituyendo  estas  soluciones en las ecuaciones  diferenciales, 

hallamos  la  solucibn Gnica no  trivial  con: bi = 45 , b, - y 32 8 
" 

En efecto, 

3 r2btt2 = r bat + r 2 2  
b,t2 

2(bíbs 2 
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b2t + r 
i 

t 

O bien, hallar  bA. b,,  b3 del sistema de ecuaciones no lineal: 

bi 

'2 

Por lo tanto, Q;'(t) tiene la  forma: 

contando con que la solucidn de á (  t) = Aa es la  trivial  para 

condiciones  iniciales a(0) = O ,  tenemos finalmente, 

A 
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8 9 5 4 2 8  
CAPITULO 2 

ESTIMACION DEL CONJUNTO ALCANZABLE DE 

CIERTOS  SISTEMAS NO LINEALES. 

g2.1 GENERALIZACION  HACIA EL CASO DE .SISTEMAS NO LINEALES. 

Consideremos  un  sistema  dinAmico  controlado  descrito por  la 

acuacibn diferencial, restricciones y condicibn  inicial: 

donde t representa  al tiempo, x e En es el  vector fase (o de 

estados), f un  campo  vectorial dado, U(t) es una  multifuncidn 

compacta y M es el  dominio en  el cual el vector de estados 

permanece en el instante  inicial to ( M  es el dominio  inicial). 

En  particular,  centremos  nuestra  atencidn en un sistema 

controlado ( 1 . 1 )  para el cual, 

donde A(t) es una  matriz  nxn y g(x,u,t) es una  funcidn para  la que 

el  conjunto G(x,t):= .(y E E”/y = g(x,u,t), u E U(t)j de valores de 

g(x,u,t), como una  multifuncibn en x y t, admita  la doble 

estimacibn: 
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para  t 2 to,  con G+(t)  multifunciones  compactas y convexas. De 

manera aniloga, acotamos Go ( to) c M c G+( to). Sin Hrdida de 

generalidad,  podemos  tomar  G+(t):= ECb:(x),  H+(t)) y G+(to):= 

E(ay,Qy), multifunciones  elipsoidales, donde a+  son vectores 

- 
O 

- 

- - - - 
o 

" - 
dados, by( t)  son funciones  vectoriales, Y H+(t) , Q, son matrices 

nxn, simetricas y semidefinidas  positivas. 

O 

- - 

Las  estimaciones  anteriores (1.3) implican que el  conjunto 

alcanzable X(t) de (l.l)-(l.Zl esta acotado por los conjuntos 

alcanzables de los  sistemas  lineales de control no ,aut6nomos  con 

las restricciones  elipsoidales  siguientes: 

A ciencia cierta, lo realizado  equivale a considerar  las 

con independencia de l o s  parametros x y u. Y así, v,:= v+(t) son 

controles  a  lazo  abierto. 
- 

Por lo tanto, la  afirmaci6n  anterior se sigue de que v (v+) es 

un control  cuyos  valores se hallan en  un sub(super)conjunto  del 

correspondiente a la retroalimentaci6n v = g(x,u,t), o sea, el dado 

- 
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por  la  multifuncidn  G(x,t). 

Escribamos X(t) = X(t, to, M), para enfatizar  la  dependencia 

de X(t) respecto  al dominio M e instante to iniciales. A s f ,  

denotando los con juntos  alcanzables de (1.4) mediante 

X+(t, to, E(a+, Q+)), tenemos: O 0  
- - - 

Ahora bien, los conjuntos X+ no son elipsoides en general. Por - 
lo tanto, usando  la  teoría del capitulo anterior, introducimos 

estimaciones  elipsoidales E(a+(t),  Q+(t)) -localmente  dptimas en - - 
volumen- para los  sistemas  lineales ( 1 . 4 1 ,  de forma  tal  que: 

ii) ECQ-(t), Q - (t)) es un  conjunto  subalcanzable de (1.4) para 

el signo menos CE(a - ,Q) = X-) y ECa+(t),  Q+(t)) es un conjunto 

superalcanzable de (1.4) para el signo mas (X+ c E(a+, Q+)). 

Consecuentemente, el problema de estimar X(t)  para (l.l)-(l.Z) 

se reduce a los de estimar X+(t)  para los sistemas  lineales (1.4): - 

De aqui en adelante, nos limitaremos  a  trabajar con sistemas 

auWnomo5, donde, A ( t )  = A es una  matriz constante, ~ ( t )  = u es 

compacto Y g(x,u,t) = g(x,u). 
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Una  versidn  local  para  estimar X(t) de (1.1)-(1.2) es factible 

aún  cuando u G ( x )  no sea acotado, o n G(x) = 0 (que implica que 

G - = C3 1, aunque c.lar0 que los.resultados que obtendremos  serin m6s 
XdE" X&" 

pobres. 

son tales que, parafraseando (1.71, 

(1.10) 

para  to C: t 5 T-ma>;; i.e., X(t)  del  sistema (l.l)-(l.Z) autbnomo  ha 

sido estimado por los  elipsoides que acotan  los  conjuntos 

alcanzables de los  sistemas  lineales ( 1 . 9 1 ,  conforme  transcurre  el 

tiempo, hasta un T-mBx., instante  último  para  el  cual  la  cota 
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E(a+ (t) , Q+(  t)) todavía esta contenida en V .  

Es nuestro  propdsito  extender este procedimiento, en sus 

aspectos  global y local, para otros  sistemas  no-lineales  autbnomos 

que  son transformables a una  forma  particular de (1.1)-(1.2) por 

medio de un  cambio  tanto de coordenadas como de controles. ( Ver la 

seccibn b 2.2). 

Esto último,  el cambio en  el control, equivale de hecho a 

realizar  una  retroalimentacidn  del  estilo de ( 1 . 4 1 ,  con lo que lo 

planteado  anteriormente se extrapolar&  para  estos sistemas. 

El aspecto remarcable’ de aplicar  la  transformacidn en 

cuestic5n, radica en que mejora en ciertos casos el resultado que se 

tiene  cuando la multifuncibn  G(x)  genera  una  configuracibn 

geombtrica  tal que o n G(X) es vacl o ,  para cualquier v c R“ 

abierto  conteniendo al dominio  inicial M, o U G ( x )  es no  acotado. 

Pero que  sin  embargo, G ( x )  bajo  la  transformaci6n  G(x) c, G ( y ) ,  

esta  nueva G ( y )  sí admite  un  tal V en las nuevas coordenadas en 

donde n G(y) r! a o bien u G ( y )  es acotada, permitiendo  aplicar  el 
YEV YSV 

procedimiento en la  secci6n 82.3. 

X€V 

X€V 
A 

A 

A A 

Ejemplo. Consideremos el sistema de control  no  lineal  autdnomo : 

Para este  sistema, la multifuncibn  G(xi,xz) esta dada  por: 



2 
(XI.x2)E fijo, G(x,,x2) es un  segmento de recta  vertical en E" 

de la  forma : ~Y,)XC-l,13. 

Aqui, G(xi,xz) tiene por rango el cuadrado [-l,1l2. Sin 

embargo, n G ( X )  = O ,  para  toda  vecindad V del (0 .01 ,  pues como la 

funcidn sen x2 es 1-1 cerca del O ,  tenemos 
X€V 

(~,)xC-1,13 n {Y; }x[-l,ll = 0 , Y, * y; 

F i g .  l.  l. 

Por consiguiente, como conjunto  subalcanzable &lo podemos 

contar con el trivial:  el  mismo  origen. 

Sin embargo, si admite la estimacibn  externa globalmente, pues 

Tendremos  ocasibn de retomar este ejemplo en la seccidn 0 2 . 3 ,  

donde G(x) es llevada  bajo  la  transformacidn de manera que 
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localmente son posibles  los  conjuntos subalcanzables, pero con 

perjuicio de l o s  superalcanzables, que tambidn son locales. 

Para  obtener  una  perspectiva de lo mlnimo que hemos de 

realizar para el caso no lineal, analizamos a continuacih un 

ejemplo de un  sistema  lineal en [E2 para el que estudiaremos el 

conjunto  alcanzable X ( t )  aproximandolo  mediante el conjunto 

alcanzable  Y(t)  del  sistema en la forma  canbnica de Brunovsky : 

De la  teorla de control lineal, para ambos  sistemas  lineales 

controlados nos son conocidas  las  formas de sus conjuntos 

alcanzables  conforme  varia el tiempo. 

Ejemplo. Consideremos el sistema  lineal de control 

y condici6n  inicial ? (O)  E M = { ( O , O ) } .  

Debido a que  en este caso resulta mas c6modo  trabajar  con el 

conjunto  controlable  C(t) que con el alcanzable X(t), de la teoria 

podemos  considerar el sistema  lineal : 

con  condicibn  inicial ;(O) = ( 0 , O ) .  y donde u = -u, cuyo C(t) es el 
- 
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X(t) del sistema  original.  (cf  MackieL311 ,pAg.37, tiempo  invertido). 

Para el sistema (1.13) las  curvas  integrales estdrn dadas por 

las  soluciones de: 

con  condiciones  iniciales (xis x2) = ( O S O ) ,  tenemos : 

2 2 2 (xa - u) + x2 U , i.e., forman  una  familia de circunferencias 
1 

pasando  por (u,O), con u actuando como Parametro. 

m 

Siguiendo  (Lee-Markusl281). el espacio de cambio  (conjunto 

donde se da el cambio en control, "switch") esti dado por  las 

curvas : 

S+:= C(Xi lX2) / (xa - 1) + x2 = 1 S u = +1 S x2 0 1 

S : =  C ( X i , X Z )  / (Xi + 1) + x2 = 1 , u = -1 S x2 0 1 

2 2 

2 2 
- 

Y asi  para llevar  un  punto x. E E' al origen en tiempo 

bptimo, tenemos e . g . ,  la  grAfica  siguiente 

i" 

Figura 1.2 
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Ahora, usando  controles  extremales  conformamos la  frontera  del 

conjunto controlable; y así, contamos con la sucesidn  siguiente de 

C(t) conforme varía  t: 

S' 

en adelante. 

Figura l. 3. 

Pasemos  ahora  a  considerar la aproximacibn  via  un  sistema  en 

la  forma  can6nica de Brunovsky.  Para esto, consideremos  a (1.13) 

como un  sistema (1.1)-(1.2) de la  forma: 
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donde 

Y hagamos la retroalimentacidn v = v(xi.x,,U) = g2(x,,X,,u). Hecho 

esto,  tenemos que (1.13) est& ya en la forma can6nic.a de Brunovsky: 

G ( ? )  en  este'caso no  estd  acotada: u G(x) = { O ) x d  = {eje y ,  1 ,  
- x GE2 

donde,  en la grafica y, = xi + u: = v. 

Figura 1.4.  

Dado que u es acotado IuI 5 l),nuestro  anAlisis se centrar4 

en qu8 configuraciones  toma el conjunto  controlable  Ce(t) d e l  
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Para tal efecto, hagamos I u I = I xi + v I S I xi I + Iv I y como 

IuI I 1, entonces  con fx,l S k, / V I  5 1-k, O 5 k C: 1, obtenemos las 

graficas  siguientes,  tomando a k como parametro: 

P' 

K 

Figura 1 . S. 

K 

donde, las curvas  que conforman  las  fronteras de estos  conjuntos 

son : 

,correspondientes  a los controles 

extremales : 

v = k(1 - k), 
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todas las graficas se corresponden con la  interrelacibn  siguiente 

entre x, v y u  representada  graficamente: 

Figura 1 8. 

Aqui, la  banda es la regi6n de valores  permisibles de xi y v, 

tales que IuI = Ix, + V I  I 1; el  rectingulo  achurado  corresponde a 

las  cotas: Ixil S k, IvI I 1  - k, para un k-fijo, con O I k I 1  ; y 

.el cuadrado  dentro  la banda con vertices (l,O),  (O,l), (-1.0) y 

(O,-ll es el conjunto  generado por  todos  los  rectangulos  (del  tipo 

achurado)  variando el parametro k en C0.11 

Determinar  para este último el con.junto  controlable  equivale a 

construir la  unidn de los  conjuntos  controlables  variando k 6lO,ll. 

Para esto, hallamos  primero el lugar  geomdtrico  descrito  por 

el punto P, que aparece en la figura 1.5, conforme  cambia k: 

P:(-k,-2(1-k)  (-2k), luego ( x , ,  x*) = <-k, -2(1-k) (-2k)). 
2 

42 



4<x2+x + -' 1 + x 2 = 1, o sea 4<x + L '2 
2 

2 I i 4J 2 1 2 J  + x = 1, la ecuacih  de 

una  elipse. Pero como x2 2 O y x = -k, sdlo nos quedamos con la 
i 

parte superior. GrAficamente, tenemos: 

f 

Figura 1 7. 

Para  hallar  la  unidn de todos'estos conjuntos, encontramos.' la 

envolvente  convexa de la  familia de parabolas xf = -2(l-k) (xik) 

(i.e.,;  una  curva  tal que  en cada uno de sus puntos es tangente . al 
I 

menos a  una  curva de la  familia y que cualquier  segmento de la 

misma es tangente  a un conjunto  infinito de curvas de la  familia). 

En efecto, tenemos, x2 2 = -2(x-k-kx + k2), luego  derivando 

implicitamente  respecto  a k, se tiene, k = (x+l). Sustituyendo z 
esto en la  ecuacibn de la  familia y con la  condicidn x2 1 o ,  

obtenemos que la  descripcidn de la envolvente  viene  dada por : 

1 -x 
x2 - - i .  

Tr 

Finalmente, procediendo de manera  analoga con el punto p', 

tenelnos que el conjunto  controlable en correspondencia con el 

cuadrado  (figura 1 . 6 ) .  viene dado por  la  figura  siguiente: 
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Observaci6n.-  Las  regiones  cuadriculadas  corresponden  al control  

nulo, v = o. 
Ahora,  avanzando  sobre la banda de 

.cas  sucesivas: 

x, 

Figura 1 . 9. 

la fig. 1.6, obtenemos en 

Figura l. 10. 
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y en adelante, 

\// Figura 1 . 1 1 .  

Retornando  al  problema  inicial de conjunto  alcanzable,  tenemos 

que el sistema  lineal en la  forma  candnica de Brunovsky ( 1 . 1 1 )  es 

tal que  si Y, = X* ,  y, = -x, y w = - v ,  tenemos que  su conjunto 

alcanzable Y(t) es el conjunto  controlable CB(t) del sistema  lineal 

en forma  candnica de Brunovsky (1.14)- Por consiguiente, las 

I 

aproximaciones  mediante ( 1 . 1 1 )  del conjunto  alcanzable X(t) del 

sistema  lineal (1.12) son precisamente las que obtuvimos en la 

sucesidn de grbfic.as 1 . 5  y 1.8 a 1 . 1 1 . .  

Los comentarios  siguientes  resultaran de gran utilidad cuando 

extendamos el procedimiento, aquí desarrollado, en la  seccidn 92.3. 

Observaciones: 

' l. La  forma que puede  tomar un conjunto  alcanzable  bajo 

restricciones en l o s  estados y en el. control  puede  resultar 

complicada, aún en el caso tan simple considerado (&lo 

retrgalimentacidn), el que ademas  hay que recalcar, es de tipo 

45 . 



lineal. Ast. un sistema de control  lineal con controles y estados 

acotados  genera  comportamientos  semejantes al caso no lineal. 

2. Existe  una  intima  interdependencia entre el control  u  original y 

las  variables de estado  involucradas en la  retroalimentacidm 

V=V(X,u) ( X = ( x i . O )  en el caso en cuestidn),  condicionando  tanto la 

forma  "capric.hnsa" come el dominio de validez  del  conjunto 

alcanzable  aproximante. 

I?. Bajo  consideraciones  fisic,as. el sistema en F . C . B .  corresponde a 

un modelo  del carro-cohete  (Mackie [311 1.  A s i  , las  restricciones 

impuestas sobre v = v ( x  , u )  son interpretables como una 

interdependencia entre la posici6n xi y la  potencia  v. que 

restringe el uso de toda  la  potencia  disponible  u en funcihn de la 

posicibn x del rndvil a sdlo ciertos  valores  permitidos de v. O 

sea, v es potencia  condicionada  a la posicidn x% y a la  potencia 

disponible  u. 

i 

1 

De aquí  resulta que, ffsicamente  hablando, el conjunto 

alcanzable  del  sistema en forma  canhnica de Brunovsky ( 1 . 1 1 )  sea 

cota  inferior  para  el  conjunto  alcanzable  del  sistema (1.12). 

La  observacifin  principal  a remarcar, susceptible de 

generalizacidn, es la  siguiente : 

4 .  Tenemos que cuando  al i n i c . i o  ' d e l  ejemplo  restringimos 

estrictamente la p a r e j a  ( x i , v )  a valores cerca del  origen 
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En  realidad Bste es un  hecho que podemos  asegurar  a  priori, 

pues siendo u = uO:,v) = x + v  una  funcidn  continua en el punto 

(xi,v) = ( O , O ) ,  tenemos  por  definicidn que: para  toda E > O ,  existe 

6 ) O tal que  si 

- 
I 

entonces 

Y en particular,  para E = 1 se satisface. 

En otras palabras, la  continuidad de u en ( 0 , O )  asegura que 

existe una  vecindad en  el origen de las  coordenadas (x,v), cuyas 

valcres  bajo u, en valor absoluto, no exceden  la c o t a  igual a 1. 
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92.2 EQUIVALENCIA LINEAL DE S. N. L. TRANSFORMACION GLOBAL. 

Para el paso de sistemas  lineales de control  a  los  no  lineales 

han  habido  varios enfoques, no  todos  fructiferos. 

Uno de ellos por ejemplo, proveniente de la  teoria de 

sistemas, proponia  clasificar  a  los  sistemas  no  lineales que se 

asemejan en la  forma  a  los lineales, con sblo unos  "pequeKos 

cambios". Y así, considerarlos como simples  extensiones de sistemas 

lineales.  Sin  embargo.  la  experiencia  ha  mostrado que aún  para la 

c.lase de los  sistemas  bilineales,  la  extrapolacibn no es tan 

sencilla. 

Por consiguiente, surge la  nec.esidad de hallar  características 

intrinsecas a los  sistemas  lineales ( y  que los  hacep ser tales), 

para  luego  generalizarlas  a ciertcls sistemas no lineales, con  el 

objeto de que al serles comunes. los consideremos  bajo  una  misma 

"c 1 ase" . 

Una tal propiedad es la que se conoce como la  matriz de 

controlabilidad;  la cual, implicit0 en su nombre, permite 

clasificar  a  los  sistemas  lineales  controlables de los que no. 

Por definicibn, para un sistema  lineal de control  autbnomo: 

. 
x = Ax + bu, (2.1) 

donde,  x E E n ,  A es una matriz  constante nxn, b E E" es un  vector 

constante y u( t) E U( t 1 c E' es el vector de control, la  matriz de 



controlabilidad  viene  dada por :  

M = ( b ,  A b ,  . . . , An%) nxn (2.2) 

Y de la  teoría de contrcll lineal (ver, e . g . ,  Lee-Markus[28]), 

M es de rango  n si y scilo si el conjunto  alcanzable  del  sistema 

(2.1) tiene interior ne vac.ío. 

Por otra  parte.  tambien se tiene que cuando  rango M = n, 

siempre existe  una  transformacidn  lineal  no-singular de 

coordenadas: 

T: E" L E", T = (Ti.. - .  . T , ) ,  T(0) = O ,  con T x  = z, dada  por : 
i-í z. = <c, A x ) ,  i = 1,2, . . . ,  n, 

donde c E En es un vector  ortogonal a los  vectores b , A b ,  . . . ,  A b, 

y (c, A"-'b> = 1 (en  realidad sSlo basta que  <c. An-'b> * O ) .  Bajo 

esta  transformacidn  tenemos: 

n-2 

. 
zi = Tix = <C ~ A x >  = {c, Ai-'(Ax + b u ) >  i-i 

= cc, A'x + Ai^'bu } = (c;, A x >  + < c ,  Ai-'b>u i 

p ,  A x )  = 2 .  i 
I-+*' 1,2! . . . ,  n-l. 

Ahora bien, per el teorema de Hamilton-Cayley, A satisface su 

polinomio  caracteristico, 1x1 - A ]  = A" + pnAn-* + . . . +  p, = o ,  
n-í A" = -pnA - . - . - p , I ,  luego 

n 
i-i 

n n 

< C ,  A n x )  = < C .  -E p i A  X >  = -x pice, Ai-'x> = -E p i z i ,  
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- ~~ ~ 

Por lo tanto, el sistema  lineal (2.1) se reduce a la forma : 

2. = zi+* , 
n 

zn = -E PiZi + u 
i = i  

i = 1,2, . . . ,  n-l. 

O sea, en forma  matricial,  hemos  obtenido: 

A .* c1 

z = Az + bu, donde A es conocida  como la matriz compaKera, 

* 

A =  
o 1  . . .  o 

- . 1  
O '  . . .  o 
'Pi  -P, . - . -p, 

A 

y b =  
o 

O 
. l  I -  

n 
Finalmente, haciendo la  retroalimentacidn u = pizi + V ,  

i.= i 

tenemos que el sistema (2.1) se ha pasado a la forma  candnica de 

Brunovsky 

A A 

z = A z  + bv. 

En' otras  palabras ~ todo  sistema lineal autdnomo y 

controlable es transformable, de una  manera  lineal (la 

transforrnaci6n T) y con una  retroalimentacibn (v = v(z,u)), a un 

sistema  lineal en la  forma  cantmica de Brunovsky . 



constante, de manera que bajo  esta  transformaci6n  obtenemos  un 

nuevo  sistema x = (A + bQ )x+ b v . o 

Definici6n.- Decimos que  dos sistemas  lineales '(2.1) : 
o 

X = AX + bu Y z = A ' z  + b'v 

son F-equivalentes (F por feedback, retroalimentacidn) si y st110 si 

existen matrices, T n x n  , no singular, y Q i x n  , tales que : 

A' = T(A + bQ )T-: Y b' = Tb 

o sea, H = T ( A  + bQ IT-'= + Tb v = A ' z  + b'v 

Observaciones : 

1) Si T es la  transformacibn  representada  por  la  matriz T, 

entonces,  para z = Tx , tenemos : 

& = Ti = T(Ax + bu ) = T(Ax + b (Qx + V) ) 

= T(Ax + bQx ) + Tb V = T(A + bQ ) X  + Tb v 

= T(A + bQ  )T-*z + Tb v 

2 )  La F-equivalencia es de hecho  una  relacidn de equivalencia, 

í.e., es reflexiva, sim4trica y transitiva, como puede  verificarse 

con un  cilculo  directo. (cf. Brunovskyl81, pAg. 1 7 4 ) .  

I 

Asf, lo realizado  para  transformar  un  sistema  lineal 

controlable a la forma  can6nica de Brunovsky  equivale a decir que 

todo  sistema  lineal  controlable es F-equivalente  con  un  sistema  en 

la  forma  canbnica de Brunovsky, donde la  transformacidn  lineal T 

viene dada por T , ( x )  = <c. A x) = z. para i = 1 . 2 ,  . . . ,  n, y la 

matriz Q por Q = (pi9 . - .  'I P,). 

i-i 
t . '  
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Por  consiguiente,  tenemos así definido  un nrimero finito de 

clases de F-equivalencia para los sistemas  lineales  controlables 

con  una entrada, teniendo  un  sistema en la  forma  can6nica de 

Brunovsky como representante, para  cada  dimensihn n. 

(cf. Brunovskyl83,  teorema 2 ,  pAg. 176). 

Para el caso de sistemas  lineales  no  controlables, o sea, 

sistemas para  los cuales  el  rango de la matriz de controlabilidad M 

no es mAximo, se cuenta  con el trabajo  desarrollado por Liangl291, 

donde, se extiende el resultado de Brunovsky,  mismo que en la 

presente sdlo hemos  considerado  para  sistemas  con  una entrada. 

Este  hecho di6 pauta  para  estudiar  la  existencia de sistemas 

noo lineales para  los que se va a definir  una  clase de equivalencia, 

la cual, restringida a l o s  sistemas  lineales controlables, coinc.ide 

con  la aquí definida . Con esto cierto, tendríamos que los sistemas 

no  lineales  en  cuestidn  estarían  "linealizados", y, por ende, 

representables en una  forma canhica de Brunovsky. 

El papel  representado por  la matriz  constante M para  los 

sistemas lineales, tiene su contrapartida en los no lineales con 

una  matriz nxn, a la que tambien suele llamarse de controlabilidad. 

Aunque, de facto, para l o s  sistemas  no  lineales  la  controlabilidad 

no se db como condicidn  necesaria y suficiente  respecto a que el 

rango de esta  matriz sea n. (&lo proporciona  la suficiencia, y 

para  la  necesidad  hay que tomar mis consideraciones  (Hermesl221) ) .  



Sin embargo. bajo  hiphtesis  adicionales y que siempre el rango 

de la matriz sea maximo, es posible  realizar  un  procedimiento 

parecido  al  del  sistema  lineal anterior, reduciendo  (vla  una 

transformacihn  no  lineal y una  retroalimentaciAn)  un  sistema  no 

lineal a uno en forma  can6nica de Brunovsky,  localmente (Su[39]). 

Para el efecto, primero  tenemos  la  definicidn  siguiente [Ap 33: 

La derivada de Lie de un campo  vectorial  respecto de otro, es 

un  operador entre campos  vectoriales Cm, que viene dado por la 

igualdad: 

para f y g campos vectoriales de clase C" en E", donde 

son las matrices  jacobianas  nsn. 
6g y ax 

6f - 

De manera  inductiva.  podemos  definir  los  corchetes de Lie 

sucesivos: 

A s i ,  la matriz que nos  ataKe est& formada con los vectores 
2 g,(ad f,g), . . . ,  (ad f,g) a manera de columnas: n- i 
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Para el caso de sistemas lineales, el rango de esta  matriz 

coincide con el de la matriz de controlabilidad original, pues dado 

(2.1), y haciendo g(x) :=  b y f(x) : =  A x ,  tenemos en  efecto, 

(ad"-'f,g):= I f, (ad f, g ) ]  = (-1) A b.  
n - 2  n-i n-i 

Retornando  al  problema de "linealizacidn" y siguiendo el 

trabajo de Su [39], resulta que para que un  sistema no  lineal sea 

"linealizado"  alrededor de un  punto  critico x. para el sistema 

libre, (o sea, con u = O )  son condiciones  necesarias y suficientes 

que : 

a) el sistema no lineal sea de la forma 

& = f(x) + g(x)p(x,u), donde x E En, u(t)e  U(t) c E', 

donde, f , g  son campos  vectoriales  suaves en V c En abierto, con 

b) la matriz M, (2.31, sea de rango maxim0  en el punto x*,  y 

c) la distribucidn  generada por los  campos  vectoriales 
i 

g ,  (ad f , g ) ,  . . . , (adn-*f , g )  es involutiva en el punto xo. [ A p .  3 3 .  
m 



independientes y por c) existe una  variedad  integral  para este 

distribucibn involutiva, debido al  teorema de Frobenius ( [ A p .  3 3 ) .  

Por comodidad, consideramos en lo sucesivo s d l o  sistemas  no 

lineales, lineales en el control, de la  forma: 

donde f , g  son campos vectoriales de clase COD en V, donde V C= E” es 

un abierto, con O E int V ,  y f(0) = O .  

Sin Mrdida de generalidad se ha tomado  una  traslacibn  para 

que el origen sea punto  crf  tico. 

Sin embargo, por lo expuesto en la secci6n anterior, 82.1, 

estamos  mAs  interesados en que la linealizacibn sea semiglobal, en 

el sentido de cuales condiciones  han de satisfacer V. f y g 

que exista  una  transformacidn de clase Cm, T = (Ti, . . - ,Tn+i)  

abierto VxlE’c En+‘ en un  abierto de En+‘, tal que, 

1) T ( O )  = O 

2 1 T = ( T i ,  . . . , T n )  es funcidn s d l o  de xi, . . . ,xn (estados) 

lleva  a V c E” en el espacio E“ de y, ,  . . . ,y,, ( y i  = T i  ( x )  , 

i = 1, . . . ,n) , con una  matriz  Sacobiana D!f no-singular. 

3 )  T es una  funcibn de x .  u ,  la  cual  puede  despejarse como 

funcidn de  u, donde x e V. 

.5 

n+i 

para 

del 

N 

Y T  

para 

una 
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4 )  Y,, - 1 - ?Yn+* satisfacen : . 
Y, f Y, 

Obtenemos  un  sistema  lineal en la  forma  candnica de Brunovsky, 

si definimos el control v : =  T ( x . u )  

5 )  T es inyectivo en V. 
n + l  

* - ,  

En otras palabras,  nuestro inter& recae sobre las  condiciones 

suficientes  para  la  linealizacihn  semiglobal de un  sistema no 

lineal ( 2 . 4 ) .  Las  necesarias  para esto (aspecto  semiglobal) no las 

contemplaremos  enteste  trabajo. 

Para  llevar  a cabo esto, se necesitan  combinar l o s  resultados 

lctcales (Su [39]) con IQS teoremas  globales sobre la  funcidn 

inversa, a fin de garantizar  una  transformacidn  global de un  sistema 

Pasemos  entonces  a  construir  la  linealizacibn de un sistema no 

lineal de la  forma 12.4 ) .  

Primeramente  definimos  una  relacidn de equivalencia entre 

sistemas no lineales en general. 

D e f i n i c i b n .  Una  7-transformacidn T con dominio W es un 

difeomorfismo de una vecindad del origen en En+', que lleva el 

orfgen  en el origen. 
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En la teoría, W = VxU,  donde U c Eí y V es una  vecindad  del 

origen en En. el espacio de estados. 

Consideremos ahora, los dos sistemas  no  lineales : 

. 
S*: x = f(x,u) y 

S=: Y = g(y,v), 
4 

donde x,y E E", u,v E U c E', f , g  campos  vectoriales de clase C , y 

denotamos sus trayectorias  por p y y ,  respectivamente. 

a, 

Definici6n. Decimos que  el sistema S+ est4 T-relacionado con el 

sistema Sz SI y sblo si .existe  una  T-transformacidn T en W tal que 

para todo  estado x. E V y  cada  control  admisible u se satisface lo 

siguiente: 

En otras  palabras, para  toda  trayectoria de estado-control 

(x(t),u(t)) de S+, la transformacidn la lleva  en  la  correspondiente 

(y(t),v(t)) de S,.  

En terminos de la transformacibn'tenemos: 

y,:= T,(x,u), i = 112, . . .  ,n Y 

v : =  T ( x , u ) ,  
n++ 
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luego del sistema Sz, se debe satisfacer que, 

Y <Y(t), v ( t ) )  = !T1(t), . . . ,T rl (t), T r , + l ( t ) )  es una  trayectoria 

de estado-control  para Sz. 

Ahora bien, pidiendo que T1 , . . . ,  T s c S l o  sean transformaciones 
n 

de estados, tenemos lo siguiente : 

Denotemos con F la  transformacidn sobre l o s  estados, 
A 

es tal que y(t) = F(@(t,xo,u)) = Y~(t,yO,v) debe  ser solucidn d e l  

sistema S B .  
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3TL 6Tn de aqul que, - = au . . .  - - = - 
dU O ,  Pero  para que DT no sea singular, 

debemos  tener: dTn+ í 
i3U o. (2.7) 

De esta forma, cada  T-transformacidn  puede  verse como la 

combinacidn de un  cambio de coordenadas  del  espacio fase por 

(Ti,-..,T,) y un cambio de coordenadas en el espacio de control 

dado por  una  retroalimentacibn, v := T (x,u). 
n+í 

La  relacic5n definida  por T en el espacio de sistemas es una 

relacidn de equivalencia. 

Observaci6n.- Por la forma de definir la P-transformacidn, se esta 

exigiendo que los  campos  vectoriales f y g asociados a los  sistemas 

St y Sz sean conjugados; i.e., la T-transformacidn es tal que 

preserva el parAmetro t: 

TiC#t(xo.u)) = ~,cT~(x,,u(O)))  para todo x, e V y t E Et. 

para i = l. . . . ,  n. 
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es una extensihn, en  el sentido de que restringida a los  sistemas 

lineales controlables, se reduce a la F-equivalencia.  La 

implicacibn de que  si dos sistemas S ,  y Sz son F-equivalentes, 

entonces son T-equivalentes  resulta  obvia.  En  cuanto a la 

implicacibn  contraria  la  relegaremos a la  pAgina 69 .  

Consideremos el sistema no lineal, lineal en el control, ( 2 . 4 ) :  

x = f(x) + g(x)u, 

el  cual  suponemos est& en  la  T-relacibn de equivalencia que 

contiene a los sistemas  lineales  controlables,  la cual denotamos 

con T . Entonces, ( 2 . 4 )  est& T-relacionado con el sistema  lineal o 

en la  forma  candnica de Brunovsky, 

Caractericemos a T " ,  a fin de que quede bien definida. 

Primeramente, obtengamos sus condiciones  necesarias.  Para esto, 

aplicando  para este caso lo desarrollado en (2-613 tenemos: 

n 8T 

Pero de (2.71, resulta que se debe cumplir: 
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n aTi 
gi (x )  = o. j = 1,2, . . . ,  n-1, y 

i =i 

Lo cua1,en tdrminos de la  derivada de una  funcibn h. de clase 

, respecto  a  un campo vectorial  f , ~ , ( h )  (p) :=  dh(p)Cf (PI), 
para p e v c E". [Ap. 31, queda en la  forma  condensada: 

Lg(T,) (PI = o, i = 1,2 , . . . ,  n. 

Lf(TL) (PI - - Ti+%, i = 1.2,. . . ,n-1 , y 

Lf +gu (T,)(P) = Tn+i, con Lg(Tn)(p) * O .  

Ahora  bien,  usando la versi6n de la  fdrmula de Leibnitz que 

vincula  las  derivadas de Lie de funciones con las de campos 

vectoriales [Ap. 3 3 ,  tenemos  para las condiciones L (Ti) = O ,  i E 

l,Z,.-.,n-l y L9(T,) * O .  la  representacibn  siguiente en funcicSn 

sblamente de Ti. En vista de lo cual, del conocimiento de T, se 

determinaran l o s  demas Ti. i = 2,3, . . . , n-1, por medio de 

diferenciacidn de Lie.  En efecto, 

9 
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Y en general, de manera  recursiva: 

De donde extractamos las c.ondiciones siguientes: 

con 

Y 

(ad  f.g)Tí = O ,  k = O,l, . . . ,  n-1 

(adof,g) = g. 

(ad""f,g)Ti * o.  

k 
9 

(2.9) 

En otras palabras, si el sistema no lineal (2.4) se halla en 

T se tienen como condiciones  necesarias que se satisfaga ( 2 . 9 ) .  
O '  

Proposici6n 2.1.- Supongamos que el sistema ( 2 . 4 )  se halla en la 

clase de equivalencia -r0. Por construcci6n, realizada  para  deducir 

(2.9), supongamos que las funciones T1, . . . ,  Tn, dependen sdlo de  x, 
i3T. 6T 

a) Las funciones dTl...-,dTn,dTn+l son linealmente  independientes. 

b) La matriz de controlabilidad M = { g ,  (ad i f , g ) ,  . . . , (  ad n-% f,g)3 
es de rango mAximo. 
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c)  Las  condiciones ( 2 . 9 )  se satisfacen. 

Demostracich. - a) r+ c) 

Por  def inicicjn dTl, . - . , dTn, dT,+l son vectores  linealmente 

independientes (i.e.. la  matriz  jacobiana DT es no-singular). 

Entonces, como por construccihn  pedimos que las  funciones T I ,  . . . ,  T, 
sean independientes de  u, pero  no  as1 T,+l, la cual s í  depende de 

u, obtenemos lo sustentado  anteriormente, a saber, 

L Ti = O ,  para i = 1,2,. . . ,n-1 Y 
g 

A s f ,  siguiendo el procedimiento  realizado  para  deducir (2.91, 

la condicidn c )  se satisface. 

Probando por contradiccibn,  supongamos que estos  vectores  no 

son linealmente  independientes.  Entonces, para i con, O I i I n-1, 

as1 el vector (ad"-'f , g )  debe de ser combinacibn  lineal de I 3 9  

(ad'f , g )  . . . , (adn-=f, g )  , pues estos  vectores se determinan 

recursivamente;  pero entonces, 

63 



Probemos por reduccidn al absurdo. 

Supongamos que dTí, . . . ,  dTn. dTn+* son linealmente  dependientes 
aTi dTn+ i 

y por construccidn  queremos que = O ,  i = 1, . . . ,  n, y dU * o .  

Entonces,  la  matriz  jacobiana  asociada DT, 

* dTí 

DT = 

dT n + i  
* 

idTí 
h- 

O 

N 

dT O n 
aT 

n+* 6~ dT n+í 

¿3T 
i=l, . . . ,  n, luego, det(DT) = det(dT&,.. .,dTn) = O ,  de donde 

det(dTi, . . . ,dTn) = O .  Identifiquemos dT, con dT,. 

Is+ i 
n, 

aU 
9 N h- 

Por  otra parte, como suponemos que el sistema ( 2 . 4 )  est4  en 

r esti entonces en .r-relacidn con la forma  candnica de Brunovsky, 

y parafraseando lo expuesto en la teorla: 
o ’  

L f + g u  Ti - - Ti+% 9 para i = 1,2,-.- ,n 

de donde, 
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L T , = O  
g 

L, Ti = Ti+i 

para i = 1,2, . . .  ,n-1 

3T , 6Tn+ i porque - = O ,  para i = 1,2, . . . ,  n; y como Z O ,  entonces, au au 
L T = L ,  Tn + L T;u , f + g u  n con L Tn * O .  

g g 

Usando  la  versi6n de regla de Leibnitz, obtenemos 

(adif  ,g)Ti = O ,  para i = O , .  . . ,n-2 Y 

(ad”-*f,g)T1 + o.  

Aplicando  la  forma  iterativa de la  regla de Leibnitz a esto 

Oltimo, es facil  ver que: 

(adkf,g)T, = o ,  para k = O,I, . . . ,  n-i-1 Y 

(ad”-,f,g)T, Z o ,  para i = 1 ,  . . . ,  n-1 Y 

(adof,g)T n z o,  

Ahora bien, el hecho de que la matriz M sea de rango  mAximo en 

el  origen es equivalente a que l o s  vectores  g,(ad 1 f,g), . . . ,  

(ad”-‘f , g )  formen una base de T E” para p en una  vecindad V del 
P 

origen. 

A s f ,  de estas fdrmulas, tenemos : 

dT. L P  ((ad”“f,g)(p)) z o ,  Para i = I ,  . . . ,  n 
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Por lo tanto, expresando la  dualidad entre 1-formas y campos 

vectoriales  respecto a las bases dxi y d x j  (cf.,  e.g. Loomis[301, a 

- a , entonces, las 
pa&. 394) , haciendo <dxi ax 1, i=j 

j 

fbrmulas  anteriores  quedan : 

< dT , (adn"f,g)(p) > :=  ai(p) , i = 1, . . . ,  n, 
iP 

donde, ai : V c E" + Eí son funciones de clase C , y p E V. 
m 

De esta manera, tenemos, expresando con ( ) al dual de una 
* 

1-forma : 

a,(p) (dTíp) = (ad"-'f,g)(p) y <dTlp, (ad f , g ) ( p ) >  = o ,  
* k 

para k = O ,  . - .  , n-2. y donde a , ( p )  es una  funcidn Cob. 

*. 
(dTzp) es combinacibn  lineal de (ad"-'f,g)(p) y (ad"-'f,g)(p) 

localmente, y por lo tanto, 

continuando de esta manera, obtenemos, 

para i = l. . . . ,  n, 

donde, yk son funciones C . a, 

Pero entonces, la  dependencia  lineal de (dTí) , . . . , ( d ~ , )  
* * 

independientes, para p E V, contradiciendo lo sustentado por b).m 
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Por consiguiente, para un  sistema  no-lineal ( 2 . 4 )  en T la 

condici6n Bobre la matriz de controlabilidad M se interpreta  como 

las  condiciones (2.9). 

0 ,  

S i n  embargo, queda  un  punto  por  resolver  para  tener las 

condiciones  necesarias para que un  sistema ( 2 . 4 )  se halle en r 0 ,  el 

cual recae en  que exista  la  soluci6n de Ti del sistema ( 2 . 9 ) .  

Para que se satisfaga  para a.lE;aT\ Ti el sistema de ecuaciones 

parciales  lineales de ler.  orden : (ad f,g)Ti = O ,  en  una  vecindad 

del O ,  para k = O ,  . . . ,  n-2, (garantizando  la  existencia de T1), 

tenemos que resulta  equivalente a que la  distribuci6n  generada  por 

(g,(ad f,g), . . . ,  (ad f , g ) j  sea completamente  integrable. Esto es 

valido en virtud  del  teorema de Frobenius en terminos de 1-formas 

(cf. [ A P .  31). 

k 

i n-2 

Pero esto tíltimo, a su vez es equivalente a lo que sustenta el 

teorema de Frobenius en la primera versitSn del [Ap. 31 , el cual, 

adaptado a nuestros intereses, expresa: 

Teorema de Frobenius.- La distribucibn  generada con los  vectores 

4gs (adif , g )  , . . . , (ad"-*f ,g)) es completamente  integrable si y &lo 

si  es involutiva., 

De esta forma, tenemos que  si un  sistema  esta en T ~ ,  entonces, 

contamos con el teorema  siguiente  (condicidn  necesaria), que hace 

las  veces de resumen de todo lo planteado  hasta  ahora. 
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Teorema 2 . 1 . -  S i  u n  s is tema x = f ( x )  + g ( x ) u  est& e n  l a   c l a s e  d e  

equiva lenc ia  de T~~ entonces  

a )  E ,  (adif . g ) ,  . . . , lad f , g )  son l inea lmente  i n d e p e n d i e n t e s  e n  el 

o r i g e n .  

b)  La d i s t r i b u c i h n  generada por  { g ,  (adif , E ) ,  . . . , (adn-=f ,g ) )  es 

i n v o l u t i v a  e n  e l  origen.. 

n-i 

Las   condic iones   a )  y b )  de este teorema son tambien 

suficientes localmente  (Su [3,9]). En e f e c t o ,   e s t o  se sigue d e  

a p l i c a r  el teorema d e  l a  f u n c i b n  i n v e r s a ,  pues  DT es no s i n g u l a r  

( condic ibn  a ) )  y procediendo a d e r i v a r   l a s  demis componentes de l a  

transformacidti 1’ a p a r t i r  de l a s   r e l a c i o n e s  (2.8). apoyindonos  para 

e s t o  en l a   e x i s t e n c i a  d e  Ti. 

S i n  embargo,  debido a l   p r o p 5 s i t o  d e  q u e  nuestro  interes se 

c e n t r a  en condic iones   g lobales ,   abordamos,   por   tanto ,  las 

condic iones  suficientes desde l a  perspec t iva  de obtener  una 

t rans formaci6n   g loba l .  

Ahora b i e n ,  a n t e s  d e  proceder con l a s   c o n d i c i o n e s  globales, 

veamos~como se a p l i c a  la t ransformaci6n a un s i s t e m a   l i n e a l ,  para 

v e r i f i c a r  q u e  se r e d u c e  a la   t ranformacidn  dada a l   p r i n c i p i o  de 

esta secci6n. ’ 

En efecto ,   consideremos un s i s tema ( 2 . 1 1 ,  para el cual la 

m a t r i z   d e   c o n t r o l a b i l i d a d  M es de rango maxima. Entonces ,  
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suponiendo la existencia de una funcíc5n  h(x) = c x , con c E E" no 

nulo,  que satisface  las  condiciones ( 2 . 9 ) .  &stas  nos  proporcionan 

precisamente la transformaci6n  propuesta : 

T 

De hecho, como g, (adif, g )  , . . . , (adn-'f, g )  son linealmente 

independientes, de estas  relaciones se sigue que la funcidn h ( x )  

existe, aunque  no es única. 

Ahora bien, proponiendo Ti(x) = h(x) , tenemos que : 

T=(x) = LfTi(x) = dT,(x)  (f(x)) = c T AX 

Así, haciendo zi= Ti(x) , obtenemos las ecuaciones : 

T i  = C A X  'i i = 1 ,  . . .  , n-1 Y 

T n+ í (X) = Lf+gu(T,)(~) = dTn(x)(f+gu)(x) 

T n-i 
= C A (Ax+bu) = c A X + c A bu T n  T n-i 

De  donde, si elegimos h(x) de forma  tal que cTAn-' b = 1, 

tenemos, por lo tanto, 

. 
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con, z = T(x) . 

Suponiendo  ahora que la  ley de control de retroalimentacibn 

siguiente se elige : u = -oc(z) + v ; la cual existe y est& bien 

definida en todo [En, el sistema se convierte en uno  en  la F.C. B. : 

=í 2 

A s i ,  hemos  verificado que  si un  sistema  lineal  controlable 

esti en la clase T*, el  sistema es F-equivalente. 

Pasemos  a  considerar el problema de hallar  una  transformacibn 

global T ,  estudiando para esto  las  soluciones  del  sistema de 

ecuaciones  diferenciales  parciales (2.9). Desde la  perspectiva 

local, estas  soluciones  existen , como consecuencia  del  teorema de 

Frobenius (Su 1391). A s i ,  garantizadas  las  condiciones de 

existencia, siempre es posible  construir  una  solucidn de este 

sistema de ecuaciones  diferenciales  parciales,  "componiendo" la 

solucidn de dTi(x) ((ad f,g)(x)) Z O con las  soluciones de las n -  i 
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n-1  ecuaciones  diferenciales  ordinarias : 

. 
x = (ad f,g) k k = 0,1, . . .  , n-1 . 

Bstas dltimas obtenidas  mediante el metodo de caracterlsticas (cf. 

Arnold 123, pAg. 591. 

m f i d c i d n . -  Una ecuacidn  diferencial  parcial de la forma : 

Lxh(x) = O O dh(x) X ( X )  O 

con x E En, X un campo vectorial en E" y h una funcidn, se denomina 

ecuacidn  lineal  homog4nea de primer  grado. 

Este  metodo  consiste  en lo siguiente : 

Intuitivamente, la  tecnica  esta  motivada  por  el  hecho de  que 

la  diferencial de una  funcidn h : E2 + E', viene a ser el 

gradiente, y como tal, tiene la propiedad de ser normal a las 

curvas de nivel S de la funcibn, í.e., normal a todo  vector 

tangente en cualquier  punto de las  curvas de nivel S. A s l ,  para vx, 

vector  tangente en x a una  curva de nivel de la funcidn h, tenemos 

dh (vx) = O .  De aquí , si l o s  vectores  vx  estAn  definidos  por  un 

campo vectorial X ( x ) ,  resulta que determinar  estas  curvas de nivel 

equivale a hallar  las  soluciones de la ecuacidn  diferencial 

ordinaria : x = X ( x )  , a la que se le da el nombre de ecuacidn 

característica . 

X 

. 

Por lo tanto, una  funcidn h : [E2 + E* es una  solucidn de la 

ecuacicjn diferencial  parcial dh(x) X ( x )  = O si y s6lo si es una 
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integral  primera de la ecuacidn  caracterlstica, i.e.,  si y sdlo si 

es una  funci6n  constante sobre cada  soluci6n &(t) de la  ecuacibn 

característica. En  vista de  esto, las  superficies de nivel de h 

estan  dadas por : 

S = { x  E E*/ h(x) = c, para  toda x = &(t)) 
C 

Ahora bien, para  resolver el sistema : 

para i = 1, . . .  n-1, donde x E En, Xi (x) son campos  vectoriales 

linealmente  independientes y h una  funcidn,  tenemos que, 

extrapolando lo anterior, dh(x) es normal  a los hiperplanos 

tangentes  a  los  conjuntos de nivel S de h, donde X%(x), . . .  ,Xn-%(x) 
generan  a los  espacios  vectoriales que identificamos con estos 

hiperplanos  tangentes.  En otras palabras, d h ( x )  tiene como kernel 

la  distribucibn D(x) generada  por  los  campos  vectoriales X $ ( x ) ,  . . . ,  
X (x), para  toda x en cada  conjunto de nivel S de h. 
n- fi 

Asi , para  determinar  la  funcidn h como solucidn  del sistema, 

debemos de realizar la composici6n de las  soluciones de las 

ecuaciones  características k = xi (x) , 
con i = 1 ,  ..., n-l. 

t B 

Denotemos  con +Ti (x) la solucidn 
i 

de la ecuacidn  característica, con la 

condici6n  inicial #zi ( x o )  = xo, xoe S. Y I 
Entonces? la composicidn, que nos d f igura  2.1 
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dar&  la solucidn  del sistema, viene  en los terminos  siguientes : 

Para  resolver la ecuacidn dh(x) Xi(x) = O ,  se introduce el 

parametro ti y se determina la soluci6n de la ecuaci6n - = dx 
dti 

X,(X) t 

con  condicibn  inicial x(O) = +:*(xo = xo, en conjuncidn con la 

= O, pues h debe ser  constante sobre la  curva #:*(x), ah 
1 

respecto al cambio en el  tiempo ti. 

A continuacidn, resolvemos la ecuacidn dh(x)  X2(x) = O ,  lo 

cual  equivale a resolver el sistema : 

con  condicibn  inicial  x(tí ,O) = (Po' 0 #:i(xo) = #:i(x,). X 

i i 

Considerando la ecuacibn dh(x) X3(x) = O ,  resolverla se reduce 

a hallar  la  solucibn  del  sistema : 

con condicidn  inicial : 

Repitiendo este proceso  en orden, introducimos así todos l o s  

parametros tl,tz, _ _ .  ,tn-&, y terminamos con la  ecuacitjn  parcial 

dh(x)  Xn ( x )  = O ,  la cual equivale a : 
- i  

ah 
at x dx = x ( x )  n- i Y " = o  

n -  i n- i 
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con la condicidn  inicial : 

Hemos  obtenido asi una  parametrizacibn  del  conjunto de nivel S 

de la funcidn h(x), conjunto que sera  una  variedad de dimensidn  n-1 

en E”, si la  distribucibn  generada  por l o s  campos  vectoriales 

X í ( x ) ,  . . .  ,X (x) es involutiva. n- 1 

El objetivo de todo esto, es construir  una  transformacibn 

auxiliar a fin de probar  la  existencia de una  transformacibn T de 

indole global. 

Procediendo con el sistema (2.9). tenemos que determinar una 

soluci6n Ti  de clase Cm que satisface : 

k = O ,  1, . . . ,  n-2 

‘Para  esto  aplicamos el metodo  recien  desarrollado, con la 

salvedad de que primero  resolvemos  la ecuacicjn caracteristica : 

= (adn-if , g )  , para  toda tie IEi ( la cual  corresponde a la 

ecuaci6n  lineal  no  homogbnea dTi(x) (ad f,g) (x) = O ) ,  con la 

condicidn  inicial x ( 0 )  = O , para  hallar  la  curva integral d e l  

campo  vectorial  (ad f,g) que pasa  por el  origen del espacio de 

dti 
n- í 

n- i 
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estados x .  

De esta forma, identificando los campos vectoriales (ad f , g )  

con xi, i = 1, . . . , n, construimos  una  transformacidn de En en E", 

(ti,tz,--.,t n ) I+ (X1(t) , . . . ,  x n (E)), con E = (ti, . . . ,  tn) , dada por 

n- i 

n- 1 
F(ti,. . . ,t n ) = @: o . . . o ,;ad f , g ,  ( O ) .  Y que ademis, tiene  la 

n í 

propiedad de llevar  el  origen en el origen. 

Ahora  bien,  puede  verificarse que existe tal F, proponiendo 

para este efecto Ti = ti. (Hunt et al. [23]). 

Ademis de  esto, se puede  verificar lo siguiente : 

tadn-'f . g ,  
i) Para ti fijo, F(ti,-.-,tn) = @; 0 * . .  0 9, define una 

n í 

variedad  integral de la distribucidn  involutiva generada  por l o s  

campos vectoriales { g ,  (adif .g) , . .  - ,  (ad f , g ) }  {usando  aqul  la n-2 

propiedad de involutividad). De donde T1 = t1 es en realidad  una 

soluci6n de las ecuaciones (2.9). 

ii  La ecuacidn dTi (x) ( (adn-'f, g )  (x) 1 # O ,  puede  resolverse 

debido  a  la  involutividad del conjunto {g,(adíf,g),...,(adn-2f,g)) 

y a que la  matriz de controlabilidad  tiene  rango  mbximo. 

iii)  Usando  la fc5rmula de Leibnitz  repetidamente se obtiene que : 

dT. ( x )  ((adkf,g)(x)) = O para J. = 0,l . . .  , n-1 
dT. ( x )  ((ad"-Jf , g )  (x)) Z O Y k = 0,l . . .  , n-j+l 

J 

J 
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la  matriz  jacobiana de la transformaci6n (Ti ,Tz,. . . ,T ) =  

(Ti(t),T2(t), . . . ,  T (t)) es triangular  inferior. MAS aún, - * O ,  

n 
6T 

n at 

esto es, la  diagonal  nunca es cero. (cf. Hunt et. al,[23]). 

Para este caso la matriz  jacobiana de F es : 

y es llamada  matriz  no-característica.  (TBrmino  tomado de la  teoría 

de l a s  ecuaciones  diferenciales  parciales , cf. John 1193). 

Esta matriz  evaluada  en el origen  tiene por columnas 

precisamente a l o s  vectores (ad f,g), . . .  , (adif ,E), g ,  (todos 

evaluados en O ) :  luego, como estos vectores son linealmente 

independientes, se sigue que la  matriz es no-singular, y por ende, 

la  transformacidm E I+ x(F) es un  difeomorfismo  local en una 

vecindad W del origen en En. 

n- 1 

Ahora bien, para  obtener que esta  transformacidn sea un 

difeomorfismo  global en un  conjunto V c E", contamos con el 

resultado  siguiente  (Kou et al C273) : 
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Teorema.- (Criterio de la  razbn)  Supongamos que existe una 

transformacidn diferenciable, H: En+ En, con matriz  jacobiana 

J(x). Si existe una  constante E > O tal que los valores  absolutos 

de los menores  principales A l , A 2 ,  . . . ,  A de J(x) satisfacen La 

condici65n de La razc5n : 

n 

A 
p í l  2 E I 2 E , para  toda x e V,. entonces H 

es inyectiva en todo V., 

Con este criterio en mente establecernos un  resultado de 

indole global. 

Teorema 2.2.- Supbngase que la  matriz de controlabilidad del 

sistema ( 2 . 4 )  es no  singular en En, que {g, (ad‘f,g), . . . , (ad”-’f,g)) 
genera  una  distribucidn  involutiva y que la  matriz  no 

característica satisface el criterio de la razdn, entonces 

existe una  transformacidn de clase Cm , T = (Tí  ,T2, . . . , T , T ) que 

satisface : 

n n+í 

1) T(0) = O .  

2 )  Tí = Tl(x) ,T2 = T2(x),...,T = T ( x )  ,Tn+*= T (x,u) , donde n n n+ 1 

( x , u )  E En+í = E”XE . i 

3 )  T = T (x,u) puede  despejarse como funci6n de u. 

4 )  T lleva el sistema ( 2 . 4 )  en uno en la forma de Brunovsky. 

5 )  La  transformacibn ( T í , T 2 ,  . . . ,  Tn) : (E”. E” es uno a uno, al 

n+ i n+ i 
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igual que T ; E"+'- [E"+'. 

transformaciones  t H x = x ( t )  y x H t = t ( x )  son 1-1 en E". 

Considerando la solucibn  TI = tíen las  ecuaciones 

diferenciales (2.9), tenemos TI = t , ( x ) ,  y se construyen 

T P , .  . . ,T T por diferenciacihn de Lie : 
n' n + i  

T2 = L, T i ,  T = L, T i ,  . . . , T = L;-'TI , T 2 - 
n n+ í L f + u g  T .  n 

Luego, T2 = T 2 ( x ) ,  . . . ,  T = T (x) y Tn+,= T (x,u). 
n n n+ S 

Por otra parte, consideremos el diagrama : 

donde, T = T (t) , determinados de las  ecuaciones ( 2 . 9 )  (Hunt et 

a1.1231) son tales que satisfacen - 
= O ,  si k > j y "tj # o ,  

i.e., la  matriz es triangular  inferior.  Esto es, 

3T aT 

Ti  = Tl(ti) = ti ,Tz = T2(tl,t2), . . . ,  T = Tn(ta,tZ, . . . ,  tn) . 
n 
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Ahora bien, por el teorema del valor  medio  medio  para 

derivadas  parciales (en cada  direccibn t,) implica que la funci6n 

(Tí,T2, . . . ,  T ) : En+ LEn es uno  a  uno. De donde el diagrama  conmuta 

uno  a  uno en todas  direcciones. 
n 

Como Ties  de clase Coo, así como los  cambios de coordenadas, 

entonces ,Tz , . . . , T son de clase C y  pues se obtienen por 

diferenciacibn de Lie sobre  el campo  vectorial de clase Cm , f (x). 

Esto implica que  (Tí.TZ, . . . ,  T = (T,(x),T=(x), . . . ,  Tn(x)) es de 

clase Cm (es un  difeomorfismo  global de clase Cm ) .  

n 

n 

A continuacibn se construye la funcidn  T : En+'+ En+'. dada. 

por T(x,u) = ( Tí(x),  T2(x) , . . . ,  T,(x), T (x,u) 1, donde 
n+ í 

~l cual  tiene por matriz  jacobiana : 

aTn+ 2 con - n-í 
aU = ( - 1 )  L~ (L;-'T& (X) # O ;  lo que nos  asegura que la 

transformacibn T : E ~ + ' +  (E"+' es uno  a uno. 

De esta manera, todos los incisos 1 )  - 5) son inmediatos. I 
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Corolario 2. l. - Sea U un subconjunto  abierto de En, el cual 

contiene  al origen, y f y g campos  vectoriales de clase Cm en U. 

Supongamos que la matriz de controlabilidad  del  sistema ( 2 . 4 )  es no 

singular en U, que la  distribucibn  generada Por 

Cg, (ad f,g), . . . , (ad"-=f,g)) es involutiva en U, y que la matriz  no 

caracteristica  satisface el criterio de la razdn E". Entonces 

existe una  trasformacibn de clase Cm , T = (Ti,T2,. . . ,Tn,Tn+* 1 que 

satisface : 

i 

1) T(O) = O .  

2) Ti = TiIx) ,TZ ,= T2(x) , . . . ,  T = T (x) ,Tn+i= T (x,u) , donde 

(x,u) E u x E . 

3 )  T = T (x,u) puede  despejarse como funcibn de u. 

4 )  T lleva el sistema ( 2 . 4 )  en uno en la  forma de Brunovsky. 

5) La transformacidn (T*,T=, . . . ,  T 1 : U E" es uno a uno, al 

igual que T ; U x En * En+*. (cf. Hunt et al. [23])., 

n n n+ i 
1 

n+ I n+ i 

n 

Ejemplos Consideremos el sistema  no  lineal 

Aqui Df = 
O cos x* 1 Y D g =  
O O O "1 
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el conjunto v = 4 ( x i ,  x2) E I -2 x2 < 1. Ademk, g es 

involutivo de manera trivial en todo [E2. 

Tl 77 

Y 

En lo que respecta  a  las  condiciones (2.91, Qstas se traducen 

en resolver  la  ecuacidn  diferencial  parcial : 

Determinemos TZ Y T3 por diferenciacihn de Lie : 

Y 

= (cos x p .  

Verifiquemos a c.ontinuacibn, que esta ~-transformaci6n es de 

indole  global en V : 



el  cual  tiene por solucidn xí(s) = - S ,  X2(S) = o ,  "componiendo" 

esta  solucidn con la del  sistema : 

con condicibn  inicial 

Xi(S,0) = x,(s) = -6 

X z ( S , O )  = xz(s) = o ., 

obtenemos , 

A s í ,  la  matriz  no-caracterlstica,  esta  dada por : 

r(Xí,X2) = 
0 7  

1 1 '  
Por consiguiente, las  condiciones de la raz6n se satisfacen 

con E = 1 : 

1 - 1 1  
1 1 ) O . Para  toda 

Por lo tanto , la  transformacidn T( xs,x2,u ) dada por 

~(x~.x,,u) = <xi,  senx,,(cosx,)u> es 1-1 en  el conjunto v X E' y 

( T i ( x i ) ,  T2(x2)) = (xí, senx,) es un  difeomorfismo  global en V, 

debido al criterio de la razdn. I 
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5 2.3. E!XIMACION DEL CONJUNTO ALCANZABLE DE SISTEMAS LINEALMENTE 

EQUIVALENTES. 

El aspecto  remarcable de l o s  sistemas en I ~ ,  "linealizables", 

con respecto a la estimacih del  conjunto alcanzable, radica en la 

propiedad de que la  multifuncidn G(x) (definida en la 5 2.1) se 

transforma en otra  multifuncidn G ( y ) ,  la cual, para  un  abierto V 
A 

En efecto, la  T-transformacic5n T de un sistema  linealizable, 

posee  la  caracterlstica de, por su construccidn, separar el cambio 

de coordenadas en  el espacio de estados del cambio en el control, 

i.e., consiste de un  cambio de coordenadas, por un lado, y una 
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Como  corolario de la teoria.  podemos  contar con el  resultado 

siguiente, de caracter  local. 

Proposicidn 3. l. - Si un  sistema  no  lineal es semiglobalmente 

linealizable en un  conjunto  abierto V E En que contiene al O ,  

entonces  existen  multifunciones  compactas V - (t) y V+(t) de imigenes 

(conjuntos  compactos) con interior  no vacío, las  cuales  estiman 

localmente (i.e., hasta  un t = T -mAx)  al  conjunto  alcanzable X(t) 

y son iguales a T ~ E  - (t)) y T - ' ( E + ( ~ ) ) ,  respectivamente. 

x 

Demostracidn.- Por hipdtesis,  tenemos  que: 

en C"(V x I), con I c E' Y V(O,O) = O , y como, 

- - z O , entonces  podemos  despejar u, y 

obtenemos : 
v - L,Tn 

u = u(x,v) = L T  . 
g n  

la  cual es una  funcidn de clase Coo , porque  todas las funciones 

involucradas lo son. 

A s í ,  en  particular, u = u(x,v) es continua en (0.0); por lo 

tanto, para  cualquier Io< I ,  con O 6 Io, existe Uo, vecindad del 

( 0 , O )  tal que si (X,V)E U entonces u E I*. o '  

En  otras  palabras  dada K o > O  existe 6 > 0  tal que  si ~ ~ ( x , v ) ~ ~  < 6 ,  

entonces lu(x,v)) < K O .  
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Fijemos  ahora una Uo, y  consideremos  un  compacto V tal que 

V o c  Uo, cuyo interior sea una  vecindad de ( O , O ) ,  y  denotemos con Do 

su proyeccibn en  el espacio de estados X ,  y con Co su proyeccibn en 

el de control. 

O 

Ahora bien, bajo  la  T-tranSfOrmaCi6n T, T(Do) (respectivamente 

T (Co)) es un compacto con OET(int V,) (Oe T(int C,)) en  el espacio 

de estados y = T(x) (de control). 

Entonces, el sistema no  lineal  una vez transformado se puede 

considerar como un  sistema  lineal en la  forma  canbnica de Brunovsky 

dentro de T(Do), con el control  v en el compacto T(Co). Y asi,. 

existen  unos  conjuntos  compactos  y  convexos G, en E', tales que, - 

Por  consiguiente,  admite  las  estimaciones  elipsoidales 

proporcionadas  por  la  teoria de la seccirjn 5 1.3, E - (t) y E+(t), 

que acotan  al  conjunto  alcanzable del sistema (en coordenadas y) 

Y(t),  hasta un  tiempo  t = T para el cual los elipsoides todavfa 
* 

permanecen en T(Do). Asi, E - (t) c Y(t) c E+(t) c T(Do). 

De donde como la P-transformacidn T es un  difeomorfismo, 

existe su inversa, T-': T(D,) D~ tal que 

T-'(E - (t)) c= T-'(Y(t)) c T-'(E+(t)) c Do c V , y por definicih 

de la ~-transformaci6n, T-'(Y(t)) = X(t). m 
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Ejemplo.- consideremos el  s is tema no l i n e a l  e n  cE2 : 

con V = i (x , x2 / -n/2 ; x 2  .: ) , un c o n j u n t o   a b i e r t o  

conteniendo a l   o r i g e n  en [ E ~ .  

I 

Anteriormente (en l a  seccidn 5 2.2) ver i f i camos  q u e  e x i s t e  una 

T = (Ti, Tz, T d e f i n i d a  por: 
3, ' 

f 
Y ,  = Ti ( x i )  = X, 

Y a s í ,  e l  s is tema q u e d a ,  bajcl l a   T - t r a n s f o r m a c i 6 n ,  e n  la 

forma candnica d e  Brunovsky, 

. 
Y, = Y* . 
Y, = v (= (c.os x 2 '  ju} 

Aquf , como I u I = I v/ cos x2 I 5 2 ,  e n t o n c e s ,   l o s   c a n d i d a t o s  

para v vienen  dados  por l a   r e s t i c c : i ó n  I v 1 I 2 } cos x2 I . D e  

donde,   e l ig iendo.  e . 8 .  , I3 = < ( x ,  , x 2  1 E E ,' -n/4 x 2  < n/4 > ~ 

tendremos v E [-*,e 3 ; pues, e n  e f e c t o ,  como 

- - 
2 

0 

- 
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Analogamente, u G(x) = u G(x) = [-2,21 = G+ , por lo que 
x ED x E V  

O 

v+ e E-2.23 , I v+ I 5 2 . Hagamos ri : = fi y r2 : = 2 .  

G+7 G- 
I 

r 

-2 4 
I .  

o G 2  
Figura 3.1 

Por otra  parte, de la  seccicjn 91.3, los  elipsoides que acotan 

al  conjunto  alcanzable 

Brunovsky , esthn  dados 

E - (t,Q) = { y  e E2 

de un  sistema  lineal en forma  canc5nica de 

por : 

/ 3yi - 2ty1y2 + t /2 y, 5 ri 
2 2 2 2 t4 / 18 3 

Y asi, bajo  la  T-transformacibn.  tenemos : 

T-'(E (t,Q)) = {xd2 / 3x - 2txlsenxz + t /2 sen x,< 2 t / 18 1 2 2 2 4 

1 

T-'(E+(t.Q)> = {xd2 / 15/8 xi - S / 2  t xIsenx2 + t sen xzs 8/9 t 3 2 2 2 4 

Por lo tanto, podemos  contar con la  estimacidn  maximal 

iguiente del conjunto  alcanzable  restringida al dominio Do, 

expresada en la  figura 3.2, en  donde, B es el conjunto  alcanzable  y 

A y C son las  estimaciones  interna y externa, respectivamente, para 

el tiempo  t = T -&x. = 0.33 . * 

. 
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Figura 3.2 

Aunque el resultado  obtenido es pobre  (local), el conocimiento 

de la interrelacidn entre los  conjuntos D. de la  forma : 

D = { ( x i  , X 2 )  E [E” / -n/2 < -x2 I x2  - x2 < n/2 , xi  
- - < E E” ). 

y las  restricciones G sobre el control v , en concordancia con el 

dominio V de la I-transformacidn T. permite  realizar  estimaciones 

internas  del  conjunto  alcanzable  para  todo  el tiempo, semejantes a 

- - 

las  realizadas para el ejemplo  lineal dado al  final de la 5 2.1. 

Las  cuales  proporcionamos a continuacidn, para  diferentes 

interrelaciones entre l o s  conjuntos D y G , figuras 3.3 a 3.6. - 

. 
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c """"""""" """"""""". "".".."" f 
figura 3.4 





A s i ,  nuestro  objetivo  inmediato es determinar  la  uni6n de 

todas  estas  estimaciones  inferiores,  generadas  al  ir  variando  las 

cotas sobre el control v, G , en correspondencia con l o s  conjuntos - 
D apreciables en la figura  siguiente a una  misma  escala. "."".".",... "- 

ti 7 - 1 
E 

Para  determinar  la  unidn de todas  estas  estimaciones, de la 

exPres#idn  Para T-& (E- (t , Q )  1, hallamos el lugar  geombtrico de todos 

l o s  puntos de cada  una de estas estimaciones donde x2 alcanza sus 

valores  mAximo y minim0 ( l o s  que  en la  figura 3 . 7  semejan 

"ccÍspides" , confirmando que la transformacidn T perder&  la 

propiedad de ser un  difeomorfismo al llegar a puntos en las rectas 

x = -+ n/?) . 2 

89 



En efecto, de T-' (E - ) , tenemos, para  cada estimacidn, que el 

tiempo t al que se alcanza un extremo xz = x z ,  respecto al conjunto 

D = < ( x i  ,xp ) E En ,' -x S x2 - X= , xi E ai 1 esta  dado  por : 

t = 3Si /sen iiz , luego, sustituyendo esto en la  expresibn de 

T-' (E ) , y con r i  = 2cos x 2 ,  obtenemos : 

- 

- < 
2 

- 
I - 

De donde, 

2 -  
-2 2 -  4 -  - + sen x2 

1/12 = xí cos x2 / sen x2 , o sea : xí = - 
2fi cos x2 

Ahora bien, de .las grAficas  tambien se observa que la 

estimacidn  interna  del  conjunto  alcanzable  llevada a los límites : 

r i d  O ,  x z r  n/2 y t __* m , 

se convierte en una  banda  horizontal.  Para  determinarla,  hallemos 

SU corte con  el eje x2 (x í  = O )  ; asi , de la expresibn para T-' (E- ) , 

tenemos : 

t2/2 sen'G2= rí 2 t4 / 18 o bien , sen x== t2 / 9 2- 

Sustituyendo l o s  valores de rí = 2 cos x2, de t = 3xí/sen kz, 

Y de k: = sen'%=/( 12  COS^%^ ) , obtenemos : 
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= 4 c0S2x2 Sen4k2/ (12 cos2xz sen x 2 )  = 1/3 sen x2 
2 -  2 -  

Por 10 tanto, 

x2 
= 5 sen -i (1/3 sen2k2 - k sen - ' (  1 / 6 1  2 f 0.6154797 x __* n / 2  

2 

Por  consiguiente,  la  regi6n en cuestihn  viene  dada  mediante la 

figura  siguiente : 

I 
/ 

f i g u r a  3.8 

Regidn  determinada por la  unidn de todas  las  estimaciones 

internas. 
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Consideremos ahora el sistema no lineal : 

= f(x) + g(x)u , con IuI 5 k , O < k ( a, . 

Proposici6n 3.2. - Supongamos que este sistema es globalmente 

transformable a un  sistema lineal, de forma  tal que para : 

Dernostraci6n.- De la proposicidn de carlccter local, 

lo cual es equivalente  a IvI 5 E k-kit para  toda x e En. 

Por lo tanto, eligiendo k de manera  tal que E k-kt = kS > O ,  

tomamos : 
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y, por consiguiente. el sistema  lineal en forma  canbnica de 

Brunovsky con v - E G - satisface que su conjunto  subalcanzable lo es 

tambien del sistema no lineal  bajo  la  transformacibn. 

De manera  similar.  tenemos G+ = u G ( X )  

[Ei, y tomando V+E G+ , el resultado se sigue. 
x € E n  

m 

Ejemplo : 

Consideremos el sistema  siguiente en Et : 

, que es compacto en 

Para este sistema  tenemos que l o s  campos vectoriales g y [ f , g ]  

cuando se evaluan en O son base de TOE2 . En efecto, 

-1 
de donde, [f,g] = 
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Y así, g y [f,gJ son linealmente  independientes en todo punto 

de IE2 , dim gen t 2 , para  todo  (xi ,x2 1 E 2 . 

Por otra parte, g es trivialmente  involutivo. 

A s l ,  tenemos que existe una r-transformacidn, la cual 

determinamos  resolviendo  la E.D.P. siguiente : 

por lo  que Ti (x) es funcidn solo de xi, y as1 , Ti (xi ) = xi, 

digamos. 

Pero aquí, resulta que se satisfacen las hip6tesis de la 

proposicidn anterior, pues, en efecto, 
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Lf(T2(x)) = 2xsln(xi  +l)/(xi  +1) , esti acotada por las rectas 2 2 

y = k 1.381832. 

La grafica de la funci6n h ( x s )  = 2xsln(xi +l)/(x, +l) es : 
2 2 

-2! 
-1- 

- 0  -5 -&13Yb n 2.9343 f rb -1- 

f i g u r a  3.9 

Y, por otra  parte, la funcidn L (T2(x) 1 satisface  las 
g 

condiciones de acotacidn  trivialmente, por ser constante. 

Por  otra  parte, 

(0) = x,(O) = O, se obtiene  que xi(s) = - B Y  

. 



componiendo  con las  soluciones  de: 

dxi [ 21 = g = [ y ] , con  condiciones  iniciales, Xí ( S ,  O )  = xí ( 8 )  , 

llegamos a que xics, tí) = - S y x,Cs ,  tí) = - Ids +I) + t. 

X2(S,O) = x2(s) 

2 

De aquí, la matriz  no-caracteristica, r, es: 

para toda  <xL, x2) E . 2 

Por lo tanto,  el  difeomorfismo T: E' + lE2 es global. 
9 

A s í ,  el sistema  original : 

. 
ln(xq + 1) + x2 

- 
x: +1 

S 
V 

lo podemos  expresar  como : 
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En este caso tenemos  que ¿%xi, x2> es tal  que U E(x) no es 

acotada y n e ( x )  = o. Por lo que no se puede  aplicar 

directamente lo planteado en la secci6n 5 2.1. 

xdE2 

XdE2 

Sin  embargo,  como  el  sistema es linealizable de manera 

global,  tenemos: 

T2Cxí ,x2) = lncx, 2 + 1) + x2 

2x1 1ncx: + 1) 
T J X I ,  x2 , u> = 

x* + 1 
+ u =: v 

í 

2x1ln<x;+l) 
de forma que IuI = I Iv I + 1.3819 I 3 , si v - - 

x i  

2 - 
+ 1  

Iv I I 1.6181 . 
Y, por otra parte, para v+, tenemos: Iv+l 5 4 . 3 8 1 9 .  

I 
c 

1 "I I I I- 
- 4 . 3 8 1 9  1 O 1 4 . 3 8 1 9  

f i g u r a  3.10 
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Asl, podemos  contar con las  aproximaciones A y C siguientes 

del  conjunto  alcanzable  del  sistema para el tiempo  t = 0.43 

comparhndolas con el  conjunto  alcanzable  B  obtenido por  medio de 

controles extremales, figura 3.11. 

f i g u r a  3.11 
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Ejemplo t Aplicaclh a un reactor C.S. T. R. CContinuous S t i r r e d  Tank 

Reactor) . 

Un modelo para el reactor (C.S.T.R.) viene  dado por el  sistema 

de control  no  lineal,  con una entrada Ü (Alvarez et a1.[1]) : 

2 5 "  
io - . 

xz = 700 - 2xz + 200 xi e 2 + u  
% - 

D 

, con Iü1 5 SO, 

donde, xi: = concentracidn, x=: = temperatura y, donde,  con fines 

de simplificar l o s  c&lculos,  hemos  introducido  los  valores de las 

constantes fl sicas. 

Este  sistema posee 3 puntos  crlticos para Ü = O: dos  estables 

(0.963, 353.6) y (0.0885, 4 4 1 . 1 ) ,  y uno  inestable ( . 5 , 4 0 0 ) .  

Ahora  bien, como  el interes  recae en "controlar" mas que 

determinar la "alcanzabilidad" , en lugar de (i) tomaremos el 

silstema con  tiempo  invertido: 

(ii) ' i o  4 

25" 

con  u = - u, - 



Por  razones de interes  prActico, nos abocamos a estudiar el 

conjunto controlable respecto al  punto  critico inestable (0.5,400). 

Verificando las hiwtesis para  garantizar  una  linealizacibn 

global de (ii) resultan, salvo cambios de signo, validas e 

implicadas por lo desarrollado para (i) en [l] en  el dominio 

D = (0,l) x ( 0 , ~ ) .  

? 

A s i ,  la  transformacibn  viene  dada por: 

- 0  aTí 6Tl 1+-• o = o .  
axí ax2 

de donde, podemos  tomar Tí(xí) = xí - o .  5 .  

Por derivacidn de  Lie, tenemos: 

25" 
=. xí + e " 2 3  - 1  

Y 
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io 4 

25" 

4 

25- -  
io 

í o  
4 4 

25" 25" 
io ] [xi(. + e 

1 0  
4 

25" 
10 

4 
2 5 - 7  ] + [ O  4 xie 

k x z  - 700 - 200 xi e 2 ] u. 

Las  cuales  son  tales  que,  haciendo Y, = Ti(xi) Y Y, = 

Tz( xi ,  x=) , obtenemos : 

b 

Y, = Y, 

Y ,  = v 

Ahora  bien,  nuestro  objetivo es caracterizar  una  regidn V, 

donde  el  control v pueda tomar  valores  independientemente de 10s 

estados (x , ,~ , )  E V ,  sin que la  cota  sobre el control u sea 

rebasada (i.e., u sea admisible). 

Desde  una postura conservadora  nos vemos interesados en 

restringir  nuestro  estudio a la estimacidn interna. 
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Por consideraciones flsicas (o 6ea  del  significado de las 

variables de (l)), tenemos que la regi6n V a estudiar va a estar 

contenida en la banda de la  figura siguiente 

Con el objeto de mejorar la estimacidn,  ProPonemos. 10 

siguiente. El procedimiento a seguir es construir las curvas de 

nivel de la funci6n v = v(x,,xz,u) para los  valores  constantes de 

u, u = + 50 y u = - 50, (la  funcidn v es creciente  en u). 

Hecho esto,  seleccionamos  parejas de sendas  curvas de nivel 

correspondientes a u = + 50 y u = - 50, bajo el  criterio de  que, 

como  conjuntos,  estdn "cerca" una de la otra. 

De esta  manera,  el  conjunto C formado por la interseccidn de 

las  regiones  conformadas por una pareja en  cuestidn <i.e., 

Si (s,,Sz) es una pareja, y construimos B, y E& conjuntos  tales 

que ¿Psi = si Y = S,, entonces C = B, n Bz>, es tal  que, si 

V = V* corresponde a Si y v = v, corresponde a S*, entonces 

V E [v , , v* ]  libremente  en C, con independencia de los  estados,  sin 

que por esto  deje u de ser  admisible, i.e., IuI d 50. 
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El paso siguiente  es  construir el Elipsoide E(a(t), Q - (t)) en 

relacidn con v E [v., v*l . Para este  efecto,  como el intervalo 

[ v,, v*l no tiene por que ser  simetrico  respecto al O E E' 

<v. = - v.), e incluso puede no contener al O, necesitamos hacer 

unas modificaciones al elipsoide  hallado en  el ejemplo 1 )  de la 

seccidn 6 1.3, donde v E E(b,rB)  (cf. (3.11, H g .  221, con 6 = 0 .  

Si Z O, el sistema en F.C. B. , $ = Ay + v, puede reescribirse 
A 

A 

como, 5 = Ay + 6 + 7 ,  donde 7 E E(0,rB). 

Asl, la ecuacidn  que  describe el pariametro a(t) es la Qnica 

que se ve afectada, con lo que se  tiene  que resolver : A = Aa + b , 

con la condicidn  inicial a(0) = O. 

A 

I 

Para  nuestro  caso ( x  E E'), esto se traduce en: 

k] = 101 611 + E] = p] , con condicidn  inicial 

a ( 0 , O )  = ( 0 , O ) .  

de  donde  obtenemos la soluci6n: 

Aqui, b corresponde al centro del intervalo [v., v*] , i.e. , 

- 2  3 (es 
v*+v* v*-v, v*-v, 

b =  ; y as1 , con  este  cambio, v e 
- 

2 

. 
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simetrico con el origen),  con lo que E(a(t). Q - (t)) queda de la 

forma : 

donde, Q - (t) es la matriz  dada en el ejemplo 1 )  5 1.3, 

v*-v, 
r : =  1 O y Bi ( O )  es la  bola  unitaria en [E2. 2 O 

A continuaci6n  proporcionamos  una  sucesi6n de grificas de 

E(a(t), Q - (t)) bajo la transformacih T-'(yi.y2) dada  por 

donde, para  permitir que las  aproximaciones sean maximales (en 

volumen),  dejamos  transcurrir  el  tiempo t hasta que 

T-'(E(a(t) ,Q-lt) 1) "toque" la frontera de C. 

Observacidn. - Como para  los casos  considerados  no  presentaba 

ganancia  mayor  tomar b z O ,  elegimos  entonces  tomar  las  ecuaciones 

de la  manera  llevada  hasta  ahora (con b = O ) .  
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curvas de nivel  con u = - S O .  
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Curvas de nivel con u = S O .  
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Conjunto controlable para t = 0.38. 
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C0NCLUSI:ONES 

El objetivo  alcanzado en esta  tesis  radica  principalmente en 

dar  una  tecnica  con la que siempre es posible  proporcionar 

estimaciones  del  conjunto  alcanzable de sistemas  linealizables  con 

una  entrada de una  manera  expllcita. 

Afrn cuando  las  estimaciones  no  resultan  dptimas en general, 

para el caso del último  ejemplo se provee de un  algoritmo a seguir, 

con  el  cual la estimacidn  interna  mejora  notablemente. Y as1 

contamos para dimensiones bajas de una estimacitjn  interna 

satisfactoria, para la cual, como se hizo  mencidn en la 

introduccidn a la presente,  existen  pocos  resultados. 

Un aspecto  objetable  recae sobre el hecho de  que la clase de 

l o s  sistemas  linealizables  blobalmente en el  plano  respecto  al 

espacio de todos los sistemas  lineales en  el control es "flaco" 

(entendiendo por esto,  que no es densa en las  topologlas  idbneas), 

con  todo y que la condicibn de involutividad se satisface 

trivialmente.  Dando  pauta a que para los sistemas de dimensiones 

mayores, esta clase sea at3n mas pobre  (Byrnes [91). 

Sin  embargo, debido a que en la  prictica  surgen  varios 

ejemplos de importancia de indoles mecanica,  fisicoquímicas u 

otras, que si son linealizables,  tenemos as1  un  punto a favor  para 

realizar  un  estudio sobre este particular. 
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Un aspecto  que  resulta  importante  completar  consiste  en 

determinar un algoritmo para hallar las soluciones  explfcitas para 

las estimaciones  elipsoidales  de l o s  sistemas  lineales en la forma 

candnica  de  Brunovsky. Para estos  sistemas  obtuvimos las 

expresiones  simplificadas (3.2) y (3.4) en la seccidn 51.3, con las 

que  de hecho si se pueden obtener las soluciones  deseadas, 

procediendo  inductivamente, pero se  tiene el inconveniente  de  que 

las soluciones  encontradas son soluciones  formales,  restando por lo 

tanto su justificaci6n, e . g . ,  mediante  coeficientes  indeterminados. 

Es debido a esto por  lo que no se expuso  en  este  trabajo. 

Como  perspebtivas de  desarrollo  podemos  contar con las 

siguientes: 

( 1 )  Considerar  s610 la transformacic5n de  estados  sin la 

retroalimentacibn. Con Qsto  obtendríamos  un  sistema no lineal que 

posee  localmente toda la informacibn  del sistema, en el caso 

lineal, con f(y)=Ay y g(y)=b, donde A es la matriz compaKera y 

b es un vector de  ceros,  excepto el último  rengl6n. De esta 

manera,  en lugar de  aproximar el sistema  mediante la 

retroalimentacidn v con  valores constantes,  se puede proceder a 

construir una familia de  funciones /?(y) y p z ( y ) ;  con las 

propiedades  de: 

( i . 1  si V(Y,U) = aS(y) + a2(y )u ,  entonces Pa aproxima a ai, i=1,2,. 

Y 

(ii) Se  conozcan las propiedades y aproximaciones al conjunto 
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alcanzable del sistema: 

Y, = Y ,  

Con esto, las  estimaciones del conjunto  alcanzable para el sistema 

original serian mejores. 

(2) Utilizar  otras  formas de linealizar, que consisten en 

transformar el sistema  no  lineal de manera que  su "modelo  tangente" 

sea  independiente del punto de operacibn.  La  ventaja de esta teorla 

sobre la  presentada aqul, radica en que no  solamente  toda  soluci6n 

de esta lo es de aqublla, sino que  en la  mayoría de l o s  casos es' 

posible  elegir  una  "ley de control" mas simple. (Champetier, et. 

al. [lo]). 
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APENDICE 1 

Denotamos con E” el espacio euclideano, (IR“, 11- 11). donde 11- 11 
es la  norma  euclideana. 

Denotamos  con R([E”) la clase de todos los subconjuntos 

compactos  no  vacíos de En. 

Definici6n.- Una  multifunci6n (o funcidn  multivaluada) es, dados F 

y G conjuntos, toda  funcidn  V:F ”+ P(G), donde P ( G )  es el conjunto 

potencia de G .  En  particular, sdlo consideramos las multifunciones 

V:Eí “+ n(E”), y decimos que la  multifuncidn V es compacta. Si ’ 

ademas, V(t) es un  subconjunto  convexo de En para  cada  t E E’, 

decimos que V es convexa. 

En otras palabras,  para  nuestro prowsito, una multifuncih 

es una  familia de conjuntos (de algCín tipo)  dependiente de un 

pardmetro. 

Definici6n.- Sean F, G E C2(En). La  m4trica de Hausdorff se define 

como h(F,G) = mini6 > O/F c G + B ( O ) ,  G c F + B E ( 0 ) ) .  Aquf, B E ( 0 )  

es la  esfera  cerrada de radio E con centro en  el origen de 

coordenadas en  el espacio E”. 

E 
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La sugerencia para  la  metrica de Hausdorff  proviene del 

efecto de sumar una  vecindad B E ( 0 )  y un  conjunto F. Esta suma 

corresponde  geometricamente  a  "acrecentar" F en todas partes con 

una  cantidad de E. 

Y asi , determinar  una G O para  la cual F+BE(0) 3 G ,  con lo 

que el número E nos da una  medida de la distancia entre F y G ,  en 

el sentido de que cualquier  punto g e G est& mas cerca que la 

distancia E de algún  punto de F, pues g e BE(f 1, para  algfIn f e F .  

De manera  similar se determina  para  inclusidn en sentido  contrario. 

Ahora bien, debido  a que no es siempre factible que exista  un  valor 

numkrico de E que satisface  ambas inclusiones, se da la definicih 

de arriba. 

b f i n i c i 6 n . -  Una  multifuncibn V:Eí -+ n(En) es medible si y 

si para toda 6 1 O y toda K E Q(IE") ,  tenemos, 

es medible segtín Lebesgue. (BartleC43, H g .  14). 
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D e f i n i c i 6 n . -  El mrjdulo de  un conjunto F E Cl(En) se define por el 

nt3mero IF1 : =  mAx{Ilfll / f e F l. 

Definicirjn. - Una funcirjn v:Eí + E” es una selecci6n de una 

multifunci6n  V(t) si y s6lo si la  relacidn  v(t) E: V(t) se satisface 

para  toda  t E E‘. (i.e-, si fijamos t, el valor de v(t) se halla en 

el compacto V(t)). 

Ejemplos: 

a) Sea U:Eí + n(E*), dada por  U(t) = U = [-l,ll, es una 

multifuncibn  constante.  Una seleccirjn  v(t)  ser& simplemente  una 

funcidn  tal que v(t) E [-l,ll, para  toda  t. 

b) Sea V:E‘ + n(E2) una multifuncidn  dada  por : 

Teorema.- Sea V:I + E” una  multifuncidn, con I un intervalo 

cerrado. Si V(t) es medible, existe una  funcihn  medible v:I+ E” 

tal que.v(t) E V(t). (cf. Aubin-CellinaC31, p&g. go)., 

D e f i n i c i 6 n . -  Un  subconjunto M de E” es un conjunto  afín si y sdlo 

si para cualesquiera x, y E M, (1 - A x + A y E M, para  toda A E Ef 

DefiniCirjno- Un  hiperplano M es un conjunto  afín de E” de dimensidn 

n - 1. 
* 

110 



puede ser representado de esta manera, con v y k Gnicos, salvo  un 

mtiltiplo comGn  distinto de cero. (cf. RockafellarC353,  pAg. 5 ) . =  

Definici6n.- Sean [E” \ { O )  y k E E‘. 

Los conjuntos  siguientes : 

{ x  E En/ <x,Y/> 5 k 1 Y 

{x E En/ <x,yr> 2 k 1 

son llamados  semiespacios  cerrados. 
P 

O 

Teorema.- Todo  conjunto  convexo y cerrado F c E” es igual a la 

interseccihn de l o s  semiespacios  cerrados que lo contienen. 

(cf. Rockafellar[35], pAg. 99) .= 

Definicic5n.- Sea F un  subconjunto  convexo de E n .  Un semiespacio 

soporte de F es un  semiespacio  cerrado que contiene a F y tiene al 

menos un punto de F en  su frontera. 

DeffniFiCln.- Un  hiperplano soporte de un  conjunto  convexo F es un 

hiperplano  tal que es la  frontera de un semiespacio soporte de F. 

En  otras palabras, un  hiperplano soprte es un  hiperplano de la 

forma 0-l = { x  E En/ <x,Y/> = k ) ,  con y # O ,  en  donde, <x,v/> I k ,  

para cualquier x E F y la  igualdad <x,yr>  = k se satisface para  al 
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menos  un  punto x E F. A s i ,  un  hiperplano  soporte de F es asociado 

con una  funcidn  lineal que alcanza su maxim0 en  F. AdemAs, si F es 

cerrado, los puntos  en F n M son precisamente los puntos  frontera 
de F. 

Proposici6n.- Sea F un  conjunto  convexo y cerrado en E". Un  punto 

x E F es un  punto  frontera de F si y s 6 l o  si existe una  funci6n 

lineal h. la  cual no es constante sobre el conjunto F, tal que h 

alcanza su maximo sobre F en x. (cf. Rockafellar[35], plg. loo)., 

Definicic5n.- La funci6n soporte (o de referencia) de un  conjunto 

convexo F E Q ( E n )  es una funcirjn real  definida  por  la  igualdad : 

Esta  funci6n  describe a todos los semiespacios  cerrados de E" 

que contienen a un  conjunto  convexo  dado. 

En efecto,  si tenemos :F c {x e En/ <x,tv> I k } ,  para yl y k 

fijos y para  toda x E E", entonces  esta  contencidn es equivalente 

a que c<F,v> 5 k . 

Teorema.- Sea F un  conjunto  convexo y cerrado. Entonces, f E F si y 

sdlo si <f,y> 5 c<F,yu>, para  toda y E E". 

(cf. Rockafellar[351, pag. 112).. 

Geombtricamente.  tenemos asf, que la funci6n soporte de un 

conjunto  convexo y compacto F es igual a la  proyecci6n de f = fo en 

* 
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Propiedades  de l a s  funciones  soporte (Rockafellar[35]) : 

Proposici6n 1 . -  Sean V(t) y W(t) dos multifunciones  convexas y 

compactas.  Entonces, V(t) c W(t) si y sdlo Si tenemos que 

c<~(t) ,+,) I c<w(t) ,'y>, para  toda Y E E" Y toda t E Ei- (PA¿Z- ll3)-= 

Esta  proposicidn  resulta  sumamente útil, ya que permite 

caracterizar la contencidn de conjuntos convexos y compactos 

mediante sus funciones  soporte. 

Proposicidn 2.- Sean V(t) y W(t) dos multifunciones convexas, 

entonces  la  funcidn soporte de su suma, V(t) + W(t),  estA  dada 

por : 

c<V(t) + W ( t ) , y l >  = C<V(t),yl> + c<W(t),Y'>, 

para  toda v, E E" y toda t E E'. (pAg. 113).= 

Proposicidn 3.-  Sean V(t) una  multifuncidn  convexa y compacta, y 

- 
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A (  t 1 una transformacih, A (  t) : Eí x E” + En, continua en t y 

lineal en E”. Entonces, c<A(t)V(t),y’> = c<V(t),AT(t)y’>,  para  toda 

Proposicidn 4.-  Sea V(t)  una  multifuncidn  convexa y medible  la 

cual satisface que IV(t)l I k(t), donde k(t) es una  funcibn 

integrable en todo  intervalo  finito. Entonces, 

para  toda y’ e E“ y toda  t 2 to, y donde, 

t 

V(s)ds :=  (I: v( s)ds / v es una seleccidn  integrable de V 
t 

O O 

(cf. A~bin-Cellina[3]).~ 

Matrices  simetricas  definidas  positivas y elipsoides : 

Definicic5n.- Una matriz Q nxn es definida  positiva (no negativa) 

si y ~ 6 1 0  si todos sus autovalores son positivos (no negativos), Y 

lo denotamos Q > O ( Q  2 O ) .  Decimos que Q es simetrica si y s6lo si 

satisface la igualdad Q = QT, donde es la  operacibn de T 

transposicidn. 

Proposici6n 5.-  Si Q es una  matriz  sim&trica y no negativa, 

entonces existe una irnica matriz simcStrica P, con P I O y tal que 

P = Qí”. (cf. ReidC331, pAg. 506) 
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Proposicibn 6 , -  Sean P y Q matrices  simetricas  tales que P 2 O y 

Q 1 O .  Entonces, PW es una  matriz  simktrica que satisface PQ 1 O si 

y s 6 l o  si PQ = QP.  (cf. Reid[331,  pBg. 5071.. 

Definici6n. - Un  elipsoide E (  a,Q) centrado en un  punto  a E En y 

correspondiendo  a  una  matriz Q simBtrica y definida  positiva, se 

define  por  la  igualdad: 

E(a,Q) = a + Q B ( O ) ,  
1/2 i 

donde, 

Observacibn,- E(a,Q) es un  conjunto  convexo y compacto en E”. Para 

E(a,Q), su funcidn  soporte  viene  dada  por la fcjrmula: 
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pues las funciones  soporte  de  ambas al ser iguales, podemos hacer 

uso de la proposicidn l. En efecto, 

D e f i n i c i 6 n . -  Dos matrices P y Q son  semejantes si y s6lo si  existe 

una matriz T no singular  tal  que Q = T-* P T. 

Definici6n.- Sea f una funcidn  definida en el espectro  de una 

matriz A .  Sea y l ( A )  el polinomio mfnimo  de A ,  

yl(h) = ( h - A í ) m i . .  . ( A  - A k I r n k ,  con m = m i =  grado de V ( A ) .  

Entonces,  tenemos  que los m números : 

e i= 1 

f ( A i ) ,  f'(Ai), . . .  , f' mi-í ' ( A i )  , para i = 1, 2, . . .  , k, 
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La  proposici6n siguiente resulta  particularmente 6til cuando 

la  matriz A es fija o tenemos  una  familia  parametrizada de matrices 

A(t)  para las que determinar  un  polinomio p(h) que tome los  mismos 

valores en el espectro de A(t) que la  funcidn f ( X )  resulte 

sencillo. 

Proposicidn 8.-  Sea f una funcih definida  en el espectro de la 

matriz A y p(h)  un  polinomio  tal que f(A) = p(A) (en  particular,. 

p(h) se le puede  tomar como el polinomio de interpolacibn de 

Lagrange-Sylvester). Entonces, f(A) = p(A).  (cf.Gantmacher[l63, de 

las pAgs. 96 a la 1161.. 



APENDICE 2 

Extensidn del concepto de solucidn de una  ecuacidn 

diferencial. 

Dada  la  ecuacidn  diferencial 

y la  condician  inicial x( to) =,,xo 

el problema  a  estudiar  consiste en establecer si existe  una 

solucidn x(t) y si esta es rltnica. 

I 

En general esto no es garantizable si no se proporcionan 

determinadas  condiciones, por lo regular sobre  el campo vectorial 

f(x,t) (e.g.,pedir que como funcidn, la  regla de correspondencia 

f (x, t) sea continua en un  dominio D c E" x E' , entendiendo  por 

dominio un subconjunto  abierto y conexo). 

A s l ,  e.g.,  si f(x,t) es la  funcidn de Dirichlet que asigna el 

ntlmero 1 si  t es racional y el cero si t es irracional,  resulta que 

no existe funcidn  alguna que tenga  por  derivada  a  f(x,t). 

Respondiendo al problema de la existencia, supongamos que 

f(x,t)  estA  definida y es continua en un  dominio D, y que (xo,to) 

es un punto de D. Podemos afirmar, que existe ,una funcidn 

x(t), definida en un  intervalo  (abierto) que contiene  al  punto to 

con derivada  continua k( t) en dicho intervalo, tal que x( to)= x. 
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y dada por  Z(t)= f(x,t). para  toda  t en  el intervalo. 

(cf.Reid  C331,teorema de existencia  tipo  Cauchy-Peano o Hale(201). 

De esta manera, la solucidn x(t) satisface la  ecuacidn 

integral 

Sin embargo, la  expresidn (2) resulta mis general que la 

representacidn  diferencial (l), pues  aquella  puede  satisfacerse con 

funciones que no son diferenciales en todos sus puntos, e.g., 

funciones  cuya  grAfica  posea  puntos  "picos"  (puntos donde no existe 

la derivada). 

Desde el punto de vista de las  aplicaciones,  resulta que la 

condicidn de continuidad sobre f(x,t) es innecesaria  y  demasiado 

restrictiva. En el caso de sistemas de control, donde el campo 

vectorial  tiene  la  forma 

f(x,t,u) ( 3 )  

con el parimetro  u  sirviendo  como control, tenemos que u se toma 

como una  funcidn  u(t)  medible  (Lebesgue), por lo  que al  elegir una 

funci6n u(t), el campo vectorial  f(x,t,u(t))  no es necesariamente 

continua en t. 
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La rnr-1Civac.iAn para  tomar  las  fuciones  u(t)  medibles  viene de 

que,  en la  practica, se consideran  un  tipo muy  importante de 

controles  denominados de relevo  ("relBs" o "bang-bang") los cuales 

sdlo pueden  tomar dos valores  (digamos 1 y -l), pasando 

necesariamente  del  uno  al  otro en forma  discontinua. 

Definicic5n.-  Se dice que una  funci6n f(t) definida en un intervalo 

I = E a , b l ,  es absolutamente  continua en I (en  forma abreviada, f es 

AC en I) si para cada E > O  le corresponde  un 6 > 0  tal que para 

cualquier  coleccí6n  disjunta y finita de intervalos  abiertos 

Ii,Iz9-..,I contenidos  en 1,-cuyas longitudes A ( I i )  satisfagan 
n 

entonces la suma de las oscilaciones de la funci6n  en los 

intervalos Ii no  supera E : 
n * (f(ti)-f(t,i)l<c.  para  toda n. 
i =a 

Una  tal f es obviamente continua,basta tomar  solo n = 1. 

Diremos que la funcibn x(t) es una  soluci6n  "generalizada" de 

la ecuacidn  diferencial con condici6n  inicial (1) si satisface la 

ecuaci6n  integral (2). Esto es equivalente a lo siguiente : x(t) es 

absolutamente  continua y satisface, ademas de la condici6n  inicial 

en (1). a la ecuacibn  diferencial en (1) en " casi  todos los 

puntos". 

La  justificacidn a esta  equivalencia  viene  dada  por el teorema 



siguiente : 

Teorema. - Sean I = [a, bl y f :I + [E' una  funci6n  continua y no 

decreciente. Entonces, cada  una de las  afirmaciones  siguientes 

sobre f  implica  las otras dos: 

(a)  f es AC en I. 

(b) f aplica  conjuntos de medida cero en conjuntos de medida  cero. 

(c)  f es diferenciable en  c.t.p. de I (i.e., excepto en un  conjunto 

de,medida cero), f' es integrable  Y 

(cf.  Rudin 1 3 7 1 ) .  m 

Nota. - La  extensidn de este teorema  a  funciones f :I + En es 

candnica. 

A s l ,  la  equivalencia entre los  incisos  (a) y (c) se traduce en 

que una  funcidn  absolutamente continua, ademas de que posee 

derivadas en todos los puntos del intervalo I, con la  posible 

excepcidn de un  conjunto de medida cero, resulta ser igual  a la 

integral de su funci6n  derivada  (la cual, definida  para I en 

c.t.p., permite  definir  la  integral). 1 

Para el caso particular de que f(x,t) es continua, 

evidentemente la solucidn  tendrA  derivada en todo  punto de I, y no 

existe ya  diferencia entre considerar  la  ecuacidn  diferencial en 

( 1 )  o la  integral ( 2 ) .  
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Debido a que C .  Caratheodory fue  el primero en considerar 

ecuaciones  diferenciales en este enfoque, las  soluciones son 

frecuentemente  referidas  como  "soluciones en  el sentido de 

Caratheodory" . 

Supongamos que D c ¡En+' es un  dominio.  Decimos que f :D + E" 

satisface  las  condiciones de Carath&odory en D si f es medible en t 

para  cada x fijo, continua en x para  cada t fija, y para cada 

conjunto  compacto U c D. existe una  funcidn  integrable m,(t) tal 

que : 

Ilfcxmll' m "(t) ,(x,t) e u. 

Teorema (CarathBodory) . - Si D es un  dominio en (E"+' y f satisface 

las  condiciones de Caratheodory en D, entonces, para  cualquier 

(xo.to)aD, existe una  solucidn de (1). (cf., Hale E201, pAg. 281.. 

Aparte de este teorema  fundamental de existencia, queda el 

problema de establecer la extensidn  del  "intervalo de existencia" 

de la solucibn, as1 como el  de estudiar  el  comportamiento de bsta a 

medida que toma  valores  cercanos a los extremos de dicho  intervalo. 

'El  resultado 

"comporta  bien", la 

cierto  valor t = t 
x 

siguiente  asegura que  si la  funcidn f se 

solucibn x(t)  no  podra extenderse mAs  alla de 

st510 si x(t) tiende a la  frontera de D. 

Teorema.- Si D c ¡En+' es un dominio, f satisface  las  condiciones de 

Caratheodory en D y x(t) es una  solucidn de (1) en  algdn 



intervalo, entonces  existe  una  continuacibn de x(t)  hasta un 

intervalo  maximal de existencia. Ademas, si (a,b) es un  intervalo 

maximal de existencia de ( 1 )  , entonces (t  ,x(t)) tiende  a  la 

frontera de D cuando t + a 6 t + b.= 

(Hale 1201, pAg. 2 9 ) .  

Otra  propiedad deseable para el sistema ( 1 )  es respecto  a  la 

unicidad de la  solucidn  para  condiciones  iníciales  dadas. 

La  continuidad de la funcidn f(x,t) por s í  sola  no  basta  para 

garantizar la  unicidad.  Para este efecto, se necesita de una 

condici6n mas restrictiva.  La  condici6n  suficiente  usual  (pero  no 

necesaria) es la  llamada de Llpschitz. 

Definicibn. - La  funcidn  f (x, t) definida en un  dominio D en (En+' se 

dice localmente  "Lipschitziana" (que cumple la condicidn de 

Lipschitz) en x, si para  cualquier  compacto U c D existe  una 

constante k = kU tal que 

Observaciones$ 

(i) Si f(x,t) tiene derivadas  parciales  continuas  respecto  a  x en 

D, entonces f(x,t) es localmente  Lipschitziana. 

(ii)  Aunque  la  condicidn de Lipschitz  no implica, en general, la 

diferenciabilidad si implica  la  continuidad de f(x,t)  respecto 

a  x. 



.. , 

Un  teorema  similar al de unicidad de las  soluciones (cf., 

e.g., Hale C203, pAg. 1 8 )  se tiene para  soluciones  generalizadas. 

Teorema- - Supongamos que D c BEn+' es un dominio, f  satisface  las 

condiciones de Caratheodory en D y  para  cada  conjunto  compacto 

U c D, existe una  funcidn  integrable ku(t) tal que 

Entonces, para  cualquier  (xo,to)e U,  existe  una  única solucidn 

x(xo, to,  t) de ( 1 )  pasando  por (xo, to). Ademis, el dominio E en BEn+* 

de definicibn de la  funcidn x(xo,to,t) es abierto  y  x(xo,to,t) es 

continua en E. (Hale C201,  pAg. 301." 
t 

124 



APENDICE 3. 

Sea LE" el espacio  euclidean0  n-dimensional. 

Denotemos por Ccu(En)  el conjunto de todas las  funciones de 

valores reales en E" de clase Coo : 

CoD(En)  = (f/f :E" + E. f con derivadas  parciales de todas drdenes). 

Definici6n.- Un  vector  tangente en un  punto p E [E" es un  operador 

v : C ~ ( E " )  + E" tal que para  cualesquiera f. g ,  E C~(E") , se cumple 

que : 

(i) vp(f+g) = V*(f) + v,(g) 

P 

(ii) vp(fg) = v (f)-g(r) + vp(g) + vp(g)'f(p). P 

Ahora bien, aunque  esta  definicidn  no  parece muy geometrica, 

tenemos  que: 

(a) por un  lado, el espacio de todos los vectores  tangentes en un 

punto es un espacio  vectorial y 

(b) si xi, . . .  , x n  son  un  sistema  coordenado en p, entonces  para 

cada i, v(f) = (-Ip define un vector  tangente. ar 

Estos  vectores  forman  una  base  para el conjunto de todos los 

vectores  tangentes en p .  

Definicic5n.- El espacio  vectorial  formado con todos  los  vectores 

tangéntes en un  punto p se denomina  espacio  tangente en p, y lo 

denotamos por T E". 
P 
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Observaci6n.- Los vectores  tangentes en un  punto  vienen  a  ser 

(eligiendo  un  sistema  coordenado)  derivadas  direccionales, de 

donde, se establece  una  identificacidn entre la base  candnica en E” 

y las derivadas  direccionales  respecto  a los ejes coordenados: 

a/6x1, . - . , ¿?/¿?xn, con lo que es común  usar  indistintamente el 

vector ei = (U,. - . , 1. . . . , O )  o a/axi como vector  unitario en la 

direccidn del i-bsimo eje coordenado.  (cf.  Boothby C61). 

A 

Denotamos con TE“ el conjunto de todos los vectores  tangentes 

en todos los puntos de E”, M” = u T E”. 
p e n  

Definicic5n.- Un  campo  vectorial en E” es una  transformaci6n que 

asigna  a  cada  punto p E E”, un  elemento de T E”, 
P 

Si las funciones ai son de clase Coo, decimos que el campo 

vectorial es de clase Cm. 

Como el conjunto T E“ es un  espacio  vectorial,  resulta 

natural  pensar en su dual T E“, i.e.,  el espacio  vectorial  formado 

con todas las funciones  lineales de valores  reales  definidas en 

T E“. 

P * 
P 

P 

Definicibn,- Una  1-forma es una  funcidn que asocia  a  cada  punto p CE 

E”, un elemento de T*E” , w : P w p ,  con u E T=E”, tal que 

w : T E + IE es una  funci6n  real de valores reales. 
P P P 

n 1 
P P 

. 
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Definici6n.- Si f es una  funci6n de valores  reales en E”, 

f :En. Eí, la  diferencial df de f es la 1-forma  tal que df P = vp(f), 

para  todos los vectores  tangentes v . 
P 

Una  generalizacidn de la derivada  direccional  viene  dada en la 

definici6n  siguiente: 

Definicic5n.-Sean Q una  funci6n  real de clase Cm y f  un  campo 

vectorial de clase Cm definidos en E”. Se define  la  derivada de Lie 

de p con respecto al campo  f en  el punto p, L , p ( p ) ,  por 

Sean f y g dos campos vectoriales en E” de clase Cm. Para 

simplificar  supongamos que  el flujo de  f, pt esti definido en 

Eí X E”. Fijando p E En y t E Eí, el vector 

f 

v(t)= dPqt ( P , ( P )  1 g((P,(p) 1. 

es un vector  tangente en TE”. As1,la funci6n t+  v(t) define una 

curva de clase Cm en T E”. 

f f  f 

P 

P 

Definici6n.- El corchete de Lie entre dos campos  vectoriales f y g 

denotado por [f,g], se define por 

d [f,gl= - dt 

Lema. - Sean x:E”-+ E” un sistema de coordenadas, y f y g dos 

campos  vectoriales en En, entonces en este sistema de coordenadas 
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Proposicidn-- Si f y g son dos campos vectoriales  definidos en un 

abierto de En ,entonces : 

a) Cf,g1=dgpflp)-dfpg(p). 

b) If,gl=-lg,fl. 

C )  C 1 es bilineal:  Cafi+bf,,gl=aCfi,gl+ bCf,,g], para campos 

vectoriales fi,f, y g ,  y escalares a,b. 

Definicidn. - Sean f. y g dos campos vectoriales de clase Cd) y h una 

funcidn de clase Coo, entonces la fdrmula de Leibnitz  para la 

derivada de Lie es la  siguiente : 

Definici6n.- Una  distribucidn  k-dimensional en E" es una  funcidn 

p H Ap, donde Ap c T En es un subespacio de TpEn de  dimensih k. 

Para  cualquier q E E" existe una  vecindad U y k campos  vectoriales 

Xi , . . . ,  X, tales que Xi(q), . . . ,  X k ( q )  son una  base  para A 
9 '  

para cada q E U.  Decimos que A es una  distribucibn de clase Coo si 

es posible  escoger  campos  vectoriales Xi, . . . , X, de clase Cm con 

esta  propiedad, en una  vecindad de cada  punto  p.  Ademas,  decimos 

que un campo vectorial  X en E" pertenece a la  distribucibn A si 

X( p) E A(p) , para  cada p en E", y escribimos X E A. 

P 

Definicidn.- Una distribucidn de clase COD es denominada  involutiva 

si CX,Yl E A siempre que X e Y son campos vectoriales 

pertenecientes a A. 
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Defínicic5n.- Sea M c E". Un atlas de clase Cm sobre M es una 

coleccidn A de parejas (Ui, #i) llamadas cartas, donde Ui es un 

subconjunto de M y @i es un  difeomorfismo de Ui en un  abierto de 

E: sujeto a  las  condiciones  siguientes : 

1 )  Para  cualquier (Ui, #i 1 e A y (Uj, (pj) E A ,  los  conjuntos 

@i (uin Uj) Y #j(Uin  Uj) son conjuntos  abiertos en E", y las 

funciones @bi o : #i ( U i n  Uj) "+ (p,(Uin  Uj) son de clase C . 
2 )  u Ui = M. 

m 

Las  funciones @i 0 #ií se denominan  funciones de transicic5n 

del atlas. 

D e f i n i c i 6 n . -  Sean Ai y A2 dos atlas en M. Decimos que Ai es 

equivalente a Az si y sdlo si  su  uni6n'Aí u A es de nuevo  un 

atlas.  Esto define una  relacibn de equivalencia. 
2 

D e f í n i c í 6 n .  - Una  variedad M de clase Cm es un  subconjunto de E" 

provisto con una clase de equivalencia de atlas sobre M. 

D e f i n i c i 6 n . -  Una  distribucidn A de dimensidn k sobre E", con k < n, 

es completamente  integrable si para  cada  p E E" existe una  vecindad 

U t E" y una  variedad  k-dimensional M de E" tal que : 

di(T M) = A(i(q)), para cada q E U. 

donde, i : M + U es la funcidn inclusibn; i.e.,  el espacio 

tangente de M es exactamente A. 

9 

Teorema 1 (Frobenius1.-  Una distribucidn A en E" es completamente 

integrable si y sblo si es involutiva.  (Boothbyl61, pAg. 159). 
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Presentamos  a  continuacibn  una  versi6n del teorema de 

Frobenius  utilizando la teorla de 1-formas  diferenciales sobre un 

abierto de En 

Proposíci6n.- Una  distribucibn A de clase Car se puede  definir 

localmente en un  abierto  U de E" como el kernel de n-k 1-formas 

diferenciales de clase Cm linealmente  independientes. Y 

recfprocamente, si w , . . . , w son 1-formas de clase Cm i n-k 

n-  k 
linealmente  independientes, entonces, A ( q )  = n kern(wi) es una 

i = i  

distribucibn de dimensidn k y de clase Car, para cada q E U., 

Teorema 2 (Frobehius).-  Sea A una  distribucidn de dimensidn  k y de 

clase Car en un  abierto  U de En, definida  por  n-k  1-formas 

diferenciales  linealmente  independientes y clase Cm : w , . . . ,u  . i n-k 

A es completamente  integrable si y st510 si estas  1-formas 

satisfacen la condicidn : 

dwi = aj  A w 
n- k i j 

, 
j = i  

para  i = 1 ,  . . . ,  n-k 

donde, ai son 1-formas apropiadas, A es el producto  cuna  y  d es la 

diferenciacibn  exterior.= 

(cf.  Boothby[61,  pAg. 222). 

j 

. 
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