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Resumen

La predicciéon del movimiento de un conjunto de particulas (burbujas de gas, gotas o
solidas) dispersas en un medio continuo liquido o gaseoso es primordial en mecanica de fluidos
de sistemas multifasicos. En un sistema concentrado de particulas, el cual es comiinmente
encontrado en aplicaciones industriales, las interacciones entre particulas a través de la fase
continua (interaccién hidrodindmica) podrian generar procesos que modifican los patrones de
flujo, por lo que la fuerza hidrodinamica sobre cada particula se desvia significativamente de
la experimentada por una particula aislada.

En este trabajo, presentamos un estudio de la interaccién hidrodindmica a través de la
estela laminar generada por un cuerpo esférico (cuerpo puntero) sobre un segundo cuerpo
(cuerpo acarreado) del mismo didmetro, alineados en la direccién de un flujo uniforme, new-
toniano e incompresible. Partiendo de una formulacion integral del principio de balance de
momentum, se obtienen expresiones integrales exactas para la fuerza hidrodinamica sobre un
cuerpo inmerso en un volumen de control material y un volumen de control fijo.

Si se conoce la estructura local del flujo, los balances integrales de momentum pueden ser
evitados y puede ejecutarse una integracion directa del esfuerzo normal y tangencial sobre la
superficie del cuerpo. Este enfoque provee de un mejor entendimiento de las contribuciones
individuales de las fuerzas inerciales y viscosas en la fuerza hidrodindmica. En este estudio
se utilizan expresiones diferenciales tedricas que usan este enfoque y se evaltian los efectos
inerciales y viscosos utilizando soluciones analiticas conocidas para la estructura del flujo en
la estela.

Se obtienen modelos para la fuerza de arrastre estacionaria, la fuerza hidrodinamica y la
velocidad de aproximacién del cuerpo acarreado. También se identifican las fuerzas mas signi-
ficativas comparando las predicciones de estos modelos con datos experimentales y numéricos

de la literatura.
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Abstract

The motion forecasting of particle swarms (bubbles, drops or solid grains) immersed in a
continuous fluid is essential in multiphase fluid mechanics. In particle concentrated systems, as
commonly found in industrial applications, particle interactions through the continuous phase
(hydrodynamic interactions) can be the carriers of processes modifying the flow patterns,
since the hydrodynamic force on a particle in the swarm is meaningfully deviated from the
one exerted on an isolated particle.

A study of the hydrodynamic interaction produced by the presence of a spherical body on
a second identical body (the trailing body) through the laminar wake generated by the first
one (the leading body) is performed in this work. Both bodies are aligned in the direction
of a continuous Newtonian fluid in a uniform and incompressible flow. Beginning with an
integral formulation of the momentum balance principle, exact integral expressions for the
hydrodynamic force on the trailing body are obtained both in a material volume and in a
fixed volume as well.

If the local flow structure is known, then the momentum integral approach can be avoided
and the normal and tangential stresses on the body surface integration can be performed
directly. This approach gives insight on the inertial and viscous individual contributions to
the hydrodynamic force. In this study, expressions for the hydrodynamic force contributions
that use this approach were used, and the viscous and inertial effects were evaluated using
known simple analytical wake flow solutions.

The main results of this two-fold approach, supplemented by some proposals, are models
for the trailing body’s quasi-steady drag force, its hydrodynamic force contributions and eva-
luation, as well as its approaching velocity to the leading body. Also, the more significant
forces are identified by a comparison between the model predictions on the one hand and

experimental data and simulation results from the literature on the other.
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o/ = Superficie del volumen de control cilindrico de la Fig. 5.1, m?

o, = Superficie del conducto de la Fig. 3.2, m?

oy, =  Superficie exterior del volumen de control material de la Fig. 3.2, m?
% = Superficie del volumen de control material de la Fig. 3.2, m?

o, = Superficie del conducto de la Fig. 3.2, m?

Q

1= Coeficiente de rozamiento de una esfera aislada, adimensional
Cq1  Coeficiente de rozamiento de la esfera puntera, adimensional

Cq2  Coeficiente de rozamiento de la esfera acarreada, adimensional
Cq2 Coeficiente de rozamiento de la burbuja hipotética, adimensional

Cym =  Coeficiente de masa agregada para una esfera, adimensional

d = Diametro de la esfera, m

dA = Elemento diferencial de superficie, m?

d/dt = Derivada temporal siguiendo el centro de masa de la esfera, s~!
D/Dt = Derivada temporal siguiendo la trayectoria de una particula material de fluido, s—*
é, = Componente radial de la base vectorial cilindrica, adimensional
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Er = Error relativo promedio definido en la Ec. (4.2.19), adimensional
Faym = Fuerza de masa agregada despreciando la no-uniformidad axial, N
Faymr = Fuerza de masa agregada total, N

Fy = Fuerza de arrastre, N

Fane = Fuerza de arrastre sobre la burbuja hipotética, N

F41 = Fuerza de arrastre sobre la esfera puntera, NV

F4 = Fuerza de arrastre sobre la esfera acarreada, IV

Fyor = Fuerza de arrastre total sobre la esfera acarreada, N

F, = Fuerza boyante neta, N

F, = Fuerza historica, N

Fy,1t = Fuerza histérica total, N

Fup = Fuerza hidrodinamica sobre un cuerpo, N

Fyp = Componente axial de la fuerza hidrodindmica sobre un cuerpo, N
Fupr =  Fuerza inercial del fluido, N

FI({(B Fuerza hidrodinamica del flujo no perturbado, N

FI(;]% Fuerza hidrodinamica del flujo perturbado, N
F; = Contribuciones individuales a la fuerza hidrodinamica, N
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¢1 = Como se define en la Ec. (6.2.10), adimensional
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0. Introduccion

0.1. Motivacion

En las industrias de procesos quimicos, petroquimicos, ambientales, aeroespaciales, far-
macéuticos y de procesamiento de minerales se utilizan frecuentemente los dispositivos de
contacto de sistemas multifasicos. Consecuentemente, la prediccién del movimiento de particu-
las sélidas, gotas o burbujas dispersas en una fase continua (liquida o gaseosa) resulta esencial
en la dindmica de fluidos de sistemas multifasicos. A pesar de su amplia aplicacién, el conoci-
miento de la dindmica de estos sistemas es atin limitado debido principalmente a la dificultad
al describir la interaccion entre particulas, por lo que se requiere de trabajos tedricos y expe-
rimentales adicionales.

Una comprensién total de los diversos mecanismos de interaccién de un gran niimero de
particulas moviéndose en un dispositivo industrial (columna de burbujeo, tanque de sedimen-
tacién, columna de fluidizacion, etc.) estd lejos de ser alcanzada en la actualidad (Magnaudet
y Eames, 2000; Joshi y col., 2002; Michaelides, 2003). Una forma de simplificar el proble-
ma podria consistir en analizar por separado (i) las interacciones directas entre particulas o
colisiones, y (ii) las interacciones indirectas entre particulas via la fase continua o interac-
cion hidrodindmica. La interaccién hidrodinamica se presenta cuando el flujo alrededor de una
particula moviéndose cerca de otras es modificado por las particulas contiguas, ésta se acre-
cienta a medida que la concentracién de particulas se incrementa. Por consiguiente, la fuerza
hidrodinamica sobre una particula cambia considerablemente si estd aislada o se encuentra
en presencia de otras particulas. La interaccién hidrodinamica causa que las particulas se
aproximen hasta que colisionen, mientras que las colisiones ocasionan procesos de coalescencia
(aglomeracién) y rompimiento. Asi, una estrategia razonable para avanzar hacia una mejor
compresion de estos sistemas seria comprender primero la interaccién hidrodindmica entre
particulas.

Para el caso de columnas de burbujeo, la interaccién hidrodindmica influye grandemente en



los procesos de coalescencia y rompimiento afectando la distribuciéon de tamano de burbujas;
es decir, el area total disponible para el contacto entre fases (area interfacial), y la velocidad de
las burbujas (tiempo de residencia para el contacto interfacial). Consecuentemente, contribuye
al desempeno del equipo, y su conocimiento es necesario ya sea para mejorar el desempeno de
dispositivos existentes o para obtener informaciéon fundamental para el escalamiento y diseno
(Deckwer y Schumpe, 1993; Kulkarni y Joshi, 2005).

En general, la fuerza hidrodinamica sobre una particula en un dispositivo de contacto es
gobernada por el nimero de particulas de los alrededores, la separaciéon entre particulas, la
posicién relativa de las particulas, la presencia de la pared del recipiente y el régimen de flujo
caracterizado por el nimero de Reynolds de particula Re = usd/v. Donde, us, d y v son la
velocidad terminal de la particula relativa a la velocidad del liquido, el didmetro de particula
y la viscosidad cinematica del liquido, respectivamente.

Un caso particular de estudio, pero realista y 1til, es la interaccién hidrodindmica a Re del
O(10 ~ 100) de un par (o tren) de particulas esféricas moviéndose a lo largo de la linea que
une sus centros en un volumen infinito de fluido. El nimero de trabajos en la literatura en esta
direccién es considerable y contintiia en aumento (Harper, 1970, 1997; van Wijngaarden, 1993;
Zhu y col., 1994; Yuan y Prosperetti, 1994; Katz y Meneveau, 1996; Ruzicka, 2000; Chen y
Wu, 2000; Zhang y Fan, 2003; Watanabe y Sanada, 2006). El estudio de estos sistemas es un
paso necesario en la derivacién de modelos promediados en mecanica de fluidos de sistemas
multifdsicos (Yuan y Prosperetti, 1994). Ademas, se contribuye con informacién fundamental
para la obtencion de modelos deterministicos de las tasas de coalescencia, rompimiento y
velocidad de las burbujas, los cuales son necesarios en la implementacién de modelos basados

en esquemas de ecuaciones de balance de poblacién (Cameron y col., 2005).

0.2. Planteamiento del problema

Consideremos un par de cuerpos esféricos del mismo didmetro moviéndose rectilineamente
en un volumen infinito de un fluido newtoniano con flujo uniforme; llamaremos cuerpo puntero
al cuerpo que se abre camino en el flujo uniforme. Este cuerpo desarrolla una estela laminar que
interactia hidrodinamicamente con el segundo cuerpo, facilitando y dirigiendo su movimiento
en la corriente de flujo abierto por la estela. Este segundo cuerpo es el cuerpo acarreado.

Consideremos los siguientes regimenes de flujo laminar:
1. Burbujas a Re grandes 50 < Re < 200.

2. Burbujas a Re pequenos a intermedios 1 < Re < 50.
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3. Esferas solidas a Re intermedios 24 < Re < 130.

En el primer caso, célculos de capa limite de Moore (1963) muestran que si una burbuja
inviscida libre de surfactantes asciende en un fluido viscoso con flujo uniforme, existe una region

1/2 y espesor R Re~ /4 (siendo R el radio de burbuja) en la cual

en la estela de longitud R Re
el flujo es casi paralelo, y adema&s, muy parecido al descrito por la solucién potencial. Asi que,
la fuerza hidrodindamica inercial en esta regién puede ser aproximada usando la expresién de
la fuerza repulsiva potencial inviscida obtenida por Lamb (1932), tal como fue considerada
en los estudios de Yuan y Prosperetti (1994) y Ruzicka (2000, 2005). A distancias mayores a
R Re'/?, el flujo en la estela sigue el perfil de velocidad asintético. Por consiguiente, existen
gran cantidad de trabajos en la literatura en los que se han desarrollo modelos para predecir la
dindmica de cimulos de burbujas utilizando las predicciones de la teoria de flujo potencial (e.g.
Sangani y Didwania, 1993b, y los trabajos citados en la Seccién 2.5). Sin embargo, en estudios
tedricos posteriores se encontré que el arrastre sobre una burbuja moviéndose en la estela
generada por otra (a Re de hasta 200) difiere significativamente de la prediccién potencial
(Yuan y Prosperetti, 1994; Harper, 1997). Por lo tanto, el uso de la solucién potencial para
describir la interaccién entre burbujas tiene limitaciones intrinsecas las cuales aiin deben ser
entendidas (Legendre y col., 2003). Estos argumentos sugieren la necesidad de contar con

expresiones para el arrastre sobre la burbuja que consideren el efecto de la estela.

Para los dos ultimos regimenes de flujo considerados, la difusiéon de vorticidad en la super-
ficie es significativa, aunque es mayor para las esferas sélidas a un mismo Re (debido a que
los esfuerzos viscosos tangenciales en la superficie de la burbuja son despreciables pero muy
importantes en las particulas sélidas). Asi que, ain para burbujas, la teoria de capa limite
de Moore (1963) no proporciona una descripcién adecuada del flujo de los alrededores. Por lo
tanto, para burbujas a Re pequefios a intermedios o esferas sdlidas a Re intermedios la supo-
sicién de flujo potencial en la estela es ciertamente inadecuada (Clift y col., 1987; Legendre y
col., 2003); consecuentemente, los efectos inerciales en la estela difieren significativamente de
la prediccién potencial inviscida descrita en el parrafo anterior. En los estudios existentes para
estos dos regimenes de flujo, la contribucién de la inercia del fluido en la fuerza hidrodinamica
se desprecia (Zhu y col., 1994; Chen y Lu, 1999; Chen y Wu, 2000; Zhang y Fan, 2002, 2003),
o se incorpora utilizando expresiones analiticas asintdticas validas para Re < 1 o Re — o0
(Katz y Meneveau, 1996; Watanabe y Sanada, 2006). Sin embargo, sin importar la condicién
de frontera en la superficie: esfuerzo tangencial despreciable para la burbuja, o condicién de
no-deslizamiento para la esfera sélida, a una cierta distancia, el flujo en la estela puede ser

aproximado por medio del perfil de velocidad asintético introduciendo un coeficiente de roza-



miento adecuado (Batchelor, 1967; Katz y Meneveau, 1996). Asi, en este estudio, se propone
evaluar los efectos inerciales y viscosos del fluido utilizando el perfil de velocidad asintético.
De acuerdo con mi conocimiento actual de la literatura, para un par de esferas solidas o un
par de burbujas interactuando en linea en el régimen de flujo O (10) a O (100), no existe un
trabajo previo en el que se haya evaluado la contribucién de los efectos inerciales por medio

de la solucién asintética en la estela laminar de la esfera de adelante.

0.3. Antecedentes

La dindmica de un par de cuerpos (burbujas o esferas sélidas) interactuando por medio
de la estela del cuerpo puntero ha sido estudiada extensivamente (cfr. Ruzicka, 2000, 2005, y
las citas contenidas en estos trabajos). A continuacién se citan los trabajos que se consideran
mas importantes en el contexto de este estudio.

Harper (1970), extendié la teoria de Moore (1963) al caso de dos burbujas esféricas inter-
actuando en linea. En su desarrollo incluyé la presencia de una estela delgada, pero supuso
flujo potencial entre burbujas. Sin embargo, para Re de hasta 200, los efectos viscosos en la
estela afectan significativamente el arrastre sobre la burbuja acarreada. Esto fue demostra-
do primero por Yuan y Prosperetti (1994), quienes resolvieron numéricamente las ecuaciones
de Navier-Stokes a 20 < Re < 200. Encontraron que el arrastre sobre la burbuja acarreada
depende del Re, es siempre inferior al de la burbuja puntera y se reduce al disminuir la sepa-
racion entre burbujas. Estudios experimentales y numéricos de un par de esferas sélidas han
mostrado este mismo comportamiento (Sirignano, 1993; Zhu y col., 1994; Liang y col., 1996;
Chen y Lu, 1999; Chen y Wu, 2000). Yuan y Prosperetti (1994) predijeron la existencia de
una distancia de equilibrio entre burbujas a la cual, la diferencia en el arrastre actia como
una fuerza atractiva que se compensa con la fuerza inercial repulsiva.

Zhang y Fan (2002) obtuvieron una expresién para la fuerza de arrastre sobre una esfera
estacionaria interactuando con la estela laminar de la esfera puntera. Posteriormente, Zhang
y Fan (2003) usaron su expresién previa para predecir la velocidad de ascenso de un par de
burbujas ascendiendo en linea. En estos estudios el efecto total de la estela se consideré como
una reduccion en el arrastre local, despreciando cualquier efecto inercial adicional del liquido.

Katz y Meneveau (1996) realizaron experimentos con un tren de burbujas esféricas de aire
del mismo didmetro ascendiendo en linea en agua estancada a 0.2 < Re < 35.5. Observaron
que el efecto de atraccion de la estela de la burbuja puntera culminé con una colisién y
posteriormente ocurrié la coalescencia entre el par de burbujas contiguas. La coalescencia

entre un par de burbujas ascendiendo en linea también fue observada experimentalmente por
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Chester y Hoffman (1982) y Tsao y Koch (1994). Estas observaciones contradicen la existencia
de una distancia de equilibrio. Como posibles causas de esta discrepancia se han mencionado la
deformacién de las burbujas (Yuan y Prosperetti, 1994) y la presencia de surfactantes (Harper,
1997).

Recientemente, Watanabe y Sanada (2006) y Sanada y col. (2006) observaron una dis-
tancia estable de separacién en burbujas esferoidales a Re intermedios, y concluyeron que la
discrepancia entre Yuan y Prosperetti (1994) y Katz y Meneveau (1996) se originé en la dife-
rencia en el Re. Sin embargo, Katz y Meneveau (1996) reportan que observaron la coalescencia
entre el par de burbujas contiguas para Re de hasta 140. Por lo tanto, en la actualidad adn
no se ha comprendido el origen de esta discrepancia.

De acuerdo a los trabajos discutidos previamente, resulta evidente la carencia de un buen
entendimiento del efecto total de la estela sobre el cuerpo acarreado. En este estudio se pre-
tende adquirir informacién fundamental sobre las diversas fuerzas que gobiernan el fenémeno.

A continuacién se describen los objetivos generales y particulares que se desean alcanzar.

0.4. Objetivos

0.4.1. Objetivos Generales

Estudiar la interaccién hidrodindmica de un cuerpo esférico (burbuja de gas o particula
s6lida) con la estela laminar de otro cuerpo idéntico al ya mencionado, moviéndose a lo largo

de la linea que une sus centros en un fluido newtoniano con flujo uniforme y estacionario.

0.4.2. Objetivos Particulares

» Analizar la relacién de las fuerzas de contacto (viscosas y de presién) con las fuerzas

hidrodinamicas que actiian sobre un cuerpo inmerso en un flujo laminar no-uniforme.

» Analizar la fuerza hidrodindmica sobre un segundo cuerpo (cuerpo acarreado) interac-

tuando con la estela laminar generada por el primero (cuerpo puntero).
= Identificar las fuerzas mas significativas sobre el cuerpo acarreado.

s Estimar la fuerza de arrastre sobre el cuerpo acarreado, definiendo apropiadamente la
velocidad caracteristica de la estela, como alternativa al uso de funcionalidades diversas

en el coeficiente de arrastre estacionario.



= Obtener expresiones para la fuerza de arrastre estacionaria, fuerza hidrodinamica y la
velocidad de aproximacién del cuerpo acarreado, y compararlas con datos experimentales

y numéricos de la literatura.

0.5. Metodologia

A continuacién se presenta la metodologia a seguir. Inicialmente, partiendo de una for-
mulacién integral del principio de balance de momentum, se obtiene una expresién integral
exacta para la fuerza hidrodindmica sobre un cuerpo inmerso en un volumen de control de
fluido. Realizando algunas simplificaciones sobre esta expresién, se obtiene la ecuacién del ba-
lance integral de momentum para el cuerpo acarreado. Esta expresion es el punto de partida
en la obtencién de una expresion aproximada explicita para la fuerza hidrodindmica sobre
la esfera acarreada. Posteriormente, suponiendo que la velocidad del flujo en la estela varia
sélo ligeramente en distancias del orden de la dimensién del cuerpo, y usando expresiones
analiticas reportadas en la literatura para la fuerza hidrodinamica, obtenidas a partir de la
integracién directa del esfuerzo normal y tangencial sobre la superficie del cuerpo en ambos
limites asintéticos (flujo reptante y potencial), se analiza el efecto de la estela sobre el cuerpo
acarreado. Por tultimo, suponiendo una descomposicién de fuerzas similar a las existentes en
flujo reptante y aproximando el flujo local en la estela por medio de soluciones asintdticas
conocidas, se evalia la contribucién de cada una de las fuerzas (inerciales y viscosas) y se
obtienen expresiones algebraicas para el arrastre estacionario, la fuerza hidrodinamica y para

la velocidad de aproximacion de la burbuja acarreada a la puntera.

0.6. Contenido de la tesis

A continuacién se da una descripcion general del contenido de esta tesis:
Parte I. Trabajos Previos

Capitulo 1. Para una particula esférica inmersa en un fluido newtoniano con flujo
uniforme y estacionario, se presenta una revision de los estudios existentes sobre el

flujo detréds de la particula y de las fuerzas que actian sobre ella.

Capitulo 2. Se presenta una revisién de los estudios realizados sobre la interaccién

hidrodindmica de un par (o tren) de particulas interactuando en linea.

Parte II. Andlisis
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Capitulo 3. Partiendo de una formulacién integral del principio de conservacién de
momentum para un volumen material, se obtienen expresiones integrales para la
fuerza hidrodindmica sobre un cuerpo inmerso en un volumen de control material
y en un volumen de control fijo. Se analiza el flujo en la estela laminar y estacio-
naria de un cuerpo esférico. Se obtienen expresiones para la fuerza hidrodinamica
actuando sobre un cuerpo esférico inmerso en un flujo no-uniforme y estacionario.
Se analiza la relacién de las fuerzas de contacto (viscosas y de presién) con las

fuerzas hidrodinamicas que actian sobre el cuerpo.

Capitulo 4. Se obtienen expresiones explicitas para la fuerza de arrastre cuasiestacio-

naria actuando sobre una esfera inmersa en un flujo no-uniforme.

Capitulo 5. Se obtienen modelos explicitos para la fuerza hidrodinamica sobre la esfera
acarreada. En 5.1 se parte de un balance global de momentum, y en 5.2 se parte

de la expresion diferencial para la fuerza hidrodindmica obtenida en la Seccién 3.6.

Capitulo 6. Se obtienen modelos para la velocidad de aproximacién de la burbuja
acarreada a la burbuja puntera. En 6.1 se obtiene un modelo aproximado. En 6.2
basandose en diferentes suposiciones del conjunto de fuerzas que actian sobre la

burbuja acarreada se obtienen diferentes modelos matematicos.
Parte ITI. Resultados y Conclusiones
Capitulo 7. Se comparan las expresiones obtenidas en el Capitulo 5 con mediciones

experimentales y se analiza la contribucion de cada una de las fuerzas.

Capitulo 8. Se comparan las expresiones obtenidas en el Capitulo 6 con mediciones

experimentales y se analiza la contribucion de cada una de las fuerzas.

Capitulo 9. Se dan las conclusiones generales y sugerencias para trabajos futuros.

Apéndices. Apéndice A

En A.1 se obtiene la solucién asintdtica para el flujo en la estela de un cuerpo esférico.
En A.2 se obtienen las expresiones adimensionales del conjunto de fuerzas totales que

actuan sobre la burbuja acarreada que son usadas en los modelos del Capitulo 6.
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Capitulo 1

Una particula moviéndose en un

fluido viscoso

1.1. Fundamentos teoricos

La ley fisica fundamental que gobierna el movimiento de una particula inmersa en un fluido
es la segunda ley de Newton. Por consiguiente, en el estudio del movimiento de un conjunto de
particulas (fase dispersa), en un ambiente estacionario o transitorio de fluido (que constituye la
fase continua), es necesario resolver una ecuacién de movimiento para cada particula. Si el flujo
de fluido es estacionario y uniforme, el problema queda cerrado si se define convenientemente
una ley de arrastre que relacione el arrastre sobre la superficie de la particula con la diferencia
de velocidad instantanea entre las dos fases, y asi se obtiene la velocidad de la fase dispersa.
Por otro lado, si el flujo de fluido es transitorio y/o no-uniforme, es necesario ademéas conocer
una expresiéon para la velocidad local del flujo no perturbado por la presencia de la particula
(cfr. Maxey y Riley, 1983; Clift y col., 1987; Mei y Klausner, 1992; Michaelides, 2003).

1.2. Soluciones analiticas para el flujo detras de una particula

esférica

Nuestro interés en este trabajo es obtener modelos simplificados para la fuerza hidro-
dindmica y velocidad de aproximacion del cuerpo acarreado basados en el conocimiento de la
estructura del flujo detras del cuerpo puntero. En este contexto, a continuacion se presenta
una revisién de la literatura de las soluciones analiticas existentes.

Para un cuerpo esférico (burbuja, gota o particula sélida) estacionario sobre el cual incide

11



12 Una particula moviéndose en un fluido viscoso

una corriente uniforme de un fluido puro de dimensién infinita, un problema fundamental
en dindmica de fluidos es obtener soluciones analiticas del perfil de velocidad uniformemente
validas en toda la regién del flujo perturbado por el cuerpo. Las tinicas soluciones disponibles
en la literatura para una esfera sélida han sido obtenidas para los siguientes regimenes de flujo:
flujo reptante o de Stokes (despreciando los términos inerciales en las ecuaciones de Navier-
Stokes), Re — 0 (Stokes, 1845), flujo de Oseen, Re < 1 (Oseen, 1910) y flujo potencial o ideal
(despreciando los términos viscosos en las ecuaciones de Navier-Stokes), Re — oo (Poisson,
1831). La primera solucién analitica general para el estudio de burbujas, gotas y particulas
sélidas moviéndose en un ambiente estacionario y uniforme en el régimen de flujo reptante
fue derivada independientemente por Hadamard (1911) y Rybczynski (1911). Sin embargo,
con anterioridad, Oseen (1910) habia encontrado una dificultad fundamental al despreciar
los términos inerciales del balance de momentum alrededor de particulas sdlidas inmersas
en un medio infinito de fluido. Encontré que para cualquier valor finito del Re y distancias
mayores a d/Re, el término inercial tiene una contribucién comparable en magnitud con el
término viscoso, por lo que la solucion de flujo reptante deja de ser valida. Para remover esta
inconsistencia y alcanzar su famosa solucién, en lugar de despreciar los términos inerciales,
sugirié linealizarlos (cfr. Batchelor, 1967; Clift y col., 1987). La solucién correspondiente para
una burbuja que cumple con la restriccién de esfuerzo tangencial nulo sobre la superficie de
la burbuja fue obtenida por Golovin y Ivanov (1973).

En el limite de Re — oo y We — 0, burbujas de gas moviéndose en un fluido de baja vis-
cosidad pueden ser aproximadas como esferas, y dado que no existe resistencia a la circulacién
interna, el flujo en sus alrededores como potencial (Lamb, 1932; Landau y Lifshitz, 1958). No
obstante, en burbujas reales moviéndose a 50 < Re < 200, es necesario realizar una correccién
a la descripcion de flujo potencial. Esto se debe a la existencia de una capa limite delgada
alrededor de la superficie, y a una estela estrecha donde se confina la vorticidad producida
en la superficie. Moore (1963) resolvié analiticamente las ecuaciones de capa limite y excepto
en las cercanias del punto de estancamiento en donde encontré singularidades en el campo de
presién y velocidad, obtuvo una descripcién acertada del flujo en los alrededores.

Vamos a referirnos ahora al flujo en la estela de una esfera aislada (burbuja o particula
sélida) a Re ~ 10 — 100, el término estela se aplica generalmente a toda la regién de fluido
localizada en el hemisferio de atras del cuerpo con vorticidad diferente de cero (Batchelor,
1967). Aun cuando el flujo incidente sea uniforme y estacionario, el perfil de velocidad en
la estela cercana a la esfera podria ser complicado, dependiendo del régimen de flujo y de
la condicién de frontera sobre la superficie: esfuerzo tangencial despreciable para la burbuja

(debido a una circulacién interna del gas), y no-deslizamiento para la particula (ocasionado
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por la adherencia del fluido a la superficie). Para esferas sélidas, experimentalmente se ha
observado que en la estela cercana al cuerpo existe una zona de recirculacién del flujo o
anillos vorticosos que se asocia a la existencia de separacién en la capa limite (Batchelor,
1967; Clift y col., 1987). No obstante, si la esfera se mueve en linea recta, existe una regién
denominada estela laminar en la cual las lineas de corriente que pasan muy cerca del cuerpo
son casi paralelas y tienen simetria transversal. Para un mismo Re, esta distancia es menor
para una burbuja esférica que para una esfera sélida debido a que para la burbuja no existe
separacion de la capa limite. En esta regién, la vorticidad producida en la superficie del
cuerpo es continuamente transportada en la direccién del flujo, y difundida transversalmente
por efecto de la viscosidad y la velocidad estd dominada por su componente axial. Por lo
tanto, el transporte convectivo de momentum es mucho mayor que el difusivo, y el cambio de
velocidad en direccién axial es pequeno en comparacion con el transversal (Landau y Lifshitz,
1958). Asi, las aproximaciones de la teoria de capa limite son aplicables en esta regién tanto
para burbujas como para esferas sélidas (cfr. Moore, 1963; Batchelor, 1967; Schlichting, 1979).

Un efecto adicional que acompaia la propagacién continua de la estela, es la tendencia
de las fuerzas de friccién a hacer que el campo de velocidad sea uniforme. Asi, ademds de
las aproximaciones de capa limite, se puede suponer que en la estela lejana los cambios de
presién son pequenos y el defecto de la velocidad axial es mucho menor que la velocidad de la
corriente uniforme de fluido. Al aplicar un balance global de momentum y de masa sobre un
volumen de control en cuyo interior se encuentra el cuerpo, y considerar que la pérdida total
de momentum del fluido es igual al arrastre sobre el cuerpo, se obtiene la solucién del perfil
de velocidad asintético (Batchelor, 1967; Schlichting, 1979) (véase el Apéndice A.1 en donde

se realiza la deduccién de ésta solucion).

1.3. Expresiones analiticas y correlaciones para el coeficiente

de arrastre sobre esferas

Una expresién analitica general para el coeficiente de arrastre estacionario sobre una esfera
de fluido moviéndose a su velocidad terminal en un flujo uniforme y Re — 0 fue obtenida
por Hadamard (1911) y Rybczynski (1911). Esta expresién produce la ley de Stokes para
una esfera sélida, Cq = 24/Re (Stokes, 1845) y Cq = 16/Re para una burbuja inviscida
libre de surfactantes. A Re finitos, es necesario considerar las desviaciones implicadas en la
restriccién de flujo reptante. La primera correccién fue realizada por Oseen (1910) (véase

la Seccién 1.2), quien obtuvo Cq = 24/Re(l + 3/8Re) para la esfera sélida, y para una
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burbuja por Golovin y Ivanov (1973), quienes llegaron a Cq = 16/Re(1 4+ 1/8Re), ambas
validas a Re < 1. Para Re mas grandes, el coeficiente de arrastre para una esfera aislada
se estima mediante la correlacién Cy = 24/Re(1 + 0.158 Re®%87) (Schiller y Nauman, 1933)
valida para Re < 800. Para una burbuja de gas moviéndose a Re muy grandes, el flujo
alrededor de la burbuja no se separa y se comporta como un flujo potencial. El famoso resultado
Cq = 48/ Re, el cual es exacto hasta O(Re™!) fue primero obtenido via el método de disipacién
por Levich (1949). Una mejora en la expresién de Levich al calcular la disipacién en la capa
limite, la regién de estancamiento y en la estela fue obtenida por Moore (1963), quien obtuvo
Cyq = 48/Re(1 —2.21/Re®®) + O(Re~3/?), valida a Re > 50 (Magnaudet y Eames, 2000). Para
Re < 50, Magnaudet y col. (1995) propusieron la correlacién Cq = 16/Re(1 + 0.158 Re®?). El
coeficiente de arrastre estacionario para una burbuja puede también ser expresado usando la
correlacién de Mei y Klausner (1992), quienes obtuvieron Cq = 16/Re(1 + [8/Re + 0.5|1 +
3.31Re%5|]71), la cual empata muy bien ambos limites asintéticos. El coeficiente de arrastre
para una burbuja suele también expresarse tomando el valor menor dado por las siguientes
expresiones: Cq = MIN [16/Re (1 + 0.15Reo'687) ,48/Re] (Tomiyama, 2001).

1.4. Observaciones experimentales

Es bien sabido que la dindmica de una particula aislada difiere respecto a la de una particula
interactiva en una suspensién de particulas. Sin embargo, el estudio del comportamiento de
una burbuja aislada ha permitido adquirir un mejor entendimiento de la dindmica de burbujas
interactivas, este ha sido el sentido de la principal contribucién de muchos estudios (Wallis,
1987; Duineveld, 1995; Maxworthy y col., 1996; Manasseh y col., 2001; de Vries y col., 2002);
entre otros mencionados por Michaelides (2003) y Magnaudet y Eames (2000). No obstante,
debido a que la estructura del flujo alrededor de un cuerpo moviéndose cerca de otros es
modificado por los cuerpos contiguos, la aplicabilidad de estos resultados a la descripcion
de flujos de particulas se limita a concentraciones bajas (tipicamente menor que 1-2% en
volumen). En particular, la interaccién hidrodindmica entre cuerpos influye grandemente en
la distribucion espacial de la fase dispersa, principalmente en regiones dénde la concentracién
de particulas es significativa. Esto suele apreciarse més en particulas ligeras y burbujas, dado
que la inercia del sistema se concentra principalmente en la fase continua.

Los primeros estudios sobre el movimiento de una burbuja aislada ascendiendo en un
liquido viscoso estancado fueron realizados aplicando directamente sobre burbujas resultados
anteriormente obtenidos para una esfera sélida (Morrison y Stewart, 1976). Por otro lado,

experimentos con burbujas mostraron que su comportamiento es muy diferente al de una
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esfera sélida; las burbujas se deforman de acuerdo a las fuerzas locales que actiian sobre su
superficie, las cuales a su vez dependen del régimen de flujo (Magnaudet y Eames, 2000; de
Vries y col., 2002). Ademds, las burbujas esféricas de gas ascendiendo en un liquido libre
de surfactantes exhiben circulacién interna, por lo que las condiciones de frontera sobre la
superficie de esferas solidas y burbujas de gas son diferentes: sin deslizamiento ni deformacion
para una esfera solida, esfuerzo tangencial nulo y deformacion superficial para una burbuja
de gas (Levich, 1962). Estas diferencias influencian grandemente la produccién de vorticidad
sobre la superficie, en consecuencia, también la estructura de sus estelas, asi como las fuerzas
ejercidas por el fluido circundante (Magnaudet y Eames, 2000).

Para burbujas de aire en agua, la viscosidad del gas es despreciable respecto a la del
liquido, de modo que existe muy poca resistencia viscosa a la circulacion interna del gas;
por consiguiente, tanto el arrastre como la velocidad terminal de la burbuja son sumamente
sensibles a la presencia de surfactantes (Clift y col., 1987). Asi, una ligera contaminacién del
liquido puede afectar significativamente la libre circulacién del liquido sobre la superficie de
la burbuja, y hacer que la superficie de la burbuja se asemeje a una superficie sélida (Levich,
1962; Batchelor, 1967; Clift y col., 1987).

En esta tesis se estudia la dinamica de burbujas esféricas de gas ascendiendo rectilinea-
mente en agua pura a Re de hasta 200, lo cual a una temperatura de 25°C y presién de 1
atm corresponde a un didmetro inferior a 0.8 mm (Duineveld, 1995; Tomiyama, 2001). En este
caso, el nimero de Weber que relaciona los efectos inerciales con los de tensiéon superficial,
We = pu?d/o es menor a la unidad, y la forma de la burbuja es cercana a esférica. Siendo p

y o la densidad y la tensién superficial del liquido.

1.5. Balance de fuerzas sobre una esfera aislada

La ecuacién de movimiento para una esfera sélida pequena moviéndose en un flujo transi-
torio no-uniforme a condiciones de flujo reptante fue derivado por Maxey y Riley (1983). Si
el flujo es uniforme, su expresion se reduce a la expresion de Basset-Boussinesq (Boussinesq,
1885; Basset, 1888). Para simplificar el problema, Maxey y Riley (1983) consideraron el campo
de flujo como la suma del flujo no-perturbado (o en ausencia de la esfera) més la contribucién
del flujo perturbado por la presencia de la esfera (véase la Fig. 1.1). Demostraron que, si el
flujo es laminar, sin ninguna restriccién respecto al Re, las fuerzas del flujo no-perturbado son
la suma de la fuerza de gravedad actuando sobre la masa de fluido que ocupa el volumen de la
esfera, mas la fuerza de aceleracién del fluido. Con la restriccién Re — 0, las fuerzas del flujo

perturbado, incluyen las fuerzas de masa agregada, arrastre viscoso, y de Basset-Boussinesq
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(término histérico de fuerza), incorporando en cada expresién el efecto de la no-uniformidad
del campo de velocidad del fluido por medio de los términos de Fazen (Faxen, 1922). El
arrastre viscoso estacionario tiene dos contribuciones: la primera es la resistencia de forma
que resulta de integrar la distribucién de presiéon dinamica sobre la superficie de la esfera, y
la segunda es la resistencia de friccién que se obtiene al integrar la distribucion del esfuerzo

cortante en dicha superficie. Si la esfera se mueve rectilineamente, la ecuacién de movimiento

Fuerzas que actian sobre una esfera solida
pequefa inmersa en un flujo transitorio
no-uniforme a condiciones de flujo reptante

| |

Fuerzas del fluido no-perturbado Fuerza hidrodinamica del flujo perturbado
(en ausencia del cuerpo) por la presencia de la esfera.
* Fuerza de gravedad actuando sobre la * Fuerza de masa agregada.
masa de fluido que ocupa el volumen
de la esfera. * Fuerza de arrastre viscosa.
* Fuerza de aceleracion del fluido. * Término histérico de fuerza.

Figura 1.1: Fuerzas del fluido sobre una esfera pequeiia en condiciones de flujo reptante.

de Maxey y Riley (1983) se puede expresar como

dU;
mthb = Fy, + Fwr (t)+FAM (t)+Fd (t) + Iy (t), (1.5.1)

donde my, es la masa del cuerpo, Uy, su velocidad y t el tiempo. De los términos de la ecuacién
anterior, el lado izquierdo representa la aceleracién de la esfera; mientras que los términos
del lado derecho indican las diversas fuerzas que actian sobre la esfera. El primer término I},
denota las fuerzas volumétricas o fuerza boyante neta (que agrupa a la fuerza de flotacién y
gravedad). Los otros términos representan contribuciones a la fuerza hidrodindmica; estas son
la fuerza de aceleracion del fluido Fywg, la de masa agregada Fang, la de arrastre viscoso Fy
y la de Basset-Boussinesq (6 término histérico de fuerza) Fy,, respectivamente. Si la esfera se
mueve verticalmente en un flujo transitorio y no-uniforme w (z,t), las fuerzas actuando sobre
la esfera estan dadas por

F,=(m,—my)g, (1.5.2)
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Dw
0
_ 1 d 1 2v72
FAM (t) = —5 mfa <Ub — Wy — E d“V*-w 0) 5 (154)

1
Fy(t) = —3mdpu (Ub —wo— 57 d>Vw

O) : (1.5.5)

t(d/dr (U, —wo — 57 d*Vw

Aqui, m¢ = prd®/6 es la masa de fluido desplazado por la esfera, Dw/Dt denota una derivada
temporal siguiendo un elemento de fluido del flujo no perturbado por la presencia del cuerpo,
dw/dt es la derivada temporal de un elemento de fluido siguiendo la trayectoria del cuerpo.
El subindice ¢ indica cantidades evaluadas en el lugar donde se ubica el centro de la esfera.
Ademsds, los términos del laplaciano en todos los paréntesis, corresponden al efecto de la
no-uniformidad o términos de Faxen (Faxen, 1922).

La ecuacion de movimiento para una pequenia burbuja esférica moviéndose en un flujo
transitorio (uniforme) libre de surfactantes en el régimen de flujo reptante, fue derivada por
Morrison y Stewart (1976). Encontraron que el término de masa agregada es el mismo que
para una esfera sélida, mientras que los términos de fuerza de arrastre e histérico se reducen
por un factor de 2/3. Obtuvieron dos términos histéricos adicionales que contienen dentro del
integrando derivadas temporales de segundo orden tanto del fluido como del cuerpo. Morrison
y Stewart (1976) afirman que estos términos aparecen por la condicién de libre circulacién
de liquido sobre la superficie de la burbuja. Sin embargo, para burbujas pequefnias de aire
(d ~ 50 pwm) moviéndose en agua en el régimen de flujo reptante, ambos términos son al
menos cuatro érdenes de magnitud inferiores respecto al término histérico usual o Ec. (1.5.6),
y consecuentemente se pueden despreciar.

La ecuacién de movimiento unidimensional para una esfera pequena inmersa en un flujo
inviscido, incompresible, transitorio, y no-uniforme con velocidad w (z, t), puede ser planteada
en la misma forma que (1.5.1) si se utiliza la expresién de la fuerza hidrodindmica obtenida
secuencialmente por Taylor (1928), Voinov y col. (1973), Landweber y Miloh (1980), L’ huillier
(1982) y Auton (1984) (cfr. Auton y col., 1988; Magnaudet y Eames, 2000), la cual se expresa
como

dUj
Fupr = =V, [Vpi (14 Cn) + CMpd—tb , (1.5.7)

donde V;, = 7/6d> es el volumen de la esfera, p, la presién dindmica del medio y Cy el coefi-
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ciente de masa agregada. Utilizando la ecuacion de Euler, es posible expresar la contribucién
del gradiente de presién dindmica de (1.5.7) como una contribucién de la fuerza inercial del
fluido (Auton y col., 1988), por lo que

Dw

FHDI = ms |:(1 + CM) ﬁ

— CM} . (1.5.8)
0

Aqui, el primer término entre corchetes corresponde a la contribucién total de la inercia del
fluido, mientras que el segundo término representa la contribucién de la aceleracién del cuerpo

en la fuerza de masa agregada. Agrupando términos en (1.5.8), ésta puede reescribirse como

- dUb)] , (1.5.9)

o di

Dw
C i
0+ M<Dt

donde los términos dentro del corchete son las fuerzas de aceleracién del fluido no perturbado

Dw
Fyapr = my [Dt

por el cuerpo y la de masa agregada, respectivamente.

Taylor (1928) realiz6 estudios experimentales para estimar la fuerza hidrodindmica exis-
tente sobre un cuerpo fijo localizado en un tunel de viento con un flujo en ausencia del cuerpo
w = w(s) y demostré que, cuando la longitud caracteristica de la variacién espacial del flujo
no perturbado (L) es mucho mayor que el tamano del cuerpo (R); es decir, R/L < 1, el cuerpo
experimenta una fuerza hidrodindmica inercial que puede ser estimada a partir de la expre-
sién inviscida. Una expresién exacta para la fuerza hidrodindmica actuando sobre una esfera
inmersa en un flujo potencial no-uniforme fue derivada por van Beek (1985). Encontré que la
adicién del efecto de la no-uniformidad espacial del flujo produce un término adicional (que
expresé por medio de una expansién en series) cuya mayor contribucién es O(R?/L?) més
pequena respecto al primer término del lado derecho de la Ec. (1.5.8). Por consiguiente; si
R/L < 1, la contribucién adicional de la no no-uniformidad del flujo a las Ecs. (1.5.8) y

(1.5.9) es muy pequena y puede despreciarse.

Para la fuerza de masa agregada, existe una diferencia entre el término que representa la
inercia del fluido de la Ec. (1.5.4) y el de la Ec. (1.5.9). Sin embargo, Maxey y Riley (1983)
senalan que en general la derivada temporal del fluido deberia realizarse siguiendo la trayec-
toria de un elemento de fluido (Dw/Dt) en lugar de de la trayectoria de la particula (dw/dt).
Aclaran que esta diferencia, la cual es irrelevante en el contexto de flujo reptante fue obtenida
por haber despreciado los efectos inerciales en la estimacién de la fuerza de masa agregada. En
estudios numéricos (Mei y Klausner, 1992; Kim y Sirignano, 1998) y experimentales (Park y
col., 1995), entre otros mencionados por Magnaudet y Eames (2000) concernientes a burbujas

esféricas o esferas sélidas, se ha encontrado que mientras el flujo sea laminar, la expresién de
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la fuerza de masa agregada de las Ecs. (1.5.8) y (1.5.9) es independiente del Re. Por lo tanto,

la expresion de la fuerza de masa agregada inviscida es valida a cualquier régimen de flujo.

Es importante tener en mente que las expresiones diferenciales analiticas para estimar la
fuerza hidrodinamica sobre una esfera aislada discutidas anteriormente, sélo son validas si el
tamano de la esfera es pequeno en comparacién con la regiéon de cambio de la velocidad del
cuerpo relativa al flujo no perturbado; y ademas, el gradiente de presion sobre la superficie
de la esfera es aproximadamente uniforme (cfr. Maxey y Riley, 1983; Auton y col., 1988;
Magnaudet y Eames, 2000).

Para una burbuja esférica moviéndose en un liquido puro a Re finitos, actualmente no
hay disponible una ecuacién de movimiento obtenida a partir de principios fundamentales. En
esta situacion, la burbuja experimenta principalmente dos efectos: en adicién al término de
aceleracion del flujo no perturbado y la aceleracién del flujo perturbado por la presencia del
cuerpo (fuerza de masa agregada), se produce vorticidad, la cual se difunde a un tiempo finito
hacia los alrededores. Este ultimo efecto produce el cominmente llamado término historico
de fuerza, cuya contraparte en el contexto de flujo reptante alrededor de un sélido es la
fuerza de Basset-Boussinesq. Es importante senalar que a nimeros de Reynolds finitos, la no-
linealidad del término inercial en las ecuaciones de Navier-Stokes hace imposible separar las
tres contribuciones del flujo perturbado obtenidas con la restriccién de flujo reptante (arrastre
cuasiestacionario, masa agregada y término histérico de fuerza). Asi que, la distincién entre
los efectos de disipacién viscosa (histéricos) y los puramente inerciales (masa agregada) no es
clara, debido a que varios mecanismos actiian de manera acoplada (cfr. Magnaudet y Eames,
2000). No obstante, en muchos estudios concernientes a burbujas, gotas o particulas sélidas se
ha usado una descomposicién similar de fuerzas a las existentes en el régimen de flujo reptante
(Odar y Hamilton, 1964; Mei y Klausner, 1992; Mei y col., 1994; Park y col., 1995; Kim y
Sirignano, 1998; Holdnder, 2005). Sin embargo, esta descomposicién no tiene bases teéricas
que la justifiquen, y debe verse mas bien como una descomposicién ad hoc para abordar el

problema (cfr. Magnaudet y Eames, 2000).

Por arriba del régimen de flujo reptante, Mei y col. (1994), mediante una analogia a
la ecuacién de Maxey y Riley (1983), propusieron que la fuerza hidrodindmica transitoria
(excluyendo la fuerza boyante neta) sobre una esfera moviéndose en linea recta en un flujo

transitorio deberia expresarse como
FHD(t) = FWR(t) + FAM(t) + Fd(t) + Fh(t). (1.5.10)

En la ecuacién anterior, la fuerza hidrodindmica transitoria incorpora ademads de los efectos
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puramente inerciales de la aceleracién local del fluido y masa agregada (conocidas como fuerzas
inerciales inviscidas) de la Ec. (1.5.9), la fuerza de frenado por disipacién viscosa debido al
rozamiento y produccién de vorticidad en la superficie del cuerpo. Para t > 0, la fuerza total

por disipacién viscosa es
F(t) = Fa(t) + Fu(t) = 127 prus d Cy(t). (1.5.11)

Donde Cy4(t) fue introducido por Mei (1993) con la finalidad de considerar conjuntamente
el tercer y cuarto término de la Ec. (1.5.10). Ademds, Fy(t) representa la contribucién de
la fuerza de arrastre cuasiestacionaria, es decir, cuando t — 00, que para un movimiento

unidimensional se define introduciendo el siguiente coeficiente de arrastre estacionario

Fay(t)
2ol us|usmd?

Cq = (1.5.12)
De tal manera que la diferencia entre Cq(t) y Cq esta considerada en el término histérico de

fuerza.

El término histérico de fuerza se debe a la accién combinada de la viscosidad, no-uniformidad
y principalmente la aceleracién relativa de la burbuja respecto al flujo local. Debido a la ace-
leracién relativa de la burbuja, la vorticidad producida en su superficie requiere un tiempo
finito para difundirse hacia los alrededores. A medida que el Re se incrementa el transpor-
te convectivo difunde rapidamente la vorticidad lejos del cuerpo, de modo que el efecto del

término histérico persiste por menos tiempo a medida que el Re se incrementa.

Mei y col. (1994) estudiaron numéricamente para Re < 100 el efecto del término histérico
sobre una burbuja libre de surfactantes sujeta al movimiento sibito de un flujo uniforme de
fluido. Propusieron una expresion aproximada para el kernel del término histérico. Encontraron
que el kernel del término histérico sobre una burbuja a Re finitos y tiempos largos decae a una
tasa mds rapida, t~2, respecto a la solucién para flujo reptante, t~/2, lo cual implica que el
efecto del término historico sobre la burbuja a Re finitos y tiempos largos es menor y perdura
por menos tiempo. Para Re pequenos (Re < 1) y tiempos cortos, encontraron que el kernel

decae como t—1/2

. Sin embargo, notaron que independientemente del tiempo, el efecto del
término historico se reduce conforme el Re se incrementa, lo cual concuerda con los resultados

de otros estudios discutidos por Michaelides (2003).

Park y col. (1995), con la finalidad de la corroborar la validez de la expresién para el kernel
del término histérico propuesto por Mei y col. (1994), realizaron un estudio experimental de

burbujas esféricas ascendiendo en linea en un liquido estancado a 13 < Re < 212. Partieron
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de una expresion similar a la Ec. (1.5.1) (con la inercia del liquido y la no-uniformidad igual
a cero) e introdujeron la expresién de Mei y col. (1994) para el kernel del término histérico.
Obtuvieron excelentes aproximaciones entre sus mediciones y las predicciones del modelo
para la trayectoria de la burbuja y asi suministraron una validacion indirecta de la expresién
del término histérico. Encontraron que la expresién del término histérico obtenida con la
restriccién de flujo reptante sobre-estima el efecto de frenado sobre la burbuja.

En este Capitulo se realizé una revisién de la literatura para el caso de una sola particula
moviéndose en un fluido viscoso, en el siguiente Capitulo nos enfocaremos especificamente a

la interaccién hidrodindmica de un par de particulas.
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Capitulo 2

Interaccion hidrodinamica de un

par de particulas

2.1. Introduccién

Independiente de la naturaleza fisica de los cuerpos (burbujas, gotas o particulas sélidas),
el flujo en la estela tiene caracteristicas similares, particularmente en la regiéon de la estela
laminar. Por lo tanto, es una practica comun (Ruzicka, 2000, 2005; Zhang y Fan, 2003) suponer
una dindmica de interaccién similar entre un par de burbujas y un par de particulas sélidas.

Para una particula aislada o un sistema diluido de particulas moviéndose estacionariamen-
te en un volumen infinito de fluido, la fuerza hidrodindmica se reduce a la fuerza de arrastre;
por consiguiente, se puede obtener el arrastre sobre cada particula teéricamente o semi-empiri-
camente usando expresiones del coeficiente de arrastre estacionario. En cambio, en un sistema
concentrado de particulas, la estructura del flujo alrededor de cada particula tiene una fuerte
dependencia del arreglo espacial de las particulas cercanas y de la separacién entre particulas.
Consecuentemente, la fuerza hidrodindmica que experimenta cada particula es diferente y se
desvia significativamente de la de una particula aislada. Ademds, a Re finitos, no se puede
distinguir univocamente la contribucién de los efectos viscosos (arrastre estacionario y término
histérico) de los puramente inerciales (masa agregada y aceleracién del fluido). Por lo tan-
to, resulta imposible medir u obtener expresiones tedricas para la fuerza hidrodindmica que
experimenta cada particula individual en un sistema concentrado de particulas.

La prediccion de la velocidad de un par de cuerpos requiere de expresiones para la fuerza
hidrodinamica actuando sobre cada uno, por lo que la mediciéon o prediccién de la fuerza

hidrodindmica de cuerpos interactuando por medio de la fase continua ha sido y sigue siendo

23
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un topico de interés. Un requerimiento fundamental para cuantificar la fuerza hidrodinamica
en un sistema concentrado de corpusculos, es entender como afecta la presencia de otros
cuerpos a uno de ellos. Asi, los estudios se han enfocado en determinar la fuerza hidrodinamica
sobre un cuerpo interactuando con uno (o mas) cuerpos de los alrededores colocados en una
configuracién especifica. En particular, un par (o tren) de cuerpos esféricos fijos moviéndose
en una trayectoria unidimensional en la direcciéon de un flujo uniforme, representan una de
las formas bésicas de interaccién entre cuerpos. Trabajos previos se han orientado a estudios
experimentales, analiticos y numéricos. Sin embargo, atn en esta configuracién especifica tan
simple, es dificil obtener expresiones analiticas para el arrastre sobre cuerpos interactuando con
otros, fuera del régimen de flujo reptante. Con la finalidad de nombrar en forma homogénea los
diferentes regimenes de flujo de burbujas esféricas y esferas sélidas analizados en este trabajo

se propone la clasificacién mostrada en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Clasificacion de los regimenes de flujo de burbujas y esferas sélidas

Intervalo del Re Nombre Se aplica a
Re — 0 Flujo reptante Burbujas y esferas sélidas
Re <1 Re muy pequenos | Burbujas y esferas sélidas
1< Re< 10 Re pequenos Burbujas y esferas sélidas
10 < Re < 20 Re moderados Burbujas
20 < Re < 50 Re intermedios Burbujas
50 < Re < 200 Re grandes Burbujas
24 < Re <130 Re intermedios Esferas sélidas
Re > 200 Re muy grandes Burbujas
Re — o0 Flujo potencial | Burbujas y esferas solidas

A continuacién se presentan resultados encontrados en la literatura sobre la fuerza hidro-
dindmica y la velocidad de aproximacion a diferentes regimenes de flujo de un par de cuerpos

alineados verticalmente.

2.2. Flujo reptante

Los estudios analiticos sobre la fuerza de hidrodinamica en particulas interactivas han sido
llevados a cabo tUnicamente a Re — 0. El comportamiento a bajos nimeros de Reynolds de
dos particulas esféricas ha sido estudiado ampliamente (cfr. Happel y Brenner, 1990, para
una revisién). Para un medio liquido infinito y en ausencia de efectos inerciales, los cuerpos
se mueven con una misma velocidad, por lo que su separacién permanece constante. Aun en

este régimen de flujo, existen interacciones entre los cuerpos, el par de esferas se desplaza mas
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rapidamente que un cuerpo aislado, y el arrastre total sobre el par de esferas decrece a medida
que disminuye su separacién. Una técnica eficiente que ha surgido para el estudio tedérico del
problema de n-cuerpos es el enfoque de la dindmica stokesiana (Durfolsky y col., 1987; Brady
y Bossis, 1988; Fuentes y Kim, 2001). Esta técnica simula dindmicamente el comportamiento
de un gran nimero de particulas en un flujo infinito de fluido.

Stimson y Jeffery (1926) usaron coordenadas bi-esféricas para resolver el problema de
flujo reptante axisimétrico que pasa a través de dos esferas sélidas. Derivaron un factor de
correccién a la formula de arrastre de Stokes, el cual considera los efectos de interaccién entre
particulas. Otros estudios han empleado el método de reflexion implementando un esquema
de iteraciones sucesivas (cfr. Happel y Brenner, 1990) o el teorema de adicion (cfr. Kim, 1987)
para resolver el flujo de Stokes a través de dos o més esferas y obtener las fuerzas de arrastre
sobre un arreglo de particulas esféricas. A Re < 1, en presencia de pequenos efectos inerciales,
la interaccién hidrodindmica de dos esferas sélidas fue primero explorado por Oseen (1927).
Las soluciones que obtuvo no son aplicables directamente a burbujas, pero es posible aplicarlas
siguiendo el anélisis para una burbuja de Golovin y Ivanov (1973) y usando la metodologia de

Oseen.

2.3. Numeros de Reynolds muy grandes a infinitos

A nimeros de Reynolds muy grandes o cuando Re — oo, burbujas esféricas de gas mo-
viéndose en un liquido puro exhiben circulacién interna (la viscosidad del gas es despreciable).
En el limite entre el liquido y el gas la componente tangencial de la velocidad no se anula, pero
si lo hace su derivada normal a la interfaz. De aqui que el gradiente de velocidad cerca del
limite no sea particularmente elevado y por lo tanto, a diferencia de una esfera sélida donde
las fuerzas viscosas son significativas, no existe separacion de la capa limite en la superficie
completa de la burbuja (Levich, 1949). Por consiguiente, para el caso de un par de burbujas,
se puede utilizar en todo el espacio la distribucién de velocidades correspondiente al flujo
potencial que rodea a una esfera, despreciando la capa superficial de liquido y la estela turbu-
lenta muy estrecha. Asi, el andlisis consiste en encontrar el potencial usando dos condiciones
de frontera en coordenadas esféricas (Ruzicka, 2000). La fuerza de interaccién inviscida es
una fuerza de repulsién inercial que decae proporcional a ~ §74 4+ 0(57%), donde 5 = s /d es
la distancia adimensional entre centroides (Lamb, 1932; Harper, 1970). Un par de burbujas
alineadas verticalmente se repelen mutuamente y se separan ilimitadamente debido a la inexis-
tencia de la fuerza atractiva ocasionada por la reduccién del arrastre local. Las ecuaciones de

movimiento para dos burbujas moviéndose en posicion general en el régimen de flujo potencial
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fueron derivadas por Biesheuvel y van Wijngaarden (1982).

2.4. Numeros de Reynolds pequenos a intermedios

Para burbujas interactuando en linea a Re pequenos a intermedios (1 < Re < 50), o
esferas solidas a Re intermedios (24 < Re < 130), no existen expresiones tedricas para la
fuerza hidrodindmica debido a que ni la solucién de Oseen ni la potencial proporcionan un
punto de partida aceptable para describir el campo de flujo del liquido atrapado entre ambos
cuerpos. Asi, dada la inexistencia de resultados analiticos, las fuentes de informacién maés
confiables son las observaciones experimentales y las soluciones numéricas. No obstante, se
han realizado esfuerzos orientados al desarrollo de modelos aproximados para predecir tanto
la fuerza hidrodindmica (Katz y Meneveau, 1996; Zhang y Fan, 2002), como la velocidad de
aproximacién del cuerpo acarreado (Crabtree y Bridgwater, 1971; Komasawa y col., 1980;
Bhaga y Weber, 1980; Katz y Meneveau, 1996; Zhang y Fan, 2003).

Para un arreglo de esferas sélidas, algunos de los estudios experimentales pioneros son los
de Rowe y Henwood (1961), Lee (1979) and Tsuji y col. (1982). Todos ellos se enfocaron en
estudiar los efectos de la distancia dos cuerpo en la estructura del flujo detras de la primera
esfera (cuerpo puntero), y su efecto sobre un segundo cuerpo a Re ~ 100 y mayores. Para un
par de cuerpos interactuando en linea, encontraron que el arrastre sobre el segundo disminuye
a medida que la distancia entre ellos se reduce. Zhu y col. (1994), Liang y col. (1996), Chen
y Lu (1999) y Chen y Wu (2000) midieron las fuerzas de arrastre sobre dos o tres esferas
alineadas en la direccion del flujo a 40 < Re < 150. Encontraron que debido al defecto del
flujo en la estela de la esfera puntera, la fuerza de arrastre sobre la segunda esfera colocada
corriente abajo es mucho menor que el arrastre sobre la primera esfera. Sin embargo, el arrastre
sobre la esfera puntera sélo es afectado ligeramente por la proximidad de la segunda esfera a
pequenas distancias de separacion entre esferas. Ademads, encontraron que el Re afecta tanto
la magnitud de la razon entre el arrastre de la segunda esfera y la esfera puntera como su
cambio con la distancia entre esferas.

Las simulaciones numéricas del flujo a través de un arreglo de esferas solidas, y la de-
terminacion de las fuerzas de arrastre resultantes sobre cada esfera han sido principalmente
conducidas a Re intermedios. Tal y col. (1984a) usando coordenadas bi-esféricas, resolvie-
ron numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes para un par de esferas moviéndose a la
misma velocidad a Re = 40, y obtuvieron los coeficientes de rozamiento de ambas esferas.
Ramachandran y col. (1991) simularon numéricamente el flujo laminar axisimétrico a través

de un arreglo lineal de tres esferas a 1 < Re < 200. Wang y Liu (1993) usando un modelo de
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viscosidad turbulenta, simularon el campo de flujo alrededor de un par de esferas sélidas para
Re ~ 103. Liang y col. (1996), junto con sus mediciones experimentales, realizaron un estudio
numérico usando un simulador comercial sobre los campos de flujo para un arreglo en linea
de tres esferas a Re de 53 y 106. Sus resultados numeéricos revelan los flujos y estructuras de
la estela para cada esfera, e indican que el coeficiente de rozamiento de esferas interactivas se
desvia considerablemente de los de una esfera aislada a un mismo ntimero de Reynolds.

Katz y Meneveau (1996), realizaron experimentos de un tren de burbujas de aire esféricas
del mismo didmetro ascendiendo en linea en agua estancada a 0.5 < Re < 36. Observaron
que la burbuja puntera y la mas préxima escapaban del tren y debido al efecto de atraccién
de la estela las burbujas colisionaban y posteriormente coalescian. La burbuja que se forma,
atrae nuevamente a la que le precede en el tren, escapan y nuevamente colisionan y coalecen.
Este fendmeno es conocido como proceso de apareamiento y escape. La velocidad de ascenso
de la burbuja puntera no se ve afectada significativamente por la proximidad de la burbuja
acarreada, lo cual también fue observado por Crabtree y Bridgwater (1971), Komasawa y col.
(1980), Bhaga y Weber (1980) y Sanada y col. (2006). Con la finalidad de predecir la velocidad
de ascenso de un par de burbujas contiguas de sus experimentos, Katz y Meneveau (1996)
desarrollaron un modelo aproximado basado en el conocimiento del flujo alrededor de una
sola burbuja y en la estructura de la estela detras de esta. En la estimacion de las fuerzas
de presién consideraron ambos limites asintéticos: flujo de Oseen y flujo potencial. Mientras
que el defecto del flujo en la estela fue considerado como flujo de Oseen, para Re < 1 y flujo
potencial con una estela delgada, para Re > 1.

El efecto de la estela del cuerpo de adelante sobre el cuerpo de atrds interactuando en linea
ha sido conocido como un efecto de escudo, permitiendo que la velocidad del cuerpo acarreado
se incremente a medida que la distancia de separacién entre cuerpos disminuye. Para un par
de burbujas ascendiendo en linea Crabtree y Bridgwater (1971) observaron que la velocidad
de ascenso de la burbuja acarreada puede ser evaluada como la suma de la velocidad terminal
de una burbuja aislada més la velocidad del flujo en la estela de la burbuja puntera evaluado
en el frente de la burbuja acarreada (wg). Estas observaciones fueron confirmadas por Bhaga
y Weber (1980), quienes desarrollaron una expresién empirica para wy.

Zhang y Fan (2002) obtuvieron una expresién semianalitica para el arrastre sobre una
esfera interactuando con la estela laminar estacionaria de la esfera puntera a Re pequenos
a moderados. Consideraron la fuerza de arrastre como la dominante, despreciando cualquier
efecto inercial adicional. Las predicciones de su modelo ajustan adecuadamente mediciones
experimentales de Zhu y col. (1994) y Liang y col. (1996). Zhang y Fan (2003), partiendo de un

balance de fuerzas para la burbuja acarreada, obtuvieron diferentes modelos para la velocidad
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de aproximacion de la burbuja acarreada a la puntera, y alcanzaron buenas predicciones de las
mediciones experimentales de Katz y Meneveau (1996). Consideraron que ademads de la fuerza
de flotacién y el arrastre, deberian tomarse en cuenta las fuerzas de presion, masa agregada
y de Basset-Boussinesq. No obstante, argumentaron que en la regién lejana de la estela, el
gradiente de presién es despreciable, y ademas, la aceleracion del fluido es cero. Sin embargo,
en el desarrollo de Maxey y Riley (1983), la contribucién de la presién dindmica se transforma
en la resistencia por forma que contribuye con 1/3 de la fuerza de arrastre de Stokes, la fuerza
de aceleracién del fluido y en la fuerza de masa agregada. Por consiguiente, no es necesario
adicionar un gradiente de presién a la ecuacién de movimiento para una esfera, puesto que esta
contribucién estd considerada en la expresion final (cfr. Michaelides, 2003, para una discusién

sobre este asunto).

2.5. Numeros de Reynolds grandes

La vorticidad en la capa limite sobre una burbuja ascendiendo en un liquido libre de sur-
factantes es pequeina y se encuentra confinada en una estela delgada, por lo que los efectos
viscosos en la capa limite proveen tnicamente una correccién respecto al flujo potencial del
orden Re™1/2, en contraste con una esfera sélida donde los efectos viscosos juegan un papel
dominante, y las perturbaciones de la velocidad son del mismo orden de la velocidad irrota-
cional. Por lo tanto, para el caso de un par de burbujas ascendiendo en linea, es razonable
pensar que la solucién potencial podria dar una buena descripcién del flujo fuera de la capa
limite, y asi construir una teoria basicamente inviscida, confinando los efectos viscosos en una
capa limite delgada e incorporarlos al modelo en forma aproximada. Ejemplos pueden ser en-
contrados en los estudios de Harper (1970), Sangani y Didwania (1993a,b), Kumaran y Koch
(1993a,b), y van Wijngaarden (1993).

Las ecuaciones de movimiento para dos burbujas (en posicién general) moviéndose a niime-
ros de Reynolds grandes fueron derivadas por Kok (1993a,b) y Kumaran y Koch (1993a). En
sus aproximaciones, ambos cuerpos experimentaban el mismo arrastre y el par seguia basica-
mente el mismo escenario inviscido de la ecuacién de movimiento obtenida por van Wijngaar-
den (1993). Sangani y Didwania (1993b) incluyeron los efectos viscosos por medio de la funcién
de disipacién potencial. Mientras que en los otros estudios estos efectos fueron despreciados.
Sin embargo, para dos burbujas esféricas interactuando en linea a Re de hasta 200, la contri-
bucién de los efectos viscosos en la estela de la burbuja puntera afectan significativamente el
arrastre sobre la burbuja acarreada, y ademas, difieren cualitativa y cuantitativamente de las

predicciones de la funcién de disipacién potencial (cfr. Yuan y Prosperetti, 1994, Fig. 2).
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Para la situacién artificial en que el par de burbujas se mueve a la misma velocidad constan-
te, Yuan y Prosperetti (1994) calcularon los denominados coeficientes de arrastres verdaderos
substrayendo la fuerza inercial de la solucién potencial a la fuerza hidrodinamica total actuan-
do sobre cada burbuja. Encontraron que para distancias mayores a un didmetro de burbuja
el arrastre sobre la burbuja puntera es aproximadamente igual al de una burbuja aislada,
mientras que el arrastre sobre la burbuja acarreada se reduce monoténicamente conforme el
espacio entre burbujas disminuye. La definiciéon de coeficiente de arrastre verdadero se debe
a que para este caso particular, la aceleracién relativa de la burbuja acarreada con respecto
al flujo en la estela de la burbuja puntera es cero. Por consiguiente, no existe contribucién al
arrastre por parte del término historico de fuerza.

En un trabajo posterior, Harper (1997) extendié su andlisis previo (Harper, 1970), para
considerar la difusion de vorticidad entre burbujas, y encontré que tnicamente es posible
ignorar la difusién viscosa en la estela si Re — oo. Sugirié una aproximacién general para
estimar el arrastre de un tren de burbujas ascendiendo en linea. Excepto para distancias de
separacion entre burbujas menores a tres didmetros, sus resultado para dos burbujas se ajustan
muy bien a los valores numéricos calculados por Yuan y Prosperetti (1994).

Ruzicka (2000) estudié numéricamente la dindmica de un tren de burbujas esféricas del
mismo didmetro interactuando en linea a Re grandes. Propuso un balance de fuerzas supo-
niendo que tres fuerzas actuaban sobre cada burbuja en el tren: flotacion, arrastre viscoso
e inerciales inviscidas. Ademas, consideré la existencia de dos tipos de interacciones: locales
(entre burbujas contiguas) y no-locales (entre burbujas no contiguas). Para el caso de interac-
ciones locales, propuso una expresién empirica del coeficiente de arrastre para ambas burbujas,
y las predicciones de su modelo para la velocidad de aproximacion de la burbuja acarreada se
asemejan a los resultados de Yuan y Prosperetti (1994).

En la actualidad no existen técnicas experimentales para medir de manera directa el arras-
tre sobre un cuerpo interactuando con la estela. Por consiguiente en este trabajo, especialmente
los valores del coeficiente de arrastre estacionario sobre la burbuja acarreada calculados por
Yuan y Prosperetti (1994) a Re = 20, 50, 100 y 200, y diferentes distancias de separacién en-
tre burbujas, son relevantes. Estos datos seran usados para construir una expresion explicita

aproximada para la fuerza de arrastre cuasiestacionaria sobre la burbuja acarreada.
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Capitulo 3

Fuerzas actuando sobre un cuerpo

inmerso en un fluido

En la Seccién 3.1, se deriva la ecuacion de conservacién de momentum para un volumen
material. A esta ecuacién le substraeremos la fuerza boyante neta para obtener la ecuacion
de conservacién de momentum que considera unicamente la contribucion hidrodinamica. En
la Seccion 3.2 se obtiene una expresion exacta para la fuerza hidrodindmica sobre un cuerpo
inmerso en un volumen material de fluido. En la Seccién 3.3 usando las expresiones integrales
de conservacion de masa para un volumen material y un volumen de control fijo, se deriva
una expresion exacta para la fuerza hidrodindmica sobre un cuerpo inmerso en un volumen de
control fijo. En la Seccién 3.4 se analiza la estructura del flujo detréds de la esfera puntera. En
la Seccién 3.5 se obtiene una expresién para la fuerza hidrodindmica sobre un cuerpo inmerso
en un volumen de control fijo que interactiia en linea con la estela laminar y estacionaria
generada por un cuerpo que le antecede (el cuerpo puntero). En la Seccién 3.6 se analizan
los trabajos de la literatura en los que se han obtenido expresiones analiticas para la fuerza
hidrodinamica integrando directamente el esfuerzo normal y tangencial en la superficie del

cuerpo.

3.1. Ecuacion de balance de momentum para un volumen ma-

terial

El punto de partida consiste en plantear una formulacién integral del principio de balance
de momentum sobre un volumen de control material de fluido (ver Fig. 3.1). El balance de

momentum para un volumen de control material 7;,, envuelto por una superficie cerrada .7

33
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Figura 3.1: Volumen material de fluido de dimensién finita.

con vector normal unitario n orientado al exterior de la superficie, considerando tanto las

fuerzas de contacto como volumétricas, puede formularse por medio de la expresién

(i/pde: % n-TdA+ / pg dV, (3.1.1)

P (t) ot (t) P (t)

donde p es la densidad, w la velocidad del campo de flujo laminar, g la aceleracién gravitacional

vy T el tensor de esfuerzos totales, el cual se define como
T=—-pl+T, (3.1.2)

donde I y T son el tensor unitario y el de esfuerzos viscosos, respectivamente; y p denota la

presion. Para un fluido newtoniano e incompresible 7 obedece la relacién
F=p(Vw+ VWT) (3.1.3)

y p corresponde a la presién mecanica. Es decir, p contiene dos contribuciones, la presién

estatica p. y la presiéon dindmica py,

P = Pe + Dk - (3.1.4)

En otras palabras, p. representa la presion ejercida sobre la superficie material o7 si el fluido
estad estancado, y pg es la contribucién adicional si el fluido estd en movimiento. Al sustituir
la Ec. (3.1.4) en la Ec. (3.1.2) se obtiene

T = —pI+ Ty, (3.1.5)
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donde T}, incluye las dos contribuciones debido al movimiento del fluido alrededor de la super-
ficie de control, estas son la presién dindmica —piI y el tensor de esfuerzos viscosos dado por la
Ec. (3.1.3). Sustituyendo la Ec. (3.1.5) en la Ec. (3.1.1), usando la identidad fi - (pI) = pend, y
posteriormente, utilizando el teorema de la divergencia en el término que contiene a la presién

estéatica, se llega a

d
- / pw dV = jz{ ATy dA + / (pg — Vp) dV. (3.1.6)

Vi (t) ¥ (t) P (t)

La condicién de equilibrio mecdnico de un fluido en reposo requiere que

/ (pg — Vpe)dV =0, (3.1.7)
Y ()

de donde puede obtenerse la ecuacién general de la hidrostética, pg — Vp. = 0. Ahora, res-

tando esta condicién de equilibrio mecanico de la Ec. (3.1.6) se obtiene

d
o pw dV = }1{ n- Ty dA. (3.1.8)

Y (?) 2y, (t)
Debe remarcarse que la Ec. (3.1.8) contiene tunicamente las fuerzas superficiales debidas al
movimiento del fluido sobre la superficie .27 . Este efecto es conocido como la contribucién
cinética (Bird y col., 1992, p. 2-28) y la correspondiente fuerza resultante es comunmente

llamada fuerza hidrodindmica (Noca, 1997).

3.2. Fuerza hidrodinamica sobre un cuerpo en un volumen de

control material

En esta Seccién se estudian las fuerzas sobre un cuerpo arbitrario (burbuja, particula sélida
o gota) inmerso en un volumen de control material de un fluido newtoniano e incompresible,
de modo que el cuerpo actia como una frontera fisica del fluido. Siguiendo el analisis de Noca
(1997), se obtiene una expresién exacta para evaluar la fuerza hidrodindmica sobre el cuerpo.
Como puede verse en la Fig. 3.2, &7 (t) estd ahora formada por tres superficies: la superficie
del cuerpo o (t) (con vector normal unitario dirigido hacia dentro del cuerpo), la superficie
exterior o, (t) y la superficie de un conducto 2%,(t) el cual une la superficie exterior con la

superficie del cuerpo. El conducto se incluye para eliminar el hueco ocasionado por la presencia
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del cuerpo en el interior del volumen material, por lo que ahora se tiene una superficie cerrada
o/ (t) acotando a ¥,*(t) con dominio simplemente conexo, lo cual es necesario para aplicar

los teoremas integrales. Asi que
A () = D, (1) U () U o, (1). (3.2.1)

Si se elige un conducto plano de espesor infinitesimal e, entonces la integraciéon de la fuerza

Figura 3.2: Superficie material 7 (¢).

hidrodindmica sobre 7, (t) puede conformarse por la integracién sobre ambas caras del con-
ducto mas la integracién sobre sus extremos. Aplicando el teorema del valor medio en ambos
extremos, considerando el limite cuando € — 0 se obtiene que la contribucién de cada una de
estas integrales es despreciable. Ademas, el tensor de esfuerzos Ty = (—prI + 7) es continuo

sobre 7,(t), y también en el limite cuando ¢ — 0, los vectores unitarios correspondientes a

cada superficie satisfacen la relacién fis = —ii;. Por lo tanto,
f n- (—ka—i-T) dA = f (ﬁ1 +ﬁ2) . (—ka—i-T) dA = 0. (3.2.2)
o (t) oy (1)

Asi, la integracién de (—pgI + 7) sobre o7 (t) es equivalente a

7{ (—pl+7) -0 dA = 7{ (—peI+7) -0 dA+ }1{ (—peI+7) - dA. (3.2.3)
A (1) T (1) (1)
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Por otro lado, puesto que 1 es el vector normal dirigido hacia el cuerpo, la fuerza hidrodinamica

ejercida por el fluido de los alrededores sobre el cuerpo esta dada por

Fup(t) = - 7{ n- Ty dA. (3.2.4)
(1)

Sustituyendo (3.2.4) en el segundo término del lado derecho de (3.2.3), y la expresién resultante
en (3.1.8), se obtiene la siguiente expresion para la fuerza hidrodindmica sobre un cuerpo

arbitrario inmerso en un volumen de control material:

Fup(t) = —% pw dV + 7{ n- Ty dA. (3.2.5)
0 G (1)

3.3. Fuerza hidrodinamica sobre un cuerpo en un volumen de

control fijo

Cuando tenemos un volumen de control fijo en vez de un volumen de control material, a
partir de la Ec. (3.2.5) se puede obtener una expresién integral exacta para evaluar la fuerza
hidrodindmica sobre un cuerpo inmerso en el volumen de control fijo. La evolucién temporal

del impulso del fluido para un volumen de control material es

d
7 / pw dV =0, (3.3.1)

Vin ()
mientras que para un volumen de control fijo estd dada por

d

dt/pw av + 7{ n-pww dA = 0. (3.3.2)

v o *
Propongamos que al tiempo t, el espacio ocupado por el volumen material ¥;,(t) coincide
con el volumen de control fijo ¥, es decir 4, (t)* = &*. Si se iguala (3.3.1) con (3.3.2), se
obtiene la siguiente expresién integral que relaciona la evolucion temporal del impulso entre

un volumen de control material y un volumen de control fijo

d d "
7 / pw dV = 7 /pw dv + }1{ i - pww dA. (3.3.3)
v ol *

P (t)
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Sustituyendo la Ec. (3.3.3) en la Ec. (3.2.5) se llega a

Fup = f% /pw av — j{ﬁ -pww dA + jg n- Ty dA. (3.3.4)
¥ o A=t (1)

La segunda integral de (3.3.4) representa un flujo convectivo de momentum a través de la

superficie &/*. Usando la Ec. (??) y agrupando términos se llega finalmente a

Fup = —% pwdV + 7{ (—h-pww + 10 Tg)dA — f - pww dA, (3.3.5)
v o h(t)
donde &7 equivale instantdneamente a .27, (t), al tiempo t. La Ec. (3.3.5) es la expresién integral
exacta para la fuerza hidrodindmica actuando sobre un cuerpo sumergido en un volumen de
control fijo de fluido. El primer término representa la evolucién temporal del impulso del
fluido dentro del volumen de control. El segundo término tiene dos contribuciones: la primera
es el flujo convectivo neto de momentum que atraviesa la superficie de control; la segunda
contribucién representa las fuerzas viscosas y de presién dindamica sobre la superficie de control.
El tercer término es el flujo convectivo neto de momentum que penetra el cuerpo. Asi, usando
(3.3.5) se puede obtener la fuerza hidrodindmica instanténea sobre un cuerpo a partir del
conocimiento del campo de presién y de velocidad (y sus derivadas). Este enfoque ha sido
propuesto por Noca (1997) para estimar la fuerza hidrodindmica sobre un cuerpo arbitrario
a partir de mediciones experimentales del campo de velocidad del flujo obtenidas mediante

Velocimetria de Imagen de Particulas (PIV por sus siglas en inglés).

3.4. Flujo en la estela de un cuerpo esférico

Consideremos dos esferas (burbujas o sélidas) del mismo didmetro ascendiendo sucesiva-
mente en una trayectoria vertical, en un volumen infinito de un fluido newtoniano e incom-
presible con flujo uniforme (ver Fig. 3.3). Para simplificar el anélisis del problema, en lo que
resta de esta tesis se realizan las siguientes suposiciones: (1) La esfera acarreada (denominada
aqui Esfera 2) se encuentra localizada en la regién de la estela laminar, a una distancia tal que
su proximidad no afecta a la esfera puntera (referida aqui como Esfera 1). Entonces, la esfera
puntera se comporta como una esfera aislada moviéndose a su velocidad terminal Uyp;. (2) El
Unico mecanismo de interacciéon que se considera entre esferas es la estela laminar inducida
por la esfera puntera. (3) Desde el marco de referencia anclado en la esfera puntera, el flujo

en la estela es laminar, estacionario y tiene simetria axial.
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sfera 1 P2

"++++fTTTT TTTf++++ sid

Ri(®) +++fTTTT

Figura 3.3: Interaccion de dos esferas ascendiendo en linea.

Ademsds de las simplificaciones planteadas anteriormente, para el caso particular de dos
burbujas interactuando en linea supondremos que: (1) El nimero de Reynolds de burbuja
estd en el régimen de fluyjo O(10) a O(100); es decir, antes de que exista una apreciable
deformacién de la burbuja y/o separacién de la capa limite. Por lo tanto, a cierta distancia de
la burbuja, el flujo en la estela sigue siendo laminar, estacionario y con simetria axial (Moore,
1963; Batchelor, 1967). (2) El nimero de Weber es mucho menor que 1 (ambas burbujas
mantienen siempre su forma esférica). (6) La superficie de ambas burbujas se encuentra libre

de surfactantes (no existe actividad superficial).

El marco de referencia ubicado en el centro de la esfera puntera se encuentra localizado a
una distancia R;(t), medida desde un marco de referencia de laboratorio (z,y, z). Un punto
en el espacio puede ser expresado en ambos marcos de referencia de acuerdo a la siguiente
transformacién coordenada:

z=Ry(t) —s. (3.4.1)

Siguiendo la trayectoria de una particula material de fluido lejos de la burbuja y trans-
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formandola de acuerdo a la Ec. (3.4.1), su derivada temporal esta dada por

u, = Uy — us. (3.4.2)
Mientras que para una particula material en la estela estd dada por

w, = Upp — ws. (3.4.3)

Primero nos enfocaremos en analizar el flujo en la estela de la burbuja puntera a Re grandes
(50 < Re < 200). Para este régimen de flujo, Katz y Meneveau (1996) basandose en célculos
de capa limite de Moore (1963), propusieron que, para s/d > Re, el defecto (o imperfeccion)
de la velocidad del flujo ascendente en la estela de la burbuja puntera puede aproximarse
sumando el defecto de la solucién potencial evaluada en el eje de simetria mas el defecto del

perfil de velocidad de la solucién asintética (véase el Apéndice A.2), asi que

S

5 1 5 =P (3.4.4)

Ug 8

wy(r,s) —u, 1 (d)3+ Cq1 Rey d < Req r2>

Adicionalmente, Katz y Meneveau (1996) ajustando mediciones experimentales de la velocidad
terminal de una burbuja aislada obtuvieron una correlacién experimental del coeficiente de
arrastre actuando sobre dicha burbuja. Ellos usaron su correlacién para aproximar el efecto
de reduccion del arrastre sobre la burbuja acarreada. Consideraron que dicha burbuja tiene
una velocidad ascendente adicional en relacién a la velocidad de una burbuja aislada, dada

por

R
1 4 1/1\* Cu Re; 1
W = P / [wy (ry,s) — uy| 2mrdr = 3 <§> + - [1 — exp (_16§ : (3.4.5)
0

En todo el trabajo, § = s/d representa la distancia adimensional de separacién entre el centro
de masa de ambas esferas, de modo que para esferas idénticas en contacto, § = 1.

Harper (1997), usando su teoria analitica aproximada discutida en el Capitulo 2 de-
mostré que, si Re > 1, la propuesta de Katz y Meneveau (1996) se puede extender a una
region de mucho mayor proximidad entre burbujas que la que ellos pensaron, en este caso a
distancias § > O(3/2). Es decir, si se consideran estas restricciones (Re > 1y § > 3/2), el
flujo en la estela de la burbuja puntera estd muy bien aproximado por la Ec. (3.4.5).

Analicemos ahora el flujo en la estela de la burbuja puntera a Re pequenios a intermedios

(1 < Re < 50). En este caso, la difusién de vorticidad viscosa sobre la superficie de la burbuja
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es significativa, y la suposicion de flujo irrotacional en la estela cercana a la burbuja ya no es
vélida. Por lo tanto, la teoria de la capa limite de Moore (1963) no proporciona una adecuada
descripcién del flujo en la estela, principalmente en la regién de longitud ~ RRe'/? préxima
a la superficie de la burbuja. Sin embargo, si el flujo es laminar, independiente del Re, a
una cierta distancia de la burbuja la solucién asintética obtenida en el apéndice B es atn
aplicable, y la teorfa de Moore (1963) predice que esta distancia se debe reducir conforme
el Re disminuye. Considerando lo anterior, se propone usar como una primera aproximacion
para estimar el defecto de la velocidad en la estela tanto para burbujas a Re pequenos a
intermedios como para esferas sélidas a Re moderados (24 < Re < 130) el perfil de velocidad

asint6tico promediado en el drea proyectada por la esfera, entonces (Ec. A.1.22)

_wz_uz_cdl Rej 1
W = w2 [1 exp< 16 §)] (3.4.6)

Debido a que la solucién potencial decae como §73 y la asintética exponencialmente, indepen-
dientemente del Re, a una cierta distancia de la burbuja puntera (la cual es menor conforme

el Re disminuye), el defecto del flujo en la estela se reduce a la Ec. (3.4.6).

3.5. Fuerza hidrodinamica de un flujo no-uniforme sobre una

esfera en un volumen de control fijo

En esta Seccidn, a partir de la Ec. (3.3.5) se obtiene una expresién integral simplificada
para evaluar la fuerza hidrodindmica sobre una esfera (esfera acarreada) interactuando en linea
con la estela de otra esfera del mismo tamano. Como caso particular, estudiamos nuevamente
el sistema de un par de esferas del mismo didmetro ascendiendo en linea e interactuando por
medio de la estela laminar y estacionaria de la esfera puntera descrito en la Seccién anterior.
Por conveniencia, se elige un volumen de control con geometria cilindrica, fijo respecto al
marco de referencia inercial anclado en la burbuja puntera (ver Fig. 3.4). Considerando la
naturaleza permanente del perfil de velocidad en la estela en el marco de referencia de la
esfera puntera, la incompresibilidad del flujo y la rigidez de la esfera acarreada, es razonable
suponer que la tasa de cambio del impulso en el volumen de control para una posicion fija de

la esfera acarreada es independiente del tiempo. Entonces

d
T pwdV = 0. (3.5.1)
v
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Figura 3.4: Dos burbujas interactuando con la estela de la burbuja puntera.

Ademas, dado que el fluido no penetra la superficie del cuerpo, la dltima integral de (3.3.5)
es cero. Por lo tanto, la expresién para la fuerza hidrodindmica que actia sobre el cuerpo

acarreado se simplifica para el caso estudiado a

Fup = j{ (—ﬁ - pWW + 11 - Tk) dA. (352)
o

El término en el integrando de la expresién anterior, representa el flujo neto de momentum a
través de la superficie fija de control. Esta expresion serd el punto de partida en el Capitulo 4
para la obtencién de una expresion aproximada para la fuerza hidrodindmica sobre la esfera

acarreada.

3.6. Fuerza hidrodinamica conociendo la estructura del flujo

en la superficie de la esfera

El analisis en 3.2 puede usarse para evaluar la fuerza hidrodindmica si se conoce tinicamente

la estructura del flujo sobre la superficie del cuerpo. En principio, una integracién directa del
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esfuerzo normal y tangencial sobre la superficie del cuerpo en lugar de utilizar un balance global
de momentum proporciona un mejor entendimiento respecto a la contribucién individual de las
fuerzas de presion y viscosas en la fuerza hidrodindmica. Este enfoque es comtinmente usado
en la literatura tanto para obtener expresiones diferenciales asi como en estudios numéricos
(Morrison y Stewart, 1976; Maxey y Riley, 1983; Auton y col., 1988; Kang y Leal, 1988; Yuan
y Prosperetti, 1994; Kurose y Komori, 1999; Kurose y col., 2001).

Reduciendo el volumen de control hasta cero, es decir, hasta que la superficie .7, (t) coin-
cida con Ay, y considerando ademads que la direccién relativa del flujo es paralela al eje-z
de movimiento permanente del cuerpo, de modo que éste no experimentard fuerza de sus-
tentacién. Asi, a partir de la expresién exacta para la fuerza hidrodindmica sobre un cuerpo
inmerso en un flujo viscoso e incompresible dada por la Ec. (3.2.5), su componente vertical se
simplifica a

Fuyp =Fup - &, = fﬁ (—prI+7T) - &, ds, (3.6.1)
Sh

donde 10 es el vector normal unitario dirigido hacia el exterior de la superficie.

Siguiendo el andlisis de Maxey y Riley (1983) es posible separar el campo de flujo alrededor
de la esfera en el campo de flujo no perturbado w® y el campo de flujo perturbado por la
presencia de la esfera w(). El campo de flujo resultante satisface la condicién w = w(® +w®),
en todo el espacio ocupado por el fluido. Asi, para una esfera interactuando en linea con la
estela laminar, estacionaria (no-uniforme) inducida por otra esfera localizada corriente arriba,
independiente del Re y de la condicién de frontera sobre su superficie (no-deslizamiento o
esfuerzo tangencial nulo), el cuerpo experimenta una fuerza hidrodindmica cuya expresién

desde un marco de referencia de laboratorio estd dada por

Fup = F\) + ) = ]{ﬁ. (~pl"T+ 7)) 6. ds+ j{n (~pT+7M) 6. ds. (36.2)
Sb Sb

Cuando el tamano del cuerpo es pequeno en comparacién con la longitud caracteristica de
variacion del flujo no perturbado y del campo de presién en la estela, tanto el gradiente de
presion como el campo de velocidad evaluados sobre la superficie de la esfera son aproxi-
madamente uniformes. Sobre esta consideracion, convirtiendo a una integral de volumen la

expresion integral del flujo no perturbado, y considerando que w = w, (r, z), ésta puede ser
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aproximadamente evaluada como

opl®) 10 [ ow® 9w
FO =W, (— 8’; LLE el Kl e : (3.6.3)

Mientras que la ecuacién de movimiento (sin la contribucién de la fuerza de gravedad) para

el flujo no perturbado en la estela en coordenadas cilindricas es

ow®  apl 10 [ ow®\ 920
07" % v 2 z 4
P "8, 0z tH ror \' or + 0z2 |’ (3.6.4)

Sustituyendo la ecuacién anterior en el término entre paréntesis de la Ec. (3.6.3) se llega a la
siguiente expresién explicita para la fuerza inercial del fluido no perturbado actuando sobre
la burbuja acarreada cuando esta se mueve en relacién a la burbuja puntera (véase también

Maxey y Riley, 1983, y el andlisis que lleva a la Ec. 25):

ow,,

F}(I(B = —m¢ (Up1 — w;) 25,

(3.6.5)
donde ms = pVy, y Qw,/0z = 8w£0) / 0z. Aqui, w, y 0w,/0z son evaluadas en el lugar donde
se ubica el centro de la esfera, y (Up; — w,) 0w,/dz es la aceleracién convectiva del fluido
relativa a la esfera puntera (en la direccién z) debido a la no-uniformidad del flujo. Dado que
ésta expresion se obtuvo a partir de (3.6.4), el efecto total de la estructura local del flujo en la
fuerza inercial del fluido no perturbado inducido tanto por el gradiente de presién dindmica
como por el transporte viscoso ha sido considerado en (3.6.5). Sustituyendo la Ec. (3.6.5) en

la Ec. (3.6.2) la fuerza hidrodindmica puede expresarse como

ow. [ o .
Fup = ~ms (U — ) 5=+ fae (<14 70) 6. s (3.6.6)
Sh

Es aparente en la Ec. (3.6.6) que para obtener una expresién analitica de la fuerza hidrodindmi-
ca se debe determinar la fuerza del flujo perturbado por la esfera. Sin embargo, expresiones
analiticas que consideran las contribuciones individuales de la presiéon dindmica pl(;) y de los
esfuerzos viscosos (1) sobre la superficie de esferas (s6lidas, burbujas o gotas) del flujo per-
turbado unicamente han sido obtenidas para el régimen de flujo reptante (e.g. Morrison y
Stewart, 1976; Maxey y Riley, 1983; Michaelides y Feng, 1995; Michaelides, 2003). Asi que,
a diferencia del limite de flujo reptante en donde es posible identificar inequivocamente las

fuerzas del flujo perturbado (arrastre cuasiestacionario, masa agregada y término histérico
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de fuerza); a Re finitos, la no-linealidad de las ecuaciones de Navier-Stokes hacen imposible
distinguir individualmente estos términos. Sin embargo, en una gran cantidad de estudios
concernientes con burbujas o esferas sélidas a Re finitos se ha usado una descomposicién de
fuerzas idéntica a la existente en flujo reptante examinando la validez de esta aproximacién
con resultados numéricos o mediciones experimentales (véase la revision del Capitulo 1y 2).
En nuestro desarrollo usaremos esta misma descomposicion de fuerzas. Por lo tanto, a partir
del balance de fuerzas dado por (3.6.6), la fuerza hidrodindmica sobre la esfera acarreada
puede escribirse en términos de expresiones diferenciales adicionando la fuerza de la inercia
del fluido, la fuerza de masa agregada debida a la aceleracién relativa del cuerpo y las fuerzas

de arrastre viscoso (estacionario y término histérico de fuerza), es decir

Fayp = Fupr + Fa2 + Fy

dUps
dz

ow,
= mp |— (14 Cu) (U1 — 02) 222 4 Cp (Ut — Usp)

EP + Fyo + F1. (3.6.7)

El efecto del gradiente de presién dindmica tanto para el flujo no perturbado como para el
perturbado es considerado implicitamente en la expresién anterior (véanse también las Ecs.

1.5.7 y 1.5.8 ); por lo tanto, no es necesario un término mas para considerar este efecto.
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Capitulo 4

Arrastre cuasiestacionario sobre la

esfera acarreada

4.1. Introduccion

El objetivo de este Capitulo es obtener expresiones para la fuerza de arrastre cuasiestacio-
naria actuando sobre la esfera acarreada. Sin embargo, dado que los tnicos datos reportados
en la literatura del coeficiente de arrastre estacionario sobre la esfera acarreada se obtuvieron
para burbujas esféricas (Yuan y Prosperetti, 1994), especificamente nos enfocamos a analizar
este caso (aunque nuestro analisis es también vélido para esferas sélidas). Se analizan dos
regimenes de flujo: Re pequenos a intermedios (1 < Re < 50) y Re grandes (50 < Re < 200).
Las predicciones de éstas expresiones son comparadas con resultados numéricos reportados en
la literatura. La expresién del arrastre para Re pequenos a intermedios serd usada en el Capitu-
lo 6 con la finalidad de predecir mediciones experimentales de la velocidad de aproximacion

de la burbuja acarreada a la puntera.

4.2. Expresiones para el arrastre cuasiestacionario sobre la es-

fera acarreada

Para el caso de una esfera sélida inmersa en un flujo cortante lineal con una no-uniformidad
transversal leve, es necesario introducir una correccién adicional a la expresién del arrastre
cuasiestacionario (Bagchi y Balachandar, 2002¢,b), pero debido a que ésta es muy pequena se
puede despreciar (Bagchi y Balachandar, 2002a; Kurose y Komori, 1999). El mismo resultado

ha sido encontrado para una burbuja esférica libre de surfactantes (Kurose y col., 2001).

47



48 Arrastre cuasiestacionario sobre la esfera acarreada

Sin embargo, para dos burbujas esféricas interactuando en linea a Re pequenios a grandes,
la no-uniformidad transversal del flujo contribuye significativamente en la fuerza de arrastre
cuasiestacionaria (Yuan y Prosperetti, 1994; Katz y Meneveau, 1996).

Debe reconocerse que obtener una expresién analitica para el arrastre sobre un cuerpo
inmerso en un flujo altamente no-uniforme (en la direccién transversal al flujo) a Re pequertios
a intermedios no es una tarea sencilla (cfr. Katz y Meneveau, 1996). Yuan y Prosperetti (1994)
sugieren una alternativa que consiste en especificar una velocidad relativa de la burbuja respec-
to a una velocidad de referencia apropiada para el flujo en la estela de la burbuja puntera. Este
enfoque permite incorporar correlaciones conocidas del coeficiente de arrastre estacionario. En
este Capitulo se explora esta alternativa, la consideracion de la no-uniformidad transversal pa-
ra la estimacién del arrastre cuasiestacionario sobre la burbuja acarreada se realiza usando
correlaciones conocidas del coeficiente de arrastre estacionario, pero especificando una velo-
cidad de referencia apropiada en la estela. Katz y Meneveau (1996) para Re > 1 proponen
como esta velocidad la Ec. (3.4.5), mientras que Zhang y Fan (2003) para Re pequenos a
intermedios propusieron la Ec. (3.4.6). Sin embargo, el perfil de velocidad en la estela a una
distancia axial fija describe la forma de un paraboloide elipsoidal cuya concavidad se suaviza
a medida que la distancia axial se incrementa o el Re disminuye (Schlichting, 1979, pag. 170).
Asi, una pregunta que naturalmente surge es jResulta correcto suponer siempre a W, como
la velocidad de referencia del fluido independientemente del Re y de la distancia axial medida
desde la burbuja puntera? A continuacion se realiza un analisis del problema con la finalidad
de responder a esta pregunta.

Partiendo de la expresion analitica para el arrastre sobre una esfera obtenida con la res-
triccién de flujo reptante, y extendiéndola a Re mayores introduciendo una expresién semi-
empirica para el coeficiente de arrastre estacionario (véase el Apéndice A.2); la componente

vertical del arrastre cuasiestacionario sobre la esfera acarreada de la Fig. 3.3 se escribe como
T 2 1 _ _ d2 2 —
Fapor = _CdQZd §p (Upz — yw,) | Uy — yw, — ﬂv Wy | . (4.2.1)

Aqui, con el propésito de considerar el efecto de la no-uniformidad transversal del flujo, se
eligié una velocidad relativa de la burbuja acarreada Upe — yw,. Ademads, w, y sus derivadas
deben evaluarse en el centro de masa de la burbuja usando la Ec. (3.4.5) (para Re grandes)
o la Ec. (3.4.6) (para Re pequenos a intermedios). El término del Laplaciano son derivadas
de segundo orden para corregir el efecto adicional que ocasiona la no-uniformidad axial (en
la direccién del flujo) (Michaelides, 2003). El factor v es un pardmetro que equivale a la

razon de una velocidad promediada en la estela sobre una area radial proyectada desconocida
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R, =d,/2 con respecto a w,, entonces

R’Y
101
= EZ—WR% /wz (r,s) 2mrdr. (4.2.2)
0

Por lo que « se incluye en la Ec. (4.2.1) como una propuesta alternativa para considerar
el efecto de la no-uniformidad transversal del flujo en la estimacién del arrastre sobre la
burbuja acarreada. Su definicién considera que la velocidad tipica del fluido en la estela no
es necesariamente coincidente con la velocidad relativa de la burbuja acarreada con respecto
a la velocidad promedio de la estela Upy — w,; mas bien, este es un caso particular que se
presenta cuando v = 1. En otras palabras, v considera que el area proyectada para encontrar

la velocidad tipica en la estela podria depender de la distancia y del nimero de Reynolds.

La fuerza de arrastre estacionaria sobre la burbuja puntera ascendiendo a su velocidad

terminal en un flujo uniforme y estacionario se expresa como
Fdl = _Cdlzd ip (Ubl — uz) . (4.2.3)

Dividiendo la Ec. (4.2.1) entre la Ec. (4.2.3) se obtiene

Fun  Ca

Faor Caz [ Up2 — vy, Upa — yw. 1 Cﬁ 25 ) (4.2.4)
Upr —u,  Upp —u,24

Wy
Ubl — Uy

La razon de coeficientes de arrastre de la ecuacion anterior considera tanto la principal depen-
dencia de las expresiones para el arrastre estacionario sobre una burbuja aislada que existen en
la literatura (Hadamard, 1911; Rybczynski, 1911; Levich, 1949), asi como el factor secundario
que provee una correcciéon del término de orden principal O(Re™!) (Moore, 1963; Golovin y
Ivanov, 1973; Mei y col., 1994; Magnaudet y col., 1995; Katz y Meneveau, 1996), de modo que

Ca2  Rey

—-— = = 4.2.5

donde Rey = (Upz — yw,)d/v es el nimero de Reynolds de la burbuja acarreada, asi que

=2 = Uy, — W, (4.2.6)

Aqui,
U, = === (4.2.7)
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W, = ’ZZ’I - ;‘ (4.2.8)
son las expresiones adimensionales para la velocidad de la burbuja acarreada y el defecto
de la velocidad de referencia en la estela, respectivamente. Ademas, 3 es la razén del factor
secundario cuyo valor depende de la expresién del arrastre usada. En la Tabla (4.1) se presentan
expresiones para ( usando diferentes correlaciones del coeficiente de arrastre estacionario

reportadas en la literatura descritas en la Seccién 1.3. Ahora, usando las Ecs. (4.2.5) y (4.2.6)

Tabla 4.1: Expresiones para (8 usando diferentes correlaciones de la literatura
Autor(es) Validez B

1-2.211/Re§®
Moore (1963) 50 < Re < 200 W

1+0.15ReJ-5

Magnaudet y col. (1995) Re <50 THO15RAT

1+[8/Re2+0.5|1+3.31Re; 5[]
1+[8/Re1+0.5|1+43.31Re * || =1

Mei y col. (1994) Cualquier Re

30.5(1+tanh[2 log10(0.0715Req)])
30.5(1+tanh[21og1((0.0715Req )])

Katz y Meneveau (1996) | 0.2 < Re < 56

en la Ec. (4.2.4), y tomando el término del laplaciano del Apéndice A.1 (Ec. A.2.33) se obtiene

F F
ST _ B 39y = (U, — W) — GPq, (4.2.9)
Faq1 Faq1
donde
1 a2 1 Rey 1 W Rep 1 1\2
Py=— V2, =— (1L ) (2= Vw2 4.2.10
= U — w24 " 24( 16 sW0)< 16 s> 0<s> (42.10)

representa la contribucién de la no-uniformidad axial del flujo para flujo reptante cuando se

usa la Ec. (3.4.6).

En la Ec. (4.2.9) dado que atin no se cuenta con expresiones para Uy y 7, no es posible
obtener estimaciones para Fyor/Fg41. Con la intencién de establecer valores limites de  acordes
con su definicién (Ec. 4.2.2), en la Fig. 4.1 se muestran valores de W/Wj en funcién de § a
Re pequenios a intermedios. El valor de W se estimé mediante la Ec. (3.4.6), mientras que

Wy — Uy o Cdl R61 1

Wy=—0 2 o Zdl ol 4.2.11
O U —w. 2 16 3 ( )
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es la velocidad adimensional de la estela evaluada en el eje de simetria cuando se considera

unicamente el segundo término del lado derecho de la Ec. (3.4.4). Se observa que a Re pequenos

—
O
0.8 A~
//<>’
N < O Re=1
™~ 1
= O Re =3.06
N =
0.6 ReI 12
v Re|:21.5
& Re|:35.4
4 Re,=50
0.4 T T T T T T T T T
1 3 5 7 9 11

Distancia adimensional, §

Figura 4.1: Razén entre el defecto del flujo en la estela y el defecto evaluado en el eje de
simetria, en funcién de la separacion adimensional entre burbujas.

y/o distancia lejanas W /Wy — 1; por consiguiente, el defecto de la velocidad promediada en
el area proyectada por la burbuja es similar al defecto de la velocidad evaluada en el eje de
simetria; y por lo tanto, la dependencia transversal del campo de velocidad en la estela es muy

pequena. Esto también puede encontrarse analiticamente si se realiza la siguiente expansién

en series de Taylor de la Ec. (3.4.6) para valores (%% < 1), es decir, [exp (—%%)] =1
Cdl R€1 1 1 R€1 Al 1 R€1 2 PO 1 R€1 " o
=— 1 =— — | —= et — | — . 4.2.12
2 16 3 216° 3\16 )" Totulae )’ (42.12)

El término dominante dentro del corchete es O(1) y los demds términos tienen una contribu-
cién que se hace méas pequena conforme el Re disminuye o § se incrementa. Asi, el término
dominante de la Ec. (4.2.12) es idéntico a la Ec. (4.2.11), y por lo tanto, en el limite cuando
§— 006 Re— 0, W/Wy — 1, lo cual es acorde a lo observado en la Fig. 4.1.
Considerando ahora el caso limite Re — 0, y usando Cq = 16/Re, a partir de (4.2.12) se
tiene que
_CqRer1 11

i B Bl 421
am (W) == 163~ 23 (4.2.13)
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Este resultado es idéntico a la velocidad evaluada en el eje de simetria que se obtiene a partir

de la solucién de flujo reptante sobre una burbuja inviscida libre de surfactantes.

En resumen, la dependencia radial de la no-uniformidad del flujo se reduce significativa-
mente para Re pequenos y/o distancias lejanas, asi que en ambos casos w, es independiente
de la coordenada radial. Por consiguiente, a partir de la Ec. (4.2.2) con w, (s) = w, (r,s) se

tiene que

I

R'Y

w,(s) 1 /

— [ 2nrdr =1 4.2.14

K W, WR% m ’ ( )
0

por lo que W, = W. Consecuentemente, valores de y cercanos a la unidad indican una uni-

formidad transversal del flujo despreciable.

Para el caso de Re grandes, los célculos de capa limite de Moore (1963) indican que existe
también la posibilidad de que los valores de = sean cercanos a la unidad dado que el flujo en
la estela cercana es casi paralelo. Sin embargo, este caso serd analizado mas adelante en esta

misma Seccién.

Vamos a analizar ahora la influencia de la no-uniformidad axial del flujo en la fuerza de
arrastre cuasiestacionaria para Re pequenos. Este término surge como una correccion de se-
gundo orden para la no-uniformidad axial del flujo (Maxey y Riley, 1983; Michaelides, 2003).
Su adicién produce una contribucién adicional O(R?/L?). Asf que, si R/L < 1 6 también
Qq/W, < 1 (Ec. 4.2.9), su contribucién es muy pequena y puede despreciarse. Sin embargo,
dado que la no-uniformidad del flujo en la estela es del mismo orden de magnitud que la dis-
tancia §, a pequenas distancias entre burbujas su contribucién podria llegar a ser importante.
Con el objetivo de estimarla, en la Fig. 4.2 se muestra ®4/W,, (obtenida a partir de la Ec. 4.2.9
usando v = 1) en funcién de la distancia adimensional § para Re = 1, 3.06 y 12. Se observa
que a Re ~ 1 y distancias de separaciéon § < O(2) su contribucién podria ser significativa,
aunque decae rapidamente con la distancia. Sin embargo, a medidas que el Re aumenta, su
efecto disminuye drasticamente. Por ejemplo, para Re = 12 y § > O(3/2), se observa que
®4/W, < 1, y por lo tanto, la contribucién de la no uniformidad es despreciable. Asi que,
en este estudio consideraremos el efecto de la no-uniformidad axial del flujo inicamente para
Re pequenos y la despreciaremos para Re mayores (véase la Tabla 2.1). Conociendo v, si se
introduce la expresién del arrastre (Ec. 4.2.9) en la ecuacién de movimiento para la burbuja,
Fy42/Fq1 puede obtenerse simultdneamente al conocer Uy,. Sin embargo, cuando v # 1, es ne-
cesario contar primero con una expresién para este parametro. Con la finalidad de encontrar
una expresion adecuada para v a Re intermedios y grandes, vamos a referirnos a la situacion

artificial resuelta numéricamente por Yuan y Prosperetti (1994) en la cual ambas burbujas
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0.02 4

@ /Wy

0.01+

0.00 T T T T T T T T

Distancia adimensional, §

Figura 4.2: Contribucién de la no-uniformidad axial en la fuerza de arrastre cuasiestacionaria.

se mueven en un liquido estancado (u, = 0), a la misma velocidad constante Uz = Up;. Con
esta restriccion, de las Ecs. 4.2.7 y 4.2.8 se tiene que U, =1y W, = yW, y considerando que

para Re moderados o mayores &4 =2 0, las Ecs. 4.2.6 y 4.2.9 se simplifican a

Rey = (1 — W) Rey (4.2.15)
Y E E
2T 2
X _—==0(1-W). 4.2.16
oS E B(l—W) ( )

Si se sustituye la Ec. (4.2.15) en las expresiones para (3 de la Tabla 4.1, para alcanzar una
expresion explicita para el arrastre cuasiestacionario iinicamente hace falta obtener una corre-
lacién para . Con este proposito, transcribimos la expresion adimensional para la burbuja

acarreada usando el enfoque de Yuan y Prosperetti (1994)

Fao  Ca2 (Ub2_uz>2 _ Cao

—_— = = %y, 4.2.17
Fy1 Ca1 \Up1 — u; Cq ° ( )

Aqui, Cyo estd referido a Upy — u,. Ahora, considerando Up = 1 en la ecuacién anterior se
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obtiene
Faz = @. (4.2.18)
Fa  Ca
Por consiguiente, los valores numéricos de Cyqo/Cyq; reportados por Yuan y Prosperetti (1994)
equivalen a nuestra expresién para el arrastre cuasiestacionario (Ec. 4.2.16). Por lo tanto, con
la finalidad de encontrar una expresion para -y, éstos valores seran utilizados como los valores
veridicos. Para la estimacion de los valores éptimos de v se utiliza como funcién objetivo la

siguiente definicién del error relativo promedio (Bevington y Robinson, 1992):

N 1 [(Verd), = (Pred)]

Er —
AE i N (Verd),

x 100. (4.2.19)

Para minimizar el error relativo promedio entre el conjunto total de datos veridicos a un
mismo Re y las predicciones de nuestro modelo usando la funcién objetivo anterior, se utiliza
el método del gradiente conjugado (Axelson y Barker, 1984) implementado en la herramienta
Solver de Microsoft Office Excel 2003.

En la Fig. 4.3 se comparan los datos originales de Yuan y Prosperetti (1994) para Re
intermedios (20 y 50) con las predicciones de la Ec. (4.2.16). Se usa la Ec. (3.4.6) para estimar
Wy la correlacién de Magnaudet y col. (1995) para la estimacién de Cq; y (. También se
incluyen las predicciones suponiendo v = 1 y la de los valores 6ptimos de v para cada Re
(Yre)- En la Fig. 4.4 se realiza la misma comparacién para Re grandes (50, 100 y 200) usando
la Ec. (3.4.5) para W y la correlacién de Moore (1963) para la estimacién de Cq; y 3. Resulta
evidente en las Figs. 4.3 y 4.4 que utilizar v = 1 para todo el régimen de flujo analizado en cada
figura produce una subestimacién del arrastre cuasiestacionario sobre la burbuja acarreada; es
decir, no se incorpora apropiadamente el efecto de la no-uniformidad transversal del flujo. En
los casos estudiados se obtuvieron valores de v menores a uno. De acuerdo a su definiciéon dada
en la Ec. (4.2.2), estos valores corresponden a una mayor area de integracién, puesto que si
v < 1, entonces, R, > R. En la Fig. 4.5 se muestran los valores 6ptimos de -y para cada nimero
de Reynolds y la correlacién de v en funcion del Re para cada régimen de flujo analizado que

se obtuvo a partir de los valores éptimos de . La correlaciéon para Re intermedios es
Yre = 0.1946 log1pRe; + 0.4836, (4220)
mientras que para Re grandes se obtuvo

Yre = 0.5592 logigRe; — 0.3474. (4.2.21)
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Figura 4.3: Fuerza de arrastre en funcion de la separacién entre burbujas a Re intermedios.

En la Fig. 4.5 se observa que existe una notable diferencia cualitativa y cuantitativa en el
comportamiento de la correlacion v para los dos regimenes de flujo analizados. Por ejemplo,
para Re; = 50 se tiene una diferencia aproximada del 26 %, siendo mayor la estimada a Re
intermedios. Observando las Figs. 4.3(b) y 4.4(a) con v = 1 podemos darnos cuenta que el
modelo del arrastre para Re grandes usando la Ec. (4.2.16) produce una mayor subestimacion
de los valores numéricos del arrastre estacionario respecto al modelo para Re intermedios. Esta
diferencia se debe basicamente al modelo usado para aproximar la estructura local del flujo
cuya magnitud es mayor a Re grandes (Ec. 3.4.5) en comparacién con la de Re intermedios
(Ec. 3.4.6); por consiguiente, el valor éptimo de v debe ser menor.

La relacion R,/R se puede obtener ficilmente en forma analitica si se sustituye la Ec.
(3.4.5) (para Re grandes) o la Ec. (3.4.6) (para Re pequenos a intermedios) en la Ec. (4.2.2) y se
efectia la integracion de la expresion resultante. Por ejemplo, para Re pequenos a intermedios

(1 < Re<50)yu, =0, se llega a la siguiente expresion algebraica:
W Re;1 (R,\? - Re; 1 (R,\?
YY) ) mexp [ (2
7 P17 16 5 R

4.2.22
Wo 16 s \ R ’ ( )
en la cual, para un Re; especifico y usando (4.2.20) se obtiene que R,/R es funcién de

3. Mediante una expansion en series de Taylor al término que contiene el exponencial de la

2
. . . . R .
ecuacién anterior es facil darse cuenta que para valores Ff—%l% (%) < 1 se obtiene v = 1,
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Figura 4.4: Fuerza de arrastre en funcion de la separacién entre burbujas a Re grandes.

6 que en el limite Re — 0 se alcanza v = 1, lo cual es acorde con el andlisis previo para este
régimen de flujo.

En la Fig. 4.4(c) se observa que para Re = 200, v ~ 1. Esto puede ser explicado si se
observa que en la Ec. (3.4.5) los términos dominantes para O(3/2) < 8 < O(V/Re/2+1)
son W = 0(872 + Cq1/2) = O(573 +24 Re™'), es decir, el flujo es casi paralelo con una no-
uniformidad transversal despreciable. A distancias maés largas el flujo sigue el comportamiento
del perfil de velocidad asintético. Sin embargo, como la escala de longitud de variacién del
flujo en la estela es del mismo orden de magnitud que la distancia §, para valores de %% <1
usando la expansién en series de Taylor de la Ec. (4.2.12) se obtiene que la velocidad en
la estela es aproximadamente igual a la velocidad evaluada en el eje de simetria, es decir

W/Wy = 1. Por lo tanto para Re > 200 en la regién completa de la estela se tiene que la
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Figura 4.5: W/W, en funcién de la separacién adimensional entre burbujas.

dependencia transversal de la no-uniformidad del flujo es muy pequena, y consecuentemente
de la Ec. (4.2.2) se tiene que v = 1. Asi, nuestro andlisis para Re > 200 es acorde con los
resultados de Harper (1997).

La pregunta investigada en este Capitulo fue: ;jEs correcto suponer siempre a w, (y =1)
como la velocidad tipica de referencia del fluido independientemente del Re y de la distancia §7
De acuerdo a nuestro analisis del problema el cual se basa en suponer una estructura del flujo
conocida en la estela para los dos regimenes de flujo diferentes (Re pequenios a intermedios
y Re grandes), la respuesta parece ser que se puede suponer 7 = 1 tinicamente para valores
(}%% < 1) 6 Re > 200 y § > O(3/2). Es decir, cuando la no-uniformidad transversal del
flujo en la estela es muy pequena. Ademas, si se considera que en estos casos la contribucion
de la razoén del factor secundario en las expresiones del coeficiente de arrastre estacionario es
despreciable, es decir, § = 1, la expresién del arrastre se simplifica a la siguiente expresion

obtenida inicialmente por Zhang y Fan (2002) para esferas sélidas a Re intermedios:

For . Fao
~ "2 W, 4.2.23
Fq1 Fq1 b ( )

la cual posteriormente usaron Zhang y Fan (2003) con burbujas interactuando en linea. Por lo
tanto, de acuerdo a nuestro analisis, ellos inicamente consideraron la principal dependencia

del coeficiente de arrastre estacionario Cyq con respecto al nimero de Reynolds; es decir,
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Cq a Re™ !, y ademés, v = 1. Sin embargo, se encontré que para el caso de burbujas (fuera
de los dos casos limites mencionados previamente), la no-uniformidad transversal del flujo
es significativa y utilizar como velocidad caracteristica w, (es decir, v = 1) produce una
subestimacion del arrastre cuasiestacionario sobre la burbuja acarreada (Figs. 4.3 y 4.4). Por
consiguiente, la velocidad tipica de referencia deberia ser funcién del Re y de la separacion §,
es decir v < 1, lo cual corresponde a una mayor area de integracién respecto al area proyecta
por la burbuja. Al considerar este efecto, se obtuvo una correlacién de v para Re intermedios
(20 < Re < 50) y otra para Re grandes (50 < Re < 200). Estas expresiones se pueden sustituir
en la expresién del arrastre cuasiestacionario para cada régimen de flujo y ser usadas para

predecir la velocidad de aproximacién de la burbuja acarreada a la puntera.



Capitulo 5

Fuerza hidrodinamica sobre la

esfera acarreada

5.1. Introduccion

En la Seccién 3.5, a partir de los principios méas fundamentales se obtuvo una expresion
integral para la fuerza hidrodindmica sobre un cuerpo interactuando en linea con la estela de
otro cuerpo. En este Capitulo, se analiza el caso particular de un arreglo en linea de dos esferas
fijas suponiendo que la esfera acarreada interactia con el perfil de velocidad que predice la
solucién asintética (Ec. A.1.21). Se derivan dos nuevas expresiones explicitas para estimar
la fuerza hidrodindmica sobre la esfera acarreada. En la Seccién 5.2, se parte de un balance
integral de momentum (Ec. 3.5.2), y en la Seccién 5.3 se parte de la expresion diferencial para

la fuerza hidrodindmica obtenida en la Seccién 3.6.

Las simplificaciones adicionales implicitas en los modelos para la fuerza hidrodindamica
que se obtienen en este Capitulo son: (1) El nimero de Reynolds esté entre 24 y 130, después
de la formacién de ambos anillos vorticosos estacionarios y antes de que estos comiencen a
oscilar (Batchelor, 1967). En este régimen, el flujo en la estela fuera de los anillos vorticosos es
laminar, axisimétrico y estacionario. (2) La esfera acarreada estd localizada fuera de la regién
de los anillos vorticosos. Esta regién se extiende a medida que el Re se incrementa (Batchelor,
1967; Clift y col., 1987; Zhu y col., 1994).

59
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5.2. Un modelo aproximado para la fuerza hidrodinamica par-

tiendo de balances integrales

Consideremos el sistema a estudiar el cual consiste de dos esferas fijas inmersas en un

flujo uniforme, estacionario, newtoniano e incompresible, como se muestra en la Fig. 5.1. En

S o €

- el\_

ISAREE
w(s)
5, [RESREN}

L1111

L/al>Re'1

w T

Figura 5.1: Dos esferas fijas interactuando con la estela laminar de la esfera de adelante.

esta figura, u; denota la velocidad constante del flujo uniforme que incide sobre la esfera
cuya direccién se toma como la coordenada axial s de un sistema coordenado cilindrico, con
su origen anclado en la esfera puntera. Tomando como referencia la direccién del flujo, la
esfera corriente arriba es la puntera, mientras que la esfera corriente abajo es la acarreada. El
flujo que incide sobre la esfera puntera es uniforme; por consiguiente, la fuerza hidrodinamica
actuado sobre ella es inicamente la fuerza de arrastre estacionaria (Fy1). No obstante, este
cuerpo induce un flujo no-uniforme sobre la esfera acarreada. El flujo total de momentum,

que incluye tanto el flujo inercial y la presién dindmica (Landau y Lifshitz, 1958), asi como el
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flujo viscoso, evaluados en una superficie fija arbitraria o/ que contiene a la esfera acarreada
es
j{ [0 - pww + - (—pil + 7)] dA. (5.2.1)
o
El flujo neto de momentum sobre la superficie & es la diferencia entre el flujo que entra y
el que sale. Pero esta diferencia es, a su vez, la cantidad de movimiento total que pasa en la
unidad de tiempo desde el fluido hacia el cuerpo (Landau y Lifshitz, 1958; Batchelor, 1967;
Schlichting, 1979); es decir, la fuerza hidrodindmica Fyp que resulta del movimiento del fluido
(o contribucién cinética) dada en la Ec. (3.5.1), la cual nuevamente transcribimos para una

mejor claridad
Fun :j{[_ﬁ-pww+ﬁ-(_pk1+f)} dA. (5.2.2)

Eligiendo como volumen de control el cilindro mostrado en la Fig. 5.1, la superficie de control
puede descomponerse en las superficies de las tapas inferior (,), superior (%) y del cuerpo
(), donde & = o, + o, + o,. Por lo tanto, la Ec. (5.2.2) puede también expresarse como

Fup = / [—1g - pww + Do - (—ppl + 7)] dA + / (=8 - pww + 1, - (—ppl + 7)) dA
A S0
+ / [—D - pww + 1. - (—ppl + 7)) dA. (5.2.3)
e

Dado que en el caso de estudio ambos cuerpos tienen el mismo eje de simetria y el flujo
es paralelo a este eje, la fuerza de sustentacion es cero. Asi pues, la fuerza hidrodinamica
se reduce a su componente axial. Ademads, al considerar que en la regién lejana de la estela
laminar detrds de ambos cuerpos (fuera de la regién de los anillos vorticosos) se cumple que
w = w (1, s) é; entonces, a partir de la Ec. (5.2.3) se obtiene

FHD = FHD . és . (pw2é5és) . és + ﬁa . (—ka + ’7_') . és} dA

I
—
]
=33

IS)

+ / [—flb . (pw2ésés) <85+ 0y (—ppI+7T) - és] dA

+ / [~ (pwees) - &+ iy - (—pel +7) - &) dA.  (5.2.4)
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Sustituyendo la definicién del vector normal en cada superficie: i, = —&;, Ny, = é; y i, = &,
en la expresién anterior, tomando en cuenta que T = 7,5 €,85+ 755 €5€5 v que la derivada radial
de la velocidad Ow/0r es grande en comparacién con la axial dw/ds (Landau y Lifshitz, 1958),
consecuentemente, 755 < Tg; y considerando ademéds que el drea de las superficies de ambas
tapas es idéntica (o, = o, = ) se obtiene

Fgp = p/wz dA — p/wg dA — /pkadA—l—/pkbdA—i- /Trs dA. (5.2.5)
A ) g A, e

La tdltima integral de esta expresién puede interpretarse como la densidad de flujo viscoso en
la direccién axial sobre la frontera lateral del cilindro. Consecuentemente, la capa de fluido
que se mueve en la direccién axial sobre ésta frontera 7, comunica parte de su momentum a
la capa adyacente de fluido, y en consecuencia, ésta se mantiene en movimiento en la misma
direccién. Sin embargo, si la frontera lateral del cilindro se coloca lejos de la esfera, se tiene
que sobre dicha frontera dw/dr — 0, por lo tanto, 7,5 = 0. Asi, el flujo neto de momentum
sobre la frontera del cilindro se reduce a la diferencia entre el efecto sumado del flujo inercial

y de presién que entra en la tapa inferior menos el que sale en la tapa superior, es decir,

Fup = p/ w? dA — p/wg dA — /Pka dA + /Pkb dA. (5.2.6)
o, Ay oy, o

El primer par de términos del lado derecho de la expresién anterior representan el déficit
(pérdida) de flujo inercial, respecto al flujo inercial existente en ausencia del cuerpo. Dado que
el flujo en la estela es estacionario, el significado fisico de estos términos es que representan la
pérdida de momentum debido a la friccién viscosa. En general, este déficit de momentum se
debe no solo al arrastre cuasiestacionario (de friccién y de forma) actuando sobre la superficie
del cuerpo, sino también a la disipacién viscosa en el seno del fluido lo cual produce un cambio
en la estructura local del flujo e incluso en el campo de presion. Debido a esta circunstancia, la
identificacién de la pérdida de momentum debido exclusivamente al arrastre actuando sobre
el cuerpo no es una tarea sencilla. Sin embargo, dado que el arrastre viscoso es la fuerza
dominante (Tal y col., 1984b; Zhu y col., 1994; Liang y col., 1996; Chen y Wu, 2000), en
este trabajo proponemos como una primera aproximacion asociar este déficit tinicamente al

arrastre cuasiestacionario que ejerce el fluido sobre el cuerpo, es decir

Fyo & p/ w? dA — p/wg dA. (5.2.7)
A oy
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Sustituyendo la Ec. (5.2.7) en la Ec. (5.2.6) y dividiendo la expresién resultante entre la

fuerza de arrastre de la esfera puntera obtenemos

Fap  Fao 1 / /
e _ e - dA — dA | . 5.2.8
Tl Fiy Fup Pa Db ( )
o o,

Para evaluar las fuerzas de arrastre viscoso estacionario y de presion en la expresiéon anterior,
supondremos que la esfera acarreada interactia con el perfil asintético promediado sobre el
area frontal proyectada por ambas esferas, w = wy (Ec. 3.4.6). Ademds, en la estimacién de
la fuerza de arrastre, consideraremos tunicamente la principal dependencia del coeficiente de
arrastre estacionario Cg4 con respecto al nimero de Reynolds, es decir, Cq o Re™!. Siendo
Cq1 = 24/Req (1 +0.15 Re?ﬁg?) (Schiller y Nauman, 1933) vélida para Re < 800, y una
expresion similar es usada para estimar Cqo (véase el Capitulo 4, Ec. 4.2.23).

Sustituyendo la Ec. (4.2.23) en la Ec. (5.2.8) obtenemos la siguiente expresién para la

fuerza hidrodindmica sobre la esfera acarreada:

3 1

o= (1-W) - — /padA - /pbdA : (5.2.9)
Fai

A o,

Para poder estimar el segundo término del lado derecho de la ecuacién anterior, es necesario
evaluar la presiéon en ambos extremos (tapas) de la superficie de control (a una distancia s;
medida desde la superficie de ambos cuerpos, como se muestra en la Fig. 5.1). El campo de
presion en la estela del cuerpo puntero puede ser evaluado sustituyendo w en la componente
axial de la ecuacién de movimiento (Ec. 3.6.4). No obstante, actualmente se carece de una
expresion analitica a Re intermedios para evaluar el campo de presion en la estela de un cuerpo
interactuando con la estela de otro cuerpo e intentar abordar este problema esta mas alla del
alcance del presente trabajo.

Por otro lado, en observaciones experimentales y simulaciones numéricas de un tren de
esferas sélidas (Tal y col., 1984b; Liang y col., 1996) y un par de burbujas esféricas (Yuan y
Prosperetti, 1994) han revelado que la estructura del flujo detrds de cada esfera es similar.
Considerando lo anterior, la suposicién bésica en nuestro andlisis para la estimacién de la
presion en ambos extremos del cilindro es que la estructura del flujo en la estela de la esfera
puntera es similar a la estructura del flujo en la estela de la esfera acarreada. Esta similitud
se establece al considerar que la razon entre la velocidad promedio en la estela del cuerpo

puntero y la velocidad del flujo uniforme (u;), es aproximadamente igual a la razén entre la
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velocidad promedio en la estela del cuerpo acarreado y una velocidad caracteristica del flujo
incidente sobre el cuerpo acarreado (ug). Asi, la velocidad del flujo no perturbado en ambos

extremos del cilindro puede expresarse a partir de la Ec. (3.4.6) como

Do o Do g Carfy o Ba 1
e [1 exp< 16§_1>} (5.2.10)

U2 U1

De acuerdo a la fisica del problema uy < u;. Es decir, debido al efecto de escudo del cuerpo
puntero, el caudal que incide sobre el cuerpo acarreado (en la misma &rea proyectada por
ambos cuerpos) es menor al caudal que incide sobre el cuerpo puntero (7/4d?us < m/4d%uy).
Si se considera la expresion anterior para el flujo en ambas tapas; y ademads, se desprecian
los efectos de las fuerzas viscosas que actian en la direccién del flujo, la componente axial de
la ecuacién de movimiento para el flujo no perturbado a partir de la Ec. (3.6.4) evaluada en
ambos extremos del cilindro puede expresarse en forma aproximada por
dw, B 1 dpy,

. === 5.2.11
“ ds p ds ( )

donde u, = uy y W, = w, (extremo inferior); o también u, = uy y w. = Wy (extremo superior).
Derivando la Ec. (5.2.10) y sustituyendo el resultado en la Ec. (5.2.11) se obtiene
dpy,

1
ds Ca 5%’“3 exp (‘

R€1 1 > R61 1

1
-, 5.2.12
16 5—1) 16 (5—1)*d ( )

Al integrar la ecuacién anterior con la condicién limite, para § — oo, pr = 0; se llega a la

siguiente solucién aproximada para el campo de presién dinamica:

= — 1-— - . 2.1
pr = Ca15pu; [ exp < 16 52 1)] (5.2.13)

Sustituyendo la Ec. (5.2.13) en la Ec. (5.2.9) (con u. = uj para estimar py, y u, = uj para
estimar pgp,) y tomando en cuenta que py es independiente de 7, se elige o7, = drea proyectada
por ambas esferas (7/4d?). Al integrar la expresion resultante se llega a la siguiente expresién

adimensional para la fuerza hidrodinamica sobre el cuerpo acarreado:

1;};;’:(1—W)+(1—/\2) [1—exp (—b;‘;lgilﬂ, (5.2.14)

donde A representa la razoén entre una velocidad caracteristica del flujo incidente sobre la

esfera acarreada y la velocidad del flujo uniforme incidente sobre la esfera puntera, es decir
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A = uz/ui. En la expresién anterior, si se consideran las simplificaciones implicitas en el
modelo, el primer término del lado derecho contiene el efecto de la fuerza de arrastre sobre el
cuerpo acarreado, mientras que el tltimo término representa la contribucién de las fuerzas de
presion.

Las dos principales caracteristicas de la expresion para la fuerza hidrodinamica sobre la
esfera acarreada, obtenida en la Ec. 5.2.14, son: (i) La consideracién del efecto de la estela no
sélo como una reduccioén en la fuerza de arrastre cuasiestacionaria, sino también a través de la
incorporacién de las fuerzas de presién. (ii) La incorporacién del pardmetro A, el cual repre-
senta la razén entre una velocidad caracteristica del flujo incidente sobre el cuerpo acarreado
y la velocidad del campo de flujo uniforme incidente sobre el cuerpo puntero, su valor debe
estar entre 0 < A < 1. De acuerdo a la Ec. (5.2.14), el suponer A = 1 equivale a despreciar el
efecto del gradiente de presién; es decir, la fuerza hidrodinamica experimentada por la esfera
acarreada seria Unicamente la fuerza de arrastre cuasiestacionaria. Mientras que el suponer
A = 0 equivale a decir que no existe flujo en la estela de la esfera de adelante. La tnica posibili-
dad para que se presentara esta situacion seria que la esfera esfera puntera frenara totalmente
el flujo hacia la esfera acarreada, en consecuencia, no existiria un defecto del flujo en la estela
(W =0) y la presién dindmica en ambos extremos del cilindro seria p, = pp, = 0. Por lo tanto,
usando la expresion dada en la Ec. (5.2.9) se observa que en este escenario la esfera acarreada
no experimentaria un efecto debido a la presencia de la esfera puntera.

Con la finalidad de alcanzar un modelo aproximado explicito, el valor de A se estimard en
el Capitulo 7 ajustando las predicciones de (5.2.14) con datos experimentales reportados en
la literatura. Debe notarse que en esta expresion, la fuerza hidrodinamica sobre la esfera se
reduce a la fuerza de arrastre de la esfera puntera a una distancia de separacién entre cuerpos

infinita (§ — 00).

5.3. Expresion para la fuerza hidrodinamica en términos de

expresiones diferenciales

Comenzaremos nuevamente por referirnos al sistema estudiado en la Seccién anterior, el
cual puede generalizarse al caso de un par de esferas del mismo tamano moviéndose a través
de un fluido newtoniano de dimensién infinita a la misma velocidad constante. Asumiremos
su movimiento paralelo al eje vertical z de un marco de referencia de laboratorio, como se
muestra en la Fig 5.2. El marco de referencia de laboratorio (z,y, z) se relaciona con el marco

de referencia inercial cilindrico anclado en el centro de la esfera puntera por medio de la
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sfera
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Figura 5.2: Interaccién hidrodindmica de dos esferas colocadas en linea.

transformacion de Galileo, z = Uyt + s, siendo Upy la velocidad de la esfera puntera y t el
tiempo transcurrido. Si la esfera puntera esta fija dicha velocidad desaparece. En este estudio,

proponemos la expresion general considerando a Uy como una constante.

Para la estimacién de las fuerzas inerciales y viscosas actuando sobre la esfera acarreada
nuevamente supondremos que ésta interactiia con el perfil de velocidad asintético promediado
en el drea proyectada por ambas esferas, w (Ec. 3.4.6). Considerando la naturaleza permanente
del perfil de velocidad asintético en una posicion fija observada desde el marco de referencia
de la esfera puntera, la componente vertical adimensional de la fuerza hidrodinamica sobre la

esfera acarreada puede ser expresada simbdlicamente como (véase la Seccién 3.6)

up _ Fapr | Faz
Fn Fa Fa

(5.3.1)

Desde 1928, Taylor derivé la fuerza hidrodindmica inercial (Fypy) sobre una esfera fija
inmersa en un flujo no-uniforme, estacionario e irrotacional inviscido, la cual es vélida si el
tamafnio del cuerpo es pequeno en comparacién con la escala de longitud de variaciones del
flujo no perturbado (Seccién 1.5). Ademsds, si la direccién relativa del flujo es paralela con
la direccién de movimiento de la esfera, esta fuerza se reduce a una contribucién inercial
del flujo no perturbado, msw,dw,/ds més la contribucién inercial del flujo perturbado por

la presencia del cuerpo m¢Cy\jw,dw,/ds (fuerza de masa agregada). Si ambos cuerpos estan
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fijos, U1 = Upgy = 0, y considerando que ds = dz (Fig. 5.2), la fuerza hidrodindmica actuando
sobre la esfera acarreada puede también ser obtenida a partir de la Ec. (3.6.7) y expresarse
como

_ dw,

Fupr = mf(l + CM) wzg. (5.3.2)

Ahora, considerando que la velocidad en la estela observada en marcos de referencia es la
misma (w, = wy), sustituyendo la Ec. (3.4.6) y su derivada en la Ec. (5.3.2), y ademads,
dividiendo la expresién resultante entre la fuerza de arrastre de la esfera puntera (Ec. A.1.16),
se obtiene la siguiente expresién para la fuerza hidrodindmica inercial

R61 1

Hior (14 Cu) ﬂm(l — W)exp <_}izlsol/d> ) (5.3.3)

donde sp/d = § — 1/2 es la distancia entre la superficie de atrds de la esfera puntera y el
centro de la esfera acarreada. Sustituyendo las Ecs. (4.2.23) (con Uy, = 1) y (5.3.3) en la Ec.
(5.3.1) y considerando que para una esfera Cyy = 1/2 (Magnaudet y Eames, 2000), se obtiene

la siguiente expresién para la fuerza hidrodindmica sobre la esfera acarreada

Fup Re; 1 Re; 1
— =(1-W |1+ ——=—— e . 5.3.4
P TG (a2 o (55 )| (53.4)

Nuevamente, acorde con la fisica del fendmeno, en el limite sy/d — oo la fuerza hidrodindmica

predicha por la expresion anterior se reduce a la fuerza de arrastre sobre una esfera aislada.
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Capitulo 6

Velocidad de aproximacion de la

burbuja acarreada

6.1. Obtenciéon de un modelo aproximado

Para la burbuja puntera moviéndose a su velocidad terminal en un volumen infinito de un
fluido con flujo uniforme, la condicién de equilibrio mecénico (balance estacionario de fuerzas)
considerando las fuerzas volumétricas e hidrodinamicas actuando sobre la burbuja se expresa
simplemente como

Fy,+ Fq; =0. (6.1.1)

donde Iy, es la fuerza boyante neta actuando hacia arriba sobre el centro de masa de la
burbuja, y considera la diferencia entre las fuerzas de flotacién y gravitacional (aunque la
fuerza gravitacional sobre una burbuja es despreciable y la fuerza boyante neta se reduce a la
fuerza de flotacion).
El balance cuasiestacionario de fuerzas sobre la burbuja acarreada puede escribirse simbéli-
camente como
Fy, + Fq2 + Fwr + Fam = 0. (6.1.2)

En la ecuacién anterior se ha considerado que la inercia de la burbuja es despreciable compa-
rada con la inercia del liquido; y ademads, la contribucién del término de aceleracién del cuerpo
en la fuerza de masa agregada, el término histérico de fuerza y la no-uniformidad axial del
flujo son despreciables respecto a las fuerzas consideradas: las fuerzas de rozamiento, boyante
e inerciales del fluido.

Consideremos ahora una burbuja hipotética moviéndose a la misma velocidad que la bur-
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buja acarreada, pero interactuando con el flujo uniforme de fluido. La fuerza de arrastre sobre
esta burbuja seria .
T
Fana = _th21d2§p (Upg — uz)?, (6.1.3)

donde Cgps es el coeficiente de arrastre estacionario referido a la velocidad relativa Upg — ..
Sustituyendo la Ec. (6.1.1) en la Ec. (6.1.2) y dividiendo el resultado entre la Ec. (6.1.3) se

obtiene
Fyo Fou Fwr  Fam 1 Fag

_ fa Fwr  Fam 1 Fa 6.1.4
Fano  Fane  Fane  Fanz & Fane ( )
donde . . "
S DWRCAM (6.1.5)
§ Fq Fai

Al considerar la Ec. (3.4.6), asi como las definiciones dadas en las Ecs. (4.2.1) (suponiendo
despreciable el efecto de la no-uniformidad y usando v = 1y = 1), (4.2.3) y (6.1.3), se
obtienen las siguientes expresiones adimensionales para la fuerza de arrastre sobre la burbuja

acarreada y la puntera:
Foo  Upg —w, 1 w

O h

= 6.1.6
Fana  Upo —u, ( )

Fai Upp —u. 1
Fae  Upp—u, Uy ( )

La contribucién convectiva de las fuerzas de aceleracion del fluido y de masa agregada

estan dadas por (Apéndice A.2)

Fwr  Req W Re; 1 1 \?
= —(1— 1— — .
P~ 24 W)< Wo 16 §—1> (@—1) (6.1.8)

Fam _ 1 Fwr
Fai 2 Far

Aqui, § — 1 es la distancia entre las superficies méas préximas de ambas burbujas. Al sustituir
las Ecs. (6.1.8) y (6.1.9) en la Ec. (6.1.5) se obtiene

1_ _?’FVVPLzl—R“”(1—W)<1—WR‘31 ! )( ! )2. (6.1.10)

(6.1.9)

13 2 Fq1 16 Wy 16 §—1 §—1

Asi, en caso de conocer o lograr establecer alguna tendencia o hipétesis plausible acer-
ca de la funcién multiplicadora &, el balance cuasiestacionario de fuerzas (Ec. 6.1.4) podria

simplificarse considerablemente. Por ahora, el interés especifico es obtener un modelo lo maés
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simplificado posible para predecir la velocidad de ascenso de la burbuja de atrds. Con este
propésito, en la Fig. 6.1 se comparan las predicciones de 1/£ (Ec. 6.1.10) para Re; = 21.5 con
mediciones experimentales de 1/Uy, reportadas por Katz y Meneveau (1996). La semejanza
entre el comportamiento de 1/€ y 1/Up es evidente en esta figura, por lo que es razonable

proponer que

1.0

0.9
. Re =215
o —0— Datos experimentales de 1/U,
de Katz y Meneveau (1996)
—0—1/& delaEc. (6.1.10)
0.8

1 2 3 4 5 6 7
Separacion adimensional, § -1

Figura 6.1: 1/ y 1/Uy para diferentes distancias de separacién.

1 1
- . 6.1.11
5 ( )
Sustituyendo las Ecs. (6.1.6), (6.1.7) y (6.1.11) en la Ec. (6.1.4) se obtiene
Up (U, — W) =1. (6.1.12)

Esta ecuacién simplificada equivale al balance de fuerzas sobre la burbuja de atras dado
en la Ec. (6.1.2). Al resolver para Uy, considerando tnicamente la rafz positiva se obtiene la

siguiente expresion:
W+ VW44
2

En esta expresion, la velocidad de ascenso de la burbuja de atras se iguala a la de una burbuja

Uy (6.1.13)

aislada (Up = 1) a una distancia de separacién entre burbujas infinita (§ — oo ).
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6.2. Modelos basados en diferentes suposiciones para las fuer-

zas que actuan sobre la burbuja

Para la burbuja acarreada moviéndose verticalmente a Re pequenos a moderados en un
fluido cuyo flujo en ausencia del cuerpo es w, (s), la ecuacién de movimiento completa se
obtiene (cfr. Park y col., 1995; Michaelides, 2003) a partir de la ecuacién de Maxey y Riley
(1983), pero modificando los siguientes términos dependientes del Re: (1) Introduciendo la
definicién del coeficiente de arrastre estacionario para considerar las desviaciones implicitas
en la restriccién de flujo reptante. (2) Multiplicando por un factor empirico el término histérico
de fuerza, y ademds, empleando una expresién aproximada para el kernel de este término. (3)
Despreciando la contribucién de la no-uniformidad axial del flujo.

Ahora, se tiene como objetivo evaluar la contribucién de cada una de las fuerzas en el
movimiento de la burbuja. Por consiguiente, las expresiones analiticas de estos términos, ob-
tenidas para una burbuja aislada en el régimen de flujo reptante, son usadas para el caso de
la burbuja acarreada moviéndose a Re pequenos (Re < 5). Asi que, el balance adimensional
de fuerzas sobre la burbuja acarreada (despreciando la inercia de la burbuja y considerando

la flotacién como la tnica fuerza externa) se escribe como

I F F, F
Wi Fanr | Far | Far
Fyy Fy Fqp Fyqp

1=0, (6.2.1)

donde se ha considerado de la Ec. (6.1.1) que F, = —Fy;. Las expresiones adimensionales de

cada una de las fuerzas estan dadas por (véase Apéndice A.2)

Fwyr  Reg Re;1 W 1\2
— g R A 2.2
o Sra-w (-T2 (5) (622)
Famr 1 Fwr  Rei 1 (U —1)dU,
= — — — ) 2.
Fu 2 Fy 483 Wo di T UAM (6.2.3)
F,
CL = B(Uy — W — @) (6.2.4)
Fq1

Fyr Re, / U, AW do

AT _ g 2 [ O — 1 . o . 2.

N U FER I (6.2.5)
30

daw W <1 Rey 1 W>

Aqui,

(6.2.6)

do o
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es la derivada adimensional del defecto del flujo en la estela, dU}, /do la derivada adimensional

espacial de la velocidad de la burbuja acarreada, y 6 es una variable auxiliar para §. Ademas,

_ Re Rei 1 W 1 e2y (1)
Pavt = 505 1= W) (1 16 §WO> (1 5 > (1 3 ) 5) (62.7)
1 Rei1 W Re; 1 1\?
Dy=— (1-—2-— ) (2- =222 - 2.
47 ( 16 §WO> ( 16 s) Wo (s> (62.8)
Y 3
_ 1 w R€1 1 ©1 »2 1
Pn =7 Wo <1 Wy 16 &> <1 & > (1 &) <0> ' (6:2:9)

Son la contribucion de la no-uniformidad axial del flujo para las fuerzas de masa agregada,

arrastre cuasiestacionario e histérica, respectivamente. Siendo

3 + \/g R€1
= — 2.1
1 5 16 (6.2.10)
y /3
3—+v3 R61
= —_—. 211
P2 5 16 (6.2.11)

En muchos trabajos concernientes con burbujas el término histérico es usualmente despre-
ciado debido principalmente a que su influencia es minima o por las dificultades numéricas en
su implementacién (cfr. Michaelides, 2003). Zhang y Fan (2003) usaron directamente la expre-
sién analitica de Morrison y Stewart (1976) de la fuerza histérica sobre una burbuja aislada
moviéndose en un liquido estancado en el régimen de flujo reptante para el caso de la burbuja
acarreada moviéndose a Re pequenos a moderados. Encontraron que para Re = 21.5 y una
distancia de separacién entre burbujas de dos didmetros esta fuerza contribuye con un 10 %
de la fuerza resistiva total. Sin embargo, como fue discutido en la Seccién 1.5, es ampliamente
reconocido que el kernel del término historico para flujo reptante sobreestima el efecto de la
fuerza histérica a Re mayores. Por lo tanto, las conclusiones de Zhang y Fan (2003) respecto
la importancia del término histdrico sobre la burbuja acarreada podrian ser erréneas. Ademas,
la expresion usada por Zhang y Fan (2003) equivale a considerar en el integrando de la Ec.
(6.2.5) unicamente dUy/dd, y suponer dW /d6 = 0 y @, = 0. Sin embargo, si se considera
que la burbuja acarreada se acelera en relacién al flujo local, y que en la estela para § > 2,
dUy/do =~ dW/da; por lo tanto, existen argumentos suficientes para pensar que Zhang y Fan

(2003) sobreestimaron la contribucién del término histérico de fuerza.

Por otro lado, en estudios experimentales discutido previamente (Katz y Meneveau, 1996;
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Tabla 6.1: Fuerzas actuando sobre la burbuja acarreada

Modelo Hipétesis
I Faor/Fqn —1=0
II Fyor/Fq1 —1 =0, con &4 =0
III (Fwr + Faor)/Fin —1=0
v (Fwr + Faor)/Fq1 —1=0con &3 =0
A\ (FWR + Famr + FdQT)/Fdl —1=0, con dUb/d& =0
VI (FWR+FAMT+Fd2T)/Fd1_1:Oa con (I)d:()ydUb/dﬁz()
VII (Fwr + Famr + Faor)/Fan — 1 =0
VIII (FWR+FAMT+Fd2T)/Fd1_1:07 con (IDdZOy(I)AM:O
IX (FWR+FAMT+Fd2T+FhT)/Fd1 —1=0
X (FWR + Famt + Fyor + FhT)/Fdl —1=0,con g =0, Papi =0y &, =0

Sanada y col, 2006) de un par (o tren) de burbujas esféricas ascendiendo en linea a Re
pequenos a moderadas, se ha observado que la aceleracién de la burbuja acarreada desde un
marco de referencia anclado en la burbuja puntera es muy pequena en comparacién con la
aceleracién de la misma burbuja cuando es liberada de un tubo capilar (parte del reposo) (Park
y col., 1995). Asi que, el tiempo transcurrido para que la burbuja acarreada se desplace una
distancia equivalente a un didmetro de burbuja es mucho mayor respecto al de una burbuja
que parte del reposo. Por lo tanto, las observaciones experimentales para la velocidad de
aproximacion de la burbuja acarreada corresponden a tiempos experimentales de observacién
largos. En vista de los tiempos de observaciones largos y de los resultados concernientes con el
comportamiento del kernel del término historico discutidos previamente, es razonable suponer
que el kernel del término histérico sobre la burbuja acarreada tiene una dependencia temporal
t=2. Es decir, es atin mas débil que el kernel del término histérico usado en la Ec. (6.2.5).
Por consiguiente, si se demuestra que a Re pequenos el término historico de fuerza usado es
despreciable respecto a las demas fuerzas consideradas, el verdadero término historico sobre

la burbuja acarreada a Re mayores seria ain més pequeino.

Para tomar en cuenta nimeros de Reynolds finitos de burbuja, se introduce en el término
histérico el pardmetro de correccién 3 (véase el Apéndice A.2 y la Tabla 4.1). La consideracién
de un coeficiente de correccién o funcién de correlacion en la fuerza historica para considerar
Re finitos siguiendo la préctica usada para el término de arrastre estacionario es muy comin

en aplicaciones practicas de ingenieria (Kim y Sirignano, 1998; Michaelides, 2003).

Al sustituir las expresiones dadas en las Ecs. (6.2.2-6.2.5) en cada uno de los balances de

fuerzas de la Tabla 6.1, se obtienen los siguientes modelos para la velocidad de ascenso de la
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burbuja acarreada:

1
Ul = 3 + AW + By, (6.2.12)
1
Uil = 3 + W, (6.2.13)
1 1 Re Rey 1 WY [/1)2
Uil = B‘*‘”YW‘*‘@d—BT;(l_W) (1_161§W0> <§> , (6.2.14)
1 Re Rer 1 WY [/1)\2
v 1 1
_ = —_ (1= 1 - —-— - 2.1
o 5+ W 524( W)< 16 §W0)<§> ’ (6.2.15)
1 Rey Re; 1 W\ [/1)2
1 1 Rey Ret1 W 2
=g m (- (5) 0 e
Re Rer 1 WY [/1)\2
VII 1 1
= = == 1= ) (= )
11 UVII d VII
Rey 11 ( DN (6.2.18)
48 ﬁs Wo ds
1 Rey Rer 1 WY /1)\2
UVIH — W—* 1—-W 1 - —_-_ _
b 3T "5 16 ( ) 16 s W, ) \ 3
11 UVIII dUVHI
N Rey 11 ( 1) b (6.2.19)
48 ﬂs Wo ds
1 Re Rer 1 WY /1)\?
IX ey L
= = S 1— A Y (e o
UIX d IX
L Re11(UF-1) U} (6.2.20)

48 Bs Wy ds

Re; X dUgX W0 Ret 1 W do
\/47T/VU { e ew ) T e
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1 1
Rey 11 (U — 1) dUF
48 Bs Wy ds

R€1 X dUb WO R€11W do
“ Vo /VU ‘1{ Yoo ) V%

En todos los modelos anteriores, para un mismo Rey, § = S (Up) y U, = Uy (s); por lo

(6.2.21)

tanto, es necesario conocer primero U}, para cada distancia de separacién. El procedimiento
que se usé para su evaluacion es el siguiente: (1) Inicialmente se supone 3; = 1 y se obtiene
una primera estimacién para Uy, ;. (2) Posteriormente, Uy, ; es usado para obtener una nueva
estimacién 3,41 la cual a su vez es nuevamente usada para estimar Uy, ;41. El procedimiento
iterativo se repite hasta que |Uy, j11 — Uy ;| < Et, siendo Et el error tolerado. El consumo
de tiempo de cémputo de este procedimiento es minimo, con un maximo de 10 iteraciones

siempre se obtuvieron Ft< 1x1076.

Los modelos U]:I)X y Ug( consideran el conjunto de fuerzas totales que actian sobre la
burbuja acarreada con y sin el efecto de la no-uniformidad. Ambos modelos son ecuaciones
integro-diferenciales para Uy, imposibles de resolver analiticamente. Incluso numéricamente, su
solucién tiene un costo de computo elevado y es complicada dado que el integrando depende de
la solucién para Uy, en el mismo instante (cfr. Michaelides, 2003, quien presenta una discusién
extensa de las dificultades existentes en la evaluacién del término histérico). Sin embargo,
es posible elaborar una estrategia que permita estimar la magnitud relativa de cada término
aprovechando que los modelos UIY y Uk\)/ I contienen los efectos méas importantes (flotacién,
arrastre cuasiestacionario e inercia del liquido). Por consiguiente, ambos modelos pueden ser
utilizados como una aproximacién inicial para estimar dUtY W/dsy dUtY T /ds. Conociendo Uy VI

UVHI

sus derivadas pueden ser a su vez utilizadas en la obtencién de una aproximacion inicial

para estimar dUkI)X /dé y dUg( /dé, y asi alcanzar finalmente una solucién para UéX y Ug(.

En la Fig. 6.2 se muestran Ug’ y Ut\)/ ' (iterando f3), y las predicciones de estos mismos
modelos y (suponiendo § = 1) para Re; = 3 y 50. Se observa que para cada modelo y un
mismo Req, el valor de 8 influye escasamente en la pendiente. Este mismo comportamiento
fue también observado para los modelos Ué, Ul Uy, It Uév. Por lo tanto, para cada modelo

de la Tabla 6.1 es razonable a suponer que, dUé/ds = /dUé”B:ldﬁz.
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g
(=]

Distancia adimensional, § Distancia adimensional, §
Figura 6.2: Prediccién de los modelos UY v UY! usando 3 iterada y suponiendo 8 = 1.
& b Y Uy y sup

Considerando lo anterior, para obtener UIY I se aproxima

dUkYH N dUk\){gzl B dU}}%zl N d®q  dPam (6.2.22)
ds ~  ds  ds a5 B

Derivando las Ecs. (6.2.16), (6.2.7) y (6.2.8) se llega a
Wosey AW _d

Re; Rer1 W [(1)?
i Yas s |16 W) (1_165Wo> <)]
Rei 1 W [(1)°
e A I 2.2
o (- Tam) (3) (6223
Re Rei 1 W Rey 1
) 1 1 1
e i R IS R 77O (P B e
% {VWOS "6 {W‘J( 16 §W0> ( W)< 16 s)]}

d®q  Re; Rey1W 1\* Rey1\ 96 Rep 1
ds_384<1 16§W0>W°<§> 2 953) mat 32 5)) @22

dPav  Re Rey 1 WY (1)°
s 320(1W)<116§W0>(§>
DA -2)pa+(3) (1— 22
L RO-F)e (s)gv 5)90]; v (6.2.25)
+(1-5)(1-%) 173[/( —T%IEWO)JFT?E— ]
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Sustituyendo las Ecs. (6.2.23-6.2.25) en la Ec. (6.2.22) y el resultado en en la Ec. (6.2.18)

se obtiene

1 1 1 | Rey Rei 1 WY (12
UVl = —— __ ¢ = W4+dg—=|—0A-W)[1-——=— | = ) I
b 1+FVH{/3+7 TPa— 575 )< 16 §W0> (s> T ®am)
(6.2.26)
donde v
Vi _@llidUbﬂ:l (6.2.27)
48 BsWy  ds o
Para obtener Ug/ I se aproxima
Jquvir  quVvi_
Oy~ o Tt (6.2.28)

ds — ds3

Sustituyendo la Ec. (6.2.23) en la Ec. (6.2.28) y el resultado en la Ec. (6.2.19) obtenemos

1 1 1 Re Rei 1 W\ [/1\?
VIII 1 1 VIII
SR I 1—- - ) (= r 2.2
Uy 1+FVIH{5+7W 3 16 ( W)< 16 §W0> <§> * }’ (6.2.29)
donde VI
11 1 dUY4_
vin__fer11 1 bf=1 (6.2.30)

48 BsWy  ds
Si se derivan nuevamente las Ecs. (6.2.26) y (6.2.29), y el resultado se sustituye en las Ecs.
(6.2.18) y (6.2.19) se obtendrfa una segunda aproximacién para UY!! y UYIL Este proce-
dimiento puede repetirse el nimero de veces que se desee para obtener nuevas y mejores
estimaciones para UQ/ Ty U,y I Sin embargo, en este trabajo vamos a usar tinicamente la

primera aproximacion.

Para obtener UéX se aproxima

VI \% \% VI VI
dUkI)X N dUb,ﬁzl _ 1 dUb”@:1 (1o Ub,ﬁ:l —I—I‘le drﬂ:l (6.2.31)
ds ds 14T | ds L+ s [ =
Donde a partir de la Ec. (6.2.27) se tiene que
dU5% _ Reyl 1 d (dUpg, (6.2.32)
ds 48 §Wyds ds ' o
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Por lo tanto, es necesario derivar nuevamente la Ec. (6.2.22), derivdandola se llega a

A (Wopmr ) _d (Ui | d (d®q)  d (dPan (6.2.33)
ds ds ~ ds ds ds \ ds ds ds ’ o

dUVI _
£ (M) = - (-3
YWos? + (B2)* (1= W) (4) + (1 - B [(1+ B2) (4) — 2]y Wi (1 — B 49%)
(2= ) - wa (1= g4 |) (- |

(6.2.34)
e 2
<d<I>d> Rey <1 R611W>W <1>6 2 1B (1) — e
~ = - T 0o\ % R R . y
ds 384 16 5 Wy 3 ~ 14 (2 B2l <1_ %Sﬂ (35 + Be)
(6.2.35)
d [d®am Re; Ret1 W 1\°
) = 1= 1— .t
d§< ds > 320 ( 16 §W0>( W) <s>
R611 Wo R€11 w 1 dv
b 1— )=
X {[lﬁé 5+1—W< 16 §WO>} <§>+d§}’
(6.2.36)

1 w21 | Wo Ra 1WA Fei (1
+ (1=5)0 §>[1—W(1 63w ) T e \5) T4 (623D

b0 (1-2) ) [ (1Rl Ral ) (1Y

L [ Wo ((_BalW\[Ral | Wy (| RelW\]_ Rl
1-W 16 § Wy 16 § 1-W 16 § Wy 16 §

X

/N
—_

|
CIJ>§
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/N
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|
CIJ>;§
N——
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Sustituyendo la Ec. (6.2.31) en la Ec. (6.2.20) se obtiene
2
X Ligw — 3 [Be (1 w) (1- B2 10E) (1) + Ban| + @g + T

3 +
U]tI)>7,('+1 = X s FioALY .
) R IX b,8= W Re; 1 W d ’
bl _\/;frlf Ub,z‘_1|:d§1+&0<1_161&%>+(1>h:| 5%
S0

(6.2.39)
donde -
pix _ _Rer11l 1 dUhs (6.2.40)
48 BsWy ds o
Para obtener Ugi se aproxima
VIII VI VI VIII VIII
dUﬁC ~ dUy 54 _ 1 AUy =1 1o Upp=1 +Tp=1 ) dlp= _ (6.2.41)
ds di 14Tyl | ds S ds
Donde a partir de la Ec. (6.2.30) se tiene que
Re;1 1 dUYL_
VIIT _ 1 b,f=1
M == s & (6.2.42)
Derivando la Ec. (6.2.42) se llega a
U551 _ Reyl 1 d (dUps, (6.2.43)
ds 48 §Wyds ds ' o

Sustituyendo la Ec. (6.2.43) en la Ec. (6.2.41) y el resultado en la Ec. (6.2.21)) se obtiene

L[ aew g [Bra-w (1= Be k) (4]

16 0
U}?. e — 3 JUVII . , (6.2.44)
TR | -y O [ (- )]
30

g—S

donde

Rey 11 1 dUYYL

6.2.45
A8 BsW, d3 ( )

Para resolver U}?Z(- Y Ugii 41 ©s mecesario conocer una primera aproximacion para U}?g y
U]g(i. Considerando que a una cierta distancia de la burbuja puntera el término histérico de
fuerza es despreciable, se supone que a esta distancia Ug = Uly Iy Ugfi = Ug/ I Posterior-
mente, el valor obtenido de Ut?z(‘ 1y Ug% 41 es nuevamente usado para la préxima estimacion

a una distancia menor, y el procedimiento se repite hasta la distancia deseada. Para evitar
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singularidades en el integrando en & = 3§, el valor del integrando para cualquier distancia 59 —s,
se evaltia hasta & = § + Ag, siendo Ad el tamanio de paso.

Renombrando ahora al producto de la raiz cuadrada y el término entre corchetes de las
Ecs. (6.2.41) y (6.2.44) como f(&). Si consideramos que f(&) es acotada y mayor que cero en
[$, 8§ + Ad]; entonces existe un nimero real M tal que f (6) < M para todo valor intermedio

de &. Por lo tanto

/ T©) 45 < m o (6.2.46)

@
W

La integral del lado derecho de la Ec. (6.2.46) es una integral impropia. Si g(6) = 1//6 —§ y
considerando que g(d) es continua en (8§, § + Ad] y discontinua en §, entonces podemos decir

que si el limite existe (Swokowski, 1988, Definicién 10.6)

$+AG $+A6
M / 9(5)de =M lim_ / g(6)dé = 2M A6, (6.2.47)

Aqui, el limite es el valor de la integral impropia. Por lo tanto, considerando (6.2.46) y (6.2.47),

se tiene que

-
1B
o
Q=
IS
>

dé| =2M lim [AéG]=0. (6.2.48)
AG—0

Asi, eligiendo un tamafnio de paso suficientemente pequenio, el error de integrar el término

historico hasta ¢ = § + Ad es despreciable. La integracién del término histérico en este

trabajo se realizé mediante el software comercial Origin 7.0. Los valores del integrando fueron

generados a partir de una hoja de cédlculo de Microsoft Excel usando Ag = 0.05.
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Parte 111

Resultados y Conclusiones
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Capitulo 7

Modelos para la fuerza

hidrodinamica

7.1. Predicciones del modelo aproximado

Para comparar las predicciones de nuestro modelo para Fyp, estimar el valor de A y analizar
el efecto de las fuerzas incorporadas en la Ec. (5.2.14), se utilizan datos experimentales de Zhu
y col. (1994). Ellos midieron la fuerza hidrodindmica sobre un par de esferas alineadas en la
direccién de un flujo uniforme, en sus mediciones, ambas esferas fueron mantenidas a una
distancia fija para cada experimento especifico por medio de una varilla conectada a una
micro-balanza electrénica de alta precisién. La fuerza boyante neta fue substraida de la fuerza
total sobre cada esfera transmitida por la varilla de soporte a la balanza, quedando tinicamente
la fuerza hidrodindmica la cual fue identificada por ellos como la fuerza de arrastre total.

Para minimizar la funcién objetivo (Ec. 4.2.19) y estimar el valor éptimo de A a Re; de 54,
92 y 106 se usa el método del gradiente conjugado (Axelsson y Barker, 1984) implementado en
la herramienta Solver de Microsoft Office Excel 2003. Los valores obtenidos de A y el promedio
aritmético de ellos (X ) se reportan en la Tabla 7.1. Como se esperaba, el valor de A para los
tres flujos estudiados es siempre menor a la unidad. Asi, debido al efecto de escudo del cuerpo
de adelante, el caudal que incide sobre el cuerpo acarreado es menor al que incide sobre el
cuerpo puntero. Se observa en la Tabla 7.1 que existe una cierta dependencia de A con Re.
Sin embargo, investigar dicha funcionalidad con la finalidad de obtener una expresién de este
pardametro en funcién del Re, requiere de mds informacién experimental y/o numérica. Por lo
tanto, en este trabajo no se realizard un analisis sobre esta funcionalidad.

Para estimar el error estadistico promedio de las predicciones del modelo de Zhang y Fan
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Tabla 7.1: Valores 6ptimos del pardametro .

R61 A= uQ/ul
54 0.945
92 0.976
106 0.958
A 0.96

(2002) (Ec. 4.2.23) y el obtenido en la Ec. (5.2.14), ambos modelos se comparan con mediciones
experimentales de la fuerza hidrodindmica de Zhu y col. (1994). Para ello, se usa la definicién
del error relativo promedio dado en la Ec. (4.2.19). Los valores obtenidos a partir de la Ec.
(4.2.19) estan reportados en la Tabla 7.2. Se observa que aunque ambos modelos dan una
buena aproximacion de las mediciones experimentales, el modelo obtenido en este trabajo da
siempre una mejor prediccién, con un intervalo de error entre 1.42 % para Re; = 106 y 3.78 %
para Re; = 54 (usando \), mientras que para Re; = 106 y Re; = 54 (usando \), el intervalo
de error estd entre 1.54 % y 5.78 %, respectivamente. Usando el modelo de Zhang y Fan (2002)
se obtiene un error entre 5.57 % (Re; = 92) y 11.53 % ( Re; = 54). Esta diferencia se adjudica
a la adicion de los efectos de la fuerza de presion en la fuerza hidrodindmica los cuales fueron

aproximados por medio de la Ec. (5.2.13).

Tabla 7.2: Comparacién del error relativo promedio para la fuerza hidrodindmica, Er del
modelo de Zhang y Fan (2002) (Ec. 4.2.23) y el propuesto (Ec. 5.2.14).

Rey | % Er usando A | % Er usando A | % Er Zhang y Fan (2002)
54 3.78 5.78 11.53
92 1.87 4.95 2.57
106 1.42 1.54 9.58

Como puede verse en la Tabla 7.2, para Re; =54 y 92, al usar el valor 6ptimo de A se
obtiene la mejor prediccién cuantitativa de la Ec. (5.2.14). Sin embargo, como se discutié ante-
riormente, no es plausible con los datos experimentales actuales proponer una expresién para
A. Por lo tanto, con el propésito de comparar y utilizar el modelo obtenido (Ec. 5.2.14) en
su régimen de flujo de validez (24<Re< 130), se propone como una alternativa inicial usar
A= \=0.96.

En la Fig. 7.1(a) se grafican las contribuciones individuales F;/Fy;, donde F; denota Fys,
la fuerza de presién (F}, ) o Fyp en funcién de la distancia para un nimero de Reynolds
de 54. La suma de las dos fuerzas, arrastre y presién, producen la fuerza hidrodindmica
dada por la Ec. (5.2.14). El modelo obtenido predice que para una distancia adimensional

de separacién § — 1 = 3, la fuerza de presién contribuye con aproximadamente un 10 % en la
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fuerza hidrodindmica total. La fuerza de arrastre cuasiestacionaria considerada en la Fig. 7.1, es

equivalente al modelo de Zhang y Fan (2002) dado en la Ec. (4.2.23) para el arrastre sobre una

particula interactiva, y por lo tanto, es conveniente compararlo con la fuerza hidrodinamica

calculada con la Ec. (5.2.14). Esta comparacién se muestra también en las Figs. 7.1(b) y

7.1(c) para Re; = 92 y Re; = 106, respectivamente. Como se observa en estas figuras, ambos

modelos dan una buena prediccién de los resultados experimentales. Sin embargo, es evidente

que existe una mejor prediccién del presente modelo. Ahora, adimensionalizando las Ecs.

0.8
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0.6

04|

Fuerza adimensional, F;/F,

02

5_
&
T 06+
-2
2
£l
B O Datos experimentales de Zhu'y col. (1994)
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Figura 7.1: Fuerza hidrodindmica y contribucién de las fuerzas de arrastre y presion.

(5.2.12) y (5.2.13) mediante la fuerza de arrastre de la esfera puntera y sustituyendo u, = uq,

se obtienen las siguientes expresiones aproximadas para el campo de presién y su gradiente

en la estela del cuerpo de adelante

S]Di =4 [1 — exp (—Reld>]

Fyp

16 s

(7.1.1)
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dp 2 Rei d\ Rey [d\?
Py == ikt ) e 1.2
Vbds/ & 3eXp< 16 s> 16 (s) ’ (7.12)

siendo S, = 7wd? la superficie de la esfera. El perfil asintético es valido para distancias de

Re,=54, 2=2=0.96

1

1

S, plF
(V,dplds )/ F,

Separacion adimensional, $-1

Figura 7.2: Campo de presién axial y gradiente del campo de presién en la estela.

separacién entre esferas mayores al tamano de los anillos vorticosos. Sin embargo, con la
finalidad de alcanzar una mayor comprensién (aunque sea cualitativa) de la importancia de
las fuerzas de presién sobre la esfera acarreada; en la Fig. 7.2 se grafica (para Re; = 54),
tanto el campo de presién como su gradiente hasta pequenas distancias de separacion. Se
observa que cuando la distancia entre cuerpos disminuye, tanto el campo de presién como su
gradiente se incrementan drasticamente hasta § — 1 &~ 1.5, donde existe un punto de inflexion
del campo de presion (su gradiente es maximo). Los resultados obtenidos son congruentes con
los resultados de Lamb (1932) para la interaccién en linea de un par de esferas en el régimen
de flujo potencial. Lamb encontré que la presencia del cuerpo puntero comunica fuerzas de
presion al cuerpo acarreado, esto se debe a que el flujo en la estela observado desde el marco
de referencia de la esfera puntera es mas lento (tiene una mayor presién) que el flujo fuera
de la estela. De acuerdo a los resultados obtenidos, se concluye que a pequenas distancias de
separacién las fuerzas de presién son significativas, por lo que deberian ser consideradas en
los modelos. Estos resultados también coinciden con los de Katz y Meneveau (1996) para el

caso de dos burbujas esféricas interactivas ascendiendo en linea.
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7.2. Predicciones del modelo obtenido a partir de expresiones

diferenciales

Para evaluar las predicciones de la fuerza hidrodinamica de la expresién obtenida en este
trabajo, dada por la Ec. (5.3.4), sus predicciones son comparadas con mediciones experimen-
tales reportadas por Chen y Lu (1999) para Re; = 52, Chen y Wu (2000) para Re; = 54, y
Zhu y col. (1994) para Re; de 54, 106 y 145. En la Fig 7.3 se grafica Fj/Fy;, donde F; denota
Fy9 a partir de Zhang y Fan (2002) (ZF2002) 6 Fup a partir de la Ec. (5.3.4) como funcién de
la distancia entre centros de ambas esferas, so/d (véase Fig. 5.2), con so/d = s/d + 1/2 para

un Re; especifico. Se observa un aparente mejor ajuste a los datos experimentales del modelo

o Datos experimentales de Chen y Lu (1999) ° g“” e"@“""“‘;‘}“ i a"lu_" "‘:}6 (l(gggz))
,,,,, —94.49, o itos experimentales de Chen y Wu
Foffy, ZR002E2A% Fy/F,, ZF2002 o E=164% 1 E=2T%
—— FJF,, Bc.(534), B=1.7% ‘
(¢}

0.8 4——F JF,,Ec.(534), o E=52% 8o Er=62%
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Figura 7.3: Fuerza adimensional en funcién de la distancia adimensional entre los centros de
las esferas para (a) Re; = 52, (b) Re; = 54, (c) Re; =106 y (d) Re; = 145.

obtenido en este trabajo en comparacién con el modelo de Zhang y Fan (2002). Es importante
senialar que para ejecutar sus cdlculos, Zhang y Fan (2002) definen como la distancia de sepa-

racién a la distancia que existe entre la superficie de atras de la esfera puntera y la superficie
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frontal de la esfera acarreada. No obstante, en este trabajo encontramos una mejor prediccion
si se estiman las fuerzas sobre la esfera considerando una distancia de separacién coincidente
con el centro de masa de la la esfera acarreada. Esta consideracion es frecuentemente usada
en la literatura (cfr. Maxey y Riley, 1983; Auton y col., 1988; Magnaudet y Eames, 2000).
Para estimar el error estadistico promedio de ambos modelos usando el conjunto de datos
experimentales, utilizamos nuevamente la definicién del error de la Ec. (4.2.19).

Los resultados obtenidos con nuestro modelo muestran que la aproximacion entre los va-
lores experimentales y los tedricos dan un error entre 3.5% para Re; = 106 y 7.7 % para
Re; = 52; mientras que el modelo de Zhang y Fan (2002) produce un error entre 8.2%
(Rey = 106) y 27 % (Rep = 54). El origen de esta discrepancia proviene de dos contribuciones:
(1) La inclusién de las fuerzas inerciales cuya importancia relativa se incremente a medida que
la distancia se reduce, hasta alcanzar el 13.7 % de la fuerza hidrodindmica total a Re; = 54 y

so/d =2 (Fig. 7.4). Aqui, los célculos de ambas fuerzas fueron realizados con nuestro modelo.

0.8

o
=N
L

—— Fuerza de arrastre cuasiestacionaria, este trabajo
---- Fuerza de arrastre total, ZF2002
————— Fuerza inercial total, Ec. (5.3.3), este trabajo

Fuerza adimensional £, / F, |
=3
=
H

o
[
L

=4
=}

. . . .
2 4 6 8 10
Separacién adimensional, s, /d

S

Figura 7.4: Contribuciones a la fuerza hidrodindmica sobre la esfera acarreada a partir del
presente trabajo y del de Zhang y Fan (2002) (ZF2002) para Re; = 54.

(2) Como se ha senalado anteriormente, con el modelo de Zhang y Fan (2002) los célculos
fueron realizados considerando distancias de separacién medidas entre la superficie de atras
de la esfera puntera y la superficie frontal de la esfera acarreada. Consecuentemente, sus esti-
maciones producen una subestimacién adicional de la fuerza cuasiestacionaria de arrastre. Sus
predicciones a Re = 54 y sg/d = 2 producen una discrepancia de hasta un 27 % de la fuerza
hidrodindmica total, como se puede ver de la Fig. 7.4 e inferir a partir de la Fig. 7.3 (b).

Asi, el modelo de Zhang y Fan (2002) subestima el efecto total de la estela sobre la esfera
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acarreada no unicamente debido a su eleccién de la distancia de separacion entre esferas, sino
también debido a que desprecia los efectos inerciales del fluido. En nuestro modelo, se elimina
mucha de esta discrepancia al suponer que el efecto total de la estela sobre la esfera acarreada
involucra no tunicamente el efecto de reduccién del arrastre cuasiestacionario, sino también
las fuerzas inerciales del fluido; es decir, la fuerza de aceleracién convectiva del fluido y la

contribucién de la inercia del fluido en la fuerza de masa agregada.
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Capitulo 8

Modelos para la velocidad de
aproximacion de la burbuja

acarreada

8.1. Predicciones del modelo aproximado

Citaremos las principales caracteristicas del modelo aproximado obtenido en 6.1: (i) La
burbuja acarreada interactiia con el defecto del perfil asintotico promediado en su area proyec-
tada. (ii) El efecto de la estela no se considera tinicamente como una reduccion en la fuerza de
arrastre cuasiestacionaria, sino también a través de la incorporacién de las fuerzas inerciales.
(iii) Se incorporé la funcién multiplicadora €. (iv) Se encontré que el comportamiento de & es
similar al de Uy, de acuerdo con mediciones experimentales. La contribucién de ambas fuerzas
inerciales actuando sobre la burbuja acarreada del balance de fuerzas dado en la Ec.(6.1.13) se
retiene en el presente andlisis a través de la funcién multiplicadora £. Despreciar estos efectos
equivale a suponer £ = 1. En tal caso, de las Ecs. (6.1.1) y (6.1.4) se obtiene el siguiente
balance estacionario de fuerzas: F, + Fya = 0. Sustituyendo las Ecs. (6.1.6) y (6.1.7) en la Ec.
(6.1.4) se obtiene Uy, = 1 + W, primeramente propuesta por Crabtree y Bridgwater (1971) a
partir de sus observaciones experimentales.

Para comparar las predicciones de nuestro modelo para U}, dado en la Ec. (6.1.13) y el
modelo de Crabtree y Bridgwater (1971) se usan los datos experimentales de burbujas de
aire ascendiendo en agua destilada reportados por Katz y Meneveau (1996). En la Fig. 3 se
grafica Uy en funcién de la distancia § — 1 para Re; de 3.06, 21.5 y 35.4, respectivamente. Los

parametros necesarios del modelo son también tomados de sus mediciones experimentales e
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incluidos en la Fig. 8.1. Se observa que para grandes distancias de separacién entre burbujas
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= 144 \
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Figura 8.1: Velocidad de aproximacién de la burbuja acarreada para (a) Re; = 3.06, (b)
Rey; =215y (¢) Rey = 35.4.

ambos modelos dan una buena aproximacion de las mediciones experimentales. Sin embargo, a
medida que la separacién disminuye, el modelo obtenido en este trabajo da siempre una mejor
prediccién, con un intervalo de error entre 0.76 % para Rey = 35.4 y 3.21 % para Re; = 3.06;
mientras que con el modelo de Crabtree y Bridgwater (1971) se obtiene un error entre 8.55 %
(Rey =21.5) y 9.11% (Rey = 3.06).

Asi que, en el modelo de la Ec. (6.1.13), el efecto total de la estela se consideré no sélo
como una reduccién en la fuerza de arrastre cuasiestacionaria, sino también a través de la
incorporacion de las fuerzas inerciales, las cuales fueron transformadas definiendo una funcién
multiplicadora £ mayor que 1. El valor limite de £ = 1 se obtiene cuando se aplica un balance
en estado estacionario sobre la burbuja acarreada, y esta condiciéon se alcanza cuando se

desprecian ambas fuerzas inerciales. No obstante, esta condicién limite no evita la permanencia
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del efecto de la estela en la fuerza de arrastre cuasiestacionaria. La funcién multiplicadora se
evalia en este trabajo mediante el perfil de velocidad asintético y se encuentra que tiene
un comportamiento similar a los valores experimentales de Uy. El resultado de incorporar
esta suposicién a la ecuacion de balance de fuerzas consistié en una nueva expresion para
la velocidad de aproximacion de ambas burbujas. Sin embargo, dado que la expresién fue
derivada considerando una similitud y no sélo principios fundamentales, se debe tener cuidado
al extrapolar su aplicacién. La expresion ha sido probada para 3 < Re < 36. En este régimen
de flujo, ni la correccién de Oseen (Golovin y Ivanov, 1973) (valida para Re < 1) ni la teoria
aproximada de (Moore, 1963) (valida para Re > 1 ) se pueden utilizar. Por lo tanto, debido
a la inexistencia de expresiones analiticas en el régimen de flujo estudiado, esta expresién se

puede utilizar como una buena aproximacién inicial.

8.2. Predicciones de los modelos que consideran diferentes fuer-

zas sobre la burbuja acarreada

Modelos previos para predecir la velocidad de ascenso de la burbuja acarreada han sido
construidos tomando en cuenta el efecto total de la estela por medio de modificar la con-
tribucién de la fuerza de arrastre sobre la burbuja, y ademads, considerando la interaccién
burbuja-burbuja a través de la estela (efectos inerciales del fluido) como un mecanismo repul-
sivo bi-direccional actuando sobre el par de burbujas contiguas siguiendo el enfoque de Lamb
(1932) (Yuan y Prosperetti, 1994; Katz y Meneveau, 1996; Ruzicka, 2000, 2005) usando la
solucién potencial, o usando la solucién de Golovin y Ivanov (1973) vélida para Re < 1 (Katz
y Meneveau, 1996). En nuestro estudio a Re pequenos y moderados, dado que una de las sim-
plificaciones del modelo es que la proximidad de la burbuja acarreada no afecta a la burbuja
puntera, este efecto se ha considerado como un mecanismo repulsivo uni-direccional el cual
tiene un efecto de frenado sobre la burbuja acarreada que equivale a la expresion de Taylor
(1928) o Ec. (5.3.3) (suponiendo que el perfil asint6tico promediado sobre el drea proyectada
por ambas burbujas da una buena aproximacién de los efectos inerciales).

La identificacién de cada una de las fuerzas que actian sobre la burbuja acarreada a Re
pequenos y moderados no es una tarea simple. No obstante, para el caso de una burbuja aislada,
usando el conjunto de fuerzas obtenidas con la restriccion de flujo reptante e introduciendo
expresiones aproximadas para los términos dependientes del Re se ha logrado obtener modelos
mecdanicos para predecir la velocidad de la burbuja. Este enfoque es usado en este trabajo pero

para el caso de una burbuja moviéndose en la estela generada por otra burbuja del mismo
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tamano. Usando datos experimentales y/o numéricos de la literatura se ha logrado estimar la
contribucién de cada una de las fuerzas con el objetivo de suprimir las menos significativas y
obtener modelos simplificados para la velocidad de ascenso de la burbuja acarreada.

Es importante enfatizar que el papel del gradiente de presién en la ecuacién de movimiento
de Maxey y Riley (1983) aparece distribuido entre las fuerzas de flotacion, aceleracién del
fluido, masa agregada asi como en la fuerza histérica. Por lo tanto, el gradiente de presion no
esta explicitamente representado pero su efecto ya ha sido considerado en la expresién final
y 1o es necesario agregar algin término adicional (véase Michaelides, 2003, quien presenta
una discusién al respecto). Sin embargo, en algunos modelos de la literatura se introduce un
término para el gradiente de presién ademads de las otras fuerzas del fluido (Morrison y Stewart,
1976; Zhang y Fan, 2003). De acuerdo a nuestro punto de vista del problema, consideramos
que esta estrategia de modelado podria producir la duplicacién de algunas fuerzas del fluido
o también despreciar su contribuciéon dependiendo del signo elegido para cada término. Wallis
(1987) senala que este es un problema frecuente encontrado en el modelado de flujo en dos
fases y en estrategias de cerradura para columnas de burbujeo.

Con la finalidad de estimar la magnitud relativa de cada término de la expresién completa
para la fuerza que actia sobre la burbuja acarreada, en 6.2 se obtuvieron diferentes modelos
para la velocidad de aproximaciéon de la burbuja acarreada adicionando secuencialmente los
efectos mas importantes del fluido (Tabla 6.1). Estos modelos serdn comparados con datos
experimentales de un par de burbujas ascendiendo en un liquido estancado (u, = 0) a Re
pequenios y moderados. La prediccién de estos modelos para Re pequenos (usando v = 1) se
compara en la Fig. 8.2 con datos experimentales de Katz y Meneveau (1996) (Re; = 3.06)
y Watanabe y Sanada (2006) (Re; = 5). Los modelos impares consideran el efecto de la
no-uniformidad axial del flujo, mientras que los pares desprecian este efecto. Estos modelos
requieren de expresiones adecuadas para el Cy las cuales fueron tomadas de la literatura (véase
la Seccién 1.3 y la Tabla 4.1). En estas figuras se aprecia la contribucién teérica de cada una
de las fuerzas en las predicciones del modelo; por consiguiente, seran usadas para determinar
la importancia de los términos dependientes del Re (no-uniformidad axial del flujo y término
histérico de fuerza) respecto a las demés contribuciones con el propésito de obtener un solo
modelo simplificado explicito valido para Re pequenios y moderados.

Primero nos enfocaremos en analizar la contribucién del término histérico de fuerza com-
parando las predicciones de UY! con las de Uf*. En la Fig. 8.2(a) (Re; = 3.06) se observa
que la diferencia del error relativo promedio (Er) entre ambos modelos es de 0.47 %, mientras
que en la Fig. 8.2(b) (Re; = 5) se obtuvo una diferencia de 0.1 %. Es decir, un incremento en

el Re (atn pequeno) disminuye drésticamente la contribucién relativa del término histérico
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Figura 8.2: Velocidad de aproximacién de la burbuja acarreada para (a) Re; = 3.06 y (b)
R61 = 5.

debido principalmente a un incremento en la contribucién de los efectos inerciales del fluido.
Asi que, a Re = 3.06 la contribucién del término histdrico es del mismo orden respecto a la
contribucién de los términos inerciales, y en conjunto, estos efectos son mucho menores que la
contribucién de la fuerza de arrastre cuasiestacionaria. Sin embargo, a Re = 5 la contribucién
inercial del fluido adquiere una mayor importancia, en tanto que el término histérico de fuerza
disminuye drasticamente su contribucién. Considerando lo anterior y lo discutido en la Sec-
cién 6.2 respecto a que el kernel del término histérico en nuestro caso de estudio decae mucho
més répido (t72) que el considerado en nuestro modelo (t~/2), existen argumentos suficientes
para pensar que el término histérico de fuerza tiene una contribucion despreciable aun a Re
pequenos. Esto puede explicarse también dando un vistazo al modelo Ug el cual considera la
fuerza de arrastre cuasiestacionaria (que es la contribucién dominante) y la no-uniformidad
axial del flujo. Derivandolo se obtiene dUL' /ds — dW /ds = d®q/d3, y de la Ec. (6.2.24) se
tiene que d®q/dé es muy pequefia y decae como O(s~?), por lo que la aceleracién relativa de
la burbuja acarreada respecto al flujo local en la estela es insignificante. Ademads, dado que la
contribucién de la no-uniformidad axial del flujo en el término histérico de fuerza (modelos
UéX y Ugi de la Fig. 8.2) para Re; de 3.06 y 5 es insignificante; por consiguiente, de acuerdo a
las predicciones de los modelos obtenidos en este trabajo, la fuerza histérica es despreciable.

Ahora nos enfocaremos en estudiar la contribucién total de la no-uniformidad axial del
flujo. En el Capitulo 4 encontramos que la contribucién de la no-uniformidad axial del flujo
en la fuerza de arrastre cuasiestacionaria es insignificante. Esta misma situacion se observa

en la Fig. 8.2 para todos los modelos que consideran su contribucién. Por lo tanto, a par-
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tir de esta figura podemos concluir que en lo general su contribucién no afecta de manera
apreciable las predicciones de los modelos. En la Fig. 8.3 se muestra la contribucion de la
no-uniformidad axial total, arrastre cuasiestacionario e inercia del fluido para el caso de dos
burbujas ascendiendo a la misma velocidad constante. En este caso especifico, Uy, = 1 y tanto
la contribucién de la aceleracién del cuerpo en la fuerza de masa agregada (6.2.3) como la
fuerza histérica (6.2.5) son cero. Entonces, la fuerza hidrodinamica total sobre la burbuja aca-
rreada (Fyp) es la suma de la inercia del fluido (Fupr = 3/2Fwr), arrastre cuasiestacionario

(Fy2) y de la no-uniformidad total del flujo (Fxyr = ®q + ®an). En la Fig. 8.3 se presenta
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Figura 8.3: Contribuciones a la fuerza hidrodinamica sobre la burbuja acarreada de la inercia
del fluido y de la no-uniformidad del flujo para Re; de 1, 3 y 5.

la contribucién de 1 — Fyo/Fyp, inercia del fluido y no-uniformidad total para Re; de 1, 3y
5 adimensionalizadas con la fuerza hidrodinamica total. El comportamiento mas importante
a ser observado en esta figura es que la contribucién de la no-uniformidad total a distancias
5 ~ 1 representa menos del 0.5% de la fuerza hidrodindmica total y decae como (573), y
ademas, es casi independiente del Re. Sin embargo, la contribuciéon de Fyp; representa casi el
total de la fuerza hidrodindmica sin la fuerza de arrastre cuasiestacionaria y su contribucién
aumenta significativamente conforme el Re se incrementa.

Los resultados obtenidos demuestran que la contribucion de la fuerza histérica y de la no-
uniformidad axial del flujo en la fuerza hidrodindmica que actia sobre la burbuja acarreada
no influye significativamente en las predicciones de los modelos. De esta manera, los modelos
UL ULV, UYT y UV pueden ser usados para Re pequefios y moderados. En la Fig. (8.4) se

comparan las predicciones de nuestros modelos para Re de 12, 21.5 y 35.4. Los valores de ~
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Figura 8.4: Velocidad de aproximacién de la burbuja acarreada para (a) Re; = 12, (b) Re; =
21.5y (c) Re; = 35.4.

para Re de 21.5 y 35.4 fueron estimados a partir de la Ec. (4.2.20), mientras que para Re = 12,
dado que no se cuenta con una expresion adecuada para <y, se supone como primera aproxi-
macién v = 1. Se observa que cualitativamente todos los modelos dan una buena prediccion
de las mediciones experimentales; sin embargo, cuantitativamente, las predicciones se mejo-
ran notablemente cuando se adicionan los efectos inerciales del fluido. En el régimen de flujo
estudiado, la burbuja acarreada se aproxima a la burbuja puntera debido a una disminucién
local en el arrastre, este efecto atractivo es mayor que cualquier efecto repulsivo en la estela
debido a las fuerzas inerciales del fluido, lo cual es acorde con las mediciones experimentales.
Conforme el Re se incrementa, la fuerza atractiva debida a la reduccién en el arrastre local
sobre la burbuja acarreada disminuye, mientras que la fuerza inercial repulsiva del fluido se
incrementa significativamente frenando el movimiento de la burbuja acarreada. Asi que, de lo

observado en las Figs. 8.2 y 8.4, si se comparan las predicciones cualitativas y cuantitativas
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de U}y Iy UQ’ I podemos concluir que para Re pequenos a moderados, la contribucién del
término de aceleracién del cuerpo en la fuerza de masa agregada es despreciable y se vuelve
aun mas pequena conforme el Re se incrementa, llegando a ser despreciable para Re = 35.4
(< 0.009 %).



Capitulo 9

Conclusiones

En este trabajo estudiamos la hidrodindmica de dos cuerpos esféricos del mismo tamano
(s6lidos o burbujas) interactuando en linea a Re ~ 3—100 a través de la estela viscosa generada
por el cuerpo puntero. Al estudiar la interaccién de dos esferas sélidas fijas alineadas en la
direccion de un flujo uniforme y estacionario se obtuvieron expresiones adimensionales para la
fuerza hidrodindmica sobre la esfera acarreada. Estas expresiones son validas para distancias
de separacién entre esferas mayores a la dimensién de los anillos vorticosos que se forman detras
de la esfera puntera. Ademas, su régimen de flujo de validez requiere que los anillos vorticosos
sean cerrados y sin oscilaciones (la estela sea laminar y estacionaria). Se encontré que para
distancias muy grandes de separacién entre cuerpos la fuerza de arrastre constituye el total
de la fuerza hidrodinamica sobre el cuerpo acarreado. Sin embargo, a medida que la distancia
de separacion disminuye, las fuerzas inerciales del fluido adquieren importancia; no obstante,

la fuerza de arrastre cuasiestacionaria es siempre la fuerza dominante.

El flujo laminar y estacionario en la estela observado desde el marco de referencia anclado
en la esfera puntera no depende explicitamente del tiempo; es decir, su aceleracién local es
cero. No obstante, independiente del niimero de Reynolds, la aceleracion convectiva del fluido
no perturbado en la estela (debido a la no-uniformidad del flujo) ejerce una fuerza inercial
sobre la esfera acarreada que se relaciona con el gradiente de presién y el transporte viscoso
a través de las ecuaciones de Navier-Stokes. Ademas, el cuerpo afecta el movimiento de una
cierta cantidad de fluido de los alrededores, resultando un efecto inercial adicional sobre el
cuerpo conocido como fuerza de masa agregada. Por lo tanto, las fuerzas de aceleracién del
fluido y de masa agregada (fuerzas inerciales del fluido) deberfan ser tomadas en cuenta,
aun para un par de esferas fijas 6 un par de burbujas moviéndose a la misma velocidad

constante en un volumen infinito de fluido con flujo uniforme y estacionario. La aproximacion
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de ambos modelos con mediciones experimentales confirman que contienen las fuerzas mas
significativas que ejerce el fluido sobre el cuerpo acarreado. Asi, el efecto de la estela como
se estudié en este trabajo para el caso de dos esferas fijas, considera no sélo la reduccién del
arrastre cuasiestacionario, sino también el efecto repulsivo de las fuerzas inerciales del fluido.
Cuando ambas fuerzas son tomadas en cuenta, ain utilizando el perfil de velocidad asintético,
se obtuvieron mejores predicciones de las mediciones experimentales respecto a los modelos
previos los cuales consideraban tinicamente la reduccion en el arrastre cuasiestacionario. Estos
resultados justifican el enfoque abordado en este trabajo en el sentido de que para 24 < Re <
130 las fuerzas de aceleracién del fluido y de masa agregada contribuyen significativamente en
la fuerza hidrodindmica sobre la esfera acarreada.

Para el caso de dos burbujas ascendiendo en linea, usando expresiones conocidas del coefi-
ciente de arrastre estacionario, se desarrollé un enfoque alternativo para la determinacién de
la velocidad caracteristica del flujo en la estela de la burbuja puntera e incorporar los efectos
de la no-uniformidad del flujo. Con este enfoque se alcanzé una considerable simplificacién de
este problema hidrodindmico complejo y se obtuvo una nueva expresién explicita para predecir
la fuerza de arrastre cuasiestacionaria sobre la burbuja acarreada. Al utilizar esta expresion
para obtener diferentes modelos para la velocidad de ascenso de la burbuja acarreada, y sus
excelentes predicciones cualitativas y cuantitativas de los datos experimentales para Re de 21.5
y 35.4, se sugiere que el enfoque desarrollado es apropiado para ser utilizado como cerraduras
en modelos promediados de flujo en dos fases.

Para predecir la velocidad de aproximacion de la burbuja acarreada a la puntera, primero
se obtuvo un modelo aproximado introduciendo los efectos inerciales del fluido en la estela
por medio de una funcién multiplicadora. Posteriormente, suponiendo un conjunto de fuerzas
actuando sobre la burbuja acarreada similar a las existentes en el régimen de flujo reptante,
y usando diferentes hipétesis, se obtuvieron diferentes modelos para la velocidad de aproxi-
macién de la burbuja acarreada. Se encontré que la fuerza histérica, la contribucion de la
no-uniformidad axial y el término de aceleracién del cuerpo en la fuerza de masa agregada
no influyen significativamente en las predicciones del modelo (la suma de estos tres términos
es inferior al 1% de la fuerza hidrodindmica total); es decir, el proceso de interaccién puede
considerarse cuasiestacionario. Sin embargo, se encontré que a Re > 5, el arrastre cuasiesta-
cionario y las contribuciones inerciales del fluido en las fuerzas de aceleracién lagrangiana y de
masa agregada que estan relacionadas con el gradiente de presién, influyen significativamente
en las predicciones del modelo.

Nuestros resultados tedricos son acordes con las observaciones experimentales respecto a

que el proceso de aproximacién de la burbuja acarreada a la puntera a Re pequenos a mode-
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rados puede considerarse como cuasiestacionario. No obstante, de acuerdo a nuestro andlisis
del problema, el hecho de que este proceso sea considerado como cuasiestacionario reside en
que la velocidad de aproximacién entre ambas burbujas es funcién dnicamente de su separa-
cién instantanea para un Re especifico. Asi, los modelos considerados como cuasiestacionarios
deberian considerar la contribucién convectiva de las fuerzas de aceleracion lagrangiana del
fluido y de masa agregada, y no tinicamente el efecto de reduccion en el arrastre cuasiestacio-
nario sobre la esfera acarreada (efecto de escudo). Las fuerzas dominantes que actian sobre
la burbuja acarreada para dos burbujas ascendiendo en linea a 3.05 < Re < 35.5 en orden de
importancia son: flotacién, arrastre cuasiestacionario, contribucion convectiva de la fuerza de
aceleraciéon del fluido y el término similar de la fuerza de masa agregada. Por consiguiente,
el modelo que gobierna el fenémeno de aproximacién de la burbuja acarreada a la puntera es
totalmente explicito si se propone usar la solucién asintética como la velocidad local del flujo
no perturbado.

Se propuso y desarroll6 un nuevo enfoque para la consideracion del efecto de la no-
uniformidad transversal del flujo el cual fue tomado en cuenta por medio del factor . Para
50 < Re < 200 usando datos numéricos de la literatura se encontraron los valores éptimos
de v y se obtuvo una nueva expresién para predecir el arrastre quasi estacionario sobre la
burbuja acarreada. Sin embargo, para Re pequenos y moderados no existen suficientes datos
en la literatura para alcanzar una expresién para -y, por lo que es necesario realizar trabajos
en esta direccién. Si se desea implementar este enfoque para el caso de esferas sélidas fijas,
seria sumamente 1til obtener primero ya sea numéricamente o experimentalmente datos de
la fuerza hidrodindmica sobre la esfera acarreada a diferentes Re y distancias de separacion
mayores a las reportadas actualmente. Ademas, esta informacién podria ser también util para
obtener una expresion para A. Es necesario abordar un estudio tedrico y experimental cuyo
objetivo sea entender el porqué de las discrepancias entre los estudios tedricos y experimenta-
les acerca de la existencia de una distancia de equilibrio. Usando las expresiones obtenidas en
este trabajo pero considerando ademas los efectos disipativos viscosos transitorios en la estela,
este andlisis se podria extender para el caso de un tren de esferas o burbujas interactuando

en linea.
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Apéndice A

A.1. Solucién asintética para el flujo en la estela laminar

Consideremos un cuerpo esférico inmerso en un flujo laminar, uniforme, estacionario, new-

toniano e incompresible, como se muestra en la Fig. A.1. En esta figura, us; denota la velocidad

et 1]
ARTIRIN

s/d>Re" -3

Figura A.l: Estela laminar axisimétrica detras de un cuerpo esférico.

constante del flujo uniforme que incide sobre la esfera cuya direccién se toma como la coor-
denada axial s de un sistema coordenado cilindrico, con su origen anclado en el centro de la
esfera. El perfil de velocidad muy cerca del cuerpo es evidentemente determinado por la capa
limite sobre el cuerpo, y la estructura del flujo dentro de esta region depende si existe o no

separacion del flujo en la capa limite (Batchelor, 1967; Schlichting, 1979). Sin embargo, a una

113



114

distancia lejos del cuerpo (denominada estela laminar) la diferencia de la velocidad (defecto
del flujo)
wi (r,8) = us (r,8) — ws (1, 5) (A.1.1)

es muy pequefia comparada con us (w1 < us), y el flujo puede estudiarse independendien-
temente de la condicién de frontera sobre la superficie de la esfera (véase la Seccién 1.2).
En esta region el flujo es paralelo y axisimétrico, y su ancho se incrementa parabdlicamente
con la distancia. Ademads, las derivadas respecto a la coordenada axial de la velocidad son
pequeilas en comparacién con la transversal (Qws/0s < Ows/0r) y el campo de presién es
aproximadamente uniforme (Landau y Lifshitz, 1958). Asi que, considerando |us — ws| < us,
la componente axial de la ecuaciéon de movimiento expresada en coordenadas cilindricas se

reduce a la siguiente ecuacién lineal (Landau y Lifshitz, 1958; Batchelor, 1967; Schlichting,

1979):
Ows v0 [ Ows
Us o =3 (7’ o ) , (A.1.2)

donde se han despreciado los términos cuadraticos en ws. Sustituyendo la Ec. (A.1.1) en la

Ec. (A.1.2) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial para wy:

Owy  vd [ Ow
Las condiciones de frontera son:
15
rzO:%zO;rHoo:wlz(). (A.1.4)

La magnitud de la depresién del perfil de velocidad en la estela esta directamente conectada
con el arrastre sobre el cuerpo; sin embargo, lejos del cuerpo el perfil de velocidad en la
estela llega a ser practicamente independiente de s. Igualando la pérdida del flujo de cantidad
movimiento entre dos planos infinitos s = constante (uno de ellos corriente arriba y el otro
muy lejos corriente abajo) con la componente vertical del arrastre que actia sobre el cuerpo,
se obtiene (Landau y Lifshitz, 1958; Schlichting, 1979):

[e.e]
Fy =2mp / ws (us — ws) r dr = constante. (A.1.5)
r=0
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Sustituyendo la Ec. (A.1.1) en la expresién integral anterior y omitiendo los términos cuadrati-

cos en wi se llega a
oo

Fyq = 2mpus / wy (r,s) r dr = constante. (A.1.6)

r=0
La ecuacién diferencial parcial de la Ec. (A.1.3) puede convertirse en una ecuacién diferen-
cial ordinaria si se realiza una transformacién adecuada de variables. Con este propdsito se

introduce convenientemente la siguiente variable

1 Usg
_ - Al17
=574 ( )

y ademads, asumimos que w; es de la forma

wq :Cus“fém, (A.1.8)

la cual satisface (A.1.3) (en los limites dados por la Ec. A.1.4) y (A.1.6). Sustituyendo las Ecs.
(A.1.7) y (A.1.8) en la Ec. (A.1.3) se obtiene una ecuacién para f (n). Esta es

d ( df »d B
p (ndn> 2 g At =0 (A.1.9)

y las condiciones de frontera para (A.1.9) son

df
—0: L —0n=0c0:f=0. A1l
n=0 dn O;p=o00:f=0 ( 0)
La solucién de (A.1.10) es
f(n) =exp (—772) . (A.1.11)

Sustituyendo (A.1.7) en (A.1.11) y el resultado en (A.1.8) se obtiene

C 1 ugr?
wi (r,s) = -~ Us eXP (—4 i ) . (A.1.12)

El valor de la constante C' se determina sustituyendo (A.1.12) en (A.1.6)

o0
c 1 ugr?
Fy = 27rpug§ / exp <—U;Z )rdr. (A.1.13)
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Integrando (A.1.13) se tiene que
Fy = 4nCpvus. (A.1.14)

Ahora, usando la definicién del coeficiente de arrastre estacionario para una esfera inmersa en

un flujo estacionario y uniforme referido al drea proyectada por la esfera A, = wd? / 4

Fq
Ci=—F—77—". A.1.15
T 12402 ( )
Por lo que la fuerza del arrastre estacionario suele expresarse como
T ool o
Fdl :Cd*d = PUg. (A.1.16)
4 2
Sustituyendo (A.1.14) en (A.1.15) se llega a
Cd dus Cd
=—d = —d Re. Al
C=35 50 e (A-1.17)

Sustituyendo (A.1.17) en (A.1.12) y usando (A.1.1), el perfil de velocidad asintético que se

observa en ambos marcos de referencia es

4 sd

wem Ut ws g Cafla 1 <—Rel 72) . (A.1.18)
u, — Up Ug 2 16 s/d

En general, el marco de referencia de laboratorio (z,y, z) puede relacionarse con el marco
de referencia anclado en el centro de la esfera por medio de una transformaciéon de Galileo.
Para el caso mostrado en la Fig. (A.1) dicha transformacién es z = Uyt + s, siendo Uy la
velocidad de la esfera y t el tiempo transcurrido. Ademaés, u, es la velocidad del flujo uniforme

en el marco de referencia de laboratorio, entonces
us = uy — Upy. (A.1.19)

De igual forma, para una particula material en la estela la transformacién coordenada esta da-
da por
wg = w, — Upy. (A.1.20)

El perfil de velocidad asintético promediado en el drea proyectada por la esfera se define

como

Wy = —> / w, (r, s) 2mrdr. (A.1.21)
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Sustituyendo (A.1.18) en la Ec. (A.1.21) obtenemos el siguiente perfil de velocidad promedio
observado desde el marco de referencia anclado en la esfera:

Wg Ca1 Re; 1
— =1—- 11— _— . A.1.22
=1 S [-ew (55 0) (r122)

A.2. Expresiones de las fuerzas que actian sobre la burbuja

acarreada

Usando como punto de partida la ecuacién de movimiento de Maxey y Riley (1983), se
deducen las expresiones adimensionales de cada una de las fuerzas actuando sobre la burbuja
acarreada las cuales son validas a Re pequenos a intermedios. El balance estacionario de

fuerzas sobre la burbuja puntera inmersa en un flujo uniforme se expresa como
F+ Fq =0, (A.2.1)

donde .
T
Fy = —Cd11d2§p(Ub1 —u,)?. (A.2.2)

Mientras que el balance cuasiestacionario de fuerzas sobre la burbuja acarreada moviéndose
verticalmente en un flujo no-uniforme w,(s), despreciando la inercia de la burbuja y conside-
rando a la flotacién como la tinica fuerza externa se escribe simbdélicamente (véase la Seccién
1.5) como

Fy, + Fwr + Famt + Faor + Frr = 0. (A.2.3)

Dividiendo (A.2.3) entre Fy4; y considerando de la Ec. (A.2.1) que F,/F4; = —1 se obtiene

Fwr  Famr  Faor | Fur
+ + + —1=0. A24
Fq Faq1 Foqn  Fan ( )

A continuacién se obtendran las expresiones para cada una de estas fuerzas. Se supone
que el flujo local en la estela de la burbuja puntera (en ausencia de la burbuja acarreada)
es descrito por la solucién asintética promediada en el drea proyectada por la burbuja w,(s)
(véase el Capitulo 4 y el Apéndice A.1). Las expresiones para cada una de las fuerzas estan

dadas por
FWR = Mf— (A25)

1 [D 2
Famt = —my [ <wz + dv%) — dUbZ} , (A.2.6)
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d2
Fyor = —3mdp (Ubg YWy, — 24V21Z)Z> , (A.2.7)
y
A 3dd/tddT Uin — 0~ V"0 >d (A.2.8)
= —3mdpu; T, 2.
o "3 / Vv (t—7)

donde .

me = 67rd3,0. (A.2.9)

Los limites en la integral del término histérico de la Ec. (A.2.8) indican que la integracién
debe realizarse en todo el intervalo de tiempo en que la esfera acarreada es acelerada por la
estela de la burbuja puntera. Excepto por la expresién para la fuerza de masa agregada cuya
forma final correcta fue obtenida por Auton y col. (1988) (Seccién 1.5), los deméds términos
(si se considera que en flujo reptante v = 1) fueron obtenidos por Maxey y Riley (1983). En
cuanto al significado del factor v, en el Capitulo 4 se realiza una amplia discusién al respecto.
En estas expresiones, tanto w, como todas sus derivadas deben ser evaluadas en la posicién
del centro de masa de la esfera z = R (t) — s (Fig. 3.3).

Notar que en las Ecs. (A.2.5-A.2.8) existen dos derivadas distintas, d/dt y D/Dt. La
derivada d/dt se usa para denotar una derivada temporal siguiendo el movimiento del centro
de masa de la burbuja acarreada, de modo que para un movimiento unidimensional en la

direccién vertical de un marco de referencia de laboratorio el operador se escribe como

d 0 0
= <at 4 Ub28 ) (A.2.10)

La transformacién de Galileo entre el marco de referencia inercial anclado en la burbuja

puntera y el marco de referencia de laboratorio es la siguiente:
z = Upit — s, (A.2.11)

Por lo que
ds = —dz. (A.2.12)

Es decir, un incremento diferencial de z equivale a un decremento diferencial de s. Usando
la Ec. (A.2.10), la derivada temporal de un punto material siguiendo a la trayectoria de la

burbuja de acarreada, pero relativa a la burbuja puntera se expresa como

d 0 0
- + (Up2 — Up1) = B

A21
dt ot ( 3)
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Sustituyendo la Ec. (A.2.10) en la Ec. (A.2.13) se obtiene la derivada temporal de un punto

material en el marco de referencia de la burbuja puntera

d 0 0
% - a + (Ubl — sz) % . (A214)

Al usar el operador diferencial de la expresién anterior en w, = w, (s) se obtiene que

dw,
dt

(. _ A21
(Up1 — Up2) I ( 5)

Considerando que el unico mecanismo de interaccién que causa la aceleracién de la burbuja
acarreada es la estela permanente de la burbuja puntera; entonces Upy = Uy (s). Asi que, la

aceleracién de la burbuja acarreada relativa a la burbuja puntera se escribe como

dUps
dt

dUps
ds ’

= (Ub1 — Un2) (A.2.16)

por lo que la derivada temporal en el integrando de la Ec. (A.2.8) se puede expresar como

_ d? 9 _ d _ d? 9 _
— | Upa — w, — 21 Vew, | = (Upr — Upz) Ts Upo —w, — —V w, | . (A.2.17)
7_

Por otro lado, D/Dt se usa para denotar una derivada temporal siguiendo una particula
material de fluido no-perturbado en la posicién del centro de masa de la esfera, de modo que

el operador desde el marco de referencia de laboratorio se escribe como

D o _ 0
Ft = <8t + wzaz> . (A.2.18)

Sustituyendo w, = w, (s) en la Ec. (A.2.18) y considerando la Ec. (A.2.12), se obtiene la

siguiente aceleracion de un elemento de fluido en relacion a la burbuja puntera:

Dw dw
= = — W) —— A21
Dt (Vb1 = @2) ds’ ( %)
por lo que el primer término de la Ec. (A.2.6) se puede expresar como
D 2 _, d 2 _,
2w+ 920, ) = U —0.) = (@, + S0, ) . A2,
for <wz + 40V wz) (Upy — w5) 7 (wz + 40V wz> (A.2.20)

Considerando las Ecs. (A.2.16), (A.2.17), (A.2.19) y (A.2.20) en las Ecs. (A.2.5), (A.2.6)
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y (A.2.8) se obtiene

dw,
Fwr = my (U1 — @) — =, (A.2.21)
1 vd (P, dUp2
Famr = 5my [(Um — W) o <wz + 0V wz> — (Up1 — Up2) T } (A.2.22)
y
a | & d

Fyr = —37Tdu/ (Ub1 — Un2) - <Ub2 V2wz> S — (A.2.23)

2 ) S v (t—T)

La expresién para el rozamiento de la Ec. (A.2.7) y el término histérico de fuerza de la Ec.
(A.2.23) fueron obtenidos para una esfera sélida moviéndose en el régimen de flujo reptante.
Por lo tanto, ambos términos deben ser modificados para el caso de un régimen de flujo
superior o multiplicarse por un factor de 1/3 para una burbuja en flujo reptante (Morrison y
Stewart, 1976). En este trabajo se propone introducir en el término histérico la bien conocida

definicion del coeficiente de arrastre estacionario
T 51 3
3mdu = Cd21d iﬂ(sz — W) , (A.2.24)

que es usualmente usada para estimar la fuerza de rozamiento a diferentes regimenes de flujo.
De esta manera, usando correlaciones conocidas del coeficiente de arrastre estacionario, se
pueden extender las Ecs. (A.2.7) y (A.2.23) al caso de una burbuja esférica moviéndose a un

numero de Reynolds mayor. Ahora, usando la Ec. (A.2.24) en las Ecs. (A.2.7) y (A.2.23) se

llega a

T 51 d?
Faor = —Cd21d2§p (sz — ’71@2) <Ub2 — YW, — 24V27I)z> (A.2.25)
y
3 / d? d
Fur = —2Caodp (Ups — wz/U U (U —wz—v%z)T.
hT 3 d26 P b2 — 7 / bl — b2 b2 o4 m/(t—r)

(A.2.26)
Dividiendo las Ecs. (A.2.21), (A.2.22), (A.2.25) y (A.2.26) entre la Ec. (A.2.2) y usando la Ec.

(A.2.9) se obtiene
Fwr o 4 d Uy —w, dw,

_ 44 , A2.27
Fa 3Ca1 (Up —us)* ds ( )
Famur 2 d 1 od (P, AUz
Fao  3Ca1 (Upy — us)? {(Ubl ) ds (wz " 40V v (Uor = U2) ds |

(A.2.28)
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Faor _ Cag Upg —yw,
Fau  Ca (Upy —uz)?

d2
<Ub2 VD, — Mv%) (A.2.29)

For  1Cq2 Upy —yw,
Fy o 2 Cdl (Upy — uz)?

d

(Ui = Upa) & (Vo — 0. — G970 )
/ dr. (A.2.30)
0

v (t—T)

La solucion asintotica para la estela promediada en el area proyectada por la burbuja se puede

escribir como
16 R€1 d

s =+ (wo — ) 2 [1 — exp <_163>} . (A.2.31)

Las derivadas necesarias de (A.2.31) para ser usadas en las Ecs. (A.2.27-A.2.30) son

- dw,  wo—wuyd Rey d
V’LUZ = ds = d — exXp ( 165) s (A232)
d*w wy — U Re; d Re; d
2 z _ WO z 1 B 14
Vo, = g2 T 2 (2 16 >exp< 6 5> (A.2.33)
y
d 9 _ d3w, wo — Uy d d Rei d
L (v2q.) = —_ - 8) (1= 2 ey A.2.34
(Vi) = o = 6 1 o ) exp (== (A.2.34)
Donde /3
3 + 3 R€1
= — A2.
©1 5 16 (A.2.35)
y /3
3—+3 R61
= —. A.2.
©2 5 16 (A.2.36)
Sustituyendo la Ec. (4.2.11) en la Ec. (3.4.6) y transcribiendo (4.2.11) obtenemos
W, — Uy 16 Rey 1
W = — Wa |1 = — = A.2.37
Uy —w. Rep " [ o < 16 3)] ( )
Y _CaR 1
wo — Uy a1 frey
Wop=—r——"-=——-= A.2.38
T Uy —u. 2 16 3 ( )
Sustituyendo la Ec. (A.2.32) en la Ec. (A.2.27) y considerando (A.2.37) y (A.2.38) se
obtiene

Fwr _ Rer W Rep 1\ /1)\?2
— 1— 1——="to) (=2 A2
Fq1 24 ( W)< > <8) (4.2.39)
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Ahora, usando las Ecs. (A.2.32) y (A.2.34) en la Ec. (A.2.28) y considerando (A.2.39) se

llega a

Famr  1Fwr  Rei Uy —w, (1\* P1 2 Re; 1
= = + = 1-— - 1-— — |exXp| ——=
Fq 2 Iy 320 Up1 —u, \ S S S 16 s

Rey Upy —Un2 1 1 dUpa

. A.2.40
+ 48 Upy —uy 8§ (wo —uy) dS ( )
Introduciendo la siguiente variable adimensional (Ec. 4.2.7):
Ub2 — Uy
Up=—+7—"- A241
b Up1 — u; ( )
y considerando (A.2.37) y (A.2.38) se obtiene
Favr 1 Fyr Re1 1 (U — 1) dUy,
== Dan — - . A.2.42
Fo 2 Fam o OMT IS W ds ( )
Donde
Re; Re; 1 W P1 ©2 1 4
ani = 1wy (124 (1— )(1_7> h A2.4
AM = 95 ( W)< 16 §Wg) B §/\s (A.2.43)

Representa la contribucién de la no-uniformidad del flujo en la fuerza de masa agregada en

flujo reptante (Seccién 1.5).

La expresion adimensional para el arrastre sobre la burbuja acarreada fue deducida en el

Capitulo 4, por lo que aqui tinicamente la transcribimos, ésta se expresa como

F, F
= — BB = B (U — W) — (g, (A.2.44)
d1 d1
donde )
1 R611 w R611 1
Py=— (1o ) (9 5L - A.2.4
d 24( 16 §W0) ( 16 s> WO(§> ’ ( 5)

representa el efecto de la no-uniformidad del flujo en la fuerza de arrastre sobre la burbuja

acarreada.

Ahora, se obtendra la expresién para el término histérico de fuerza. Considerando que (Ec.

4.2.5)
Ca2 Up1 — u.
—_——= A.2.46
Car Up —yw, ( )

Sustituyendo la Ec. (A.2.46) en la Ec. (A.2.30) (usando o = s) y utilizando (A.2.41) se
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obtiene

t
F - 2
B0y [ ouy [ 4 £yt
Fy 2 v (t—T)

El objetivo es obtener una expresion para el término histérico que dependa exclusivamente de
la separacién entre burbujas. Sin embargo, los limites y algunos términos dentro del integrando
tienen como variable independiente el tiempo; por lo tanto, es necesario transformar el tiempo
a su correspondiente variable independiente de posicién. Para ello, definimos la velocidad

instantanea de la burbuja acarreada observada desde la burbuja puntera como

do

Upe — U A.2.48
== Uz = Un). (A.2.48)

Es decir, la distancia entre burbujas disminuye a medida que transcurre el tiempo. Por con-
siguiente, la pendiente (velocidad relativa de la burbuja) es negativa. Eligiendo sy como la
distancia de referencia a partir de la cual se evalia el término historico de fuerza a un tiempo

inicial 7 = 0. Integrando la Ec. (A.2.48) con la condicién inicial, para 7 = 0, 0 = ¢, se obtiene
g = S — (Ubg — Ubl) T. (A.2.49)

El limite superior de (A.2.47) indica que el término histérico debe evaluarse hasta un tiempo

actual 7 = ¢, por lo que a partir de la Ec. (A.2.49) se tiene que cuando 7 =t
s =80 — (Upa — Up1)t, (A.2.50)

siendo sg la distancia entre burbujas en el tiempo actual, por lo que sy — s es la distancia
transcurrida desde 7 = 0 hasta 7 = t. Sustituyendo las Ecs. (A.2.48-A.2.50) en (A.2.47) y
usando (A.2.41)(42) se llega a

F —1) d dw, d*d
A _ 5, / el [ Uy dwe @ d gyl 90 (o)
Fdl Ub2 — Ubl do do 24 do TV (o’ — 3)
Definiendo la siguiente variable adimensional:
o
= —. A.2.52
6="2 (A.252)

Sustituyendo las Ecs. (A.2.32) y (A.2.34) (con 0 = s) en la Ec. (A.2.51) e introduciendo las
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variables adimensionales definidas en las Ecs. (A.2.37), (A.2.38), (A.2.41) y (A.2.52); después
de realizar el dlgebra correspondiente se obtiene la siguiente expresién adimensional para el

término histérico de fuerza:

?j :ﬂﬁ/(Ubl)l/z <ngb Cg/ +q>h> j"_s (A.2.53)
S0
donde IV W Rer 1 W
= (}0 <1 _ 12‘1&Wo> (A.2.54)
Y 3
@, = 1w, (1_ mﬁl) (1-2)(1-2) (1) . (A.255)

Aqui, &y, es la contribucion de la no-uniformidad axial en el término historico de fuerza.
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