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 RESUMEN
 

 

 

 

La gestión del relleno sanitario implica la estimación de la generación de 

metano, así como la adecuada mitigación de las emisiones del mismo a 

la atmósfera mediante su combustión, por medio de antorchas o con la 

obtención de energía eléctrica. En este trabajo se abordaron ambas 

temáticas con enfoques cinéticos diferentes: para el estudio de la 

generación de metano se empleó una cinética química global y para su 

combustión, una elemental. Primero, para la generación de metano se 

propusieron modelos dinámicos, uno sencillo y otro complejo, que 

muestra la relevancia de la heterogeneidad del medio y la inhibición 

ácida (resultante de la biodegradación de la materia orgánica), para la 

obtención de bajos rendimientos y cinéticas erráticas, características 

propias del relleno sanitario y que no son capaces de reproducir los 

modelos comúnmente usados. Por otra parte, la combustión de metano 

se examinó por medio de la Teoría Convencional del Estado de 

Transición para obtener la constante cinética para la reacción elemental 

CH4 (g)+O2 (g)CH3 (g)+HO2 (g) cuyo resultado es semejante a lo obtenido 

por datos experimentales (tubo de choque) y teóricos (coupled cluster 

method).  
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CAPÍTULO  1
 

 

Introducción 

 

 

 

La estimación de la producción de metano en relleno sanitario 

se hace necesaria y conveniente para cuantificar las 

emisiones de este gas de efecto invernadero a la atmósfera. 

El sistema es complejo, no sólo por la gran variedad de 

sustancias y procesos que allí se encuentran, sino también 

por la dificultad para hacer mediciones en el sitio debido a su 

gran tamaño. Actualmente, los modelos usados en campo 

consideran reacciones de biodegradación de la materia 

orgánica en medio homogéneo, cuyos rendimientos resultan 

demasiado altos y por lo que se calibran las constantes 

cinéticas de primer orden o se introducen factores empíricos. 

Por tales motivos, se realizó el planteamiento de un modelo 

dinámico que considere la heterogeneidad del medio de 

reacción, inherente al relleno sanitario, y la inhibición ácida, 

proveniente de la descomposición de la fracción orgánica de 

los residuos, para poder alcanzar los bajos rendimientos y 

producciones erráticas que se observan en campo. Por otra 

parte, la combustión del metano es una práctica habitual en 

el control de las emisiones de este gas, ya sea en antorchas o 

como una fuente alterna de energía, por lo que se propuso el 

estudio de la reacción CH4 (g)+O2 (g)CH3 (g)+HO2 (g).    
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1.1 Cinética química de primer orden en la 

estimación de la generación de metano en 

relleno sanitario 

 

Los residuos sólidos urbanos (RSU) compuestos mayoritariamente por residuos sólidos, son 

“los generados en las casas habitación, que resultan de la eliminación de los materiales que 

utilizan en sus actividades domésticas, de los productos que consumen y de sus envases, 

embalajes o empaques; los residuos que provienen de cualquier otra actividad dentro de 

establecimientos o en la vía pública que generen residuos con características domiciliarias, y los 

resultantes de la limpieza de las vías y lugares públicos, siempre que no sean considerados por 

esta Ley como residuos de otra índole” (LGPGIR, 2003). En México se estima una generación 

de RSU de 103 mil toneladas diariamente (SEMARNAT, 2017). La disposición final de estos 

residuos se realiza a nivel nacional en un sitio de disposición final (tiraderos a cielo abierto, 

tiraderos controlados y rellenos sanitarios), debido al bajo costo que implica su gestión, aunque 

se realizan importantes esfuerzos por realizar composta y reciclaje1. En el país se tiene una alta 

presencia de rellenos sanitarios pues se contabilizaron 260 en total en el 2012, con una 

capacidad de 28 millones de toneladas de RSU (SEMARNAT, 2014). 

 

 

El relleno sanitario (RS) es una obra de ingeniería donde se colocan diariamente los RSU, se 

compactan y se cubren al final de la jornada de trabajo con material terroso ya sea material del 

sitio o de tipo arcilloso como el tepetate. El RS debe contar con sistemas tanto de extracción de 

lixiviados como de biogás, para evitar la contaminación de los mantos freáticos y el suelo, en el 

caso de los primeros, y de la emisión a la atmósfera del segundo. Así, los modelos de 

estimación de metano (biogás) son una herramienta imprescindible en la gestión del RS, debido 

a que permiten: 

i) evaluar la viabilidad de un proyecto de recuperación de energía y su requisitos 

técnicos, 

ii) estimar la cantidad de metano recuperable en el tiempo, 

iii) diseñar tanto el sistema de recuperación como de mitigación de metano, 

iv) calcular los inventarios de gases de efecto invernadero, 

v) predecir los impactos postclausura (Aldana Espitia et al., 2017; Andreottola et al.; 

2019). 

                                                             
1 El reciclaje a nivel nacional representa del 4.8% al 10% del total de los residuos generados en el año 2011. 
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La estimación de la producción de metano en RS se realiza principalmente por modelos de 

orden cero, de primer orden y los llamados de multifase que consideran materiales de diferente 

biodegradabilidad (Kamalan et al., 2011; Amini et al., 2012). En la Tabla 1 se presenta un 

listado de estos modelos, la cinética química que emplean y su respectiva formulación. Otra 

forma para clasificar estos modelos es con base a la forma de adquirir el conocimiento: los 

modelos empíricos muestran una gran dependencia de las condiciones del sitio a analizar y 

luego tienen una validez estrictamente local; en el otro extremo, los modelos fundamentales 

describen el proceso de fermentación por medio de un conjunto de reacciones microbianas que 

inician con un decremento en la actividad aerobia, seguido de las etapas de la degradación 

anaerobia, desde hidrólisis hasta metanogénesis, e incluyen la inhibición ácida 

(Lakshmikanthan et al., 2017; Di Trapani et al., 2018), si bien este es el enfoque formal del 

problema, en la práctica no se cuenta con suficiente respaldo experimental debido a que 

requieren una gran cantidad de mediciones y un alto nivel de análisis (Kamalan et al., 2011). 

Así, los modelos semifundamentales2, describen el proceso de fermentación en algunas etapas 

globales bajo una cinética química de primer orden; también suelen introducir factores 

arbitrarios y variables que dependen de las características del sitio (Krause et al., 2016; 

Majdinasab et al., 2017).  

 

 

El tiempo de generación que emplean los modelos comúnmente usados en campo para estimar 

la generación de metano es de 30 años, aunque pueden ser lapsos entre 10, 15 y 20 años. La 

incertidumbre de estos modelos se considera aceptable, con una sobreestimación entre el 10 y 

30%, lo que se atribuye al nivel de experiencia en su uso; su carácter empírico o 

semifundamental; la falta de datos a largo plazo para su calibración y las consideraciones 

específicas del sitio. Otros factores a tener en cuenta son la composición de los RSU, el 

pretratamiento de los residuos, la edad, la operación y localización del sitio, el manejo de los 

lixiviados, la humedad, el pH, la temperatura al interior de la celda, la eficiencia de recolección 

de metano y el tiempo lag. Este último factor es el tiempo que transcurre desde el depósito de 

                                                             
2 Un modelo semifundamental en la ingeniería de los reactores es aquel que combina pocas suposiciones sobre el 

flujo y la cinética química del proceso, aunque la complejidad del modelo continua siendo substancial pero 

funcional (Nielsen et al., 2002; Páez Lara, 2011). En general, es aquel que emplea pocas suposiciones bien fundadas 

y sencillas (Soderblom et al., 2014). 
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los RSU hasta que inicia la generación de metano. En los modelos se considera entre seis 

meses a un año (Andreottola et al.; 2019). 

 

 

Tabla 1. Clasificación de los modelos comúnmente usados en la predicción de la producción de 

metano en relleno sanitario.  

NOMBRE DEL 
MODELO 

ORDEN DE LA 
CINÉTICA 

ECUACIÓN 

EPER alemána Cero 𝑀𝑐 = 𝑀(𝐵𝐷𝐶)(𝐵𝐷𝐶𝐹)(𝐹)(𝐷)(𝐶) 

SWANAa Cero 𝑄 =
𝑀𝐿0
𝑡0 − 𝑡1

 

IPCCa Cero 
𝑄 = 𝑀𝑆𝑊𝑇(𝑀𝑆𝑊𝐹)(𝑀𝑆𝐹)(𝐷𝑂𝐶)(𝐷𝑂𝐶𝐹)(𝐹)(16

/12𝑅)(1𝑂𝑋) 

LandGEM de la 
USEPAa,b 

Primero 𝑄𝐶𝐻4 =∑ ∑ 𝑘𝐿0 (
𝑀𝑖
10
)

1

𝑗=0.1

𝑒𝑥𝑝(−𝑘𝑡𝑖𝑗)

𝑛

𝑖=1

 

SWANA 2a Primero 𝑄 = 𝑀𝐿0𝑒𝑥𝑝(−𝑘𝑡) 

TNOa Primero 𝛼𝑡 = 𝜍1.87𝐴𝐶0𝑘1𝑒𝑥𝑝(−𝑘1𝑡) 

Hoeksc 
Primero de 

multifase 
𝑄𝐶𝐻4 = 𝐿0∑∑𝑀𝑖𝑗𝑘𝑖𝐶𝑖𝑗

0𝑒𝑥𝑝(−𝑘𝑖𝑡𝑗)

𝑖𝑗

 

Scholl Canyond 
Primero de 

multifase 
𝑄 = 𝑀𝑘𝐿0𝑒𝑥𝑝(−𝑘𝑡) 

EPER francésa 
Primero de 

multifase 
𝐹𝐸𝐶𝐻4 =∑𝐹𝐸0 (∑ 𝐴𝑖𝑝𝑖𝑘𝑖𝑒𝑥𝑝(−𝑘𝑖𝑡)

1,2,3

)

𝑥

 

GasSima 
Primero de 

multifase 
No está disponible. 

Afvalzorga 
Primero de 

multifase 
𝛼𝑡 = 𝜍∑1.87𝐴𝐶0,𝑖

3

𝑖=1

𝑘1,𝑖𝑒𝑥𝑝(−𝑘1,𝑖𝑡) 

Méxicoa 
Primero de 

multifase 
𝑄𝑀 =∑2𝑘𝐿0𝑀𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑒𝑥𝑝(−𝑘𝑡) 

LFGGENa 
Primero de 

multifase 
𝑄𝑆 = 𝐿0

2𝑘

𝑘(𝑡𝑝 − 𝑡0) + 2
 

aKamalan et al., 2011; bUS EPA, 2005; cHoeks, 1983 ; dThompson et al., 2009 

 

 

1.1.1 Modelo de Hoeks. Un modelo de naturaleza semifundamental (considera de forma 

global la biodegradación de la materia orgánica a metano y dióxido de carbono), es el modelo 
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de Hoeks (1983), el cual divide a la fracción orgánica de los RSU en cuatro categorías cinéticas: 

i) rápidamente biodegradables, que son los desperdicios de comida y tienen una vida media de 

~1 año, ii) moderadamente biodegradables, donde se agrupan los residuos de jardinería con 

una vida media de ~5 años, iii) lentamente biodegradable, que son los desechos de papel, 

madera y textiles, con una vida media de ~15 años, y iv) inertes, que son el plástico, el vidrio, 

las cenizas, las piedras y el polvo. La vida media de estos materiales fueron estimados bajo 

condiciones ideales de reacción, i.e. en un sistema con agitación, alto contenido hídrico, control 

de pH y temperatura. Las constantes cinéticas obtenidas bajo estas condiciones para dichos 

valores de vida media (asumiendo reacciones de primer orden) son 𝑘1=0.69±0.23 año-1, 𝑘2 

=0.14±0.01 año-1 y 𝑘3=0.05±0.02 año-1. Luego, 𝑀𝑖𝑗 es la masa de residuos de la categoría 𝑖 

depositada en el año 𝑗; 𝐶𝑖𝑗
0  es la concentración inicial de residuos de la categoría 𝑖 depositada 

en el año 𝑗 y 𝑡𝑗 es el año en que fue depositada la masa de residuos. Así, la producción de 

metano debida a todas las categorías durante todos los años de la vida útil del sitio es  

 

𝑄𝐶𝐻4 = 𝐿0∑∑𝑀𝑖𝑗𝑘𝑖𝐶𝑖𝑗
0𝑒𝑥𝑝(−𝑘𝑖𝑡𝑗)

𝑖𝑗

. (1) 

 

 

La aplicación de esta cinética, ec. (1), requiere la obtención del potencial de metano (𝐿0). Al 

suponer que la glucosa es la fuente de carbono, ec. (2) (Meraz y Domínguez, 1998), se 

obtienen cantidades aproximadamente equimolares de metano y dióxido de carbono, además 

de agua y biomasa.  

 

𝐶6𝐻12𝑂6(𝑠) + 0.18𝑁𝐻3(𝑔)

→ 2.53𝐶𝐻4(𝑔) + 2.54𝐶𝑂2(𝑔) + 0.42𝐻2𝑂(𝑙) + 0.93𝐶𝐻1.7𝑂0.5𝑁0.2(𝑠). 

(2) 

 

 

La producción de biomasa3 (CH1.7O0.5N0.2) y de intermediarios del metabolismo microbiano 

(CO2, CH4 y H2O) en la ec. (2), una reacción global, son el resultado del consumo de la materia 

orgánica biodegradable (C6H12O6) por las bacterias anaerobias. Esta es una ventaja sobre las 

reacciones del mismo tipo basadas en el contenido estequiométrico del contenido de carbono 

                                                             
3 Materia orgánica generada en la digestión anaerobia. 
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solamente (Krause et al., 2016b). Además, la ec. (2) representa una mejor opción respecto a la 

metodología usada en campo que emplea valores del sitio y fórmulas empíricas (Krause et al., 

2016a). Para la composición mexicana (Tabla 2), por medio de la ec. (2), se obtienen     

128.538 m3 de metano para una tonelada de RSU, en función sólo de los residuos 

biodegradables. Nótese que los mayores generadores de metano son los residuos de papel y 

alimentos. 

 

 

Tabla 2. Indicadores promedio de los subproductos presentes en los RSU generados a 

nivel nacional (Meraz et al., 2004).  

SUBPRODUCTO % m/m % HUMEDAD 
GENERACIÓN DE 
METANO (m3/ton) 

Papel 22 6 71.112 

Plástico 6 2 --- 

Metales 4 3 --- 

Textiles 2 10 6.190 

Madera 1 20 2.751 

Vidrio 8 2 --- 

Alimentos 39 70 40.233 

Jardinería 6 60 8.253 

Otros 12 8 --- 

 

 

Bogner y Spokas (1993) propusieron, a través de estudios en laboratorio, que la conversión de 

materia orgánica a metano se encuentra entre el 25% y 40% (o menos) en 30 años de vida útil 

del sitio. El rendimiento obtenido por medio de la ec. (1) a 30 años es de 85%, valor muy por 

arriba de mencionado intervalo, i.e. con este modelo de primer orden se tiene una 

sobreestimación del rendimiento, característica conocida de este tipo de modelos (Chakraborty 

et al., 2011; Amini et al., 2012; Mønster et al., 2015). La Figura 1 muestra el comportamiento de 

la producción de metano obtenido con el modelo de Hoeks, ec. (1). En este ejercicio no se 

considera el tiempo de retraso, que es el periodo sin generación de metano debido a la 

instalación de la infraestructura de extracción de biogás, considerado de 1 año en el modelo de 

Hoeks.  
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Figura 1. Comportamiento del modelo de Hoeks, ec. (1). La conversión a 30 años es 85%.  

 

 

 

1.2 Combustión de metano en relleno sanitario 

 

La Iniciativa Global del Metano o IGM, es un organismo internacional creado en 2004 bajo el 

nombre de Alianza de Mercados de Metano, y tomó su actual nombre en 2010. Esta red  

agrupa al sector gubernamental y la industria privada para facilitar el intercambio de 

experiencias técnicas, la difusión de información, así como las opciones de financiamiento y 

tecnología para capturar el metano y utilizarlo en la generación de energía o en la disminución 

de la contaminación ambiental (EPA-COCEF-ICMA, 2011). Uno de sus objetivos es fomentar el 

aprovechamiento del metano generado en los rellenos sanitarios como una fuente de energía 

eléctrica. Para tal fin, se requiere: i) la recolección del biogás por medio de un sistema de 

extracción, ii) eliminación de impurezas o sustancias indeseables como el ácido sulfhídrico en 

un filtro, iii) un motor de combustión interna en donde se produce la combustión del metano, iv) 

un generador eléctrico que recibe la energía mecánica del motor y la convierte en energía 

eléctrica, y por último, v) un transformador que alimenta a una red de distribución para que la 

energía eléctrica se suministre al usuario final (Arvizu y Huacuz, 2003). Así, la combustión del 

metano, que también se puede realizar en antorchas si no se realiza un proyecto para la 

generación de energía eléctrica, juega un papel importante en la gestión del RS para mitigar la 

emisión de este gas de efecto invernadero a la atmósfera. 
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1.3 Justificación del estudio 

 

El RS es un medio heterogéneo compuesto por tres fases: i) una fase líquida, representada por 

el lixiviado; ii) otra fase sólida que son los residuos, con elementos permeables y 

biodegradables (materia orgánica) y, a la vez, con la presencia de elementos impermeables 

(materia inerte); iii) por último, la fase gaseosa: el biogás, compuesto de metano y dióxido de 

carbono, mayoritariamente. Además, el manejo actual del RS que impone una alta 

compactación de los residuos y la reducción de lixiviado en el sistema, propicia la tortuosidad 

en el medio (Sanchez et al., 2007). Estas condiciones del medio inciden directamente sobre su 

geometría y provocan restricciones en el transporte tanto de los reactivos (sustratos4) como de 

los microorganismos responsables de la degradación de la materia orgánica, y de forma 

simultánea, propician condiciones para la inhibición o no de la actividad metanógena (Martin, 

2001). La Figura 2 ilustra los factores del medio de reacción que en este trabajo se han 

manifestado como relevantes en la generación de metano en el RS.  

 

 

 

Figura 2. Factores relevantes del medio de reacción en la generación de metano en relleno sanitario.  

 

 

Así, con el modelo de Hoeks (cinética de primer orden), resulta imposible obtener los bajos 

rendimientos y el comportamiento errático5 que se observan en campo (Martin, 1999b), debido 

a que ha sido conformado bajo conceptos químicos para sistemas gaseosos o en dilución (ver 

Apéndice A), es decir, sistemas homogéneos, en donde no existen dificultades en el transporte 

                                                             
4 Un sustrato es un nutriente esencial. 
5 La producción de metano no está descrita por una curva de una forma geométrica regular sino por varias de ellas. 
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de los reactivos. Las limitaciones a las que está sometida la generación de metano, por la 

inherente heterogeneidad del medio, es un problema abierto de la ingeniería del RS (Krause et 

al., 2016). Existen antecedentes sobre la fractalidad aplicada al modelo de Hoeks (Meraz et al., 

2004) y a sistemas dinámicos (Aranda, 2009), con lo que se considera la heterogeneidad del 

medio, así como las principales etapas en la generación de metano, en el segundo caso. No 

obstante, aún se requiere un modelo simple y comprensible, capaz de generar dinámicas 

complejas al considerar los procesos significativos y sus interacciones6. Bajo esta idea, el 

modelo debe considerar, además de la fractalidad, la inhibición ácida y contar con un número 

de variables reducido. Por otra parte, la combustión del metano es un tema que, a pesar de ser 

estudiado de forma exhaustiva experimental y teóricamente, aún plantea incógnitas como el 

retraso en la ignición (Zhang et al., 2019), por lo que aportaciones a su conocimiento con 

metodologías diferentes son de interés. Puesto que la combustión de metano implica un 

sistema complejo de reacciones elementales, el estudio de la reacción                                   

CH4 (g) + O2 (g)  CH3 (g) + HO2 (g), que forma parte de las reacciones iniciales de dicho fenómeno, 

es la reacción de interés al contener la oxidación del metano.  

 

 

 

1.4 Planteamiento de las hipótesis y objetivos 

 

Las hipótesis planteadas para este trabajo fueron: 

1. Al interior del relleno sanitario, existen zonas húmedas en las que percuela el lixiviado y 

otras en donde no. En esas primeras zonas, se realiza la mayor conversión de materia 

orgánica a metano.  

2. La inhibición ácida de las zonas metanógenas provoca la producción errática de metano. 

3. La heterogeneidad del medio (i.e. interior del relleno sanitario) propicia la difusión de los 

sustratos (ácido acético) hacia las zonas húmedas reactivas (metanógenas). 

4. La reacción CH4 (g) + O2 (g)  CH3 (g) + HO2 (g) es una interacción de tres cuerpos. 

 

 

 

 

                                                             
6 Que son las propiedades que debe cumplir un modelo matemático para sistemas biológicos según Demongeot et 
al., 2009. 
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El objetivo general del presente trabajo, en consecuencia, fue: 

Aplicar reacciones químicas globales a la generación de metano en RS y una reacción 

elemental a la combustión del mismo, para conocer los comportamientos temporal y 

espacial de las especies participantes. Para alcanzar este objetivo se propuso analizar la 

generación de metano por medio de un sistema dinámico con especies tanto químicas 

como microbiológicas bajo inhibición ácida, en un medio heterogéneo bajo conceptos de 

medios complejos y desordenados, como son la Cinética Química Fractal y la Teoría de 

Percolación. El primer concepto impone la difusión en el medio heterogéneo de los 

sustratos hacia las zonas metanógenas. Luego, la Teoría de Percolación permite 

relacionar dichas zonas con los racimos de percolación incluido el infinito. Además, la 

formulación de un autómata celular complementó la generación de metano continua, 

dada por el sistema dinámico, con una generación discreta y, sumado a esto, permitió 

relacionar dicha generación con la variación de la distribución espacial de los RSU. Por 

su parte, la combustión de metano, al realizarse en un medio homogéneo (fase 

gaseosa), se planteó estudiarla mediante la Teoría Convencional del Estado de 

Transición para determinar su constante cinética sin el uso explícito de la Química 

Cuántica. 

 

 

De lo anterior, los objetivos específicos planteados fueron: 

1. Modificar la ecuación de Hoeks para introducir la participación de los racimos de 

percolación incluido el infinito en la generación de metano, además de la cinética 

química fractal. 

2. Plantear un sistema dinámico que involucre las principales especies participantes en las 

etapas globales de generación de metano, mediante reacciones bimoleculares en lote e 

incorporar la inhibición ácida, la cinética química fractal, así como la presencia de los 

racimos de percolación incluido el infinito.  

3. Construir redes numéricas aleatorias y obtener el racimo de percolación infinito 

correspondiente, para conformar el medio del autómata celular. 

4. Distribuir en dichas redes, con base en la composición promedio nacional, tres tipos de 

RSU: residuos rápida y lentamente biodegradables, y residuos inertes.  

5. Colocar zonas metanógenas sobre el racimo de percolación infinito asociado (zona 

húmeda y reactiva). 
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6. Considerar la difusión de los sustratos hacia las zonas metanógenas y la inhibición ácida 

de las mismas en el autómata celular.  

7. Comparar los resultados obtenidos del sistema dinámico con la experimentación de 

Martin et al. (1997). 

8. Elaborar la superficie de energía potencial para la reacción                                          

CH4 (g) + O2 (g)  CH3 (g) + HO2 (g)  por medio de la ecuación de London, Eyring, Polangi y 

Sato para determinar la energía de activación y compararla con el resultado 

experimental. 

9. Encontrar la constante cinética en función de la temperatura por medio de las funciones 

de partición de rotación, translación y vibración para la reacción                                  

CH4 (g) + O2 (g)  CH3 (g) + HO2 (g)  y compararla con resultados teóricos y experimentales. 

 

 

 

1.5 Presentación del trabajo 

 

La secuencia de este trabajo de tesis sigue dos líneas temáticas: i) la generación de metano, y 

ii) la combustión del mismo. Debido a los objetivos de este trabajo, el primer tema se estudió 

bajo dos categorías: la cinética continua y la cinética discreta. En la cinética continua se 

desarrollaron dos modelos: uno sencillo y otro complejo. A este modelo sencillo (modelo MO) se 

agregó la fractalidad para representar la dificultad del transporte de los sustratos hacia las 

zonas metanógenas y, además, de forma indirecta, la inhibición ácida a través del factor de 

percolación. Dicho factor también fue incorporado en el modelo de Hoeks fractal (Meraz et al., 

2004), cuyos resultados se confrontaron con los obtenidos con el modelo dinámico sencillo y se 

presentan en el Capítulo 2. El modelo dinámico complejo cuenta con tres versiones: MOA, 

MOAB y MOABM de acuerdo con la cantidad de especies participantes y la inclusión de una 

cinética microbiológica (Monod). Estos modelos de igual forma incluyen la fractalidad. Además, 

admiten de forma explícita la inhibición ácida a través de un nivel de acidez crítico. El 

planteamiento del modelo dinámico complejo se encuentra en el Capítulo 3; los resultados bajo 

dicho nivel de acidez crítico y su comparación con los obtenidos al aplicar el factor de 

percolación se exponen en el Capítulo 4. También se presentan resultados previos realizados 

en medio homogéneo en el mismo capítulo (en más detalle en el Apéndice B), que permitieron 

un mejor entendimiento del comportamiento del sistema en medio heterogéneo. La aplicación 

numérica del modelo dinámico complejo (modelos MOA y MOAB) a los datos experimentales de 
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Martin et al. (1997), se encuentra en el Capítulo 5. El Capítulo 6 está dedicado a la cinética 

discreta de la generación de metano, para lo cual se construyó un autómata celular que 

involucró la conformación del medio de reacción con el uso de redes correlacionadas, donde se 

distribuyeron residuos rápida y lentamente biodegradables, asimismo residuos inertes, bajo la 

composición nacional. La puesta en marcha del autómata celular involucró la difusión de los 

sustratos, la colocación de una zona generadora de metano en el racimo de percolación infinito 

y la inhibición ácida de la generación de metano. Por otra parte, el estudio de la reacción      

CH4 (g) + O2 (g)  CH3 (g) + HO2 (g)  bajo la Teoría Convencional del Estado de Transición abarcó 

la determinación de la energía de activación por medio de la construcción de la superficie de 

energía potencial de London, Eyring y Polangy con la modificación de Sato y, el 

comportamiento de la constante cinética respecto a la temperatura para tres geometrías del 

estado de transición, dos obtenidas bajo diferentes niveles de teoría: CCSD(T) y B3LYP, y una 

sencilla sugerida por experiencia química, lo cual está contenido en el Capítulo 7. Por último, el 

Capítulo 8, comprende las conclusiones y las perspectivas generales. 
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CAPÍTULO  2
 

 

Modelo dinámico sencillo para 

la generación de metano en 

relleno sanitario 

 

 

 

El modelo de Hoeks (1988) es sencillo y práctico para la 

estimación de la producción de metano en relleno sanitario. 

Sin embargo, está formulado para un medio homogéneo (en 

solución o gaseoso) que se contrapone a las características 

propias del sitio: bajo contenido hídrico, sin agitación y con 

heterogeneidad. Así, la interacción entre la microbiota y los 

sustratos en un medio tortuoso, dominado por la difusión de 

éstos entre zonas impermeables e inertes y, zonas 

permeables y reactivas, pone de manifiesto la importancia de 

la heterogeneidad del medio. En un modelo dinámico sencillo 

nombrado MO, se introdujeron la heterogeneidad y la 

inhibición ácida del medio a través de la química fractal y el 

factor de percolación, respectivamente. De esta forma, el 

rendimiento alcanza el intervalo encontrado en sitio por 

Bogner y Spokas (1993), i.e. 25-40% o menos a 30 años de 

cerrado el sitio. Luego, el modelo MO respalda 

fisicoquímicamente el rendimiento encontrado con el modelo 

Hoeks AG (una modificación al modelo de Hoeks) en el mismo 

periodo: 12-31%.  
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2.1 Comportamiento químico del relleno 

sanitario 

 

La experiencia acumulada establece que la digestión anaerobia de los RSU es realizada por 

una serie de procesos microbiológicos bien conocidos que se puede resumir en cuatro etapas 

(Vavilin et al., 2003; Vavilin et al., 2005):  

i) la hidrólisis, en la cual los polímeros que conforman la fracción orgánica de los 

residuos son reducidos a moléculas más pequeñas (monómeros);  

ii) la acidogénesis, etapa en que las bacterias acidógenas usan los monómeros 

producidos en la hidrólisis para formar ácidos grasos volátiles (AGV);  

iii) la acetogénesis, cuando las bacterias acetógenas utilizan los AGV y producen 

ácido acético;  

iv) la metanogénesis, último proceso donde las bacterias metanógenas utilizan los 

AGV para generar metano. Algunos autores han considerado en una sola 

etapa la hidrólisis y la acidogénesis, y en otra la acetogénesis y la 

metanogénesis (Martin, 2001; Vavilin et al., 2005; Vavilin et al., 2006), lo cual 

es conveniente, ya que sin perder su esencia, el problema se simplifica. 

 

 

Tchobanoglous et al. (1993) esbozaron en cinco fases el comportamiento de las características 

del lixiviado y la composición del biogás de un RS, cf. Figura 3:  

I) Fase aerobia: etapa corta de unas semanas, ocurre durante el llenado de la 

celda y su clausura. Los organismos aerobios metabolizan una parte de la 

fracción orgánica de los RSU para formar hidratos de carbono sencillos, CO2, 

H2O, NO3
-, NO2

-  y calor. La temperatura al interior de la celda va desde 70 a 

90ºC.  

II) Fase de acidogénesis: tiene una duración de unos meses. Después del 

agotamiento del oxígeno disponible, aumenta la presencia de microorganismos 

anaerobios. Sustancias provenientes de la primera fase, como son 

carbohidratos, proteínas y lípidos son hidrolizados a azúcares y después a 

dióxido de carbono, hidrógeno, amoníaco y AGV. La temperatura oscila entre 

los 30 y 50ºC.  

III) Fase acetógena: prevalece unos años. Durante esta etapa los 

microorganismos acetógenos transforman los AGV en ácido acético y sus 
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derivados, dióxido de carbono y agua, bajo condiciones anaerobias. Otros tipos 

de microorganismos convierten los carbohidratos directamente a ácido acético 

en la presencia de dióxido de carbono e hidrógeno. El valor del pH es bajo y la 

solubilidad de los iones de metales pesados se incrementa. Nótese en la Figura 

3 que el comportamiento de los AGV presenta un máximo.  

IV) Fase metanógena: la composición del biogás es de aproximadamente 60% de 

metano y 40% de dióxido de carbono. Un bajo nivel de hidrógeno es necesario 

para permitir que los metanógenos crezcan y asimilen el ácido acético. El 

metano también puede ser generado a partir de hidrógeno y dióxido de 

carbono. Dos tipos de bacterias se encuentran presentes en esta fase: las 

mesófilas (30 a 35ºC), y las termófilas (45 a 60ºC). El pH se encuentra entre los 

valores 6 a 8. Es la fase más larga de la biodegradación de la materia orgánica 

de los RSU y puede alcanzar varias décadas.  

V) Fase de oxidación: es el final de la etapa de biodegradación, en la cual surge 

una nueva etapa aerobia, las bacterias metanotrofas se desarrollan y 

convierten el metano residual en dióxido de carbono y agua.  

Debido al carácter heterogéneo de los RSU, estas fases pueden surgir en diferentes tiempos 

hasta que poco a poco la estabilización del sitio es alcanzada (Meraz, 1997; Stepniewski et al., 

2014).  

 

 

Los microorganismo involucrados en la degradación de la fracción orgánica de los RSU 

conforman un mecanismo de simbiosis, por el cual todos se ven beneficiados de las actividades 

de cada uno de los grupos interactuantes: las bacterias celulolíticas degradan los polímeros 

complejos (celulosa, otros polisacáridos y proteínas) a monómeros (azúcares y aminoácidos), lo 

que se nombra como hidrólisis. Luego las bacterias acidógenas, transforman estos compuestos 

en ácidos grasos volátiles (también en otros ácidos carboxílicos, alcoholes, H2 y CO2), en el 

proceso de acidogénesis, para después ser estos los sustratos de las bacterias acetógenas que 

producen ácido acético (asimismo H2 y CO2), y que las bacterias metanógenas aprovechan para 

generar metano en la metanogénesis, aunque estas últimas son susceptibles a ser inhibidas por 

los productos de la acidogénesis y la acetogénesis (Aranda, 2003; Aranda, 2009). 
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Figura 3. Esquema del comportamiento de diferentes factores y compuestos presentes en el biogás y el lixiviado 

durante las fases del RS: I) aerobia, II) acidógena, III) acetógena, IV) metanógena, V) oxidante. DQO = demanda 
química de oxígeno. Modificado de Tchobanoglous et al., 1993. 

 

 

Pohland (1987) considera que en el RS el periodo de tiempo asociado a cada fase, así como la 

calidad y la cantidad de lixiviado y biogás, varía de acuerdo a la ingeniería de cada sitio, la 

composición de los residuos, la cantidad de humedad retenida por el relleno, los métodos de 

clausura y el mantenimiento después de ésta. Además, menciona que un análisis cuidadoso del 

lixiviado y el biogás generados en un sitio pueden dar a conocer la fase en la que en ese 

momento se encuentra el RS. Por último, a través de observaciones tanto en reactores como en 

campo, se sabe que la producción de metano es errática (Halvadakis et al., 1988; El-Fadel et 

al., 1989; Eleazer et al., 1997; Martin, 1999b; Mehta et al., 2002; De Gioannis et al., 2009; 

Tintner et al., 2012; Sel et al., 2017).  
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2.2 Digestión anaerobia en estado sólido por lote 

 

Martin et al. (1997) encontraron en reactores anaerobios con bajo contenido hídrico, sin 

agitación ni control de pH, altos rendimientos de metano (94%) (Martin, 2000). Dicho estudio fue 

realizado con el objetivo de entender la degradación de la materia orgánica en el RS con una 

sencilla carga de materia orgánica basada en alimentos y papel, adición de inóculo (bacterias 

metanógenas) y nutrientes. Martin (1999a) identifica las características del medio en donde 

ocurre el mismo:  

i) zonas ricas, presentes alrededor de residuos de comida o jardín,  

ii) zonas magras, que incluyen materiales lentamente biodegradables o inertes, 

iii) bajo contenido de humedad,  

iv) sin agitación y,  

v) sin control de pH.  

 

 

Martin explica que la acidogénesis es relevante, sobre todo en las zonas con residuos 

rápidamente biodegradables, e incluso puede alcanzar niveles inhibitorios para la 

metanogénesis. En el resto de los materiales la acidogénesis es lenta y los niveles de ácido 

menores. Entonces, la metanogénesis puede proceder donde la población de bacterias 

metanógenas sea la adecuada y el sustrato esté disponible. Además menciona que: 

 

Donde hay muy poca o no existe la hidrólisis local, el proceso de 

transferencia de masa puede entonces ser un factor limitante de la 

cinética química, al efectuarse el transporte de los sustratos ácidos 

desde las zonas ricas (con altas concentraciones de estos sustratos).7 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             
7 Where there is little or no local hydrolysis, a mass transfer process may thus be rate-limiting: inward transport of 
the substrate acids from the rich zones.  
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Más adelante agrega: 

 

Cualquier flujo podría acelerar el transporte de masa substancialmente, 

al adicionar mecanismos de transporte convectivo a la difusión 

molecular.8 

 

 

Martin (2001) enfatiza la relación entre la reacción, la inhibición, la heterogeneidad y la 

transferencia de masa por difusión en la digestión en estado sólido por lote (término 

recomendado por él), es decir, las características del propio medio de reacción provoca 

problemas de transporte, lo cual limita la generación de metano.  

 

 

 

2.3 Cinética química fractal 

 

Los fractales son estructuras geométricas donde las propiedades de sus partes son iguales al 

todo, es decir, poseen autosimilitud o invarianza ante escala. Los fractales se construyen 

mediante algoritmos sencillos, ya sean deterministas o aleatorios. En el caso de los fractales 

deterministas, la construcción se puede realizar dividiendo un todo en partes (outside inwards), 

como se muestra en la Figura 4.a, o por partes hasta constituir un todo (inside outwards), ver 

Figura 4.b. La Figura 5 muestra el tapete triangular de Sierpinski después de cinco iteraciones 

(Ben-Abraham y Havlin, 2000).  

 

 

                                                             
8 Any flow would accelerate mass transfer substantially, by adding convective transport mechanisms to molecular 
diffusion.  
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Figura 4. Construcción del tapete triangular de Sierpinski: a) a partir de un todo donde se requiere ir cortando 

en piezas pequeñas el generador, b) con un generador pequeño, las piezas construyen el todo (figura modificada 
de Ben-Abraham y Havlin, 2000).  

 

 

 

 

Figura 5. El tapete triangular de Sierpinski, un fractal determinista, después de 5 iteraciones (figura modificada 

de Ben-Abraham y Havlin, 2000).  

 

 

Los fractales deterministas se construyen bajo reglas recursivas, en cambio los fractales 

aleatorios son autosimilares desde un punto de vista estadístico. Mandelbrot (1997) fue el 

primero en asociar este tipo de fractales con varios objetos de la Naturaleza: polímeros, costas, 

nubes, las formas en la superficie de la Luna. Los modelos fractales aleatorios se han aplicado 

a problemas físicos: los agregados limitados por difusión, la ruptura dieléctrica, patrones en 

medios porosos (viscous fingering and snowflakes), la gelación, las fracturas en suelo y 

polímeros (Havlin y Ben-Avraham, 2002). Los racimos o cúmulos de percolación infinitos son un 

ejemplo tradicional de un fractal aleatorio (Kopelman, 1988), véase la Figura 6.  
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Figura 6. Ejemplo de un racimo de percolación infinito, un fractal aleatorio (figura tomada del Capítulo 6). 

 

 

La cuantificación de los fractales implica la medición de diferentes dimensiones como son:  

i) la dimensión fractal, 𝑑𝑓,  

ii) la dimensión espectral, 𝑑𝑠,  

iii) la dimensión del caminante aleatorio, 𝑑𝑤 (Ben-Abraham y Havlin, 2000). 

Otras medidas de utilidad son la lagunaridad (Λ) y la longitud de correlación (𝜉) en los fractales 

aleatorios (Cruz et al., 2011).  

 

 

La longitud de correlación se refiere al número de vecinos, a lo largo y ancho de una zona, con 

valores semejantes de cierta propiedad del medio, por ejemplos: tamaño del poro o energía 

potencial. Un medio correlacionado contiene zonas con elementos semejantes entre sí bien 

diferenciadas unas de otras. Cruz et al. (2011) encontraron que en medios correlacionados con 

𝜉 = (0, 12), 𝑑𝑠 se encuentra en el intervalo (1.2, 1.6). En la cinética clásica no existen problemas 

de transporte y el medio es conexo (está bien conectado y sin tortuosidad), por lo que 𝑑𝑠 = 2. 

La cinética química fractal (Kopelman, 1988) es una alternativa para el estudio de los medios 

complejos como es el RS, en los cuales la heterogeneidad y la no conexidad hacen que la 

cinética sea controlada por la difusión, por lo que es difícil la aplicación de teorías 

convencionales (Pensin y Climenhaga, 2009; Rothschild, 1998). 

 

 

En 1984, Anaker, Kopelman9 y Newhouse realizaron simulaciones en fractales deterministas 

(tapete triangular de Sierpinski) y en aleatorios (racimos de percolación) para reacciones 

                                                             
 9 Raoul Kopelman (n. ca. 1931, Israel) es Profesor Distinguido de la Universidad de Michigan (Ann Arbor), EUA, 
inscrito al Centro de Nanotecnología Biológica; es miembro de la American Physical Society y de la American 
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binarias de caminantes aleatorios (𝐴 + 𝐴 →𝐴) en dos y tres dimensiones y encontraron la 

relación (𝜌−1 − 𝜌0
−1) ∝ 𝑡𝑓 donde 𝜌 es la densidad instantánea del caminante y 𝜌0 es la densidad 

inicial. Hacia finales del mismo año, Anacker y Kopelman publican una carta al editor de la 

revista Journal of Chemical Physics donde exponen con  evidencia numérica y experimental, la 

relación de 𝑓 con 𝑑𝑠. Luego Kopelman en 1986 publica en Journal of Statistical Physics donde 

menciona: 

 

La cinética química fractal está descrita aquí, con argumentos de 

escalamiento, simulaciones y experimentos en la fusión de excitones10. 

Nosotros creemos que esto representa una nueva percepción que 

puede ser la clave para entender fenómenos en medios de baja 

dimensionalidad, i.e. el transporte heterogéneo y la química cinética. 11 

 

 

Sus conclusiones sobre las observaciones experimentales son: 

 

La relación de los aspectos energéticos y la heterogeneidad geométrica 

conforma la cinética química fractal, que es relevante en los 

experimentos de fusión excitativa sobre membranas porosas, películas 

y lentes poliméricos. Sin embargo, en mezclas de cristales isotrópicos, 

la naturaleza fractal de la geometría (los racimos de percolación) 

domina.12 

 

 

                                                                                                                                                                                                     
Association for the Advancement of Science. Su trabajo incluye además de la cinética fractal, el transporte de 
excitones en cables moleculares, el algoritmo computacional de identificación de cúmulos llamado Hoshen 
Kopelman, el desarrollo de los sensores optoquímicos ultrapequeños y los solenoides para uso médico. 
10 La absorción óptica de la radiación electromagnética sobre un semiconductor puede ocurrir por la transición de 
los electrones de la banda de valencia a la banda de conducción y dejar huecos en dicha banda. Los electrones y los 
huecos creados, cuando el semiconductor absorbe fotones, forman interacciones que se conocen como excitones 
(UV, 2009). 
11 A fractal-like kinetics is described here, including scaling arguments, simulations, and experiments on exciton 
fusion. We believe that these represent a new insight which may be the key to understanding low-dimensional, e.g. 
heterogeneous transport and chemical kinetics.  
12 The interplay of energetic and geometric heterogeneity results in fractal-like kinetics and is relevant to excitation 
fusion experiments in porous membranes, films, and polymeric glasses. However, in isotopic mixed crystals, the 
geometric fractal nature (percolation clusters) dominates.  
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En 1988 Kopelman publica en Science más evidencia numérica y experimental, además 

extiende su teoría a la reacción 𝐴 + 𝐵 → 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜𝑠. Kopelman menciona que en la cinética 

clásica no se espera que la constante de velocidad sea dependiente del tiempo, sin embargo, 

para reacciones limitadas por difusión esta característica cambia. Añade que en estudios 

experimentales sobre la cinética de excitones en macrorracimos moleculares (mezclas 

isotrópicas de cristales13 de naftaleno) que fueron preparados como fractales, se observó que 

en 𝑝 ≤ 𝑝𝐶 , donde 𝑝𝐶 es el umbral de percolación (véase la sección 2.6), la constante depende 

del tiempo en la forma: 

 

𝐾(𝑡) = 𝑘1𝑡
−ℎ,       0 ≤ ℎ ≤ 1. (3) 

 

 

Kopelman menciona que un fractal no sólo se caracteriza por la dimensión fractal, 𝑑𝑓. La 

dimensión espectral está definida por la probabilidad de que un caminante aleatorio regrese a 

su punto de origen después de un tiempo 𝑡:  𝑃~𝑡−
𝑑𝑠
2⁄ . Para los espacios euclidianos, 𝑑𝑠 = 𝑑𝑓 =

𝑑, lo cual no sucede para los espacios fractales donde 𝑑𝑠 < 𝑑𝑓 < 𝑑. Kopelman establece que 

ℎ = 1 − 𝑑𝑠 2⁄ . De acuerdo a la conjetura de Alexander y Orbach (1982), la dimensión espectral 

para un espacio fractal es 𝑑𝑠 = 4/3, i.e. ℎ = 1/3, valor que es usado en las simulaciones de 

Kopelman (1988)14. Hace una década, se estableció matemáticamente la validez de 𝑑𝑠 = 4/3 

(Kozma y Nachmias, 2009). No obstante, para medios correlacionados donde 𝑑𝑠 = (1.2, 1.6) 

(Cruz et al., 2011), si 𝑑𝑠 = 1.2, entonces ℎ = 2/5. Luego, para 𝑑𝑠 = 1.6,  ℎ = 1/5. Así, ℎ = (1/5, 

2/5) es el intervalo encontrado por métodos numéricos para medios correlacionados. Luego, si 

ℎ > 0 se tiene un medio con un nivel inferior de conexidad (no conexo) que con ℎ = 0, donde 

𝑑𝑠 = 2. 

 

Por otra parte, si 𝑝 > 𝑝𝐶 , 𝑘 no depende del tiempo y su comportamiento responde a la cinética 

clásica. Kopelman también menciona que la ec. (3)15 es una aproximación que falla a tiempos 

muy cortos, por lo que en la ec. (3) considera 𝑡 ≥ 1 . Al respecto, en este trabajo se propone 

que este conducta anómala es característica de la difusión en medios no conexos, i.e. donde 

                                                             
13 Cristal isotrópico: un cristal que presenta las mismas propiedades en cualquier dirección, específicamente, de 
conformación cúbica. 
14 Encontró h = 0.32  0.03 a través de sus experimentos. 
15 Para la cual, en este trabajo, se considera  𝑡 > 0 en vez de  𝑡 ≥ 1, excepto en el caso de los modelos MO y Hoeks 
AG, como se explica en la sección 2.7. 
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existen restricciones dimensionales (reacciones en superficies) o restricciones topológicas 

(reacciones en estado sólido). Kopelman también expresa que para la reacción 𝐴 + 𝐵 →

𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜𝑠 el efecto del autoordenamiento (segregación) es más prominente de acuerdo a 

simulaciones hechas con el método de Monte Carlo.  

 

 

De acuerdo a lo expuesto, la cinética química fractal no cuenta con el respaldo de una teoría 

como la de colisiones o la mecánica estadística, sino de una observación geométrica del medio, 

que incorpora a la cinética química las características del medio de reacción.  

 

 

Con la finalidad de comprender la actuación de 𝐾(𝑡), ec. (3), en la cinética química, se presenta 

un análisis de sus unidades El análisis dimensional de dicha ecuación, requiere su reacomodo 

en la forma: 

 

𝑘 =
𝐾(𝑡)

𝑡−ℎ
, (4) 

 

con lo cual 

 

𝑑𝑖𝑚(𝑘) = 𝑑𝑖𝑚(
𝐾(𝑡)

𝑡−ℎ
) =

1
𝑇
𝑇−ℎ

=
1

𝑇1−ℎ
= 𝑇−1+ℎ . (5) 

 

Nótese que en la ec. (5) la cantidad base es el tiempo, 𝑡 es el símbolo para su cantidad y 𝑇 es 

el símbolo para su dimensión. Luego, para cinéticas de primer y segundo orden, 𝑘 debe 

expresarse con unidades de 𝑡−1+ℎ  y (𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛)−1𝑡−1+ℎ, respectivamente. Si 

ℎ = 0, entonces 𝐾(𝑡) es la constante de velocidad en un medio conexo, i.e. una cinética clásica.  
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2.4 Distribución de humedad en el medio 

 

En el RS interactúan tres fases:  

i) una sólida, representada por los residuos y material terroso de cubierta para la 

conformación de las celdas;  

ii) una líquida, aportada por los lixiviados que son generados por la descomposición de 

la materia orgánica de los RSU o por la entrada de agua al sistema; y  

iii) una fase gaseosa, conformada por aire y biogás.  

Las cuales conforman la zona insaturada (Tindall et al., 1999). 

 

 

La operación actual del RS involucra la minimización de la entrada de los lixiviados hacia el 

subsuelo, por lo que se coloca una membrana impermeable al fondo de la celda, se reduce la 

entrada de agua al sistema, y se practica una alta compactación de los residuos que reduce su 

espacio poroso; todo esto afecta el transporte de agua (lixiviado) en el sistema y producen 

condiciones de flujo insaturado donde los poros contendrán tanto una fase líquida como una 

gaseosa (Tindall et al., 1999). Bajo dichas condiciones, cada una de las categorías de los RSU 

actúa de forma significativa en la generación de metano:  

i) los residuos rápidamente biodegradables (residuos de alimentos) son 

susceptibles a una rápida acidogénesis (De la Cruz and Barlaz, 2010; Eleazer et 

al., 1997; Fei et al., 2016), 

ii) los residuos moderadamente biodegradables (residuos de jardinería) son los 

responsables junto con los residuos de alimentos, de la cantidad de bacterias y la 

disponibilidad de nutrientes (Barlaz, 2000), 

iii) los residuos lentamente biodegradables (papel, madera y textiles) son la fuente 

de metano a largo plazo (Aranda et al., 2008), y 

iv) los residuos inertes determinan la tortuosidad del medio (Sanchez et al., 2007). 

 

 

Así, la composición de los RSU básicamente se compone de una fracción orgánica 

biodegradable, permeable y reactiva y, otra inerte, impermeable, tortuosa y no reactiva. Debido 

a esta dualidad del sistema y las condiciones de flujo insaturado, se propone la aplicación de la 

Teoría de Percolación al medio de reacción del RS.  
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2.5 Teoría de Percolación 

 

La percolación es una teoría matemática estocástica que modela las transiciones de fase crítica 

a través de una formulación sencilla de conceptos geométricos (Ben Avraham y Havlin, 2000; 

Isichenko, 1992; Sahimi, 1993; Stauffer, 1985), dicha teoría toma su nombre por el paso de un 

fluido a través de un medio poroso, i.e. el movimiento de un fluido en un medio aleatorio 

(Daccord, 1987; Lenormand y Daccord, 1988). Un espacio poroso es un arreglo de cavidades 

angostas y anchas, las primeras llamadas enlaces y las otras sitios (ver Figura 7), que se puede 

representar a través de una red numérica. Cada sitio y enlace de la red tienen un tamaño 

elegido a través de una distribución aleatoria con una restricción importante: el tamaño de los 

sitios será mayor que el de los enlaces que lo conectan a otros sitios (Mayagoitia et al., 1989; 

Riccardo et al., 1993). Supóngase que cada sitio está desconectado y que contienen un fluido. 

Si se van conectando al azar los sitios bajo una probabilidad 𝑝 (ver Figuras 8a y 8b) llegará un 

momento en que el fluido pueda atravesar de arriba a abajo la red (Figura 8c), y se habrá 

formado un racimo de percolación infinito junto con otros racimos de percolación que no estarán 

conectados al racimo infinito (Figura 8d). La probabilidad en la que un arreglo de sitios o 

enlaces alcanza este cambio de condición del medio se conoce como umbral de percolación 

(𝑝𝑐). Para redes en dos dimensiones (2D), ver la Tabla 3, el valor de 𝑝𝑐~0.6, esto es, 0.6 es la 

fracción de sitios que deben estar conectados para que emerja el racimo de percolación infinito. 

Obsérvese que para 𝑝 = 0 todos los sitios están desconectados y para 𝑝 = 1 todos los sitios 

están conectados. Los racimos de percolación infinitos son un ejemplo tradicional de un fractal 

aleatorio (Kopelman, 1988).  

 

 

 
Figura 7. Representación esquemática de un medio poroso. Los sitios (círculos) se unen por medio de los enlaces 

(líneas punteadas). 
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a) p=0.0500 

 
b) p=0.2004 

 
c)   p = pC = 0.5888 

 
d) 

Figura 8. a) y b) Se conectan al azar los sitios en una red cuadrada de 50x50 elementos. c) Racimo de 

percolación de sitios obtenido por percolación clásica. d) Se forman racimos (se muestran en colores) que no 
forman parte del racimo de percolación infinito (azul obscuro). 

 

 

Tabla 3. Umbral de percolación para redes de sitios en 2D.  

RED pC 

Triangular (3 enlaces por sitio) 0.5 

Cuadrada (4 enlaces por sitio) 0.593 

Panal (5 enlaces por sitio) 0.607 

 

 

En la composición mexicana de los RSU, el 70% es materia orgánica, por lo que en este trabajo 

se propone que en el RS el racimo de percolación infinito debe formarse bajo una conformación 

en 2D ya que se necesita por lo menos que un 60% de los RSU sea permeable16.  

 

 

Para el estudio del RS, se propone que el racimo de percolación infinito representar la ruta 

preferente a través de una zona permeable (entre materia orgánica e inerte), ruta que provoca 

la percolación de los lixiviados. En esta zona permeable, se realiza la mayor conversión de 

materia orgánica a metano, pues se propicia el transporte de nutrientes, microbiota y la dilución 

de inhibidores. Nótese en la Figura 8d que existen zonas que no forman parte del racimo de 

percolación infinito pero que se formaron a la par de este, es decir, también son zonas 

permeables y reactivas. Luego, se asume que un racimo de percolación infinito (un fractal 

aleatorio) representa una zona permeable y reactiva al interior del sitio, donde los sustratos son 

asequibles para las bacterias metanógenas, las cuales allí se desarrollan y maduran (Bereither 

et al., 2003), y a su vez, lo que no forma parte de este racimo es una zona impermeable y no 

reactiva. Entonces, la zona permeable y reactiva (ZP) provee la humedad necesaria para la 

                                                             
16 En una red cúbica se requiere que < 1/3 de los RSU sea permeable. 
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difusión de los sustratos y la difusión de las bacterias metanógenas (Stanley et al., 2011). Por 

otro lado, la zona impermeable (ZI) previene la inhibición de las zonas metanógenas por los 

productos de la acidogénesis (Martin et al., 1997), ver Figura 9.  

 

 

 

Figura 9. Modelo de distribución dual de la metanogénesis en el relleno sanitario. Existen dos zonas diferentes en 

el espacio ocupado por los RSU: i) una zona permeable (ZP) y ii) otra zona impermeable (ZI) (Aranda et al., 
2020). 

 

 

Hidalgo-Olguín et al. (2015) encontraron que la fracción ocupada por el racimo de percolación 

infinito (𝜑) para una red cuadrada aleatoria es ≈0.25, con lo cual 𝜑 < 𝜌𝐶. Al ser la fracción 

orgánica de los RSU más grande que el umbral de percolación de una red cuadrada (𝜌𝐶 = 

0.593), esto es 0.7 (ver la Tabla 2), 𝜑 puede alcanzar fácilmente el valor 2/3. Luego, si se 

considera que en el RS las zonas permeables y reactivas (Staley et al., 2011) son las zonas 

ocupadas en la percolación clásica, entonces una significativa generación de metano puede ser 

atribuida a un cuarto de la materia orgánica presente, con lo que 𝜑 ≈1/4 (0.25). Además, 

aunque es importante la generación de metano que se atribuye al racimo de percolación infinito, 

no se deben ignorar las otras zonas permeables y reactivas existentes cuando 𝜑 ≈2/3 (0.67), lo 

que significa que 5/12 (0.42) de las zonas permeables no pertenecen al racimo de percolación 

infinito. Luego, en un medio homogéneo 𝜑 = 1.  

 

 

Una implicación importante de 𝜑 es su relación indirecta con la inhibición ácida del sistema, 

pues dentro de los racimos de percolación existen zonas metanógenas protegidas de ésta, 

mientras el resto de la materia orgánica no es capaz de generar metano. Así, cuando 𝜑 ≈1/4 las 
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demás zonas permeables y reactivas, i.e. si 𝜑 ≈2/3, están inhibidas, y sólo se genera metano 

en el racimo de percolación infinito. 

 

 

En la siguiente sección se muestra la aplicación de las ideas hasta aquí expuestas a modelos 

de estructuración sencilla (de primer orden) donde sólo interactúan la materia orgánica y el 

metano: uno aquí desarrollado, el modelo MO, y el modelo de Hoeks modificado y nombrado 

Hoeks AG.  

 

 

 

2.6 El modelo dinámico sencillo, el modelo de 

Hoeks AG y el factor de percolación 

 

2.6.1 Modelo MO. El modelo de Hoeks, ec. (1) del Capítulo 1, emplea tres tipos de materia 

orgánica: rápida (𝑅), moderada (𝑀) y lentamente (𝐿) biodegradable. Así, a partir de la fracción 

orgánica de los RSU se genera directamente metano. Debido a esto, las constantes cinéticas 

que emplea (obtenidas para reactores) consideran de forma global la hidrólisis, la acidogénesis, 

la acetogénesis y la metanogénesis. Al introducir la cinética química fractal (fractalidad), ya que 

el RS presenta dificultades en el transporte, ésta debe considerase en todo el sistema como se 

muestra en la Figura 10. A este modelo propuesto se le nombra MO. Nótese que sólo 

interactúan cuatro especies: los tres tipos de materia orgánica y el metano, materia orgánica 

que puede producir la inhibición ácida del sistema. 

 

 

 

Figura 10. Esquema del modelo MO. Nótese la sencilla interacción entre la materia orgánica y el metano. 
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Las interacciones químicas dadas entre las especies del modelo MO pueden expresarse de la 

siguiente forma, donde el factor 𝑡−ℎ representa a la fractalidad:  

 

𝑅
𝑘1𝑡

−ℎ

→   2.53𝐶𝐻4, 
(6) 

𝑀
𝑘2𝑡

−ℎ

→   2.53𝐶𝐻4, 
(7) 

𝐿
𝑘3𝑡

−ℎ

→   2.53𝐶𝐻4. 
(8) 

 

Debido a la sencillez de este modelo, el producto (𝐶𝐻4) lleva el coeficiente 2.53 en 

correspondencia con la ec. (2) de la sección 1.1.1.  

 

 

Como se mencionó en la sección 2.6, la fracción que ocupa el racimo de percolación infinito (φ) 

representa una importante zona generadora de metano. Si se propone como un factor que 

incorpore a la cinética la geométrica de esta significativa zona metanógena, que de aquí en 

adelante se nombrara como el factor de percolación (β), y que indirectamente se relaciona con 

la acidez del sistema17, para el cual β = {1/4, 2/3}, entonces el sistema de ecuaciones 

diferenciales ordinarias (EDO) del modelo MO queda en la forma: 

 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑡

−ℎ𝑅, (9) 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑘2𝑡

−ℎ𝑀, (10) 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘3𝑡

−ℎ𝐿, (11) 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 2.53(𝑘1𝑡
−ℎ𝑅 + 𝑘2𝑡

−ℎ𝑀 + 𝑘3𝑡
−ℎ𝐿), (12) 

 

                                                             
17 En el Capítulo 3 se desarrollan modelos dinámicos que consideran directamente en su conformación la inhibición 
ácida del sistema. 
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donde 𝛽 debe afectar a la concentración inicial de reactivos cuando ℎ ≠ 0. Nótese que todas las 

ecuaciones contienen el factor  𝑡−ℎ, cuya solución analítica, a diferencia de su versión en medio 

homogéneo (ℎ = 0), queda fuera del alcance de este trabajo. Sin embargo, al considerar el 

modelo MO en un medio homogéneo (ℎ = 0 y 𝛽=1), el sistema de EDO es: 

 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑅, (13) 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑘2𝑀, (14) 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘3𝐿, (15) 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 2.53𝑘1𝑅 + 2.53𝑘2𝑀+ 2.53𝑘3𝐿. (16) 

 

 

Las soluciones analíticas de las ec. (13-16), respectivamente, son: 

 

𝑅 = 𝑅0𝑒𝑥𝑝(−𝑘1𝑡), (17) 

𝑀 = 𝑀0𝑒𝑥𝑝(−𝑘2𝑡), (18) 

𝐿 = 𝐿0𝑒𝑥𝑝(−𝑘3𝑡), (19) 

𝐶𝐻4 = 2.53𝑅0[1 − 𝑒𝑥𝑝(−𝑘1𝑡)] + 2.53𝑀0[1 − 𝑒𝑥𝑝(−𝑘2𝑡)] + 2.53𝐿0[1 − 𝑒𝑥𝑝(−𝑘3𝑡)]. (20) 

 

 

Nótese que la solución del modelo MO en medio homogéneo está en función del decaimiento 

exponencial de los reactivos. Al sustituir las soluciones de las ec. (17-20), en la ec. (16), se 

obtiene: 

 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 2.53𝑅0𝑘1𝑒𝑥𝑝(−𝑘1𝑡) + 2.53𝑀0𝑘2𝑒𝑥𝑝(−𝑘2𝑡) + 2.53𝐿0𝑘3𝑒𝑥𝑝(−𝑘3𝑡), (21) 
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que tiene la misma forma de la ec. (1) de la sección 1.1.1, i.e. el modelo de Hoeks es un modelo 

integral que no depender de variables específicas del sitio. Así, queda demostrado el carácter 

semifundamental de dicho modelo.  

 

 

2.6.2 Modelo de Hoeks AG. Meraz et al. (2004) hicieron una modificación al modelo de 

Hoeks, ec. (1), para introducir la fractalidad: 

 

𝑄𝐶𝐻4 = 𝐿0∑∑𝑀𝑗
𝑖𝑗

𝐶𝑖𝑗
0𝑘𝑖exp(−𝑘𝑖𝑡𝑗)𝑡𝑗

−ℎ , (22) 

 

 

Luego, al incluir 𝛽 en el modelo de Hoeks fractal, la ec. (22) sencillamente queda como:  

 

𝑄𝐶𝐻4 = 𝛽𝐿0∑∑𝑀𝑗
𝑖𝑗

𝐶𝑖𝑗
0𝑘𝑖exp(−𝑘𝑖𝑡𝑗)𝑡𝑗

−ℎ , (23) 

 

que será nombrado como modelo de Hoeks AG (acidogeométrico).  

 

 

A continuación se muestran los resultados al comparar el comportamiento numérico del modelo 

MO, ecs. (9-12), con el modelo Hoeks AG, ec. (23). En la Tabla 4 se presenta un resumen de 

las ecuaciones de los dos modelos aquí presentados, así como los valores empleados para su 

solución numérica. 
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Tabla 4. Compilación de los modelos MO y Hoeks AG con sus reacciones globales y su representación 

matemática, así como los valores iniciales de las variables, los valores de las constantes cinéticas (ki), los valores de 
las constantes y el tiempo inicial (t0). También se muestra el software utilizado para la solución de cada uno. 

M
O

D
E
L
O

 

REACCIONES 
GLOBALES 

SISTEMA DE EDO 
ki Y VALORES 

INICIALES 

M
O

 𝑅
𝑘1𝑡

−ℎ

→   2.53𝐶𝐻4 

𝑀
𝑘2𝑡

−ℎ

→   2.53𝐶𝐻4 

𝐿
𝑘3𝑡

−ℎ

→   2.53𝐶𝐻4 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑡

−ℎ𝑅 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑘2𝑡

−ℎ𝑀 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘3𝑡

−ℎ𝐿 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 2.53(𝑘1𝑡
−ℎ𝑅 + 𝑘2𝑡

−ℎ𝑀+ 𝑘3𝑡
−ℎ𝐿) 

𝑘1 = 0.69 año-1+ h 

𝑘2 = 0.14 año-1+ h 

𝑘3 = 0.05 año-1+ h 

𝑅0 = 117 kg/ton 

𝑀0 = 24 kg/ton 

𝐿0 = 232.8 kg/ton 

𝐶𝐻4,0 = 0 m3/ton 

ℎ = {0, 1/3} 

𝛽 = {1/4, 2/3, 1} 

𝑡0 = 1 año 

Matlab, ode45 

H
O

E
K

S 
 A

G
 

--- 𝑄𝐶𝐻4 = 𝛽𝐿0∑∑𝑀𝑗
𝑖𝑗

𝐶𝑖𝑗
0𝑘𝑖exp(−𝑘𝑖𝑡𝑗)𝑡𝑗

−ℎ 

𝑘1 = 0.69 año-1+ h 

𝑘2 = 0.14 año-1+ h 

𝑘3 = 0.05 año-1+ h 

𝐶11
0  = 0.313 kg/ton 

𝐶21
0  = 0.064 kg/ton 

𝐶31
0  = 0.623 kg/ton 

𝐿0 = 128.538 m3/ton 

𝑀1 = 1 ton 

ℎ = {0, 1/3} 

𝛽 = {1/4, 2/3, 1} 

𝑡0 = 1 año 

Excel 

 

 

 

2.7 Resultados y su análisis 

 

Los resultados numéricos del modelo MO se obtuvieron con la función ode45 de Matlab versión 

7 con un error relativo de 1x10-3, un error absoluto de 1x10-6 y 𝑡0  = 1 año. El rendimiento es de 

86% a 30 años tanto para el modelo MO, ecs. (9-12), como en el modelo Hoeks AG, ec. (23), 

cuando ambos se encuentran en medio homogéneo,  i.e. ℎ = 0 y 𝛽 = 1, véase la Tabla 5. En la 

Figura 11, se presenta el comportamiento de las especies involucradas en el modelo MO, de 

donde, por inspección de la gráfica, se pueden obtener los valores de vida media (𝑡1/2) 
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determinados por Hoeks (sección 1.1.1), para los diferentes tipos de materia orgánica: i) 1.0 año 

para 𝑅, ii) 5.0 años para 𝑀, y iii) 13.9 años para 𝐿 (Hoeks determinó ~15 años). Nótese la curva 

no errática que describe la especie 𝐶𝐻4. El comportamiento de la producción de metano de los 

dos modelos es el mismo. En la Figura 12 se muestra la producción de metano del modelo MO. 

Los modelos MO y Hoeks AG en medio homogéneo muestran que las cinéticas se han 

completado a los 50 años de iniciada la cinética y que ~70% de la conversión se alcanza a los 

14 años (Tabla 5), i.e. prácticamente se han consumido 𝑅 (99.9%), 𝑀 (85.9%) y la mitad de 𝐿 

(50.3%), situación que cambia al considerar la reacción en un medio heterogéneo. 

 

 

 

Figura 11. Comportamiento del modelo MO, ecs. (9-12), en medio homogéneo (h = 0), y en medio heterogéneo 

(h = 1/3, especies con comilla), ambos sin acidez ( = 1). Nótese las curvas no erráticas que describe la especie 𝐶𝐻4 
(en m3/ton). 

 

 

Como se mencionó en la sección pasada, el modelo Hoeks AG tiene una solución analítica 

cuando ℎ = 0 y 𝛽 = 0, que se muestra en la Tabla 5 marcada con un asterisco. Sin embargo, las 

demás soluciones (ya que se realizaron en Excel) se realizaron con la integración del área bajo 

la curva, por lo que también en la Tabla 5 se muestra la solución en medio homogéneo con este 

método. Las soluciones así obtenidas subestiman el rendimiento con diferencias entre 5 a 12%. 

 

 

El modelo MO en medio heterogéneo y sin acidez, i.e. ℎ = 1/3 y 𝛽 =1, ecs. (9-12), alcanza un 

rendimiento de 67% a 30 años de iniciada la cinética (ver Tabla 5). Obsérvese en la Figura 11, 
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que la cinética de todas las especies se aletarga en relación a su comportamiento en medio 

homogéneo y que los valores de vida media aumentan: i) 1.2 años para 𝑅, ii) 7.9 años para 𝑀, 

iii) 31.8 años 𝐿 , lo cual reduce el rendimiento, ver Tabla 5. Estos valores de vida media difieren 

de los encontrados tanto por Hoeks como por el modelo MO en medio homogéneo (ℎ = 0), ya 

que la biodegradación de la materia orgánica está directamente influenciada por la fractalidad  

(ℎ = 1/3). En la Figuras 11 y 12 se muestran el comportamiento de 𝐶𝐻4 y la producción de 

metano, respectivamente, en donde se observa que no son curvas erráticas. 

 

 

 

Figura 12. Comportamiento de la producción de metano del modelo MO, ecs. (9-12), bajo h = {0, 1/3} y  = {1/4, 

2/3, 1}. Nótese que las curvas no son erráticas y la significativa disminución de la producción al emplear h = 1/3 y    
 = {1/4, 2/3}.  

 

 

Al considerar en el modelo MO la inhibición ácida, ecs. (9-12), i.e. el factor de percolación, se 

observa que con 𝛽 = 2/3 (0.67) el rendimiento se reduce significativamente (Tabla 5): a 30 años 

de iniciada la cinética es del 45% y con 𝛽 = 1/4 es de 17%. Además, a 50 años, la reducción en 

el rendimiento es igual o menor al 50% y a 100 años es del 22% para 𝛽 = 1/4. Nótese que con  

𝛽 = 1/4 (0.25) la degradación se vuelve demasiado lenta desde los 14 años. En la Figura 12 se 

expone el comportamiento de la producción de metano bajo estas condiciones. De nuevo, las 

curvas no son erráticas.  

 

 

Para alcanzar las estimaciones de Bogner y Spokas (1993) en el modelo MO en medio 

heterogéneo, se requiere que 𝛽 < 2/3 para un rendimiento de 40% a 30 años, es decir, no todas 
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las zonas permeables y reactivas que no forman parte del racimo de percolación infinito se 

encuentran inhibidas. Por inspección numérica del sistema se obtiene que este valor es 𝛽 = 3/5 

(0.6). Luego, con 𝛽 = 3/8 (0.375) se alcanza el 25% de rendimiento a 30 años. Nótese que el 

modelo de Hoeks AG consigue holgadamente dicho intervalo (25 a 40%) a 30 años, bajo          

𝛽 = {1/4, 2/3} con un rendimiento de 12 a 31%. 

 

 

Tabla 5. Comparación de los rendimientos obtenidos de los modelos MO, ecs. (9-12), y Hoeks AG, ec. (23), con     

h = {0,1/3} y  = {1/4, 2/3, 1}, a diferentes años de iniciada la cinética para 1 ton de RSU bajo la composición 
nacional. 

MODELO ℎ 𝛽 
% RENDIMIENTO 

1 AÑO 14 AÑOS 30 AÑOS 50 AÑOS 100 AÑOS 

MO 

0 1 20 68 86 95 99 

1/3 1 18 55 67 75 87 

1/3 2/3 12 37 45 50 58 

1/3 1/4 4 14 17 19 22 

Hoeks AG 

0 1 20* 68* 86* 95* 100* 

0 1 15 57 75 84 88 

1/3 1 15 40 47 49 50 

1/3 2/3 10 27 31 33 34 

1/3 1/4 4 10 12 12 13 

*Solución analítica 

 

 

 

2.8 Conclusiones 

 

Al interior del RS, existen zonas en las que percuela el lixiviado y otras en donde no, que son 

zonas no reactivas por ser impermeables. En las zonas permeables reactivas, se realiza la 

mayor conversión de materia orgánica a metano, pues se propicia el transporte de nutrientes, 

microbiota y la dilución de inhibidores, aunque no necesariamente la totalidad de estas zonas 

tiene estas condiciones. La fractalidad, como han expuesto trabajos anteriores, considera la 

heterogeneidad del medio debido a los problemas de transporte de los reactivos y, por ende, su 

conexión estrecha con el mecanismo de la metanogénesis en el RS. Luego, la Teoría de 

Percolación permite reforzar este concepto de heterogeneidad del medio y relacionarla 
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directamente con la inhibición ácida, para reducir el error de las estimaciones de metano en el 

sitio. Así, el factor de percolación (𝛽) implica la degradación de la materia orgánica en zonas 

metanógenas, las cuales se proponen inmersas en los racimos de percolación (incluido el 

racimo de percolación infinito) y que a su vez están expuestas a la inhibición ácida, por lo que  

𝛽 = {1/4, 2/3}.  

 

 

El modelo MO con ℎ = 1/3 y 𝛽 = {1/4, 2/3} alcanza rendimientos entre el 17-45% a 30 años de 

iniciada la cinética, intervalo que se encuentran cercano a lo estimado por Bogner y Spokas 

(1993), i.e. 25-40% de conversión dentro del mismo periodo. Se encontró numéricamente en 

este modelo que al usar 𝛽 = {3/8, 3/5} se obtiene dicho intervalo. El modelo Hoeks AG 

subestima los rendimientos al compararlos con los obtenidos con el modelo MO. A pesar de 

ello, tanto el modelo MO como el Hoeks AG evidencian que es posible alcanzar los 

rendimientos observados en sitio al relacionar la difusión de los sustratos en un medio 

heterogéneo (fractalidad) con la inhibición ácida (factor de percolación) de forma sencilla y con 

base en la fisicoquímica del problema para obtener los rendimientos observados en el sitio. 

 

 

Respecto a la practicidad de los modelos, el modelo Hoeks AG permite una solución sencilla, no 

sólo por poder recurrir a una hoja de Excel, sino también por la facilidad con la que se pueden 

hacer cálculos con varias capas de RSU (Aranda et al., 2020), que es la condición habitual en la 

ingeniería del sitio.  

 

 

En el siguiente capítulo se plantea un modelo dinámico complejo, debido al incremento de las 

especies participantes. 
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CAPÍTULO  3
 

 

Modelo dinámico complejo 

para la generación de metano 

en relleno sanitario 

 

 

 

El relleno sanitario exige para su modelación un sistema 

químico con una gran cantidad de variables: materia orgánica 

(rápida, moderada y lentamente biodegradables), materia 

inerte, así como de intermediarios y varios tipos de bacterias. 

De este amplio número de especies químicas participantes 

(las bacterias bajo la misma categoría), se consideraron las 

más significativas para construir el modelo dinámico 

complejo; tres variantes fueron conformadas de acuerdo al 

número de especies interactuantes y una cinética microbiana. 

Luego, se incluyó la heterogeneidad del medio y la inhibición 

ácida de las bacterias metanógenas. Por otra parte, se 

eligieron por revisión bibliográfica o numérica, el valor inicial 

de la concentración de las bacterias metanógenas y los 

valores de las constantes cinéticas de metanogénesis e 

inhibición.  
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3.1 Reacciones globales del modelo dinámico 

complejo 

 

Se asumió que 𝑅 (restos de comida) al momento de iniciar la cinética ya se encuentran listos 

para ser asimilados por las bacterias metanógenas (𝐵), i.e. están disponibles como ácido 

acético inicial (𝐴0). Los residuos 𝑀 y 𝐿 aportan la microbiota y los nutrientes necesarios para la 

digestión anaerobia (Barlaz, 2000), por lo que sus cinéticas deben ser consideradas. Los 

procesos de hidrólisis, acidogénesis y acetogénesis fueron incluidos en una sola etapa llamada 

hidrólisis, en la cual hay dos constantes cinéticas, una corresponde a 𝑀 y otra a 𝐿. Un factor 

relevante en el sistema es la inhibición producida por los productos de la acidogénesis sobre 𝐵 

a altas concentraciones de ácido acético (𝐴) (pH<6.5): en reactores anaerobios bajo 

condiciones controladas, el intervalo óptimo de pH para acidogénesis es 4.5 a 7.0, y para la 

metanogénesis es 6.2 a 7.8 (Verma et al., 2005). La Figura 13 muestra un esquema del sistema 

bajo estudio que incluyo la degradación de la fracción orgánica a 𝐴, que funciona tanto como 

sustrato de 𝐵 para producir metano y como un inhibidor de la actividad metanógena. La cinética 

química fractal (fractalidad) fue situada en el proceso de metanogénesis, i.e. en la asimilación 

de 𝐴 por 𝐵 para producir metano.  

 

 

 

Figura 13. Representación esquemática de la conformación general del modelo dinámico complejo.  

 

 

Un avance progresivo en la conformación del modelo dinámico complejo es el siguiente:  

i) Un sistema que incluya a la materia orgánica y, además, 𝐴 como un 

intermediario, nombrado modelo MOA;  

ii) otro sistema con las mismas especies del modelo MOA pero que cuente con 𝐵, 

que será el modelo MOAB,  
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iii) y un último con las mismas características del modelo MOAB que utilice el 

modelo de Monod (1949) para el crecimiento bacteriano: el modelo MOABM.  

Las combinaciones entre las especies incluidas en el modelo dinámico complejo se muestran 

en la Figura 14. 

 

 

 
Figura 14. Cuadro sinóptico de la conformación de los modelos dinámicos de acuerdo a las especies 

participantes. El modelo MOABM incluye las mismas especies del modelo MOAB pero con cinética de Monod. 

 

 

Si como materia orgánica se entiende un conjunto conformado por 𝑅, 𝑀 y 𝐿, entonces el modelo 

MOA contiene cinco especies, y los modelos MOAB y MOABM, seis. Este número de especies 

se reduce al considerar (como se había dicho) a 𝑅 en 𝑡 = 0 como la concentración inicial de 𝐴.  

 

 

Así, las reacciones globales para el modelo MOA son: 

 

𝑅
𝑘0
→𝐴, (24) 

𝑀
𝑘1
→2.5𝐴, 

(25) 

𝐿
𝑘2
→2.5𝐴, (26) 
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𝐴
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4, 
(27) 

 

𝑅 es la concentración inicial de ácido acético y queda fuera de la cinética, ec. (24). 𝑀 y 𝐿 son 

transformados a 𝐴, ecs. (25-26), que a su vez es convertido en metano (𝐶𝐻4) bajo condiciones 

del medio heterogéneo, ec. (27), i.e. con dificultad en el transporte de los sustratos hacia las 

zonas metanógenas, por lo que para esta ecuación se considera el factor 𝑘3𝑡
−ℎ, y de esta 

forma, se introduce la fractalidad en el sistema. Más adelante se explica la procedencia de los 

coeficientes de la especie 𝐴 en las ecs. (25-26). 

 

 

Los modelos MOAB y MOABM están representados por las siguientes reacciones globales:  

 

𝑅
𝑘0
→𝐴, (28) 

𝑀
𝑘1
→2.5𝐴, 

(29) 

𝐿
𝑘2
→2.5𝐴, (30) 

𝐴 + 𝐵
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4 + 2𝐵. 
(31) 

 

Aquí se tienen las mismas características que en el modelo MOA respecto a la materia 

orgánica, ec. (28-30). Este modelo incluye a 𝐵, por lo que al ser 𝐴 su sustrato, se construyó la 

ec. (31) que considera ambas especies como reactivos para generar 𝐶𝐻4. En esta ecuación 

también se introdujo la reproducción de las 𝐵 con el término 2𝐵 en el lado derecho de la 

ecuación, además de la generación de 𝐶𝐻4. A esta característica de la especie 𝐵 se le conoce 

como autocatálisis, que se emplea de forma obvia en los procesos biológicos, aunque existen 

pocos ejemplos en los sistemas químicos18 (King, 1978; Plasson et al., 2011). En consecuencia, 

la especie 𝐵, estrictamente, es un autocatalizador en la ec. (31). 

 

 

                                                             
18 El ejemplo más antiguo de un sistema químico con autocatálisis data de 1909 publicado por Alfred J. Lotka en The 
Jounal of Physical Chemistry (vol.14, núm.3) con el título Contribution to the theory of periodic reactions.  
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Para los modelos en los que el ácido acético actúa como intermediario, bajo la estequiometría 

de la ec. (2) de la sección 1.1.1, se dedujo que se requieren 2.5 moles para producir 2.5 moles 

de metano como se muestra en la Figura 15: 1 mol de glucosa (una molécula con 6 carbonos), 

es degradada a ~2.5 moles de ácido acético (una molécula con 2 carbonos), lo que genera ~5 

moles de gases: ~2.5 moles de metano y ~2.5 moles de dióxido de carbono, ambas moléculas 

conformadas por un solo carbono. El sexto carbono de la glucosa participa en la estructura de 

~1 mol de biomasa. 

 

 

 

Figura 15. Deducción del coeficiente estequiométrico del ácido acético como intermediario a partir de la 

reacción global de la digestión anaerobia, ec. (2).  

 

 

 

3.2 Incorporación de la inhibición en el modelo 

dinámico complejo 

 

Una vez conformados los sistemas globales de reacción, se procedió a introducir la condición 

de inhibición ácida del sistema (ver Figura 13), por medio de un nivel de acidez crítico (𝐴𝐶) 

relacionado directamente con la cinética del ácido acético (cf. Rada et al., 2015, en donde se 

relaciona 𝐴 con la temperatura). Así, las reacciones globales con inhibición para el modelo MOA 

son: 

 

𝑅
𝑘0
→ 𝐴, (32) 

𝑀
𝑘1
→2.5𝐴, 

(33) 
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𝐿
𝑘2
→2.5𝐴, (34) 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  

𝐴
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4. 
(35) 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜,  

𝐴
𝑘3𝑡

−ℎ

→   0. 
(36) 

 

 

Luego, para el modelo MOAB: 

 

𝑅
𝑘0
→ 𝐴, (37) 

𝑀
𝑘1
→2.5𝐴, 

(38) 

𝐿
𝑘2
→2.5𝐴, (39) 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  

𝐴 + 𝐵
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4 +2𝐵. 
(40) 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜,  

𝐵
𝑘4
→ 𝑑𝑒𝑠𝑎𝑝𝑎𝑟𝑖𝑐𝑖ó𝑛. (41) 

 

Este último sistema de reacciones globales es el mismo para el modelo MOABM. A 

continuación se presentan los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) asociados 

a cada modelo.  
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3.3 Sistema de ecuaciones diferenciales 

ordinarias del modelo dinámico complejo 

 

3.3.1 Modelo MOA. Luego, para las reacciones globales de este modelo, ecs. (32-36), el 

factor  𝑡−ℎ   se asocia al transporte del ácido acético en el medio heterogéneo y tortuoso. En 

este sistema de EDO se omite la reacción (32), pues 𝐴0 = 𝑅0 :  

 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑀, (42) 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿, (43) 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘1𝑀 + 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ𝐴, (44) 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 𝑘3𝑡
−ℎ𝐴. (45) 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜,  

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 0. (46) 

 

 

3.3.2 Modelo MOAB. En las reacciones globales de este modelo, ecs. (37-41), también el 

factor 𝑡−ℎ está asociado a la difusión anómala de 𝐴 y en consecuencia, afecta a 𝐵. La EDO 

para 𝑅, ec. (37), está ausente debido a que se considera 𝐴0 = 𝑅0 :  

 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑀, (47) 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿,

 
(48) 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘1𝑀 + 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ𝐴𝐵, (49) 
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𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠   

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 2𝑘3𝑡

−ℎ𝐴𝐵.
 

(50) 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜,   

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= −𝑘4𝐴𝐵. (51) 

𝐸𝑛 𝑎𝑚𝑏𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠,   

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 𝑘3𝑡
−ℎ𝐴𝐵. (52) 

 

 

3.3.3 Modelo MOABM. La cinética de Monod para el crecimiento bacteriano es 

ampliamente usada en el campo de la Microbiología (Liu, 2007; Kamalan et al., 2011), por lo 

que en este modelo es incorporada. El sistema de EDO es en esencia el mismo que el sistema 

del modelo MOAB, ecs. (37-41), excepto por la interacción entre 𝐴 y 𝐵 que es controlada por 

mencionada cinética microbiana. En este modelo tampoco se encuentra la EDO para 𝑅 pues  

𝐴0 = 𝑅0 :  

 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑀, (53) 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿,

 
(54) 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘1𝑀 + 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ
𝐴𝐵

𝐾𝑆 + 𝐴
, (55) 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠   

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 2𝑘3𝑡

−ℎ
𝐴𝐵

𝐾𝑆 + 𝐴
.
 

(56) 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜,   

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= −𝑘4

𝐴𝐵

𝐾𝑆 + 𝐴
. (57) 
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𝐸𝑛 𝑎𝑚𝑏𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠,  

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 𝑘3𝑡
−ℎ

𝐴𝐵

𝐾𝑆 + 𝐴
. (58) 

 

 

 

3.4 Valores iniciales de las concentraciones de las 

especies y valores de otras constantes 

 

Mediante datos experimentales se ha encontrado que la cantidad inicial de bacterias 

metanógenas es un factor importante en la degradación de los RSU (Boulanger et al., 2012), ya 

que a menor cantidad de bacterias la producción de metano presenta un retraso al iniciar su 

producción. La elección del valor inicial de la concentración de bacterias se realizó después de 

una revisión bibliográfica, ver la Tabla 6, donde se observa la gran variación de valores entre 

experimentos, aunque 1 kg/ton es un valor aceptable para 𝐵 al obtenerse de una muestra de 

RS (Reichel et al., 2007), mas un estudio de sensibilidad se realizó previamente en los modelos 

MOAB y MOABM, véase el Apéndice B, con lo que se reafirmo que este valor es el adecuado. 

La concentración inicial de la materia orgánica es 𝑅0  = 117 kg/ton, 𝑀0  = 24 kg/ton, 𝐿0 = 232.8 

kg/ton, para 𝑅, 𝑀 y 𝐿, respectivamente. Luego, como se mostro en la sección anterior, para 

reducir el número de variables a utilizar, se propuso en los tres modelos que la concentración 

inicial de 𝑅 es la concentración inicial de 𝐴, es decir, 𝐴0 = 𝑅0. Además, 𝐶𝐻4,0 = 0 m3  y 𝑡0 = 1 d, 

esto último, por el tiempo que tarda una jornada de depósito de los residuos, compactación y 

recubrimiento de los mismos. Las soluciones son para el intervalo 𝑡 = [𝑡0 , 𝑡𝑓] años, donde         

𝑡𝑓 = {100, 200, 300, 400} años según se requirió. 
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3.5 Relación entre concentraciones iniciales de 

reactivos  

 

Para entender mejor la evolución del sistema, se analizó la sensibilidad del sistema a 𝐴0 

(concentración inicial de ácido acético). Para tal efecto, se consideró el coeficiente 𝛼 = 𝑅0/𝐿0 

donde un aumento de 𝑅0 implica una disminución de 𝐿0 y viceversa (para conservar la 

proporción), respecto a la media nacional. Esto se hace sin variar las cantidades de los 𝑀 y los 

𝐼, en términos de la cantidad de materia seca. Luego, se propopusieron tres valores de 𝛼:  

i) 0.16, con una baja cantidad de 𝑅,  

ii) 0.50, es la proporción media de los residuos nacionales, 

iii) 1.14, con una alta proporción de 𝑅.  

Véanse las Tablas 7, 8 y 9.  
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Tabla 6. Concentraciones inicial y final de bacterias acidógenas y metanógenas en simulaciones numéricas y reactores anaerobios realizadas por varios autores. 

REFERENCIA TIPOS DE REACTOR Y MUESTRA 
VALORES INICIALES VALORES FINALES 

BA BM BA BM 

Fang y Kwong, 1995 

Reactor de flujo ascendente con muestra de lodo de un 

digestor anaerobio (=84 mm, h=1550 mm) de una planta de 

tratamiento de agua residual con TSS=6.7 kg m-3. 

VSS=5.0-6.0 kg m-3 

 1kg/t 

VSS=41-55 kg m-3  

1x102 kg/t 

4.5x108 

NMP 

4.5x108 
NMP 

(a partir 
de 

acetato) 

Reichel et al., 2007 

Simulación in silico  de 12 reacciones de los procesos de 
degradación biológica, formación de compuestos orgánicos 

solubles y gases, así como del crecimiento bacteriano. 

También montaron un reactor anaerobio (=480 mm, h=900 
mm) con muestra de RSU de un relleno sanitario, la cual tenía 
una edad de 15 años, compuesta de 9.60% de papel, 16.67% 

de plástico, 3.86% de textiles, 3.78% de madera, 3.65% de 
vidrio, 1.78% de metales y 60.66% de otros materiales. 

---- 

1 kg/m3 de 

agua 

 1kg/t 

---- 

0.9 kg/m3 
de agua2 

 1x10-1 

kg/t 

Shelley et al., 2001 
Simulación in silico de 19 reacciones que incluyen la cinética 
microbiana de Monod y la difusión de los gases producidos. 

1x106 kg 1x104-105 kg 
1x106 kg o 

mucho 
menor 

1x104-105 

kg o 
mucho 
menor 

Solera et al., 2001 
Reactores anaerobios de una y dos fases (=10 cm, h=25 

cm) con recirculación de lixiviado. 
Imperceptible Imperceptible 

1x108-109  
células/mL, 

84% 

1x107-108  
células/mL, 

16% 

VSS=0.87 g/L 

 1x10-1 kg/t 

Stroot et al., 2005 
Simulación y puesta en marcha de un reactores anaerobios de 

lotes secuenciales de 3 L. 

Biomasa total= 5 mg/L 

 1x10-3 kg/t 

Biomasa total=5 mg/L 

 1x10-3 kg/t 

Verma et al., 2005 Reactores de lecho fluido de 0.55, 10 y 16 L. 

Total de sólidos de 3-4 g/L 
con base seca 

---- 5% v/v =0.15-
0.2 g/L 

 <1x10-1 

kg/t 

10% v/v  
=0.15-0.2 g/L 

 <1x10-1 

kg/t 

 BA: bacterias acidógenas, BM: bacterias metanógenas, VSS: sólidos suspendidos volátiles, NMP: número más probable.  
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Tabla 7. Cantidad de materia orgánica inicial con =R0/L0=0.16, i.e. con una baja cantidad de R. La generación 

total de metano de una tonelada de RSU es 161 m3 . 

TIPO DE 
RESIDUOS 

% m/m 
MATERIA TOTAL 

(kg/ton) 
FRACCIÓN SECA 

MATERIA SECA 
(kg/ton) 

R 20 200 0.3 60 

M 6 60 0.4 24 

L 41 410 0.94* 385.4 

*Se toma el papel como la única fuente de L. 

 

 

Tabla 8. Cantidad de materia orgánica inicial con =R0/L0=0.50, i.e. con la media de los residuos nacionales. La 

generación total de metano es 128 m3 a partir de una tonelada de RSU 

TIPO DE 
RESIDUOS 

% m/m 
MATERIA TOTAL 

(kg/ton) 
FRACCIÓN SECA 

MATERIA SECA 
(kg/ton) 

R 39 390 0.3 117 

M 6 60 0.4 24 

L     

Papel 

Textiles 

Madera 

22 

2 

1 

220 

20 

10 

0.94 

0.9 

0.8 

206.8 

18 

8* 

*Total de materia de L=232.8 kg.  

 

 

Tabla 9. Cantidad de materia orgánica inicial para =R0/L0=1.14, i.e. con una mayor proporción de R. La 

generación total de metano de una tonelada de RSU es 105 m3 .  
TIPO DE 

RESIDUOS 
% m/m 

MATERIA TOTAL 

(kg/ton) 
FRACCIÓN SECA 

MATERIA SECA 

(kg/ton) 

R 50 500 0.3 150 

M 6 60 0.4 24 

L 14 140 0.94* 131.6 

*Se toma el papel como la única fuente de L.    

 

 

 

3.6 Valores de las constantes cinéticas  

 

Primero, se considero como una única fase la hidrólisis, la acidogénesis, la acetogénesis y la 

metanogénesis, por lo que las constantes cinéticas de la degradación de la fracción orgánica 
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son las constantes cinéticas de Hoeks. Después, para 𝑅, 𝑀 y 𝐿, las constantes                          

𝑘1 = 0.69 año-1+h, 𝑘2 = 0.14 año-1+h, y 𝑘3 = 0.05 año-1+h, respectivamente, en el caso del modelo 

MO. En el modelo MOA se usaron 𝑘1 = 0.14 año-1 y 𝑘2 = 0.05 año-1 para 𝑀 y 𝐿, 

respectivamente. Para los modelos MOAB y MOABM se emplearon los mismos valores. Sin 

embargo, se realizó una revisión bibliográfica de los valores de las constantes cinéticas 

encontradas experimental y numéricamente (véase la Tabla 10) en la hidrólisis, acidogénesis y 

acetogénesis, y se observó que para dichas fases las constantes cinéticas se encuentran en un 

orden de magnitud de 102 año-1, que resultan muy por encima de los valores encontrados por 

Hoeks, es decir, son cinéticas que predicen un decaimiento bastante rápido de los residuos. 

Dichos valores fueron para cada fase, además no consideraron los tres tipos de materia 

orgánica antes mencionados. En la misma tabla se observa que para la constante de 

metanogénesis, los valores encontrados en laboratorio muestran un intervalo de valores entre 

1x101 y 1x103 año-1, que fueron valores muy altos para el modelo MOA, por lo que se realizó 

una inspección numérica de la sensibilidad del modelo a esta constante cinética (𝑘3). Para tal 

efecto, se utilizó el modelo MOA en medio homogéneo (ℎ = 0) y sin inhibición, ecs. (42-45). Se 

buscó que la evolución de la especie 𝐴 fuera como el encontrado por Tchobanoglous et al. 

(1993) de la Figura 3 (sección 2.1, curva AGV), por lo que de aquí en adelante se nombrará 

como el comportamiento esperado. La Figura 16 muestra que con  𝑘3 = 1 año-1 (𝐴1, en la 

figura), la especie 𝐴 decae exponencialmente; en 𝑘3 = 1x10-1 año-1 (𝐴2) cambia el 

comportamiento, y para  𝑘3 = 1x10-2 año-1 (𝐴3) se observa el comportamiento esperado, no 

obstante temporalmente se vuelve demasiado largo. También se observa que con  𝑘3 = 1 año-1, 

la producción de metano (𝑄1) es muy rápida con un pico en 48 m3/año, y en contraste,  𝑘3 = 

1x10-2 año-1 (𝑄3) se vuelve demasiado lenta. Estos resultados se obtuvieron con la función 

ode45 de Matlab 7 para Windows. Los rendimientos a 30 años para   𝑘3 = {1, 1x10-1, 1x10-2} 

año-1 son 91%, 78% y 19%, respectivamente. Así, resultó conveniente escoger                         

𝑘3 = 1x10-1 año-1+h para el modelo MOA.  
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Tabla 10. Revisión bibliográfica de factores cinéticos de las principales fases de la digestión anaerobia de materia orgánica en laboratorio y simulación 

numérica. 

REFERENCIA FUENTE DE DATOS HIDRÓLISIS ACIDOGÉNESIS ACETOGÉNESIS 

Pavlostathis et 
al., 1991 

Digestores a escala de 

laboratorio con cultivos 
enriquecidos de agua y 

lodos residuales. 

Para carbohidratos, 

pH=6.67; 
k=0.58 d-1=2.1x102 a-1 

Para celulosa: 

k=0.04-0.13 d-1 

=1.5x101-4.7x101 a-1 

Para hemicelulosa: 
k=0.54 d-1=2.0 x102 a-1 

Para lípidos: 

k=0.08-1.7 d-1= 
2.9x101-6.2x102 a-1 

Para proteinas: 
k=0.02-0.03 d-1= 

7.3x100 -1.1x101 a-1 

Valor representativo a 35°C: MÁX=2 d-1 

=7.2x102 a-1 
KS=200 mgCOD/L=2x10-1 g/L 

k=13 mgCOD/mgVSS d-1 =4.74x103 
mgCOD/mgVSS a-1 

 

Ácidos grasos de cadena corta: MÁX=0.13-1.2 d-

1 

=4.7 x101-4.4x102 a-1 

KS=12-500 mgCOD/L=1.2x10-2-5.0x10-1 g/L 

k=6.2-17.1  mgCOD/mgVSS d-1 =2.3x103-
6.2x103 mgCOD/mgVSS a-1 

Ácidos grasos de cadena larga, a) 20ºC: MÁX=0.139 d-1=5.07x101 a-1 , KS=4.620 

mgCOD/L=4.6x10-3 gCOD/L, k=3.85 mgCOD/mgVSS d-1 =1.4x103 mgCOD/mgVSS a-1; b) 

25ºC: MÁX = 0.171 d-1 =6.2x101 a-1 , KS=3.720 mgCOD/L=3.72x10-3 gCOD/L, 

k=4.65 mgCOD/mgVSS d-1 =1.7x103 mgCOD/mgVSS a-1;  c) 35ºC: MÁX=0.252 d-1=9.20x101 

a-1 , KS=2.000 mgCOD/L=2.0x10-3 gCOD/L, k=6.67 mgCOD/mgVSS d-1 =2.4x103 
mgCOD/mgVSS a-1 

Fermentación de carbohidratos solubles a 35°C: MÁX=0.5-20 h-1=4.4x103-1.8x105 a-1, KS=0.004-11.76 mM =4.0x10-6-

1.2x10-2 M , k=1.33 -70.6  mgCOD/mgVSS d-1 =4.8x102-2.6x104 mgCOD/mgVSS a-1 

El-Fadel et al., 
1996 

Estudios experimentales 
en agua residual y 

residuos sólidos. 

---- Valores medios: 

MÁX=10 d-1=3.6x103 a-1 

KS=50 mgCOD/L=5.0x10-2 mgCOD/L 
Kd=0.05 d-1=1.8x10 a-1 

---- 

El-Fadel et 

al.,1997 
Estudios experimentales 

bajo condiciones óptimas. 

Kh1=0.00002 d-1 

=7.3x10-3 a-1 
Kh2=0.000003 d-1 

=1.1x10-3 a-1 
Kh3=0.0000006 d-1 

=2.2x10-4 a-1 

M =0.5 d-1=1.8x102 a-1 

KS=0.05 kg/m3=5.0x10-2 kg/m3 

Kdecaimiento=0.05 d-1=1.8x101 a-1
 

---- 

Aceves-Lara et 
al., 2005 

Método numérico SQP. ---- 
MÁX=1.0723 d-1=3.9x102 a-1 
KS=5.09920 g/L=5.1x100 g/L 

MÁX=0.9172 d-1=3.4x102 a-1 

KS=6.7568 mmol/L=6.8x10-3 mol/L 

Reichel et al., 
2007 

Modelo numérico y 

pruebas experimentales 
en reactores con residuos 

de un relleno sanitario. 

k= 0.00001-0.7 d-1 

= 3.6x10-3-2.5x102 a-1 
---- 

MÁX= 0.5-6 d-1 =1.8x102-2.2x103 a-1 

KS= 0.01-0.7 g/L = 1x10-2-7x10-1 g/L 

k, constante cinética de primer orden; MÁX, constante de máxima saturación y KS, constante de saturación, ambos empleados en la cinética de Monod.  
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Continuación Tabla 10. Revisión bibliográfica de factores cinéticos de las principales fases de la digestión anaerobia de materia orgánica en laboratorio y 

simulación numérica. 
REFERENCIA 

FUENTE DE DATOS METANOGÉNESIS 

Pavlostathis et 
al., 1991 

Digestores a escala de 
laboratorio con cultivos 

enriquecidos de agua y lodos 

residuales. 

Acetoclástica entre 25 y  60°C: 

MÁX=0.08-0.7 d-1 = 2.9 x101 - 2.6x102  a-1 
KS=11-930 mgCOD/L = 1.1x10-2-9.3x10-1 gCOD/L 

k=4.4-26  mgCOD/mgVSS d-1 =1.6x103-9.5x103 mgCOD/mgVSS a-1 

Valores representativos a 35°C: 

MÁX=0.4 d-1 = 1.4x102 a-1 

KS=50 mgCOD/L=5.0x10-2 g/L 

k=13  mgCOD/mgVSS d-1 =4.7x103 mgCOD/mgVSS a-1 
Coeficiente de difusión de Fick para el acetato en agregados metanógenos a 35°C:  D = 1.71x10-6 cm2/s =  

5.39x10-7 ha/a 
Constante cinética de difusión: 

KD=5.39x10-7 a-1 

El-Fadel et al., 

1996 

Estudios experimentales en agua 

residual y residuos sólidos. 

Valores medios: 

MÁX=0.25 d-1=9.1x101 a-1 

KS=500 mgCOD/L=5.0x10-1 gCOD/L 

Kdecaimiento=0.03 d-1=1.1x101 a-1 

El-Fadel et 
al.,1997 

Estudios experimentales bajo 
condiciones óptimas. 

M =0.25 d-1=9.1x101 a-1 

KS=0.6 kg/m3=6.0x10-1 kg/m3 
Kdecaimiento=0.005 d-1=1.8x100 a-1 

Aceves-Lara et 
al., 2005 

Método numérico SQP. 
MÁX=0.5548 d-1= 2.0x102 a-1 

KS=1.1503 mmol/L=1.2x10-3 mol/L 

Reichel et al., 
2007 

Modelo numérico y pruebas 
experimentales en reactores con 

residuos de un relleno sanitario. 

MÁX= 0.1-0.6 d-1 

=3.6x101-2.2x102 a-1 

KS= 0.002-0.6 g/L = 
2x10-3-6x10-1 g/L 

k, constante cinética de primer orden; MÁX, constante de máxima saturación y KS, constante de saturación, ambos empleados en la cinética de Monod. 
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Figura 16. Evolución de A y Q debido a la sensibilidad del modelo MOA sin inhibición y con h  0, ec. (42-45), a 

la constante cinética de la metanogénesis,  k3 :  1) 1x100 año-1, 2) 1x10-1 año-1,   3) 1x10-2 año-1. Se escogió k3 = 1x10-1 
año-1+h para el modelo MOA. 

 

 

De la misma manera, para el modelo MOAB se realizaron inspecciones numéricas para 

encontrar los valores de las constantes cinéticas de metanogénesis (𝑘3) e inhibición de las 

bacterias metanógenas (𝑘4). El procedimiento para encontrar el valor de 𝑘3 fue no considerar la 

fractalidad (ℎ  0) ni la condición de inhibición, sólo las ecs. (47-50,52); resolver con la función 

ode45 de Matlab 7 para Windows y probar la sensibilidad del sistema a diferentes valores de la 

constante cinética, esto es  𝑘3 = {1x10-1, 1x10-2, 1x10-3, 1x10-4, 1x10-5}  (kg/ton)-1 año-1. A 30 

años se obtuvieron rendimientos del 91%, 91%, 91%, 90%, y 3%, respectivamente. El último 

valor de 𝑘3, 1x10-5 (kg/ton)-1 año-1, mostró una cinética demasiado lenta, por lo que esta última 

no se incluye en la Figura 17. Ya que con  𝑘3 = 1x10-4  (kg/ton)-1 año-1 (𝑘3
4, en la figura) se 

obtuvo el comportamiento esperado de 𝐴, sin caer de la misma forma que las demás, este valor 

fue escogido para usarse en este modelo con unidades (kg/ton)-1 año-1+h . Cabe mencionar que 

para 𝑘3 = {1x10-1, 1x10-2} (kg/ton)-1 año-1 la solución del sistema involucro un problema de 

rigidez19, por lo que se requirió usar la función ode15s de Matlab 7 para Windows.  

                                                             
19 Cuando se resuelve un sistema de EDO, los métodos numéricos estándar (Runge Kutta y similares, de paso 
simple), sólo son estables (la propagación del error de los datos de entrada es pequeña), para un reducido número 
de pasos. Luego, para periodos grandes de tiempo, el sistema diverge (se aleja de la solución en cierto número de 
pasos). Así, el uso de otros métodos es necesario como los de tipo predictor y corrector (multipasos), para reducir 
el problema con las tolerancias de errores.  
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Figura 17. Sensibilidad de A del modelo MOAB sin inhibición y con h  0, ecs. (47-50,52), a k3 :  1) 1x10-1, 2) 1x10-2, 

3) 1x10-3, 4) 1x10-4, en (kg/ton)-1 año-1 , con este último valor se observa el comportamiento esperado sin decaer 
rápidamente, por lo se escogió para las simulaciones del modelo MOAB con unidades (kg/ton)-1 año-1+h . 

 

 

Después, se eligió con pruebas numéricas el valor para la constante de inhibición de las 

bacterias metanógenas (𝑘4) del modelo MOAB, ecs. (47-52), también con la función ode15s de 

Matlab 7. De acuerdo a la Tabla 10, la constante cinética de decaimiento para la metanogénesis 

se encuentra entre 1x100 y 1x101 año-1, no obstante, con las condiciones iniciales dadas, 𝐴𝐶  = 

157.96 kg/ton  y  𝛼 = 0.50, se encontró que son valores que indefinen el sistema. También se 

observó que valores menores de la constante de decaimiento, 𝑘4 = {1x10-1, 1x10-2, 1x10-3} 

(kg/ton)-1 año-1, no muestran una curva como el comportamiento esperado de 𝐴. Luego, cuando 

𝑘4 = 1x10-4 (kg/ton)-1 año-1, la curva (𝐴1) empieza a modificarse hacia el comportamiento 

esperado, véase la Figura 18. Este valor de la constante cinética 𝑘4 (y lo mismo para los valores 

anteriores), permitió una gran inhibición de 𝐵, lo que anuló el consumo del sustrato, y en 

consecuencia la curva de 𝐴 no decayó. Luego, con  𝑘4 = {1x10-5, 1x10-6, 1x10-7} (kg/ton)-1 año-1 , 

𝐴 (𝐴2, 𝐴3 y 𝐴4 en la figura) exhibió una evolución como la esperada, aunque se escogió            

𝑘4 = 1x10-6 (kg/ton)-1 año-1 (ver 𝐴3 en la figura) como un valor representativo, ya que el 

comportamiento de  𝑘4 = 1x10-5 (kg/ton)-1 año-1  (véase 𝐴2 en la figura) aún muestra una fuerte 

inhibición que retrasa por varios años la cinética. Por su parte, 𝑘4 = 1x10-7 (kg/ton)-1 año-1 (ver 

𝐴4 en la figura) no mostró un cambio significativo en relación a    𝑘4 = 1x10-6 (kg/ton)-1 año-1 

(véase 𝐴3 en la figura). Así, se escogió el valor de la constante que inhibe en menor nivel el 

sistema,  𝑘4 = 1x10-6  (kg/ton)-1 año-1+h.  
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Figura 18. Evolución de A y B del modelo MOAB con h = 0, ec. (47-52), con  = 0.50 y AC=157.96 kg/ton para 

diferentes valores de la constante de inhibición k4 :  1) 1x10-4,  2) 1x10-5,  3) 1x10-6 , 4) 1x10- 7, en   (kg/ton)-1 año-1. Las 
curvas número cuatro no muestran diferencias significativas con las número tres. Para la solución del sistema se 

eligió k4 = 1x10-6 (kg/ton)-1 año-1+h.  
 

 

Por último, para el modelo MOABM se escogió 𝐾𝑆  = 1x10-3 mol/kg después de la revisión 

bibliográfica, ver la Tabla 7. Además, para elegir numéricamente el valor de la constante de la 

metanogénesis 𝑘3, se utilizó el modelo sin inhibición y con  ℎ = 0, ecs. (53-56,58). Se verificó el 

comportamiento de  𝑘3 = {1x100, 1x10-1, 1x10-2} (kg/ton)-1 año-1, para los cuales se obtuvieron 

rendimientos a 30 años de 91%, 91% y 0.3%, respectivamente. Así,                                          

𝑘3 = 1x10-1 (kg/ton)-1 año-1+h  es viable para la solución del sistema, ver Figura 19. Esta  solución 

numérica involucró un problema rígido, por lo que se requirió usar la función ode15s de Matlab 

versión 7 para Windows. 
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Figura 19. Detalle de la evolución de A y las B del modelo MOABM sin inhibición y con h = 0, ecs. (53-56, 58), con 

α=0.50 y B0 = 1x100 kg/ton para diferentes valores de la constante de metanogénesis k3 : 1) 1x100, 2) 1x10-1, 3) 1x10-2, 
en (kg/ton)-1 año-1 ,  cuyos rendimientos a 30 años son 91%, 91% y 0.3%, respectivamente. Se eligió k3 = 1x10-1 

(kg/ton)-1 año-1+h para la solución del modelo MOABM. 
 

 

Para la constante de inhibición de las bacterias metanógenas (𝑘4) del modelo MOABM, ec. (53-

58), también  se realizó un estudio de sensibilidad del sistema con  ℎ = 0 y se empleo la función 

ode15s de Matlab 7 para Windows. Se encontró que con el valor 1x10-2 (kg/ton)-1 año-1 la curva 

de 𝐴 era capaz de describir el comportamiento esperado y no se inhibía fuertemente la 

generación de bacterias, véase la Figura 20. Por lo que este valor de 𝑘4 se eligió para la 

simulación de este modelo con unidades (kg/ton)-1 año-1+h .  

 

 

 

Figura 20. Sensibilidad del modelo MOABM a k4 , la constante cinética de inhibición, ec. (53-58), con h = 0. Se 

muestra el comportamiento para α=0.50  bajo diferentes valores de la constante de inhibición k4 :  1) 1x100,  2) 
1x10-1 , 3) 1x10-2,  en (kg/ton)-1 año-1. Se eligió k4 = 1x10-2 (kg/ton)-1 año-1 para la simulación numérica con este 

modelo. 
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Finalmente, en la Tabla 11 se resumen las reacciones globales, los sistemas de EDO, las 

concentraciones iniciales y las constantes cinéticas asociadas a las tres versiones del modelo 

dinámico complejo aquí presentadas, entre otros valores necesarios, así como las funciones de 

Matlab 7 para Windows utilizadas en la solución del modelo: ode 45 u ode15s.  
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Tabla 11. Resumen de las reacciones globales y su representación matemática de las tres versiones del modelo 

dinámico complejo, así como los valores iniciales y los valores de las constantes cinéticas (ki), las concentraciones 
iniciales para cada especie (C0

i)  y el tiempo inicial (t0). También se muestra la función (el método numérico) de 
Matlab 7 (FM) utilizada para la solución de cada una. 

M
O

D
E
L
O

 

REACCIONES 
GLOBALES 

SISTEMA DE EDO ki, C
0
i Y FM 

M
O

A
 

𝑅
𝑘0
→𝐴 

𝑀
𝑘1
→2.5𝐴 

𝐿
𝑘2
→2.5𝐴 

𝐴
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4 

𝑆𝑖 𝐴𝐶 > 𝐴, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 

𝐴
𝑘3𝑡

−ℎ

→   0 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑀 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘1𝑀+ 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ𝐴 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 𝑘3𝑡
−ℎ𝐴 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜  

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 0 

𝑘1 = 0.14 año-1 

𝑘2 = 0.05 año-1 

𝑘3 = 1x10-1  año-1+h 

𝑀0 = 24 kg/ton 

𝐿0 = 232.8 kg/ton 

𝐴0 = 𝑅0 = 117 kg/ton 

𝐶𝐻4,0 = 0 m3/ton 

𝑡0 = 1 d 

FM = ode45 

M
O

A
B

 

𝑅
𝑘0
→𝐴 

𝑀
𝑘1
→2.5𝐴 

𝐿
𝑘2
→2.5𝐴 

𝐴 + 𝐵
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4 +2𝐵 

𝑆𝑖 𝐴𝐶 > 𝐴, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 

𝐵
𝑘4
→𝑑𝑒𝑠𝑎𝑝𝑎𝑟𝑖𝑐𝑖ó𝑛 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑀 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘1𝑀+ 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ𝐴𝐵 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 2𝑘3𝑡

−ℎ𝐴𝐵 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= −𝑘4𝐴𝐵 

𝐸𝑛 𝑎𝑚𝑏𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 𝑘3𝑡
−ℎ𝐴𝐵 

𝑘1 = 0.14 (kg/ton)-1 año-1 

𝑘2 = 0.05 (kg/ton)-1 año-1 

𝑘3 = 1x10-1 (kg/ton)-1+ h año-1 

𝑘4 = 1x10-6 (kg/ton)-1 año-1 

𝑀0 = 24 kg/ton 

𝐿0 = 232.8 kg/ton 

𝐴0 = 𝑅0 = 117 kg/ton 

𝐵0 = 1 kg/ton 

𝐶𝐻4,0 = 0 m3/ton 

𝑡0 = 1 d 

FM = ode15s 
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Continuación Tabla 11. Resumen de las reacciones globales y su representación matemática de las tres 

versiones del modelo dinámico complejo, así como los valores iniciales y los valores de las constantes cinéticas 
(ki), las concentraciones iniciales para cada especie (C0

i)  y el tiempo inicial (t0). También se muestra la función 
(el método numérico) de Matlab 7 (FM) utilizada para la solución de cada una. 

M
O

D
E
L
O

 

REACCIONES 
GLOBALES 

SISTEMA DE EDO ki, C
0
i Y FM 

M
O

A
B
M

 

𝑅
𝑘0
→𝐴 

𝑀
𝑘1
→2.5𝐴 

𝐿
𝑘2
→2.5𝐴 

𝐴 + 𝐵
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4 +2𝐵 

𝑆𝑖 𝐴𝐶 > 𝐴, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 

𝐵
𝑘4
→𝑑𝑒𝑠𝑎𝑝𝑎𝑟𝑖𝑐𝑖ó𝑛 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑀 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘1𝑀+ 2.5𝑘2𝐿   

− 𝑘3𝑡
−ℎ

𝐴𝐵

𝐾𝑆 +𝐴
 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 2𝑘3𝑡

−ℎ
𝐴𝐵

𝐾𝑆 + 𝐴
 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= −𝑘4

𝐴𝐵

𝐾𝑆 +𝐴
 

𝐸𝑛 𝑎𝑚𝑏𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

= 𝑘3𝑡
−ℎ

𝐴𝐵

𝐾𝑆 + 𝐴
 

𝑘1 = 0.14 (kg/ton)-1 año-1 

𝑘2 = 0.05 (kg/ton)-1 año-1 

𝑘3 = 1x10-1 (kg/ton)-1+ h año-1 

𝑘4 = 1x10-2 (kg/ton)-1 año-1 

𝐾𝑆 = 1x10-3 mol/kg 

𝑀0 = 24 kg/ton 

𝐿0 = 232.8 kg/ton 

𝐴0 = 𝑅0 = 117 kg/ton 

𝐵0 = 1 kg/ton 

𝐶𝐻4,0 = 0 m3/ton 

𝑡0 = 1 d 

FM = ode15s 
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CAPÍTULO  4
 

 

Modelo dinámico complejo. 

Resultados y su análisis  

 

 

 

Para cada versión del modelo dinámico complejo se menciona 

la función de Matlab 7 utilizada, así como los valores de los 

errores relativo y absoluto. Se presentan las soluciones 

numéricas en gráficos que exhiben la evolución de cada una 

de las especies así como la producción de metano. Al 

introducir  = {1/4, 2/3} en el modelo dinámico complejo (sin 

inhibición y con h = 1/3), se encontró un intervalo de 

referencia para el estudio del modelo bajo la influencia de 𝐴𝐶. 

La inhibición ácida introducida en el modelo dinámico 

complejo es la causa del comportamiento errático de la 

producción de metano. El modelo MOA es el que mejor 

reproduce los rendimientos de Bogner y Spokas (1993), con 

13-35% de rendimiento a 30 años de iniciada la cinética para 

una tonelada de residuos sólidos urbanos con la composición 

nacional. Además, este modelo, bajo dichas condiciones, 

muestra que la producción de metano se detiene por 10 o 

hasta 30 años, para después continuar su agotamiento. 
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4.1 Modelo dinámico complejo en medio 

homogéneo 

 

El objetivo de este estudio no es analizar el sistema, planteado en el capítulo anterior, en medio 

homogéneo, i.e. ℎ = 0 y 𝛽 = 1. Sin embargo, fue conveniente una revisión previa para entender 

progresivamente, respecto a la inclusión de variables, el comportamiento del modelo dinámico 

complejo.  

 

 

En la Figura 21 se muestra un resumen gráfico del comportamiento del modelo MOA, ecs. (42-

46), en medio homogéneo (ℎ = 0 y 𝛽 = 1) al variar 𝛼, sin inhibición (figuras a, c y e) y con 

inhibición (b, d y f) en el sistema. El rendimiento a 30 años en medio homogéneo sin inhibición 

para 𝛼 = {0.16, 0.50, 1.14} es 68%, 78% y 88%, respectivamente, i.e. se tiene un rendimiento 

mayor con una mayor cantidad de 𝑅, ya que se agotan antes que 𝐿 en ese periodo. Luego, el 

rendimiento total es 101%, 105% y 109%, para cada valor de 𝛼. El valor del coeficiente de 𝐴 en 

la ec. (44) debe ser modificado para obtener un rendimiento total del 100%: 2.48 para 𝛼 = 0.16 , 

2.33 para 𝛼 = 0.50 , y 2.09 para 𝛼 = 1.1420. Como se planteo en la sección 3.1, el coeficiente 

adecuado en la ec. (2), una reacción global, para la generación estequiométrica de ácido 

acético es 2.5. Si bien, con base en estos resultados numéricos, se puede considerar al ácido 

acético y otras especies en una etapa previa a la generación de metano, en este trabajo no se 

realizó este análisis. Además, no se valoraron como significativas las sobreestimaciones del 

rendimiento total. Nótese que la cinética de 𝛼 = 0.16, esto es, con una mayor cantidad de 𝐿, 

muestra un máximo en la evolución de la especie 𝐴 (Figura 21.a), tal como en el 

comportamiento esperado. Entonces, el modelo MOA homogéneo sin inhibición presentó 

sensibilidad a 𝐴0. Luego, bajo inhibición se muestra el comportamiento donde: i) empieza la 

influencia de 𝐴𝐶  en el sistema; ii) existe un 40% de rendimiento; iii) 25% y; iv) 15% de 

rendimiento a 30 años de iniciar la cinética. Para más detalles consúltese el Apéndice B. Así, la 

inhibición en el modelo MOA permite observar una producción de metano errática que incluye 

periodos nulos.  

 

                                                             
20 La misma situación se encontró en los modelos MOAB y MOABM. 
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a)  = 0.16 

 

b)  = 0.16 

 

c)  = 0.50 

 

d)  = 0.50 

 

e)  = 1.14 

 

f)  = 1.14 

Figura 21. Comportamiento del ácido acético (A), las bacterias metanógenas (B) y la producción de metano (Q) 

del modelo MOA con h = 0 y  = 1, ecs. (42-46): a), c), e) sin inhibición, ecs. (42-45), con  = {0.16, 0.50, 1.14}, 
respectivamente; b), d), f) bajo inhibición para diferentes valores de AC (la curva para el superíndice 1 tienen la 

menor inhibición y con el superíndice 4 representa la mayor con un 15% de rendimiento a 30 años). Nótese el 
comportamiento errático de la producción de metano, con un lapso sin generación, en el sistema bajo inhibición 

ácida. 

 

 

El modelo MOAB con ℎ = 0 y 𝛽 = 1 sin inhibición, ecs. (47-50, 52), presenta cualitativamente el 

mismo comportamiento de 𝐴 y 𝑄 al variar 𝛼. En las Figuras 22.a y 22.c (con 𝐵0= 1 kg/ton) se 

muestra la evolución de la producción de metano con 𝛼 = {0.16, 0.50, 1.14}, con los 

superíndices 1, 2 y 3 para cada valor de 𝛼, respectivamente, cuyos rendimientos a 30 años son 
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82%, 90% y 98%21. Estos rendimientos fueron mayores a los obtenidos con el modelo MOA. En 

este sistema homogéneo, se observa el comportamiento sigmoidal de 𝐵 característico de la 

autocatálisis (King, 1978; Plasson et al., 2011). El sistema bajo inhibición. ecs. (47-52), tampoco 

depende de 𝛼. Luego, en las Figuras 22.b y 22.d se muestra el desarrollo del sistema bajo 

inhibición para 𝛼 = 0.50 y 𝐵0= 1 kg/ton: i) con 𝐴𝐶  mínimo; ii) un rendimiento del 40%; iii) un 25% 

y; iv) un 15% a 30 años de iniciada la cinética (véase el Apéndice B para más detalles). Allí se 

observa una pequeña generación de 𝐵 al inicio de la cinética, que luego decae de forma 

lentísima para dar paso a un crecimiento significativo (Figura 22.b), comportamiento debido a la 

inhibición que provoca un crecimiento más rápido de 𝐴 pero que reduce el crecimiento de 𝐵. En 

consecuencia, la curva de producción de metano presenta dos etapas: una inicial donde hay un 

ligero crecimiento que decae lentamente para después, en una segunda etapa, crecer rápido y 

formar un pico alto, ver Figura 22.d. De esta manera, la inhibición ácida en el modelo MOAB 

provoca la producción errática del metano y, aunque no presenta lapsos sin generación como 

en el modelo MOA, al inicio presenta una generación pequeña y lenta. 

 

 

El modelo MOABM homogéneo (ℎ = 0 y 𝛽 = 1) y sin inhibición, ecs. (53-56, 58), tiene 

rendimientos a 30 años de iniciada la cinética de 83%, 91% y 99%22 para 𝛼 = {0.16, 0.50, 1.14}, 

respectivamente, y 𝐵0= 1 kg/ton. Este sistema no presenta cualitativamente diferencias en el 

comportamiento de 𝐴 y 𝑄, i.e. no depende de 𝛼 al igual que el modelo MOAB. La cinética de 

Monod permite una mayor cantidad de 𝐴 por más tiempo (una curva más alta y extendida, 

Figura 23.a), en comparación a lo visto en el modelo MOAB (Figura 22.a). En el crecimiento de 

la curva de 𝐵 se observa un cambio brusco debido a que la cinética de Monod reduce el 

crecimiento de esta especie, i.e. la tendencia hiperbólica de esta cinética microbiológica es 

limitada por el propio comportamiento sigmoidal de MOABM al considerar a 𝐵 como un 

autocatalizador. Además, se modificó la curva de la producción de metano del modelo MOAB 

(Figura 22.c) en el modelo MOABM (Figura 23.c), ya que se observa un desplazamiento del 

pico hacia la derecha y una caída muy rápida después del mismo. Al introducir la inhibición 

ácida en el sistema, ecs. (53-58), en la evolución de la especie 𝐵 se distinguió la presencia de 

un pico antes de su crecimiento (véase la Figura 23.b), como en el modelo MOAB (véase la 

Figura 22.b). Lo mismo ocurrió con la producción de metano (comparar Figuras 22.d y 23.d). 

Nótese que el modelo MOABM bajo inhibición difícilmente permite una acumulación de 𝐴 (ver 

                                                             
21 El rendimiento total es 101%, 105% y 108% para cada valor de 𝛼. 
22 El rendimiento total es 101%, 105% y 108% para cada valor de 𝛼.  



CAPÍTULO 4. Modelo dinámico complejo. Resultados y su análisis 

 

- 65 - 
 

Figura 23.b), a diferencia del modelo MOAB (Figura 22.b). Además, lo poco que acumula es 

degradado de forma lenta, lo que conlleva curvas de producción de metano poco diferenciadas 

para rendimientos mayores al 15% a 30 años.  

 

 

 

 
a) 

 
b) 

 
c) 

 
d) 

Figura 22. Evolución del ácido acético (A), las bacterias metanógenas (B) y la producción de metano (Q) del 

modelo MOAB con h = 0 y  = 1, ecs. (47-52): a), c) sin inhibición, ecs. (57-50, 52), con diferentes valores de  = 

{0.16, 0.50, 1.14}, respectivamente con superíndices 1, 2 y 3; b), d) bajo inhibición,  = 0.50 y B0 =1 kg/ton para 
diferentes valores de AC (1 tienen la menor inhibición y 4 representa la mayor con un 15% de rendimiento a 30 

años). Nótese el comportamiento errático de la producción de metano con el sistema bajo inhibición ácida. 
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a) 

 
b) 

 
c) 

 
d) 

Figura 23. Comportamiento del ácido acético (A), las bacterias metanógenas (B) y la producción de metano 

(Q) del modelo MOABM con h = 0 y  = 1, ecs. (53-58): a), c) sin inhibición, ecs. (53-56, 58), con  = {0.16, 0.50, 1.14}, 

respectivamente con superíndices 1, 2 y 3; b), d) bajo inhibición  = 0.50 y B0 =1 kg/ton para diferentes valores de 
AC (1 tienen la menor inhibición y 4 representa la mayor con un 15% de rendimiento). Nótese el comportamiento 

errático de la producción de metano con el sistema bajo inhibición ácida. 
 

 

 

4.2 Inclusión del factor de percolación en el 

modelo dinámico complejo 

 

La inserción del factor de percolación (𝛽) en los modelos MOA, MOAB y MOABM modifica la 

concentración inicial de materia orgánica, como en el modelo MO. Este factor debe acompañar 

a la fractalidad (ℎ) puesto que es otra medida de heterogeneidad, aunque al estar relacionado 

indirectamente con la inhibición ácida, en el modelo dinámico complejo sólo procede si no se 

considera la misma en el sistema. De lo cual, al usar  𝛽 = {1/4, 2/3} en el modelo, se obtuvo un 
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intervalo de rendimiento bajo esta inhibición implícita, lo que resultó útil para analizar el modelo 

y comprender mejor sus resultados al emplear 𝐴𝐶 .  

 

 

En la Tabla 12 se muestran los intervalos de rendimiento a 30 años de iniciada la cinética del 

modelo dinámico complejo y también del simple, para diferentes valores de 𝛼 y 𝛽, con 𝑡0= 1 día. 

El modelo MOA muestra que al introducir la especie 𝐴 en el sistema se reduce el intervalo de 

conversión respecto al modelo MO. Luego, al comparar los modelos MOA y MOAB, se 

observaron dos tendencias para este último: la primera es la reducción significativa del 

rendimiento en el límite inferior (hasta casi ser nula) y, la segunda, el aumento del umbral 

superior, cuyo valor es incluso un poco mayor que el correspondiente del modelo MO. Así, al 

añadir 𝐵 al modelo MOA, se permitió que las bacterias metanógenas quedaran más protegidas 

de la inhibición ácida en los racimos de percolación fuera del racimo infinito. De ahí que, en el 

modelo MOAB, el racimo de percolación infinito es el lugar en el que menos se genera metano, 

lo que contradice la primera hipótesis de este trabajo debido a que es una zona propuesta como 

permeable y metanógena. Por su parte, el modelo MOABM, no mostró intervalos de 

rendimiento, es decir, este tipo de cinética microbiana no funciona para el modelo dinámico 

complejo, ya que propicia una mayor acidez y, al mismo tiempo, las bacterias no son capaces 

de reducir estos niveles de acidez.  

 

 

En el modelo MOA el racimo de percolación infinito (límite inferior del intervalo de rendimiento) 

da menos protección que en el modelo MO. Sin embargo, el modelo MO es menos protector en 

el resto de los racimos de percolación (límite superior) que el modelo MOAB. En consecuencia, 

el modelo MO presenta el carácter protector  tanto en el racimo de percolación como en los 

racimos restantes. Por lo anterior, el modelo MOA es un poco más restrictivo que el modelo 

MO, pues incluye la especie 𝐴 en el sistema y muestra que la acidez si afecta a los racimos de 

percolación, aunque no sea significativo su efecto ni contradictorio como en el modelo MOAB.  
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Tabla 12. Intervalo de rendimiento a 30 años de iniciada la cinética de los modelos MO, ecs. (9-12), MOA, ecs. 

(42-45), MOAB, ecs. (47-50, 52), y MOABM, ecs. (53-56, 58). Todos sin inhibición y con h = 1/3 y  = {1/4, 2/3}, para 

una tonelada de RSU y  = {0.16, 0.5, 1.14}. 

 MO MOA MOAB MOABM 

0.16 15-40 11-29 3-41 5 

0.5 17-46 13-35 4-49 6 

1.14 20-52 16-41 4-54 8 

 

 

 

4.3 Modelo MOA 

 

Las soluciones numéricas que se presentan a continuación se realizaron con la función ode45 

de Matlab versión 7 con un error relativo de 1X10-8 y un error absoluto de 1X10-12. En la Tabla 

13, se muestran los valores de 𝐴𝐶  con los que se obtuvieron los rendimientos representativos a 

30 años para  𝛼 = 0.16 (𝑅0 𝐿0⁄  = 60 kg / 385.4 kg). Cuando 𝐴𝐶  > 155.56 kg/ton no hay inhibición. 

Luego, si  𝐴𝐶  = 155.56 kg/ton el rendimiento es del 44% a 30 años; con 150.15 ≤ 𝐴𝐶  ≤ 155.26, 

ambos en kg/ton, se encuentran rendimientos entre el 25 y 40%. Luego, para el intervalo 

determinado con 𝛽, 11-29%, se requiere 116.94 ≤ 𝐴𝐶  ≤ 152.19 kg/ton, marcado con un 

asterisco en la Tabla 13. En la Figura 24 se colocaron los comportamientos para estos 

rendimientos, asimismo la curva de 𝐴 (que es la misma para todos los valores de 𝐴𝐶  y que 

exhibe el comportamiento esperado), y el comportamiento sin inhibición en el sistema. Para 

este valor de 𝛼 como para los demás, al inicio de la cinética de la producción de metano sin 

inhibición, se presenta un pico muy alto del que sólo se muestra una parte en las figuras 

correspondientes, y que es característico de la fractalidad si 𝑡0 0 años. Si el rendimiento a 30 

años es del 11% (𝑄1 en la figura) se tiene un lapso sin generación de metano entre los años 6 y 

50, i.e. en 44 años no habrá producción de metano. Por otro lado, si el rendimiento es 29%, el 

lapso sin generación dura 12 años, entre los años 16 y 28. En estos lapsos sin generación, hay 

pequeños picos negativos al inicio y al final, que se atribuyen al método numérico. Por ejemplo, 

para el 11% de rendimiento, al inicio del lapso nulo se observa en 𝑡 = 6.46 años,  𝑄 = −0.1618 

m3/año; y al final, en 𝑡 = 49.71 años,  𝑄 = −15.54 m3/año. Existe un pico en la producción de 

metano al inicio de la cinética en 𝑡 = 1 día, 𝑄 = 17.47 m3/año para ambos rendimientos que no 

se muestran en la figura. Así, el modelo MOA muestra que se puede generar metano por un 
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periodo de una o dos décadas y, después, este proceso se detendrá por una o hasta cuatro 

décadas cuando 𝑅0<< 𝐿0. 

 

 

Tabla 13. Rendimiento del modelo MOA, ecs. (42-46) con h=1/3 y α=0.16, bajo 

diferentes valores de AC . El intervalo dado por  tiene un asterisco. 

AC (kg/ton) R% EN 30 AÑOS 

116.94 11* 

150.15 25 

152.19 29* 

155.26 40 

155.56 44 

> 155.56 45 

 

 

 

Figura 24. Evolución del ácido acético (A) y la producción de CH4 (Q) del modelo MOA, ecs. (42-46), con            

α = 0.16, h = 1/3 y AC = {116.94, 152.19} en kg/ton. Los rendimientos a 30 años de iniciada la cinética son 1) 11% (línea 
continua azul) y 2) 29% (línea punteada verde), para cada valor de AC respectivamente. 3) También se muestra 
Q sin inhibición del sistema (línea amarilla, -.-). Nótese el comportamiento esperado de A (línea continua roja) y 

los lapsos sin generación de metano. 
 

 

En el caso de  𝛼 = 0.50, se requiere 𝐴𝐶  = 127.63 kg/ton para que la inhibición influya en el 

sistema; con 120.90 ≤ 𝐴𝐶  ≤ 125.94, en kg/ton, el rendimiento a 30 años se encuentra entre el 

25 y 40%, ver Tabla 14. El intervalo dado por 𝛽 (13-35%) se encuentra en 115.74 ≤ 𝐴𝐶  ≤ 

124.62 kg/ton. El comportamiento de 𝐴 es el esperado, véase la Figura 25. En este valor de 𝛼, 
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el comienzo de la producción de metano siempre está acompañado de un pico angosto y 

rápido. Para este valor de 𝛼 también se presenta un periodo sin generación de metano. Así, el 

lapso sin generación de metano para 13% de rendimiento, inicia a los tres años y termina en el 

año 28, es decir 25 años sin generación. Luego, para el 35% de rendimiento, principia en           

𝑡 = 8 años y finaliza en 𝑡 = 20 años, por lo que el lapso sin generación dura 12 años. También 

en este valor de 𝛼 existen valores negativos en la producción de metano mayores a −0.3 

m3/año, ya sean en el inicio y el final o sólo en el inicio, que se consideran no significativos y 

debidos al método numérico. Existe un pico al comienzo de la cinética que no se muestra en la 

figura: en  𝑡 = 4.433x10-2 años, 𝑄 = 14.13 m3/año para el 11% de rendimiento; 𝑡 = 2.74x10-3 

años, 𝑄 = 34.06 m3/año para 35% de rendimiento. Por lo tanto, para la composición nacional 

(1 2⁄ 𝑅0 = 𝐿0), se tiene menos de una década de generación de metano al inicio de la cinética y 

luego un periodo nulo que dura de una a tres décadas. 

 

 

Tabla 14. Rendimiento del modelo MOA, ecs. (42-46) con    

h = 1/3 y α = 0.50, bajo diferentes valores de AC .  

AC (kg/ton) R% EN 30 AÑOS 

115.74 13* 

120.90 25 

124.62 35* 

125.94 40 

127.63 53 

> 127.63 55 
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Figura 25. Evolución del ácido acético (A) y la producción de CH4 (Q) del modelo MOA, ecs. (42-46), para         

h = 1/3, α = 0.50 y AC = {115.74, 124.62} en kg/ton. Los rendimientos a 30 años de iniciada la cinética son 1) 13% y 2) 
35%, para cada valor de AC respectivamente. 3) También se muestra Q sin inhibición del sistema.  

 

 

Por último para 𝛼=1.14, la producción de metano presenta un pico corto y rápido sólo cuando 

no existe inhibición en el sistema. Luego, en  𝐴𝐶  = 145.94 kg/ton el sistema se hace sensible a 

la inhibición. En los valores 114.71 ≤ 𝐴𝐶  ≤ 124.26 kg/ton, se pueden obtener rendimientos entre 

el 25% y 40%, ver Tabla 15. El intervalo de rendimiento determinado mediante 𝛽, 16-41% se 

encuentra en 106.19 ≤ 𝐴𝐶  ≤ 124.80 kg/ton. En la Figura 26 se observa un lapso sin generación 

de metano desde el inicio de la cinética que dura 18 años para 16% de rendimiento y, 6 años 

para 41% de rendimiento a 30 años. La presencia de una mayor cantidad de 𝑅 en la 

composición, provoca un decaimiento de 𝐴 sin el máximo presente para los demás valores de 

𝛼, esto es, no presenta el comportamiento esperado. En consecuencia, el sistema con 𝑅0 > 𝐿0 ,  

permite un retraso en la generación de metano al inicio de la cinética, que dura entre una y dos 

décadas.  
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Tabla 15. Rendimiento del modelo MOA, ecs. (42-46) con     

h = 1/3 y α = 1.14, bajo diferentes valores de AC .  

AC (kg/ton) R% EN 30 AÑOS 

106.19 16* 

114.71 25 

124.26 40 

124.80 41* 

148.59 64 

> 148.59 65 

 

 

 

 

Figura 26. Evolución del ácido acético (A) y la producción de CH4 (Q) del modelo MOA, ecs. (42-46), para         

h = 1/3, α = 1.14 y AC = {106.19, 124.80} en kg/ton. Los rendimientos a 30 años de iniciada la cinética son 1) 16% y 2) 
41%, para cada valor de AC respectivamente. 3) También se muestra Q sin inhibición del sistema.  

 

 

Al comparar los valores de 𝐴𝐶  para el intervalo de rendimiento a 30 años determinado con  𝛽 

para cada valor de 𝛼 (ver Tabla 16), se observa que 𝛼 = 0.16 (𝑅0 << 𝐿0) presenta los mayores 

niveles de acidez al requerir valores de 𝐴𝐶  más grandes que los usados en 𝛼 = {0.50, 1.14}. 

Esto se debe a que con 𝛼 = 0.16, el ácido acético proveniente de 𝐿 es la única fuente de 

generación de metano a los 30 años de iniciada la cinética. Conforme aumenta 𝛼, los niveles de 

acidez disminuyen, porque aumenta la cantidad de 𝑅0 y disminuye 𝐿0, es decir, la cantidad de 𝐴 

proveniente de 𝐿 es menor. Además, el sistema es más sensible a la acidez si 𝑅0 < 𝐿0 (𝛼 = 

0.50) que si 𝑅0 << 𝐿0 (𝛼 = 0.16), basándose en los valores de ∆𝐴𝐶 . 
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Tabla 16. Valores del nivel de acidez crítico (AC ) para el intervalo de rendimiento a 30 años de iniciada la 

cinética, dado por  (entre paréntesis), para el modelo MOA, ecs. (42-46) con h = 1/3 y α= {0.16, 0.50, 1.14}.  

 
AC

inf 

(kg/ton) 

AC
sup 

(kg/ton) 

 AC 

(kg/ton) 

0.16 116.94  (11%) 152.19  (29%) 35.25 

0.50 115.74  (13%) 124.62  (35%) 8.88 

1.14 106.19  (16%) 124.80  (41%) 18.61 

 

 

 

4.4 Modelo MOAB 

 

La solución de este sistema de EDO se realizó con la función ode15s de Matlab 7; en este 

modelo fue posible usar un error relativo de 1X10-12 y un error absoluto de 1X10-17. Sólo se 

muestra el comportamiento de 𝐴, 𝐵 y 𝑄, para 𝛼 = 0.50, ya que cualitativamente el sistema no 

depende de 𝛼. Las curvas de 𝐴 y 𝐵 presentan una competencia a causa del factor 𝐴𝐵, ecs. (49-

51), y se distinguen tres etapas cuando no hay inhibición, ver la Figura 27: i) antes del máximo 

de 𝐴, 𝐵 crece lentamente, ii) cuando 𝐴 alcanza el máximo y luego decae rápidamente, 𝐵 crece 

rápidamente, iii) cuando 𝐴 decae lentamente, 𝐵 crece lentamente, hasta agotar ambas especies 

la cinética. Debido a esto, se conserva el comportamiento sigmoidal de 𝐵 a pesar de la 

fractalidad pero sin inhibición (𝐵3 en la figura). La Figura 27 también muestra que 𝐴𝑐 influye en 

el comportamiento de 𝐴, ya que al incrementar la inhibición, 𝐴 (𝐴2 en la figura) se acumula 

debido al factor 𝐴𝐵 en la ec. (51), que impide el crecimiento de 𝐵. Luego, cuando 𝐵 reduce los 

niveles de acidez, vuelve a crecer. Este comportamiento de 𝐵 tiene relación directa con la 

producción de metano por el factor 𝐴𝐵, ec. (52). Por esta razón, la producción de metano 

(Figura 28) presenta dos fases: una lenta con un pico bajo y, otra rápida con un pico alto, i.e. un 

comportamiento errático sin lapsos nulos de producción, para después decaer. Nótese que al 

inicio de la cinética se presenta un pico corto y bajo debido a que 𝑡0 = 1 día (en todos los 

valores de  y bajo inhibición o no).  
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Figura 27. Evolución del ácido acético (A) y las bacterias metanógenas (B) del modelo MOAB, ecs. (47-52), con   

h = 1/3,  α = 0.50 y B0 = 1 kg/ton para el intervalo de rendimiento dado por  a 30 años de iniciada la cinética: 1) 
4% y 2) 49%, con A = {118.02, 173.27} respectivamente. 3) Comportamiento de ambas especies sin inhibición en el 

sistema. 

 

 

 

Figura 28. Comportamiento de la producción de CH4 (Q) del modelo MOAB, ecs. (47-52), con h = 1/3, α = 0.50 y 

B0 = 1 kg/ton para el intervalo de rendimiento dado por  a 30 años de iniciada la cinética:  1) 4% y 2) 49%. 3) 
Comportamiento de ambas especies sin inhibición en el sistema. 

 

 

En las Tablas 17, 18 y 19 se muestran los valores de 𝐴𝐶  para los rendimientos representativos 

cuando  𝛼 = {0.16, 0.50, 1.14}. La confrontación de los valores de 𝐴𝐶  para 𝛼 = {0.16, 0.5, 1.14}  

con los rendimientos determinados por 𝛽, revela que a mayor valor de 𝛼 aumenta la capacidad 

del sistema para generar metano (Tabla 20), como efecto del incremento de la cantidad de 𝑅 

que son convertidos a metano antes de cumplirse los 30 años de la cinética. Al compara los 

valores de 𝐴𝐶  del límite superior de rendimiento, con los correspondientes del modelo MOA 
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(Tabla 16) se observa que MOAB permite mayores niveles de acidez por el factor 𝐴𝐵 presente 

en la producción de 𝐴 y 𝐵. Además, 𝛼 = 1.14 es más sensible a la acidez. Si los valores 

determinados por el factor de percolación expresan que el modelo MOAB prefiere para la 

generación de metano los racimos de percolación fuera del racimo infinito, entonces en esas 

zonas el tránsito de 𝐴 es menor y se encuentran más protegidas. Luego, el modelo MOAB 

muestra que existe una gran diferencia entre las zonas generadoras de metano que se 

encuentran en el racimo de percolación infinito y las que están fuera de éste como se observa 

en las diferencias de 𝐴𝐶 , i.e. hay un nivel de acidez muy fuerte y esto contradice la primera 

hipótesis propuesta en este trabajo sobre la protección  que brinda a las zonas metanógenas el 

racimo de percolación infinito. No obstante, el modelo MOAB permite obtener rendimientos más 

altos que MOA a 30 años de iniciada la cinética ya que no presenta lapsos sin generación de 

metano en este periodo.  

 

 

Tabla 17. Sensibilidad del modelo MOAB, ecs. (47-52) 

con h = 1/3 y α = 0.16, a diferentes valores de AC .          

El intervalo dado por  tiene un asterisco. 

AC (kg/ton) R% EN 30 AÑOS 

62.46 3* 

179.40 25 

188.20 40 

188.24 41* 

188.77 72 

> 188.77 79 

 

 

Tabla 18. Sensibilidad del modelo MOAB, ecs. (47-52) 

con h = 1/3 y α = 0.50, a diferentes valores de AC . 

AC (kg/ton) R% EN 30 AÑOS 

118.02 4* 

166.37 25 

173.02 40 

173.27 49* 

173.63 83 

> 173.63 87 
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Tabla 19. Sensibilidad del modelo MOAB, ecs. (47-52) 

con h = 1/3 y α = 1.14, a diferentes valores de AC . 

AC (kg/ton) R% EN 30 AÑOS 

150.03 4* 

170.00 25 

173.03 40 

173.20 54* 

173.41 96 

> 173.41 96 

 

 

Tabla 20. Valores del nivel de acidez crítico (AC ) para el intervalo de rendimiento a 30 años de iniciada la 

cinética, dado por  (entre paréntesis), para el modelo MOAB, ecs. (42-46) con h = 1/3 y α = {0.16, 0.50, 1.14}.  

 
AC

inf 

(kg/ton) 

AC
sup 

(kg/ton) 

 AC 

(kg/ton) 

0.16 62.46 (3%) 188.24 (41%) 125.78 

0.50 118.02 (4%) 173.27 (49%) 55.25 

1.14 150.03 (4%) 173.20 (54%) 23.17 

 

 

 

4.5 Modelo MOABM 

 

Primeramente, la solución numérica se realizó con la función ode15s de Matlab 7 con un error 

relativo de 1x10-12 y un error absoluto de 1x10-17. Los rendimientos son muy bajos (<10%) para 

todos los valores de 𝛼 por lo que sólo se buscó el valor de 𝐴𝐶  donde se presenta la mínima 

inhibición en el sistema, ver Tabla 21. En las Figuras 29 y 30 se aprecia que el sistema no 

depende del valor de 𝛼 al mostrar comportamientos similares para cada uno de estos valores. 

En la Figura 30 se observa que la mayor producción de metano se alcanza hasta ~85 años 

para cualquier valor de 𝛼. Nótese nuevamente la presencia de un corto y rápido pico al inicio de 

la cinética. Luego, el modelo MOABM puede alcanzar rendimientos a 30 años menores al 5%, 

7% y 8% para 𝛼 = {0.16, 0.50, 1.14}, respectivamente. Por lo tanto, la aplicación de la cinética 

de Monod al modelo MOAB, produce un efecto altamente inhibitorio, con lo que se confirma lo 

encontrado al incluir el factor de percolación en el modelo (sección 4.2), y lo encontrado en su 

comportamiento en medio homogéneo (sección 4.1). En esta última situación, la incapacidad 
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del sistema de reducir rápidamente los niveles de acidez vuelve al sistema incompetente para 

generar metano ante el aletargamiento de la cinética impuesto por la fractalidad. 

 

 

Tabla 21. Sensibilidad del modelo MOABM, ecs. (53-58) con h = 1/3 

para α = {0.16, 0.50, 1.14}, a diferentes valores de AC . 

 
AC  

(kg/ton) 

R% EN 30 
AÑOS 

0.16 318.26 5 

0.50 268.23 7 

1.14 234.11 8 

 

 

 

 

Figura 29. Evolución del ácido acético (A) y las bacterias metanógenas (B) del modelo MOABM, ecs. (53-58), 

con h = 1/3, α = {0.16, 0.50, 1.14} y B0 = 1 kg/ton bajo diferentes valores de AC, cuyos rendimientos a 30 años son 5%, 
7% y 8%, respectivamente para cada valor de α. 
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Figura 30. Evolución de la producción de CH4 (Q) del modelo MOABM, ecs. (52-57), con h = 1/3,  α = {0.16, 0.50, 

1.14} y B0 = 1 kg/ton bajo diferentes valores de AC ,  cuyos rendimientos a 30 años son 5%, 7% y 8%, 
respectivamente. Nótese un pequeño pico un poco antes de los 50 años debido a la inhibición.  

 

 

 

4.6 Conclusiones  

 

El modelo dinámico complejo está concebido para estimar la producción de metano en medio 

heterogéneo bajo inhibición ácida e incluye tanto un intermediario (𝐴) como un catalizador (𝐵) 

en la cinética química, de una forma sencilla y con un reducido número de variables. Al emplear 

el factor de percolación en el modelo sin inhibición ácida, ya que este factor contiene esta 

característica de manera implícita, se estableció un intervalo de referencia para cada una de 

sus versiones. El modelo MOA cae en el intervalo de Bogner y Spokas (1993): 25-40% o menos 

a 30 años de iniciada la cinética, con 13-35% de rendimiento para la composición nacional de 

RSU. Luego, el modelo MOA expone que sí existe una influencia de la acidez, aunque 

minúscula, en las zonas permeables y reactivas, al comparar sus intervalos de rendimiento con 

los propios de MO. Por su parte, MOAB presenta un intervalo de 4-49%, para las mismas 

condiciones, lo que contradice la suposición de que en el racimo de percolación infinito (𝛽=1/4) 

se favorece la metanogénesis, al encontrarse un límite inferior de rendimiento casi nulo. El 

modelo MOAB incluye de manera explícita a las bacterias metanógenas, y por ende, se 

relaciona estrechamente con la distribución espacial de las bacterias metanógenas, por lo que 

la incongruencia hallada puede atribuirse a una falta de entendimiento de la relación del factor 

de percolación con este modelo y habrá que profundizar en su estudio. Además, el modelo 

MOABM se inhibe fuertemente y es incapaz de presentar un intervalo de rendimiento a 30 años. 
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Asimismo, el modelo dinámico complejo demuestra que la producción errática de metano se 

debe al efecto directo de la inhibición ácida. En los modelos MOA y MOAB se observa que en 

una composición de RSU con 𝑅0<< 𝐿0 habrá niveles de acidez mayores que con 𝑅0< 𝐿0 ,  lo 

que reduce el rendimiento a 30 años de iniciada la cinética para 𝑅0<< 𝐿0. En estos dos casos en 

el modelo MOA, se tiene el comportamiento esperado de 𝐴, i.e. el descrito por Tchobanoglous 

et al. (1993), para el RS. Luego, para la composición nacional de RSU, la variación del nivel de 

acidez crítico (𝐴𝐶) permite encontrar con el modelo MOA, un lapso sin producción de metano de 

10 o 30 años, precedido por una producción de ~10 años, para luego seguir decayendo. Esto 

último confirma el comportamiento errático de la producción de metano en el RS. 

 

 

En el siguiente capítulo, se lleva a cabo la aplicación de los modelos MOA y MOAB ante datos 

experimentales obtenidos de reactores. 
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CAPÍTULO  5
 

 

Aplicación del modelo 

dinámico complejo a datos 

de reactores 

 

 

 

Martín et al. (1997) realizaron una serie de experimentos 

en reactores anaerobios con bajo contenido de humedad, 

que unos años más tarde (2001), Martin nombraría 

batch solid-state digestion. El objetivo de este estudio 

fue simular la carga de los residuos sólidos urbanos al 

usar una mezcla de papel y comida. Los autores no 

reportaron los rendimientos obtenidos, aunque después 

Martin (2000) habla de un rendimiento hasta del 94% 

refiriéndose a estos experimentos. Debido a que estos 

resultados ponen de manifiesto la importancia de la 

ineficiencia del transporte de los reactivos en un medio 

heterogéneo, en este capítulo se muestra la aplicación 

del modelo dinámico complejo a la generación de metano 

allí publicada. El modelo MOA simuló con mayor 

precisión los datos experimentales, al considerar la 

correlación espacial de los residuos y utilizar h = 1/5. 

Además, el factor de percolación mostró que hubo 

diferencias espaciales en la carga de los reactores, que 

produjeron tanto un rendimiento total máximo (65%) 

como uno casi nulo (7%). 
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5.1 Detalles de la experimentación 

 
Martin et al. (1997) realizaron experimentos en reactores anaerobios con un bajo contenido de 

humedad, que después Martin (2001) llamaría digestión en estado sólido por lote. El objetivo de 

este estudio fue simular la carga de fracción orgánica de los RSU, al usar una mezcla de papel 

y comida. Además, adicionaron un inóculo, un amortiguador de ácido y fosfatos. También 

montaron reactores con la misma carga de materia orgánica pero sin ninguno de estos aditivos. 

Así, cuatro reactores (A, B, C y D) fueron montados en botellas plásticas de 10 L y sellados con 

tapones de hule adaptados a salidas de gas. Los reactores no contaron con un sistema de 

extracción de lixiviados. La carga de cada reactor fue montada con los alimentos picados (1 

cm) y el papel triturado en tiras de un ancho de 4 mm, con lo que se colocaron 4.50 kg en total 

de materia orgánica con 3 L de agua para los reactores A y B, y 5 L para el C y el D, y sólo en 

dos de los reactores (A y B) se distribuyeron bien los aditivos: lodo de un digestor de aguas 

negras para colocar el inóculo (2 L); carbonato de calcio, el amortiguador de pH (0.5 kg); e 

hidrogenofosfato de amonio que se agregó como nutriente (0.04 kg). La humedad de la carga 

para todos los reactores fue del 64 a 67%. La incubación fue a temperatura ambiente hasta la 

semana 6, después se realizó a 36ºC. No hubo un control de pH. La Tabla 22 muestra un 

resumen de la composición de los reactores así como el volumen estimado de metano bajo las 

condiciones de la ecuación (2) de la sección 1.1.1. Bajo dicha ecuación, el volumen total de 

metano es 1 021 L. La carga orgánica de la composición de los reactores incluyó alimentos 

cocidos (pasta y arroz), con una masa seca de 0.062 kg, por lo que el resto, 0.535 kg, fue de 

materia no hidrolizada. La cantidad de papel es 2.36 kg, también en materia seca. En las 

Figuras 31 y 32 se muestran los resultados gráficos obtenidos por Martin et al. (1997) en 

términos del volumen de biogás y composición (%v/v) de metano. Obsérvese que los reactores 

sin aditivos no produjeron metano (C y D), al contrario de los reactores A y B. Se extrajeron por 

inspección visual los datos de estas gráficas para estos últimos reactores. Los autores no 

reportaron los rendimientos obtenidos, aunque unos años después, Martin (2000) habla de un 

rendimiento hasta del 94% refiriéndose a estos experimentos, por lo que se verificó este dato 

con base en dichas figuras y el volumen total calculado. Sin embargo, se obtuvo un rendimiento 

para el reactor A de 64.7% y para el reactor B, 7.3%. A continuación se muestran los resultados 

obtenidos por la implementación de los modelos MOA, ecs. (42-46), y MOAB, ecs. (47-52), a 

estos datos experimentales.  
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Tabla 22. Composición de la carga de los reactores montados por Martin et al. (1997). También se muestra el 

volumen de metano que se pudo obtener de acuerdo a la ec. (2) de la sección 1.1.1.  

RESIDUOS %m/m %HUMEDAD 
MATERIA SECA 

(kg) 
VOLUMEN DE 

CH4 (L) 

Alimentos 44.2 70 0.60 206.00 

Papel 55.8 6 2.36 814.86 

 

 

 

Figura 31. Comportamiento de la generación de biogás obtenido por Martin et al. (1997) para cuatro reactores 

bajo digestión en estado sólido por lote.  

 

 

 

Figura 32. Evolución de la composición de metano contenido en el biogás para cuatro reactores bajo digestión 

en estado sólido por lote montados por Martin et al. (1997).  
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5.2 Consideraciones preliminares 

 

Debido al tipo de materia orgánica empleada en la composición de los reactores, pues presenta 

materia orgánica no hidrolizada (pasta y arroz, 𝑀𝑂𝑁𝐻 = 0.535 kg) y materia orgánica 

hidrolizada (𝑀𝑂𝐻 = 0.062 kg), además de que no se colocó materia inerte, se optó por realizar 

algunas modificaciones a los modelos respecto a las especies participantes para observar si 

existían diferencias significativas entre cada una de las respuestas, por lo cual se propusieron 

ciertas condiciones iniciales bajo los siguientes tres casos:  

i) 𝐴0 = 𝑅0, donde 𝑅0 = 𝑀𝑂𝑁𝐻 +𝑀𝑂𝐻, esto es, sin los residuos rápidamente 

biodegradables en las reacciones globales, i.e. como se presentaron los modelos en 

el Capítulo 3; 

ii) 𝑅0 = 𝑀𝑂𝑁𝐻 y 𝐴0 = 𝑀𝑂𝐻 ;   

iii) 𝑅0 = 𝑀𝑂𝑁𝐻 +𝑀𝑂𝐻 y 𝐴0= 0,  

por lo que para estos dos últimos casos se debe de tomar en cuenta la cinética de 𝑅.  

 

 

Nótese que en la composición de los reactores no existe la fracción de 𝑀, por lo que se 

excluyen de la cinética. De esta forma, los modelos a considerar son el MOA, ecs. (41-45), y el 

MOAB, ecs. (46-51), pues incluyen 𝐴 en sus reacciones globales. En la sección siguiente se 

muestran las correcciones hechas a dichos modelos, que se mencionaran como MOAe y 

MOABe, para poder aplicarlos a los datos experimentales de Martin et al.  

 

 

 

5.3 Reacciones globales de los modelos  

 

5.3.1 Modelo MOAe. Para este modelo se partió del modelo MOA, ec. (42-46), y se incluyó 

en las reacciones globales la degradación de 𝑅, ec. (59):  

 

𝑅
𝑘1
→2.5𝐴, (59) 

𝐿
𝑘2
→2.5𝐴, (60) 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  
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𝐴
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4. (61) 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜,  

𝐴
𝑘3𝑡

−ℎ

→   0. (62) 

 

 

5.3.2 Modelo MOABe. Como base de este modelo se uso el modelo MOAB, ec. (47-52), y 

también se consideró la degradación de 𝑅 en las reacciones globales, ec. (63):  

 

𝑅
𝑘1
→2.5𝐴, (63) 

𝐿
𝑘2
→2.5𝐴, (64) 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  

𝐴 +𝐵
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4 + 2𝐵. 
(65) 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜,  

𝐵
𝑘4
→ 𝑑𝑒𝑠𝑎𝑝𝑎𝑟𝑖𝑐𝑖ó𝑛. (66) 

 

 

 

5.4 Sistema de ecuaciones diferenciales 

ordinarias de los modelos 

 

5.4.1 Modelo MOAe. El sistema de EDO para el modelo MOAe es: 

 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑅, (67) 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿, (68) 
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𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘1𝑅 + 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ𝐴. (69) 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

=𝑘3𝑡
−ℎ𝐴. (70) 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜,  

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

=0. (71) 

 

 

5.4.2 Modelo MOABe. Luego, el sistema de EDO para el modelo MOABe es: 

 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑅, (72) 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿, (73) 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘1𝑅 + 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ𝐴𝐵, (74) 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  

𝑑𝐵

𝑑𝑡
=2𝑘3𝑡

−ℎ𝐴𝐵. (75) 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜,  

𝑑𝐵

𝑑𝑡
=−𝑘4𝐴𝐵. (76) 

𝐸𝑛 𝑎𝑚𝑏𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠,  

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

=𝑘3𝑡
−ℎ𝐴𝐵. (77) 
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En la Tabla 23 se muestra un resumen sobre la conformación de los modelos MOAe y MOABe 

y se incluyen los sistemas de EDO para los tres casos mencionados en la sección 4.2. En 

ambos modelos 𝛽 afecta la concentración inicial de 𝑅 y 𝐿. 
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Tabla 23. Reacciones globales de los modelos MOAe y MOABe, ecs. (67-71) y ecs. (72-77), respectivamente, y los sistemas de ecuaciones diferenciales 

ordinarias asociados, para la simulación de los datos experimentales reportados por Martin et al. (1997). 

MODELO REACCIONES GLOBALES 

SISTEMA DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES ORDINARIAS 

 

CASO 1  

(SIN LA CINÉTICA DE R) 

CASOS 2 Y 3  

(CON LA CINÉTICA DE  R) 

M
O

A
e
 𝑅

𝑘1
→2.5𝐴 

𝐿
𝑘2
→2.5𝐴 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠: 

𝐴
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 

𝐴
𝑘3𝑡

−ℎ

→   0 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ𝐴 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠: 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

=𝑘3𝑡
−ℎ𝐴 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

=0 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑅 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘1𝑅+ 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ𝐴 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

=𝑘3𝑡
−ℎ𝐴 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

=0 

M
O

A
B

e
 𝑅
𝑘1
→2.5𝐴 

𝐿
𝑘2
→2.5𝐴 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠: 

𝐴 +𝐵
𝑘3𝑡

−ℎ

→   𝐶𝐻4 + 2𝐵 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 

𝐵
𝑘4
→ 𝑑𝑒𝑠𝑎𝑝𝑎𝑟𝑖𝑐𝑖ó𝑛 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ𝐴𝐵 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 2𝑘3𝑡

−ℎ𝐴𝐵 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= −𝑘4𝐴𝐵 

𝐸𝑛 𝑎𝑚𝑏𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

=𝑘3𝑡
−ℎ𝐴 𝐵 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝑘1𝑅 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −𝑘2𝐿 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 2.5𝑘1𝑅+ 2.5𝑘2𝐿 − 𝑘3𝑡

−ℎ𝐴𝐵 

𝑆𝑖 𝐴 < 𝐴𝐶 , 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
=2𝑘3𝑡

−ℎ𝐴𝐵 

𝐸𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= −𝑘4𝐴𝐵 

𝐸𝑛 𝑎𝑚𝑏𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 

𝑑𝐶𝐻4
𝑑𝑡

=𝑘3𝑡
−ℎ𝐴 𝐵 
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5.5 Valores de constantes cinéticas y 

concentraciones iniciales 

 

En primer lugar, se convirtieron las unidades de las constantes cinéticas usadas en los modelos 

MOA y MOAB de año-1 a día-1, con lo que el valor de las constantes cinéticas de Hoeks, i.e. 

𝑘1 = 1.14 año-1 = 3.12x10-3 día-1 y 𝑘2 = 0.05 año-1 = 1.37x10-4 día-1 para 𝑅 y 𝐿, respectivamente. 

Luego, para la constante cinética de la metanogénesis se obtuvo a partir del modelo MOA, ec. 

(42-46), 𝑘3 = 0.1 año-1 = 2.7397x10-4 día-1 ~ 1x10-4 día-1 y, por otro lado, del modelo MOAB, ec. 

(47-52),  𝑘3  = 1x10-4 año-1+h = 2.7397x10-7 día-1+h ~ 1x10-7 día-1+h. Además, para este último 

modelo también se convirtió la constante de inhibición, 𝑘4 = 1x10-6 año-1 = 2.7397x10-9 día-

1 ~ 1x10-9 día-1. Se utilizaron los mismos valores para los errores relativo y absoluto de los 

modelos MOA y MOAB. Sin embargo, bajo estos valores el modelo MOA, aún sin inhibición, 

alcanza una conversión del 0.3% y para el modelo MOAB es casi 0%, ambos con 𝐴0 = 𝑅0. De 

esta forma, ambos modelos no son estables ante el cambio de los valores de las constantes 

cinéticas, por lo que se realizó una exploración del sistema bajo el mismo orden de magnitud de 

los valores antes de su conversión pero en términos de la unidad día-1. Luego, para 𝑅 y 𝐿 se 

usó 𝑘1 = 1 día-1 y 𝑘2 = 0.01 día-1, respectivamente. El modelo MOAe implicó para la constante 

cinética de la metanogénesis, 𝑘3 = 0.1 día-1+h, por otro lado, para el modelo MOABe se usaron 

𝑘3 = 0.01 día-1+h y 𝑘4 = 1x10-4 día-1, siendo esta última la constante de inhibición de las 

bacterias metanógenas. Además, se utilizó 𝐵0 = 0.01 kg. 

 

 

Por otro lado, se emplearon ℎ = 1/3 y ℎ = 1/5, i.e. 𝑑𝑠 = 1. 3̅ y 𝑑𝑠 = 1.6, respectivamente (véase 

la sección 2.4). El valor ℎ = 1/5 fue seleccionado debido a la baja tortuosidad que un material 

lentamente biodegradable como el papel debe otorgar al medio de reacción, es decir, la 

conexidad del medio es mayor al no haber un material inerte y, en consecuencia, el medio está 

más correlacionado por sólo contar con papel y alimentos. Luego, ℎ = 1/5 representa un medio 

más conexo que ℎ = 1/3. Recuérdese que ℎ = 0 representa una cinética clásica donde 𝑑𝑠 = 2.  
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5.6 Resultados y su análisis 

 

5.6.1 Inclusión del factor de percolación en MOAe y MOABe. En la Tabla 24 se 

muestra el intervalo de rendimiento total determinado con h = {1/5, 1/3} y  = {1/4, 2/3} para los 

modelos mencionados. En los casos experimentales aquí tratados, este es el rendimiento que 

reportaron Martin et al. (1997). Debido a esto, los rendimientos son altos en comparación a lo 

visto en los capítulos precedentes. En general, los rendimientos de ambos modelos con 

fractalidad y el factor de percolación son ~25-68%, y en consecuencia ambos son capaces de 

reproducir el rendimiento del reactor A (64.7%) pero no el de B (7.3%). Al emplear el factor de 

percolación en este sistema, donde no existe una fracción inerte, y comparar sus resultado con 

los obtenidos en los experimentos, se encuentra que en el reactor A se formaron los racimos 

de percolación, incluido el infinito, que protegieron a las zonas metanógenas de la inhibición 

ácida, a diferencia del reactor B, en donde no se lograron consolidar estas zonas y, por lo cual, 

hubo un bajo rendimiento total. Nótese que MOABe bajo  = 1/4 no inhibe la capacidad del 

sistema de generar metano, en contraste con el resultado para el modelo MOAB, ecs. (47-50, 

52), como se expuso en la sección 4.2, lo que se atribuye a la dependencia del modelo 

dinámico complejo de las condiciones iniciales. 

 

 

Tabla 24. Intervalo de rendimiento total de los modelos MOAe, ecs. (67-71) y MOABe, ecs. (72-77), con           

h = {0, 1/5, 1/3} y  = {1/4, 2/3, 1}. 

h  
MOAe MOABe 

CASO 1 CASO 2 CASO 3 CASO 1 CASO 2 CASO 3 

0 1 102.5 98.9 98.5 102.1 98.5 98.1 

1/5 
2/3 68.2 65.9 65.6 68.1 65.7 65.4 

1/4 25.6 24.7 24.6 25.5 24.6 24.5 

1/3 
2/3 68.0 65.6 65.3 68.0 65.7 65.4 

1/4 25.5 24.6 24.5 25.5 24.6 24.5 

 

 

5.6.2 Modelo MOAe en el caso 1, 𝑨𝟎 = 𝑹𝟎. Para el caso 1 se tiene que 𝛼 = 𝑅0 𝐿0⁄ = 

0.597 kg / 2.36 kg = 0.253. La Tabla 25 muestra los rendimientos totales obtenidos, así como 
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los valores empleados para ℎ y 𝐴𝐶 , tanto para el reactor A como para el B. Para ambos, los 

rendimientos fueron alcanzados bajo ℎ = 1/3 y ℎ = 1/5 (64.7% para el rector A y 7.3% para el B). 

No obstante, el comportamiento entre las curvas de la simulación y los datos experimentales 

coinciden muy poco para el reactor A, pues esta característica únicamente sucede en los 

primeros 40 días y en el último tercio de la experimentación, ver Figura 33. Lo contario es para 

el reactor B, para el cual se obtuvo una gran coincidencia con los datos, en especial con           

ℎ = 1/5, véase la Figura 34. También obsérvese que, en ambos reactores, ℎ = 1/3 permite que 

la evolución de 𝐴 alcance un máximo y, al contrario con  ℎ = 1/5, que exhibe sólo decaimiento.  

 

 

Tabla 25. Rendimientos obtenidos con el modelo MOAe, ecs. (67-71), en el caso 1 para la 

generación de metano de los reactores montados por Martin et al. (1997). 

REACTOR  h AC  (kg) %R 

A 

0.253 

1/5 0.3096 64.6990 

1/3 0.4347 64.6912 

B 
1/5 0.0560 7.2996 

1/3 0.1136 7.2995 

 

 

 

 

a) h = 1/5 

 

b) h = 1/3 
Figura 33. Comparación de la evolución de la generación de metano (CH4, línea continua azul) del modelo 

MOAe, ecs. (67-71), para el caso 1 y los datos experimentales de Martin et al. (1997) para el reactor A (círculos 
verdes), con h = {1/5,1/3}. Sólo en la etapa del último tercio coinciden para ambos valores de h. También se 

muestra el comportamiento de la especie A (línea discontinua roja).  
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a) h = 1/5 

 

b) h = 1/3 
Figura 34. Comparación de la evolución de la generación de metano del modelo MOAe, ecs. (67-71), para el 

caso 1 y los datos experimentales de Martin et al. (1997) para el reactor B. Se observa una gran coincidencia entre 
estos, sobre todo con h = 1/5.  

 

 

5.6.3 Modelo MOABe en el caso 1, 𝑨𝟎 = 𝑹𝟎. Con el modelo MOABe, ecs. (72-77), se 

alcanzo un rendimiento semejante al obtenido para el reactor A (64.7%), ver Tabla 26. No se 

logró lo mismo para el reactor B (7.3%), ya que el sistema no permitió rendimientos por debajo 

del 16%. Nótese que ℎ = 1/3 permite un mayor nivel de acidez para generar un rendimiento 

semejante que ℎ = 1/5 (véanse la Tabla 26 y la Figura 35). El comportamiento de la curva de 

𝐶𝐻4 no coincidió con los datos experimentales excepto hacia el último tercio de tiempo que 

abarco el experimento. Hay que resaltar la diferencia cualitativa entre las curvas de la especie 𝐴 

descrita por este modelo y el MOAe, ver Figura 34. 

 

 

Tabla 26. Rendimientos obtenidos con el modelo MOABe, ecs. (72-77), en el caso 1 para la 

generación de metano de los reactores montados por Martin et al. (1997). El sistema no logra 
alcanzar el rendimiento del reactor B. 

REACTOR B0  h AC  (kg) %R 

A 0.01 0.253 
1/5 0.6790 64.5587 

1/3 0.7539 63.0342 

 

 

0 200 400 600
0

20

40

60

80

Tiempo (día)

V
o

lu
m

e
n

 C
H

4
 (

m
3
)

0 200 400 600
0  

0.15

0.30

0.45

0.60

A
 (

k
g

)

0 200 400 600
0

20

40

60

80

Tiempo (día)

V
o

lu
m

e
n

 C
H

4
 (

m
3
)

0 200 400 600
0  

0.15

0.30

0.45

0.60

A
 (

k
g

)



CAPÍTULO 5. Aplicación del modelo dinámico complejo a datos de reactores 

 

- 92 - 
 

 

a) h = 1/5 

 

b) h = 1/3 
Figura 35. Comparación de la evolución de la generación de metano del modelo MOABe, ecs. (72-77), para el 

caso 1 y los datos experimentales de Martin et al. (1997),  para el reactor A con h = {1/5, 1/3}. Se observa una 
coincidencia en el último tercio de la experimentación.  

 

 

5.6.4 Modelo MOAe en el caso 2, 𝑹𝟎 = 𝑨𝑵𝑯 y 𝑨𝟎 = 𝑨𝑯 . En este caso, 𝛼 = 𝑅0 𝐿0⁄ =

 0.535 kg / 2.36 kg = 0.2267. La Tabla 27 muestra los rendimientos obtenidos con la simulación, 

muy cercanos a los experimentales, 64.7% para el rector A y 7.3% para el B. Respecto a la 

evolución del reactor A, sólo se aprecia en la Figura 36 una coincidencia significativa hacia el 

último tercio de la experimentación como en el caso 1; esto no sucede con el reactor B, para el 

cual se observa una gran similitud con ℎ = 1/5 durante toda la experiencia, ver Figura 37. El 

comportamiento de 𝐴 es semejante al visto en el caso 1: con ℎ = 1/3 se alcanza un máximo y 

con ℎ = 1/5 hay sólo decaimiento. 

 

 

Tabla 27. Rendimientos obtenidos con el modelo MOAe, ecs. (67-71), en el caso 2 para la 

generación de metano de los reactores montados por Martin et al. ( 1997).  

REACTOR  h AC  (kg) %R 

A 

0.2267 

1/5 0.3050 64.6987 

1/3 0.4275 64.6965 

B 
1/5 0.0560 7.2997 

1/3 0.1121 7.2991 
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a) h = 1/5 

 

b) h = 1/3 
Figura 36. Comparación de la evolución de la generación de metano del modelo MOAe, ecs. (67-71), para el 

caso 2 con h = {1/3, 1/5} y los datos experimentales de Martin et al. (1997),  para el reactor A. Se observa una 
coincidencia en el último tercio del experimento. 

 

 

 

a) h = 1/5 

 

b) h = 1/3 
Figura 37. Comparación de la evolución de la generación de metano del modelo MOAe, ecs. (67-71), caso 2 y los 

datos experimentales de Martin et al. (1997) para el reactor B. Existe una gran coincidencia, sobre todo con h = 1/5.  

 

 

5.6.5 Modelo MOABe en el caso 2, 𝑹𝟎 = 𝑨𝑵𝑯 y 𝑨𝟎 = 𝑨𝑯 . De nueva cuenta el modelo 

MOABe, ecs. (72-77), sólo permitió obtener el rendimiento para el reactor A (64.7% de 

rendimiento experimental), ver Tabla 28. Este modelo no admitió obtener rendimientos menores 

al 28%, por lo que el reactor B (7.3%) no se incluye. Respecto a la evolución de la generación 

de metano, el reactor A coincidió sólo en el último tercio de la experimentación (Figura 38) para 

ℎ = {1/5, 1/3}. Como en el caso 1, se observa una curva de 𝐴 muy amplia.  
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Tabla 28. Rendimientos obtenidos con el modelo MOABe, ecs. (72-77), en el caso 2 para la 

generación de metano de los reactores montados por Martin et al. (1997)  

REACTOR B0  h AC  (kg) %R 

A 0.01 0.2267 
1/5 0.6293 64.0054 

1/3 0.7389 63.4214 

 

 

 

a) h = 1/5 

 

b) h = 1/3 
Figura 38. Comparación de la evolución de la generación de metano del modelo MOABe, ecs (72-77), para el 

caso 2 y los datos experimentales de Martin et al. (1997), para el reactor A con h = { 1/3, 1/5 } . Se observa una 
coincidencia en el último tercio del experimento.  

 

 

5.6.6 Modelo MOAe en el caso 3, 𝑹𝟎 = 𝑨𝑵𝑯 + 𝑨𝑯 y 𝑨𝟎 = 𝟎. Para el caso 3,            

𝛼 = 𝑅0 𝐿0 =⁄  0.597 kg / 2.36 kg = 0.253. Con la simulación de la generación de metano es 

posible obtener los rendimientos de la experimentación, i.e. para el reactor A de 64.7% y para el 

B de 7.3% bajo ℎ = {1/3, 1/5}, ver la Tabla 29. El comportamiento de las curvas se presenta 

como ya se ha visto en el modelo MOAe: la curva del reactor A sólo coincide en el último tercio 

(Figura 39) y la del reactor B muestra una mayor semejanza sobre todo con ℎ = 1/5 (Figura 40). 

De la misma forma, las curvas de la especie 𝐴 también toman el comportamiento antes 

observado: si ℎ = 1/3, se observa un máximo, pero cuando ℎ = 1/5 hay un decaimiento.  
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Tabla 29. Rendimientos obtenidos con el modelo MOAe, ecs. (67-71), en el caso 3 para la 

generación de metano de los reactores montados por Martin et al. (1997).  

REACTOR  h AC  (kg) %R 

A 

0.253 

1/5 0.3048 64.6991 

1/3 0.4268 64.6942 

B 
1/5 0.0559 7.2999 

1/3 0.1122 7.2999 

 

 

 

a) h = 1/5 

 

b) h = 1/3 
Figura 39. Comparación de la evolución de la generación de metano del modelo MOAe, ecs. (67-71), para el 

caso 3 con h = {1/5, 1/3} y los datos experimentales de Martin et al. (1997) para el reactor A. Sólo en la etapa del 
último tercio coinciden.  

 

 

 

a) h = 1/5 

 

b) h  = 1/3 
Figura 40. Comparación de la evolución de la generación de metano del modelo MOAe, ecs. (67-71), para el 

caso 3 con h = {1/5, 1/3} y los datos experimentales de Martin et al., 1997 para el reactor B. Existe una gran 
coincidencia, especialmente con h = 1/5.  
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5.6.7 Modelo MOABe en el caso 3, 𝑹𝟎 = 𝑨𝑵𝑯+ 𝑨𝑯 y 𝑨𝟎 = 𝟎. El rendimiento logrado 

con el modelo MOABe para este caso fue cercano al valor experimental de 64.7% obtenido 

para el reactor A (ver Tabla 30), aunque no fue posible simular el rendimiento para el reactor B 

(7.3%) debido a que no se lograron alcanzar rendimientos menores al 15%. La evolución de la 

generación de metano sólo coincide en el último tercio de la experiencia del reactor A (Figura 

41), en donde se observa, como en los otros casos, un máximo amplio en la evolución de la 

especie 𝐴.  

 

 

Tabla 30. Rendimientos obtenidos con el modelo MOABe, ecs. (72-77), en el caso 3 para la 

generación de metano del reactor A montado por Martin et al. (1997).  

REACTOR B0  h AC  (kg) %R 

A 0.01 0.253 
1/5 0.6248 64.0012 

1/3 0.7402 64.0644 

 

 

 

a) h = 1/5 

 

b) h = 1/3 
Figura 41. Comparación de la evolución de la generación de metano del modelo MOABe, ecs. (72-77), para el 

caso 3 con h = { 1/5, 1/3 } y los datos experimentales de Martin et al. (1997) para el reactor A. Sólo en la etapa del 
último tercio coinciden.  
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5.7 Discusión 

 

Todos los datos experimentales aquí expuestos fueron obtenidos directamente de las gráficas 

publicadas por Martin et al. (1997), por lo que no se descarta la introducción de errores de tipo 

humano por extraer de esta forma los mismos. Por otro lado, dichos autores no reportaron el 

rendimiento ni el volumen total de metano obtenido de sus experimentos. Los modelos 

presentaron rendimientos cercanos a cero bajo los valores de las constantes cinéticas de Hoeks 

y las demás constantes de los modelos MOA, ecs. (42-46), y MOAB, ecs. (47-52), al realizar la 

conversión de unidades (año-1 a día-1), por lo que se escogieron otros valores (permaneció el 

orden de magnitud) que facilitaran el seguimiento de la cinética de los datos experimentales. 

Esto último revela la dependencia de ambos modelos a las condiciones iniciales.  

 

 

La comparación de los resultados experimentales y los intervalos de rendimiento debidos al 

factor de percolación (𝛽) muestran que tanto el modelo MOAe como el MOABe son capaces de 

estimar la generación de metano si se forman las zonas permeables y reactivas en el medio 

heterogéneo. Si esto no sucede, la inhibición ácida producirá bajísimos rendimientos. En estos 

experimentos, se obtuvo la máxima generación de metano debida a la participación de todos los 

racimos de percolación (𝛽 = 2/3), incluido el infinito, pero no se logró obtener la causada por 

sólo por este último (𝛽 = 1/4), lo que se atribuye a la incapacidad del papel para formar 

exclusivamente este tipo de geometría bajo cierto tipo de distribución espacial de la carga, por 

lo que pudo haber habido alguna diferencia de conformación entre el reactor A y B para que 

éste generara tan poco metano (7.3%).  

 

 

Los resultados de los modelos bajo el nivel de acidez crítico (𝐴𝐶) demuestran que el rendimiento 

experimental de los reactores A y B puede ser obtenido por el modelo MOAe, en oposición al 

modelo MOABe, que no logró reproducir el rendimiento del reactor B. Ambos modelos no 

exhiben sensibilidad significativa a 𝛼 ni a los tres casos propuestos para la concentración inicial 

de 𝑅 y 𝐴. Se utilizaron dos valores de ℎ: 1/5 y 1/3. Estos valores de ℎ se escogieron para 

representar diferentes niveles de conexidad del medio: ℎ = 1/5 representa un medio más 

conexo que ℎ = 1/3, i.e. al no haber una fracción inerte, el papel permitió un medio de reacción 

con un menor impedimento al transporte del sustrato hacia las zonas metanógenas, lo que 

propicia que no haya un acumulamiento del mismo y, en consecuencia, una alta inhibición del 
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sistema. Esta situación se observa claramente en el comportamiento de 𝐴 en el modelo MOAe, 

pues con ℎ = 1/3 se observa un máximo pequeño que se forma después de un pico inicial, pero 

si se emplea ℎ = 1/5, sólo hay un decaimiento. Esta situación permitió simular mejor el primer 

tercio de la experiencia en el reactor B con ℎ = 1/5 que con ℎ = 1/3. Así, el papel, un residuo 

lentamente biodegradable, actúan como amortiguador de la acidez generada por la 

descomposición de 𝑅.  

 

 

Por su parte, en el modelo MOABe los altos niveles de acidez encontrados para el reactor A (~2 

veces mayores en comparación al modelo MOAe), son consumidos hacia el último tercio de la 

simulación, donde coinciden la curva de generación de metano con los datos experimentales 

del reactor A. El comportamiento de los datos del reactor B no fue representado con el modelo 

MOABe debido a que alcanza rendimientos de 16%, 28% y 15%, para los caso 1, 2 y 3, 

respectivamente, sin poder llegar al rendimiento experimental de 7.3%. Al comparar ambos 

modelos, el modelo MOAe permite niveles de acidez críticos más restrictivos (de menor valor), 

ya que alcanza rendimientos hasta del 7.3% (reactor B), lo cual no lo concede el modelo 

MOABe debido a la baja capacidad de 𝐵 para consumir 𝐴, por lo que se forman curvas muy 

amplias de esta especie.  

 

 

De lo anterior, el modelo MOAe tiene el mejor comportamiento al reproducir los rendimientos se 

ambos reactores. Aunado a esto, coincide con los datos experimentales del reactor A en el 

inicio y el último tercio de la experiencia y también reproduce con mayor similitud los datos del 

reactor B (7.3% de rendimiento) bajo ℎ = 1/5.  

 

 

 

5.8 Conclusiones 

 

El modelo MOAe es útil para reproducir el rendimiento y el comportamiento del metano de 

reactores anaerobios sin agitación y bajo contenido hídrico (digestión en estado sólido en lote) 

sin residuos inertes ni 𝑀, ya sea para un máximo (reactor A) o casi un nulo rendimiento (reactor 

B). El papel dio menor tortuosidad a este sistema, por lo que fue acertado usar ℎ = 1/5 en los 

modelos. 
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La diferencia tan grande entre los rendimientos de los reactores A y B se debe a la distribución 

espacial de los residuos al momento del llenado de los mismos, pues las condiciones químicas 

iniciales fueron las mismas. Esta es la razón de que se hayan formado los racimos de 

percolación o no, i.e. que el rendimiento del reactor A (64.7%) sea tan cercano al rendimiento 

de 𝛽 = 2/3 (~68%) o, al contrario, el bajo rendimiento del reactor B (7.3%). No obstante, en este 

trabajo no es posible dar más detalles al respecto. Lo que sí se puede decir, es que el papel, en 

un reactor de pequeñas dimensiones, es apto para propiciar altos rendimientos de metano. 

 

 

Hasta aquí se ha desarrollado un modelo cinético que involucra las especies representativas de 

la digestión anaerobia en un medio heterogéneo como es el RS, para conocer la evolución en el 

tiempo de dichas especies bajo una generación continua de metano. Sumado a esto, con el fin 

de estudiar la influencia de la distribución espacial de las especies involucradas en dicha 

cinética y su relación con el racimo infinito de percolación, se realizó un autómata celular que 

permite obtener una generación discreta de metano. En el Capítulo 6 se muestran sus 

resultados preliminares. 
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CAPÍTULO  6
 

 

Autómata celular para la 

generación de metano en 

relleno sanitario. Resultados 

preliminares 

 

 

 

En este trabajo se han presentado modelos dinámicos para la 

estimación de la producción de metano en relleno sanitario a 

partir de la descomposición de la fracción orgánica en 

condiciones propias del sitio, i.e. un sistema anaerobio con 

bajo contenido hídrico y sin agitación. La aplicación de la 

fractalidad y el factor de percolación a estos sistemas 

dinámicos, debido a la heterogeneidad del relleno sanitario, 

han revelado la necesidad de entender a profundidad la 

relación espacial entre las variables de los modelos, 

específicamente entre las bacterias metanógenas y las zonas 

permeables y reactivas, i.e. el racimo de percolación infinito y 

los demás racimos de percolación. El autómata celular es una 

herramienta idónea para tal fin, cuyos resultados 

preliminares muestran que, en el racimo de percolación 

infinito, tanto los residuos lentamente biodegradables como 

los inertes protegen a las bacterias metanógenas frente a la 

inhibición ácida. Asimismo, estos residuos conforme se van 

agrupando en zonas correlacionadas permiten una mayor 

generación de metano.   
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6.1 Autómata celular 

 

John von Neumann en 1948 planteó que un proceso tan complejo como la vida (supervivencia, 

reproducción y evolución de formas complejas de organización), puede ser reducida a la 

dinámica de varios procesos primitivos, simples e iguales capaces de interactuar y mantener 

sus características. Inicialmente, von Neumann consideró la interacción de vórtices y partículas 

en algún caldo primigenio, lo cual resultó, en un modelo intratable, por lo que a sugerencia de 

Stanislaw Ulam, adoptó una aproximación totalmente discreta: espacio, tiempo y cualquier 

variable dinámica, fueron tratadas de esta forma. Así von Neumann se anticipó mediante el 

autómata celular autorreproducible a las funciones duplicativas del DNA (Vichniac, 1984). 

 

 

Un autómata celular es un sistema que puede adoptar un mayor número de grados de libertad 

que un sistema de ecuaciones diferenciales, lo que puede funcionar como una alternativa o un 

complemento de un modelo continuo. Un autómata se describe bajo cinco características 

fundamentales: i) Se conforma por una red (matriz) discreta de sitios (de dos o más 

dimensiones); ii) evoluciona en pasos de tiempo discreto; iii) cada sitio toma valores posibles de 

un conjunto finito, cero o uno en la forma más simple; iv) cada sitio se desarrolla de acuerdo a 

las mismas reglas deterministas; v) las reglas de la evolución de un sitio dependen sólo de sus 

vecinos de alrededor. El autómata celular se considera como una idealización de ecuaciones 

diferenciales parciales, en las cuales el tiempo y el espacio se asumen como variables discretas 

y las variables dependientes toman sus valores de un conjunto finito (Wolfram, 1984). El 

autómata celular tiene aplicaciones en las Matemáticas, la Física, la Química, la Biología y las 

Ciencias de la Computación (Toffoli, 1984; Kier et al., 2005; Deutsch y Dormann, 2005).  

 

 

 

6.2 Construcción del medio del autómata celular 

 

Se construyeron matrices numéricas con la implementación de la Teoría Dual de Sitios y 

Enlaces a través de la metodología establecida por Cordero (1998), con base en un proceso de 

Monte Carlo, para la generación de redes de conectividad igual a 4 o redes cuadradas (Figura 

42), bajo la siguiente condición: cada elemento, ya sea sitio o enlace, debe estar en un 

vecindario con elementos similares, i.e. se restringe la diferencia entre tamaños, característica 
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representada con el parámetro de amortiguamiento 𝜆 (Domínguez et al., 2001; Felipe et al., 

2005). Luego, la elección de los enlaces se realizó bajo una distribución uniforme en un 

intervalo entre 0 y 1 (desviación estándar 𝜎 = 0.2887). También se utilizó una distribución 

uniforme para los sitios 𝑠 = [𝑠1, 𝑠2], de tal forma que 𝑠2 − 𝑠1 = 1. Se obtuvieron matrices de 1000 

x 1000 elementos, tanto de sitios como de enlaces. La conformación numérica de las redes se 

efectuó en la minicomputadora administrada por el Dr. Salomón Cordero del Área de 

Fisicoquímica de Superficies de la UAMI (cluster LUFAC, procesador Xeon-Quad-Core con 32 

cores en total y rendimiento de 362.24 Gflops). La cuantificación de la longitud de correlación 

(𝜉) se determino por medio del coeficiente de correlación de una red de sitios, 𝐶𝑥𝑦(𝑟), a través 

de la ecuación dada en Riccardo et al. (1993): 
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donde 𝑥, 𝑦 es un sitio o un enlace y 𝑟 es la distancia entre un par de elementos considerados. 

Los paréntesis angulares 〈… 〉 representan el promedio de todos los conjuntos medidos. Luego, 

para obtener la longitud de correlación entre sitios (𝜉) se sustituye en la siguiente ecuación el 

valor de 𝐶𝑥𝑦(𝑟) y 𝑟 donde 𝐶𝑥𝑦(𝑟) ≤ 0.1 (los puntos por arriba de este valor se consideran como 

ruido): 

 

.
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(79) 

 
 

 

Figura 42. Red cuadrada; cada sitio se conecta con 4 enlaces.  

 
 
Se eligieron tres valores de longitud de correlación para la construcción de las redes para correr 

el autómata celular: 𝜉 = {0, 5.0, 10.0}, y se obtuvieron 𝜉 = {0.1646, 4.9915, 10.0840}, véase la 
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Figura 43. Esta elección se debe a que se tiene una red aleatoria (sin correlación) que es un 

medio conexo (𝜉 = 0.1646), donde ℎ = 0, y dos redes correlacionadas, medios no conexos, 

donde ℎ > 0 (ver sección 2.4).  En la Figura 44 se muestran las gráficas de 𝐶𝑥𝑦  𝑣𝑠 𝑟 para dichas 

redes conformadas con la ec. (79) en Matlab 7 para Windows. 

 

 

 
a)  =0.1646 

 
b)  = 4.9915 

 
c)  = 10.0840 

Figura 43. Redes de conectividad igual a cuatro con diferente longitud de correlación para correr el autómata.  

 

 

 
a)  = 0.1646 

 
b)  = 4.9915 

 
c)  = 10.0840 

Figura 44. Gráficas de Cxy (r) vs. r para tres redes con diferentes longitudes de correlación.  

 

 

También se cuantificó el umbral de percolación (𝑝𝑐) y se obtuvo el racimo de percolación infinito 

en la red de sitios por medio del siguiente algoritmo (Cruz Vázquez, 2012): 

i) Comparar el valor de cada sitio de la red con un valor cercano y más grande que la 

media de su distribución, si es mayor se bloquea el sitio (se asigna 0), en caso contrario, 

es un sitio abierto (vale 1). 

ii) Buscar el racimo de percolación infinito, es decir, el que recorra la red de arriba abajo en 

la matriz binaria generada. 

iii) Dividir el total de los sitios abiertos (con valor 1) entre el número total de sitios, y la 

cantidad resultante se toma como el umbral de percolación (𝑝𝑐).  
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En la Figura 45 se muestra el racimo de percolación infinito formado en cada red correlacionada 

así como todos los racimos de percolación obtenidos a la par del mismo, allí también se 

muestra el valor del umbral de percolación (𝑝𝑐). Aquí obsérvese que a mayor valor de 𝜉, los 

sitios con valores semejantes se avecinan en zonas bien definidas, y los racimos de percolación 

infinitos muestran menos huecos en el área que delimitan, esto tiene una relación directa con 𝑝𝑐 

y 𝑑𝑓, que para cada red se cuantificó con FracLag de ImageJ, ver la Tabla 31. Nótese que entre 

la red 1 (𝜉~0) y la red 2 (𝜉~5), 𝑝𝐶 y 𝑑𝑓 muestran una tendencia creciente pero entre la red 2 

(𝜉~5) y la red 3 (𝜉~10) esta tendencia es decreciente. Este comportamiento se atribuye al 

incremento del valor de 𝜉 pues se pierde el nivel de irregularidad o fragmentación del racimo de 

percolación infinito (Cruz et al., 2011) al formarse zonas cada vez más diferenciadas.  

 

 

  
a)  = 0.1646, pc = 0.5919 

  
b)  = 4.9915, pc = 0.6423 

 
c)  = 10.0840, pc = 0.4777 

Figura 45. Racimos de percolación infinito de las redes a usar para el autómata. Se muestran también los 

demás racimos que se formaron a la par del mismo.  

 

 

Tabla 31. Valores de , pc y df de las redes empleadas en el autómata celular.  

RED   pc df 

1 0.1646 0.5919 1.6709 

2 4.9915 0.6423 1.7827 

3 10.0840 0.4777 1.6358 
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6.3 Reglas del autómata celular 

 

El autómata celular se planteó para conocer la evolución espacial de la digestión anaerobia de 

la fracción orgánica de los RSU en RS. La complejidad del sistema llevó a considerar las 

especies y los procesos mayormente significativos para generar una herramienta fácil de 

manejar, cuyos resultados permitieran una visualización global del proceso y al mismo tiempo 

local. Las especies a considerar son cinco: i) 𝑅, ii) 𝐿, iii) residuos inertes (𝐼), iv) 𝐵 y v) 𝐴, 

distribuidas cada una en matrices numéricas cuadradas (redes) y cuyas entradas 𝑖, 𝑗 son las 

celdas. En cada una de estas redes se plasma la presencia o ausencia de una especie por 

medio de la asignación de un número entero: 1 o 0, respectivamente. El sistema considera 

fronteras periódicas. La configuración inicial de las redes está dada por una distribución 

aleatoria uniforme de los RSU en función de la composición nacional (en masa): 40% de 𝑅, 

30% de 𝐿 y 30% de 𝐼. El autómata aquí estudiado necesariamente debe contar con 𝑅 y 𝐿 para 

su correcto funcionamiento. Staley et al. (2011) encontraron que sólo en las zonas húmedas se 

genera metano, por lo que aquí se propone que la fracción de materia orgánica que participa en 

la producción de este gas es aquella que se localiza precisamente en el racimo de percolación 

infinito, donde sólo las celdas que contengan 𝐿 pueden contener a las bacterias metanógenas, 

pues este tipo de residuos es el que aporta los metanógenos al RS (Barlaz, 2000). En el 

autómata también se considera que no es posible la supervivencia de las bacterias 

metanógenas a ciertos niveles de acidez (Martin, 2001): no se deben colocar bacterias en una 

celda ocupada por 𝑅 y pueden ser inhibidas bajo cierta cantidad de partículas de 𝐴. Se optó por 

colocar una sola bacteria metanógena (Bunde et al., 1985), para explorar el funcionamiento del 

autómata, aproximadamente a la mitad de la red. En la Figura 46 se muestra la distribución de 

los residuos y la celda de 𝛽 en el racimo de percolación infinito (la zona permeable y reactiva) 

de cada una de las redes. En la Tabla 32 se muestra un acercamiento al vecindario de la celda 

generadora (la celda de 𝐵) a diez vecinos, se escogió este valor para poder comparar con la red 

de mayor longitud de correlación (𝜉 = 10.0840). Después, se obtuvieron los porcentajes de cada 

residuo en esta área y se observó que disminuyen las cantidades de 𝐼 así como de 𝐿 y, 

aumenta la presencia de 𝑅 conforme es mayor la longitud de correlación. Así, la celda 

generadora en la red 1 se encuentra en una zona donde todos los residuos están en la misma 

proporción (aproximadamente en este vecindario), en la red 2 se encuentra en una zona 

dominada por 𝐼 y, en el caso de la red 3, en una zona dominada por 𝑅. En este trabajo se 

asume una invariabilidad de la distribución de los residuos en el tiempo, es decir, no se 
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consideran hundimientos. Las redes aquí mostradas se realizaron en Matlab 7 para Windows. 

Hasta aquí el establecimiento de las condiciones iniciales del medio. En seguida se presentan 

las condiciones para la puesta en marcha del autómata celular. 

 

 

    

a)  = 0.1646, x = 500, y = 500 b)  = 4.9915, x = 501, y = 506 

          

c)  = 10.0840, x = 497, y = 500 

Figura 46. Distribución de R, L e I en las redes a) 1, b) 2 y c) 3, para la corrida del autómata celular (gráfico de 

la izquierda de cada inciso). Las zonas de reacción correspondientes se muestran en el gráfico de la derecha. ZNR 
es la zona no reactiva. Se eligió una celda (posición x, y) que contuviera la especie L para colocar B, 

aproximadamente, en el centro de cada red.  

 

 

Tabla 32. Comparación de los porcentajes de I (cuadros amarillos), R (cuadros verde obscuro) y L (cuadros verde 

claro) respecto a la celda generadora (en el centro con marco blanco) y diez vecinos.  

RED 𝜉 %I %R %L 10 VECINOS 

1 0.1646 30 38 32 

 

2 4.9915 43 21 36 

 

3 10.0840 4 78 18 
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La evolución del autómata se realiza en cuatro procesos: i) la producción de ácido, esto es, 

hidrólisis, acidogénesis y acetogénesis en un paso, ii) la metanogénesis, iii) la difusión de ácido 

y, iv) la inhibición de 𝐵. Estos procesos no afectan a 𝐼. Un recorrido completo a la red se le 

nombra como un paso de Monte Carlo (𝑃𝑀𝐶). La secuencia de los cuatro procesos 

involucrados en el autómata es la siguiente:  

i) Producción de ácido: se realiza a partir de una partícula 𝑅 o 𝐿, por lo que en la celda 

(𝑖, 𝑗) se dispone de cierta cantidad de partículas 𝐴 según se trate de uno u otro tipo. 

Luego, para 𝑅 se colocan 100 partículas y 300 para 𝐿. Todas las partículas de 𝐴 

provenientes de 𝑅 se colocan en 𝑃𝑀𝐶 = 0, por otro lado, las partículas 𝐴 de 𝐿 se 

liberan en pequeñas cantidades en cada 𝑃𝑀𝐶.  

ii) Metanogénesis: implica que la celda generadora de metano (𝐵) contenga el número 

de partículas 𝐴 necesario para tal proceso, aunque puede ser inhibida si se rebasa 

cierto nivel de acidez.  

iii) Difusión de ácido: el transporte de esta especie requiere previamente de la elección 

al azar de una celda para efectuar el movimiento de la especie 𝐴. Dicha elección se 

realiza entre los primeros cuatro vecinos. Se excluye el movimiento hacia una celda 

con 𝐼.  

La ejecución del autómata finaliza después de 100 𝑃𝑀𝐶. El diagrama de flujo del proceso 

principal del autómata celular se muestra en la Figura 47. La Tabla 33 resume las 

características de cada especie participante en el autómata.  

 

 

Figura 47. Diagrama de flujo del proceso principal del autómata celular.  
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Tabla 33. Características de cada especie asociada al autómata celular.  

ESPECIE 
CONDICIÓN 

INICIAL 
MOVIMIENTO PRODUCTO 

Residuo inerte (I) Celda ocupada o no No No reacciona 

Residuo rápidamente 
biodegradable (R) 

Celda ocupada o no No 100 partículas de ácido 

Residuo lentamente 
biodegradable (L) 

Celda ocupada o no No 300 partículas de ácido 

Ácido acético (A) Cero partículas 

Al azar entre cuatro 
posiciones. No se 

mueve hacia el 

residuo inerte. 

Metano 

Metano (CH4) Cero partículas No No 

Bacteria metanógena (B) Una partículas No No 

 

 

 

6.4 Planeación de los experimentos  

 

El autómata celular demanda una gran cantidad de variables, a pesar de considerar el sistema 

de forma global. Por lo cual, se planearon los experimentos por medio de números 

adimensionales para simplificar variables y elaborar un mejor análisis de las causas y efectos 

de los fenómenos a tratar. Luego, siete variables significativas se identificaron: 

i) El número total de partículas de metano generadas en cada PMC (𝑁𝑇𝑃𝑀). 

ii) La cantidad de partículas de 𝐴 para generar metano (𝐴𝑚). 

iii) El número de partículas de 𝐴 para difundir (𝐴𝑑). 

iv) La cantidad de partículas de 𝐴 usadas de una partícula de 𝐿 en cada PMC (𝐴𝑙𝑙). 

v) El valor inicial de partículas de 𝐴 provenientes de una partícula de 𝑅 (𝐴𝑅). 

vi) El valor inicial de partículas de 𝐴 a partir de una partícula de 𝐿 (𝐴𝐿). 

vii) El número de partículas de 𝐴 del nivel de acidez crítico (𝐴𝐶). 

El método empleado para la obtención de los números adimensionales fue el de Buckinham o 

Teorema Pi (Knudsen y Katz, 1958), por el cual se hallaron tres de estos números (tres 

cocientes) bajo la forma: 

 

𝑁𝑇𝑃𝑀

𝐴𝑅
= (
 𝐴𝑙𝑙
𝐴𝑚
) (
 𝐴𝐶
𝐴𝑅
). (80) 
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Con estos tres números se configuro la superficie de repuesta bajo el método de configuración 

central (Palasota y Deming, 1992), para cada red. En este método se realizan nueve 

experimentos bajo diferentes combinaciones de ciertos valores para dichos números. 

 
 
 

6.5 Resultados  

 

En la Tabla 34 se muestran los puntos de diseño para cada una de las tres redes propuestas 

para la corrida del autómata celular. Se mantuvieron contantes 𝐴𝐿, 𝐴𝑅, 𝐴𝑑 y 𝐴𝑚 con 300, 100, 

18 y 6 partículas, respectivamente. En consecuencia, 𝐴𝐿 𝐴𝑅⁄  = 3 y 𝐴𝑑 𝐴𝑚⁄  = 3. La difusión se 

realizó bajo condiciones periódicas. Luego, los resultados obtenidos para los puntos de la 

superficie de respuesta de cada una de las redes se colocaron en una tabla con los valores de 

𝐴𝐶 𝐴𝑅⁄ , 𝐴𝑙𝑙 𝐴𝑚⁄  y 𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄ , así como los PMC donde la celda generadora es inhibida. También 

allí se exponen las gráficas de la evolución de las partículas de metano y ácido vs. PMC. A 

continuación, se muestra la ecuación obtenida por el método de composición central y la 

superficie de respuesta resultante de dicha ecuación. Esta última figura incluye la interpolación 

de los puntos utilizados para generar la superficie de respuesta, además con una equis se 

señalan aquellos que presentan inhibición de la celda generadora, aunque se excluye de dicha 

marca a los que hayan mostrado un único tiempo de inhibición. Todos los cálculos aquí 

presentados se elaboraron con Matlab 7 para Windows. 

 

 

Tabla 34. Puntos de diseño de la superficie de respuesta para la ejecución del autómata celular.  

PUNTO x y AC / AR A ll / Am AC A ll 

1 +1 +1 1.5 1.5 150 9 

2 +1 -1 1.5 0.5 150 3 

3 -1 +1 0.5 1.5 50 9 

4 -1 -1 0.5 0.5 50 3 

5-1 0 0 1 1 100 6 

5-2 0 0 1 1 100 6 

5-3 0 0 1 1 100 6 

5-4 0 0 1 1 100 6 

6 +1.41 0 1.705 1 170 6 

7 -1.41 0 0.295 1 30 6 

8 0 +1.41 1 1.705 100 10 

9 0 -1.41 1 0.295 100 2 
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6.5.1 Red 1. Los resultados obtenidos para la red 1 (𝜉 = 0.1646) se muestran en la Tabla 35. 

Obsérvese que la inhibición se produjo en los puntos 3, 4 y 7, en 5, 29 y 41 PMC, 

respectivamente. Para dichos puntos, 𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄ = {0.61, 0.65, 0.48}. No existió inhibición en 

los puntos 1, 2, 5-1, 5-2, 5-3, 5-4, 6, 8 y 9 donde 𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄  = {0.81, 0.90, 0.85, 0.81, 0.86, 0.85, 

0.77, 0.71, 0.69}, respectivamente. En estos puntos la evolución de metano posee una 

tendencia lineal en contraste con los puntos donde hubo inhibición: el punto 3 muestra una 

tendencia de tipo exponencial (como el comportamiento del modelo MO en medio homogéneo, 

ver Figura 11 en la sección 2.8); los puntos 4 y 7 expusieron una larga inhibición de metano 

debido a una gran acumulación de ácido. La ecuación de la superficie de respuesta es la ec. 

(81), la cual se muestra en la Figura 48 junto con los puntos del método para su obtención. En 

esta figura se observa un máximo.  

 

 

Tabla 35. Puntos de diseño de la superficie de respuesta para la red 1 (𝜉 = 0.1646).  

PUNTO AC / AR A ll / Am 

𝑁𝑇𝑃𝑀

𝐴𝑅
 

PMC CON 
INHIBICIÓN 

EVOLUCIÓN 

ÁCIDO METANO 

1 1.5 1.5 0.81 Sin inhibición 

  

2 1.5 0.5 0.90 Sin inhibición 

  

3 0.5 1.5 0.61 
[57,61], 

5 PMC 

  

4 0.5 0.5 0.65 
[9,34]U{65,67}, 

29 PMC 
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Continuación Tabla 35. Puntos de diseño de la superficie de respuesta para la red 1 (𝜉 = 0.1646). 

PUNTO AC / AR A ll / Am 

𝑁𝑇𝑃𝑀

𝐴𝑅
 

PMC CON 
INHIBICIÓN 

EVOLUCIÓN 

ÁCIDO METANO 

5-1 1 1 0.85 Sin inhibición 

  

5-2 1 1 0.81 Sin inhibición 

  

5-3 1 1 0.86 Sin inhibición 

  

5-4 1 1 0.85 Sin inhibición 

  

6 1.705 1 0.77 Sin inhibición 

  

7 0.295 1 0.48 

[14,16]U 

[30,54]U 

{56,57,67}U 

[71,78]U 

{82,83,89}, 

41 PMC   

8 1 1.705 0.71 Sin inhibición 

  

9 1 0.295 0.69 Sin inhibición 
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𝑁𝑇𝑃𝑀

𝐴𝑅
= 0.0422 + 0.9765

𝐴𝐶
𝐴𝑅
+ 0.4338

𝐴𝑙𝑙
𝐴𝑚

− 0.3556(
𝐴𝐶
𝐴𝑅
)
2

− 0.2047(
𝐴𝑙𝑙
𝐴𝑚
)
2

− 0.05 (
𝐴𝐶
𝐴𝑅
) (
𝐴𝑙𝑙
𝐴𝑚
). 

(81) 

 

 

 

a) 
 

b) 

Figura 48. a) Superficie de respuesta obtenida para la red 1 (𝜉 = 0.1646) mediante la ec. (81). También se 

muestran los puntos requeridos en el método de composición central. b) Superficie de respuesta en contornos de 
nivel. Se marcaron con una equis los puntos que mostraron inhibición de la celda generadora de metano. Todos 

los puntos están etiquetados con su número de diseño correspondiente.  

 

 

6.5.2 Red 2. Los resultados obtenidos para la red 2 (𝜉 = 4.9915) se muestran en la Tabla 36 

La inhibición se produjo en los puntos 3, 4, 7 y 8, en 16, 57, 75 y 5 PMC en total con 𝑁𝑇𝑃𝑀 = 

{0.79, 0.37, 0.24,81}, respectivamente. No se encontró inhibición en los puntos 1, 2, 5-1, 5-2, 5-

3, 5-4, 6 y 9 con 𝑁𝑇𝑃𝑀 = {0.87, 0.92, 0.91, 0.87, 0.89, 0.91, 0.91, 0.88}, respectivamente para 

cada punto. El punto 2 mostro un periodo lag (PMC al inicio de la cinética sin generación de 

metano) durante 2 PMC. Las curvas de la generación de metano muestran escalones 

prolongados debido a una gran acumulación de ácido, especialmente en los puntos 4 y 7. La 

ecuación (82) fue empleada para la obtención de la superficie de respuesta correspondiente, 

ver Figura 49. Una parte de una silla se observa en esta superficie.  
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Tabla 36. Puntos de diseño de la superficie de respuesta para la red 2 (𝜉 = 4.9915).  

PUNTO AC / AR A ll / Am 
𝑁𝑇𝑃𝑀

𝐴𝑅
 

PMC CON 
INHIBICIÓN 

EVOLUCIÓN 

ÁCIDO METANO 

1 1.5 1.5 0.87 Sin inhibición 

  

2 1.5 0.5 0.92 Sin inhibición 

  

3 0.5 1.5 0.79 

{7,8,17}U 

[20,25]U 

{28,47,48,49,66,67,76}, 

16 PMC 
  

4 0.5 0.5 0.37 
[44,100], 

57 PMC 

  

5-1 1 1 0.91 Sin inhibición 

  

5-2 1 1 0.87 Sin inhibición 

  

5-3 1 1 0.89 Sin inhibición 

  

5-4 1 1 0.91 Sin inhibición 
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Continuación Tabla 36. Puntos de diseño de la superficie de respuesta para la red 2 (𝜉 = 4.9915). 

PUNTO AC / AR A ll / Am 

𝑁𝑇𝑃𝑀

𝐴𝑅
 

PMC CON 
INHIBICIÓN 

EVOLUCIÓN 

ÁCIDO METANO 

6 1.705 1 0.91 Sin inhibición 

  

7 0.295 1 0.24 

[9,20]U 

[26,60]U 

{66,67,69,70,73,74} 

U[79,100], 

75 PMC   

8 1 1.705 0.81 
[29,33], 

5 PMC 

  

9 1 0.295 0.88 Sin inhibición 

  

 

𝑁𝑇𝑃𝑀

𝐴𝑅
= −0.7245+ 2.0946

𝐴𝐶
𝐴𝑅
+ 0.6813

𝐴𝑙𝑙
𝐴𝑚
− 0.6149(

𝐴𝐶
𝐴𝑅
)
2

− 0.0716(
𝐴𝑙𝑙
𝐴𝑚
)
2

− 0.47 (
𝐴𝐶
𝐴𝑅
) (
𝐴𝑙𝑙
𝐴𝑚
). 

(82) 

 

 

a) 

 

b) 

Figura 49. a) Superficie de respuesta obtenida para la red 2 (𝜉 = 4.9915) mediante la ec. (82). b) Superficie de 

respuesta en contornos de nivel.  
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6.5.3 Red 3. Los resultados obtenidos para la red 3 (𝜉 = 10.0840) se muestran en la Tabla 37. 

La inhibición se produjo en los puntos 1, 3, 4, 7 y 8, en 76, 97, 24, 98 y 87 tiempos en total con 

𝑁𝑇𝑃𝑀 = {0.24, 0.03, 0.72, 0.02, 0.13}, respectivamente. No se encontró inhibición en los puntos 

2, 5-1, 5-2, 5-3, 5-4, 6 y 9 con 𝑁𝑇𝑃𝑀 = {0.97, 0.98, 0.96, 0.94, 0.86, 0.97, 0.99}, en cada caso. 

Para esta red se obtuvo tiempo lag de 2 PMC en los puntos 2 y 4, mientras el punto 9 mostró 

tiempo lag de 1 PMC. La evolución de la generación de metano fue rápida al inicio para 

después inhibirse, como se observa en los puntos 1, 3, 7 y 8, por una alta acumulación de 

ácido; el punto 4, exhibe la menor tendencia lineal respecto a los puntos sin inhibición a raíz de 

la presencia de unos escalones cortos. La superficie de respuesta fue construida con la ec. 

(83). Se obtuvo un máximo en la superficie de respuesta, véase la Figura 50.  

 

 

Tabla 37. Puntos de diseño de la superficie de respuesta para la red 3 (𝜉 = 10.0840).  

PUNTO AC / AR A ll / Am 

𝑁𝑇𝑃𝑀

𝐴𝑅
 

PMC CON 
INHIBICIÓN 

EVOLUCIÓN 

ÁCIDO METANO 

1 1.5 1.5 0.24 
[25,100], 

76 PMC 

  

2 1.5 0.5 0.97 Sin inhibición 

  

3 0.5 1.5 0.03 
[4,100], 

97 PMC 

  

4 0.5 0.5 0.72 

{16,32}U[47,50]U 

[52,57]U[69,70]U 

[78,82]U 

[96,100], 

24 tiempos 
  

5-1 1 1 0.98 Sin inhibición 
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Continuación Tabla 37. Puntos de diseño de la superficie de respuesta para la red 3 (𝜉 = 10.0840).  

PUNTO AC / AR A ll / Am 

𝑁𝑇𝑃𝑀

𝐴𝑅
 

PMC CON 
INHIBICIÓN 

EVOLUCIÓN 

ÁCIDO METANO 

5-2 1 1 0.96 Sin inhibición 

  

5-3 1 1 0.94 Sin inhibición 

  

5-4 1 1 0.86 Sin inhibición 

  

6 1.705 1 0.97 Sin inhibición 

  

7 0.295 1 0.02 
[3,100], 

98 PMC 

  

8 1 1.705 0.13 
[14,100], 

87 PMC 

  

9 1 0.295 0.99 Sin inhibición 
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𝑁𝑇𝑃𝑀

𝐴𝑅
= −0.6067+ 2.3327

𝐴𝐶
𝐴𝑅
+ 0.9598

𝐴𝑙𝑙
𝐴𝑚
− 0.9207(

𝐴𝐶
𝐴𝑅
)
2

− 0.79 (
𝐴𝑙𝑙
𝐴𝑚
)
2

− 0.04 (
𝐴𝐶
𝐴𝑅
) (
𝐴𝑙𝑙
𝐴𝑚
). 

(83) 

 

 

a) 
 

b) 

Figura 50. a) Superficie de respuesta obtenida para la red 3 (𝜉 = 10.0840) mediante la ec. (83). b) Superficie de 

respuesta en contornos de nivel.  

 

 

 

6.6 Discusión 

 

En la Tabla 38 se resumen los puntos con inhibición de las Tablas 35 a 37. Al relacionar las 

evoluciones de ácido y metano con el coeficiente 𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄  se puede hablar de dos tipos de 

inhibición: una moderada y una alta. La inhibición alta se diferencia de la moderada porque 

describe curvas de ácido que no decrecen en un amplio intervalo de PMC. Luego, las redes, 

debido a su nivel de correlación, mostraron comportamientos diferentes ante la inhibición: i) la 

red 1 (𝜉  0.1646), tuvo tres puntos de inhibición, la red 2 (𝜉  4.9915) presento 4 puntos, y la 

red 3 (𝜉  10.0840) exhibió cinco puntos; ii) la red 1 mostró un solo punto de alta inhibición 

(𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄  < 0.50), la red 2 tuvo dos puntos (𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄  < 0.25) y la red 3, cuatro puntos 

(𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄  < 0.24); iii) la red 1 presentó una moderada inhibición en los puntos 3 y 4,  

𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄   0.61,0.65; la red 2 en los puntos 3 y 8, 𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄   0.79,0.81; y, la red 3, en el 

punto 4, 𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄   0.72. Así, los puntos 3, 4 y 7 exhibieron inhibición a causa de una mayor 

liberación de 𝐴𝑅 (ácidos provenientes de 𝑅); la inhibición en el punto 8 se debió a una mayor 

liberación de 𝐴𝑙𝑙 (ácidos provenientes de 𝐿 en cada PMC); y la inhibición en el punto 1 fue por 

𝐴𝑙𝑙 y 𝐴𝐶  . De esta forma, la red 1 estuvo afectada específicamente por 𝐴𝑅 ; la red 2 por 𝐴𝑅 y 𝐴𝑙𝑙, 
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y la red 3 por 𝐴𝑅, 𝐴𝑙𝑙 y 𝐴𝐶 , i.e. una red cuanto más correlacionada esté, tendrá mayor dificultad 

para difundir las partículas de 𝐴. Sin embargo, la red 2 exhibió el mayor valor de 𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄  

(0.81) en el punto 8, condición bajo la que se libera el mayor numero de partículas de 𝐴 

provenientes de 𝐿 en cada PMC; la red 3 tuvo una única inhibición moderada en el punto 4 (en 

la red 2 en este punto hay una inhibición alta), es decir, cuando existe una alta liberación de 

partículas de 𝐴 provenientes de 𝑅, la red 3 logra amortiguar este tipo de acidez. Por otro lado, 

bajo condiciones sin inhibición, se observó que: i) las redes 1 y 2 tuvieron los mayores valores 

de 𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄  , 0.90 y 0.92, respectivamente, en el punto 2 para el cual hay una baja liberación 

de partículas de 𝐴 provenientes 𝐿 y de 𝑅; ii) la red 3 en el punto 9 alcanzó el máximo valor de 

𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄  (0.99), esto es cuando hay una menor acumulación de partículas 𝐴 liberadas de 𝐿 en 

cada PMC y una presencia mayor de partículas 𝐴 provenientes de 𝑅. En resumen, las redes 2 y 

3 crearon zonas protectoras capaces de generar más partículas de metano que la red 1 tanto 

con inhibición como sin ésta.  

 

 

Tabla 38. Puntos de la superficie de respuesta con inhibición o sin ésta en las redes 1, 

2 y 3. También se muestran los valores de los tres números adimensionales del sistema. 

PUNTO AC / AR A ll / Am 

NTPM / AR 

RED 1 RED 2 RED 3 

1 1.5 1.5 SI SI 0.24* 

3 0.5 1.5 0.61 0.79 0.03* 

4 0.5 0.5 0.65 0.27* 0.72 

7 0.295 1 0.48* 0.24* 0.02* 

8 1 1.705 SI 0.81 0.13* 

 *Alta inhibición. SI  Sin inhibición 

 

 

La interacción de la celda generadora con sus primeros vecinos fue analizada. Esta celda, que 

al estar inmersa en redes de conectividad cuatro, se relaciona directamente con los vecinos de 

arriba, abajo, a la izquierda y la derecha, estos se marcaron con 𝐼, 𝑅 y 𝐿, según el caso en la 

Figura 51. Nótese que en la red 1 hay una celda 𝐼 de primer vecino, una 𝐿 y dos 𝑅; en la red 2 

existen dos celdas 𝐼 y dos celdas 𝐿; y, la red 3 presenta tres celdas 𝐿 y una 𝑅. Los máximos 

valores de 𝑁𝑇𝑃𝑀 𝐴𝑅⁄  bajo inhibición para las redes 1, 2 y 3 fueron 0.65, 0.81 y 0.72, 

respectivamente. En consecuencia, la celda generadora de la red 2 contó con una mayor 
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amortiguación de la acidez que la red 3, y a su vez, los primeros vecinos de la celda generadora 

de estas redes dieron una mayor protección a dicha celda que los primeros vecinos de la red 1. 

De lo anterior se observa que en la red 1 (𝜉~0) y la red 2 (𝜉~5) existe la presencia de celdas 𝐼 

como primeros vecinos, celdas que están ausentes en la red 3 (𝜉~10). Sin embargo, en esta 

red las celdas 𝐿 son los únicos escudos frente a la inhibición. De esta forma, se puede decir que 

las celdas 𝐼 funcionan como amortiguadores fuertes frente a la inhibición y las celdas 𝐿 como 

débiles.  

 

 

 
a) 

 
b) 

 
c) 

Figura 51. Primeros vecinos de la celda generadora (centro de cada cuadrícula) de las redes a) 1, b) 2 y c) 3.  

 

 

Por último, los tiempos lag aparecieron en las corridas del autómata, aunque muy pequeños (2 

PMC), por lo que la difusión de los ácidos al inicio de la cinética no influyó significativamente. 

 

 

 

6.7 Conclusiones  

 

El autómata celular es una herramienta de fácil creación que permite explorar la influencia de la 

distribución espacial de los residuos en la generación de metano. La conformación del medio de 

reacción requirió la construcción de redes cuadradas correlacionadas, para lo cual se uso una 

nueva metodología que hace uso de una distribución uniforme de los sitios y un parámetro de 

amortiguamiento (𝜆), este último dio como resultado eficiencia en el cálculo de las longitudes de 

correlación buscadas, tanto por el bajo consumo de tiempo de máquina como por la precisión 

del algoritmo para construir las redes con la longitud de correlación deseada. Luego, el 

autómata mostró que los sistemas con correlación de los residuos, facilitaron la protección de la 

celda generadora de metano y alcanzaron concentraciones altas del mismo metano bajo 

inhibición o sin la misma. La distribución y la composición de los residuos aquí estudiada 

propicio en redes correlacionadas la formación de amplias zonas formadas principalmente por 𝑅 
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o 𝐼 y, dispersos entre ambas zonas, 𝐿. Además, tanto 𝐿 como 𝐼 funcionan como escudos frente 

a la inhibición ácida en diferente nivel: los primeros son débiles y los segundos, fuertes. 

 

 

En el siguiente capítulo se deja la cinética global de lado y se aborda otra reacción cinética de 

gran importancia en el RS desde un punto de vista de la cinética química elemental: la 

combustión de metano.  
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CAPÍTULO  7
 

 

Determinación de la constante 

de velocidad de la combustión 

de metano 

 

 

 

La combustión del metano (CH4 (g) + 2O2 (g)  CO2 (g) + 

2H2O (l)), obtenido en el relleno sanitario, resulta crucial 

para una adecuada gestión del sitio, ya sea mediante 

quemadores o la producción de energía eléctrica. Por tal 

motivo, se propuso el estudio de la reacción elemental                                           

CH4 (g) + O2 (g)  CH3 (g) + HO2 (g), con la cual inicia dicha 

combustión, a través de la Teoría Convencional del 

Estado de Transición para determinar la constante de 

velocidad correspondiente. El valor encontrado para la 

constante cinética por esta metodología, que resulta 

sencilla y con poco uso de tiempo de cómputo, es cercano 

al calculado ab initio así como al experimental, a altas 

temperaturas (Aranda et al., 2018). 
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7.1 Combustión de metano 

 

Una adecuada gestión de un RS implica la captura del biogás allí generado. La oxidación del 

metano que se obtiene en el sitio representa una posibilidad de reducir en 10% la concentración 

de este gas de efecto invernadero producido por actividades antropogénicas, lo cual equivale a 

oxidar tres cuartas partes del metano en el RS (Pawłowska y Stępniewski, 2006). Aunque el 

metano tiene un mayor potencial calorífico que el dióxido de carbono (25 veces mayor), su 

permanencia en la atmósfera es menor: 12 años contra 172 años del CO2, y su mitigación se 

observaría en el corto plazo (Chanton y Liptay, 2000; Majdinasab y Yuan, 2017). En la 

ingeniería del RS existen dos posibilidades para lograr este objetivo: i) la combustión del 

metano, ya sea en antorchas o la generación de energía eléctrica (Blanco et al., 2017; 

Stepniewski et al., 2014); y ii) su oxidación por bacterias metanotrofas residentes en la cubierta 

final del RS (Whale et al., 1990; Chanton y Liptay, 2000; Majdinasab y Yuan, 2017). De aquí 

que resulte importante estudiar la cinética de la combustión de metano, ec. (84).  

 

𝐶𝐻4 + 2𝑂2 → 𝐶𝑂2 + 2𝐻2𝑂. (84) 

 

 

La combustión de metano implica una serie de reacciones elementales, que en un ambiente 

controlado se han contabilizado hasta 43 (Srinivasan et al., 2007). La reacción de oxidación del 

metano, ec. (84), resulta importante al iniciar la combustión de este hidrocarburo (Skiner et al., 

1972; Shaw, 1978; Srinivasan et al., 2007).  

 

𝐶𝐻4 + 𝑂2
𝑘
→ 𝐶𝐻3 + 𝐻𝑂2. (85) 

 

 

Srinivasan et al. (2007) proponen por cálculos ab initio a través de una superficie de energía 

potencial, en una abstracción del estado triplete bajo la Teoría Variacional del Estado de 

Transición con el método CCSD(T), y base aug-cc-pvdz, un estado de transición y un complejo, 

véase la Figura 52, donde la energía relativa con corrección en el punto cero es -229.3928 

kJ/mol, cuya diferencia con el valor experimental es pequeña, 231.9044±0.29302 kJ/mol. 

Srinivasan et al. formularon en términos de la temperatura una expresión para la constante de 

velocidad como 3.37x10-19 T2.745 exp(-26 041 K/T) para el intervalo 200 ≤ T ≤ 2 000. En la 
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Tabla 39 se muestran las formulaciones de otros autores y el intervalo de temperatura 

correspondiente para cada una de ellas.  

 

 

 

Figura 52. Diagrama simplificado de la oxidación de metano, sin escala de energía, modificado de Srinivasan et 
al. (2007).  

 

 

Tabla 39. Constante de velocidad obtenida por varios autores para la reacción (85) en 

función de la temperatura.  

k (cm3 molécula-1 s-1) 

LÍMITE DE TEMPERATURA (K) 

INFERIOR SUPERIOR 

1.33x10-10 exp(-28 200 K/T)a 1250 2000 

1.42x10-17 T2 exp(-26 197 K/T)b  400 2000 

6.59x10-11 exp(-28 597 K/T)c  300 2500 

8.1x10-19 T2.5 exp(-26 370 K/T)d 500 2000 

3.37x10-19 T2.745 exp(-26 041 K/T)e* 200 2000 

a Skiner et al. (1972); b Shaw (1978); c Tsang y Hampson (1986),  Baulch et al. (1992);                                      d 
Baulch et al. (2005); e Srinivasan et al., 2007.  * Intervalo experimental: 1655-1822 K 

 

 

En este capítulo exploramos la cinética de la reacción de oxidación del metano, ec. (85), con el 

uso de la Teoría Convencional del Estado de Transición (TCET), i.e. una teoría 

semifundamental que combina la teoría de los tres cuerpos con la termodinámica estadística 

(Laidler, 1987). 
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7.2 Teoría Convencional del Estado de Transición  

 

Las interacciones entre los reactivos para formar los correspondientes productos, se pueden ver 

como un problema de tres cuerpos, cuyos cambios energéticos y geométricos, durante las 

colisiones, están representados a través de una superficie de energía potencial en términos de 

distancias y ángulos de los enlaces (Galindo y Méndez, 2003). La reacción de sustitución de 

tres átomos 𝐴, 𝐵 y 𝐶, forma el estado de transición (𝐴⋯𝐵⋯𝐶)≠: 

 

𝐴 + 𝐵 − 𝐶 → (𝐴⋯𝐵⋯𝐶)≠ → 𝐴 − 𝐵 + 𝐶. (86) 

 

 

La energía del estado de transición corresponde a la energía de la interacción de tres moléculas 

diatómicas 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 y 𝐴𝐶, descrita en la formulación de London, Eyring y Polangi, ec. (86), en 

términos del crecimiento de la energía coulómbica (Q) y de la energía de intercambio (J) (Moss 

y Coady, 1983; Laidler, 1987): 

𝐸𝐿𝐸𝑃 = 𝑄𝐴𝐵 + 𝑄𝐵𝐶 + 𝑄𝐴𝐶 ± {
1

2
 [(𝐽𝐴𝐵 − 𝐽𝐵𝐶)

2 + (𝐽𝐵𝐶 − 𝐽𝐴𝐶)
2 + (𝐽𝐴𝐶 − 𝐽𝐴𝐵)

2]}

1
2
. (87) 

 

 

Sato (1955) propone una reformulación tanto a la aproximación de Heitler-London, ec. (88), 

como a la ecuación de energía potencial de Morse, ec. (89), a través de una función de estados 

de antienlace para una molécula diatómica o antimorse, ec. (90), e introduce una constante 

ajustable para reemplazar la integral de traslape (𝑆), con lo que encuentra aproximaciones 

empíricas para 𝑄 y 𝐽 de una molécula diatómica, ecs. (91-92): 

 

𝐸𝐻𝐿 =
𝑄𝐴𝐵 ± 𝐽𝐴𝐵
1 + 𝑆2

, (88) 

𝐸𝑀 = 𝐷𝑒{𝑒𝑥𝑝[−2𝛽(𝑅 − 𝑅𝑒)] − 2𝑒𝑥𝑝[−𝛽(𝑅 − 𝑅𝑒)]}, (89) 

𝐸𝑎𝑀 = 𝐷𝑒 2⁄ {𝑒𝑥𝑝[−2𝛽(𝑅 − 𝑅𝑒)] + 2𝑒𝑥𝑝[−𝛽(𝑅 − 𝑅𝑒)]}, (90) 

𝑄𝐴𝐵 =
1

2
{𝐸𝐴𝐵
𝑀 (1 + 𝐾𝐴𝐵) + 𝐸𝐴𝐵

𝑎𝑀(1 − 𝐾𝐴𝐵)}, (91) 

𝐽𝐴𝐵 =
1

2
{𝐸𝐴𝐵
𝑀 (1 + 𝐾𝐴𝐵) − 𝐸𝐴𝐵

𝑎𝑀(1 − 𝐾𝐴𝐵)}, (92) 
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donde 𝐷𝑒 es la energía de disociación clásica, 𝑅𝑒 es la distancia internuclear de equilibrio, 𝛽 es 

una constante de interacción y, 𝑅 es la distancia internuclear. La corrección de Sato a la 

formulación de London, Eyring y Polangy (LEPS) tiene la forma (Sato, 1955; Wang et al., 1995): 

 

𝐸𝐿𝐸𝑃𝑆 =
𝑄𝐴𝐵

1 + 𝐾𝐴𝐵
+

𝑄𝐵𝐶
1 + 𝐾𝐵𝐶

+
𝑄𝐴𝐶

1 + 𝐾𝐴𝐶

− {
1

2
[(

𝐽𝐴𝐵
1 + 𝐾𝐴𝐵

−
𝐽𝐵𝐶

1 + 𝐾𝐵𝐶
)
2

+ (
𝐽𝐵𝐶

1 + 𝐾𝐵𝐶
−

𝐽𝐴𝐶
1 + 𝐾𝐴𝐶

)
2

+ (
𝐽𝐴𝐶

1 + 𝐾𝐴𝐶
−

𝐽𝐴𝐵
1 + 𝐾𝐴𝐵

)
2

]}

1
2

. 

(93) 

 

 

Una vez determinada la energía de activación (𝐸𝐶) con las ecs. (89-93), se procede con la 

obtención de la constante de velocidad para la reacción (84) por medio de la ecuación de 

Arrhenius, ec. (94). El valor del factor preexponencial (𝐴) requiere de consideraciones de la 

Termodinámica Estadística, pues intervienen las funciones de partición del estado de transición 

(𝑞≠) y de los reactivos (𝑞𝐴, 𝑞𝐵), ec. (95). 

 

𝑘 = 𝐴𝑒𝑥𝑝 (−
𝐸𝑐
𝑅T⁄ ), (94) 

𝑘 =
𝑘𝐵𝑇

ℎ
 
𝑞≠
𝑞𝐴𝑞𝐵

𝑒𝑥𝑝 (−
𝐸𝐶
𝑅T⁄ ), (95) 

 

 

7.3 Metodología 

 

7.3.1 Energía de activación. Bajo el punto de vista de la formulación de London, Eyring, 

Polangi y Sato, ec. (86), la ec. (85) sigue la ec. (96): 

 

𝐶𝐻4 + 𝑂2 → [𝐶𝐻3⋯𝐻⋯𝑂2]
≠ → 𝐶𝐻3 +𝐻𝑂2. (96) 

Para calcular la energía en función de la distancia internuclear 𝑅, ecs. (89-90) se utilizaron los 

parámetros 𝐷𝑒, 𝑅𝑒 y 𝛽 reportados por diversos autores (véase la Tabla 40) (Liu et al., 2006; 
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Lemon y Hase, 1987; Zhu et al., 2001; Ase et al., 1896). La determinación del valor del 

parámetro 𝛽 (cm-1) se realizo mediante (Moss y Coudy, 1983): 

 

𝛽 = (2𝜋2𝑐𝜇 𝐷𝑒ℎ⁄ )1 2⁄ 𝜔𝑒 , (97) 

 

donde 𝑐  es la velocidad de la luz en m s-1, 𝜇  es la masa reducida en kg, 𝐷𝑒 es la energía de 

disociación del enlace en m-1 (1 cm-1=1.1963x10-2 kJ mol-1), ℎ es la constante de Planck en J s y 

𝜔𝑒 es la frecuencia de vibración en cm-1. Generalmente,  𝛽 se expresa en Å−1 en las 

ecuaciones de Morse y antimorse, ecs. (89-90). 

 

 

Tabla 40. Parámetros usados en la superficie de energía potencial de LEPS de la reacción CH4+O2→CH3+HO2 . 

PARÁMETRO CH3 – H  H – O2 CH3 – O2 

𝐷𝑒   (kcal/mol) 107.0a 54.6b 33.7d 

𝑅𝑒  (Å) 1.093a 0.971b 1.449d 

𝜔𝑒 (cm-1) --- 3436b 902e 

𝛽 (Å−1) 1.83a 3.235c 3.156c 

                      a Liu et al., 2006; b Lemon y Hase, 1987; c Calculado en este trabajo; d Zhu et al., 2001; e Ase et al., 1896. 

 

 

Luego, se ajustó la distancia 𝐻3𝐶 − 𝐻 dada por Srinivasan et al. (2007) de 1.1 Å a 1.12 Å y se 

encontró que el ángulo 𝐻3𝐶 − 𝐻 − 𝑂𝑂 es igual a 165.67º. Así, se construyó la superficie de 

energía potencial de LEPS, ec. (93), para localizar el valor de la energía del estado de 

transición (𝐸≠) y, en consecuencia, la energía de activación mediante  𝐸𝐶 = 𝐸≠ − 𝐸𝑅. 

 

 

7.3.2 Factor preexponencial. Como se mencionó, las funciones de partición del metano, el 

oxígeno y el estado de transición (ET), están inmiscuidas en la determinación del factor 

preexponencial (𝐴), ec. (95). Sólo se consideran las funciones de partición de translación, 

rotación y vibración de estas tres especies (Laidler, 1987). Los valores de las funciones de 

partición de translación y vibración se obtienen por cálculos sencillos. Al contrario de las 

funciones de partición de rotación del metano y el ET, ya que al ser moléculas no lineales 

requieren el momento de inercia 𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶 , véase la Tabla 41. Dicho problema se resuelve al 
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considerar un momento de inercia en tres dimensiones por medio de un determinante 3x3 de 

productos de momentos de inercia, ec. (98) (Knox, 1971): 

 

𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶 = |

𝐼𝑥𝑥 −𝐼𝑥𝑦 −𝐼𝑥𝑧
−𝐼𝑥𝑦 𝐼𝑦𝑦 −𝐼𝑦𝑧
−𝐼𝑥𝑧 −𝐼𝑦𝑧 𝐼𝑧𝑧

|. (98) 

 

 

Tabla 41. Funciones de partición para el oxígeno, el metano y el estado de transición.  

MOLÉCULA 

FUNCIÓN DE PARTICIÓN 

𝑞𝑡  (m
−3) 𝑞𝑟 (ADIMENSIONAL) 𝑞𝑣 (ADIMENSIONAL) 

O2 
(2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇)

3
2⁄

ℎ3
 

8𝜋2𝐼𝑘𝐵𝑇

𝜎′ℎ2
 

1

(1 − 𝑒
−
ℎ𝑣
𝑘𝐵𝑇)

 

CH4 
(2𝜋𝑚𝐶𝐻4𝑘𝐵𝑇)

3
2⁄

ℎ3
 

8𝜋2(8𝜋𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶)
1
2⁄ (𝑘𝐵𝑇)

3
2⁄

𝜎′′ℎ3
 

1

(1 − 𝑒
−
ℎ𝑣1

𝑘𝐵𝑇
⁄

)⋯(1 − 𝑒
−
ℎ𝑣4

𝑘𝐵𝑇
⁄

)
 

[CH3···H···O2]
≠ (2𝜋𝑚𝐸𝑇𝑘𝐵𝑇)

3
2⁄

ℎ3
 

8𝜋2(8𝜋3𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶)
1
2⁄ (𝑘𝐵𝑇)

3
2⁄

𝜎′′′ℎ3
 

1

(1− 𝑒
−
ℎ𝑣1

𝑘𝐵𝑇
⁄

)⋯(1 − 𝑒
−
ℎ𝑣14

𝑘𝐵𝑇
⁄

)
 

     𝜎′ = 2,   𝜎′′ = 12,   𝜎′′′ = 1 

 

 

La determinación de los momentos de inercia requirió encontrar las coordenadas cartesianas 

del metano con el empleo de coordenadas esféricas (Kalman, 1982), véase la Tabla 42, a partir 

de las relaciones 𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜙, 𝑦 = 𝜌𝑠𝑒𝑛𝜃𝑠𝑒𝑛𝜙 y 𝑧 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜙, donde los ángulos 𝜙 son iguales 

y 𝜃 = [0,2𝜋]. Luego, para realizar un estudio de sensibilidad de la TCET, se propusieron tres 

diferentes geometrías del ET, véase la Figura 53 y la Tabla 43: i) ET1, es la geometría 

reportada por Srinivasan et al. (2007) obtenida con un nivel de teoría CCSD(T)/aug-cc-pvdz, ii) 

ET2, cuya geometría fue realizada con el nivel de teoría B3LYP/6-311+G(3df,2p)(5d,7f) 

mediante Gaussian 09, iii) ET3, una geometría sencilla, deducida de la experiencia con 
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compuestos similares. Los cálculos de la TCET fueron desarrollados con Matlab 7 para 

Windows.  

 

 

 

Tabla 42. Coordenadas esféricas y cartesianas para el metano.  

COORDENADAS 
ESFÉRICAS 

COORDENADAS CARTESIANAS 

C (0, 0, 0) C (0, 0, 0) 

H1 (1, 0, 0) H1 (1, 0, 0) 

H2 (1, 0, 𝜙) H2 ((2√2) 3⁄ , 0, −1/3) 

H3 (1, 2𝜋/3, 𝜙) H3 (−√2 3⁄ , √2/3,  −1/3) 

H4 (1, 4𝜋/3, 𝜙) H4 (−√2 3⁄ , −√2/3,  −1/3) 

 

 

 

 

 

Figura 53. Representación esquemática de la geometría del estado de transición, ec. (86), bajo tres 

distribuciones: i i) ET1, del método CCSD(T), ii) ET2, de B3LYP, iii) ET3, una geometría sencilla. 
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Tabla 43. Coordenadas cartesianas de los estados de transición utilizados para la determinación 

de la constante de velocidad por la TCET: i) ET1, del método CCSD(T), ii) ET2, de B3LYP, iii) ET3, 
una geometría sencilla.  

ÁTOMO ET1 (Å) ET2 (Å) ET3 (Å) 

C (-1.3674,1.1270,0) (0.9805,1.1860,-0.2960) (0,0,0) 

Ha (0,0.5041,0) (0.1745,-0.0428,-0.8136) (0,0,1.5) 

Hb (-1.8954,0.1620,0) (1.3427,1.1082,0.7154) (0,1.1,0) 

Hc (-1.3551,1.7024,0.9374) (1.7328,1.1771,-1.0769) (-0.9526,-0.55,0) 

Hd (-1.3551,1.7024,-0.9374) (0.1156,1.8243,-0.4395) (0.9526,-0.55,0) 

Oa (0.9556,-0.0407,0) (0.0149,-0.7526,-0.0512) (0,0,2.6) 

Ob (0.6457,-1.3135,0) (-1.1710,-0.6453,0.4750) (0,1.31,2.6) 

 

 

 

7.4 Resultados y su análisis 

 

7.4.1 Energía de activación. La contrucción de la superficie de energía potencial de LEPS, 

ec. (93), requirió determinar los valores de los ángulos OaCHa y COaHa y se encontró que valen 

6.116º y 8.204º. Luego, se tuvo la necesidad de combinar valores negativos de las constantes 

de Sato (𝐾𝑖𝑗) para conformar un punto silla, por lo que se probó la sensibilidad de tales 

constantes bajo diferentes combinaciones y con un mismo valor absoluto (0.1), véase la Tabla 

44. Luego, se encontró que la combinación 𝐾𝐴𝐵 = 0.1, 𝐾𝐵𝐶  = -01 y 𝐾𝐴𝐶  = -01, se acercaba más al 

valor de 𝐸𝐶 experimental, además de asemejar las distancias teóricas encontradas por 

Srinivasan et al. (2007), i.e. 1.5 Å y 1.1 Å, para las distancias CH3 ··· H y H ··· O2, 

respectivamente.  
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Tabla 44. Energía de activación y distancias CH3···H y  H···O2 del estado de transición bajo diferentes 

combinaciones de valores de la constante de Sato (Kij). 

KAB KBC KAC 𝑅𝐶𝐻3···𝐻, 𝑅𝐻···𝑂2 (Å) OBSERVACIONES ELEPS (kJ/mol) EC (kJ/mol) 

0.1 0.1 0.1 --- CANAL --- --- 

-0.1 0.1 0.1 (2.28, 1.06) 
CANAL Y PUNTO 

SILLA 
-210.537 237.151 

0.1 -0.1 0.1 (2.43, 1.03) 
CANAL Y PUNTO 

SILLA 
-224.893 222.795 

0.1 0.1 -0.1 (2.74, 1.05) 
CANAL Y PUNTO 

SILLA 
-223.109 224.579 

-0.1 -0.1 0.1 (2.1, 1.05) 
CANAL Y PUNTO 

SILLA 
-205.293 242.395 

0.1 -0.1 -0.1 (2.51, 1.04) 
CANAL Y PUNTO 

SILLA 
-223.672 224.016 

-0.1 0.1 -0.1 (2.28, 1.05) 
CANAL Y PUNTO 

SILLA 
-211.430 236.258 

-0.1 -0.1 -0.1 (2.08, 1.07) 
CANAL Y PUNTO 

SILLA 
-204.246 243.442 

 

 

La exploración de las constantes de Sato (𝐾𝑖𝑗) con diferentes valores permitió encontrar la 

mejor combinación que llevara a la cima del punto silla: 𝐾𝐴𝐵 = 0.25, 𝐾𝐵𝐶  = -0.5  y     𝐾𝐴𝐶  = -0.7, 

véase la Figura 54. El canal de baja energía a lo largo del eje 𝑅𝐶𝐻3−𝑂2  se atribuye a los valores 

pequeños de la energía de disociación de los sistemas con oxígeno, i.e. 𝐻 ··· 𝑂2 y 𝐶𝐻3 ··· 𝑂2. 

Valores negativos de la constante de Sato (𝐾) han sido reportados previamente para el sistema 

Xe++HCl (Ree et al., 2007). Los valores negativos de 𝐾 no pueden ser atribuidos al efecto túnel 

debido a que este factor influye significativamente en las reacciones de migración de hidrógeno 

a bajas temperaturas y no a altas temperaturas: ~1600-1800 K, que es el intervalo 

experimental. La energía de LEPS para el estado de transición encontrado es 𝐸𝐿𝐸𝑃𝑆
≠ = -213.62 kJ 

mol-1. En consecuencia, 𝐸𝐶= 234.07 kJ mol-1 con sólo una diferencia de 2.21 kJ mol-1 respecto al 

valor experimental (231.86 kJ mol-1). Además, 𝑟𝐶𝐻3−𝐻 = 1.5 Å  y  𝑟𝐻−𝑂2= 1.12 Å que concuerdan 

con los valores encontrados por Srinivasan et al. (2007), i.e. 1.5 Å y 1.1 Å, respectivamente.  
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Figura 54. Superficie de energía potencial de LEPS, ec. (93), para CH4+O2 CH3+HO2 con KAB=025, KBC=-0.5 y 

KAC=-0.7. Nótese que el estado de transición está en la cima del punto silla en E=-213.62 kJ mol-1 y, en 
consecuencia, EC=234.07 kJ mol-1. 

 

 

7.4.2 Constante cinética. Para el cálculo de la constante de velocidad a partir de las 

funciones de partición, ec. (95), se encontró que los valores de las frecuencias de vibración 

provenientes de B3LYP son más grandes que los de CCSD(T) en la mayoría de los casos, ver 

la Tabla 45 y la Figura 55, aunque en seis de las frecuencias más grandes (frecuencias número 

8, 9, 10,12,13 y 14), el error porcentual es ≤5%, sólo una es más grande que el 50% (frecuencia 

número 11) y, el resto se encuentra entre >10% y <40%. Por otro lado, se requieren los grados 

de libertad de todas las funciones de partición, que se muestran en la Tabla 46. De acuerdo a la 

ec. (95), cuando el metano y el oxígeno conforman el ET, el sistema pierde tres grados de 

libertad de translación y dos de rotación, mas gana cuatro grados de libertad de vibración, ver la 

ec. (99). Nótese que los factores de la función de partición de vibración van elevados a la 

potencia de la multiplicidad de la degeneración del correspondiente nivel de energía. 

 

𝑞≠
𝑞𝐶𝐻4𝑞𝑂2

=
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14
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3𝑞𝑟
3𝑞𝑣
9)(𝑞𝑡

3𝑞𝑟2𝑞𝑣1)
=
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4
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Tabla 45. Error porcentual entre las frecuencias de vibración de CCSD(T) (Srinivasan et al., 

2007) y B3LYP.  

NÚMERO DE FRECUENCIA CCSD(T) B3LYP % ERROR 

1 56 63 13 

2 148 200 35 

3 282 384 36 

4 484 670 38 

5 551 732 33 

6 872 1041 19 

7 1042 1176 13 

8 1234 1301 5 

9 1415 1398 1 

10 1419 1448 2 

11 1449 2461 70 

12 3066 3069 0 

13 3236 3216 1 

14 3255 3266 0 

15 1816i 1206i 34 

 

 

 

 

Figura 55. Diferencias entre los valores de las frecuencias vibracionales obtenidos por CCSD(T) y B3LYP para el 

estado de transición.  
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Tabla 46. Grados de libertad para las funciones de partición de los reactivos y el estado de 

transición de la ec. (95).  

FUNCIONES DE 
PARTICIÓN 

MOLÉCULA 

CH4 O2 [CH3···H···O2]
≠ 

Translación 3 3 3 

Rotación 3 2 3 

Vibración 9 1 15 

 𝑞𝑡
3𝑞𝑟
3𝑞𝑣
9 𝑞𝑡

3𝑞𝑟
2𝑞𝑣 𝑞𝑡

3𝑞𝑟
3𝑞𝑣
14 

 

 

Una vez obtenidos los valores de las funciones de partición, se determino la constante de 

velocidad para cada una de las geometrías consideradas para el ET por medio de la ec. (94), 

en el intervalo 200-2000 K con 𝐸𝐶 =231.86 kJ mol-1, i.e. el valor experimental. La Tabla 47 

muestra el orden de magnitud de las funciones de partición para cada especie. Existen 

diferencias entre los valores de las funciones de partición aquí calculadas y el intervalo estándar 

dado por Laidler (1987). Las funciones de partición de translación del metano, el oxígeno y el 

estado de transición son más grandes que el valor del límite superior dado por Laidler (Lsup) en 

T ≥ 1900 K, T ≥ 1000 K, y T ≥ 700 K, respectivamente, véase la Figura 56. Las funciones de 

partición de rotación para el oxígeno y el metano están por debajo del límite superior de Laidler 

(Lsup), pero los valores para el estado de transición son mayores, ver la Figura 57. No obstante, 

la función de partición de rotación para el ET2 (geometría B3LYP) y el ET3 (geometría sencilla) 

son similares en comportamiento al ET1 (geometría CCSD(T)). Las funciones de partición de 

vibración para el metano y el oxígeno están en el intervalo de Laidler, aunque los valores para 

el estado de transición son más grandes que los expuestos por este autor cuando T ≥ 600 K 

para CCSD(T) y, T ≥ 700 K para B3LYP (Figura 58). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



CAPÍTULO 7. Determinación de la constante de velocidad de la combustión de metano 

 

- 134 - 
 

 

Tabla 47. Orden de magnitud de las funciones de partición de translación, rotación y vibración para las 

especies de la ec. (95) en el intervalo 200 T  2000 K. La función de partición de vibración del estado de 
transición fue calculada con las frecuencias vibracionales de CCDS(T) y B3LYP. También se muestran los 

valores típicos mostrados por Laidler (1987).  

MOLÉCULA 

MOVIMIENTO 

TRANSLACIÓN 

(m-3) 

ROTACIÓN 

VIBRACIÓN 
MOLÉCULA 

LINEAL 
MOLÉCULA 
NO LINEAL 

Laidler 
(1987) 

1031-1032 101-102 102-103 100-101 

Metano 1031-1033  101-102 100-101 

Oxígeno 1031-1033 101-102  100-101 

    CCSD(T) B3LYP 

ET1 1032-1033  104-105 101-105 100-104 

ET2 1032-1033  104-105 100-105 100-104 

ET3 1032-1033  104-105 100-105 100-104 

 

 

 

 

Figura 56. Evolución de las funciones de partición de translación del metano, el oxígeno y el estado de 

transición. El intervalo de Laidler (1987) está indicado como Linf  y Lsup . 
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Figura 57. Comportamiento de la función de partición de rotación para el metano, el oxígeno y el estado de 

transición. El intervalo de Laidler (1987) está indicado como Linf  y Lsup . 

 

 

 

Figura 58. Comparación de la función de partición de vibración para el estado de transición con las frecuencias 

vibracionales de CCSD(T) y B3LYP. El intervalo de Laidler (1987) está indicado como Linf  y Lsup . 
 

 

La Figura 59 muestra el comportamiento de la fórmula de la constante de velocidad de 

Srinivasan et al. (FS): 𝑘𝐹𝑆 = 3.37x10-19 T2.745 exp(-26041/T). También se incluye la figura el 

intervalo experimental (IE) (1655-1822 K), y el comportamiento de 𝑘𝐸𝑇1, 𝑘𝐸𝑇2 y 𝑘𝐸𝑇3. Estas 

últimas fueron calculadas con los valores de vibración del método CCSD(T). Nótese que, al 

emplear el cociente 𝑘𝐸𝑇𝑖 𝑘𝐹𝑆⁄  (Tabla 48), las evoluciones de ET1, ET2 y ET3 se asimilan al 

comportamiento de la FS después del IE: i) 1840-1890K para ET1, ii) 1860-1900 K para ET2, iii) 

1850-1890 K para ET3. Por otro lado, al usar los valores de las vibraciones del método B3LYP, 

𝑘𝐸𝑇1, 𝑘𝐸𝑇2 y 𝑘𝐸𝑇3, convergen con 𝑘𝐹𝑆 cerca del IE (1655-1822 K), ver la Figura 60 y la Tabla 49. 
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Por debajo de los 1200 K, las constantes de velocidad obtenidas con CCSD(T) y B3LYP no son 

capaces de reproducir el comportamiento dado por la FS, aunque su validez se encuentra en el 

intervalo experimental, i.e. 1655-1822, donde 𝑘𝐸𝑇1, 𝑘𝐸𝑇2 y 𝑘𝐸𝑇3 convergen. 

 

 

 

Figura 59. Comparación de los valores de la constante de velocidad obtenidos con la fórmula de Srinivasan et 
al. (FS) y las obtenida con la TCET para las tres geometrías del estado de transición al emplear las frecuencias 
vibracionales de CCSD(T):  i) ET1, del método CCSD(T), ii) ET2, del método B3LYP, y  iii) ET3 una geometría 
sencilla propuesta. También se muestra el intervalo experimental (IE) realizado por Srinivasan et al. (2007). 

 

 

Tabla 48. Cociente entre los valores de la constante de velocidad para cada estado de transición 

con las frecuencias de vibración de CCSD(T) y la fórmula de Srinivasan et al. (kETi ⁄ kFS ). 

TEMPERATURA(K) kTS1/kFS kTS2/kFS kTS3/kFS 

1650 2.00x10-4 8.74x10-5 1.70x10-4 

1700 2.05x10-3 8.97x10-4 1.75x10-3 

1750 2.00x10-2 8.76x10-3 1.71x10-2 

1800 1.86x10-1 8.16x10-2 1.59x10-1 

1810 2.90x10-1 1.27x10-1 2.47x10-1 

1820 4.49x10-1 1.97x10-1 3.83x10-1 

1830 6.96x10-1 3.05x10-1 5.94x10-1 

1840 1.08 4.71x10-1 9.18x10-1 

1850 1.66 7.26x10-1 1.42 

1860 2.56 1.12 2.18 

1870 3.93 1.72 3.35 

1880 6.03 2.64 5.15 

1890 9.24 4.05 7.89 

1900 1.41x101 6.19 1.21x101 
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Figura 60. Comparación de los valores de la constante de velocidad obtenidos con la fórmula de Srinivasan et 
al. (FS) y las obtenida con la TCET para las tres geometrías del estado de transición al emplear las frecuencias 

vibracionales de B3LYP.  
 

 

 

Tabla 49. Cociente entre los valores de la constante de velocidad para cada estado de 

transición con las frecuencias de vibración de B3LYP y la fórmula de Srinivasan et al. (kETi ⁄ kFS ).  

TEMPERATURA(K) kTS1/kFS kTS2/kFS kTS3/kFS 

1650 7.30x10-14 3.20x10-14 6.23x10-14 

1700 6.02x10-13 2.64x10-13 5.14x10-13 

1750 4.77x10-12 2.09x10-12 4.07x10-12 

1800 3.64x10-11 1.59x10-11 3.11x10-11 

1810 5.44x10-11 2.38x10-11 4.64x10-11 

1820 8.12x10-11 3.56x10-11 6.93x10-11 

1830 1.21x10-10 5.30x10-11 1.03x10-10 

1840 1.80x10-10 7.89x10-11 1.54x10-10 

1850 2.68x10-10 1.17x10-10 2.28x10-10 

1860 3.97x10-10 1.74x10-10 3.39x10-10 

1870 5.88x10-10 2.58x10-10 5.02x10-10 

1880 8.71x10-10 3.81x10-10 7.43x10-10 

1890 1.29x10-9 5.63x10-10 1.10x10-9 

1900 1.90x10-9 8.31x10-10 1.62x10-9 
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7.5 Conclusiones 

 

La metodología de la TCET fue usada para encontrar el valor de la constante de la oxidación 

del metano de una forma sencilla y con poco tiempo de cálculo en una computadora de 

escritorio. La TCET está basada en la teoría de tres cuerpos propuesta en la formulación de 

London, Eyring y Polangy con las correcciones de Sato y en la Mecánica Estadística a través de 

funciones de partición de los reactivos y el ET. Este estudio mostró que la TCET es capaz de 

reproducir los resultados obtenidos tanto por experimentación, para la energía de activación, 

como por cálculos ab initio, para la constante cinética, en el intervalo experimental (1655-1822 

K). Además, la exactitud de la constante de velocidad depende fuertemente de las funciones de 

partición, que a su vez tienen una estrecha relación con los niveles de energía del sistema, los 

momentos de inercia y las frecuencias de vibración.  

 

 

Durante el desarrollo de la metodología se encontraron constantes de Sato negativas, que 

pueden estar relacionadas con la interacción electrónica entre una molécula lineal (oxígeno) y 

otra no lineal; se requiere más trabajo con otros sistemas para comprender este tipo de 

interacciones. Es recomendable emplear óptimos valores de la energía de ruptura de enlace 

para un adecuado cálculo del parámetro 𝛽 de las ecuaciones de Morse y antimorse. El cálculo 

de las funciones de partición no es difícil para moléculas lineales como el oxígeno molecular, lo 

que no es lo mismo para moléculas no lineales como el ET y el metano, pues este tipo de 

moléculas presentan una alta dependencia de la función de partición de rotación. Por otro lado, 

la sensibilidad de la metodología a la geometría del ET fue analizada a través de tres 

propuestas: dos fueron construidas con cálculos ab initio, una con CCSD(T) y otra con B3LYP, y 

una tercera con una geometría sencilla basada en la experiencia química. Inevitablemente, se 

encontraron discrepancias entre las frecuencias de vibración obtenidas por CCSD(T) y B3LYP 

para el ET, que influyen en el cálculo de las funciones de partición de vibración. Sin embargo, 

comportamientos similares de la constante de velocidad con respecto a la temperatura fueron 

obtenidos cuando se compararon las geometrías entre sí.  

 

 

En este trabajo se ha presentado una molécula más compleja (metano) que las dadas como 

ejemplos en el texto de Laidler y se encontraron algunas diferencias respecto a los intervalos de 
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los valores de las funciones de partición allí expuestos, por lo que es posible corregir dichos 

intervalos si se acumula más evidencia con otros sistemas no lineales. 
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CAPÍTULO  8
 

 

Conclusiones y 

perspectivas 

 

 

 

La ingeniería del RS fue abordada en este trabajo desde un punto de vista químico para 

comprender dos cinéticas primordiales en la gestión del mismo: la generación y la combustión 

de metano, con un sistema de reacciones globales y una reacción elemental, respectivamente. 

Para la generación de metano, se plantearon dos metodologías: i) una continua, mediante un 

sistema dinámico, y ii) una discreta, con el empleo de un autómata celular. La combustión de 

metano se abordó con la reacción  CH4 + O2  CH3 + HO2  por medio de la Teoría 

Convencional del Estado de Transición. Los objetivos trazados en este trabajo fueron 

cumplidos. A continuación se proponen varias perspectivas y se expresan las conclusiones 

generales para cada tema.  

 

 

El modelo dinámico considera en su diseño: i) la cinética química global de la materia orgánica, 

el ácido acético y el metano, ii) la difusión del sustrato en el medio heterogéneo y tortuoso, a 

través de la Cinética Química Fractal asociada a la metanogénesis, iii) la cinética 

microbiológica, también de forma global, de las bacterias metanógenas bajo la forma de un 

autocatalizador, iv) la inhibición ácida de estas bacterias por medio de un nivel de acidez crítico 

y, v) la incorporación de zonas permeables y reactivas en el modelo con el factor de 

percolación. Luego, al usar la Cinética Química Fractal y la Teoría de Percolación en el sistema 

dinámico, se adquiere una mejor caracterización del medio heterogéneo y tortuoso.  
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Los resultados del modelo dinámico confirman la hipótesis de que la inhibición ácida explícita, 

i.e. incluida en el sistema de EDO, produce el comportamiento errático de la producción de 

metano, al contener las condiciones para tal proceso que, junto con la cinética química fractal, 

reducen el rendimiento de metano. Por otra parte, el factor de percolación confirma que existen 

zonas permeables y reactivas en donde se realiza la metanogénesis y, por tal motivo, es un 

parámetro que lleva implícita la inhibición ácida, o mejor dicho, representa las zonas en donde 

la influencia de la inhibición ácida es menor. Lo anterior ratifica la primera hipótesis de este 

trabajo, es decir, en los racimos de percolación se lleva a cabo la mayor conversión de materia 

orgánica a metano. El modelo MOABM se descarta como un modelo viable para el sistema aquí 

tratado. Luego, el factor de percolación puede emplearse directamente en los modelos de 

Hoeks y MO, pero no así en los modelos MOA y MOAB, debido a que estos consideran 

explícitamente la inhibición. No obstante, el factor de percolación sirve para acotar el intervalo 

del nivel de acidez crítico del modelo dinámico complejo. Este factor debe emplearse sin 

condiciones de inhibición en el sistema de EDO para no sobreponer el mismo concepto.  

 

 

El modelo dinámico tanto en su forma sencilla como compleja, pone en evidencia el desacierto 

de los modelos actualmente usados en el RS, que están concebidos para cinéticas de primer 

orden en medio homogéneo (en solución). Luego, en el modelo dinámico, la Cinética Química 

Fractal impone el retraso de la cinética y, el factor de percolación (inhibición ácida implícita), 

disminuye significativamente el rendimiento, como a su vez lo hace el nivel de acidez crítico 

(inhibición ácida explícita). Por lo tanto, el modelo Hoeks AG resulta provechoso, pues 

considera la inhibición ácida (el factor de percolación) conjuntamente con la fractalidad, para 

estimar los bajos rendimientos vistos en campo de una forma sencilla y práctica. 

 

 

La aplicación del modelo dinámico complejo a los datos experimentales de Martin et al. (1997), 

demuestra que el modelo es útil para la digestión en estado sólido por lote, a pesar de la 

ausencia de residuos inertes en la composición y que para tal caso, la utilización de ℎ = 1/5 es 

acertado. Así también, el empleo del factor de percolación permite entender que la forma de 

llenado de los reactores, en cuanto a la distribución espacial, es la diferencia crucial entre un 

máximo rendimiento debido a la formación de los racimos de percolación y la inhibición casi 

total de la generación de metano.  
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No cabe duda que el modelo dinámico complejo debe ser confrontado con experimentos en 

reactores anaerobios, cuyos medios contengan una fracción inerte que aporte tortuosidad al 

medio y, además, reportar datos esenciales para la comparación: el rendimiento, el volumen 

total de metano obtenido y, si es posible, medir la concentración de ácido acético en el lixiviado 

para facilitar la determinación de la fase de generación en la que se encuentran. Asimismo, 

resulta necesario un análisis adimensional de los modelos MOA y MOAB para entender su 

sensibilidad a diferentes valores de la concentración inicial de las especies participantes y la 

relación que guardan con las constantes cinéticas. En el caso específico del modelo MOAB, hay 

que estudiar la relación que guardan las bacterias metanógenas con el factor de percolación, 

pues aquí se encontró que en el racimo de percolación infinito el rendimiento de metano es casi 

nulo, lo que contradice la hipótesis planteada. Además, para este modelo, puede ser necesaria 

la aplicación de otras herramientas que propicien el tiempo lag en la generación de metano al 

inicio de la cinética, como las ecuaciones diferenciales con retraso (Erneux, 2009). Hay que 

mencionar que el modelo dinámico complejo es para una sola capa, así que requiere 

implementarse para varias de éstas como en el caso de Hoeks AG.  

 

 

En el sistema dinámico complejo fueron incluidas las bacterias metanógenas como una especie 

química a través del modelo MOAB. Asimismo, se introdujo la cinética de Monod en este 

modelo para conformar la versión MOABM y, así, representar a dichas bacterias como una 

especie biológica. El modelo MOABM no permite la introducción de la inhibición ácida de las 

bacterias metanógenas por el sustrato (ácido acético) mediante el modelo de Monod, al 

provocar una alta inhibición que casi extingue la generación de metano, por lo que otros 

modelos microbiológicos pueden ser explorados, e incluso, bajo la inhibición del producto (Han 

y Levenspiel, 1988).  

 

 

El autómata celular requirió en primera instancia, la construcción de redes correlacionadas con 

una nueva metodología donde un parámetro de amortiguamiento (𝜆) fue introducido, lo que dio 

eficiencia en la búsqueda de los valores del coeficiente de correlación (𝜉). Sólo tres redes 

fueron estudiadas, por lo que falta entender relaciones importantes entre los parámetros de las 

redes, por ejemplo entre 𝜉 y 𝑑𝑠. Luego, sólo se consideró una celda generadora de metano, que 

aunado a lo anterior, hace necesario tomar los resultados como preliminares. A pesar de esto, 

el autómata mostró que en las redes correlacionadas se forman las zonas protectoras que 
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menciona Martin (2001), por lo que una amplia investigación de su comportamiento es 

prometedora para ahondar en el conocimiento de la cinética de metano en RS.  

 

 

Este trabajo ha permitido el establecimiento de una metodología para el estudio de la 

generación de metano por medio de un autómata celular, por lo que hay varias sugerencias 

para trabajos futuros. Primero, se propone la variación en la composición y la distribución de los 

residuos. Luego, variar el valor del número adimensional 𝐴𝑑 (número de partículas de ácido a 

difundir) para conocer más sobre el comportamiento del autómata celular frente a esta variable, 

sobre todo para entender el tiempo lag. En este trabajo se hicieron los experimentos para una 

sola celda generadora de metano, por lo que habrá que variar su posición y aumentar su 

número. Una variante adicional sería el colocar más celdas generadoras y activarlas a 

diferentes tiempos para entender su efecto sobre el tiempo lag. El empleo de varias redes con 

diferente longitud de correlación que cubran el intervalo 𝜉 = (0, 15) es altamente recomendable 

para estudiar la tendencia de los parámetros utilizados en el autómata. También hay que 

entender a fondo el comportamiento de la construcción de las redes por medio del parámetro de 

amortiguamiento y medir su dimensión espectral (𝑑𝑠) para aclarar su relación con ℎ y 𝜉. Por 

último, hay que mencionar que el uso de números adimensionales y superficies de respuesta 

fueron piezas claves en la planeación de los experimentos numéricos. 

 

 

En la combustión de metano se estudio la reacción CH4 + O2  CH3 + HO2, que es la reacción 

que desencadena un complejo sistema de reacciones elementales. La TCET y la ecuación de 

London, Eyring, Polanyi y Sato fue empleada para obtener la superficie de energía potencial, la 

energía de activación y la constante cinética de dicha reacción. La energía de activación y los 

valores de la constante cinética determinados coincidieron con los valores experimentales y 

teóricos reportados en la literatura, obtenidos por medio de la técnica de tubo de choque y el 

método Coupled Cluster, respectivamente, con lo que se confirma la hipótesis de que dicha 

reacción puede ser tratada como una interacción de tres cuerpos. Así, la metodología de la 

TCET permitió el manejo de una forma sencilla y rápida del estado de transición de la reacción 

CH4 + O2  CH3 + HO2 a altas temperaturas (>1 500K) en un medio gaseoso (homogéneo).  
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La combustión de hidrocarburos de cadena corta como el metano ha sido y sigue siendo 

ampliamente estudiada, por lo que técnicas novedosas como la TCET resultan aceptadas. Sin 

embargo, por la experiencia adquirida en este trabajo, es una temática que todavía requiere 

estudios experimentales. Luego, en el RS se complica la combustión al presentarse 

contaminantes como el ácido sulfhídrico y, además, hacer eficiente la captura del biogás es un 

gran desafío, por lo que estas temáticas en torno a la oxidación del metano pueden tratarse en 

futuros estudios. 

 

 

Finalmente, este trabajo permitió adquirir una gran práctica en la aplicación de la Química 

Básica a problemas de la Ingeniería Ambiental: la disposición final de los RSU y la reducción de 

emisiones de gases de efecto invernadero a la atmósfera, problemas considerados en la 

agenda ambiental pública y que, con más estudios como este, pueden convertir al RS (a la 

DESL, en general) en una alternativa viable, por su predictibilidad, para reducir el uso de 

combustibles fósiles para la generación de energía eléctrica en nuestro país. Además, el RS ha 

abierto un camino en el estudio de medios complejos, debido a la heterogeneidad y 

correlaciones entre los componentes de este medio de reacción, mismas condiciones que se 

pueden encontrar tanto en los sistemas químicos como en los biológicos… Después de todo, la 

Naturaleza es compleja. 
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GLOSARIO  DE 
SIGLAS  Y  SÍMBOLOS

 

Siglas 

2D Dos dimensiones 

AG Acidogeométrico (modelo de Hoeks) 

AGV Ácidos grasos volátiles 

B3LYP Beck’s 3 parameters exchange, Lee, Yang and Parr correlation functional 

CCSD(T)  Coupled Closter single-doble and perturbative triple method 

EDO Ecuaciones diferenciales ordinarias 

ET Estado de transición 

IE Intervalo experimental 

LEPS London, Eyring, Polangy y Sato (Energía potencial de) 

LGPGIR Ley General para la Prevención y Gestión Integral de los Residuos 

RS Relleno sanitario 

RSU Residuos sólidos urbanos 

SEMARNAT Secretaría de Medio Ambiente y Recursos Naturales 

TCET Teoría Convencional del Estado de Transición 

 

 

Símbolos 

𝛼 Coeficiente 𝑅0/𝐿0, adimensional 

𝛽 Factor de percolación, adimensional 

Constante de interacción de Morse, Å−1 

Λ Lagunaridad, adimensional 

𝜉 Longitud de correlación, adimensional 

𝜎 Número de simetría, adimensional 

𝜑 Fracción ocupada por el racimo de percolación infinito, adimensional 

𝜔𝑒 Frecuencia de vibración, cm-1 

  

𝐴 Ácido acético 

Concentración de ácido acético, kg/ton o adimensional 
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Átomo de reactivo  

𝐴0 Concentración inicial de ácido acético, kg/ton  

𝐴𝑑 Número de partículas de 𝐴 para difundir 

𝐴𝑙𝑙  Cantidad de partículas de 𝐴 liberadas de una partícula de 𝐿 

𝐴𝑚  Cantidad de partículas de 𝐴 para generar metano 

𝐴𝐶  Nivel de acidez crítico, kg/ton 

Número de partículas de 𝐴 del nivel de acidez crítico  

𝐴𝑅  Valor inicial de partículas de 𝐴 liberadas de una partícula de 𝐿 

𝐵 Bacteria metanógena 

Concentración de bacterias metanógenas, kg/ton  

Átomo de reactivo  

Celda generadora de metano 

𝐵0 Concentración inicial de bacterias metanógenas, kg/ton  

𝐶 Átomo de producto 

𝐶𝑖𝑗
0  Concentración inicial de RSU de la categoría 𝑖 enterrada en el año 𝑗 

𝐶𝑥𝑦(𝑟) Coeficiente de correlación de una red, adimensional  

𝐶𝐻4 Concentración de metano, m3/ton 

𝐶𝐻4,0 Concentración inicial de metano, m3/ton 

𝑑 Dimensión euclidiana, adimensional 

𝑑𝑓 Dimensión fractal, adimensional 

𝑑𝑠 Dimensión espectral, adimensional 

𝑑𝑤 Dimensión del caminante aleatorio, adimensional 

𝐷𝑒 Energía de disociación clásica, kJ/mol 

𝐸𝑎𝑀  Energía potencial de antienlace o antiMorse, kJ/mol 

𝐸𝐶  Energía de activación, kJ/mol 

𝐸𝐻𝐿  Energía potencial de la aproximación de Heitler-London 

𝐸𝐿𝐸𝑃  Energía potencial de London, Eyring y Polangi, kJ/mol 

𝐸𝐿𝐸𝑃𝑆  Energía potencial de London, Eyring, Polangi y Sato, kJ/mol 

𝐸𝑀  Energía potencial de Morse, kJ/mol 

ℎ Parámetro cinético fractal, adimensional 

Constante de Planck, J s 

𝐼 Residuo inerte 

Concentración de residuos inertes, kg/ton o adimensional 
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Momento de inercia molécula diatómica 

𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶  Momento de inercia de una molécula no lineal 

𝐽𝐴𝐵  Energía de intercambio de una molécula diatómica 𝐴𝐵, kJ/mol 

𝑘 Constante cinética clásica 

𝑘0 Constante cinética de la degradación de residuos rápidamente 
biodegradables, sin valor  

𝑘1 Constante cinética de la degradación de residuos rápidamente 
biodegradables (modelo MO), año-1 , año-1+h  

Constante cinética de la degradación de residuos moderadamente 
biodegradables, año-1 

𝑘2 Constante cinética de la degradación de residuos moderadamente 
biodegradables (modelo MO), año-1+h  

Constante cinética de la degradación de residuos lentamente 
biodegradables, año-1 

𝑘3 Constante cinética de la degradación de residuos lentamente 
biodegradables (modelo MO), año-1+h  

Constante cinética de la metanogénesis, año-1+h (MOA), (kg/ton)-1 año-1+h  

𝑘4 Constante cinética de inhibición de la metanogénesis, (kg/ton)-1 año-1  

𝑘𝐵 Constante de Boltzman, J/K 

𝑘𝑖  Constante cinética de primer orden de la materia orgánica de categoría 𝑖 

𝐾 Coeficiente cinético de Kopelman 

𝐾𝐴𝐵  Constante de Sato, adimensional 

𝐾𝑆 Constante de saturación, mol/kg 

𝐿 Residuos lentamente biodegradables 

Concentración de residuos lentamente biodegradables, kg/ton o 
adimensional 

𝐿0 Concentración inicial de residuos lentamente biodegradables, kg/ton  

Producción potencial de metano de RSU bajo condiciones estándar, m3/ton 

𝐿𝑖𝑛𝑓  Límite inferior de Laidler para la función de partición de traslación, rotación o 
vibración, m-3, adimensional, adimensional 

𝐿𝑠𝑢𝑝 Límite superior de Laidler para la función de partición de traslación, rotación 
o vibración, m-3, adimensional, adimensional 

𝑚 Masa reducida, kg 

𝑀 Residuos moderadamente biodegradables 

Concentración de residuos moderadamente biodegradables, kg/ton 

𝑀𝑗  Masa de RSU enterradas en el año 𝑗, kg 

𝑀𝑂𝐻 Materia orgánica hidrolizada, kg 
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𝑀𝑂𝑁𝐻 Materia orgánica no hidrolizada, kg 

𝑁𝑇𝑃𝑀 Número total de partículas de metano, adimensional 

𝑝 Probabilidad de percolación, adimensional 

𝑝𝐶 Umbral de percolación, adimensional 

𝑃∞ Racimo de percolación infinito 

𝑃𝑀𝐶 Paso de Monte Carlo, adimensional 

𝑞≠ Función de transición del estado de transición 

𝑞𝐴 Función de transición del reactivo 𝐴 

𝑄𝐴𝐵  Energía coulómbica de una molécula diatómica 𝐴𝐵 

𝑄, 𝑄𝐶𝐻4 Producción de metano, m3/año 

𝑟 Distancia entre sitios de una red, adimensional 

𝑅 Residuos rápidamente biodegradables 

Concentración de residuos rápidamente biodegradables, kg/ton o 
adimensional 

Distancia internuclear, Å 

Constante universal de los gases ideales, J/(mol K) 

𝑅0 Concentración inicial de residuos rápidamente biodegradables, kg/ton 

𝑅𝑒 Distancia internuclear de equilibrio, Å 

𝑆 Integral de traslape 

𝑡 Tiempo, d, años 

𝑇 Temperatura, K 

Dimensión de tiempo 

𝑡0 Tiempo inicial, d, años 

𝑡1 2⁄  Tiempo de vida media, años 
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 APÉNDICE  A
 

 

CINÉTICA QUIMICA CLÁSICA 

 

 

A.1 Introducción 

 

La cinética es un área de estudio fundamental en la Química, la cual trata de conocer la velocidad y el 

mecanismo de los reactivos para generar productos. El entendimiento de la cinética debe considerar la 

temperatura del medio, la concentración inicial así como la naturaleza de los reactivos. Clásicamente, 

estos conocimientos se basan en fenómenos químicos que suceden en fase gaseosa o en disolución y cuya 

velocidad no sea instantánea ni tarde meses o incluso años (Maron y Pruton, 1970). Sin embargo, está 

idealidad no puede ser aplicada a medios de reacción de naturaleza heterogénea o a sistemas de reacción 

complejos. 

 

El nacimiento de la cinética química se le atribuye al químico alemán Ludwing Ferdinand Wilhelmy 

(1812-1864) quien en 1850 estudio la velocidad de inversión de la sucrosa desde un punto de vista 

cuantitativo. Wilhelmy representó el curso de la reacción por medio de una reacción diferencial y también 

propuso una ecuación empírica para expresar la dependencia entre la velocidad y la temperatura. En el 

periodo de 1865 a 1867 Augustus George Vernon Harcourt (1834-1919) llevó a cabo investigaciones 

experimentales bastante detalladas de la reacción entre peróxido de hidrógeno y yoduro de hidrógeno, así 

también entre permanganato de potasio y ácido oxálico, poniendo particular atención a la influencia de las 

concentraciones de los reactivos en la velocidad de reacción. Estos resultados fueron analizados 

matemáticamente en términos de formas integradas de ecuaciones diferenciales, por William Esson 

(1839-1916), cuyos procedimientos son muy similares a los usados actualmente. La cinética química 

cubre desde periodos ínfimos (mucho menores a 1 s) hasta de millones de años, así como en distintos 

medios, siendo en fase gas y disolución los más populares. 
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A.2 Conceptos básicos 

 

La ecuación química representa una reacción química; del lado izquierdo se colocan los reactivos y del 

derecho los productos. El número de átomos de cada elemento debe ser el mismo en ambos lados de la 

ecuación ajustada. Los coeficientes de cada especie presente (ión, molécula, átomo) en la ecuación se 

llama coeficiente estequiométrico. La estequiometría analiza las relaciones cuantitativas de las masas 

moleculares y atómicas de la ecuación química y la fórmula química (Petrucci et al., 2003). 

 

Una reacción química de estequiometría conocida puede expresarse de forma general como 

.zZyYbBaA    (A1) 

 

Resulta conveniente reservar las primeras letras del alfabeto para los reactivos y las últimas para los 

productos. En la Tabla A1 se muestran algunas recomendaciones para escribir ecuaciones químicas. 

 

Tabla A1. Tipos de flechas a usarse en la escritura de reacciones químicas. 

SÍMBOLO ECUACIÓN QUÍMICA FENÓMENO QUÍMICO 

Dos flechas de media cabeza  Estado de equilibrio. 

Flecha simple  
Reacción que sucede en una 

dirección. 

Dos flechas con cabeza 

gruesa en sentido opuesto  
Reacción en dos 

direcciones. 

Flecha con cabeza gruesa  Reacción elemental. 

 

El símbolo  es usado para referirse al coeficiente estequiométrico de una especie en una ecuación 

química balanceada, el cual es negativo para reactantes y positivo para productos. Una reacción tiene una 

estequiometría independiente del tiempo si durante el curso de una reacción la ecuación estequiométrica 

es aplicable, esto es, si cantidades insignificantes de intermediarios son formadas. Así, para la ecuación 

(A1): 

𝑛𝐴 − 𝑛𝐴
0

−𝑎
=
𝑛𝐵 − 𝑛𝐵

0

−𝑏
= ⋯ =

𝑛𝑌 − 𝑛𝑌
0

−𝑦
=
𝑛𝑍 − 𝑛𝑍

0

−𝑧
. (A2) 

Al contrario, si la estequiometría cambia a través del desarrollo de la reacción, se dice que su 

estequiometría depende del tiempo. En ausencia de información sobre el mecanismo, la estequiometría no 

debe ser usada para hacer predicciones sobre la cinética de la reacción. 

 

Un objetivo de la cinética química es el estudio de las velocidades de cambio de las concentraciones de 

reactivos y productos. Así, en el tiempo t  la velocidad de consumo de A (A) está definida como el 

negativo de la pendiente de la tangente a la curva de A en el punto t: 
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.

dt

Ad
A   (A3) 

 

Por su parte la velocidad de formación de Z (z) está definida como 

 
.

dt

Zd
Z   (A4) 

Las ecs. (A3-A4) se ilustran en la Figura A1. 

 

Figura A1. Comportamiento del consumo del reactivo A y de la generación del producto Z para la 

reacción AZ. 

 

En 1922, T. de Donder introdujo el concepto de avance de reacción, la cual para una especie de una 

reacción con estequiometría independiente del tiempo se define como  

𝜉 ≡
𝑛 − 𝑛0

𝜈
, (A5) 

donde n0 es la cantidad inicial de sustancia (n) es la cantidad en el tiempo t y  es el coeficiente 

estequiométrico para cada especie. Así, para la ecuación general (A1) el avance de la reacción es la 

cantidad n de cada producto formado dividido por su coeficiente estequiométrico especificado en la 

respectiva ecuación química: 

𝜉 ≡
∆𝑛𝑌
𝑦
=
∆𝑛𝑍
𝑧
. (A6) 

Luego, para los reactivos: 

𝜉 ≡
∆𝑛𝐴
−𝑎

=
∆𝑛𝐵
−𝑏
. (A7) 

Nótese que las cantidades de (A6) y (A7) son iguales. 

 

Comúnmente las velocidades de consumo y formación no son las mismas para todas las especies 

involucradas en una reacción química. Par una reacción estequiométricamente independiente del tiempo 
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se puede definir una misma velocidad para todas las especies, la velocidad de reacción, por medio del 

avance de reacción: 

𝜉 ≡
1

𝑉

𝑑𝜉

𝑑𝑡
, (A8) 

donde V es el volumen donde se desarrolla la reacción. La ecuación (A8) se puede expresar en términos 

de coeficiente estequiométrico () y la cantidad de sustancia (n), luego para la especie i: 

 =
1

𝜈𝑖𝑉

𝑑𝑛𝑖
𝑑𝑡
. (A9) 

Así, para la ecuación (A1): 

 = −
1

𝑎𝑉

𝑑𝑛𝐴
𝑑𝑡

= −
1

𝑏𝑉

𝑑𝑛𝐵
𝑑𝑡

=
1

𝑦𝑉

𝑑𝑛𝑌
𝑑𝑡

=
1

𝑧𝑉

𝑑𝑛𝑍
𝑑𝑡
. (A10) 

Si el volumen no cambia durante el curso de la reacción, dni /V puede ser sustituido por dci, donde ci es la 

concentración de la especie i. Entonces, la ecuación (A9) queda como 

.
1

dt
idc

i
   (A11) 

En consecuencia, la ecuación (A10) presenta la forma: 

       
.

1111

dt

Zd

zdt

Yd

ydt

Bd

bdt

Ad

a
  (A12) 

 

Para algunas reacciones la velocidad de reacción  puede ser expresada por una ecuación cinética: 

 𝑘[𝐴]𝛼[𝐵]𝛽 , (A13) 

donde k,   y  son independientes de la concentración y el tiempo. 

 

El exponente   en la ec. (A13) es conocido como el  orden de la reacción  respecto de A. Este término 

fue introducido por W. Ostwald en 1887 que puede ser confundido con  molecularidad  usado por Van’t 

Hoff. De manera similar,  es el orden respecto a B.   y   son llamados órdenes parciales, la suma de 

estos órdenes (n) es conocida como el orden total o simplemente orden. Todos los órdenes son cantidades 

experimentales y no necesariamente son cantidades enteras, sin embargo, varias reacciones pueden 

clasificarse como de primer o segundo orden. La constante k de la ecuación (A13) es conocida como la 

constante cinética, sus unidades dependen del orden de la reacción, en general: concentración1-n  tiempo-1. 

 

Una  reacción elemental  (tentativamente) es una reacción que ocurre en un solo paso y 

experimentalmente no puede ser detectado un intermediario. Un catalizador es una sustancia que se 

comporta como reactivo y a la vez como producto; su concentración está implicada en la ecuación 

cinética pero no así en su constante de equilibrio. Una catálisis realizada por uno de los productos de la  

reacción se le llama autocatálisis. En contraste, un inhibidor es una sustancia que disminuye la velocidad 

de la reacción química. Un inhibidor puede ser consumido durante el curso de la reacción. 
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A.3 Determinación de la velocidad de reacción 

 

Primeramente, se asume que la reacción es a temperatura y volumen constante, y además, la reacción es 

irreversible. Existen dos métodos que se emplean comúnmente para encontrar la dependencia entre la 

velocidad de la reacción y la concentración de los reactivos: i) el método diferencial, y ii) el método 

integral. En el primer caso, la velocidad es medida directamente: se determina la tangente de las curvas de 

concentración contra el tiempo y se busca su relación con la concentración de los reactivos. El método de 

integración involucra proponer un orden tentativo de la reacción. La ecuación diferencial correspondiente 

a tal orden es integrada, con lo cual se obtiene una expresión de la concentración en función del tiempo. 

Una prueba entonces es hecha para comprobar si los resultados experimentales tienen semejanza con la 

ecuación integrada, si esto sucede, se obtiene el orden de reacción adecuado y en consecuencia, la 

constante cinética. En otro caso, otro orden debe escogerse. A continuación se detallará el método de 

integración para las reacciones de primer y segundo orden. 

 

 

A.4 Reacciones de primer orden 

 

Una reacción que es de primer orden con respecto al reactivo A y de orden cero respecto a algún otro 

reactivo puede corresponder a varias estequiometrías, por ejemplo: 

ZA  ZA 2  ZA2  

ZBA   ZBA 2  

El método integral cubre todas estas posibilidades. Supóngase que al inicio de la reacción (t = 0), no hay 

producto presente, la concentración de A es a0 y que al tiempo t la cantidad de A que ha sido consumido 

por unidad de volumen es x, la concentración de A es –d(a0 -x)/dt=dx/dt. Así, se puede escribir 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘𝐴(𝑎0 − 𝑥), (A14) 

donde kA es la constante de primer orden que se relaciona con el consumo de A. La separación de 

variables x y t de la ec. (A14) da 

𝑑𝑥

𝑎0 − 𝑥
= 𝑘𝐴𝑑𝑡. (A15) 

La integración de la ec. (A15) resulta en 

−𝑙𝑛(𝑎0 − 𝑥) = 𝑘𝐴𝑡 + 𝐼, (A16) 

donde I es la constante de integración. Esta constante es evaluada al usar en x = 0 cuando t = 0 como 

condiciones iniciales, así: 

−𝑙𝑛𝑎0 = 𝐼. (A17) 
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La sustitución de la ec. (A17) en (A16) da: 

− 𝑙𝑛 (
𝑎0

𝑎0 − 𝑥
) = 𝑘𝐴𝑡. (A18) 

La ecuación (A18) puede ser escrita como 

𝑥 = 𝑎0[1 − 𝑒𝑥𝑝(−𝑘𝐴𝑡)], (A19) 

o bien 

𝑎0 − 𝑥 = 𝑎0 𝑒𝑥𝑝(−𝑘𝐴𝑡), (A20) 

 

Esta última ecuación muestra que la concentración del reactivo (a0 –x), decrece exponencialmente con el 

tiempo, desde un valor inicial a0 hasta un valor final cercano a cero. 

 

La ecuación de primer orden puede ser probada y la constante cinética determinada con un procedimiento 

gráfico: a partir de la ec. (A18), se grafica (con los datos experimentales) ln[a0 /(a0-x)] versus t, lo cual 

dará una recta si la reacción es de primer orden, también se puede graficar ln(a0-x) versus t. 

 

 

A.5 Reacciones de segundo orden 

 

Existen dos posibilidades para las reacciones de segundo orden: i) la velocidad es proporcional al 

producto de dos reactivos con la misma concentración, ii) el producto de dos reactivos con 

concentraciones diferentes. La primera opción ocurre para un solo reactivo involucrado: ZA2  o 

también en ZBA   si la concentración inicial es la misma, aunque para otra estequiometría cambia 

la expresión de la ecuación integrada. 

 

En cada una de dichas situaciones la velocidad de reacciones puede ser expresada como  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘𝐴(𝑎0 − 𝑥)

2, (A21) 

donde x es la cantidad de A que ha reaccionado en una unidad de volumen al tiempo t, y a0 es la 

concentración inicial de A. La separación de variables conduce a 

𝑑𝑥

(𝑎0 − 𝑥)
2
= 𝑘𝐴𝑑𝑡. (A22) 

Al integrar la ecuación (A21) se obtiene 

1

𝑎0 − 𝑥
= 𝑘𝐴𝑡 + 𝐼, (A23) 

donde I es la constante de integración. Las condiciones iniciales son x = 0 cuando t = 0, entonces 
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𝐼 =
1

𝑎0
. (A24) 

Luego, 

𝑥

𝑎0(𝑎0 − 𝑥)
= 𝑘𝐴𝑡. (A25) 

 

Este resultado muestra que la variación de x respecto a t no es exponencial. Con los datos experimentales 

se puede verificar la ec. (A25) y obtener la constante cinética kA. Un procedimiento es graficar x /a0(a0-x) 

contra t, si se obtiene una línea recta que atraviesa el origen, la pendiente será kA. Otra forma es graficar 

x/(a0-x) versus t, para obtener también una recta cuya pendiente será a0 kA. Por otra parte, si la velocidad 

es proporcional al producto de las concentraciones de dos diferentes reactivos cuyas concentraciones 

iniciales no son las mismas, la integración procede de forma distinta. Supóngase que la estequiometría 

corresponde a A+BZ y que las concentraciones iniciales son a0 y b0, la velocidad a la que una cantidad 

x (por unidad de volumen) de A reacciona es  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘𝐴(𝑎0 − 𝑥)(𝑏0 − 𝑥). (A26) 

La integración de la ecuación (A26) bajo x = 0 a t = 0 es 

1

𝑎0 − 𝑏0
𝑙𝑛 [
𝑏0(𝑎0 − 𝑥)

𝑎0(𝑏0 − 𝑥)
] = 𝑘𝐴𝑡. (A27) 

Esta ecuación puede ser verificada al graficar el término de la izquierda contra el tiempo, si se obtiene una 

línea recta, su pendiente es kA. 

 

 

A.6 Reacciones de n-ésimo orden 

 

Supóngase que una reacción es de n-ésimo orden e involucra un solo reactivo con una concentración a0 o 

reactivos con las mismas concentraciones y estequiometría A+B+… Z. Si la concentración de A que 

permanece después del tiempo t es a0 -x, la velocidad de consumo de A es 

𝜈𝐴 ≡
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘𝐴(𝑎0 − 𝑥)

𝑛. (A28) 

La ecuación (A28) se integra bajo la condición inicial x = 0 en t = 0. Si n >1, la solución es 

𝑘𝐴 =
1

𝑡(𝑛 − 1)
[

1

(𝑎0 − 𝑥)𝑛−1
−

1

𝑎0
𝑛−1], (A29) 

para n >1. 
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A.7 Tiempo de vida media 

 

Para una reacción dada, el tiempo de vida media, t1/2, de un reactivo en particular está definido como el 

tiempo necesario para que su concentración se reduzca a la mitad. El valor del tiempo de vida media es 

siempre inversamente a la constante cinética y generalmente depende de la concentración de los reactivos. 

En consecuencia para una reacción de primer orden, ec. (A18), se obtiene 

𝑡1 2⁄ =
𝑙𝑛2

𝑘𝐴
. (A30) 

Esto muestra que el tiempo de vida media es independiente de la concentración inicial. Si en la 

estequiometría de la reacción interviene un reactivo se puede hablar del tiempo de vida media de la 

reacción. 

 

El tiempo de vida media de una reacción de segundo orden que involucra un reactivo o dos con las 

mismas concentraciones iniciales con la siguiente estequiometría A+BZ  es 

𝑡1 2⁄ =
1

𝑎0𝑘𝐴
. (A31) 

Así, el tiempo de vida media es inversamente proporcional a la concentración del reactivo. 

 

Debido a que el tiempo de vida media de una reacción de primer orden es independiente de la 

concentración, puede ser utilizada en lugar de la constante cinética. Por otra parte, para reacciones de 

diferente orden, el tiempo de vida media provee una forma conveniente para comparar las velocidades. 

 

 

A.8 Influencia de la temperatura en la velocidad de reacción1 

 

Hoy en día, la influencia de la temperatura en las velocidades de reacción es usualmente interpretada en 

términos de lo que se conoce como la  ecuación de Arrhenius, de acuerdo a la cual la constante de 

velocidad k es el producto de un factor preexponencial A y un factor exponencial: 

𝑘 = 𝐴𝑒𝑥𝑝(−𝐸𝑎 𝑅𝑇⁄ ). (A32) 

 

El factor exponencial involucra la temperatura (T), la constante de los gases (R), y la energía de 

activación (Ea) (Laidler, 1987). En 1889, Svante Arrhenius (1859-1927), un físico y químico sueco 

(García et al., 2008), construyó la ecuación (A32) al considerar que la influencia de la temperatura en la 

constante cinética podría ser del mismo tipo que las constantes de equilibrio. Por similitud con la 

                                                             
1 Sección basada en Levine (2004). 
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ecuación de Van’t Hoff sobre la variación de la constante de equilibrio (con base en la presión) con la 

temperatura para un gas ideal:  

𝑑 𝑙𝑛𝐾𝑃
0

𝑑𝑇
=
∆𝐻0

𝑅𝑇2
. (A33) 

 

La variación de la constante de equilibrio (en función de la concentración) respecto a la temperatura para 

un gas ideal es: 

𝑑 (𝑙𝑛𝐾𝐶
0)

𝑑𝑇
=
∆𝑈0

𝑅𝑇2
. (A34) 

De ahí que Arrhenius escribió: 

𝑑(𝑙𝑛𝑘)

𝑑𝑇
=
𝐸𝑎
𝑅𝑇2

, (A35) 

cuya integración es la ec. (A32) si se considera que Ea no depende de T. La ecuación de Arrhenius, ec. 

(A32), se cumple para una gran cantidad de reacciones homogéneas elementales y varias complejas. 

 

La ley de distribución de Maxwell Boltzmann2 considera el número de moléculas en los distintos niveles 

de energía, esto es, el número nn de átomos en la energía En está relacionado con el número n0 que tienen 

la energía E0 : 

𝑛𝑛 = 𝑛0𝑒𝑥𝑝(−𝐸𝑛 𝒌𝑇⁄ ), (A36) 

donde k es la constante de Boltzman (constante de los gases R entre el número de Avogadro N0) (Laidler, 

1974). Arrhenius seguramente conocía esta teoría y explico de la siguiente forma la ec. (A32): se necesita 

una energía cinética mínima para iniciar la ruptura de enlaces y formar productos después de una colisión. 

Obsérvese que una energía de activación (Ea) pequeña implica una cinética rápida, por el contrario, una 

energía de activación grande corresponde a una reacción lenta. Cabe mencionar que comúnmente Ea 

>>RT; las energías de activación experimentales de reacciones elementales se encuentran en el intervalo 

de 0 a 80 kcal/mol (330 kJ/mol). 

 

 

A.9 Molecularidad de una reacción3 

 

De acuerdo a los resultados experimentales, se puede establecer un orden de reacción u otros factores de 

una ley cinética. Si la reacción ocurre en una sola etapa se trata de una reacción elemental, esto se puede 

comprobar mediante el orden de reacción, aunque una cinética de primer orden no necesariamente 

corresponde a una reacción elemental. Una vez establecida como elemental una reacción, se debe discutir 

sobre su molecularidad, i.e. el número de partículas reactivas (átomos, moléculas, radicales libres o 

                                                             
2 El físico inglés James Clerk Maxwell (1831-1879) (García y Pascual, 2008) la presentó heurísticamente en 1860 y más tarde, en 

1886, el físico austriaco Ludwing Boltzmann (1844-1906) la formuló rigurosamente (McQuarrie et al., 1997). 
3 Sección basada en Laidler (1974, 1987). 
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iones) que participan en cada evento químico individual. El orden de la reacción generalmente se asocia a 

la molecularidad y se habla de reacciones unimoleculares, bimoleculares y trimoleculares. Es importante 

hacer hincapié en que la molecularidad se infiere de toda evidencia disponible de la reacción, en 

contraste, el orden de reacción simplemente expone la velocidad como dependiente de la concentración. 

 

 

A.10 Reacciones unimoleculares4 

 

La historia temprana de las reacciones unimoleculares gaseosas estuvo inmersa en la confusión tanto 

experimental como teóricamente. En el S. XIX, van’t Hoff conocía dos reacciones de primer orden en 

fase gaseosa (las descomposiciones del arsano y el fosfano), pero él asumió que ocurrían en una extensión 

considerable de la superficie del recipiente de reacción. En 1919 Jean Baptiste Perrin (1870-1942)5 

concluyó que las reacciones unimoleculares en fase gas podrían ser comprendidas sólo por la hipótesis de 

la radiación, de acuerdo con la cual la energía requerida para que se lleve a cabo la reacción es proveída 

por la radiación de las paredes del recipiente contenedor. En 1919, sin embargo, no se conocía una 

reacción unimolecular y no existía alguna razón real para creer que tales reacciones existieran. Perrin al 

considerar dicha hipótesis, proponía que las reacciones de primer orden se realizarían bajo cualquier 

presión: imagínese un recipiente infinito donde las moléculas están muy separadas (a baja presión), mas 

la reacción ocurre por la sola presencia del recipiente. Para algunos este argumento fue suficiente, otros 

permanecieron escépticos. 

 

En 1920, el físico inglés Frederick Alexander Lindemann (1886-1957) (Farren et al., 1958) refutó por 

escrito (Lindemann, 1920a; Lindemann, 1920b) la hipótesis de la radiación para las reacciones químicas. 

Luego, en 1921 durante una reunión de la Faraday Society sobre La teoría de la radiación en la acción 

química (28 de septiembre de 1921), que incluyó a las reacciones unimoleculares, expresó una gran 

oposición a dicha teoría y dio a conocer una explicación alternativa que después fue publicada6 

(Lindemann, 1922). Unos días después de que Lindemann hizo su presentación oral, el químico danés 

Jens Anton Christiansen (1888-1969)7 publico su tesis de doctorado, en la cual el mismo tratamiento fue 

incluido, en una forma más detallada y explícita que la presentada por Lindemann. Esta hipótesis provee 

una forma por la cual, bajo algunas condiciones, la activación por colisiones puede dar paso a la cinética 

de primer orden. Esto lleva a la importante predicción que a presiones suficientemente bajas todas las 

reacciones unimoleculares deben ser de segundo orden. Hinshelwood y otros interpretaron y expandieron 

                                                             
4 Sección basada en McQuarrie et al. (1997) y Levine (2004). 
5 J.B. Perrin fue galardonado con el premio Nobel de física en 1926 por su trabajo en la estructura discontinua de la materia y por 

su descubrimiento del equilibrio de la sedimentación. A un nivel práctico, el trabajo de Perrin permitió importantes desarrol los en 

la observación de coloides y la difusión (Zambelli, 2010). 
6 Es la exposición de la discusión entre los asistentes a dicha presentación oral en la Faraday Society: Lindemann, Arrhenius, 

Langmuir, Dhar, Perrin y Lewis. 
7 Su tesis contiene los fundamentos de la cinética química, además de la teoría de la colisión para las reacciones unimoleculares, 

expuso una teoría de la velocidad que es esencialmente equivalente a lo que más tarde se le llamaría la Teoría del Estado de 
Transición. Sus posteriores investigaciones abarcaron una gran variedad de soluciones a procesos químicos, incluidas la 
descomposición del peróxido de hidrógeno, las reacciones periódicas y las enzimáticas (Tamm, 2003). 
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la hipótesis de Lindemann Christiansen como hoy se conoce. Los primeros trabajos para comprobar esta 

hipótesis causaron confusión ya que se hicieron con reacciones que no eran verdaderamente 

unimoleculares. 

 

Lindemann propuso que la fuente de energía para una reacción unimolecular resulta de colisiones 

bimoleculares. Además postuló que debe existir un tiempo de espera, activación o lag, entre la colisión 

(paso energizante) y la reacción efectiva. Entonces, si la colisión tiene la suficiente energía, así como un 

tiempo lag adecuado, la molécula posiblemente irá a una colisión bimolecular de activación que le dará la 

oportunidad de reaccionar. Luego, para la reacción A(g)Z(g) se tiene 

𝐴(𝑔) +𝑀(𝑔)                  𝐴(𝑔)
∗ +𝑀(𝑔), (A37) 

 

𝐴(𝑔)
∗ 𝑘2
→ 𝑍(𝑔). (A38) 

 

El símbolo *
)(gA  en las ecuaciones (A37) y (A38) representan una molécula del reactivo energizado y M(g) 

es una molécula de colisión, la cual puede ser otra molécula de reactivo, una molécula del producto o una 

molécula no reactiva del gas vector. La velocidad de formación del producto para las ecuaciones (A37) y 

(A38), que se conoce como el mecanismo de Lindemann, está dada por 

𝑑[𝐵]

𝑑𝑡
= 𝑘2[𝐴

∗]. (A39) 

Al tener en cuenta que en cualquier momento la concentración de *
)(gA  es muy pequeña, se puede realizar 

la aproximación del estado estacionario: 

𝑑[𝐴∗]

𝑑𝑡
= 0 = 𝑘1[𝐴][𝑀] − 𝑘−1[𝐴

∗][𝑀] − 𝑘2[𝐴
∗]. (A40) 

Si se resuelve para [A*] : 

[𝐴∗] =
𝑘1[𝐴][𝑀]

𝑘2 + 𝑘−1[𝑀]
. (A41) 

Al sustituir la ec. (A41) en la ec. (A39) se obtiene la velocidad de reacción: 

𝑑[𝐵]

𝑑𝑡
= −

𝑑[𝐴]

𝑑𝑡
=
𝑘1𝑘2[𝐴][𝑀]

𝑘2 + 𝑘−1[𝑀]
= 𝑘[𝐴], (A42) 

de donde 

𝑘 =
𝑘1𝑘2[𝑀]

𝑘2 + 𝑘−1[𝑀]
. (A43) 

 

Véase que para esta última ecuación, k  depende de la concentración y puede tomar dos casos límite: i) a 

una alta concentración de M, la velocidad de desactivación, v-1, será mucho más grande que la velocidad 

de reacción, v2 . En este caso, k-1[A*][M]>>k2[A*] o k-1[M]>>k2, con lo que 
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𝑘 =
𝑘1𝑘2
𝑘−1

. (A44) 

La velocidad de reacción, en consecuencia, toma la forma 

𝑑[𝐵]

𝑑𝑡
=
𝑘1𝑘2[𝐴]

𝑘−1
,

 

(A45) 

es decir, la reacción se presenta como una de primer orden. ii) A una baja concentración de M, la 

velocidad de reacción, v2, es más grande que la velocidad de desactivación, v-1. Esto significa que             

k2 >>k-1[M] y 

𝑑[𝐵]

𝑑𝑡
= 𝑘1[𝐴][𝑀]. (A46) 

 

En términos del intervalo de tiempo que existe entre la energización de A a A* y la transformación de A* 

en productos, se observa que este tiempo permite, por un lado, que se produzca la reversibilidad de la 

ecuación (A37) y una cinética de primer orden, pero si el consumo de A* es muy rápida, i.e. el tiempo de 

transformación de esta especie a productos es casi cero, la reacción se vuelve de segundo orden. Los 

casos que predice la ecuación (A43) se han comprobado en reacciones unimoleculares en fase gaseosa 

con base en la presión (a mayor concentración se tiene mayor presión y a menor concentración, menor 

presión). Debe mencionarse que el mecanismo de Lindemann representa la transferencia de energía y no 

reacciones químicas elementales, lo que permite explicar las reacciones unimoleculares debidas a 

colisiones y su comportamiento a bajas presiones (Levine, 2004). 
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 APÉNDICE  B
 

 

SISTEMA DINÁMICO COMPLEJO EN MEDIO 

HOMOGÉNEO 

 

B.1 Modelo MOA con inhibición 

 

Tabla B1. Sensibilidad del comportamiento del modelo MOA con h = 0,   = 1  y sin inhibición,  ecs. (42-

45), para  = 0.16 a diferentes valores de AC. Se muestra el periodo sin producción de metano que se genera 
entre dos picos, que presenta la cinética. 

AC 

(kg/ton) 

DURACIÓN DEL PRIMER 

MÁXIMO  

(años) 

PERIODO SIN 

PRODUCCIÓN DE CH4 

(años) 

R% EN 30  

AÑOS 

107.21 10 0 66 

100.00 5 9 40 

88.11 4 16 26 

78.95 2 21 15 

 

 

Tabla B2. Sensibilidad del comportamiento del modelo MOA con h = 0,   = 1  y 

sin inhibición, ecs. (42-45), para  = 0.50 a diferentes valores de AC. Se muestra 
el periodo de retraso al inicio de la cinética. 

AC 

(kg/ton) 

PERÍODO DE RETRASO 

(años) 

R% EN 30  

AÑOS 

117.12 2* 72 

94.29 11 40 

76.36 15 25 

64.92 20 15 

    *Al inicio hay un escalón que dura 0.2 años. 
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Tabla B3. Sensibilidad del comportamiento del modelo MOA con h = 0,      = 1 y 

sin inhibición, ecs. (42-45), para  = 1.14 a diferentes valores de AC. Se muestra el 
periodo de retraso al inicio de la cinética. 

AC 

(kg/ton) 

PERÍODO DE RETRASO 

(años) 

R% EN 30  

AÑOS 

141.14 2 80 

87.69 11 40 

66.07 16 25 

50.75 20 15 

 

 

 

B.2 Modelo MOAB sin inhibición. Concentración inicial de bacterias  

 

Al variar 𝐵0 en el modelo MOAB sin inhibición, ecs. (47-50, 52), se observa la aparición de un tiempo 

de retraso que depende del valor de 𝛼, ver Tabla B4, debido al efecto del factor −𝑘3𝐴𝐵, ec. (49), sobre la 

ec. (50), pues A se acumula conforme la constante de metanogénesis se hace más lenta. Para 𝛼 = 0.16, la 

producción de metano empieza su retraso en 𝐵0 = 1x100 kg/ton a ~1 año de iniciar la cinética; con 𝛼 = 

0.50 la producción ya presenta retraso en 𝐵0 = 1x10-1 kg/ton, para cuyo caso el periodo de retraso es de 

~5 años. Finalmente, cuando 𝛼 = 1.14, el retraso aparece en 𝐵0 = 1x10-1 kg/ton, 4 años después del inicio 

de la cinética. No se muestran los comportamientos para 𝛼 = {0.16,1.14}. Para todos los valores de 𝛼 

cuando 𝐵0 = 1x10-3 kg/ton, el retraso se prolonga por más de 10 años. Las Figuras B1 y B2 muestran el 

comportamiento del sistema cuando 𝛼 = 0.50. Para las simulaciones se escogió 𝐵0 = 1x100 kg/ton. 

 

Tabla B4. Sensibilidad a B0 del retraso de la producción de metano del modelo MOAB con 

h = 0,  = 1 y  sin inhibición, ecs. (47-50, 52), para  = {0.16, 0.50, 1.14}. 

B0 

(kg/ton) 

PERIODO DE RETRASO 

 = 0.16  = 0.50  = 1.14 

1x101 1 día 1 día 1 día 

1x100 1 año 1 día 1 día 

1x10-1 6 años 5 años 4 años 

1x10-2 10 años 8 años 7 años 

1x10-3 12 años 10 años 10 años 
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Figura B1. Evolución del ácido acético (A)  y las bacterias metanógenas (B) del modelo MOAB con  h = 0, 

𝛽 = 1 y  sin inhibición, ecs. (47-50, 52), con  = 0.50 bajo diferentes valores de  B0: 1) 1x101, 2) 1x100, 3) 1x10-

1, 4) 1x10-2, 5) 1x10-3, en kg/ton. La  especie  B  retrasa  su  crecimiento  por  varios  años  a  partir  de  B0 = 
1x10-1 kg/ton. 

 

 

 

Figura B2. Evolución de la producción de metano (CH4) del modelo MOAB con h = 0,  = 1 y sin 

inhibición, ecs. (47-50, 52),  = 0.50  bajo diferentes valores de B0 :  1) 1x101,  2) 1x100,  3) 1x10-1,  4) 1x10-2,  
5) 1x10-3, en kg/ton. Obsérvese que ya hay un marcado retraso cuando B0 =1x10-1 kg/ton.  
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B.3 Modelo MOAB con inhibición 

 

Tabla B5. Sensibilidad del comportamiento del modelo MOAB 

con h = 0 y  = 1, ecs. (47-52), para =0.16 a diferentes valores 
de AC.  

AC  

(kg/ton) 

ETAPA INICIAL     

(años) 
R% EN 30 AÑOS 

152.25 13 82 

145.94 40 40 

132.13 86 25 

112.61 194 15 

 

 

Tabla B6. Sensibilidad del comportamiento del modelo 

MOAB con h = 0 y  = 1, ecs. (47-52), para =0.50 a diferentes 
valores de AC.  

AC  

(kg/ton) 

ETAPA INICIAL     

(años) 
R% EN 30 AÑOS 

158.56 11 90 

155.20 33 40 

146.85 74 25 

135.44 157 15 

 

 

Tabla B7. Sensibilidad del comportamiento del modelo MOAB 

con h = 0 y  = 1, ecs. (47-52), para =1.14 a diferentes valores 
de AC.  

AC  

(kg/ton) 

ETAPA INICIAL     

(años) 
R% EN 30 AÑOS 

168.77 12 98 

167.06 27 40 

163.60 53 25 

157.18 111 15 
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B.4 Modelo MOABM sin inhibición. Concentración inicial de bacterias 

 

Respecto a la cantidad inicial de bacterias metanógenas 𝐵0, se examinó la sensibilidad del modelo 

MOABM sin inhibición, ecs. (53-56, 58), a dicho parámetro bajo 𝐵0 = {1x101, 1x100, 1x10-1,   1x10-

2,1x10-3} kg/ton, ver Figura B3, sin inhibición ácida. Al igual que en el modelo MOAB (Figura B2), existe 

un retraso en el inicio de la producción de metano (Figura B4), para 𝐵0 = 1x10-1 kg/ton es de 

aproximadamente una década y aumenta a dos o tres décadas para los subsecuentes valores analizados, ver 

Tabla B8. Al comparar estos retrasos con los obtenidos en el modelo MOAB sin inhibición, véase la Tabla 

B4, se observa que en el modelo MOABM sin inhibición han aumentado los retrasos por algunas décadas. 

 

 

 

Figura B3. Evolución del ácido acético (A) y las bacterias metanógenas (B) del modelo MOABM con h = 0, 

 = 1 y sin inhibición, ecs. (53-56, 58), con  = 0.50  y k3 = 1x10-1 (kg/ton)-1 año-1  bajo diferentes valores de 
B0 : 1) 1x101, 2) 1x100, 3) 1x10-1, 4) 1x10-2, 5) 1x10-3, en kg/ton. La especie B  retrasa su crecimiento por 

varios años a partir de B0 =1x10-1 kg/ton. 
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Figura B4. Evolución de la producción de metano (CH4) del modelo MOABM con h = 0,  = 1 y sin 

inhibición, ecs. (53-56, 58),  = 0.50  bajo diferentes valores de B0 : 1) 1x101, 2) 1x100, 3) 1x10-1,  4) 1x10-2, 5) 
1x10-3, en kg/ton. Obsérvese que ya hay un marcado retraso cuando B0 = 1x10-1  kg/ton.  

 

 

 

Tabla B8. Sensibilidad a B0 del retraso de la producción de metano del modelo 

MOABM con h = 0,  = 1 y  sin inhibición, ecs. (53-56, 58), para                                   

 = {0.16, 0.50, 1.14}. 

B0 

(kg/ton) 

PERIODO DE RETRASO 

 = 0.16  = 0.50  = 1.14 

1x101 1 día 1 día 1 día 

1x100 1 día 1 día 1 día 

1x10-1 11 años 12 años 12 años 

1x10-2 23 años 23  años 23 años 

1x10-3 34 años 34  años 34 años 
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B.5 El modelo MOABM con inhibición 

 

Tabla B9. Sensibilidad del comportamiento del modelo 

MOABM con h = 0 y  = 1, ec. (53-58), para =0.16 a 
diferentes valores de AC.  

AC 

(kg/ton) 
R% EN 30 AÑOS 

226.6 83 

226.3 40 

224.9 25 

210.8 15 

 

 

Tabla B10. Sensibilidad del comportamiento del modelo 

MOABM con h = 0 y  = 1, ecs. (53-58), para =0.50 a 
diferentes valores de AC.  

AC 

(kg/ton) 
R% EN 30 AÑOS 

213.5 91 

213.3 40 

212.8 25 

204.5 15 

 

 

Tabla B11. Sensibilidad del comportamiento del modelo 

MOABM con h = 0 y  = 1, ecs. (53-58), para =1.14 a 
diferentes valores de AC.  

AC 

(kg/ton) 
R% EN 30 AÑOS 

203.9 99 

203.6 40 

203.4 25 

199.8 15 
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