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magnético y eléctrico que satisfacen las ecuaciones de Maxwell y a su vez son
homogéneos y estacionarios. Para colisiones terciarias o cuarticas, es decir, para
gases mas densos existen efectos como ondas, vértices o grumos, que se estudia
mediante la teoria de transporte anémala.
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Capitulo 1

Introducciéon

El problema de transporte de materia, momento y energia en un plasma, est4 inti-
mamente relacionado con los gradientes de temperatura, presién y velocidad
combinados con los campos electromagnéticos externos, y es sin ninguna duda
uno de los aspectos mas cruciales en la fisica de plasmas. Lo que deseamos es
conocer la respuesta de estos sistemas bajo determinadas circunstancias.

Imaginemos un sistema material que estd en un estado estacionario, o bien
un estado de equilibrio termodindmico real o un cuasiestado de equilibrio en
general. Si en alglin momento, una fuerza termodindmica aparece o se le aplica al
sistema, éste se ve perturbado. Dicha fuerza puede ser un campo externo, alguna
inhomogeneidad espacial, algin gradiente de presién o temperatura. Bajo sus
efectos el sistema responder4 a los estimulos aplicados, saliendo de su estado de
equilibrio inicial y apareceran flujos o corrientes de momento, energia o carga
eléctrica que no estdn necesariamente asociados a un movimiento global de la
materia.

La tendencia general de un sistema de este tipo, es regresar a su estado de
equilibrio inicial (si es que éste es estable) cuando desaparecen las fuerzas. Pero
si las fuerzas se mantienen, entonces se tienen constricciones externas que se
oponen al regreso al equilibrio.

Segun la naturaleza de las fuerzas y su nivel de accién, existe la posibilidad
de que el sistema alcance un nuevo estado de equilibrio con algunas diferencias
como flujos constantes de carga, masa, etc si es que las fuerzas son suaves y
varfan lento con el tiempo. Si en cambio las fuerzas cambian muy rapido con
el tiempo y son muy fuertes, la respuesta del sistema sera bastante compleja.
Pero en cualquier caso, la aplicacién de una fuerza termodindmica resulta en
la aparicién de una redistribucién de materia y sus caracteristicas, apareceran
flujos violentos, y es en este punto donde estamos en el realismo de la fisica fuera
del equilibrio, un area de conocimiento que hoy en dia estd en pleno desarrollo.
La importancia en el estudio de la fisica de plasmas es enorme, por ejemplo:
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1. El problema de la fusidn termonuclear controlada, que se basa en la po-
sibilidad de confinar un plasma con alguna configuracién de un campo
electromagnético por un tiempo lo suficientemente largo como para per-
mitir las reacciones de fusién y extraer la energia que éstas reacciones
producen. El problema es que estos contenedores magnéticos no se han lo-
grado construir experimentalmente y no conocemos su forma teérica; pero
sabemos que para tal fin debemos tener un conocimiento muy profundo
del procedimiento de como extraer y depositar la energia.

2. La Astrofisica es otro campo de aplicacién de la fisica de plasmas, pues por
lo que sabemos alrededor del 90 % de la materia observable en el universo
estd en el estado de plasma. Aqui otra vez, el problema de transporte es
crucial para poder entender una variedad de fenémenos muy complica-
dos; por ejemplo, en el sol tenemos un abanico de circunstancias en donde
los plasmas hacen exposicién, asi que debemos conocer profundamente la
magnetohidrodinamica en esas condiciones para entender lo que ocurre
en el sol. Alrededor de los planetas existe una magnetésfera que es plas-
ma, en donde ocurren procesos fascinantes que llaman a nuestra atencion.
Una aplicacién astrofisica que si bien parece al alcance no se estudia en
este trabajo debido a que no estudiamos la viscosidad, son los discos de
acrecién, en dichos sistemas parece haber una contribucién viscosa cuyo
fundamento tedrico no estd bien establecido, en la literatura se han hecho
modelos ad hoc (véase Ref.[14]) para ajustar las observaciones modernas.

Finalmente, aplicaciones de la vida cotidiana de la fisica de plasmas son por
ejemplo las descargas eléctricas en los gases, arcos eléctricos, etc..., donde los
problemas de conductividad eléctrica y conductividad térmica son nuevamente

fundamentales.

Luego de la motivacién del estudio de los plasmas, aterrizamos lo que en es-
ta tesis se pretende. La ecuacién de Bolztmann para un gas donde sélo hay una
especie ha sido discutida en varios textos por ejemplo Ref. [2], también se ha re-
suelto la ecuacién de Boltzmann para una mezcla binaria de particulas diluidas
con distintas cargas y masas, bajo la suposicién de equilibrio local (Véase [1]),
donde en particular se supone que las dos especias del plasma tienen la misma
temperatura. Uno de los objetivos de este trabajo es validar esta suposicién, de
forma especifica, la de las referencias [1,2|. Para ello, proponemos que las com-
ponentes del plasma tienen diferentes temperaturas y resolvemos la ecuacién
de Bolztmann hasta llegar al calculo del flujo de corriente eléctrica y luego del
tiempo libre medio de colisién para cada especie y verificar que si igualamos las
temperaturas de las especies no existe una diferencia significativa en los resulta-
dos generales, es decir, que la hipétesis de que las temperaturas son las mismas
es, en realidad buena.

La teoria cinética clasica en plasmas describe a una coleccién de particulas
cargadas que interactiian a través de colisiones binarias en presencia de campos
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Definicion del problema

El sistema que queremos estudiar es una mezcla binaria de particulas, diluida
y eléctricamente cargada. Sus masas las etiquetamos como m, y my. Cada
componente del plasma tiene una temperatura diferente, digamos T, para la
especie a y T para la especie b. Con cargas e, y €, donde e, = —e, = e. Los
iones pueden tener carga Ze pero tomamos Z = 1 por simplicidad. Los ntimeros
de densidad de las especies son n, y ny, donde n, + np = n tal que la densidad
de masa total p es:

P = Patpp=Mang +myny. (2.1)

Siguiendo la notacién usual de la teoria cinética de gases, las funciones de dis-
tribucién para cada particula las denotamos como f;(r,v; t) donde v; es la
velocidad de la particula de especie i con 7 = a,b. Si ahora asumimos que en
general en el sistema actia un campo eléctrico E medido en volts/m (S.I.) y
una induccién magnética B medida en teslas, la ecuacién de Boltzmann para
determinar la evolucién temporal de la funcién de distribucién f; para cada
especie es [1-4]:
b

af; ofi 1 af; .
o TViae T p— (F; +e;v; x B) - Fv. = ”z::a J(fifs), (2.2)

donde
F, =F { ¢,E para i,j=ab (2.3)

Fge) denota una fuerza externa conservativa y los campos magnético y eléctrico
son B y E respectivamente. Estos son campos autoconsistentes, es decir, gene-
rados por el propio plasma determinados por las ecuaciones de Maxwell [3].

El término de colisién esta dado por [3]:

I(uf) / /f(V’)f(v Fv)F(v))] (2.9

Xo vva — v Vi )gl]dv]dv dv .

9
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En la ecuacién (2.4) hemos omitido la dependencia de r,t en las funciones de
distribucion. Las primas denotan los valores de v; después de una colisién bi-
naria y o (viv; — v{v;) dvidv} es la seccién transversal, es decir, el nimero
de moléculas por unidad de tiempo de especies i que chocan con moléculas de
especie j tal que después de la colisién las moléculas que tienen un velocidad v/
en el intervalo dv; y v} van al intervalo dvy; gi; = |vi — v;| = |[v] — V}|. Para
colisiones entre moléculas del mismo tipo v; — v y v; — vy para distinguir
ambas velocidades. Es importante hacer notar que en la ecuacién (2.2) la induc-
cion magnética B es el promedio del campo magnético que se encuentra a través
de las ecuaciones de Maxwell, donde la densidad de corriente dependers de las
funciones de distribucién f;. De hecho, B = Bpyom + Be donde B, es el cam-
po externo que puede o no puede ser constante [3]. Es importante sehalar que
la seccién transversal o satisface el principio de reversibilidad microscépica, es
decir, es invariante ante reflexiones espaciales y temporales [2], esto es:

o (viv; — v;v;) =0 (Viv; — viv;) i,7=a,b (2.5)

esto garantiza la existencia de colisiones inversas.

Como bien se sabe en teoria cinética, hay dos resultados generales que se
pueden obtener de la ecuacién (2.4) sin tomar en cuenta la forma especifica de la
seccidn trasversal, esto es, sin especificar los detalles del potencial de interaccién
entre las particulas, a saber, las ecuaciones de conservacion y el teorema H.

2.1. Ecuaciones de Conservacion

Como es costumbre, definimos la densidad local de particulas:
n;(r,t) = /fi(l‘,Vi, t)dv;, (2.6)

y denotamos con ;(r, v;, t) cualquier variable dindmica cuyo valor local esta da-

dO pOI‘S
<,‘/)l> (. "/’i(r t) i SN /'l/)i(r \'Z3 t)fl (r Vi t)dvz‘ (2 l )
: ni : ’ H ’ ’ ’

la velocidad cadtica o térmica se define como
Ci =V — 1 (2-8)
donde u es la velocidad baricéntrica, dada por

pu(r,t) = Zpiui(r,t) (2.9)

u;(r,t) = %’/fi(ravi»t)vidvi (2.10)
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es la velocidad hidrodinamica local para la especie i. Es importante destacar en
este caso que usamos w; como variable local (tal como lo hace Ref. [3]) y no u,
en mezclas simples se utiliza u sin mayor problema, Véase Ref. [5]. Entonces en
nuestro caso ocurre que

(ei) =0, (2.11)
ademds
Mang(cq) + mpnp{cy) = paug + ppup — pu = 0. (2.12)

Con estas expresiones el flujo de carga lo podemos escribir de una forma
conveniente. De hecho, la densidad de carga numérica @) para la mezcla estd de-
finida como

Q = nge, +npep, = (N, — ny)e

y la corriente de carga para cada especie es J1, = n;e; (v;) por lo que la corriente
de carga total es:

Jr = Z nie;(v;).

Dicho lo anterior, obtendremos una ecuacién equivalente a la ecuacién de tras-
porte de Maxwell-Enskog, tomando ¥; = (m;, m;v;, %milviP). Notemos que de
la ecuacién (2.4)

b
Z /1/JiJ(fifj)de‘ =0, (2.13)

i,j=a

resultado sigue de la transformacién estandar [1] del kernel de colisién habiendo
usado (2.5) y el hecho de que los indices i,j son mudos en (2.13).

Sea v; = m,;. Multiplicamos (2.2) por m; e integramos sobre dv; usando
(2.13), se obtiene para el primer término del lado derecho

dp; of:
Vi

Para cualquier componente g‘% el producto (v; x B) no contiene tal componente,

entonces en la integracion por partes da cero, ademds la masa se conserva para

cada especie:

Ipi
ot

+ V- (pu;) = 0, (2.15)

que sumando sobre :

9
—523 +V - (pu) = 0. (2.15a)
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Asi, las ecuaciones (2.15) son expresiones alternativas pero equivalentes de la

conservacién de la masa.
Ahora tomemos v; = m;v; = m;(c; +u;). Multiplicando a (2.2) por m;(c; +
u;) e integrando en dv;, obtenemos que el primer término es:

af; 0
/mi(ci + ui)'ét[idvi =57 [pin;]
y el segundo:
/mi(ci +w;)v; - Vfidv; =V - [mi/cicifidvi + Pi‘liui} 3 (2.16)
definamos la parte cinética del tensor de esfuerzos para la especie 4
Tr=m /ficicidvi (2.17)
y la parte cinética del tensor de esfuerzos para ambas especies mediante:
b
koo Z / ficicidv; = hF (2.18)

entonces
/mi(ci + Ui)Vi A Vf,-dvi =V. [‘?’f +piu,~ui] 2

De esta manera el tercer término se lee

/mz(ct 3 u’)_ [Fi + ei(vi x B)] - 6f1 e oha ot /Vzez(vl xB)3 Ofi 4 dv;.

Vi

Al reunir los términos tenemos la ecuacién de balance del impetu para la especie

i
a —k
5 o] + V- [TF + piwyuy]

= /miviJ(fifj)dVi =0,

0
—F,-nz-—i—/viei(vi x B) - 6fl
i

al integrar por partes tenemos que:

af;
ei/vi(vi x B) - af dv; = -—en;u; x B;

luego de colectar cada termino, hemos llegado a la ecuacion de balance del impetu

para una especie:

9
= [pows] + V- [T5 + pruguy] (2.19)

—F;n; —e;n;u; x B=0.
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Para obtener la ecuacion de balance para ambas especies o de la mezcla, suma-
mos la ecuacién (2.19) sobre 4, recuperando el caso de la mezcla [1]:

a
E(pu) + V- (TF + pun) = ZniFi + (Jr x B) (2.20)

que es la ecuacién de conservacién para el momento. Si las fuerzas externas son
cero, i.e. F° = 0y usando la definicién de Jr = Qu + J, encontramos que

-g—t(pu) + V- (FT*+ puu) = Q(E + (u x B)) +J. x B, (2.21)

E' = E + u x B se puedes interpretar como un campo eléctrico efectivo desde
el punto de vista del observador que se mueve en la mezcla con la velocidad
baricéntrica u. Hay que subrayar que las ecuaciones (2.15) y (2.21) son ecuacio-
nes de la magnetohidrodindmica para fluidos isotérmicos en ausencia de campos
externos F¢ = 0; expresiones para mezclas de electrones e iones no isotérmicos

se encuentran en [3].
1

Finalmente tomamos v; = -l-mzlvll2 = 5mtv y repetimos el procedimiento
como en el caso anterior, es decir, multiplicar la ecuacién (2.2) por tm;v} e

integrar sobre dv;, sin hacer la suma para obtener la ecuacién de balance de
energia para cada especie, veamnios el primer término:

1 10, , o
/_mz v; atfzdvt =375 (piu?) + En (pies),

tomando en cuenta los demés términos tenemos la ecuacién de balance para la
energia de una componente de la mezcla:

0
2 % (Pz u}) + g(/}iei)

1 6]1 2 1 6f1.
+mt/vt~—é?vidvl+§/Fl -5—

1 ofi 1
+€,§/(Vl XB) avivfdvl:Eml/va(flfJ)dvlz()

or
Jo =3 3pilcic?) =33, y de TF tenemos que

1 af;
§mi/vi . 6—;-11de1-

1
=V - (Jq, + pieiu; + Epiuuz -+ ?f ‘wy)

Veamos el tercer término, 2mZ f AT 3 vZdv;, con ayuda de las definiciones de

donde hemos usado la definicién de la densidad de energfa interna por unidad
de masa de la mezcla como:

pelr, ) = 3 i), (222)

i
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y de cada componente
1
piei = Epi(c?). (2.22b)

Integrando por partes el cuarto término % f F; - Z—L ;dvi, recordando que f;
tiende a cero en los infinitos:

1 20fi
- F,; dV, = —n,-Fi - ;.
2 Yoy Vi

Reuniendo esta informacién escribimos la ecuacidn de balance para la energia
para una especie:

1
V. (Jq,- +u - TE A+ powie; + §pz~u,-u?) 1 (2.23)
1 0
291 (piuf) + Fn (piei) — nin; - Fy = 0.
Ahora si sumamos sobre i, recuperamos [1] la ecuacién de balance de energia
para ambas especies

1
2at(pu )+ t(pe)+V-(Jq+u-‘?’k+pue+§puu2)—JT -E=0. (2.24)

Hagamos la siguiente operacién: tomemos la ecuacién de balance de la energia
para una especie (2.23) y restemos el producto interno de wu; con la ecuacién
de balance para el momento (2.19), esto lo hacemos para tener una expresién
escalar que involucre a las dos ecuaciones de conservacién, tenemos:

1
V-Jg +u;- (?'f + piwe; + ipiuiuf) + (2.25)
10 3]
33t = (paud) + t(Piei) —nu; - F; —u; - a5 [pius]
—u; - V- [TF+ piwsuy]
+u; -nF; —ein;u; -u; X B = 0,

para simplificar la ecuacién (2.25) se usa la ecuacién (2.17) y las siguientes
identidades:

V- (piuw) = wiV - pju; + Vu; - pjuy,

de;  Oe; 8r+ de; _v +8e,~
A o ot e M g

V=V (0 - T¥ —w - (V-7F [Para tensores simétricos|.

Luego de hacer el algebra, se tiene la ecuacion de balance para la energia interna

de una especie:

d
ng +V Ty + T Vg + 200 - F; = 0. (2.26)
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Para recuperar la ecuacién de balance para ambas especies introducimos
!
E =E+uxB.

Al sumar sobre i recuperamos [1]

de
pE+V~Jq+<?k:Vu—JC~E':0. (2.27)
En esta seccion hemos calculado las ecuaciones de conservacién para la masa,
fmpetu y energia. Claramente las cantidades desconocidas T* y Jg se pueden
obtener buscando soluciones para la ecuacion (2.2), en este trabajo tinicamente

calculamos el flujo de calor.

2.2. El teorema H y el Equilibrio Local

Antes de discutir estas propiedades tan importantes de la ecuacién de Boltz-
mann necesitamos especificar claramente el dominio en el cual es aplicable. Si
no hay campo magnético, B = 0, la ecuacién (2.2) es vélida en un régimen lla-
mado régimen cinético caracterizado por un tiempo ¢ ~ 7, llamado tiempo libre
medio, en donde 7 >> t., donde ¢, es el tiempo que dura una colisién. Cuando
tenemos campo magnético B # 0 se tienen dos frecuencias caracteristicas que
compiten en la mezcla, la frecuencia de colisién w, ~ 77! y las frecuencias de
Larmor para cada especie w; = lfjniﬁ. Para electrones we ~ 1.76 x 10" B mien-
tras que para iones tenemos w; = we(me/m;). Si el campo es lo suficientemente
débil w;7 es del orden de 1 para ambos casos, esto implica que el campo no
interfiere con el régimen colisional en la mezcla, por lo tanto podemos limitar-
nos a este caso. Cuando w;7 >> 1 hay que hacer modificaciones radicales a
toda la aproximacién del problema y eso no lo discutimos aqui (véase [3]). Una
vez que hemos aclarado esto sigamos con nuestra discusién. Si multiplicamos la
ecuacién (2.2) por In f; e integramos sobre dv; y sumamos sobre 7, el término
f (vxB)- g‘% In f;dv; desaparece luego de una integracién por partes. Luego,
usando el mismo procedimiento para el lado derecho como en el caso de una sola
componente, usando (2.2) y la desigualdad de Klein (Véase Ref [9]) se obtiene

que

H= Z/f In fidv;, (2.28)

OH (r,t)
— 0 2.29
ot - (2.29)
para todas las colisiones binarias y sus correspondientes inversas. H = H(r, ) es
funcién de r y de t. Entonces el criterio de irreversibilidad impuesto por (2.29)
continta siendo valido en nuestra aproximacién de campo débil. La cantidad
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a la que usualmente se le asocia la produccién de entropia o(r,t) es siempre
definida positiva para todas las soluciones exactas de la ecuacién (2.2)

o=-k)_ f n f;J(fif;)dvi. (2.30)
4,
También hay que notar que la solucién de la ecuacién homogénea de Bolztmann
implica que

TN 4 g5 © f}o)) =0 para & =ad

donde la funcién f(©) es la funcién de distribucién local maxwelliana. Esto surge

del argumento que establece que en equilibrio %—Ig = 0 para cualquier colisién

binaria. Pensando en una mezcla de dos especies, cada una con diferente tem-
peratura, la ecuacion de Boltzmann la podemos separar en dos partes, una para
cada especie. Por los argumentos tipicos de teoria cinética tenemos una funcién
de distribucién con la misma forma para cada especie en el equilibrio, separando
adecuadamente las variables de cada una, (véase [3]). La funcidn de distribucién
mazwelliana para la especie i esta dada por

3/2 2
(0) RN m; le,; A ll,;(l‘, t)l
fi7 = mi(n,?) (27rkT,-(r, t)) exp <- KT (r, 1) ) (91

donde 7 = a, b; debemos subrayar el hecho de que T, # T}, luego tenemos que

n;(r,t) = /fi(o)dvi,
pu= Zpi“i = Zpi/fi(O)vidviv
i i

3 1
piei(r,t) = —2-nikTi(r,t) = —ipi(cf), (2.32)

ya que la ecuacidn (2.31) no satisface la ecuacion” completa de Bolztmann, ne-
cesitamos ademas que

dfi df; 1 af; 0)
( n + v; -+ . (Fi + e;v; x B) v, In f; 0 (2.33)

se satisfaga para ¢ = a, b. El procedimiento es como de costumbre, escribimos:

lnfi(o) = vi(r,t) + ki(r, t) - vi — hi(r, t)v} (2.34)
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donde

3/2
3. 3. 1
vi(r,t) =In [ni (n;fl> J - %ﬂzuf con  f; =

ki(r,t) = fim;u;
m; 3

hi(r,t) = 5

Al sustituir (2.34) en (2.33) notando que (v; x B) - v; = 0 tenemos

814 2 ahl 9 8}1,1 ( 6k1> T
. v1 . v’L .

ot iViTTer T ViTy ar

i i ; i Fi
Vi.(ak v %E)+ki~(vixB)e—+—i~ki:0,
ey

1 (]

ot + Jr m;

que debe ser valido para todos los valores de v. Los coeficientes de orden v} y

v? no son dependientes de B, entonces por procedimientos tipicos h; = h;(t) y

;= r%ﬂ +1r x Q(t) + ko(t). Tomando los coeficientes lineales en v; tenemos
ok;
ot

Zhiei

e

+V<Vi+ ¢i)——;%i—kixB:0,
1

donde ¢; es el potencial eléctrico. El producto de lo anterior con B nos lleva a
Jk; 2h;e;
B.< +V<1/i+ 161@)):0
ot m;

para B # 0. Ignorando la poca probabilidad de que B sea perpendicular a los

términos en paréntesis,
ok, 2h;e;
v v+ =g ) =0

Esto implica %V x k; = 0 6 © es un vector constante, entonces, para un com-
ponente de la mezcla del sistema sin fuerzas externas:

3/2 2
eq my; _a m;v; ) _
ff=n; (27rkTi> exp < 3; ( 5 + ¢,(r))) para i=a,b (2.35)

donde la energia potencial es ¢; = ¢eyt + €;¢. Entonces, el equilibrio se alcanza
y se caracteriza por la funcién de distribucién de Maxwell (2.34).
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CAPITULO 2. DEFINICION DEL PROBLEMA



Capitulo 3

Solucion de la Ecuacion de
Boltzmann

En esta seccién discutiremos la solucién a la ecuacién de Boltzmann (2.2). Pri-
mero interpretemos el término v; x B, tenemos que v; es la velocidad de la
especie 1, a partir de la definicién que dimos v; = ¢; + u; y del hecho de que la
energia térmica asociada con la agitacién de las moléculas |c;| >> [u| seguimos
la sugerencia de Chapman y Cowling [10], que nos dice que u; x B lo man-
tengamos en el término de arrastre (izquierdo) de la ecuacién de Boltzmann,
y llevemos a ¢; x B a la parte de la contribucién colisional (lado derecho). Si
usamos la definicién de campo eléctrico efectivo E' = E + u; x B la ecuacién
(2.2) la escribimos:

f; afi
ot T Vi e

9

v,

€;

= ——c; B)-
mi(c x )

of;
5y, 2 Uil B)

e (Fi + &;E') -
m;

en esta expresién hemos separado la fuerza magnética en una parte conservativa
y una que no lo es, asi el lado izquierdo de la ecuacién (3.1) contiene sélo
fuerzas conservativas, en el caso en el que B = 0 la solucién es una extensién
de la solucién que se obtiene para una mezcla inerte en presencia de una fuerza
conservativa [2]; lo que complica nuestro caso es el primer término en el lado
derecho de la ecuacién (3.1).

Como es usual, asumimos la hipdtesis de equilibrio local o hipdtesis funcional,
ésta dice que las funciones de distribucién f;(r, v;, t) se pueden tomar como fun-
cionales de las variables localmente conservadas, es decir f;[r, v|n;(r,t), u;(r,t), e;(r,t)]
y demaés. Estas se pueden desarrollar en series de potencias alrededor de la fun-

cién de distribucién en el equilibrio fi(o), ecuacién (2.31):
F 1O (1 e g 1), @2

esta es la aproximacién de Hilbert-Chapman-Enskog. El parametro ¢ (conocido
en la literatura como el pardmetro de Knudsen) es una medida del cambio

19



20 CAPITULO 3. SOLUCION DE LA ECUACION DE BOLTZMANN

unitario de los gradientes del sistema, es decir: € ~ |V/|. La funcién fi(o) sigue
siendo solucién de la parte homogénea de la ecuacién de Boltzmann en particular
de (3.1) como se vio antes, pues

o
av;

©™mi
L kT

y (ci x B) -¢; = 0. Al sustituir la ecuacién (3.2) en (3.1) y quedandonos con los
termmos de orden € tenemos que en la parte izquierda basta tomar a f; © pues
f ) €, para la especie a (para la especie b tenemos una expresién idéntica):

afs af? 1 n Of
5 Ve o +E(F“+C“E)' S

= —72(caxB)- 5 (f‘%“’) 1O [t + ce® + )]

(3.3)

en donde

C((p(l)) -///dv dvadvbdlgab|A(‘P(l))

Alp®) = gy + M — o — D,

las funciones C(wgl)) y C((p,(,l) + <pb1) ) son los kernels de colisién linealizados
para colisiones entre particulas de especies a y b respectivamente [4]. Evaluemos
el lado izquierdo de la ecuacién (3.3) a partir de nuestra suposicién funcional,
que nos dice:

a1 a5 on, . 3o w958 o,
ot  dn, Ot du; Ot T, ot’

0f” _ 0fs% dny , 045" oy | 9150 oI,

or On, Or dun; Or a1, oOr'’

or® 05 ona a5 6w, | 082 o,
v On, Ov Ou; Ov T, ov’

donde la temperatura local T,(r,t) para la especie a la introducimos como es
de costumbre a través de la ecuacién

Pata(r,t) = 3nakTa, (3.4)

y los mismo para T;. Utilizando la forma explicita de féo) obtenemos las condi-
ciones subsidiarias

8f ™ gl

(3.5)

ong Ng
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i LN £

ou, kT, “*
aféo) B (0 mec2 3
T, T, \2kT, 2)°

Finalmente, de la ecuacién (2.15) tenemos

(86’;) — V- (nau), (36)

el subindice 0 es para enfatizar que estamos en el orden mas bajo (primer orden)
respecto a los gradientes. De la ecuacién (2.19) y tomando en cuenta que ‘7‘—)5 =
pll, obtenemos:

Ju,
Pa ( (,;lt ) = —paUg - Vu, — Vp+ n,F, + e,ngu, x B, (3.7
0

donde hemos usado la identidad V - (pusu,) = (V- pu,)u, + pu, - Vu,. Por
otra parte tenemos que

de, 3 dT,
Pa~qr — " " g
donde 4T oT
a ) a
ar Vet

de la ecuacién (2.26) teniendo en consideracién que u ~ € y J,, ~ ¢ tenemos:

de,
Pagr = —pa(V - u,);

mezclando estas tres ecuaciones tenemos que

<8Ta) o (VTa - 2pa v.ua) . (3.8)
0

ot 3ngk

Ahora, recopilando la informacién y haciendo uso de la hipétesis funcional ha-
cemos el lado izquierdo de la ecuacién (3.3)

L on, +<9f,,‘°’ au , 3 ar,

Ing It du It T, 3t
D o) v, - (A ong | OO ou | B a1,
Dt’e a In, Or Ju Ir 9T, OJr

1 N (28 ang | Y ou , 3f aT,
o (F +eaE)‘(and dva T 0w ave T DT Bve
cada uno de estos términos ya los hemos preparado en renglones anteriores, hacer
el dlgebra no representa mayor problema que escribir mucho, asi que omitimos
el proceso ya que no contiene argumentos de interés, salvo la redefinicién que
es:

_— na‘
Ngyg = —,
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de esta forma escribimos la expresién anterior de la siguiente manera
° 2
féo) { Bac, - dap + %:—caca :Vu, + (’;TGT? - %) c,-VInT, } (3.9)

(1)
_ g0 —(ca x B) - o= +[C(eh") + Cpl + )]
—%p.2[ca - (ua x B)]

donde 3.?3 es un tensor sin traza que proviene de la propiedad de la diada
CaCa = €4Ca + %cQ,-]I. Tambien definimos a dgp como la fuerza de difusién y la
hemos escrito en términos de las fuerzas externas y los gradientes del sistema,
pero no VT, pues este induce en el sistema sus correspondientes corrientes. En
particular el término E que estd dentro de E’ es el responsable de todos los
efectos eléctricos en la mezcla.

nany(my —ma) Vp

dap = —dpa = V22 (3.10)
n np p
F F a
_ PaPb (__a _ __b) _ DT (mpeq — maep)E'.
pp Mg mp pp

Construyamos la solucién de (3.9) a través del método usual. Recordemos
que en el caso homogéneo la solucién no es tnica, tenemos cinco, es decir los
invariantes colisionales (m;, m;c;, %micf), en este caso tenemos soluciones com-
puestas por una solucion del término inhomogéneo mds una combinacion lineal
arbitraria de las soluciones del término homogéneo de la ecuacién. Los coeficien-
tes que aparecen se determinan a través de las condiciones subsidiarias (3.5):

my

Z/fz'(O)‘Pz('n) mic; dc; =0, n=>1 (3.11)
i

1.2
5mici
esto debido a que hemos escogido determinar las variables locales a través de

0 L ;
ft( ). Este argumento no pierde validez en (3.9) pero ahora nos damos cuenta
que la ecuacién homogénea sélo tiene m, y %macﬁ como soluciones particula-
res pues términos en el lado derecho no se anulan con m,c,. Subrayemos que
3 A3 . K
3%:' = -5% porque u es constante en el espacio de v entonces:

o = B.(c;, T,B---) : Vu; + Ai(c;, T,B---) - VInT, (3.12)
+D;(ci, T, B---) -dij + g + aymycf,

— — —
donde queda por determinar B, A; y ;. Estos coeficientes estan construidos
con los vectores ¢; y B, vemos que al sustituir (3.12) en la primera condicién de
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(3.11) las integrales son impares en c; y se anulan, luego las contribuciones de
g+ agmicf se anulan tal y como en el caso no magnético, se tiene a; = oy = 0.
Véase [5], entonces,

(1) <— — 4

Esla solucmn mas general para (3.9), donde ]B es algiin tensor en general y los
vectores Al, D; que se puedan construir con la base disponible ¢; y B, usemos
los vectores ortogonales:

¢, , ¢xB y (¢; xB)xB, (3.14)
pues [(¢c; x B) x B] x B = —B?c; x B.

<— <
El término B : Vu; donde B es el tensor mas general construido con los
vectores (3.14) aporta los efectos VlSCO[lla,gIlethOS que ignoraremos por ahora

en nuestra discusién. El término B : Vu; por la simetria se anula al integrar,
asi que lo omitimos. Para los términos que nos quedan, definamos:

=Ai(c;, B,---) + An(ci, B, -+ - )e; X B+ Am(ci, B, - - )(c; x B) x B (3.15)
':Dl(ci) )'”)+Dﬂ(ci7By"')Ci XB+Dm(Cz»Ba)(Cz XB) x B

=4 ?l

para 7 = a,b. Las cantidades Ay, Dy, - - - etc son funciones de todos los escalares
que se pueden formar con estos vectores, i.e. ¢; = [c;|, B; = |B;], Ti(r;,t), - -
A partir de ahora omitiremos por comodidad los argumentos.

Notemos que, como era deesperarse este caso es mas complicado que aquel
donde B = 0, también que cuando sustituimos las ecuaciones (3.15) en (3.13)
y lo escribimos en términos de J,; obtenemos los efectos de conduccién de calor
mas los efectos electroma,gnetlcos provenientes de E’, mas efectos como Dufour

y otros [11,13].

Continuando con nuestra solucién, sustituyamos la ecuacién (3.13) en la (3.9).
Igualando coeficientes de VInT; y dg respectlvamente esto nos conduce a dos

ecuaciones integrales para las funciones vectoriales Ai y ]D)i, tenemos:

—
5 €q 6Aa

+ 10 [C@) + Clha+ &)

- féo)fgca : /Ca.ﬂgO)X:dva X B,
p

a
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oD,
Ocg
O [C(Da) +C(Dq+Dy)|

- rSO)ﬁca . /caszO)ﬁ:dva x B,
P

a

fi‘”%ca =~ e ~(cax B)-

—

— —
hay otras dos expresiones idénticas para la especie b. Los vectores A, y D,

los encontramos en las ecuaciones (3.15) asi que atn hay manipulaciones al-
gebraicas implicitas en estas ecuaciones. La ecuaciones para las especies a y
b son idénticas, asi que sélo nos concentraremos en una. Hay que notar que
(cj x B) x B = B(c; - B) — B%c; con esto podemos reescribir la ecuacién (3.15)
asi:

A, = (A\,(,” e B2A\§3)) ca+(ca X BIAP) + B (c, - B) ALY,

donde ALY = Ay, ete. y A AP AD) son funciones escalares de leil, 1Bl y
|ci-B|, veamos que A,(ll) - BZASZS) es un coeficiente que es funcién de los escalares
B?, etc. entonces simplemente lo renombramos como A.,(Jl). Entonces

A, =AWc, + (co x BIAD + B(c, - B)AY).

Ahora sustituimos esta ecuacién en (3.16), omitiendo pasos tediosos. Usaremos
las siguientes identidades, véase el apéndice A de la referencia [1]:

9A,
Jdc,
—f<°) ((c x B)AW _ [B%G—B(ca-B)Ag?)])

— (0)_(c x B) = (3.17)

y
iy
—Cq - ea/dcafanca xB=
(ca x B)GY — [B?c,z ~B(c,- B)G(,f)] ,
donde
iy 1 2
Ggg) = 5€a /dcanggl) [cz — ﬁ(ca -B)
y

(2) = 1 2
= z¢ / dea f7AL [ci ~ 53(¢aB) ] :
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hay que recordar que existe una expresién idéntica para la especie b, tenemos:

2
(© (MaC B\ _ 3
fa (2kT 2)"“ (3.18)

QI ((c x B)AY — [B%, — B(c, - B)AY )
+£OL ((ca x B)GY — [B%c, — B(c, - B)GP
[C(caAf,l)) + Cle AW + ch,ﬁl))]
ON [C ((ca x B)AEE)) e ((ca x B)A? 1 (cp x B)A,(f))]

n [C(CGA,(IB)) +C(cd? 1 ch,(;”))] BB
done las funciones C son los kernel de colisién linealizados (3.3). Las ecuacio-
nes correspondientes a DY y ID)I(:) tienen la misma estructura salvo el término

inhomogéneo en la ecuacién (3.16b).

Para simplificar las cosas, luego de haber introducido los vectores base c,,

ca X By (cq - B)B, separemos la expresién anterior en tres independientes, una
asociada a cada uno de estos vectores, tenemos:

2
©(MaCa 5\ _  _ c0¢B” A@c, — f0 B o
7 (2&_ 2) co= 022 _ 5t paG (3.19)

O [Cleah®) 1 Cleah) + cpt(V)
_ _f<0>_(c x B)A( + f(°> (c x B)G'

+O e ((ca x B)AZ) +C ((ca x B)A53> e xB)AP)],  (319b)

que es lo mismo que en [1], salvo por fi(o) y el término inhomogeneo; ahora,
factorizando BB

0= 0 B(ew BAY + (7 —B(c, - BIGE)

+£0 [C (caA((lS)) +C (caAl(zg) + CbAz(,s))] -BB. (3.19¢)

Tenemos tres ecuaciones lineales, acopladas para las tres funciones A( 2 que ca-
racterizan a @g) Notemos que tenemos ecuaciones iguales (salvo el término
inhomogéneo) para los coeficientes ID)SI). Ahora simplifiquemos la eq. (3.19a)
factorizando xB, tenemos

0= —fOL a4 50 LG
m p

a a
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+fO [C (caA\ff)) +C (caASf) + c,,A,(f’)] . (3.19b")

Podemos reducir el sistema de tres ecuaciones a sélo dos, con el siguiente tru-
co: multipliquemos la ecuacién (3.19¢) por B? y se la sumamos a (3.19), tenemos

(0) mec2 5 )
a \ g " 3)%% ™ fa” [C(caRa) +C(caRa + cpRy)], (3.20)

donde R, = ALY + B2A(Y. Esta funcién es identica a la obtenida en [1] y més
aln, en mezclas ordinarias, asi que la forma de R; (i = a,b) ya la conocemos.
Por otro lado si multiplicamos (3.19b) por iB y le sumamos (3.19a) obtenemos:

mec: 5 1. e .
o (ﬁ - 5) ca = [0 —(iB)caG - féo);"ca(ZB)A\a
1 a a

+fO[C(caRa) + C(caRa + cuRy)] (3.20b)
donde

A=A +iBA® (3.21)
G =Gy +iBGY,

haciendo lo propio para los coeficientes D tenemos
,§°>%ca = (3.22)
O [C (ca®D + BDY)) +C (ca® + B2DE) + cy(Df + 5'D))]

Yy

a 1 . a '
fgo)%ca s fgo)p—(zB)caK— f§°>7%ca(zB)Da+ £ [C(caDy) + C(caDq + c3Dp))],
(3.22b)

donde

D; = D" + iBD{ (3.23)
K =K +iBKY
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ademas de

1
K§ = %ea/dcafgml) [Cﬁ ~gz(Ca 3)2} (3.24)

K = geo [ deuftD |- oea B 2ay

Las ecuaciones de la forma (3.20b) y (3.22b) son una nueva forma en teoria
cinética, pero ya han sido resueltas por Garcia-Colin et al [11], reescribimos
el método por darle integridad al texto. Primero veamos las restricciones im-

puestas en <p(1) por las condiciones subsidiarias, que son las ecuaciones (3.11).

Sustituimos (3.13) en (3.11), omitimos el término Vu; por hipétesis de equilibrio
local:

1 1
Zmi/fi(o)xi C; dci . VlnT, + Zmi /fl(o)]]_J)),, C; dci . ij = 0.
i i

1.2 1.2
26 26

Ambos términos son bastante similares, fijemos nuestra atencién en el primero.
—
Utilizando la expresién para A ; las integrales que no se anulan son

Zm"/fi(o)‘*gl)cicidcz"VlnTi,
+y m / P8P ¢icide; - (B x VInTy),

+Zmi/f§0>A§3>cicidciB(B-vmn) —0,

e .
como ¢;C; = C,Cq + %ch[ y notando que todas las integrales donde hay una
matriz sin traza por su simetria se anulan, tenemos tres condiciones:

Zmi/fi(“)Aﬁ”cfdci VInT; =0,

S m / FO4P2de, I (B x ViInT;) =0,
i
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3 m / 949 2de; B2V InT; = 0.

Hagamos la suposicién de que B = BI::; en este caso B(B - VT;) = B?VT;, en-
tonces para R; = Agl) 4 BQAl(-S) YA = AEI) + iBAz(.z) obtenemos las siguientes
condiciones subsidiarias

S mi / FOR;c2de; = 0, (3.25)

> m; / FP4acde; =0

y relaciones similares para las funciones de D(J ) , es importante hacer notar que
estas ecuaciones son validas cuando B = Bk, tal que B(B-VT;) = Bz%l;ik

El siguiente paso en este método es proponer un desarrollo conveniente de
las funciones desconocidas en términos de un conjunto completo de funciones
ortonormales. Para tal fin, elegimos aquellas familiares en teoria cinética, los

polinomios de Sonine (Laguerre) S )(.1:). Brevemente:

S®)(g) = Xp: (=) (m+P)

rli(p—r)

r=0
donde

(m+p)g=[[(m+p+s),

s=0
veamos los primeros términos:

SOz) =1

SMN(z)=-z+m+1
= |

1
5@(x) = 5(m +1)(m +2) ~ (m + 2z + = o
y
5 1
/0 e 25 ()89 (z)z™de — E(—"”;)—!“—)apq, (3.26)
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donde S,(lp)(ci) — S,(lp)(cf) paran =3/2,5/2.
Estas son unas pocas propiedades de esos polinomios. Ahora proponemos lo si-
guiente para las especies a, b:

- R
A§.’):Z<a§1)> S¢(), (3.27)

m=0

7 =a,b
1=1,2,3

donde los coeficientes (a‘” son funciones de los escalares B?, n;, T}, etc.
J

Debemos recordar que tenemos una expresién similar para D). En este caso,
las funciones introducidas en las ecuaciones (3.21) y (3.23): A; y D; son de un
nuevo tipo, y las escribimos:

o0
A = A +iBA® = 3" oMM () (3.28)

m=0

con
o= ) )

y objetos similares para D; y dgm) respectivamente.

Las ecuaciones (3.27) y (3.28) son muy titiles para reducir la estructura de
las ecuaciones integrales (3.20b) y (3.22b) asi como las condiciones subsidiarias
(3.25). De hecho, introduciendo la velocidad adimensional

— my Pi
o i = 1| —c;, 3.2
w; 5HT, c; 2pic (3.29)
3

notando que fi(o) = n; | 5o el y usando la condicién de ortogonalidad

para los polinomios de Sonine (3.26) encontramos que (3.25) se reduce a

b
S n (agj))(o) + Bza§3)(0)) —0 (3.30)
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b
> el =0, (3.30b)

(m)

implicando que todos los coeficientes ag;’ param > 0 estdn restringidos. Por el
mismo argumento se tiene:

) _ &M ., D(0) &iPi ,(1)(0)
Gy —Z tkTjagy =) = iy o) 581
d J
y
@ _ N~ G e 2O _ N EPT(2)(0)
G _Z - kTjagh —Z Sag ¢ (3.31b)
J J

usando la ecuacién (3.28):

L% N () erJ a©
L= Z T Z %) (8:52)
J
analogamente:
0 €ip
K =3 TERT = 50 2. (3.33)
J J

Con estos resultados podemos evaluar los flujos fisicos J; = Jg, +Jg, . El calculo
de la corriente de conduccién requiere conocer a su vez dgp, difusiéon térmica
como veremos. El capitulo cuatro esta dedicado a la evaluacién del flujo de calor.



Capitulo 4

Calculo de los flujos y
corrientes

4.1. Flujo de Calor

Calculemos de forma explicita la expresién para el flujo de calor!, recordemos
que Jg, = %—pi(cicf):

1
ot [ b,

que de acuerdo con (3.13), omitiendo el término Vu; por el teorema de Curie,
tenemos que

1
3, - 5ma/cacgfg‘” (A VInT, + D, day) dea,

—_ —
donde A, y D, tienen la forma que discutimos en la ecuacién (3.15). El siguiente
paso es introducir (3.15) en Jg, usando (3.27) y notando que todas las integrales
que aparecen en la expresion resultante son iguales:

0) V- m)(i) g(m) 2 2 _ nak’Ta (o)
/fé ) Z a(m) )S% (¢3)cacacide, = 5—mT—-a( 0O) 8

m=0 a

cabe senalar que todos los coeficientes agr;)
se vio en el capitulo anterior Ecs. (3.30) y (3.30b). Sabemos que la contribu-

.o — . , . . . . .
cién de c,c, se anula por simetria, aqui I es la matriz unitaria. Haciendo las

para m > 0 estan restringidos como

LCabe sefialar que para verificar las relaciones de reciprocidad de Onsager de la termo-
dindmica irrebersible clasica (lineal) se usa una definicién direrente para el flujo de calor,

3y, = kT [ (35t — ) cifide; véase Ref [13]

31
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sustituciones correspondientes obtenemos:

Siaa a"OVInT, + oPOVInT, x B
Jo=2=222! OO0 (B.yinT,)B+dP0,, (4.1)
2 mg @) (3)(0)
+da (dab X B) + da (B . dab) B

La ecuacion (4.1) es un resultado muy elocuente: para conocer J,, NO necesita-
mos toda la informacion contenida en las series infinitas (3.27) sélo necesitamos
seis coeficientes, tres para cada fuerza termodindmica. Esto simplificara conside-
rablemente las soluciones de las ecuaciones integrales obtenidas en el capitulo
anterior. Notemos también como el campo magnético influye fuertemente en los
efectos difusivos y térmicos apareciendo en el flujo de calor Jg, . Esto se aprecia
examinando la ecuacién (3.10) la cual, incluso en la ausencia de un campo ex-
terno tiene dos contribuciones, la primera proviene de la difusién usual en los
primeros dos términos y la segunda del término proporcional a E’ que incluye
el efecto del campo magnético (pues E' = E + u; x B). Para entender de lleno
el cardcter de la ecuacién (4.1) examinemos la estructura de sus términos, uno
por uno, en un espacio tridimensional asumiendo que la direccién del campo
magnético es en el gje z, i.e.
B = Bk.

Ahora reagrupemos la ecuacién (4.1) convenientemente, el tercer término es

simplemente BQ‘9—T‘L y se combina con las contribuciones correspondientes en

el primer término ( ((11)(0) + a((,3)(0)32) Qq-:ﬂ también tenemos que B x VT,

B QIE - %z) el procedimiento es el mismo para dgp, llegamos al siguiente

resultado :

[a&”‘”’ +a@B2| (VInT),
_5n.k’T, ) +aVOWnT,), +POB(VInT,),
da d((,l)(o) + BngB)(O)} (dab)”

4.2
ey [ (4.2)
+dPOdy,), +dPOB(d,, x k)

donde por simplicidad

0T,

(VTo) = oy k,
(VT,), = 6;; i+ éj?iy';
h
(VT)S—%TJ—(Z 4
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ademads, la difusién total a lo largo de la direccién de B

(dar - k) k= (@)

(dap) 1 = (da)ai + (da)yJ,

tenemos en general un flujo de materia y carga en la direccién del campo
magnético, también en la direccién del plano (z,y) y del plano (—z,y), ambos
perpendiculares al campo magnético. Cuando B = 0 obtenemos una expresion
para el flujo de calor para una componente, este resultado es idéntico al que se
obtiene al resolver la ecuacién de Boltzmann en el caso en el que hay sélo una
especie de particulas, la tnica diferencia es el subindice en la temperatura, esta
expresién es conocida:

5 ngk?
(Jg) = 5—”“ aNOVT,; (4.3)
lo que resta de este trabajo es encontrar los coeficientes a,(ll)(o), pero como ve-

mos, el resultado no cambiara respecto a los casos que ya estan resueltos en la
literatura, véase apéndices de [1].

El objetivo en este trabajo es fundamentar la hipétesis de equilibrio en las
temperaturas impuesta en [1]|, que resuelve la ecuacién de Bolztmann con la
suposicién de que T, = T}, = T'; para ello, debemos calcular el tiempo en el que
se estima que se haga el balance de temperatura, es decir T, = T}. Para ello
debemos obtener la solucién de las ecuaciones integrales y luego asociar aquella
que involucra colisiones de distintas especies con su cambio de energia, esto lo
discutiremos en el capitulo 6.
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CAPITULO 4. CALCULO DE LOS FLUJOS Y CORRIENTES



Capitulo 5

Solucion de las ecuaciones
integrales

Como hemos visto, la solucién de las ecuaciones (3.20) y (3.22) son conoci-
das, véase [1]. Ahora nos concentramos en la solucién de las ecuaciones (3.20b)
y (3.22b) cuya estructura se vuelve ligeramente mas complicada debido a la
presencia del campo magnético que aparece del lado derecho. Dado que estas
ecuaciones tan solo son diferentes en el término inhomogéneo fijamos nuestra
atencién en (3.20b) cuya solucién nos llevara a obtener los valores de los coefi-
cientes a que necesitamos para calcular el flujo de calor J,. La solucién de esta
ecuacién se busca con un método variacional y se le debe aparentemente a Da-
vison [12] pero encontramos una sintesis moderna en [1].

Tomemos J; (i = a,b) como una funcién de prueba para A y construyamos

un funcional, ©(J;), multiplicando toda la ecuacién (3.20b) por J;c; e integran-
do sobre c¢;, tenemos:

iz b i .
D) = /dciJiCi : [‘fl.(o) (-721—;1 — 5) ci — fi(O)%('LB)JiCi (5.1)

1.
+fl(0);(’LB)GC1] + /dcici . [fz(O) (C(Czﬁz) + C(Claz + stj))] .
Por la definicién de A = AN 4 iBA®) y las ecuaciones (3.17), el tercer término
queda:

Secie - FO LG l/ IPOTN PR
/dCszCzcz fi pi(ZB){Q dczfi Ji [Ci BQ(Cl B) )

lo que tenemos entre corchetes no depende de ¢; entonces podemos escribir:
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1B 1 2 +(0)
= Jgm. / de3i2fO = o,

a la funcién J; le imponemos que debe obedecer las condiciones subsidiarias
(3.25), tenemos

2 5 )
D(Ji) = /dCiJiCi : [—fi(o) (% - 5) ci — fi(O)%(iB)Jici

+/ deici - £ [C(eid:) + Cleidi + <53;)] (5.1b)

el método variacional nos dice que estamos buscando una solucién que satisfaga
la siguiente condicién:

61)(31) = Oa

necesitamos que sea consistente con las ecuaciones (3.25). Para calcular la va-
riacién usamos la expresién para el kernel linealizado C(c;J:) y C(ciJ; + ¢;J;)
con esto podemos escribir los dos términos de la expresién anterior como:

/~-~/dcidc;dcifi(o)gija(cicj — c;c;)Ji - ¢ -
[(€i32) + (e535) = (€i30) — (<53)]

esta expresién surge simplemente de la ecuacién (2.4) sustituyendo f; por fi(o) 1+

(pl(l)) y quedandonos con los términos lineales en <p§1) . Ahora expongamos las
dos transformaciones que nos llevan al teorema H. Cambiemos primero i con j
y luego ¢; con ¢} y c; con c} usando el hecho de que o satisface (2.5), y como
hemos visto, esto sigue siendo vélido en (5.1b)

my; C%

i g [Tael 2 (o>,_-3/ (0)~2 2

D) = /dclci <2kT,- 2) 73 zBmi de; f; ' 3Jic;
1 ! / I~ ! ~1

+q [+ [ dedeiaets®Pag0 [(€3) + (€3 - (€0 - (e53,)]” = 0.

Ahora llevamos a cabo la variacién de J;:

i 5 4
§D(3:) = — / de;c? (';;—T ~ 5) 1063; — 2B~ / de; fOF2c263;

1 / / I~ ! ~1
+§ / % ‘/dcidcjdcifi(o)ffo)gija [(%31‘) + (Cﬂj) = (eidi) — (Cj3j)]
x [(c}o3l) + (c50375) — (ci03i) — (cjtwj)]z :
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Ahora hacemos las operaciones del teorema H una vez mas sobre este tltimo
término para que el dltimo paréntesis aparezca sélo como ¢;0J;, veamos

2 5 c ol
D) =~ / de;ci03; @T ~ 5) 1% - 2B~ / deif{” 263,

+/H¢uﬁ§&9%ﬂq¢ ] =0,

esto para todo J;. La ecuacién que nos resulta para J; es:

m,(,'f 5 . €;
fi(O) (W — 5) = —27,BC,,;;L—‘fi(O)CiJi (5.2)

+2f1,(0) [(02531) + (C;(sa‘;) - (ciéai) - (Cjtsﬁj)] + 2afi(0)ci,

donde « es un parametro que no esta determinado y que no depende de ¢ ademas
requiere que J; satisfaga (3.25). Pero hemos visto al principio de este capitulo
que incluso (3.20b) lo satisface, podemos aseverar que (5.2) es equivalente a
(3.20b). Esto implica que J;, una solucién de (5.2) que es condicién estacionaria
para D (J;), es la solucién apropiada para (3.20b). Notemos que si tomamos:

Ji = A +0O(6%)
donde ¢ es muy pequena
Di(3:) = D(A:) +0(8%),

resulta que tenemos una funcién de prueba no muy buena (en principio) que
nos da un valor razonablemente bueno para ©;(J), lo cual buscamos. Ahora
podemos usar (3.27) y proponer la solucién de (5.2), el desarrollo de Sonine:

(M)
_ _ (m) g(m)
Ji=A; = 2:001- S% (i), (5.3)
m=

para aplicar el procedimiento del principio variacional debemos evaluar cada
término en la ecuacién (5.1); el limite M en la suma lo tomamos para etiquetar
el orden de las aproximaciones. Entonces el primer término en (5.1):

© (M@ 5\ 5w (m) o(m) 15 . ni ()
17 g, ~3) & 2 @S] ede = SR Cal,
¢ m=0 N
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si usamos la ecuacién (3.26) el segundo término de (5.1) queda:

iBe"/dc-c?J?f.(o):
m 1V /g

i

0o M M
e €4 (m) o(m) (m") a(m”) (0)
E S E S
B mi / C mzoa (Ct m=0a (C‘L)f

ahora hacemos una transformacién a la velocidad adimensional, ecuacién (3.29)
W, fijando m = m/ por la propiedad de ortonormahdad de los polinomios de
Sonine (3.26) y llevando a cabo la integracién sobre @; tenemos que:

2 [ desctats® = inkn S (6”7 1507
my m;
el tercer término de (5.1) se anula debido a las condiciones subsidiarias, en el
cuarto término nos quedamos con la expresién para el kernel de colisién linea-
lizado. Expresado de esta manera es inadecuado manejarlo, requiere algunos
resultados concernientes a las propiedades de las integrales de colisién, Véase
apéndice B de referencia [1]. De hecho con la misma aproximacién al segundo
término, o sea M = 0,1 la expresién completa para el kernel linealizado de
colisién es:

= / o /f1(0)fj(0)dV:dV;U(Q)nglj {al(.o)ci — a,gl)ci (Ulf S _;.)}
[—ag Je; +aMe; (wf - g) - ago)c] 7 a(l) ('wf i _Z_)] '

Cambiando los indices i — j y ¢; — ¢}, ¢; — c], la misma transformacién para
probar el teorema H. Llegamos al siguxente resultado:

1
I = —Eninj [Gij, H,,J] ’ (54)

donde

5 5
Gij = ago)ci = al(-l)ci (wf + 2) + (1(0) a;l)Cj (wf - 5) (54b)

Hij = Gij, (540)
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si ahora definimos:

5
K;= a(o)cZ agl)cl- (w:2 — —) , (5.5)

5
L=l —afle, (w7 2.

tomando M; = K;, M; = L; y usando la ecuacién (D.4) con (5.5), luego de un
algebra algo tediosa encontramos que:

5
I = 277,?1((1‘(11))2 [ca <w§ - 5) ,Ca (wg - g—)} + 2n3(a§1))2 [cb (wg - g) , Cp

+nanb(ago))2[ca, Calab — Zago)a‘(zl) [ca, Ca (wg - g ] + (a,(zl))2 [ca (wg - 5) . Ca

RS
g
SN
|

o
Sl

IS

ab

+ (agl))2 [Cb

S
g
o
|
N Ot
N——
Q o
7 N TN T N
S
|
oot NTOT Nt N Ot po) ot
N~ T S
| ISTTGISNS iy 'R SE———

ab ab
5
+2aq{° )[ca,Cb]ab 20V a (1) [c ,Ch (wg - 5)] 2a,(,0) M [Cb, wl —
ab ab
+2a((11)a,()1) [ca (wﬁ . g) ,Cb (wg =
ab

donde las doce integrales de colisién que aparecen aqui estdn evaluadas en el
apéndice D de la referencia [1], relacionando la velocidad adimensional con una
simple integral de colisién [w,, w,] = ¢ en el limite cuando m, >> my. Escri-
biendo a I en términos de ¢ e introduciendo un factor apropiado (%‘) para
cada c; en el término de colisién, luego de colectar los tres términos que com-
ponen (5.1) tenemos:

15 i
DE) = —5 kT <m o) 4 22 o “’) + 3iBET; m” ( (@{”)? + 5(aV))? )

(o) + 22 (a2 - — 3,0
mp

3
—(a®)2 = Zaq(
+nanb<ka{ (a )? a, +4 =

a

15M1( gl))z /—la,(j’)af,")—%ag“)a,ﬁl)w /m (o) z(zl) 227M1 (1) (1)}
MaMyp mp «Mp / —

2 2M
2T {-‘ﬁ(aﬁ‘))ni + —l(aﬁ”)%i}(w)
Mg mp

el cual, bajo la condicién 6D (J) = 0 nos lleva a un conjunto de ecuaciones alge-

braicas para los coeficientes que atiin no conocemos ago), ago), M y a(l) Aqui,

~
ot
=)

=
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M, = m_fm_,,’ y ¢ es un parametro del plasma, su valor estd en el apéndice D

de la referencia [1]. Atin debemos introducir la condicién subsidiaria (3.30b), i.e.

naa,(lo) + nbal(zo) =0

antes de que tomemos la variacién de (5.7) nos conviene escribirla ligeramente
diferente, para esto introducimos e, = —e, e, = e, las frecuencias caracteristicas
w; = %ﬁf (evitese confundir w; con la velocidad adimensional w;) y (3.30b),
tenemos que:

D). 10 Lm0y, B )
T, 2 P~
61 np 31 5n

g (fuigiva (0y2 4 (0)y2 a Wy2 20 o (Dy2
w(m“’()mb()) 90(2m<>+ ,,()>

M
+nanb{m_(a‘(20))2 e al® (l)+ (a(l))2 1( e A (0) alV)

15M1 (0))2 / (0) (0)+3 / (0) (1)

_227M o) (1)}+‘/- a(a(l)) 2, \/ nb( 1(71))2(5.8)

Ahora tomamos la variacién de (5.8), colectamos los términos en la variacién

independiente de Ja(o) éa(l) y 60,(1)
nos lleva a tres ecuaciones con tres incégnitas:

y fijamos cada coeficiente igual a cero, esto

A10{) — Azall) - A\ga,(,l) =0

9
~B1a(? + BoalV) — §M§a§1) =57, (5.9)
9 o7,
0 1 (1) Qg
—Cla’g ) o= §M1a((1 ) b —(Cgab = E
Para un plasma totalmente ionizado escribimos n, = n, = 5. Ademaés
2 = @ 1 es el tiempo libre medio de colisién para cada especie, los coefi-

cientes en (5.9) son:

Ap =2(1+4 M} —2M; — 6iw,T,)
Az = —3(1 + Ml)

As= M} (VG -1)
B~ 04 M) (5.10)

By, = %4— gx/i—iwcn‘a



41

Ci=-1+M

4 [ 2
C2:5+§+ I/I—l—+5’l'wa7'a,

para el caso B = 0 el conjunto que resulta es trivial de resolver, al menos apro-
ximadamente, imponiendo las potencias de M{* ~ (18—136)’1, n > 1~ 0 en todas
las sumas, digamos 1 + M{* ~ 1. El resultado es

a‘(lo) = 2.947,

alt) = 1.967, (5.11)
() _ 0.7265
ay ' = ——"Ta,
b M,

lo cual se verifica con una computadora. La solucién cuando B # 0 se bosqueja
en el apéndice E de la referencia [1].

Para calcular los d, el procedimiento es completamente similar. La forma de

la funcién DJ; inicamente cambia en la parte inhomogénea, esta vez es 7+ fi(o)ci.
Cuando multiplicamos esto por —7;c; e integramos sobre las velocidades luego
de fijar

M
3= d™s{ (e,
m=0

tenemos:

‘ M 2
i / % 3 d™ ST (e)des = 3KT,—2n (1 - Mlﬂ> .
n 2 mg Na
m=0
El resultado es un conjunto algebraico para dl(-o), dgl), 1 = a,b idéntico al que
damos en (5.9) excepto que el término inhomogéneo cambia de forma

0 %(1 - Ml)Ta
ﬁﬂl cambia a 0 . (5.12)
m’ra 0

Una vez mas, la solucién mas simple, cuando B = 0 se obtiene:
d® =1.1917,
dV = 0.2947, (5.13)

) = 0.02347,.

Para el caso donde B # 0 hay un bosquejo en el apéndice E de [1].
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Capitulo 6

Resultados

6.1. Flujo de Calor

En esta seccién hacemos uso de los resultados de los capitulos anteriores y del
apéndice D de la referencia [1]| para escribir los coeficientes de transporte para
el flujo de calor J,, . En el capitulo cuatro, elegimos que el campo magnético
esté orientado en la direccién del eje z, es decir B = BIQ:, recordando la ecuacién
(4.2) escribimos:

agl) (VInT,),
5 _ 5nak’T, +aP?O(VInT,) . + PV B(VInT,),
da 2 myg + [51(1)] (dab)”

+dO(dgy) L +dPOB(day x k)

(6.1)

donde los signos menos de los tltimos tres términos se deben tomar en cuenta
debido a que d;; = —dj;. Todos los coeficientes al(-l) = a((ll)(o) + a,(,s)(O)B2 y
(551) = dP® 4 B24P® 165 vemos en las ecuaciones (5.11) y (5.13) ademaés del
apéndice E de [1].

Es muy imporante senalar que este resultado es consistente con el flujo de calor
para la mezcla [1], basta sumar los indices. Estos resultados son diferentes a

[15).

6.2. Tiempo de relajacion de temperaturas de
distintas especies

Hemos trabajado a lo largo del texto insistiendo que los componentes del gas
tienen distintas temperaturas, por lo tanto es obvio esperar que en algiin mo-
mento se igualen. En esta seccién buscaremos una expresién que nos permita
estimar el tiempo en el que la temperatura se relaja. Este calculo dara validez a
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la hipétesis de L. Garcia-Colin y L. Dagdug [1] que calcula flujos en un plasma
diluido donde las temperaturas de los componentes es por suposicién la misma.

En la literatura encontramos un andlisis de este efecto: El método de Landau
[7,8]. En dicho método la idea es considerar al plasma como un gas de Lorentz
(véase Ref. [3] sec. 2.8), es decir, la masa de una especie es muy grande com-
parada con la otra; por ejemplo, una mezcla de electrones y protones. En este
sistema la masa de los protones es 1836.15 veces més grande que la de los elec-
trones, por lo tanto la velocidad de los electrones es mucho més grande que la
velocidad de los protones vgjectrones >> Vprotones- OS¢ puede considerar que los
protones estan ” quietos” mientras que los electrones se mueven chocando contra
ellos en un proceso denominado hipdtesis difusiva. Como consecuencia de esto
cuando hay una colisién electrén-protén sus respectivas energfas varian poco, o
al menos el cambio de energia es menor comparado con el que ocurre con una
colisién electrén-electrén o protén-protén. Lo anterior nos conduce a pensar que
el equilibrio de temperaturas se lleva a cabo a través de las colisiones, y que es
més rapido entre particulas de la misma especie que entre particulas de distin-
tas especies. En el método de Landau, se utiliza la ecuacién de Bolztmann, y
al hacer uso de la hipétesis difusiva se hace un desarrollo en series de Taylor
del término de colisién. Esto conduce a una ecuacién tipo Fokker-Planck y se
obtiene la integral de colisién de Landau [7,8], luego se asocia la integral de co-
lisién electrén-protén con el cambio en la densidad de energia de dichas especies.

En nuestro caso, utilizamos las integrales de colisién en su forma comple-

ta, como se ha descrito en este texto y en Ref. [1,2,4]. Sabemos en efecto que
en el sistema que estudiamos existen tres tipos de colisiones, electrén-electrén,
protén-protén y electrén-protén. Las integrales de colisién estan resueltas en el
apéndice D de Ref. [1].
Si ahora pensamos que nuestro gas corresponde a un gas de Lorentz tenemos la
situacién de que Vejectrones > Vprotones- Sabemos ademds que La dnica manera
en que pueden intercambiar energia los electrones con los protones es chocando
asi que usamos la misma idea de Landau [8] (pero no su método), asociamos
la integral de colisién de electrones con protones con el cambio de la densidad
de energia de los electrones con respecto al tiempo, que es igual al negativo del
cambio de la densidad de energia de los protones respecto al tiempo. Asi que
podemos escribir que:

dee  dgp

dt dt -’ (6:2)

La integral de colisién que asocia choques entre electrones y protones esté re-
suelta en [1] apéndice D, una vez hecha la suposicién de que my, > me y €s-
cribiéndola en términos del tiempo libre medio 7., que es el tiempo que en
promedio le toma a una particula que ha chocado con otra de distinta especie
chocar con una tercera de distinta especie:
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=

1 5 Me et
nrep o \metmy, ) (dmeq)?(kTe)3/

donde 1, la funcién logaritmica de Coulomb (pues la interaccién entre las
particulas es la de Rutherford) es:

4kT.d
Y =1In {1 + (—) } :
keeies
aqui d es la distancia de Debye [1].

Ahora proponemos que la densidad de energia que se transmite debido a las
colisiones electrén-protdén es

de.  nkAT

= 6.3
di Tep (6.3)

donde AT = T, —T,,. Sabemos que k. = ﬁ, donde gq es la permitividad en el
vacio g9 = 8.85712F/m, la carga fundamental e = 1.602 x 1071°C y la constante
de Bolztmann k = 1.38065 x 10~ 2J/K.

Suponemos que el gas estd totalmente ionizado, i.e. n. = n/2 y n, = n/2. Ha-
cemos uso de la relacién entre densidad de energia y temperatura: €, = %nekTe
y (6.2). tenemos estas dos ecuaciones,

3 d7. nk

—nek— = —— (T — T

3t~ o, )

3 d7. nk

b — o, T,

las restamos e integramos para obtener:
4t
AT = ATpexp [———] , (6.4)

3 Tep

donde ATy es la diferencia de temperaturas inicial.

La expresion (6.4) es de suma importancia, ya que es justificacion de la
hipétesis hecha por L. Garcia Colin y L. Dagdug [1] que supone que las tem-
peraturas de los electrones y de los protones son las mismas desde un inicio,
es decir T, = T,. Si hacemos un grafica considerando un mol de particulas
n ~ 1023, vemos como se igualan las temperaturas en el tiempo, y es claro que
el tiempo que les toma es muy corto ~ 10~ %s. Este resultado, como lo habiamos
mencionado en el texto, es de esperarse, dado que 7o, ~ 107 '%. Esto aclara
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Figura 6.1: Decaimiento de la diferencia de temperaturas

que en “unas pocas”colisiones (cien o mil) por particula la temperatura de los
electrones y los protones se equilibra.

Tomando en cuenta lo anterior, podemos justificar la hipétesis que propone
temperaturas iguales desde el inicio, hecha por L. Garcia-Colin y L. Dagdug [1].
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