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Resumen

El presente trabajo es un estudio sobre uno de los espacios ponderados de funciones
anaĺıticas más importantes: el llamado espacio de Bergman. Se presentan algunas de sus
propiedades y la relación que tiene con otros espacios de funciones.

En el primer caṕıtulo se definen los espacios de Bergman y se estudian las propieda-
des básicas de dichos espacios. A continuación para un mejor estudio de la proyección de
Bergman se usan una estimación integral y el lema de Schur para obtener un resultado
muy general para operadores acotados en ciertos espacios Lp. La mayoria de las pruebas
relativas a los espacios de Bergman pesados se basan en cálculos expĺıcitos con el núcleo
reproductor y su operador asociado. Finalmente mediante un operador fraccionario de
derivación se ve el papel relevante que juegan los espacios de Bloch en la teoŕıa de los
espacios de Bergman, pues representan a los espacios duales para exponentes pequeños
(0 < p < 1). También se dan algunas caracterizaciones entre los espacios de Bloch relati-
vas a la métrica de Bergman.

El propósito del segundo caṕıtulo es estudiar algunas de las propiedades algebraicas
y anaĺıticas más relevantes referentes a la transformada de Berezin. El resultado princi-
pal que se muestra en este caṕıtulo es que una función f ∈ L1(D, dA) es fijada por la
transformada de Berezin si y sólo si f es armónica. Este resultado es consecuencia de una
aplicación elegante del teorema del cálculo funcional de Riesz y el teorema espectral.

En la parte final se introduce el concepto de las medidas de Carleson para los espa-
cios de Bergman ponderados, además se estudia lo esencial que son estas medidas en los
espacios tipo BMO y VMO en el disco, definiendo los promedios usando la métrica de
Bergman. Se obtiene una caracterización de estos espacios en términos de la transformada
de Berezin. Además se muestra que la parte anaĺıtica de los espacios BMO coincide con el
espacio de Bloch. Por último se da un elegante resultado de Coburns L. A. que establece
que la transformada de Berezin de cualquier operador lineal acotado satisface una fuerte
condición de Lipschitz en términos de la métrica de Bergman.
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Introducción

Uno de los objetivos fundamentales del Análisis Funcional es el estudio de algunas de
las propiedades de las familias de funciones en su dominio de definición, por ejemplo: en
base a su continuidad, diferenciabilidad, integrabilidad, alguna caracteŕıstica geométrica
o sus valores ĺımite al aproximarse a la frontera, etc. y con ello por similitud establecer
clases de funciones, las cuales en muchos casos llegan además a constituir algún tipo de
espacios de funciones.

Gracias al Teorema de Mapeo de Riemman del Análisis Complejo, muchas veces basta
estudiar la familia de funciones anaĺıticas en el disco unitario para saber cual es su com-
portamiento en cualquier dominio simplemente conexo distinto de C, como sucede en el
caso de las propiedades conformemente invariantes.

El estudio de los espacios de Bergman se remonta al año 1950, cuando Stefan Bergman
publicó su monograf́ıa titulada The Kernel Function and Conformal Mapping, en el
cual desarrolla la teoŕıa de los espacios de Hilbert de funciones anaĺıticas sobre un dominio
Ω en el plano. El trabajo de Bergman se centro en el estudio del espacio de las funciones
anaĺıticas, cuadrado integrables sobre un dominio Ω, con respecto a la medida de área de
Lebesgue. Está teoŕıa se apoyó en la existencia de una función núcleo reproductor, la cual
hoy en d́ıa es conocida como la función núcleo de Bergman.

Cuando se inicio el estudio de los espacios Ap
α(D), de las funciones anaĺıticas p integra-

bles, 0 < p ≤ ∞, sobre el disco unitario D, fue natural llamarlos Espacios de Bergman
Ponderados.

En los últimos años la teoŕıa de los espacios de Bergman tuvo cambios muy impor-
tantes debido a un enfoque desde el análisis funcional y la teoŕıa de operadores. Algunos
resultados notables son la caracterización de sucesiones de interpolación, el descubrimien-
to de Hedenmalm de los divisores contrativos de cero, las relaciones entre las funciones
interiores de Bergman y la función biarmónica de Green encontradas por Duren, Khavin-
son, Shapiro y Sundberg y resultados concernientes a subespacios invariantes por Aleman,



Introducción vii

Borichev, Hedenmalm, Richter, Shimorin y Sundberg.

En una serie de importantes avances los problemas centrales que parecian intratables
fueron resueltos y aśı surgió una nueva teoŕıa muy rica. Hoy en d́ıa se sigue avanzando en
dicha teoŕıa y se ha logrado unificar con los nuevos métodos los resultado anteriormente
obtenidos. Aśı el estudio de los espacios de Bergman se ha convertido en una śıntesis
magistral entre la teoŕıa de la variable compleja, del análisis funcional y la teoŕıa de ope-
radores. Destaca la presencia de la geometŕıa hiperbólica que permite, entre otras cosas,
ver la relación que hay entre los espacios de Bergman ponderados y los espacios de Bloch
y BMOA.

La teoŕıa de las funciones ponderadas estudia y clasifica a las funciones anaĺıticas por
medio de su comportamiento al aproximarse la variable, a la frontera de su dominio va-
liéndose para ello de determinados factores de peso y midiendo con diversas herramientas
matemáticas la función aśı ponderada. Dicha teoŕıa inició a principios del siglo XX debido
a Stefan Bergman y algunos de los aportes recientes más relevantes a ésta los han hecho
Kehe Zhu, Boris Korenblum, Haakan Hedenmalm, Peter Duren, Coburns L.
A., Aleman, Borichev, Richter, Shimorin,Sundberg, entre otros.

El estudio de los espacios de Bergman no es parte del plan de estudios de una licen-
ciatura o de una maestŕıa, mas bien queda confinado a un tópico particular de estudio
e investigación para estudiantes graduados o investigadores. Dos referencias recientes de
mayor importancia son los libros de Theory of Bergman Spaces [8] y Bergman Spaces [5].

Un objetivo primordial de este trabajo fue presentar nociones básicas de la teoŕıa de
los espacios de Bergman y rápidamente pasar al estudio de algunos tópicos de esta teoŕıa.
Se han escrito pruebas detalladas de todos los resultados, haciendo este trabajo autocon-
tenido, que permita al lector una aproximación más accesible a este material. Esta tesis
puede ser usada como un curso introductorio a la teoŕıa de espacios de Bergman. Más aún,
es deseable que la lectura previa de este material le permita al lector interesado abordar
el libro de Theory of Bergman Spaces [8] con mayor prestancia y fluidez.

Se recurrió a las fuentes originales para poder escribir con mayor claridad algunas
de las pruebas presentadas en este trabajo. El escrito refleja explicitamente la estrecha
relación que hay entre el anaĺısis funcional, la teoŕıa de operadores, la variable compleja
y la geometria hiperbólica para soportar esta aproximación al estudio de la teoria de los
espacios de Bergman.



Caṕıtulo 1

ESPACIOS DE BERGMAN

La finalidad de este caṕıtulo es definir los Espacios de Bergman ponderados en el disco
unitario D ⊂ C, y probar algunas de las propiedades de estos espacios. Aśı mismo se defi-
nen los Espacio de Bloch los cuales son la imagen de funciones acotadas bajo la proyección
de Bergman.

Los Espacios de Bloch juegan un papel muy importante en esta teoŕıa, pues representan
a los espacios duales de los espacios de Bergman para exponentes pequeños (0 < p ≤ 1).

También se estudian algunas estimaciones relativas a los espacios Lp(D, dA), las cuales
permiten caracterizar los espacios de Bergman ponderados y los espacios de Bloch.

En lo sucesivo, B(a, r) denotará al disco Euclideano con centro en a y radio r. En
particular cuando a = 0 se escribirá B(0, r) = B(r).

1.1. Espacios de Bergman

Definición 1.1.1. Para 0 < p < ∞ y −1 < α < +∞ se definen los espacios de
Bergman ponderados Ap

α = Ap
α(D) del disco unitario, como el espacio de las funciones

anaĺıticas en Lp(D, dAα), donde la medida dAα está definida como

dAα(z) = (α+ 1)(1− |z|2)α dA(z),

y dA(z) es la medida normalizada de Lebesgue dada por

dA(z) =
1

π
dx dy =

1

π
r dr dθ.

Si f está en Lp(D, dAα), se escribe

∥f∥p,α =
(∫

D
|f(z)|p dAα(z)

) 1
p
,

1
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en el caso en que α = 0 simplemente se escribe ∥f∥p = ∥f∥p,0.

Lema 1.1.2. Si α es un número real, entonces

1

α+ 1
=

∫
D
(1− |z|2)α dA(z) < ∞

si y sólo si α > −1. Luego ∫
D

dAα(z) = 1.

Demostración. ∫
D
(1− |z|2)α dA(z) =

∫ 1

0

∫ 2π

0
(1− r2)α

r

π
dθdr

= 2

∫ 1

0
(1− r2)α r dr

= −(1− r2)α+1

α+ 1

∣∣∣1
0

=
1

α+ 1
.

Se observa que si 1 ≤ p < ∞, el espacio Lp(D, dAα) es un espacio de Banach con norma
dada por ∥f∥p,α y si 0 < p < 1, el espacio Lp(D, dAα) es un espacio métrico completo con
la métrica dada por

d(f, g) = ∥f − g∥pp,α.

Como d(f − g, 0) = d(f, g), la métrica es invariante, además es también p-homogénea,
es decir, d(λf, 0) = |λ|pd(f, 0) para λ ∈ C. A los espacios de este tipo se les llama casi-
Banach, porque ellos comparten muchas propiedades de los espacios de Banach.

Se usarán frecuentemente los operadores diferenciales de Wirtinger

∂

∂z
=

1

2

( ∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

( ∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

También serán de utilidad la siguiente proposición y colorario:

Proposición 1.1.3. Si f y g son funciones continuas y diferenciables y además f ◦ g
está bien definida en algún conjunto abierto U ⊆ C, entonces se tiene que

∂

∂z
(f ◦ g)(z) = ∂f

∂z
(g(z))

∂g

∂z
(z) +

∂f

∂z
(g(z))

∂g

∂z
(z)

y

∂

∂z
(f ◦ g)(z) = ∂f

∂z
(g(z))

∂g

∂z
(z) +

∂f

∂z
(g(z))

∂g

∂z
(z)
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Corolario 1.1.4. Si f ó g es holomorfa, entonces

∂

∂z
(f ◦ g)(z) = ∂f

∂z
(g(z))

∂g

∂z
(z).

Se denota por L∞(D) el espacio de todas las funciones esencialmente acotadas en D y
para f ∈ L∞(D), se define

∥f∥∞ = supess {|f(z)| : z ∈ D}.

Aśı el espacio L∞(D) es un espacio de Banach con la norma ∥ · ∥∞. Se denota por H∞

al espacio de funciones anaĺıticas acotadas en D. Como H∞ es cerrado en L∞(D), entonces
H∞ es un espacio de Banach por si mismo.

Definición 1.1.5. Sea u una función real continua en un abierto Ω ⊂ C. La función u se
dice subarmónica en Ω si

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(a+ reiθ) dθ,

para cada a ∈ Ω y todo r > 0 tal que el disco B(a, r) está completamente contenido en Ω.

Sea 0 ≤ p < ∞ y f una función anaĺıtica sobre y en el interior de una circunferencia
|z − a| = r, se tiene por subarmonicidad

|f(a)|p ≤ 1

2π

∫ 2π

0
|f(a+ reiθ)|p dθ. (1.1)

Por tal motivo, el módulo u = |f | de una función anaĺıtica sobre el disco D resulta ser
una función subarmónica en D, lo mismo también es cierto en virtud del Teorema 3.3.7
(ver Apéndice) para la función h = |f |p con p ≥ 0. De la ecuación (1.1) se tiene que

|f(a)|p
∫ R

0
r dr ≤ 1

2π

∫ R

0

∫ 2π

0
|f(a+ reiθ)|p dθ r dr

=
1

2π

∫ R

0

∫ 2π

0
|f(a+ reiθ)|p r dr dθ

=
1

2

∫
B(a,R)

|f(z)|p dA(z),

pero como
∫ R
0 r dr =

R2

2
se tiene

|f(a)|p = 1

R2

∫
B(a,R)

|f(z)|p dA(z),

es decir

|f(a)|p ≤ 1

|B(a,R)|A

∫
B(a,R)

|f(z)|p dA(z). (1.2)

El siguiente resultado dice que las funciones en los espacios de Bergman ponderados y
sus derivadas tienen un crecimiento acotado sobre subconjuntos compactos de D.
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Proposición 1.1.6. Supóngase que 0 < p < ∞, −1 < α < +∞ y que K es un subconjunto
compacto de D. Entonces existe una constante positiva C = C(n,K, p, α) tal que

sup{|fn(z)| : z ∈ K} ≤ C∥f∥p.α

para toda f ∈ Ap
α y toda n ∈ N ∪ {0}. En particular cada evaluación puntual en D

Tz(f) = f(z) es un funcional lineal acotado en Ap
α con p ≥ 1.

Demostración. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que

K = {z ∈ C : |z| ≤ r}

para algún r ∈ (0, 1). Primero se probará el resultado cuando n = 0. Sea σ =
1− r

2
y sea

B(z, σ) al disco Euclideano. Entonces para z ∈ K se tiene

1− |z|2 ≥ 1− |z| ≥ (1− r)/2,

por esta desigualdad y por (1.2) se tiene

|f(z)|p ≤ 1

σ2

∫
B(z,σ)

|f(w)|p dA(w)

=
1

σ2

α+ 1

α+ 1

∫
B(z,σ)

|f(w)|p (1− |w|)α

(1− |w|)α
dA(w)

≤ 2

σ2(α+ 1)(1− r)α

∫
B(z,σ)

|f(w)|p dAα(w)

= C ∥f∥p,α,

donde

C =
2

σ2(α+ 1)(1− r)α

y aśı se encuentra una constante positiva C (la cual depende sólo de r). Esto prueba el
resultado para el caso en que n = 0.

Para el caso cuando n ≥ 1, considérese el compacto K como antes. Sea R = 1+r
2 ,

aśı 0 < r < R < 1. El caso anterior implica que existe M > 0 tal que

|f(ζ)| ≤ M∥f∥p,α, para toda |ζ| = R.

Puesto que f (n) es anaĺıtica en el interior de la circunferencia |ζ| = R y sobre ella y K
está contenido en el interior de dicha circunferencia, entonces para toda z ∈ K se satisface
la fórmula integral de Cauchy, es decir,

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
|ζ|=R

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ.
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Por lo tanto

|f (n)(z)| ≤ n!

2π

∫
|ζ|=R

|f(ζ)|
|ζ − z|n+1

|dζ| ≤ n!MR

σn+1
∥f∥p,α

para todo z ∈ K y f ∈ Ap
α.

Proposición 1.1.7. Para cada 0 < p < ∞ y −1 < α < +∞ el espacio de Bergman Ap
α

es cerrado en Lp(D, dAα).

Demostración. Sea {fn} una sucesión en Ap
α y supóngase que fn → f en Lp(D, dAα).

En particular {fn} es una sucesión de Cauchy en Lp(D, dAα). Sin pérdida de generalidad
considerése el disco compacto K = {z ∈ D : |z| ≤ r} con 0 < r < 1. Aśı por la proposición
anterior existe M > 0 tal que

|f (k)
n (z)− f (k)

m (z)| ≤ M∥fn − fm∥p,α

En particular para k = 0 se tiene que

|fn(z)− fm(z)| ≤ M∥fn − fm∥p,α,

para cada z ∈ K. Por lo tanto la sucesión {fn} converge uniformemente en cada subcon-
junto compacto de D a f y por tanto f es anaĺıtica en D, luego pertenece a Ap

α.

Como consecuencia de la proposición anterior el espacio de Bergman Ap
α es un espacio

de Banach cuando 1 ≤ p < ∞ y es un espacio métrico completo cuando 0 < p < 1.

Definición 1.1.8. Para una función f en D y 0 < r < 1, sea fr la función dilatación
dada por fr(z) = f(rz), z ∈ D.

En muchas aplicaciones se aproxima una función en el espacio de Bergman Ap
α por una

sucesión de funciones. El siguiente resultado da dos usos comunes de ésto.

Proposición 1.1.9. Para una función anaĺıtica f en D y 0 < r < 1. Entonces si 0 < p <
∞

(1) Para cada f ∈ Ap
α se tiene que ∥fr − f∥p,α −→ 0 cuando r → 1−.

(2) Para cada f ∈ Ap
α existe una sucesión {pn} de polinomios tales que ∥pn−f∥p,α −→ 0

cuando n → ∞.
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Demostración. Sea f una función en Ap
α(D). Para probar el inciso (1), sea δ un número

en el intervalo (0, 1) y obsérvese que∫
D
|fr(z)− f(z)|p dAα(z)

=

∫
|z|≤δ

|fr(z)− f(z)|p dAα(z) +

∫
δ<|z|<1

|fr(z)− f(z)|p dAα(z)

≤
∫
|z|≤δ

|fr(z)− f(z)|p dAα(z) +

∫
δ<|z|<1

(
|fr(z)|+ |f(z)|

)p
dAα(z)

Dado ε > 0 y puesto que f ∈ Lp(D, dAα), se puede elegir δ muy cercano a 1 tal que∫
δ<|z|<1

|f(z)|p dAα(z) <
ϵ

2p+2
.

Por otro lado sean δ′, r ∈ (0, 1) tales que δ < δ′ < 1 y
δ

δ′
< r < 1. Tomando el cambio de

variable w = rz se tiene que∫
δ′<|z|<1

|f(rz)|p dAα(z) =

∫
δ′r<|w|<r

|f(w)|pr2 dAα(z)

≤
∫
δ<|w|<1

|f(w)|p dAα(z) <
ϵ

2p+2
.

Por lo tanto∫
δ′<|z|<1

(
|fr(z)|+ |f(z)|

)p
dAα(z) ≤ 2p

∫
δ<|z|<1

|fr(z)|p dAα(z)

+ 2p
∫
δ<|z|<1

|f(z)|p dAα(z) <
ϵ

4
+

ϵ

4
<

ε

2
.

Como δ′ está fijo, por la continuidad uniforme de f en el disco cerrado |z| ≤ δ′, sea
0 < R < 1 tal que

|f(rz)− f(z)| <
(ε
2

)1/p
.

para toda R < r < 1. Por lo tanto∫
|z|≤δ′

|fr(z)− f(z)|p dAα(z) <
ε

2
,

lo que prueba (1).

Para mostrar el inciso (2), sean ε > 0 y 0 < r < 1 tal que∫
D
|fr(z)− f(z)| dAα(z) <

ε

2
.



1.1. ESPACIOS DE BERGMAN 7

Ahora sean

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n y pk(rz) =

k∑
n=0

an(rz)
n.

Puesto que la función fr(z) es anaĺıtica en D entonces su serie de Taylor pk(rz) converge
uniformemente a fr(z) en D. Aśı existe N ∈ N tal que para toda k > N

|f(rz)− pk(rz)| = |
∞∑
n=0

an(rz)
n −

k∑
n=0

an(rz)
n|

≤
∞∑

n=k+1

|an|rn <
(ε
2

)1/p
.

Luego si k > N se tiene que∫
D
|fr(z)− pk(rz)|p dAα(z) <

ε

2
.

Aśı considerando el inciso (1) y esto último se tiene que∫
D
|f(z)− pk(rz)|p dAα(z) ≤

∫
D
|f(z)− fr(z)|p dAα(z)

+

∫
D
|fr(z)− pk(rz)|p dAα(z) <

ε

2
+

ε

2
= ε.

Por lo tanto ∥pk − f∥p,α −→ 0 cuando k → ∞.

Aunque cualquier función Ap
α puede ser aproximada (en norma) por una sucesión

de polinomios, no siempre es verdadero que una funcion Ap
α puede ser aproximada (en

norma) por su polinomio de Taylor. Actualmente tal aproximación es posible si y sólo si
1 < p < +∞. Especial atención recibe el caso p = 2. Por la Proposición 1.1.7 el espacio
A2

α es de Hilbert con producto interno dado por

⟨f, g⟩ =
∫
D
f(z)g(z) dAα(z),

con f, g ∈ A2
α. Para cualquier número no negativo, sea

en =

√
Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
zn, z ∈ D, (1.3)

donde Γ(s) representa la función Gamma la cual es una función anaĺıtica de s en todo el
plano complejo, excepto en sus polos simples localizados en los puntos {0,−1,−2, ...}, ver
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Apéndice (Definición 3.3.11 y Proposición 3.3.12).

La siguiente proposición dice que el conjunto {en} es una base ortonormal para el
espacio A2

α.

Proposición 1.1.10. El conjunto {en} es un conjunto ortonormal en A2
α.

Demostración. Si n,m ∈ N, entonces

⟨zn, zm⟩ =

∫
D
znzmdAα(z)

=
1

π

∫ 1

0

∫ 2π

0
(α+ 1)(1− r2)αrn+m+1ei(n−m)θ dθ dr

=
1

π

∫ 1

0
(α+ 1)(1− r2)αrn+m+1

∫ 2π

0
ei(n−m)θ dθ dr

De aqúı se desprenden dos casos:

1) Si m ̸= n

⟨zn, zm⟩ = 0 pues

∫ 2π

0
ei(n−m)θ dθ = 0.

2) Si m = n

∥zn∥2p,α = ⟨zn, zn⟩ =
1

π

∫ 1

0
(α+ 1)(1− r2)αr2n+1

∫ 2π

0
ei(n−n)θ dθ dr

=
n!Γ(α+ 2)

Γ(n+ α+ 2)
.

Por lo que si se escribe en =
√

Γ(n+2+α)
n!Γ(2+α) z

n, n ∈ Z, z ∈ D entonces el conjunto {en} es

un conjunto ortonormal en A2
α. Como el conjunto de polinomios es denso en A2

α (Propo-
sición 1.1.9) se concluye que {en} es una base ortonormal para A2

α.

Corolario 1.1.11. Si f(z) =

∞∑
n=0

anz
n y g(z) =

∞∑
n=0

bnz
n son dos funciones en A2

α, en-

tonces

(a) ∥f∥22 =
∞∑
n=0

n!Γ(α+ 2)

Γ(n+ 2 + α)
|an|2

(b) ⟨f, g⟩α =

∞∑
n=0

n!Γ(α+ 2)

Γ(n+ 2 + α)
anbn
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donde ⟨·, ·⟩α es el producto interno en A2
α heredado de L2(D, dAα).

Se usará frecuentemente el siguiente resultado.

Proposición 1.1.12. Si z, w ∈ D y λ > 0, entonces

1

(1− zw)λ
=

+∞∑
n=0

Γ(n+ λ)

n!Γ(λ)
znwn.

Ahora como el espacio A2
α es un subespacio cerrado de L2(D, dAα), existe un único ope-

rador de proyección ortogonal Pα : L2(D, dAα) → A2
α lineal y continuo tal que Pαf = f ,

si f ∈ A2
α(D). En este caso se puede dar una forma expĺıcita de dicha proyección, como se

ve en la siguiente proposición.

Proposición 1.1.13. Para −1 < α < +∞, sea Pα la proyección ortogonal de L2(D, dAα)
sobre A2

α. Entonces

Pαf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w),

para todo f ∈ L2(D, dAα).

Demostración. Sea {en} la base ortonormal de A2
α dada por (1.3). Para cada f ∈

L2(D, dAα) se tiene que

Pαf =
∞∑
n=0

⟨Pαf, en⟩αen.

En particular para cada z ∈ D se tiene

Pαf(z) =
∞∑
n=0

⟨Pαf, en⟩αen(z),

y esta serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de D. Además

⟨Pαf, en⟩α = ⟨f, Pαen⟩α = ⟨f, en⟩α.

Por lo tanto
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Pαf(z) =
∞∑
n=0

⟨Pαf, en⟩αen(z) =
∞∑
n=0

⟨f, en⟩αen(z)

=
∞∑
n=0

∫
D

(
f(w)

√
Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
wn
)
dAα(w)

√
Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
zn

=
∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)

∫
D
f(w)(zw)n dAα(w)

=

∫
D
f(w)

[ ∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
(zw)n

]
dAα(w)

=

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w).

Se puede realizar el cambio entre la integral y la suma ya que para cada z ∈ D fijo la serie
∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
(zw)n converge uniformemente respecto a w ∈ D.

Si f ∈ A2
α entonces Pαf(z) = f(z) =

∫
D

f(w)
(1−zw)2+α dAα(w) y por esto el operador Pα

se llama la proyección de Bergman ponderada en D y la función

Kα(z, w) =
1

(1− zw)2+α
, z, w ∈ D

se le llama el núcleo reproductor de Bergman sobre D, el cual es holomorfo con res-
pecto a la variable z y anti-holomorfo con respecto a la variable w. Está función juega un
papel muy importante en la teoŕıa de los espacios de Bergman ponderados.

Aunque la proyección de Bergman Pα está originalmente definida en L2(D, dAα), la fórmu-
la integral

Pαf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα

extiende su dominio a L1(D, dAα). En particular, se puede aplicar Pα a una función en
Lp(D, dAα) con 1 ≤ p < ∞.

Como A2
α es denso en A1

α, el siguiente resultado justifica plenamente la definición de
núcleo reproductor.

Corolario 1.1.14. Si f es una función en A1
α, entonces

f(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w), z ∈ D.
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La integral converge uniformemente para z en cada subconjunto compacto de D. (Este
corolario se conoce como la fórmula reproductora).

El conjunto Ap = Ap
0, es el espacio ordinario de Bergman y su correspondiente proyección

de Bergman se denota por P y el núcleo de Bergman es

K(z, w) =
1

(1− zw)2
.

Las funciones núcleo de Bergman están estrechamente relacionadas con el grupo de
transformaciones de Möbius, Aut(D) del disco. Para ver ésto, sea z ∈ D y se con-
sidera la transformación de Möbius φz del disco que intercambia z y 0, es decir,

φz(w) =
z − w

1− zw
, w ∈ D.

Ahora se calcula la proyección ortogonal de Bergman de algunas funciones en particular.

Proposición 1.1.15. Sea Pα la proyección de Bergman ponderada.

(a) Sean k, m enteros tales que k +m > −2 y γ + α > −1. Entonces

Pα

(
(1− |z|2)γzkzm

)
=


(α+ 1)Γ(k−m+α+2)Γ(α+γ+1)Γ(k+1)

(k−m)!Γ(2+α)Γ(α+γ+k+2) zk−m, para k ≥ m

0, para k < m.

En particular si γ = 1, m = 0 y k > 0 se tiene que

Pα

(
(1− |z|2)zk

)
= (α+ 1)

Γ(k + α+ 2)

Γ(α+ k + 3)
zk.

(b) Sean k ∈ N y f(z) =
∑∞

m=2k−1 amzm entonces

Pα

((1− |z|2)k

zk
f (k)(z)

)
= (α+ 1)

Γ(k + α+ 1)

Γ(α+ 2)

∞∑
n=2k−1

anz
n.

La condición de suponer que los primeros 2k−1 coeficientes de la serie de Taylor son todos
cero hace esté bien definida la proyección de Bergman de dicha función. En particular si
k = 1 entonces

Pα

(1− |z|2

z
g′(z)

)
= (α+ 1) g(z).

Demostración. (a) Expandiendo la función núcleo de Bergman en serie de potencias

Pα

(
(1− |z|2)γzkzm

)
=

∫
D
(1− |z|2)γwkwm

∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
(zw)n dAα(w) (1.4)

= (α+ 1)

∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
zn
∫
D
(1− |z|2)γ+αwkwm+n dA(w).
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Por otro lado, usando coordenadas polares∫
D
(1− |z|2)γ+αwkwm+n dA(w) =

∫ 1

0
(1− r2)γ+αrk+m+n+1

∫ 2π

0
eiθ(k−m−n) dθ

π
dr

y se observa que

∫ 2π

0
eiθ(k−m−n) dθ

π
=


0, si k −m− n ̸= 0

2, para n = k −m .

Al tomar n = k −m ≥ 0 se tiene∫ 1

0
(1− r2)γ+αr2k+1 dr =

1

2
· Γ(α+ γ + 1)Γ(k + 1)

Γ(α+ γ + k + 2)

y

∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
zn =

Γ(k −m+ 2 + α)

(k −m)!Γ(2 + α)
zk−m.

Aśı sustituyendo estos últimos tres cálculos anteriores en (1.4) se tiene

Pα

(
(1− |z|2)γzkzm

)
= (α+ 1)

Γ(k −m+ 2 + α)Γ(α+ γ + 1)Γ(k + 1)

(k −m)!Γ(2 + α)Γ(α+ γ + k + 2)
zk−m.

(b) Obsérvese que

f (k)(z) = amm(m− 1) · · · (m− k + 1) zm−k,
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entonces

Pα

((1− |z|2)k

zk
f (k)(z)

)
= (α+ 1)

∫
D

∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)

(1− |w|2)k+α

wk
(zw)n

·
∞∑

m=2k−1

amm(m− 1) · · · (m− k + 1) wm−k dA(w)

= (α+ 1)

∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
zn

∞∑
m=2k−1

amm(m− 1) · · · (m− k + 1)

· ĺım
t→1

∫
B(t)

(1− |w|2)k+αwn−kwm−k dA(w)

= (α+ 1)
∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
zn

∞∑
m=2k−1

amm(m− 1) · · · (m− k + 1)

· ĺım
t→1

∫ t

0

∫ 2π

0
(1− r2)k+αrn−k+m−k+1eiθ(m−k+k−n) dθ dr

π

= (α+ 1)

∞∑
n=2k−1

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
znann(n− 1) · · · (n− k + 1)

· 2 ĺım
t→1

∫ t

0
(1− r2)k+αr2(n−k)+1 dr

= (α+ 1)

∞∑
n=2k−1

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
znann(n− 1) · · · (n− k + 1)

·
∫ 1

0
(1− u)k+αun−k du

= (α+ 1)

∞∑
n=2k−1

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
znann(n− 1) · · · (n− k + 1)

· Γ(k + α+ 1)Γ(n− k + 1)

Γ(α+ n+ 2)

= (α+ 1)
Γ(k + α+ 1)

Γ(α+ 2)

∞∑
n=2k−1

anz
n .

Para poder pasar de la igualdad 3 a la igualdad 4 se utilizó que m = n para que dicha
integral sea distinta de cero y que m ≥ 2k−1 para que exista la integral y poder calcularla.

El siguiente resultado muestra que la proyección Pα : L1(D, dA) → Aα es sobreyecctiva
y además que existen una infinidad de preimagenes para cada g ∈ Aα.
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Corolario 1.1.16. Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n tal que f ∈ L1(D, dA) y anaĺıtica. Śı k y m

son enteros positivos y

g(z) =

2k−1∑
n=0

Γ(n+ α+ 3)

(α+ 1)Γ(n+ α+ 2)
(1− |z|2)znan

+
Γ(k + α+ 1)

(α+ 1)Γ(α+ k + 2)

(1− |z|2)k

zk

∞∑
m=2k−1

amm(m− 1) · · · (m− k + 1)zm−k,

entonces

Pα(g)(z) = f(z).

Proposición 1.1.17. La funcion φz tiene las siguientes propiedades

(1) φz = φ−1
z

(2) El determinante Jacobiano real de φz en w es

|φ′
z(w)|2 =

(1− |z|2)2

|1− zw|4

(3) 1− |φz(w)|2 =
(1− |z|2)(1− |w|2)

|1− zw|2
.

(4) |1− φw(t)w| =
|1− wt|
1− |w|

Una aplicación simple de estas propiedades es que la fórmula para la función núcleo de
Bergman Kα(z, w) puede derivarse de un simple cambio de variables, en lugar de usar una
serie infinita para la función gamma. Más espećıficamente, si f ∈ A1

α, por la propiedad del
valor medio y el Lema 1.1.2 se tiene

f(0) =

∫
D
f(w) dAα(w). (1.5)

En efecto, por la propiedad del valor medio se tiene

f(0) =
1

2π

∫ 2π

0
f(reiθ) dθ,
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entonces ∫ 1

0
f(0)(1− r2)α r dr =

1

2π

∫ 2π

0
f(reiθ) dθ

∫ 1

0
(1− r2)α r dr

=
1

2π

∫ 1

0

∫ 2π

0
f(reiθ)(1− r2)α r dθ dr

=
1

2(α+ 1)

∫
D
f(w) dAα(w).

Pero como ∫ 1

0
f(0)(1− r2)α r dr =

1

2(α+ 1)
f(0),

y aśı se obtiene lo deseado. Ahora si se reemplaza f por f ◦ φz en (1.5)(
f ◦ φz

)
(0) =

∫
D

(
f ◦ φz

)
(w) dAα(w)

y aśı tomando el cambio de variable dado por w = φz(λ) y aplicando las propiedades (2)
y (3) de la proposición anterior

f(z) = (α+ 1)

∫
D
f(λ)

(
1− |φz(λ)|2

)α (1− |z|2)2

|1− zλ|4
dA(λ)

= (1− |z|2)2+α

∫
D

f(λ)

|1− zλ|2(2+α)
dAα(λ).

Cambiando λ por w se obtiene

f(z) = (1− |z|2)2+α

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α(1− zw)2+α
dAα(w).

Fijando z ∈ D, y reemplazando f por la función w 7→ (1−zw)2+αf(w), entonces se obtiene
la fórmula reproductora

f(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w), z ∈ D,

para f ∈ A1
α. De esto es inmediato deducir la fórmula integral para la proyección de

Bergman.
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1.2. Algunas estimaciones en Lp(D, dAα)

En esta sección se presentan algunas estimaciones relativas a Lp(D, dAα), las cuales pro-
porcionan una herramienta útil para acotar ciertos operadores integrales. En particular se
estima una cota para la proyección de Bergman Pα en ciertos espacios Lp(D, dAα).
Se usa el śımbolo ∼ para indicar que dos cantidades son comparables, es decir, A ∼ B si
existen constantes positivas c y d tales que dA ≤ B ≤ cA.

Teorema 1.2.1. [Estimación Integral] Para cualquier −1 < α < +∞ y cualquier número
real β, sean

Iα,β(z) =

∫
D

(1− |w|2)α

|1− zw|2+α+β
dA(w), z ∈ D,

y

Jβ(z) =

∫ 2π

0

dθ

|1− ze−iθ|1+β
, z ∈ D.

Entonces se tiene que

Iα,β(z) ∼ Jβ(z) ∼



1 si β < 0

log
1

1− |z|2
si β = 0

1

(1− |z|2)β
si β > 0

cuando |z| → 1−.

Demostración. La condición −1 < α < +∞ asegura que la integral Iα,β(z) converge
para todo z ∈ D. Aśı pues la integral está bien definida. Ahora poniendo, 2λ = 2+ α+ β.
Si λ = 0 ó λ < 0, entonces Iα,β(z) está acotado. Si 2λ > 0 se usa la serie de potencias

1

(1− zw)λ
=

∞∑
n=0

Γ(n+ λ)

n!Γ(λ)
(zw)n.

Puesto que (1− |w|2)α dA(w) es invariante bajo rotación, se tiene que
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Iα,β(z) =

∫
D

(1− |w|2)α

|1− zw|2+α+β
dA(w) =

∫
D

∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

(n!)2Γ(λ)2
(1− |w|2)α|z|2n|w|2n dA(w)

=

∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

(n!)2Γ(λ)2
|z|2n

∫
D
(1− |w|2)α|w|2n dA(w)

=
1

π

∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

(n!)2Γ(λ)2
|z|2n

∫ 1

0

∫ 2π

0
(1− r2)αr2n+1 dθ dr

=
1

π

∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

(n!)2Γ(λ)2
· Γ(n+ 1)Γ(α+ 1)

Γ(n+ α+ 2)
|z|2n =

Γ(α+ 1)

Γ(λ)2

∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

n!Γ(n+ α+ 2)
|z|2n,

donde se uso (etiqueta 1, ver Apéndice) para el cálculo de la integral.

Por la fórmula de Stirling se tiene que

Γ(n+ λ)2

n!Γ(n+ α+ 2)
∼ n2n+α+β

nn · nn+α+1
= nβ−1

cuando n → ∞. Aśı pues, se analizan los siguientes casos:

1. Si β < 0, entonces

∞∑
n=0

nβ−1|z|2n es acotado en D.

2. Si β = 0, entonces

∞∑
n=0

n−1|z|2n = log
1

1− |z|2
cuando |z| → 1−.

3. Si β > 0, entonces

∞∑
n=0

nβ−1|z|2n ∼ 1

(1− |z|2)β

cuando |z| → 1−, ya que

1

(1− |z|2)β
=

∞∑
n=0

Γ(n+ β)

n!Γ(β)
|z|2n ∼

∞∑
n=0

nβ−1|z|2n

esta última por la fórmula de Stirling. Por lo tanto
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Iα,β(z) ∼



1 si β < 0

log
1

1− |z|2
si β = 0

1

(1− |z|2)β
si β > 0

La prueba para el caso de Jβ(z) es similar a la anterior.

Corolario 1.2.2. Para cualquier −1 < α < ∞ se tiene que

Iα,β(e
iθ) =

∫
D

(1− |w|2)α

|1− eiθw|2+α+β
dA(w), θ ∈ R.

es finita si β < 0.

Demostración. En la prueba del teorema anterior sea B(r) ⊂ D, entonces∫
B(r)

(1− |w|2)α

|1− eiθw|2+α+β
dA(w) ≤ Γ(α+ 1)

Γ(λ)2

∞∑
n=0

Γ(n+ λ)2

n!Γ(n+ α+ 2)

≈ Γ(α+ 1)

Γ(λ)2

∞∑
n=0

1

(n+ 1)1−β
< ∞

si 1− β > 1. Por lo tanto al tomar r → 1− se tiene Iα,β(e
iθ) < M < ∞ si β < 0, donde M

no depende de θ.

El siguiente resultado es conocido como el lema de Schur.

Teorema 1.2.3. Supóngase que X es un espacio de medida y µ una medida positiva en
X. Sea T (x, y) una función medible positiva en X ×X y T el operador integral asociado

Tf(x) =

∫
X
T (x, y)f(y) dµ(y), x ∈ X,

definido si la integral converge. Si, para algún 1 < p < +∞ existe una función h medible,
estrictamente positiva en X, y una constante positiva M > 0 tal que∫

X
T (x, y)h(y)q dµ(y) ≤ Mh(x)q, x ∈ X, (1.6)

y ∫
X
T (x, y)h(x)p dµ(x) ≤ Mh(y)p, y ∈ X, (1.7)

con p−1 + q−1 = 1, entonces T es acotado en Lp(X, dµ) con ∥T∥ ≤ M .
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Demostración. Si f ∈ Lp(X, dµ) con p > 1 entonces, puesto que h(y) > 0 para todo
y ∈ X, para cada x ∈ X se puede escribir

Tf(x) =

∫
X
T (x, y)f(y) dµ(y)

=

∫
X
T (x, y)f(y)h(y)h−1(y) dµ(y).

Por lo que∣∣∣Tf(x)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
X
T (x, y)f(y)h(y)h−1(y) dµ(y)

∣∣∣
≤

∫
X
|T (x, y)h(y)h−1(y)| |f(y)| dµ(y)

=

∫
X
T (x, y)h(y)h−1(y) |f(y)| dµ(y)

=

∫
X

[
T (x, y)

] 1
p
+ 1

q h(y)h−1(y) |f(y)| dµ(y)

=

∫
X

([
T (x, y)

] 1
q h(y)

)([
T (x, y)

] 1
ph−1(y)|f(y)|

)
dµ(y)

≤
[ ∫

X
T (x, y)hq(y) dµ(y)

]1/q[ ∫
X
T (x, y)h−p(y)|f(y)|p dµ(y)

]1/p
.

Por otra parte elevando a la 1/q a la desigualdad (1.6) se tiene que[ ∫
X
T (x, y)hq(y) dµ(y)

]1/q
≤ M1/qh(x) .

Aśı ∣∣∣Tf(x)
∣∣∣ ≤ M1/qh(x)

[ ∫
X
T (x, y)h−p(y)|f(y)|p dµ(y)

]1/p
.

Ahora elevando está última desigualdad a la p e integrandola sobre X con respecto de
µ(x), por el teorema de Fubini y usando la desigualdad (1.7) se obtiene∫

X

∣∣∣Tf(x)
∣∣∣p dµ(x) ≤

∫
X

∫
X
Mp/qhp(x)T (x, y)h−p(y)|f(y)|p dµ(y) dµ(x)

= Mp/q

∫
X
h−p(y)|f(y)|p

∫
X
T (x, y)hp(x) dµ(x) dµ(y)

≤ Mp/q ·M
∫
X
h−p(y)|f(y)|php(y) dµ(y)

= Mp/q ·M
∫
X
|f(y)|p dµ(y) .

Por lo que ∫
X

∣∣∣Tf(x)
∣∣∣p dµ(x) ≤ Mp/q ·M

∫
X
|f(y)|p dµ(y) .
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Por lo tanto elevando a la 1/p y tomando el supremo sobre las f de norma uno en esta
última desigualdad se tiene

∥T∥ ≤ M.

El siguiente teorema dice cuando son acotados en Lp(D, µ) los siguientes operadores defi-
nidos en él. Este es el resultado más importante de esta sección.

Teorema 1.2.4. Supóngase que a, b, c son números reales y

dµ(z) = (1− |z|2)c dA(z).

Sean T y S los operadores integrales definidos por

Tf(z) = (1− |z|2)a
∫
D

(1− |w|2)b

(1− zw)2+a+b
f(w) dA(w)

y

Sf(z) = (1− |z|2)a
∫
D

(1− |w|2)b

|1− zw|2+a+b
f(w) dA(w)

Entonces para 1 ≤ p < ∞ las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es acotado en Lp(D, dµ).

(2) S es acotado en Lp(D, dµ).

(3) −pa < c+ 1 < p(b+ 1).

Demostración. (2) ⇒ (1) Es obvio que si S es acotado en Lp(D, dµ), entonces T es aco-
tado en Lp(D, dµ), para ver esto basta con observar que f ∈ Lp(D, dµ) ⇔ |f | ∈ Lp(D, dµ),
entonces ∫

D
(S|f |)p dµ(z) ≥

∫
D
|Tf |p dµ(z).

(1) ⇒ (3) Supóngase que T es acotado en Lp(D, dµ). Aplicando T a una función de la
forma f(z) = (1− |z|2)N , donde N es un número entero suficientemente grande para que
N + b > −1 y a−N < 0, se tiene que

Tf(z) = (1− |z|2)a
∫
D

(1− |w|2)b

(1− zw)2+a+b
(1− |w|2)N dA(w)

= (1− |z|2)a
∫
D

(1− |w|2)b+N

(1− zw)2+a+b
dA(w).
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Considérese la función holomorfa g definida por

g(z) =

∫
D

(1− |w|2)b+N

(1− zw)2+a+b
dA(w).

Ahora tomando el cambio de variable w = |z|
z λ se tiene que

g(z) =

∫
D

(1− |λ|2)b+N

(1− |z|λ)2+a+b
dA(λ).

Por otro lado, de la definición de g se tiene

g(|z|) =
∫
D

(1− |λ|2)b+N

(1− |z|λ)2+a+b
dA(λ).

Aśı tenemos que g(z) = g(|z|), luego por el Teorema del mapeo abierto se tiene que g = C,
donde C es una constante positiva, la cual depende de b y N . Aśı por el Lema 1.1.2

C = g(0) =

∫
D
(1− |w|2)b+N =

1

b+N + 1
.

Por lo tanto

Tf(z) = C(1− |z|2)a.

Aśı pues por la acotación de T en Lp(D, dµ) y el Lema 1.1.2 se tiene que

−pa < c+ 1.

Ahora para probar la otra parte de la desigualdad, supóngase que p > 1 y que q es su
exponente conjugado. Sea T∗ el operador adjunto de T con respecto a la acción dual
inducida por el producto interno de L2(D, dµ) dado por

⟨f, g⟩ =
∫
D
f(z)g(z) dµ(z).

Aśı pues se calcula T∗. Sean f, g ∈ L2(D, dµ), entonces por el teorema de Fubini

⟨Tg, f⟩ =

∫
D
(Tg(z))f(z) dµ(z)

=

∫
D
(1− |z|2)a

∫
D

(1− |w|2)b

(1− zw)2+b+a
g(w) dA(w)f(z) dµ(z)

=

∫
D
(1− |w|2)bg(w)

∫
D

(1− |z|2)a

(1− zw)2+a+b
f(z) dµ(z) dA(w)

=

∫
D
g(w)(1− |w|2)b−c

∫
D

(1− |z|2)a+cf(z)

(1− zw)2+a+b
dA(z) dµ(w),
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de donde

T∗f(z) = (1− |z|2)b−c

∫
D

(1− |w|2)a+c

(1− zw)2+a+b
f(w) dA(w),

además T∗ es acotado en Lq(D, dµ). Ahora sea f(z) = (1− |z|2)N con N suficientemente
grande para que a+ c+N > −1 y se le aplica T∗, por lo que

T∗f(z) = (1− |z|2)b−c

∫
D

(1− |w|2)a+c

(1− zw)2+a+b
(1− |w|2)N dA(w)

= (1− |z|2)b−c

∫
D

(1− |w|2)a+c+N

(1− zw)2+a+b
dA(w).

Se considera la función holomorfa h definida por

h(z) =

∫
D

(1− |w|2)a+c+N

(1− zw)2+a+b
dA(w).

Como anteriormente se hace el cambio de variable w = |z|
z λ, aśı

h(z) =

∫
D

(1− |λ|2)a+c+N

(1− |z|λ)2+a+b
dA(λ) = h(|z|).

Aśı pues se tiene que h(z) = h(|z|), luego por el Teorema del mapeo abierto se tiene que
h = C ′, donde C ′ es una contante positiva que depende de a, c y N , además

C ′ = h(0) =

∫
D
(1− |w|2)a+c+N dA(w).

Por lo tanto

T∗f(z) = C ′(1− |z|2)b−c.

Puesto que T∗ es acotado en Lq(D, dµ), entonces por el Lema 1.1.2 se tiene que

(b− c)q > −c− 1

y como q = p
p−1 , se obtiene

p(b+ 1) > c+ 1.

Si p = 1, entonces T∗ es acotado en L∞(D) y la desigualdad deseada es c ≤ b. Para ver
que la desigualdad ocurre estrictamente, se considera la siguiente función

fz(w) =
(1− zw)2+a+b

|1− zw|2+a+b
, z, w ∈ D.

Aśı ∥f∥∞ = 1 para cada z ∈ D. Si b = c, entonces

T∗fz(z) =

∫
D

(1− |w|2)a+c

|1− zw|2+a+c
dA(w) ∼ log

1

1− |z|2
,
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cuando |z| → 1−, esto por el Teorema 1.2.1 (en este caso α = a+ c y β = b− c). Pero esto
contradice el hecho de que T∗ es acotado en L∞(D). Aśı si T es acotado en Lp(D, dµ),
entonces

−pa < c+ 1 < p(b+ 1)

(3) ⇒ (2) Supóngase que −pa < c + 1 < p(b + 1). Primero se observa que pasa cuando
p = 1. Sea f ∈ L1(D, dµ), aśı por el teorema de Fibini y el Teorema 1.2.1∫

D
|Sf(z)| dµ(z) =

∫
D

∣∣∣(1− |z|2)a
∫
D

(1− |w|2)b

|1− zw|2+a+b
f(w) dA(w)

∣∣∣ dµ(z)
≤

∫
D
(1− |z|2)a

∫
D

(1− |w|2)b

|1− zw|2+a+b
|f(w)| dA(w) dµ(z)

=

∫
D

∫
D
(1− |z|2)a (1− |w|2)b

|1− zw|2+a+b
|f(w)| dµ(z) dA(w)

=

∫
D

∫
D
(1− |z|2)a+c (1− |w|2)b

|1− zw|2+a+b
|f(w)| dA(z) dA(w)

=

∫
D
(1− |w|2)b|f(w)|

∫
D

(1− |z|2)a+c

|1− zw|2+a+b
dA(z) dA(w)

∼
∫
D
(1− |w|2)c|f(w)| dA(w)

=

∫
D
|f(w)| dµ(w) < +∞.

Por lo tanto S es acotado en L1(D, dµ).

Ahora se ve que pasa cuando p > 1, para ello se aplica el Lema de Schur. Supóngase
que 1 < p < ∞. Se reescribe el operador S como

Sf(z) =

∫
D

(1− |z|2)a(1− |w|2)b−c

|1− zw|2+a+b
f(w) dµ(w).

Sea

T (z, w) =
(1− |z|2)a(1− |w|2)b−c

|1− zw|2+a+b

Para poder aplicar el Lema de Schur, una función h(z) en D que cumpla con sus hipótesis
puede ser elegida de la forma

h(z) = (1− |z|2)s,

donde s ∈ R debe ser elegida adecuadamente. Para ver que dicha función h existe, el
número s debe satisfacer que∫

D

(1− |w|2)b+qs

|1− zw|2+a+b
dA(w) ≤ C

(1− |z|2)a−qs
, z ∈ D



1.2. ALGUNAS ESTIMACIONES EN LP (D, DAα) 24

y ∫
D

(1− |z|2)a+ps+c

|1− zw|2+a+b
dA(z) ≤ C

(1− |w|2)b−ps−c
, z ∈ D

donde q es el exponente conjugado de p y C es una constante positiva. Como dµ(z) =
(1− |z|2)cdA(z), de acuerdo al Teorema 1.2.1 estas estimaciones son válidas si

b+ qs > −1, a− qs > 0

y

a+ c+ ps > −1, b− c− sp > 0.

Reescribiendo estas desigualdades se obtiene que

−b+ 1

q
< s <

a

q
, −a+ c+ 1

p
< s <

b− c

p
.

De igual forma reescribiendo las desigualdades −pa < c+1 y c+1 < p(b+1) y considerando
que p es el exponente conjugado de q, se consigue

−a+ c+ 1

p
<

a

q
, −b+ 1

q
<

b− c

p
.

Aśı pues combinando estás desigualdades con las anteriores se obtiene

−b+ 1

q
< s <

b− c

p
, −a+ c+ 1

p
< s <

a

q
.

De donde (
− b+ 1

q
,
a

q

)∩(
− a+ c+ 1

p
,
b− c

p

)
es no vaćıo, lo cual prueba que s ∈ R existe y por lo tanto el operador S es acotado en
Lp(D, dµ).

El siguiente teorema dice que existe una gran cantidad de proyecciones acotadas de
L1(D, dA) sobre el espacio de Bergman A1.

Teorema 1.2.5. Supóngase que −1 < α, β < ∞ y 1 ≤ p < ∞. Entonces Pβ es una
proyección acotada de Lp(D, dAα) sobre Ap

α si y sólo si α+ 1 < (β + 1)p.
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Demostración. Para probar está equivalencia sea dµ(z) = (1−|z|2)αdA(z), aśı pues apli-
cando el Teorema 1.2.4 tenemos que el operador Pβ : (Lp(D), dAα) → Ap

α(D) es acotado
si y sólo si α+ 1 < p(β + 1).

Dos casos que vale la pena mencionar son: 1. Si α = β, entonces Pα es una proyección
acotada de Lp(D, dAα) sobre Ap

α si y sólo si 1 < p < ∞. 2. Si p = 1, entonces Pβ es una
proyección acotada de L1(D, dAα) sobre A1

α si y sólo si α < β.

Proposición 1.2.6. Supóngase que 1 ≤ p < ∞, −1 < α < +∞ y que n es un número
entero positivo. Entonces una función anaĺıtica f en D pertenece a Ap

α si y sólo si la
función (1− |z|2)nf (n)(z) está en Lp(D, dAα).

Demostración. ⇒ Supóngase que f ∈ Ap
α. Sea α < β, entonces por el Corolario 1.1.14

f(z) = (β + 1)

∫
D

(1− |w|2)β

(1− zw)2+β
f(w) dA(w),

z ∈ D. Derivando n veces bajo el signo integral con respecto a z, se obtiene

f (n)(z) = C

∫
D

(1− |w|2)β

(1− zw)2+n+β
wnf(w) dA(w),

donde C = (β + 1)(β + 2) · · · (β + n+ 1). Aśı

(1− |z|2)nf (n)(z) = C(1− |z|2)n
∫
D

(1− |w|2)β

(1− zw)2+n+β
wnf(w) dA(w),

entonces aplicando el Teorema 1.2.4 se tiene que (1− |z|2)nf (n)(z) ∈ Lp(D, dAα) (en este
caso a = n, b = β y c = α).

⇐ Supóngase que f es anaĺıtica en D y que la función (1 − |z|2)nf (n)(z) ∈ Lp(D, dAα).
Se probará que f ∈ Ap

α. Sin pérdida de generalidad se asume que los primeros 2n + 1
coeficientes de la serie de Taylor de f son todos cero. En este caso la función φ dada por

φ(z) = C
(1− |z|2)nf (n)(z)

zn
, z ∈ D,

está en Lp(D, dAα) para cualquier constante C. En efecto, la condición de que los primeros
2n + 1 coeficientes de Taylor son cero garantiza que la función φ(z) es continua, además
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la función φ(z) alcanza su máximo en B(r) ⊂ D, con 0 < r < 1. Aśı∫
D
|φ(z)|p dAα(z) =

∫
B( 1

2
)
|φ(z)|p dAα(z) +

∫
1
2
<|z|<1

|φ(z)|p dAα(z)

= M1 + Cp

∫
1
2
<|z|<1

(1− |z|2)np|f (n)(z)|p

|z|np
dAα(z)

≤ M1 + 2npCp∥(1− |z|2)nf (n)(z)∥pα,p
≤ M

pues (1− |z|2)nf (n)(z) ∈ Lp(D, dAα) y por lo tanto se tiene lo afirmado.

Ahora sea g = Pβφ, donde β es fijo con α < β < ∞; entonces por el Teorema 1.2.5 la
función g ∈ Ap

α y la fórmula expĺıcita de g es

g(z) = (β + 1)

∫
D

(1− |w|2)β

(1− zw)2+β
φ(w) dA(w), z ∈ D.

Ahora tomando C = 1
(β+1)(β+2)···(β+n) y derivando g bajo el signo integral n veces se tiene

que

g(n)(z) = (β + n+ 1)

∫
D

(1− |w|2)β+n

(1− zw)2+β+n
f (n)(w) dA(w), z ∈ D.

Aśı pues por el Corolario 1.1.14 se tiene

g(n)(z) = f (n)(z),

y aśı por la Proposición 1.1.15 f y g difieren sólo por un polinomio, por lo tanto si g ∈ Ap
α,

entonces f ∈ Ap
α.
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1.3. El Espacio de Bloch

Definición 1.3.1. Una función anaĺıtica f en D es una función de Bloch si satisface

∥f∥B = sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′(z)| < +∞.

El conjunto formado por todas las funciones de Bloch es un espacio vectorial, el cual se
llamará espacio de Bloch y se denota por B; además también se tiene que ∥f∥B es una
seminorma.

Proposición 1.3.2. La seminorma ∥f∥B es Möbius invariante, es decir, ∥f ◦φ∥B = ∥f∥B,
donde f ∈ B y φ es una transformación de Möbius de D en D.

Demostración. Es suficiente probar para transformaciones de Möbius de la forma λ =
φw(z) =

w−z
1−zw con |w| < 1. Entonces para f ∈ B se tiene por la Proposición 1.1.17 (3);

∥f ◦ φw∥B = ∥f∥B = sup
z∈D

(1− |z|2)|(f ◦ φ)′(z)| = sup
z∈D

(1− |z|2)|φ′
w(z)||f ′(φw(z))|

= sup
z∈D

(1− |φw(z)|2)|f ′(φw(z))| = sup
λ∈D

(1− |λ|2)|f ′(λ)|

= ∥f∥B

Definición 1.3.3. El espacio pequeño de Bloch, B0, es el subespacio de B consistente de
todas las funciones f ∈ B tales que

ĺım
|z|→1−

(1− |z|2)|f ′(z)| = 0.

De la prueba de la Proposición 1.3.2 se tiene que B0 también es Möbius invariante.

En la siguiente proposición se dota al espacio de Bloch con cierta norma bajo la cual
resulta ser un espacio de Banach.

Proposición 1.3.4. La función ∥f∥ = |f(0)|+ ∥f∥B es una norma en B y el espacio de
Bloch B es un espacio de Banach con esta norma.

Demostración. Sólo se prueba que B es completo. Se nota que si g ∈ B y z ∈ D, entonces

|g(z)− g(0)| =
∣∣∣z ∫ 1

0
g′(zt) dt

∣∣∣ ≤ |z|
∫ 1

0
|g′(zt)| dt

≤ ∥g∥B
∫ 1

0

|z|
1− |z|2t2

dt ≤ 1

2
∥g∥B log

(1 + |z|
1− |z|

)
,
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y por tanto

|g(z)− g(0)| ≤ 1

2
∥f∥B log

(1 + |z|
1− |z|

)
.

Sea {fn} una sucesión de Cauchy en B. Se desea probar que existe una función f ∈ B
tal que dado ε > 0 existe n ∈ N tal que si n ≥ N, entonces se tiene que ∥fn − f∥ < ε.
Puesto que {fn} es de Cauchy existe n ∈ N tal que ∥fn − fm∥ < ε si n ≥ m > N . Sea
0 < |z| < r < 1, entonces

|fn(z)− fm(z)| ≤ |(fn(z)− fm(z))− (fn(0)− fm(0))|+ |fn(0)− fm(0)|

≤ ∥fn − fm∥B log
(1 + |z|
1− |z|

)
+ |fn(0)− fm(0)|

≤ ∥fn − fm∥B log
(1 + |z|
1− |z|

)
+ |fn(0)− fm(0)| log

(1 + |z|
1− |z|

)
+ ∥fn − fm∥B + |fn(0)− fm(0)|

= ∥fn − fm∥
(
1 + log

(1 + |z|
1− |z|

))
< ε

(
1 + log

(1 + |r|
1− |r|

))
Por lo tanto la sucesión {fn} converge uniformemente en cada subconjunto compacto de
D y aśı converge uniformemente localmente a alguna función anaĺıtica f en D. Luego por
el teorema de Montel, f ′

n(z) → f ′(z) en D cuando n → ∞. Ahora para todo n,m ≥ N y
z ∈ D se tiene

(1− |z|2)|f ′
n(z)− f ′

m(z)|+ |fn(0)− fm(0)| ≤ ∥fn − fm∥ <
ε

2
.

Aśı, al hacer que m tienda a infinito, se tiene para n > N ,

∥fn − f∥B ≤ ∥fn − f∥ < ε.

Por lo tanto fn − f ∈ B y por la linealidad de B se tiene que f ∈ B. Por lo tanto fn → f
en B y se obtiene lo deseado.

Teorema 1.3.5. Supóngase que f ∈ B. Entonces f ∈ B0 si y sólo si

∥fr − f∥B → 0, r → 1−,

donde fr es la dilatación de f .

Demostración. ⇒ Supóngase que f ∈ B0. Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si 1 − δ <

|z| < 1 entonces (1 − |z|2)|f ′(z)| < ε/3. Para cada r con
2(1− δ)

2− δ
< r < 1 se tiene que si
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1− δ

2
< |z| < 1

(1− |z|2)|r f ′(rz)− f ′(z)| ≤ (1− |z|2) r |f ′(rz)|+ (1− |z|2)|f ′(z)|
≤ (1− r2|z|2)|f ′(rz)|+ (1− |z|2)|f ′(z)|

<
ε

3
+

ε

3
=

2ε

3

pues 1− δ < r(1− δ/2) < r|z| < 1.

Ahora si |z| ≤ 1− δ

4

(1− |z|2)|r f ′(rz)− f ′(z)| ≤ (1− |z|2)(1− r)|f ′(rz)|+ (1− |z|2)|f ′(rz)− f ′(z)|

y puesto que f ′ es uniformemente continua en |z| ≤ 1− δ
4 y r → 1− entonces

(1− |z|2)|r f ′(rz)− f ′(z)| < ε

3
si |z| ≤ 1− δ

4
.

Esto muestra que si f ∈ B0 entonces

∥fr − f∥B −→ 0 cuando r → 1−

⇐ Supóngase que ∥fr − f∥B −→ 0 si r → 1−. Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si
1− δ < r < 1 entonces

∥fr − f∥B <
ε

2
es decir sup

z∈D
|r f ′(rz)− f ′(z)| < ε

2
.

Elijase R con 1− δ < R < 1, entonces

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ |f ′(z)−Rf ′(Rz)|+ (1− |z|2)|Rf ′(Rz)|

<
ε

2
+ (1− |z|2)R|f ′(Rz)|.

Como f ′(Rz) es continua en D existe δ′ > 0 tal que si 1− δ′ < |z| < 1 entonces

(1− |z|2)R|f ′(Rz)| < ε

2
.

Aśı

(1− |z|2)|f ′(z)| < ε

si 1− δ′ < |z| < 1. Por lo tanto f ∈ B0.
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Lema 1.3.6. B0 ⊂ B es completo.

Demostración. Sea {fn} ⊂ B0 una sucesión de Cauchy, entonces fn → f ∈ B. Por probar
que f ∈ B0. Dado ε > 0 existen N ∈ N y δ > 0 tales que

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ (1− |z|2)|f ′(z)− f ′
n(z)|+ (1− |z|2)|f ′

n(z)|
≤ ∥f(z)− fn(z)∥B + (1− |z|2)|f ′

n(z)|

<
ε

2
+

ε

2
,

si n ≥ N 1− δ < |z| < 1. Aśı si 1− δ < |z| < 1 se tiene que (1− |z|2)|f ′(z)| < ε y esto dice
que f ∈ B0.

Proposición 1.3.7 (Schwarz Pick). Si f es una función anaĺıtica en D con ∥f∥∞ ≤ 1,
entonces

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ 1− |f(z)|2, z ∈ D.

Además H∞ ⊂ B y ∥f∥B ≤ ∥f∥∞.

Demostración. Para ver esto se considera la función holomorfa

h(z) =
f(0)− f(z)

1− f(0)f(z)
,

la cual satisface las hipótesis del Lema de Schwarz, esto es, h(0) = 0 y |h(z)| < 1, por lo
cual |h(z)| ≤ |z| para toda z ∈ D y |h′(0)| ≤ 1. Ahora derivando h(z) con respecto de z y
evaluando en z = 0 tenemos que

h′(0) =
−f ′(0)

(1− |f(0)|2)
.

Por lo tanto

|h′(0)| ≤ 1 ⇒ |f ′(0)| ≤ (1− |f(0)|2).

Sea ahora, φz(w) =
z−w
1−zw aśı se tiene que φz(0) = 0 y φ′

z(0) = −1+ |z|2, entonces tomando
f ◦ φz en lugar de f se obtiene

|(f ◦ φz)
′(0)| ≤ 1− |f ◦ φz(0)|2 ⇒ |φ′

z(0)||f ′(φz(0))| ≤ 1− |f(φz(0))|2.

Aśı

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ 1− |f(z)|2 para cada z ∈ D.
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Ahora se prueba que se tiene la contensión y la segunda desigualdad. Para ello sean f ∈ H∞

y g =
f

∥f∥∞
, de donde

(1− |z|2) |f
′(z)|

∥f∥∞
≤ 1− |f(z)|2

∥f∥2∞
≤ 1

Por otra parte, sea f ∈ H∞(D), entonces si g = f
∥f∥∞ se tiene que ∥g∥B ≤ 1, de donde

∥f∥B ≤ ∥f∥∞.

Corolario 1.3.8. B0 es la cerradura en B de el conjunto de polinomios. En particular B0

es separable.

Demostración. Como cada fr puede ser aproximada en H∞ por polinomios y ∥f∥B ≤
∥f∥∞ por la proposición anterior, aśı cada fr puede ser aproximada por polinomios en B.
Luego B0 es la cerradura en B de el conjunto de polinomios.

Definición 1.3.9. Sea C(D) al espacio de funciones continuas en el disco unitario cerra-
do D y por C0(D) al subespacio de C(D) de las funciones f tales que f(z) → 0 cuando
|z| → 1−. Es inmediato que C(D) y C0(D) son subespacios cerrados de L∞(D).

El siguiente teorema expresa una relación natural entre la proyección de Bergman y los
espacios de Bloch.

Teorema 1.3.10. Sea −1 < α < +∞ y Pα la proyección de Bergman ponderada. Entonces

(1) Pα es una proyección acotada de L∞(D) sobre B.

(2) Pα es una proyección acotada de C(D) sobre B0.

(3) Pα es una proyección acotada de C0(D) sobre B0.

Las tres aplicaciones anteriores son sobreyectivas.

Demostración. (1) Sean g ∈ L∞(D) y f = Pαg, aśı

f(z) = Pαg(z) = (α+ 1)

∫
D

(1− |w|2)α

(1− zw)2+α
g(w) dA(w), z ∈ D.

Derivando bajo el signo integral con respecto de z se obtiene

f ′(z) = (α+ 1)(α+ 2)

∫
D

(1− |w|2)α

(1− zw)3+α
wg(w) dA(w).
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Ahora multiplicando esta última igualdad por (1 − |z|2) y tomando el módulo en ambos
lados se obtiene que

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ C(1− |z|2)
∫
D

(1− |w|2)α

(1− zw)3+α
|g(w)| dA(w)

≤ C∥g∥∞(1− |z|2)
∫
D

(1− |w|2)α

(1− zw)3+α
dA(w).

Ahora aplicando el Teorema 1.2.1 con α = α y β = 1, se tiene

(1− |z|2)|f ′(z)| ∼ C∥g∥∞(1− |z|2) 1

(1− |z|2)
.

Por lo tanto

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ C∥g∥∞ < +∞ .

Por otro lado

f(0) =

∫
D
g(w) dAα(w) ≤

∫
D
∥g∥∞ dAα(w) = ∥g∥∞,

o sea, |f(0)| ≤ ∥g∥∞ y aśı

∥f∥ = |f(0)|+ sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ ∥g∥∞ + C∥g∥∞ < ∞.

Por lo tanto Pαg = f ∈ B y la proyección es acotada.

(2) Sea g ∈ C(D). Se desea mostrar que f = Pαg está en el espacio pequeño de Bloch.
Por el teorema de aproximación de Stone-Weiertrass, la función g puede aproximarse
uniformemente en D por combinaciones finitas de funciones de la forma

gn,m(z) = znzm, z ∈ D,

donde n,m ∈ Z+, es decir son polinomios en variables reales. Por la Proposición 1.1.15
tomando γ = 0

Pα(gn,m(z)) =
Γ(n−m+ α+ 2)Γ(n+ 1)

(n−m)!Γ(α+ n+ 2))
zn−m.

Por lo tanto Pαgn,m pertenece al espacio de Bloch pequeño y aśı como Pα es un operador
acotado de L∞(D) en B y B0 es cerrado en B se concluye que Pα es una proyección acotada
de C(D) en B0.

(3) Este inciso es un caso particular de (2) puesto que C0(D) ⊂ C(D). Luego Pα es una
proyección acotada de C0(D) en B0.
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(4) En este inciso se prueba que las proyecciones (1), (2) y (3) son sobreyectivas. Sea
f ∈ B, y se escribe la expansión de Taylor de f como

f(z) = a+ bz + cz2 + f1(z), z ∈ D,

donde f1(0) = 0, f ′
1(0) = 0 y se define la función g ∈ L∞(D) por

g(z) = (1− |z|2)
[α+ 2

α+ 1
a+

α+ 3

α+ 1
bz +

α+ 4

α+ 1
cz2 +

f ′
1(z)

z

]
.

La función
f ′
1(z)
z ∈ C(D), además por la Proposición 1.1.15 y por la linealidad de la pro-

yección Pαg(z) = f(z). Por lo tanto se ha probado que Pα es una proyección sobreyectiva
de L∞(D) en B y que Pα : C(D) → B0 también lo es.

Proposición 1.3.11. Supóngase que n ∈ Z+ y f es anaĺıtica en D. Entonces

(1) f ∈ B si y sólo si (1− |z|2)nf (n)(z) está en L∞(D).

(2) f ∈ B0 si y sólo si la función (1− |z|2)nf (n)(z) está en C(D) o C(D).

Demostración. (1) ⇒ Si f ∈ B, entonces por el Teorema 1.3.10 existe una función
g ∈ L∞(D) tal que

f(z) =

∫
D

g(w)

(1− zw)2
dA(w), z ∈ D.

Derivando bajo el signo integral n-veces con respecto de z

f (n)(z) = (n+ 1)!

∫
D

g(w)

(1− zw)2+n
wn dA(w), z ∈ D.

De donde

(1− |z|2)n|f (n)(z)| ≤ (n+ 1)!∥g∥∞
∫
D

(1− |z|2)n

|1− zw|2+n
dA(w), z ∈ D.

Aplicando el Teorema 1.2.1 con α = 0 y β = n > 0, se tiene

(1− |z|2)n|f (n)(z)| ∼ (n+ 1)!∥g∥∞(1− |z|2)n 1

(1− |z|2)n
= (n+ 1)!∥g∥∞,

por lo tanto (1− |z|2)nf (n)(z) ∈ L∞(D).

⇐ Supóngase que (1− |z|2)nf (n)(z) ∈ L∞(D), entonces

sup
z∈D

(1− |z|2)n|f (n)(z)| = K < +∞ ⇒ (1− |z|2)n|f (n)(z)| ≤ K,
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para cada z ∈ D. Luego

|f (n)(z)| ≤ K

(1− |z|2)n
.

Aśı por el teorema fundamental del Cálculo se tiene que

|f (n−1)(z)− f (n−1)(0)| =
∣∣∣z ∫ 1

0
f (n)(tz) dt

∣∣∣ ≤ |z|
∫ 1

0
|f (n)(tz)| dt

≤ K

∫ 1

0

|z|
(1− t2|z|2)n

dt ≤ K

∫ 1

0

|z|
(1− t|z|)n

dt

≤ K

(n− 1)(1− |z|)n−1

Luego

|f (n−1)(z)| − |f (n−1)(0)| ≤ K

(n− 1)(1− |z|)n−1
· (1 + |z|)n−1

(1 + |z|)n−1
≤ 2n−1K

1

(n− 1)(1− |z|2)n−1

De donde

(1− |z|2)n−1|f (n−1)(z)| ≤ K

n− 1
2n−1 + (1− |z|2)(n−1)|f (n−1)(0)|

≤ 2n−1 K

n− 1
+ |f (n−1)(0)|.

Repitiendo este proceso n− 1 veces, se tiene

(1− |z|2)|f ′(z)| < M < +∞

y aśı f ∈ B.

(2) ⇒ Sea ahora f ∈ B0, entonces por el Teorema 1.3.10 existe una función g ∈ C0(D) tal
que

f(z) =

∫
D

g(w)

(1− zw)2
dA(w), z ∈ D.

Derivando bajo el signo integral, n veces

f (n)(z) = (n+ 1)!

∫
D

g(w)

(1− zw)2+n
wn dA(w).

Si g tiene soporte compacto en D, existe 0 < r < 1 tal que g(z) = 0 si z ∈ D\B(r).
Entonces

(1− |z|2)n|f (n)(z)| ≤ (n+ 1)!(1− |z|2)(n)
∫
D

∥g∥∞
(1− r)2+n

dA(w)

≤ (n+ 1)!(1− |z|2)n ∥g∥∞
(1− r)2+n

→ 0 cuando |z| → 1−.
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Si g no tiene soporte compacto en D, entonces se puede aproximar uniformemente por
funciones continuas con soporte compacto en D. Supóngase que gk → g cuando k → ∞,
entonces

(1− |z|2)nf (n)(z) = (n+ 1)!(1− |z|2)n
∫
D

ĺım
k→∞

gk(w)

(1− zw)2+n
wn dA(w)

= ĺım
k→∞

(n+ 1)!(1− |z|2)n
∫
D

gk(w)

(1− zw)2+n
wn dA(w)

= ĺım
k→∞

(1− |z|2)2f (n)
k (z).

Ahora dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

|(1− |z|2)2f (n)(z)− (1− |z|2)2f (n)
k (z)| < ε

2
,

si k ≥ N . Luego para k = N + 1 existe δ > 0 tal que si 0 < 1− δ < |z| < 1 se tiene que

|(1− |z|2)2f (n)(z)| ≤ ε

2
+ (1− |z|2)2|f (n)

N+1(z)| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

⇐ Supóngase que (1−|z|2)nf (n)(z) ∈ C(D) y se asume que los primeros 2n+1 coeficientes
de Taylor de f son todos cero. En este caso se considera la función

g(z) = C
(1− |z|2)nf (n)(z)

zn
, z ∈ D,

que por la prueba de la Proposición 1.2.6 se tiene que g ∈ C(D) y además por la misma
prueba se tiene que f y Pg difieren por un polinomio, luego

f ∈ B0

ya que Pg ∈ B0, esto por el Teorema 1.3.10.

Como consecuencia de este teorema y la Proposición 1.2.6, se ve que B está contenido
en cada espacio de Bergman ponderado Ap

α y al hacer uso de esta observación y el si-
guiente resultado, se pueden construir funciones no triviales en los espacios de Bergman
ponderados. En particular se puede ver que cada espacio de Bergman ponderado contiene
funciones que no son acotadas.

Se recuerda que una sucesión {λn} de enteros positivos es una sucesión lacunaria si existe

una constante λ > 1 tal que λn+1

λn
≥ λ para todo n = 1, 2, .... En este caso una serie de

potencias de la forma

∞∑
n=0

anz
λn

se dice una serie Lacunaria.
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Proposición 1.3.12. (1) Una serie lacunaria define una función en B si y sólo si sus
coeficientes son acotados. (2) Similarmente una serie lacunaria define una función en B0

si y sólo si sus coeficientes tienden a cero.

Demostración. Primero se prueba (1).

⇒ Sea f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, z ∈ D cualquier función en el espacio de Bloch. Se prueba que sus

coeficientes de Taylor son acotados. Por el Corolario 1.1.14 con α = 1 se tiene que

f ′(z) = 2

∫
D

1− |w|2

(1− zw)3
f ′(w) dA(w)

De donde

f (n)(z) = (n+ 1)!

∫
D

1− |w|2

(1− zw)2+n
wnf ′(w) dA(w),

por lo cual

an =
f (n)(0)

n!
=

(n+ 1)!

n!

∫
D
(1− |w|2)wnf ′(w) dA(w),

n ∈ N. Ahora tomando módulos en ambos lados se obtiene

|an| ≤ (n+ 1)

∫
D
(1− |w|2)|w|n|f ′(w)| dA(w) ≤ (n+ 1)

∫
D
|w|n∥f∥B dA(w). (1.8)

La ultima integral sobre D se puede descomponer en la integral en el disco |w| ≤ R y el
anillo R < |w| < 1

(n+ 1)

∫
D
|w|n∥f∥B dA(w) = (n+ 1)

∫
B(R)

|w|n∥f∥B dA(w)

+ (n+ 1)

∫
R<|w|<1

|w|n∥f∥B dA(w)

=
2(n+ 1)

n+ 2
∥f∥BRn+2 +

2(n+ 1)

n+ 2
∥f∥B(1−Rn+2)

≤ 2∥f∥B. (1.9)

De aqúı tomando R = 0 se obtiene

|an| ≤ 2∥f∥B

y esto dice que los coeficientes de f son acotados.

⇐ Supóngase que {an} es una sucesión de números complejos con |an| ≤ M para todo

n ∈ N y que {λn} es una sucesión de números enteros positivos tales que λn+1

λn
≥ λ, donde
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1 < λ < +∞ es constante. Sea f(z) =
∞∑
n=0

anz
λn , con z ∈ D. Se observa que f es anaĺıtica

en D y

f ′(z) =
∞∑
n=0

anλnz
λn−1

Sea C = λ
λ−1 , entonces 1 < C < +∞, aśı

λn+1 ≥ λλn, de donde λn+1 ≥
C

C − 1
λn y aśı λn+1 ≤ C(λn+1 − λn).

Obsérvese que

λn < λn + 1 < λn + 2 < · · · < λn+1 − 1 < λn+1,

por lo cual

λn+1|z|λn+1−1 ≤ C(λn+1 − λn)|z|λn+1−1

= C(1 + · · ·+ 1)|z|λn+1−1

= C(|z|λn+1−1 + · · ·+ |z|λn+1−1)

≤ C(|z|λn + |z|λn+1 + · · ·+ |z|λn+1−1),

donde 1 + · · ·+ 1 = λn+1 − λn. También se tiene

λ1|z|λ1−1 ≤ 1 + |z|+ · · ·+ |z|λ1−1

≤ C(1 + |z|+ · · ·+ |z|λ1−1).

Por lo tanto

|f ′(z)| ≤ MC

∞∑
n=0

|z|n =
MC

1− |z|
, (1.10)

y entonces

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ 2MC < +∞

y se concluye que f está en el espacio de Bloch.

Ahora se muestra (2).

⇒ Sea f(z) =

∞∑
n=0

anz
n, z ∈ D cualquier función en el espacio de Bloch pequeño. Puesto

que f ∈ B0 entonces dado ε > 0 existe 0 < R < 1 tal que si R < |z| < 1, entonces

(1− |w|2)|f ′(w)| < ε

2
.
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Como en particular f ∈ B entonces por la prueba de (1) se cumplen (1.8) y (1.9) por lo
que

|an| ≤ (n+ 1)

∫
D
(1− |w|2)|w|n|f ′(w)| dA(w)

≤ 2(n+ 1)

n+ 2
∥f∥BRn+2 + (n+ 1)

∫
R<|w|<1

(1− |w|2)|w|n|f ′(w)| dA(w).

Por lo que

|an| <
2(n+ 1)

n+ 2
∥f∥BRn+2 +

(n+ 1)

n+ 2
(1−Rn+2) ε,

aśı tomando el ĺımite cuando n → ∞ se tiene que |an| → 0.

⇐ Supóngase que an → 0 y sea n ∈ N lo suficientemente grande para que |an| < ε
para n ≥ N y escribiendo

f(z) = P (z) +
∞∑

n=N

anz
λn ,

donde P (z) =
∑N−1

n=0 anz
λn . Aśı por (1.10) se tiene que

ĺım
r→1

(1− r2)|f ′(z)| ≤ ĺım
r→1

(1− r2)|P ′(z)|+MCε,

para todo ε > 0. Por lo tanto dicho ĺımite es igual a cero, luego f ∈ B0.

Ahora para finalizar esta sección se presenta una caracterización del espacio de Bloch en
términos de la métrica de Bergman. Se recuerda que para cada z ∈ D, la función φz es la
transformacion de Möbius de D en D que intercambia a z y el origen.

La métrica pseudo hiperbólica ρ en D está definida por

ρ(z, w) = |φz(w)| =
∣∣∣ z − w

1− zw

∣∣∣; z, w ∈ D,

y la métrica hiperbólica β, también llamada la métrica de Bergman ó métrica de Poincaré,
está dada por

β(z, w) =
1

2
log

1 + ρ(z, w)

1− ρ(z, w)
; z, w ∈ D.

Proposición 1.3.13. La métrica pseudo hiperbólica y la métrica hiperbólica son Möbius
invariantes, es decir

ρ(φλ(z), φλ(w)) = ρ(z, w) y β(φλ(z), φλ(w)) = β(z, w),

para cada z, w ∈ D.
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Demostración. Sean φλ(z) y φλ(w), entonces

ρ(φλ(z), φλ(w))

=
∣∣∣ φλ(z)− φλ(w)

1− φλ(z)φλ(w)

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣
λ−z
1−λz

− λ−w
1−λw

1− λ−z
1−λz

· λ−w
1−λw

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
(λ−z)(1−λw)−(λ−w)(1−λz)

(1−λz)(1−λw)

(1−λz)(1−λw)−(λ−z)(λ−w)

(1−λz)(1−λw)

∣∣∣∣∣
=

|1− λz||1− λw|
|1− λz||1− λw|

·
∣∣∣ λ− |λ|2w − z + λwz − λ+ |λ|2z + w − λzw

1− λw − λz + |λ|2zw − |λ|2 + λw + λz − zw

∣∣∣
=

∣∣∣ |λ|2(z − w)− (z − w)

(1− |λ|2)(1− zw)

∣∣∣ = ∣∣∣ (|λ|2 − 1)(z − w)

(1− |λ|2)(1− zw)

∣∣∣ = ∣∣∣ z − w

1− zw

∣∣∣ = ∣∣∣ z − w

1− zw

∣∣∣
= ρ(z, w).

Por lo tanto la métrica pseudo hiperbólica ρ en D es Möbius invariante, para ver que la
métrica hiperbólica β también lo es, basta con ver que

β(φλ(z), φλ(w)) =
1

2
log

1 + ρ(φλ(z), φλ(w))

1− ρ(φλ(z), φλ(w))

y aplicar el hecho de que la métrica pseudo hiperbólica ρ en D es Möbius invariante.

La distancia infinitesimal de un elemento de la métrica de Bergman en D, está dada por

|dz|
1− |z|2

.

Teorema 1.3.14. Una función anaĺıtica f en D pertenece al espacio de Bloch si y sólo si
existe una constante C tal que

|f(z)− f(w)| ≤ Cβ(z, w)

para todo z, w ∈ D, es decir f : (D, β) → (D, | · |) es de Lipschitz y C puede ser elegida
como ∥f∥B.

Demostración. ⇒ Sea f una función anaĺıtica en el espacio de Bloch. Entonces por el
Teorema Fundamental del Cálculo y ya que ∥f∥B = sup

z∈D
(1− |z|2)|f ′(z)| se tiene que

∣∣∣f(z)− f(0)
∣∣∣ ≤ |z|

∫ 1

0
|f ′(zt)| dt ≤ ∥f∥B

∫ 1

0

|z|
1− |zt|2

dt

=
1

2
∥f∥B log

(1 + |z|
1− |z|

)
=

1

2
∥f∥Bβ(z, 0),

para todo z ∈ D. Ahora reemplazando f por f ◦φz y reemplazando z por φz(w) y aplicando
la invarianza de Möbius de ∥ · ∥B y β(z, w) se tiene

|f(z)− f(w)| ≤ ∥f∥Bβ(z, w),
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para todo z, w ∈ D y toda f ∈ B.

⇐ Supóngase que existe C > 0 tal que |f(z) − f(w)| ≤ Cβ(z, w). Primero se observa lo
siguiente

ĺım
w→z

|f(w)− f(z)|
β(z, w)

= (1− |z|2)|f ′(z)|.

En efecto, como ln(1 + u) ≈ u si |u| → 0, entonces

ĺım
w→z

|f(w)− f(z)|
β(z, w)

= ĺım
w→z

|f(w)− f(z)|
|w − z|

|w − z|
β(z, w)

= |f ′(z)| ĺım
w→z

|w − z|
β(z, w)

= |f ′(z)| ĺım
w→z

|w − z|
1
2 ln

[
1 + 2|w−z|

|1−zw|−|w−z|

]
= |f ′(z)| ĺım

w→z

|w − z|
1
2

[
2|w−z|

|1−zw|−|w−z|

] = |f ′(z)| 1
1

|1−|z|2|

= (1− |z|2)|f ′(z)|.

Por lo tanto (1− |z|2)|f ′(z)| < C < +∞, luego f ∈ B.

Una consecuencia de la prueba del teorema anterior es que si f ∈ B, entonces

∥f∥B = sup
z∈D

{ |f(w)− f(z)|
β(z, w)

: z, w ∈ D, z ̸= w
}
.

Por el teorema anterior se tiene

|f(z)− f(w)| ≤ ∥f∥Bβ(z, w),

para todo z, w ∈ D, entonces

sup
z∈D

{ |f(w)− f(z)|
β(z, w)

: z, w ∈ D, z ̸= w
}
≤ ∥f∥B.

Por otro lado si

M = sup
z∈D

{ |f(w)− f(z)|
β(z, w)

: z, w ∈ D, z ̸= w
}
< +∞.

Entonces para cualquier z ∈ D

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ ĺım sup
z∈D

|f(w)− f(z)|
β(z, w)

≤ M
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y por lo tanto

∥f∥B ≤ sup
z∈D

{ |f(w)− f(z)|
β(z, w)

: z, w ∈ D, z ̸= w
}
.

Por otra parte con ayuda de funciones del tipo

f(z) =
1

2
log

1 + zeiθ

1− zeiθ
; z ∈ D,

se puede probar que

β(z, w) = sup{|f(z)− f(w)| : ∥f∥B ≤ 1}.

Esta igualdad se puede mostrar de la siguiente manera. Puesto que β y ∥ · ∥B son Möbius
invariante será suficiente probar que

β(z, 0) = sup{|f(z)− f(0)| : ∥f∥B ≤ 1}.

Por el Teorema 1.3.14

|f(z)− f(0)| ≤ ∥f∥Bβ(z, 0),

entonces

sup{|f(z)− f(0)| : ∥f∥B ≤ 1} ≤ β(z, 0).

Para probar la desigualdad opuesta, supóngase que z ̸= 0 y z = |z|e−iθ y se considera la
función

f(w) =
1

2
log

1 + weiθ

1− weiθ
, con ∥f∥β ≤ 1.

Entonces,

|f(z)− f(0)| = 1

2
log

1 + |z|
1− |z|

= β(z, 0). con ∥f∥B ≤ 1

Por lo tanto

β(z, 0) ≤ sup{|f(z)− f(0)| : ∥f∥B ≤ 1}.

Aśı pues se obtiene lo deseado. El Teorema 1.3.14 y estas últimas fórmulas exhiben la
relación precisa entre los espacio de Bloch y la métrica de Bergman.



1.3. EL ESPACIO DE BLOCH 42

Lema 1.3.15. La función β(z, w) está en Lp(D.dAα) para todo p > 0.

Demostración. Para mostrar que β(z, w) está en Lp(D, dAα) para todo p > 0, se debe
probar que ∫

D

(
β(z, w)

)p
dAα(z) < ∞.

Por la desigualdad del triángulo será suficiente con probar que∫
D

(
β(0, z)

)p
dAα(z) < ∞.

Obsérvese que∫
D

(
β(0, z)

)p
dAα(z) =

1

2
(α+ 1)

∫
D
(1− |z|2)α logp

(1 + |z|
1− |z|

)
dA(z)

=
1

2π
(α+ 1)

∫ 1

0
r (1− r2)α logp

(1 + r

1− r

)
dθ dr

= (α+ 1)

∫ 1

0
r (1− r2)α logp

(1 + r

1− r

)
dr

Para ver que esta última integral es finita bastará con mostrar que∫ 1

0
(1− r2)α logp

(1 + r

1− r

)
dr ≈

∫ 1

0
(1− r2)α logp

( 1

1− r

)
dr

≈
∫ 1

0
(1− r)α logp

( 1

1− r

)
dr.

Tomando el cambio de variable u = log 1
1−r en está última integral se tiene que eu = 1

1−r ,
(1− r) = eu y ∫ 1

0
(1− r)α logp

( 1

1− r

)
dr =

∫ ∞

0
e−uα up e−u du

=

∫ ∞

0
e−u(α+1) up du.

Lo cual es integrable si y sólo si −u(α+ 1) < 0, es decir si y sólo si (α+ 1) > 0. Aśı pues
se tiene lo deseado.
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1.4. Espacios Duales de los Espacios de Bergman

Sean 0 < p < +∞ y −1 < α < +∞. Un funcional lineal F en Ap
α se dice que es acotado

si existe una constante C > 0 tal que

|F (f)| ≤ C∥f∥α,p

para todo f ∈ Ap
α, donde

∥f∥α,p =
(∫

D
|f |p dAα(z)

) 1
p
.

Se recuerda que la evaluación puntual es un funcional acotado en cada Ap
α. En particular

cada espacio de Bergman ponderado Ap
α tiene funciones lineales acotadas no triviales. Sea

(Ap
α)∗ el espacio de todos los funcionales lineales acotados. Entonces (Ap

α)∗ es un espacio
de Banach con la norma

∥F∥ = sup{F (f) : ∥f∥α,p ≤ 1},

si 1 ≤ p < +∞, si 0 < p < 1 entonces Ap
α es un espacio métrico completo.

El siguiente teorema dice que el espacio dual de Ap
α cuando 1 < p < ∞ es naturalmente

Aq
α con

1

p
+

1

q
= 1.

Teorema 1.4.1. Para 1 < p < +∞ y −1 < α < +∞ se tiene que Ap
α(D)∗ = Aq

α(D), bajo
el pareo integral

⟨f, g⟩ =
∫
D
f(z)g(z) dAα(z); f ∈ Ap

α(D), g ∈ Aq
α(D),

donde q es el exponente conjugado de p.

Demostración. ⇒ Sea F un funcional lineal acotado en Ap
α, entonces por el teorema de

extensión de Hanh-Banach, F puede extenderse a un funcional lineal acotado (el cual se
sigue denotando por F ) en Lp(D, dAα). Por la dualidad de los espacios Lp(D, dAα) existe
una función φ ∈ Lq(D, dAα), tal que

F (f) =

∫
D
f(z)φ(z) dAα,

para cada f ∈ Ap
α(D) con

1

p
+

1

q
= 1. Escribiendo f = Pαf y usando el hecho de que el

operador Pα es autoadjunto con respecto al producto interno asociado con dAα, se tiene

⟨f, φ⟩ = ⟨Pαf, φ⟩ = ⟨f, Pαφ⟩

=

∫
D
f(z)Pαφ(z) dAα(z).
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Haciendo g = Pαφ(z) se obtiene∫
D
f(z)Pαφ(z) dAα(z) =

∫
D
f(z)g(z) dAα(z)

Entonces por el Teorema 1.2.4 se tiene que g ∈ Aq
α(D), aśı

F (f) =

∫
D
f(z)g(z) dAα(z)

para toda f ∈ Ap
α(D).

⇐ Sea g ∈ Aq
α(D) y se define el funcional ϕg : Ap

α(D) → C por

ϕg(f) = ϕ(f) =

∫
D
f(z)g(z) dAα(z).

Por la desigualdad de Hölder se tiene que∣∣∣ ∫
D
f(z)g(z) dAα(z)

∣∣∣ ≤ (∫
D
|f(z)|p dAα(z)

) 1
p
(∫

D
|g(z)|q dAα(z)

) 1
q
= ∥f∥α,p · ∥g∥α,q.

De donde, ∣∣∣ϕg(f)
∣∣∣ ≤ C∥f∥α,p

y entonces ϕg es un funcional acotado en Ap
α(D), es decir ϕg ∈

(
Ap

α(D)
)∗

.

Para identificar el espacio dual de Ap
α cuando 0 < p < 1, primero se introduce un cierto

tipo de operador fraccionario de derivación e integración.

Sea H(D) el espacio de las funciones anaĺıticas en D y se dota a H(D) con la topoloǵıa
de la convergencia uniforme en subconjuntos compactos. Aśı un operador ĺıneal H(D) es
continuo si y sólo si Tfn → Tf uniformemente en subconjuntos compactos siempre que
fn → f uniformemente en subconjuntos compactos.

Lema 1.4.2. Para cada α, −1 < α < +∞, existe un único operador lineal Dα en H(D)
con las siguientes propiedades

(1) Dα es continuo en H(D).

(2) Dα[(1− zw)−2] = (1− zw)−(2+α), para cada w ∈ D.
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Demostración. Se recuerda que

1

(1− zw)2
=

∞∑
n=0

(n+ 1)znwn y
1

(1− zw)2+α
=

∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
znwn .

Se define

Dα(zn) =
Γ(n+ 2 + α)

(n+ 1)!Γ(2 + α)
zn

para todo n ∈ N ∪ {0}.

Aśı extendiendo Dα linealmente a todo el espacio H(D), se tiene que este operador tiene
las propiedades deseadas. En efecto:

(1) Supóngase que la sucesión {fn} ⊂ H(D) converge uniformemente en subconjuntos
compactos de D a la función f ∈ H(D), entonces se probará que Dαfn ⇒ Dαf en sub-

conjuntos compactos. Para ello sean fn =
∞∑
k=0

an,kz
k y f(z) =

∞∑
k=0

akz
k, se puede suponer

B(R) como el compacto K con 0 < R < 1, entonces∣∣∣Dα(fn(z))−Dα(f(z))
∣∣∣ =

∣∣∣ ∞∑
k=0

an,k
Γ(k + 2 + α)

(k + 1)!Γ(2 + α)
zk −

∞∑
k=0

ak
Γ(k + 2 + α)

(k + 1)!Γ(2 + α)
zk
∣∣∣

=
∣∣∣ ∞∑
k=0

(an,k − ak)z
k Γ(k + 2 + α)

(k + 1)!Γ(2 + α)

∣∣∣
El radio de convergencia de la serie

∞∑
k=0

(an,k − bk)z
k, es el mismo radio de convergencia de

la serie

∞∑
k=0

(an,k − ak)z
kkα. Ahora por la fórmula de Stirling

Γ(n+ 2 + α)

(n+ 1)!Γ(2 + α)
∼ nα

cuando n → ∞. Aśı

∞∑
k=0

(an,k − ak)
Γ(k + 2 + α)

(k + 1)!Γ(2 + α)
zk ∼

∞∑
k=0

(an,k − ak)k
αzk,

y aśı converge en K ⊂ D compacto. Dado ε > 0, existe 0 < l tal que∣∣∣ ∞∑
k=l

(an,k − ak)
Γ(k + 2 + α)

(k + 1)!Γ(2 + α)
zk
∣∣∣ ≤

∞∑
k=l

|an,k − ak|
Γ(k + 2 + α)

(k + 1)!Γ(2 + α)
Rk

≤ ε

2
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para todo z ∈ K, ya que en un conjunto compacto la serie converge absolutamente.

Ahora como fn ⇒ f en K se tiene que

|an,k − ak| <
2ε

2MR
(1−R)

si n ≥ N , donde M = máx
1≤k≤l

{ Γ(k + 2 + α)

(k + 1)!Γ(2 + α)

}
. Entonces

∣∣∣ l−1∑
k=0

(an,k − ak)
Γ(k + 2 + α)

(k + 1)!Γ(2 + α)
zk
∣∣∣ < ε

2

y aśı ∣∣∣ ∞∑
k=0

(an,k − ak)
Γ(k + 2 + α)

(k + 1)!Γ(2 + α)
zk
∣∣∣ < ε

para cada z ∈ K. Por lo tanto Dα es continuo en H(D).

(2) Como
1

(1− zw)2
=

∞∑
n=0

(n+ 1)znwn, entonces

Dα
(
(1− zw)−2

)
= Dα

( ∞∑
n=0

(n+ 1)znwn
)

=

∞∑
n=0

(n+ 1)wn Γ(n+ 2 + α)

(n+ 1)!Γ(2 + α)
zn

=

∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
(zw)n

=
1

(1− zw)2+α
.

(3) La unicidad se sigue de la expansión en serie de potencias de una función anaĺıtica en D.

Aśı el operador Dα puede considerarse un operador fraccional diferencial de orden α en el
caso α > 0.
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Proposición 1.4.3. Para cada −1 < α < +∞ el operador Dα también puede represen-
tarse por

Dαf(z) = ĺım
r→1−

∫
D

f(rw)

(1− zw)2+α
dA(w), z ∈ D, (1.11)

para f ∈ H(D).

Demostración. Sea f ∈ H(D), entonces f(z) =
∑∞

k=0 akz
k, por lo cual f(rz) =

∑∞
k=0 ak(rz)

k.
Por lo tanto∫

D

f(rw)

(1− zw)2+α
dA(w) =

∫
D

∑∞
k=0 akr

kwk

(1− zw)2+α
dA(w)

=

∞∑
k=0

akr
k

∫
D

wk

(1− zw)2+α
dA(w)

=

∞∑
k=0

akr
k

∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

Γ(2 + α)n!

∫
D
wkwnzn dA(w)

=
∞∑
k=0

akr
k

∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

Γ(2 + α)n!
zn
∫
D
wkwn dA(w)

=

∞∑
k=0

akr
k

∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

Γ(2 + α)n!
zn
∫ 1

0

∫ 2π

0
ηk+n+1e−i(k−n)dθ dη

π

=

∞∑
k=0

akr
k Γ(k + 2 + α)

Γ(2 + α)(k + 1)!
zk.

Aśı tomando el ĺımite cuando r → 1− se tiene que

ĺım
r→1−

∫
D

f(rw)

(1− zw)2+α
dA(w) =

∞∑
k=0

akz
k Γ(k + 2 + α)

Γ(2 + α)(k + 1)!

= Dαf(z),

para f ∈ H(D) y z ∈ D.

En particular el ĺımite de la proposición anterior siempre existe. Si f está en A1(D),
entonces

Dαf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dA(w), z ∈ D.

Lema 1.4.4. Para cada −1 < α < +∞, el operador Dα es invertible en H(D).
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Demostración. Se define el operador Dα en monomios por

Dα(z
n) =

(n+ 1)!Γ(2 + α)

Γ(n+ 2 + α)
zn

y se extiende Dα linealmente a todo el espacio H(D). Entonces, como en la prueba del
Lema 1.4.2, Dα es un operador continuo en H(D), además Dα es el operador inverso de
Dα.

Ahora ya se puede identificar al espacio dual de Ap
α cuando 0 < p < 1. Los siguientes dos

lemas serán necesarios para este fin, pero por si sólos son interesantes.

Lema 1.4.5. Para cada 0 < p ≤ 1, −1 < α < +∞, existe una constante C > 0 tal que∫
D
|f(z)|(1− |z|2)−2+

(2+α)
p dA(z) ≤ C∥f∥α,p

para todo f ∈ Ap
α, es decir Ap

α(D) ⊂ A1
2+α
p

−2
(D) y la inclusión es acotada.

Demostración. Para z ∈ D, considérese el disco B
(
z, 1−|z|

2

)
. Por la subarmonicidad de

|f |p se tiene que

|f(z)|p ≤ 4

(1− |z|2)2

∫
B(z,

1−|z|
2

)
|f(w)|p dA(w)

Es inmediato que (1 − |w|) ∼ (1 − |z|) para w ∈ B
(
z, 1−|z|

2

)
, se puede encontrar una

constante positiva C > 0 tal que

(α+ 1)(1− |z|2)α|f(z)|p ≤ 4

(1− |z|2)2
(α+ 1)

∫
B(z,

1−|z|
2

)
(1− |z|2)α|f(w)|p dA(w)

≤ C

(1− |z|2)2
(α+ 1)

∫
B(z,

1−|z|
2

)
(1− |w|2)α|f(w)|p dA(w).

De donde

(α+ 1)
1
p (1− |z|2)

α
p |f(z)| ≤ C1/p

(1− |z|2)2/p
∥f∥α,p

y entonces

|f(z)| ≤ C ′(1− |z|2)
−(2+α)

p ∥f∥α,p.

De esta última desigualdad se deduce que

|f(z)|(1−p) ≤ C ′(1− |z|2)
−(2+α)(1−p)

p ∥f∥1−p
α,p
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y se tiene finalmente∫
D
|f(z)|(1− |z|2)−2+

(2+α)
p dA(z) =

∫
D
|f(z)|p|f(z)|1−p(1− |z|2)−2+

(2+α)
p dA(z)

≤
∫
D
|f(z)|pC(1− |z|2)α∥f∥1−p

α,p dA(z)

≤ C∥f∥1−p
α,p (α+ 1)

∫
D
|f(z)|p(1− |z|2)α dA(z)

= C∥f∥1−p
α,p ∥f∥pα,p

= C∥f∥α,p.

Lema 1.4.6. Sean α > −1 y 0 < R < 1, entonces∫ 1

R
(1− r2)α log

1

1− r
dr < ∞.

Demostración. Para ver que se cumple este resultado será suficiente con probar que∫ 1

0
(1− r)α log

1

1− r
dr < ∞.

Tomando en esta última integral el cambio de variable u = log 1
1−r se tiene que (1−r) = e−u

y ∫ 1

0
(1− r)α log

1

1− r
dr =

∫ ∞

0
e−uα u e−u du

=

∫ ∞

0
e−u(α+1) u du ,

lo cual es integrable si y sólo si −u(α+ 1) < 0, es decir, si α+ 1 > 0.

Lema 1.4.7. Supóngase que −1 < α < +∞ y que f es anaĺıtica en D. Si la función f
ó la función (1 − |z|2)−αf(z) es acotada, entonces la función (1 − |z|2)αDαf(z) es área
integrable y ∫

D
f(z)g(z) dA(z) = (α+ 1)

∫
D
Dαf(z)g(z)(1− |z|2)α dA(z)

o equivalentemente∫
D
f(z)g(z) dA(z) = (α+ 1)

∫
D
Dαf(z)g(z)(1− |z|2)α dA(z)

para toda g ∈ H∞.
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Demostración. Se realiza la prueba por casos: (a) Si α = 0 es inmediata.

(b) Si 0 < α < +∞, entonces por la representación integral de Dα dada en (1.11) y el
Teorema 1.2.1 la función (1− |z|2)αDαf(z) es acotada. En efecto

(1− |z|2)α|Dαf(z)| ≤ (1− |z|2)α ĺım
r→1−

∫
D

|f(rw)|
|1− zw|2+α

dA(w)

≤ (1− |z|2)αM
∫
D

1

|1− zw|2+α
dA(w)

∼ M
(1− |z|2)α

(1− |z|2)α
= M.

Para poder aplicar dicho teorema se considero β = α > 0 y α = 0. Por lo tanto la función
la función (1− |z|2)αDαf(z) es área integrable.

(c) Si −1 < α < 0 y |f(z)| ≤ C1(1−|z|2)α entonces por el Teorema 1.2.1 y la representación
integral de Dα, se tiene que (para aplicar el teorema mencionado se considera β = α < 0
y α = 0)

(1− |z|2)α|Dαf(z)| ≤ (1− |z|2)α ĺım
r→1−

∫
D

|f(rw)|
|1− zw|2+α

dA(w)

≤ C1(1− |z|2)α
∫
D

(1− |w|2)α

|1− zw|2+α
dA(w)

∼ C1(1− |z|2)α log 1

1− |z|2
,

para
1

2
< |z| < 1 y por lo tanto (1− |z|2)αDαf(z) es área integrable por el Lema 1.4.6.

La identidad se sigue de la forma integral de Dα, la propiedad reproductora de Pα, y el
Teorema de Fubini. En efecto:∫

D
f(z)g(z) dA(z) =

∫
D
f(z)Pαg(z) dA(z)

=

∫
D
f(z)

∫
D

g(w)

(1− zw)2+α
dAα(w) dA(z)

= (α+ 1)

∫
D

∫
D
f(z)

g(w)

(1− zw)2+α
(1− |w|2)α dA(w) dA(z)

= (α+ 1)

∫
D
g(w)(1− |w|2)α

∫
D

f(z)

(1− zw)2+α
dA(z) dA(w)

= (α+ 1)

∫
D
Dαf(w)g(w)(1− |w|2)α dA(w).
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Ya probados los resultados anteriores que se usan de para la siguiente prueba, se determina
el espacio dual del espacio Ap

α(D) cuando 0 < p ≤ 1.

Teorema 1.4.8. Supóngase que 0 < p ≤ 1, −1 < α < +∞ y β = (2+α)
p − 2. Entonces

(Ap
α)∗ = B bajo el pareo integral

⟨f, g⟩ = ĺım
r→1−

∫
D
f(rz)g(z)(1− |z|2)β dA(z),

donde f ∈ Ap
α y g ∈ B.

Demostración. Primero se asume que F ∈ (Ap
α)∗ y f ∈ Ap

α. Como ∥f − fr∥α,p → 0
cuando r → 1−, se tiene que

F (f) = ĺım
r→1−

F (fr).

Ahora puesto que fr ∈ Ap
α, se puede escribir como

fr(z) =

∫
D

fr(w)

(1− zw)2
dA(w), z ∈ D.

Como la integral converge en Ap
α, la continuidad de F implica que

F (fr) = F
(∫

D

fr(w)

(1− zw)2
dA(w)

)
=

∫
D
fr(w)F

( 1

(1− zw)2

)
dA(w),

donde F actúa con respecto a la variable z. Haciendo

h(w) = F
( 1

(1− zw)2

)
, w ∈ D

Entonces h es anaĺıtica en D y

F (fr) =

∫
D
fr(w)h(w) dA(w).

Haciendo β = (2 + α)/p− 2 y aplicando el lema anterior, pues fr ∈ H∞ y F es acotado,
se obtiene que∫

D
fr(w)h(w) dA(w) = (β + 1)

∫
D
fr(w)Dβh(w)(1− |w|2)β dA(w).

Escribiendo g = (β+1)Dβh y aplicando la segunda propiedad del Lema 1.4.2 se tiene que

g(w) = (β + 1)Dβh(w)

= (β + 1)F
[ 1

(1− zw)(2+α)/p

]
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y

g′(w) =
(β + 1)(β + 2)

p
F
[ z

(1− zw)(2+α)/p+1

]
, w ∈ D.

Usando el Teorema 1.2.1 y el hecho de que F es acotado se tiene que

(1− |w|2)|g′(w)| =
(β + 1)(β + 2)

p

∣∣∣F[ (1− |w|2) z
(1− zw)(2+α)/p+1

]∣∣∣
≤ (β + 1)(β + 2)

p
∥F∥p,α

∥∥∥ (1− |w|2) z
(1− zw)(2+α)/p+1

∥∥∥
p,α

≤ (β + 1)(β + 2)(α+ 1)

p
∥F∥p,α

∫
D

(1− |w|2)p|z|p(1− |z|2)α

|1− zw|
2+α
p

+p
dA(z)

≤ (β + 1)(β + 2)(α+ 1)

p
∥F∥p,α(1− |w|2)p

∫
D

(1− |z|2)α

|1− zw|2+α+p
dA(z)

∼ (β + 1)(β + 2)(α+ 1)

p
∥F∥p,α,

por lo cual g está en el espacio de Bloch, además

F (f) = ĺım
r→1−

F (fr)

= (β + 1) ĺım
r→1−

∫
D
fr(w)Dβh(w)(1− |w|2)β dA(w)

= ĺım
r→1−

∫
D
fr(w)g(w)(1− |w|2)β dA(w).

⇐ Supóngase que g ∈ B, se demuestra que la fórmula

F (f) = ĺım
r→1−

∫
D
fr(z)g(z)(1− |z|2)β dA(z),

con f ∈ Ap
α define un funcional lineal acotado en Ap

α. Por el Teorema 1.3.14 existe una
función φ ∈ L∞(D) tal que

g(z) = Pβφ(z) = (β + 1)

∫
D

(1− |w|2)β

(1− zw)2+β
φ(w) dA(w), z ∈ D.

Usando el Teorema de Fubini y la propiedad reproductora de Pβ se obtiene que∫
D
fr(z)g(z)(1− |z|2)β dA(z) =

∫
D
fr(w)φ(w)(1− |w|2)β dA(w).
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En efecto:∫
D
fr(z)g(z)(1− |z|2)β dA(z) =

∫
D
fr(z)Pβφ(w)(1− |z|2)β dA(z)

=

∫
D
fr(z)(β + 1)

∫
D

(1− |w|2)β

(1− zw)2+β
φ(w) dA(w)(1− |z|2)β dA(z)

=

∫
D

[
(β + 1)

∫
D

(1− |z|2)βfr(z)
(1− wz)2+α

dA(z)
]
(1− |w|2)βφ(w) dA(w)

=

∫
D
fr(w)φ(w)(1− |w|2)β dA(w).

Aśı por el Lema 1.4.5 se tiene que

F (f) =

∫
D
f(z)φ(z)(1− |z|2)β dA(z),

donde f ∈ Ap
α. Esto último se tiene ya que∫

D
|fr(z)− f(z)|(1− |z|2)β dA(z)

converge. Además F (f) define un funcional lineal acotado en Ap
α. En efecto

|F (f)| ≤
∫
D
|f(z)||φ(z)|(1− |z|2)β dA(z)

≤ ∥φ∥∞
∫
D
|f(z)|(1− |z|2)−2+(2+α)/p dA(z)

≤ C∥φ∥∞∥f∥α,p

esta última desigualdad por el Teorema 1.4.5. Y aśı se obtiene lo deseado.



Caṕıtulo 2

LA TRANSFORMADA DE
BEREZIN

En este caṕıtulo se considera el análogo de la transformada de Poisson en el contexto de
los espacios de Bergman llamada la transformada de Berezin. Se prueba que los puntos
fijos de esta transformada, son precisamente las funciones armónicas.

2.1. Propiedades Algebraicas

Una forma de obtener el núcleo de Poisson, es empezar con una función armónica h en D
que es continua hasta en la frontera y aplicar el teorema del valor medio, para obtener

h(0) =
1

2π

∫ 2π

0
h(eit) dt.

Reemplazando h por h ◦ φz, donde φz es la transformación de Möbius que intercambia 0
y z, a saber

φz(w) =
z − w

1− zw
, w ∈ D,

y tomando el cambio de variable dado por

eis = φz(e
it) ⇒ ieis ds = φ′

z(e
it)ieitdt

entonces al tomar el módulo

ds = |ieis ds| = |φ′
z(e

it)ieitdt| = 1− |z|2

|1− zeit|2
dt,

de donde

dt =
|1− zeit|2

1− |z|2
ds =

|1− zφz(e
is)|2

1− |z|2
ds =

1− |z|2

|1− zeis|2
ds.

54
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Aśı se tiene

h(z) =
1

2π

∫ 2π

0

1− |z|2

|1− ze−it|2
h(eit) dt.

que es la fórmula integral de Poisson para funciones armónicas. El núcleo integral

P (eit, z) =
1− |z|2

|1− ze−it|2
,

es el núcleo de Poisson y la transformada

L1(T, dt) ϶ f 7→ 1

2π

∫ 2π

0
P (eit, z)f(eit) dt

es la transformada de Poisson, donde

T = {z ∈ C : |z| = 1},

el ćırculo unitario en C.

Ahora sea h en L1(D, dA) una función armónica en D. Entonces

h(a) =
1

2π

∫ 2π

0
h(a+ reiθ) dθ,

aśı pues

h(a)

∫ R

0
(1− r2)α2r dr =

∫ R

0
h(a+ reiθ)(1− r2)αr

dθ dr

π
(2.1)

=
1

α+ 1

∫
B(a,R)

h(z) dAα(z).

Por otra parte

h(a)

∫ R

0
(1− r2)α2r dr = h(a)− h(a)(1−R2)α+1.

Aśı sustituyendo esto ultimo en (2.1) y tomando a = 0, R = 1 se obtiene

h(0) = (α+ 1)

∫
D
h(z) dAα(z). (2.2)

Si α = 0 en la igualdad anterior se tiene

h(0) =

∫
D
h(w) dA(w),
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y nuevamente reemplazando h por h ◦ φz y tomando el cambio de variable λ = φz(w) se
tiene que w = φz(λ), por lo tanto

h(z) =

∫
D

(1− |z|2)2

|1− zλ|4
h(λ) dA(λ), z ∈ D.

El párrafo anterior motiva la siguiente definición. Para cada función f ∈ L1(D, dA), se
define

Bf(z) =

∫
D

(1− |z|2)2

|1− zw|4
f(w) dA(w), z ∈ D.

Al operador B se le llama la transformada de Berezin, el hecho que sea un operador se
prueba más adelante (ver Proposición 2.1.3). En realidad hay una familia de operadores
del tipo Berezin. Nuevamente Reemplazando h por h◦φz y tomando el cambio de variable
en (2.2) se tiene

λ = φz(w) ⇒ w = φz(λ)

se obtiene

h(z) = (α+ 1)

∫
D

(1− |z|2)α+2(1− |λ|2)α

|1− zλ|4+2α
h(λ) dA(λ), z ∈ D.

Aśı para f ∈ L1(D, dAα), se escribe

Bαf(z) = (α+ 1)

∫
D

(1− |z|2)α+2(1− |w|2)α

|1− zw|4+2α
f(w) dA(w), z ∈ D.

De igual manera, con un cambio de variable adecuado y por el inciso (3) de la proposición
1.1.17 se obtiene

Bαf(z) =

∫
D
f ◦ φz(w) dAα(w), z ∈ D, (2.3)

para cada f ∈ L1(D, dAα). Se observa que B0 = B.

Proposición 2.1.1. Supóngase que −1 < α < +∞ y φ es una transformación de Möbius
del disco. Entonces

(Bαf) ◦ φ = Bα(f ◦ φ)

para cada f ∈ L1(D, dAα).

Demostración. Para cada z ∈ D, la transformación de Möbius φφz ◦φ ◦φz fija al origen,
en efecto (

φφ(z)
◦ φ ◦ φz

)
(0) =

(
φφ(z)

◦ φ
)
(z) = φφ(z)

(
φ(z)

)
= 0.
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Por el lema de Schwarz, existe un número η de módulo uno (que depende de z) tal que

φφ(z) ◦ φ ◦ φz(w) = ηw ⇒ φ ◦ φz(w) = φφ(z)(ηw),

para todo w en D. Se sigue que

Bα(f ◦ φ)(z) =

∫
D
f ◦ φ ◦ φz(w) dAα(w)

=

∫
D
f ◦ φφ(z)(ηw) dAα(w)

= (Bαf)(φ(z)).

En la última igualdad se utilizó la invarianza bajo rotación de dAα, esto es, si T (w) = ηw
con |η| = 1 entonces

dAα(w) = (1− |w|2)αdA(w) = (1− |T (w)|2)α|T ′(w)|2dA(w) = (1− |w|2)αdA(w).

Por (2.3) y como dAα es una medida de probabilidad para −1 < α < +∞, el operador
Bα es acotado en L∞(D). Esto es ∥Bα∥∞ ≤ ∥f∥∞ para todo −1 < α < +∞.

Proposición 2.1.2 (Cambio de Variable). Sean α y β tales que α > −1 y 2 + β > −1,
entonces∫

D

(1− |z|2)2+β

|1− zw|4+2β
dAα(z) = (α+ 1)(1− |w|2)α−β

∫
D

(1− |z|2)2+α+β

|1− zw|4+2α
dA(z)

Demostración. Sea t = φw(z) entonces z = φw(t). Aśı pues∫
D

(1− |z|2)2+β

|1− zw|4+2β
dAα(z)

= (α+ 1)

∫
D

(1− |z|2)4+β+α

|1− zw|4+2β

dA(z)

(1− |z|2)2

= (α+ 1)

∫
D

(1− |φw(t)|2)4+β+α

|1− φw(t)w|4+2β
|φ′

w(t)|2
dA(t)

(1− |φw(t)|2)2

= (α+ 1)

∫
D

(1− |w|2)4+α+β(1− |t|2)4+α+β

|1− wt|2(2+α+β)
· |1− wt|4+2β

(1− |w|)4+2β
· dA(t)

(1− |t|2)2

= (1− |w|2)α−β(α+ 1)

∫
D

(1− |t|2)2+α+β

|1− wt|4+2α
dA(t)

= (α+ 1)(1− |w|2)α−β

∫
D

(1− |t|2)2+α+β

|1− tw|4+2α
dA(t).
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Para la segunda igualdad se utilizaron los incisos (3) y (4) de la Proposición 1.1.17.

La siguiente proposición dice bajo que condiciones el operadorBα es acotado en Lp(D, dAα).

Proposición 2.1.3. Supóngase que −1 < α < +∞, 1 ≤ p < ∞ y β ∈ R. Entonces Bα es
acotado en Lp(D, dAβ) si y sólo si −(α+ 2)p < β + 1 < (α+ 1)p.

Demostración. El operador Bαf se rescribe como

Bαf(z) = (α+ 1)(1− |z|2)2+α

∫
D

(1− |w|2)α

|1− zw|4+2α
f(w) dA(w),

y aśı aplicando el Teorema 1.2.4 con a = 2+α, b = α y c = β se tiene que Bαf es acotado
si y sólo si −(α+ 2)p < β + 1 < (α+ 1)p.

Fijando α, −1 < α < +∞, por la Proposición 2.1.3, el operador Bβ es acotado en
L1(D, dAα) si y sólo si β > α. Más aun, Bβ es uniformemente acotado en L1(D, dAα)
cuando β → +∞. Para ver esto, primero se usa el teorema de Fubini para obtener∫

D
|Bβf(z)| dAα(z) ≤ (β + 1)

∫
D
|f(w)|

∫
D

(1− |z|2)2+β

|1− zw|4+2β
dAα(z) dAβ(w).

Tomando el cambio de variable dado por z 7→ φw(z) en la integral interior y aplicando el
Lema 2.1.2, se obtiene∫

D
|Bβf(z)| dAα(z) ≤ (β + 1)

∫
D
|f(w)|

∫
D

(1− |z|2)2+α+β

|1− zw|4+2α
dA(z) dAα(w).

Se observa que para toda z, w ∈ D se tiene que

1

|1− zw|
≤ 1

1− |z|
=

1 + |z|
1− |z|2

≤ 2

1− |z|2
.

Aśı para β > α+ 1,∫
D
|Bβf(z)| dAα(z) ≤ C

∫
D
|f(w)| dAα(w)

∫
D
(1− |z|2)β−(α+2) dA(z),

donde C = 4α+2(β + 1), aśı∫
D
|Bβf(z)| dAα(z) ≤

4α+2(β + 1)

β − α− 1

∫
D
|f(w)| dAα(w).

Esto prueba que el operador Bβ es uniformemente acotado en L1(D, dAα) cuando β → ∞.
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Proposición 2.1.4. Supóngase que −1 < α < +∞ y f ∈ C(D). Entonces Bαf ∈ C(D) y
f −Bαf ∈ C0(D).

Demostración. Para cada f ∈ L1(D, dAα) se tiene que

Bαf(z) =

∫
D
f ◦ φz(w) dAα(w), para cada z ∈ D.

Primero se vera que φz(w) → z0 cuando z → z0 ∈ T. En efecto,

ĺım
z→z0

φz(w) = ĺım
z→z0

z − w

1− zw
=

z0 − w

1− z0w

=
z0 − w

z0(z0 − w)
=

1

z0

z0
z0

= z0.

Ahora por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

Bαf(z) → f(z0),

siempre que z → z0 ∈ T. En efecto, considérese zn → z0, n ∈ N y

h(w) = f ◦ φz0(w) y hn(w) = f ◦ φzn(w).

Aśı |hn(w)| ≤ máxz∈D |f(z)|, entonces por el teorema de convergencia dominada

ĺım
zn→z0

Bαf(z) =

∫
D

ĺım
zn→z0

f ◦ φzn(w) dAα(w)

=

∫
D
f(z0) dAα(w)

= f(z0).

Esto también prueba que f −Bαf ∈ C0(D). En particular se obtiene que Bαf ∈ C(D).

Proposición 2.1.5. Si −1 < β < α < +∞, entonces BαBβ = BβBα en L1(D, dAβ).

Demostración. Sea f ∈ L1(D, dAβ) entonces el operador Bα es acotado en L1(D, dAβ),
esto se tiene por el Teorema 2.1.3. Aśı BβBα tiene sentido para cada f ∈ L1(D, dAβ).
Además el operador Bβ aplica L1(D, dAβ) acotadamente sobre L1(D, dAα). En efecto si
f ∈ L1(D, dAβ)∣∣∣ ∫

D
Bβf(z) dAα(z)

∣∣∣
≤ (β + 1)(α+ 1)

∫
D
|f(w)|(1− |w|2)β dA(w)

∫
D

(1− |z|2)2+α+β

|1− zw|4+2β
dA(z)

∼ C∥f∥β,1
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donde la última se obtiene por el Teorema 1.2.1. Por lo tanto

∥Bβf∥ ≤ C∥f∥β,1,

y aśı se obtiene lo deseado. Luiego BαBβf está bien definido para f ∈ L1(D, dAβ).

Sea f ∈ L1(D, dAβ). Para mostrar queBαBβf = BβBαf es suficiente probar queBαBβf(0) =
BβBαf(0), esto por la Proposición 2.1.1. Ahora obsérvese que

Bαf(0) =

∫
D
f(z) dAα(z).

Luego por Fubini

Bα(Bβf)(0) =

∫
D
Bβf(z) dAα(z)

= (α+ 1)(β + 1)

∫
D
f(w)

∫
D

(1− |w|2)β(1− |z|2)2+α+β

|1− zw|4+2β
dA(z) dA(w).

Por la Proposición 2.1.2 al tomar el cambio de variable z = φw(λ) en la integral interna
se obtiene

Bα(Bβf)(0) = (α+ 1)(β + 1)

∫
D
f(w)

∫
D

(1− |w|2)α(1− |z|2)2+α+β

|1− zw|4+2α
dA(z) dA(w)

= (α+ 1)

∫
D

∫
D

(1− |w|2)α(1− |z|2)2+α

|1− zw|4+2α
f(w) dA(w) dAβ(z)

=

∫
D
Bαf(z) dAβ(z)

= Bβ(Bαf)(0).

Por lo tanto

BαBβ = BβBα.

Proposición 2.1.6. Sea −1 < α < +∞ y f ∈ L1(D, dAα). Entonces Bβf → f en
L1(D, dAα) cuando β → +∞.

Demostración. Primero se asume que f es continua en el disco cerrado. Como dAβ es
una medida de probabilidad, se tiene que

Bβf(z)− f(z) = (β + 1)

∫
D
(1− |w|2)β(f ◦ φz(w)− f(z)) dA(w).
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Escŕıbase a D como la unión de un disco B(r) pequeño con r ∈ (0, 1) centrado en cero y
un anillo. Como

(β + 1)

∫
D\B(r)

(1− |z|2)β dA(z) = (1− r2)β+1 → 0 (2.4)

cuando β → +∞, pues 0 < 1 − r2 < 1. Ahora se muestra que Bβf(z) → f(z) cuando
β → +∞. Reescribiendo con la descomposición mencionada

Bβf(z)− f(z) = (β + 1)

∫
B(r)

(1− |w|2)β(f ◦ φz(w)− f(z)) dA(w)

+ (β + 1)

∫
D\B(r)

(1− |w|2)β(f ◦ φz(w)− f(z)) dA(w).

Al tomar módulos∣∣∣Bβf(z)− f(z)
∣∣∣ ≤ (β + 1)

∫
B(r)

(1− |w|2)β|f ◦ φz(w)− f(z)| dA(w)

+ (β + 1)

∫
D\B(r)

(1− |w|2)β|f ◦ φz(w)− f(z)| dA(w)

≤
∫
B(r)

|f ◦ φz(w)− f(z)| dAβ(w)

+ 2∥f∥∞ ·
∫
D\B(r)

(1− |w|2)β dAβ(w).

Por (2.4) basta con estimar el primer sumando del lado derecho de la desigualdad anterior.

Como f es uniformemente continua en D, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |y − y′| < δ
entonces |f(y) − f(y′)| < ε

2 . Sea 0 < r < 1 con r
1−r < δ, entonces r(1 + δ) < δ, luego

0 < r < δ
1+δ , aśı

|φz(w)− z| =
∣∣∣ z − w

1− zw
− z
∣∣∣ = ∣∣∣w(|z|2 − 1)

1− zw

∣∣∣ ≤ |w|
1− |w|

<
|w|
1− r

≤ r

1− r

para toda z ∈ D pues |w| < r y 1− |w| > 1− r. Por lo tanto∫
B(r)

|f ◦ φz(w)− f(z)| dAβ(w) <
ε

2

para toda β y toda z ∈ D. Para este r nuevamente por (2.4) existe M > 0 tal que

2∥f∥∞
∫
D\B(r)

dAβ(w) <
ε

2

para todo β > M . Por lo cual para toda β > M y z ∈ D∣∣∣Bβnf(z)− f(z)
∣∣∣ < ε .
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Por lo tanto la convergencia es uniforme para toda z ∈ D y es inmediato que Bβf → f en
L1(D, dAα).

Sean f ∈ L1(D, dAα) y {fn} ⊂ C(D) una sucesión de funciones tal que ĺımn→∞ fn = f .
Dado ε > 0 existe N ∈ N tal que ∥f − fn∥p,α ≤ ε

3 si n ≥ N . Luego se tiene∫
D

∣∣∣Bβf(z)− f(z)
∣∣∣ dAα(z) ≤

∫
D

∣∣∣Bβ(f − fn)(z)
∣∣∣ dAα(z) +

∫
D

∣∣∣Bβfn(z)− fn(z)
∣∣∣ dAα(z)

+

∫
D

∣∣∣fn(z)− f(z)
∣∣∣ dAα(z)

≤ C∥f(z)− fn(z)∥α,1 +
ε

3
+

ε

3
≤ ε

y por lo tanto se tiene lo deseado.

Proposición 2.1.7. Para cada α con −1 < α < +∞, el operador Bα es uno a uno en el
espacio f ∈ L1(D, dAα).

Demostración. Supóngase que f ∈ L1(D, dAα) y Bαf = 0. Sea

F (z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α(1− zw)2+α
dAα(w), z ∈ D.

De donde

F (z) =
Bαf(z)

(1− |z|2)2+α
.

Además F (z) = 0, ya que Bαf = 0 en todo D. Por lo tanto

∂n+mF

∂zn∂zm
(0) = 0

para cualesquiera enteros no negativos n y m. Diferenciando bajo el signo integral se tiene
que

∂n+m

∂zn∂zm
F (z) = C

∫
D

f(w)wnwm

(1− zw)2+n+α(1− zw)2+n+α
dAα(w)

por lo que

∂n+mF

∂zn∂zm
(0) =

∫
D
wnwmf(w) dAα(w) = 0 .
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Esto claramente implica que f = 0. En efecto:∫
D
wnwmf(w) dAα(w)

= ĺım
R→1

(α+ 1)

∫ R

0

∫ 2π

0
(1− r2)α rn+m+1 e−iθ(n−m)

∞∑
k=0

akr
k eiθk

dθ dr

π

= ĺım
R→1

(α+ 1)
∞∑
k=0

ak

∫ R

0

∫ 2π

0
(1− r2)α rn+m+k+1 e−iθ(n−m−k) dθ dr

π
.

La última integral interior es distinta de cero sólo cuando k = n−m ≥ 0, por lo tanto

0 =

∫
D
wnwmf(w) dAα(w) = ĺım

R→1
(α+ 1) an−m

∫ R

0
2(1− r2)α r2n+1 dr .

Aśı se obtiene lo deseado.
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2.2. Funciones Armónicas

Recuérdese que si f es una función armónica en L1(D, dA), entonces Bf = f . En esta
sección se probará el reciproco, es decir, que las condiciones f ∈ L1(D, dA) y Bf = f
implican que f es armónica. Por conveniencia se usarán los operadores de Wirtinger para
factorizar el operador

△ =
∂2

∂z∂z
=

1

4

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
,

donde z = x+ iy, el cual es una cuarta parte del Laplaciano usual. Esta renormalización
tiene la particularidad de que asume una forma muy atractiva, por ejemplo si f es una
función holomorfa, entonces

△|f |2 = |f ′|2.

Cuando se trabaja con funciones armónicas en el disco unitario es más conveniente usar
el Laplaciano invariante denotado por ∆ en lugar de el Laplaciano usual △. Si f ∈ C2(D)
el Laplaciano invariante está definido como

∆f(z) = (1− |z|2)2△f(z), para cada z ∈ D.

La siguiente proposición justifica esta nomenclatura.

Proposición 2.2.1. El Laplaciano invariante es Möbius invariante, es decir,

∆(f ◦ φ)(z) = (∆f)(φ(z))

para cada transformación de Möbius φ del disco en si mismo.

Demostración. De la Proposición 1.1 y el Corolario 1.1.4 se tiene que

∂

∂z
(f ◦ g)(z) = g′(z)

∂f

∂z
(g(z)) y

∂

∂z
(f ◦ g)(z) = g′(z)

∂f

∂z
(g(z)).

Por lo tanto de utilizando (2) y (3) de la Proposición 1.1.17

∆(f ◦ φ)(z) = (1− |z|2)2△(f ◦ φ)(z)

= (1− |z|2)2 ∂

∂z

∂

∂z
(f ◦ φ)(z)

= (1− |z|2)2 ∂

∂z

[
φ′(z)

∂f

∂z
(φ(z))

]
= (1− |z|2)2φ′(z)

∂

∂z

[∂f
∂z

(φ′(z))
]

= (1− |z|2)2(φ′(z))(φ′(z))
∂2f

∂z∂z
(φ(z))

= (1− |z|2)2|φ′(z)|2(△f)(φ(z))

= (1− |φ(z)|2)2(△f)(φ(z))

= (∆f)(φ(z)).
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Se puede interpretar a ∆ como el operador de Laplace-Beltrami en D, cuando D se
dota con la métrica de Poincaré.

Proposición 2.2.2. Para −1 < α < +∞, la identidad

∆Bαf = (α+ 1)(α+ 2)
(
Bαf −Bα+1f

)
se tiene para cada f ∈ L1(D, dAα).

Demostración. Por la invarianza de Möbius de Bα y ∆ será suficiente probar que

∆Bαf(0) = (α+ 1)(α+ 2)
(
Bαf(0)−Bα+1f(0)

)
Obsérvese que

∆Bαf(z) = (1− |z|2)2△Bαf(z)

= (α+ 1)

∫
D

∂2

∂z∂z

[
(1− |z|2)2+α

|1− zw|4+2α

]
(1− |w|2)αf(w) dA(w)

y por otra parte es un cálculo inmediato que

∂2

∂z∂z

[
(1− |z|2)2+α

|1− zw|4+2α

]
z=0

= (2 + α)(2 + α)|w|2 − (2 + α).

Por lo que

∆Bαf(0) = (α+ 1)

∫
D

[
(2 + α)(2 + α)|w|2 − (2 + α)

]
(1− |w|2)αf(w) dA(w)

= (α+ 1)(α+ 2)

∫
D

[
(2 + α)|w|2 − 1

]
(1− |w|2)αf(w) dA(w)

= (α+ 1)(α+ 2)

∫
D

[
(2 + α)− 1 + (2 + α)|w|2 − (2 + α)

]
· (1− |w|2)αf(w) dA(w)

= (α+ 1)(α+ 2)
[
(α+ 1)

∫
D
(1− |w|2)αf(w) dA(w)

−(α+ 2)

∫
D
(1− |w|2)α+1f(w) dA(w)

]
= (α+ 1)(α+ 2)

[
Bαf(0)−Bα+1f(0)

]
.

Por lo tanto

∆Bαf = (α+ 1)(α+ 2)
(
Bαf −Bα+1f

)
para cada f ∈ L1(D, dAα).
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En otras palabras, para −1 < α < +∞ se tiene el operador

Bα+1 =
(
1− ∆

(α+ 1)(α+ 2)

)
Bα

Por lo cual la prueba del siguiente corolario es inmediata.

Corolario 2.2.3. Supóngase que n es un número entero positivo y sea

Gn(z) =

n∏
k=1

(
1− z

k(k + 1)

)
, z ∈ C.

Entonces Bn = Gn(∆)B en L1(D, dA).

Sea

G(z) =

∞∏
k=1

(
1− z

k(k + 1)

)
.

G es una función entera y Gn(z) converge uniformemente a G(z) en subconjuntos com-
pactos de C, esto último se prueba aplicando el Teorema 5.9 del Caṕıtulo V II del libro
[4]. La función G juega un papel muy importante en la transformada de Berezin.

A lo largo de esta sección sea∑
=
{
w ∈ C : −1 < Re w < 2

}
y

Ω =
{
z ∈ C : z = −w(1− w) para algún w ∈

∑}
.

Por el teorema del mapeo abierto para funciones anaĺıticas, Ω es un subconjunto abierto
conexo de C.

Proposición 2.2.4. Si z = −w(1− w), entonces

G(z) =
sen (πw)

πw(1− w)
.

Por lo tanto, G(z) ̸= 1 para z ∈ Ω \ {0}.

Demostración. Sea

G(z) =

∞∏
k=1

(
1 +

w(1− w)

k(k + 1)

)
,
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lo cual es equivalente a[(
1 +

w

k

)
e−w/k

][(
1 +

1− w

k

)
e−(1−w)/k

][(
1 +

1

k

)−1
e1/k

]
considerando las siguientes identidades

1

Γ(z + 1)
= e−γz

∞∏
k=1

(
1 +

z

k

)
e−z/k

y

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sen (πz)
.

En efecto como(
1 +

w

k

)(
1 +

1− w

k

)( k

k + 1

)
=

(
k +

w

k
+

1− w

k
+

w(1− w)

k2

) k

k + 1

=
(
k + 1 +

w(1− w)

k

) 1

k + 1

= 1 +
w(1− w)

k(k + 1)
,

entonces

G(z) =

∞∏
k=1

[(
1 +

w

k

)
e−w/k

] ∞∏
k=1

[(
1 +

1− w

k

)
e−(1−w)/k

] ∞∏
k=1

[(
1 +

1

k

)−1
e1/k

]
=

eγw

Γ(w + 1)
· eγ(1−w)

Γ(1 + (1− w))
· e−γΓ(2)

=
1

Γ(w + 1)Γ((1− w) + 1)

=
1

w(1− w)
· 1

Γ(w)Γ(1− w)
.

Por lo tanto

G(z) =
sen (πw)

πw(1− w)
.

Ahora para probar que G(z) ̸= 1 para z ∈ Ω \ {0} es suficiente mostrar que la función

Φ(w) =
πw(1− w)

sen (πw)

es distinta de 1, para w ∈
∑

\{0, 1}. Obsérvese que Φ tiene la propiedad de simetŕıa
siguiente

Φ
(1
2
+ w

)
= Φ

(1
2
− w

)
.
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Obsérvese que

0 < Φ
(1
2
+ iy

)
=

π(y2 + 1
4)

cosh(πy)
< 1

para todo y ∈ R y el ĺımite cuando y → ±∞ es cero. Aśı es suficiente mostrar que la única
solución de Φ(w) en la banda −1 < Rew < 1

2 es w = 0. Esto se resolverá con la aplicación
del principio del argumento. Obsérvese que si w = u+ iv entonces

sen (πw) = sen (π(u+ iv)) =
ei(π(u+iv)) − e−i(π(u+iv))

2i
=

eiπue−πv − e−iπveπv

2i
.

Por lo tanto

| sen (πw)| ≈ eπv si v > 0,

luego

|Φ(w)| ≈ |w||1− w|
eπv

−→ 0,

cuando v → ∞ si v > 0. Aśı pues sea A un número positivo, tal que |Φ(w)| < 1
2 para

todo w = u+ iv, donde −1 ≤ u ≤ 1
2 y v es un real con |v| ≥ A. Considérese el contorno γ

orientado positivamente como se ve en la siguiente figura

Se probará que la imagen Φ(γ) del contorno γ gira alrededor de del punto 1 sólo una vez.
La siguiente figura muestra cual es el mapeo del contorno, sin embargo sólo se probara la
afirmación anterior.
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Si w = 1
2 en γ y se recorre hacia arriba, la curva Φ(γ) empieza en π

4 y avanza hacia
cero a lo largo del eje real. Cuando w toma un giro a la izquierda en 1

2 + iA y se mueve
horizontalmente a la izquierda, la curva Φ(γ) oscila en el semiplano izquierdo de x = 1

2 .
Para w en el segmento −1 + iA y −1 + iε se tiene que

Φ(−1 + iv) =
π

senh(πv)

[
− 3v + i(v2 − 2)

]
.

Esta parte de Φ(γ) tiene parte real negativa y por lo tanto oscila en el semiplano izquierdo
de x = 0 y es real sólo cuando v =

√
2 y cruza el eje en el punto (−3

√
2π)/(senh(π

√
2)).

Hasta ahora la imagen de γ bajo Φ no toca al eje real a la derecha del punto 1. Ahora
se considera Φ(w) para w en el semićırculo pequeño cerca del punto w = −1. Se puede
reescribir Φ como

Φ(w) =
2

w + 1
+Ψ(w)

donde Ψ(w) es anaĺıtica en una vecindad de w = −1. En efecto, obsérvese que

ĺım
w→−1

w + 1

senπw
= ĺım

w→−1

−1

π cosπw
=

−1

π
.

Aśı

1

senπw
= − 1

π(w + 1)
+ τ(w),
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donde τ es anaĺıtica en una vecindad de w = −1, además

w(1− w) = −2 + 3(w + 1)− (w + 1)2

y por lo tanto

Φ(w) =
πw(1− w)

senπw
=

2

w + 1
+Ψ(w),

con Ψ(w) anaĺıtica en una vecindad de w = −1. Se sigue que

Φ(−1 + εeit) =
2

ε
e−it +O(ε).

Esto prueba que si ε > 0 es suficientemente pequeño, entonces la curva

Φ(−1 + εeit),
−π

2
≤ t ≤ π

2
,

cruza el eje real cerca del punto 2
ε . El número de vueltas de Φ(γ) alrededor de 1, no de-

penderá del número exacto de veces que la curva anterior cruza el eje real. Finalmente por
el análisis anterior y la relación de simetŕıa Φ(w) = Φ(w), cuando w se mueve hacia abajo
a partir de −1− iε y vuelve al punto de partida π

4 , la imagen de Φ(γ) no cruza el eje real
de la parte derecha del semiplano x = 1. Se concluye que la curva Φ(γ) gira alrededor del
punto 1 exactamente una vez. Y aśı por el Principio del Argumento (ver ápendice Teorema
3.3.10) se tiene lo deseado.

Se necesitará el siguiente resultado acerca de funciones propias del Laplaciano invariante
para poder probar el resultado principal de esta sección.

Proposición 2.2.5. Supóngase que α y λ son números complejos, relacionados por λ =
−α(1− α). Sea Xλ el espacio propio de ∆ correspondiente al valor propio λ. Sea

gα(z) =
(1− |z|2)α

2π

∫ 2π

0

1

|1− ze−iθ|2α
dθ, z ∈ D.

entonces se tiene que

(1) La función gα pertenece a Xλ.

(2) Si f ∈ Xλ y f es radial, entonces f = f(0)gα.

(3) El espacio Xλ contiene una función distinta de cero en L1(D, dA) si y sólo si α ∈
∑

.
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Demostración. Sea P (eiθ, z) el núcleo de Poisson. Entonces la función gα puede reescri-
birse como

gα(z) =
1

2π

∫ 2π

0

[
P (eiθ, z)

]α
dθ, z ∈ D.

(1) Diferenciando bajo el signo integral se tiene que

∆gα(z) =
1

2π

∫ 2π

0
∆
[
P (eiθ, z)

]α
dθ

Por otro lado como P (eiθ, z) es armónica en z, se tiene

∆
[
P (eiθ, z)

]α
= (1− |z|2)2△

[
P (eiθ, z)

]α
= (1− |z|2)2 ∂

∂z

[
α
(
P (eiθ, z)

)α−1 ∂

∂z
P (eiθ, z)

]
= (1− |z|2)2α(α− 1)

(
P (eiθ, z)

)α−2 ∂

∂z
P (eiθ, z)

∂

∂z
P (eiθ, z)

+ (1− |z|2)2α
(
P (eiθ, z)

)α−1 ∂

∂z∂z
P (eiθ, z)

= (1− |z|2)2α(α− 1)
(
P (eiθ, z)

)α−2 ∂

∂z
P (eiθ, z)

∂

∂z
P (eiθ, z)

= (1− |z|2)2α(α− 1)
(
P (eiθ, z)

)α−2[ (e−iθ − z)(eiθ − z)

(1− ze−iθ)3(1− zeiθ)3

]
= (1− |z|2)2α(α− 1)

(
P (eiθ, z)

)α−2[eiθ(1− ze−iθ)e−iθ(1− zeiθ)

(1− ze−iθ)3(1− zeiθ)3

]
= α(α− 1)

(
P (eiθ, z)

)α−2[ (1− |z|2)2

(1− ze−iθ)2(1− zeiθ)2

]
= λ

[
P (eiθ, z)

]α−2[
P (eiθ, z)

]2
= λ

[
P (eiθ, z)

]α
.

Por lo tanto

∆gα(z) =
1

2π

∫ 2π

0
∆
[
P (eiθ, z)

]α
dθ

= λ
1

2π

∫ 2π

0

[
P (eiθ, z)

]α
dθ

= λgα(z).

(2) Sea f(z) = g(|z|2) una función radial en Xλ. Entonces la función g(x) es una solución
de la ecuación diferencial

x(1− x)2g′′(x) + (1− x)2g′(x) = λg(x) 0 < x < 1.
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En efecto, sea f ∈ Xλ entonces ∆f = λf en particular f tiene segundas derivadas. Puesto
que f es una función radial, se cumple que f(z) = g(|z|2) con g : (0, 1) → C dos veces
derivable. Aśı

∂

∂z
f(z) =

∂

∂z
g(|z|2) = z g′(|z|2)

y

∂

∂z∂z
f(z) =

∂

∂z

(
z g′(|z|2)

)
= g′(|z|2) + |z|2g′′(|z|2),

de donde

g′(|z|2) = 1

z

∂f(z)

∂z
y g′′(|z|2) = 1

|z|2
( ∂

∂z∂z
f(z)− 1

z

∂f(z)

∂z

)
.

Sea x = |z|2, se considera la ecuación diferencial

x(1− x)2y′′(x) + (1− x)2y′(x) = λ y(x), para 0 < x < 1.

La función g satisface esta ecuación diferencial. Al sustituir en el lado izquierdo, se tiene

|z|2(1− |z|2)2 1

|z|2
( ∂

∂z∂z
f(z)− 1

z

∂f(z)

∂z

)
+ (1− |z|2)2 1

z

∂f(z)

∂z
,

el cual es equivalente a

(1− |z|2)2 ∂

∂z∂z
f(z) = (1− |z|2)2△f(z) = ∆f(z) = λf(z) = λg(|z|2).

El espacio solución de la ecuacion diferencial anterior es dos-dimensional y se puede exhibir
una base para éste. Como gα ∈ Xλ entonces la función g1(x) = gα(

√
x) es una solución y

aśı por el método de redución al orden se ve que

g2(x) = g1(x)

∫ x

1

1

t(g1(t))2
dt, 0 < x < 1,

es también una solución y que g1 y g2 son linealmente independientes. Aśı existen cons-
tantes a y b tales que g = ag1 + bg2. Como las funciones g y g1 son acotadas cerca de 0 y
g2 no es acotada cerca de x = 0, se tiene que b = 0 y por lo tanto g = g(0)g1 y de aqúı

f = f(0)gα.

(3) Para ver este inciso, se asume que Xλ contiene una función no cero f ∈ L1(D, dA). Por
la invarianza se puede asumir que f(0) ̸= 0. Ahora si f ∈ Xλ entonces es inmediato que
su radialización, dada por

f ♯(z) =
1

2π

∫ 2π

0
f(zeit)dt,
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también pertenece a Xλ. Del inciso (2) se tiene que f ♯ = f(0)gα. Esto implica que Xλ

contiene una función no cero de L1(D, dA) si y sólo si gα ∈ L1(D, dA). Aśı por el Corolario
1.2.2, la función gα está en L1(D, dA) si y sólo si α ∈

∑
. En efecto, sea α = α1 + iα2 con

α1, α2 ∈ R. Primero obsérvese que

rix = elog r
ix
= eix log r = eix(ln r+i0) = eix ln r = cos(x ln r) + i sen (x ln r),

con r, x ∈ R, entonces |rix| = 1. Por lo tanto∫
D
|gα(z)| dA(z) =

∫
D

|(1− |z|2)α|
2π

∣∣∣ ∫ 2π

0

dθ

|1− ze−iθ|2α
∣∣∣ dA(z)

≤
∫
D

|(1− |z|2)α|
2π

∫ 2π

0

dθ

||1− ze−iθ|2α|
dA(z)

=
1

2π

∫ 2π

0

∫
D

|(1− |z|2)α|
||1− ze−iθ|2α|

dA(z) dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

∫
D

(1− |z|2)α1

|1− zeiθ|2α1
dA(z) dθ.

La integral interior por el Corolario 1.2.2 es comparable con 1, tomando en dicho teorema
α = α1, β = α1 − 2 y β < 0 (en los otros dos casos de dicho teorema las integrales no
están bien definidas). Aśı pues tenemos que −1 < Reα < 2. Por lo tanto la función gα
está en L1(D, dA) si y sólo si α ∈

∑
.

Se prueba ahora el principal resultado de esta sección.

Teorema 2.2.6. Supóngase que f está en L1(D, dA). Entonces f es armónica si y sólo
si Bf = f .

Demostración. Sea M el conjunto de puntos fijos de la transformada de Berezin B en
L1(D, dA). Como Bα es un operador acotado en L1(D, dA) se ve que M es un subespacio
cerrado de L1(D, dA). Puesto que todas las funciones armónicas en L1(D, dA) pertenecen
a M , entonces sólo se tiene que probar que cada función en M es una función armónica.
Por la fórmula integral para el operador B, cada función que satisface f = Bf es real
anaĺıtica en D. En particular se puede aplicar el Laplaciano a cada función en M . Sea ∆M

la restricción de ∆ a M . Por la Proposición 2.2.1 se tiene

∆MBf = ∆Mf = 2(Bf −B1f) = 2(f −B1f)

para toda f ∈ M . Puesto que B1 es acotado en L1(D, dA), se ve que ∆M aplica M
acotadamente sobre L1(D, dA). Además dado que BB1 = B1B, se tiene

B∆Mf = 2(Bf −BB1f) = 2(f −B1f) = ∆Mf, f ∈ M.
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Aśı pues ∆M aplica M sobre M y por lo tanto ∆M es un operador lineal acotado en el
espacio de Banach M . Por el Corolario 2.2.3

Bnf = Gn(∆)Bf = Gn(∆M )f, f ∈ M (2.5)

Puesto que Gn → G uniformemente sobre subconjuntos compactos de C y ∆M es un
operador lineal acotado en M , se tiene

Gn(∆M ) → G(∆M ).

Esto junto con (2.5) y la Proposición 2.1.6, dice que

G(∆M )f = f para cada f ∈ M.

De donde G(∆M ) es el operador identidad en M . Supóngase que λ es un valor propio de
∆M . Por la Proposición 2.2.5 se tiene que λ ∈ Ω. También si f es una función propia no
cero correspondiente al valor λ, entonces

f = G(∆M )f = G(λ)f

de donde G(λ) = 1. Por la Proposición 2.2.4 tenemos que λ = 0. Aśı el único valor propio
del operador ∆M es 0. Retomando que G(z)− 1 = zH(z), donde H es una función entera
con H(0) ̸= 0. Por el Teorema del cálculo funcional de Riesz (ver ápendice Teorema 3.3.8)
se tiene que

0 = G(∆M )− I = H(∆M )∆M ,

donde I es el operador identidad de M . Como el único valor propio de ∆M es cero, el
Teorema de la Aplicacón Espectral (ver ápendice Teorema 3.3.9) implica que el único va-
lor propio de H(∆M ) es H(0) ̸= 0. En particular H(∆M ) es uno a uno. Si para f ∈ M ,
se tiene que H(∆M )f = 0, entonces f es un vector propio, para el valor propio 0, lo cual
es posible solo para f ≡ 0. Ahora si f ∈ M , entonces H(∆M )∆Mf = 0, se sigue que
∆Mf = 0, es decir, que f es armónica. Aśı se tiene lo deseado.



Caṕıtulo 3

MEDIDA DE CARLESON,
ESPACIOS BMO Y VMO

En este caṕıtulo se introduce el concepto de las medidas de Carleson para los espacios de
Bergman ponderados, además se estudia lo esencial que son estas medidas en los espacios
tipo BMO en el disco. La parte anaĺıtica de los espacioos BMO coincide con el espacio
de Bloch y se caracterizan estos espacios en términos de la transformada de Berezin. Por
último se da una estimación de Lipschitz en términos de la métrica de Bergman para la
tranformada de Berezin de un operador acotado arbitrario.

3.1. Medidas tipo Carleson

Aśı como se puede integrar el núcleo de Poisson con una medida sobre el ćırculo, también
se puede integrar el núcleo de la transformada de Berezin con una medida del disco. Más
espećıficamente, para una medida de Borel positiva µ en D, se considera la función

Bµ(z) = (1− |z|2)2
∫
D

1

|1− zw|4
dµ(w), z ∈ D.

En esta sección se caracterizaran las medidas de Borel positivas µ en D tal que Bµ es
acotada. También se caracterizan las medidas µ tales que Bµ(z) → 0 cuando |z| → 1−1.
Tales medidas reciben el nombre de Medidas de Carleson. Recuérdese que

β(z, w) =
1

2
log

|1− zw|+ |z − w|
|1− zw| − |z − w|

es la métrica de Bergman en D. A lo largo de está sección se fijaran algunos radios positivos
0 < r < +∞ y se considerará el disco D(r, z) en la métrica de Bergman definido por

D(z, r) = {w ∈ D : β(z, w) < r}, z ∈ D, (3.1)

es decir, es el disco hiperbólico de centro z y radio r. Es bien sabido que D(z, r) es un
disco Euclideano con centro

(1− s2)z

(1− s2|z|2)

75
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y radio Euclideano

(1− |z|2)s
(1− s2|z|2)

,

donde s = tanh r ∈ (0, 1).

Sea |D(z, r)|A el área normalizada, o la dA-medida de D(z, r). Obsérvese que si r > 0

|D(z, r)|A ∼ (1− |z|2)2.

En efecto, puesto que s2|z|2 < s2 se tiene que 1 − s2|z|2 > 1 − s2, aśı tomando C =

máx{ 1
s2
, s2

(1−s2)2
} se obtiene

1

C
(1− |z|2)2 ≤ s2(1− |z|2)2

(1− s2|z|2)2
≤ s2(1− |z|2)2

(1− s2)2
≤ C(1− |z|2)2.

El siguiente lema enlista algunas propiedades del disco hiperbólico.

Lema 3.1.1. Sean r, s y R números positivos fijos. Entonces existe un número positivo
constante C tal que para todo z y w en D, se tiene que

(1) C−1(1− |z|2) ≤ |1− zw| ≤ C(1− |z|2) cuando β(z, w) ≤ r.

(2) C−1|D(z, r)|A ≤ |D(w, s)|A ≤ C|D(z, r)|A cuando β(z, w) ≤ R.

Demostración. (1) Si w ∈ D(z, r) entonces w = φz(u) para algún |u| ≤ s con s = tanh r.
Aśı

1− zw = 1− zφz(u) = 1− z
( z − u

1− zu

)
= 1− |z|2 − zu

1− zu
=

1− zu− |z|2 + zu

1− zu
=

1− |z|2

1− zu
.

Además

1− |u| ≤ 1− |zu| ≤ |1− zu| ≤ 2 ; 1− |u| ≥ 1− s.

Luego

C−1 ≤ |1− zu| ≤ C

con C = máx
{
2,

1

1− s

}
. Por lo tanto

C−1(1− |z|2) ≤ |1− zw| ≤ C(1− |z|2)
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(2) Como la condición β(z, w) ≤ r es simétrica, entonces el inciso (1) también se tiene
cuando se intercambian las posiciones de z y w. En particular se tiene que (1 − |z|2) ∼
(1− |w|2) si β(z, w) ≤ r. Aśı

|D(z, r)|A ∼ (1− |z|2)2 ∼ (1− |w|2)2 ∼ |D(z, s)|A

para β(z, w) ≤ R.

Lema 3.1.2. Sea r fijo, 0 < r < +∞. Entonces existe un entero positivo N y una sucesión
{an} en D tal que

(1) El disco D es cubierto por {D(an, r)}

(2) Cada punto en D pertenece a lo más a N conjuntos de la cubierta {D(an, 2r)}

(3) Si n ̸= m, entonces β(an, am) ≥ r
2 .

Demostración. Primero se muestra que se satisfacen los incisos (1) y (2). Para toda r > 0
se tiene

D(a, r) ⊂ D, a ∈ D .

Como D es segundo numerable entonces contiene un subconjunto {an}n∈N denso numerable
tal que

D =
∞∪
n=1

D(an,
r

2
) y {an} = D .

Ahora se elige a1 = ak1 , aśı existe k2 ∈ N tal que

β(ak1 , ak2) ≥
r

2
.

Denótese por J1 al conjunto de ı́ndices en N tales que

β(ak1 , aj) <
r

2
si y sólo si j ∈ J1 .

Existe k3 ∈ N\J1 ∪ {ak2} tal que

β(ak2 , aak3 ) ≥
r

2
.

Denótese por J2 al conjunto de ı́ndices en N\J1 ∪ {ak2 , ak3} tales que

β(ak2 , aj) <
r

2
si y sólo si j ∈ J2 .
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Continuando con este procedimiento n-veces se tiene que existe {kn+1} ∈ N tal que

β(akn+1 , akn) ≥
r

2
.

Denótese por Jn al conjunto de ı́ndices en Fn+1 con Fn+1 = N\(J1∪J2∪···Jn−1)∪
∪n+1

i=1 aki
tales que

β(akn , aj) <
r

2
si y sólo si j ∈ Jn .

Por lo tanto se ha encontrado {D(aak ,
r
2)} tal que

D ⊂
∞∪
n=1

D(ank
,
r

2
) .

Para verificar esto, sea z ∈ D =
∪∞

n=1D(an,
r
2) entonces existe z ∈ D(an,

r
2) para alguna

n ∈ N con β(an, z) <
r
2 . Aśı se tienen dos casos

(1) Si an = akj entonces z ∈ D(anj , r).

(2) Si an ̸= akj entonces existe akj tal que β(an, akj ) <
r
2 para algún j ∈ N aśı

β(akj , z) ≤ β(akj , an) + β(an, z)

<
r

2
+

r

2
= r.

Por lo que si z ∈ D entonces z ∈ D(akn , r) para alguna n ∈ N.

Por lo tanto

D =

∞∪
n=1

D(an, r) .

Para ver que se satisface (3) supóngase que n ̸= m. Sean D(an,
r
3) y D(am, r3), los cuales

son disjuntos y cumplen que

β(an, am) ≥ 2

3
r ≥ r

2
.

Motivado por el Lema 3.1.2 se dice que una sucesión {aj} de puntos en D es separada
(ó uniformemente discreta) si

0 < ı́nf{β(aj , ak) : j ̸= k}.
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Lema 3.1.3. Sea r fijo, 0 < r < +∞. Entonces existe una constante positiva C = C(r)
tal que

| f(z) |p≤ C

| D(z, r) |A

∫
D(z,r)

| f(w) |p dA(w), z ∈ D

para toda función f , anaĺıtica en D y todo 0 < p < +∞.

Demostración. Por la subarmonicidad de | f |p, se tiene

| f(0) |p≤ 1

| D(0, r) |A

∫
D(0,r)

| f(w) |p dA(w).

Reemplazando f por f ◦ φ

∣∣∣(f ◦ φz

)
(0)
∣∣∣p ≤ 1

| D(0, r) |A

∫
D(0,r)

|
(
f ◦ φz

)
(w) |p dA(w),

aśı

| f(z) |p≤ 1

| D(0, r) |A

∫
D(0,r)

| f(φz(w)) |p dA(w).

Tomando el cambio de variable w = φz(λ) se tiene,

| f(z) |p ≤ 1

| D(0, r) |A

∫
D(z,r)

| f(λ) |p| φ′
z(λ) |2 dA(λ)

=
1

| D(0, r) |A

∫
D(z,r)

| f(λ) |p (1− |z|2)2

|1− zλ|4
dA(λ).

Aplicando el Lema 3.1.1,

| f(z) |p≤ C

| D(z, r) |A

∫
D(z,r)

| f(λ) |p dA(λ), z ∈ D.

Como una consecuencia de los Lemas 3.1.1 y 3.1.3 se tiene la siguiente desigualdad

(1− | z |2)s | f(z) |p≤ C

∫
D(z,r)

(1− | w |2)s−2|f(w)|p dA(w)

donde f es anaĺıtica en D, s es real y 0 < p, r < +∞ y C es una constante que depende
de p, r, s (pero no de la función f y el punto z ∈ D).

Ahora se prueba el resultado principal de esta sección.
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Teorema 3.1.4. Sean 0 < p, r < +∞ fijos y sea µ una medida de Borel positiva en D.
Entonces las siguientes son equivalentes

(1) La función Bµ es acotada en D.

(2) La función µ̂r(z) = µ(D(z, r))/|D(z, r)|A es acotada en D.

(3) El espacio de Bergman Ap es un subespacio acotado de Lp(D, dµ).
Demostración. Como

Bµ(z) =
∫
D

(1− |z|2)2

|1− zw|4
dµ(w) ≥

∫
D(z,r)

(1− |z|2)2

|1− zw|4
dµ(w).

(1) ⇒ (2) Supóngase que la función Bµ es acotada en D, entonces existe C > 0 tal que
Bµ(z) ≤ C, para toda z ∈ D. Aśı por el Lema 3.1.1

C ≥
∫
D

(1− |z|2)2

|1− zw|4
dµ(w) ≥

∫
D(z,r)

(1− |z|2)2

|1− zw|4
dµ(w)

≥ 1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

dµ(w) =
1

|D(z, r)|A
µ(D(z, r)) = µ̂r(z),

para toda z ∈ D y esto prueba (2).

(2) ⇒ (3) Supóngase que la función µ̂r(z) es acotada en D, es decir, existe C1 > 0 tal que

µ(D(z, r)) ≤ C1|D(z, r)|A,

para toda z ∈ D. Sea {an}n una sucesión en D tal que satisfaga las condiciones del Lema
3.1.2. Para cada f ∈ Ap,∫

D
|f(z)|p dµ(z) ≤

∞∑
n=1

∫
D(an,r)

|f(z)|p dµ(z)

≤
∞∑
n=1

µ(D(an, r)) sup{|f(z)|p : z ∈ D(an, r)}.

Por los Lemas 3.1.1 y 3.1.3, existe una constante positiva C2 tal que

sup{|f(z)|p : z ∈ D(an, r)} ≤ C2

|D(an, r)|A

∫
D(an,2r)

|f(z)|p dA(z),

para toda n = 1, 2, 3, ...,∫
D
|f(z)|p dµ(z) ≤

∞∑
n=1

µ(D(an, r))
C2

|D(an, r)|A

∫
D(an,2r)

|f(z)|p dA(z)

≤ C1C2

∞∑
n=1

∫
D(an,2r)

|f(z)|p dA(z).
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Puesto que cada punto en D pertenece a lo más a N de los conjuntos D(an, r), se tiene
que

∫
D
|f(z)|pdµ(z) ≤ C1C2N

∫
D
|f(z)|p dA(z)

≤ C∥f∥pp,

para cada f ∈ Ap. Por lo tanto el espacio de Bergman Ap es acotado en Lp(D, dµ).

(3) ⇒ (1) Supóngase que el espacio de Bergman Ap es acotado en Lp(D, dµ), es decir,
existe una constante C > 0 tal que∫

D
|f(z)|p dµ(z) ≤ C

∫
D
|f(w)|p dA(w)

para toda f ∈ Ap. Sean z ∈ D fija y

f(w) =
[ 1− |z|2

(1− zw)2

]2/p
, w ∈ D.

Entonces f es holomorfa en D y además f ∈ Ap. Aśı pues

∫
D

∣∣∣( 1− |z|2

(1− zw)2

)2/p∣∣∣p dµ(z) =

∫
D

(1− |z|2)2

|1− zw|4
dµ(z)

≤ C.

Por lo tanto Bµ(w) ≤ C, es decir, Bµ es acotada en D.

Si una medida positiva µ satisface alguna de las tres condiciones del Teorema 3.1.4, en-
tonces µ debe ser finita, es decir, µ(z) < +∞, para toda z.

Corolario 3.1.5. Sean φ una función no negativa en L1(D, dA), r > 0 y dµ = φ dA.
Entonces las siguientes son equivalentes

(1) Existe C > 0 tal que

(1− |z|2)2
∫
D

φ(w)

|1− zw|4
dA(w) < C,

para cada z ∈ D.

(2) Existe C > 0 tal que

1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

φ(w) dA(w) < C,
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para cada z ∈ D.

(3) Ap es acotado en Lp(D, φdA).

Teorema 3.1.6. Sean 1 < p < ∞ y 0 < r < +∞ fijos. Sea µ una medida positiva de
Borel en D. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) La función Bµ está en C0(D).

(2) La función µ̂r está en C0(D).

(3) Ap ⊂ Lp(D, dµ) y la aplicación inclusión es compacta.

Demostración. (1) ⇒ (2) Supóngase que Bµ está en C0(D), es decir, Bµ(z) → 0 cuando
|z| → 1−. Del Teorema 3.1.5 se tiene

Bµ(z) ≥ µ(D(z, r))/|D(z, r)|A = µ̂r(z) .

Tomando el ĺımite cuando |z| → 1− se tiene el resultado.

(2) ⇒ (3) Supóngase que µ̂r ∈ C0(D), es decir, µ̂r(z) → 0 cuando |z| → 1−. Además
supóngase que fn → 0 converge débilmente en Ap cuando n → ∞. Para obtener (3), basta
probar que fn → 0 en norma en Lp(D, dµ) cuando n → ∞. Sea {an}n, la sucesión del
Lema 3.1.2, entonces |an| → 1− cuando n → ∞. Como µ̂r(z) ∈ C0(D), dado ε > 0, existe
N0 tal que

µ(D(an, r))

|D(an, r)|A
< ε,

para toda n ≥ N0. Como fn converge débilmente a 0 en Ap cuando n → ∞, entonces
existe una constante positiva C tal que

∥fn∥p ≤ C y fn(z) ⇒ 0,

en subconjuntos compactos de D. El resultado deseado se seguirá de la siguiente desigual-
dad

∫
D
|fk(z)|p dµ(z) ≤

∞∑
n=1

∫
D(an,r)

|fk(z)|p dµ(z).

La suma anterior se puede dividir en dos sumas: la primera para 1 ≤ n ≤ N0 y la segunda
para n > N0. Por la prueba de (2) ⇒ (3) en el Teorema 3.1.4 la segunda suma se estima
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por

∞∑
n=N0

∫
D(an,r)

|fk(z)|p dµ(z) ≤ C1

∞∑
n=N0

µ(D(an, r))

|D(an, r)|A

∫
D(an,2r)

|fk(z)|p dA(z)

≤ εC1

∞∑
n=N0

∫
D(an,2r)

|fk(z)|pdA(z)

≤ εC1NCp,

para todo k ≥ 1.

Por otro lado, la primera suma puede hacerse arbitrariamente pequeña eligiendo k lo
suficientemente grande. Puesto que fk → 0 débilmente en Ap, entonces fk(z) → 0 unifor-
memente sobre subconjuntos compactos, luego

ĺım
k→∞

N0−1∑
n=1

∫
D(an,r)

|fk(z)|pdµ(z) = 0.

Como ε es arbitrario se tiene que

ĺım
k→∞

(∫
D
|fk(z)|p dµ(z)

)1/p

= 0,

por lo tanto el operador

i : Ap(D) → Lp(D, dµ)

es compacto.

(3) ⇒ (1) Recordemos que

Bµ(z) =
∫
D
|fz(w)|p dµ(w), z ∈ D,

donde

fz(w) =
[ 1− |z|2

(1− zw)2

]2/p
, z, w ∈ D.

Sea

fan(w) =
[ 1− |an|2

(1− anw)2

]2/p
,
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se prueba que fan converge a 0 débilmente en la norma Ap, es decir ∥fan∥p es acotada y
fan(z) ⇒ 0 en subconjuntos compactos. La función

1

|1− anw|2

es una función continua en D y aśı también lo es en K ⊂ D compacto, por lo que existe
M > 0 tal que fan(w) ≤ M(1 − |an|2), ahora tomando el ĺımite cuando n tiende a ∞ se
tiene que fan → 0. Como los fan ⊂ Ap se tiene que {∥fan∥p} es acotada por 1 para toda
n. Por lo tanto fz = fan converge débilmente a 0 en Ap.

Por lo tanto Bµ(z) → 0, cuando |z| → 1−, pues como por hipótesis i : Ap(D) → Lp(D, dµ)
es compacto, entonces se tiene que∫

D

(1− |an|2)2

|1− anw|4
dµ → 0

cuando n → ∞, que es lo que se queŕıa probar, pues la sucesión {an} es arbitraria.

Corolario 3.1.7. Sean φ una función no negativa en L1(D, dA), r > 0 y dµ = φ dA.
Entonces las siguientes son equivalentes

(1) Cuando |z| → 1−

(1− |z|2)2
∫
D

φ(w)

|1− zw|4
dA(w) → 0,

es decir, está en C0(D).

(2) La función

1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

φ(w) dA(w),

está en C0(D).

(3) Ap ⊂ Lp(D, φdA) y la apliación inclusión es compacta.

Demostración. La prueba es análoga a la del teorema anterior.
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3.2. Espacios BMO y VMO en la Métrica de Bergman

Una caracterización bien conocida del espacio BMO(D) es el Lema de Garsia, el cual dice
que una función f en L2(D) está en el espacio BMO(D) si y sólo si la función

z → 1

2π

∫ 2π

0
P (eit, z)|f(eit)|2dt−

∣∣∣ 1
2π

∫ 2π

0
P (eit, z)f(eit)dt

∣∣∣2
es acotada, donde P (eit, z) es el núcleo de Poisson en z. Un resultado similar se tiene para
funciones en el espacio VMO(D). El propósito de esta sección es desarrollar esta teoŕıa en
la métrica de Bergman.

Recuérdese que para 0 < r < +∞ y z ∈ D, el conjunto D(z, r) es el disco hiperbólico con
centro hiperbólico en z y radio hiperbólico r. Además |D(z, r)|A es el área Euclideana de
D(z, r) dividida entre π.

Para una función f en D, localmente integrable, se define la función promedio f̂r por

f̂r(z) =
1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

f(w) dA(w) para cada z ∈ D.

Si f es cuadrado integrable localmente, entonces se define la oscilación media de f en z
en la métrica de Bergman como

MOr(f)(z) =
[ 1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)
]1/2

.

Para fines prácticos en las pruebas de las Proposiciones 3.2.1, 3.2.4 y del Teorema 3.2.5
hágase

kz(w) =
1− |z|2

(1− zw)2
y D = D(z, r),

donde kz(w) es el núcleo reproductor normalizado de A2(D).

Proposición 3.2.1. Si f es cuadrado integrable localmente, entonces

MOr(f)(z) =
[ 1

2|D(z, r)|2A

∫
D(z,r)

∫
D(z,r)

|f(u)− f(v)|2 dA(u) dA(v)
]1/2

. (3.2)

Demostración. Primero obsérvese que

|f̂r(z)|2 = |f̂r(z)|2
1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

dA(w) =
1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

|f̂r(z)|2 dA(w).



3.2. ESPACIOS BMO Y VMO EN LA MÉTRICA DE BERGMAN 86

Aśı (
MOr(f)(z)

)2
=

1

|D|A

∫
D
|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)

=
1

|D|A

∫
D
|f(w)|2 dA(w)− 1

|D|A

∫
D
f(w)f̂r(z) dA(w)

− 1

|D|A

∫
D
f(w)f̂r(z) dA(w) +

1

|D|A

∫
D
|f̂r(z)|2 dA(w)

=
1

|D|A

∫
D
|f(w)|2 dA(w)− f̂r(z)

1

|D|A

∫
D
f(w) dA(w)

− f̂r(z)
1

|D|A

∫
D
f(w) dA(w) + |f̂r(z)|2

1

|D|A

∫
D

dA(w)

=
1

|D|A

∫
D
|f(w)|2 dA(w)− f̂r(z)f̂r(z)− f̂r(z)f̂r(z) + |f̂r(z)|2

=
1

|D|A

∫
D
|f(w)|2 dA(w)− |f̂r(z)|2 − |f̂r(z)|2 + |f̂r(z)|2

=
1

|D|A

∫
D
|f(w)|2 dA(w)− |f̂r(z)|2

=
1

|D|A

∫
D

(
|f(w)|2 − |f̂r(z)|2

)
dA(w). (3.3)

Y por otra parte se tiene por el teorema de Fubini

1

|D|2A

∫
D

∫
D
|f(u)− f(v)|2 dA(u) dA(v) =

1

|D|2A

∫
D

∫
D
|f(u)|2 dA(u) dA(v)

− 1

|D|2A

∫
D

∫
D
f(u)f(v) dA(u) dA(v)

− 1

|D|2A

∫
D

∫
D
f(u)f(v) dA(u) dA(v)

+
1

|D|2A

∫
D

∫
D
|f(v)|2 dA(u) dA(v)

=
1

|D|A

∫
D
|f(u)|2 dA(u)− f̂r(z)f̂r(z)

− f̂r(z)f̂r(z) +
1

|D|A

∫
D
|f(v)|2 dA(v)

=
2

|D|A

∫
D

(
|f(u)|2 − |f̂r(z)|2

)
dA(u).

Aśı comparando (3.3) y esta última igualdad se tiene lo deseado.

Por el Lema 3.1.1 y el resultado anterior se tiene el siguiente corolario.
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Corolario 3.2.2. Sean r y s números positivos tales que r > s y f una función cuadrado
integrable localmente en D. Entonces existe un número positivo C tal que para todo z ∈ D

MOr(f)(z) ≤ C MOs(f)(z) .

Se denotará por BMOr = BMOr(D) al espacio formado por todas las funciones f cua-
drado integrables localmente, tales que

∥f∥r = sup{MOr(f)(z) : z ∈ D} < +∞.

El resultado principal de esta sección, es que el espacio BMOr es independiente de r y
puede ser descrito en términos de la transformada de Berezin.

Lema 3.2.3. Supóngase que r y s son números positivos y β es la métrica de Bergman en
D. Entonces para una función f definida en D, las siguientes condiciones son equivalentes

(1) Mr = sup{|f(z)− f(w)| : β(z, w) < r} < +∞

(2) Ms = sup{|f(z)− f(w)| : β(z, w) < s} < +∞

(3) |f(z)− f(w)| ≤ C(β(z, w) + 1) para alguna constante positiva C y todo z, w ∈ D.

Demostración. Para realizar esta prueba se verá que (3) ⇒ (2), (2) ⇒ (1) y (1) ⇒ (3).

(3) ⇒ (2) Supóngase que |f(z) − f(w)| ≤ C(β(z, w) + 1) para alguna constante posi-
tiva C y todo z, w ∈ D. Si β(z, w) < s con s ∈ R+, entonces |f(z)− f(w)| ≤ C(s+1) para
todo z, w ∈ D, por lo tanto

Ms = sup{|f(z)− f(w)| : β(z, w) < s} < +∞.

(2) ⇒ (1) Se puede suponer que r < s, aśı pues β(z, w) < r < s. Por lo tanto Mr < Ms <
+∞.

(1) ⇒ (3) La desigualdad deseada es obvia para el caso en el que β(z, w) ≤ r, aśı sólo basta
probar el caso cuando β(z, w) > r. Sean z, w dos puntos fijos en D tales que β(z, w) > r
y sea α(t) con 0 ≤ t ≤ 1 la geodésica de z a w en la métrica hiperbólica. Sea N el
menor número entero mayor o igual a β(z, w)/r o sea N − 1 < β(z, w)/r ≤ N . Sean
0 ≤ tk < tk+1 ≤ 1 y 0 ≤ k ≤ N − 1, tal que a cada tk se le asocia un punto α(tk) del
segmento hiperbólico β(z, w), tal que

β(α(tk), α(tk+1)) =
β(z, w)

N
≤ r,
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de donde

|f(z)− f(w)| ≤
N−1∑
k=1

|f(α(tk))− f(α(tk+1))| ≤ NMr.

Aśı por la elección de N y como r − 2 < r < β(z, r) se tiene

N ≤ β(z, w)

r
+ 1 ≤ 2

r
(β(z, w) + 1).

Aśı,

|f(z)− f(w)| ≤ 2

r
Mr(β(z, w) + 1)

para todo β(z, w) > r.

La métrica de Bergman crece logaŕıtmicamente

β(0, z) =
1

2
log

1 + |z|
1− |z|

; z ∈ D.

De aqúı se sigue que una función f Borel medible la cual satisface cualquiera de las con-
diciones del Lema 3.2.3 está en Lp(D, dA) para todo exponente p positivo y finito. Esto
último se tiene por el Lema 1.3.15.

Ahora se probará el resultado más importante de está sección. Por conveniencia, se intro-
duce para f ∈ L2(D, dA) la siguiente notación

MO(f)(z) =

[
B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2

]1/2
.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz B(|f |2)(z) ≥ |Bf(z)|2 y MO(f)(z) ≥ 0, y aśı la
expresión anterior está bien definida.

Proposición 3.2.4. Para f ∈ L2(D, dA)

MO(f)(z) = (1− |z|2)2
[
1

2

∫
D

∫
D

∣∣∣∣∣ f(u)− f(v)

(1− uz)2(1− vz)2

∣∣∣∣∣
2

dA(u) dA(v)

]1/2
. (3.4)
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Demostración. Por la definición de la transformada de Berezin se tiene

2

(
B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2

)

= B(|f |2)(z)−
∫
D
f(u)|kz(u)|2 dA(u)

∫
D
f(v)|kz(v)|2 dA(v)

−
∫
D
f(u)|kz(u)|2 dA(u)

∫
D
f(v)|kz(v)|2 dA(v) +B(|f |2)(z)

=

∫
D
|f(u)|2|kz(u)|2 dA(u)−

∫
D

∫
D
f(u)f(v)|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

−
∫
D

∫
D
f(u)f(v)|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v) +

∫
D
|f(v)|2|kz(v)|2 dA(v)

=

∫
D

∫
D
|f(u)|2|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)−

∫
D

∫
D
f(u)f(v)|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

−
∫
D

∫
D
f(u)f(v)|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v) +

∫
D

∫
D
|f(v)|2|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

=

∫
D

∫
D

(
|f(u)|2 − f(u)f(v)− f(u)f(v) + |f(v)|2

)
|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

=

∫
D

∫
D
|f(u)− f(v)|2|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v).

Aśı se tiene (3.4).

Obsérvese de 3.4, que el espacio formado por las funciones f ∈ L2(D, dA) tal que

sup
z∈D

MO(f)(z) < ∞

es lineal, y śı f, g ∈ MO entonces

MO(f + g)(z) ≤ MO(f)(z) +MO(g)(z) < ∞.

Teorema 3.2.5. Supóngase que 0 < r < +∞ y que la función f es cuadrado integrable,
localmente en D. Entonces f ∈ BMOr si y sólo si f ∈ L2(D, dA) y la función MO(f) es
acotada en D.

Demostración. ⇐ Por el Lema 3.1.1 existe una constante σ > 0 tal que

|kz(w)|2 ≥
σ

|D(z, r)|A
,

para toda z ∈ D y w ∈ D(z, r). Ahora supóngase que f ∈ L2(D, dA) y que la función
MO(f) es acotada en D. Se probará que f ∈ BMOr(f), es decir,
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∥f∥r = sup{MOr(f)(z) : z ∈ D} < +∞.

Por la fórmula anterior para MO(f) se tiene que,

[MO(f)(z)]2 =
1

2

∫
D

∫
D
|f(u)− f(v)|2|kz(u)|2|kz(v)|2dA(u)dA(v). (3.5)

Ahora por la Proposición 3.2.1

[MOr(f)(z)]
2 =

1

2|D(z, r)|2A

∫
D(z,r)

∫
D(z,r)

|f(u)− f(v)|2dA(u)dA(v).

Aśı se tiene que MO(f)(z) ≥ MOr(f)(z) ya que que si se reduce el dominio de integración
de D a D(z, r) se obtiene que

MO(f)(z) ≥ σ2MOr(f)(z), z ∈ D.

Por lo que la acotación de la función MO(f) implica que f ∈ BMOr puesto que

sup{MOr(f) : z ∈ D} < ∞.

⇒) Supóngase ahora que f ∈ BMOr. Sean r = 2s y f̂s la función promedio de f con
parámetro s. Se escribe f = f1 + f2, donde f1(z) = f̂s(z) y f2(z) = f(z) − f̂s(z). Como
el espacio de funciones f ∈ L2(D, dA) con MO(f) acotado es lineal, será suficiente probar
que f1 y f2 también están en MO.

Primero se observa que

f̂s(z)− f̂s(w) =
1

|D(z, s)|A

∫
D(z,s)

[f(u)− f̂s(w)] dA(u)

ya que

1

|D(z, s)|A

∫
D(z,s)

f̂s(w) dA(u) =
f̂s(w)

|D(z, s)|A

∫
D(z,s)

dA(u) = f̂s(w).

Por otro lado

f̂s(z)− f̂s(w) =
1

|D(z, s)|A|D(w, s)|A

∫
D(z,s)

∫
D(w,s)

[f(u)− f(v)] dA(u) dA(v).

Aśı por la desigualdad de Cauchy-Schwarz aplicada a la integral interior se tiene
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|f̂s(z)− f̂s(w)|2 ≤
1

|D(z, s)|A|D(w, s)|A

∫
D(z,s)

∫
D(w,s)

|f(u)− f(v)|2 dA(u) dA(v).

Si β(z, w) ≤ s, entonces

D(z, s) ⊂ D(z, r) ; D(w, s) ⊂ D(z, r)

y por el Lema 3.1.1

|D(w, s)|A ∼ |D(z, s)|A ∼ |D(z, r)|A .

Entonces existe una constante positiva C tal que

|f̂s(z)− f̂s(w)|2 ≤ C

2|D(z, r)|2A

∫
D(z,r)

∫
D(z,r)

|f(u)− f(v)|2 dA(u) dA(v)

= C[MOr(f)(z)]
2 ≤ C∥f∥2r < ∞, (3.6)

para todos z, w ∈ D con β(z, w) ≤ s, donde se a usado (3.2). Puesto que MOr(f) es
acotado, por el Lema 3.2.3 (3) existe una constante positiva C1 tal que

|f̂s(z)− f̂s(w)| ≤ C1(β(z, w) + 1)

para toda z, w ∈ D. En particular f̂s ∈ L2(D, dA). Ahora

2[MO(f̂s)(z)]
2 =

∫
D

∫
D
|f̂(u)− f̂(v)|2|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

≤ C2
1

∫
D

∫
D
(β(z, w) + 1)2|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v).

Haciendo los cambios de variable λ = φz(u), η = φz(v) y tomando el hecho de que β(z, w)
es Möbius invariante se tiene que

C2
1

∫
D

∫
D
(β(z, w) + 1)2|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v) = C2

1

∫
D

∫
D
(β(λ, η) + 1)2 dA(λ) dA(η),

pero por la Proposición 1.3.15 esta última integral es finita, luego MO(f̂s) es acotada en D.
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Ahora se considera f2 = f − f̂s y por la desigualdad del triángulo se tiene[
|̂f2|2s

]1/2
=

[
1

|D(z, s)|A

∫
D(z,s)

|f(w)− f̂s(w)|2 dA(w)

]1/2

≤

[
1

|D(z, s)|A

∫
D(z,s)

|f(w)− f̂s(z)|2 dA(w)

]1/2

+

[
1

|D(z, s)|A

∫
D(z,s)

|f̂s(z)− f̂s(w)|2 dA(w)

]1/2
.

Por la desigualdad (3.6) el término

[
1

|D(z, s)|A

∫
D(z,s)

|f̂s(z)− f̂s(w)|2dA(w)

]1/2
≤ C∥f∥2r ·

1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

dA(w)

= C∥f∥2r

es acotado con respecto de z. El término que le procede a éste, es también acotado ya que
f ∈ BMOr y

MOs(f)(z) ≤ C2MOr(f)(z), z ∈ D,

lo cual se sigue del Corolario 3.2.2 y la definición de f̂s usada también en la prueba. Ahora
por el Corolario 3.1.5 (tomando φ = |f2|2) la función B(|f2|2) es acotada, lo cual implica
que f2 ∈ L2(D, dA) y que MO(f2) es acotada.

Se sigue del Teorema 3.2.5 que el espacio BMOr es independiente del parámetro r con
0 < r < +∞, pero su norma si cambia con respecto de r. Se escribirá BMO∂ = BMO∂(D)
para denotar el espacio BMOr para cualquier 0 < r < +∞. La nueva notación representa
la independencia del parámetro r. También hace hincapié en el hecho si que una función
f en L2(D, dA) o no, la propiedad de pertenecer a BMO∂ depende de su comportamiento
en la frontera.

Por otra parte, el espacio BMO∂ es un espacio de Banach con la norma

∥f∥ = |Bf(0)|+ sup{MO(f)(z) : z ∈ D} .

Obsérvese que si se omite el término

Bf(0) =

∫
D
f(z) dA(z)
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entonces sólo se tiene una seminorma. La seminorma es Möbius invariante, pero la norma
definida anteriormente no lo es. Se dice que la seminorma

∥f∥∂ = sup{MO(f)(z) : z ∈ D}

es Möbius invariante pues satisface

∥f∥∂ = ∥f ◦ φ∥∂ .

para toda φ : D → D de Möbius. En efecto: obsérvese que

|f(g(z))|2 = (|f |2)(g(z)) = (|f |2 ◦ g)(z),

además por la Proposición 2.1.1 se tiene que

B(f ◦ φ)(z) = (Bf) ◦ φ(z).

Por lo que

B(|f ◦ φ|2)(z) = (B|f |2) ◦ φ(z),

y por otro lado(
B(|f |2)(z)− |B(f)(z)|2

)1/2
=
[
B(|f |2)− |B(f)|2

]1/2
(z).

Por lo tanto

sup
z∈D

(
B(|f ◦ φ|2)(z)− |B(f ◦ φ)(z)|2

)1/2
= sup

z∈D

(
(B|f |2) ◦ φ(z)− |(Bf) ◦ φ(z)|2

)1/2
= sup

z∈D

(
(B(|f |2)− |B(f)|2) ◦ φ(z)

)1/2
= sup

w∈D

(
(B(|f |2)− |B(f)|2)(w)

)1/2
,

y aśı se tiene lo deseado.

Proposición 3.2.6. La seminorma ∥ · ∥∂ es completa en BMO∂.

Demostración. Puesto que 1− |z|2 ≤ 4|1− zw|4 entonces por 3.5∫
D

∫
D
|f(u)− f(v)|2 dA(u) dA(v) ≤ 8∥f∥2∂

para toda f ∈ BMO∂ , se ve que si {fn} es una sucesión de Cauchy en BMO∂ , entonces
la sucesión

Fn(u, v) = fn(u)− fn(v)
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converge en L2(D × D, dA × dA). Como las funciones constantes tienen norma cero en
BMO∂ , se puede asumir que fn(0) = 0 para toda n = 1, 2, · · · . Tomando v = 0 en
Fn(u, v) se concluye que fn(z) converge en L2(D, dA) a alguna función f . Dado ε > 0, se
elige un entero positivo N tal que la integral∫

D

∫
D
|(fn(u)− fm(u))− (fn(v)− fm(v))|2|kz(u)kz(v)|2 dA(u) dA(v) < ε2

para toda z ∈ D y n,m ≥ N . Si m → +∞, entonces∫
D

∫
D
|(fn(u)− f(u))− (fn(v)− f(v))|2|kz(u)kz(v)|2 dA(u) dA(v) ≤ ε2

para todo z ∈ D y n ≥ N . Esto implica que fn − f ∈ BMO∂ y

∥fn − f∥∂ ≤ ε, para toda n ≥ N.

Por lo tanto f = (f − fn) + fn ∈ BMO∂ y fn → f en BMO∂ . Por lo tanto BMO∂ es
completo.

Teorema 3.2.7. Sea H(D) el espacio de las funciones anaĺıticas en D. Entonces

BMO∂ ∩H(D) = B

Demostración. (a) Primero se prueba que BMO∂ ∩H(D) ⊂ B. Puesto que BMO∂ y B
están contenidos en L2(D, dA), considérese una función f ∈ A2(D). Entonces

f ′(0) = 2

∫
D
w(f(w)− f(0)) dA(w) .

En efecto, como

f(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2
dA(w) se tiene f ′(z) = 2

∫
D

f(w)

(1− zw)3
w f(w) dA(w)

y por otro lado por la simetŕıa de D∫
D
w dA(w) =

1

π

∫ 1

0

∫ 2π

0
r e−iθ dθ dr = 0 .

Aśı se tiene

f ′(0) = 2

∫
D
wf(w) dA(w)− 2

∫
D
wf(0) dA(w) = 2

∫
D
w(f(w)− f(0)) dA(w) .

Ahora reemplazando f por f ◦ φz en la igualdad anterior se obtiene

(1− |z|2)f ′(z) = 2

∫
D
w(f ◦ φz(w)− f(z))dA(w).
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Luego por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(1− |z|2)2|f ′(z)|2 ≤ 4

∫
D
|f ◦ φz(w)− f(z)|2dA(w)

para todo z ∈ D. Como

|f ◦ φz(w)− f(z)|2 = |f ◦ φz(w)|2 − f ◦ φz(w)f(z)− f ◦ φz(w)f(z) + |f(z)|2

y Bf = f para f anaĺıtica se tiene∫
D
|f ◦ φz(w)− f(z)|2 dA(w) =

∫
D
|f ◦ φz(w)|2 dA(w)−

∫
D
f ◦ φz(w)f(z) dA(w)

+

∫
D
f ◦ φz(w)f(z) dA(w) +

∫
D
|f(z)|2 dA(w)

= B(|f |2)(z)− (Bf(z))f(z)− (Bf(z))f(z) + |f(z)|2

= B(|f |2)(z)− f(z)f(z)− f(z)f(z) + |f(z)|2

= B(|f |2)(z)− |f(z)|2

= B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2 .

Resumiendo ∫
D
|f ◦ φz(w)− f(z)|2dA(w) = B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2.

Por lo tanto

(1− |z|2)2|f ′(z)|2 ≤ 4
(
B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2

)
,

y aśı

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ 2
(
B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2

)1/2
= 2MO(f)(z)

< C < ∞

pues f ∈ BMO∂ . Luego se ha probado

BMO∂ ∩H(D) ⊂ B.

(b) Ahora se prueba que BMO∂ ∩H(D) ⊃ B. Sea f ∈ B, entonces por el Teorema 1.3.14
existe una constante positiva C tal que

|f(z)− f(w)| ≤ Cβ(z, w),
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para cada z, w ∈ D. Esto último, junto con la fórmula integral para B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2
y el Lema 1.3.15 se utiliza para obtener el resultado deseado. Como

(MO(f)(z))2 = B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2

=

∫
D
|f ◦ φz(w)− f(z)|2 dA(w)

≤
∫
D
C(β(φz(w), z))

2 dA(w)

=

∫
D
C(β(φz(w), φz(0)))

2 dA(w)

=

∫
D
C(β(w, 0))2 dA(w) ,

y esta última integral es finita por Lema 1.3.15. Por lo tanto f ∈ BMO∂ ∩H(D). Luego

B ⊂ BMO∂ ∩H(D).

Se denotará por VMOr el espacio de las funciones f en D cuadrado integrables localmente,
tales que

MOr(f)(z) → 0 cuando |z| → 1−.

Dicho espacio está contenido en el espacio BMOr. En efecto, sea f ∈ VMOr, es decir,

ĺım
|z|→1−

( 1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)
)1/2

= 0 .

Entonces dado ε > 0 existe 0 < R < 1 tal que si R < |z| < 1( 1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)
)1/2

< ε.

Por otra parte si |z| ≤ R, entonces |z|2 ≤ R2 y 1− |z|2 ≥ 1−R2. Luego

1

|D(z, r)|A
∼ 1

(1− |z|2)2
≤ 1

(1−R2)2

y existe K ⊂ D compacto tal que D(z, r) ⊂ K para cada z ∈ B(R). Ahora obsérvese que
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|f̂r(z)| =
∣∣∣ 1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

f(w) dA(w)
∣∣∣

≤ C

(1−R2)2

∫
K
|f(w)| dA(w)

≤ C

(1−R2)2
∥f∥K .
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Por lo tanto( 1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)
)1/2

≤
( 1

(1−R2)2

∫
K
|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)

)1/2
≤ 1

(1−R2)2

[ ∫
K
|f(w)|2 dA(w)

]1/2
+

1

(1−R2)2

[ ∫
K
|f̂r(z)|2 dA(w)

]1/2
< C < ∞ .

Aśı se tiene que f ∈ BMOr.

Teorema 3.2.8. Sean f ∈ H(D) y 0 < r < 1, entonces∫
B(r)

|f ′(z)|2 log
r

|z|
dA(z) ≤ 16

9

∫
B(r)

|f ′(z)|2 (1− |z|2) dA(z). (3.7)

Demostración. Pasando a coordenadas polares con z = ζeiθ en (3.7) se tiene que mostrar
que∫ r

0

(∫ 2π

0
|f ′(ζeiθ)|2 dθ

)
ζ log

r

ζ
dζ ≤ 16

9

∫ r

0

(∫ 2π

0
|f ′(ζeiθ)|2 dθ

)
ζ
(
1− ζ2

r2

)
dζ.

Como |f ′(z)|2 es subarmónica, entonces si 0 < ζ < ζ ′ < 1

h(ζ) =

∫ 2π

0
|f ′(ζeiθ)|2 dθ ≤

∫ 2π

0
|f ′(ζ ′eiθ)|2 dθ = h(ζ ′) .

Para que se cumpla (3.7) será suficiente mostrar que∫ r

0
h(ζ) ζ log

r

ζ
dζ ≤ 16

9

∫ r

0
h(ζ) ζ

(
1− ζ2

r2

)
dζ.

Un cálculo directo muestra que∫ r

0
ζ log

r

ζ
dζ =

16

9

∫ r

r/2

(
1− ζ2

r2

)
dζ.

Sea t < r
2 entonces∫ r

0
h(ζ) ζ log

r

ζ
dζ =

∫ t

0
h(ζ) ζ log

r

ζ
dζ +

∫ r

t
h(ζ) ζ log

r

ζ
dζ

≤ h(t)

∫ t

0
ζ log

r

ζ
dζ +

∫ r

t
h(ζ) ζ log

r

ζ
dζ . (3.8)
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Se observa que ∫ t

0
ζ log

r

ζ
dζ <

∫ r

t

(
16

9
ζ
(
1− ζ2

r2

)
− ζ log

r

ζ

)
dζ

pues ∫ r

0
ζ log

r

ζ
dζ <

16

9

∫ r

t
ζ
(
1− ζ2

r2

)
dζ .

Ya que h es creciente, (3.8) se estima por∫ r

0
h(ζ) ζ log

r

ζ
dζ ≤ h(t)

∫ r

t

(
16

9
ζ
(
1− ζ2

r2

)
− ζ log

r

ζ

)
dζ +

∫ r

t
h(ζ) ζ log

r

ζ
dζ

≤ 16

9

∫ r

t
h(ζ) ζ

(
1− ζ2

r2

)
dζ ≤ 16

9

∫ r

0
h(ζ) ζ

(
1− ζ2

r2

)
dζ

y aśı se prueba (3.7).

El siguiente resultado se usará para mostrar el Teorema 3.2.10.

Lema 3.2.9. Para toda f ∈ H(D)∫
D
|f(z)− f(0)|2 dA(z) ≤ 32

9

∫
D
(1− |z|2)2|f ′(z)|2 dA(z) .

Demostración. Sin pérdida de generalidad supóngase que la integral de la derecha es
finita. Usando el Teorema de Green (ver Teorema 3.3.13 en Ápendice) se tiene que∫

|z|<r
|f ′(z)|2 log r

|z|
dA(z) =

1

4π

∫ 2π

0
|f(reiθ)− f(0)|2 dθ,

además por el Teorema 3.2.8∫
|z|<r

|f ′(z)|2 log r

|z|
dA(z) ≤ 16

9

∫
|z|<r

|f ′(z)|2
(
1−

∣∣∣z
r

∣∣∣2) dA(z) .

Ahora integrando la anterior desigualdad con respecto de r dr se obtiene

1

4π

∫ 1

0
r dr

∫ 2π

0
|f(reiθ)− f(0)|2 dθ ≤ 16

9

∫ 1

0
r dr

∫
|z|<r

|f ′(z)|2
(
1−

∣∣∣z
r

∣∣∣2) dA(z),

ó ∫
D
|f(z)− f(0)|2 dA(z) ≤ 32

9

∫
D
[1− |z|2 + |z|2 log |z|2]|f ′(z)|2 dA(z),
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pues por el teorema de Fubini∫ 1

0
r dr

∫
|z|<r

|f ′(z)|2
(
1−

∣∣∣z
r

∣∣∣2) dA(z) =

∫
D

∫ 1

|z|
|f ′(z)|2 r

(
1−

∣∣∣z
r

∣∣∣2) dr dA(z)

=

∫
D
|f ′(z)|2

∫ 1

|z|
r
(
1−

∣∣∣z
r

∣∣∣2) dr dA(z)

=

∫
D
|f ′(z)|2

(1
2
− |z|2

2
+

1

2
|z|2 log |z|2

)
dA(z)

=
1

2

∫
D
|f ′(z)|2

(
1− |z|2 + |z|2 log |z|2

)
dA(z).

Como log t ≤ t− 1 para 0 < t ≤ 1 entonces

1− |z|2 + |z|2 log |z|2 ≤ (1− |z|2)2,

por lo tanto ∫
D
|f(z)− f(0)|2 dA(z) ≤ 32

9

∫
D
|f ′(z)|2(1− |z|2)2 dA(z).

Se escribirá VMO∂ = VMO∂(D) para representar el espacio VMOr para cualquier
0 < r < +∞. El espacio VMO∂ es un subespacio completo y por tanto cerrado de
BMO∂ y además VMO∂ contiene al espacio C(D).

Teorema 3.2.10. Sea f ∈ H(D). Entonces f ∈ VMO∂ si y sólo si f ∈ B0.

Demostración. Reemplazando f por f ◦ φw en el Lema 3.2.9 se obtiene

B(|f |2)(w)− |Bf(w)|2 =

∫
D
|f ◦ φw(z)− f(w)|2 dA(z)

=

∫
D
|f ◦ φw(z)− f ◦ φw(0)|2 dA(z)

≤ 32

9

∫
D

∣∣∣(f ◦ φw

)′
(z)
∣∣∣2(1− |z|2)2 dA(z)

=
32

9

∫
D

∣∣∣f ′(φw(z)
)∣∣∣2|φ′

w(z)|2(1− |z|2)2 dA(z)

=
32

9

∫
D

∣∣∣f ′(φw(z)
)∣∣∣2 (1− |w|2)2(1− |z|2)2

|1− zw|4
dA(z)

=
32

9

∫
D

(
1−

∣∣φw(z)
∣∣2)2∣∣∣f ′(φw(z)

)∣∣∣2 dA(z).

Tomando el cambio de variable λ = φw(z) se tiene que∫
D

(
1−

∣∣φw(z)
∣∣2)2∣∣∣f ′(φw(z)

)∣∣∣2 dA(z) =

∫
D
|f ′(λ)|2 (1− |w|2)2(1− |λ|2)2

|1− wλ|4
dA(λ)
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Si f ∈ B0 existe R > 0 con R < |λ| < 1 tal que

(1− |λ|2)2|f ′(λ)|2 < ε,

aśı ∫
R<|λ|<1

|f ′(λ)|2(1− |λ|2)2|φ′
w(λ)|2 dA(λ) <

∫
R<|λ|<1

ε |φ′
w(λ)|2 dA(λ) < ε.

Por otra parte en B(R) se tiene que |1− λw| ≥ (1−R2)4 y aśı

(1− |w|2)2

(1−R2)4

∫
B(R)

|f ′(λ)|2(1− |λ|2)2 dA(λ) −→ 0,

cuando |w| → 1−. Por lo tanto

B(|f |2)(w)− |Bf(w)|2 −→ 0

cuando |w| → 1− y aśı

f ∈ VMO∂(D).

Ahora supóngase que f ∈ VMO∂(D) ⊂ BMO∂ ⊂ B. Aśı por la fórmula de reproductora
del núcleo de Bergman, para cada f se tiene que

f(z)− f(0) =

∫
D

f(w)− f(0)

(1− zw)2
dA(w).

Derivando en ambos lados de la igualdad anterior

f ′(z) =

∫
D

2w(f(w)− f(0))

(1− zw)3
dA(w).

Si z = 0, entonces

|f ′(0)|2 ≤ 4

∫
D
|f(w)− f(0)|2 dA(w).

Reemplazando f por f ◦ φz en la desigualdad anterior

(1− |z|2)2|f ′(z)|2 ≤ 4

∫
D
|f ◦ φz(w)− f(z)|2 dA(w)

= 4
(
B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2

)
,

para z ∈ D. Como f ∈ VMO∂(D) entonces

f ∈ B0.
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3.3. Una estimación de Lipschitz

Sea α(t) una curva suave en D. Si s(t) es la longitud de arco de α(t) en la métrica de
Bergman, entonces

ds

dt
=

|α′(t)|
1− |α(t)|2

.

Para un punto a ∈ D, se denotará por Πa a la proyección ortogonal de rango uno de A2

sobre el subespacio unidimensional generado por Ka, donde

Ka(z) =
1− |a|2

(1− az)2
; para cada z ∈ D,

el cual es un vector unitario en A2(D). En términos concretos

⟨Kα(t),Kα(t)⟩ =

∫
D
Kα(t)(w)Kα(t)(w) dA(w)

=

∫
D

∣∣∣Kα(t)(w)
∣∣∣2 dA(w)

= 1.

y como f es anaĺıtica

Πaf = ⟨f,Ka⟩Ka = (1− |a|2)f(a)Ka.

Lema 3.3.1. Sean α(t) una curva suave en D y s(t) la longitud de arco de α(t) en la
métrica de Bergman. Entonces

ds

dt
=

1√
2

∥∥∥(I −Πα(t)

)( d
dt
Kα(t)

)∥∥∥,
donde ∥ · ∥ es la norma en A2(D) y I es el operador identidad.

Demostración. Obsérvese que

Kα(t)(z) =
1− |α(t)|2

(1− α(t)z)2
; para cada z ∈ D.

Aśı

d

dt
Kα(t)(z) =

d

dt

[ 1− |α(t)|2

(1− α(t)z)2

]
=

d

dt

[1− α(t)α(t)

(1− α(t)z)2

]
=

−α′(t)α(t)(1− α(t)z)2 − α(t)α′(t)(1− α(t)z)2

(1− α(t)z)4

− 2(1− α(t)α(t))(1− α(t)z)(−α′(t)z)

(1− α(t)z)4

= −α′(t)α(t) + α(t)α′(t)

(1− α(t)z)2
+

2α′(t)(1− |α(t)|2)z
(1− α(t)z)3

.
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Ahora por un cálculo directo, se tiene que

Πα(t)

( d

dt
Kα(t)

)
(z) =

−α′(t)α(t) + α(t)α′(t)

(1− α(t)z)2
.

En efecto:

Πα(t)

( d

dt
Kα(t)

)
(z)

= (1− |α(t)|2)
( d

dt
Kα(t)

)
(α(t))Kα(t)(z)

= (1− |α(t)|2)
[
− α′(t)α(t) + α(t)α′(t)

(1− α(t)α(t))2
+

2α′(t)(1− |α(t)|2)α(t)
(1− α(t)α(t))3

][ 1− |α(t)|2

(1− α(t)z)2

]
=

(1− |α(t)|2)2

(1− α(t)z)2

[
− α′(t)α(t) + α(t)α′(t)

(1− |α(t)|2)2
+

2α(t)α′(t)

(1− |α(t)|2)2
]

=
1

(1− α(t)z)2

[
− α′(t)α(t)− α(t)α′(t) + 2α(t)α′(t)

]
=

α(t)α′(t)− α′(t)α(t)

(1− α(t)z)2
.

Por lo que al realizar la diferencia se obtiene directamente(
I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)
(z) =

2α′(t)(z − α(t))

(1− α(t)z)3
.

Por otra parte

∥∥∥(I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)∥∥∥2 =

∥∥∥∥∥2α′(t)(z − α(t))

(1− α(t)z)3

∥∥∥∥∥
2

=

∫
D

∣∣∣2α′(t)(z − α(t))

(1− α(t)z)3

∣∣∣2 dA(z)

=

∫
D

4|α′(t)|2|z − α(t)|2

|1− α(t)z|2|1− α(t)z|4
dA(z)

=
4|α′(t)|2

(1− |α(t)|2)2

∫
D

∣∣∣ z − α(t)

1− α(t)z

∣∣∣2∣∣∣Kα(t)(z)
∣∣∣2 dA(z),

donde Kα(t)(z) =
1− |α(t)|2

(1− α(t)z)2
. Aśı tomando el cambio de variable dado por

w =
α(t)− z

1− α(t)z
⇒ z =

α(t)− w

1− α(t)w
,
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entonces

Kα(t)(z) = Kα(t)

( α(t)− w

1− α(t)w

)
=

1− |α(t)|2(
1− α(t)

( α(t)−w

1−α(t)w

))2
=

(1− α(t)w)2

1− |α(t)|2
=

1

Kα(t)(w)
,

y se tiene que∥∥∥(I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)∥∥∥2 =
4|α′(t)|2

(1− |α(t)|2)2

∫
D

∣∣∣Kα(t)(w)
∣∣∣2 1∣∣∣Kα(t)(w)

∣∣∣2 |w|2 dA(w)

=
4|α′(t)|2

(1− |α(t)|2)2

∫
D
|w|2 dA(w) =

2|α′(t)|2

(1− |α(t)|2)2
,

pues ∫
D
|w|2 dA(w) =

1

2
.

Por lo tanto ∥∥∥(I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)∥∥∥ =

√
2|α′(t)|

1− |α(t)|2
=

√
2
ds

dt
,

y de aqúı se sigue el resultado.

Teorema 3.3.2. Sea α(t) una curva suave en D y sea s(t) la longitud de arco de α(t) en
la métrica de Bergman. Entonces para cualquier f ∈ BMO∂ se tiene que∣∣∣ d

dt
Bf(α(t))

∣∣∣ ≤ 2
√
2MO(f)(α(t))

ds

dt
.

Demostración. Obsérvese que

Bf(α(t)) =

∫
D
f(w)

∣∣∣Kα(t)(w)
∣∣∣2 dA(w). (3.9)

Por otra parte puesto que

Kα(t)(w) =
1− |α(t)|2

(1− α(t)w)2
y Kα(t)(w) =

1− |α(t)|2

(1− α(t)w)2
,

se tiene al derivar con respecto a t

K ′
α(t)(w) = −α′(t)α(t) + α(t)α′(t)

(1− α(t)w)2
+

2wα′(t)(1− |α(t)|2)
(1− α(t)w)3
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y al tomar conjugados

K ′
α(t)(w) = −α′(t)α(t) + α(t)α′(t)

(1− α(t)w)2
+

2wα′(t)(1− |α(t)|2)
(1− α(t)w)3

.

Resumiendo

d

dt

[
Kα(t)(w)Kα(t)(w)

]
= K ′

α(t)(w)Kα(t)(w) +Kα(t)(w)K
′
α(t)(w)

= K ′
α(t)(w)Kα(t)(w) +Kα(t)(w)K

′
α(t)(w)

= 2Re
[( d

dt
Kα(t)(w)

)
Kα(t)(w)

]
.

Ahora diferenciando bajo el signo integral a (3.9) y por el cálculo anterior se tiene

d

dt
Bf(α(t)) =

∫
D
f(w)

d

dt

∣∣∣Kα(t)(w)
∣∣∣2 dA(w)

= 2

∫
D
f(w)Re

[( d

dt
Kα(t)(w)

)
Kα(t)(w)

]
dA(w). (3.10)

También

d

dt
⟨Kα(t),Kα(t)⟩ =

∫
D

d

dt

∣∣∣Kα(t)(w)
∣∣∣2 dA(w)

= 2

∫
D
Re
[( d

dt
Kα(t)(w)

)
Kα(t)(w)

]
dA(w)

= 2Re ⟨ d
dt
Kα(t),Kα(t)⟩.

Como
d

dt
⟨Kα(t),Kα(t)⟩ =

d

dt
(1) = 0 se tiene que

Re ⟨ d
dt
Kα(t),Kα(t)⟩ = 0.

Usando esta última igualdad y la fórmula

Πα(t)

( d

dt
Kα(t)

)
= ⟨ d

dt
Kα(t),Kα(t)⟩Kα(t); α(t) ∈ D,

se tiene que

Re
[
Πα(t)

( d

dt
Kα(t)

)
(w)Kα(t)(w)

]
= Re

[
⟨ d
dt
Kα(t),Kα(t)⟩

∣∣∣Kα(t)(w)
∣∣∣2]

=
∣∣∣Kα(t)(w)

∣∣∣2Re⟨ d
dt
Kα(t),Kα(t)⟩

= 0.
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Aśı se reescribe (3.10) como:

d

dt
Bf(α(t)) = 2

∫
D
f(w)Re

[( d

dt
Kα(t)

)
(w)Kα(t)(w)

]
dA(w)

= 2

∫
D
f(w)Re

[(
I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)
(w)Kα(t)(w)

]
dA(w).

Por otro lado ∫
D

(
I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)
(w)Kα(t)(w) dA(w)

=
⟨(

I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)
,Kα(t)

⟩
=

⟨ d

dt
Kα(t),Kα(t)

⟩
−
⟨
Πα(t)

( d

dt
Kα(t)

)
,Kα(t)

⟩
=

⟨ d

dt
Kα(t),Kα(t)

⟩
−
⟨⟨ d

dt
Kα(t),Kα(t)

⟩
Kα(t),Kα(t)

⟩
=

⟨ d

dt
Kα(t),Kα(t)

⟩
−
⟨ d

dt
Kα(t),Kα(t)

⟩⟨
Kα(t),Kα(t)

⟩
=

⟨ d

dt
Kα(t),Kα(t)

⟩
−
⟨ d

dt
Kα(t),Kα(t)

⟩
= 0.

Por lo tanto∣∣∣ d
dt
Bf(α(t))

∣∣∣ =
∣∣∣2∫

D

(
f(w)−Bf(α(t))

)
Re
(
I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)
(w)Kα(t)(w) dA(w)

∣∣∣
≤

∣∣∣ d
dt
Bf(α(t))

∣∣∣ ≤ 2

∫
D

∣∣∣f(w)−Bf(α(t))
∣∣∣∣∣∣Kα(t)(w)

∣∣∣∣∣∣(I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)
(w)
∣∣∣ dA(w).

Aśı por la desigualdad de Cauchy-Schwarz∣∣∣⟨(f(w)−Bf(α(t))
)(

Kα(t)

)
,
(
I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)⟩∣∣∣
≤

∥∥∥(f(w)−Bf(α(t))
)(

Kα(t)

)∥∥∥1/2∥∥∥(I −Πα(t)

)( d

dt
Kα(t)

)∥∥∥1/2
y de aqúı∣∣∣ d

dt
Bf(α(t))

∣∣∣ ≤ 2
√
2

|α′(t)|
(1− |α(t)|2)

(∫
D

∣∣∣f(w)−Bf(α(t))
∣∣∣2∣∣∣Kα(t)(w)

∣∣∣2 dA(w)
)1/2

= 2
√
2

|α′(t)|
(1− |α(t)|2)

.

Corolario 3.3.3. Para f ∈ BMO∂ se tiene que∣∣∣Bf(z)−Bf(w)
∣∣∣ ≤ 2

√
2∥f∥BMOβ(z, w)

para todo z, w ∈ D, donde

∥f∥BMO = sup{MO(f)(z) : z ∈ D}.
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Demostración. Sean z, w ∈ D fijos y sea α(t) la geodésica de z a w en la métrica de
Bergman con 0 ≤ t ≤ 1. Por el teorema fundamental del cálculo y el Teorema 3.3.2 se
tiene que ∣∣∣Bf(z)−Bf(w)

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫ 1

0

d

dt
Bf(α(t)) dt

∣∣∣
≤

∫ 1

0
2
√
2MO(f)(α(t))

ds

dt
dt

= 2
√
2∥f∥BMO

∫ 1

0

ds

dt
dt

= 2
√
2∥f∥BMOβ(z, w).



Apéndice

Teorema 3.3.4 (Fubini). Sean (X,A, µ) y (Y,B, ν) dos espacios de medida completos y
f una función integrable en X × Y . Entonces

(i) Para casi todo x, la función fx definida por fx(y) = f(x, y) es una función integrable
en Y .

(i’) Para casi todo y, la función fy definida por fy(x) = f(x, y) es una función integrable
en X.

(ii)
∫
Y f(x, y)dν es una función integrable en X.

(ii’)
∫
X f(x, y)dµ es una función integrable en Y .

(iii)
∫
X [
∫
Y fdν]dµ =

∫
X×Y fd(ν × µ) =

∫
Y [
∫
X fdµ]dν

Teorema 3.3.5. Sea ⟨fn⟩ una sucesión de funciones medibles no negativas que convergen
c.d. a una función f y supóngase que fn ≤ f para toda n. Entonces∫

f = ĺım
n→∞

∫
fn.

Teorema 3.3.6 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue). Supóngase que
{fn} es una sucesión de funciones complejas medibles en X tales que existe

f(x) = ĺım
n→∞

fn(x)

para todo x ∈ X. Si existe una función g ∈ L1(µ) tal que

|fn(x)| ≤ g(x) (n = 1, 2, 3, ...;x ∈ X),

entonces f ∈ L1(u)

ĺım
n→∞

∫
X
|fn − f |dµ = 0,

y

ĺım
n→∞

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµ.
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Teorema 3.3.7. Sea f(z) una función holomorfa definida en un conjunto abierto ω y toma
valores en un espacio de Banach X con norma | · |X . Entonces cada una de las funciones
log |f(z)|x, log+ |f(z)| = máx(log |f(z)|x, 0) y |f(z)|px con 0 < p < ∞ es subarmónica en
ω.

Teorema 3.3.8 (Cálculo funcional de Riesz). Sea A un álgebra de Banach con identidad
y sea a ∈ A.

(a) El mapeo f 7→ f(a) de Hol(a) → A es un homomorfismo de álgebras.

(b) Si f(z) =
∑+∞

k=0 αkz
k tiene radio de convergencia mayor a r(a), entonces f ∈ Hol(a)

y f(a) =
∑+∞

k=0 αka
k.

(c) Si f(z) = 1, entonces f(a) = 1 = e.

(d) Si f(z) = z para toda z, entonces f(a) = a.

(e) Si f1, ..., fn son anaĺıticas en G, σ(a) ⊂ G y fn(z) → f(z) uniformemente sobre
compactos de G entonces ∥fn(a)− f(a)∥ → 0 cuando n → ∞.

Teorema 3.3.9 (Teorema Espectral). Si a ∈ A y f ∈ Hol(a) entonces

σ(f(a)) = f(σ(a)).

Teorema 3.3.10 (Principio del argumento). Sea f una función meromorfa en G con
polos p1, p2, ..., pm y ceros z1, z2, ..., zn contando multiplicidades. Si γ es una curva cerrada
rectificable en G con γ homologa a cero y que no pasa a traves de p1, p2, ..., pm; z1, z2, ..., zn
entonces

1

2π

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
k=1

η(γ; zk)−
m∑
j=1

η(γ; pj),

donde η(γ; a) es el ı́ndice de γcon respecto al punto a.

Definición 3.3.11. La función Gamma es definida por la fórmula

Γ(z) =

∫ ∞

0
e−ttz−1 dt, Re z > 0,

donde la variable compleja z tiene parte real positiva Re z. La función Gamma se extiende
holomorfamente a C\ {0,−1,−2,−3, ...}.

Proposición 3.3.12. La función Gamma satisface las siguientes propiedades

(a) Γ(z + 1) = zΓ(z).

(b) Γ(z)Γ(z − 1) = π
sen (πz) .

(c) Si n ∈ N entonces

Γ(n+ 1) = n! .
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(a) Si Rex > 0 y Rex > 0 entonces∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1 dt =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Teorema 3.3.13 (De Green). Supóngase que Ω es un dominio en el plano complejo cuya
frontera ∂Ω consiste de un número finito de curvas suaves. Si u y v tienen segunda derivada
continua en Ω, la clausura de Ω, entonces∫

Ω

(
v∆u− u∆v

)
dA =

1

2

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds,

donde ∂/∂n es la derivada normal interior y ds es la longitud de arco en ∂Ω.

Lema 3.3.14. Sea g(eit) ∈ L1(T), y si g(0) = (1/2π)
∫ 2π
0 g(θ) dθ es su valor medio,

entonces

1

π

∫
D
|∇g(z)|2 log 1

|z|
dA(z) =

1

2π

∫ 2π

0
|g(eit)− g(0)|2 dθ.



Conclusiones

(1) Las funciones en los espacios de Bergman tienen un crecimiento controlado sobre
subconjuntos compactos del disco unitario D. Aśı pues toda función en dichos espa-
cios se puede aproximar por sus dilataciones.

(2) El teorema de estimación integral junto con el lema de Schur se convierten en una
herramienta muy útil para la acotación de ciertos operadores integrales. Estas estima-
ciones permiten estudiar y obtener propiedades la proyección de Bergman ponderada
en los espacios Lp(D, dA) para 1 ≤ p < ∞.

(3) Las funciones anaĺıticas en el espacio de Bloch B están estrechamente relacionadas
con la métrica de Bergman β, pues dichas funciones se pueden caracterizar a partir
de dicha métrica. Estás funciones satisfacen una condición de Lipschitz con respecto
de la métrica de Bergman.

(4) Los espacios duales para los espacios de Bergman Ap
α(D) cuando 1 < p < ∞ resultan

ser los espacios Aq
α(D) con p−1 + q−1 = 1. Para el caso cuando 0 < p ≤ 1 el dual de

Ap
α(D) coincide con el espacio de Bloch B.

(5) Los puntos fijos de la transformada de Berezin son las funciones armónicas. Puesto
que la parte real e imaginaria de una función anaĺıtica son armónicas entonces la
transformada de Berezin de una función anaĺıtica coincide con ella misma.

(6) A partir de las medidas de Carleson se puede caracterizar a las espacios de Bergman,
es decir, si µ es una medida de Carleson acotada en D entonces el espacio de Bergman
Ap(D) es un subespacio acotado de Lp(D, dµ).
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(7) Los espacios BMO y VMO pueden ser caracterizados a partir de la tranformada de
Berezin. Además la parte anaĺıtica de los espacios BMO y VMO coincide con los
espacios de Bloch B y Bloch pequeño B0 respectivamente.

(8) La métrica Euclideana de la transformada de Berezin de las funciones en los espacios
BMO están acotadas por la métrica de Bergman.

(9) El objetivo de este trabajo fue presentar de manera detallada los conceptos básicos
de los espacios de Bergman y algunos tópicos sobre estos espacios.

(10) El escrito refleja expĺıcitamente la estrecha relación que hay entre el análisis fun-
cional, la teoŕıa de operadores, la variable compleja y la geometŕıa hiperbólica para
soportar la aproximación al estudio de la teoŕıa de los espacios de Bergman presen-
tada en este trabajo.



Perspectivas

(1) Profundizar el estudio de los resultados recientes en la teoŕıa de los espacios de
Bergman en una y varias variables complejas.

(2) Redactar en forma detallada resultados relevantes como: Ap
α funciones interiores,

divisores contractivos de cero en Ap, el problema extremal, conjuntos de ceros y
subespacios invariantes.

(3) Un proyecto inmediato será el estudio de las clases de funciones f : D → C holomorfas
tales que

sup
a∈D

∫
D
|f(z)|p gs(z, a) dAα(z) < ∞,

donde g(z, a) = ln 1
|φz(a)| y 0 < s < ∞. Esta es una clase ponderado de Bergman y

una de las primeras preguntas es estudiar su relación con el espacio de Bergman Ap
α.

(4) Un proyecto de investigación más ambicioso es el estudio de los espacios de Bergman
para funciones con valores cuaternionicos. Donde uno de los objetivos seŕıa replicar
los resultados ya conocidos en la teoŕıa de los espacios de Bergman en variable com-
pleja.

(5) Difundir este trabajo entre las diversas instituciones de nuestro páıs para poder
fortalecer el estudio de esta rama de las matemáticas.
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