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Resumen

El presente trabajo es un estudio sobre uno de los espacios ponderados de funciones
analiticas mas importantes: el llamado espacio de Bergman. Se presentan algunas de sus
propiedades y la relacién que tiene con otros espacios de funciones.

En el primer capitulo se definen los espacios de Bergman y se estudian las propieda-
des basicas de dichos espacios. A continuacién para un mejor estudio de la proyeccion de
Bergman se usan una estimacién integral y el lema de Schur para obtener un resultado
muy general para operadores acotados en ciertos espacios LP. La mayoria de las pruebas
relativas a los espacios de Bergman pesados se basan en cédlculos explicitos con el ntucleo
reproductor y su operador asociado. Finalmente mediante un operador fraccionario de
derivacién se ve el papel relevante que juegan los espacios de Bloch en la teoria de los
espacios de Bergman, pues representan a los espacios duales para exponentes pequenos
(0 < p < 1). También se dan algunas caracterizaciones entre los espacios de Bloch relati-
vas a la métrica de Bergman.

El propésito del segundo capitulo es estudiar algunas de las propiedades algebraicas
y analiticas mas relevantes referentes a la transformada de Berezin. El resultado princi-
pal que se muestra en este capitulo es que una funcién f € L'(D,dA) es fijada por la
transformada de Berezin si y sélo si f es arménica. Este resultado es consecuencia de una
aplicacién elegante del teorema del calculo funcional de Riesz y el teorema espectral.

En la parte final se introduce el concepto de las medidas de Carleson para los espa-
cios de Bergman ponderados, ademas se estudia lo esencial que son estas medidas en los
espacios tipo BMO y VMO en el disco, definiendo los promedios usando la métrica de
Bergman. Se obtiene una caracterizacién de estos espacios en términos de la transformada
de Berezin. Ademds se muestra que la parte analitica de los espacios BMO coincide con el
espacio de Bloch. Por 1ltimo se da un elegante resultado de Coburns L. A. que establece
que la transformada de Berezin de cualquier operador lineal acotado satisface una fuerte
condicion de Lipschitz en términos de la métrica de Bergman.
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Introduccion

Uno de los objetivos fundamentales del Anélisis Funcional es el estudio de algunas de
las propiedades de las familias de funciones en su dominio de definicién, por ejemplo: en
base a su continuidad, diferenciabilidad, integrabilidad, alguna caracteristica geométrica
o sus valores limite al aproximarse a la frontera, etc. y con ello por similitud establecer
clases de funciones, las cuales en muchos casos llegan ademds a constituir algin tipo de
espacios de funciones.

Gracias al Teorema de Mapeo de Riemman del Anélisis Complejo, muchas veces basta
estudiar la familia de funciones analiticas en el disco unitario para saber cual es su com-
portamiento en cualquier dominio simplemente conexo distinto de C, como sucede en el
caso de las propiedades conformemente invariantes.

El estudio de los espacios de Bergman se remonta al ano 1950, cuando Stefan Bergman
publicé su monografia titulada The Kernel Function and Conformal Mapping, en el
cual desarrolla la teoria de los espacios de Hilbert de funciones analiticas sobre un dominio
Q en el plano. El trabajo de Bergman se centro en el estudio del espacio de las funciones
analiticas, cuadrado integrables sobre un dominio {2, con respecto a la medida de area de
Lebesgue. Esta teoria se apoy6 en la existencia de una funcién nicleo reproductor, la cual
hoy en dia es conocida como la funcién niicleo de Bergman.

Cuando se inicio el estudio de los espacios A% (D), de las funciones analiticas p integra-
bles, 0 < p < oo, sobre el disco unitario D, fue natural llamarlos Espacios de Bergman
Ponderados.

En los dltimos anos la teoria de los espacios de Bergman tuvo cambios muy impor-
tantes debido a un enfoque desde el andlisis funcional y la teoria de operadores. Algunos
resultados notables son la caracterizacién de sucesiones de interpolacién, el descubrimien-
to de Hedenmalm de los divisores contrativos de cero, las relaciones entre las funciones
interiores de Bergman y la funcién biarmoénica de Green encontradas por Duren, Khavin-
son, Shapiro y Sundberg y resultados concernientes a subespacios invariantes por Aleman,
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Borichev, Hedenmalm, Richter, Shimorin y Sundberg.

En una serie de importantes avances los problemas centrales que parecian intratables
fueron resueltos y asi surgié una nueva teoria muy rica. Hoy en dia se sigue avanzando en
dicha teoria y se ha logrado unificar con los nuevos métodos los resultado anteriormente
obtenidos. Asi el estudio de los espacios de Bergman se ha convertido en una sintesis
magistral entre la teoria de la variable compleja, del andlisis funcional y la teoria de ope-
radores. Destaca la presencia de la geometria hiperbdlica que permite, entre otras cosas,
ver la relaciéon que hay entre los espacios de Bergman ponderados y los espacios de Bloch
y BMOA.

La teoria de las funciones ponderadas estudia y clasifica a las funciones analiticas por
medio de su comportamiento al aproximarse la variable, a la frontera de su dominio va-
liéndose para ello de determinados factores de peso y midiendo con diversas herramientas
matematicas la funcién asi ponderada. Dicha teoria inicié a principios del siglo X X debido
a Stefan Bergman y algunos de los aportes recientes mas relevantes a ésta los han hecho
Kehe Zhu, Boris Korenblum, Haakan Hedenmalm, Peter Duren, Coburns L.
A., Aleman, Borichev, Richter, Shimorin,Sundberg, entre otros.

El estudio de los espacios de Bergman no es parte del plan de estudios de una licen-
ciatura o de una maestria, mas bien queda confinado a un tépico particular de estudio
e investigacién para estudiantes graduados o investigadores. Dos referencias recientes de
mayor importancia son los libros de Theory of Bergman Spaces [8] y Bergman Spaces [5].

Un objetivo primordial de este trabajo fue presentar nociones bésicas de la teoria de
los espacios de Bergman y rapidamente pasar al estudio de algunos tépicos de esta teoria.
Se han escrito pruebas detalladas de todos los resultados, haciendo este trabajo autocon-
tenido, que permita al lector una aproximaciéon maés accesible a este material. Esta tesis
puede ser usada como un curso introductorio a la teoria de espacios de Bergman. Mds atn,
es deseable que la lectura previa de este material le permita al lector interesado abordar
el libro de Theory of Bergman Spaces [8] con mayor prestancia y fluidez.

Se recurrié a las fuentes originales para poder escribir con mayor claridad algunas
de las pruebas presentadas en este trabajo. El escrito refleja explicitamente la estrecha
relacién que hay entre el analisis funcional, la teoria de operadores, la variable compleja
v la geometria hiperbdlica para soportar esta aproximacién al estudio de la teoria de los
espacios de Bergman.



Capitulo 1

ESPACIOS DE BERGMAN

La finalidad de este capitulo es definir los Espacios de Bergman ponderados en el disco
unitario D C C, y probar algunas de las propiedades de estos espacios. Asi mismo se defi-
nen los Espacio de Bloch los cuales son la imagen de funciones acotadas bajo la proyeccién
de Bergman.

Los Espacios de Bloch juegan un papel muy importante en esta teoria, pues representan
a los espacios duales de los espacios de Bergman para exponentes pequenos (0 < p < 1).

También se estudian algunas estimaciones relativas a los espacios LP (DD, dA), las cuales
permiten caracterizar los espacios de Bergman ponderados y los espacios de Bloch.

En lo sucesivo, B(a,r) denotard al disco Euclideano con centro en a y radio r. En
particular cuando a = 0 se escribird B(0,r) = B(r).

1.1. Espacios de Bergman

Definicion 1.1.1. Para 0 < p < o0 y —1 < a < 400 se definen los espacios de
Bergman ponderados AL = AL(D) del disco unitario, como el espacio de las funciones
analiticas en LP(D,dA,), donde la medida dA, estd definida como

dAs(2) = (a4 1)(1 — |2])* dA(2),

y dA(z) es la medida normalizada de Lebesgue dada por

1
dA(z) = ! dx dy = — r dr df.
T

T
Si f estd en LP(D,dA,), se escribe

£l = ([ 11F d4a())"

1
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en el caso en que o = 0 simplemente se escribe || ||, = || f|lp,0-

Lema 1.1.2. Si a es un numero real, entonces

1 o
— _/D(l_yzyQ) dA(z) < o0

st y solo si a > —1. Luego

/D dAu(2) = 1.

/D(l — 1222 dA(z) = /01 /02”(1 - r%“% dodr

1
= 2/(1—7’2)0‘7’dr
0
(1_,,.2)04+1 1
a+1 ‘0

Demostracion.

1
a+1’

Se observa que si 1 < p < o0, el espacio LP(D, dA,) es un espacio de Banach con norma
dada por || f][p,a ¥ si 0 < p < 1, el espacio LP(D, dA,) es un espacio métrico completo con
la métrica dada por

a(f,9)=1f -9

Como d(f — g,0) = d(f,g), la métrica es invariante, ademas es también p-homogénea,
es decir, d(Af,0) = |A[Pd(f,0) para A € C. A los espacios de este tipo se les llama casi-
Banach, porque ellos comparten muchas propiedades de los espacios de Banach.

p
p,a”

Se usaran frecuentemente los operadores diferenciales de Wirtinger
8_1(8 Z_a) 8_1<8+i8>
0z  2\ox 0oy/’ 0z 2\ox Oy/

También seran de utilidad la siguiente proposicion y colorario:

Proposicion 1.1.3. Si f y g son funciones continuas y diferenciables y ademds f o g
estd bien definida en algun conjunto abierto U C C, entonces se tiene que

L o9 = L2+ Lo 2

;Z(f 0 g)(z) = g‘ﬁ(g(z))gi(z) + g<g<z>>§j<z>
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Corolario 1.1.4. Si f ¢ g es holomorfa, entonces

o0 =L 2e)

Se denota por L>°(D) el espacio de todas las funciones esencialmente acotadas en D y
para f € L>(D), se define

[flloc = supess {|f(2)| : z € D}.

Asi el espacio L (D) es un espacio de Banach con la norma || - ||c. Se denota por H*
al espacio de funciones analiticas acotadas en ID. Como H es cerrado en L (D), entonces
H*® es un espacio de Banach por si mismo.

Definicion 1.1.5. Sea u una funcion real continua en un abierto 2 C C. La funcion u se
dice subarmadnica en () si

1 2 0
ula) < — u(a + re'”) db
@5 [ ulatre®) v,
para cada a € Q2 y todo r > 0 tal que el disco B(a,r) estd completamente contenido en ).

Sea 0 < p < co y f una funcién analitica sobre y en el interior de una circunferencia
|z —a| = r, se tiene por subarmonicidad

1 27 )
P < 5= [ Iftat ey as (1.1

Por tal motivo, el médulo u = |f| de una funcién analitica sobre el disco D resulta ser
una funcién subarmoénica en D, lo mismo también es cierto en virtud del Teorema 3.3.7
(ver Apéndice) para la funcién h = |f|P con p > 0. De la ecuacién (1.1) se tiene que

R R 2
|f(a)l? / rdr < 21/ / \f(a—i—rew)]p do r dr
0 T™Jo Jo

1 R 27 )
= 2/ / |f(a+re)P r dr do
T™Jo Jo
1

-5/ o P 4A0),

R R? )
pero como fo rdr = — se tiene

po L 2)|P z
f@r =g [ ISP dAC)
es decir
pe 1 2)P z
HOF < (B in o O 4460 (12)

El siguiente resultado dice que las funciones en los espacios de Bergman ponderados y
sus derivadas tienen un crecimiento acotado sobre subconjuntos compactos de D.
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Proposicién 1.1.6. Supongase que 0 < p < 00, —1 < av < 400 y que K es un subconjunto
compacto de D. Entonces existe una constante positiva C = C(n, K, p, a) tal que

sup{[/"(2)| : 2 € K} < Cfllp.a

para toda f € AL y toda n € N U {0}. En particular cada evaluacién puntual en D
T.(f) = f(2) es un funcional lineal acotado en A, con p > 1.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que
K={zeC:|z| <r}

1—r
2

para algin r € (0,1). Primero se probara el resultado cuando n = 0. Sea o = y sea

B(z,0) al disco Euclideano. Entonces para z € K se tiene
L—|zP>1— 2| > (1—r)/2,

por esta desigualdad y por (1.2) se tiene

1
sar < [ wp daw)
_ Lo+l (L= Jwh)®
T ofa+tl /B(w) )l T —qape 44
2
< AETTT Jyy 0 40l0)
= Clflba

donde
B 2
Co2(a+1)(1—r)

y asi se encuentra una constante positiva C' (la cual depende sélo de 7). Esto prueba el
resultado para el caso en que n = 0.

Para el caso cuando n > 1, considérese el compacto K como antes. Sea R = 12i,
asi 0 < r < R < 1. El caso anterior implica que existe M > 0 tal que
IOl < M| fllpar  paratoda |¢[= R.
Puesto que f(™ es analitica en el interior de la circunferencia || = Ry sobre ella y K

esta contenido en el interior de dicha circunferencia, entonces para toda z € K se satisface
la férmula integral de Cauchy, es decir,

"~ 2mi cl=r (¢ —2)"*t

dc.
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Por lo tanto

F™(2)] <

- SENCAS 2 <
<5 d¢| < s

icj=r ¢ — 2|1

p?a

n! / £ (O n!MR

para todo z € Ky f € Ab.

Proposicién 1.1.7. Para cada 0 < p < 0o y —1 < a < 400 el espacio de Bergman AL
es cerrado en LP(D,dA,).

Demostracién. Sea {f,} una sucesién en AL y supéngase que f, — f en LP(D,dA,).
En particular {f,} es una sucesién de Cauchy en LP(ID, dA, ). Sin pérdida de generalidad
considerése el disco compacto K = {z € D: |z] <7} con 0 <r < 1. Asi por la proposicién
anterior existe M > 0 tal que

192) = B < M fa = fnllpa

En particular para k = 0 se tiene que

[fn(2) = fm(2)] < M| fr = fm]

P,

para cada z € K. Por lo tanto la sucesién {f,} converge uniformemente en cada subcon-
junto compacto de D a f y por tanto f es analitica en D, luego pertenece a AbL.
]

Como consecuencia de la proposicién anterior el espacio de Bergman A%, es un espacio
de Banach cuando 1 < p < 0o y es un espacio métrico completo cuando 0 < p < 1.

Definicion 1.1.8. Para una funcion f en D y 0 < r < 1, sea f, la funcion dilatacion
dada por fr(z) = f(rz), zeD.

En muchas aplicaciones se aproxima una funcién en el espacio de Bergman A%, por una
sucesion de funciones. El siguiente resultado da dos usos comunes de ésto.

Proposiciéon 1.1.9. Para una funcion analitica f en D y 0 < r < 1. Entonces si 0 < p <
00

(1) Para cada f € A% se tiene que || fr — fllpa — 0 cuando r — 17.

(2) Para cada f € A}, existe una sucesion {p,} de polinomios tales que ||pp — f|lpa — 0
cuando n — 00.
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Demostracién. Sea f una funcién en A% (D). Para probar el inciso (1), sea § un ntimero
en el intervalo (0,1) y obsérvese que

/ r(2) = FP dAa(2)
D

/z|§5 |fr(2) = F(2)IP dAa(z) +/

5<]z|<1

< /Z@ 5:2) — FEP dAu2) + [

5<z|<1

[fr(2) = F(2)]P dAa(z)

P
(151 +17)1)” dda(2)
Dado € > 0 y puesto que f € LP(D,dA,), se puede elegir 6 muy cercano a 1 tal que

/ FEP dAa(z) < =5
0<|z|<1

op+2°

4]
Por otro lado sean ¢’,r € (0,1) tales que 6 < ¢ <1y 5 < r < 1. Tomando el cambio de
variable w = rz se tiene que

/ )P dAa(z) = / () Pr? dAa(z)
d'<|z|<1 dr<|w|<r

/ F)? dAa(z) < =5
o<|w|<1

<w.

IA

Por lo tanto

/5,<|Z<1 (’fr(2)| + \f(?ﬂ’)p dAn(z) < QP/ 1 (2)[P dAa(z)

0<]z|<1

€ € ¢
+2p/ f2)P dAn(2) < —+ - < —.
5<|z‘<1\ (2)] () <3+7<3

Como ¢ estd fijo, por la continuidad uniforme de f en el disco cerrado |z| < ¢, sea
0 < R <1 tal que

e\1/p
) = fl< (5)
para toda R < r < 1. Por lo tanto

)

[, 1) = 1 dauz) <

N ™

lo que prueba (1).
Para mostrar el inciso (2), sean ¢ >0y 0 <7 < 1 tal que

[ 156 - 1) aaa(a) < 5.
D



1.1. ESPACIOS DE BERGMAN 7

Ahora sean

[oe)
:E a2y pr(rz) g an(rz)"
n=0

Puesto que la funcién f.(z) es analitica en D entonces su serie de Taylor p(rz) converge
uniformemente a f,(z) en D. Asi existe N € N tal que para toda k > N

|f(rz) —pr(rz)| = Zan (rz)" Zan (rz)"

o0

Z lan|r" <(2>1/p.

n=k+1

IN

Luego si k > N se tiene que

w\m

/ 1F2(2) — pr(r2) P dAa(z) <

Asf considerando el inciso (1) y esto ultimo se tiene que

/|f ()P dAn(z) < /|f<> f(2)P dAa(z)
+ 186 = pral ddae) < 545 =

Por lo tanto ||py — f||p,o — 0 cuando k& — oo.

Aunque cualquier funcién A% puede ser aproximada (en norma) por una sucesién
de polinomios, no siempre es verdadero que una funcion A% puede ser aproximada (en
norma) por su polinomio de Taylor. Actualmente tal aproximacién es posible si y sélo si
1 < p < +o0. Especial atencién recibe el caso p = 2. Por la Proposicién 1.1.7 el espacio
A2 es de Hilbert con producto interno dado por

- / F(2)9(2) dAa(2),
D

con f,g € A%. Para cualquier niimero no negativo, sea

'n+2+4+a) ,

D 1.3
nT(2 + ) = e (13)

€p =

donde I'(s) representa la funcién Gamma la cual es una funcién analitica de s en todo el
plano complejo, excepto en sus polos simples localizados en los puntos {0, -1, —2, ...}, ver
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Apéndice (Definicién 3.3.11 y Proposicién 3.3.12).

La siguiente proposicién dice que el conjunto {e,} es una base ortonormal para el
espacio A2.

Proposicién 1.1.10. EIl conjunto {e,} es un conjunto ortonormal en A?.

Demostracion. Si n,m € N, entonces
(", 2" = / 2"ZMdAL(2)
D

1 1 27 )
= = / / (Oé + 1)(1 _ TQ)arn-Fm-i-lez(n—m)G do dr
T™Jo Jo

2

1
= 1/ (a+1)(1— r2)ar"+m+1/ =m0 g9 gy
0 0

™

De aqui se desprenden dos casos:

1) Sim#n
2
(2"",2™) =0 pues / e!r=m)0 gg — 0.
0
2) Sim=n
1 1 2
1272, = (2", 2") = / (+1)(1 r2)o‘r2"+1/ =m0 dp dr
’ ™ Jo 0
~ nll(a+2)
- I'nt+a+2)
Por lo que si se escribe e, = %z", n € Z, z € D entonces el conjunto {e,} es

un conjunto ortonormal en A%. Como el conjunto de polinomios es denso en A2 (Propo-
sicién 1.1.9) se concluye que {e,} es una base ortonormal para AZ2.

oo oo
Corolario 1.1.11. Si f(z) = Zanz” yg(z) = anz" son dos funciones en A2, en-
n=0

n=0
tonces
> nll(a+2) )
(@) |f13 =) w5 lan]
2 ;I’(n—l-Q-i-a)
) (frgha =3 —llat2) 5o

= ln+2+a)
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donde (-,-)o es el producto interno en A% heredado de L*(D,dA,).

Se usara frecuentemente el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.12. Siz,w €D y A > 0, entonces

1 I+ .,
11— 2w) _;) oy -

Ahora como el espacio A2 es un subespacio cerrado de L?(ID,dA,), existe un tinico ope-
rador de proyeccién ortogonal P, : L?(D,dA,) — A2 lineal y continuo tal que P,f = f,
si f € A%2(D). En este caso se puede dar una forma explicita de dicha proyeccién, como se
ve en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.13. Para —1 < a < +00, sea P, la proyeccion ortogonal de L*(D, dA,,)
sobre A%. Entonces

Pt = [ (f(“’) dAa(w),

1— Z@)Z—O—a
para todo f € L*(D,dA,).

Demostracién. Sea {e,} la base ortonormal de A2 dada por (1.3). Para cada f €
L?*(D,dA,) se tiene que

Pof = (Puf,en)atn.
n=0

En particular para cada z € D se tiene

[e.o]

Pof(z) = Z<Pafa en)aen(2),

n=0

y esta serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de ID. Ademas

(Paf,en)a = (f; Patn)a = (f, en)a-

Por lo tanto
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Pof(z) = Z<P fa€n>a€n(z)zz<f en)atn(2)
n=0
B n+2+a) 'n+2+a) ,
- Z/ W2 +a) )dA( W orera °

+2+a
_;]MHQ /f (20)" dAg(w)

- [l ]

/D(l—fit:;))?ﬂ“ dAq(w).

Se puede realizar el cambio entre la integral y la suma ya que para cada z € D fijo la serie

“I'(n+2+a
3 ( )

(z2w)" converge uniformemente respecto a w € D.

= n!'(2+ )
]
Si f € A2 entonces P, f(z) = D J;(JJ”QM dA.(w) y por esto el operador P,
se llama la proyeccién de Bergman ponderada en D y la funcién
1
Ka(z’w): ) Z,U}EID)

(]_ _ Z@)2+Oz

se le llama el nicleo reproductor de Bergman sobre D, el cual es holomorfo con res-
pecto a la variable z y anti-holomorfo con respecto a la variable w. Esta funcién juega un
papel muy importante en la teoria de los espacios de Bergman ponderados.

Aunque la proyeccién de Bergman P, est4 originalmente definida en L?(ID, dA,), la férmu-
la integral

Paf(z):/ﬂ)(lfiij))QJradAa

extiende su dominio a L'(D,dA,). En particular, se puede aplicar P, a una funcién en
LP(D,dA,) con 1 < p < 0.

Como A2 es denso en Al, el siguiente resultado justifica plenamente la definicién de
ntcleo reproductor.

Corolario 1.1.14. Si f es una funcion en AL, entonces

f(z) = /D % dAq(w), zeD.
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La integral converge uniformemente para z en cada subconjunto compacto de D. (Este
corolario se conoce como la formula reproductora).

El conjunto AP = Al es el espacio ordinario de Bergman y su correspondiente proyeccién
de Bergman se denota por P y el nicleo de Bergman es

1

K(z,w):m.

Las funciones nticleo de Bergman estan estrechamente relacionadas con el grupo de
transformaciones de Mobius, Aut(D) del disco. Para ver ésto, sea z € D y se con-
sidera la transformacién de Mobius ¢, del disco que intercambia z y 0, es decir,

Z—w
w € D.

a(w) = 1—zw’

Ahora se calcula la proyeccién ortogonal de Bergman de algunas funciones en particular.

Proposicion 1.1.15. Sea P, la proyeccion de Bergman ponderada.

(a) Sean k, m enteros tales que k+m > —2 y v+ a > —1. Entonces
L(k—m+a+2)I'(a+y+DI'(E+1) _k—
(a+ D) —gommeraam i 2 5

para k> m
P ((1—|z]?)zkzm) =
0, para k < m.

En particular si vy =1, m =0y k > 0 se tiene que

Nk+a+2) ,

Po((1—=[2)2") = (e + l)m z

(b) Sean k e Ny f(z) => 07 511 amz™ entonces

— |22)k o =
POl((lZ’k‘)f(k)(Z)) :(a+1)M Z an2".

La condicion de suponer que los primeros 2k —1 coeficientes de la serie de Taylor son todos
cero hace esté bien definida la proyeccion de Bergman de dicha funcion. En particular si
k =1 entonces

P () = (@) 000

z

Demostracién. (a) Expandiendo la funcién nicleo de Bergman en serie de potencias

Pa((1— |oPy2F2m) = / (1— 22w *mz n?r“;z:aa ()" dAa(w)  (14)

_ «a P(n+2+a)zn _ 22 7+ozwk:@m+n w
= +1>;)mm+a) Ja-1ep) aA(w).
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Por otro lado, usando coordenadas polares

1 2T
/(1 P rewt T dA(w) :/ (1— T2)7+a,rk+m+n+1/ gibh—m—n) 49
D ; i

7T
y se observa que

o 0, si k—m-—-n=#0
/ eiH(k—m—n) ﬁ _
0 s

Al tomar n = k — m > 0 se tiene

/1(1_r2)7+ar2k+1 d?”zl ] F(CY+’Y+1)F(I€+1)
0 2 Ma+y+k+2)

2, para n=k—m.

i Cn+2+a) ,_ Th-m+2+a) 4,
— nll(2+ o) (k—m)IT'(2+ «)

Asi sustituyendo estos tltimos tres cdlculos anteriores en (1.4) se tiene

F'k—m+2+a)l(a+y+1DI'Kk+1) 1,

Pa((1=[2P?)72"2") = (a+1) (k=m)IT2+a)l(a+vy+k+2)

(b) Obsérvese que

f(k)(z) = amm(m — 1) . (m k4 1) Zm_k,
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entonces
(1-— ‘Z|2)k‘ (k) _ (n+2+a)(l-— |w‘2)k‘+a .
Pa(Tf (z)) = (a+1) Z nlT(2 + o) — (2w)
AmyMm(m — e(m—=k+ wm w
1 E+1) w™*da
m=2k—1
X Tn+2+a) , &
= 1 ST . ... . .
o )n;o n!'(2 + «a) ‘ mgla’ m(m—1)---(m—k+1)
- lim (1— ’w|2)k+o‘wn_kwm—k dA(w)
=1 ) g
ZTn+2+0a) , &
= 1 N n . ... . .
(et )ng() n!l'(2 + «) o m;ﬂ;la m(m—1)---(m 4 1)
" im t Qﬂ(l_r2)k+arn_k+m_k+leiG(m—kz-ﬁ-k—n) dg dr
t=1 Jo &
X, I'(n+2+a)
(a )n:%;_l W2 + o) 2"ann(n —1) (n )
t
-2 lim [ (1 _r2)k+ar2(n—k)+1 dr
t=1 Jo
X, I'(n+2+a)
(a )n%;_l A2 + o) 2"apn(n—1)---(n )
1
0
. I(n+2+a)
(a )n%:_l nT'(2 + ) Z"apn(n—1)---(n )
P(k+a+1)I(n—k+1)
I(a+mn+2)
Tk+a+l)
= (a+1)—F—F%— F(a+2) n%:lan

Para poder pasar de la igualdad 3 a la igualdad 4 se utilizé que m = n para que dicha
integral sea distinta de cero y que m > 2k —1 para que exista la integral y poder calcularla.

El siguiente resultado muestra que la proyeccién P, : L'(D,dA) — A, es sobreyecctiva
y ademds que existen una infinidad de preimagenes para cada g € A,.
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Corolario 1.1.16. Sea f(z) = > o0 jan2" tal que f € LY(D,dA) y analitica. Si k y m

son enteros positivos y
sy F'n+a+3)

9(2) = nZ::O (a+O)f(n+a+2)

I'k+a+1) (1—z]2)F &

(1= |2*)"an

(a+ DT (a+k+2) z e

entonces

Proposicion 1.1.17. La funcion o, tiene las siguientes propiedades

(1) ¢, = @7 !

(2) El determinante Jacobiano real de ¢, en w es

2 _ (1—]2)?

/ _ Tl
) =

(3) 1— |ps(w)]? = (1] - ‘w|2)_

11— zw|?
1=t
(4) ‘1 - ng(t)w‘ - 1— "LU’

— Z amm(m—1)---(m—k+1)z"

—k
)

Una aplicacién simple de estas propiedades es que la férmula para la funcién nicleo de
Bergman K, (z,w) puede derivarse de un simple cambio de variables, en lugar de usar una
serie infinita para la funcién gamma. Més especificamente, si f € AL, por la propiedad del

valor medio y el Lema 1.1.2 se tiene

£(0) = /D F(w) dAa(w).

En efecto, por la propiedad del valor medio se tiene

1 2w

FO)==— [ f(re?) as,

:27T0

(1.5)
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entonces
1 1 21 ) 1
/ fOYA =) rdr = — f(re®) d@/ (1—r2 rdr
0 21 Jo 0
1 1 27 0 N
= 27r/0 /0 flre™)(1 —7"2) r do dr
1
= 72(0[ Y /Df(w) dAq(w).
Pero como
1 1
| o=ty rar = 52 ro).

y asi se obtiene lo deseado. Ahora si se reemplaza f por fo ¢, en (1.5)

(roe) 0= [ (fov:)w) dautuw)
D
y asi tomando el cambio de variable dado por w = ¢, () y aplicando las propiedades (2)

y (3) de la proposicién anterior

a (1— 222
1) = @+ [ 01— o) S

= (1 [2ye /D I o).

11— 2A[2(2+a)

dA(N)

Cambiando A por w se obtiene

1o = =B [ ddafw)

Fijando z € D, y reemplazando f por la funcién w + (1 —zw)?T% f(w), entonces se obtiene
la férmula reproductora

f(Z)=/D(f(w) dAn(w), z€D,

1— Z@)2+a

para f € Al. De esto es inmediato deducir la férmula integral para la proyeccién de
Bergman.
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1.2. Algunas estimaciones en L?(D,dA,)

En esta seccién se presentan algunas estimaciones relativas a LP(D,dA,), las cuales pro-
porcionan una herramienta til para acotar ciertos operadores integrales. En particular se
estima una cota para la proyeccion de Bergman P, en ciertos espacios LP(D, dA,).

Se usa el simbolo ~ para indicar que dos cantidades son comparables, es decir, A ~ B si
existen constantes positivas ¢ y d tales que dA < B < cA.

Teorema 1.2.1. [Estimacion Integral] Para cualquier —1 < o < +00 y cualquier nimero
real B, sean

(1 - Jwf)”
IOC75(Z) = /Dl—zw‘?‘*'a'*'ﬁ dA(’UJ), A ]D),

2
db
Jﬂ(Z) = /0 W, S ]D)

Entonces se tiene que

1 si8<0
lo L 1 5=0
S E—— S =
Tap(2) ~ Ja(z) ~{ BT |2P2
T—=2F

cuando |z| — 1.

Demostracién. La condicion —1 < o < 400 asegura que la integral I, g(z) converge
para todo z € D. Asi pues la integral esta bien definida. Ahora poniendo, 2A =2+ o + .
SiA=006 X <0, entonces I, g(z) estd acotado. Si 2X > 0 se usa la serie de potencias

o0

1L &N, .,
11— zw)* _;) a0

Puesto que (1 — |w|?)® dA(w) es invariante bajo rotacién, se tiene que
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_ (1 B |U}’ n + )‘ 2n 2n
s = [ 5 s 440 = |3 Z (L~ )l dAGw)
_ - (n + A) 2n / . 2\« 2n
_ 1 = n + A)2 2n 27r a 2n+1
= W; (n' STV 2] / / - de dr
oo (n')2f‘(/\)2 F'n+a+2) - T())2 “=nll'(n+ o +2)

donde se uso (etiqueta 1, ver Apéndice) para el cdlculo de la integral.

Por la férmula de Stirling se tiene que

F(?’L + )\)2 n2n+a+ﬁ

nll'(n+a+2) nn.prtotl "

cuando n — oo. Asf pues, se analizan los siguientes casos:

1. Si 8 < 0, entonces

[e.e]
E n’~1z|?" es acotado en D.

n=0

2. Si 8 =0, entonces

- 1
Zn_l\z|2n = 10g1—7|z|2 cuando |z| — 1.

3. Si B > 0, entonces

an N~

cuando |z| = 17, ya que
oo

1 B (n—l—ﬁ on
TP~ 2 ar®

IZI )’

esta dltima por la férmula de Stirling. Por lo tanto

Zn 1‘ ’2n
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(1 sif<0
1 L i8=0
og ———— S1 =
Lnp(z) ~{ BT 22
1
-_ 165>0
| ey 8F

La prueba para el caso de Jg(z) es similar a la anterior.

Corolario 1.2.2. Para cualquier —1 < a < 0o se tiene que

; 1—|w]?)”
I, 5(e"?) = ( , A R.
047,3(6 ) D ‘1 _ 6Z9@’2+O‘+B d (w)a 0 €

es finita si 8 < 0.

Demostracién. En la prueba del teorema anterior sea B(r) C D, entonces

(1 — |w[?)> D(a+1) = T(n+N)?
- <
/B(T) |1 — eifp|2+atB dd(w) < INOVE ;nlf(n+a+2)
Dla+1) & 1
T(\)? ;) mrrs =

si 1 — (8 > 1. Por lo tanto al tomar r — 1~ se tiene Iaﬁ(ew) <M < xsif <0, donde M
no depende de 6.

El siguiente resultado es conocido como el lema de Schur.

Teorema 1.2.3. Supdngase que X es un espacio de medida y pu una medida positiva en
X. Sea T'(z,y) una funcion medible positiva en X x X y T el operador integral asociado

Tﬂ@ééﬂmwwmmxxex

definido si la integral converge. Si, para algin 1 < p < +oo existe una funcion h medible,
estrictamente positiva en X, y una constante positiva M > 0 tal que

LﬂmW@V@@SMMN7w6& (1.6)

[ T b due) < Mb@P. v e X, (1.7)

con p~t +q ' =1, entonces T es acotado en LP(X,dp) con ||T| < M.
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Demostracién. Si f € LP(X,du) con p > 1 entonces, puesto que h(y) > 0 para todo
y € X, para cada z € X se puede escribir

@) = [ T@us) du)
= /){T(w,y)f(y)h(y)hl(y) dp(y).

Por lo que
1) = ‘/T:{:y AL~ (y) duly)
< [ TGaheR W) 6] du)
- /X T(, y)h()h ™ () [f@)] duy)
_ /X [T(x.)] 7 Th(n)h ™ (y) |£(9)] dpu(y)
_ /X ([T 9)] 1)) ([T, 9)] 2 ()| (9)]) duly)

[ r@am) duw] " [ T on ol dw)] "

IN

Por otra parte elevando a la 1/¢q a la desigualdad (1.6) se tiene que

[/XT(xay)hq(y) du(y)r/q < MYp(z) .
Asi
’Tf(ﬂf)’ < Ml/‘lh(fﬂ)[/XT(x,y)h_p(yﬂf(yﬂp du(y)] 1/p '

Ahora elevando esta iltima desigualdad a la p e integrandola sobre X con respecto de
w(x), por el teorema de Fubini y usando la desigualdad (1.7) se obtiene

[ @) au@) < [ [ arineere bl mP di) )
X
~ e /X P(y)F )P /X (2, )W () dps() duly)
< Mp/q-M/ RP(y)| £ (y)[PRP(y) du(y)
X

- Mp/q-M/X\f(y)\p du(y) -

Por lo que

/(Tf < MP/a. M/ [F ()P dp(y) -
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Por lo tanto elevando a la 1/p y tomando el supremo sobre las f de norma uno en esta
ultima desigualdad se tiene

1T < M.

El siguiente teorema dice cuando son acotados en LP(ID, i) los siguientes operadores defi-
nidos en él. Este es el resultado mas importante de esta seccién.

Teorema 1.2.4. Supdngase que a,b,c son nimeros reales y
du(z) = (1— |12)° dA(2).
Sean T y S los operadores integrales definidos por

~ wl2)b
T = (- 1R [ R i)

(1 —Jw)"
$7() = (1= ) [ D ) daw)
Entonces para 1 < p < 0o las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) T es acotado en LP(D,dpu).
(2) S es acotado en LP(D, du).
(3) —pa<c+1<pb+1).

Demostracién. (2) = (1) Es obvio que si S es acotado en LP(D, du), entonces T es aco-
tado en LP(D, du), para ver esto basta con observar que f € LP(D,du) < |f| € LP(D, du),
entonces

LIy du) > [ 1o due)

(1) = (3) Supéngase que T es acotado en LP(D,du). Aplicando T a una funcién de la
forma f(z) = (1 — |2|?)", donde N es un niimero entero suficientemente grande para que
N+b>—-1ya— N <0, se tiene que

_ w2 b
) = -l [ (SR Y daw)
~ w|2)ptN
= -y [ SRS daw)

b (1 — zw)2+ath
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Considérese la funcién holomorfa g definida por
_ [ A= fwP)™Y
9(2) _/]D)<1_Zw>2+a+b dA(w).
Ahora tomando el cambio de variable w = %‘)\ se tiene que

I\ [2V0EN
g(z):/((lw dA(N).

p (1= |z[X)2+atd

Por otro lado, de la definicién de g se tiene

V204N
ol = [ SEBUE aan,

D (1 _ |Z’)\)2+a+b

Asi tenemos que g(z) = g(|z|), luego por el Teorema del mapeo abierto se tiene que g = C,
donde C' es una constante positiva, la cual depende de b y N. Asi por el Lema 1.1.2

1
€ =g0) = [ (1= WP = o

Por lo tanto
Tf(z) = C(1 - |=2)".
Asi pues por la acotacién de T en LP(D,du) y el Lema 1.1.2 se tiene que
—pa < c+ 1.

Ahora para probar la otra parte de la desigualdad, supéngase que p > 1 y que ¢ es su
exponente conjugado. Sea T* el operador adjunto de T con respecto a la acciéon dual
inducida por el producto interno de L?(ID, du) dado por

— [ )36 duto)
D

Asf pues se calcula T*. Sean f,g € L?(ID,du), entonces por el teorema de Fubini
(Tg.1) = [ (Tl T dul2)

1— |wl]?)b —_—
= fa-ppe ] (fzw)z’ﬁmg(w) AA(w)F(E) du(2)

= [ o) [ ARG due) daw)

(1 —|z|?)otef(z
_ /Dg(w = w2y /D i _Z|w ) 44G) du(w),
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de donde
(1 _ ‘w|2)a+c

() = (L [ S ) dAw),

ademas T* es acotado en L4(ID,du). Ahora sea f(z) = (1 — |2|?)" con N suficientemente
grande para que a + c+ N > —1 y se le aplica T*, por lo que

— |w 2\a+c
TUE) = (=B [ G0 )Y daw)

— |w 2\a+c+N
= (1—|z2)”‘C/D(z1 _|ZQ|U))2+M dA(w).

Se considera la funcién holomorfa h definida por

1 — |w 2\Ya+c+N
e = | ((1 —|zq‘u))2+“+b dA(w).

||
z

o 2\a+c+N
h(z):/D(l D™ A0 = h2)).

(1 _ ‘Z|X)2+a+b

Como anteriormente se hace el cambio de variable w = £\, asi

Asi pues se tiene que h(z) = h(|z|), luego por el Teorema del mapeo abierto se tiene que
h = C’, donde C’ es una contante positiva que depende de a,cy N, ademds

¢’ = h(0) = /D(1 — w[?) N dA(w).

Por lo tanto
T f(z) = C'(1 = |2*)"~.
Puesto que T* es acotado en LY(D, du), entonces por el Lema 1.1.2 se tiene que

(b—c)g>—-c—1

y como q = —2- se obtiene

p—1’

pb+1)>c+1.

Si p = 1, entonces T* es acotado en L>°(D) y la desigualdad deseada es ¢ < b. Para ver
que la desigualdad ocurre estrictamente, se considera la siguiente funcién

(1 _ Z@)2+a+b

fw) = g HwED
Ast || f|loo = 1 para cada z € D. Si b = ¢, entonces
ey [ (L= w)ere 1
() = | 1= 2m[2rate dA(w) ~ log TE
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cuando |z| — 17, esto por el Teorema 1.2.1 (en este caso a« = a+cy 5 =b—c). Pero esto
contradice el hecho de que T* es acotado en L*°(D). Asi si T es acotado en LP(D,du),
entonces

—pa<c+1<pb+1)

(3) = (2) Supdéngase que —pa < ¢+ 1 < p(b+ 1). Primero se observa que pasa cuando
p=1.Sea f € LY(D,dpu), asi por el teorema de Fibini y el Teorema 1.2.1

[sr@lanc) = [ fa-ispy ,fizij“;'@f(w) dA(w)| du(2)
< [a-kp) / ,1 ij“g’+a+b|f<w>|dA<w> au(2)
- [ [a- ZJUTQLZMIf(w)Idu(z) dA(w)
= [ fa-ppype Zle‘;‘+l+b|f<w>|dA<z> dA(w)
— |z a+c

= /( — w[*)°| f (w I/ |11 Zw||2+a+b dA(z) dA(w)
~ [ Pyl da)

D
= [ 17w dutuw) < +x.

D

Por lo tanto S es acotado en LY(DD, dp).

Ahora se ve que pasa cuando p > 1, para ello se aplica el Lema de Schur. Supéngase
que 1 < p < co. Se reescribe el operador S como

_ 2:2 a1 _ ,w2 b—c
$#() = [ S ) dutw)
Sea

(1|21 — fw]*)"”

T(z,w) = 11— 2w|>Fatb

Para poder aplicar el Lema de Schur, una funcién h(z) en D que cumpla con sus hip6tesis
puede ser elegida de la forma

h(z) = (1-2*)",

donde s € R debe ser elegida adecuadamente. Para ver que dicha funcién h existe, el
nimero s debe satisfacer que

(1 _ ‘w’2)b+qs C
T Ay < D
/D 11— cw[2Hatt dA(w) < (1 - [z[2)aas’ z e
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(1 . |Z|2)a+ps+c C
/ID> |1 _ Z@|2+a+b dA(Z) < (1 _ |w|2)b—ps—c’ zeD

donde ¢ es el exponente conjugado de p y C es una constante positiva. Como du(z) =
(1 —|2]?)°dA(2), de acuerdo al Teorema 1.2.1 estas estimaciones son validas si

b+ qs > —1, a—qs>0

a+c+ps>—1, b—c—sp>0.
Reescribiendo estas desigualdades se obtiene que

b+1 a a+c+1 b—c
_— << - <5< —.
q q p p
De igual forma reescribiendo las desigualdades —pa < ¢+1y c+1 < p(b+1) y considerando
que p es el exponente conjugado de ¢, se consigue
b+1 b—c
— < .

a+c+1 a
_7<7,
p q q p

Asi pues combinando estds desigualdades con las anteriores se obtiene

b+1 b—c at+c+1 a
——<s , —— <8< -
q b b q

De donde

(_I%;—I’Z)ﬂ(_a—&-c—l—l’b—C)

p p

es no vacio, lo cual prueba que s € R existe y por lo tanto el operador S es acotado en
LP(D,dp).

El siguiente teorema dice que existe una gran cantidad de proyecciones acotadas de
L'(D,dA) sobre el espacio de Bergman A!.

Teorema 1.2.5. Supdngase que —1 < a, B < o0 y 1 < p < oo. Entonces Pg es una
proyeccion acotada de LP(D,dAy) sobre Ab, siy sélo si a+1 < (8 + 1)p.
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Demostracién. Para probar estd equivalencia sea du(z) = (1— ]z\ )“dA(z), asi pues apli-
cando el Teorema 1.2.4 tenemos que el operador Ps : (LP(D),dA,) — AR(D) es acotado
siysolosia+1<p(B+1).

Dos casos que vale la pena mencionar son: 1. Si a = 3, entonces P, es una proyeccién
acotada de LP(D,dA,) sobre Af siy sélosi 1 < p < co. 2. Si p = 1, entonces P3 es una
proyeccién acotada de L1(ID,dA,) sobre Al siy sélo si a < .

Proposiciéon 1.2.6. Supdongase que 1 < p < 00, —1 < o < +00 y que n es un numero
entero positivo. Entonces una funcion analitica f en D pertenece a AbL si y sélo si la
funcion (1 — |z|2)" ) (2) estd en LP(D, dAy).

Demostracién. = Supéngase que f € AL. Sea o < f3, entonces por el Corolario 1.1.14

=+ [ SR ) daw),

z € D. Derivando n veces bajo el signo integral con respecto a z, se obtiene

]_ _
=0 [ G ) aa)
donde C = (B+1)(B+2) - (B+n+1). Asi

_ lwl2)8
(=P = o= oy [ CCT ) dagw)

entonces aplicando el Teorema 1.2.4 se tiene que (1 — |2|?)"f("(2) € LP(D,dA,) (en este
casoa=n,b=L0yc=a).

< Supéngase que f es analitica en D y que la funcién (1 — [z]?)"f()(2) € LP(D,dAq).
Se probard que f € AL. Sin pérdida de generalidad se asume que los primeros 2n + 1
coeficientes de la serie de Taylor de f son todos cero. En este caso la funcién ¢ dada por

o) — 0l

z" ’

z €D,

estd en LP(D, dA,) para cualquier constante C'. En efecto, la condicién de que los primeros
2n + 1 coeficientes de Taylor son cero garantiza que la funcién ¢(z) es continua, ademas
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la funcién ¢(z) alcanza su méximo en B(r) C D, con 0 < r < 1. Asi

Lt = [ le@F dda@ s [ el daute

1

§<|Z|<1
1 — |z2ym2| £(R) () |P
Cover [ USERPUOER
%<|z\<1 |Z’ P
< My 2707 (1 - ) ()18,
< M

pues (1 — [z2)"f™(z) € LP(D,dA,) y por lo tanto se tiene lo afirmado.

Ahora sea g = Pgy, donde 8 es fijo con a < B < 00; entonces por el Teorema 1.2.5 la
funcién g € A% y la férmula explicita de g es

_wl2)?
g(z)=(B+1) /D ng(w) dA(w), zeD.

o 1 . . . . .
Ahora tomando C = FE GG Y derivando g bajo el signo integral n veces se tiene
que

_ w2 B+n
g(">(z):(ﬂ+n+1)/ﬂ)((11!w|)2)+ﬁ+nf<">(w) dA(w), zeD.

Asi pues por el Corolario 1.1.14 se tiene

y asi por la Proposicién 1.1.15 f y g difieren sélo por un polinomio, por lo tanto si g € A%,
entonces f € Ab.



1.3. EL ESPACIO DE BLOCH 27

1.3. El Espacio de Bloch

Definicion 1.3.1. Una funcion analitica f en D es una funcion de Bloch si satisface
1£lls = sup(L — [2]%)|f'(2)] < +o0.
zeD

El conjunto formado por todas las funciones de Bloch es un espacio vectorial, el cual se
llamara espacio de Bloch y se denota por B; ademds también se tiene que | f||z es una
seminorma.

Proposicién 1.3.2. La seminorma || f||g es Mébius invariante, es decir, ||foe|s = | fl5,
donde f € B y ¢ es una transformacion de Mobius de D en D.

Demostracién. Es suficiente probar para transformaciones de Mobius de la forma A =
w—=z

pw(z) = %% con |w| < 1. Entonces para f € B se tiene por la Proposicién 1.1.17 (3);

Ifoeulsa=Iflz = ilég(l —zP)(fop)(2)l = igg(l — 2Pl (IIF (9w (2))]
= sup(1 — |pw(2)*)|f(vw(2)] = sup(1 = [AP)|f' (V)]
zeD AeD

= ||flls

Definicion 1.3.3. El espacio pequerio de Bloch, By, es el subespacio de B consistente de
todas las funciones f € B tales que

lim (1 [=)|f(2)| = 0.

|z]—1—

De la prueba de la Proposicién 1.3.2 se tiene que By también es M&bius invariante.

En la siguiente proposicion se dota al espacio de Bloch con cierta norma bajo la cual
resulta ser un espacio de Banach.

Proposicién 1.3.4. La funcion ||f|| = |f(0)| + || f|lz es una norma en B y el espacio de
Bloch B es un espacio de Banach con esta norma.

Demostracién. Sélo se prueba que B es completo. Se nota que si g € By z € D, entonces

9= 00) = |z [ e <1ef [ igten)

1 |z 1 1+ |2
< S Gl — g [ PP ( )
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y por tanto

1+|z|)
|2

Sea {f,} una sucesién de Cauchy en B. Se desea probar que existe una funcién f € B
tal que dado € > 0 existe n € N tal que si n > N, entonces se tiene que ||f, — f| < e.
Puesto que {f,} es de Cauchy existe n € N tal que ||f, — fm| < esin >m > N. Sea
0 < |z| <r <1, entonces

19() = 9(0)| < 511flls log

‘_2

(@) = S S 1(al2) = Fnl2) = (Fa(0) = L (0))] 4 1£a(0) = fn(0)]
< o ullslos (-2 FD) +1£00) — £ (0)
2 1+
< fu fulslos (15 ) (0 = Fn(@)]10g (3 —7)

=Hm—vangfﬂ»

1+ |r
< €<l—|—log< | |>>
1—|r|
Por lo tanto la sucesién {f,} converge uniformemente en cada subconjunto compacto de
D y asi converge uniformemente localmente a alguna funcién analitica f en . Luego por

el teorema de Montel, f/(z) = f’(z) en D cuando n — oo. Ahora para todo n,m > N y
z € D se tiene

(1= 21 52(2) = Fn( ] + 1Fal0) = Fan(O)] < 1 = finll < 5

Asi, al hacer que m tienda a infinito, se tiene para n > N,

an_fHB < an_fH <e.

Por lo tanto f, — f € B y por la linealidad de B se tiene que f € B. Por lo tanto f, — f
en By se obtiene lo deseado.

Teorema 1.3.5. Supongase que f € B. Entonces f € By si y sélo si
Ifr = flls =0, r— 1,

donde f, es la dilatacion de f.

Demostracién. = Supédngase que f € By. Dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que si 1 — § <

2(1—-9
|z| < 1 entonces (1 — |z|)|f'(2)] < /3. Para cada r con (2 5) < r < 1 se tiene que si
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)
1-=-< <1
2 <12l

A= 1zP)r fi(r2) = F(2)] < (L=2P) v |f (r2)| + (1 = |2 (2)]
< (=7 D)If (r2)| + (1= [z (2)]

e € 2¢e

S 37373

pues 1 —d <r(1—4/2) <rlz| < 1.

J
Ahora si |z| <1 — 1

(L= [zl f'(rz) = f'(2)] < (1 = [)A =) f (r2)| + (1= [2P)| f'(r2) = /()]
y puesto que f’ es uniformemente continua en |z| <1 — % y r — 17 entonces

(=Pl Fr2) = F <5 si el <1

Esto muestra que si f € By entonces
I\fr — fllz— 0 cuando 7 — 1~

< Supdngase que ||fr — fllz — 0sir — 17. Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si
1 —4§ <r <1 entonces

€ . €
fr — fllB < 3 es decir  sup|r f'(rz) — f'(2)| < 3
zeD

Elijase R con 1 — § < R < 1, entonces
L= 2P () < 1F'(2) = Rf(R2)| + (1 = |2]*)| Rf'(R2)]
< 5+ A- PRI (R2)]
Como f/(Rz) es continua en D existe &' > 0 tal que si 1 — ¢ < |z| < 1 entonces
(1= [=P)RIf (B2)| < 5.
Asi
L=z (2) <e

sil—¢ < |z| < 1. Por lo tanto f € By.
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Lema 1.3.6. By C B es completo.

Demostracién. Sea {f,} C By una sucesién de Cauchy, entonces f,, — f € B. Por probar
que f € By. Dado € > 0 existen N € Ny § > 0 tales que

A=) < Q=PI () - fE)+ 0= =)L)
< f) = Fa@)lls + (1 = [ (2)]
e e
< 5 + 57

sin>N1-68<|z| <1 Asfsil—§ < |z| <1 setiene que (1—|z|?)|f'(2)] < € y esto dice
que f € Bp.

Proposicién 1.3.7 (Schwarz Pick). Si f es una funcion analitica en D con || flleo < 1,
entonces

Q=[P () <1=|f()", zeD.
Ademdas H* C B y || fllz < | flloo-

Demostracion. Para ver esto se considera la funcién holomorfa

h(z) — f(O) — f(Z) ,
1= f(0)f(2)
la cual satisface las hipétesis del Lema de Schwarz, esto es, h(0) = 0y |h(z)| < 1, por lo

cual |h(z)| < |z| para toda z € Dy |h/(0)| < 1. Ahora derivando h(z) con respecto de z y
evaluando en z = 0 tenemos que

L)
O = TRy

Por lo tanto

[K(0) < 1= [f(0)] < (1= |£(0)*)

Sea ahora, ¢, (w) = £=2 asf se tiene que ¢,(0) = 0y ¢%(0) = —1+|2|?, entonces tomando

f oy, en lugar de f se obtiene

[(fo@) (0)] <1 —[fop(0)]* = |¢L(0)]|f (0=(0)] <1 —[f(p-(0))[*

Asi

(L= zP)If (=) < 1—|f(z)]> paracada z€D.
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Ahora se prueba que se tiene la contension y la segunda desigualdad. Para ello sean f € H*®

f
y g = ———, de donde
1/l

NLLO PC);
=0T <

Por otra parte, sea f € H*(D), entonces si g = ||fj\c\

1£1l8 < 11 £llo-

<1

se tiene que ||g||g < 1, de donde

oo

Corolario 1.3.8. By es la cerradura en B de el conjunto de polinomios. En particular By
es separable.

Demostracién. Como cada f, puede ser aproximada en H* por polinomios y ||f||g <
Il flloo por la proposicién anterior, asi cada f, puede ser aproximada por polinomios en B.
Luego By es la cerradura en B de el conjunto de polinomios.

|

Definicién 1.3.9. Sea C(D) al espacio de funciones continuas en el disco unitario cerra-
do D y por Co(D) al subespacio de C(D) de las funciones f tales que f(z) — 0 cuando
|z| = 17. Es inmediato que C(D) y Co(D) son subespacios cerrados de L (D).

El siguiente teorema expresa una relaciéon natural entre la proyecciéon de Bergman y los
espacios de Bloch.

Teorema 1.3.10. Sea —1 < a < 400 y P, la proyeccion de Bergman ponderada. Entonces
(1) P, es una proyeccion acotada de L (D) sobre B.
(2) P, es una proyeccion acotada de C(D) sobre By.
(3) P, es una proyeccion acotada de Co(ID) sobre By.

Las tres aplicaciones anteriores son sobreyectivas.
Demostracién. (1) Sean g € L>®(D) y f = P.g, asi

(1= Jw)

Wg(w) dA(w),  z€D.

f(2) = Pag(z) = (@ + 1) /

Derivando bajo el signo integral con respecto de z se obtiene

— |lw 2\«
I'(z)=(a+1)(a+2) /D W)wy(w) dA(w).
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Ahora multiplicando esta tltima igualdad por (1 — |2]?) y tomando el médulo en ambos
lados se obtiene que

— |w 2\«
A-EPIFE < o=l [ G el daw
— |w 2\«
< Clalet - 1P) [ F 1 datw),

Ahora aplicando el Teorema 1.2.1 con a« = oy 8 = 1, se tiene

2 ! 2 1
(1= I @] ~ Cllglloet 21 =25
Por lo tanto

(1= [P)If ()] < Cliglloo < +00-.

Por otro lado
f 0) = dA dAC, = 00>
( ) / g(’w) o(w) < / ”g”oo (w) HgH

o sea, |f(0)] < [lglloc v ast

1£IF = 17(0)] +ilelg(1 — 2P < gl + Cllglo < oo

Por lo tanto P,g = f € B y la proyeccién es acotada.

(2) Sea g € C(D). Se desea mostrar que f = P,g esté en el espacio pequeiio de Bloch.
Por el teorema de aproximacién de Stone-Weiertrass, la funcién g puede aproximarse
uniformemente en D por combinaciones finitas de funciones de la forma

Gnm(2) = 2"2™, z €D,

donde n,m € ZT, es decir son polinomios en variables reales. Por la Proposicién 1.1.15

tomando v =0

'n—=—m+a+2)I'(n+1)
(n—m)Il'(a+n+2))

n—m

Po(gnm(2)) =

Por lo tanto P, gn,m pertenece al espacio de Bloch pequeno y asi como P, es un operador
acotado de L>°(ID) en By By es cerrado en B se concluye que P, es una proyeccién acotada

de C(D) en By.

(3) Este inciso es un caso particular de (2) puesto que Co(D) C C(D). Luego P, es una
proyeccién acotada de Cp(DD) en By.
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(4) En este inciso se prueba que las proyecciones (1), (2) y (3) son sobreyectivas. Sea
f € B, y se escribe la expansién de Taylor de f como

f(2) =a+bz+c®+ fi(z), z2€D,

donde f1(0) =0, f1(0) =0 y se define la funcién g € L*°(D) por

= (1— |22 b
g(z) = ( |z])a+1a+a+1z+a+1cz+ =

a+2 a+3 a+4d 4 f{(z)}

La funcién @ € C(D), ademas por la Proposicién 1.1.15 y por la linealidad de la pro-
yeccion Pog(z) = f(z). Por lo tanto se ha probado que P, es una proyeccién sobreyectiva
de L>®(D) en By que P, : C(D) — By también lo es.

Proposicién 1.3.11. Supdngase que n € Z y f es analitica en D. Entonces
(1) f € B siy sélo si (1 —|z2)"f")(2) estd en L®(D).

(2) f € By si y sélo si la funcidn (1 — |z|?)"f()(2) estd en C(D) o C(D).
Demostracién. (1) = Si f € B, entonces por el Teorema 1.3.10 existe una funcién

g € L>*(D) tal que

f(z) = / (g(w)2 dA(w), zeD.

p (1 —zw)

Derivando bajo el signo integral n-veces con respecto de z

P = (ot 1)t [ e ddw), s €.

D 1— Z@)QJH’L
De donde

(= R < o e [ daw), zen.

Aplicando el Teorema 1.2.1 con a =0y 8 =n > 0, se tiene
1

L= E)) ~ (4 DYglleo(t - IzIQ)”m = (n+ D9l
por lo tanto (1 — |z[2)"f™(z) € L= (D).
< Supéngase que (1 — |2|?)" £ (2) € L>(D), entonces
sup(1 — |212)"f™(2)| = K < +00 = (1 —[2*)"|f™(2)| < K,

zeD
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para cada z € D. Luego
K
(1= [z

Asi por el teorema fundamental del Céalculo se tiene que

f(z)] <

1 1
Fr=D(z) — Do) = ‘z/ f(”)(tz) dt‘gzl/ If(")(tZ)ldt

< K/ K/ dt
1—t|z

(n—UO—bD -

Luego
(n=1)(\| _ | #(n—1) K .(1+‘Z|)n71 n—1 1
e e B (e [
De donde

(1P D@ < By (1 )] e o)

K
< n—1 (n—1) )
0]

Repitiendo este proceso n — 1 veces, se tiene
(1= [If'(2)] < M < +o0

yasi f € B.

(2) = Sea ahora f € By, entonces por el Teorema 1.3.10 existe una funcién g € Cp(D) tal
que

f(z) = / (g(w)2 dA(w), ze€D.

p (1 —zw)

Derivando bajo el signo integral, n veces

FO(2) = (n+1)!/ (g(“’)w" dA(w).

p (1 — Zw)2+n

Si g tiene soporte compacto en D, existe 0 < r < 1 tal que g(z) = 0 si z € D\B(r).
Entonces

A= EPE < el [ A aaw)
< (n+1)!(1—|z|2)n(lgﬂ<)§m

— 0 cuando |z|—1".
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Si g no tiene soporte compacto en D, entonces se puede aproximar uniformemente por
funciones continuas con soporte compacto en . Supéngase que g — g cuando k — oo,
entonces

U= P0G = (o D= P [ i O i)

lim
k—oo

(n+1)!(1—|z|2)n/ﬂ)(1‘(]k(w)w" dA(w)

— 2w)?tn
= lim (1— 2247 (2).
k—o00
Ahora dado ¢ > 0, existe N € N tal que

(1= 121327 (2) = (1= |22 ()] < =

ia
si k > N. Luego para k = N + 1 existe 6 > 0 tal que si 0 < 1 —§ < |z| < 1 se tiene que

n € n 15 g
(1= PPF R < 5+ U= PPIRL R < 5 +5 =«

< Supéngase que (1—z]2)"f™)(z) € C(D) y se asume que los primeros 2n+ 1 coeficientes
de Taylor de f son todos cero. En este caso se considera la funcion

(L~ 2" f"(2)

zZ" '

g(2)=C z e D,

que por la prueba de la Proposicién 1.2.6 se tiene que g € C(D) y ademds por la misma
prueba se tiene que f y Pg difieren por un polinomio, luego

f € Bo
ya que Pg € By, esto por el Teorema 1.3.10.

Como consecuencia de este teorema y la Proposicién 1.2.6, se ve que B estd contenido
en cada espacio de Bergman ponderado A%, y al hacer uso de esta observacién y el si-
guiente resultado, se pueden construir funciones no triviales en los espacios de Bergman
ponderados. En particular se puede ver que cada espacio de Bergman ponderado contiene
funciones que no son acotadas.

Se recuerda que una sucesion {\,} de enteros positivos es una sucesién lacunaria si existe
A .
una constante A > 1 tal que =5+ > \ para todo n = 1, 2,.... En este caso una serie de
n
potencias de la forma

oo
E anzA”
n=0

se dice una serie Lacunaria.
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Proposicién 1.3.12. (1) Una serie lacunaria define una funcion en B si y sdlo si sus
coeficientes son acotados. (2) Similarmente una serie lacunaria define una funcion en By
si y solo si sus coeficientes tienden a cero.

Demostracién. Primero se prueba (1).

oo
= Sea f(z) = Z a,z", z € D cualquier funcién en el espacio de Bloch. Se prueba que sus

n=0
coeficientes de Taylor son acotados. Por el Corolario 1.1.14 con a = 1 se tiene que

1 — 2w)
De donde
n 1 — |w]? —n
P = (ot 1)t [ e ) dAw),
por lo cual

(n) n !
-0 0 - e ) dagw)

n! n!

7
n € N. Ahora tomando mdodulos en ambos lados se obtiene
nl < (n-+1) [ (1= o)l ()] dAw) < (1) [ ol Fls dAtw). (1)

La ultima integral sobre D se puede descomponer en la integral en el disco |[w| < Ry el
anillo R < |w| < 1

(n+1) / ™|l dA(w) = (n+1) /B o ol dAGw)

Lot / wl|1f 15 dA(w)
R<|w|<1

2(n+1) 2(n+1)
= - RM24 2 T 1 — R*?
R + 2 s )
< 2| flls- (1.9)
De aqui tomando R = 0 se obtiene
lan| < 2[|f]l5

y esto dice que los coeficientes de f son acotados.

< Supédngase que {a,} es una sucesiéon de nimeros complejos con |a,| < M para todo
n € Ny que {\,} es una sucesién de nimeros enteros positivos tales que % > A, donde
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1 < X\ < 400 es constante. Sea f(z Z anz™, con z € D. Se observa que f es analitica

en Dy

o0
= E anAnz)‘”_l
n=0

Sea C' = ﬁ, entonces 1 < C' < +00, asi

Ant1 > A\, dedonde A,qq >

9 )
C— 1)\n Yy asi An—l—l < C(An—i—l - )\n)

Obsérvese que

A <A +1< A +2< < Apg1 — 1 < Apt1s

por lo cual
n+1’2‘)\n+1 b< C(An+1 — )’Z‘MH !
= O(L+- -+ D[t
e I
(

< Oz + \zl““ +oe o [T,
donde 14 ---4+ 1= A;11 — Ay. También se tiene

)\1|Z|>\1—1 |/\1—1

14|z +- 4]z

<
< Ot lel 44 M.

Por lo tanto

MC

1f(2)] < MCZ 2| = T (1.10)
z
y entonces
(1—|2)|f (2)] < 2MC < +o0
y se concluye que f estd en el espacio de Bloch.
Ahora se muestra (2).
[e.e]
= Sea f(z) = Z anz", z € D cualquier funcién en el espacio de Bloch pequenio. Puesto
n=0

que f € By entonces dado ¢ > 0 existe 0 < R < 1 tal que si R < |z| < 1, entonces

(1= fw)lf (w)] < 5.
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Como en particular f € B entonces por la prueba de (1) se cumplen (1.8) y (1.9) por lo
que

lan| < (n+1)/D(1— wl?)w]" | (w)| dA(w)

2(n+1) n n
< TSR ) [ el )] dAge).
<|w|<
Por lo que
2n+1) v (41 b
ol < S flsRT 4+ (1 - R e,
anl < 25 R 4 B - R

asi tomando el limite cuando n — oo se tiene que |a,| — 0.

< Supédngase que a, — 0y sea n € N lo suficientemente grande para que |a,| < &
para n > N y escribiendo

f(z)=P(z)+ Z a2,
n=N

donde P(z) = 25:_01 anz™. Ast por (1.10) se tiene que
£ a2\ £ < 1§ _ 2 /
tim (1~ ) f/(2)] < lim(1— 1) [P/(2)| + MCe,

para todo € > 0. Por lo tanto dicho limite es igual a cero, luego f € By.

Ahora para finalizar esta seccién se presenta una caracterizacién del espacio de Bloch en
términos de la métrica de Bergman. Se recuerda que para cada z € D, la funcién ¢, es la
transformacion de Mdbius de D en ID que intercambia a z y el origen.

La métrica pseudo hiperbdlica p en D) esta definida por
z—w
1—zw
y la métrica hiperbdlica 8, también llamada la métrica de Bergman 6 métrica de Poincaré,
esta dada por

p(z,w) = |pz(w)| = ;. ZweD,

1+ p(z, w)
1- p(sz)

Proposicion 1.3.13. La métrica pseudo hiperbdlica y la métrica hiperbolica son Mdbius

1
Bz,w) = ilog : z,w € D.

invariantes, es decir

p(ex(2), oa(w)) = p(z,w) vy Blea(2), pa(w)) = B(z, w),

para cada z,w € D.
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Demostracién. Sean ¢)(z) y ¢x(w), entonces

p(ea(2), pa(w))

Aew (A=) (1-Aw)-(A-w)(1-%2)
_ Px(z ‘ _ 1 /\z 1w | (1—Xz)(1—Aw)
1— Aw (1-22) (1= @) — (A—2) A—w)
oAz —\w (1-xz)(1—Aw)
=Xzl - M| ’ —|/\\2w—z+/\wz—/\+])x]zz—l—w—x,zw
=Xzl = 2w = AT = Az 4 AP2w — A2+ AT+ Az — 2w

IN?(z —w) — (2 — w) _ (A2 = 1) (z — w) _|zmw|_jz-w
‘ 1—\)\\ )(1 —zw) ’ )(1—\)\\2)(1—zw ‘ ‘ ‘
= p(sw)

1—Zw 1— 22w

Por lo tanto la métrica pseudo hiperbdlica p en D es Mobius invariante, para ver que la
métrica hiperbdlica S también lo es, basta con ver que

llog 1+ p(pa(2), oa(w))
2 °1—plpa(2), or(w))

y aplicar el hecho de que la métrica pseudo hiperbdlica p en I es M&bius invariante.

Blea(2); pa(w)) =

La distancia infinitesimal de un elemento de la métrica de Bergman en D, estd dada por

|dz|
1— |z

Teorema 1.3.14. Una funcion analitica f en D pertenece al espacio de Bloch si y sélo si
existe una constante C tal que

1f(2) = f(w)] < CB(z,w)

para todo z,w € D, es decir f: (D,B) — (D,|-|) es de Lipschitz y C puede ser elegida
como || f||B-

Demostracién. = Sea f una funcién analitica en el espacio de Bloch. Entonces por el
Teorema Fundamental del Calculo y ya que || f||s = sup(1 — |2|?)|f'(2)| se tiene que
zeD

m/l )] dt < ) / I
0 - 5 o 1—1zt]?

1 1 1
31 lstox (171) = 511715(:,0)

para todo z € D. Ahora reemplazando f por fogp, y reemplazando z por ¢,(w) y aplicando
la invarianza de Mobius de || - ||g v B(z,w) se tiene

1f(z) = F(w)| < [ f1l8B(z, w),

1) = £(0)]

IN
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para todo z,w € D y toda f € B.

< Supéngase que existe C > 0 tal que |f(z) — f(w)| < CB(z,w). Primero se observa lo
siguiente

o @) = )

wis Bz w)

= (1= [zP)If(2)].

En efecto, como In(1 + u) =~ u si |u| — 0, entonces

Y@ =G @) = O = =]
P Bw) e wed Bew O G
’ . lw — 2|
= 1/()| im
Y7 S In [1 + 7|1—z2g1|):|f1|1—z\]
- 1
= e )
2 {|1—zm—|w_z’|} [1—1z[?]

= (1= [P G-
Por lo tanto (1 — |2]?)|f/(2)| < C < 400, luego f € B.

Una consecuencia de la prueba del teorema anterior es que si f € B, entonces

|[f(w) = f(2)]

B(zw) :z,wED,z;&w}.

1l = sup {
z€D

Por el teorema anterior se tiene

1f(z) = F(w)| < [ f1l8B(z, w),

para todo z,w € ID, entonces

{If(w) — f(2)]
Bz, w)

sup

Lz weD,z £ w) < | fls
zeD

Por otro lado si

M = sup { L) =1

Bz, w) :z,wE]D),z#w}<+oo.

zeD

Entonces para cualquier z € D

LRI )] < i L) = S
(1= )1 ()] < timsup L <
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y por lo tanto

[f(w) = f(2)]

I flls < ilelg{ 5w

:z,wED,z;&w}.

Por otra parte con ayuda de funciones del tipo

1 1+ ze?
f(z) = 5 log

2 1— 20’ zeD,

se puede probar que

Bz, w) = sup{|f(2) — f(w)| : [ Iz <1}

Esta igualdad se puede mostrar de la siguiente manera. Puesto que Sy || - ||s son Mobius
invariante serd suficiente probar que

B(z,0) = sup{|f(z) = F(O)] : | flls < 1}.
Por el Teorema 1.3.14
|f(z) = F(O)| < [ f1lBB(2,0),
entonces
sup{[f(z) = f(O)] : [[fllz <1} < B(z,0).

Para probar la desigualdad opuesta, supéngase que z # 0y z = |z]e”* y se considera la
funcién

1 1+ we'?
= - _— <1
fw) = Llog 1Y con S5 <1
Entonces,
1 14|z
1)~ FOl = glog 5 =A.0. con [flls <1

Por lo tanto

B(z,0) < sup{[f(z) = f(O)] : [[fllz < 1}.

Asi pues se obtiene lo deseado. El Teorema 1.3.14 y estas ultimas férmulas exhiben la
relacion precisa entre los espacio de Bloch y la métrica de Bergman.
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Lema 1.3.15. La funcién B(z,w) estd en LP(D.dA,) para todo p > 0.

Demostracién. Para mostrar que §(z,w) estd en LP(D,dA,) para todo p > 0, se debe
probar que

/ (B(z,w))p dA,(z) < oo.
D

Por la desigualdad del tridngulo serd suficiente con probar que

/ (8(0, z))p dA(z) < 0.
D

Obsérvese que
1+ |2
11z

1 ! svay p(LFT
= 27r(a—i—l)/o r (1 —7%)%log (1_T> de dr

! 1+r
— — P2\ oeP
= (a—i—l)/o r (1 —7%)%log (1 r> dr

[ G027 a1 = Ja+y [a-prog (72) dae)

Para ver que esta ultima integral es finita bastarda con mostrar que

1 1
1 1
/0 (1—r2)0‘10gp<1j::> dr /0 (1—r2)0‘10gp<1_r> dr
! 1
/ (1 —7)*logP <7> dr.
0 1—r
Tomando el cambio de variable u = log ﬁ en estd ultima integral se tiene que e* = ﬁ,
(1—r)=e"y
1 1 [e)
/ (1 —T)alogp< ) dr = / e " uf e du
0 L—r 0

- / et yp gy,
0

Lo cual es integrable si y s6lo si —u(a + 1) < 0, es decir si y sélo si (aw+ 1) > 0. Asi pues
se tiene lo deseado.

Q

Q
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1.4. Espacios Duales de los Espacios de Bergman

Sean 0 < p < +00y —1 < a < +00. Un funcional lineal F' en A% se dice que es acotado
si existe una constante C' > 0 tal que

[F()] < Cllfllap
para todo f € A%, donde

ey = ([ 117 40(2))"

Se recuerda que la evaluacién puntual es un funcional acotado en cada AL. En particular
cada espacio de Bergman ponderado A%, tiene funciones lineales acotadas no triviales. Sea
(AB)* el espacio de todos los funcionales lineales acotados. Entonces (A%5)* es un espacio
de Banach con la norma

1] = sup{F(f)  [[fllap < 1},

sil<p< +4o00,si0<p<1entonces AL es un espacio métrico completo.

El siguiente teorema dice que el espacio dual de AL cuando 1 < p < oo es naturalmente

1 1
Al con = 4+ = =1.
p q

Teorema 1.4.1. Para 1l <p < +o0o y —1 < a < +o0o se tiene que AL(D)* = AL(D), bajo
el pareo integral

g = /D f(2)9() dAa(z):  f e ALD), g€ ALD),

donde q es el exponente conjugado de p.

Demostracién. = Sea F un funcional lineal acotado en A%, entonces por el teorema de
extension de Hanh-Banach, F' puede extenderse a un funcional lineal acotado (el cual se
sigue denotando por F') en LP(D,dA,). Por la dualidad de los espacios LP(D, dA,) existe
una funcién ¢ € LY(D,dA,), tal que

— / £(2)9(2) dA,
D

1 1
para cada f € AL(D) con — + — = 1. Escribiendo f = P, f y usando el hecho de que el
p q

operador P, es autoadjunto con respecto al producto interno asociado con dA,, se tiene

<f)§0> = Pf7 <f7 >
/f Pap(2) dAa(2).
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Haciendo g = P,¢(z) se obtiene

/f Pag(2) dAa /f Aal2)

Entonces por el Teorema 1.2.4 se tiene que g € A% (D), asi

— / F(2)9(2) dAa(2)
D

para toda f € A%/(D).

< Sea g € AL(D) y se define el funcional ¢, : A% (D) — C por

bo(f) = 6(f) = /D (2)9(2) dAa(2).

Por la desigualdad de Holder se tiene que

| /Df<Z>9<Z> / F(2)P dAa % / 9(2)17 dAa( >) = I/ llasp - Igllag-

De donde,

64(f)

*
y entonces ¢, es un funcional acotado en A% (D), es decir ¢4 € (AQ(D)) .
[

Para identificar el espacio dual de A% cuando 0 < p < 1, primero se introduce un cierto
tipo de operador fraccionario de derivacién e integracion.

Sea H (D) el espacio de las funciones analiticas en D y se dota a H (D) con la topologia
de la convergencia uniforme en subconjuntos compactos. Asi un operador lineal H(D) es
continuo si y sélo si T'f,, — T'f uniformemente en subconjuntos compactos siempre que
fn — f uniformemente en subconjuntos compactos.

Lema 1.4.2. Para cada o, —1 < a < +00, existe un unico operador lineal D% en H(D)
con las stquientes propiedades

(1) D® es continuo en H(D).

(2) D*[(1 - zw) 2 = (1 — zw)~ Y, para cada w € D.
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Demostracion. Se recuerda que

1 = 1 T'(n+2+a)
— 1) 2" w™ — ng” .
(1 - 20)2 nzo(” MR A sy 2 nzo T2 +a)
Se define

'n+24«a)
(n+ D02 +a)

D%(z") =

para todo n € NU {0}.

Asi extendiendo D® linealmente a todo el espacio H(D), se tiene que este operador tiene
las propiedades deseadas. En efecto:

(1) Supdngase que la sucesion {f,} C H(D) converge uniformemente en subconjuntos
compactos de D a la funcién f € H(D), entonces se probara que D¢ f, = D*f en sub-

conjuntos compactos. Para ello sean f,, = Z n, w2ty f(z Z a,z®, se puede suponer
k=0

B(R) como el compacto K con 0 < R < 1, entonces

INk+2+a) ; Lk+2+a)
D“(f,(z)) — D ‘ - ’ . _
(fn(2)) = D(f(2)) Z“ MR+ DT+ a) kzz()ak(k+1)!F(2+a)z
(k +DHIN2+ «)
k= 0
El radio de convergencia de la serie Z(amk — bk)zk, es el mismo radio de convergencia de
k=0

la serie Z(a”vk’ - ak)zk k<. Ahora por la formula de Stirling
k=0
I'(n+2+a) o
(m+ DI 2+ )

cuando n — o0o. Asi

= I'(k+2+a) - ok
kzzo(an,k )(k—i—l)'F 2+a Z Z ank CLk k

y asi converge en K C ID compacto. Dado € > 0, existe 0 < [ tal que

I'(k+2
‘Zank ['(k+2+a) Zk’

N'k+2+a) Rt
DT )

< _
= Z'“"’“ W DTt a)

IN
oo o
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para todo z € K, ya que en un conjunto compacto la serie converge absolutamente.

Ahora como f,, = f en K se tiene que

2e

n,k — 1 -
ank — ax| < 2MR< R)
r 2
sin > N, donde M = méx { (k+2+0) } Entonces
1<k<t Uk +1)IT(2 + «)

9

L T(k+2+a)
| kzzo(“m’ﬂ ~ WG DTEe T ) | < 2

y asi

> [L'(k+2+a)
‘ kzo(“””“ ~W G DT+ o) Zk‘ <€

para cada z € K. Por lo tanto D® es continuo en H (D).

1 oo
(2) Como (T = Z(n + 1)2"w", entonces
n=0
oo

Da(u.—zwyﬂ) - DQ(E:O%+1ﬂn@n)

n=0
N _, Pn+2+a) ,
= nzo(”*l)w D2 +a)”
= TI(n+2+a), .,
B 2_:0 n!l'(2 + a) (z70)
1

(3) La unicidad se sigue de la expansién en serie de potencias de una funcién analitica en D.

Asi el operador D® puede considerarse un operador fraccional diferencial de orden « en el

caso a > 0.
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Proposiciéon 1.4.3. Para cada —1 < o < 400 el operador D% también puede represen-
tarse por

dA(w), z €D, (1.11)

para f € H(D).

Demostracién. Sea f € H(D), entonces f(z) = Y o axz”®, porlo cual f(rz) = > 50, ax(rz)k.
Por lo tanto

o0 k
= ark v w
= kZ_o ‘ /D<1_zw>2+a Afw)

_ k n—|—2+a —
= Zakr Z T2+ o)l /Dw dA(w)
_ k n+2+a P —n
- Z‘W Z T2+ a)n! / dA(w)

_ ZOO kzoo F”+2+a it fzkn)dedn
= arr
I'2+a) n‘
k=0 n=0

N'k+2+a)
k k
E agr I .

z
!
— 2+a)(k+1)!

Asi tomando el limite cuando r — 17 se tiene que

_ Zak IN'k+2+a)

) frw)
lim dA(w) T2+a)(k+1)

r—1= Jp (1 — Z@)2+a

= Daf( ),
para f € HD) y z € D.

En particular el limite de la proposicién anterior siempre existe. Si f estd en A(D),
entonces

Do‘f(z)—/f(w)dA(w), z € D.

D (1 — Zﬁ)2+a

Lema 1.4.4. Para cada —1 < o < 400, el operador D% es invertible en H(D).
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Demostracién. Se define el operador D, en monomios por

n+DIT2+a) ,
Fn+2+a) ®

D.(z") =

y se extiende D, linealmente a todo el espacio H (D). Entonces, como en la prueba del
Lema 1.4.2, D, es un operador continuo en H (D), ademés D, es el operador inverso de
D«

Ahora ya se puede identificar al espacio dual de A%, cuando 0 < p < 1. Los siguientes dos
lemas seran necesarios para este fin, pero por si sélos son interesantes.

Lema 1.4.5. Para cada 0 <p <1, -1 < a < +00, existe una constante C > 0 tal que

/ I - 22
D

para todo f € AL, es decir AL(D) C A2+a _,(D) y la inclusion es acotada.

(2) < Cllfllap

.. C1s . 1— -
Demostracién. Para z € D, considérese el disco B(z, 2‘2 ) Por la subarmonicidad de

|f|P se tiene que

FOF < Ty [ VP d4C)

72

Es inmediato que (1 — |w|) ~ (1 — |z|) para w € B(z, 1; ), se puede encontrar una
constante positiva C' > 0 tal que

2\« L a w
(a+ D=z f P < (1_|Z‘2)2( +1)/B(Z’ )( |2[2)%1f (w)[P dA(w)

— |w|?)¥| f (w) [P w).
ety [ 0Pyl daw

< -
— _ 2\2
-] =

De donde

1 a Cl/p
(@+ 1)1 =] 7|f(2)] < W\\f\w

y entonces

F) <= o) 7

De esta ultima desigualdad se deduce que

P

—(@2+a)(1—p) +a)(

@)1 <01 - J2?) ||f||a,p
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y se tiene finalmente

/ £ - [22)
D

_ (24a)
2—&—7?

dA(z) = /D|f(2)|”\f(2)ll_”(1IZIQ)_H@?) dA(z)

< /!f(Z)IpC(l—IZIQ)aHfIIé,J’ dA(z)
D
< C\Iflli;p(a+1)/D\f(2)!p(1—\ZIQ)" dA(z)
= Ol fllaIIFIIE
= Cl[fllap-

|
Lema 1.4.6. Sean oo > —1 y 0 < R < 1, entonces
1 , 1
1—r5)% lo dr < oo.
/R ( )" log T—
Demostraciéon. Para ver que se cumple este resultado sera suficiente con probar que
! 1
1—r) lo dr < oo.
/0 (1 —r)* log —
Tomando en esta ultima integral el cambio de variable u = log l—ir se tiene que (1—r) = e™*
y
1 1 00
/ (1 —=7)* log dr = / e Y ue ™ du
0 L=r 0
oo
= / eet) 4 du |
0
lo cual es integrable si y s6lo si —u(a + 1) < 0, es decir, si o + 1 > 0.
|

Lema 1.4.7. Supongase que —1 < o < +00 y que [ es analitica en D. Si la funcion f
6 la funcion (1 — |z|2)=%f(2) es acotada, entonces la funcion (1 — |z|2)*Df(z) es drea
integrable y

/ f(2)g(z) dA(z) = (a +1) / D f(2)g(2)(1 — [2*)* dA(2)
D D

o equivalentemente

/ F@9(2) dAR) = (o + 1) / D f(2)g(2)(1 - |2[2)* dA(2)
D D

para toda g € H™.
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Demostracién. Se realiza la prueba por casos: (a) Si o = 0 es inmediata.

(b) Si 0 < a < 400, entonces por la representacién integral de D dada en (1.11) y el
Teorema 1.2.1 la funcién (1 — |2]?)*D®f(z) es acotada. En efecto

« (07 (07 z. f’rw
=gl < -l [ SO s

1
< Q—|2PH*M [ ——— dA
< Wl M | e dAW)
~ Mi
CEBE
= M.

(1 —[z[*)°
|

Para poder aplicar dicho teorema se considero 8 = «a > 0 y o = 0. Por lo tanto la funcién
la funcién (1 — |2]?)*D® f(2) es 4rea integrable.

(¢)Si—1<a<0y]|f(z)] <C1(1—]|z|?)® entonces por el Teorema 1.2.1 y la representacion
integral de D%, se tiene que (para aplicar el teorema mencionado se considera f = o < 0
y a=0)

_ 2\a|yo < o 2\a 71 |f(’rw)|
(A== DAl < @) dim [ T dAw)
1— |w?)*
< o pepy [ L,
= Cl( ‘Z‘> /D‘l_zw‘Q-i—ad (’U})
1
~ 1— 2a1 -
Cr(1 = |2 log {1

1
para 5 < |z| < 1y por lo tanto (1 — |z|>)*D®f(z) es 4rea integrable por el Lema 1.4.6.

La identidad se sigue de la forma integral de D®, la propiedad reproductora de P,, y el
Teorema de Fubini. En efecto:

/D f(2)9() dAz) = [ F(=)Pag(z) dA(2)

D

- [ 1 >/D( 0An(w) dA(2)

1 — zw)*te

~ @+ [ Df(z)“w)a ~wf?)® dAw) dA(z)

(1 _ zw)?-ﬁ-a

= (a+1) [0~ e [ uf” 1A(2) dA(w)

_ gw)Q—&-a

— (a+1) /D D f (w)g(w) (1 — [w[2)® dA(w).
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Ya probados los resultados anteriores que se usan de para la siguiente prueba, se determina
el espacio dual del espacio A5 (D) cuando 0 < p < 1.

(24a)
p

Teorema 1.4.8. Supongase que 0 < p <1, -1 <a < +0 yf = — 2. Entonces

(AR)* = B bajo el pareo integral

(f,9) = lim f(TZ) 9(2)(1 — [2*)? dA(2),

r—1-
donde f € Ab y g € B.

Demostracién. Primero se asume que F € (Ah)* y f € A%, Como ||f — frllap — O
cuando r — 17, se tiene que

P(f) = lim F(f).

r—1-

Ahora puesto que f, € A%, se puede escribir como

fr(z)z/(ﬁ( w) dA(w),  zeD.

1—z2w)?

Como la integral converge en A%, la continuidad de F implica que

r = F( [ (ﬂ“")dmw))

1— zw)?

- /fr 1_Zw>)‘“‘<>

donde F' actta con respecto a la variable z. Haciendo

h(w)—F((l_lzw)Q) web

Entonces h es analitica en D y

F(f,) = /D f(w)h(w) dA(w).

Haciendo 8 = (2 4+ «)/p — 2 y aplicando el lema anterior, pues f, € H>® y F es acotado,
se obtiene que

/ f(w)h(w) dA(w) = (5 +1) / £ (w)DPR(w) (1 — [w]?)? dA(w).
D D

Escribiendo g = (8 + l)DB h y aplicando la segunda propiedad del Lema 1.4.2 se tiene que

glw) = (B+1)DPh(w)
1
= (6+1)F[( _ }

1— zw)(2+a)/p
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(6+1)(5+2)
p

g (w) = F[ © } w € D.

(1 — zw)2+a)/p+1 )
Usando el Teorema 1.2.1 y el hecho de que F' es acotado se tiene que

(- Py = LD pr QD) )

p (1- Zw)(2+o¢)/10+1

= P D, (1— Z@)(2+a)/p+1 P
B+1DH(B+2)(a+1) (1= wP)Pl[P(1 = |2[*)* A

< - 1Pl | o e A
B+1)(B+2)(a+1) (1 =]z~

< ; Pt~ Py [ (EEE00 dac)
B+1)(B+2)(a+1)

~ 1Flp.a;

b

por lo cual g estd en el espacio de Bloch, ademaés

F(f) = lim F(f,)

r—1-

= @+ tim [ DTRG0 - 0P dAw)

= Jim [ fwg)(1 v dAQw)

r—1-

< Supdngase que g € B, se demuestra que la formula

F(f) = lim fr( )9(2)(1 —[2*)” dA(2),

r—1-

con f € AP, define un funcional lineal acotado en A%. Por el Teorema 1.3.14 existe una
funcién ¢ € L (D) tal que

_ lwl?)8
92) = Pape) = (0 + 1) [ EE o) daw), e

Usando el Teorema de Fubini y la propiedad reproductora de Pg se obtiene que

/ (291 — |2)° dA(2 / folw — |w[?)? dA(w).
D
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93

En efecto:

/ L9 (1 — 2P dA(z) = / £r(2) Pap(w)(1 — |#2)° dA(2)

_ /fr B+1 /((11_— ‘Zgz)w%”(w) AW

= [+ /D LB da)] -
= [ i) - [wP)? aaw)
Asi por el Lema 1.4.5 se tiene que
N = [ 1RG0~ ) aac).
donde f € A%. Esto tltimo se tiene ya que
LG = 5@l = 1) aace)
converge. Ademés F(f) define un funcional lineal acotado en A%. En efecto
F(NI < / [F)le()I(L = |21%)7 dA(2)

lolloo / £z )2/ 1A (2)
CH‘P”OOHf”a,p

esta ultima desigualdad por el Teorema 1.4.5. Y asi se obtiene lo deseado.

IN

IN

jwl?)?

— [2[*)? dA(2)

p(w) dA(w)



Capitulo 2

LA TRANSFORMADA DE
BEREZIN

En este capitulo se considera el analogo de la transformada de Poisson en el contexto de
los espacios de Bergman llamada la transformada de Berezin. Se prueba que los puntos
fijos de esta transformada, son precisamente las funciones arménicas.

2.1. Propiedades Algebraicas

Una forma de obtener el niicleo de Poisson, es empezar con una funcién arménica h en D
que es continua hasta en la frontera y aplicar el teorema del valor medio, para obtener

27
h(0) 1/0 h(e™) dt.

T or

Reemplazando h por h o ¢,, donde ¢, es la transformacion de Mobius que intercambia 0
y 2z, a saber

Pz (w) = ) we D,
y tomando el cambio de variable dado por
e = p,(e") = ie's ds = ¢l (e")ie dt

entonces al tomar el modulo

ds = |ie”® ds| = | (e")ie'dt| = 1_7|Z|2dt
z |1 —Ee“|2 ’
de donde
g — |1 — ze'|? . I1 —Zgoz(eis)Pds _ 1 —7]z‘|2
1—|z[2 1—1z[? |1 — zes|?

54
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Asi se tiene

1 2 1— 2 )
h(z) = / =B ety ar,
0

T or |1 — ze—#|2

que es la férmula integral de Poisson para funciones arménicas. El nicleo integral

: 1—|z)?
t —
P(e", z) = m7

es el nicleo de Poisson y la transformada

™

1 2m ) )
LML dt) > ] 5 o / Pleit, ) f(e) di
0
es la transformada de Poisson, donde
T={zeC:|z|=1},

el circulo unitario en C.

Ahora sea h en L'(D,dA) una funcién arménica en D. Entonces
1o ‘
ha) = i ha +re') db,
asi pues

de dr

™

R R
h(a)/o (1—7r2)*2r dr = /0 h(a+ re?)(1 —r?)r (2.1)

=y
= h,Z dAaZ.
a1 o (2) dAa(z)

Por otra parte
R
h(a)/ (1 —rH)22r dr = h(a) — h(a)(1 — R*)*T,
0
Asi sustituyendo esto ultimo en (2.1) y tomando a = 0, R = 1 se obtiene

h(0) = (o + 1) / h(2) dAa(2). (2.2)

D

Si a = 0 en la igualdad anterior se tiene
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y nuevamente reemplazando h por h o ¢, y tomando el cambio de variable A = ¢, (w) se
tiene que w = ¢, (), por lo tanto

[ A=1P)?
h(z)_/ﬂbwh()\) dA(\), zeD.

El pérrafo anterior motiva la siguiente definicién. Para cada funcién f € L'(D,dA), se
define

_15[2)2
Bf(z):/D(lmf(w) dA(w),  zeD.

|1 — 2wt

Al operador B se le llama la transformada de Berezin, el hecho que sea un operador se
prueba més adelante (ver Proposicién 2.1.3). En realidad hay una familia de operadores
del tipo Berezin. Nuevamente Reemplazando h por hoy, y tomando el cambio de variable
en (2.2) se tiene

A =g, (w) = w = @,(A)

se obtiene

— |z 2\a+2(1 _ 2\
h(z):(a+1)/D(1 ‘diﬂfjﬂaw b da),  zeD.

Asf para f € L'(D,dA,), se escribe

_22042 _w2a
Baf(z):(oz+1)/(1 A ) ey dA@w),  zeD.

D |1 _ Z@’4+2a

De igual manera, con un cambio de variable adecuado y por el inciso (3) de la proposicién
1.1.17 se obtiene

B.f(z) = /Df oy (w) dAq(w), z €D, (2.3)

para cada f € LY(D,dA,). Se observa que By = B.

Proposicion 2.1.1. Supdngase que —1 < o < 400 y ¢ es una transformacion de Mobius
del disco. Entonces

(Bozf) oY= Boz(f o 90)
para cada f € LY(D,dA,).

Demostracién. Para cada z € D, la transformacién de Mobius ¢, o ¢ o ¢, fija al origen,
en efecto

(SDW(z) opo @z) (0) = (gpw(z) o 30) (2) = Poy (QD(Z)) —0.
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Por el lema de Schwarz, existe un niimero 1 de médulo uno (que depende de z) tal que

Po(z) © P 0 pz(w) = nw = P o pz(w) = Py (nw),

para todo w en . Se sigue que
Bu(fowe) = [ fopopsu) ddaw)

- /D £ 0. @ue) () dAa(w)
— (Buf)(e(2).

En la ultima igualdad se utilizé la invarianza bajo rotacién de dA,, esto es, si T'(w) = nw
con |n| = 1 entonces

dAa(w) = (1 — |w)*dA(w) = (1 — [T(w)]?)*|T" (w) PdA(w) = (1 |w2)*dA(w).

Por (2.3) y como dA, es una medida de probabilidad para —1 < a < +00, el operador
B, es acotado en L*°(D). Esto es [|Ba|loo < ||f|lco para todo —1 < a < +00.

Proposicién 2.1.2 (Cambio de Variable). Sean o y (3 tales que a > —1 y 2+ 5 > —1,
entonces

(1 — |z’2)2+6 9o (1 _ ‘Z|2)2+a+,6’
/DH—ZW dAa(z) = (a+ 1)1 = [w]) B/D T o 240

Demostracién. Sea t = ¢,,(2) entonces z = ¢,,(t). Asi pues

— |2]2)2+8
OB

|1 — zwp|4+26 ~7
= (a + 1)/ (]‘ - |Z|2)4+B+a dA(Z)
p [1— 2w (1 —|22)2
(1= Jpu(®)) Pt o dA()
= 1 - 7
(OZ+ )/]D) |1_(pw(t)w‘4+gg |(10w(t)’ (1_ |(Pw(t)|2)2
_ (a+1)/ (1= [wP) oA — [Pt 1—wt[*T2F dA(t)
b L= wipeeD) = w72 (1= P
(1 _ |t|2)2+a+,3

— (1w B+ 1) / dA(1)

D |1 _ wﬂ4+2a

1412\ 24a+p
= (@ ni—fupy? [ LD

T iz dAW®):
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Para la segunda igualdad se utilizaron los incisos (3) y (4) de la Proposicién 1.1.17.

La siguiente proposicién dice bajo que condiciones el operador B, es acotado en LP (D, dA,,).

Proposicion 2.1.3. Supongase que —1 < a < 400, 1 <p < oo y B € R. Entonces B, es
acotado en LP(D,dAg) si y sélo si —(a+2)p < f+1< (a+1)p.

Demostracién. El operador B, f se rescribe como

Bof(2) = (e + 1)~ o7 [ L s dagw),

y asi aplicando el Teorema 1.2.4 con a =2+ «a, b = a y ¢ = 3 se tiene que B, f es acotado
siysblosi —(a+2)p<f+1<(a+1)p.

Fijando o, —1 < a < 400, por la Proposicién 2.1.3, el operador Bg es acotado en

LY(D,dA,) siy sélo si B > a. Mds aun, Bg es uniformemente acotado en L'(D,dA,)

cuando 3 — +oo. Para ver esto, primero se usa el teorema de Fubini para obtener
|2)**7

LBt daat) < 6+1) [ 1) [ SEELS daute) dasto)

Tomando el cambio de variable dado por z — ,,(z) en la integral interior y aplicando el
Lema 2.1.2, se obtiene

1_’2 2+a+5
B ddaz) < (3 +1) [ 1500 [ S 4a() dauw)

Se observa que para toda z,w € D se tiene que

1 1 L+2f _ 2

1—zw| — 1—|2] 1—]z]2 = 1—|z*

Asi para § > a+1,
/D By f(2)| dda(z) < C /D 1 (w)] dAq(w) / (1— 2242 ga(z),

donde C = 4°2(3 + 1), asf

a+2
[ Barl ddue) < S5 [ ) daaw).

Esto prueba que el operador Bj es uniformemente acotado en L*(D, dA,) cuando 3 — oo.
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Proposicién 2.1.4. Supongase que —1 < a < +oo y f € C(D). Entonces Bof € C(D) y
f=Baf € Co(D).

Demostracién. Para cada f € L'(D, dA,) se tiene que

B.f(z) = /Df o p,(w) dAq(w), para cada z € D.

Primero se vera que ¢,(w) — zp cuando z — zp € T. En efecto,

, . z—w 20 — W
lim p,(w) = lim — = —
2—20 z—z0 1 — zZwW 1 — zpw

Z0 — W 1 2
Zo(20 —w)  Zo 20
= 2.

Ahora por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
Baf(z) = f(20),
siempre que z — zg € T. En efecto, considérese z, — 29, n € Ny
hw) = fopz(w) vy ha(w) = fop,,(w).

Ast |h,(w)| < méx, 55| f(2)|, entonces por el teorema de convergencia dominada

lim B,f(z) = / lim fop,, (w) dAy(w)
D

Zn—20 Zn—20

_ / F(z0) dAa(w)
D
f(2o0)

Esto también prueba que f — B, f € Co(D). En particular se obtiene que B, f € C(D).

Proposicién 2.1.5. Si —1 < 8 < a < +00, entonces BB = BsB, en L1(D, dAg).

Demostracién. Sea f € L'(D,dAg) entonces el operador B, es acotado en L!(DD,dAg),
esto se tiene por el Teorema 2.1.3. Asi BgB,, tiene sentido para cada f € L'(D, dAg).
Ademis el operador By aplica L'(D,dAg) acotadamente sobre L!(D,dA,). En efecto si
f e LY (D,dAp)

| [ Bare) daa(2)

(1= [o[?)?+ets

< B0+ [ Ifwl0 - wP) daw) [ S dae)
~ Clfls
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donde la 1ltima se obtiene por el Teorema 1.2.1. Por lo tanto

IBafll < Clifll.1,

y asf se obtiene lo deseado. Luiego B,Bj f estd bien definido para f € L'(D, dAg).

Sea f € L'(D, dAg). Para mostrar que B,Bgf = BB, f es suficiente probar que B,Bg f(0) =
BsB, f(0), esto por la Proposicién 2.1.1. Ahora obsérvese que

0) = /D £(2) dAa(z)

Ba(Bof)0) = [ Baf(:) dAul:)
wl2)B(1 — |2[2)2+e+8
= (a+1)(5+1)/mf(w)/ﬂ) (1 = Jol) (17 121°) dA(z) dA(w).

|1 _ Zw|4+2ﬁ

Luego por Fubini

Por la Proposicién 2.1.2 al tomar el cambio de variable z = ¢,,(\) en la integral interna
se obtiene

(1 = Jw[?)*(1 = [z[?)*T+P
|1 _ zw|4+2a

B,(Bsf)(0) = (a+1)(5+1) / f(w) / dA(z) dA(w)

w » 2\2+«
= (a+1) // ||1|_ zw|4+|20‘| ) f(w) dA(w) dAg(z)
= [ Bas() aas()
= Bg(Baf)(0).
Por lo tanto

B.Bjs = BsB,.

Proposicién 2.1.6. Sea —1 < a < +oo y f € LY(D,dA,). Entonces Bgf — f en
LY(D,dA,) cuando  — +oo.

Demostracién. Primero se asume que f es continua en el disco cerrado. Como dAg es
una medida de probabilidad, se tiene que

By f(z) — f(2) = (B+1) /D (1— w2 (f 0 ps(w) — [(2)) dA(w).
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Escribase a D como la unién de un disco B(r) pequeno con r € (0, 1) centrado en cero y
un anillo. Como

(ﬁ+1{/ (1—12%)? dA(z) = (1 =2 50 (2.4)
D\B(r)

cuando 8 — +oc, pues 0 < 1 —r? < 1. Ahora se muestra que Bgf(z) — f(z) cuando
8 — +00. Reescribiendo con la descomposicion mencionada

Bof(x)— f(z) = (B+1) /B AR ) ) dA(w)
LB /D o, A= (7 () = ) )
Al tomar médulos
Bsf(:) - f(2)| < (B+1) /B PP o (w) — £(2)] dAw)
LB /D o, A Y15 0 ) = £2) dAw
< /B Fops(w) = 12)| dAs(w)
-2l /D o 7 ) )

Por (2.4) basta con estimar el primer sumando del lado derecho de la desigualdad anterior.

Como f es uniformemente continua en D, dado € > 0 existe § > 0 tal que si |y — 3| < §
entonces |f(y) — f(¥')] < §. Sea 0 <7 < 1 con 1= < 4, entonces r(1 + ) < 4, luego
0<r< ﬁié, asi

| ( ) ‘ ‘ R-w ‘ "LU(|Z|2—].)‘ |’LU| < |UJ‘ < r
w)—z|=|————2| =
Pz 1—Zw 1—-Zw 7 1—|w| 1—r " 1-7r

para toda z € D pues |w| <7y 1—|w| >1—r. Por lo tanto

| ™

| 17oestw) = £ dAstu) <
B(r)
para toda 8y toda z € D. Para este r nuevamente por (2.4) existe M > 0 tal que

2 £ e /D oy Hst) <

| ™

para todo 8 > M. Por lo cual paratoda 8> M y z €D

]Bmﬂ@—f@ﬂ<g.
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Por lo tanto la convergencia es uniforme para toda z € D y es inmediato que Bgf — f en
LY(D,dA,).

Sean f € LY(D,dA,) y {f.} € C(D) una sucesién de funciones tal que lim, .o fn = f.
Dado ¢ > 0 existe N € N tal que || f — fullpa < § si n > N. Luego se tiene

IN

[[Bar@) - 1) dae) < [ [Bats = 1)(2)] dAa() + [ [Basu(a) — fuli)] dAal2)
D D D
+ [ [ - 1) a4t

< Ol = fal@)lan + 5 + 5
< €

y por lo tanto se tiene lo deseado.

Proposiciéon 2.1.7. Para cada o con —1 < o < 400, el operador B, es uno a uno en el

espacio f € LY (D, dA,).

Demostracién. Supéngase que f € L'(D,dA,) y Bof = 0. Sea

F(z) = / f(w) dA(w),  zeD.

D (1 _ Z@)2+a(1 _ EW)2+Q
De donde

B.f(2)

F(z)= %)
&= T e

Ademas F(z) =0, ya que B, f = 0 en todo D. Por lo tanto

ovtmp
0znoz™ (0)=0

para cualesquiera enteros no negativos n y m. Diferenciando bajo el signo integral se tiene
que

an—i—m )w w™
87«“"8?” C/ 1 —zw) 2+”+a(1 — zw)2tnta dAq(w)

por lo que

8n+mF
oz V) = /Dw"wmf(m dAa(w) =0
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Esto claramente implica que f = 0. En efecto:
/ w"w™ f(w) dAqs(w)
D

R ; - o dO dr
— lim (a + 1)/ / (1 o T2)o¢ Tn-l—m—i—l e—ze(n—m) Zakrkz ez@k‘
R—1 0 0 =0 7['

™

- R r2n i do d
— lim (a + 1) Z ak/ / (1 _ T2)a prtmtktl efzﬁ(nfmfk) T'
R—1 =0 0 0

La dltima integral interior es distinta de cero sélo cuando k =n —m > 0, por lo tanto

R
0= / w"w™ f(w) dAg(w) = lim(a+1) an—m/ 2(1 — r2)® 20t gy
D R—1 0

Asi se obtiene lo deseado.
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2.2. Funciones Armodnicas

Recuérdese que si f es una funcién arménica en L'(ID,dA), entonces Bf = f. En esta
seccién se probard el reciproco, es decir, que las condiciones f € L'(D,dA) y Bf = f
implican que f es armoénica. Por conveniencia se usaran los operadores de Wirtinger para
factorizar el operador

A

_ 2 _1<82+32>
020z 4\0x2  Oy?)’

donde z = x + iy, el cual es una cuarta parte del Laplaciano usual. Esta renormalizacién
tiene la particularidad de que asume una forma muy atractiva, por ejemplo si f es una
funcién holomorfa, entonces

AlfP =157

Cuando se trabaja con funciones armonicas en el disco unitario es mas conveniente usar
el Laplaciano invariante denotado por A en lugar de el Laplaciano usual A. Si f € C?(D)
el Laplaciano invariante estd definido como

Af(z) = (1 —|2|*)?Af(z), paracada z¢€D.
La siguiente proposicién justifica esta nomenclatura.
Proposicién 2.2.1. El Laplaciano invariante es Mobius invariante, es decir,
A(fop)(z) = (Af)(#(2))
para cada transformacion de Mébius ¢ del disco en si mismo.

Demostracién. De la Proposicién 1.1 y el Corolario 1.1.4 se tiene que

Lo =d@ L) v e =IEae).

Por lo tanto de utilizando (2) y (3) de la Proposicién 1.1.17
A(fop)(z) = (1=[zP)PA(fop)(2)
0 0
_ 229 9
= (B2 (o))

= (- P [P (o)

= (-2 )]
2\2¢ /1 82f

= (=P T o (o(2)
) (
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Se puede interpretar a A como el operador de Laplace-Beltrami en I, cuando D se
dota con la métrica de Poincaré.

Proposicion 2.2.2. Para —1 < a < +00, la identidad
ABof = (a+1)(a+2) (Baf ~ Ba+1f)
se tiene para cada f € L'(D,dA,).
Demostracién. Por la invarianza de Mobius de B, v A serd suficiente probar que
AB,f(0) = (a+ 1) +2)(Baf(0) = Bat1 £(0))
Obsérvese que
ABof(z) = (1-[|2[*)?ABaf(2)
= @) [ [(1 - ‘2’2)2“1 (1= )" () dA(w)

0207 | |1 — zw |42«

y por otra parte es un calculo inmediato que

92 [(1 . ‘2’2)2+a

020% |1_Zw’4+2a] =2+ a)2+a)w] - (2+a).
z=0

Por lo que
AB.f(0) = (a+1) [ [2+ )@+l - 2+a)] (= ) fw) dA(w)

= (a+1)(a+2)/

[+ a)wl? = 1] (1 = [w)f(w) dAw)
D

- (a+1)(a—|—2)/ﬂ) (2 +0) -1+ @+a)wf - (2+a)
(1= [wl?)* f(w) dA(w)
— (a+1)(a+2) [(a+1)/(1 wf?) f (w) dA(w)
D
—(« — w[?)** f(w w
(@+2) [ (1= 0l f(w) dAGw)
= (a+1)(a+2)[Baf(0) - Bas1 f(0)].
Por lo tanto
AB,f = (0 + 1)(0+2)(Bof ~ Bay f)

para cada f € LY(D,dA,). ]
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En otras palabras, para —1 < a < 400 se tiene el operador

Bt = (- )™

Por lo cual la prueba del siguiente corolario es inmediata.

Corolario 2.2.3. Supdngase que n es un numero entero positivo y sea

lj( /<:+1)) 2eC

Entonces B, = G,(A)B en L'(D,dA).

Sea

_g( k:+1))

G es una funcién entera y G,(z) converge uniformemente a G(z) en subconjuntos com-
pactos de C, esto ultimo se prueba aplicando el Teorema 5.9 del Capitulo VII del libro
[4]. La funcién G juega un papel muy importante en la transformada de Berezin.

A lo largo de esta seccion sea

Z:{wEC:—1<Rew<2}

Q:{ZEC:z:—w(l—w) para algin wEZ}.

Por el teorema del mapeo abierto para funciones analiticas, ¢} es un subconjunto abierto
conexo de C.

Proposicién 2.2.4. Si z = —w(1l —w), entonces
sen (Tw)

G(z) = ————=.

(2) mw(l — w)

Por lo tanto, G(z) # 1 para z € Q\ {0}.

Demostracion. Sea

:ﬁ<1+w1—

Pt E+1)
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lo cual es equivalente a

(0 ) ) ) e

considerando las siguientes identidades

[e.e]

T ! (1)
Yy
P01 —2) = sen@rz)
En efecto como
(D05 G) = g )
w(l —w 1
- <k+1+ ( k ))k+1
w(l —w
= 1 e
entonces
e = [+ L0 H )
k=1 k=1 k=1
YW ev(1—w) .
= T+ Ta+a-wy ¢ 1O
1

T Tw+ DI —w) + 1)

B 1 1

T w(l—w) w1 —w)
Por lo tanto

G(z) = m

Ahora para probar que G(z) # 1 para z € 2\ {0} es suficiente mostrar que la funcién

Tw(l — w)

d(w) =

sen (mw)

es distinta de 1, para w € > \{0,1}. Obsérvese que ® tiene la propiedad de simetria
siguiente



2.2. FUNCIONES ARMONICAS 68

Obsérvese que

1oy 7+ 1)
p<al i) =T
g T cosh(my)

para todo y € R y el limite cuando y — 400 es cero. Asi es suficiente mostrar que la tinica
solucién de ®(w) en la banda —1 < Rew < % es w = 0. Esto se resolverd con la aplicacién
del principio del argumento. Obsérvese que si w = u + v entonces

ei(w(u+iv)) _ e—i(w(u-{—iv)) iU, —T )

sen (mw) = sen (m(u + iv)) = 5; S 2_,6 ¢
i i

Por lo tanto

TV

|sen (mw)| =~ e si v>0,

luego

1 _
()] ~ L=l
e’ﬂ'

cuando v — oo si v > 0. Asf pues sea A un nimero positivo, tal que |®(w)| < % para
todo w = u +iv, donde —1 < u < % y v es un real con |v| > A. Considérese el contorno
orientado positivamente como se ve en la siguiente figura

Se probara que la imagen ®() del contorno v gira alrededor de del punto 1 sélo una vez.
La siguiente figura muestra cual es el mapeo del contorno, sin embargo sélo se probara la
afirmacion anterior.
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<
> S
05
\
. . S 2 - . . \
10 05 L > 05 10 }
[
A 4
-05F
y
//
L —
. 1 . . . T .
Si w = 5 en 7 y se recorre hacia arriba, la curva ®(v) empieza en § y avanza hacia

cero a lo largo del eje real. Cuando w toma un giro a la izquierda en % +iA y se mueve
horizontalmente a la izquierda, la curva ®(+) oscila en el semiplano izquierdo de x = %

Para w en el segmento —1 +iA y —1 + ic se tiene que

O(—1+iv) = —3v+i(v? —2)| .

senh(7v)
Esta parte de ®(vy) tiene parte real negativa y por lo tanto oscila en el semiplano izquierdo
de x = 0 y es real sélo cuando v = /2 y cruza el eje en el punto (—3v/27)/(senh(7v/2)).
Hasta ahora la imagen de v bajo ® no toca al eje real a la derecha del punto 1. Ahora
se considera ®(w) para w en el semicirculo pequefio cerca del punto w = —1. Se puede
reescribir & como

O(w)=——+V
() = —— + ¥(w)
donde ¥(w) es analitica en una vecindad de w = —1. En efecto, obsérvese que

o w+1 , -1 -1

lim = lim ——=—.

w——1 senmTw  w——1TCOSTW T
Asi
1 1
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donde 7 es analitica en una vecindad de w = —1, ademas
w(l —w) = -2+ 3(w+ 1) — (w + 1)?

y por lo tanto

Tw(l —w) 2
Q(w) = = v
(w) sen Tw w+1 + ¥ (w),
con ¥(w) analitica en una vecindad de w = —1. Se sigue que

. 2 .
O(—1+eet) = geﬂt + O(e).
Esto prueba que si € > 0 es suficientemente pequetio, entonces la curva

B(—1+ e, S <t<<,

cruza el eje real cerca del punto % El nimero de vueltas de ®(v) alrededor de 1, no de-
pendera del numero exacto de veces que la curva anterior cruza el eje real. Finalmente por
el andlisis anterior y la relacién de simetria ®(w) = ®(w), cuando w se mueve hacia abajo
a partir de —1 —ie y vuelve al punto de partida 7, la imagen de ®(v) no cruza el eje real
de la parte derecha del semiplano = 1. Se concluye que la curva ®(v) gira alrededor del
punto 1 exactamente una vez. Y asi por el Principio del Argumento (ver apendice Teorema
3.3.10) se tiene lo deseado.

Se necesitara el siguiente resultado acerca de funciones propias del Laplaciano invariante
para poder probar el resultado principal de esta seccién.

Proposicion 2.2.5. Supdngase que a y A son numeros complejos, relacionados por X =
—a(l —a). Sea X, el espacio propio de A correspondiente al valor propio \. Sea

1— 2\« 2 1
Ja(2) = (1= J2") / do z € D.
0

27 |1 — ze—0|27""

entonces se tiene que

(1) La funcion g, pertenece a X).

(2) Si f € Xy y f es radial, entonces f = f(0)ga.-

(3) El espacio Xy contiene una funcion distinta de cero en L'(D,dA) siy sélo sia €Y.
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Demostracién. Sea P(e?, 2) el niicleo de Poisson. Entonces la funcién g, puede reescri-
birse como

1 2w

9a(2) = 5=

o [P(ew, z)} ad@, z € D.

(1) Diferenciando bajo el signo integral se tiene que

Aga(z) = % /O%A{P(ew,z)}adH

Por otro lado como P(e', ) es arménica en z, se tiene
Al )] = a-PalpeE?, )]
= 1P L fa(P,2)" 2Pt )
= (1= %l -1)(PE2)" P 2) =P, 2)
b= EPal(PE ) 5o P )
= (- 1P Pala P2
(e =2)(e" —2)

(
= (- (o - 1)) 2[(1_Ze 19)3(1_2629)3}
(

—1) P(ew,z)>a_ I p(ei®, 2) L p(et, 2)

@ 610 o Ze—z@ e—z@ _gew
= (1- \Z|2)204(04 - 1) P(ew,z)) 2[ ((11_ ze—i@))S(l —(12'ei9)3 )}

= ala—1) (P(ewa Z))a_2 [(1 — Ziflg)fé’f)j geig)Z]

Por lo tanto

Agalz) = 5 [P(e’e,z)]ade
_ /\% ” [P(e,2)]"do

(2) Sea f(2) = g(|z|?) una funcién radial en Xy. Entonces la funcién g(z) es una solucién
de la ecuacioén diferencial

(1 —2)%¢"(2) + (1 — 2)%¢ (z) = Ag(2) 0<z<l1
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En efecto, sea f € X entonces Af = Af en particular f tiene segundas derivadas. Puesto
que f es una funcién radial, se cumple que f(z) = g(|2|?) con g : (0,1) — C dos veces
derivable. Asi

0 9
9/ () = g% =2 4/ ()
y
0 9
= f() = 5= (2 9'1=P)) = ¢/ (1) + |9 (1),
de donde
9 5 )
=305y P = (e 0 - 30,

Sea = = |z|?, se considera la ecuacién diferencial
(1 —2)%y"(x) + (1 — 2)%y/ (z) = X y(z), para 0<z <1.

La funcion g satisface esta ecuacién diferencial. Al sustituir en el lado izquierdo, se tiene

|Z|2(1 _ ‘Z|2)2L( 0 f( ) _ laf(z)) + (1 . |Z‘2)218f(z)

|z|2\0z0Z = z 0z

el cual es equivalente a

(1= 12?50 () = (1= PPAS(E) = Af(:) = Af(2) = Ag(1=P).

El espacio solucion de la ecuacion diferencial anterior es dos-dimensional y se puede exhibir
una base para éste. Como g, € X entonces la funcién g1(z) = ga(v/x) es una solucién y
asi por el método de reducién al orden se ve que

g2(x) :gl(aj)/lm Wdt, O<ax<l,

es también una solucién y que g1 y g2 son linealmente independientes. Asi existen cons-
tantes a y b tales que g = ag1 + bgs. Como las funciones g y g1 son acotadas cerca de 0 y
g2 no es acotada cerca de = = 0, se tiene que b = 0 y por lo tanto g = g(0)g1 y de aqui

f= f(o)ga-

(3) Para ver este inciso, se asume que X, contiene una funcién no cero f € L'(D,dA). Por
la invarianza se puede asumir que f(0) # 0. Ahora si f € X, entonces es inmediato que
su radializacién, dada por

1 2

)= o= [ flze)dt,

:27T0
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también pertenece a X. Del inciso (2) se tiene que f# = f(0)go. Esto implica que X
contiene una funcién no cero de L*(ID,dA) si y sélo si g, € L'(ID, dA). Asi por el Corolario
1.2.2, la funcién g, estd en L*(D,dA) siy sélo si a € >_. En efecto, sea a = oy + i con
a1, s € R. Primero obsérvese que

i logri® _ eixlogr _ eix(lnr—l—iO) _ gizlnr

rt=e e =cos(zlnr) +isen(xzlnr),

con r,x € R, entonces |r*| = 1. Por lo tanto

_ [laskpry e
Ll aac) = [ES20 [0 dac)
ENEO
/ RS )
2w 1_’2
pu— A
/Dul—ze ey 446 0

271'
- /D|1—zewy2a1 dA(z) db.

La integral interior por el Corolario 1.2.2 es comparable con 1, tomando en dicho teorema
a=a, f=a—2y B <0 (en los otros dos casos de dicho teorema las integrales no
estan bien definidas). Asi pues tenemos que —1 < Rea < 2. Por lo tanto la funcion g,
estd en L'(D,dA) siy sélosia € S..

IN

Se prueba ahora el principal resultado de esta seccion.

Teorema 2.2.6. Supdngase que f estd en L'(D,dA). Entonces f es armdnica si y sélo

siBf = f.

Demostracién. Sea M el conjunto de puntos fijos de la transformada de Berezin B en
LY(D,dA). Como B, es un operador acotado en L!(ID,dA) se ve que M es un subespacio
cerrado de L1(ID,dA). Puesto que todas las funciones arménicas en L'(ID, dA) pertenecen
a M, entonces sélo se tiene que probar que cada funcién en M es una funcién armdonica.
Por la férmula integral para el operador B, cada funcion que satisface f = Bf es real
analitica en ID. En particular se puede aplicar el Laplaciano a cada funciéon en M. Sea A
la restriccién de A a M. Por la Proposicién 2.2.1 se tiene

AyBf =Apf=2(Bf -B1f) =2(f - Bif)

para toda f € M. Puesto que By es acotado en L'(D,dA), se ve que Ays aplica M
acotadamente sobre L!(DD, dA). Ademis dado que BB; = BB, se tiene

BAyf = 2(Bf — BBif) =2(f — Bif) = Auf, feM.
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Asi pues Ajs aplica M sobre M y por lo tanto Ajs es un operador lineal acotado en el
espacio de Banach M. Por el Corolario 2.2.3

B.f = Gu(A)Bf = Gu(Am) f, feM (2.5)

Puesto que G, — G uniformemente sobre subconjuntos compactos de C y Ajps es un
operador lineal acotado en M, se tiene

Gn(Ap) — G(App).
Esto junto con (2.5) y la Proposicién 2.1.6, dice que
GAy)f=Tf para cada f € M.

De donde G(A)y) es el operador identidad en M. Supdngase que A es un valor propio de
Ajpy. Por la Proposicién 2.2.5 se tiene que A € . También si f es una funcién propia no
cero correspondiente al valor A, entonces

f=GAM)f=GNf

de donde G(A) = 1. Por la Proposicién 2.2.4 tenemos que A = 0. Asi el tinico valor propio
del operador Ajs es 0. Retomando que G(z) —1 = zH(z), donde H es una funcién entera
con H(0) # 0. Por el Teorema del calculo funcional de Riesz (ver dpendice Teorema 3.3.8)
se tiene que

0=G(Am) -1 =H(Am)Awm,

donde [ es el operador identidad de M. Como el tnico valor propio de Ajs es cero, el
Teorema de la Aplicacén Espectral (ver dpendice Teorema 3.3.9) implica que el dnico va-
lor propio de H(Ajps) es H(0) # 0. En particular H(Ajps) es uno a uno. Si para f € M,
se tiene que H(Aps)f = 0, entonces f es un vector propio, para el valor propio 0, lo cual
es posible solo para f = 0. Ahora si f € M, entonces H(Ap)Apf = 0, se sigue que
Apnrf =0, es decir, que f es armonica. Asi se tiene lo deseado.



Capitulo 3

MEDIDA DE CARLESON,
ESPACIOS BMO Y VMO

En este capitulo se introduce el concepto de las medidas de Carleson para los espacios de
Bergman ponderados, ademas se estudia lo esencial que son estas medidas en los espacios
tipo BMO en el disco. La parte analitica de los espacioos BMO coincide con el espacio
de Bloch y se caracterizan estos espacios en términos de la transformada de Berezin. Por
ultimo se da una estimacién de Lipschitz en términos de la métrica de Bergman para la
tranformada de Berezin de un operador acotado arbitrario.

3.1. Medidas tipo Carleson

Asi como se puede integrar el nicleo de Poisson con una medida sobre el circulo, también
se puede integrar el nicleo de la transformada de Berezin con una medida del disco. Més
especificamente, para una medida de Borel positiva . en D, se considera la funcién

Bu(s) = (1 s [

b m d/l/(’l,U), A D.

En esta seccién se caracterizaran las medidas de Borel positivas u en D tal que Bu es
acotada. También se caracterizan las medidas u tales que Bu(z) — 0 cuando |z| — 171
Tales medidas reciben el nombre de Medidas de Carleson. Recuérdese que

|1 — zw| + |z — w

Bz, w) = 5 log

|1 — 2w| — |z — w|

es la métrica de Bergman en ID. A lo largo de esta seccién se fijaran algunos radios positivos
0 < r < 400 y se considerard el disco D(r, z) en la métrica de Bergman definido por

D(z,r) ={weD: p(z,w) <r}, z €D, (3.1)

es decir, es el disco hiperbdlico de centro z y radio r. Es bien sabido que D(z,7) es un
disco Euclideano con centro
(1—s%)z
(1 —s?[2[?)

75
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y radio Euclideano

(L—|2*)s
(1= s%|2?)’

donde s = tanhr € (0, 1).

Sea |D(z,r)|a el drea normalizada, o la dA-medida de D(z,r). Obsérvese que si 7 > 0

D(z,7)|a ~ (1= [2*)*.

2

En efecto, puesto que s?|z|? < s? se tiene que 1 — s?|2|?> > 1 — 52, asi tomando C' =

max{ —812, (= _882)2} se obtiene
1 - [22)2 < < < O(1 — |21%)2.
50— < T < - <001+

El siguiente lema enlista algunas propiedades del disco hiperbdlico.

Lema 3.1.1. Sean r,s y R numeros positivos fijos. Entonces existe un nimero positivo
constante C tal que para todo z y w en D, se tiene que

(1) C7H1 = |2)?) < |1 — 2zw| < C(1 — |2|%) cuando B(z,w) < r.

(2) C71|D(z, )] < |D(w, 5)]a < C|D(z,7)|a cuando B(z,w) < R

Demostracién. (1) Siw € D(z,r) entonces w = ¢, (u) para algin |u| < s con s = tanhr.
Asi

_ — zZ—Uu
l—zw = l—zgpz(u):l—z<1_zﬂ>
_ 22 —zu  1—zu—|z?+zu  1-— |2
N 1—zu 1—zu o l—zu’
Ademas
l—|ul <1—|zu|<|1—zul <2 ; 1—|ul>1-s.
Luego

Cl<|t—zu<C

1
con C' = m:ix{Q, 1

}. Por lo tanto
— s

CTH 1= [2f) <1 = 2w < C(1 - |2
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(2) Como la condicién fB(z,w) < r es simétrica, entonces el inciso (1) también se tiene
cuando se intercambian las posiciones de z y w. En particular se tiene que (1 — |z|?) ~
(1 —|w|?) si B(z,w) < r. Asi

1Dz, 7)|a ~ (1= ]2*)? ~ (1 = [w]*)* ~ |D(2,5)|
para B(z,w) < R.
|

Lema 3.1.2. Sear fijo, 0 < r < +o00. Entonces existe un entero positivo N y una sucesion
{an} en D tal que

(1) El disco D es cubierto por {D(an,r)}
(2) Cada punto en D pertenece a lo mds a N conjuntos de la cubierta {D(an,2r)}

(3) Sin#m, entonces B(an,am) > 5.

Demostracién. Primero se muestra que se satisfacen los incisos (1) y (2). Para todar > 0
se tiene

D(a,r) C D, aeD.

Como D es segundo numerable entonces contiene un subconjunto {a, } nen denso numerable
tal que

oo
r
D= D(an,5) v fan}=D.
n=1
Ahora se elige a1 = ay,, asi existe ko € N tal que

B(ak’laak’z) Z

|3

Denotese por Jp al conjunto de indices en N tales que

Blak,,a;) < siysolosi jeJp.

N3

Existe k3 € N\J; U {ag,} tal que

ﬁ(akg 5 aak3 ) >

N3

Denotese por Jp al conjunto de indices en N\J; U {ag,, ak,} tales que

Blak,,aj) < siysélosi jeJy.

|3
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Continuando con este procedimiento n-veces se tiene que existe {k,+1} € N tal que

5(akn+1 ’ akn) 2

|3

Denétese por J,, al conjunto de indices en Fj, 1 con F,11 = N\(JUJoU-+-Jp_1) UU;:FI1 a,
tales que

siysélosi je€J,.

N3

/B(a’k:n’ aj) <
Por lo tanto se ha encontrado {D(aq,, 5)} tal que

r

Dc U D(ank>§) .

n=1

Para verificar esto, sea z € D = |J;~; D(an, §) entonces existe z € D(ap, 5) para alguna
n € N con f(an,z) < 5. Asi se tienen dos casos

(1) Si a,, = ay, entonces z € D(an;, 7).

(2) Si a, # ay, entonces existe ay; tal que 8(an,ar;) < 5 para algin j € N asf

ﬁ(akjaz) < /B(akjaan)‘{'ﬁ(anvz)

S TLT
2 2
= T

Por lo que si z € D entonces z € D(ag,,,r) para alguna n € N.

Por lo tanto
o
D= U D(an,T) .
n=1

Para ver que se satisface (3) supéngase que n # m. Sean D(an, 5) y D(am, 5), los cuales
son disjuntos y cumplen que

2
6(anaam) > g r>

|3

Motivado por el Lema 3.1.2 se dice que una sucesién {a;} de puntos en D es separada
(6 uniformemente discreta) si

0 < inf{B(aj,ar) : j # k}.
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Lema 3.1.3. Sea r fijo, 0 < r < +o0. Entonces eziste una constante positiva C = C(r)

tal que

p L w) |P w z
O PE 1 p Ty fo 1S P dA), €D

para toda funcion f, analitica en D y todo 0 < p < +00.

Demostracién. Por la subarmonicidad de | f |P, se tiene

e L w) |P w
O S 15507 Tr o, |0 4G

Reemplazando f por f oo

(7o) O < 1BaTs Lo | (Foe) @ P dat
| 1(2) < |D(01)A /D o | S P da),

Tomando el cambio de variable w = ¢, () se tiene,

p ; D / 2
FOP S e fo, | TP da0y
- pw
= D0, |A/D<Z,r)’f“” oz AW
Aplicando el Lema 3.1.1,
p C p
IO VS T o, TP a400, seD.

Como una consecuencia de los Lemas 3.1.1 y 3.1.3 se tiene la siguiente desigualdad

(=121 [ f(2) P< C/D( )(1* |w [*)* 2] (w)? dA(w)

donde f es analitica en D, s es real y 0 < p,r < +00 y C es una constante que depende

de p,r, s (pero no de la funcién f y el punto z € D).

Ahora se prueba el resultado principal de esta seccién.
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Teorema 3.1.4. Sean 0 < p,r < +o0 fijos y sea p una medida de Borel positiva en D.
Entonces las siguientes son equivalentes

(1) La funcion B, es acotada en D.
(2) La funcion iy(z) = p(D(z,7))/|D(z,7)|a es acotada en D.

(3) El espacio de Bergman AP es un subespacio acotado de LP(D,dpu).

Demostracion. Como

1222 12)2
Bue) = [ Sy = [ S )

11— zwl|? () 11— zwlt

(1) = (2) Supdngase que la funcién By es acotada en D, entonces existe C' > 0 tal que
Bu(z) < C, para toda z € D. Asi por el Lema 3.1.1

(1= l=P)? a—p
C > /]D) ‘1 — ZWH dM(’LU) > /[)(377») ’1 — Z’@‘4 d,u( )
1 ) A
|D(2,7)|a /D(m) dulw) = B P E ) = (),

para toda z € D y esto prueba (2).

(2) = (3) Supdngase que la funcién i, (z) es acotada en D, es decir, existe C7 > 0 tal que
w(D(z, 1)) < C1|D(z,7)| 4,

para toda z € D. Sea {ay,}, una sucesién en D tal que satisfaga las condiciones del Lema
3.1.2. Para cada f € AP,

/ FEP du(z)
D

IN

Z / e )

o0

< Y uDnr)suplIfEP € Dlan )}

Por los Lemas 3.1.1 y 3.1.3, existe una constante positiva Cs tal que

L ap,T __C z)|P z
(/)P € Do)} < ppra o [ IS dAC),

para todan =1,2,3, ...,

/ FEP du(z)
D

IN

Cy -
Zu ) /D NLCIEZI0

01022/ 2)|P dA(z).

an,2r

IN
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Puesto que cada punto en D pertenece a lo méds a N de los conjuntos D(ay,, ), se tiene
que

/ FPdu(z) < CLCaN / F()P dA(z)
D D
< i

para cada f € AP. Por lo tanto el espacio de Bergman AP es acotado en LP(ID, dpu).

(3) = (1) Supdngase que el espacio de Bergman AP es acotado en LP(ID,du), es decir,
existe una constante C' > 0 tal que

/ P du(z) < C / )P dA(w)
D D

para toda f € AP. Sean z € D fija y

s = [

Entonces f es holomorfa en D y ademas f € AP. Asi pues

/‘ 11112 2/p)p du(z) = /ﬂ)mdu@)
< C.

, w € D.

Por lo tanto Bu(w) < C, es decir, Bu es acotada en D.
n

Si una medida positiva p satisface alguna de las tres condiciones del Teorema 3.1.4, en-
tonces p debe ser finita, es decir, u(z) < +oo, para toda z.

Corolario 3.1.5. Sean ¢ una funcion no negativa en L'(D,dA), r > 0 y du = ¢ dA.
Entonces las siguientes son equivalentes

(1) Eziste C > 0 tal que

(1— |zy2)2/ _wlw) dA(w) < C,

D |]. — ZE|4

para cada z € D.
(2) Eziste C > 0 tal que

1
7|D(z,r)|,4 /D(Z ) p(w) dA(w) < C,
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para cada z € D.

(3) AP es acotado en LP(D, pdA).

Teorema 3.1.6. Sean 1 < p < o0 y 0 < r < +oo fijos. Sea p una medida positiva de
Borel en . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) La funcion By estd en Co(D).
(2) La funcion pi, estd en Cy(D).

(3) AP C LP(D,du) y la aplicacion inclusion es compacta.

Demostracién. (1) = (2) Supdngase que By esta en Cy(D), es decir, Bu(z) — 0 cuando
|z| = 17. Del Teorema 3.1.5 se tiene

Bu(z) = p(D(z,7))/|1D(z,7)|a = fir(2) -

Tomando el limite cuando |z| — 1~ se tiene el resultado.

(2) = (3) Supdngase que , € Co(D), es decir, fi,(2) — 0 cuando |z| — 17. Ademads
supéngase que f, — 0 converge débilmente en AP cuando n — oo. Para obtener (3), basta
probar que f, — 0 en norma en LP(D,du) cuando n — oo. Sea {a,}n, la sucesién del
Lema 3.1.2, entonces |a,| — 1~ cuando n — oo. Como fi,(z) € Cp(D), dado € > 0, existe
Ny tal que

p(Dlan1) _
D(an,r)la =

para toda n > Ny. Como f,, converge débilmente a 0 en AP cuando n — oo, entonces
existe una constante positiva C' tal que

Ifnlly <Cy  fal2) =0,

en subconjuntos compactos de ID. El resultado deseado se seguira de la siguiente desigual-
dad

/D AP () < /D RGP dute)

Qn,T)

La suma anterior se puede dividir en dos sumas: la primera para 1 < n < Ny y la segunda
para n > Ny. Por la prueba de (2) = (3) en el Teorema 3.1.4 la segunda suma se estima
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por

= ,LL(D((I"”/“))
3 frng ) < 00 S EZI [ o aata

n=~Np

A
9

|[fr(2)[PdA(z)

AN

A
L[M]2 =
S—

para todo k > 1.

Por otro lado, la primera suma puede hacerse arbitrariamente pequena eligiendo k lo
suficientemente grande. Puesto que fr — 0 débilmente en AP, entonces fx(z) — 0 unifor-
memente sobre subconjuntos compactos, luego

No—1

Ii )|Pd .
yim 3 [l =0

Como ¢ es arbitrario se tiene que

hm </|fk )P dp(z) ) =0,

por lo tanto el operador

i : AP(D) — LP(D, du)

es compacto.

(3) = (1) Recordemos que

= [ 1) duto), zeD,
donde
1— 2|2 2%/
fa(w) = {(1_'5‘))2} p, z,w € D.
Sea
L7 1—lan|? 2/
Jan(w) = [m} ;
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se prueba que f,, converge a 0 débilmente en la norma AP, es decir || fq, ||, es acotada y
fa, () = 0 en subconjuntos compactos. La funcién

1

11— a,wl?

es una funcién continua en D y asi también lo es en K C D compacto, por lo que existe
M > 0 tal que f,, (w) < M(1 — |a,|?), ahora tomando el limite cuando n tiende a oo se
tiene que f,, — 0. Como los fq, C AP se tiene que {||fs,||p} es acotada por 1 para toda
n. Por lo tanto f, = f,, converge débilmente a 0 en AP.

Por lo tanto Bu(z) — 0, cuando |z| — 17, pues como por hipétesis i : AP(D) — LP(D, du)
es compacto, entonces se tiene que

(1_‘an’2>2
~  —  du—0
/Du—anww a

cuando n — o0, que es lo que se queria probar, pues la sucesién {a,} es arbitraria.

Corolario 3.1.7. Sean ¢ una funcion no negativa en L'(D,dA), r > 0 y du = ¢ dA.
Entonces las siguientes son equivalentes

(1) Cuando |z| — 1~

-1 [ ) A 0,

|1 — 2wt
es decir, estd en Co(D).
(2) La funcion

1
Teleean /D Pl daGw)

estd en Co(D).

(3) AP C LP(D, pdA) y la apliacion inclusion es compacta.

Demostracién. La prueba es andloga a la del teorema anterior.
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3.2. Espacios BMO y VMO en la Métrica de Bergman

Una caracterizacién bien conocida del espacio BMO(D) es el Lema de Garsia, el cual dice
que una funcién f en L%(D) est4 en el espacio BMO(D) si y sélo si la funcién

2

1 ) A 1 [2r A A 2
oo [P ) P - | o / P, 2) f(e)dt
27'(' 0 271' 0

es acotada, donde P(e', z) es el niicleo de Poisson en z. Un resultado similar se tiene para
funciones en el espacio VM O(D). El propédsito de esta seccién es desarrollar esta teoria en
la métrica de Bergman.

Recuérdese que para 0 < r < +oo y z € D, el conjunto D(z,r) es el disco hiperbdlico con
centro hiperbélico en z y radio hiperbdlico r. Ademés |D(z,7)|4 es el drea Euclideana de
D(z,r) dividida entre 7.

Para una funcién f en D, localmente integrable, se define la funcién promedio ﬁ por

~ 1

fr(z) = Deh /D(”) f(w) dA(w) para cada z € D.

Si f es cuadrado integrable localmente, entonces se define la oscilacién media de f en z
en la métrica de Bergman como

MO, (f)(z) = [D(;T)‘A /D(W)Lf(w)—ﬁ(z)|2 dA(w)

1/2

Para fines préacticos en las pruebas de las Proposiciones 3.2.1, 3.2.4 y del Teorema 3.2.5
hégase
1— |z

k. (w) = A=zw)?

y D= D(zr),

donde k. (w) es el niicleo reproductor normalizado de A?(D).

Proposicion 3.2.1. Si f es cuadrado integrable localmente, entonces
MO = [ype [ [ 1@ - ) aa) daw)] L @)
2‘D(27T)‘,24 D(z,r) JD(z,r)
Demostracién. Primero obsérvese que

2’2:/\2271 wzil AZ2 w
R = P 5o | L, MA@ = pe /| RGP daw)
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Asi

(M0.(1)(2))”

B 1) = B daw)
|D|A/ f)f A rDr / flw
o0 [ T daq ‘D‘ / R dAw)
ol J, M aAt0) = T [t

2_ -
frz |D|A/wa dAw)+\frZ| |D|A/D dA(w)
o [P dAw) = FERE) - FERE +1F P

|Dl|A /D () dA(w) = |fr(2)P = 1} ()] + 1 ]:()]”
|7>1|A/ |f(w)]? dA(w) — | fr(2)]?

o [ (1P = 1756)7) daw). (33

Y por otra parte se tiene por el teorema de Fubini

o Jo

2 _ 2
WA aaw) = o [ [0 aaw aac)

- |1>|?4/D/D ) F(0) dA(u) dA(v)
_ |D1|A//fu (v) dA(u) dA(v)
v m//\f O dA) dA()
- ‘D‘ /\f \ZdA< ~FERE)
- + /|f )12 dA(v)
= mufp (17 = F:(2)P) dA(w).

Asi comparando (3.3) y esta ultima igualdad se tiene lo deseado.

Por el Lema 3.1.1 y el resultado anterior se tiene el siguiente corolario.
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Corolario 3.2.2. Sean r y s numeros positivos tales que v > s y f una funcién cuadrado
integrable localmente en D. Entonces existe un numero positivo C' tal que para todo z € D

MO, (f)(z) < C MOs(f)(2) -

Se denotard por BMO, = BMO, (D) al espacio formado por todas las funciones f cua-
drado integrables localmente, tales que

I fllr = sup{MO,(f)(2) : z € D} < 4o0.

El resultado principal de esta seccion, es que el espacio BM O, es independiente de r y
puede ser descrito en términos de la transformada de Berezin.

Lema 3.2.3. Supdngase que r y s son numeros positivos y 3 es la métrica de Bergman en
D. Entonces para una funcion f definida en D, las siguientes condiciones son equivalentes

(1) My = sup{|f(z) = f(w)] : B(z,w) <7} < +o0
(2) Ms = sup{[f(2) — f(w)| : B(z,w) < s} < +00

(3) |f(z) — f(w)|] < C(B(z,w) + 1) para alguna constante positiva C' y todo z,w € D.

Demostracién. Para realizar esta prueba se verd que (3) = (2), (2) = (1) y (1) = (3).

(3) = (2) Supdngase que |f(z) — f(w)| < C(B(z,w) + 1) para alguna constante posi-
tiva C'y todo z,w € D. Si B(z,w) < s con s € RT, entonces |f(z) — f(w)] < C(s+1) para
todo z,w € D, por lo tanto

M, = sup{|f(2) — f(w)| : Blz.w) < s} < +oc.

(2) = (1) Se puede suponer que r < s, asi pues 3(z,w) < r < s. Por lo tanto M, < M, <
—+00.

(1) = (3) La desigualdad deseada es obvia para el caso en el que 3(z,w) < r, asi sélo basta
probar el caso cuando B(z,w) > r. Sean z,w dos puntos fijos en D tales que B(z,w) > r
y sea a(t) con 0 < ¢t < 1 la geodésica de z a w en la métrica hiperbdlica. Sea N el
menor nimero entero mayor o igual a f(z,w)/r o sea N —1 < f(z,w)/r < N. Sean
0 <tp <try1 <1y0<k<N-—1, tal que a cada t; se le asocia un punto «(ty) del
segmento hiperbdlico f(z, w), tal que

Bz w)
N

Bla(ty), a(tki1)) =

<
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de donde
N—-1
1£(2) = Fw)] < Y 1f(altr) = Flalterr))] < NM,.
k=1

Asi por la eleccién de N y como r — 2 < r < 3(z,7) se tiene

Bz, w)

r

N < +1g§w@mo+w.

Asi,
£() — Fl)] < 2My(B(zw) +1)

para todo 3(z,w) > 7.

La métrica de Bergman crece logaritmicamente

1. 14|z

0,z) = =1
6(72) 2Og1_‘2‘7

z € D.

De aqui se sigue que una funcién f Borel medible la cual satisface cualquiera de las con-
diciones del Lema 3.2.3 estd en LP(D,dA) para todo exponente p positivo y finito. Esto
ultimo se tiene por el Lema 1.3.15.

Ahora se probara el resultado méas importante de esta seccién. Por conveniencia, se intro-
duce para f € L?(D,dA) la siguiente notacién

1/2
MOUX@Z«MVWVM%Bﬂ@d :

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz B(|f|?)(z) > |Bf(2)]? y MO(f)(z) > 0, y asf la
expresion anterior esta bien definida.

Proposicién 3.2.4. Para f € L*(D,dA)

12|t
an@—awulléé

('y) 1/2

_ ’UE)Q

dA(u) dA(v)

fw) = f
1 - w2)2(1
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Demostracion. Por la definicién de la transformada de Berezin se tiene

2<B(!f|2)(2) - \Bf(z)\Q)

— B /f ) k() 2 dA(u) /f Jka (0)? dA(v)

| Tw)lk:(u) ) dA(u) /f )k=()[* dA(v) + B(|f*)(2)

(W) 1k (1) 2 dA(u) //f

r
/()()\k()llk()\zdz‘l /\f )2k (1) 2 dA(v)

://rf )2k () Pl (0)[2 dA(u) dA(v //f () 2l (0)[2 dA(u) dA(v)

(w)*[k=(v)]* dA(u) dA(v) //If )21k (w)*[k= (v)]* dA(u) dA(v)

= / / @) — @ — F@F©) + [F0)) ks (0) 2k ()2 dA(w) dA)
= [ [ 1560 = F@ PPk () dA(w) dA).

u)*[k:(v)|* dA(u) dA(v)

Il
\@\\

|
o35
\

\

Asi se tiene (3.4).

Obsérvese de 3.4, que el espacio formado por las funciones f € L?(D, dA) tal que

sup MO(f)(z) < oo
zeD

es lineal, y si f,g € MO entonces

MO(f + g)(2) < MO(f)(2) + MO(g)(2) < .

Teorema 3.2.5. Supdngase que 0 < r < +00 y que la funcion f es cuadrado integrable,
localmente en D. Entonces f € BMO, si y sélo si f € L?>(D,dA) y la funcion MO(f) es
acotada en D.

Demostracion. < Por el Lema 3.1.1 existe una constante o > 0 tal que

para toda z € Dy w € D(z,r). Ahora supéngase que f € L%*(D,dA) y que la funcién
MOC(f) es acotada en D. Se probara que f € BMO,(f), es decir,
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| fllr = sup{MO,(f)(2) : z € D} < 4o0.

Por la férmula anterior para M O(f) se tiene que,

[MO(f) L/:/Wf 0) 1k () P [k (v) PdA(u) dA(v). (3.5)

Ahora por la Proposicién 3.2.1

MO = gpr [ 1500 FwPaamaaw),

Asi se tiene que MO(f)(z) > MO, (f)(z) ya que que si se reduce el dominio de integracién
de D a D(z,r) se obtiene que

MO(f)(2) > *>MO.(f)(z), z€D.
Por lo que la acotacién de la funciéon M O(f) implica que f € BMO, puesto que
sup{MO,(f) : z € D} < 0.

=) Supéngase ahora que f € BMO,. Sean r = 2s y j/’; la funcién promedio de f con

pardmetro s. Se escribe f = f; + fo, donde fi(z) = fs(z) y fa(2) = f(2) — ﬁ(z) Como
el espacio de funciones f € L?(ID,dA) con MO(f) acotado es lineal, serd suficiente probar
que f1 y fo también estan en MO.

Primero se observa que

) = Falw) = / 0 = )] daw

[D(2,8)la Jp

ya que

# T w u) = M w) = N w
D=5l /D(z,s> falw) dA{u) = 1S /Dw) dAw) = fi(w)

Por otro lado

R = Rilw) = 75— |A‘D T /D(Zs / [ @~ )] aaw dA@)

Asi por la desigualdad de Cauchy-Schwarz aplicada a la integral interior se tiene
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7. z)— 7. w 2 1 u) — v 2 u V).
) = B S (BB aTTs o o 10— TP 44() a4

Si B(z,w) < s, entonces

D(z,s) C D(z,r) : D(w,s) C D(z,r)

y por el Lema 3.1.1

[D(w, s)|a ~|D(z,8)|a ~ |D(z,7)]a .

Entonces existe una constante positiva C' tal que

|fs(2) = fu(w)P?

[ 2 u v
2,DH,A/“/DM — F(0)[? dA(u) dA(v)
= CIMO(N)E)P < O fI2 < o, (3.6)

para todos z,w € D con [(z,w) < s, donde se a usado (3.2). Puesto que MO, (f) es
acotado, por el Lema 3.2.3 (3) existe una constante positiva C; tal que

|fo(2) = Fu(w)| < C1(B(z,w) +1)

para toda z,w € . En particular fs € L*(D,dA). Ahora

AMO(F) ()P = / / 1F) = F(0)IEs () P s (0)? dA(u) dA(w)
2 2 2
c? /D /D (B(z.w) + 12 ks () P s (0)? dA(w) dA(w).

IN

Haciendo los cambios de variable A = ¢, (u), n = ¢.(v) y tomando el hecho de que 3(z, w)
es Mobius invariante se tiene que

C’l// Bz, w) 4+ 1)2|k, (u) k. (v)|* dA(u) dA(v 01// (A1) +1)2 dA(N) dA(n),

pero por la Proposicion 1.3.15 esta ultima integral es finita, luego MO(]?S) es acotada en ID.
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Ahora se considera fo = f — f"; y por la desigualdad del tridangulo se tiene

1/2 - . 1/2
2 _ _7 2

[\ms] zerr [ 17w =l daw
S 1/2

< oo [ 1) = B dAe)
- ) 1/2

- £(2) = Fo(w)]? dA(w

. _yD<z,s>|A/D<z,s>'f“ Fuw)? dA(w)

Por la desigualdad (3.6) el término

1/2
/ 1

D) /DW) dA(w)

IN

ClI£I7 -

= CIfII7

es acotado con respecto de z. El término que le procede a éste, es también acotado ya que
fe€BMO,y

b P Al
[|D(z,s)A /D(Z’s)\fs( ) — fs(w)PdA(w)

MOs(f)(2) < CoMO.(f)(2), =z €D,

lo cual se sigue del Corolario 3.2.2 y la definicién de fs usada también en la prueba. Ahora
por el Corolario 3.1.5 (tomando ¢ = |f2|?) la funcién B(|f2|?) es acotada, lo cual implica
que fo € L?(D,dA) y que MO(f3) es acotada.

]

Se sigue del Teorema 3.2.5 que el espacio BM O, es independiente del pardmetro r con
0 < r < 400, pero su norma si cambia con respecto de 7. Se escribird BMOg = BMOy(D)
para denotar el espacio BM O, para cualquier 0 < r < 4+o00. La nueva notacién representa
la independencia del parametro r. También hace hincapié en el hecho si que una funcion
fen L2(D,dA) o no, la propiedad de pertenecer a BM Oy depende de su comportamiento
en la frontera.

Por otra parte, el espacio BM Oy es un espacio de Banach con la norma
11 = [Bf(0)| +sup{MO(f)(2) : z € D} .

Obsérvese que si se omite el término

B(0) = /D £(2) dA(2)
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entonces solo se tiene una seminorma. La seminorma es M&bius invariante, pero la norma
definida anteriormente no lo es. Se dice que la seminorma

[flla = sup{MO(f)(z) : z € D}

es Mobius invariante pues satisface
1fllo = 1l.f o ella-
para toda ¢ : D — I de Mdbius. En efecto: obsérvese que
[F(g()1? = (1F1)(9(2) = (117 0 9)(2),
ademas por la Proposicion 2.1.1 se tiene que
B(fop)(2) = (Bf) o ¢(2).

Por lo que

B(|f o ¢*)(2) = (BIf[*) 0 p(2),
y por otro lado

(BU/P)E) - BOEPE) " = [BUrP) - B ).

Por lo tanto

sup (B(f 0 o)) ~ B(F o))" = sup (BIf) o 0(2) - 1B 0 0(a)?)
zeD z€D
= sup (B~ BUIP) o o(2)
z€D

= sup (B - BOPYw) ",

webD

y asi se tiene lo deseado.
Proposicién 3.2.6. La seminorma | - || es completa en BMOjp.

Demostracién. Puesto que 1 — |z|? < 4|1 — 2zw|* entonces por 3.5

/ / ) — F(0)? dA(u) dA(v) < 8||F]3
DJD

para toda f € BMOy, se ve que si {f,} es una sucesién de Cauchy en BM Oy, entonces
la sucesién

Fo(u,0) = fu(u) = fo(v)
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converge en L?(D x D, dA x dA). Como las funciones constantes tienen norma cero en
BMOy, se puede asumir que f,(0) = 0 para toda n = 1,2,---. Tomando v = 0 en
F,(u,v) se concluye que f,,(z) converge en L*(D,dA) a alguna funcién f. Dado ¢ > 0, se
elige un entero positivo IV tal que la integral

/D /D () = Fin(0)) = (Fu(0) = Fon(0) Pl ()b (0)? dA(u) dA(v) < 2

para toda z € D y n,m > N. Si m — +00, entonces

/D /D [(Fat) = F(0)) — () — F@))PIs (w)hs(0)]? dA(u) dA(v) < 2
para todo z € D y n > N. Esto implica que f, — f € BMOg y
| fr = fllo <e, para toda n > N.

Por lo tanto f = (f — fn) + fn € BMOg y fn — f en BMOy. Por lo tanto BM Oy es
completo.

Teorema 3.2.7. Sea H(D) el espacio de las funciones analiticas en D. Entonces
BMOsNH(D) =8

Demostracién. (a) Primero se prueba que BM Oy N H(D) C B. Puesto que BMOy y B
estan contenidos en L%(ID, dA), considérese una funcién f € A?(D). Entonces

F1(0) =2 /D W(f(w) — £(0)) dA(w) |

En efecto, como

f(z) = /D (f(w)2 dA(w) se tiene f'(z) =2 / f(w)

1— -w) L (1= zw) w f(w) dA(w)

y por otro lado por la simetria de D

1 1 pr2r )
/wdA(w)—// re ®dodr=0.
D ™ Jo Jo
Asi se tiene

f1(0) =2 /D Tf (w) dA(w) — 2 /D TF(0) dA(w) = 2 /D T(f(w) — £(0)) dA(w) .

Ahora reemplazando f por f oy, en la igualdad anterior se obtiene

(1 - |22)f'(z) =2 /D B(f o ps(w) — f(2))dA(w).
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Luego por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(1= P27 () < 4 / 1 o) — f(2)PdA(w)
D
para todo z € D. Como

[fop(w) = F(2)P = |f o pa(w)]’ = fop.(w) f(2) = fopa(w)f(2) + | f(2)]

y Bf = f para f analitica se tiene

(0] 2 = o w 2 w) — (0] f(2) w
/!f ps(w) — (=) dA(w) /le - (w)? dA(w) /f - () F(2) dA(w)
o 2
+ ]D)f 902 /’f ‘ dA
- B(\f\?)(@—(Bf@ 2 — BFNFG) + ()
= BUP)G) - 1()f() - <> ) + £ )2
— BP)) - If(2)
BUS)(z) - [BS ()2
Resumiendo
/ f o pe(w) — F(=)PdAw) = BfP)(2) - B ().

Por lo tanto
(1= =221 () 2 < 4(BAUSP)(=) - 1BF()P),
y asi
1/2
A= 1PIF R < 2(BUPE) - IBF)P)

= 2MO(f)(2)
< (C< o

pues f € BMOg. Luego se ha probado
BMOsNH(D) C B.

(b) Ahora se prueba que BMOy N H(D) D B. Sea f € B, entonces por el Teorema 1.3.14
existe una constante positiva C' tal que

£ (2) = f(w)| < CB(z, w),
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para cada z,w € D. Esto tltimo, junto con la férmula integral para B(|f|?)(z) — |Bf(2)|?
y el Lema 1.3.15 se utiliza para obtener el resultado deseado. Como

MO ) = B(f)(=) — 1B
=(/uo@z — J(2)? dA(w)

< [ ce.tw).2)* aaw)
= [ ClB(esw). 00 dAtw)
= [ c6w.0)? daw)
y esta iltima integral es finita por Lema 1.3.15. Por lo tanto f € BM Oy N H(D). Luego

B C BMOyN H(D).

|
Se denotara por VMO, el espacio de las funciones f en D cuadrado integrables localmente,
tales que

MO, (f)(2) =0 cuando |z| = 1.

Dicho espacio estd contenido en el espacio BMO,.. En efecto, sea f € VMO,, es decir,

1 -~ 1/2
i _— w) — f(2)? dA(w =0.
mfﬁ(wummhé@ﬂ”<) Fo(2)? dA(w))

Entonces dado € > 0 existe 0 < R < 1 tal que si R < |z]| < 1
1 o~ 9 1/2
(m /D(w) [f(w) = fr(2)] dA(w)) <E.
Por otra parte si |z| < R, entonces |z < R? y 1 — |2]? > 1 — R?. Luego

1 11
ID(z,r)la (1222 = (1 - R?)?

y existe K C D compacto tal que D(z,r) C K para cada z € B(R). Ahora obsérvese que
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

-~ 1

5O = | ., ) e
C

=g )l A
C

< o Ik

IN
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Por lo tanto

B [ ) - R aaw)” < (s [ 10w - BEP daw)"
[D(z,7)|a D(z,r) (1—R?)? Jg

Asf se tiene que f € BMO,.

Teorema 3.2.8. Sean f € H(D) y 0 < r < 1, entonces

r 16

! 2 — z - ,252 —ZQ zZ). .
SO s aan < [ 7R 0= e) dac) (37)

Demostracién. Pasando a coordenadas polares con z = (e? en (3.7) se tiene que mostrar
que

/Or </02“|f’(<eie)12 d¢9> Clog% d¢ < 196/0 </027r|f,(<6i9)|2 d9> ¢ (1- i) L

Como |f'(2)|? es subarménica, entonces si 0 < ¢ < ¢’ < 1

27 21
hm:A W@%PwsA ()2 db = h((")

Para que se cumpla (3.7) sera suficiente mostrar que

[ w@crostac< [T aoc(1-5) ac

Un célculo directo muestra que

/Or Clogzd(—ls/r; (1—52) dc.

Sea t < % entonces

r r t r r r
Ahmcmgﬂzzéhwcmga+[hmcmgﬂ

t r r r
h(t)/0 ¢ logz dC—i—/t h(¢) ¢ logg dc . (3.8)

IN
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Se observa que

/Ot ClogZdC</; (C(l—e) glogc> d¢

pues

Ya que h es creciente, (3.8) se estima por

T r s r
| mecroeZac < w [ (c(l— uog> (C) € log 7 d¢
16 T 6 <2
Y T Py TR
y asi se prueba (3.7).
[

El siguiente resultado se usara para mostrar el Teorema 3.2.10.

Lema 3.2.9. Para toda f € H(D)

[l = 1o aae) < F [ a- LR dAG)

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongase que la integral de la derecha es
finita. Usando el Teorema de Green (ver Teorema 3.3.13 en Apendice) se tiene que

[ irereeaae = L | F(re®) = F(O)2 db
ol<r E ~ar ’

ademas por el Teorema 3.2.8

/Z|<'r ‘f,(2)|210g’%| dA(z) < 196/|Z<T ’f/(z)‘Z(l B ‘§‘2> JA(:)

Ahora integrando la anterior desigualdad con respecto de r dr se obtiene

e n TN 2 16 ! N2
7['/0 rdr/o |f(re'”) — f(0)]7 db < 9/{)rdr/|z<rlf(z)

[17G) = FOP dA@) < 3 [ 1= + P og |2 PIIF () dAG),
D D

~Z[) aace).
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pues por el teorema de Fubini

/rdr/ldq 1—) ’)dA(z) - / Mf ( ] ‘)drdA()
/\f/ / 1—‘ dr dA(2)

|2

= [1FGRG - 5+ 5P loglef?) da(e)
- /\f 21— 2 + 2 log|=[2) dA(2).

Como logt <t —1 para 0 <t <1 entonces

1= [2* + |2 log |2 < (1 = [2*)?,

L@ = 1F aa¢) < 5 [ 17R0 - 12P? aao).

Se escribird VMOgy = VMOy(D) para representar el espacio VMO, para cualquier
0 < r < +oo. El espacio VMOy es un subespacio completo y por tanto cerrado de
BMOg y ademéas V MOy contiene al espacio C(D).

por lo tanto

Teorema 3.2.10. Sea f € H(D). Entonces f € VMOy si y sélo si f € By.

Demostracién. Reemplazando f por f o ¢, en el Lema 3.2.9 se obtiene
B(f)(w) - |Bf (w)* = / o pulz) — F(w)? dA(2)
- / £ 0u(2) - F o pu(0)f dA(2)

< > (foww)()‘2(1_|z‘2)2 A
D
- % . f’(@w(z))‘2|%(2)l2(l—\z|2)2 dA(z)
_ w? 2 o 22 2
- 5 f’(ww(Z))‘z(1 ) AP g a,)
J Jo 11— Zw|
32

= 5 [ (= leuP) [ (eute)]| 4o

Tomando el cambio de variable A = ¢,,(z) se tiene que

Cwl2)2(1 — [A[2)2
/D(1_|<pw(z)\2)2 (pu(2)] dAG) = /D‘f’()\)’?(l !’1\>;1A'4|A|> 2400
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Si f € By existe R > 0 con R < |A\| <1 tal que
L= PP <e,

asi

/ PR = PR, ([ AR < / E el (V2 dAQ) < e
R<|A<1 R<|A<1

Por otra parte en B(R) se tiene que |1 — Aw| > (1 — R?)* y asi
W/WW(A)IQ@— IA2)2 dA(N) — 0,
cuando |w| — 17. Por lo tanto
B(If*)(w) = [Bf(w)? — 0
cuando |w| — 17 y asf
f € VMO,(D).

Ahora supéngase que f € VMOy(D) € BMOg C B. As{ por la férmula de reproductora
del nicleo de Bergman, para cada f se tiene que

1) =110 = [ LT aaqw),

Derivando en ambos lados de la igualdad anterior

(1 —2zw)3

Si z = 0, entonces

FOP <4 [ 17w - FO)F dAw).
D
Reemplazando f por f o, en la desigualdad anterior
A== )P < 4/D |f o pz(w) = f(2)* dA(w)
= 4(BUfP)(2) - 1BI)P),
para z € D. Como f € VMOy(D) entonces

f € By.
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3.3. Una estimacién de Lipschitz

Sea «(t) una curva suave en D. Si s(¢) es la longitud de arco de a(t) en la métrica de
Bergman, entonces

ds _ |o'(2)|
dt — 1—l|a(t))?”

Para un punto a € D, se denotard por II, a la proyeccién ortogonal de rango uno de A?
sobre el subespacio unidimensional generado por K, donde

1—|al?
K.(z) = (AL para cada z €D,

el cual es un vector unitario en A%(D). En términos concretos

(Kot Kat) = /gkhuﬂuﬂkhaﬂw)dAud

_ / ‘Ka(t)(w)f dA(w)
N

y como f es analitica

Hof = (f, Ka)Ka = (1 — |a|*) f(a) Ka.
Lema 3.3.1. Sean «a(t) una curva suave en D y s(t) la longitud de arco de «o(t) en la
métrica de Bergman. Entonces

ds 1 d
pri EH (I = Ta@n) (5, Kaw)

)

donde || - || es la norma en A%2(D) y I es el operador identidad.

Demostracién. Obsérvese que

1 — |a(t)|?
Ka(t)(z) = (1_’(55))!)2; para cada z € D.
Asi
d dr1—|a(t)? drl—a(t)a(t
%Ka(t)(z) T oat (1_|a(§g))z|)2] - dt{(l _O(éi)z)z]
_ —d/(Hal)(1 - a(t)2)? - a() (L - alh))?
(1-a()2)
_ 20— a(a®)(1 — a(t)2)(=a'()2)
(1—a(t)2)*
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Ahora por un cédlculo directo, se tiene que

d —a/(t)a(t) + at)o/(t)
o) <£Ka(t)>(z) = 1 —abo? :
En efecto:
d
Ha(t)(dtKa(t)><z)
= (1= [a®P) (5 Kaw ) (@) Kooy (2)
o (H)a(t) + alt)o! a — |a(t) P — |a(t)?
— (1 |Oé(t)’2){— (t) t)i (t) Q(t) 2 ( )(17‘(t)| )3 (t)i|[ 1 ’ (t)‘ 5
(1~ a(Da(®) (1—ata®y L1-ab2)
_ (—la@®)P)? [ o/ (Ha(t) + o)/ (t) | 20(t)d/ (1) }
(1—a(t)z)? (1= la(t)[*)? (1 = Je(t)?)?
1 " (1) / /
= T [_ & (alt) — at)ad ([t + 2a(t)a (t)}
_ a(t)a!(t) — o/ (t)a(t)
(1 - al)2)?

Por lo que al realizar la diferencia se obtiene directamente

d _20/(t)(z — af(t))
(1) ()0 = T
Por otra parte
20/(£) (2 — (1))

2
(1) () = |20

_ /’26“1_(2_“ dA(2)

Alo/ (1) ]2 —04( )I?
D |1 —a(t)z*[1 - alt )Z!4

4|a/ (¢ |2 /‘z—a
(1 — |a(t)

Ko (2 )‘ dA(z),

1— 2
donde K, (2) = M Asi tomando el cambio de variable dado por
T 1 -a)?
t t) —
ez al)-w

1-— a(t)z 1—a(t)w
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entonces

a(t) —w L |odt)
Ko (2) = Kaw(l —a(t)’w) B (1- (L ))2
1—a(t)w

(1 — a(t)w)? 1

L=]a®)P — Kap(w)’

y se tiene que

(- m) (Greao) | = 25 o 1MW 40
= e e 4 = 2
s
|t daq) = 3

Por lo tanto

| (7= 1) (55 N—Vmwzﬁ@

1— Ja(t))? dt

y de aqui se sigue el resultado.

Teorema 3.3.2. Sea a(t) una curva suave en D y sea s(t) la longitud de arco de a(t) en
la métrica de Bergman. Entonces para cualquier f € BM Oy se tiene que

SBS(a(0)] < 2VBMO() (a(0) -
Demostracién. Obsérvese que
_Aﬂﬁmmwfmmy (3.9)
Por otra parte puesto que
I S Ol = _ 1—|a(t)]?
Ka(t)(w) = (1— ﬁ )2 y Ka(t)(w) = W?

se tiene al derivar con respecto a t

o/()ad) + 0@, 201~ a(v))
(1-a(hw)? (1-a(hw)?

K(/l(t) (w) =—
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y al tomar conjugados

7 _d)a(t) +at)a'(t) | 2wa/(t)(1 — |a(t)]?)
Ko™ =0 ammwr G-a®wP

Resumiendo
w) Ko@) (w) + Koy (w) K ) (w)
w) a(t( )+K()( )K&(t)< w)
d -
R,
(3.

Ahora diferenciando bajo el signo integral a

d -
at Ka(t) (w)Ka(t) (w)] =

(1)
(1)

9) y por el célculo anterior se tiene
d d 2
B = [ f<w>@\f<at<w>\ dA(w)
= 2 [ ) Re [(GRa(0)) Ko@) dA(w).  (310)
También
d 2
$<Ka(t)7Ka(t)> = /Ddt‘Ka(t)(w)’ dA(w)

= 2 /D Re[(%Ka(t)(w))Ka(t)(w)} dA(w)

d
= 2Re (7 Ko@), Kaw)-
d d .
Como %(Ka(t),Ka(m = %(1) = 0 se tiene que
d
Re (= Ka(r), Ko@) = 0.

Usando esta tltima igualdad y la férmula

d d
Ha(t)<£Ka(t)) = (G Ko Ko@) Koy alt) €D,

se tiene que

Re [Ha(t)(j[( (t))( ) Ka (t)(w)} = Re [<jtKa(t a(t) ‘Koz(t )‘2]

d
Koy, Kag)

- ’Ka( )‘ Re(y

= 0.
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Asi se reescribe (3.10) como:

B = 2 fw) w) Ko (w)] dA(w)

/D f(w) Re KI - Ha(t)) (%Ka(t)) () Koo (w)] dA(w).

Por otro lado

() () )

- <%Ka(t) a(t)>_<Ha(t)(%KOé(t) Ka)

= (ot Kat) = ( (G ater Kot Kot Kot
= (o0 Ko = (Ko Koo ) Kot Koo
= (GKaw: Ka) — (Kot Koo

~ 0.

Por lo tanto

Bran] = [2 [ () =Br(a®) Re (T =Tln) (5 Ka) (0) Ky ) dACw)

< ‘%Bf(a(t))‘ < 2/@ [F(w) = BF(@®)][Ka(@)|| (T - Taw) (%Kam) ()| dAw).
Asi por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

() = Brta@) (Koo} (1 = ) (o))

< (= Brta@) (Koo | Tt () [
y de aqui

“Bf(a()|

1/2
i

IN

Ko(w)| dA(w))

_ \a()\
- M( — TP

Corolario 3.3.3. Para f € BMOgy se tiene que
Bf(z) — Bf(w)| < 2V2||f||lprmoB(z,w)

para todo z,w € D, donde
| fllBaro = sup{MO(f)(z) : z € D}.
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Demostracién. Sean z,w € D fijos y sea a(t) la geodésica de z a w en la métrica de
Bergman con 0 < t < 1. Por el teorema fundamental del célculo y el Teorema 3.3.2 se
tiene que

Bi) - Biw| = | [ 4Bsaw) i

dt

IN

1 S
| wvanomianG
0
1 S
— 2Bl flwo | % at
2V2|| fl| BrroB(z, w).



Apéndice

Teorema 3.3.4 (Fubini). Sean (X, A,n) y (Y,B,v) dos espacios de medida completos y
f una funcion integrable en X x Y. Entonces

(i) Para casi todo z, la funcion f, definida por f.(y) = f(x,y) es una funcion integrable
enY.

(i’) Para casi todo y, la funcion f, definida por fy(x) = f(x,y) es una funcion integrable
en X.

(i) [y f(z,y)dv es una funcion integrable en X.

(i) [y f(x,y)dp es una funcion integrable en'Y .

(iti) fx[fy fdvldp = fXxY fd(v x p) = fy[fx fdpldv

Teorema 3.3.5. Sea (f,) una sucesion de funciones medibles no negativas que convergen
c.d. a una funcion f y supdngase que fn, < f para toda n. Entonces

[r=m [

Teorema 3.3.6 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue). Supdngase que
{fn} es una sucesion de funciones complejas medibles en X tales que eziste

flz) = lim f,(z)
para todo x € X. Si existe una funcion g € L1(u) tal que

entonces f € Li(u)

i [ \fu — fldp =0
X

n—oo

Tim / Fodp = / fdp.

107
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Teorema 3.3.7. Sea f(z) una funcion holomorfa definida en un conjunto abierto w y toma
valores en un espacio de Banach X con norma |- |x. Entonces cada una de las funciones

log |f(2)|z, log™t |f(2)| = max(log |f(2)]x,0) y |f(2)[% con 0 < p < 0o es subarmdnica en
w.

Teorema 3.3.8 (Calculo funcional de Riesz). Sea A un dlgebra de Banach con identidad
y sea a € A.

(a) El mapeo f — f(a) de Hol(a) — A es un homomorfismo de dlgebras.

(b) Sif(z) =312 apzF tiene radio de convergencia mayor ar(a), entonces f € Hol(a)

) f(a) = 2208 akak-

(c) Si f(z) =1, entonces f(a) =1=e.
(d) Si f(z) = z para toda z, entonces f(a) = a.

(e) Si fi,..., fn son analiticas en G, o(a) C G y fu(z) — f(z) uniformemente sobre
compactos de G entonces || fn(a) — f(a)|]| = 0 cuando n — co.

Teorema 3.3.9 (Teorema Espectral). Sia € Ay f € Hol(a) entonces

o(f(a)) = f(o(a)).

Teorema 3.3.10 (Principio del argumento). Sea f una funcidon meromorfa en G con
PoloS P1,D2,y ..y Pm Y CETOS 21, 22, ..., 2n contando multiplicidades. Si vy es una curva cerrada
rectificable en G con v homologa a cero y que no pasa a traves de p1, P2, ---, Pm; 21, 225 -y Zn
entonces

1 (= 3 3
27r/7J;((Z)) dz:;n('y; 1) —;n(v;pj),

donde 1n(7y; a) es el indice de ycon respecto al punto a.

Definicion 3.3.11. La funcion Gamma es definida por la férmula
o)
I'(z) = / e 't* L dt, Rez > 0,
0
donde la variable compleja z tiene parte real positiva Re z. La funcion Gamma se extiende
holomorfamente a C\ {0,—1,—2,-3,...}.
Proposicion 3.3.12. La funcion Gamma satisface las siguientes propiedades
(a) T'(z+1) = 2I'(2).

(c) Sin €N entonces

Fn+1)=n!.
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(a) Si Rex >0 y Rex > 0 entonces

/1 t:c—l(l _ t)y—l dt = F(.’I})F(y) .
0

Teorema 3.3.13 (De Green). Supdngase que Q2 es un dominio en el plano complejo cuya
frontera 0S) consiste de un nimero finito de curvas suaves. Siu y v tienen sequnda derivada
continua en €2, la clausura de ), entonces

1 ov ou
Au — ul A=— — —v—
/Q(v U — U v)d 2/(99(u8n van)ds,
donde 0/0n es la derivada normal interior y ds es la longitud de arco en OSQ.

Lema 3.3.14. Sea g(e*) € LY(T), y si g(0) = (1/27) Ozwg(H) df es su valor medio,
entonces

L [ woeries L aae = L [T g - g0 a

T D g g ‘Z| - 27'(' 0 g g .



Conclusiones

(1)

Las funciones en los espacios de Bergman tienen un crecimiento controlado sobre
subconjuntos compactos del disco unitario ID. Asi pues toda funcién en dichos espa-
cios se puede aproximar por sus dilataciones.

El teorema de estimacién integral junto con el lema de Schur se convierten en una
herramienta muy 1til para la acotacion de ciertos operadores integrales. Estas estima-
ciones permiten estudiar y obtener propiedades la proyeccién de Bergman ponderada
en los espacios LP(D,dA) para 1 < p < oco.

Las funciones analiticas en el espacio de Bloch B estan estrechamente relacionadas
con la métrica de Bergman S, pues dichas funciones se pueden caracterizar a partir
de dicha métrica. Estas funciones satisfacen una condicién de Lipschitz con respecto
de la métrica de Bergman.

Los espacios duales para los espacios de Bergman A% (D) cuando 1 < p < oo resultan
ser los espacios A&(D) con p~! + ¢~ = 1. Para el caso cuando 0 < p < 1 el dual de
AL(D) coincide con el espacio de Bloch B.

Los puntos fijos de la transformada de Berezin son las funciones arménicas. Puesto
que la parte real e imaginaria de una funcién analitica son armoénicas entonces la
transformada de Berezin de una funcién analitica coincide con ella misma.

A partir de las medidas de Carleson se puede caracterizar a las espacios de Bergman,
es decir, si p es una medida de Carleson acotada en D entonces el espacio de Bergman
AP(D) es un subespacio acotado de LP(D, du).
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(7)

Los espacios BMO y VMO pueden ser caracterizados a partir de la tranformada de
Berezin. Ademsés la parte analitica de los espacios BMO y VMO coincide con los
espacios de Bloch B y Bloch pequeiio By respectivamente.

La métrica Euclideana de la transformada de Berezin de las funciones en los espacios
BMO estan acotadas por la métrica de Bergman.

El objetivo de este trabajo fue presentar de manera detallada los conceptos basicos
de los espacios de Bergman y algunos topicos sobre estos espacios.

El escrito refleja explicitamente la estrecha relacién que hay entre el andlisis fun-
cional, la teoria de operadores, la variable compleja y la geometria hiperbdlica para
soportar la aproximacion al estudio de la teoria de los espacios de Bergman presen-
tada en este trabajo.



Perspectivas

(1)

Profundizar el estudio de los resultados recientes en la teoria de los espacios de
Bergman en una y varias variables complejas.

Redactar en forma detallada resultados relevantes como: A% funciones interiores,
divisores contractivos de cero en AP, el problema extremal, conjuntos de ceros y
subespacios invariantes.

Un proyecto inmediato serd el estudio de las clases de funciones f : D — C holomorfas
tales que

sup / F(2)P ¢°(za) dAalz) < oo,
acD JD

donde ¢g(z,a) = In m y 0 < s < 0o. Esta es una clase ponderado de Bergman y

una de las primeras preguntas es estudiar su relacién con el espacio de Bergman AL,

Un proyecto de investigacion méas ambicioso es el estudio de los espacios de Bergman
para funciones con valores cuaternionicos. Donde uno de los objetivos seria replicar
los resultados ya conocidos en la teoria de los espacios de Bergman en variable com-
pleja.

Difundir este trabajo entre las diversas instituciones de nuestro pais para poder
fortalecer el estudio de esta rama de las matematicas.
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