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Asesor: José Antonio Moreno Razo

Jurados:

Presidente: Dr. José Antonio Moreno Razo
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ÍNDICE GENERAL v

Bibliograf́ıa 168
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4.41. Parámetro de orden orientacional angular para presión P ∗ = 2.80129
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4.49. Parámetro de orden de orientación angular para presión P ∗ =

0.50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
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4.52. Parámetro de orden de orientación angular para presión P ∗ = 9.0140

4.53. Función de distribución radial para P ∗ = 2.0 . . . . . . . . . . 141

4.54. Función de distribución radial para P ∗ = 9.0 . . . . . . . . . . 141

4.55. Diagrama de fases para un sistema con σ = 1.0, n = 300,

λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 0.0, ε2 = 1.0. . . . . . . . . . . . . . . 143

4.56. Diagrama de Voronoi para presión P ∗ = 0.30 . . . . . . . . . . 145

4.57. Diagrama de Voronoi para presión P ∗ = 0.80. . . . . . . . . . 146

4.58. Diagramas de Voronoi para presión P ∗ = 4.0. . . . . . . . . . 147

4.59. Diagramas de Voronoi para presión de P ∗ = 7.0. . . . . . . . . 148
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4.62. Parámetro de orden de orientación angular para P ∗ = 4.0 . . . 151
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H Enerǵıa libe de Helmholtz.

V Volumen

N Número de part́ıculas.

r Vector posición

ri Vector posición de la i-ésima part́ıcula
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λα Longitud caracteŕıstica.
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Objetivos

En el presente trabajo se realizó el estudio de sistemas moleculares por

medio de un potencial intermolecular representado por una función continua

2.1. En primer instancia fue comprobar que esta función continua nos lleva a

modelar expresiones discontinuas como lo es el potencial de pozo cuadrado,

pozo triangular y jagla. Aśı mismo se llegaron a modelar nueve potenciales

discontinuos con solo una función, al ir variando sus parámetros. Queremos

tener una función que nos ayude a estudiar sistemas complejos sin necesi-

dad de cambiar de expresión matemática. Además de estudiar sistemas ya

conocidos como SW y ST, queremos trazar un potencial que nos lleve de un

potencial de pozo triangular al de pozo cuadrado con solo ir cambiando el

parámetro λ1, es decir, que se podrán obtener otros tipos de conformaciones

estructurales al sumar SW y WT 4.1. También con la misma función con-

tinua se quiere profundizar en uno de los ĺıquidos más importantes como lo

xx



OBJETIVOS xxi

es el agua, esta sustancia se ha estudiado por un sinf́ın de modelos, en par-

ticular por el potencial de jagla que también es una expresión discontinua,

y nuestro trabajo será estudiarlo por medio de una función continua 2.6 y

ver las propiedades que presenta y si en algún caso llega a mostrar alguna

anomaĺıa.



Caṕıtulo 1

Introducción

La materia condensada es aquella que estudia la propiedades de las fa-

ses condensadas, aśı como sus caracteŕısticas, aplicaciones y teoŕıa. Cubre

un intervalo amplio de sistemas de interés, desde los cristales ĺıquidos hasta

la materia blanda suave como coloides, cristales ĺıquidos, poĺımeros, surfac-

tantes y protéınas. Una de las sustancias más estudiadas y de gran interés

es el agua, la cual presenta estados amorfos en muchos procesos de la vi-

da, además de exhibir transición ĺıquido-ĺıquido y mostrar anomaĺıas, por

ejemplo se sabe que al pasar del estado ĺıquido al sólido su densidad decrece

y aumenta su tamaño, contrario a lo que ocurre en otros ĺıquidos en don-

de su densidad tiende a decrecer, estas y otras anomaĺıas tienen origen en

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

los arreglos tetrahédricos[1]. Dadas sus caracteŕısticas microscópicas se han

propuesto muchos modelos para su estudio y poder representar de manera

teórica y por métodos numéricos sus propiedades qúımicas y f́ısicas. El agua

presenta comportamientos diferentes a los que presentan la mayoŕıa de los

ĺıquidos, una de las principales es que se encuentra formada por los átomos

más abundantes en la naturaleza, el ox́ıgeno y el hidrógeno además de pre-

sentar capacidades caloŕıficas altas, lo que con lleva a que tenga un punto

de ebullición alto. Desde la perspectiva númerica se han propuesto muchos

modelos para representar el agua los cuales incluyen ST2 [2, 3], ST2RF [2],

TTP4P [2], SPCE [2], etc. Para tener una idea de la capacidad predictiva

de dichos modelos en la figura (1.1) se muestra la predicción de cada uno de

ellos cuando se calcula las densidades ortobáricas.
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Figura 1.1: Representación de las curva de coexistencia del agua para la parte

experimental, aśı como la parte de simulación de los distintos modelos del

agua.

Por otra parte, en la naturaleza se puede encontrar sólidos que presentan

dos o más tipos de estructuras conocidas como polimorfos en una misma

sustancia, los cuales solo difieren en composición qúımica entre ellas. Este

comportamiento se ha observado en vidrios y ĺıquidos [4]. Además se ha ob-

servado en algunos sistemas monocomponentes como el fósforo [5], la śılica [6,
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7], el nitrógeno [8], el cerio [9] y también en sustancias formadas por molécu-

las como el fosfito de trifelino [10] y el agua [11-13] donde se ha observado

que presenta las relaciones de la transición ĺıquido-ĺıquido y donde se encuen-

tran distintas estructuras coexistiendo en la fase ĺıquida. En la mayoŕıa de

los componentes en estado sólido ocurren claramente este tipo de compor-

tamiento con distintos arreglos atómicos. En el caso de elementos puros son

pocos los que llegan a presentar este tipo de comportamiento.

La aparición de sistemas de una sola composición qúımica con arreglos

atómicos distintos en estados ĺıquidos es mucho menos común que los sólidos.

La existencia de la transición de la fase ĺıquida-ĺıquida no es una nueva fase

descubierta, de hecho en mezclas binarias tienden a ser visibles la separación

de ĺıquidos.

La coexistencia entre distintas fases qúımicas es muy común poder en-

contrarlas para sistemas multicomponentes. Para los sistemas formados por

dos tipos de componentes se observa que una fase se encuentra con un alto

porcentaje del compuesto A y la otra fase de igual forma se tiene un alto

número de compuesto B.
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También se sabe que existen sustancias formadas por una sola especie

que presentan transiciones múltiples o anomaĺıas de las cuales se puede

citar el fósforo, agua, śılica y el carbón que a su vez también muestran

transición ĺıquido-ĺıquido de primer orden, además de exhibir coexixtencia

ĺıquido-vapor.

En la figura (1.2) para el caso de fosforo se puede observar que hay dos

separaciones de fase para altas temperaturas y altas presiones. En la misma

figura se muestra dos bultos de ĺıquidos con distinta estructura y cantidad de

masa, a lo largo de la ĺınea de temperatura-presión se encuentra en equilibrio

termodinámico.

Figura 1.2: Radiograf́ıas del fósforo a varias presiones y temperaturas[5, 10].

Por otra parte, en el estudio de las transiciones poliamorfas se han desarro-



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 6

llado teorias análogas a la transición de fase de ĺıquido-vapor para las cuales

se propone que una transición ĺıquido-ĺıquido debe de encontrarse también

que terminaá en algún punto cŕıtico. La existencia de este punto cŕıtico en

relación al equilibrio de fases puede implicar un comportamiento análogo a

la de la fase ĺıquida. Por ejemplo, una de las propiedades del agua en esta-

do ĺıquido es tener una densidad max́ıma en la temperatura de 4◦ C y este

comportamiento se podŕıa atribuir a la formación de la transición de fases

polimorfas en la región metaestable del agua. La transición que ocurre entre

dos estados de un mismo ĺıquido con distinto arreglo estructural se determina

debido a la mezcla de una especie a bajas y altas densidades que se observa

al ser separados por una barrera de enerǵıa. La ĺınea de fusión [14] para estos

sistemas presenta una pendiente negativa como en los casos del Si, Ge y en el

agua. En un diagrama de temperatura contra presión al existir una pendiente

de fusión negativa, se observa que el máximo de la curva de fusión ocurre

a presiones negativas en regiones metaestables como se puede apreciar en la

figura (1.3a).
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Figura 1.3: Distintos escenarios que pueden ocurrir en la propiedades ter-

modinámicas de un ĺıquido de dos estados, éstos se determinan mediante el

desarrollo de un modelo de mezcla que contiene especies de baja y alta densi-

dad, o dominios con enlaces diferentes, como sus componentes. Las curvas de

fusión muestran el desarrollo de un modelo de dos estados para la estructura

ĺıquida. El ĺıquido contiene distintas especies o dominios que fluctúan rápi-

damente, de modo que tienen diferentes números de coordinación o patrones

de enlace, la cual a su vez da como resultado diferencias en la densidad y/o

entroṕıa.

En la figura (1.3a) se observa que hay un máximo en la curva de fusión la

cual esta descrita por una pendiente negativa para dos estados en el ĺıquido.

Al tener altas presiones la densidad crece, en tanto que a bajas presiones la

densidad disminuye. Por otra parte se sabe que un sistema llega a cristalizar al
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enfriarse, de modo que en los sistemas con transición ĺıquido-ĺıquido se puede

localizar el punto cŕıtico evitando que el sistema cristalice al ir disminuyendo

la temperatura. A los dos tipos de ĺıquidos que se forman por debajo del

punto cŕıtico se les denomina como polimorfismo los cuales se encuentra en

dos mı́nimos de enerǵıa libre formando un ĺıquido (HDL) y otro (LDL). Estas

regiones se encuentran separadas por una ĺınea de transición de primer orden.

Para cada región, tanto HDL y LDL, se espera que cada ĺıquido tenga una

transición diferente al vidrio. Para LDL con TAg y HDL con TBg . Se espera

que la transición de cada uno incremente o decrezca como función de la

presión δ diferencia de la transición liquido-vapor, que muestra como una

sustancia puede tener dos fases distintas, en la transición al sólido es posible

determinar si una sustancia tiene una estructura cristalina o amorfa. Para

el caso de algunas sustancias en su diagrama de fase es posible determinar

la transición ĺıquido-ĺıquido, sin embargo, es complicado ubicar las regiones

donde se ubican estas dos fases ĺıquidas. La transición entre ellas se puede ver

como dos ĺıquidos formados por una misma sustancia pero con densidades

distintas.

En el presente trabajo se realizó el estudió de sistemas termodinámicos

en 2D y 3D utilizando un nuevo modelo de potencial continuo constituido
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Figura 1.4: Diagrama de fases donde una sustancia con dos ĺıquidos a distinta

densidad y un punto cŕıtico también llamado polimorfismo.

para determinar propiedades que son caracteŕısticas de ĺıquidos que exhiben

estructuras cristalinas en la transición al sólido. Los resultados obtenidos en

esta investigación fueron desarrollado a través de simulaciones moleculares

que nos permitio observar comportamientos similares de sistemas reales co-

mo sistemas coloidales, agua (H2O), mezclas, moléculas, poĺımeros,etc. El

desarrollo de simulación han permitido poner a prueba modelos de interac-

ción entre sistemas moléculas termodinámicas tales como, coloides, sustan-

cias monocomponentes que en principio puede ser modelados como part́ıculas

esféricas. A pesar de la complejidad del comportamiento de las moléculas en

la naturaleza. En los ultimos años se han ido implementando modelos y al-

goritmos que optimizan los cálculos computacionales. Uno de los modelos

más simples para modelar a los fluidos, es considerar un sistema formado por
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part́ıculas esféricas la cuales interactuan entre ellas a treves de funciones de

potencial intermolecular las cuales dependen solamente de la distancia entre

pares de part́ıculas. Hoy en d́ıa existen softwares especializados que permiten

desarrollar simulaciones moleculares, dentro de este conjunto podemos citar

LAMMPS[15] el cual tiene la ventaja de trabajar en paralelo y Dinámica

Molecular.

El trabajo se divide en tres partes, la primera consiste en reproducir resulta-

dos de sistemas modelados a traves de interacciones de tipo triangular[16-20]

y pozo cuadrado[21-23] que son representados por funciones discontinuas,

en la segunda parte se modifico el potencial de pozo cuadrado adicionado

al mismo más una pendiente atractiva representado por una función conti-

nuo, la parte atractiva del potencial se puede visualizar como la pendiente

que se forma en el potencial triangular discontinuo, en la tercera se desa-

rrolló un estudio para sistemas que exhiben ciertas caracteŕısticas parecidas

al agua (H2O), como lo es el polimorfismo en su estado ĺıquido y sus pro-

piedades estáticas. En este análisis se hizo del modelo continuo del potencial

Jagla,[24-26] el cual es usado para aproximar el comportamiento del agua

a traves de part́ıculas simétricamente esféricas. Este potencial de jagla ya

estudiado antes es representado por modelos discontinuo, en nuestro estudio
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se modifico para poder escribirlo en forma continua.

En este trabajo también se comprobó que el modelo de potencial continuo

2.1 puede reproducir resultados de modelos discontinuos bajo ciertos paráme-

tros, como es el potencial triangular, reproduciendo la coexistencia[16] para

valores de λ = 2.0, además de la separación de fases. Por otra parte, utilizan-

do el potencial propuesto 2.1 modelando a jagla. Se estudio las transiciones

al sólido aśı como su distribución estructural a bajas temperaturas lo cual

permitio explorar más estados en el diagrama de fases. Análogamente, en el

presente trabajo se reprodujeron resultados [27] para el potencial de pozo cua-

drado aproximando por potencial conitnuo 2.1 al pozo cuadrado discontinuo.

Una vez que se verificó que el potencial propuesto 2.1 reproduce propiedades

termodinámicas de potenciales discontinuos e interacciones entre part́ıculas

esféricas se procedió a realizar modelos de potenciales con una parte de pozo

cuadrado más una pendiente de potencial triangular.

En la segunda parte del trabajo de tesis se considera el modelo de potencial

que combina al potencial de pozo cuadrado y la rampa atractiva del potencial

triangular[28]. Para modelar 3 sistemas en los cuales se vario el ancho de pozo

y la pendiente atractiva. 0.25-0.75, 0.5-0.5 y 0.75-0.25, respectivamente. Se

ahn propuesto modelos teóricos por Wu[28] para describir de forma anaĺıtica
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el comportamiento de estos sistemas. Una de las cuestiones de interés en el

estudio del potencial de semipozo es tener una función continuo representa-

da por el potencial propuesto que describa la interacción entre coloides. El

modelo de estudio nos arrojó el papel importante que juega la fuerza y la

variedad de las interacciones en la formación de fases.

En la tercera parte de esta investigación el potencial propuesto fue represen-

tado como una función continua al modelo de Jagla, el cual ha sido utilizado

para estudiar transiciones del tipo ĺıquido-ĺıquido las cuales son las respon-

sables de las anomaĺıas del agua. Además para valores de ε1 = 1.0, 0.5 el

potencial de Jagla reproduce la curva de coexistencia calculada a partir de

otros modelos del agua como el mostrado en la figura (1.1). Una de las de las

caracteŕısticas importancias a destacar en la parametrización del potencial

de Jagla es que se puede evitar la cristalización de los sistemas de estudio se

puede al enfriar el sistema además de mostrar con mayor claridad las tran-

siciones ĺıquido-ĺıquido y la transición al vidrio. Esta interacción es capaz

de mostrar las regiones de polimorfismo y las transiciones a bajas tempe-

raturas que experimentalmente no son visibles, también las transiciones se

esconden a bajas temperaturas. Para la transición ĺıquido-ĺıquido y la del

vidrio son experimentalmente no visibles y se ha llegado a mostrar en cier-
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tas regiones en el estudio del agua de bulto y se ha dado una interpretación

por debajo de la ĺınea experimental para las transiciones que son inaccesi-

bles[11]. Este potencial también ha logrado reproducir diversas propiedades

termodinámicas sustancias elementales hasta biomoleculas[29, 30]. Este tipo

de comportamientos también se han observado en sustancias moleculares,

iónicos, covalentes, metales.



Caṕıtulo 2

Modelo

En la naturaleza existen fuerzas que permiten que la materia interactúe y

provocando que átomos de algún sistema de interés se atraigan o se repelen.

Estas fuerzas comúnmente se les conoce como fuerzas de enlace cuando man-

tienen a los átomos de una molécula unida, y pueden ser enlaces covalentes

y/o iónicos. También existen las fuerzas de van der Waals y electrostáticas

que son responsables de comportamientos estructurales que adoptan los ma-

teriales.

En el estudio de ĺıquidos a traves de simulaciones de tipo DM se usan métodos

y algoritmos computacionales que permiten optimizar los cálculos numéricos

del sistema a estudiarlo, estableciendo un compromiso entre el modelo a usar

14
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y los resultados obtenidos. Algunas propiedades termodinámicas que puede

estudiarse a traves de esta metodoloǵıa númerica incluyen propiedades con-

formacionales, propiedades interfaciales y estructurales, aśı como comporta-

mientos part́ıculares de algunas propiedades termof́ısicas en ciertas regiones

del sistema, entre otras. El estudio de los ĺıquidos puede llegar a ser complejo

ya que se encuentran conformados por moléculas que tienen interacciones

de largo o corto alcance, además estructuras moleculares que influyen en su

comportamiento. Por ejemplo, para el caso de la molécula de agua, su tipo

de estructura molécular le permite tener caracteŕısticas distintas a los demás

ĺıquidos con el peso molecular parecido. La molécula de agua tiene la propie-

dad de que al enfriarse las moléculas se reordenan hexagonalmente, de modo

que al expandirse se formar huecos, y entonces su estructura adquiere un

mayor volumen comparado con el estado ĺıquido. La forma triangular de la

molécula del agua y sus cargas parciales positiva y negativa, debido a sus en-

laces, ocasiona que tome esa forma y que se formen los puentes de hidrógeno

entre moléculas y se obtenga entonces un sistema más ordenado al congelar.

como puede observarse el estudio del agua es complejo, y cuando es modelado

es importante tener en cuenta propiedades de enlaces entre el ox́ıgeno y el

hidrógeno, el ángulo que forma entre los dos enlaces de la molécula, aśı como
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las cargas de los átomos y sus pesos moleculares. En simulaciones molecula-

res el tiempo de computo es un elemnto importante a considerar pues esta

aumenta conforme la complejidad del sistema de interés también lo hace. Es

en este sentido que se han propuesto modelos moleculares simples que re-

producen el comportamiento del agua minimizando el tiempo de simulación.

este tipo de interacciones considera que las part́ıculas del sistema de estudio

son simétricamente esféricas que dicta comportamientos semejantes a los que

se producen entre moléculas reales.

Figura 2.1: Representación de la interacción entre part́ıculas simétricamente

esféricas representados por el potencial de Jagla.

¿Cómo representar la interacción entre moléculas por medio de interac-

ción entre part́ıculas esféricas? En una gran cantidad de simulaciones inter-
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moleculares de ĺıquidos se emplean potenciales entre pares de part́ıculas que

son representados por medio de modelos de part́ıculas esféricas y se aproxi-

man a las interacciones que sufren las moléculas reales. En la figura (2.1) se

muestra la interacción que representa a una molécula de agua a traves de

part́ıculas esféricas. La interacción entre moléculas de agua tienen origen en

las sus cargas superficiales aparentes en los átomos de ox́ıgeno e hidrógeno.

Dos moléculas de agua se atraen debido a la fuerza coulombiana que ejerce

la carga parcial positiva del hidrógeno de una molécula con la carga parcial

negativa del ox́ıgeno de la otra molécula. Esta representación se simula a tra-

ves de la rampa atractiva del potencial de Jagla con pendiente positiva. Por

otra parte dos moléculas de agua se repelen cuando se encuentran de fren-

te con sus cargas negativas en los ox́ıgenos. Esta contribución a la enerǵıa

es responsable por la rampa repulsiva del potencial de Jagla con pendiente

negativa. En general, sustancias que son modeladas por part́ıculas esféricas

solo son funciones de posición relativa (rij) entre un par de ellas. Este tipo de

modelos moleculares a pesar de su simplicidad han mostrado ser adecuadas

para representar sistemas complejos aproximando con sufuciente precisión el

comportamiento de sistemas reales.
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2.1. Potencial intermolecular continuo.

La siguiente expresión matemática representa un nuevo modelo de poten-

cial intermolecular entre part́ıculas esféricamente simétricas y está constitui-

do por una parte repulsiva y otra atractiva.

U(r) =
1(
r
σ

)n
+

m1

n
ln
[
1 + exp

(
− n

(
r − λ1

))]
− m2

n
ln
[
1 + exp

(
− n

(
r − λ2

))]
(2.1)

donde m1 = ε2
λ2−λ1 + ε1+ε2

λ1−σ y m2 = ε2
λ2−λ1 .

El potencial consta de seis parámetros moleculares; σ representa el diáme-

tro de la part́ıcula esférica, λ1 y λ2 son las longitudes caracteŕısticas, ε1 es

la altura de enerǵıa para la parte repulsiva del potencial y ε2 es la enerǵıa

mı́nima del potencial. El parámetro n, controla la suavidad o dureza del po-

tencial, es decir; para valores númericamente grandes de n este modelo de

potencial adquiere la forma similar de los potenciales de Jagla [24, 26], pozo

cuadrado [21-23], y triangular [16, 17, 31], en tanto que para valores pequeños

de n, esta interacción adquiere la forma de potencial de Lennard-Jones [32].

El parámetro r representa la magnitud del vector de posición entre pares

de part́ıcula, es decir, rij = rj − ri y se representa por la magnitud de la
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distancia entre ellas como r = |rij |.

La importancia de este nuevo potencial radica en representar potenciales

discontinuos a traves de función continua, y comprobar si al cambiar una

expresión discontinua por una continua arroja propiedades distintas. Es ca-

paz de reproducir propiedades termidámicas que van desde ĺıquidos simples

conformados por un solo monocomponente hasta sistemas más complejos

formados por moléculas.
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Figura 2.2: Comparación del potencial continuo intermolecular representado

por la ecuación (2.1) con σ = 1.0, λ1 = 2.0, λ2 = 3.0, ε1 = −1.0, ε2 = 1.0 y

el potencial discontinuo de Jagla dado por la ecuación (2.4).

En la figura (2.2) se muestran tres gráficas (a), (b) y (c) donde se presenta

el efecto del valor de la suavidad n. El parámetro de la suavidad (n) se

fue variando de desde valores de n = 10 hasta un valor de n = 300, se

observa que cuando n toma un valor 300 es practicamente el potencial de
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Jagla discontinuo. La gráfica en color negro está representada por la ecuación

(2.4) con valores de a = 1.0, b = 2.0, c = 3.0, UA = 1.0 y UR = −1.0, los

cuales representan al modelo del potencial de Jagla. Para las curvas en color

rojo que representan al potencial propuesto, y dado por la ecuación (2.1), se

utilizaron los valores de los parámetros σ = 1.0, λ1 = 2.0, λ2 = 3.0, ε1 = 1.0

y ε2 = 1.0. La diferencia entre las dos gráficas en la figura 2.3 (a) es el cambio

en la pendiente tanto en la parte atractiva cono en la parte repulsiva.

F(r)=dU(r)/dr

U(r)

Umin

U(r)

r

F2(r)=m2

F3(r)=0

F1(r)=m1

F4(r)=m4

F5(r)=m5

(a)

F(r)=dU(r)/dr

U(r)

Umin

U(r)

r
F(r)=m1 F(r)=m2

F(r)=discontinuidad

x1

x2 x3

(b)

Figura 2.3: Muestra el comportamiento de la pendiente en el potencial inter-

molecular.

En la figura (2.3) se muestran los comportamientos de la fuerza F (rij) =

−∇U(rij) en cada punto del potencial de interacción. Para el caso (a) se

muestra un potencial suave en tanto que para el caso (b) el potencial ŕıgido.

En la figura (2.3a) se muestra que la fuerza cambia en cada punto del poten-
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cial debido al cambio infinitesimal en el potencial respecto a la posición r, es

por ello que la fuerza se mantiene sigue cambiando y se vuelve cero cuando el

potencial llega a su mı́nimo de enerǵıa o cuando la interacción del potencial

es igual a cero. En la figura (2.3b) se muestra el comportamiento de la fuerza

cuando esta es constante. Para el punto 1 se tiene una fuerza repulsiva cons-

tante desde punto x1 a punto x2 y la fuerza atractiva se mantiene constante

también desde el punto x2 a x3.

2.1.1. Potencial triangular

La expresión (2.2) representa el modelo matemático para un potencial

potencial triangular:

U(r) =



∞, si r < σ

−ε
(
λ−r
)(

λ−σ
) , si σ ≤ r < λ

0, si r ≥ λ

(2.2)

donde r es la distancia reducida, ε es la profundidad de la barrera, σ es el

diámetro de la esfera dura y λ es el alcance del potencial. Conforme aumenta

la distancia intermolecular entre part́ıculas la enerǵıa de interacción decre-

ce. Esta interacción del potencial TW [16, 17, 33] imita la situación que se

observa en moléculas de sistemas reales. Además la forma algebraica simple
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del potencial permite obtener anaĺıticamente sus propiedades termodinámi-

cas [18-20].
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r
0

λ

(a) Muestreo de la interacción del

potencial triangular discontinuo.
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(b) Interacción del po-

tencial triangular en una

part́ıcula esférica.
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Figura 2.4: Representación gráfica del potencial triangular representado por

la ecuación (2.2).

En la figura (2.4a) se muestra la representación del potencial triangular
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a traves de la función de potencial discontinua 2.2, en la figura 2.4 (b) se

muestra el alcance de la interacción TW en una part́ıcula esférica cuando

las part́ıculas se encuentran a una distancia de σ se observa una interacción

de esfera dura, en tanto que cuando las part́ıculas Cuando se encuentran a

una distancia entre σ ≤ r < λ las part́ıculas experimentan una fuerza atrac-

tiva entre ellas. La pendiente de la rampa atractiva muestra que conforme

aumenta la distancia entre ellas la enerǵıa de interacción es más débil y su

máxima enerǵıa ocurre cuando se encuentran cerca de una distancia σ. La

figura 2.4 (c) muestra la gráfica del potencial propuesto continuo cuando

σ = 1.0, λ1 = 1.0, λ2 = 2.0, ε1 = −1.0, ε2 = 1.0 y n = 300. Al comparar

parámetros entre las expresiones (2.1) y (2.4) se muestra que la longitud ca-

racteŕıstica es λ = λ2, y la profundidad de enerǵıa ε = ε2 = −ε1. También

se puede observar que la gráfica continua no tiene puntos discontinuos y se

muestra una pequeña reducción de enerǵıa entre la barrera de esfera dura y

la pendiente atractiva.
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2.1.2. Potencial pozo cuadrado

La expresión matemática para el modelo del potencial de pozo cuadrado

es representado por:

U(r) =


∞, si r ≤ σ

−ε, si σ < r ≤ λ

0, si r > λ

(2.3)

donde r es la distancia entre pares de part́ıculas, ε representa la profundidad

del pozo de potencial, σ el diámetro de la part́ıcula, λ la longitud de alcance.

La interacción del potencial SW es constante en el intervalo σ < r ≤ λ con

una enerǵıa constante −ε. Con esta interacción se han modelado sistema de

cadenas lineales como ĺıquidos iónicos, poĺımeros y protéınas aśı sistemas

atómicos simples [27, 34] dada su simplicidad anaĺıtica.
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Figura 2.5: Representación gráfica del potencial de pozo cuadrado represen-

tado por la ecuación (2.3).

La figura 2.5 (a) muestra la representación del potencial SW con el modelo

de la ecuación discontinua (2.3) en tanto que en la figura 2.5 (b) se muestra

el alcance de la interacción del potencial en una part́ıcula esférica, cuando las
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part́ıculas de encuentran a una distancia de σ se muestra como dos part́ıculas

con interacción de esfera dura. Cuando un par de part́ıculas se encuentran en

una distancia entre σ < r ≤ λ estas sufren una fuerza atractiva entre ellas.

La enerǵıa de interacción se mantiene constante. La figura (2.5c) muestra

la gráfica del potencial propuesto continuo modelando al potencial SW con

parámetros σ = 1.0, λ1 = 2.0, λ2 = 2.0, ε1 = −1.0, ε2 = 1.0 y n = 300.

2.1.3. Potencial de Jagla

La expresión para el modelo molecular Jagla es representado por la si-

guiente función de potencial:

U(r) =



∞, r < a

UR +
(
UR − UA

)(r−a)(
b−a
) , a < r < b

UA − UA
(
c−r
)(

c−b
) , b < r < c

0, r > c

(2.4)

donde r es la distancia entre part́ıculas, UR es la enerǵıa de altura de la

rampa repulsiva, UA es la enerǵıa de profundidad en la parte atractiva, a es

el diámetro de la esfera dura, b es el alcance de la rampa repulsiva donde

se encuentra el mı́nimo del pozode potencial y c es el alcance de la rampa

atractiva. Una expresión alternativa para el potencial de Jagla [35], ha sido
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aproximada por una función de pasos pequeños 4U = U0/8 que se usa en

algoritmos de DM discontinua [36, 37], es esta una interacción en la cual la

enerǵıa decrece con la distancia de forma constante, es decir, la fuerza que

experimentan las part́ıculas siempre mantiene un valor constante y cambia

cuando se considera las contribuciones atractiva y repulsiva. La ecuación 2.4

es un función discontinua en la cual hay un punto de quiebre en donde la

derivada de la fuerza es discontinua y la interacción se rompe a una distancia

igual a b. Esta lleva a tener tanto una rampa repulsiva con enerǵıas por encima

de cero y por debajo tienden a tener un comportamiento de repulsión no tan

brusco para separarlas. La interacción molecular Jagla [25, 26, 38] ha sido

utilizada para estudiar fluidos en 1 y 2 dimensiones.
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Figura 2.6: Interacción del alcance del potencial de Jagla.

En la figura 2.6 (a) Se muestra la representación del potencial de Jagla

con el modelo de la ecuación discontinua 2.4 con los parámetros, a, b, c,

UA, UR. En la figura 2.6 (b) se muestra la interacción del potencial en una

part́ıcula esférica. En tanto que en la figura 2.6 (c) se muestra el potencial
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de Jagla continua con con parámetros σ = 1.0, λ1 = 1.50, λ2 = 2.0, ε1 = 1.0,

ε2 = 1.0 y n = 300 de la ecuación 2.1.



Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

La mecánica estad́ıstica permite conectar los estados microscópicos de un

sistema con las propiedades de los estados macroscópicos. Conecta las coor-

denadas (qi, pi) en el espacio fase con propiedades termodinámicas, las cuales

son medidas experimentalmente. Una de las más importantes propiedades de

la f́ısica estad́ıstica son los promedios que pueden ser tomados sobre propie-

dades microscópicas para relacionarlas con las cantidades macroscópicas. La

temperatura de un estado macroscópico es el promedio de la enerǵıa cinética

de todos los momentos pi del microsistema, por ejemplo. Por otra parte la

DM es una herramienta de simulación que se basa en la mecánica clásica y la

f́ısica estad́ıstica en el equilibrio, la cual se basa en el desarrollo de probabili-

30
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dades y promedios que no dependen expĺıcitamente del tiempo. La mecánica

estad́ıstica se sustenta en los siguientes postulados:

Postulado de igual probabilidad a priori o equiprobabilidad En un siste-

ma aislado en equilibrio, la probabilidad de que el sistema se encuentra

en alguno de los microestados accesibles es la misma.

Hipotesis ergódica Los promedios temporales son iguales a los prome-

dios estadisticos en el ensamble si y solo si las trayectorias en el espacio

fase no se cruzen y justo es el tiempo de evolución del sistema el que

permite que la trayectoria en el espacio fase cubra cada uno de los

puntos de la superficie de enerǵıa. Si A representa un observable del

sistema de estudio entonces desde laperspectiva de la hipotesis ergodica

se tiene que.

〈A〉temporal = 〈A〉ens (3.1)

Una cantidad observable corresponde a tomar el promedio del ensam-

ble, esto con ayuda del postulado de Gibbs.

Aobs = 〈A〉ens (3.2)

En las simulaciones se tiene un sistema conformado por tres dimensiones Lx,

Ly, Lz que son los lados de nuestro sistema. Para poder describir un siste-
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ma en la mecánica clásica se necesita conocer las coordenadas generalizadas

(qi,pi) a cualquier tiempo t. El indice i es un contador de las part́ıculas que

se encuentran en el sistema, entonces, como estamos en un sistema tridi-

mensional con N part́ıculas se describe como i=1,....,3N que es el número de

coordenadas que conforman al microestado.

Para obtener el estado termodinámico de un sistema, se hace uno de

los ensambles termodinámicos definidos a traves de la mecánica estad́ısti-

ca: ensamble microcanónico, canónico, isotérmico-isobárico y gran canónico,

de modo que se puede obtener las propiedades de equilibrio. El ensamble

canónico (NVT), es un sistema el cual se encuentra en un baño térmico,

manteniendo la temperatura del sistema constante , dado por las ecuaciones:

ρNV T = Q−1NV T exp
−H(q, p)

kBT
(3.3)

QNV T =
1

N !h3N

∫
dw exp

−H(q, p)

kBT
(3.4)

〈A〉 = Q−1NV T
1

N !h3N

∫
dwA(q, p) exp(−H(q, p)

kBT
) (3.5)

A

kBT
= −ln(QNV T ) (3.6)

Para el ensamble isotérmico-isobárico (NPT), se tiene un conjunto de estados
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que se encuentra dado por:

ρNPT = Q−1NPT exp(
−(H(q, p) + PV )

kBT
) (3.7)

QNPT =
1

N !h3NVo

∫
dV

∫
dw exp(

−(H(q, p)) + PV )

kBT
) (3.8)

〈A〉 = Q1
NPT

1

N !h3N

∫
dwA(q, p) exp (

−(H(q, p) + PV )

kBT
) (3.9)

3.1. Propiedades termodinámicas

3.1.1. La enerǵıa

La enerǵıa de un sistema se define los estados termodinámicos en los que

se encuentra el fluido de estudio, dicha enerǵıa encuentra su origen en la

sistema la interacción molecular o bien de un baño térmico. El sistema de

estudio es descrito por su Hamiltoniano al tomar su promedio.

〈HNV T 〉 = Q−1NV T
1

N !h3N

∫
dwH(q, p)exp(−H(q, p)/kBT ) (3.10)

en donde el Hamiltoniano considera la suma de la enerǵıa potencial más la

enerǵıa cinética, con la cual se obtiene

〈HNV T 〉 = Q−1NV T
1

N !h3N

∫
dw

(
N∑
i

p2i
2m

+
N∑
i<k

vik(q)

)
exp(−H(q, p)/kBT )

(3.11)
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La ecuación anterior se reduce al promedio de la enerǵıa cinética más el

promedio de la potencial lo que se define la enerǵıa del sistema.

〈H〉 = 〈K〉+ 〈U〉 (3.12)

3.1.2. La temperatura

Se considera el teorema de equipartición:

〈
pi
∂H

∂pj

〉
= δijkBT (3.13)

y asumimos de las ecuaciones de Hamilton que ∂H
∂pj

= q̇j, entonces la

ecuación 3.13 se puede expresar como:

〈pj q̇i〉 = δijkBT (3.14)

Consideramos i = j, 〈piq̇i〉 = kBT y usamos el hecho que q̇i = pi/mi

obtenemos que en promedio la enerǵıa cinética aporta por cada grado de

libertad una cantidad energética de:

〈
p2i

2mi

〉
=

1

2
kBT (3.15)

Cuando se tiene n = 3N grados de libertad en sistema de estudio se

obtiene la relación entre el promedio de la enerǵıa cinética de un sistema y
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su temperatura(....).

〈K〉 =
3N∑
i=1

〈
p2i

2mi

〉
=

3N∑
i=1

〈
1

2
miq̇

2
i

〉
=

3N

2
kBT (3.16)

De esta ultima ecuación se obtiene una expresión para la temperatura en

términos de atributos microscópicos.

T =
2〈K〉
3NkB

(3.17)

3.1.3. La presión

El tensor de presiones es una expresión matemática que representa las

fuerzas que un medio continuo ejerce sobre un elemento diferencial de área

en un punto espacial. Sus unidades son fuerza por unidad de área, esta puede

representarse en términos de la enerǵıa libre de Helmholtz como:

P = −
(
∂F

∂V

)
N,T

(3.18)

donde la enerǵıa libre de Helmholtz en términos de la función de la función

de partición puede ser representada por:

F = −kBT ln(Z) (3.19)

de modo que:

∂Z

∂V
=

∂

∂V

∫
V1

...

∫
VN

exp(−U(r1, .., rN/kBT ))d3r1..d
3rN (3.20)
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Si se considera una transformación de coordenadas r1,...,rN=V 1/3s1,...,sN

y se desarrolla la integral sobre un un cubo de lados L = 1, entonces

∂Z

∂V
=

(
V N

∫ 1

0

...

∫ 1

0

exp(−U(r1, ..., r2)/kBT )d3s1...d
3sN

)
(3.21)

∂Z

∂V
= NV N−1

∫ 1

0

...

∫ 1

0

exp(−U(r1, ..., rN)/kBT )d3s1...d
3sN

+
V N

kBT

∫ 1

0

...

∫ 1

0

exp(−U(r1, ..., rN)/kBT )[
N∑
k=1

− ∂U
∂rk
· rr

V −1

3

]
d3s1...d

3sN

(3.22)

usando ahora la función de partición y la definición para un promedio

estadistico se obtiene que:

∂Z

∂V
=
NZ

V
+

1

3

Z
〈∑N

k=1−( ∂U
∂rk

) · rk
〉

V kBT
(3.23)

Sustituyendo (3.23) en (3.19) obtenemos la expresión de la presión:

P = ρkBT −
1

3

〈∑N
l=1−( ∂U

∂rl
) · rl

〉
V

(3.24)

Finalmente si se usa la expresión del virial wvir = − 1
3V

∑N
l=l Fl · rl se

obtiene la presión[39]:

P = ρkBT + 〈wvir〉 (3.25)
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Reescribiendo el tensor de presiones.

P =


Pxx Pxy Pxz

Pyx Pyy Pyz

Pzx Pzy Pzz

 (3.26)

3.1.4. La Función de distribución radial

La función de distribución radial (RDF), también conocida como función

de correlación radial se define como la densidad de probabilidad de encontrar

el centro de una part́ıcula a partir del centro de otra part́ıcula a una distancia

r +4r.

La RDF (Radial Distribution Function) es una función que permite conocer la

estructura de la materia escribiendo la organización esférica local promedio

alrededor de una part́ıcula. Para entender el sentido f́ısico de las RDF se

considera el centro de una part́ıcula y una esfera de radio r+4r concentrica

a la part́ıcula que cuantifica la probabilidad de encontrar un conjunto de

part́ıculas dentro de este radio. La RDF matemáticamente se define como:

ρg(r) =
1

N

〈
N∑
i

∑
i 6=j

δ(r − rij)

〉
(3.27)
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La ecuación anterior es aplicada para el caso de sustancias homogéneas, donde

la posición estructural de las part́ıculas solo depende de la distancia entre

ellas.

En la ecuación (3.27) en principio existen N(N − 1) términos, sin embrago,

al considerar la invarianza que existe al intercanbiar la distancia rij, por rij

para un par de moléculas i,j, solo N(N − 1)/2 de estos términos son únicos,

de modo que la ecuación (3.27) puede ser reescrita, como:

ρg(r) =
2

N

〈
N∑
i

N∑
i<j

δ(r − rij)

〉
(3.28)

Normalizando g(r), se obtiene:

ρ

∫
g(r)dr =

2

N

〈
N∑
i

N∑
i<j

∫
δ(r − rij)dr

〉
(3.29)

y se usa la definición de
∫
δ(r − rij)dr = 1 obtenemos:

ρ

∫
g(r)dr = N − 1 ≈ N (3.30)

La siguiente ecuación sirve como base para la interpretación de g(r).

ρ

N − 1
g(r)V (r,5r) (3.31)

La cual se puede leer como la probabilidad de encontrar una part́ıcula dentro

de una esfera de radio r y ancho 4r, tomando los centros de cada part́ıcula
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como referencia. Cuando la separación interatómica es menor a la del diáme-

tro de la part́ıcula g(r) = 0. Para distancias muy grandes en los fluidos,

g(r) = 1. Para obtener una expresión de g(r) que puede ser utilizada en

simulaciones moleculares, partimos de la ecuación (3.30). Usando pequeños

anchos finitos 4r.

ρ
∑
4ri

g(r)V (r,4r) =
2

N

∑
4r

〈
N∑
i

N∑
i<j

δ(r − rij)4 r

〉
(3.32)

En part́ıcular,
N∑
i

N∑
i<j

δ(r − rij)4 r = N(r,4r) (3.33)

donde N(r,4r) es el número de part́ıculas que se encuentran en la esfera de

radio r y ancho 4r, con centro en otra part́ıcula. Finalmente la ecuación que

resulta de introducir la ecuación (3.33) en (3.32) es:

g(r) =
〈N(r,4r)〉

NρV (r,4r)/2
(3.34)

3.1.5. La tensión superficial

Algunos ejemplos que ocurren en la naturaleza asociadas al fenómeno de

la tensión superficial incluye: insectos sobre el agua, un vaso lleno de agua a

tope o que no se besborde por las orillas, un borde de agua sobre una moneda

o la formación de gotas de agua. Este fenómeno es originado por las tensiones
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que se forman entre los átomos ó moléculas que se encuentran en contacto

cerca de la superficie del ĺıquido, la cual se puede visualizar como una mem-

brana asociada a la cantidad de enerǵıa necesaria para poder aumentar la

superficie por unidad de área de la superficie ĺıquida.

Figura 3.1: Diagrama visual del comportamiento de las part́ıculas en la for-

mación de la tensión superficial en la interfaz entre el estado ĺıquido lado

izquierdo (azul)y el vapor lado derecho (gris).

El sistema busca tener el mı́nimo de enerǵıa, formando una superficie

más pequeña y como resultado tener a las moléculas muy juntas resistiendo

al aumento de su superficie. En la figura (3.1) se observa que la suma de

fuerzas sobre las moléculas o part́ıculas es diferente a cero, lo que ocasiona

que se formen tensiones entre las moléculas y las fuerzas las hagan contraerse

lo más juntas posible formando una estabilidad en la superficie. Dentro del

ĺıquido la suma de fuerzas en promedio es igual a cero y no hay formación
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de tensiones entre las part́ıcula o moléculas.

De este modo se define la tensión superficial como la integral del tensor de

presiones entre dos fases formadas. Las fases que podemos apreciar mejor en

este fenómeno son los estados ĺıquido y vapor los cuales forman una interfaz

entre ellos y donde es posible medir la tensión superficial del sistema. Usando

el tensor de presiones se tiene que la definición de la tensión superficial es:

γ =

∫ fase2

fase1

[
PN(x)− PT (x)

]
dx (3.35)

Cuando se forma la interfaz entre ĺıquido y vapor, en el siguiente sistema de

estudio, las presiones que son significativas son representadas en la diagonal

del tensor de presiones. La formación de la tensión superficial se debe a la

presión normal interfaz entre el ĺıquido y el vapor y la presión tangencial que

está sobre la dirección del plano formado por la interfaz (superficie formada

por las tensiones de las moléculas o part́ıculas). En el eje mayor (eje con dos

fases ĺıquida y vapor) se encuentra la presión normal. si se considera el caso

donde el eje mayor que comparte las dos fases es el x y además la interface

se encuentra en el plano yz (dirección de la presión tangencial), entonces se

define la presión normal PN = Pxx [40] y su expresión se puede obtenerse

usando el virial de Clausius[REF] y la presión tangencial a la superficie for-

mada por la interfaz entre las fases como PT = Pyy + Pzz.
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〈Pxx〉 = ρkBT +
1

V t

∑
colisiones

mi4 vxixij (3.36)

donde 〈Pxx〉 es el promedio temporal de Pxx, y xx representa la componente

diagonal del tensor de presiones [40], ρ es la densidad, KB la constante de

Boltzmann, T la temperatura y V el volumen del sistema. El segundo término

representa la suma sobre todas las colisiones que ocurren entre las part́ıculas

o moléculas y la diferencia entre sus vectores de velocidad vxi en la dirección x

para cada part́ıcula. xij es el vector entre los centros de masa de dos átomos.

Al integrar la ecuación (3.35) sobre todo el espacio se obtiene la expresión:

γ =
Lx

2

[
〈Pxx〉 −

1

2
(〈Pyy〉+ 〈Pzz〉)

]
(3.37)

3.1.6. El parámetro de orden orientacional

El promedio local de orden de un sistema se conoce como el parámetro de

orden orientacional. Para cada part́ıcula hay 12 enlaces que conectan con una

part́ıcula central con otro 12 vecinos más cercanos. Cada enlace se caracteriza

por dos ángulos (θ, φ). La descripción de la métrica es aquella que describe a

la distribución relativa entre la part́ıcula de referencia y sus vecinos alrdedor

y separados por ángulos. El parámetro de orden tiene simetŕıa rotacional por

lo cual emplea para su descripción la función de armónicos esféricos.



CAPÍTULO 3. METODOLOGÍA 43

Para la i-ésima part́ıcula se considera toma a los vecinos próximos con el

parámetro nn = (b, c, d, ..) que contiene an vecinosde modo que se puede

definir, a cada vecino con un ángulo θi(nn) relativo al vector del marco de

referencia y al vector vecino. El parámetro de orden orientacional[41] se define

como:

ql(i) =

[
4π

2l + 1

m=l∑
m=−l

∣∣∣Yl,m∣∣∣2]1/2 (3.38)

y la variable Ylm es la función esférica armónica de grado l y orden m.

∣∣∣Ylm∣∣∣ =
∣∣∣ nn∑ 1

nn
Ylm(θ, φ)

∣∣∣ (3.39)

Cuando se usa la definición de coordinación de Voronoi, el valor nn es rem-

plazado por una función de peso. Por otra parte una vez que la longitud de

Voronoi (Pa) pasa a través del vector enlace que conecta el centro de la masa

a sus vecinos. Esto se divide por el total de las facetas de Voronoi de los

vecinos para obtener.

1

an
=

Pab∑(b,c,d,..)
i Pai

(3.40)

Representa una medida de las probabilidades ponderadas permanecen en la

unidad cuando se suman sobre todas las part́ıculas vecinas. El promedio de

configuración es el valor medio de cada orden de enlace local asociado con
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las part́ıculas en el sistema.

〈ql〉 =
1

N

N∑
i

ql(i) (3.41)

La normalización del orden de enlace es resuelto al dividir el promedio del

orden de enlace por el orden de enlace asociado con la configuración más

alta de simetŕıa qsiml con l vecinos con una separación en el arco del ángulo

θ = 2π/l.

Para l = 6, Ql tiene un valor para cuando se trata de cristales, tal como,

fcc, hcp, y bcc.

3.2. Dinámica molecular

Para tratar interacciones entre más de dos part́ıculas ya es un desaf́ıo ya

que la solución anaĺıtica prácticamente es una tarea dif́ıcil. Para resolver ana-

liticamente el problema que toma en cuenta las interacciones en un sistema

con un número muy grande de especies resulta impensable cuando se quiere

describir el comportamiento colectivo del mismo. Para calcular la función

de partición y las propiedades termodinámicas colectivas del sistema se han

implementado herramientas numéricas que permiten resolver la dinámica del

sistema con métodos espećıficos como la dinámica molecular.
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La DM es un método que nos permite determinar las trayectorias de las

especies que componen al sistema de estudio. Esta técnica es de gran ayu-

da hoy d́ıa para el estudio de sistemas termof́ısicos pues describe procesos

termodinámicos que aproximan el comportamiento de sistemas reales f́ısicos

o qúımicos. En la DM es posible variar parámetros macroscópicos como la

temperatura, la presión, la densidad, número de part́ıculas, la cual permite

desarrollar experimentos virtuales de sistemas reales.

A traves de la DM es posible obtener las posiciones y velocidades de

un sistema microscópico conformado por N part́ıculas resolviendo numéri-

camente las ecuaciones que describen el movimiento de cada part́ıcula. Con

ayuda de la mecánica estad́ıstica que conecta los estados microscópicos con

los estados macroscópicos y da como resultado la termodinámica. Esto nos

permite conocer un mejor enfoque de las propiedades termodinámicas y de

transporte que describe el sistema de estudio. La dinámica del sistema se es-

tudia por medio de simulaciones por computadora, que permiten resolver de

forma rápida las trayectorias de cada part́ıcula para ello se emplea métodos

de integración numérica como es el velocity-Verlet.

Una de las caracteŕısticas importantes en la DM es conectar el ensamble

microcanónico con la mecánica clásica Hamiltoniana, en donde se describe
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sistemas termodinámicos cuya ecuación de movimiento conserva la enerǵıa

del sistema, es decir, el Hamiltoniano es una cantidad constante en el tiempo.

dH

dt
= 0 (3.42)

Las trayectorias de las que conforman el sistema termodinámico de estudio

sin determinar a traves de las ecuaciones de Hamilton: part́ıculas se llega a

las ecuaciones que describen la dinámica del sistema se obtienen del Hamil-

toniano.

q̇i =
∂H

∂pi
(3.43)

ṗi =
∂H

∂qi
(3.44)

Al resolver las ecuaciones (3.43) y (3.44) es necesario dar una condición

inicial al sistema, con el integrador se generán vectores en el espacio fase

para tiempos discretos que son múltiplos de un parámetro llamado paso de

tiempo (4t), desde xo hasta un espacio xn 4 t. Por otra parte el promedio

del ensamble de una propiedad a(x) se define como:

A = 〈a〉 =
1

M

M∑
n=1

a(xn4 t) (3.45)

El método de DM tiene una ventaja sobre otros métodos como el Monte

Carlo, ya que la DM calcula promedios en equilibrio de las propiedades ter-
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modinámicas de interés y al mismo tiempo describe la dinámica del sistema.

De acuerdo a la mecánica clásica un cuerpo se mantiene en movimiento al

tener una fuerza aplicada sobre un cuerpo. Para un sistema de N part́ıculas,

cada miembro que conforma al sistema presenta una interacción debido al

potencial de interacción y la fuerza se escribe a traves de la segunda ley de

Newton como:

Fi = miai (3.46)

donde mi es la masa de la i-ésima part́ıcula, ai su aceleración causada por la

la fuerza externa aplicada Fi; por otro lado sabemos que ri es la posición de la

part́ıcula al instante t, la cual está dada por ai = r̈. La dinámica de un sistema

en 3 dimensiones esta dado por 3N ecuaciones de primer orden, que describen

el movimiento de cada una de las N part́ıculas del sistema por intervalos de

tiempo. Como cita primera la ley de Newton: cuando no se aplica una fuerza

externa a un cuerpo este se mantendrá en reposo o velocidad constante. de

modo que cada i-ésima part́ıcula en el mismo sistema de estudio tendrá una

velocidad constante ṙi = constante cuando Fi = 0.

Cuando se considera un sistema aislado, la fuerza externa que actúa es nula

y entonces las part́ıculas solo experimentan fuerzas internas, debido a la

interacción de la i-ésima part́ıcula con la j-ésima part́ıcula, hecho que puede
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ser representado a traves de

Fi =
N∑
j 6=i

Fij (3.47)

Es importante hacer la anotación que la interacción entre las part́ıculas pro-

viene de una fuerza que es conservativa, es decir, que se puede derivar de una

función escalar llamada función de enerǵıa potencial U(rij). Esta función es

una interacción por pares entre las part́ıculas.

F = −∇rU(r) (3.48)

En simulaciones moleculares se consideran generalmente interacciones por

pares de part́ıculas, la cual significa que la interacción intermolecular solo se

considera con dos part́ıculas; tomando a rij como la distancia entre ellas, a

este tipo de interacciones se les determina potenciales.

3.3. Termostato Nosé Hoover

El termostato es un método con el cual se mantiene a la temperatura

constante de un sistema termodinámico durante el desarrollo de una simetria

molecular. Existen diversos métodos diferentes para poder tener un control

de la temperatura. El método de termostato integral conocido como método
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extendido del sistema o el algoritmo de Nosé-Hoover, fue implementado para

la simulación de DM. La fenomenoloǵıa de un termostato implica conside-

rar al sistema dentro de un baño térmico. A continuación describiremos el

funcionamiento del termostato de Nosé Hoover [42] que fue utilizado en las

simulaciones del presente trabajo. Este método utiliza variables artificiales,

las cuales son agregadas a los grados de libertad y se integran junto con

las variables del espacio de configuraciones de la mecánica clásica como el

momento y las coordenadas espaciales. Se desarrolla a traves de un Hamilto-

niano descrito como HN , el cual es escrito para el método de Nosé-Hoover.

En el modelo se introduce además los grados de libertad s y ps.

HN(p, q, ps, s) =
∑
i

p2

2ms2
+

1

2
U(q) + gkT ln(s) +

( p2s
2Q

)
(3.49)

Por su parte las variables q y p son variables virtuales y están relacionadas

con las coordenadas reales a traves de q = q′, p′ = p/s, t′ =
∫ t
dτ/s. Con

esta relación podemos encontrar que q’=Q’/s. En la ecuación anterior g es

el número de grados de momento de libertad independientes, q y p se repre-

sentan las coordenadas de posición y momento. De este modo las primeras
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derivadas de las ecuaciones de movimiento son

dqi
dt

=
∂HN

∂pi
(3.50)

ds

dt
=

∂HN

∂ps
(3.51)

dpi
dt

= −∂HN

∂qi
(3.52)

dps
dt

= −∂HN

∂s
(3.53)

Usando la notación de ∇pHN = ∂HN/∂p, se puede reescribir la función de

partición del sistema como:

Z =
1

N !

∫
dps

∫
dp

∫
dqs

(∑
i

p2i
2ms2

+
1

2
U(q) +

p2s
2Q

+ gkBT ln(s)− E

)
(3.54)

luego, integrando esta ecuación respecto de que q y p considerando conocido

el Hamiltoniano del sistema de acuerdo a la mecánica clásica: H =
∑

i
p′2i
2m

+

1
2

∑
U(q) función de partición en función de ps, p

′ como:

Z =
1

(3N + 1)kBN !

∫
dps

∫
dp′
∫
dqexp

[
−H (p′, q) + p2s/2Q− E

kBT

]
(3.55)

la cual al ser integrada se convierte la función de partición Hamiltoniano de

Nosé-Hoover.

Z =
1

3N + 1

(
2πQ

kBT

)1/2

exp(E/kBT )Zc (3.56)
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donde Zc es la función de partición canónica para el Hamiltoniano de la

mecánica clásica. Usando la hipótesis ergódica se llega a que el promedio del

ensamble es igual al promedio temporal virtual.

〈A(p/s, q)〉 = 〈A(p′, q)〉 (3.57)

luego si se define p’=p/s y p’=Ps/s es posible obtener las ecuaciones de

movimiento:

dq′i
dt′

=
p′i
m

(3.58)

dp′i
dt′

= −∇iV (q)− sp′sp′i/Q (3.59)

ds

dt′
= s′p′s/Q (3.60)

dp′s
dt′

=

(∑
i

p′2i
m
− gkBT

)
/s− s2p′2

Q
(3.61)

Las cuales son equivalentes a las variables virtuales. Sin embargo un problema

al usar el teorema de la ergodicidad relacionando con las variables virtuales

(t, s, ps). Al expresar el tiempo virtual como t′ =
∫
tτ/s es posible obtener

el promedio del ensamble temporal incluyendo g igual 3N + 1 en lugar de

3N. Aśı Hoover definió la variable ζ = sp′s/Q reduciendo las ecuaciones de
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movimiento a

dq′i
dt

=
p′i
m

(3.62)

dp′i
dt

= Fi − ζp′i (3.63)

ζ

dt′
=

(∑
i p
′2
i

m
− gkBT

)
/Q (3.64)

Este conjunto de expresiones representa la formulación de las ecuaciones de

movimiento en tiempo real.

3.4. Barostato de Nosé Hoover

En los sistemas termodinámicos a simular no solo se mantiene control

sobre la temperatura en muchas circonstancias también puede ser necesario

mantener la presión constante. Para este caso función de partición del sistema

esta dada por

Q(N,P, T ) =

∫
dV eβpV

1

N !

∫
dqdPeβHN (q,p) =

∫
dV e−βpVZc(N, V, T )

(3.65)

Los detalles de cálculos para este partado son similares a los seguidos ante-

riormente para el termostáto de Nosé-Hoover. Ahora o que se incorporá es

el volumen en la ecuación de movimiento como una variable de la dinámica
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y se adimensionaliza respecto de cantidades de posición para poder trabajar

con la variable del volumen.

q′i = qiV
1/3 (3.66)

y con la variable de momento

p′i =
pi

sV 1/3
(3.67)

De este modo las nuevas variables teniendo un término extra en el poten-

cial que del término del volumen, el Hamiltoniano se escribe de la siguiente

manera

HN(P, q, ps, s, pV, V ) =
∑

i
p2i

2mV 2/3s2
+ 1

2

∑
U(V 1/3q) +

p2s
2Q

+ kgT ln(s) + pV + vp2/2W (3.68)
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Ahora las ecuaciones de movimiento adquieren la siguiente forma

dq

dt
=

∂HN

∂pi
(3.69)

=
pi

mV 2/3s2
(3.70)

ds

dt
=

∂HN

∂ps
(3.71)

=
ps
Q

(3.72)

dpi
dt

= −∂HN

dqi
(3.73)

= −∇iU(qV 1/3) (3.74)

dps
dt

= −∂HN

∂s
(3.75)

=

( ∑
i p

2
i

mV 2/3s2

)
/s (3.76)

dV

dt
=

∂HN

∂pv
(3.77)

=
pv

W
(3.78)

dpv

dt
= −∂HN

∂V
(3.79)

=

( ∑
i p

2
i

mV 2/3s2
−
∑
i

∇iU(V 1/3q) · qi

)
(3V − p)−1 (3.80)

siguiendo el mismo desarrollo que se mostró en el apartado de lo anterior

pues el caso del termostato de la distribución de configuraciones corresponde

al ensamble (NPT) se puede obtener ahora

ρ(p′, q′, V ) = V Nexp
(
−
[
HN(p′, q′) + pV

]
/kBT

)
(3.81)
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Finalmente es importante obsevar que la descripción de las ecuaciones tiene

un término para la estabilidad de la presión constante que es el volumen V .

3.4.1. Integración de las ecuaciones de movimiento

La dinámica molecular centra su atenciaón en resolver las ecuaciones de

movimiento, utilizando algoritmos de integración numérica, las cuales básica-

mente son ecuaciones diferenciales de segundo orden no-lineales y acopladas

en las trayectorias de cada part́ıcula. Lo que hace el algoritmo es resolver

la ecuación de movimiento para un tiempo t0 +4t, donde las posiciones y

velocidades iniciales son dada en el tiempo inicial to.

Existen varios algoritmos para resolver las ecuaciones de movimiento los más

usados son el de Verlet y velocity-Verlet [40], en las cuales se hace un desa-

rrollo en serie de Taylor de la posición alrededor del tiempo t.

r(t+4t) = r(t) + ṙ(t)4 t+
r̈(t)

2!
4 t2 +O(4t3)... (3.82)

r(t−4t) = r(t)− ṙ(t)4 t+
r̈(t)

2!
4 t2 −O(4t3)... (3.83)

al sustituir ṙ(t) = v(t) y r̈(t) = f(t)
m

en las ecuaciones anteriores y sumarlas,

se obtiene

r(t+4t) + r(r −4t) = 2r(t) +
f(t)

m
4 t2 +O(4t4) (3.84)
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luego si se desprecia los términos más pequeños, obtenemos:

r(t+4t) = 2r(t)− r(t−4t) +
f(t)

m
4 t2 (3.85)

Por parte la velocidad al tiempo t se obtiene al restar las ecuaciones (3.82)

y (3.83).

r(t+4t)− r(r −4t) = 2v(t)4 t+O(4t3) (3.86)

obteniendo a:

v(t) =
r(t+4t)− r(t−4t)

24 t
+O(4t2) (3.87)

El algoritmo de Verlet de cuenta de las posiciones y velocidades a traves de

las ecuaciones (3.86) y (3.87), sin embargo, para poder conocer la posición al

tiempo t+4t se necesita la posición r(t) y la anterior r(t−4t). Es impor-

tante tomar en cuenta que tanto la velocidad como las posiciones siguientes

se calculan a distintos tiempos, pues para conocer la v(t +4t) se necesita

primero calcular r(t +4t), lo cual representa un problema en términos de

tiempo de computo y en ecuaciones resulta ineficiente para el desarrollo de

simulaciones muy grandes. En el algoritmo de velocity-Verlet se ocupan las

ecuaciones antes obtenidas. De la ecuación (3.84) se puede obtener

r(t−4t) = r(t+4t)− 2v(t)(4t) (3.88)
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y si esta expresión es sustituida en la ecuación (3.82), se puede encontrar que

r(t+4t) = r(t) + v(t)4 t+
f(t)

2m
(4t2) (3.89)

luego conocido r(t+4t) y usando la ecuación (3.84) podemos obtener

v(t+4t) =
r(t+ 24 t)− r(t)

24 t
(3.90)

Por otra parte ocupando la ecuación (3.82) para obtener la posición r(t +

24 t) = 2r(t+4t)− r(t)− f(t+4t)4t2
m

y la ecuación (3.90) se puede mostrar

que

v(t+4t) =
r(t+4t)− r(t)

4t
+
f(t+4t)

2m
(4t) (3.91)

si sustituimos ahora (3.85) en (3.88) para llegar a la expresión de velocidad

para el tiempo t+4t finalmente se puede obtener que:

v(t+4t) = v(t) +
f(t+4t) + f(t)

2m
(4t) (3.92)

3.4.2. Condiciones a la frontera y mı́nima imagen

En las simulaciones moleculares se estudia una parte del sistema grande,

ya que en sistemas reales el número de part́ıculas que lo componen es muy

grande. El costo computacional es alto cuando se intenta simular sistemas
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del orden de 1023 moléculas. Por tanto, lo que se hace es considerar una pe-

queña región de estudio, lo que se conoce la caja de simulación, la cual puede

ser cerrada o abierta. Hablar del término cerrado implica tener confinado el

sistema de estudio, es decir, las part́ıculas dentro del sistema no pueden salir,

y las paredes se forman con part́ıculas fijas que interaccionan con las que se

encuentran dentro del sistema

Al definir una región de tipo abierta, hablamos de tener un sistema en el

cual las part́ıculas pueden salir cuando se encuentren cerca de la frontera

ocasionando que conforme siga la interacción del sistema seguirán saliendo

las part́ıculas y al final puede que se quede sin part́ıculas el sistema. Al perder

part́ıculas, no se podrá hacer un estudio esquemático que pueda representar

su comportamiento y obtener propiedades del sistema.

A fin de evitar estaos incovenientes se implementa lo que se conoce como

PBC (Periodic Boundary Condition), condiciones periódicas de frontera. Pa-

ra esto se define una caja de simulación, para un sistema abierto, en el cual

las part́ıculas que salen por alguna de las paredes que definen a la caja, vuel-

ven a entrar por la pared opuesta. De este modo cada part́ıcula del sistema se

mantiene en la caja de simulación, manteniendose el número total de part́ıcu-

las constante.
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Para lograr esto lo que se hace es considerar muchas replicas de la celda

principal de simulación alrededor de ella, al igual que de las part́ıculas que

constituyen el sistema principal, como se observa en la figura (3.2). La celda

principal tiene como función principal representar a sistemas finitos. Y al

tener una infinidad de replicas alrededor de la misma, simular un sistema

real.

En resumen las PBC permiten que cuando la i-ésima part́ıcula sale por al-

guna de las fronteras de la celda principal, entra otra part́ıcula por el la-

do contrario respecto de donde salio. La celda principal tiene un volumen

V = LxLyLz, donde Lx, Ly y Lz son las longitudes de la caja de simulación.

Las interacciones de las part́ıculas ocurren con sus vecinos más cercanos de

modo que cuando alguna part́ıcula cerca de alguna de las fronteras, está va

a interaccionar con sus vecinas más proximas, las cuales pueden estar dentro

de caja principal como en las replicas de la caja central.

En promedio la caja principal se mantiene con número de part́ıculas cons-

tante, de modo que entran y salen part́ıculas de ella manteniendo la densidad

promedio constante. Para incluir la inetracción de las part́ıculas que se en-

cuentran en las cajas replica respecto de cada part́ıcula en la caja original

se utiliza el radio de corte, rcut, el cual considera el intervalo limite de inter-
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Figura 3.2: Representación de las condiciones periódicas de frontera.

acción entre part́ıculas. Al calcular la fuerza neta sobre la i-ésima part́ıcula,

se considera una esfera de radio rcut, y las interacciones que contribuyen a la

Fi son las que se encuentran dentro de la esfera.
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rc

(a) Representción del

radio de corte y radio

de la lista d vecinos.

(b) Se indica la distancia

hasta donde actúa el radio

de corte en el potencial in-

termolecular.

Se considera una segunda esfera formada alrededor de la part́ıcula i-ésima,

de radio rij, la cual contiene part́ıculas llamadas vecinas, de un ti a ti + δt

pueden entrar a la esfera de radio rcut algunas de estas part́ıculas vecinas,

las cuales contribuyen a la interacción de Fi de modo que part́ıculas que

se encuentran fuera de la esfera central de radio rcut no contribuyen a la

interacción.

3.4.3. Unidades Reducidas

El desarrollo de simulaciones moleculares es usual trabajar con unidades

adimensionales o llamadas unidades reducidas. Estas cantidades son medi-
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das respecto a cantidades caracteŕısticas del sistema, como por ejemplo, el

diámetro de las part́ıculas, considerando esta como una longitud caracteŕısti-

ca. Las cantidades a medir del sistema no tienen unidades, como la densidad,

temperatura, presión, etc. Para adimensionalizar cantidades como la enerǵıa

o la distancia, se consideran cantidades provenientes del potencial intermo-

lecular, con el cual se describe las interacciones. En el desarrollo del presente

trabajo de tesis las unidades reducidas utilizadas están expresadas como se

muestra en la siguiente tabla (3.1).
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Distancia r∗ = r
σ

Tiempo t∗ = t
√

ε
mσ

Enerǵıa E∗ = E
ε

Velocidad v∗ = v t
σ

Temperatura T ∗ = TkB
ε

Densidad ρ∗ = ρσdim

Presión P ∗ = P σ3

ε

Fuerza f ∗ = f σ
ε

Masa M∗ = M
m

Tabla 3.1: Unidades reducidas.



Caṕıtulo 4

Resultados y Análisis

Los resultados obtenidos se muestran en éste caṕıtulo; está dividido en

dos secciones: los resultados correspondiemtes al potenciall llamado semipozo

y al potencial de Jagla, tanto para 2D como para 3D.

Todos los resultados, los obtuvimos con LAMMPS 1, un programa de

dinámica molecular de los Laboratorios Nacionales Sandia; hace uso de MPI

y CUDA para la comunicación en paralelo y es un código de acceso libre.

En las simulaciones de todos los sistemas usamos N = 2000 part́ıculas con

condiciones periódicas de frontera (PBC). Las part́ıculas tienen un diámetro

y masa de σ = 1.0 y m = 1, respectivamente; el radio de corte que usamos

1Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator

64
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fue de rcut = λ1σ mientras que el radio de la lista de Verlet fue de rlist =

rcut+1σ. Realizamos simulaciones a volumen (área en 2D) constante (NVT) y

a presión constante (NPT). Para mantener la temperatura constante aśı como

la presión utilizamos el método de Nosé-Hoover. Para determinar la curva

binodal usamos una caja de simulación con dimensiones de Lx = Ly 6=  Lz en

el caso de 3D, mientras que para los resultados en 2D usamos Lx 6= Ly. Para

determinar la transición a las fases sólidas, realizamos simulaciones a presión

constante, las presiones que simulamos fueron de P ∗ = 0.1, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15

en una caja cúbica (Lx = Ly = Lz en el caso de 3D, Lx = Ly en 2D).

Para estimar los puntos cŕıticos se uso la ley de diámetros rectiĺıneos y la

expansión de Wegner (ver ecuación 4.1), junto con la curva ortobárica.

ρL − ρV = C1

(
1− T

Tc

)βc
+ C2

(
1− T

Tc

)βc+4
(4.1)

Para la densidad cŕıtica ρc se usa el resultado de la temperatura cŕıtica Tc,

la cual fue ajustada de la ecuación (4.1) y sustituida en la ecuación (4.2).

ρL + ρV
2

= ρc + C3(T − Tc) (4.2)

En seguida se muestran los resultados obtenidos al simular ĺıquidos compues-

tos por part́ıculas esféricas utilizando el modelo de potencial semipozo (ver

figura (4.1)); es una función continua, a diferencia del sistema que comúnmen-
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te se representa por un modelo matemático con discontinuidades. Al modelo

de potencial semipozo le fijamos las variables σ, λ2, ε1, ε2 y se fue variando

λ1, ver la tabla (4.1). Con la variación de ese parámetro se pudo tener un

recorrido de modelos ya estudiados desde un potencial triangular hasta llegar

a potencial de pozo cuadrado. En la figura (4.1) mostramos todos las varian-

tes utilizadas de potencial semipozo aśı como también el comportamiento de

la fuerza. Podemos observar que cuando λ1 = σ = 1.0 tenemos el potencial

de pozo triangular y cuando λ1 = λ2 = 2.0 tenemos un potencial de pozo

cuadrado con alcance de 2σ.

4.1. El potencial de semipozo en 3D.

En esta sección se muestran los resultados de las simulaciones en 3D

variando el parámetro de longitud caracteŕıstica λ1. A los sistemas formados

por la variación del parámetro caracteŕıstico λ1 en el potencial continuo le

nombramos semipozos de potencial. La caracteŕıstica de estos sistemas es

tener un sistema con interacción atractiva a traves de una rampa y la parte

del pozo cuadrado. La pendiente de los sistema va a ir creciendo y tendrá

mayor atracción pero por un rango más pequeño.
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Modelo λ1 λ2 ε1 ε2

Pozo triangular 1.00 2.00 −1.0 1.0

1.25 2.00 −1.0 1.0

1.50 2.00 −1.0 1.0

1.75 2.00 −1.0 1.0

Pozo cuadrado 2.00 2.00 −1.0 1.0

Tabla 4.1: Parámetros utilizados en las simulaciones de 3D y 2D para los

sistemas de semipozo.
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Figura 4.1: Modelos de potencial de simipozo utilizados en este estudio para 3D y 2D. Panel superior:

Gráfica del potencial variando el parámetro λ1. Panel inferior: Gráfica de la fuerza (correspondiente al panel

superior) variando el parámetro λ1.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS Y ANÁLISIS 69

4.1.1. Resultados obtenidos con λ1 = 1.00 (Pozo trian-

gular).

En la figura (4.2) se muestran los resultados de la simulación con los

ensambles NV T y NPT para el modelo de pozo triangular, esto es con

λ1(= σ) = 1. (ver figura (4.1a) en 3D. Podemos observar que los datos de

las densidades de coexistencia reproducen muy bien a los cálculos ya ob-

tenidos por Benavides [16] obtenidos con simulaciones de MC y utilizando

un potencial discontinuo (cuadros azules) y también los datos obtenidos por

Orea [43] (cuadros verdes). Además mostramos la transición a la fase sólida

que no hab́ıa sido reportada con anterioridad. También obtuvimos las pro-

piedades cŕıticas como es la densidad cŕıtica (ρ∗c = 0.295), la temperatura

cŕıtica (T ∗ = 1.201) y la presión cŕıtica (P ∗ = 0.083) para este modelo de

potencial.
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Figura 4.2: Diagrama de fases para el sistema potencial triangular con alcance

λ = 2σ.

En la figura (4.3) mostramos la función de distribución radial para la

temperatura de T ∗ = 0.70, donde se observa un comportamiento de la fase

ĺıquida, mientras que para T ∗ = 0.20 se observa una fase ordenada que co-

rresponde a un solido FCC. Ambas temperaturas fueron a presión constante

de P ∗ = 0.1
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(a) Configuración ins-

tantánea final.

(b) Configuración ins-

tantánea final.
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T ∗ = 0.20.
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(d) Función de distribución radial a

T ∗ = 0.70.

Figura 4.3: Función de distribución radial de dos temperaturas distintas a

presión de P ∗ = 0.10. La figura (a) muestra la estructura FCC del sistema a

temparatura T ∗ = 0.20 y la figura (b) muestra la distribución de un estado

ĺıquido a temperatura de T ∗ = 0.70.
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4.1.2. Resultados obtenidos con λ1(= λ2) = 2.00 (Pozo

cuadrado).

En la figura (4.4) mostramos los resultados obtenidos en 3D de la curva

de coexistencia obtenida con el ensamble NVT y las distintas isóbaras que

muestran la transición a la fase sólida obtenidas con el ensamble NPT para

el potencial de pozo cuadrado utilizando una expresión matemática continua

(ver figura (4.1e)). Tambien mostramos la transición al sólido que no hab́ıa

sido reportada con anterioridad en la literatura. En la curva de coexistencia

LV, comparamos los datos reportados en la literatura de L. Vega [vega]

(cuadros verdes) y los obtenidos por E. de Miguel[demiguel] (triángulos

morados), se pude observar que no hay una buena concordancia con los datos

de coexistencia LV aśı como la estimación de la Tc. Se observa que los datos

reportados por Vega y de Miguel muestran una gran variabilidad cerca del

punto cŕıtico y se apartan de los obtenidos en este trabajo.

Como en el caso anterior (pozo triangular) obtuvimos las propiedades

cŕıticas: la densidad (ρ∗c = 0.273), la temperatura (T ∗c = 2.622) y presión

(P ∗c = 0.164).
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Figura 4.4: Diagrama de fases para un sistema potencial cuadrado con alcance

λ = 2σ.

En la figura (4.5), también mostramos las funciones de distribución radial

para dos temperaturas a la misma presión, se observa que a la temperatura

T ∗ = 1.1 el sistema se encuentra en la fase sólida y a la temperatura T ∗ = 1.7

el sistema se encuentra en la fase ĺıquida.

Del compartamiento de las funciones de distribución radial podemos ob-

servar que el sólido que se forma utilizando este tipo de potencial es la fase

FCC.

En la figura (4.6a-e) se muestran todos los diagramas de fases completos

simulados con el potencial de semipozo en 3D. Podemos observar que al au-
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mentar el valor de λ1(= 1.00, 1.25, 1.50, 1.75 y 2.00) la atracción del potencial

aumenta y esto se ve reflejado en la temperatura del punto cŕıtico hasta lle-

gar al valor correspondiente del pozo cuadrado (T ∗c = 2.622). También en la

figura (4.6f) mostramos solo las curvas de coexistencia para las distintas λ1s,

para tener una mejor comparación de los puntos cŕıticos y sus puntos triples.

Se puede observar que para el pozo cuadradao la región de coexistencia entre

la fase fluida y la fase sólida se reduce en comparación con los otros sistemas

de λ1 menores.
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Figura 4.5: Función de distribución radial a presión de P ∗ = 0.10 para dos

distintas temperaturas. Panel superior (a) muestra la estructura del sólido

mientras que (b) muestra la estructura de la fase ĺıquida.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

ρ∗

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

T
*

P*_00.10

P*_01.00

P*_02.00

P*_03.00

P*_04.00

P*_05.00

P*_10.00

P*_15.00

Orea

Benavides

(a) Pozo Triangular.
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(b) Semipozo con λ1 = 1.25.
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(e) Pozo Cuadradro.
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Figura 4.6: Diagramas de fases de todos los sistemas simulados en 3D.
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4.1.3. Resumen de la propiedades termodinámicas pa-

ra semipozo en 3D.

Para este modelo de potencial en 3D, también se ajustaron las propieda-

des cŕıticas (temperatura, densidad y presión) las cuales se muestran en la

tabla (4.2). Se observa que la temperatura cŕıtica va aumentando conforme

se aumenta λ1 en forma lineal, ver la figura (4.7)a; mientras que la densidad

cŕıtica se matiene constante a un valor promedio de 0.301. Una posible ex-

plicación de este efecto se debe a que para λ1 = 1.0 la fuerza es pequeña y

las part́ıculas tienden a salir con mayor facilidad de la interacción intermo-

lecular. Para λ1 = 1.25 ya se forma una trampa que viene dado por la parte

del potencial cuadrado pero con una rango muy pequeño de interacción y un

aumento en la pendiente de la rampa atractiva, creciendo el valor de la fuerza

atractiva entre part́ıculas. Para λ1 = 1.50 el sistema ya tiene un intervalo de

pozo cuadrado mayor a los anteriores y la pendiente con mayor inclinación

pero con mitad de interacción en la distancia entre part́ıculas. En este sis-

tema la fuerza es más alta y hace que las part́ıculas necesiten enerǵıas más

altas para salir de la interacción debido a que la fuerza aumenta y hace que

las part́ıculas se mantengan dentro de la trampa de pozo cuadrado a tempe-
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raturas más altas. Para λ1 = 1.75 la trampa de pozo cuadrado aumenta en

un amplio intervalo de interacción y la pendiente se vuelve más inclinada y

por lo tanto aumenta la fuerza de atracción entre las part́ıculas. Hace que el

sistema aumente su punto de temperatura cŕıtica debido a que se necesita

mayor enerǵıa para que salgan las part́ıculas de la interacción potencial. En

el sistema de λ1 = 2.0 la interacción es completamente pozo cuadrado y la

pendiente se vuelve prácticamente cero. Esto ocasiona que la fuerza tenga

un valor muy alto y que se haga más complicado salir de la trampa de pozo

cuadrado. Se necesitan fluctuaciones en temperaturas más altas de los sis-

temas anteriores para vencer la interacción y por ello es que su punto de

temperatura cŕıtica aumenta. El aumento de punto crítico en la temperatura

se debe a la inclinación de la pendiente atractiva y con mayor valor al formar

el potencial de pozo cuadrado.

También en la figura (4.7)b mostramos las curvas LV escaladas con su

temperatura cŕıtica respectiva, observamos que la parte del vapor cae en

una sola rama, mientras que la parte de la fase ĺıquida muestra una gran

variabilidad en sus puntos. Observamos que la temperatura del punto triple

baja para los valores de λ1 = 1.25 y 1.50, pero para los valores de 1.75 y 2.00

es más alta que la correspondiente del pozo triangular.
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ρ∗c T ∗c P ∗c λ1 λ2 ε1 ε2

0.295 1.201 0.083 1.00 2.0 −1.0 1.0

0.317 1.470 0.106 1.25 2.0 −1.0 1.0

0.310 1.791 0.460 1.50 2.0 −1.0 1.0

0.310 2.010 0.084 1.75 2.0 −1.0 1.0

0.273 2.622 0.164 2.00 2.0 −1.0 1.0

Tabla 4.2: Propiedades termodinámicas cŕıticas del potencial semipozo en 3D

al variar el parámetro λ1.
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Figura 4.7: (a) Dependencia de la T ∗ y la ρ∗ como función del parámetro λ1.

(b) Diagramas de fases escalados con su respectiva temperatura cŕıtica T ∗c .

Al realizar simulaciones moleculares con DM tenemos acceso tanto a las
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propiedades estáticas aśı como también a las propiedades dinámicas que go-

viernan a los sistemas; una de las cantidades termodinámicas que se calculó

también para el sistema semipozo 3D fue la tensión interfacial, utilizando la

fórmula siguiente:

γ =
1

2
Lz

[〈
Pzz
〉
− 1

2

(〈
Pxx
〉

+
〈
Pyy
〉)]

(4.3)

Los resultados de la tensión interfacial obtenidos para cada sistema al va-

riar el parámetro λ1 se muestran en la figura (4.8). Se puede observar que

conforme se va aumentado el parámetro λ1 la tensión superficial del sistema

incrementa, al igual que su temperatura cŕıtica, eso indica que la interfaz

entre la coexistencia ĺıquido-vapor tiende a tener mayor estabilidad.
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(e) λ1 = 1.00
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(f) Sistemas esclados con Tc.

Figura 4.8: Comportamiento de la tensión interfacial como función de la

temperatura para los distintos sistemas estudiados en 3D.
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4.2. El potencial de semipozo en 2D.

Para estudiar el efecto del potencial de interacción en las fases estables

utilizando este nuevo modelo de potencial continuo, realizamos también si-

mulaciones en 2D utilizando los mismos parámetro dados en la tabla (4.1).

Los parámetros utilizandos en las simulaciones en 2D fueron los mismos que

los utilizados en 3D (ver sección 4.1), también se calcularon los diagramas

de fases variando el parámetro λ1 y los cuales se muestran en la figura (4.9).

En la figura (4.9a) se muestra el diagrama de pozo triangular en 2D, se

puede observar que este sistema presenta la temperatura cŕıtica más baja de

los sistemas estudiados. Del diagrama de fases de la figura (4.9a), las isóbaras

P ∗ = 0.10, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0 y 5.0 presentan una transición a la cristalización

del sistema, mientras que las presiones P ∗ = 10 y P ∗ = 15 no se observa

claramente un cambio abrupto en la densidad del sistema, se observa una

transición continua a la fase ordenada.

En la figura (4.9e) mostramos el diagrama completo de fases para el pozo

cuadrado en 2D con un alcance de λ2σ = 2.0, este sistema presenta la tempe-

ratura cŕıtica más alta de los sistemas estudiados. Para tratar de caracterizar

las fases ordenas de los sistemas estudiados hicimos uso tanto de la función

de distribución radial, diagramas de Voronoi y del parámetro de orden de
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enlace (Ψ6). Ya que se ha onservado que en muchos sistemas bidimensionales

muestran la fase hexática [44].

En la figura (4.10) mostramos las configuraciones instantáneas finales del

sistema de Pozo Triangular en 2D para la P ∗ = 1.0, se puede observar del dia-

grama de fases (ver figura (4.9a)) que la transición a la fase ordenada ocurre

a temperaturas menores de T ∗ = 0.40. Además, se muestran los diagramas de

Voronoi para determinar de manera visual el orden local del sistema; con los

diagramas de Voronoi podemos observar que al decrecer la temperatura va

apareciendo un orden hexagonal en el sistema. Para tratar de cuantificar el

orden hexagonal, hicimos uso del parámetro de orden hexagonal, Ψ6. Los re-

sultados se muestran en la figura (4.10). De los resultados de la figura (4.10),

se observa que el parámetro de orden hexagonal presenta una distribución

amplia a temperaturas de T ∗ = 0.42 y T ∗ = 0.40, mientras que para las tem-

peraturas menores e iguales a T ∗ = 0.38 presenta un máximo valor, cercano

a 1.0, indicando que la fase hexagonal es la predominante en el sistema.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS Y ANÁLISIS 84
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(a) Pozo Triangular en 2D.
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(b) Semipozo con λ1 = 1.25.
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(c) Semipozo con λ1 = 1.50.
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(d) Semipozo con λ1 = 1.75.
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Figura 4.9: Diagramas de fases de todos los sistemas simulados en 2D.
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(a) T ∗ = 0.42 (b) T ∗ = 0.40 (c) T ∗ = 0.38 (d) T ∗ = 0.36 (e) T ∗ = 0.20

Figura 4.10: Panel superior: Configuraciones finales instantáneas. Panel me-

dio: Diagramas de Voronoi. Panel inferior: Valores del parámetro de orden

de enlance (Ψ6) para la presión P ∗ = 1.0 a distintas temperaturas.

En la tabla (4.3) se muestran los valores de parámetro de orden de enlace

para temperaturas por arriba y abajo de la transición a la fase ordenada en

el sistema. Para la temperatura T ∗ = 0.20, se observa que Ψ6 = 1, lo cual

indica que el sistema se encuentra con una estructura ordenada y además

indica que ya dominan los arreglos hexagonales en el sistema. Para tempe-

raturas más altas e iguales a T ∗ = 0.40, el valor de Ψ6 decrece y nos indica
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que aún no se han forman arreglos hexagonales. En la temperatura de la

transición T ∗ = 0.38, el porcentaje de orden es mayor y conforme baja la

temperatura incrementa el número de part́ıculas que están tomando lugares

mejor estructurados.

T ∗ Parámetro de orden de enlace: (Ψ6)

0.20 0.982± 0.034

0.36 0.926± 0.078

0.38 0.892± 0.102

0.40 0.752± 0.147

0.42 0.725± 0.144

0.60 0.688± 0.133

Tabla 4.3: Promedio del parámetro de orden de enlace para la isóbara de

P ∗ = 1.0

Otra forma de determinar el orden local del sistema, fue cuantificando

el número de vecinos promedio de las part́ıculas en el sistema; para este

conjunto de temperaturas, se tomó una part́ıcula central y se calculo la pro-

babilidad de encontrar part́ıculas vecinas alrededor de ella. Los resultados
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de ese análisis se muestran en la figura (4.11). Para la T ∗ = 0.60 se muestra

una part́ıcula central en color gris y a su alrededor un anillo casi completa-

mente iluminado, lo que indica que la part́ıcula tiene la misma probabilidad

de encontrar a part́ıculas en su alrededor en cualquier dirección ángular y

se le atribuye esta propiedad para los sistemas en estado ĺıquido. Para las

T ∗ = 0.42 y T ∗ = 0.40, las configuraciones muestran que alrededor de la

part́ıcula central de color gris se observa que ya se van formando puntos más

definidos indicando que el sistema ya esta empezando a solidificar. Mientras

que a temperaturas menores a T ∗ = 0.38 se observa la fase sólida en el sis-

tema y de las configuraciones de las part́ıculas vecinas predomina la forma

hexagonal.
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(a) T ∗ = 0.20 (b) T ∗ = 0.36 (c) T ∗ = 0.38

(d) T ∗ = 0.40 (e) T ∗ = 0.42 (f) T ∗ = 0.60

Figura 4.11: Parámetro de orden angular para la presión P ∗ = 1.0.

Para el sistema con λ1 = 1.25 realizamos el mismo análisis que el siste-

ma anterior de λ1 = 1.00, y encontramos que presenta un comportamiento

muy similar. Con las técnicas utilizadas para cuantificar el ordendamiento

de las fases en el sistema de λ1 = 1.00, encontramos que la fase sólida es

también hexagonal, eso se puede observar en la figura (4.12) para la isóbara

de P ∗ = 3.00. Los diagramas de la figura (4.12) muestran la probabilidad de

encontrar part́ıculas vecinas al rededor de la i-ésima part́ıcula. La configu-

ración correspondiente a la T ∗ = 0.80 se observa un ćıculo en color azul que

indica la probabilidad angular de encontrar part́ıculas vecinas, se observa un
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anillo completamente azul, indicando que a esa temperatura alta en cualquier

dirección se encontará a las part́ıculas vecinas e indica ese diagrama el estado

ĺıquido. Para la temperatura T ∗ = 0.58, antes de la transición a la fase orden-

dad, se observa se van formando nubes con mayor intensidad en 6 regiones

alrededor de la i-ésima part́ıcula central, pero aún no hay movilidad en el

sistema indicando el estado ĺıquido. Para las temperaturas bajas T ∗ = 0.56,

T ∗ = 0.54, T ∗ = 0.40 y T ∗ = 0.20 se muestran probabilidades más definidas

con valor de 2π/6, lo cual también indica que el sistema se arregla de forma

hexagonal.

(a) T ∗ = 0.20 (b) T ∗ = 0.40 (c) T ∗ = 0.54

(d) T ∗ = 0.56 (e) T ∗ = 0.58 (f) T ∗ = 0.80

Figura 4.12: Parámetro de orden angular para presión P ∗ = 3.00
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Para el sistema con λ1 = 1.50, se obtuvo la curva de coexistencia en el

ensamble NVT y se muestra en la figura (4.9c), mientras que para estimar la

transición al sólido usamos el ensamble NPT. Una caracteŕıstica particular de

la densidad de este sistema en la fase ĺıquida dentro de la curva binodal, fue

que la transición al punto triple es muy débil y cuasi-continua y no muestra

una transición abrupta al estado sólido como en los diagramas anteriores.

Para caracterizar el estado ordenado, se realizaron simulaciones a distintas

presiones, P ∗ = 0.10, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0, 10.0 y 15.0, para presiones por

arriba de P ∗ = 1.0, las curvas tiene una discontinuidad que representa la

transición del sistema a la fase sólida. Entre la presión P ∗ = 1.0 y P ∗ = 15.0

se observa que hay un cambio estructural, mientras que para presiones bajas

el cambio no es tan abrupto. Observemos que para P ∗ = 0.10 los cambios en

densidad son continuos y hace pensar que no hay transición, pero con una

análisis más detallado de su estructura se observa que presenta un arreglo

estructural diferente al de las otras isóbaras.

En la figura (4.13) se muestran las configuraciones (recortadas) finales

de la fase ordenada dentro de la curva binodal a distintas temperaturas, se

observa que la fase ordenada presenta coexistencia de distintos arreglos es-

tructurales del mismo sistema. La temperatura T ∗ = 0.20 muestra un arreglo
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(a) T ∗ = 0.20 (b) T ∗ = 0.18

(c) T ∗ = 0.16 (d) T ∗ = 0.08

(e) T ∗ = 0.04 (f) T ∗ = 0.02

Figura 4.13: Configuraciones instantáneas finales de la fase ĺıquida que pre-

senta el sistema en la coexistencia de ĺıquido-vapor.

de forma cuadrada y se forman dos direcciones distintas, para las tempera-

turas T ∗ = 0.16 y T ∗ = 0.18 se observan también dos tipos de arreglos,

uno cuadrado en menor cantidad y el otro hexagonal en mayor cantidad.

Conforme se va disminuyendo la temperatura, se va perdiendo la estructura

cuadrada y el arreglo hexagonal predomina entre la T =∗ 0.18 y T ∗ = 0.04

con dominios cuadrados. Mientras que a temperaturas mayores de T ∗ = 0.04

observamos coexistencia los dos tipos de estructuras en el estado sólido. Para
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tener una mejor caracterización de las fases ordenadas que presenta el siste-

ma con λ1 = 1.50, mostramos los resultados para las isóbaras con presiones

P ∗ = 0.10 y P ∗ = 1.0. De las densidades obtenidas a P ∗ = 0.1 no se observa

ninguna discontinuidad. En la figura (4.14) se presentan las configuraciones

instantáneas finales (panel superior) de tres temperaturas a P ∗ = 0.10 cons-

tante, los diagramas de Voronoi se presentan en el panel medio y en el panel

inferior mostramos el valor del parámetro de orden de enlace (Ψ6). Se observa

que el sistema a temperaturas menores a T ∗ = 0.20 presenta una configura-

ción cuadrada, no observada en los sistemas anteriores; a T ∗ = 0.28 el sistema

presenta micro-regiones con arreglos cuadrados, lo cual se puede observar en

los diagramas de Voronoi. Además obsevamos que los valores de Ψ6 no son

cercanos a la unidad, sino más bien están cercanos a 0.70 indicando que la

fase dominate no es la hexagonal.

Ahora mostramos un análisis de las estructuras obtenidas para la P =

1.00, en la figura (4.15) mostramos las configuraciones finales instantánes, aśı

los valores del parámetro de orden de enlace (Ψ6). Observamos que a T ∗ =

0.10 el sistema forma un arreglo hexagonal completo, lo cual se comprueba

con el valor de Ψ6, mientras que a T ∗ = 0.30 se observa una fase ĺıquida.

También podemos observar que para la T ∗ = 0.28 se observa que la fase
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cuadrada se presenta también en coexistencia con la fase hexagonal.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) T ∗ = 0.10 (h) T ∗ = 0.28 (i) T ∗ = 0.32

Figura 4.15: Panel superior: Configuraciones finales instantáneas. Panel me-

dio: Diagramas de Voronoi. Panel inferior: Histogramas del parámetro de

orden de enlace a tres distintas temperatura y a P ∗ = 1.0.

Para tener una mejor comparación de las fases que se observan a P ∗ =

0.10 y P ∗ = 1.00, mostramos el parámetro de orden angular en la figura
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(4.17), se muestra la probabilidad angular de encontrar part́ıculas vecinas

alrededor de la i-ésima central. Se observa que para cada presión, los sistemas

muestran distintas probabilidades angulares, la presión P ∗ = 0.10 muestra

que a T ∗ = 0.28 la probabilidad angular en cualquier dirección angular se

encuentran en la fase ĺıquida. Para la parte ordenada se observa a T ∗ = 0.10

y T ∗ = 0.20 que la probabilidad angular de 2π/8 es la predominante, esto

es podemos encontrar alrededor de la part́ıcula central un arreglo cuadrado.

En la figura se muestra la probabilidad de encontrar los primeros cuatro

vecinos es de 2π/4, mientras que los segundos vecinos se encuantran con una

probabilidad de 2π/4. La figura (4.17) también muestran las probabilidades

angulares para P ∗ = 1.0; observamos que a T ∗ = 0.3, la probabilidad angular

en todas las direcciones muestra que el sistema presenta la fase ĺıquida. A

T ∗ = 0.28 y T ∗ = 0.1 se muestra una probabilidad de 2π/6, indicando que

las part́ıculas vecinas se encuentran en arreglos hexagonales.
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(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.20 (c) T ∗ = 0.28

Figura 4.16: Parámetro de orden orientacional angular para la presión P ∗ =

0.10.

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.28 (c) T ∗ = 0.30

Figura 4.17: Parámetro de orden orientacional angular para la presión P ∗ =

1.0.

Para el sistema con el valor de λ1 = 1.75, el diagrama de fases se muestra

en la figura (4.9d). Del análisis del parámetro de orden angular se observa que

la fase ordenada predominate es la hexagonal, las configuraciones angulares

se muestran en la figura (4.18) a una P ∗ = 2.0.
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(a) T ∗ = 0.20 (b) T ∗ = 0.60 (c) T ∗ = 0.62

Figura 4.18: Parámetro de orden angular para la P ∗ = 2.0.

Cuando λ1 = 2.0 se tiene el Potencial de pozo cuadradao en 2D, el dia-

grama de fases de éste sistema se muetra en la figura (4.9e); observamos que

para este sistema la temperatura cŕıtica es mayor que los otros sistemas si-

mulados debido a la atracción que presenta el modelo de potencial. También

observamos que presenta una amplio intervalo de coexistencia entre la fase

fluida y la fase sólida (semejante al sistema λ1 = 1.75) y además se observa

claramente que esta región de coexistencia se va reduciendo conforme aumen-

ta la temperatura y presión. Otra caracteŕıstca del sistema de pozo cuadrado

es que a temperatura cercana a T ∗ = 0.30 presenta otra transición a una fase

dodecagonal, este tipo de fases se han observado en sistemas bidimensionales

también[45].

Para tener una mejor caracterización de las fase que se presentan en
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este sistema, hacemos uso de los distintos parámetros de orden, en la figura

(4.19) se muestran las configuraciones finales instantáneas, los diagramas

de Voronoi (utilizando diferentes colores para los distintos poĺıgonos) y aśı

como también la distribución del parámetro de orden de enlace a lo lago de

la isóbara P ∗ = 1.0. Se observa que el sistema se encuentra en la fase ĺıquida

arriba de la T ∗ = 0.84, entre la T ∗ = 0.80 y T ∗ = 0.30 el sistema presenta

un tipo de fase ordenada y abajo de T=0.03 se observa otro tipo de fase en

el sistema. De los histogramas del parámetro de orden de enlace observamos

que esa segunda fase ordendad no es hexgonal ya que su valor dismuyune

hasta 0.40, mientras que para la primera transición los valores del parámetro

de orden de enlace nos indican que es una fase hexagonal.
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(i) T ∗ = 0.30 (j) T ∗ = 0.32 (k) T ∗ = 0.74 (l) T ∗ = 0.82

Figura 4.19: Panel superior: Configuraciones finales instantáneas. Panel me-

dio: Diagramas de Voronoi y Panel inferior: Histogramas del parámetro de

orden de enlace a P ∗ = 1.0

Esta evidencias también las pudimos corroborar con las configuraciones

del parámetro de orden de enlace, mostradas en la figura (4.20). Observamos

que a T ∗ = 0.82 se observa un continuo en la nube de los vecinos cercanos a

la part́ıcula i-ésima, mientras que en el intervalo de temperaturas de T=0.80

t T ∗ = 0.30 se observa claramente una fase hexagonal y para temperaturas
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menores a T ∗ = .30 se observa la fase dodecahédrica.

(a) T ∗ = 0.30 (b) T ∗ = 0.32 (c) T ∗ = 0.74 (d) T ∗ = 0.76

(e) T ∗ = 0.78 (f) T ∗ = 0.80 (g) T ∗ = 0.82

Figura 4.20: Parámetro de orden orientacional angular para presión P ∗ = 1.0

4.2.1. Propiedades termodinámicas semipozo 2D

A continuación se muestran los datos de las propiedades cŕıticas obtenidas

mediante las simulaciones por DM usando el ensamble NVT para el modelo

potencial dado por la ecuación (2.1) donde se realizó un estudio sistemático

variando la longitud caracteŕıstica λ1 y los parámetros: σ = 1.0, λ2 = 2.0,

ε1 = −1.0, ε2 = 1.0 y n = 300 se mantienen fijos. Se presentan los valores

numéricos de las propiedades cŕıticas como la temperatura, densidad y pre-
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sión para cada uno de los sistemas en 2D. Se observa que la temperatura

cŕıtica aumenta conforme va creciendo el parámetro λ1, ver la figura (4.21).

ρ∗c T ∗c P ∗c λ1 λ2 ε1 ε2

0.298 0.542 0.036 1.00 2.0 −1.0 1.0

0.319 0.612 0.028 1.25 2.0 −1.0 1.0

0.323 0.705 0.042 1.50 2.0 −1.0 1.0

0.292 0.759 0.025 1.75 2.0 −1.0 1.0

0.298 0.911 0.037 2.00 2.0 −1.0 1.0

Tabla 4.4: Valores numéricos de las propiedades termodinámicas de los sis-

temas en 2D con la variación de λ1.
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Figura 4.21: (a) Dependencia de la T ∗ y la ρ∗ como función del parámetro

λ1 en 2D.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) T ∗ = 0.10 (h) T ∗ = 0.20 (i) T ∗ = 0.28

Figura 4.14: Panel superior: Configuraciones finales instantáneas. Panel me-

dio: Diagramas de Voronoi. Panel inferior: Histogramas del parámetro de

orden de enlace a tres distintas temperatura y a P ∗ = 0.10.
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4.3. Potencial de Jagla en 3D.

En esta sección se muestran los resultados obtenidos al modelar el Poten-

cial (2.1) en su forma de Jagla. Para obtener el potencial de Jagla utilizamos

parámetros fijos en la ecuación (2.1), estos fueron: λ1 = 1.5, ε2 = 1.0 y

λ2 = 2.0, en la cual se vario la altura de la enerǵıa de atracción, ε1. La ta-

bla (4.5) muestra los parámetros utilizados en el Potencial de Jagla para los

diferentes sistemas simulados en 2D y 3D.

λ1 λ2 ε1 ε2

1.5 2.0 1.0 1.0

1.5 2.0 0.5 1.0

1.5 2.0 0.0 1.0

1.5 2.0 −0.5 1.0

Tabla 4.5: Parámetros del potencial de Jagla en 3D.

4.3.1. ε1 = 1.00

En la figura (4.22) se muestra de lado izquierdo y en color azul la gráfica de

interacción intermolecular dado por el modelo (2.1) con parámetros σ = 1.0,
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λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 1.0, ε2 = 1.0 y n = 300. El modelo representa un

potencial de Jagla de forma continua. De lado derecho se muestra la gráfica

de la fuerza en color rojo con una interacción repulsiva entre las distancia de

1.0 a 1.5 entre pares de part́ıculas que sufren una fuerza repulsiva constante

Frepulsiva(r) = 4. Para la distancia 1.5 a 2.0 entre pares de part́ıculas sufren

una fuerza atractiva Fatractiva(r) = −2. Las fuerzas son constantes debido a

la pendiente del potencial.
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(a) Potencial de Jagla continuo
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(b) Gráfica de la fuerza

Figura 4.22: Gráficas del potencial Jagla y la fuerza modelado por la ecuación

(2.1) con parámetros σ = 1.0, λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 1.0, ε2 = 1.0 y n = 300.

En la figura (4.23) se muestran los resultados de las simulaciones de DM

de los ensambles NVT y NPT para el modelo (4.22) en 3D. Del diagrama de

fases se obtuvieron la densidad cŕıtica (ρ∗c = 0.266), la temperatura cŕıtica
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(T ∗c = 0.769) y presión cŕıtica (P ∗c = 0.001). Se muestran dos curvas de

coexistencia la primera es donde coexiste ĺıquido y vapor, en la segunda curva

se muestra más pequeña que la primera y a densidades más altas. Para el

ensamble NPT se realizaron varias presiones 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5 muestran

un comportamiento continua. Las presiones 1 − 3 muestran la formación

de la segunda curva de coexistencia en la parte ĺıquida. La presiones 4 − 9

muestran un comportamiento lineal de modo que la transición al estado sólido

se muestra a partir de la presión 10, 12, 14, 16.
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Figura 4.23: Diagrama de fase para un sistema con interacción del modelo

de potencial (2.4) con parámetros σ = 1.0, n = 300, λ1 = 1.0, λ2 = 2.0,

ε1 = 1.0, ε2 = 1.0



CAPÍTULO 4. RESULTADOS Y ANÁLISIS 105

En la figura (4.24) se muestran dos configuraciones finales instantáneas

a dos distintas temperaturas y además se muestra el comportamiento de la

función de distribución radial. La temperatura T ∗ = 0.20 la gdr se muestra

en colo rojo y se compara con la de color azul que muestra una estructura

FCC y a temperatura T ∗ = 0.70 se muestra al sistema en estado ĺıquido en

color rojo.
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(d) T ∗ = 0.70

Figura 4.24: Función de distribución radial de la presión P ∗ = 12.0 entre la

transición del ĺıquido al sólido. Figura (a) muestra la estructura sólida del

sistema con estructura FCC y (b) la distribución del estado ĺıquido.
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Las siguientes configuraciones obtenidas en el ensamble NVT a una den-

sidad de ρ∗ = 0.6, muestran que el sistema presenta una segunda curva de

coexistencia que se observa en el diagrama de fases mostrado de la figura

(4.23). Se observa que para las temperaturas T ∗ = 0.2 y T ∗ = 0.3 que son

incisos (b) y (d) respectivamente, se encuentra en la parte donde hay dos

tipos de fases coexistiendo que es el ĺıquido y sólido. Además se muestran las

configuraciones donde se muestran los enlaces de los vecibos más cercanos

para identificar de manera más clara las estructuras formadas, se observa que

una parte forma enlaces ordenados y estructurados, y la otra forma enlace

dispersos y sin orden.
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(b) T ∗ = 0.20

(d) T ∗ = 0.30

Figura 4.25: Diagramas del sistema para una densidad ρ∗ = 0.60 donde

se muestra que hay una segunda curva donde coexisten dos ĺıquidos a la

transición del sólido.

4.3.2. ε1 = 0.50

En la figura (4.26) se muestra de lado izquierdo en color azul la gráfica de

interacción intermolecular dado por el modelo (2.1) con parámetros σ = 1.0,

λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 0.5, ε2 = 1.0 y n = 300. El modelo representa un

potencial de Jagla de forma continua con menor enerǵıa de repulsión. De lado

derecho se muestra la gráfica de la fuerza en color rojo con una interacción

repulsiva entre las distancias 1.0 a 1.5 entre pares de part́ıculas que sufren
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una fuerza repulsiva constante Frepulsiva(r) = 3. Para la distancia 1.5 a 2.0

entre pares de part́ıculas sufren una fuerza atractiva Fatractiva(r) = −2. Las

fuerzas son constantes debido a la pendiente del potencial.
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(a) Potencial Jagla continuo
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(b) Gráfica de Fuerza

Figura 4.26: Gráfica del potencial de Jagla y la fuerza modelada por la ecua-

ción (2.4) con parámetros σ = 1.0, λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 0.5, ε2 = 1.0 y

n = 300.

En la figura (4.27) se muestran los resultados de las simulaciones de

DM de los ensambles NVT y NPT para el modelo (4.26) en 3D. Se ob-

tuvieron las propiedades cŕıticas como la densidad , temperatura y presión

(ρ∗c = 0.284,T ∗c = 0.97, P ∗c = 0.032) para la curva de coexistencia LV. Se

muestran dos curvas de coexistencia, la primera es la de LV donde coexis-

te ĺıquido y vapor, la segunda curva se muestra a densidades más altas y a



CAPÍTULO 4. RESULTADOS Y ANÁLISIS 109

menores temperaturas, cerca de la transición al sólido. En el ensamble NPT

se realizaron varias presiones, las presiones 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 se muestranla la

formación de una segunda curva de coexistencia a mayor densidad en la cual

se encuentra loq ue podŕıa ser polimorfismo de ĺıquidos. Las presiones 1− 5

tienen un comportamiento lineal en las isóbaras y no muestra una transición

o discontinuidad. En las presiones 6 − 30 si se tiene una transición entre el

estado ĺıquido al sólido.
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Figura 4.27: Diagrama de fases para un sistema con interacción del modelo

de potencial (2.1) con parámetros σ = 1.0, n = 300, λ1 = 1.0, λ2 = 2.0,

ε1 = 0.5, ε2 = 1.0

Las siguientes configuraciones instantáneas muestran el comportamiento
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del fluido a la densidad de ρ∗ = 0.6, figura 4.28. Se observa a temperaturas

de la segunda curva (T ∗ = 0.28 y T ∗ = 0.34) mostradas en los incisos (c)

y (d) la conformación de las part́ıculas en el sistema. Se tiene dos tipos de

estructuras en la parte ĺıquida. En las imágenes (a) y (b) se muestran los

enlaces entre part́ıculas en donde la parte con mayor densidad representa

arreglos lineales y la parte con menor densidad arreglos más espaciados con

un orden distinto.

(a) (b)

(c) T ∗ = 0.28 (d) T ∗ = 0.34

Figura 4.28: Diagrama en 3D para sistema con ρ = 0.6 mostrando que hay

una interfaz mostrando dos tipos de ĺıquidos.

4.3.3. ε1 = 0.0

En la figura (4.29) se muestran de lado izquierdo y en color azul la gráfica

de la interacción intermolecular dado por el modelo (2.1), con parámetros
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σ = 1.0, λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 0, ε2 = 1.0 y n = 300. El modelo representa

un potencial del tipo Jagla aunque sin altura de la enerǵıa repulsiva positiva

con una función continua. De lado derecho se muestra la grafica de la fuerza

en color rojo con una interacción repulsiva entre las distancias 1.0 a 1.5 entre

pares de part́ıculas que sufren una fuerza repulsiva constante Frepulsiva(r) = 2.

Para la distancia 1.5 a 2.0 entre pares de part́ıculas sufren una fuerza atractiva

Fatractiva(r) = −2. Las fuerzas son constantes debido a las pendientes del

potencial.
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Figura 4.29: Gráfica del potencial intermolecular con parámetros ε1 = 5.0,

ε2 = 1.0.

En la figura (4.30) se muestran los resultados de las simulaciones de DM

para los ensambles NVT, NPT para el modelo 4.29 en 3D. Se obtuvieron las
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propiedades caracteŕısticas como la densidad cŕıtica ρ∗c = 0.250, T ∗c = 1.207

y la presión cŕıtica P ∗c = 0.059 para la fase de coexistencia LV. Se muestra la

curva de LV y la ĺınea de la coexistencia no muestra una transición. Para el

ensamble NPT se exploran varias presiones, para bajas presiones 0.1− 1 las

ĺıneas se muestran continuas. En las presiones 2− 15 presentan transición a

la fase sólida.
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Figura 4.30: Diagrama de fases para un sistema con interacción del modelo

de potencial (2.1) con parámetros σ = 1.0, n = 300, λ1 = 1.5, λ2 = 2.0,

ε1 = 0.0, ε2 = 1.0.
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4.3.4. ε1 = −0.50

En la figura (4.31) se muestra de lado izquierdo en color azul la gráfica de

la interacción intermolecular dado por el modelo (2.1) con parámetros σ =

1.0, λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = −0.5, ε2 = 1.0 y n = 300. El modelo representa

un potencial del tipo Jagla con una altura negativa en la rampa repulsiva

mediante una función continua. De lado derecho se muestra la gráfica de la

fuerza en color rojo con una interacción repulsiva entre las distancias 1.0

a 1.5 entre pares de part́ıculas que sufren una fuerza repulsiva constante

Frepulsiva(r) = 1. Para las distancias 1.5 a 2.0 entre pares de part́ıculas sufren

una fuerza atractiva Fatractiva(r) = −2. Las fuerzas son constantes debido a

las pendientes del potencial.
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Figura 4.31: Gráfica del potencial intermolecular con parámetros ε1 = −0.50,

ε2 = 1.0.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS Y ANÁLISIS 114

En la figura (4.32) se muestran los resultados de las simulaciones de DM

para los ensambles NVT, NPT para el modelo (4.31) en 3D. Se obtuvieron

las propiedades caracteŕısticas como la densidad cŕıtica ρ∗c =, temperatura

cŕıtica T ∗c = y presión cŕıtica P ∗c = para la fase de coexistencia LV. Se muestra

la curva de LV con transición al estado sólido. Para la DM con el ensamble

NPT se realizaron las presiones P ∗=0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4, 5, 10 y todas muestran

transición al estado sólido.
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Figura 4.32: Diagrama de fases para un sistema con interacción del modelo

de potencial 2.1 con parámetros σ = 1.0, n = 300, λ1 = 1.5, λ2 = 2.0,

ε1 = −0.5, ε2 = 1.0.
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4.3.5. Resumen de las propiedades termodinámicas del

Potencial de Jagla continuo en 3D.

A continuación se muestran los datos obtenidos mediante las simulacio-

nes por DM usando el ensamble NVT mediante el modelo (2.1) en donde la

enerǵıa repulsiva caracteŕıstica ε1 fue variando, manteniendo fijos los paráme-

tros σ = 1.0, λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε2 = 1.0 y la rigidez del potencial con

n = 300. Se obtuvieron las propiedades cŕıticas como la temperatura, la den-

sidad y la presión para cada uno de los sistemas en 3D. Se encuentra que

la temperatura cŕıtica aumenta conforme se disminuye el valor de la altura

repulsiva ε1, de hecho la temperatura máxima ocurre cuando ε1 = −0.5 y la

mı́nima para ε1 = 1.0. Debido a que la fuerza atractiva se mantiene constante,

la causante del punto cŕıtico se debe a la fuerza repulsiva que va cambiando.

Una fuerza repulsiva menor indica que las part́ıculas estarán determinadas

por fuerzas atractivas y entonces se necesita una enerǵıa alta para poder

separarlas de modo que cuando la fuerza de repulsión es alta y el valor de

repulsión ε1 alto, y si se tiene un sistema con poca enerǵıa las part́ıculas salen

de la interacción potencial y rompen su interacción atractiva.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS Y ANÁLISIS 116

ρ∗c T ∗c P ∗c λ1 λ2 ε1 ε2

0.266 0.769 0.001 1.50 2.0 1.0 1.0

0.284 0.970 0.032 1.50 2.0 0.5 1.0

0.250 1.207 0.059 1.50 2.0 0.0 1.0

0.288 1.517 0.107 1.50 2.0 −0.5 1.0

Tabla 4.6: Propiedades termodinámicas cŕıticas del potencial Jagla 3D al

variar el parámetro ε1.
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Figura 4.33: (a) Dependencia de la T ∗ y la ρ∗ como función del parámetro ε1.

(b) Diagramas de fases escalados con su respectiva temperatura cŕıtica T ∗c .

Al realizar simulaciones moleculares con DM tenemos acceso tanto a las
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propiedades estáticas aśı como también a las propiedades dinámicas que go-

viernan a los sistemas; una de las cantidades termodinámicas que se calculó

también para el sistema semipozo 3D fue la tensión interfacial, utilizando la

fórmula siguiente:

γ =
1

2
Lz

[〈
Pzz
〉
− 1

2

(〈
Pxx
〉

+
〈
Pyy
〉)]

(4.4)

Los resultados de la tensión interfacial obtenidos para cada sistema al va-

riar el parámetro ε1 se muestran en la figura (4.34). Se puede observar que

conforme se va aumentado el parámetro ε1 la tensión superficial del sistema

incrementa, al igual que su temperatura cŕıtica, eso indica que la interfaz

entre la coexistencia ĺıquido-vapor tiende a tener mayor estabilidad.
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(e) Sistemas escalados con Tc.

Figura 4.34: Comportamiento de la tensión interfacial como función de la

temperatura para los distintos sistemas estudiados en 3D de Jagla.

4.4. Potencial de Jagla continuo en 2D.

4.4.1. ε1 = 1.0

En la figura (4.35) se muestra el diagrama de fases para un sistema en

2D con interacción dado por la ecuación (2.1) y con los parámetros σ = 1.0,
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λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 1.0, ε2 = 1.0 y n = 300. En el diagrama de fases se

muestra la coexistencia del sistema obtenida por DM en el ensamble NVT y

la transición a la fase sólido con el ensamble NPT. Se obtuvieron los puntos

cŕıticos para la curva LV como es la densidad cŕıtica ρc = 0.249, temperatura

T ∗c = 0.418, presión cŕıtica P ∗c = 0.056. Se realizó la simulación de las isóbaras

a distintas presiones de las cuales se encontró una segunda curva semejante a

la de ĺıquido-vapor con mayor densidad y bajas presiones, y con menor punto

cŕıtico. La segunda curva se muestra alrededor de la densidades de ρ∗ = 0.65

entre las presiones de P ∗ = 2.4, P ∗ = 2.6 y además hay dos transiciones, una

en la parte izquierda de la curva en las presiones P ∗ = 2, 2.2, 2.4 y la otra en

la parte derecha en la curva en las presiones P ∗ = 2.6, 2.8, 4. En las isóbaras

P ∗ = 6 y P ∗ = 8 se observa un quiebre a temperatura de T ∗ = 0.5 con una

transición invertida.
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Figura 4.35: Diagrama de fase para un sistema con interacción del modelo

(2.1) con parámetros σ = 1.0, n = 300, λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 1.0, ε2 = 1.0.

En el diagrama de fase (4.23) se muestra distintos comportamientos de las

presiones y se realizó un estudio del sistema al obtener diagramas de Voronoi

y diagramas de enlace entre part́ıculas para distintas presiones para poder

visualizar mejor el tipo de estructura y orden que adquiere el sistema. Si se

considera la presión P ∗ = 1.2 que se encuentra antes de la segunda curva

se observa un comportamiento lineal al decrecer la temperatura; en la figura

(4.36) se muestra en (a), (b) las fotos de las part́ıculas; a una temperatura

T ∗ = 0.5 se encuentra en el estado ĺıquido (b) en tanto que a una temperatura
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T ∗ = 0.1 al sistema se muestra en el estado sólido (a). El diagrama de

Voronoi (e) muestra las regiones formadas y ordenadas a una temperatura

de T ∗ = 0.1 y en la gráfica (e) muestra que las regiones se encuentran a

distancias de 0.9 a 1 lo que indica que el sistema se estructuró de forma

hexagonal, y para (f) y (h) muestran las regiones del Voronoi sin simetŕıa en

donde el sistema se encuentra desordenado. La presión P ∗ = 2.8 se muestran

en la figura (4.37) para la cual se observa una transición en la ĺınea del

diagrama (4.23), y muestra además un comportamiento en la cual a bajas

temperaturas se estructura de forma hexagonal (e), (i), (m) por ejemplo para

T ∗ = 0.1. Por otra parte para altas temperaturas el sistema se encuentra en

la fase ĺıquida (h), (l), (o), por ejemplo para T ∗ = 0.5 también se logra

observar una transición entre las temperaturas T ∗ = 0.28 a T ∗ = 0.26. Para

la presión P ∗ = 12 se muestran los diagramas difieren en la figura 4.39 las

cuales a bajas temperaturas en los diagramas (i), (m). Se observan arreglos

hexagonalles, en tanto que para a altas temperaturas como (j), (k), (l), (n),

(ñ), (o) regiones de Voronoi deformes y sin orden en la fase ĺıquida fueron

encontradas. La presión P ∗ = 4 se encuentra después de la segunda curva y

muestra un comportamiento lineal en el diagrama (4.23) pudiendo observar

en los diagramas de Voronoi una estructura cuadrada y ordenada, cuando las
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temperaturas on bajas, ver figura (g), por su parte en la figura (j) muestra una

intensidad en distancias entre 0.7 a 0.8 de modo que a altas temperaturas el

sistema es desordenado en las regiones de Voronoi (i), (l). En la figura 4.39 se

muestran los diagramas de la presión P ∗ = 12 mostrando una transición entre

el estado ĺıquido al sólido en (b), (c), (d) a altas temperaturas y en estado

sólido (a) a temperatura baja. En los diagramas (i), (j), (k), (l) se muestra el

orden del sistema, para altas temperaturas (j), (k), (l) se muestra al sistema

desordenado en tanto que en (i) el sistema está ordenado con estructura

hexagonal y una parte deforme en tipo cuadrada. En la figura (4.36) se

muestra los diagramas a la presión de y muestran un comportamiento distinto

a las presiones anteriores, ya que a bajas temperatura exhiben un tipo de

arreglo cuadrado. En (d) se observa que los enlaces entre part́ıculas forman

tipo de estructura cuadrada.
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(a) T ∗ = 0.10

(d) T ∗ = 0.50

Figura 4.36: Diagramas para la presión P ∗ = 1.20
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) T ∗ = 0.10 (j) T ∗ = 0.26 (k) T ∗ = 0.28 (l) T ∗ = 0.50

Figura 4.37: Diagramas de Voronoi para la presión P ∗ = 2.80
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) T ∗ = 0.10 (h) T ∗ = 0.34 (i) T ∗ = 0.50

Figura 4.38: Diagramas de Voronoi para la presión P ∗ = 4.0
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) T ∗ = 0.20 (j) T ∗ = 0.56 (k) T ∗ = 0.58 (l) T ∗ = 0.80

Figura 4.39: Diagramas de Voronoi para la presión P ∗ = 12.0
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P ∗ T ∗ Parámetro de orden de enlace.

P ∗ = 1.20 0.10 0.992± 0.023

P ∗ = 1.20 0.50 0.749± 0.148

P ∗ = 2.80 0.10 0.979± 0.045

P ∗ = 2.80 0.26 0.860± 0.115

P ∗ = 2.80 0.28 0.739± 0.141

P ∗ = 2.80 0.50 0.704± 0.134

P ∗ = 4.0 0.10 0.767± 0.018

P ∗ = 4.0 0.34 0.719± 0.055

P ∗ = 4.0 0.50 0.685± 0.100

P ∗ = 12.0 0.10 0.978± 0.068

P ∗ = 12.0 0.56 0.722± 0.139

P ∗ = 12.0 0.58 0.708± 0.136

P ∗ = 12.0 0.80 0.695± 0.132

Tabla 4.7: Promedio del parámetro de orden.

En seguida se muestra la probabilidad de orden angular para las presiones

1.2, 2.8, 4, 12. Se puede observar que para bajas temperaturas en las pre-
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siones P ∗ = 1.2 figura (4.40), P ∗ = 2.8 figura (4.41), P ∗ = 12 figura (4.43)

tienen una probabilidad de 2π/6, lo que indica que se su estructura es en

forma hexagonal aunque desfasadas y con orientaciones distintas en tanto

a altas temperaturas todos muestran probabilidades angulares en todas las

direcciones en representación de circulo, lo que indica es que están en la fase

ĺıquida a estas temperaturas. La presión P ∗ = 4, figura (4.42), presenta a

bajas temperaturas una probabilidad angular 2π/4 para los vecinos primeros

próximos mientras que para los segundos vecinos próximos una probabilidad

angular de 2π/4, este sistema se estructuró de forma cuadrada.
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(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.10

Figura 4.40: Parámetro de orden orientacional angular para presión P ∗ =

1.20

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.26 (c) T ∗ = 0.28 (d) T ∗ = 0.50

Figura 4.41: Parámetro de orden orientacional angular para presión P ∗ =

2.80

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.34 (c) T ∗ = 0.50

Figura 4.42: Parámetro de orden de la orientación angular de vecinos para

presión P ∗ = 4.0

(a) T ∗ = 0.20 (b) T ∗ = 0.56 (c) T ∗ = 0.58 (d) T ∗ = 0.80

Figura 4.43: Parámetro de orden orientacional angular para presión P ∗ =

12.0
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4.4.2. ε1 = 0.5

En la figura (4.44) se muestra el diagrama de fases para un sistema en

2D con modelado a traves de la interacción (2.1) con parámetros σ = 1.0,

λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 0.5, ε2 = 1.0 y n = 300. En el diagrama se

muestra la coexistencia del sistema obtenida por DM en el ensamble NVT y

la transición al estado sólido con el ensamble NPT. Se obtuvieron los puntos

cŕıticos como la densidad cŕıtica ρ∗c = 0.269, temperatura cŕıtica T ∗c = 0.401 y

presión cŕıtica P ∗c = 0.032. Se realizó la simulación de las isóbaras a distintas

presiones y se encontró a presiones bajas una curva semejante a la de ĺıquido-

vapor con mayor densidad y presiones bajas, y con menor punto cŕıtico.

La segunda curva se muestra alrededor de la densidad ρ∗ = 0.65 entre las

presiones P ∗ = 1.6 y P ∗ = 1.8, se muestra que hay dos transiciones, una en

la parte izquierda de la curva en las presiones P ∗ = 1.2, P ∗ = 1.6 y otra en

la parte derecha de la curva en las presiones P ∗ = 1.8, P ∗ = 2, P ∗ = 2.4
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

ρ∗

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

T
*

P*_00.10

P*_00.50

P*_00.60

P*_00.80

P*_01.00

P*_01.20

P*_01.60

P*_01.80

P*_02.00

P*_02.40

P*_03.00

P*_04.00

P*_05.00

P*_06.00

P*_07.00

P*_08.00

P*_09.00

P*_10.00

P*_13.00

P*_15.00

Figura 4.44: Diagrama de fase para un sistema con interacción del modelo de

potencial 2.1 con parámetros σ = 1.0, n = 300, λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 0.5,

ε2 = 1.0.

En el diagrama de fases 4.27 se muestra distintos comportamientos de

las presiones, y se realizó un estudio por medio de fotos y diagramas de

Voronoi para distintas presiones. Se considera la presión P ∗ = 0.5 que se

encuentra antes de la segunda curva la cual tiene un comportamiento lineal

al decrecer la temperatura. En la figura 4.45 (a), (b), (c) se ven las fotos

de las part́ıculas cuando T ∗ = 0.1 el sistema se encuentra en estado sólido
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mientras que en T ∗ = 0.5 esta en estado ĺıquido. En la figura 4.45 (b) se

muestran las regiones de Voronoi ordenadas y (color blanco) y a temperaturas

altas en (f) se muestra un total desorden del sistema. En la figura 4.46 se

muestra una transición en la ĺınea del diagrama 4.27, y se muestra además

un comportamiento en el cual a bajas temperaturas se estructura de forma

hexagonal (e), (i) cuando T ∗ = 0.1; para altas temperaturas el sistema se

encuentra en estado ĺıquido (h), (l) cuando T ∗ = 0.5, y además muestra

un transición entre temperaturas T ∗ = 0.28 a T ∗ = 0.26. En la figura 4.48

muestra también un comportamiento hexagonal en la estructura para bajas

temperaturas (e), (i) y una transición entre las temperaturas T ∗ = 0.48 a

T ∗ = 0.46, en tanto que la parte ĺıquida se muestra en la temperaturas

T ∗ = 0.48 por encima de la misma.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) T ∗ = 0.10 (h) T ∗ = 0.30 (i) T ∗ = 0.50

Figura 4.45: Diagramas de Voronoi para presión P ∗ = 0.50.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) T ∗ = 0.10 (j) T ∗ = 0.26 (k) T ∗ = 0.28 (l) T ∗ = 0.50

Figura 4.46: Diagramas de Voronoi para presión P ∗ = 1.60
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) T ∗ = 0.10 (j) T ∗ = 0.24 (k) T ∗ = 0.26 (l) T ∗ = 0.50

Figura 4.47: Diagramas de Voronoi para presión P ∗ = 2.0.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) T ∗ = 0.20 (j) T ∗ = 0.46 (k) T ∗ = 0.48 (l) T ∗ = 0.52

Figura 4.48: Diagramas de voronoi para presión de P ∗ = 9.0.

En la tabla 4.8 se muestra el valor promedio del parámetro de orden

para la presión P ∗ = 9 a distintas temperaturas. El valor ql/q6 indica el

promedio de las part́ıculas que se encuentran en estructura hexagonal. A la

temperatura de T ∗ = 0.52 el valor del parámetro de orden es de 0.687 lo cual

es bajo e indica que el sistema esta en parte ĺıquida, en la temperatura 0.48
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aún continuará en la fase fluida con valor de 0.702 antes de pasar a la parte

sólida cuando T ∗ = 0.46 con valor de 0.965; cuando el sistema se encuentra

completamente ordenado es a la temperatura de 0.20 con un valor de 0.989

que es muy próximo a 1 lo que indica que el sistema esta completamente

ordenado en un arreglo hexagonal.
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P ∗ T ∗ Parámetro de Orden (ql/q6)

0.50 0.10 0.989± 0.022

0.50 0.30 0.911± 0.076

0.50 0.50 0.720± 0.144

1.60 0.10 0.982± 0.023

1.60 0.26 0.887± 0.098

1.60 0.28 0.873± 0.104

1.60 0.50 0.720± 0.134

2.0 0.10 0.759± 0.022

2.0 0.24 0.708± 0.123

2.0 0.26 0.706± 0.128

2.0 0.50 0.684± 0.129

9.0 0.20 0.989± 0.033

9.0 0.46 0.965± 0.052

9.0 0.48 0.702± 0.137

9.0 0.52 0.687± 0.124

Tabla 4.8: Promedio del parámetro de orden P ∗ = 9.0.
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En seguida se muestra la probabilidad de orden angular para las presio-

nes 1.2, 2.8, 4, 12. Se observa que para bajas temperaturas en las presiones

P ∗ = 0.5 figura 4.49, P ∗ = 1.6 figura 4.50, P ∗ = 9 figura 4.52 tienen una

probabilidad de 2π/6, lo que indica que su estructura es en forma hexagonal

aunque desfasadas y con orientaciones distintas; a altas temperaturas todos

todos los sistemas muestran probabilidades angulares en todas las direccio-

nes angulares representando un circulo, lo que indica es que están en la fase

ĺıquida a estas temperaturas. La presión P ∗ = 1.6 figura 4.50 presenta a ba-

jas temperaturas una probabilidad angular 2π/4 para los vecinos primeros

próximos en tanto, que para los siguientes vecinos próximos. La probabilidad

angular es de 2π/4, este sistema se estructuró de forma cuadrada.
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(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.30 (c) T ∗ = 0.50

Figura 4.49: Parámetro de orden de orientación angular para presión P ∗ =

0.50

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.26 (c) T ∗ = 0.28 (d) T ∗ = 0.50

Figura 4.50: Parámetro de orden de orientación angular para presión P ∗ =

1.60

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.24 (c) T ∗ = 0.50

Figura 4.51: Parámetro de orden de orientación angular para presión P ∗ = 2.0

(a) T ∗ = 0.46 (b) T ∗ = 0.48 (c) T ∗ = 0.52

Figura 4.52: Parámetro de orden de orientación angular para presión P ∗ = 9.0
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En seguida se muestra la función de distribución radial a dos presiones,

para P ∗ = 2.0 y temperatura de T ∗ = 0.10 el sistema muestra una correlación

de una estructura cuadrada mientras que a P ∗ = 9.0 y T ∗ = 0.10 muestra

una estructura hexagonal.
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Figura 4.53: Función de distribución radial para P ∗ = 2.0
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Figura 4.54: Función de distribución radial para P ∗ = 9.0
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4.4.3. ε1 = 0.0

En la figura 4.55 se muestra el diagrama de fases para un sistema en 2D

con interacción del modelo 4.29 de la ecuación 2.1 con los parámetros σ = 1.0,

λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 0, ε2 = 1.0 y n = 300. En el diagrama se muestra la

coexistencia LV obtenida a traves de DM en el ensamble NVT y la transición

a la fase sólida con el ensamble NPT. Se obtuvieron los puntos cŕıticos para

la curva de coexistencia: densidad cŕıtica ρ∗c = 0.275, temperatura cŕıtica

T ∗c = 0.441, presión cŕıtica P ∗c = 0.012. Realizando además las simulaciones

de las isóbaras a distintas presiones de las cuales se encontró una segunda

curva de coexistencia semejante a la del LV con una mayor densidad y a bajas

presiones, y la cual exhibe menor punto cŕıtico. La segunda curva se muestra

alrededor de la densidad ρ∗ = 0.6 entre las presiones P ∗ = 0.8, P ∗ = 2;

además se encontraron dos transiciones, la primera se muestra en la parte

izquierda a las presiones de 0.8, 0.9 y la segunda transición se muestra en las

presiones 1.0, 1.5, 2.0; en tanto que en las presiones 4.0, 5.0 se muestran que

las isóbaras son continuas y no hay transiciones. A presiones altas desde 6.0

se muestra que hay transición del estado ĺıquido al estado sólido.
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Figura 4.55: Diagrama de fases para un sistema con σ = 1.0, n = 300,

λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 0.0, ε2 = 1.0.

En el diagrama de fase 4.55 se muestra que las presiones tienen compor-

tamientos distintos y por ellos se realizó una estudio de su tipo de estructura

y orden por medio de las fotos de cada sistema y los diagramas de Voronoi,

las cuales fueron realizadas para las presiones P ∗ = 0.3, 0.5, 0.8, 4, 7. En la

figura 4.56 se muestran las temperaturas T ∗ = 0.1, T ∗ = 0.5, donde exhibe

la parte de la fase ĺıquida en (b) y la parte sólida en (a). Los diagramas de

Voronoi muestran el orden del sistema, para (c) muestra que las regiones de
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Voronoi están simétricamente bien arregladas y el sistema tiene un orden en

su estructura y para (d) muestra que las regiones de Voronoi están disparejas

y sin simetŕıa, lo que indica que el sistema esta en sin orden estructural. Es-

to se puede comprobar con la intensidad en (e) ya que muestra que a bajas

temperaturas el sistema se encuentra a distancias de 0.9 a 1 entre las regio-

nes de Voronoi y en (f) muestra que todas están a distintas distancias entre

regiones. Para la presión de P ∗ = 0.8 figura 4.57 se muestra un comporta-

miento a bajas temperaturas de estructura hexagonal y con un alto orden

en tanto que a altas temperaturas el sistema exhibe dispersión y sin orden,

lo que muestra al sistema en estado ĺıquido. Para la presión P ∗ = 7 muestra

lo mismo, a bajas temperaturas orden estructural en forma hexagonal. Por

otra parte la presión P ∗ = 4 muestra un orden distinto a bajas temperaturas

y la distancia entre regiones de Voronoi son entre 0.7, 0.8 lo que indica que

en esta región del sistema se encuentra en la fase sólida en una estructura

cuadrada.
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(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.50

(c) T ∗ = 0.10 (d) T ∗ = 0.50

(e) T ∗ = 0.10 (f) T ∗ = 0.50

Figura 4.56: Diagrama de Voronoi para presión P ∗ = 0.30
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(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.22 (c) T ∗ = 0.24 (d) T ∗ = 00.50

(e) T ∗ = 0.10 (f) T ∗ = 0.22 (g) T ∗ = 0.24 (h) T ∗ = 00.50

(i) T ∗ = 0.10 (j) T ∗ = 0.22 (k) T ∗ = 0.24 (l) T ∗ = 00.50

Figura 4.57: Diagrama de Voronoi para presión P ∗ = 0.80.
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(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.50

(c) T ∗ = 0.10 (d) T ∗ = 0.50

(e) T ∗ = 0.10 (f) T ∗ = 0.50

Figura 4.58: Diagramas de Voronoi para presión P ∗ = 4.0.
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(a) T ∗ = 0.20 (b) T ∗ = 0.48 (c) T ∗ = 0.50

(d) T ∗ = 0.20 (e) T ∗ = 0.48 (f) T ∗ = 0.50

(g) T ∗ = 0.20 (h) T ∗ = 0.48 (i) T ∗ = 0.50

Figura 4.59: Diagramas de Voronoi para presión de P ∗ = 7.0.

El sistema a temperaturas altas como se observa en (f) muestra un valor

bajo en el parámetro de orden, 0.714, que indica que el sistema estas desarre-

glado y sin simetŕıa y con movimiento en las part́ıculas. Cuando el parámetro

de orden es de 0.989 casi 1 en el caso de la temperatura de 0.20 el sistema

muestra un alto grado en orden y simetŕıa hexagonal.
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P ∗ T ∗ Parámetro de Orden.

0.30 0.10 0.963± 0.022

0.30 0.50 0.701± 0.136

0.80 0.10 0.977± 0.033

0.80 0.22 0.904± 0.079

0.80 0.24 0.762± 0.144

0.80 0.50 0.693± 0.132

4.0 0.10 0.769± 0.023

4.0 0.50 0.674± 0.114

7.0 0.20 0.989± 0.034

7.0 0.48 0.958± 0.053

7.0 0.50 0.714± 0.136

Tabla 4.9: Promedio del parámetro de orden.

En seguida se muestra la probabilidad de orden angular para las presiones

0.3, 0.8, 4, 7. Se puede observar que a bajas temperaturas en las presiones

P ∗ = 0.3 figura 4.60, P ∗ = 0.8 figura 4.61, P ∗ = 7 figura 4.63 estas tienen

una probabilidad de 2π/6, lo que indica que se su estructura es en forma
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hexagonal aunque desfasadas y con orientaciones distintas en tanto que a

altas temperaturas todos muestran probabilidades angulares en todas las

direcciones angulares en representación de un circulo, lo que indica es que

están en la fase ĺıquida a estas temperaturas. La presión P ∗ = 4, figura

4.62, presenta a bajas temperaturas una probabilidad angular 2π/4 para los

vecinos primeros próximos y los seguidos vecinos próximos una probabilidad

angular de 2π/4, este sistema se estructuró de forma cuadrada.
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(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.50

Figura 4.60: Parámetro de orden de orientación angular para P ∗ = 0.30

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.22 (c) T ∗ = 0.24 (d) T ∗ = 0.50

Figura 4.61: Parámetro de orden de orientación angular para P ∗ = 0.80

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.50

Figura 4.62: Parámetro de orden de orientación angular para P ∗ = 4.0

(a) T ∗ = 0.20 (b) T ∗ = 0.48 (c) T ∗ = 0.50 (d) T ∗ = 0.54

Figura 4.63: Parámetro de orden orientacional angular para presión P ∗ = 7.0
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En seguida se muestra la función de distribución radial a dos presiones

distintas, para la presión de P ∗ = 4.0 a T ∗ = 0.10 el sistema muestra una

correlación de una estructura cuadrada y a una presión de P ∗ = 7.0 a T ∗ =

0.10 muestra una hexagonal.
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Figura 4.64: Función de distribución radial para presión P ∗ = 4.0
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Figura 4.65: Función de distribución radial para presión P ∗ = 7.0
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4.4.4. ε1 = −0.5

En la figura 4.66 se muestra el diagrama de fases para un sistema en 2D

con interacción del modelo 4.31 de la ecuación 2.1 con los parámetros σ = 1.0,

λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = −0.5, ε2 = 1.0 y n = 300. En el diagrama se muestra

la coexistencia LV obtenida por DM en el ensamble NVT y la transición a

la fase sólida con el ensamble NPT. Se obtuvo los puntos cŕıticos para la

curva LV como es la densidad ρ∗c = 0.286, temperatura cŕıtica T ∗c = 0.544,

presión cŕıtica P ∗c = 0.035. Se realizó la simulación de las isóbaras a distintas

presiones y se encontró que el sistema a bajas presiones muestra una primera

transición entre las presiones P ∗=0.1 − 1, luego presenta ĺıneas continuas

entre las presiones P ∗=2− 3.2 y por ultimo presenta la transición del estado

ĺıquido a sólido entre las presiones P ∗=3.4− 10.
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Figura 4.66: Diagrama de fases para un sistema con σ = 1.0, n = 300,

λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = −0.5, ε2 = 1.0

En la figura 4.67 se muestran las fotos, diagramas de Voronoi para la

presión P ∗ = 0.1 que tiene una transición entre las temperaturas T ∗ = 0.24

a T ∗ = 0.22 pasando de la fase ĺıquida a la fase sólida. Para las regiones de

Voronoi en (e) se muestra que el sistema se arregla de forma distinta a la

hexagonal ya que si tiene orden pero no muestra el color blanco además de

que las distancias a la cual se encuentran las regiones de Voronoi son de 0.7

a 0.8 lo cual exhibe un arreglo cuadrado. Antes de la transición se muestra
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al sistema (h) en desorden variando las regiones del Voronoi

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.22 (c) T ∗ = 0.24 (d) T ∗ = 0.50

(e) T ∗ = 0.10 (f) T ∗ = 0.22 (g) T ∗ = 0.24 (h) T ∗ = 0.50

(i) T ∗ = 0.10 (j) T ∗ = 0.22 (k) T ∗ = 0.24 (l) T ∗ = 0.50

Figura 4.67: Diagramas para la presión P ∗ = 0.10.
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(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.50

(c) T ∗ = 0.10 (d) T ∗ = 0.50

(e) T ∗ = 0.10 (f) T ∗ = 0.50

Figura 4.68: Diagramas de Voronoi para la presión P ∗ = 2.0
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(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.50

(c) T ∗ = 0.10 (d) T ∗ = 0.50

(e) T ∗ = 0.10 (f) T ∗ = 0.50

Figura 4.69: Diagramas de Voronoi para la presión P ∗ = 3.0
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(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.32 (c) T ∗ = 0.34

(d) T ∗ = 0.10 (e) T ∗ = 0.32 (f) T ∗ = 0.34

(g) T ∗ = 0.10 (h) T ∗ = 0.32 (i) T ∗ = 0.34

Figura 4.70: Diagramas de Voronoi para presión P ∗ = 3.40
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P ∗ T ∗ Parámetro de Orden (ql/q6)

0.10 0.10 0.756± 0.025

0.10 0.22 0.714± 0.063

0.10 0.24 0.688± 0.116

0.10 0.50 0.680± 0.132

2.0 0.10 0.765± 0.023

2.0 0.50 0.670± 0.117

3.0 0.10 0.768± 0.035

3.0 0.50 0.682± 0.119

3.4 0.10 0.979± 0.070

3.4 0.32 0.957± 0.081

3.4 0.34 0.706± 0.126

Tabla 4.10: Promedio del parámetro de orden.

En las siguientes figuras se muestra la probabilidad de orden angular para

las presiones P ∗ = 0.1, 1.0 en su fase sólida y ĺıquida. En la figura 4.71 se

muestra la presión P ∗ = 0.1; y para temperaturas bajas (a), (b) se muestra

que el sistema tiene una probabilidad para los primeros vecinos de 2π/4 y una
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segunda probabilidad para los segundos vecinos de 2π/4 uno con respecto

al otro de 45◦ mostrando un arreglo cuadrado en su estructura y ĺıquido

en las temperaturas (c), (d) ya que su probabilidad angular de encontrar

vecinos es en todas direcciones angulares. La presión P ∗ = 3.4 es mostrada

en figura (4.71) la cual exhibe a bajas temperaturas (a), (b) una probabilidad

angular de 2π/6 indicando que el sistema se encuentra estructurado en forma

hexagonal, de modo que antes de la transición en (c) el sistema aún esta con

una probabilidad de encontrar a sus vecinos en todas direcciones anulares



CAPÍTULO 4. RESULTADOS Y ANÁLISIS 161

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.22 (c) T ∗ = 0.24 (d) T ∗ = 0.50

Figura 4.71: Parámetro de orden orientacional angular para presión P ∗ =

0.10

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.50

Figura 4.72: Parámetro de orden orientacional angular para presión P ∗ = 2.0

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.50

Figura 4.73: Parámetro de orden orientacional angular para presión P ∗ = 3.0

(a) T ∗ = 0.10 (b) T ∗ = 0.32 (c) T ∗ = 0.34

Figura 4.74: Parámetro de orden orientacional angular para presión P ∗ =

3.40
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En seguida se muestra la función de distribución radial a dos presiones,

para la presión de P ∗ = 1.20, a la temperatura de T ∗ = 0.10 el sistema

muestra una correlación de una estructura cuadrada en tanto que a la presión

de P ∗ = 4.0 a la temperatura de T ∗ = 0.10 muestra una estructura hexagonal.
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Figura 4.75: Función de distribución radial para presión P ∗ = 0.10
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Figura 4.76: Función de distribución radial para presión P ∗ = 3.40
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4.4.5. Propiedades termodinámicas para Jagla en 2D

A continuación se muestran los datos obtenidos en 2D mediante las simu-

laciones por DM usando el ensamble NVT mediante el modelo 2.1 cambiando

la enerǵıa repulsiva caracteŕıstica ε1 y manteniendo los parámetros σ = 1.0,

λ1 = 1.5, λ2 = 2.0, ε1 = 1.0 y n = 300 fijos. Se obtuvieron las propiedades

cŕıticas como la temperatura, densidad y presión.

ρ∗c T ∗c P ∗c λ1 λ2 ε1 ε2

0.249 0.418 0.056 1.50 2.0 1.0 1.0

0.269 0.401 0.032 1.50 2.0 0.5 1.0

0.275 0.441 0.012 1.50 2.0 0.0 1.0

0.286 0.544 0.035 1.50 2.0 −0.5 1.0

Tabla 4.11: Se muestran las propiedades termodinámicas de los sistemas con

la variación de λ1
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Figura 4.77: (a) Dependencia de la T ∗ y la ρ∗ como función del parámetro ε1

en 2D
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Conclusiones

En este trabajo proponemos un modelo de potencial a pares cuya ver-

satilidad nos permite reproducir con gran exactitud el Potencial de Jagla

discontinuo, además dado que la propuesta de potencial en el presente traba-

jo de tesis es continua se pueden utilizar las herramientas de una simulación

de DM en los distintos ensambles. Todas las simulaciones las realizamos con

los códigos de DM en distintos ensambles. Para el potencial llamado semi-

pozo (que en relidad asemeja más aún potencial tipo trapezoidal) obtivimos

las fases estables en sistemas de 2D y 3D. El sistema en 2D se encuentra una

rica variedad de fases nuevas que no se pudieron explorar en este trabajo,

quedando como material de estudio en un futuro inmediato; mientras que

165
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para el fluido en 3D se vario el parámetro de interacción a fin de tener un

mejor entendimiento de las fases obtenidas a partir de un modelo molecular

de pozo triangular hasta pozo cuadrado. Los resultados que obtivimos con-

cuerdan con los ya reportados en la literatura para dichos modelos. En este

estudio se utilizaron distintos parámetros de orden para caracterizar las fases

obtenidas. Para el potencial que reproduce a Jagla en su forma discontinua

también caracterizamos a los sistemas en 2D y 3D además de explorar la re-

gión sólida que ha sido poco estudiada para el potencial de Jagla en 3D. Un

resutado nuevo fue el diagrama de fases para el modelo continuo de Jagla en

2D. También se obtuvieron y caracterizaron ciertas fases que se presenaron

con el desarrollo de las simulaciones de NPT y NVT,quedando por explorar

detalles de esas regiones espaciales donde se observa fases nuevas. En este

trabajo de tesis solomente estudiamos esos dos modelos de potencial, pero al

ser nuestra propuesta muy versatil este logro se obtuvo un gran número de

formas de potencial no explaradas aún.

Al realizar el análisis de los sistemas en 2D y 3D se obtuvieron las pro-

piedades cŕıticas caracteŕısticas de cada uno de ellos, logrando reproducir

sistemas que generalmente son representados por potenciales discontinuos

como lo son el modelo de Pozo cuadrado y pozo triangular, todo ello a traves
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de la aproximación de un potencial continuo. Para el modelo de semipozo se

hizo que el potencial continuo recorriera el parámetro λ1 para ir desde un

potencial de pozo triangular continuo hasta un potencial de pozo cuadrado e

ir viendo como cambian las propiedades de cada sistema. Para el caso de 2D,

semipozo, cuando λ1 = 1.5 se encontraron sistemas que muestran dos tipos de

estructuras a distintas temperaturas tanto en diagramas de NVT como en el

NPT. Para el modelo de Jagla se encontró que los diagramas de coexistencia

forman dos tipos de transiciones, la primera es LV y la segunda se encuentra

a mayores densidades que es en la parte L-S casi al llegar a densidades de

estructuras del sólido. El modelo de potencial continuo tiende representar

con buena aproximación sistemas ya estudiados como son los potenciales dis-

continuos. También se logro reproducir propiedades termodinámicas al hacer

el potencial más ŕıgido incrementando el parámetro de suavidad.

Los resultados más relevante de este estudio se reportarán en un art́ıcu-

lo de investigación cient́ıfica y se expondrán en algunos foros nacionales e

internacionales.
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