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Resumen y Objetivos

Resumen

En el siguiente trabajo se considera un sistema suave por pedazos en el plano,
el cual esta particionado en dos regiones por un variedad de conmutacién, es-
pecificamente el eje vertical, ademés de ser continuo en todo el plano; inclusive
sobre dicha variedad. Ambas regiones tendrdn un comportamiento de espira-
les, es decir que tienen un foco como punto de equilibrio pero con estabilidad
contraria. Se analizard el comportamiento del retrato fase cuando uno de estos
focos se acerca a la variedad de conmutacion, la cruza de manera transversal vy,
cuando pasa a la region adyacente, cambia de estabilidad y ademés se encuen-
tra rodeado por un ciclo limite. Se mostraran las condiciones necesarias para
cuando los sistemas son lineales y cuando sean no lineales, a partir del estudio
de las soluciones de dichos sistemas usando mapeos de Poincaré para hallar los
ciclos limite.
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Objetivo General

Establecer de manera detallada las condiciones necesarias para que en un
sistema suave por pedazos continuo en el plano exista una bifurcacién tipo
Hopf, es decir, una bifurcacién donde un punto de equilibrio del sistema cruce
la variedad de conmutacién y cuando pase a la siguiente region aparezca rodeado
por un ciclo limite.

Objetivos especificos

1. Estudiar las propiedades fundamentales de los sistemas suaves por pedazos
lineales y no lineales

2. Establecer las consecuencias de exigir continuidad en todo el plano, en
especial sobre la variedad de conmutacién

3. Hallar formas candnicas para los sistemas estudiados en los cuales poda-
mos encontrar un comportamiento de espirales con diferente estabilidad
en las regiones.

4. Analizar la existencia de ciclos limite mediante el estudio de las soluciones
de las formas canodnicas usando mapeos de Poincaré.



Introduccion

Historicamente la principal motivacion y objetivo del estudio de las sistemas
dindmicos esta en el modelado matematico, ya que muchos de los problemas que
surgen en las distintas areas de la ciencia, como la Fisica, la Quimica, la Biologfa,
la Economia, entre otras, pueden ser vistos o planteados como la evolucién de
sistemas en tiempo continuo, la cual, obviamente, es la principal herramienta
ofrecida por estos sistemas. Esto ha hecho que la teoria cualitativa, geométrica
y numérica de los sistemas dindmicos tenga ya un fuerte desarrollo con bases
muy solidas.

Dentro de estas mismas areas de aplicacién existen muchos fenémenos que
no pueden ser explicados o planteados por medio de una sistema clasico de
la forma & = F(z), donde F es un campo vectorial suave, sino que en tales
fendmenos los espacios en los que esté definida la variable x necesitan sufrir una
particién donde cada zona resultante de ésta, estd gobernada por un distinto
campo vectorial, lo cual se puede representar por medio de funciones definidas
por pedazos, donde la dindmica puede sufrir cambios abruptos y pueden ser no
suaves. Dichas funciones dan lugar a lo que se conoce como sistemas dindmicos
suaves por pedazos, que son el drea de interés de este trabajo. Aunque el estudio
de este tema es relativamente nuevo, se cuenta ya con bibliograffa como [4] y
[21], donde se abordan problemas principalmente en R? y R3.

Ma3s atin en las aplicaciones en las que se ven envueltas estos sistemas es muy
comun el hecho de que las ecuaciones asociadas contengan pardmetros cuyos va-
lores no sean exactos, sino que solo se tenga un conocimiento aproximado. Por
esta razén es importante estudiar el comportamiento de las soluciones y exa-
minar la dependencia de estos parametros, o equivalentemente, hacer referencia
a la teorfa de bifurcacién. Puede suceder que una ligera variaciéon en algun
parametro, pueda tener un impacto muy significativo sobre el comportamiento
de sus soluciones, es decir que se lleve a cabo un cambio en el tipo de topologia
del sistema cuando sus parametros pasan a través de un valor de bifurcacion.
Existen distintos formas en las que se llevan a cabo estos cambios y por ende,
distintos tipos de bifurcacion. Nuestro trabajo estd enfocado en especifico en la
Bifurcacion de Hopf, donde se lleva a cabo la apariciéon o desaparicion de un
ciclo limite, cuando se cruza algin valor de bifurcacién.
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El estudio de la bifurcacién de Hopf tiene sus origenes en el trabajo de Poin-
caré alrededor de 1892 y fue discutido por Andronov en la década de 1930 [17].
Finalmente fue el trabajo de Hopf el que terminé por mostrar la relevancia
de esta bifurcacién en 1942 (la contribucién de Hopf fue la extensién de dos a
tres dimensiones). Aunque el término bifurcacién Poincaré-Andronov-Hopf es
mas adecuado, se vuelve méds comun el llamarla bifurcaciéon de Hopf. La im-
portancia de este tipo de bifurcacién se puede ver en su apariciéon en modelos
Fisicos, Biolégicos y Econémicos, como lo muestran [9], [8], y [25] respectiva-
mente. Ademads, aunque este trabajo esta basado en Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, la bifurcacién de Hopf también tiene aplicaciones en las Ecuaciones
en Derivadas Parciales, principalmente en la dindmica de fluidos, como se puede
ver en [17]. Esta tesis, estd organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se presenta un breve resumen acerca de los Sistemas Dindmi-
cos Suaves por Pedazos en el Plano, mencionando las definiciones y los teoremas
mas relevantes para el desarrollo de nuestro trabajo en los capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 ya definiendo que las zonas en las que se hizo la particiéon
del plano son lineales ademds de ser continuas en todo R?, hallamos las carac-
teristicas necesarias para hallar una bifurcacién tipo Hopf.

De igual manera, en el Capitulo 3, se muestra una bifurcacién tipo Hopf,
pero ahora definiendo las zonas del plano como no lineales pero manteniendo la
continuidad en todo R2.

Este trabajo se basa de manera importante en [7] y [22], donde realizamos
un acercamiento a definiciones y resultados ya existentes sobre sistemas suaves
por pedazos que se usaron en los trabajes citados arriba. Nos centramos en desa-
rrollar todos los resultados que fueron necesarios para formalizar los teoremas
presentados, ademds de proponer otro tipo de demostraciones a algunos de los
presentados, pensando que pueden ser afrontado de una manera mas sencilla,
haciendo una bisqueda importante de todas la propiedades necesarias, tanto de
Anélisis como de Ecuaciones Diferenciales que fueron vitales para dejar claro
todos los pasos en los resultados presentados aqui.



Capitulo 1

Sistemas dinamicos suaves
por pedazos

1.1. Sistemas suaves por pedazos

Para comenzar diremos, de manera intuitiva, que un sistema dindmico sua-
ve por pedazos es cualquier sistema dindmico cuyo retrato fase estd dividido
en distintas regiones, cada una asociada a un diferente campo vectorial suave.
Buscando ser mas formales comenzamos con la siguiente definicion.

Definicién 1.1 Un mapeo suave por pedazos estd descrito por un conjunto fi-
nito de mapeos
x> Fi(z,p), para x €S,

donde | J; Si = D C R™ y cada S; tiene un interior no vacio. La interseccion ¥ij
entre la clausura (S; = S;U0S;) de conjuntos S; y S;, es decir Xij = S;[) 95},
es una variedad de dimension R~ incluida en las fronteras dS; y 0S;, o es el
conjunto vacio.

Se pueden ver ejemplos de mapeos suaves por pedazos en la Figura 1.1 .

/

(a) (b) (c)

Figura 1.1: Mapeos suaves por pedazos.
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En la Figura 1.1(a) podemos ver un mapeo suave por pedazos el cual es
lineal y continuo, mientras que 1.1(b) también es lineal pero en este caso no
es continuo. Finalmente notemos que en la definicién anterior permitimos la
posibilidad de que alguno de los mapeos F; pueda ser no suave sobre la frontera
Y. Por ejemplo el mapeo 1.1(c) en el cual la primera derivada de F>(x) tiende
a oo cuando x — 0. En cada caso

Sy = {(x,y) € R*/z < 0}
Sy = {(z,y) € R*/x > 0}
212 = {(z,y) € RQ/I’ = 0}

Definicién 1.2 Un sistema suave por pedazos estd descrito por un conjunto
finito de ecuaciones diferenciales ordinarias,

& = Fy(x,p), para €S, (1.1)

donde Ul S; =D C R” y cada S; tiene un interior no vacio. La interseccion
Yij = Siﬂgj, es una variedad de dimension R"™1 incluida en las fronteras
0S; y 0S;, o es el conjunto vacio. Cada campo vectorial F; es suave tanto en el
estado x como en el pardmetro p, y define un flujo ;(x,t) en cualquier conjunto
abierto U C S;. En particular cada flujo ¢; estd bien definido en ambos lados
de la frontera 0S;.

A la frontera X;; entre dos regiones S; y Sj, se le llama variedad de con-
mutacion, las cuales se consideraran también suaves. Los sistemas suaves por
pedazos se pueden clasificar en dos tipos, continuos o discontinuos.

Definicién 1.3 Se dice que el sistema suave por pedazos (1.1) es continuo si
Fi(z) = Fj(x) en cualquier punto sobre la frontera ¥;; que separa dos regiones
adyacentes S; y S;. En contraste, un sistema suave por pedazos es discontinuo,
o también llamado sistema Filippov, si dos diferentes vectores &, llamémosles
Fi(z) y Fj(x), pueden estar asociados a un mismo punto x € Xij.

En los sistemas continuos el vector & estd definido de manera unica en
cualquier punto del espacio de estados y las orbitas en la regién S; se apro-
ximan de manera transversal a la frontera 3;;, al coincidir con ésta, y dado que
Fi(z) = F;(z), la cruzan de manera diferenciable y entran a la regién adyacente
S;. En los sistemas Filippov como F;(z) # Fj(z) lo que podemos analizar son
el sentido de estos vectores, si tienen el mismo signo , la érbita cruza la frontera
pero de manera no diferenciable y tiene, en ese punto, una discontinuidad en
su vector tangente. De lo contrario, si las componentes transversales de F;(x)
y Fj(z) son de sentidos opuestos, es decir que los dos campos vectoriales estan
direccién contraria, las érbitas del sistema en ambas regiones se acercan a la
frontera pero al no poder cruzarla, el estado del sistema es forzado a permane-
cer sobre la frontera y deslizarse sobre ella. Para entender mas sobre los sistemas
Filippov se pueden consultar [5] y [4].
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1.2. Ejemplo en la Mecanica

Un ejemplo de la utilidad de los sistemas suaves por pedazos, lo podemos
encontrar en la Mecdnica. Algunos sistemas mecanicos en los cuales los com-
ponentes méviles hacen contacto intermitente entre si a menudo dan lugar a
ecuaciones de movimiento que contienen términos lineales por pedazos. Consi-
deremos el sistema que se muestra en la Figura 1.2.

X

X 5
H_)1"° cosw!
*I -
—A\A— k2
ﬂ m
(o ®]

Figura 1.2: Sistema mecanico.

Una masa m estd unida a un resorte con elasticidad k; y a un amortiguador
con factor de amortiguamiento c¢. Cuando el desplazamiento x, excede cierto
valor zg, un segundo resorte ko, hace contacto con m. Sin pérdida de generali-
zacién se puede asumir que xg > 0. Los dos resortes dan lugar a una fuerza de
recuperacién la cual es lineal por pedazos. Cuando al sistema se le ejerce una
fuerza arménica del exterior, la ecuacién de movimiento se puede escribir como

i+ 2ad + H(z) = Beos(wt), (1.2)

donde

~2

x, st x < x0
O?x+ (1 —0%)zg, si x>0

@2 es el radio de elasticidad %, a es coeficiente de amortiguamiento, el

cual asumiremos que es menor a 1, 3 es la fuerza de amplitud, y w la fuerza
de frecuencia. Los puntos significan derivadas con respecto al tiempo. Las dos
ecuaciones quedarian, de forma explicita,

I+ 2ax + x = Beos(wt) st x < x
&4 20 + &% + (1 — &%)z = Beos(wt), si x> xg

Si hacemos o = 8 =0, 2o = 1 y @ = 2, ademés de transformarlo en un sistema
de ecuaciones, obtenemos
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[0 1] [« )
st <1
) -1 0
P L 1 17
o= 1.3
HE T a3
0 1| |z 0
+ st x>1
-2 0| |y 1
y su retrato fase se puede ver la Figura 1.3.
¥ r=1
ST T

/ -,ﬂ_ - o
‘ff f/ /'//"/ \\ h \ \‘
Suvas ik
\ / |
\\ \\ "\\ \\ k)__,_,/ /"‘ J;ﬂ /
LN AV
N N [ 4 /
N a

Figura 1.3: Retrato fase del Sistema (1.3).

En este ejemplo podemos notar que el plano fase esta dividido en dos regio-
nes, S; = {(z,y) € R*/z < 1} y S = {(z,y) € R?/x > 1}, por una variedad de
conmutacién X1o = {(z,y) € R?/x = 1}. En ambas regiones tenemos asociados
campos vectoriales lineales,lo que lo hace que el sistema sea suave en sus respec-
tivas regiones, pero si analizamos la continuidad en la variedad de conmutacién,

1 1
calculamos F’ F
- M v M

rly) =[5 o] - 4]
el =[5 o L)+ Bl = 5]

es decir Fy, B} = Iy [ﬂ y por la definicién 1.3 el sistema es continuo tam-

bién en la variedad de conmutacién. Ademds en ambas regiones tenemos un
comportamiento de centros ya que los puntos de equilibrio de los sistemas de
las regiones izquierda y derecha son (0,0) y (3,0), con eigenvalores +i y +v/2i
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respectivamente, aunque el Unico punto de equilibrio visible en el retrato fase,
es el de la region de la izquierda. En seguida hablaremos de este detalle.

1.3. Puntos fijos

Como ya se mencion6 anteriormente, el desarrollo de este trabajo estd en-
focado a los sistemas suaves por pedazos en el plano, el cual estara dividido en
dos regiones por una variedad de conmutacién, la cual sera el eje y, es decir

Sy = {(x,y) € R?/x < 0}
Sy = {(z,y) € R?/x > 0}
212 = {(x,y) c RQ/I' = 0}

Tales sistemas los podemos escribir como:

H _ {FL(x,y) si <0 (1.4)

Y Fr(z,y) si >0

Fr(z,y) y Fr(z,y) representan los campos vectoriales de las regiones que estdn
a la izquierdaa (S71) vy a la derecha (S3) del eje y, respectivamente. Ademds de
que requeriremos que dichos sistemas sean continuos, es decir que

FL(xay) :FR<xay)a v (:E,y) € 212'

Es bien conocido que para conocer el comportamiento de los sistemas de
ecuaciones diferenciales se debe hacer un andlisis de los puntos de equilibrio,
es decir los puntos (z*,y*) tales que F(a*,y*) = 0. Debido a la forma en que
se defini6 el sistema (1.4), pueden surgir distintos casos, a la hora de analizar
estos. Por ejemplo que el punto de equilibrio, (z*,y*), del sistema de alguna de
las regiones, derecha o izquierda, pertenezca a la otra regién. Para esto damos
las siguientes definiciones.

Definicién 1.4 Diremos que (z*,y*) € R? es un punto de equilibrio del sistema
(1.4) en S1 si Fp(z*,y*) = 0 y (z*,y*) € S1. Similarmente, (z*,y*) es un
equilibrio en So si Fr(z*,y*) = 0 y (z*,y*) € Sa. Diremos que (z*,y*) es un
equilibrio frontera si (z*,y*) € X12, es decir el eje y.

Definicién 1.5 Diremos que (x*,y*) € R? es un punto de equilibrio virtual del
sistema (1.4) en Sy si Fr(z*,y*) =0 y (z*,y*) € Sa. Similarmente, (z*,y*) es
un equilibrio virtual en So si Fr(z*,y*) =0 y (z*,y*) € S1.

Por ejemplo, en el sistema (1.3), el sistema de la regién S; tiene un punto
de equilibrio en el origen ya que (0,0) € S1, en cambio el sistema Sy tiene un
punto de equilibrio virtual en (%, 0) ya que recordemos que para este ejemplo
Sy ={(x,y) € R*/z > 1} por lo que (3,0) ¢ So.
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1.4. Bifurcacion

Recordemos que en los sistemas dinamicos comunes se lleva a cabo un
fenémeno llamado bifurcacién, que son distintos cambios en la estructura cuali-
tativa del retrato fase cuando es variado algiin pardmetro del sistema y éste toma
un valor que provoca dichos cambios, conocido como valor de bifurcacién. Los
sistemas suaves por pedazos, pueden exhibir la mayoria de estas bifurcaciones,
siempre que el valor de bifurcacién esté lo suficientemente lejos de las varieda-
des de conmutacion. Ademas de estos, los sistemas suaves por pedazos también
pueden llevar a cabo algunos fenémenos de bifurcaciones propios de ellos, ya que
en estos sistemas, la interaccién entre las regiones donde los campos son suaves
y las variedades de conmutaciéon producen otro tipo de bifurcaciones que no se
encuentran en los sistemas comunes.

Definicién 1.6 Una bifurcacion que resulta de la colision de un punto de equi-
librio con una variedad de conmutacion en un sistema suave por pedazos, con-
tinuo, es conocida como una bifurcacion discontinua.

Simpson, en [21], presenta una clasificacién completa de bifurcaciones dis-
continuas que se presentan en sistemas planos, basandose en el numero y la
naturaleza de conjuntos invariantes que ocurren en ambas regiones del sistema.
Las situaciones que se mencionan son

= Bifurcacion siila-nodo discontinua. Estd es una bifurcaciéon andloga a la
bifurcacién silla-nodo en sistemas suaves, es decir que dos puntos de equi-
librio coexisten hasta que colisionan juntos en la variedad de conmutacién
y desaparecen.

= Bifurcacion Hopf discontinua. En seguida hablaremos de ella al ser la
bifurcacién de interés.

= Bifurcacion silla-nodo-Hopf discontinua. Es una bifurcaciéon de cruce mul-
tiple (es decir, varios puntos de equilibrio colisionan con la variedad de
conmutacién) y exhibe un comportamiento de silla-nodo y Hopf disconti-
nuas. y se da con la colisién de una silla y un ciclo limite que desaparecen
al colisionar con la variedad de conmutacién.

= Bifurcacion de cambio de estabilidad. También es una bifurcacién de cruce
multiple pero simplemente hay en cambio en la estabilidad de los puntos
de equilibrio.

En este trabajo estamos interesados en la Bifurcacion Hopf discontinua que
surja del sistema (1.4). Dicha bifurcacién es anédloga a la bifurcacién de Hopf que
se encuentra en sistemas suaves, es decir, se tiene un foco en una de las regiones
en las que estd dividido el plano, conforme el pardametro varia dicho foco se
acerca a la variedad de conmutacién y coinciden en el valor de bifurcacion,
cuando cruza a la otra regién el foco cambia de estabilidad y aparece rodeado
de un ciclo limite el cual tiene estabilidad contraria.
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En el Capitulo 2, trabajamos con un sistema de la forma (1.4), donde,
ademds, los campos F(z,y) v Fr(x,y) son lineales. Estos sistemas los llama-
remos Sistemas Planos, Continuos, Lineales por Pedazos (SPCLP). Mientras
que en el Capitulo 3, trabajaremos de igual manera con el sistema (1.4), pero
haciendo una generalizacién para Fr(x,y) v Fr(z,y), donde lo tnico que pe-
diremos es que sean continuos. Estos sistemas los llamaremos Sistemas Planos
Continuos, Suaves por Pedazos (SPCSP).
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Capitulo 2

Bifurcaciones tipo Hopf en
SPCLP

2.1. SPCLP

Se mencioné que en este capitulo trabajaremos con SPCLP. Es decir que
tomaremos un sistema del tipo (1.4), un sistema suave por pedazos en el plano
dividido en dos zonas por el eje y, pero los campos vectoriales asociados a cada
una de las zonas estan definidos de manera lineal. Esto nos permite escribir el
sistema de la forma

x )
Ap +cr si <0

donde

A = {111 112]  Ap= {7‘11 7“12} 7

lo1 oo Tor T2

y cr, Cr son constantes que pertenecen a R2, v el punto denota derivada con
respecto a 7. Ademds podemos hacer la siguiente asociacién para buscar la
continuidad.

11
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Fr(z,y) = AL v +ecp, si <0
Yy
F(z) =

Fr(z,y) = Agr +cr, st x>0
i1 e | CrL1

Fr(z,y) = + , st <0
_521 lao ) CL2

Fazy) =" "2 "+ ||, si z>0
721 T22]| |Y CR2

Como se mencioné en la definicién (1.3) para que F(x,y) sea continuo en la
frontera X195 se debe cumplir que Fp(x,y) = Fr(z,y) con [;ﬂ = [2} ,
vV yeR

N {111 112] [0} i {Cm_ _ {Tn 7"12] [0} i [Cm}
lo1 22| |y cre] ro1 To2| |y CR2

li2 CLl- _ T2 CR1

{122} vt LL2_ N {Tzz} v+ [CR2

- {l12—7“12]y+ |:CL1_CR1- —0 Vv yER

lag — 22 CL2 — CR2|
Siy =0,
CL1=CRL| _ . CL1=CRL= 0 N CL1 = CR1
CL2 — CR2 cr2 —cr2 =10 CL2= CR1

Lo que nos deja que {112 B TlQ} y=0 V yelR
lag — 122

lig—r lig—r12=0 lig=r
N [12 12] _ o 2T T o 2=

log — 792 log =792 =0 log =792

Por lo tanto ¢y, = cg y las matrices Ay, Ar tienen la misma segunda colum-
na, es decir

A = [111 a21] y Ap— {7‘11 a21] ‘

o1 age To1 @22

Entonces, nuestro sistema queda como:
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1
11 @21 (@ T C1 Csi 2<0
. lor ax| |y €2
i L
| = 2.1
LJ] r 1)
11 az1 X 4 C1 L si x>0
721 @22 |¥ C2

2.2. Forma canoénica

Este tipo de sistemas son los que estudiaremos en este capitulo, donde ha-
remos un analisis cualitativo de ellos, para lo cual aplicaremos la teoria cuali-
tativa de Ecuaciones Diferenciales en (2.1). Especialmente estamos interesados
en las bifurcaciones que den lugar a ciclos limite de dicho sistema. Definamos
lo pardmetros t;, = traza(Ayp) y tg = traza(Agr) y denotamos por int(-) a la
regién interior de una curva de Jordan cerrada en el plano, entonces obtenemos
un primer resultado para orbitas periédicas.

Proposicién 2.1 SiT' es una drbita cerrada del sistema (2.1), entonces

// tLd$1d$2+// trdridze =tr, - S, +tr-Sr =0,
intr (T) intr(T")

donde intr (') = int(T') N {z1 <0}, intg(l) =1int(T')N {x1 >0},
St = area(intr,(T)), Sg = area(intg(T)).

La demostracién de este resultado se puede ver en ([21], pdg 35).

Con la Proposicién anterior se puede establecer un resultado acerca de las
condiciones necesarias para la existencia de érbitas cerradas aisladas, es decir
ciclos limite.

Proposicién 2.2 SiT' es un ciclo limite del sistema (2.1), entonces I' vive en
las dos zonas y se tiene que tr, -tp <0 y a;z # 0.

Demostracion:

Como el sistema (2.1) se dividié en dos zonas en las cuales es lineal y los sistemas
lineales no pueden tener ciclos limite, entonces I' vive en ambas zonas. Debido
a ésto S, > 0,Sg > 0.

Si tr, - tg > 0 (mismo signo) entonces t; Sy, + tgSg # 0, por la Proposicién 1,
el sistema no tendria orbitas cerradas. Si alguna de las trazas es cero, para que
se cumpla ty, - Sy +tr - Sgp = 0, la otra también debe serlo, lo que nos lleva a
un sistema conservativo (Proposicién C.1), el cual no puede tener ciclos limite
(Proposicién A.3), obteniendo una contradiccién. Por lo tanto ¢z, - tg < 0.

Por otra parte, sabemos que toda 6rbita periddica en un campo vectorial plano y
continuo, debe contener al menos un punto de equilibrio en su interior (Teorema
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A.1). Entonces, si a1z = 0, el sistema (2.1) es desacoplado para z1, lo cual nos
dice que el punto de equilibrio tiene una linea vertical asociada y esto se opone
a la existencia de una drbita periédica (Proposicién A.4), por lo tanto a12 # 0. W

Ahora damos una forma candnica a la cual todos los sistemas SPCLP de
este capitulo, capaces de tener ciclos limite pueden ser reducidos.

Proposicion 2.3 Si un sistema SPCLP tiene un ciclo limite, entonces el sis-
tema puede transformarse a la siguiente forma candnica

nr, st x<0

&= flx) —y

J=a—by— donde f(a:):{

nrx, st x>0;
y el punto representa la derivada con respecto a una nueva variable s.

Demostracién:
De la Proposicién 2, podemos asumir que t;, # tr y a2 # 0. Empecemos

definiendo las variables z = B] yw= {Z] . Ahora hacemos en (2.1) un cambio

de variables de la forma

1 0 0
w = Pz —wy, con P_[a 012}7 Yy wO_LJ,

y entonces

w=Pz y z=P Y w+uwp).

. . 0
De lo anterior si hacemos z = [y} , tenemos que

o e [ I

lo que nos dice que w asocia al eje vertical consigo mismo, por lo tanto se
mantiene la frontera del nuevo sistema por pedazos. Ahora, si <0

W= Pz =P(Apz +c) = PAL[P™ (w + wo)] + Pe
= (PALP Yw + P(ALP 'wg + ¢)
= A_Lw + 1.

Analogamente, si x > 0

w=Apw+é, con Ap=PApP7', y &= P(AgP 'wy +c)

Al realizar los cédlculos, tenemos que
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= 11+« a - 11+« a
A = 11 CR Y 11 12
alyy — aalor axn —«a ari; — aiaTe1 G2 — Q

v oG =c 0
1=C = .
(22C1 — G12C2

Lo siguiente que haremos es buscar el valor de o que haga que la posicion {12}
de las matrices Ap, y Agr sean iguales, entonces

alin — a12lip = ary; — aari2
a(lin —ri1) = (lizg — r2)ai2
- li2 — 112
11 — 711
Si llamamos @ al valor anterior y hacemos my = ly1 + &, mgp = ri1 +ay
n = agy — bara, obtenemos el sistema

m -1 0
7L w + st u<0
Q n Co
W =
-1 0
m_L w + st u>0
19" n Co

Si calculamos los valores propios del sistema anterior, en ambas regiones (con
K ={L, R}), tenemos que

mp—XA =1 |_ o N

‘ a n_)\‘)\ (mg + )X+ (mgn+a) =0

\ mk+ni\/(mk+n)2—4(mkn+d) mi +n £/ (mp —n)? —4a
= = =
2 2 ’

con lo que podemos darnos cuenta que si @ < 0 los eigenvalores son reales y
por lo tanto no podria tener érbitas periddicas. Asi podemos asumir que & > 0.
Finalmente, si reparametrizamos con

w=vau, v=v, s=+ar,

obtenemos que

dr va ds dr o
. du(t)  do(s)ds(T) -
R

Entonces llegamos a



16 CAPITULO 2. BIFURCACIONES TIPO HOPF EN SPCLP

; —my, — U
= ;:| = \,/aa g - |+ |:0:|
v aﬁ—knv Co
[ Thg — 0 0
= EL:| - .\./a n ~ + |:C():|
K U“rﬁ’l) Va
I ] T n
Por tltimo hagamos LNJ = [y]’ % = n (con k = {L,R}), s = by
% = —pu, para obtener
_ 0 Tol
nr Y + st <0
, r —by —H
]t I
R
RE Y + st x>0
x —by —p

el cual podemos expresar como

nr, st <0

&= fla) —y

g by— donde f(a:):{

nrx, st x>0

2.3. Bifurcacion tipo Hopf

Como lo mencionamos anteriormente, estamos interesados en estudiar las
bifurcaciones tipo Hopf del sistema (1.4), cunando Ff, y Fr son lineales. Ademds
encontramos la forma candnica (2.2) para cuando aparezca un ciclo limite. Lo
que haremos a continuacién es presentar la bifurcacion tipo Hopf jugando con la
aparicién de tal ciclo limite. Para esto, comencemos introduciendo los parame-
tros de la traza y el determinante en cada region,

tk =Mk — b7
di =1— by,
donde k = L, R, representando derecha e izquierda respectivamente. Asumire-

mos que dy,,dg > 0, lo cual implica que cada regién del sistema (2.2) tiene sélo
un punto de equilibrio. Ademas nos limitaremos al caso donde

t2
Dk:dk—zk>0, para k= L,R.

Para ver las consecuencias de lo anterior buscamos los puntos criticos de
cada una de las regiones, entonces
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ngxr —y =20 . _ - _ .
T—by=p y=ma = z-bpz=n = z(l-bp)=n
1 p p
— = = -, = R —
’ 1 — by v dy, Y nkdk

El hecho de que el punto critico esté dado por (4-,mkg-) es de mucha impor-
tancia, ya que nos muestra que éste depende totalmente del valor de p. Mas atn
podemos notar que en el plano fase sélo se podra ver un punto de equilibrio,
esto debido a que cuando g < 0 y como di > 0 los puntos de equilibrio de
ambas regiones estaran del lado izquierdo, por lo que el equilibrio de la regién
izquierda se podra ver, pero el de la regién derecha serd virtual. De manera
similar si g > 0 los puntos de equilibrio estaran en la regién derecha y por lo
tanto el de la regién izquierda serd virtual. Ademés estos puntos de equilibrio
coincidiran en el origen cuando p = 0. Haciendo el cambio de variables de la
forma

r=u+ 4
2= L
Y=v+ney- y=v,

obtenemos

G=mut ) = (hmg) L =k - v = kg

b=u+ L —botmi) —n b=u+ g —bv—bnpgt —p
N U =NpU —V U =Nt — v
i):u—bv—l—d%(l—bnk)—,u v =u— bv,

el cual es un sistema lineal homogéneo con punto de equilibrio (0,0). Buscando
sus eigenvalores obtenemos

m—A -1
1 —-b—A

‘2/\2—#(1)—%))\—%(1—5%):0

(i~ B) £ /(0 —m)® 41— b))t /4l — 7]
2 N 2 '

= A=

2
y dada la restriccién Dy = dj — % > 0,

b & 2iy/dp — B2
A= 4:§iumk

2

Finalmente, si llamamos wy = /Dy, los valores propios quedan de la forma

ty | .
A= —=+
9 1WE,
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que significa que tenemos una dindmica de foco en ambas regiones. Trabajamos
algunos resultados con este caso asociados a la aparicién de un ciclo limite y al
cambio de estabilidad del punto de equilibrio.Ya teniendo los valores propios,
calculamos la matriz exponencial e para hallar la solucién del sistema. Usamos
la ecuaciéon asociada del sistema

X(s) = et [crcos(wys) + casen(wys)].

Entonces

. t t t
X(s) = €° % [—crwpsen(wys) + cowpcos(wis)] + geSTk [c1cos(wys) + casen(wys)]

. ty t t
X(s) = e*7 [(cowg + gcl)cos(wks) + (—cywg + Ekcz)sen(wks)].

Dividimos este resultado en dos casos. Caso I: X(0) =1, X(0)=0

Y tk tk
= X0)=c =1, X(0)= + =2 =0= =__r
( ) C1 s ( ) CoWE B Co 2’Ll)k

Caso IT: X(0) =0, X(0)=1

. t 1
= X(0)=c;=0,X(0)=cowp + —c; =1,= cp=——
2 W
stk
e” 2
= X(s)= sen(wgs).
Wi

Finalmente

tk
As stk . 123 1 0 e’z e —1
e €2 [cos(wgs) S, sen(wgs)] (O 1) + ——sen(wgs) (1 b

Wk
sik COS(’wkS) + Z’;ﬁbsen(wks) %
= e°2
%ﬁ:ks) cos(wys) — gﬁbsen(wks)
16 3 u _ JAs U(O)
Y la solucién esta dada por <v> =e <v(0))
u\ _ sk U(O)
= <v) =e°2 M(s) (v(O))
Tktb sen(wgs)
con. M(s) = ) E i penton e
Twn cos(wgs) — B> sen(wys)
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Por dltimo regresamos a las variables originales para obtener la soluciéon del
sistema (2.2)

() =0 (o i)

con M(s) = cos(wgs) + —g’z;b sen(wygs) 756715:’“8) (2.3)
86"1(;:’“8) cos(wgs) — gklj;bsen(wks) '

Ahora, introducimos dos pardmetros que serdn muy importantes para el
siguiente analisis,

o —b g
YL = =
2wL ZwL
_nMr—b _ tgr
TR QwR 2wR

Notemos que si 4 = 0 el punto de equilibrio del sistema (2.2) estd en el
origen, es decir en la frontera, entre las dos zonas lineales. Su topologia esta
determinada por la siguiente proposicién.

Teorema 2.1 Considerando el sistema (2.2) y bajo las suposiciones de que
Dp,Dr >0y u=0, se cumple lo siguiente.

(a) Si~yL+vr >0, el origen es un foco no lineal inestable.
(b) Sivr +vr =0, el origen es un centro no lineal.
(¢c) SivL+vr <0, el origen es un foco no lineal estable.

Nota: Estamos llamando no lineal a los focos y centros mencionados sélo para
aclarar el punto de que las érbitas del sistema son consecuencias de la conexién
de las érbitas de ambas regiones en la variedad de conmutacion.

Demostracién:

Lo haremos calculando un mapeo de Poincaré con la linea

St ={z =0,y > 0} como la seccién perpendicular a la 6rbita cerrada. Dicho
mapeo P se construye mediante la composicién del mapeo Py, el cual aplica
puntos de S; a puntos de S_ = {z = 0,y < 0}, usando las drbitas de la regién
x < 0, ya que podemos notar que cuando tomamos un punto de S; el flujo va
hacia la izquierda ya que en (2.2) £ = —y < 0, y el mapeo Pg, el cual aplica
puntos de S_ a puntos de Sy , usando las drbitas de la region x > 0, ya que
tomando un punto de S_ podemos notar en (2.2) que & = —y > 0 es decir el
flujo va hacia la derecha, y el mapeo entonces es de la forma

P(p) = Pr(PL(p)) 6 si q=Pu(p) = Pp)=Prlq),
Ahora tomemos y hagamos a = 0,2(0) = 0,y(0) = p(p > 0) y trabajemos la

s

zona izquierda, siendo sy, = o
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()= (0 ) 6) = (o) = (D)
y 0 —-1)\p —peTtT y(sr)
y entonces definimos

Pr:RT — Rt con Pr(p) =q=—y(sy) = pe=™

De manera andloga, haciendo a = 0, 2(0) = 0,y(0) = —¢(g > 0) y trabajando

la zona de la derecha siendo sp = J—R, tenemos que

(§> =" <_01 —01) <—OQ> N (qeg’”> - <;E:§)

Pr:RY — R" con Pgr(p) =7 =y(sg) = """

y definimos

Por lo tanto, el mapeo P queda definido como

p(p) — pR(pL(p)) — PR(pe’YL) = pe LT TRT = pe(‘YLJF’VR)”

De donde es facil ver que si vz, +vg = 0 entonces e(V2t7R)™ = 1y P(p) =1,
lo que significa que tenemos drbitas cerradas y, por lo tanto, el origen es un
centro no lineal. Si vz + 7z > 0 entonces V2 T77)™ > 1 y entonces P(p) > p, lo
que nos dice que el mapeo se va alejando del origen y este tltimo es un foco no
lineal inestable. Finalmente, si vz, +vr < 0 entonces e("2t7R)7™ < 1y P(p) <1,
lo que significa que se estd acercando al origen, por lo tanto es un foco no lineal
estable. W

Cuando p # 0 en el sistema (2.2) el punto de equilibrio estd localizado en el
interior de alguna de las zonas lineales. El flujo en dicha zona es lineal, pero el
flujo global es no lineal y un ciclo limite puede aparecer cuando ty, - tg < 0.

Teorema 2.2 Considere el sistema (2.2) con D,,Dp >0, u#0, ytr-tp <0.
Entonces hay solo un punto de equilibrio y los siguientes enunciados se mantie-
nen.

(a) Si vy +vr > 0y sign(u) = sign(vyr), entonces el punto de equilibrio es
un foco estable (asintdticamente ), y estd rodeado por un unico ciclo limite.
inestable.

(b) Sivrp+r <0y sign(n) = sign(yr), entonces el punto de equilibrio es un
foco estable (asintdticamente) y no existen ciclos limite.

(¢c) Sivyr+vr >0y sign(u) = sign(ygr), entonces el punto de equilibrio es un
foco inestable y no existen ciclos limite.

(d) Si~vyr+vr <0y sign(p) = sign(yr), entonces el punto de equilibrio es un
foco inestable y estd rodeado por un unico ciclo limite estable.
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Mds aun, cuando un ciclo limite existe, su amplitud depende linealmente del

pardmetro i y su periodo no depende en absoluto de tal parametro.

Demostracién:
Recordemos que el sistema (2.2) tiene un punto de equilibrio en (-, 7k 7-), por
lo tanto podemos notar que este punto de equilibrio esta en la regién izquierda
si 4 < 0y en la regién derecha si p > 0. Comenzamos la prueba escogiendo
p < 0y considerando los enunciados (a) y (b), es decir sign(u) = sign(yr),
entonces v, < 0, y por definicién, t;, < 0. Ademads, recordando los eigenvalores
del sistema A\ = %“ + jwy, el punto de equilibrio es un foco estable, localizado

en la region izquierda.
(2.4)

El estudio de la existencia de ciclos limite se hard mediante un mapeo de
Poincaré y para ésto introduciremos la siguiente funciéon auxiliar.

() = 1 = &7 (cos(7) — ysen(r))

Con las propiedades de simetria
o (—7) = 1=V ED (cos(—7)—(—7)sen(—7)) = 1—e77 (cos(T)—ysen(r)) = ¢, (T)
(1) = 1=el7 (cos(1)~(—7)sen(r)) = 1-e7 7 (cos(—7) —ysen(~7)) = ¢, (~7)

cuya grafica para v > 0 se puede ver en la Figura 2.1

Figura 2.1: Gréfica de la funcién (2.4) con v = 0.1.

donde podemos notar que la funcién tiene su primer raiz para algin valor
27). Ademds podemos ver que para su derivada con respecto a 7 tenemos

€(m
que
¢
= e (sen(T) + v sen(r))
Tomemos ahora (z(0),y(0)) = (0,—¢q), con ¢ > 0 (es decir un punto de S_

(1) = =" (—sen(1) — yecos(7)) — ve'" (cos(T) — ysen(T))
definido anteriormente) como punto inicial de una 6rbita, se concluye que la
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trayectoria se mueve en la zona derecha hasta que eventualmente alcanza la
regién izquierda, ya que como mostramos antes el flujo en S_ (S respectiva-
mente) estd apuntando a la regién derecha (izquierda), ya que & = —y > 0
(& = —y < 0) y asf las trayectorias dejan la regién de la derecha en un punto
(0,7) de S+ después de un tiempo sg. De (2.3) con s = s tenemos que

— i e
R, ) =e""2 M(s R
<r—an‘;> (s5) <—q—mzd‘;)

M( ) COS(’U)RSR) + (b+TIR)<292)T;(U1RSR) _sen(s;:sR)
con SR) =
sen(wrSR) COS(U)RSR) _ (b+tnr)sen(wrsr)
WR 27JJR

Podemos hallar ¢ con la ecuacién correspondiente al primer renglén resultante
del producto de las matrices de lado derecho, es decir

)+ (a+ g )|

dr WR

IR
Ho_ psrurmy [

- = —ﬂ(COS(’wRSR) + (b+ nr)sen(wrsr)
dr d

R 2wgr

Si hacemos T = sgrwg, tenemos

C L nrr (s () 4 (CETRISETR) y v SEUTR) | iy, 1 sENUTR)
dr dr 2wr WR dr Wg
S (cos(Tr) + M) - eVRTRnRﬂM — e'YRTqu
dr  dr 2wp dn  wg won
h—
- ﬂ[l — e"RTR(cos(TR) + ﬂSGH(TR))] = GVRTRQ&(TR)

R WR WR
MwRe—’YRTR
_ 1 — e'R7R _ —
Tnsen(r g 1L~ €T cos(rR) = ymsen(r)] = q
_ pwre™ Ry, (TR)

drsen(Tp)

q(Tr) =

Ahora para r usamos la ecuacién del segundo rengléon resultante del producto
de las mismas matrices,

B _ ponen e senlrz)

TR + (cos(Tr) — —(b + nr)sen(rr)
R

I
T ot ) (g = )]

Haciendo célculos en la ecuacién (ver Proposicién C.3) podemos demostrar que

ue'RTR  sen?(TR)

+Nr
r= + wreos (Tr) + = (wryr — nr)sen?(Tr) + (—wRYR + R

B drsen(Tr) WR 2wp
_ b+ nr
2’LUR

wg)sen(Tr)cos(Tr) — wre” "RTRcos(Tgr) — wryre "R Rsen(TR)]
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donde el coeficiente del término con seno y coseno es cero, como se puede ver
en la Proposicién C.4, por lo tanto nos queda

YRTR 9 4 (h —
__ ke + (b +9r)(WrYR — NR) sen®(r) + wrcos®(Tr)
drsen(Tr) 2wp

— wre " (cos(TR) + Yrsen(TR))]

_ pwgeRTR 2+ b+ nR)(wR[’qu;b} —Nr)
2

sen®(Tg) + cos*(Tr)

drsen(Tr) 2wg
— e "R’ (cos(TR) + Yrsen(Tr))]
pwre ™™ 2+ (b+ngr)(—4=")

_ 2 2
= dpsen(rn) B2 sen”(TRr) + cos*(Tr)

— e "B’ (cos(TR) + Yrsen(Tr))]

2
Ahora recordemos que wy = /Dy = 1/ dg — % vty =np—b, di =1— by,
entonces

—b)? 4bng + k2 — 2bny, + b2
wkz\/l—bnk—W=J1— TERTEEIT

:\/1_77k2+2577k+b2 1o (mk +b)°
4 4

b2
:>("7k+ )

= 2(1 — wi?) (2.5)

Sustituyendo esto en la ecuacién

pwre RTR 2 — 2(1 — wg?)
B drsen(Tr) 2wpr?
+ vrsen(7r))]

HWRETRTR 2wR?

_ 2 2 _ ,—7YRTR
dnsen(rm) [21032 sen”(TRr) + cos”(Tr) — e (cos(Tr) + yrsen(Tr))]

sen®(Tr) + cos®(Tg) — e YRR (cos(TR)

T =

YRTR
—_ KWrC [sen?(TR) 4 cos?(TR) — e "R7% (cos(TR) + Yrsen(Tr))]

B drsen(Tr)
YRTR
= BB e cos(rn) + qmsen ()]
_ pwre"TRo, (TR)
r(Tr) = drsen(Tr)

Las funciones que acabamos de obtener ,

e "G (1)
drsen(Tp)

_'uwRe’YRTRQO’YR (TR) (26)

o rrR) = drsen(Tg)

q(tr) =
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estdn definidas para 7 € (0,7), ya que cuando (7r) varfa en este intervalo
ambas funciones crecen monoétonamente de 0 a oo, y entonces definiremos, de
manera implicita el mapeo de Poincaré de la zona derecha como

Pg :[0,00) — [0,00), con Pgr(q)=r, Pgr(0)=0

Ahora, recorriendo hacia atrés la 6rbita de un punto (0, —¢) en S_, podemos
obtener la interseccién que ésta tuvo en el punto (0,p) € S; después de un
tiempo —sz,. Nuevamente de la ecuacién (2.3), tenemos que

0— & . L
L, | =e 2 M(—s L
<p—nLd”L> ) (—q—mﬁ)

o My [otiss) - e sen(ses)
—S5L) = sen(wrsr) (b+nr)sen(wrsr)
—seniwron) cos(wpsp) 4 ST ILL)

Usando la ecuacion asociada al primer renglén resultante del producto de las
dos matrices de la derecha podemos encontrar ¢

B —spwpge B _ (b+nr)sen(wrsy) - psen(wrsy)

d € o d, (cos(wrsi) 2wy )+ (—a—ne dL)iwL ]

sen(TL) e M e M ~ (bt+mnr)sen(r),  p sen(rr)
I o Ly i B (o) - T, sy
qsen(TL)evaTL _ ﬁ[l eI (cos(71) — (bJr?]L)sen(TL)) . sen(TL)]

wr, dr, 2wy, wr,
sen(Tr) _op.. M _ nr, — b
L — 1 — YLTL

q " dL[ e (cos(tr) + " sen(7r))]
qsen(TL) e = K [1—e 7275 (cos(1r) + yrsen(Tr))]

wr, Cdp

pwre™ ™oy (T
q(TL) _ ’YL( )
drsen(Tr,)

Ahora para encontrar p usamos la ecuacién del segundo renglén del producto
de las mismas matrices,

—spwg gk [ﬂ sen(wrsr) Heos(wrsp)+ (b+nr)sen(wrsr)

Ko
P=Hr —¢ dL wiy, QwL

w
4 J(=a=ne )]
Haciendo cdlculos en la ecuacién (Proposicién (C.5))podemos probar que

pe T wrpy, (T1)
drsen(tr,)

p(rL) =

Las funciones que acabamos de obtener
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B 'que’YLTLQD—’YL (TL) B ,Uwaei’YLTLSD'yL(TL)

a(re) = drsen(tr) » plm) = drsen(tr)

(2.7)

estdn definidas en (7, 7], donde 7 es, como se menciond, la primer raiz de la
funcién ¢, para v > 0, es decir ¢,, (7) = 0, por lo tanto ¢(7) = 0. Entonces
cuando 77, decrece de 7 a m, la funcién p(77) crece monstonamente de p = p(7)
a 0o y la funcién ¢(77) de 0 a co.

Para representar el mapeo con el tiempo invertido sobre la zona de la izquierda,
definimos el mapeo

PE%[O,OO)—)[@,OO)7 con PEl(q):p>ﬁ, PEI(O):ﬁ

y lo primero que haremos es calcular su derivada con respecto a q. Tomando en
cuenta que tanto p como ¢, estan en funcién de 7, tenemos que

dp
@ _ dTL
dg 4o
q drr,
. wre TLTL T
Entonces, si p(17) = 22~ dLem(fZ)L( L), tenemos

dp g [sen(rp) [Frne T gy, (1) + el (1] — cos(r)e 1 e, (72)

dTL o dL senQ(TL)

Simplifiquemos el numerador de la expresién encerrada entre corchetes

= sen(7p)[—yre "*TE (1 — €77 (cos(TL) — yrsen(Tr)))
+ e VL (VETE (sen(T) 4 v 2 sen(TL)))]
— e T cos(1r)(1 — €77 (cos(Tr) — yrsen(TL)))
= sen(71) [—yLe "™ + ypcos(tr) — 12 sen(r) + sen(r) + v sen(rr)]
— e ETLeos(Tr) 4 cos? (1) — yrsen(Tr)cos(Tr)
= —yre ETEsen(tr) + sen®(11) — e E T cos(1) + cos®(11)
=1—e "7 (cos(r,) + yrsen(tr))
=P, (TL)
Sustituyéndolo en la derivada obtenemos
dp _ pwrp—y, (TL)
drr, dpsen?(tr)

pwpe Loy (L)
drsen(tr,)

Para q(11,) =

tenemos que

dg g [sen(re) [ oo, (1) + €L ()] — @ cos(rL) s, (72)

dr,  dj sen?(tr)
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De igual manera, simplificando el numerador de la expresién entre corchetes

= sen(p)[ype" ™ (1 — e "= (cos(Tr) + yrsen(Tr)))
+ eETL (eTVETE (sen (1) + v 2sen(Tr)))]

— e cos(t)(1 — e "ETE (cos(1r) + yrsen(TL)))

= sen(7r) [’yLe“’”L — ypcos(tr) — yr2sen(ty) + sen(1) + ’}/LZSGTZ(TL)]
— e cos(TL) + cos® (1) + yrsen(Tr)cos(Tr)

=y =" sen (1) + sen® (1) — €72 cos(T) + cos* (1)

=1—e""(cos(rr) — yrsen(Tr))

= Pyr (TL)

Sustituyéndolo en la derivada obtenemos

ﬂ _ PWLPy, (1)
dTL dLS€n2(TL)

Por lo tanto tenemos que la derivada final queda de la forma

dp pwre—~ (Tr)

d£ _ drr, _ drsen?(Tr) _ P—~, (TL)
G Gabasy en()

Ahora usando las propiedades y la grafica de la funcién ¢., podemos ver que
para 71, € (m, 7| (7 es la primer rafz de la funcién)

P—vr (TL) >0 y O, (TL) = 907VL(_7'L) >0

Por lo tanto Z—Z > 0 en el intervalo, y entonces, por el teorema de la funcién

inversa, existe el mapeo

Py, : [ﬁaoo)_>[ovoo)v con Pr(p)=gq, Pr(p)=0
y es diferenciable, con
dq / P (1)
L =g(p) = L
a1 ¢, (7L)

De igual manera buscamos la derivada del mapeo r(¢) = Pgr(q), donde

dr dc-f—;
= 4d
dq ﬁ
Entonces si r(tg) = —%W tenemos
dr _ pwg sen(Tr) (YR oy, (TR) + TR (Tr)] — €2 cos(TR) P~ (TR)

drr ~ dgn sen?(TR)
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Simplificando el numerador de la expresiéon encerrada entre corchetes

= sen(Tr)[yre" (1 — e " R(cos(Tr) + Yrsen(TRr)))
+ eV (e (sen(Tr) + YR sen(Tr)))]
— "R cos(TR)(1 — e "7 R (cos(Tr) + Yrsen(TRr)))
= sen(TR)[Yr€"™®™® — yrcos(Tr) — Yr?sen(TR) + sen(TR)
+yr?sen(tgr)] — e"R™Rcos(TR) 4 cos?(TR) + yrsen(Tr)cos(TR)
= yre B sen(TR) + sen®(Tr) — "R R cos(TR) + cos*(TR)
=1—e"’"’(cos(TRr) — Yrsen(Tgr))
= oy (7L)

Sustituyendo en la derivada

dr gy, (R)
dtr drsen?(TR)
wre "R"Re. _(Tr
Para q(rg) = — 2% dRsen(fRf( %) tenemos
do g | 5en(R) [~YReTT G (r5) + € TG (7g)] — e Rcos(mR ) (7h)
drr ~  dg sen?(TR)

De igual manera, simplificando el numerador de la expresién entre corchetes

= sen(Tg)[—yre” """ (1 — €7%7% (cos(Tr) — YrSen(TR)))
+ e TVRTR(VRTR (sen (1) + vr2sen(TR)))]
— "R cos(TR)(1 — e "R (cos(Tr) — Yrsen(Tr)))

= sen(Tr) [~Yre V™R + Yrcos(Tr) — yrsen(Tr) + sen(Tr) + Yrsen(Tr)]
— e "R"Reos(TR) 4 cos?(TR) — yrsen(Tr)cos(TR)

= —yre "ERsen(tr) + sen®(TR) — e """ cos(TR) + cos® (TR)

=1—e """ (cos(Tr) + Yrsen(Tr))

= ¢—r(TR)

Sustituyendo en la derivada

ﬁ _ ,UJU/RQO_WR(TR)

dTR dRS€1’L2 (TR)
Por lo tanto tenemos que la derivada final queda de la forma
_ HwRPyR(TR)

d sen?(T
r_ ' (q) = dr (Tr) Pyr

da T T wwre_n(tR) )
q - dRsengl(%‘rR) $-n
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con lo que podemos definir el mapeo de Poincaré P : [p,00) — [0,00) de la
forma

r = P(p) = Pr(PL(p))

y calculamos su derivada

% = Pp(PL(p)PL(p) = Pr(9)PL(p) = 7 ()4 (p) = i:j{:; ;WVLL((TTLJ)

Ahora completamos la expresién para obtener p y r

pe  "LLwrp,, (tr)  pwre "RTRp, L (TR) pwre"R B, . (TR)
J— _ - 7 72
dP o drsen(tr) drsen(Tg) _p drsen(Tg) e~ “TRTR
dp — _HwreRTRoyp (TR)  pwrellTLe o, (1) p pwpe YL7Lo_o, (T1) e27LTL
drsen(Tr) drsen(Tr) drsen(tr)
—_ P 20 mitvrmr) — P 20(9)
P(p) P(p)

donde v(q) = vL7, +YRTR ¥ TL, Tr son los dngulos fase a través de q. Note que
cuando p — P, entonces 7, — 7 y como r = P(p) , entonces r = P(p) = 0y
Tr — 0, y si p — oo, entonces 7, > wy r = P(p) = ooy Tg — m, por lo tanto
obtenemos
limﬁ = LeQ(vL%+WR(0)) = 00
p—pdp  P(p)
im E _ PyaGr) Py (tr) 14T 14 elRT
pooodp o (TR) -y (TL) 14 e 7LT 14 e TnT

14 el enT

eL™+1 eYRTH41
eYLT™ eYR™

= (VL tYR)T (2.8)

Ademsds se puede ver que si p es un punto fijo del mapeo P, es decir P(p) = p,
entonces tenemos que

dP

( o

Miés atin, como las funciones r(q) y p(¢) cumplen que r(0) = 0 < p = p(0), por

continuidad tenemos que r(g) < p(q) para ¢ < q. Ahora definamos la funcién

l(q) = r(q) — p(q), para g < g donde 1(7) = r(q) — p(q7) = 0, y supongamos que

p'(q) > r'(q) entonces 7'(q) — p'(7) < 0 lo que significarfa que I'(7) < 0, es decir

que [(g) = 0 y decreciente en ese punto, por lo tanto I(g) > 0 para valores mds

pequenos y suficientes cercanos a g y entonces 7(q) > p(q), lo que contradice el

primer enunciado de este parrafo. Por lo tanto p’(g) < r/(g), con lo cual tenemos
que

) =e>®  donde q=Pp (@)

P=p
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r(q) _ ( ap
(g “dp

1< ) =@ (2.9)
=D
y asf v(q) > 0. En nuestro caso, la funcién v(q) es estrictamente creciente porque
a un ¢ mas grande le corresponden un 7g mas grande y un 77, mas pequeno.
Entonces como vz > 0y v, < 0, v(gq) siempre se hace mds grande conforme q
se hace mas grande, por lo tanto esta funcién solo se hace cero en sélo un punto
fijo.

Ahora analizaremos la existencia de puntos fijos en el mapeo P bajo la hipdte-
sis del enunciado (a), considerando la funcién,

h(p) = P(p) —p, p € [p,00) (2.10)

De esta ecuacién sabemos que h(p) = P(p)—p = —p < 0y de (2.8), que existe un
nimero k > 0 tal que para p suficientemente grande tenemos que h'(p) > k > 0,
porque estamos asumiendo que vg + vz, > 0, es decir como

dP dP
lim — = et ™ > 1 = Lim b/ (p) = lim (= — 1) >0
p—oo dp p—00 p—oo dp
es decir que h'(p) > k > 0 para algun valor p suficientemente grande. Entonces
usando el teorema del valor medio tenemos que

p—

3>

y equivalentemente

h(p) = h(p) + ' (p)(p — )

Como k > 0 entonces tenemos que para p dado, por la propiedad arquimediana
de los nuimeros existe un p suficientemente grande tal que

kp > kp — h(p)
y, entonces

h(p) + k(p—p) >0

usando el resultado encontrado con el teorema del valor medio, tenemos
h(p) + h'(p)(p — p) > h(p) + k(p —p) > 0

- h(p) >0,

para un p suficientemente grande. Con esto y por el teorema del valor intermedio,
tenemos que un valor p con h(p) = P(p)—p = 0 existe. En consecuencia el mapeo
P tiene al menos un punto fijo, es decir, el sistema (2.2) tiene, al menos, un ciclo
limite. Supongamos ahora que para el mapeo P existen dos puntos fijos p1 y p2
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tales que p; < P2 y no existen mas puntos fijos en el intervalo (p1, p2) . Entonces,
necesariamente tenemos que

dP dP

v(q1) =0, (%)p:ﬁl) =1< (%)P:ﬁz

porque dos puntos fijos consecutivos no pueden tener derivadas mas grandes que
1. En esta situacion, para puntos p a la izquierda de po y suficientemente cercanos
a él, por el teorema del valor intermedio tenemos que h(p) = P(p) —p < 0, es
decir p > P(p) y lo mismo pasa para p € (p1,p2). Entonces

P _ p_
dp  P(p)

entrando en contradiccién con el teorema del valor medio, ya que

(@) > 1, Vpe ([71,}52)

P(p2) — P(p1) _P2—D
D2 — D1 D2 — D1

Por lo tanto, la grafica del mapeo P tiene sélo un punto fijo p y como

=1

£>1 Vp>p =r=P(p)>p

dp

lo que nos dice que se tiene un ciclo limite inestable, entonces el enunciado (a)
se prueba.

Ahora estudiemos la existencia de puntos fijos del mapeo P bajo las hipétesis
del enunciado (b), es decir 77, + vg < 0, manteniendo que a < 0. Asf, v, <0y
el punto de equilibrio es también un foco asintéticamente estable. Supongamos
que el correspondiente mapeo de Poincaré P tiene un punto fijo p;. Sabemos

que (%)p:p—1 > 1, entonces v(q;) > 0. Pero en este caso tenemos

v(@1) =y +YrTR < YL(TL +TR) <0

porque v, +vr < 0y 7 > 7 > TR, obteniendo una contradiccion, y asi el mapeo
P no tiene puntos fijos y el enunciado (b) se prueba para a < 0. los enunciados
(a) y (b) para @ > 0y los enunciados (c) y (d) para a # 0 se reducen a algunos
casos que acabamos de estudiar, mediante el uso de las propiedades de simetria
del sistema. Cuando un ciclo limite existe, puede ser determinado resolviendo
las ecuaciones

a(tr) = q(71),
r(tr) = p(71)
donde 7 € (0,7) y 71, € (m,p). Note que por las ecuaciones 2.6 y 2.7, la

solucién de las ecuaciones anteriores no depende del valor del parametro p. Asi
el enunciado final estd probado. B

Finalmente del desarrollo anterior surge nuestra bifurcacion tipo Hopf. Por
ejemplo, consideremos cuando vy, < 0, yg > 0y v + vg < 0. Tomando a
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1 como nuestro pardmetro de bifurcacién tenemos una bifurcacién tipo Hopf
supercritica en p = 0, ya que cuando g < 0 de (b) en el Teorema 2.2, hay un
foco estable, el cuél se mantiene cuando p = 0 por (¢) del Teorema 2.1, y cuando
p > 0, por (d) del Teorema 2.2 el foco se vuelve inestable y estd rodeado por un
ciclo limite estable. De manera analoga cuando v, < 0, yg >0y v +vr > 0,
ocurre una bifurcacién tipo Hopf subcritica en g = 0, porque cuando pu < 0, de
(a) del Teorema 2.2 el punto critico es un foco estable y estd rodeado por un
ciclo limite inestable, cuando p = 0 el origen se convierte en un foco inestable
por el Teorema 2.1, el cudl se mantiene cuando p > 0 por (c¢) del Teorema 2.2.

2.4. Ejemplo

Ejemplo Consideremos el sistema continuo, lineal por pedazos.

i=-—x—|z|+y
j=—3z+y—0.0L (2.11)

Como se puede ver en la Figura 2.2, este sistema tiene un ciclo limite. Ademaés

S
e e e T

Figura 2.2: retrato fase del sistema (2.11).

se puede expresar de la forma,
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y st <0
. =3z +y—0.01
#] )t i
R .
ety si x>0
-3z +y—0.01

el cual, es un sistema de la forma (2.1). Si hacemos el cambio de variables de la
proposicién (2.2), obtenemos el sistema

a] _ [ fl@)—y _JO st 2<0
[Z)]_Lﬁ—s—\}gy—u] con f(x)—{;gx si >0 (2.12)

donde p tiene especificamente el valor de m, pero lo dejaremos asi, ya que
serd nuestro parametro de la bifurcacion tipo Hopf, que se llevara a cabo. Los
sistemas de las regiones izquierda y derecha son

T=—y
y + ! ) <0
=+ —=y— st T ,
) \/§y w <
2
T=——F7T—
v
1
=T+ —=y — si x>0,
Y \/§y K
respectivamente. Asi, tenemos que
1 11 V11
tpr=—, dpr=1, Dp= = —
L \/g, L ) L 123 wr, 2\/57
1 1 1 1
tR=——, dr=—-, Dp=- = —
R \/ga R 33 R 4’ WR 2

1
tL \/g 1
= = = — > 0, = — = ——<0
= Swr 2(%) 11 TR SR 2(3) V3

Por lo tanto

1 1
+9r = ——= — —= = —0.2758 < 0
TIRE B

Asi, por el inciso (b) del Teorema 2.2, cuando p < 0 el punto de equilibrio
dado por (Z-,mky-), es un foco inestable y estd rodeado por un ciclo limite
estable, como se puede ver en la Figura 2.3 .
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Figura 2.3: Retrato fase del sistema (2.12) con y = —0.01.
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Si g =0 por (c) del Teorema 2.1 el punto de equilibrio esta en el origen y es
un foco estable y desaparece el ciclo limite. Y, por (d) del Teorema 2.2, cuando

2.4).

Figura 2.4: retrato fase del sistema (2.12) con p = 0.01.

— H\\
/- '/j lj\\\\
1/ \/ \/ ! h\\\
R \\Q

1 > 0 se mantiene el foco estable sin la existencia de ciclos limite (ver Figura
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Capitulo 3

Bifurcaciones tipo Hopf en

SPCSP

3.1. SPCSP

En este capitulo trabajaremos con sistemas en los cuales la definicién por
pedazos ya no es con sistemas lineales, si no que generalizaremos el concepto a
funciones de cualquier tipo. Lo unico que se pediréd es que haya continuidad en
todo el plano.

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales, en el plano, de la forma

M:{FL@’“‘) M .1

Y Frz,y;p) si >0

con (r,y) € R?, continuo y Fr, Fr son campos vectoriales C7 a trozos (j > 1).
Asumimos que tiene un punto de equilibrio, (x*,y*, i), el cudl cruza la variedad
de conmutaciéon cuando el pardmetro p es variado. Asumimos ain mas que la
variedad de conmutacion es el eje y, y que el punto de equilibrio estd en el origen
cuando p = 0. Dado que el sistema es continuo en todo el plano, en especial
sobre la variedad de conmutacion, es decir, el eje y, tenemos que

Fr(0,y; 1) = Fr(0, y; ).
También asumiremos que
FL(O7O; 0) = FR(Ovo; O) = (Oa 0)7

para asegurar que el punto de equilibrio esta en el origen cuando p = 0. Nueva-
mente usamos k = {L, R} para representar las regiones izquierda y derecha de
(3.1), respectivamente.

Lo que haremos serd trabajar con la expansién en series de Taylor de ambos
sub-sistemas alrededor del origen. Entonces, definiendo

35
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F(z,y; 1)
iz yspm) = | 0000 0
(.93 1) [sz(fc,y;u)
como la primer y segunda componente de Fj, podemos escribir los campos
vectoriales como:

& = pr(p)p + ax(p)z + by (p)y + o(z, y) (3.2)
9= ar(n+ ex(p)z + di(p)y + o(z,y), '

donde p, ag, bk, qr, ¢ v di, son funciones reales C7~1 de weon k={L,R}ylos
términos de orden mayor que uno tienden a cero mas rapido. El factor u en los
términos independientes, hacen explicito el hecho de que los términos constantes
son cero para j = 0.

Ahora, por continuidad en el eje y, sabemos que FL(0,y; ) = Fr(0,y; 1) y
esto nos llevaria a que

i) - o)

y més adn, para valores alrededor del origen tenemos

[pL(u)u + bL(u)y] _ {pR(u)u + bR(u)y]
qr(p)p+dr(p)y qr(pp+dr(p)y|

De aqui, si y =0

pr(pu| _ [pr(p)p pr(p) = pr(p) = p(p)
[qi(u)u} B [qz(u)u] = 0 '

Con lo anterior tenemos que

[p(u)u + bL(u)y} _ {p(u)u + bR(u)y} _ be(w) = br(p) = blu)
q(p)p+dr(p)y q(p)p+dr(p)y dr(pn) = dr(p) = d(p)’

por lo tanto los desarrollos en series de ambos sistema, para valores cercanos al
origen, quedan de la forma

@ = p(p)p+ an(p)z +b(p)y B
y=q(p)p+ cp(p)x + d(n)y con k={L,R}. (3.3)

Con el fin de describir el comportamiento que queremos del sistema calcula-
mos las matrices Jacobianas de ambas zonas en el origen, lo que nos queda

Ak(u):DFj(o,o;u)z[‘c‘:((Z; Z((Z))} con k={L,R}. (3.4

Supondremos que para p =0, Ar(0) y Ar(0) tienen eigenvalores

)\LiiwL, and —/\Riin (35)
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respectivamente, donde Ap,wr, Agr, wr > 0. Debido a esto podemos notar va-
rias cosas. Primero que ¢ (0) y b(0) son distintos de cero, ya que si alguno de
los dos fuera igual a cero la matriz Jacobiana Ap(0) serfa triangular, y seria
imposible tener los eigenvalores complejos (3.5). Calculando los eigenvalores de
A (0) tenemos que

ax(0) = VO T2 (4(0) + d(0))r + ax(0)d(0) — ek (0)b(0) = 0

ax(0) +d(0) & /(ax(0) + d(0))? — 4(ax(0)d(0) — cx(0)(0))

2
_ a(0) +d(0) V/(ax(0) — d(0))? — 4¢x(0)b(0)
2 2
_ a(0)+d(0) | 1/4x(0)b(0) — (ax(0) — d(0))?
2 2 ’
Asi, asociando con 3.5
o a0 Hd0) | an@)+d0) /e 0)00) ~ (a(0) — dO)P
L 5 y AR 5 , WL, 7 )
_ /4cr(0)b(0) — (ar(0) — d(0))?
WR = D) .

Ma3s atin, con las ecuaciones anteriores, podemos ver que

A4 uw? = [ak(o)w(o)r + {\/4%(0)1;(0)—(%(o>-d(0))2 2
2 2

_ x(0) + 20, (0)d(0) +d*(0) , 4cx(0)b(0) — aF(0) + 21 (0)d(0) — d*(0)

o 4 4
= ax(0)d(0) — ¢x(0)b(0) = det Ax(0).

3.2. Forma Canonica

Ahora buscamos una condiciéon para asegurar que el punto de equilibrio,
cruza a la variedad de conmutacion cuando p cambia de positivo a negativo,
es decir que cuando pu < 0 el equilibrio se encuentre en alguna de las mitades
del plano (z < 0 6 = < 0), llegue al origen cuando p = 0 y se mantenga en
esa mitad cuando p > 0. Tal hecho se evitard si aseguramos que %x*(()) # 0.
Para visualizar lo anterior, tomemos el punto de equilibrio como una funcién

paramétrica de pu, es decir
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y sabemos que el equilibrio ocurre cuando F(x*,y*,; u) = 0, entonces

R R AR
1 [ d(p) —b(u)} {p(u)}

detA(p) [—er(p)  ar(p)] [a(p)
_on [ p(p)d(p) — (u)b(u() )}
I

detAp(p) |—p(p)ek(p) + q(p)ak
(3.6)

Con lo anterior podemos desarrollar el siguiente resultado .

Proposicién 3.1 El punto de equilibrio (3.6) del sistema (3.1), no cruza de
manera tangencial al eje y si se cumple que

I = p(0)d(0) — g(0)b(0) # 0. (3.7)
Demostacion:

Como ya lo mencionamos, el hecho del cruce tangencial del punto de equilibrio
en el eje y se evitard si se tiene que %z*(O) # 0. De (3.6) tenemos que

v = _m [p(n)d(p) — q(p)b(p)]
Por lo tanto
4 ey = —P)d) — a()b(k)
dp det Ay (1)
+ 1 detAk(/t)diu[p(,u')d(/u‘) - Q(,u')b(,u)] Em defAk(/L)[ ( )d(‘u) _ q(ﬂ)b(ﬂ)} ’
(det Ay (u))2

Sin desarrollar las derivadas de la segunda expresion podemos darnos cuenta
que cuando p = 0, tal término sera igual a cero, por lo tanto

dp A7 4+ wi '

Dado que A\}+w? > 0, entonces, para asegurarnos que no tendrd una interseccién
tangencial con el eje y, se necesita que

I = p(0)d(0) — q(0)b(0) # 0
Ademas, si se hace un re-escalamiento en la variable p —
r=1.m

123
T >

obtenemos que

Con el fin de simplificar los coeficientes del sistema (3.3), llevaremos a cabo
otras dos transformaciones. Primero, dado que b(0) # 0, podemos hacer un re-
escalamiento de la forma y — Wyo) para obtener b(0) = 1. Segundo, podemos
notar que (0, y; p) es diferenciable, y ademads
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£(0,0;0)=0 y D,i(0,0;0) = b(0) =1+ 0.

Entonces usando el teorema de la funcién implicita, existe una vecindad cerca
del origen en (y,u) en la cual, hay una unica funcién g(u) que satisface que
2(0,7(un); ) = 0 con g(0) = 0, para valores cercanos a cero. Asi, usando la
traslacion y — y — g(u), tenemos que

@(o,y; 1) = p(w)p + (y — G(1)),

y cuando y = §(u) con p suficientemente pequetio tenemos

(0,95 1) = p(u)p =0, = p(u) =0.

Asf con las simplificaciones anteriores, el sistema (3.3), queda de la forma:

& 0 ak(p) bk(u)} m
| = Fr(z,y;p) = + , 3.8
i) = B =gl o (060 G0 (35
para valores suficientemente pequerios de p. Ademds, dado que b(0) = 1y p(0) =

0, tenemos que I' = —¢(0) = 1, asi que ¢(0) = —1. Ademas los eigenvalores del
sistema A (0) y Ar(0) atn estdn dados por (3.5).

Por dltimo, llamemos =7 a la componente del punto de equilibrio cuando
estd en la zona izquierda y % cuando estd en la zona derecha y tenemos que

7= = ey P — e, (3.9)

Entonces, para algin valor de p suficientemente pequeno, tenemos por conti-
nuidad, que

I

*
T = —5—>5
2 2

A+ wg

(3.10)
. Asi, cuando p es cercano a cero y positivo el punto de equilibrio estd en la zona
izquierda del plano y es un foco inestable. Conforme varia p y se hace positivo,
el punto de equilibrio ahora estard en la zona derecha y serda un foco estable
(siempre que p siga siendo cercano a cero).

3.3. Bifurcacién tipo Hopf

Aqui desarrollaremos un resultado que nos permitira ver la existencia de una
bifurcacién tipo Hopf en el sistema (3.8) descrito anteriormente, donde se crea
una 6rbita peridédica cuando p = 0.

Teorema 3.1 Suponga que el campo vectorial descrito en (3.1) es continuo y
C7, 5 >0, atrozos en (z,y; i), y tiene un equilibrio que cruza transversalmente
una variedad de conmutacion cuando p = 0 en (0,0) donde la variedad es C7.
Ademds, suponga que cuando p — 07 los eigenvalores del punto de equilibrio se
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aproximan a —Ar £ iwr y cuando p — 07, los valores propios se aproximan a
—ARr tiwg, donde A\, wr,, Ar, wr > 0. Sea

=L 2R (3.11)

el cual serd el parametro utilizado para la estabilidad de la bifurcacion tipo Hopf
de la siguiente manera:

= 5i A < 0 existe un € > 0 tal que para todo 0 < p < € hay una Jrbita
periodica estable que rodea el punto de equilibrio y para —e < p < 0 no
hay orbitas periodicas cerca del punto de equilibrio.

= Si A >0, existe un € > 0 tal que para todo —e < p < 0 hay una drbita
periodica inestable que rodea al punto de equilibrio, y para todo 0 < p < €
no hay orbitas periddicas cerca del punto de equilibrio.

Para probar el Teorema 3.1 usaremos el sistema (3.8) asi, nuestra variedad
de conmutacién serd el eje y. La 6rbita periddica nuevamente serd obtenida
mediante un mapeo de Poincaré P, definida de la parte positiva del eje y a si
mismo, obtenido por la composiciéon de dos mapeos Pg, Pr,, que siguen el flu-
jo de las regiones derecha e izquierda respectivamente. Sélo se considerara g > 0.

Demostracién:
Lo primero que haremos serd definir los mapeos Pr y Pr. Consideremos el
sistema (3.8) con las expresiones para ambas regiones del plano:

Lﬂ B [Q((L)] " [Zi((z) Zi%] m : (3.12)

)
m N {q(ou)} e {Z;;EZ)) Zﬂm m ' (3.13)
Denotemos los flujos de estas ecuaciones por

or (z,yip), (@, y; ),
respectivamente, para (z,y; 1) en alguna vecindad del origen. Ahora, para dg,
O, > 0 suficientemente pequenios, definiremos los mapeos de la siguiente forma
Pr :[0,0r] x[0,0,,] = R~ con Pg(yo;p) = y1,
donde y; es la primera interseccién de ¢(0,yo; 1) con la parte negativa del eje
y o el origen parat >0,y
Pp i [=61,0] X [0,6,,] = R" con Pr(yi;p) = yo,

donde y, es la primera interseccion de (0, y;; 1) con la parte positiva del eje
y o el origen para t > 0.
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Ya con esto, probaremos que dichos mapeos estan bien definidos en p = 0.
Ya sabemos que en este caso el origen es un punto de equilibrio de los sistemas
(3.12) y (3.13), més atin, sabemos que es un punto de equilibrio hiperbélico
ya que sus eigenvalores son (3.5), con Ap,Ar # 0, en el sistema linealizado y
por lo tanto las trayectorias tienen un comportamiento de espiral alrededor del
equilibrio y repetidamente tienen intersecciones con el eje y (Figura 3.1). El giro
de dichos espirales es en el sentido horario ya que en ambos sistemas tenemos
que

£(0,y;0) =y,

y, por el Teorema de Hartman-Grobman, podemos decir que los sistemas (3.12)
y (3.13) tienen el mismo comportamiento para alguna vecindad suficientemente
cercana al origen. Por lo tanto, P y Pr estan bien definidas en pu = 0.

0

= Prln} 4

& ’
1 = Prlw)

Figura 3.1: Mapeos en u =0

Ahora probemos primero que Pg estd bien definido para p > 0 suficiente-
mente pequenio. En este caso, el origen ya no es un punto de equilibrio de (3.12),
y por (3.10), el punto de equilibrio estd en la regién izquierda del plano. Las
propiedades necesarios de Pg se obtienen considerando el comportamiento de
la trayectoria que pasa a través del origen, la cual se puede deducir calculando
aproximaciones del flujo de (3.12) sobre el eje y. Dado que

&(0,y; ) = b(p)y, con b(0) =1,

y b(u) es continua, hay una vecindad de p en la que b(u) > 0 y por lo tanto
hay una vecindad del origen en la que el flujo de la zona positiva del eje y tiene
direccién hacia la parte derecha del plano ya que

#(0,y; ) = b(p)y >0, y >0,
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suficientemente pequeno, y la zona negativa del eje y tiene direccién hacia la
izquierda del plano, porque

#(0,y; 1) = b(p)y <0, y<O.

M atin, tenemos que (0, y; 1) = q(u)p + d(u)y y como q(0) = —1 ¥ q(y) es
continua, entonces para p > 0 suficientemente pequefio y también un y suficien-
temente pequetio tenemos que ¢ < 0, y ya que ©(0,0; ) = 0, deducimos que la
trayectoria que pasa a través del origen lo hace de manera tangente, sin entrar
a la regién derecha del plano, asi por la definicién que le dimos a Pg, podemos
tener que Pr(0, ) = 0. Ademds como el flujo es continuo, existe un intervalo
no vacio [0,dg] en la parte positiva del eje y que es asociado a la parte negativa
del mismo (Figura 3.2). Asi, el mapeo Pg, esta bien definido para algin d,,, > 0
con Pg(0, ) = 0. Finalmente Pr es C? ya que (3.12) lo es.

En segundo lugar probaremos que P, estd bien definido para p > 0 suficien-
temente pequeno. Dado que Fr,(0,0 : u) = (0,q(p)p) y ¢(0) = —1, la direccién
inicial de la trayectoria ¢F(0,0; i), que inicia en el origen, es directamente hacia
abajo, ademds de que, ya vimos, el punto de equilibrio estd en la regién izquierda
del plano para p > 0 y suficientemente pequeno, y por esto ultimo debe estar
cercano al origen. Asi, podemos usar el flujo del sistema linelizado de la regién
izquierda, para aproximar or (0, 0; 1). Recordemos que los eigenvalores de Ar (0)
son Az £ dwp, donde Ar,wr > 0y por lo tanto (z7},y}) es un foco inestable
cuando p = 0, y, por continuidad, permanece con ese comportamiento cuando
p es suficientemente pequefio. En consecuencia, el flujo ¢F(0,0; i) inicia en el
origen con un giro tipo espiral en el sentido horario y se mantiene contenido en
la region izquierda del plano, pero dado que el punto de equilibrio es inestable,
tendra una interseccién con el eje y en alguna punto Pr(0; ) = g(u) > 0 antes
de dar un giro de 360° alrededor del punto de equilibrio, y como el flujo es
continuo, P, debe asociar un intervalo no vacio [—dr,, 0] a puntos sobre la parte
positiva del eje y, por encima de §(u) (Figura 3.2). Asi el mapeo Pp, estd bien
definido para algin d,, > 0y también es C?

Con todo lo anterior es posible definir el mapeo de Poincaré, con el que

trabajaremos, de la siguiente manera. Sean

Pr :[0,0r] x [0,0,,] — R~ con  Pgr(yo; 1) = y1,

Pr,: [=6r] x[0,0,,] — R™ con Pr(yi;p) = y2,
donde Pgr(0;0) = Pr(0;0) = 0, estdn bien definidos. Lo anterior implica que
existen 6,0, > 0 tales que el mapeo de Poincaré,

P:[0,6] x [0,6,] — Rt con
P(yo; n) = (Pr o Pr)(yo; 1) = Pr(Pr(yo; n); p) € C7.

Lo que nos interesa de este mapeo es buscar la existencia de 6rbitas periédicas
que den lugar a la bifurcacién de Hopf. Para esto empezamos calculando las
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P} = Puln)

1%
y1 = Palw)

Figura 3.2: Mapeo P con p > 0.

derivadas del mapeo en (07,07). Primero buscamos D, P(0,0"). Para esto,
tenemos que Pr(0, 1) = 0, entonces , debido a que es una funcién constante, se
sigue que

D,P(0,0%) = 0.
También tenemos que Pr(0; 1) = §(u), lo cual nos permite ver que para yo = 0

P(0, ) = Pr(Pr(0, p); ) = Pr(0; i) = ().

Ademas recordando que si u = 0, el origen es un punto de equilibrio tenemos
que §(0) = 0, por lo tanto

N a0 A
o =D P0;0%) = lim YW =IO _ e, 50
pmotp =0t p

> 0.

Para calcular el valor de D, P(0";0) consideramos los sistemas (3.8) cuando
w =0, en especifico el de la regién derecha, es decir, para k = R, tenemos que

(=[50 o) B

el cual sabemos que tiene eigenvalores —A\g + iwg con Ag,wr > 0, por o tanto
tiene un punto de equilibrio en el origen cuyo flujo tiene un comportamiento de
foco estable. La solucién del sistema estd dado por (Ver Proposicién C.6)

o= li)

Yy WR Yo
donde

wreos(wgt) + (Ar + ar(0))sen(wgt) sen(wgt)

M(t) = cr(0)sen(wgt) wrcos(wrt) + (Ar + d(0))sen(wrt) ]’
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y asi el flujo del sistema tendra la expresion

— ARt
R € z
T,y) = M(t .
eita) =10 |7
Finalmente para puntos sobre el eje y, el sistema tiene el flujo
R(0, o) = e~ ARt sen(wgt)
ve \Hh¥o) = wr |wreos(wgrt) + (Ag + d(0))sen(wgt) Y
de donde es facil ver que asocia los puntos de la parte positiva del eje y a la
parte negativa en el tiempo 7 = ﬁ, con lo cual tenemos que

0
R
Yr = |:_e—)\R'r:| 9

Este flujo que acabamos de obtener es una aproximacion del flujo del siste-
ma (3.13) para la regién derecha del plano muy cercano al origen, debido a la
continuidad. Por lo tanto cuando

_ART
Yo — 0" = Pr(yp;0) = —e R yo.

Mediante un anélisis similar encontramos que el sistema de la regién izquier-

da (k = L), el cual tiene eigenvalores \j, £ iwy, con p = 0, tiene flujo

€>\ €T
ot =2no 7],
donde
N(t) = wrcos(wpt) + (=Ar + ar(0))sen(wrt) sen(wpt)
cr(0)sen(wrt) wrcos(wrt) + (A +d(0))sen(wrt)|’

por lo tanto el flujo para valores sobre la parte positiva del eje y sera

errt sen(wpt)

#r(0y1) = wr, {chos(th) + (=AL +d(0))sen(wrt) -

De igual manera, cuando 7 = £7 los valores negativos del eje y con los valores
positivos del mismo, ya que
L 0
Yr = _ef)\L‘r )

y este flujo es una aproximacién del sistema (3.12), en la regién izquierda muy
cercano al origen, debido a la continuidad. Por lo tanto

AT

y1 — 0" = Pr(y;;0) —» —e Ly

Con todo lo anterior, cuando yo — 07
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AR™

_2RT
P(y0;0) = (P, o Pr)(y0;0) = Pr(Pr(y0;0);0) = Pr(—e & y0);0)
Y s _2ARm (2L — 2B );
wR yo) = —e'wL wrR’'yq

= (e ") (e
€Myo,

con lo que concluimos que

D,P(0%;0) = ™.

Por dltimo buscamos probar la existencia de érbitas periédicas. Para esto se
define la funcién

v:[0,6] x[0,0,] =R con v(yo, ) = P(yo; 1) — Yo,

la cual es C7. Claramente los ceros de la funcién v corresponden a los puntos
fijos del mapeo de Poincaré P, y estos representan érbitas periddicas para el
sistema (3.8). Debido a que usaremos el teorema de la funcién implicita para
v en el origen, lo primero que haremos serd extender su definicion alrededor de
este punto. Sea

0:[=0,0] X [<0,,0,] = R,

una funcién C7 con ¥ (yo, 1) = v(yo, 1) para yo, g > 0. Para esta funcién podemos
notar lo siguiente:

= 5(0,0) = v(0,0) = P(0;0) =0
= D,5(0,0) = D,P(0%;0) —1=¢* —1
= D,5(0,0) = D,P(0,0") = a > 0.

Los primeros dos puntos nos ayudan para aplicar el teorema de la funcién
implicita a la funcién, v en (0, 0). Por lo tanto, existe una funcién y, que satisface
que 0(y4 (), #) = 0 para toda p en una alguna vecindad de p = 0, con y(0) =
0, y ademas
D,v(0,0) «@ e

S D,(0,0) -1 1-—eM

Duy-i- (0) =

Asi, cuando A < 0, tenemos que D,y (0) > 0, lo que significa que es creciente
en dicho punto, por lo tanto, dado que y4(0) = 0, para valores positivos de pu
cercanos a cero, Yy (1) > 0, es decir que estdn en la parte positiva del eje y, asi
que

O(y+ (1), 1) = v(y+ (), p) =0,

lo que implica que y4(u) es un punto periédico de la funcién del mapeo de

Poincaré P, y cuando 0 < p < d,, el sistema (3.8) tiene una drbita periddica
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que cruza la parte positiva del eje y en y4 (1). Digamos que dicha 6rbita periddica
tiene su otro cruce con el eje y en y_(u) = Pr(y4+(n); p). La funcién y_(u) es
también C7 y se hace cero en = 0. Ademas calculando

Duy—(OJr) = DuPR(OJra 0+)

usando la regla de la cadena

D#y,(O"') = DyPR(0+a O)D#y+(0+) + DMPR(070+)D#/‘

_2Rr Q 2B o
= (e ") (T gxe) + (O1) = (e * ) (—— =)
1l—e®r vr
—)\RTF le% _)‘134’.7.r ae%W
= (—e "r ) () = (e ") =)
] _ e’ evr” —ewr”"
AR .
2
(0%
= TR, Ao

e’lHRTr P e’UYLTr

Como A < 0 entonces 3}—2 < 3}—1;, y por lo tanto D,y_(0") < 0. Es decir,
y— () es decreciente en 1 = 0y por lo tanto para valores positivos de p cercanos
a cero, y—(u) < 0. es decir que los cruces de la érbita periddica se da en la parte
negativa del eje y.

De otra manera, si A < 0, D,y4(0) <0, por lo que y, (u) es decreciente en
dicho punto, por lo tanto para valores positivos de p cercanos a cero, y4(u) < 0
es decir que los ceros de la funciéon © son negativos, pero v no estd definido para
esos puntos, por lo tanto, dado que por el teorema de la funcién implicita y4 (@)
es la tnica solucién de ¥(yg, ) = 0 en el origen, v no tiene ceros, el mapeo P

no tiene puntos fijos y el sistema (3.8) no tiene érbitas periédicas.

Por dltimo queremos ver la estabilidad de la érbita periddica. Para esto,
usamos el hecho de que si p es un punto fijo de un mapeo f, cuando |f(p)| < 1
entonces p es un atractor. Entonces buscamos

Dyv(y+ (1), )-
Para esto, recordemos que D,%(0,0) = eM — 1,y por lo tanto cuando A < 0,
—1 < D,©(0,0) < 0y dado que ¥ es una funcién C7, tenemos que para algin
valor de p positivo, suficientemente cercano a cero,

—1 < Dyo(y4+(p), ) <0 = [Dyd(ys (), ) <1,
por lo tanto y4 (1) > 0 representa puntos fijos atractores del mapeo P, y 6rbitas
periédicas del sistema (3.8), siempre que 0 < g < J,, lo que demuestra el
teorema, para p > 0.

Para probar el teorema cuando p < 0 se propone la transformacién (z, v, 7) +—
(—x,—pu,—t) (con z,2 € R?), y analizaremos las propiedades que nuestro nue-
vo sistema arroja. Primero notemos que



3.3. BIFURCACION TIPO HOPF 47

oo dv dwdt gy
T ar T T dr T dtdr r=n

Ademas, de (3.8), tenemos que para k = {L, R}

~ Ahora llamemos ax(—v) = dp(v), b(—v) = b(v), cx(—v) = &(v) y d(—v) =
d(v) y asf tener que

en especial, para v = 0

Entonces tenemos que

_< 0 v+ aR(Vg B(V) z) st 21 <0

_<- 0 -;/_|_ -aL(V; B,<V)- z) stz > 0.

Por lo que, cuando v = 0, el origen es un punto de equilibrio de ambos sistemas,
donde se puede ver que para z; < 0 los eigenvalores, son de la forma Ap + iwg
(foco inestable) y para z; > 0 son de la forma —\j, +iwy, (foco estable), y por
continuidad se mantienen asi para valores de v suficientemente cercanos a cero.
Ademas,la primer componente del punto de equilibrio, en cada sistema es

v . v

*
z = —— z - ——
1L 2 2 1R 2 2

A +wh A7 +wp

para valores de v suficientemente cercanos a cero. Asi, cuando v es pequeno y
positivo (negativo), el equilibrio se localiza en la region izquierda (derecha) y es
un foco inestable (estable), es decir que nuestro nuevo sistema tiene las mismas
propiedades que el sistema (3.8), pero como 7 esta en reversa, la estabilidad del
sistema se invierte. Ademads ahora

Alz/\—R—)\—L:—A.
WR wi,
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Finalmente, con lo ya demostrado para el sistema (3.8), tenemos que, para
v >0,si Ay < 0 existe un € > 0 tal que para todo 0 < v < & hay una Orbita
peridédica inestable y para —e < v < 0 no hay dérbitas periddicas.

Lo que nos dice que, cuando A > 0 existe un € > 0 tal que para todo
—e < p < 0 hay una érbita periddica inestable y para 0 < p < € no hay érbitas
periddicas, y asi queda demostrado el teorema para p < 0, y asi se concluye la
demostracion. B

3.4. Ejemplo
Ejemplo. Consideremos el sistema continuo definido a trozos.

i=-z—|z|+y
y=—3x+y+3y>—pu, (3.14)

el cual se puede expresar como

y ) st <0
] —dr+y+3y° —pup
it _
M [ 21 + ]
x y2 si x>0.
_—3x+y+3y —

Analicemos los sistemas por separado, comenzando con el sistema de la zona
izquierda.

ol .
9] |3z +y+3y—pl

Buscando el punto critico tenemos que

y _ [0]
3z 4+y+3y*—pu] (0]

asi, y =0,y

ad

3 )

lo que nos dice que el punto de equilibrio del sistema estd en el punto (—‘g‘, 0),
es decir, que el punto de equilibrio del sistema de la regién izquierda sera vi-

sible si ;4 > 0 y que dicho punto esta en el origen cuando u = 0. Para ver su
comportamiento linealizamos el sistema, obteniendo la matriz Jacobiana

0o 1
A= {—3 1+6y}'

Sustituyendo el punto de equilibrio tenemos que

3r—p=0 = z=-
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y calculando sus valores propios

1 V11

TT Ty

de donde podemos ver que no importa en donde se encuentre el punto de equi-

librio, éste siempre sera un foco inestable, incluyendo en el origen, ademas de
1 Vi1
que A\p = 5y wr = Y5-.

Ahora trabajemos con el sistema de la regién derecha,
[z -2z 4y
ing —3x+y+3y2—u_ ’
Buscando el punto critico tenemos que

-2z +y _[0]
=3z +y+3y>—pu| |0

De la primera ecuacién tenemos que y = 2x, y sustituyendo en la segunda
ecuacién, obtnemos

1202 —x — =0,

lo que nos hace ver que el sistema tiene puntos de equilibrio en

(li\/1+48u 1:t\/1+48ﬂ)
24 ’ 12 ’

Obviamente no estan definidos para cualquier valor de p. La expresién dentro
de la raiz nos dice que s6lo habra puntos de equilibrio para p € [7%8,00),
ademds debemos tomar en cuenta para qué valores de p los puntos de equilibrio
se podrén ver en el sistema (3.14), ya que recordemos que este sistema estd
definido para x > 0, por lo tanto buscamos para que valores se cumple que

L+ VT8
24 =

Se puede ver que la suma de la expresiéon anterior siempre es mayor que cero,

lo que quiere decir que el punto de equilibrio resultante aparecera siempre que

wE [—4—18, 00), por lo tanto sélo nos interesa la resta, de donde vemos que

(3.15)

1—yI¥4
%8“20 = 1> /I+48; = 1>1+48u

= <0 (3.16)

con esto, podemos concluir varias cosas. Lo primero que diremos es que el punto
de equilibrio
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1—1+48u 1—/1T+48u
( 24 ’ 12

serd el que nos importa, para aplicar el teorema visto en este capitulo, ya que

este punto es el que llega al origen cuando p = 0 y serd visible en el sistema

(3.14) cuando p € [—45,0]. Ahora, para ver su comportamiento cualitativo,

calculamos la matriz Jacobiana de la zona derecha,

), (3.17)

A= {_g X fay} : (3.18)

En especifico, cuando el punto de equilibrio estd en el origen, es decir, cuando

p=0,

-2 1
donde observamos que tiene eigenvalores, r = %“/g, lo que lo hace un foco
estable, como ya se habia mencionado, y entonces A\g = % y wrp = § Dicho
comportamiento de foco estable se mantiene cuando p € (2— %\/g, 0), donde 2 —

%\/5 ~ —0.020725, es decir que cuando p — 04 los eigenvalores ese aproximan

a %“/3 Todo esto nos permite ver que el sistema (3.14) se adecua a las
condiciones de (3.1), donde

A A 1 1 1 1
A=2L AR _ 53 2 _ -~ g
wr,  wg VI @ VAVIRVE]

Entonces, por el teorema de este capitulo existe un € > 0 tal que para todo
0 < p < € hay una 6rbita periddica estable, y para —e < pu < 0.

Ahora analicemos la evolucién del sistema (3.14) conforme cambia el valor
de p. Como ya habiamos mencionado, para u € (—oo, —4—18) no tenemos puntos
de equilibrio en el sistema (3.14), ya que los del sistema izquierdo no son visibles
para valors de p < 0 y los de la zona derecha no esta definidos en este intervalo.
Se puede ver un retrato fase en la Figura 3.3.

Después, cuando p = —é s6lo hay un punto de equilibrio en (2—14, %), ya
que (3.15) tiene sélo una solucién. Para ver su comportamiento la sustituimos

en (3.18), obteniendo la matriz

-2 1
A B [ 3] ’
-3 2
la cual tiene eigenvalores r = 0, r = —%. Se puede demostrar que aqui se lleva

una bifurcacién silla-nodo, pero al no ser el tema central del trabajo, sélo se
hace el comentario y se muestra el retrato fase en la Figura 3.4

Cuando p € (—iﬂ — %\/?:), se puede ver, sin mostrar aqui los calculos
correspondientes, que el punto de equilibrio (3.17) actia como un nodo estable
y, como ya se menciond, el punto
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Figura 3.3: Sistema con pu =1

(1+\/1+48,u 1+\/1+48u)
24 ’ 12

aparecerd en el sistema para todo p > —4—18. Analizamos su estabilidad en la
matriz Jacobiana obteniendo

(3.19)

-2 1
A= _3 5+V/I+d8p
4

cuyos eigenvalores estan dados por

siaSVARELTIRE \/(—3+\/4m)2 +22+ 21+ 48;
2 )
donde es fécil ver que el valor obtenido de la raiz méas grande, es siempre mayor
que el del elemento dado por la traza, esto quiere decir que las raices siempre
son de signos contrarios y por lo tanto es un punto silla. En la Figura 3.5 se
muestra el retrato fase para p = 0.0208.

Duspués de esto, cuando p € (2 — %\/?;7 0), es donde aparece el foco estable
que se esta acercando al origen conforme p tiende a cero, ademés del puntilla.
La Figura 3.6 muestra el comportamiento un retrato fase del sistema, para un
valor de p = —0.01.

Cuando p = 0 aparece un punto de equilibrio para ambas regiones, que es
un foco estable para la regiéon derecha y un foco inestable para la izquierda, sin

olvidar que el punto silla de la regién derecha. Se puede ver esto en la Figura
3.7

T =
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-

Figura 3.4: Sistema con p = —

L
48

Por ultimo para valores cercanos a u = 0 el sistema tendrda un punto de
equilibrio en la regién izquierda, el cual estd rodeado por un ciclo limite, con lo
que se nota la bifurcacion tipo Hopf que experimenta el punto de equilibrio, sin
olvidar el punto silla de la regién derecha. Figura 3.8



3.4. EJEMPLO 53

\

Figura 3.5: Sistema con g = 0.0208

Figura 3.6: Sistema con p = —0.01.
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\J

Figura 3.7: Sistema con p = 0.

Figura 3.8: Sistema con p = 0.01.



Conclusiones y Perspectivas

Finalizamos nuestro trabajo presentando las conclusiones obtenidas de lo
estudiado y mencionamos algunas de las ideas que se tiene para trabajos a
futuros como consecuencia de lo realizado aqui.

En el primer capitulo damos algunas definiciones importantes para introdu-
cirnos en lo ya establecido sobre sistemas dinamicos suaves por pedazos ademas
de presentar un ejemplo sencillo que ilustre la idea general de estos.

Nuestro trabajo estd enfocado en sistemas dinamicos suaves por pedazos en
el plano, los cuales se definen continuos en todo R?, obviamente el primer punto
de interés es la continuidad sobre la frontera de conmutacion, la cual fue definida
sobre el eje y para simplificar calculos durante el desarrollo; asi se dividié el plano
en dos zonas suaves. Ademads se planteé la idea de que al mover los pardmetros
de bifurcacién provocaran que el trayecto de el punto de equilibrio a estudiar
estuviera definido de manera continua y que estuviera siempre del mismo lado de
las dos zonas, asi cuando el pardmetro es menor que cero (valor de bifurcacién)
el equilibrio estd del mismo lado del plano en ambos sistemas, por lo tanto
uno se notaba y el otro era virtual, cuando el parametro es cero el equilibrio
estaba en el origen y actuaba para ambas zonas y cuando era mayor que cero el
equilibrio pasaba a la otra zona siendo virtual el que se notaba en la otra zona y
viceversa. Finalmente se buscaron las condiciones necesarias para que los puntos
de equilibrio de los sistemas de ambas zonas actuaran como focos buscando que
los espirales asociados formen érbitas periddicas , que estuvieran asociadas a la
bifurcacién tipo Hopf, cuando coinciden en la variedad de conmutacién.

En el segundo capitulo se trabajé con sistemas lineales y se buscaron las
condiciones de continuidad que presentaran las matrices asociadas. En el tercer
capitulo se generalizo a sistemas no lineales donde la herramienta importante
fue la expansion de Taylor para buscar asociarlas también a matrices que nos
representaran un comportamiento equivalente al lineal.

En ambos casos la herramienta importante para la biisqueda de drbitas pe-
riédicas fue el mapeo de Poincaré, analizando las soluciones obtenidas de los
sistemas asociados a las zonas en las que se dividi6 el plano, usando resultados
de andlisis que fueron de suma importancia, como el teorema del valor medio y

95



56 CAPITULO 3. BIFURCACIONES TIPO HOPF EN SPCSP

el teorema de la funcién implicita. De esta manera, se obtuvieron demostracio-
nes adecuadas de los teoremas que nos marcan las condiciones necesarias para
encontrar las bifurcaciones tipo Hopf en este tipo de sistemas que se han vuelto
un objeto de estudio de gran relevancia.

Para concluir se tienen en mente cuatro ideas con las que se podria seguir
adelante en la investigacién desarrollada

= Intentar hallar una bifurcacién tipo Hopf en el plano dividiéndolo en cuatro
zonas donde el eje x y el eje y sean las variedades de conmutacion.

= Encontrar bifurcaciones tipo Hopf en Sistemas Filippov
= Expandir estos desarrollos al sistema tridimensional.

= Generalizar los resultados a n dimensiones.



Apéndice A

Resultados de Ecuaciones
Diferenciales

En este Apéndice hacemos referencia a algunos resultados de Ecuaciones Di-
ferenciales que fueron de gran utilidad y que se dieron por hecho en el desarrollo
del trabajo, pero aqui los mencionamos y demostramos.

Proposicion A.1 Un sistema lineal no puede tener ciclos limite.

Demostracion:

Sea @ = Az un sistema lineal con z € R? y z(¢) una solucién periédica
de dicho sistema. Entonces probemos que z(t) = cz(t), con ¢ € R, también es
solucién. Entonces

2(t) = [ex(t)] = cx(t) = c[Ax(t)] = Alcx(t)] = Az(t),

y al ser ¢ cualquier real, las soluciones periédicas de # = Ax no son aisladas, es
decir, no son ciclos limite. W

Definicién A.1 Un sistema en R? se dice que es un Sistema Hamiltoniano si
existe una funcion H : R? — R, que sea C™, tal que

. oOH

€= afy(x,y)

. oOH

Yy = *%(Ly) (A-l)

La funcion H se llama Funcion Hamiltoniana

Definicién A.2 Suponga que f : R™ — R™ es continua y para todo xy en R™
el sistema

z = f(x), (A.2)

57
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tiene una tnica solucion x(t) = x(t,xo) con x(0,20)) = x¢. Se dice que una
funcion E : D C R™ — R es una primera integral de A.2 en una region D C R™
st F es continua junto a sus primera derivadas parciales, E no es constante en
cualquier conjunto abierto D y E(x(t)) es constante a lo largo de las soluciones

de A.2, es decir % =0.

Definicién A.3 FEl sistema (A.2) se dice que es conservativo si tiene una pri-
mera integral £ en R™.

Proposicién A.2 Para un sistema Hamiltoniano de la forma (A.1), H es una
primera integral de éste, es decir un sistema Hamiltoniano es Conservativo.

Demostracién:
Calculando la derivada parcial de H con respecto a t, tenemos que

OH  OH(z,y) 0x(t) n OH (x,y) Oy(t)

ot oz ot oy ot
_ OH(z,y) 0H(z,y) | 0H(w7y)(_5H(x,y)) 0
- Oz dy oy Oox N

es decir, es constante a lo largo de las soluciones z(t), y(t), y dado que H es C*°,
es una primera integral, por lo tanto el sistema es Conservativo. Bl

Proposicion A.3 Un sistema Conservativo no tiene ciclos limite.

Demostracién:

Supongamos que un sistema conservativo tiene un ciclo limite, llamémosle z1 ().
Por ser conservativo, E(z1(t)) = Cy. Al ser una 6rbita aislada, existe un abierto
D el cual no contiene otro ciclo limite. Ahora, dado que F no es constante
en cualquier abierto, escojamos un punto a, tal que E(a) = Cy # Cy. Sea
x2(tg) = a, es decir E(z2(t)) = E(a) = Ca, por lo tanto E(z2(t)) = Cs. Ya
que x2(t) no es un ciclo limite entonces z2(t) — x1(t) cuando ¢t — co 6 cuando
t — —oo. Por lo tanto E(z5(t)) — E(z1(t)) cuando t — oo 6 cuando t — —oo.
Asi Cy — (4 cuando t — oo 6 cuando t — —oo y como Cs y C7 son constantes,
Cy = (4, obteniendo una contradiccién. Por lo tanto un sistema conservativo
no puede tener ciclos limite. Bl

Proposicion A.4 Un sistema lineal por pedazos, desacoplado de la forma
1, 0
11 z n
. lor ao ) C2
P L
H _ , (A.3)

y -
11 0‘|

T21 Q22

C1 .
, st <0

1

C2

no tiene ciclos limite.
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Demostracién:
Tomemos la primera ecuacién del sistema cuando x < 0, es decir

T =112+ ¢ (A4)

la cual es una ecuacién diferencial lineal de primer orden, que se puede expresar
de la forma

T+ P(t)r =Q(t) (A.5)
donde P(t) = —l11 y Q(t) = c1. Recordemos que A.5 tiene solucién

z = e PO / e~ POLQ)t + €] (A.6)

Asi tenemos que
/P(t)dt = —/ludt =t = el Pt — ~hat

= /e—fP(t)dtQ(t>dt _ /e—llltcldt — _lcile_lllt,

11

por lo tanto, sustituyendo en A.6, obtenemos

c c
z=cnt[—Let L O = p = -1 4 et
i i

Ahora se puede ver facilmente en A.4, que la componente x = x* del punto

de equilibrio del sistema cuando x < 0 es z* = _lchl' Y asi, si tomamos como

valor inicial de la solucién al punto de equilibrio, obtenemos que =z = 7%’ que
representa en R? a una recta vertical que pasa sobre el punto de equilibrio, por
lo tanto no puede tener un ciclo limite. Finalmente tomando la primer ecuacién

del sistema cuando z > 0, obtenemos el mismo razonamiento. Bl

Teorema A.1 Sea f(x) continua en un conjunto abierto E y sea © = xp(t)
una solucidn periddica de © = f(x) de periodo p, es decir, z,(t + p) = z,(t)
para —oo < t < 00. Sea x = xp(t), 0 <t <0 una curva de Jordan con interior
I contenido en E y f(x,(t)) # 0. Entonces I contiene un punto de equilibrio.

No presentaremos la demostracion de este Teorema debido a lo extenso de
ella, pero se puede ver en [12], pagina 150.
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Apéndice B

Algunos Teoremas
Importantes

En este apéndice se mencionan algunos teoremas que no pertenecen a la
teoria de Ecuaciones Diferenciales, pero que fueron de suma importancia durante
el desarrollo de este trabajo.

Teorema B.1 (La propiedad arquimediana de los nimeros reales) Si
x>0y siy es un numero real arbitrario, existe un entero positivo n, tal que
ne > y.

Teorema B.2 (Teorema del valor intermedio) Si una funcidn f es conti-
nua en el intervalo cerrado [a,b], y si f(a) # f(b), entonces para cualquier
nidmero nimero k entre f(a) y f(b) existe un nimero ¢ entre a y b, tal que

fle) =k.

Teorema B.3 (Teorema del valor medio) Si f es una funcion continua en
todo un intervalo cerrado [a,b] que tiene derivada en cada punto del intervalo
abierto (a,b), existe por lo menos un punto c interior a (a,b) tal que

f®) = f(a) = f'(c)(b - a)

Teorema B.4 (Teorema de la funcién inversa) Sea f una funcién diferen-
ciable sobre un intervalo I € R y sea Df(x) >0 (6 Df(xz) < 0) para todo x € I.
Entonces =1, la inversa de f, es diferenciable sobre el intervalo f(I) y

1

Df~(z) = Do F () sobref(I)
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Teorema B.5 (Teorema de la funcién implicita) Suponga que F(x,y) tie-
ne deriadas continuas D, F' y DyF en una vecindad del punto (zo,%o), donde

F(x07y0) = 07 DyF(x07y0) 7& 0.

Entonces, con centro en (xo,yo), existe algin rectdngulo

[zo — a,z0 + a] X [yo — b, yo + D]

tal que para cada x en el intervalo I dado por [xg — a,x0 + a], la ecuacidn
F(x,y) = 0 tiene exactamente una solucion y = f(x) que se encuentra en el
intervalo [yo — b, yo +b]. Esta f satisface la condicidn inicial yo = f(x0), y, para
toda x en I

F(z, f(z)) =0, DyF(z, f(z)) #0
Ademds, f es continua y tiene una derivada continua en I, dada por

D, F
D,F

y = f'(z) =~

Teorema B.6 (Férmula de Taylor para f(z,y) en el origen) Suponga que
f(z,y) y sus derivadas parciales hasta de orden n+1 son continuas en toda una
region rectangular abierta R, con centro en un punto (a,b). Entonces, en R,

F,9) =F(0,0) 4+ 2£2(0,0) + £, (0,0) + 5 (2 Fur(0,0) + 22y ey (0,0), 52 ,,(0,0)

bt (@2 +y5)"f] (0,0) +

— (w2 +y5)" 1 f] (e, ey)

1
(n+1)!

donde el ultimo término estd evaluado en un punto del segmento de recta que
une el origen con (x,y).

Teorema B.7 (Estabilidad de puntos fijos en mapeos) Sea fun mapeo so-
bre R, y asumimos que p es un punto fijo de f. Entonces

= Si |f'(p)| <1, entonces p es un tractor.

w Si|f'(p)| > 1, entonces p en un repulsor.

Teorema B.8 (Teorema de Green) Sea D una region simple y sea 0D su
frontera. Supongamos que P: D — R y Q : D — R son de clase C1. Entonces

[ rieeain= [ 2220



Apéndice C

Desarrollo Detallado de las
Demostraciones

Presentamos algunas de las ecuaciones que no se desarrollaron en el texto
para una lectura més 4gil.

Proposicion C.1 Sea el sistema de la forma

-lll a21 X C
+ ! , st x<0
. lo1 a2 |y Co
il L
11  a21 x & .
+ ! , st x>0
721 Q22 Yy C2

Sitp =tr =0, el sistema es Hamiltoniano y, por ende, Conservativo.

Demostracién: Si t;, = l17 —age = 0y tg = r11 — ase = 0, tenemos que
l11 = 7r11 = —as92, lo que nos permite expresar el sistema de la forma

&= —agr+ay+cy =d(@)+ any+c

donde
lpiz st <0
dlw)=q "
roix st x>0
Buscando que el sistema sea Hamiltoniano, supongamos que & = %—I;(Jj, y), asf

tenomos que

O0H
aﬁy(lﬂy) = —a22% + a12y + C1.
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Integrando con respecto a y obtenemos

a
H(z,y) = —axpry + $y2 +c1y + h(z).

Ahora, de est4 ecuacién calculamos 22 (z,y)

OH

%(% y) = —azy + W' (x)
Y como queremos que g = —%—f(m, y), hacemos

d(z) + agey — c2 = agy — h'(x)
h'(x) = —d(z) — 2

= h(z) = — /d(:z:)d:c — cow
Asfi la funciéon Hamiltoniana queda de la forma

a
H(z,y) = /d(x)d:z: — aoxy + %yQ + cpycox

donde

roix st x>0

Finalmente, por la Proposicién A.2, el sistema es Conservativo. B

Proposicién C.2 Teniendo el sistema (77)

&= p1(x) + a2y + ¢,
U = pa(x) + a2y + ca,

donde

riax, st x>0

l; i <0
pi(x) = { A ST con 1=1,2.

y definiendo v = ax — a2y — ¢1, entonces

V= acpl(u) — alg@g(u) + (Oé — CLQQ)(QU — ’U) + a92C1 — A12C2
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Demostracion:

U =at — a2y

= afp1(z) + aoy + c1] — ara[p2(z) 4 aze + c2]

= ap1(x) + aay + acy — a1202(T) — arpazy — a12ca

= ap1(z) — a1292(x) — &2 + aajoxs + acy + 2T — a12a22y — 1262

= ap1(x) — a12p2() — afr — apy — 1] + o?x — aipa0y — a2z

= a1 (1) — a12902(u) — av + @*u — Qa2T 4+ AT — a12a22Y — G22C1
+ az2c1 — ai2c2

= a1 (u) — a1292 (1) — av + @®u — aaseu + axnlax — a1y — 1] + axncy
— a12€2

= ap1(u) — a1292(1) — av + @®u — Qg + v + agec — aracy

= ap1(u) — ajapa(u) + alau — v) — asa(@u — v) + agecy — ajacs

= ap1(u) — ajapa(u) + (@ — agg)(qu — v) + agecy — ajace A

Proposicion C.3 Teniendo la ecuacion

Bo_ e £ sen(7r)

e + (cos(rg) - L IERTR))
R

Y LS
p—— 2w q—1r dR)]

Se cumple la siguiente igualdad

ue R’ sen?(TR)
T =

b+nr
dnsen(t). wn + wpreos® (Tr) + S (wrYR — pr)sen” (Tr)

b
+ R wr)sen(Tr)cos(Tr) — wre” R Ecos(TR)
QwR
—wryre T sen(TR)]

+ (—wRYR + R —

Demostracién:
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1 sen(Tm) (b nm)sen(a) | pwne g (1)
r=e [dR WR + (cos(7r) 2Wr ) drsen(Tp)

_un Pt s

[R dR)} g

sen(Tg)

— _ﬁ YRTR _ (b + nR)Sen(TR) _ wRe_’YRTRSD"/R (TR)
dRe [ WR + (COS(TR) QwR )< dRsen(TR)
+nr) — pre” TR
YRTR 2 b
—__re [sen (7r) + (cos(tr) — &+ pr)sen(rr)
drsen(Tr)" wgr Qwg
— """’ (cos(TR) — yrsen(Tr))] + nrsen(tr)) — nre” "F R sen(TR)]
 pe'RTE sen?(7R) (b+ nr)sen(tr) nTh
o drsen(Tr) [ WR + (cos(7r) 2Wr J(wre
+ wreos(tr) — wryrsen(Tr) + nrsen(tr)) — nre” "F Rsen(Tg)]
peRR - sen?(TR)

= _ dnsen(rr) o —wre "R Reos(TR) + wWwRCos? (Tr) — wrYRsen(Tr)cos(TR)

)(_wRe—’YRTR [1

b b
+ nrsen(tr)cos(Tr) + + R wre” " Rsen(TR) — + Rszen(TR)cos(TR)
2Wgr 2wg
b b
+in wrYrRsen*(Tr) — tir nrsen?(Tr) — nre "R sen(TR)]
2wpg 2wg

_ pe’RTE sen?(7R) ) R )
=~ dpsen(rm) won + wreos®(Tr) + Swn (wrYR — pr)sen”(Tr)

b+ _
+ (—wrYR + iR — 5 B wg)sen(rr)cos(Tr) — wre” "R cos(Tr)
R

—wryre " Rsen(tr)] A

s ez . b+ .
Proposicién C.4 El coeficiente wpyr —nr + “5= es igual a cero.

Demostracién:
Dado que vz = %= zb, tenemos que
b+n, nL —b b+n, mL—b b+ng
wryL — N + 5 = w( QwL> nr + 5~ 9 nL + 5
-nL—b  b+nL
2 + 2
Proposicion C.5 Teniendo la ecuacion
oM —spwpgtke ﬁsen(stL) (b+nr)sen(wrsr) I
P =€ g e, Hleos(wrsn)+ 20y )(=g=n )l
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Probar que
. /'Le_’YLTLwLSO'yL (TL)
plre) = drsen(tr,)
Demostracion
e[t se(T) (b+n)sen(rr),, pwre™ ™o (p)
p=e [dL o, T (cos(r) + - ) Trsen(rs
s el
Ul
b YLTL
ﬂe_nm[w + (cos(p) + (b +n2)sen(rr) (_wLe Oy, (T1) )

B dr, wr 2wy,
—+ nLe’YLTL}

sen(Tr,)

~peETE sen? () b+ L
= dLsen(TL)[ wr + (cos(tr) + S

sen(7r))(—wre™™ (1

— e T (cos(1r) + yrsen(tr)) — nrsen(tr)) + nre’t T sen(1)]

~peETE sen? () b+ L
= dLsen(TL)[ wr + (cos(Tr) + Sy

sen(tp))(—wre™™ + wrcos(rr)

+wrypsen(tr) — nrsen(tr) + nre? ™ sen(7y,)]

e VLTL  gen? 7L
- dl:sen(TL) U/i ) —wpe 2™ cos (L) + wrcos? (1) + (wryp,

b+ +
—np)sen(rp)cos(tr) + wy, Nz sen(tr)cos(tr) + L (wryyp — nL)senQ(TL)
wr, 2wL
b
_ wLﬂe"/LTL sen(TL) + nLe’YLTL sen(TL)]
2’LUL
_ pe T sen?(7p) 2 b+ _ 2
— dysen(rr) wr +wrpcos”(1r,) + Sy (wryp —nr)sen® () + (wryy
b+77L YLTL "7L_b YLTL
—nL + )sen(rr,)cos(Tr,) — wre cos(r,) + wLTe sen(,)]
wr,

_ ke YEThwy 2+ (b+ ) (wryp —c)

sen?(1r) + cos® (1) — €72 (cos(Tr,)

~ dpsen(tr) Qw2
— yrsen(tr))]
- F;‘;Z::;;)L e WL)Z(Z;[ %lb] — ) sen®(t1) + cos® (1) — €™ (cos(ry)
— yrsen(tr))]
—yLT —np—b
B Zisl;(:j)L il +21LL)2(?7§) sen®(1y) + cos®(11) — €Y= (cos (L)

— yrsen(tr))]
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- (b+nr)?
B e ’YLTLwL Q_T

et g sen* () cos?(71) = €7 (cos(r1) — usen(ri))]

Usando también que M =2(1 —w?)

—YLTL 2 —2(1—wg?
- /ZleLsen(le)L 2(wL2wL )senQ(TL) + cos?(rr) — €77 (cos(Tr) — yrsen(Tr))]
LT D2
- ileLsen(ng 21wuiz sen®(1p) + cos® (1) — €T (cos(1r) — yrsen(ry))]
- M[senz(m) + cos® (1) — €77 (cos(tp) — ypsen(ry))]
drsen(tr)

Me*’YLTL wr,

= dpsen(ry) 1~ ¢ (eos(re) — ynsen(rL))

pe” " wr oy, (1)

cop(m) = drsen(tr)

Proposicion C.6 La solucion del sistema

m - [iifgf d(10>] m ’

cuyos eigenvalores son N\ £ iwy, estd dada por

i) - S ]

donde

_ |wgcos(wit) + (=M, + ax(0))sen(wyt) sen(wgt)
M) = |7 ’ ck(O)S:n(w:t) ' wicos(wit) + (— A i d(0))sen(wgt)

Demostracién:

Calculando la matriz exponencial, tenemos que

X(t) = e (crcos(wyt) + casen(wyt))
X (t) = A (creos(wit) + casen(wyt)) + e (—wpersen(wyt) + wieacos(wyt))

CasoI: X(0)=1, X(0)=0

X0)=c=1, XO)=M+wpeo=0 = S
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= X(t) = eM!(cos(wyt) — i—:sen(wkt))

Caso IT: X(0) =0, X(0) =1

. 1
X0)=c1=0, X0)=wgeca=1 = cog=—
Wi

Finalmente

Agt
At — Mt (cos(wyt) — Ak sen(wpt)) {1 0] L en(unt) |:ak(0) 1 ]
Wi Wi

0 1 ck(0) d(0)
_ ﬁ [wkcos(wkt) + (=g + ar(0))sen(wgt) sen(wgt) }
Wy, ek (0)sen(wyt) wicos(wit) + (= A + d(0))sen(wyt)
Y asi

donde

wicos(wit) + (—Ag + ax(0))sen(wgt) sen(wgt)

M(t) = ck(0)sen(wgt) wycos(wit) 4+ (—Ax + d(0))sen(wyt)
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Apéndice D

Sistemas lineales planos y
retratos fase

Llamemos a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en R? un sistema
lineal plano. Tales sistemas los podemos escribir como:

x = Ax (D.1)

Con x € R?, y A € My,. En este caso llamamos plano fase a R? y decimos
que un retrato fase es una imagen de una coleccién de curvas solucién represen-
tativas del sistema en el plano. La apariencia o comportamiento de los retratos
fase es controlada por los puntos de equilibrio x*, es decir los valores de x tales
que

Ax =0,

los cuales representan soluciones de equilibrio o constantes, ya que si tomamos
como valor inicial x(0) = x* entonces, x(t) = x* para cualquier tiempo ¢. Si
detA # 0 el sistema (D.1) sélo tiene a x* = 0 como punto de equilibrio.

La primer caracteristica importante para analizar de los puntos de equilibrio
es su estabilidad, ésta nos ayuda a entender si las curvas solucién se acercan
o se alejan de tales puntos. Para entender este concepto damos las siguientes
definiciones.

Definicién D.1 Consideremos que x* € R? es un punto de equilibrio de (D.1).

= FEntonces x* es un punto de equilibrio estable si para cada vecindad O de
x* € R? ewiste una vecindad Q1 de x* tal que para para cada solucién x(t)
con x(0) = x¢ en Oy estd definida y permanece en Q@ para todo t > 0.

= 51 O puede ser escogido de la manera anterior y ademds de la condicion
de estabilidad tenemos que
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Jim x(6) ="

entonces decimos que X* es asintéticamente estable.
= Si un punto de equilibrio x* que no es estable es llamado inestable. Esto
significa que hay una vecindad O de x* tal que para cada vecindad Q1 de

x* en Q, existe al menos una solucidn x(t) que empieza en x(0) € O que
no estd completamente contenida en Q para todo t > 0.

En segundo lugar podemos clasificar el comportamiento de las curvas solu-
cién a partir de los eigenvalores que la matriz A tenga. A continuacién clasifica-
mos los comportamientos mas comunes que podemos encontrar en los sistemas
lineales planos.

1. Si tenemos dos eigenvalores reales \; < Ay distintos de ceros, existen tres
casos para el punto de equilibrioy
= )\ <0< Ag; tenemos un punto silla
= )\ < Ay < 0; tenemos un nodo estable
= 0 < A1 < \g; tenemos un nodo inestable.
2. Silos eigenvalores resultan ser complejos de la forma A; 5 = a%i3 tenemos
otros tres casos.
= a < 0; tenemos un foco estable
= o = (; tenemos un centro

= « > 0; tenemos un foco inestable.

Otros casos como eigenvalores repetidos o iguales a cero pueden ser consul-
tados en [14] y [23]. Ademds el sistema no homogéneo

x=Ax+Db

es simplemente una traslacién de (D.1).
Concluiremos este apéndice con la siguiente proposicion.

Proposicién D.1 Si el punto de equilibrio del sistema (D.1) es un foco estable,
es asintoticamente estable.

Demostracion:

Sabemos que el sistema (D.1) tiene un foco estable como punto de equilibrio
si los eigenvalores de A son de la forma A\; o = a4, con a < 0. Ademas en
[19] encontramos que la forma candnica de la matriz exponencial de A es de la
forma

eBt — ot cos(Bt) —sen(ft)
sen(Bt)  cos(Bt) |’
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asi las solucién del sistema X = Bx esta dada por

ot |cos(Bt)  —sen(Bt)
x(t) =e sen(Bt)  cos(ft) Xo-

Por tltimo podemos ver que si t — —o0, e** — 0, ya que a < 0. Y asi x(t) — 0,
lo que hace al punto de equilibrio asintéticamente estable. Finalmente debido
a la equivalencia topoldgica de este sistema y el (D.1), este ultimo también es
asintoticamente estable. .
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