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Introduccion

A finales del siglo XIX, en 1872, James Clerk Maxwell unifico la electricidad y el
magnetismo en una sola teoria. Anos mas tarde, hacia 1916, Albert Einstein finalmente
publica su teoria de la relatividad general, la cual es una teoria del campo gravitacional
e invariante ante transformaciones de coordenadas generales. Debido a la equivalencia
entre masa y energia, todas las formas de energia actuan como fuentes de los campos
gravitatorios. Esto implica que la teoria electromagnética de Maxwell, la cual es lineal,
también hace que el espacio-tiempo se curve cuando el tensor de energia-momento de
Maxwell es sustituido en las ecuaciones de campo de la relatividad general. Cuando
se busca una solucién esféricamente simétrica, estatica y asintéticamente plana, de las
ecuaciones de Einstein-Maxwell obtenemos una soluciéon de agujero negro denominado
Reissner-Nordstrom (R-N), el cual tiene una singularidad en r = 0, al igual que la
solucion del agujero negro de Schwarzschild que es el limite de R-N cuando @ = 0.
Aunque las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo (ecuaciones lineales) han sido
exitosas describiendo una gran cantidad de fenémenos fisicos a nivel clasico, desde el
punto de vista de la fisica teorica, la situacién no es del todo satisfactoria, ya que al
resolver las ecuaciones de Maxwell para una distribucion de carga puntual se obtiene un
campo que diverge en la posicion de la carga.

Desde comienzos del siglo XX, algunos fisicos que no estaban satisfechos con la
teoria de Maxwell, realizaron diversos intentos para eliminar la divergencia del campo.
Para solucionar este problema se propusieron varias formulaciones de la electrodindmica,
entre ellas versiones no lineales de la teoria. Entre los modelos més exitosos se encuentra
el de Born e Infeld (BI), el cual fue hecho por el famoso fisico Max Born, y su estudiante
Leopold Infeld. Basado en la elecciéon de una accién no lineal, en la cual se postula un
limite en la intensidad del campo, es decir una cota maxima en la intensidad del campo,
Born e Infeld resolvieron las ecuaciones de campo resultantes de la nueva accion en el caso
de una carga puntual, y obtuvieron lo que se conoce como solucion esféricamente simétrica
(SES). El resultado difiere significativamente del campo coulombiano en el entorno de
una carga puntual donde los campos son mas intensos, y contrariamente a la teoria de
Maxwell encuentran un campo que es finito en todo punto, incluso en la posiciéon de la
carga.

Ahora, uno se podria preguntar, si la teoria del modelo de Born-Infeld regula-
riza el campo coulombiano, ;La teoria de Einstein-Born-Infeld regularizard a Reissner-
Nordstrom?. Esta pregunta fue contestada parcialmente en 2] donde se obtuvo la solucion

e



de Agujero-Negro para esta teoria.

Por otro lado, recientemente en la literatura existe un interés por estudiar las geo-
désicas de ciertos agujeros negros [4, 3]. En particular, la solucién de R-N resulta ser
el destino final del colapso gravitacional de una estrella cargada muy masiva. En este
contexto, es de gran interés estudiar las propiedades del agujero negro de R-N, entre ellas
sus geodésicas, y también resulta interesante estudiar con mucho detalle su generaliza-
cion electromagnética no-lineal. Dado que conocemos ya la solucién del agujero negro
que generaliza a R-N, es importante estudiar la clasificacion completa de las geodésicas
de esta solucion, un primer trabajo en esta direccion fue realizado en [I], 2].

El interés principal de este trabajo es estudiar las trayectorias de las particulas
de prueba en una geometria que es la generalizacion electromagnética no lineal de la
solucion de Reissner-Nordstrom. El espacio-tiempo que estudiaremos es una solucion del
modelo de Einstein-Born-Infeld, el cual es no singular fuera de un horizonte de eventos
regular y se caracteriza por tres pardmetros: la masa M, la carga electromagnética () y el
parametro b de Born-Infeld relacionado con la magnitud del campo eléctrico en el origen.

Cabe senalar que durante muchos afnos el electromagnetismo de Born-Infeld se
mantuvo como una curiosidad, es decir, un modelo interesante de una teoria no lineal, el
cual regulariza el campo eléctrico de una distribucion de carga puntal y por consiguiente
su energia es finita incluso en el origen, pero que no describia ningin fenémeno fisico.
Sin embargo, durante la década de 90’s hubo un resurgimiento del interés en la teoria de
Born-Infeld y sus extensiones no abelianas, debido a su conexion con la teorfa de cuerdas
y de D-branas. Es decir existen estructuras similares entre el lagrangiano de Born-Infeld
y el lagarangiano de una D-brana en la teoria de cuerdas. Como se mostrara en el capitulo
3 el lagrangiano de Born-Infeld esta dado por

1
L= b (1—\/—det (T]/W—FZF/W)),

donde 7, es la métrica de Minkowski, F),, es el tensor electromagnético, b es la intensidad
del campo eléctrico en el origen. En la teoria de cuerdas, el lagrangiano efectivo de los
campos de norma en una D-brana son descritos por el mismo tipo de Lagrangiano:

L= —T\/— det (9, + 2ma F,),

donde T es la tension de la D-brana. Con el surgimiento de las D-branas, es probable
entonces que la ultima palabra acerca de la teoria de Born-Infeld no ha sido dicha atn.

El contenido de este trabajo es el siguiente: En el capitulo 1 se describen brevemente
algunos conceptos de Relatividad General. Para el estudio de la solucion del agujero negro
de Einstein-Born-Infeld es necesario la introduccién del formalismo de tétradas nulas.
Posteriormente se estudia el agujero negro de Reissner-Nordstrom, es decir, la solucién
de las ecuaciones de Einstein con simetria esférica y una fuente cargada, en el formalismo
de tétradas nulas.
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En el capitulo 2 se estudia la clasificacion algebraica del campo gravitatorio, también
conocida como la clasificacion algebraica de tensor de Weyl o mejor conocida como la
clasificacion de Petrov. Como un ejemplo de estas técnicas presentamos el caso méas
sencillo, correspondiente a un campo electromagnético.

En el capitulo 3 se estudia la formulaciéon hamiltoniana de la electrodindmica no
lineal, en donde se plantean las ecuaciones de Einstein acopladas a la electrodindmica
no lineal de B-I. Para ello comenzamos por entender las modificaciones del tensor de
energia-momento 7,, respecto a Maxwell y escribiremos las ecuaciones del sistema en
la formulacion de tétradas. El nuevo tensor de energia-momento y las nuevas ecuacio-
nes de campo se conocen como el tensor energia-momento de Einstein-Born-Infeld y las
ecuaciones de campo de Einstein-Born-Infeld respectivamente. Finalmente, se hara una
comparacion entre la soluciéon de Reissner-Nordstrém y la solucion de Einstein-Born-
Infeld.

En el capitulo 4 se obtienen las ecuaciones geodésicas en el agujero negro de
Einstein-Born-Infeld. Para ello utilizaremos el método de Hamilton-Jacobi el cual nos
llevard a definir un potencial efectivo. Debido a la complejidad de las ecuaciones obteni-
das, no se conocen soluciones analiticas a las mismas, sin embargo existen varios casos
limites para los cuales es posible simplificar las ecuaciones, de tal forma que acepten
soluciones analiticas. Existen tres casos de interés en la electrodinamica no lineal, para
los cuales el limite de las ecuaciones geodésicas se reduce a casos que se pueden resolver
analiticamente, es decir, tres casos en los que el limite se toma sobre el pardmetro b de
Born-Infeld, estos casos son: (a) b>> 1, (b) b < 1y (c) oo > b > 1, los cuales se pueden
identificar con algunas soluciones que en los anos recientes se han obtenido en el estudio
de la geodésicas. Estas soluciones son una generalizacion de las funciones elipticas, las
cuales son conocidas como funciones de Weierstrass [10].
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Relatividad General

En este capitulo se presentan los elementos bésicos de Relatividad General que
se utilizaran en los capitulos posteriores de este trabajo, para estudiar las soluciones
tipo agujero negro de la electrodinamica no lineal de Born-Infeld acoplada al campo
gravitacional.

1.1. Ecuaciones del Campo Gravitacional

En la Teoria de la Relatividad General el espacio-tiempo estd descrito por una
variedad diferenciable, pseudoriemanniana, de dimension 4, dotada con una métrica Lo-
rentziana, g,,.

El tensor métrico g,,, es un tensor simétrico de segundo rango que contiene la
informacion para medir el intervalo ds? entre dos eventos separados infinitesimalmente

ds® = g, datdz”. (1.1)

Es decir, el tensor métrico determina la geometria del espacio-tiempo asi como las geo-
désicas de las particulas masivas y los fotones. Los indices pu, v, etc. toman los valores:
0,1,2 y 3 cuando la dimensién del espacio-tiempo es 4. Pero la misma forma es vali-
da si el espacio-tiempo es de dimension d, en cuyo caso los indices toman los valores
0,1,...,d — 1. A lo largo de este trabajo consideraremos que la signatura de la métrica
es (—,+,...,+).

La informacién del campo gravitacional se encuentra en el tensor de curvatura, antes

de definirlo es conveniente introducir los simbolos de Christoffel '], también conocidos
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como conexion de Levi-Civita. Estos simbolos, los cuales no transforman como tensor,
son combinaciones del tensor métrico g,, y sus derivadas parciales 0,9, = g,.,, de la
siguiente forma:

Lo} 1 g
P;w = 59 p(gpu,u + Gppw — g/w,p)- (1.2)

Como su nombre lo indica, el tensor de curvatura de Riemann contiene la informaciéon
sobre la curvatura del espacio-tiempo, éste depende del tensor métrico y sus derivadas
primeras y segundas. En términos de los simbolos de Christoffel el tensor se define como

A — T A A A
Ry, =T, T4 +T7,0% T T (1.3)

opuy oV, o,V opr yv*

Este tensor satisface varias propiedades de simetria en sus indices, la forma mas sencilla
de presentarlas es mediante el tensor de Riemann que tiene todos los indices abajo

_ A
Rpaw/ = gp)\RJ/uﬂ

el cual utilizando la definicion (1.3)) y la expresion (1.2]) de los simbolos de Christoffel, se
reescribe en términos de las segundas derivadas del tensor métrico en la forma

1
Rpauu = 5 (8uaagpu - auapgua - auaagpu + al/apgua) . (14)

En esta expresion se pueden notar inmediatamente las propiedades algebraicas de simetria
siguientes del tensor R,y

= Antisimetria: El tensor es antisimétrico en sus dos primeros indices y en los dos
ultimos indices
Rpopy = =Roppr = —Rpgup = +Ropup. (1.5)

= Simetria: El tensor es invariante por intercambio del primer par de indices con el
segundo:

Rpa;uz = Ruupa- (16)

= Cliclicidad: La suma de las componentes del tensor de Riemann que difieren por
permutaciones ciclicas de los ultimos tres indices se anula

Rpo,uzz + Rp,uua + Rpuau = 0. (17)

Esta ultima propiedad es equivalente a pedir que la antisimetrizaciéon de los dltimos tres
indices se anule:

RP[UW] =0.

Ademés de estas simetrias algebraicas, el tensor de Riemann también satisface una identi-
dad diferencial. Para obtenerla consideremos la derivada covariante del tensor de Riemann
en un punto y evaluemos la expresion en las coordenadas normales, esto es

1
VaRpou = O\Rpop = 8,\5 (0405 9o — 040p9us — 0105 Gpu + 000, s ) -

Considerando ahora la suma de las permutaciones ciclicas de los primeros tres indices
obtenemos la conocida:
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s Identidad de Bianchi

V,\Rpgw, + VPRUMLV + VUR)\MW = 0. (18)

Podemos escribir la identidad de Bianchi en una forma compacta, si utilizamos la pro-
piedad de antisimetria R,;,, = —Ropu, 10 cual nos permite escribir este resultado como

Vidtpo)w = 0.

Contrayendo indices del tensor de Riemann (|1.3)) con la ayuda el tensor métrico, es posible
construir otros objetos que son relevantes en el estudio de espacios curvos, como el tensor
de Ricci:

R,=R, = g)‘VR)\W,, (1.9)

pv

y el escalar de curvatura:
R=g¢g"R,,. (1.10)

Note que debido a la propiedad de simetria ([1.6)) del tensor de curvatura, el tensor de
Ricci es un tensor simétrico. Con la ayuda del tensor de Ricci y el escalar de curvatura
es posible construir un tensor de rango dos, simétrico, conocido en la literatura como el

tensor de Einstein 1

G,Lw = R,uzx - §g,LwR- (111)
Este tensor tiene la propiedad de que su derivada covariante se anula. Mostrar este
resultado es directo con la ayuda de la identidad de Bianchi (1.8)). Si contraemos la

identidad en 4 de sus indices tenemos
gVUgMA (V)\Rpauu + vaU/\,uV + vaRkpuu) =0.

Utilizando el hecho de que la derivada covariante del tensor métrico se anula, esto es, que
Vg"? = 0, obtenemos

1
VR,, —V,R+V'R,, =0 = V'R, = §VpR.
Por lo tanto la derivada covariante del tensor G, satisface:
V,G* = 0. (1.12)

El tensor ((1.11)) es relevante porque es el tensor que aparece en las ecuaciones de movi-
miento del campo gravitacional, las llamadas ecuaciones de Hilbert-Einstein

G 1/:87TT Vs 1.13
1 I

escritas en unidades geométricas ¢ = 1 y G = 1. El lado izquierdo de la ecuacion es
puramente geométrico y esta escrito en términos de la métrica y de contracciones del
tensor de curvatura. El lado derecho de la ecuaciéon contiene el llamado tensor de energia-

momento 7T}, éste es un tensor simétrico de segundo rango que representa el contenido
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de energia y materia, responsable de la curvatura del espacio-tiempo. Es importante
resaltar que la ecuacion ([1.12) implica inmediatamente que el tensor de energia momento

S€ conserva
v, T" = 0. (1.14)

Para finalizar esta seccion mencionemos que las ecuaciones del campo gravitacional ([1.13))
se pueden obtener de un principio variacional, a partir de la accion de Hilbert

1

N B “A+1 . 1.1
oo | e VIgIR = A+ 167L ), (1.15)

donde hemos incluido un término de constante cosmoldgica A. El término geométrico
de la ecuacion se obtiene del primer término de la accién, mientras que el tensor de
energia-momento 7, estd dado por

- 2 5( |g|£materia)
T = A (1.16)
Vigl g

Con lo cual las ecuaciones de campo resultantes son

Gy + g = 87T, (1.17)

Uno de los objetivos de este trabajo es re-obtener la solucion de esta ecuacion, cuando el
tensor T}, corresponde al de la electrodindmica no-lineal de Born-Infeld. Las soluciones
seran expuestas en el capitulo 3.

1.2. El tensor de curvatura

Como hemos senalado en la seccion anterior, el tensor de Riemann es un tensor muy
importante ya que éste contiene toda la informacién sobre la curvatura y por tanto es
de primera importancia tener el mejor entendimiento posible de sus propiedades, como
por ejemplo, ;Cuantas componentes independientes tiene? ;Qué informacién podemos
extraer de éstas? etc. En esta seccién exponemos algunas de las caracteristicas del tensor.
Comencemos por contar el nimero de componentes independientes que tiene.

En principio un tensor de rango cuatro tiene d* componentes independientes en un
espacio-tiempo de d-dimensiones. Sin embargo, como consecuencia de sus simetrias, el
tensor de Riemann tiene %d2(d2 — 1) componentes independientes en un espacio-tiempo
de d-dimensiones. Para obtener este ntmero recordemos que el tensor es antisimeétrico
en el primer par de indices, antisimétrico en los ultimos dos indices y simétrico bajo el
intercambio de estos dos pares de indices. Esto significa que podemos pensar al tensor
como una matriz simétrica R[], donde los pares po y pv son considerados como los
indices individuales. Una matriz simétrica tiene %n(n + 1) componentes independientes.
Por otro lado cada par de indices lo podemos pensar como una matriz antisimétrica por
lo que cada par de indices toma %d(d — 1) valores diferentes. Por lo tanto el nimero de
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componentes individuales lo podemos obtener al considerar que tenemos una matriz de
n x n, donde n toma %d(d + 1) valores diferentes. Bajo estas consideraciones tenemos

1 101 1 1

= == |zdld-=1)| |zd(d—=1)+1| = = (d* — 2d° + 3d* — 2d) .

jrln+ 1) = 3 |pata -] |pata-v+1] = § @ - 2 43 - 20
Hasta aqui hemos considerado sélo 2 de los 4 diferentes tipos de simetrias algebraicas
del tensor de Riemann, por lo que debemos incorporar en el conteo la simetria que nos
falta, esto es, la propiedad ciclica (1.7)). Para ello notemos que como consecuencia de la
propiedad ciclica: R, = 0, la parte totalmente anti-simétrica del tensor de Riemann

se anula,
R[pcr,uu] = 0. (118)

Ahora un tensor totalmente antisimétrico en d dimensiones tiene d(d — 1)(d — 2)(d —
3)/4! componentes independientes. Por lo tanto la restriccion reduce al nimero de
componentes independientes del tensor de Riemann por esta cantidad, lo cual da como
resultado

1 ‘ 1

3 (d* —2d® + 3d*> — 2d) — d(d — 1)(d — 2)(d — 3) /4! = EdQ(dQ —1). (1.19)
El cual corresponde al nimero de componentes independientes del tensor de Riemann.
Analicemos el significado de este resultado.

e En d = 1, la ecuacion (1.19) nos dice que el tensor de curvatura Ryjq; siempre se
anula. Este resultado es consistente con la propiedades de simetria (1.5).

e En d = 2, la ecuacion (1.19)) nos dice que el tensor de curvatura tiene 1 componen-
te independiente. Podemos considerar que esta componente es Rip12. Las componentes
restantes estin relacionadas a ésta a través de las relaciones (1.5)) y (1.6)

Ri912 = —Ro112 = —Ri221 = Ro121,
Ri111 = —Ri122 = —Rao11 = Rageo = 0.

Podemos reescribir estas formulas en una manera muy elegante. Note primero qud
R;wpo = 29#[[)90}1/77

donde g es el determinante de la métrica: g = g11g22 — g3,. Contrayendo los indices u y

p obtenemos

R1212
)

R, =g o—— (1.20)

esto es, el tensor de Ricci en d = 2, es proporcional al tensor métrico. Contrayendo los
dos indices restantes obtenemos

2R
R==22 (1.21)
g
!Denotaremos a lo largo del texto, la antisimetrizacién de dos indices por el simbolo [, |, y la sime-

trizacion con el simbolo (, ). En ambos casos, el simbolo incluye el factor de peso %
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esto es, el escalar de curvatura es proporcional a la tinica componente independiente del
tensor de Riemann! Por lo tanto de manera covariante, el tensor de Riemann se escribe
como

R,uupo = gu[pgcr]uR- (122)

e En d = 3, la ecuacion (1.19) nos dice que el tensor de curvatura tiene 6 componentes
independientes. Pero éste es también el nimero de componentes independientes del tensor
de Ricci, que es un tensor simétrico de rango dos. Podemos asi intuir que sera posible
escribir el tensor de Riemann en términos tinicamente del tensor de Ricci. Desde luego
dado que el tensor de Riemann tiene 4 indices y el de Ricci sblo 2, en la escritura sera
necesario utilizar la métrica. Las 6 componentes independientes del tensor de Riemann
pueden tomarse como

R12127 R13137 R23237 R12137 R1223 y R1323-

Todas ellas pueden escribirse en la forma

Ruvpo = 2(9upBopy — GupBoin) — Guipdoip Lt (1.23)

Todos los resultados anteriores nos dicen que el tensor de Riemann completo, s6lo se
necesita en espacios-tiempo de dimension: d > 4. Resumiendo, hemos visto que en d = 1,
el tensor de Riemann siempre se anula. En d = 2 el tensor de Riemann so6lo tiene una
componente independiente, la cual es igual al escalar de curvatura Ry en d = 3, las 6
componentes independientes del tensor de Riemann se pueden escribir en términos de las
6 componentes del tensor de Ricci.

e Por otro lado, en d = 4, la ecuacion ((1.19) nos dice que el tensor de curvatura tiene 20
componentes independientes, mientras que el tensor de Ricci solo tiene 10 componentes
independientes. Esto implica que en d = 4, el tensor R,,,, tiene 10 componentes que van
mas alld de las que se pueden construir como combinaciones del tensor de Ricci R,,. Un
resultado analogo vale para d > 4.

Antes de finalizar esta seccion, es importante enfatizar que las ;5d?(d® — 1) com-
ponentes independientes R,,,, del tensor de Riemann describen a la curvatura de un
espacio de d-dimensiones, pero no en una manera invariante, ya que los valores de estas
componentes no sélo dependen de la propiedades intrinsecas del espacio, sino también del
sistema de coordenadas particular elegido. La caracterizaciéon invariante de un espacio
estd dada en términos de escalares construidos con R, ¥ g,.- Es posible saber cuéntos
de estos escalares hay en un espacio de d-dimensiones mediante una calculo muy sencillo.
Cuando realizamos una transformacion general de coordenadas x — z/, en un punto da-
do X, podemos utilizar las d* cantidades dx'*/dz" para simplificar las expresiones de las
cantidades geométricas. De esta manera a las %dQ(al2 — 1) componentes independientes
de R0, ¥ a las %d(d + 1) componentes independientes de g, en el punto X, las pode-
mos restringir al realizar una transformacion general de coordenadas con d? condiciones
algebraicas, asi el nimero de escalares que podemos construir utilizando R, s ¥ g €s

S 1)+ (4 1) — & = —d(d~ 1)(d—2)(d +3). (1.24)
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Esta formula es valida para d > 3.

e El caso d = 2 es una excepcion a este argumento, aunque la formula nos dice que no
existe escalar alguno que podamos construir, en realidad existe uno, debido a un subgrupo
uniparamétrico de transformaciones de coordenadas, que no tienen efecto ni en R, ni
en g,,, por lo cual en realidad existe un escalar, el escalar de curvatura R. Sin embargo
esta excepcién no ocurre para espacios de dimensién mayor.

e En d = 3 la relacion ([1.24)) nos dice que existen 3 escalares de curvatura, los cuales se
pueden elegir de manera conveniente como las tres raices de la ecuacion secular

det(R,, — Aguw) =0,
o equivalentemente como las tres cantidades

det R
detg’

R, R, R"y

e En d = 4 la ecuacion ([1.24) nos dice que existen 14 escalares. Para enumerarlos
(y para otros propositos también), es conveniente hacer la descomposicion del tensor de
Riemann en términos de sus componentes irreducibles. Este serd el proposito de la seccion
siguiente.

1.3. Representaciones irreducibles de R,

Un tensor arbitrario de segundo rango, puede ser descompuesto en términos de
un tensor antisimétrico y un tensor simétrico, a su vez el tensor simétrico puede ser
descompuesto aiin mas, en un tensor simétrico de traza nula y un término proporcional
al tensor métrico

1 1
T = Ty + Ty = Th) + {Tw -1 guv} + TG (1.25)

Una manera rapida de ver que esta descomposicion tiene sentido, es contando el nimero
de componentes independientes a cada lado de la ecuacion. En el lado izquierdo tenemos
un tensor de segundo rango, el cual, en d-dimensiones tiene d? componentes. En el lado
derecho tenemos la suma de un tensor antisimétrico, el cual tiene d(d—1)/2 componentes
y un tensor simétrico, el cual tiene d(d + 1)/2 componentes. Es claro que la suma de las
componentes del lado derecho da el nimero correcto de componentes: d?.

De manera anéloga a la descomposicion del tensor de rango 2, el tensor de Riemann
puede ser dividido en 3 partes, la cuales corresponden a la representaciones irreducibles
del grupo de Lorentz

Rooiw = Cropw + Epopy + Gpopu- (1.26)

El primer término C,,,, es conocido como el tensor de Weyl o tensor de curvatura
conforme, el segundo término F,,,, es un tensor escrito exclusivamente en términos del
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tensor de Ricci, el escalar de curvatura y el tensor métrico, mientras que el iltimo término
G oo s un tensor escrito exclusivamente en términos del escalar de curvatura y el tensor
métrico. Explicitamente tenemos que la expresion y propiedades de cada término son las
siguientes:

= Tensor de Weyl

2 2R
Coopw = Rooyr = 7= (9oiuPRoo = Gotu o) + A=) d—2) I (1.27)

El tensor C,,,,,, es un tensor que tiene las mismas simetrias que el tensor de Riemann
y adicionalmente es un tensor completamente sin traza. Esta tltima propiedad
significa que la contraccion con respecto a cada par de indices es cero, es decir:
C*,, = C,'u = 0. Debido a estas propiedades, el tensor tiene t5d(d+1)(d+2)(d—
3) componentes independientes no nulas. Un espacio-tiempo con tensor de Weyl
idénticamente cero, se dice que es conformalmente plano.

= El tensor semi-sin traza E,,,

2

Epopn = )] (901510 = Go1uSulp) + (1.28)

con %d(d — 1) componentes independientes no nulas, donde

1

Sy = Ry — y

R gy, (1.29)

denota la parte sin traza del tensor de Ricci R, .

» Bl escalar G oy

2
Goopr = ——R o 1.30
PO d(d o 1) gﬂ[ﬂgd] ( )
con d componentes independientes no nulas y el cual satisface que la condicion:
G*  =1lg.,R.
opv dJov

Esbocemos como construir el tensor de Weyl, para ello consideremos el tensor antisimé-
trico méas general, en el primer y segundo par de indices, esto es

gpanU[LV - g“VCpap,V = 0.

Esta condicion es necesaria para que el tensor de Weyl tenga las mismas propiedades de
antisimetria que el tensor de Riemann, y escribamos este tensor en términos de R,q.,

R, 9 vy R,

Coopww = Rpopn + (gp[uRV]a - QU[MRV]p) + B Golugvjo RB- (1.31)
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Note que los términos que involucran al tensor de Ricci y al escalar de curvatura, son el
anédlogo de la ecuacion ([1.23]). Como queremos construir el tensor de traza nula, debemos
imponer la condiciéon

9" Coop = —C%,,, = 0.

ovp
Imponiendo esta condicién en obtenemos
9" Cpopw = 9" Rpop + ¢ (gpygp[uRl/}o - gp”gg[“R,,]p) + B 9% gplugva R
El primer término del lado derecho es simplemente el negativo del tensor de Ricci
9" Rpopy = —Royp-

Para el segundo y tercer término tenemos

1
_ng (gp,uRVcr - gpuRua) = <(5ZRVU — dR#U) ,

9" 9o Ruje = 9

N | —

v 1 v 1
9" 9ol Ru)p = §9p (YouRup — GovRyp) = 5 (Gop2 — 05 Ryp) -

Finalmente para el cuarto término tenemos

14 1 14 1 14
gp gp[ugzx}aR = §gp (gpugua - gpr/g;w) R= 5 (5M9V‘T - dg;w) R.
Juntando estos resultados tenemos entonces que la contracciéon de las componentes del

tensor de Weyl son

(2—=d)Rus — gopR) + g (1—-d)gu.R=0,

«

ngCpUuu = _Rau + 9

de la cual obtenemos dos ecuaciones, una para el tensor de Ricci

2
—Rw+%(2—d)RW:O, - a=—

y una para el escalar de curvatura

a I6; . > 2
el 5 U =d) g R=0, = =TT =g hu—

De lo cual obtenemos finalmente la ecuacion (|1.27)

2 p
Coopw = Rpopw — @=2 (9ot Bito = Golulirp) + @—1d-2) YoluGv)o -

El nombre tensor de curvatura conforme o tensor conforme esté relacionado con el hecho
de que dos espacios de Riemann diferentes cuyos intervalos d3? y ds? estan conformemente

relacionados,
ds* = Q*(a")ds?,
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tienen el mismo tensor de Weyl, aunque sus tensores de curvatura de Riemann sean
diferentes. Su relevancia fisica reside en que este tensor describe la contribucion del campo
gravitacional que se propaga en el vacio y que es detectable en las regiones externas de
la fuente, por ejemplo las ondas gravitacionales.

Finalmente es directo contar el nimero de componentes independientes del tensor,
para ello recordemos que el tensor de Weyl tiene las mismas propiedades de simetria que
el tensor de Riemann y por tanto tiene %dz(al2 — 1) componentes, sin embargo el tensor
de Weyl esta sujeto a la condicion adicional

0=c" = gpycpayu - ngCyupJ ="

oV pvo”

Para contar el nimero de componentes nulas que implica esta relacién, notemos que
podemos considerar a esta contracciéon como un tensor simétrico en los indices ou, por
lo tanto en d-dimensiones, el tensor tiene $d(d + 1) componentes nulas adicionales. Asi
el tensor de Weyl tiene

%d2(d2 Sy %d(d+ 1) = %d(dJr 1)(d+2)(d—3)

componentes independientes. Este resultado nos dice simplemente que en d = 3, el tensor
de Weyl se anula idénticamente: C,,,, = 0, mientras que en d = 4, el tensor de Weyl
tiene 10 componentes independientes. Estos resultados estan en completo acuerdo con
nuestra discusion en la seccion anterior. En particular en el caso d = 3 como el tensor de
Weyl se anula, obtenemos de la ecuacion ([1.27)

0= Rpgu — 2 (gp[uRV]U - gU[MRV]P) + Golugnio iR,
que corresponde precisamente a la ecuacion ((1.23)).

Construyamos ahora el tensor E,,,,. Al igual que con el tensor de Weyl debemos
construir la combinacién mas general posible consistente con las simetrias del tensor de
Riemann, pero esta vez solo con los tensores 12, g,, y I&. Esta combinacion es la misma
que utilizamos en (1.31)), pero desde luego sin incluir R,y

Eoopy = (gp[uRV]a - ga[uRv}p) +9 (gp[MQV]U - QJ[MQV]p) R.

Es 1til escribir esta combinaciéon en términos del tensor
)
S =R+ —9ulR,
v
con lo cual obtenemos que

Epopw =7 (gp[uSV]U - gO[uSl/}p) .

Imponiendo la condicién de que el tensor S, sea de traza nula obtenemos una condicion
para el cociente §/~

5
G =0 = S =_=
8



1.3 REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE R, - 11

Asi el tensor resultante es el tensor de Ricci sin traza ((1.29). La constante v la fijaremos
imponiendo la condiciéon de que la contraccién del primer y tercer indices del tensor E,,,,
de como resultado el tensor de Ricci sin traza Sy,

g

gpuEpauu = So'l/ = §gpu (gp,usua - gpleuo - ga,uSzzp + gO‘US,LLp) s
con lo cual obtenemos
gl gl 2
v — 5 d vo ” o p v l==(d-2 =
So’ 2 ( S 5VSN 50'5 p) = 2 ( ) = /y (d_2)

Obteniendo asi la expresion ([1.28)

2
Eoopw = m (gp[usl/]a - gU[MSV]p) :

Por 1ltimo, la parte escalar G4, del tensor de Riemann satisface la condicion de que
al contraer el primer y tercer indices da como resultado G¥, ,, = égWR, de manera tal
que al realizar una segunda contraccion obtenemos el escalar de curvatura G*,, = R. Al
igual que en los casos anteriores, el tensor debe tener las mismas simetrias que el tensor
de Riemann y debe ser construido utilizando inicamente g,, y R, por lo que el tensor se

expresa como
G o = 1 RYpioGulv-

Contrayendo el primer y tercer indices obtenemos

n U
Glfr;w = 5 R (gpugpag;w - gpugpugau) = 5 (1 - d) gauR-
Imponiendo la condicion: G¥, , = %l Jou R, obtenemos
n 1 2
~(1—d O’I/R =3 O’VR = = 77
o (1= d)g a? T=ad =)

y con este valor de 7, la ecuacion (|1.30)

2
Gpop = ngp[agu]u'

Estamos ahora en posicion de retomar la discusiéon de la seccién anterior donde encon-
tramos que el nimero de escalares de curvatura que podemos construir en d = 4, son
14.

En general, cuando los valores propios de R, son no degenerados, los invariantes
de curvatura se pueden describir por

= Todas las componentes del tensor de Weyl, para el sistema de ejes coordenados
tnico, que diagonaliza a R,, y ¢g.. En este caso los elementos de g,, son +1’s,
—1’s, y O0’s.
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» Las componentes restantes son los d valores propios de R, .

En d = 4 tendriamos entonces que los 14 escalares de curvatura serian las 10 componentes
del tensor de Weyl, mas los 4 valores propios del tensor de Ricci.

Sin embargo este conteo no es valido cuando alguno de los valores propios de R, es
degenerado. Un caso interesante es el de campos gravitacionales en espacio vacio, donde
se satisface que: R, = 0. En este caso los invariantes de curvatura en d = 4 estdn dados
por las 10 componentes nulas de R, (recuerde que el que un tensor sea cero, es una
afirmacion independiente del sistema de coordenadas), mas las 4 cantidades

v depo
C,u,upacv gﬂ 560 r Cm/pa
KV po )
V19l
24 Sepo &
e OOl Cle e C
Co e O™ o "o 7w (1.32)

VIl

Petrov dio una descripcion equivalente de estos 4 invariantes de curvatura como raices
de una ecuacién secular, y clasifico varios tipos de tensores de Weyl de acuerdo a las
degeneraciones de estas raices. Nuestro objetivo en el capitulo 2 de este trabajo, sera
entrar en los detalles de la clasificacion de Petrov.

Finalmente es importante enfatizar que la relaciéon ((1.24)) nos dice el nimero de
invariantes de curvatura independientes algebraicamente. En general existen ademas re-
laciones diferenciales entre estos invariantes, y por tanto el nimero de invariantes de
curvatura funcionalmente independientes es menor al expresado en ([1.24]).

1.4. El principio de equivalencia

Uno de los principios fisicos fundamentales de la Relatividad General es el principio
de equivalencia, este principio nos dice que si consideramos una particula moviéndose
libremente bajo la influencia tnicamente de fuerzas gravitacionales, entonces existe un
sistema de coordenadas {£°} en caida libre, en el cual sus ecuaciones de movimiento en
el espacio-tiempo describen una linea recta

2 ¢a
lefz =0, (1.33)

donde o = £°. El intervalo en este sistema coordenado esta dado en términos de la métrica
de Minkowski
ds® = ngpde®del. (1.34)

Para particulas masivas, do coincide con el tiempo propio do? = dr? = —ds?. Suponga-
mos ahora que utilizamos cualquier otros sistema coordenado x*, el cual puede ser un
sistema coordenado cartesiano en reposo en el sistema de laboratorio, o cualquier otro
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sistema curvilineo. Las coordenadas en el sistema en caida libre {{*} son funciones de
las coordenadas curvas z#, y la ecuacion (|1.33)) se reescribe como

_d (9¢%(x) dat (98 (x) dPat N 02¢%(z) dx” da*
do ex \ Ozt do®> = Oxrdx¥ do do

(1.35)

ozt do o

Note que estamos senalando explicitamente que la ecuacién es valida en un punto x = X
del espacio-tiempo. Si multiplicamos esta ecuacién por la relacion inversa dx#/0&* y
utilizamos la propiedad

S
56 5 = O (1.36)

obtenemos finalmente

d?xt dz” dz?
ry — =0 1.37
(d02 1) do da) _ ’ (1.37)
donde I'} ) es la conexion afin, definida como
Ozt 92¢%(x)
ry = . 1.
Vp<x)‘x:X aé"a oryOxP X ( 38)

Note que es posible escribir el intervalo en términos de las coordenadas curvas z*, al
. ., a
considerar la transformacion: dz® = %dm“, esto es

a b
ds* = nabm dzt 9 () dz¥ = g, (x) datdz” (1.39)
ozk | _y oxv p—x X
con el tensor métrico definido como
9E* () 0" (x)
v y = Nab——(—— . 1.4
R Sy = = I 140

Es importante notar que los valores del tensor métrico g,, y la conexion afin I') ) en el
punto X, determinan las coordenadas inerciales locales £%(z) en una vecindad del punto.
{59

Para visualizar que este es el caso, multipliquemos la ec. (| por g% y utilicemos la
propiedad

o0& Oz
a:]jﬂ@ - (SZ, (141)

con lo cual obtenemos

06 (@) 1, _ 2w

dxh vl )‘xX = Oavdxr (1.42)

=X

Esta es una ecuacion diferencial para la coordenada local en el punto X y su solucién es

a a a 1 a 14 14
4 z)=a"+e, (:U“—X“)+§b,\ F;}V(x“—X“)(a: — X"+ (1.43)
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donde
a — a a — aga(x)
a® =£4X), vy e (x)],_y = o | (1.44)
En términos de las constantes e,%(X) la ecuacion (1.40) puede reescribirse como
9 ()] oy = Naven” ()" ()|, - (1.45)

Finalmente sefialemos que las constantes e,*(X) estan determinadas por las ecuaciones
(1.43) hasta una transformacion de Lorentz

e (X) = eu" (XA, (1.46)

la cual deja invariante la ecuacion . Concluimos de esto que el conjunto de coorde-
nadas inerciales posee una ambigiiedad en las constantes a® y b,%, lo cual se refleja en el
hecho de que si las coordenadas £ son coordenadas inerciales locales, también lo son las
coordenadas: £2A,% 4 2.

El principio de equivalencia implica entonces, que si conocemos los valores de la
métrica y los simbolos de Christoffel en un punto X, podemos determinar localmente
las coordenadas inerciales a orden (z — X)?, hasta una transformacion inhomogénea de
Lorentz. Desde luego, sabemos también que no es posible construir un tnico sistema
coordenado que sea localmente inercial en todo punto, a menos que el espacio-tiempo sea
plano.

1.5. Formalismo de tétradas

La forma usual de resolver problemas en Relatividad General es obtener la métrica a
través de las ecuaciones de campo . Una forma alternativa de resolver el problema es
utilizar el formalismo de tétradas. En este formalismo uno utiliza la libertad que tenemos
de escoger la base coordenada para describir la fisica, y elegimos un conjunto de 4 vectores
linealmente independientes en cada punto X del espacio-tiempo, que simplifiquen las
cantidades geométricas relevantes del problema. De esta forma, los objetos de interés
(vectores, tensores, etc.) se proyectan en la nueva base para realizar los calculos, y luego
si se desea es posible regresar a la base coordenada original con una nueva proyeccion.

La ventaja que posee este formalismo respecto a la formulacién en términos de la
métrica radica en el hecho de que uno puede elegir la tétrada de manera tal que ésta
refleje aspectos relevantes del espacio-tiempo que se encuentra bajo estudio. Entre las
tétradas mas utilizadas se encuentran las tétradas nulas (tétradas cuyos vectores son
vectores nulos, dos reales y dos complejos, siendo estos tltimos complejos conjugados
uno del otro), y particularmente las tétradas de Newman-Penrose.

La eleccion de la base de tétradas depende de las simetrias de la variedad consi-
derada. Para comenzar con el formalismo, supongamos que tenemos una variedad M,
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provista con una métrica ¢g. Haciendo uso del principio de equivalencia, podemos cons-
truir localmente un sistema coordenado inercial, el cual de acuerdo con la ecuacion ([1.45)
se puede escribir como

Nav €, (2) e, (7) = g (2), (1.47)

donde e,*(x) satisface la condicion en el punto X. Ahora bien, para cada punto
fisico X podemos fijar el sistema inercial local e investigar como transforman las derivadas
parciales e,*(z) ante un cambio de coordenadas no inercial de z# a z'*, obteniendo la
regla de transformacion

e () — e, () = e, (x). (1.48)

Ox'H
Sabemos también por la ec. (1.46)) que cuando cambiamos de un sistema coordenado
inercial a otro inercial, e,%(z) transforma mediante una transformacion de Lorentz

e, (7) = e, () = e, (z) A" (1.49)
Debido a estas propiedades de transformacion podemos pensar a las
0, (@), (1.50)

como cuatro campos vectoriales covariantes respecto a las coordenadas curvas y como
cuatro campos vectoriales contravariantes respecto a las coordenadas planas. Este con-
junto de vectores se conoce como tétrada o wvielbein. Queda claro que ambos tipos de
indices, latinos y griegos, toman los valores: 0,1,2, 3. Y queda claro también su significa-
do, el indice griego representa a las coordenadas curvilineas y el indice latino al sistema
coordenado inercial. El inverso de las tétradas se define mediante la operacion
matricial

e (x)e,” (x) =46,", (1.51)

que no es otra cosa que la regla de la cadena (1.36)). De manera andloga la condicion

(1.41) se escribe como

ea’ (2)er” () gy () = Nab, (1.52)

la cual puede interpretarse como una condiciéon de ortonormalidad?} En términos de la
tétrada y la tétrada inversa, podemos definir los vectores y uno formas tanto en las
coordenadas inerciales como en las coordenadas curvas

ea = egt'(x)0,, w* = e, (z)dx", (1.53)

ey, = €,"(x)0,, wh = e, (x)dx”. (1.54)

Queda claro que la relacion entre los indices de las tétrada y la tétrada inversa esté dada
por
e (2) = " nwe, (), v e () = gun™e” (z). (1.55)

2En la version Euclidiana: 14, — 4p.
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Asi, dado cualquier campo vectorial contravariante A*(x), podemos utilizar las tétradas
para referir sus componentes en el punto z, al sistema coordenado inercial local £*(z) en
el mismo punto

A%x) = e, (z) A (). (1.56)
Note que estamos contrayendo un vector contravariante A* con cuatro vectores covarian-
tes e,(x), de forma tal esta transformacion tiene el efecto de reemplazar el 4-vector A*
por cuatro escalares A®. Esta misma operacion se puede realizar con cualquier campo
vectorial contravariante y en general con cualquier campo tensorial

Au(z) = et'(2)Au(z), (1.57)
Bl (z) = e (v)e,’(7)B," (z), etc.
Regresando a la libertad que tenemos de elegir el sistema inercial local, notemos que con

ayuda de la relacion (1.47)) y las 1-formas (1.53) podemos reescribir el elemento de linea
en la forma

ds® = gudatdz” = nge, (x)da'e,’ (x)da” = napw'w”. (1.58)
En la métrica
-1 0 0 0
0 100
0 0 01
el intervalo se escribe explicitamente como
ds® = N @ W’ = -’ QW'+ W' R W + W QW + WP ®W?. (1.60)

Es posible encontrar ahora la forma de la métrica 7,, para un conjunto de 4 tétradas
nulas, donde por tétrada nula entendemos una tétrada cuya norma es cero. Para ello
notemos que el conjunto de 1-formas siguiente tiene norma cero

1 1
CUO = E ((A)/O + w'l) s w2 = E (w'2 -+ iw’g) , (161)
1 . 1
w! = 7 (W =), W= 7 (w? — i) . (1.62)
Definiendo el producto directo simétrico: w* @w’ = % (w’“ QW+ w’® w’“), obtenemos
1 1
W @ w = 5 (_w/o 2 W0+ W' ®w’1) W oWt = 5 (—w’2 2 wW? 4+ W ®w’3) '
Asi podemos escribir el intervalo como
ds* = —2w° ® w' + 2w* ® WP, (1.63)
y la métrica del sistema inercial toma la forma
0 —1 0 0
- -1 0 0 0
0O 0 10
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1.6. Tétradas nulas

El formalismo de Newman-Penrose (1962) es de gran utilidad en relatividad general.
Esta técnica mateméatica es importante en investigaciones tales como: Soluciones exactas
de las ecuaciones de Einstein, inmersion del espacio-tiempo, estudio de congruencias
nulas, clasificacion de Petrov, comportamiento asintotico, el problema de la energia del
campo gravitacional, etc. En particular en la Clasificacion de Petrov (CP) aparece la
tétrada nula compleja de Newman-Penrose en forma natural. Consideremos nuevamente
la métrica

ds® = nabdx“dxb = —2dt* + dz? + dy® + d2.

Escribamos esta métrica en términos de los cuatro vectores unitarios u,, Sq, Vo V Wa,
definidos por

act 837
e =~ Gga = (=1,0,0,0), s,= o (0,1,0,0), (1.65)
_ Oy _ 0z
Uaza—ga—(oa(), 1,0), wa—aga—(0,0,0,l).

Asi, —uu, = s%s, = v*v, = w*w, = 1, mientras que los productos restantes son cero.
Estos cuatro vectores forman un sistema completo, cualquier vector o tensor se puede
expresar utilizando combinaciones lineales y productos de éstos, por ejemplo

Nab = —Uglp + SqSp + VaUp + WaWy. (1.66)

Introducimos un nuevo conjunto de tétradas llamado tétradas nulas, o tétradas de Sachs,
o tétradas de Newman-Penrose, el cual consta de dos vectores reales nulos k, [, y dos
vectores nulos complejos m, T (la barra sobre m denota conjugacién compleja)

{ea} - (kaa laa maama)- (167)
Que los vectores sean nulos significa que
k. k® = 1,01 = m,m® = m,mn* = 0. (1.68)

La nueva tétrada la podemos escribir en términos de la tétrada (1.65]) en la forma:
by = (g + 50) = —=(=1,1,0,0), Iy = —( )= L (1,-1,0,0), (1.69)
a = —=Ug T Sq) = —=(—1, L,U,;U), a= —7=Ug = Sq) = —(7=(—1, =L U, U), .
V2 V2 V2 V2
1 1

1 1
My = —=(Vg +1w,) = —=(0,0,1,7), Mg = —=(v, —tw,) = —(0,0,1,—1),(1.70
Tt iw) = 2 (0.0.1,) (v = i) = (0,01, 1), (1.70)

mientras que las tétradas contravariantes en el indice plano estan dadas por

1

k* = —(1,1,0,0), [*= (1,-1,0,0), (1.71)

-5
_5l-

me = —(0,0, 1,2'), me = —<07()’ 17 —i). (1.72)

5
S
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La métrica (|1.59)) queda escrita en términos de las tétradas nulas como
Nab = —2k(al) + 2m(ammy), (1.73)
y los diferentes productos escalares de las tétradas son
mim, = —k%, =1, kMg =1"m,=0. (1.74)

Como hemos visto, una base de tétradas no queda definida de forma tnica, ya que existe
la libertad de realizar Transformaciones de Lorentz. Por este motivo es importante saber
como actian las transformaciones sobre las tétradas nulas que hemos definido.

1.6.1. Transformaciones de Lorentz

Estudiemos ahora como actian las Transformaciones de Lorentz sobre la base de
tétradas nulas. Nuestra guia para ello serd estudiar las diferentes formas en que las
transformaciones dejan invariante los productos internos entre las tétradas nulas.

e Boost en la direccion x y el cambio de tamano en k, v [,

Comencemos observando que la multiplicacion de k* por una constante (o funcion
par) A, sigue siendo un vector nulo. Para mantener el producto interno k°l, fijo debe

suceder que
k' = Ak®, I = A1, A>0. (1.75)

Consideremos ahora dos sistemas de referencia inerciales que se desplazan uno respecto
del otro a lo largo del eje x, investiguemos la relacion entre el parametro A y la velocidad
relativa entre los dos sistemas, para ello consideremos la Transformacion de Lorentz
(boost) correspondiente, la cual tiene la forma

v =By 00
By v 00

AL = 0 0 10 (1.76)
0 0 01

1 gl 0 —py
a __ 0 la ___ _67 a __ ]' la ___ ’y
ut = 0 —u = 0 , Yy vt = 0 — V% = 0 ,
0 0 0 0

\%(ua + v%) transforma de la siguiente manera

_ 1-p a
_V1+Bk’

el vector k% =

K= —(1-=0)7

1
V2

SO = =
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con lo Cual concluimos que el valor de la funcién A esté relacionado con la velocidad como

A=, /XL 5 Procediendo anélogamente con [* obtenemos la forma de transformacion para

1+
[1-5 1+
=k l“ 1.
1+6 1-8 (L77)

los vectores nulos reales
Queda claro que la Transformacion de Lorentz (1.76) no afecta a los vectores nulos
complejos m y m y por tanto los productos internos (1.74]) quedan invariantes.

e Transformaciones con k® fijo.

Consideremos ahora una Transformacion de Lorentz que deje invariante el vector
k®, es decir kK'® = k®. Para ello consideremos a I’ como la combinacion més general de
los vectores nulos, es decir: I* = [ + Dk® + Bm® + Em®, e impongamos la condicion
de que los productos escalares se mantengan. Es claro que para que el producto interno
Kl = k%, = —1, se mantenga, el coeficiente de [* en la combinacion lineal debe ser 1,
va que k% se ha mantenido fijo.

Las constantes D, ByE, no son todas independientes. Pidiendo que el vector e
sea real obtenemos D = Dy B = E'y pidiendo que el vector sea nulo, esto es, 'l =0,
obtenemos D = BB y por tanto

I'“ =1* + BBk" + Bm" + Bm". (1.78)

Para obtener la forma del vector de Lorentz m'® procedemos de la misma manera, esto
es, proponemos una combinaciéon lineal en términos de las tétradas nulas e imponemos
la condicion de preservar los productos internos. La condicién &'*m! = 0 impone que el
vector [* no aparezca en la combinacion, asi la combinaciéon mas general, es de la forma

m'* = 0k* + em® + xym®.

Para encontrar las relaciones entre las constantes utilizamos las siguientes propiedades
m'*m! = 1, I'"m!/ = 0y m'®m) = 0, de las cuales obtenemos las siguientes relaciones
el + |x|* = 1, =0 4+ Be + Bx = 0 y ex = 0 respectivamente. De esta tltima relacion
elegimos xy = 0, donde obtenemos que la ecuaciones se reducen a |e|2 =1, 0 = Be.
Obteniendo finalmente € = ¢'©. En resumen, la transformacion de Lorentz cambia las
tétradas en la forma

K* =k  1“=1°+ BBk + Bm®+ Bm®, m"=¢©(m*+BkY), (1.79)

donde © es un ntimero real y B es complejo.
e Transformaciones con [* fijo.
Realizando el mismo procedimiento podemos obtener una rotacién nula mantenien-

do [* fijo
I"=1*  K'=k"+CCI+Cm*+Cm",  m'"=e®(m*+Cl°). (1.80)
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La transformacion general entre dos tétradas nulas contiene seis parametros reales que son
precisamente el nimero de parametros de una transformaciéon general de Lorentz. Estos
seis parametros reales estan dados por dos cantidades reales: © y A y dos complejas B
y C. Geométricamente el parametro © se interpreta como un anglo de rotacion en el
plano m — m, para visualizar esta afirmacion, utilicemos la ecuacion y escribamos
la parte de la transformacion m’® = e*©m® como:

(v + iw) = e®(v + iw),
la cual podemos dividir en parte real y parte imaginaria, obteniendo
V' =vcos® —wsin®, y w = zsin® + wcosO. (1.81)

El pardmetro A corresponde a una combinaciéon del pardmetro § de un boost de Lorentz
en la direccion x, y los parametros B y C' describen las llamadas rotaciones nulas.

1.7. Las ecuaciones de Cartan

Se puede demostrar siguiendo la légica de sustituir indices curvos por indices planos
que hemos discutido anteriormente (ver por ejemplo [13]), que las componentes del tensor
de curvatura en la formulacion de tétradas estan dadas por

Rade = F%d|cir?)d|c + Febdrici %c idiDidF%w (182)
donde

FLll)d|c = F%d;c + F%crad + Fedc CIL)e 3 Decd = _Qre[cd]‘

e

En una base de coordenadas, uno puede simplemente sustituir los simbolos de Christoffel
en esta expresion y listo. Sin embargo, el método de Cartan para el célculo de la curvatura
es mas compacto y eficiente en muchas aplicaciones. Una vez obtenidas las componentes
de las tétradas, el algoritmo se divide en dos pasos.

= (i) Calculo de la conexion I'} de las 1-formas.

Primero consideremos las bases {e,} vy {w®} definidas en (1.53)). La base {e,} es la base
del espacio tangente T, y la base {w®} es la llamada base dual, por ser base del espacio
dual T; (cotangente). Por lo tanto estas bases satisfacen

(W, ep) = 0y (1.83)
Los coeficientes de conexion I'¢, se puede escribir con respecto a estas bases como

N R TR VN TR v
[ =wiel ef = —eiw, e . (1.84)



1.8 CURVATURA EN EL CASO ESFERICAMENTE SIMETRICO 21

Estos también se conocen como los coeficientes de rotacién de Ricci. Para la derivada
exterior de la base de 1-formas obtenemos

dw® = d(e,"dz") = W, ,dv" N\ da" = W, dv" N do" = @ W AW (1.85)
Introduciendo la conexién como la 1-forma
5 =9 .we, (1.86)
podemos reescribir la derivada exterior dw® (ec. en la forma
dw® = —T% A w?, (1.87)

donde esta ecuacion es conicidad como la primera ecuacién de Cartan.
» (ii) Calculo de la 2-forma de curvatura ©9

De la segunda ecuacion de Cartan, definida por Cartan como:

N | —

04 = —R$ W Aw' =dl'y +T% A TS, (1.88)
podemos calcular las componentes del tensor de curvatura R, ; con respecto a una base
general {e,} y después obtener el tensor de Ricci asi como el escalar de curvatura.

1.8. Curvatura en el caso esféricamente simétrico

Como un ejemplo de los diferentes conceptos que hemos presentado en este capitulo
obtendremos la métrica del agujero negro de Reissner-Nordstrom, esta métrica corres-
ponde al espacio que genera una distribucion esféricamente simétrica de masa M y carga
Q). Para ello utilizaremos el formalismo de tétradas y comenzaremos por suponer que
la solucion esta descrita por un tensor métrico esféricamente simétrico. El ansatz méas
general de un espacio-tiempo esféricamente simétrico y estacionario es

ds® = — f(r)dt* + f(r) " dr? +r°dQy, (1.89)

donde (29 es la métrica de la 5?2 esfera. Utilizando el elemento de linea proyectado en la
base de tétradas (1.58)), podemos identificar directamente las uno-formas w®

dr
N R ST SR SSPRR
7 vai ’

2 3
9 w w

w® = rdf = df = —, W =rsinfd¢ = do=

r rsin
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Utilizamos ahora la definicion de la derivada exterior para las 1-formas

1
dw’ = 5 V2 fdr A dt = f V2t AW,
1
dw' = -3 F32fdr A dr =0, (1.90)
f1/2
dw? = dr ANdf = —uw' AW,
1/2 2
dw® = sinfdr A dg + rcos0df A dp = f—w Aw? + %wz Aw®. (1.91)
7 sin
De la primera ecuacién de Cartan: dw® = —I'4 A w’, podemos comparar directamente

con las ecuaciones anteriores y leer el valor de las conexiones. Es conveniente para esta
comparacion escribir la ecuacion de Cartan explicitamente:

dw® = -THYAwW = -TYAW" =T Aw! =TYAw? —TY A w3,
dw' = —T Aw? = —TH Aw® — T4 Aw? —1“12/\@2—1“1 A w?, (1.92)
dw? = -T2 Awb = -T2H AW’ =T Aw! =T Aw? —TE AW3,
dw3:—F3b/\wb:—F3O/\w0—F3 /\qu—F3 Aw? =T33 Aws.

Utilizando la propiedad de antisimetria de los coeficientes de Ricci 'y,
- Fab = Fba <~ _nacrcb = nbcrcaa (193)

concluimos que
=T =T, =T%3=I%=0. (1.94)

Comparando las ecuaciones ((1.90) con las expresiones anteriores de la ecuacion ((1.92))
obtenemos

1 1
. Fol A (,4)1 — _f_1/2f/wl A (,UO = Fol — Fl(] — §f—1/2f/ (0)7
1/2 1/2
T2 Aw! = f—w "Aw? = T2 =-T, = f7w2,
1/2 1/2
—T3 Awh = f—w ANw? = T3 =-T,= f—w3, (1.95)
r r
cos 6 cos 6
—IhAw? = Aw? = Th=-T%= 5.
2 MW rsm@w o 2 37 reing
Escribiendo los elementos de I'Y en una matriz, tenemos
0 s/ 0 0
1r-1/2 ¢, 0 _ﬁ 2 _ﬁ 3
) s/ fw 0 W W
Iy = 0 NI 0 cot
—w - w
T r
0 ﬁw?’ cot ng 0

r T
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De la segunda ecuacion de Cartan: ©9 = dI'y +1'% AT'S podemos calcular los coeficientes
del tensor de curvatura. Ejemplificaremos el calculo obteniendo explicitamente ©9. El
procedimiento para el resto de las O es similar

0% = dr% +T% AT,

La derivada exterior de T es

1 1 1
dr(]l — <_Zlf_3/2fl2+§f_l/2f”> dr/\w0+§f_1/2f’dw0

1 1 1 1
— (_Zf_lfQ + §fﬂ> (,dl /\COO + Zf_lfQWl /\WO — f//wl /\w

En este caso el producto de uno-formas T'% AT = 0, y por tanto ©9 = £ f"w! A w’.
Ahora resumimos en una matriz todos los coeficientes ©9

! !
0 —%f”wo/\w1 —%fTwO/\uﬂ —%%wo/\w?’
! !
oo —3 WO A w? 0 —s Wl A w? —sLw AW?
b — / /
—%fw A w? %f—wl/\w2 0 (%—%)uﬂ/\w:}
! 1}’ 1 3 1 f 2 3 " "
—%fw Awd LTl Aw —(—2——2)w Aw 0
T 2r T T

(1.96)
Por otro lado los coeficientes del tensor de curvatura estan relacionados con ©9 mediante

la ecuacion ((1.88)
1
0% = 3 “ a0 A w.

Escribiendo explicitamente esta expresion para el termino ©% y comparando directamente

con - ) tenemos

1 1
obteniendo 1 )

De la misma manera podemos escribir una ecuaciéon para 0%, 0% .., etc. y comparar
directamente con la ecuaci6on - para obtener los coeﬁmentes no nulos del tensor de
Riemman restantes
1 1f'
0
R101:_§f”v R202:_§;7
1f 1f
0 1
Rig3 = o, Ry = T3, (1.97)

Lf 1 f
R1313 -9, R2323 - (_ - _) :

rZ
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Podemos calcular ahora los coeficientes del tensor de Ricci en la base de tétradas R,, =
RC

ach
1 ! 1 !
R00:+—fll+ia Rn:——f”—ia
2 r 2 r
/! L f /! L f
22 r + 7”2 TQ ) 33 r + 7"2 TQ ( )
y también el escalar de curvatura, el cual resulta ser
a o2t 1 of
R=R" =R+ R+ R+ R =— (7+7—ﬁ+ﬁ : (1.99)

Para escribir las ecuaciones de Hilbert-Einstein nos interesa también escribir el tensor de
Einstein en la base de tétradas

f/
Goo = =G = —= +%2—,,i2
7},, f (1.100)
Gy = G33 = 5 + =
,

Con todos estos elementos geométricos, estamos ya en posicion de escribir y resolver las
ecuaciones de Einstein para el caso en que tenemos una distribucion esférica de masa y
carga.

1.9. Meétrica de Reissner-Nordstrom

Las ecuaciones de Einstein con fuentes, proyectadas en la base de tétradas es
1
Gab = Rab — §nabR = 871'Tab. (1.101)

Nuestro objetivo es resolver esta ecuacion para una distribucion esférica de carga eléctrica
y masa. En este caso debemos considerar entonces el tensor de energia-momento para el
campo de Maxwell, cuya expresion en la base de tétradas es

1 1
T = — [NaaF'“Fye — =nap Fea F| . 1.102
b= 1 Nad b 477 bl cd ( )
Debido a que la distribucién es esférica tenemos sélo un campo eléctrico radial
— Q R
E = ﬁr, (1.103)

donde (@) es la carga eléctrica total de la distribucion. Por tanto el tensor electromagnético

F? toma la forma
-1

Q

27

Fob = (1.104)

coro
o oo
cooco
cooco
=
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mientras que las componentes no-nulas del tensor de energia-momento en la base de
tétradas, tiene la forma

1 2
Too=—Tn = 8—Q—4
s (1.105)
Toy =T33 = ——.
2 =1 =c-"3

Estamos ahora en posicion de escribir las ecuaciones de Einstein ((1.101)) independientes
para nuestro sistema. En ([1.100) obtuvimos las expresiones del tensor de Einstein y
también tenemos ya las expresiones del tensor de energia-momento. Sustituyendo estos
resultados obtenemos un sistema de dos ecuaciones linealmente independientes
—1+f4+rf @

72 A
" / 2
ror_a

2 ' r rd’

(1.106)

De la primera ecuacién tenemos que
2

f—&—rf/:l—ﬁ

Reescribiendo el primer término como d(rf) e integrando tenemos

2 2
d(rf)zl—r—2:>rf:r+7+0.

Por lo tanto obtenemos que f tiene la forma
Q  C
r)=1+—+—,
Fr) =1+ 5 4=
El valor de la constante C'se obtiene al considerar en limite () — 0, obteniendo C' = —2M.
Esta métrica describe el exterior de un agujero negro y se le conoce con el nombre de
métrica de Reissner-Nordstrom (que abreviaremos como RN)

ds® = —rndt* + Yrytdr? +r?dQ3, (1.107)
donde o1f )
VRN = 1——+Q—2. (1.108)
T r
Usualmente la métrica RN se escribe en la forma
A r?
2 _ ) 2 2 1092
ds” = —th + A—Tdr + r°d§2; (1.109)
con
A(r) =r? —2Mr + Q*. (1.110)

A partir de la métrica RN (1.109)), se puede observar que existen tres singularidades. Una
singularidad esencial en » = 0, la cual es una singularidad no-removible similar al caso
r = 0 en Schwarzschild. Las otras dos singularidades son singularidades coordenadas y
se encuentran en los puntos donde A(ry) = 0, con

A=(r—ry)(r—r2), y re=M=%\/M?2-0Q> (1.111)
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» Caso M < |Q)|

Cuando M < |Q] los valores de 71 no son reales. La funcion A es siempre positiva y la
métrica no posee singularidades en r = r4. Debido a esto, la coordenada t siempre es
tipo-tiempo y la coordenada r siempre es tipo-espacio. Ya que no existen horizontes, la
singularidad en r = 0 esta desnuda. De acuerdo con la conjetura de la censura cosmica,
podemos considerar que este caso no se presenta fisicamente.

» Caso M > |Q)|

Cuando M > |Q| los valores de 1 son reales y la funcion A se vuelve cero alli. De
esta forma, A es positiva para r > r, y para r < r_, y toma valores negativos para
r_ <r <ry. Tenemos la singularidad en r = 0 al igual que en el CASO 1, pero esta vez
existen dos horizontes que la ocultan. Ahora bien, las singularidades r = r. se pueden
remover mediante un cambio de coordenadas. Por lo tanto decimos que son singularidades
de las coordenadas, es decir no es una singularidad de la variedad.

» Caso M = |Q)|

En el caso extremo en el cual M = |@Q]| se tiene r. = M, esto es, los horizontes se
convierten en uno sélo.

Si escribimos la funcion radial ¥ gy (r) dada en la ec. (1.108)), en términos de coor-
denadas adimensionales u = r/M y o = /M, tenemos

2 ol

En la Fig.(1.1) se muestra la forma de la funcién ¢ry, es claro que existen tres casos
diferentes, dependiendo de los valores relativos de () y M. Desde luego, estamos utilizando
un sistema de unidades para el cual c=1y G = 1.
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Figura 1.1: Forma de la funcion métrica ¢)gx(u). Dependiendo de los valores relativos de

a = /M se pueden distinguir tres casos @« > 1, a = 1 y a < 1. Cuando a = 0 tenemos
el caso de Schwarzchild.
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Clasificacion algebraica de los campos

El objetivo de este capitulo sera revisar la clasificacion de Petrov o a veces también
llamada la clasificacion de los campos gravitatorios. A. Z. Petrov publicé su trabajo en
1951 y éste proporcioné la base del desarrollo matematico de las soluciones exactas de
las ecuaciones de campo de Einstein. La clasificacion original de Petrov se aplico para el
tensor de Riemann de una variedad M de cuatro dimensiones. Hoy en dia la clasificacion
se aplica generalmente al tensor de Weyl y las técnicas utilizadas son esencialmente
idénticas a las utilizadas por Petrov.

La idea detras de la clasificacion es sencilla, supongamos que tenemos un espacio
métrico y que deseamos obtener una clasificacion invariante de un tensor 7}, de orden
2, simétrico. Este objetivo se puede alcanzar utilizando el método de vectores y valores
propios. El método se basa en la siguiente ecuacion

T,,V" = AV, = Ag. V", (2.1)

donde X es un escalar y V# un vector. Un vector V¥ # 0, que satisface la ecuacion (2.1,
se dice que es un vector propio de T),. Escribiendo la ecuacion (2.1]) en la forma

(Tul/ - )\guu) VV = 07 (22)

podemos ver que un vector propio puede existir solamente para los valores de A que son
raices de la ecuacion
det (T, — Aguw) = 0. (2.3)
A estos valores de A les llamamos los valores propios del tensor T),,.
La ecuacion (2.2)) constituye un problema local, en referencia a un punto X del

espacio. A la luz de la discusion del capitulo anterior, sabemos que dado un tensor del

29
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espacio-tiempo es posible construir el tensor respectivo en el espacio tangente utilizando
las tétradas (ver por ejemplo ec. ) De la misma manera, dado un tensor en el
espacio tangente, es posible construir el tensor correspondiente en el espacio-tiempo. Dado
que las ecuaciones tensoriales mantienen su forma al escribirlas, ya sea con tensores del
espacio-tiempo, o del espacio inercial local, sin pérdida de generalidad y con el objetivo
de simplificar la discusion de valores propios, trabajaremos en el marco de referencia
inercial local.

Es claro que la ecuacion de valores propios del tensor de Weyl es un poco mas
elaborada que la ec. , ya que éste es un tensor de cuatro indices. Con el objetivo de
ganar intuicién en la solucion de ecuaciones de valores propios, presentaremos primero
la clasificacion del tensor de campo electromagnético F),, y revisaremos inmediatamente
después el caso del tensor de Weyl: C, -

2.1. El algebra de bivectores

Para hacer el estudio de la clasificacion algebraica del tensor de Weyl, es conve-
niente trabajar con una base de bivectores. Por lo tanto daremos a continuacion algunas
propiedades importantes de los bivectores. La manera mas sencilla de definir un bivec-
tor es considerarlo como una 2-forma. Por conveniencia trabajaremos en el sistema de
coordenadas inercial local

X = Xy A, (2.4)

Un bivector, X, = ujavy, representa un elemento de la 2-superficie abarcada por las dos
1 formas u = u,dx® y v = v,dx®. Este elemento de superficie es tipo espacio, tipo tiempo
o nulo, de acuerdo con que si X% X,;, es positivo, negativo o cero, respectivamente.

Definamos ahora la 4-forma de Levi-Civita & como € = 4!\/—guw°® A w! A w? A w3,
donde g es el determinante de la métrica g,,. Sus componentes estan dadas por €,,,,. En
el caso plano, si la base esta positivamente orientada, esto es, si la tétrada ortonormal es
{ea} = {ua, Sa, v, w, }, las componentes de las forma de Levi-Civita se definen por

o123 = 1, (2.5)
y la contraccion de dos simbolos de Levi-Civita esta definida por
CabedeT = —2400,01690% = capeas™™ = —2(350] — 616%). (2.6)

Definimos el bivector dual X en notacién de indices como

~ 1
Xab = §€abchCd~ (27)

Para evitar confusiones, hacemos hincapié en que los conceptos de base dual y bivector
dual tienen significados completamente distintos. Aplicando dos veces la operacién de

dualidad (2.7) obtenemos
(Xab) — X (2.8)
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Un bivector es llamado nulo (o singular) si
Xp X =0= X3 XP. (2.9)
El bivector complejo esté definido por
Xy = X+ iXa, (2.10)

este bivector es auto-dual, es decir, se cumple la condicién

(X2) = X2, (2.11)

Los bivectores auto-duales tienen una caracteristica muy interesante, estan completa-
mente determinados por un vector unitario w tipo tiempo (u,u® = —1) y la proyeccion

X, =X, = Xu'=0. (2.12)

Esto es asi, ya que
Xy = 2o Xy) + i€apeati X = 2 (e X)) (2.13)

Como consecuencia de esta importante relacion obtenemos
X = —4X, X (2.14)

Ahora es posible construir cualquier bivector auto-dual en términos de una base de bi-
vectores Z* = (U, V, W) que puede ser construida a partir de la tétrada nula compleja

(T68) por
Z'=U=2mAl Uy =mul, —mpl, (2.15)
Z2 =V=2kAm V:zb = kamb - ]{mea (216)
Z2=W =2mAm—kAl) Wy = mamy — mymg — kalp + kpla,  (2.17)

es decir la las ecuaciones (2.15))-(2.17) satisfacen la propiedad (2.11)). Si hacemos todas

las contracciones posibles entre los bivectores Uy, Vi, v Wa obtenemos que todas las
contracciones se anulan

WV = WU =V, Ve = U, U =0, (2.18)
excepto
UpV® =2, WuW? =4 (2.19)
2.1.1. Transformaciones de Lorentz

Es directo encontrar las transformaciones de Lorentz de los bivectores utilizando
las transformaciones de Lorentz de la seccion [1.6.1I} Por ejemplo, en el caso en que las
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transformaciones dejan la tétrada [ fija (1.80]), tenemos que el bivector Uy, transforma
como

L= mhl —myll = (g + Bl — (my + EL)IL
= mgly — mply = Uy. (2.20)

De la misma manera podemos calcular el efecto de las transformaciones de Lorentz para
los bivectores restantes, el resultado es

= Transformaciones con [* fijo

(lzb = eiiQUab
o= e @ (Wy —2CU,) (2.21)
v = € (Vap— CWap + C*Uqp)

= Transformaciones con k* fijo

S (2.22)
w = €9 (Wa—2BVa) (2.23)
= €9 (Up— BWay+ BVy). (2.24)

2.2. Clasificacion del campo electromagnético

Como un primer ejemplo de la aplicacion del método de la clasificacion algebraica
de los campos, estudiemos el caso del tensor de campo electromagnético Fiy.

El tensor de Maxwell F; es un tensor que no satisface la propiedad de auto-dualidad

y por tanto no puede ser escrito en términos de los bivectores auto-duales (2.15))-(2.17]).
Sin embargo si utilizamos el tensor de campo complejo

oy = Fop + iFp, (2.25)

notamos que el tensor es auto-dual en el sentido de la ecuacion (2.11)
D = —iD,p. (2.26)

Por lo tanto podemos escribir el tensor en términos de los bivectores Uy, Vi v Wep:

Doy, = poUap + 01 Wap + 02V (2.27)
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Los 3 coeficientes complejos ¢;, tienen la informacion de las seis componentes reales del
tensor de Maxwell. Estos coeficientes se pueden determinar haciendo la contraccién del
tensor complejo @, con los bivectores Uy, Vi v Wt

Yo = %q)abvab = _(Ey + EZ) + i<By - Bz),
o1 = —3P4,W? = —(B, +iE,), (2.28)
p2= 3P,U® =E.—E,+i(B,+ B.).

Para hacer la clasificacion algebraica del tensor ®,;, tenemos dos formulaciones, la primera
basada en hacer una transformacion de Lorentz a los coeficientes ¢; y hacer la clasificacion
de las posibles raices del parametro libre que obtenemos de la transformacion de Lorentz.
La segunda formulacion estd basada en un problema de vectores propios.

2.2.1. Meétodo de ejes adaptados

Los tensores simétricos toman una forma particularmente simple cuando uno rea-
liza una transformacion a los ejes principales. Para el caso de los tensores antisimétricos
podemos establecer un problema analogo que consiste en simplificar el desarrollo ([2.27])
al elegir la direcciéon del vector nulo k%, esto es, adaptando la tétrada nula al tensor an-
tisimétrico bajo consideracion. Bajo una Transformacion de Lorentz, el campo-autodual
®,, transforma como

Dy, = Uz + 01 Woy + 05V (2.29)

Considerando una transformacion de Lorentz que deja el vector [* fijo, para la cual los
bivectores transforman en la forma ([2.21)), tenemos que

= oyUa + ¢ (Wap — 2CUg) + @ (Vap — CWoap + C?Uyp)
= (b — 209} + C%0h) Uw + () — Ch) Wap + Vs,

De esta tltima expresion podemos identificar directamente como transforman los ¢,
obteniendo:

Po = ¢y — 209 + Ch, (2.30)
©1 = ¢ — Cy (2.31)
P2 = b, (2.32)

Note que escogiendo adecuadamente el parametro C' de la rotacion nula, podemos hacer
que ¢g 0 1 se anulen. Por otro lado note que ¢y es invariante.

Si ahora hacemos una Transformacion de Lorentz que deje a la tétrada k* invariante,

obtenemos que las ecuaciones analogas a (2.30))-(2.32)) son
Yo = 0
p1 = ¢ — Beh
P2 = ¢h — 2By + B,
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En este caso mediante una elecci6on adecuada del parametro B de la rotaciéon nula, po-
demos hacer que el coeficiente p; 0 9 se anulen. En este caso note que ¢, es invariante.

Dado que nuestro objetivo es encontrar la eleccion mas invariante posible, deman-
daremos que al hacer una Transformacion de Lorentz con [* fijo se anule el coeficiente
9, esto es encontraremos un valor del coeficiente C' que haga que o = 0, después si
realizamos una transformaciéon subsecuente que deje invariante al vector k%, como ¢, es
invariante ante esta transformacion, seguira siendo 0 y podremos reducir asi la forma del
desarrollo . Por la misma razon elegiremos un valor del coeficiente B en de forma
tal que ¢( se anule. En la siguiente tabla resumimos estos resultados

’ kY = k@ ‘ @ = [o ‘
o = %o P2 = ¥
p1 =91 — By 1= ) — Chy
0=y =y —2BY| + B2p) | 0=y = ) — 2C¢)| + C?),

Comencemos encontrando el valor del coeficiente C' para una transformacién de
Lorentz que deja invariante el vector [*, de tal manera que se anule ¢y. Para ello debe

suceder de la ecuacion (2.30) que
o — 209, + C%phy = 0, (2.33)

cuyas soluciones son

I 2
O, = ¥1 9;1 Y02 (2.34)
2

e Caso degenerado:

o — oy =0. (2.35)
En este caso tenemos que el discriminante es cero, por lo tanto tenemos degeneracion en
las raices.
e Caso no degenerado:

O — o # 0. (2.36)
Cuando el discriminate es distinto de cero las raices son distintas, por lo tanto no tenemos

degeneracion.

Ahora estamos interesados en relacionar la expresion ¢ — o)) con algunas can-
tidad fisica, para ellos empezamos por calcular la contraccion del tensor de Maxwell

complejo (2.25)) consigo mismo:

P, = (SOOUab + oW+ 902Vab) (PoUab + 1 Wap + 02 Vap)
PIW W, + 002U Vo + 002V Ul
= —4 (9} — vop2)
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donde hemos usado las relaciones (2.19)). Si ahora aplicamos las transformaciones (2.30))-
(2.32) obtenemos que

DDy, = —4 (o] — ops)
= —4(¢) — Bgh)’ + 4 (gh — 2B, + E*0h) o = —4 (¢ — 0hph) .

Como era de esperase esta cantidad es un invariante el cual esta relacionado con los dos
invariantes relativistas del campo electromagnético de la siguiente manera

PP, = <F“b +@'Fab> (Fab +zFab) = 2FPF, + iFVF). (2.37)
Tenemos asi una relacion entre los coeficientes y los dos invariantes electromagnéticos
DD, = —4 (¢ — phph) = 2(F ™ Fop + i F™Fyy). (2.38)

De la misma manera, si queremos obtener la Transformacion de Lorentz que deje inva-
riante el vector k%, de tal manera que se anule el coeficiente g obtenemos

%o
Nuevamente existen dos casos dependiendo del valor del invariante ©? —@y@,. Concluimos
entonces que mediante el uso de dos transformaciones de Lorentz sucesivas, una que deje
invariante la tétrada [* y después otra que deje invariante la tétrada k%, lo cual se logra
escogiendo adecuadamente el valor de los coeficientes C' y B respectivamente, podemos

ir a un marco de referencia donde py = py = 0, de tal manera que el desarrollo ([2.27))
del campo complejo P, en ese marco se escribe simplemente como

(I)ab - QOIWab, (240)

y dado que ¢; = —(B, + 1E,), en este marco de referencia sélo una componente del
campo eléctrico y una del campo magnético son distintas de cero, en otras palabras, en
este marco las componentes no nulas del tensor de Maxwell son: Fopy = —Fgy F34 = —Fy3.

2.2.2. Ecuacién de valores propios

Existe una segunda forma de hacer la clasificacién algebraica del campo electro-
magnético, en la cual resolvemos la ecuacion de valores propios y vectores propios del
campo electromagnético.

e Clasificacion en términos del vector k2.

Empezamos haciendo la contraccion del tensor de Maxwell complejo (2.27) con el
vector k¢
q)abkb = (QPOUab + Qplwab + ()02Vab) kb = —oMmg + <P1ka7 (241)
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» Caso degenerado:
Si o =0y ¢1 =0, entonces
k" = 0. (2.42)

Decimos en este caso que los campos estan degenerados porque solamente existe un
vector nulo. Si ahora observamos la ecuacion podemos notar que los dos invariantes
electromagnéticos son nulos

FPF, =0=F"F,, (2.43)

= (Caso no degenerado:

Por otro lado si multiplicamos por un vector k, obtenemos
ka®uck® = —pokamy + @ikqky. (2.44)
Antisimetrizando esta ecuaciéon en los indices: a, b, obtenemos
ko ®@o)ck® = —pokiame) + ©1kjaky = —pokiamy).

Si o =0y @1 # 0, entonces
ki ®yck® = 0. (2.45)

Decimos que los campos son no degenerados por que tiene dos vectores nulos distintos.
e Clasificacion en términos del vector [°.

Podemos hacer esta misma clasificacion para el vector nulo [*. En este en completa
analogia con el caso anterior tenemos

» Caso degenerado:
pa=0, ©1=0, = Oul"=0. (2.46)
= Caso no degenerado:
P2=0, @1 #0, = [Pyl =0. (2.47)

Ahora si alineamos nuestro campo con los dos vectores nulos [* y k*, ademés pedi-
mos que el campo sea no-nulo se tiene que satisfacer

P9 = 0, ©1 7£ 0= l[aq)b]clc = O,
Yo = 0, ©1 7é 0= k?[a@b]ck’c =0,

de lo cual podemos concluir que un campo no-nulo alineado con los vectores nulos
"y kM satisface

o=p2=0, @1 #0



2.3 CLASIFICACION ALGEBRAICA DEL TENSOR DE WEYL 37

2.3. Clasificacion algebraica del tensor de Weyl

Nuestro objetivo serd ahora revisar la clasificacion de Petrov del tensor de Weyl
Copuv, definido en . Como hemos mencionado, este tensor posee todas las simetrias
del tensor de Riemann y cumple con la condiciéon extra de tener traza nula. Al igual que
el tensor de curvatura, el de Weyl da informacion sobre las fuerzas de marea que actian
sobre un cuerpo que se mueve a través del espacio-tiempo a lo largo de una geodésica.
Pero una diferencia radical es que este tensor no contiene informacién sobre la manera en
que cambia el volumen del cuerpo, sino de cémo las fuerzas de marea cambian su forma.
Una propiedad importante del tensor de Weyl es que es invariante

%#V—> ,g/w: %HV’ (2.48)

bajo transformaciones conformes de la métrica:

Gab = Gup = £(T) Gab, (2.49)

donde f(z) es una funcion escalar definida positiva.

En otras areas de la fisica se sabe que las propiedades algebraicas de los tensores
estan relacionadas con algunas propiedades fisicas de interés. Asi por ejemplo, en la 6pti-
ca de cristales la clasificacion de los medios de acuerdo con la multiplicidad de los valores
propios del tensor € conduce a la division de los cristales 6pticos: cristales biaxial, cristales
uniaxiales o isotropicos. En la seccion anterior vimos que en el caso de la electrodiné-
mica, la clasificacion algebraica de los campos reside en la forma como se propagan las
ondas electromagnéticas. Por tanto podemos esperar que diferentes propiedades fisicas
en Relatividad General se estén relacionadas con una clasificacion algebraica del tensor
de curvatura.

El analisis del tensor de Weyl (tensor conforme) no es suficiente, si se quiere deter-
minar todas las propiedades algebraicas del tensor de curvatura. La informacién faltante
se oculta en el tensor de Ricci o en el tensor de energia-momento (a causa de las ecuacio-
nes de campo ([1.17))). Sin embargo, para clasificar los campos gravitacionales en el vacio,
el tensor de Weyl nos da toda la informacién y por tanto es suficiente con estudiar su
clasificacion. La clasificacion de Petrov es la clasificacion de los campos gravitacionales
de vacio de acuerdo con las propiedades algebraicas del tensor de curvatura.

Dado que el tensor de Weyl es de orden 4, no podemos discutir directamente la
ecuacion de valores propios. Sin embargo, es facil convencerse que un tensor de 4
orden que tiene las propiedades de simetria del tensor de Riemann, puede ser considerado
como un tensor simétrico de orden 2 en el espacio de bivectores en 6-dimensiones. Puesto
que el tensor de Weyl tiene también estas simetrias, podemos escribir

OabcdHCAB:CBA; A, le, 2,...,06. (250)

Tenemos que introducir una cierta correspondencia entre los valores de los indices A, B
y ab, cd. Por lo tanto hacemos la siguiente eleccion:
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{ab} = 01,02, 03, 23, 31, 12. (2.51)
{A} = 1,2, 3, 4,5,6.

Para escribir una ecuacion de la forma para Cyp necesitamos una "métrica" gap en
el espacio de los bivectores. El tensor correspondiente g,,.q €n un espacio de Riemanniano
puede ser construido a partir del tensor métrico g,, de manera tnica. Est4 definido de
la siguiente manera

Gabed = GacGbd — YadJbe- (2.52)
Es directo comprobar que este tensor tiene las mismas simetrias del tensor de Riemann.

En consecuencia, el tensor gap correspondiente en el espacio de bivectores es simétrico
en los indices A, B.

{ gaB = 07 A 7é B; } (253)

componentes de la diagonal g4 = (—1,—1,—1; 1, 1, 1).
La ecuacion de valores propios en la forma (2.2)) para el tensor de Weyl sera ahora
(Cap — Agap) WE = 0. (2.54)

Donde esta ecuacion es la transcripcion en el espacio de bivectores de la siguiente ecuacion
en el espacio de Riemann

(C(zbcd - )\gabcd) SCd =0. (255)

Siempre podemos pensar al tensor de Weyl (o cualquier tensor de rango 4) en un punto
dado del espacio-tiempo como si fuese un operador lineal actuando en un cierto espacio
vectorial

1
S §Oabcdscd. (2.56)

Es por este motivo que resulta atractivo el problema de encontrar autovalores y autovec-
tores (0, en este caso autobivectores) que cumplan:

1
§Cabcdscd = A5, (2.57)

Del mismo modo que para operadores lineales los autobivectores del tensor de Weyl
pueden tener diferentes multiplicidades. Las posibles multiplicidades indican algtn tipo
de simetria del tensor en ese dado evento del espacio-tiempo.

Desde que aparecieron los trabajos originales de Petrov se han propuesto otros
enfoques para la clasificacion del tensor de Weyl. Tal vez los méas conocidos son la clasifi-
cacion espinorial de Penrose y el enfoque centrado en "las direcciones principales nulas"
(el cual sera discutido en la seccion ) debido principalmente a Bel (pero aumentado por
Debever y por Sachs, Ehlers y Kundt). En estos enfoques se busca soluciones para un
vector principal nulo k& de Cgy.q tal que este vector satisface la siguiente ecuacion de
Debever-Penrose

kbk[sca]bc[dkr}kc =0. (2'58)

Se puede demostrar que esta ecuacion tiene 4 soluciones para k, este enfoque se discutira
en la seccion siguiente.
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2.3.1. Base auto-dual

La clasificacio del tensor de Weyl se realiza de forma andloga a la realizada para
el campo de Maxwell de la seccion [2.2] La idea es construir un tensor de Weyl autodual
analogo al tensor autodual de Maxwell ®,, (ver ec. (2.27)) y escribir este tensor en
términos de una base de productos de bivectores auto-duales. Para ello tenemos que
construir una base A, con r = 0,1,2,3,4 de cuatro indices la cual tenga las mismas
simetrias del tensor de Weyl y que esté formada por productos de bivectores autoduales.
Es directo verificar que tal base la forman

Ay = UpWea + UcaWap, As = UpU.q,
Al = Vachd + ‘/chalh A4 = V;lb‘/cda (259)
Ay = WaWeia + U Vea + VapUea.

El siguiente paso es saber como actian las transformaciones de Lorentz sobre esta base.
Con ayuda de las transformaciones de Lorentz para los bivectores discutidas en la seccién
tenemos que las transformaciones sobre esta base son

= Transformaciones con [* fijo

Al = UapUcq

Ay = UapWea + UeaWap — 4CUUg

Al = WauWeq + UapVea + VarUed — 3C(UatWea + UeaWap) + 6C°UapUeq

A= VWi + VW ap = 20(WauWeg + UspVea + VipUed) + 3C% (U Wea (2.60)
+UgWap) — 4C°UnpUsq

Ay =VoVes — C(VasWea + VeaWap) + C* (Wt Wea + UapVed + VapUca)
—C?(UatWea + UeaWap) + C*UabUsca-

= Transformaciones con k® fijo

Ay =V Vea

Al = VasWeq + VeaWay, — 4BV Veg

Ay = WaWeq + UspVea + VaUed — 3B(VasWeg + VeaWap) + 6BV Veg

Ay = U Uog — B(UsWeq + UedWap) + B*(WaoWea + Uiy Vea + VapUeca) (2.61)
—B*(VasWea + VeaWap) + BV Vg

Ay =UaWea+ UegW o — 2CB(WWeq + UasVea + VapUed) + 3B* (Vi Wea
+VeaWap) — 4BV Veg.
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2.3.2. Tensor de Weyl autodual

Debemos ahora construir con el tensor de Weyl un nuevo tensor que sea autodual,
Para ello construimos el tensor

l

Qgcdefcabef; (262)

;bcd = Cabcd + iéabcd = Cabcd +
el cual es el andlogo al tensor complejo ®,;, del campo electromagnético. Como vimos en
la seccion si contraemos el primer y tercer indices del tensor de Weyl obtenemos

C%,q=0. (2.63)

Como consecuencia resulta que el dual respecto al primer par de indices del dual respecto
al ultimo par de indices del tensor de Weyl complejo es igual a menos el tensor de Weyl,
esto es ~ 1

Cabcd = Z_lgabefgcdgh

Esta es una propiedad que no tiene el tensor de curvatura para un espacio curvo arbitrario
y es la propiedad por la cual el tensor de Weyl complejo es autodual con respecto al dltimo
par de indices

CI9" = —Cpea. (2.64)

vk 1 * e - Yk
abed — §€Cd€fcab ! = _ZCabcd' (265)

Esta propiedad nos permite poder desarrollar el tensor de Weyl complejo en términos de
la base

Cabed = 2[WoUatUeq + V1 (UatWeq + UcaWap) + Vo (W Weq 4 VapUea + VeaUas )+
+Ws(VasWea + VeaWas) + ViV Ved]

(2.66)
donde los 5 coeficientes ®; son escalares complejos y contienen la misma informaciéon que
las 10 componentes reales independientes del tensor de Weyl C,,,,» . Esta ecuacion
es la ecuacion andaloga a para el campo electromagnético. Podemos obtener los 5
coeficientes realizando todas las posibles proyecciones independientes del tensor de Weyl

(1.27) sobre las tétradas nulas, obteniendo

Uy = Copeak®mPkm?, U,y = Copeak®Pkme,

1
U, = §Cabcdk“lb (k1" — mm?) = Capeak*m"ml, (2.67)
U3 = Capeak*1I"m1Y, Uy = Copeam™1"m°1".

Estas cinco proyecciones son conocidas como las Cantidades de NP y los diferentes tér-
minos en (2.66) admiten la siguiente interpretacion fisica (Szekeres 1965) [21] :

El término Wy- representa una onda transversal en la direccion- £,
el término-¥3 una componente de la onda longitudinal,

y el término Wy una componente Coulomb;
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los términos ¥y v W, representan componentes de onda transversal y longitudinal
en la direccion .

Como ya se ha mencionado, en la literatura existen varias formulaciones para la
clasificacion algebraica del tensor de Weyl. En este trabajo presentaremos dos distintas
formulaciones de esta clasificacion algebraica, la primera basada en hacer una transfor-
maciéon de Lorentz a los coeficientes W; y hacer la clasificacion de las posibles raices del
parametro libre involucrado en las transformaciones de Lorentz. La segunda formulacion
estd basada en pensar al tensor de Weyl como un problema de vectores propios nulos que
es bien conocido en la literatura como el criterio de Bel de "las direcciones principales
nulas"

2.3.3. Meétodo de ejes adaptados

Realizando una transformaciones de Lorentz que deja fijo al vector {* podemos ver
como transforma el tensor de Weyl autodual. En hemos visto como cambia la base ante
estas transformaciones, la idea es es ver entonces como cambian los coeficientes W,—g 4
bajo esta transformacion, es decir, consideremos el tensor de Weyl complejo en un sistema

*
primado C’peq

C’abed = 2 [\116 leb éd + ‘1’1( éch/d + UédWéb) + ‘1’/2( éch/d + a/bUéd + c/d éb)JF
+ U (VaWea + VeaWas) + Wi Vo, Veal
(2.68)
y obtengamos como cambian los coeficientes W,—, 4 bajo una transformacién de Lorentz
que mantiene fijo a la tétrada I'* = [®. Para ello consideramos las transformaciones
de la base y reescribimos esta expresion como:

Cored = 2[(W) — 4CT, 4 6C2W) — 4C3W, + C*W,) Uny Ui+
+ (U] — 20V, + 302\115 — 03\1121) (UapWeq + UeaWap) +
+ (U — 2004 + C*U)) (W Wea + VapUed + VeaUws) +
+ (U4 — CV)) (VaWea + VeaWap) + ¥ Vi Ved]

de la cual podemos leer directamente como transforman los coeficientes ¥,—¢ 4 :

Uy = U — 40V + 6C*V, — 4C°V) + CH),
Uy = 0] — 20V, + 3C*V} — C*W),

Uy = U, — 200, + C*W), (2.69)
Uy =0, — OV,
Uy =T,

Si ahora aplicamos el mismo procedimiento para obtener como transforman los coeficien-
tes U,—o 4 bajo una transformacion de Lorentz que preserva la tétrada k = k%, es decir
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bajo las transformaciones (2.61]), obtenemos que

Uy =V, — 4BV} + 6 B>V, — 4B*V) + B4,
Uy = U, — 2BV, + 3B*¥) — B3V,

U, = U, — 2BV, + B>V, (2.70)
U, = V) — BV,
Uy = .

Otra manera mas simple de obtener estas transformaciones a partir de (2.69) es hacer la
transformacion [, < —k,.

Como ya se habia mencionado la clasificacion algebraica en esta formulacion esta
basada en hacer una clasificacion de las raices de los parametros libres C'y B, es decir las
ecuaciones y son polinomios de cuarto orden en C'y B, los cuales sabemos
tienen cuatro raices complejas, que pueden estar o no, degeneradas.

Debido a que ¥ es invariante, es conveniente elegir ¥y, = 0, lo cual a su vez
simplifica la clasificacion de las raices de C' y B. Con esta elecciéon el polinomio de cuarto
orden para C es

— 4CV, + 6C*V), — 4C*W, + CH) = 0. (2.71)

Si ahora hacemos el cambio de etiquetas [, <> —k, obtenemos un polinomio de cuarto
orden para B
— 4BV, + 6BV, — 4BV 4+ B*W) = 0, (2.72)

de lo cual podemos concluir que ¥/, = 0. Utilizando este resultado obtenemos un polino-
mio de tercer orden donde C' = 0 es una doble raiz, es decir tenemos una degeneracion
simple

— 40V, + 6C*V), — 4C*W, = 0. (2.73)

De la misma manera considerando las diferentes alternativas para los valores de ¥,—g 4
podemos hacer una clasificacion completa la cual se resume en la siguiente tabla.

Degeneracion 1 k*
Simple \116 =0 \1fo =
Doble U, =V =0 Ui =U,=0
Triple V=0, =0, =0 V=W, =0, =0
Cuddruple | U=V =V, =V, =0 | V| =V, =V, ="V, =0

2.3.4. Ecuacién de valores propios

Es posible hacer una clasificacion de los tipos de campos gravitacionales directa-
mente de el tensor de Weyl y sus eigenvectores nulos [* y k%. Es decir, podemos pensar
esta clasificacion como una generalizacion del problema de valores y vectores propios
donde estos eigenvectores son nulos, por lo tanto un vector que anule al tensor de Weyl
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es un eigenvector nulo (direccion principal nula). En esta clasificacion se analizaran todas
las posibles multiplicidades del tensor de Weyl, asi como las condiciones que tienen que
satisfacer los coeficientes de NP (12.100]).

Contrayendo el tensor de Weyl complejo (2.66]), con el vector nulo [¢ obtenemos

*

Cabcdlc =2 [\Ifanbld + \IJQ(Wabld — Uabmd) + \Ijg(Vabld — Wabmd) — \If4Vabmd] . (2.74)
Si .
U, = \112 = \113 =V, = 0, and \1’0 7é 0 = Cabcdlc =0. (275)

Como tenemos un tensor de cuarto orden, la contracciéon con el vector [* se pude hacer
con los cuatro indices, lo que indica que existen a lo mas cuatro eigenvectores linealmente
independientes para este tensor. Por lo tanto tenemos un sistema cuatro veces degenerado.

Si ahora multiplicamos por [, a la ecuacion (2.74) obtenemos

*

C’abcdlrlC =2 [\Ileabldlr + qu(Wabldlr - Uabmdlr) + ‘PS(Vabldlr - Wabmdlr) - \Il4vabmdlr] )

y si anti-simetrizamos a [d r]

Caealyl® = 2 [W1Ualialy) + Yo(Waplialy) — Uwmialsy) + Vs (Vaplialy) — Wapmialy)
—‘I’4Vabm[dlr]]

Dado que [4l,; = 0, obtenemos finalmente

*

Cabc[dlr]lc =2 [—\Ingabm[dlr] - \I/3Wabm[dlr] — \If4Vabm[leﬂ . (276)

De esta ecuacién concluimos que si

Uy=Uy =W, =0, y U, #0, = Copalnyl® =0. (2.77)

En este caso tenemos dos vectores linealmente independientes y sabemos que existen cua-
tro vectores, por lo que podemos concluir que tenemos un sistema dos veces degenerado.

Realizando una contraccion adicional con el vector [° obtenemos
1°Capefalngl® = 2 [Wslomyaly) — Wamamigly] - (2.78)

En este caso si
Us=Uy=0, vy Ut0, = "Cupalyl®=0. (2.79)

En este caso tenemos tres vectores linealmente independientes que satisfacen al
tensor de Weyl, por lo tanto uno de ellos tiene que estar degenerado, para obtener el
cuarto vector.
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Finalmente multiplicamos por /5 la ecuacion (2.78), obtenemos

1, apeiall” = 2 [l dymigly — Walamamyal,y]

y antisimetrizando [s a]

lbl[séa}bddlr]lc = —2W 4l smgmigly). (2.80)

De esta ecuacién concluimos que si
Uy=0, vy Us£0, = 1Pl Copealyyls =0, (2.81)
Hemos encontrado asi bajo qué condiciones el tensor de Weyl tiene cuatro vectores li-

nealmente independientes, es decir tenemos un sistema no degenerado.

El mismo anélisis se puede hacer para el vector nulo £% a manera de resumen
tenemos que:

*

Cabodh® = 0, = o= Uy = Uy = Uy = 0, W, #0. (2.82)
Coghh® = 0= o=, =TUy=0 Wy £0 (2.83)

K Capetahn k¢ = 0 <= Wy =) =0 Wy £ 0 (2.84)
KOs Cagpeiabin K = 0 <= Ty =0 Wy £ 0 (2.85)

Este resultado lo entendemos en términos de la degeneracion del vector [* como:

4 veces degenerado si satisface (2.82)),
3 veces degenerado si cumple ([2.83)) pero no satisface(?2.82)),

2 veces degenerado si satisface (2.84) y no satisface (2.82)) y (2.83)),
no-degenerado 6 simple si cumple (2.85)) y no satisface (2.82)), (2.83) v (2.84).

2.3.5. Clasificacion de Petrov

La clasificacion de Petrov se basa en las diferentes multiplicidades de los distintos
autobivectores (asociados con las llamadas direcciones principales nulas en dicho evento).
Existen 6 tipos de Petrov diferentes, a saber:

= Tipo I: 4 direcciones principales nulas simples.
= Tipo I1: 2 direcciones principales nulas simples y una doble.

= Tipo D: 2 pares de direcciones principales nulas dobles.
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= Tipo I11I: 1 direccién principal nula de multiplicidad 3 y otra simple.
= Tipo N: 1 direccién principal nula de multiplicidad 4.

= Tipo O: El tensor de Weyl se anula.

Daremos a continuaciéon una breve interpretacion de alguno de estos tipos.

Meétricas pertenecientes al tipo D en la clasificaciéon de Petrov, corresponden a las
asociadas a campos gravitacionales generados por objetos completamente caracterizados
por su masa y su momento angular. Asi, todas las soluciones de vacio de agujeros negros
pertenecen a este tipo.

Métricas pertenecientes al tipo N estédn asociadas con radiacion gravitacional trans-
versal a la direccion del vector de onda (coincidente con la direccion principal nula 4 veces
degenerada que caracteriza a este tipo de soluciones).

Métricas del tipo O no tienen ninguna direccién principal nula. Es decir, no hay
una direccion privilegiada. Es por esto que modelos cosmolégicos como el de Friedman-
Lemaitre-Robertson-Walker pertenecen a este tipo.

Como hemos mencionado anteriormente en este trabajo estamos interesados en los
espacio-tiempo tipo D, los cuales se caracterizan por la existencia de dos direcciones
principales dobles nulas, k y [.Para este tipo de espacios se tiene que satisfacer

PCopealnl" =0 == V3=, =0, Uy #0
k:bC’abc[dk:r]k‘c =0« VYy=V,; = 0, Wy 7é 0.

De este resultado podemos concluir que un espacio-tiempo tipo D esta caracterizado por
que el tnico escalar de Newman-Penrose no nulo es Us.

Ahora podemos construir invariantes con las distintas contracciones del tensor de
Weyl, en la clasificacion de Petrov son relevantes cuatro invariantes, a saber:

Oy = C™4Cy, Oy = O™,
Cy = O, O . 53 _ C;bcdoabmcrrs y
que a su vez estan en funcién de las cantidades de NP:
Cy+iCy = 16 (302 + Wol, — 40, W) |
Cy+iCs = 96 (=03 + 20, Uyly + WUyl — WoW2 — 0, 02)

2.4. Coeficientes de espin y congruencias nulas

Hasta el momento en todos los calculos realizados hemos permanecido sobre un
evento arbitrario del espacio-tiempo M, con una tétrada dada, ahora nuestro interés
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radica en describir la evolucion de la tétrada nula conforme pasamos de un punto a otro
del espacio-tiempo. Para ello se introduciran 12 coeficientes, los cuales son bien conocidos
de espin &, p, o, 7, A\, 7, ... introducidos por Newman-Penrose (1962) y los cuales estan
asociados a familias de rayos de luz bajo la accion del campo gravitacional. Es conveniente
ordenar la tétrada de NP en la forma:

Zw' =Wk, m",m") , a=0,..,3 (2.86)
ahora es facil ver que el indice griego lo podemos bajar contrayendo con la métrica g, ,

obteniendo
Ziayu = (s ks My, M) (2.87)

con estas dos ultimas relaciones, ahora podemos definir la matriz Z = Z(Z) Zv)u

", "k, Mm, IFm,
k*l,  Etk,  ktm, kM,
m*l, mtk, mbtm, mtm,
7l 7 1 7 1 7 Loy

mtl, mtk, mtm, mtm,

ZlnZoy = Zayw) =

usando las relaciones de ortonormalidad (1.74) nos quedan:

0 -1 00
Zow=| 3 o o1 (2.88)
0O 0 10
Ahora definimos la matriz inversa Z~' = Z(@®tal que Z(@® Zv)(e) = (5((23)
0 -1 0 0
Z7t = Z@0 = _01 8 8 (1) (2.89)
0 0 10
donde la matriz Z(@® permite definir una base asociada a :
law _ Z(a)(b)z(bu) = Z@Ov — (k1w mY), (2.90)

es decir Z y Z 'funcionan como una “métrica” para subir y bajar indices de la tétrada
nula de NP.

Es natural preguntarse acerca de la evoluciéon de sobre My, esto a su vez nos
informa sobre los cambios que sufren otros objetos tensoriales al movernos en presencia
de la curvatura del espacio-tiempo, como es bien conocido, matematicamente el problema
se reduce a realizar el calculo de las derivadas covariantes de (2.86)): Z(q)u;-
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Necesitamos calcular Z(,),,, el cual es un tensor de orden dos, no necesariamente
simétrico en p v v . Este tensor puede desarrollarse en términos de una base generada
por la tétrada, por lo tanto podemos escribir :

Zayw = Yaar 20, 2", (2.91)

donde los coeficientes de la expansion, a saber, 7441, se conocen como los Coeficientes de
Rotacion asociados a la tétrada bajo analisis.

Si ahora usamos las propiedades (2.87) y (2.89) podemos escribir explicitamente
Z(a)bZ(a)C, es decir

ZuZ', = 2020, + 22, 2P, + 23,2, + Z2), 2"

= —l,k, —k,l, +m,m, +m,m,,

v

donde podemos identificar esta expresiéon con g, a partir de , por lo tanto
Z(ayuZ, = G- (2.92)
Analogamente podemos calcular Z(G)MZ(b) # obteniendo
ZayuZyy" = Zayw)-
Si ahora usamos podemos escribir (2.91)) como:
Dy = ’anhZ(q)(h)Z(h)uZ(h)y — ’anhZ(q)(h)QW-

De esta expresion es facil ver que si ahora multiplicamos por g7” Z () podemos obtener
una expresion para Yyqh:

v (a)
9" Zp) L@y = 635(2)%%
Vaah = 9" Z(n) (@) Z (@)psw-
Es conveniente escribir el tensor meétrico en términos de la tétradas de NP, es decir

g =2, k7@ para obtener

Yabe = Zy" Ziay Zpyusw- (2.93)

De este resultado podemos notar que los coeficientes de rotacion son las proyecciones de
Zp)uwsobre la tétrada nula. Los coeficientes de rotacion v, tienen una antisimetria que
es facil ver:

VYabe = {(Z(a)uz(b)u),u - Z(b)#Z(a);ﬂ Zy"

= Zwone ~— L) Ll
= ~Zapln" 2"

V= (b)
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donde hemos utilizado que la derivada covariante de las métricas es cero, es decir g,,.o = 0
Y Z@)b)ie) = 0, por lo tanto podemos concluir que tenemos una antisimetria en los dos
primeros indices de Yup.:
Yabe = —Vbac-

En consecuencia de la antisimetria, v, solo tiene 24 componentes independientes; dado
que (2.86) es compleja entonces no son en general reales, existen dos excepciones
Y100 ¥ 7Vio1- Ahora veamos lo qué ocurre al aplicar conjugaciéon compleja a estos dos
coeficientes de rotacion, por ejemplo:

_ v — v
Y230 = —7V320 = mw,m“l = Y320 = —mu;um“l .

De la misma manera 7213 = 7312, Y201 = Y301, €tc., donde podemos concluir, que al
conjugar (2.93)) se intercambian 2 <+ 3, de manera general podemos obtener una expresion
para la conjugacién compleja de 7., €s decir:

’7(11(12@3 = ’7b1b2b3 con br = 3(52(17, + 153ar + CLT((;OW + (51 ar). (294)

Ahora es conveniente escribir las 24 cantidades independientes como doce complejas, esta
notacion fue introducida por Newman-Penrose (1962):

K =21 = _k,u,;ym'uky7 P =23 = _ku;ymumy
0= = —kgm'm’, T=7y10= —km'k” (2.95)
V = "7300 = lu;umull/ , M= 7302 = lu;umumy
A=z = lgm'm”, 7=y0 = l,m"k”
1 I R% ENIAR%
£= 5 (’7101 - 7231) - _5 (kju;ul k" — mu;um k ) 3
1 1 _ v
V= 2 (7100 = V230) = 2 (L1 — 1y mMT7) (2.96)
1 1
o = 5 (7103 - ’7233) = 5 (lu;unumu - m,u;l/mumy) y
1 1
8= B (Y102 — Ya32) = ) (n l'm” —my,,m*m") .

Estas 12 cantidades complejas se conocen con el nombre de Coeficientes de espin y, como
puede verse, estan en funcién de los coeficientes de rotacion, por lo tanto estos coeficientes
junto con sus complejos conjugados contienen la misma informacion que 1os Ygp.. De (2.94)
podemos notar que 7191 Y Y100 SOn reales y que 7s31 y Y230 son imaginarios, por ello se
combinaron entre si para dar origen a las cantidades complejas € y v; a partir de
podemos obtener

Yabc
lc\ab | 01 | 02 | 21 | 23 | 30 31 |
0 -(y+y) | -» —T ¥ -7 v -7
1 —(e+9) -7 —K E—¢ T —R
2 | —(@+B8)| -A —o | a-p [t —p
3 —(a+ﬁ) [i —p g -« A -7
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Estas 12 cantidades complejas se conocen con el nombre de Coeficientes de espin y, como
puede verse, estan en funcion de los coeficientes de rotacion, ademas, ellas junto con sus
complejos conjugados contienen la misma informacion que 1os v,pe.

2.5. Aplicaciones del formalismo de tétradas nulas

En esta seccién se muestran algunas aplicaciones de la herramienta de NP, las
cuales nos muestran la ventaja de dicho formalismo y su relevancia en relatividad general:
Escribiremos las ecuaciones de Maxwell en espacio curvo en términos de la tétrada nula,
con lo cual podremos determinar las geometrias de Schwarzschild y Reissner — Nordstrom
mediante el formalismo de NP.

Hasta el momento no hemos concentrado en el estudio del tensor de Weyl C,,,.,
en donde la informacién contenida en C,y, ya estd almacenada en las cantidades, W,
definidas en (2.67) v que a su vez son coeficientes de la expansion del tensor de Weyl

*

complejo C 5, en términos de la base antisimétrica (2.15)-(2.17)).

Recordemos que en el capitulo uno estudiamos la representacién irreducible del
tensor de Riemann, en donde definimos el tensor S, en (1.29), como un tensor simétrico
y con traza nula, el cual para cuatro dimensiones viene dado por:

1
S =Ry — ZRQW (2.97)

de la misma manera que como el tensor de Weyl ahora podemos encontrar una base para

el tensor S, obteniéndose:

Sy = 2 [¢02m,umu + émmumy + Goolpuly + P2k, ki, +
+¢11 (Mmumy, + mymy, + kb, + ko) — dor(mul, +myl,) —
—d1a(myk, +myk,) — dor(Mmuly, + myl,) — dra(myuky, +myk,)]  (2.98)

donde g9, P11, P22 son reales y ¢g1, @12, @12 son complejos por lo tanto tenemos 9
cantidades reales el cual coincide con el nimero de componentes independientes de .S,,,,.
Al contraer (2.98)) con la tétrada de NP obtenemos:

boo = %Sm,k:“k:” ;o= isuy(m“m” + kM) = %Sm,k:“l” = %Swm“m”,
P22 = %Suul“ly , Q2= % Wm“ml/,
Go1 = %S,wk“my , Qo2 = %S,wk“ky-
Por otro lado, a partir de las ecuaciones de campo pueden escribirse como:

1
Ruy = ;R g = 87T, (2.99)
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por lo tanto los coeficientes ¢, toman la forma

doo = ATTW k'K, puy = 20T (mPm” + k1) = A4S, k"” = Ar S, mPm”,
@22 = 47TTw,lulV s ¢12 = 47TTWm’“”m”,
oo = AT, kt'm” . ¢oo = 4T, k'E”.

2.5.1. Ecuaciones de Einstein-Maxwell

Consideramos el tensor de Maxwell definido por

1 L, 1 o
T = E[FM)FP - Z(FaﬁF B)Quz/]a

donde el tensor antisimétrico £, y real, el cual puede desarrollarse en funcion de la
tétrada de NP, a partir de (2.27):

Fo o=

uv

(CI);W + 6;w)

N~ N~

(SOOU,LW + (plw,w/ + 902V,uu + @OU,UJ/ + @1W,uu + @QV,LLV> .

Por simplicidad es conveniente reabsorber el factor % en la constantes, definiendo ¢; =
1, .
3¢ -

F;w = (bOU;w + ¢1W;w + ¢2V,uzz + (ZBOU/JZ/ + (ZEIW,U,I/ + (527;1117

donde las tres cantidades complejas ; (equivalentes a las seis componentes reales inde-
pendientes de F),, ) dadas por:

1
b0 = Fukm”,  ¢1 = Fumtl’, ¢y = SFu (W1 +mi'm"). (2.100)

Hasta el momento hemos empleado sblo aspectos algebraicos, las caracteristicas diferen-
ciales aparecen al imponer las ecuaciones de Maxwell:

F,uz/;p + Fup;u + Fp;L;l/ = 07 (2101)

FY, =0. (2.102)

La primera de ellas siempre es vélida, la segunda s6lo se cumple en el vacio. El siguiente
paso es proyectar las ecuaciones de Maxwell en las tétradas de NP. Si ahora recordamos
que:

E,, F(a)(b)Z(“)#Z(b)y, (2.103)

Fup = (Fa0Z2“,2",).029,, (2.104)

Kip ;
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y sustituimos este resultado en las ecuaciones de Maxwell (2.101)) obtenemos:

Flayoio+Fo) s+ Fo@io o @ (Ve ) FFa@ (1% =) + Flow (Y —7%) = 0-

(2.105)
Donde este resultado lo podemos pensar como la derivada en la tétrada de NP méas un
término extra asociado con los coeficientes de rotacion 74, que jugaria el papel de los
simbolos de Christoffel, donde la derivada covariante es

Fup = Fuup + 15, Fyy — T F,

wvip Ko
que al proyectar sobre la tétrada nula implica:
Fup = Faywio T YacFo)1@ — VieFla)@- (2.106)

Para obtener las ecuaciones de Maxwell tenemos que dar valores a los indices a, by ¢,
por ejemplo consideremos el caso en el que a=1,b=2y c= 3.

Foy@se+Foen+Fe0:@+Fow (=75 Fayw (0% —7%)+Fe)w (’férﬁ(z) = 0)-
2.107

Ahora escribimos explicitamente las componentes de Fi,), es decir:

Faw = FuwZy"Zey" Flayoue) = FwZ " Zu " )wZ "

(a)

El primer paso es identificar las componentes de F(,)) con los coeficientes ¢; (2.100):

do = Fuyey, &1 = 3(Fuyo) + Faye), 62 =

ks
w
=
=
=

Definiendo los siguientes operadores

S=m"Vv, , é=m'"V, , D=I"V, , ¢

m
n*V,,

entendiéndose que V, =;u, podemos escribir de manera compacta los primeros tres

términos de (2.107)) como:

Fuy@ie) = (Fukm”),,mP = d¢y,
Foyaya) = (Fwmm”), k" = D(¢1 + ¢1),

Fayaye = Fojaye = (Fuwm"k),,m’ = =

Es conveniente escribir los coeficientes de rotaciéon 74, = Z (“)(T)*yrbc con los indices abajo
en (2.107) donde Z(®() esta definida en . Con esto, junto con la relacion ([2.94|)
ahora podemos identificar facilmente como estan relacionados con los coeficientes de
espin. Por lo tanto usando estos resultados, la ecuacion la podemos escribir en
términos de los coeficientes de espin y en términos de los coeficientes ¢; como:

Doy — Doy — 6o + 0o — daki + daki + do(m — 2a) + ¢o(2a — T) + 2¢1p — 2¢1p = 0.
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De la misma manera podemos obtener una ecuacion para los diferentes valores de a, b y
¢, donde las tinicas ecuaciones independientes son

5pp — 0y + Dby — DNy + 92(T — 28) — 2T — 28) + dov — o — 21 — 2fichy = 0,
Doy — 661 + Dgo — 6¢1 — ¢20 + da(p — 26) + ¢o(27 — [) + doA — 2617 — 2¢17 = 0,
Doy — Dy — 6o + 09 — dak + dai + do(m — 20) + (28 — 7) + 2¢1p — 261 = 0.

(2.108)
De manera similar a (2.106)) la ecuacion (2.102) conduce a:
Fay:0 2" + 4" Fuya) — Faya 2, = 0. (2.109)

Usando el mismo procedimiento y dando valores a los indices a, b y ¢, obtenemos tres
relaciones independientes para esta ecuacion;

0¢1 — Do + Do — g1 — ¢20 + ¢a(p — 28) + ot — 2) — PoA + 2917 + 2617 = 0
Opo + 660 — D1 — Dy + ¢o(T — 2a) + ¢o(T — 2a) — ok — ok + 2¢1p + 2¢1p =0
Agy + Dd1 — 0y — 662 — o — Qo + 2u¢y + 2fip1 + (T — 28)da + (T — 25)@(: 0 )
2.110
Relacionado las ecuaciones (2.105)) y (2.107)) no es dificil ver que podemos simplificar estas
expresiones, obteniendo las cuatro ecuaciones de maxwell proyectadas en el formalismo
de las tétradas de NP :

Dy — 0o = (1 — 20) o + 2p1 — Kb,

Dy — 6 = Ao + 2w + (p — 2€) ¢, (2.111)
61 — Do = (1 — 27)¢o + 271 — 0o,

Op — NPy = —vo + 2up1 + (7 — 28) 2.

Ahora consideremos el caso cuando F),, es no-nulo, en este caso sabemos que F),, tiene
dos vectores propios nulos que los hacemos coincidir con k* y [*, entonces de ([2.100))
tenemos que

(bU:(bQ:O? ¢17§07
por lo tanto las expresiones (2.111]) se reducen a

D¢y =2ppr, O¢1 = =271, 0¢1 =27¢1, A= —2ugr, (2.112)

donde estas expresiones son la Ecuaciones de Maxwell para una campo no-nulo.

2.5.2. Soluciones exactas en el formalismo de NP

Ahora usaremos el formalismo de NP el cual permite obtener soluciones exactas
de las ecuaciones de Einstein, donde encontraremos el campo gravitacional (métrica)
generado por un hoyo negro con y sin carga, el procedimiento que seguiremos es el del
trabajo de Davis (1976) |11 [12].
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Primero consideremos que M, tiene simetria esférica, entonces:
ds® = —eBdt* + edr? + r*(df? + sin® 6d¢?)
Escribimos la tétrada nula asociada a esta métrica:

1

1
woz—ﬁ (e%dr—egdo, wQ:E(rdQ%—irsin@dqﬁ),
1 A B 1
w'=——(e2dr+e2dt), w?’=-—=(rdf—irsinfdo). 2.113
7 ( ) 75 9) (2.113)

Ahora usamos las ecuaciones (1.70) y (1.69) las cuales relacionan la tétrada nula con los
vectores nulos, por lo tanto podemos escribir

1 B
2

l, = E( ez, eg, 0,0), "= —%(—eg, €,§7 0, 0) (2.114)

k, = %(—eg, eg, 0,0), kt= —%(e‘g, e_g, 0, 0) (2.115)
my, = %7’(0, 0,1,—isinf), m'= ﬁ(o, 0,1, _sii 8> (2.116)
iy — %r(o, 0,1, ising), mk— ﬁ(o, 0,1, suile)‘ (2.117)

Ahora calculamos los 12 coeficientes de espin, para esto consideremos el coeficiente p =
M2s = —kumtmY, el cual explicitamente toma la forma

—pP = km,,m“m” = k4;4m4m4 + k4;3m4m3 + k3;4m3m4 + k’g;gmgmg
las componentes no nula estan dadas por

1
ks = ks — Dk, = —Thky = —e 2rsin?0  donde Tl = —e “rsin®0

N

A

k2;2 = kz,g — F52ku = —F%le = donde 1—%2 = —re

Sl

o= A/2

V2r

. De la misma manera podemos obtener

donde finalmente podemos escribir p = —

todos los coeficientes obteniendo:

e A/? 1 0
=p=— , a=-—fF=———=cot
= V2r P 2v/2
k=0c=X=0, v=r=nm=0
1 A . B 1 A . B
e=——(B'e”2 + Ae™ 2), = ——(B'e72 — Ae™ 2).
5 L 1= )
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Donde hemos denotado - = % y ! = % para los coeficientes ¢4, donde a,b =0,1,2,3 y
para los coeficientes W,—¢ ;. 4 obtenemos:

de =dp =0, o1 = Poa = P12 =0= A" = -B’ Ug=V, =¥3=P,=0

R R 1 R
=4dep— V" — =p? Uy — — — — =4yp— —. (2.118
Poo = 4ep 2+ 12 ¢11=p 27 51 T 92 P22 = 4yp 2 + B ( )

Finalmente las Ecuaciones de Newman-Penrose

Dp = p* +2¢p — ¢no (2.119)

Da = pa (2.120)
R

0y + Ao = —pa. (2.122)

La mayoria de los coeficientes de espin se anulan y los restantes son reales, también se
obtiene que W, = 0, r # 2, esto significa que My es tipo O 6 D segtn sea el valor de Ws,
en esta forma queda probado el teorema de Rao (1966) y Plebanski — Stachel (1968) [21]:

“Todo espacio-tiempo con simetria esférica es tipo O o D”.

Ahora consideremos dos casos particulares:
a).- Espacio-tiempo vacio.

De la expresion (2.99) podemos notar que el Espacio-tiempo vacio requiere ¢, =
R = 0 y necesariamente Wy # 0 para evitar el caso de espacio plano, por lo tanto los

coeficientes (2.118]) toman la forma:
QZ500 =0= 4€p — ‘1/2,
1
=0=p2 - P, — —
$11 p 2= 53
¢22 =0= 4’}/p— \IIQ.
Evaluando los coeficientes de espin en las ecuaciones de NP ([2.119)-(2.122)) obtenemos

las siguientes relaciones:

A=-B |, v=¢ , A=0. (2.123)

Usando ¢gg y ¢22 podemos obtener el valor del coeficiente Ws:

4€p—\I’2:O} , A 4

dyp— Wy =0 TR
donde hemos usado que A’ = —B’. Usando este resultado y el valor de p, podemos evaluar
¢11 para obtener la siguiente expresion
1 1

o1 = 52 (e’A — Ae ™y — 1) = 52 (d(e’A'r) —1) =0.
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Integrando esta expresion obtenemos

dle™r) —=1=0 = e Y —r =0,
usando A’ = —B’ obtenemos que

—1
Ao (1= G B (1_ G0 e
T ’ r ’

donde g es una funcion de t y Cj es una constante. Obtenemos la métrica de Schwarzschild,
ahora si re escalamos el tiempo ¢, es decir si hacemos la transformacion dr = e9/2dt
posteriormente Cy puede identificarse con 2M. Simultaneamente hemos demostrado el
teorema de Birkhoff (1923) y Eiesland (1925) [21]:

W

“Todo espacio-tiempo M, vacio con simetria esférica es estatico”,

b).- Espacio — tiempo con campo electromagnético.

' Usando este resultado que todo Mj con simetria esférica es estatico obtengmgs que
A = B =0,y lasimetria esférica sélo permite campo eléctrico radial por lo que E-B = 0,
entonces:

R=¢o=¢o=0 , ¢ =—2¢]=p",
y de la ecuacion de Maxwell D¢y = 2p¢ de (2.112)), obtenemos

D¢y = KV, 01 = k', = 2pn. (2.124)
Usando el vector nulo k* obtenemos que las componente no nula es
—A/2
ko =Ko, = - P14 = TPP1 4 (2.125)
5 ; \/§ 5 )

obteniendo finalmente la ecuacion diferencial

2 k
O1r = -1 = 1= -
r r

1
Usando este resultado podemos evaluar ¢y, = —2¢? = p* — U, — 5,2 donde hemos usado
~ r
Gap = —20,¢p Obteniendo
k? A
—4ﬁ =d(re ) -1
Integrando esta expresion
k2
4— = re 4 —r+ Cy,
r
finalmente obtenemos
Co  4k?
eA=eP=1-24""  donde Co=2m , k=2 (2.126)
r r? 2

Por lo tanto obtenemos la métrica de R-N.

M, no puede ser tipo O, en efecto si ¥y = 0 entonces (2.123)) implican que A, By
r son constantes lo cual es imposible. Por lo tanto,
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“Si el espacio-tiempo M, tiene simetria esférica en presencia de un campo de
Maxwell entonces es tipo D”.

Stephani (1967) obtuvo soluciones tipo O de las ecuaciones de Einstein — Maxwell,
debido a este 1ltimo resultado es claro que dichas métricas no poseen simetria esférica.



Electrodinamica de Born-Infeld

En este capitulo describimos brevemente las ideas e hipotesis que dieron origen a la
electrodinamica no lineal y presentamos los aspectos principales del formalismo (ver por
ejemplo [6]). Como un ejemplo concreto de una electrodinamica no lineal, discutimos el
modelo de Born-Infeld [24], propuesto historicamente en los afios 30 del siglo pasado, con
el objetivo de eliminar la divergencia de la energia de los electrones en la electrodindmica
clasica mediante la introduccién de un limite superior a la intensidad del campo eléctrico
en el origen. Basandose en esta idea, Born e Infeld propusieron el razonamiento que a
continuacion exponemos.

3.1. Lagrangiano de Born-Infeld

Las ecuaciones de movimiento de una particula relativista se obtiene a partir del
lagrangiano
2

L = myc? [1 /11— ”—] , (3.1)

c2

donde mg es la masa de la particula en reposo y v la velocidad de la particula. Este
lagrangiano se puede derivar a partir del invariante relativista, y manifiestamente impone
el limite ¢ para la velocidad de la particula. El lagrangiano es la funcién real més
simple para v < ¢, que tiene como limite a bajas velocidades el lagrangiano Newtoniano
de particula libre L = mgv?/2.

Siguiendo este razonamiento podemos encontrar un Lagrangiano anéalogo a ({3.1)

o7
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para el electromagnetismo, a partir del lagrangiano de Maxwell

1
EMaxwell = _§<BQ - Ez) (32)

Este lagrangiano no restringe el valor en la intensidad de los campos, esto es, permite que
los campos puedan incluso tender a un valor infinito. Si deseamos introducir la existencia
de un limite b para la intensidad de los campos, podemos construir un nuevo lagrangiano
en analogia con el caso de la particula relativista, obteniendo

BQ_EQ

- (3.3)

£31262[1— 1+

Como veremos, en el caso no estatico aparece un término adicional b=4(B - F)2.

Aunque este razonamiento parece bastante convincente, esta densidad lagrangiana
se puede obtener de primeros principios. Podemos preguntarnos por la densidad lagran-
giana mas general que podamos construir con un tensor de rango 2 y que sea invariante
ante transformacion de coordenadas. Una vez construida, podemos obtener la fisica que
describe la teoria imponiendo el principio de minima accién

5/£d4x =0. (3.4)

Para construir la acciéon consideramos un campo tensorial covariante a,, del cual no
asumimos ninguna propiedad de simetria, y demandemos que L sea funcién de a,, de
manera tal que sea invariante ante transformaciones de coordenadas. Esta relacion entre
Ly a,, es bien conocida y tiene la forma

L=1/—|am| donde |a,|=det(a,,). (3.5)

Dado que todo tensor de rango dos se puede descomponer en su parte simétrica y su
parte antisimétrica podemos escribir

Gy = Guv + f;uza (36)

donde g, = gup ¥ fuw = — fou- Abhora identificamos la parte simétrica g,,, como la métrica
y la parte antisimétrica f,,, como el campo electromagnético. Con esto podemos construir
tres expresiones las cuales multiplicadas por d*z son invariantes:

Volow+ fwl = lawl 1l (3.7)

donde el signo menos se agrega con el fin de obtener valores reales de las raices cuadradas,
dado que estamos considerando la signatura (-1,1,1,1).

La suposicion mas simple para £ es que sea una combinacién lineal de los tres

invariantes en ([3.7)
EZA\/—‘QMV‘_‘_B ’qu‘_‘_C\/_’guu_'_fuulv (38)
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donde el segundo término puede ser omitido, ya que si f,, es la rotaciéon de un vector
potencial, como se supondréa, su integral en todo el espacio-tiempo se puede cambiar a
una integral de superficie, la cual no contribuye a la ecuaciéon de movimiento del campo,
y por tanto se puede tomar B = 0. Para determinar el valor de A y C' podemos tomar
el limite de coordenadas cartesianas y valores pequenos de f,,, dado que para campos
débiles los efectos no lineales son despreciables y la teoria debe tener como limite el
electromagnetismo lineal. Tomando estos limites, £ tiene que coincidir con la teoria de
Maxwell

1
'CMaxwell = _Z abFab~ (39)

En el sistema de coordenadas cartesianas, g, = 7ap y €l determinante |1, + fa| se
puede escribir como la suma de los determinantes de  y f méas un término de mixto:

— [Ny + fanl = 1+ (ff + fis + fa — for = foo — fos) — [ fanl s (3.10)
donde | fop| = (f12 fos — foz f13 + for fas)?. Si definimos
ab
= fabe :f122+f123+f223_f§1_f022_f(?37 (3.11)
Fab
g = fazf = f12 fos — fo2 fi3 + fo1 fas, (3.12)

donde f es el tensor dual de f,, definido en 1) podemos reescribir la ecuacion (3.10))

como

— [Nt + fus| = 1+ f—37" (3.13)

Por lo tanto el lagrangiano (3.8) lo podemos escribir de la siguiente manera:

L=A+C\V11f— & (3.14)

Si hacemos la aproximacion para valores pequenos de f,, en la ecuacion (3.14)), es decir,
para valores pequenos de f y g obtenemos

£=A{1+O(1+f;f)}, (3.15)

donde redefinimos la constante C’ = C//A. Para que de esta expresion se pueda obtener
la expresion del lagrangiano de Maxwell (3.9)), debe suceder necesariamente que C' = —1.
Es conveniente definir la constante A = b?, por lo que ahora podemos escribir

ab
“ 1
—Rgz—wi%;zcz—zaw@

De esta tltima ecuacion tenemos que las componentes del tensor f,, estan relacionadas
con las componentes de F,;, mediante la relacion f,, = %Fab. Por lo tanto podemos escribir
las cantidades f y ¢ en términos de las componentes del tensor F,, como

 faf®  LEpF® 2F fuf?  1F,F® G
T T T 9Ty T e T

f (3.16)
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donde hemos definido

1 1 -1 - _
F= 1FabF‘“’ =3 (B>—FE%) y G= 1 wF®=—-B.E, (3.17)
que son los dos invariantes del electromagnetismo y los cuales coinciden con la parte real

e imaginaria respectivamente del invariante ®,,®% (ec. (2.38))).

Llegamos asi finalmente a la densidad lagrangiana buscada,

2F G2

12
Lpr=> 1-— 1+62 b ,

(3.18)

que es la generalizacion de la ecuacion (3.3). Por completes calculamos la densidad la-
grangiana del campo electromagnético en coordenadas generales, es decir

£ =2 (/=g = /= Lo+ 1) (3.19)

Ahora para escribir a £ en un sistema general de coordenadas, denotamos |g,,| = g y
desarrollamos el determinante |g,, + f..|, en una serie de potencias de f,, y g, con esto
podemos escribir

|g;w + f,uu| =g+ (I)(g;wv f;w) - |f;w| ) (320)

donde ®(g,., f.) denota una funcién en potencias de g,, y f.. Las propiedades de
transformacion de |g,, + fuls 9, [fuw| ¥ por lo tanto también las de ®(g,., fu.), son las
mismas, es decir, estos transforman de la misma manera que lo hace g, por lo tanto
podemos escribir

o IhA)
@ s Juv) T | Jpv| = - . .
9+ DG Fo) — fuo] g(1+g : (3.21)

Podemos ver que todas las expresiones entre paréntesis en el lado derecho de (3.21]) son
invariantes, y por tanto valen para cualquier sistema coordenado. En la expresion (13.11])
hemos calculado su valor en un sistema de coordenadas y obtuvimos

¢ 1 y 2F
— = —faf¥ = —. 3.22
p 2f bf B (3.22)
y por consiguiente
~ 2 ~
ol S ™ G
= = —. 3.23

Dado que ®/g y |f.| /g son invariantes, podemos escribir para un sistema arbitrario de
coordenadas

2F G2
_lguv+fuu‘ :g<1+b_2_b_4> . (3-24)

Por lo tanto la densidad lagrangiana de Born-Infeld para un espacio descrito por la
métrica g, es

L=/—gb (1 — \/1 +2F/b? — é2/b4) . (3.25)
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3.2. Formulacién hamiltoniana

El lagragiano de Born-Infeld (3.25)), depende de manera no lineal (de aqui el nombre
electrodinamica no lineal) de los invariantes del electromagnetismo: F' = %(B2 —EYy
G = —B - E definidos en (3.17). Para que el lagrangiano sea invariante ante transfor-
maciones de Lorentz y de paridad entonces debe depender de F'y G2. Como es usual se
puede introducir un vector potencial ¢,, a través del cual podemos escribir el tensor del
campo electromagnético

Fo =00, —0,0,, (3.26)
donde F},, satisface la identidad de Bianchi

VoFu + VuFoy+ YV, Fyy = 0. (3.27)

Con la ayuda del tensor dual: F*# = (1/2,/=g) €*?**F,,. esta identidad se puede escribir

nz
como

v, <\/—_gl*:”“’> —0, (3.28)

la cual es equivalente a la Ley de Faraday y la ley de Gauss magnética cuando la accion
es la de Maxwell (3.2)). Por otro lado sabemos que las ecuaciones de movimiento (la ley
de Gauss eléctrica y la ley de Ampere-Maxwell cuando la acciéon es ) se obtienen
minimizando la accion, esto es, a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange

OL(F, G?)
d, (TW) =0. (3.29)

Por lo tanto las Ecs. (3.28) y (3.29) son la generalizacion de las ecuaciones de Maxwell.
Para construir la versién hamiltoniana de la teoria comenzamos definiendo un “momento
generalizado”

oL oL OF oL 0G  OL OL ~
OF .z OF OF 3 * 0GOF,; OF N oG (3:30)

PP =2
y definimos la funciéon hamiltoniana a través de la transformacion de Legendre del la-

grangiano de Born-Infeld
1

H= §paﬁFaﬁ — L(F, G@). (3.31)
A este nivel note que es posible trabajar con un Hamiltoniano que depende de dos dife-
rentes pares de variables canénicas, podemos considerar que H(F, G?) o H(P, Q?%), donde
Py @ son los invariantes asociados a P*? es decir

P P,P" vy Q=-P,P". (3.32)

A~ =

1
4

En esta expresion P es el tensor dual de P.
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El marco (P, Q) es una forma alternativa del electromagnetismo no lineal que se
obtiene a partir del marco original (F, é’), mediante una transformacion de Legendre.
Las condiciones fisicas deben ser impuestas sobre H. Para campos débiles los efectos no
lineales son despreciables y la teoria debe tener como limite el electromagnetismo lineal,
es decir H(P, Q) = P+ O(P?, Q?). En este formalismo, F*? es el tensor con significado
fisico, mientras que P*? no lo es. Las teorias no lineales logran que F'*? sea una cantidad
bien comportada haciendo que P®? absorba las singularidades de las fuentes.

Usando la Ec. (3.30) y el lagrangiano (3.18)) podemos expresar el tensor P8y su
dual P8 en funcion de los invariantes F, G, es decir

pos _ _FUHGIPET L P GJRE
1+ 2F/0 - G2 b V14 2E/ — G2

: (3.33)

donde hemos usado F*# = —F*#_ Usando este resultado junto con la propiedad F“ﬁﬁag =
—FaﬁFa@ podemos encontrar la relacion entre los invariantes F', G y P, @, es decir:
(1—G2/b)F — 2G?/b” =

pP= - , =G. 3.34
1+ 2F/b? — G2 /b @ (3.34)

Es conveniente reescribir este sistema de ecuaciones como
(1+G?/b*)?

P —2P/b? — Q?/bt = R
/ @/ 1+ 2F/02 — G2 /bt

(3.35)

Como ya se mencion6 anteriormente, el electromagnetismo de Born-Infeld surge del la-
grangiano (3.18)), a partir del cual se obtiene el siguiente hamiltoniano bajo la transfor-
mada de Legendre definida en (3.31) y usando el momento (3.30) junto con la relacion
(3.35)):

H =1 <\/1 —2P/b% — Q2/b* — 1) : (3.36)

donde b es la méxima intensidad de los campos en el origen y el pardmetro relevante en
la teoria de Born-Infeld.

La Ec. 1) puede invertirse para expresar a F'*? en funcion de P*?, Py Q, es
decir, usando las ecuaciones canénicas de Hamilton obtenemos

OH OH 0P OH 0Q  0H OH

Fof =9 s 27 = T pob O pos, 3.37
9P “aP 0P T9goP? 9P 90 (3:37)
Sustituyendo la Ec. (3.37) en la ec. (3.28) se obtiene:
oH 0H -
O | 5P + —=P* | =0. 3.38
(57 567 ) 539

Esta ecuacion, junto con la Ec. (3.29)), son las ecuaciones del electromagnetismo de Born-
Infeld.
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3.2.1. Las ecuaciones de campo en forma vectorial.

Denotamos por B, E v D, H, el espacio de los vectores que caracterizan el campo
electromagnético en las unidades convencionales. Tenemos que en un sistema de coorde-
nadas cartesianas:

(2%, ', 2%, %) — (t, 1, vy, 2)
(G0, b1, G2, $5) = (00, A)
(Foi, Foz, Fos — E
Fy, Fi3, Fy) — B
(Poi, Py, Py — D
Po1, Pi3, Py) — H

Tenemos que el lagrangiano para un sistema de coordenadas cartesiano esta dado por

L=t (1 — \/1 +2F /b2 — é?/b4> : (3.39)
donde los invariantes estan dados por
F=B>-E% G=-B-E
Ahora usando la ec. (3.33) para Py, Poa, Pos y P21, P13, P32 , obtenemos
. OL —E + GB/b? . 0L —B + GE/b?
D:i:_ +G /~ : H:L:_ +G /~ (3.40)
O\ 142F/ - G2/ 0B\ J1y2rm -G

respectivamente. Estas dos ecuaciones son las relaciones constitutivas de la electrodiné-
mica no-lineal, en el caso lineal (Maxwell) estas relaciones estian dadas por D = E y
B = H respectivamente. Nuevamente si hacemos uso de la ec. 1) obtenemos

— 10A

B=VxA;, E=--2"_-Vo¢. A1

Finalmente usando la identidad (3.27) junto con (3.28) obtenemos la generalizacion de

las ecuaciones de campo para el electromagnetismo no lineal:

. 10B _
E+-—=0; -B=0 3.42
V x +c8t : v ( )
. 10D .
vxi-1P o v.B-o (3.43)
c Ot

Las ecuaciones de campo (3.42) y (3.43) son formalmente idénticas con las ecuaciones
de Maxwell sin fuentes para una sustancia que tiene una constante dieléctrica y una
susceptibilidad magnética.



64 3 ELECTRODINAMICA DE BORN-INFELD

3.2.1.1. Soluciéon estatica de las ecuaciones de campo.

La diferencia con el electromagnetismo lineal (Maxwell) reside en la relaciones cons-
titutivas , para ilustrar esto consideremos la solucion estatica de las ecuaciones de
campo en el electromagnetismo de BI. Consideramos (en el sistema de coordenadas car-
tesianas) el caso electrostatico donde B=H=0 y todas las deméas componentes de
campo son independientes de t. Por lo tanto, las ecuaciones de campo se reducen a:

VxE=0, V-D=0 (3.44)

Resolvemos esta ecuacion para el caso de la simetria central. Entonces V- D = 0 es
simplemente

d, s
D,) =0,
dr (r°Dy)
y (3.44) tiene la solucion
D, =e/r?. (3.45)

En este caso el campo D es exactamente el mismo que en la teoria de Maxwell: las fuentes
de D son cargas puntuales dados por la integral de superficie

4re = / D,do.

La solucion para V x E=0es
E,.=——=-¢'(r), (3.46)

y de (3.40) obtenemos

D, = L = _ﬂ (3.47)

\/1— HE? \/1— 507

Usando ([3.45)) junto con (3.47) da una ecuacion diferencial para ¢(r) de la primera orden,

con solucion

r

Se ve que el campo D es infinito para » = 0, sin embargo E es siempre es finito. Uno
tiene

€ €

D,=—, E =- (3.48)
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3.3. Ecuaciones de Einstein-Born-ElInfeld

Las ecuaciones acopladas entre la gravitacion y el electromagnetismo no lineal se
derivan a partir de la accion:

S = /d4x\/—_g (% — L’BI) , (3.49)

donde R es el escalar de curvatura, g = det|g,| y Lpr es la densidad lagrangiana
electromagnética de Born-Infeld, la cual tiene una dependencia no lineal respecto a los

invariantes de P,,, en el marco (P, (), o respecto a los invariantes de F,,, en el esquema

(F, G). El tensor de energia momento esta dado por

1 2
T, =+ 2 95 (3.50)

Si ahora usamos el lagrangiano para cualquier sistema coordenado £ = y/—g L y usando
el siguiente resultado bien conocido d(y/—g)/0g"" = —%\/—ggw podemos escribir el
tensor de energia momento como

1 oL
T, =—— (Qagw _ gWL) . (3.51)

Es conveniente hacer nuevamente una transformada de Legendre, con lo cual podemos
escribir el lagrangiano L en funcién de F*?, P*5 Py Q)

1, -
L=3F PP — H(P, Q). (3.52)

Con ayuda de la ecuacion (3.37) podemos escribir el lagrangiano (3.52)) en términos de
Py@Q

OH OH OH OH -~
L= pPPp ~—pfp H=2 Q) - H. .
3 (57 P 557" =11 =2 (G + 550) 559

Por otro lado calculamos la derivada del lagrangiano con respecto a la métrica

oL L P N oL Q)
g P dgm 90 dgm”

Introduciendo la ecuaciones (3.53) y (3.54) en (3.51)), obtenemos una expresién para el
tensor de energia momento en términos de Py @)

OH
4r'’l,, = ~5p

(3.54)

P+—Q il

oP oQ

OH 0H ~
==, P? Py + Gy (2 )

(3.55)

Si ahora hacemos una contraccion entre la métrica ¢g"” y las ecuaciones de Einstein
R, — %gm,R = 8n'l,,, obtenemos

— R =8xT",, (3.56)
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donde hemos utilizado g"”g,, = 4. Ahora de la expresion (3.55) calculamos 7", = ¢"'T,,

o
oP
0OH OH

OH -

OH 0H -

oP

y finalmente obtenemos que el escalar de curvatura tiene la forma

OH _  OH -
—R:8<—P+£Q—H). (3.57)

oP
Es importante destacar que el tensor de energia-momento que se obtiene del lagrangiano
de Maxwell, es de traza nula 7", = 0, y por tanto el agujero negro de Reissner-Nordstrom
tiene esta propiedad. Por otro lado vemos que si estamos trabajando con la electrodiné-
mica lineal de Born-Infeld, la traza del tensor de energia momento puede ser diferente de
cero y consecuentemente también el escalar de curvatura R.

3.3.1. Las condiciones de energia

Al hacer consideraciones fisicas sobre el tensor de energia-momento concluimos que
éste tiene que obedecer ciertas condiciones para la energia: la densidad de energia local,
medida por un observador con 4-velocidad U (U,U* < 1) no tiene que ser negativo y el
vector de flujo de energia local q no es tipo espacio

T, U*U" > 0, (3.58)

donde
q"q. <0, ¢"=T"U" (3.59)

Estas son, respectivamente, la condicion de energia débil (CED) y la condicion de energia
dominante (CED); ambas condiciones se cumplen siempre

OH OH . OH -
> Lp4+2Q-H)|>o0. .
5p 2 0. (aPP—Ir@QQ H)_o (3.60)

La condicién de energia fuerte (CEF) se define como R, U*U” > 0, y la podemos resolver
usando la ecuacion de Einstein en la forma

T
R, U"UY =8 (TWU“U” + 5) > 0. (3.61)
Note que en el caso de la electrodindmica no lineal la CEF se puede violar si la traza del

tensor de energfa-momento es suficientemente negativa. En el caso de la electrodinamica
de Maxwell T'= 0, por lo que se satisface la CED y automéaticamente también la CEF.
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3.3.2. Ecuaciones de Einstein-Born-Infeld para las métricas de
tipo-D.

En esta seccion se exponen las ideas béasicas y algunos resultados relevantes obte-
nidos en [6] para las soluciones de las métricas tipo-D. Ahora vamos a trabajar en las
ecuaciones de EBI de la seccién anterior para las métricas de Petrov tipo-D. La razon de
restringir nuestro estudio de las métricas de tipo D se basa en la relevancia fisica de las
soluciones pertenecientes a esta clase. Para investigar este tipo de soluciones, siempre se
puede alinear las direcciones de los vectores nulos reales w! v w%a lo largo de los vectores
de Debever-Penrose. Por lo tanto la tinica componente distinta de los coeficientes de N-P
U, conr =1,...5, es Uy. Vamos a postular que los vectores propios de F, (y
por lo tanto las de F;) también estan alineadas en las direcciones de los vectores de D-P
[* y k* Por lo tanto las componentes no nulas de F,, son Fyy = —Fig y Fby = —F39
(Po1 = —Po1 y Pa3 = — P33 ). Como se ha discutido en la seccion .

En consecuencia, los invariantes (3.32)) estan dados por

1 -
P= —5(13021 + Py, Q = — Py Pss. (3.62)

Las componentes distintas de cero del tensor de energia-momento (3.55)) son

L oH, L, OH | OH -

Las componentes no nulas del tensor de Ricci las podemos determinar a partir de la
ecuaciones de Einstein con constante cosmologica acopladas con el electromagnetismo de
B-1, es decir, Ry, — %gabR = AN+ 87T,
_ROI } aH

0H 0H -
_ il 2 p2 il il _
Ry —iaP(Pm P23)+2<0PP+3QQ H>+>\ (3.64)

87TT01
87TT23

con R,, = 0 para todos los demas valores de a y b.

La dos-forma w, la cual tiene la propiedad que dw = 0 ( en la seccion se
discutird_este resultado), para el electromagnetismo no lineal asume la forma : w =
%(Fab + Py)w?® Awb. Por lo tanto, para la componentes no nulas de F,;, y Py, obtenemos

W = (F01 + ng)wo VAN wl + (F23 + P(]l)w2 VAN w3.
Ahora parametrizamos las componentes distintas de cero de P,;, como

Py = iH = ib(1 — exp[—2v])"?sin ¢ = ibsin oG, (3.65)
Py = D =blexp[2v] — 1)"%cos ¢ = bcos oG, (3.66)

donde v(rv > 0) y ¢ son funciones reales, que pueden ser escritas como

b? 4 D? _ Dexp|—v/2| +1H exp|v/2
explav] = LD explig] = DRV v

bexply] — expl—])
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En esta parametrizaciéon H toma la forma
H = b*(1 — exp|v] cos® ¢ — exp[—v]sin® ). (3.67)
Por lo tanto las siguientes cantidades se pueden escribir como

oH 5 123 0H OH - 9
5P = 2(D*+ H") b sinhv, 8PP+8QQ H ) =b"(coshv —1).

Sustituyendo este resultado junto con (3.65))-(3.66) en (3.68), obtenemos

— Ro1 = A\ + 2b%(exp[—v] — 1), —Ry3 = A + 2b%(exp[v] — 1). (3.68)
De acuerdo con la ecuacién , las componentes no nulas de Fj; son
Fis =iB =exp[v|H, F3 =FE =exp[—v]D. (3.69)
Consecuentemente
D =exp[v|E, B =exp[v|H. (3.70)
Para la dos-forma electromagnética tenemos
w=(D+iexp[v] H)w’ Aw" + (exp[—v] D + iH)w® A &, (3.71)
que en términos de v y ¢ y toma la forma
w = b explig]{iy’GHW’ A w' + G A w?} (3.72)

Dado que las ecuaciones de EBI , son independientes de ¢, el sistema dinamico
completo de EBI posee un grado de libertad en el hamiltoniano. Tenemos una solucion
especifica dado por w®, v v ¢ se obtiene otra solucion mediante la sustitucion ¢ por o+,
donde ¢ es una constante real arbitraria. Esta libertad se conoce como la libertad de
la dualidad de rotaciones. Por lo tanto, la teoria EBI es compatible con la existencia de
cargas magnéticas.

En cuanto al limite lineal (la teorfa de Maxwell), se obtiene la dos-forma de Maxwell
mediante el limite de v — 0y b — 00. De acuerdo con las ecs. (3.71)) y (3.70) para v =0,
la dos-forma de Maxwell es

w=(E+iB){w’Aw"+w? Aw?l. (3.73)

La métrica mas general tipo-D que esta alineado con el campo gravitacional y el campo
electromagnético no lineal, esta dado en las coordenadas (7, y, x, o) como

A, s 1P+ yP
g = —m(d’r — 2ll’d0’) + ,

donde A, = Ay(y), P = P(x) y | =constante.

2 2 2 dx? 2
dy” + (I + y°) ?—i-PdU (3.74)

Como se habia mencionado antes mencionado anteriormente esta solucion se obtuvo
bajo la suposicion que satisfacia el teorema de Goldberg-Sachs:
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Un espacio-tiempo es algebraicamente especial, si y solo si, sus congruencias
son geodésicas nulas de “shear” libre:

k=0=0 <= VYy=0=1V,.

Por lo tanto el elemento de linea (3.74)) satisface —r = ko ym@k® =0y —0 = koymm® =
0.

Para determinar las funciones A, (y), P(z) y [ usamos el formalismo de tétradas, de
manera analoga a la seccion [1.7] es decir, haciendo uso de la primera y segunda ecuacion

de Cartan, con lo cual calculamos los coeficientes del tensor de Ricci. Donde las tétradas
nulas para el elemento de linea (3.74)) estan dadas por :

wO 9 o\ Y2 A 1/2
o } = \/Lﬁ {(113 ) dy + (ﬁ) (dr — 2la:da)}

w? 12+y? 6 o1
w3 } = % P1/2daj:zmdx .

Las componentes no nulas de Ry, es decir, Ry v Rog tiene la siguiente forma

12 2)-t 2 2A
“Ry = ﬂ(—Anyr—yA y>

9 12+ 42 vo2 + 2
(12 4 y*)~1 2y 24,
_R23 - 4 L xx Yy
2 ZQ + y2 l2 + y2

Por otro lado usando el formalismo hamiltoniano de la electrodindmica no lineal para
obtener las componentes del tensor de Ricci Ry; v Rz, las cuales estan dadas en (3.68]).
Esta es la conexién con la electrodinamica no-lineal, con lo cual podeos obtener el sistema
de ecuaciones diferenciales para A, (y) y P(z):

2y 2A

—Ayy + PR +y2 = 2(1% + yH) [\ + 2b%(exp[—v] — 1)] (3.75)
2 2A

—P,, Y Y= 912 4 )\ + 2b(exply] — 1)] (3.76)

Por otro lado sabemos que la dos-forma electromagnética w tiene que satisfacer dw = 0

w = —bexplip){i (y® +1>)GHdx Ado + G dy A [dr — 2lzdo]}

¢ +g°
b2(y2 _|_l2)2'

q+ig=—\q+ g% explig)

dw=0 = exp[2v]=1+



70 3 ELECTRODINAMICA DE BORN-INFELD

Usando este resultado ahora es posible resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

(3.75)-(3.76]) obteniendo
P = o+ BQZ’ — 51‘2
1
Ay =c(y® — 1) = 2my = A(Gy* + 2%° — 1) +

2 2 @ 2
+(e“+g )y/ $* 1+ /14 (2 + g2)/(b2(s2 + [2))

donde m y € son constantes de integracion. Algunas propiedades fisica importantes se
pueden encontrar analizando el coeficiente de espin p, el cual lo descomponemos en sus
partes real e imaginaria, entonces

l

1
p=—-(0+iw) = @:—§(p+ﬁ) w=g

(p—n),

donde © y w estan asociados con la expansion y rotacion de las geodésicas respectivamente

1 A, \?y—il
B a-b N y
p = —kapm®m —_(@“w)_ﬁ <12+y2> 2+

Es importante nota que en el limite [ — 0 el coeficiente de espin es puramente real, lo
que implica w — 0, es decir la rotacion de las congruencias es nula y obtenemos una
solucion estatica. Por lo tanto el pardmetro [ est& asociado con el momento angular.

3.3.3. Soluciones en espacios-tiempo de Petrov tipo D

La Teoria de Born-Infeld tiene la propiedad de que sus ecuaciones de movimien-
to tienen una simetria de dualidad eléctrica-magnética SO(2). En [7] Garcia, Salazar y
Plebanski obtuvieron todas las soluciones tipo D en la clasificaciéon de Petrov, para la
teoria de Einstein acoplada con la electrodindmica no-lineal, las cuales heredan la sime-
tria eléctrico-magnética. La suposicion béasica que se adoptd para obtener las soluciones
consistio en hacer coincidir las direcciones de las tétradas nulas de las métricas tipo D,
con los vectores propios del campo electromagnético no lineal y suponiendo que las dos
direcciones principales son geodésicas nulas y de “shear” libre. Como resultado encontra-
ron que todas las soluciones de este tipo se subdividen en dos clases: la familia estatica
y la familia estacionaria.

Las soluciones estaticas se dividen en tres subfamilias: la solucién Bertotti-Robinson
(caso A), la generalizacion de NLE (Electrodinamica no lineal) de la solucion de Reissner-
Nordstrom (caso B) y la generalizacion de NLE de la solucion de anti-Reissner-Nordstrom
(caso C). Las soluciones estacionarias pertenecen a dos subfamilias: la generalizacion de
NLE de la métrica NUT B(+) (caso a), que contiene como caso limite la solucion del caso
B, y la generalizacion de NLE de la solucion anti-NUT (-)(caso b), que contiene como
caso limite la métrica del caso C. En la siguiente tabla se resumen las subfamilias de
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las métricas tipo-D asi como sus posibles limites. Cabe senalar que estas soluciones del
sistema de ecuaciones de Einstein-Born-Infeld fueron obtenidas incluyendo una constante
cosmologica A en el tensor de energia-momento.

En la siguiente tabla se resume las condiciones bajo las cuales los parametros v, b
y [ se puede obtener todos los tipos de soluciones tipo-D a partir del elemento de linea

s (7).

Familia Espacio-Tiempo limite v — 0, b — o0 Ty, T = ITT =00 =0
NLE R-B R-B — —
Estatica NLE R-N R-N NLE anti-R-N —
NLE anti-R-N anti-R-N NLE R-N —
NLE NUT B(+) NUT Carter B(+) NLE anti-NUT NLE R-N
Estacionaria Carter B(-)
NLE anti-NUT B(-) | anti-NUT Carter B(-) NLE anti-NUT NLE anti-R-N
Carter B(+)

En esta tabla estamos utilizando la notacion: B-R=Robinson-Bertotti y R-N=Reissner-
Nordstrom.

3.4. Generalizacion de la solucion de Reisnner-Nordstrom

Consideremos la solucion estatica con carga del sistema Einstein-Born-Infeld (gene-
ralizacion de la solucion de Reisnner-Nordstrom), la cual puede ser obtenida a partir del
elemento de linea ds en el limite [ — 0y presentada en las coordenadas (7, y, x, o).
Esta solucion generaliza la solucion de Reissner-Nordstrom y esta dada por la métrica

g= By + y—Qdy2 + 1 L2 1 pdo? (3.77)
y? Ay P
donde
( P=a+ px— é‘l‘
A, =¢ 2 A Y4 (e + f 2
= —2my — = e
v N )y 52 1+ /14 (2 4 ¢2)/b%s* (3.78)

ds
Vst + (e + g2) /b2

Como hemos mencionado esta soluciéon constituye la generalizacion de electrodinamica
no lineal de la solucién de Reissner-Nordstrém, sin embargo no es evidente el limite que
debemos tomar para que esto suceda. Para obtener la solucion de Reissner-Nordstrom
como un caso limite, es conveniente escribir esta métrica en las coordenadas canonicas,

w = (e+ig)d {zxdo —dr [”
\
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es decir, hacer el siguiente cambio de coordenadas (7, y, x, 0) — (t,r,cos6,¢) y
adicionalmente pedir simetria esférica, lo cual se logra fijando el valor de los pardmetros
e=1lLa=1y g=0.

Los deméas parametros los podemos identificar como: la constante cosmologica A =
0, la carga magnética g = G, la carga eléctrica e = () y la masa m = M. Por lo tanto la
métrica de este espacio-tiempo esta dada por

ds® = —pdt? + = 'dr* + r2(d92 + Sin29d¢2), (3.79)

donde ¢ = A, /r? y estamos considerando una solucién sin constante cosmologica y por
simplicidad sin carga magnética

o0

d 2
A, = ﬂ—2M¢+Q%/L§ (3.80)
$T1+ /1 +Q?/b?s
, r ds
w = Qd zcos@dgb—dt/— : (3.81)
s+ Q2 /b2

Podemos escribir la integral eliptica (3.80) (que es de primera clase) en términos de
funciones elipticas de Legendre F (8 ,k) := fﬂoo(l — k%sin? §)~/2ds. Para ello conviene
reescribir la integral de la siguiente manera

o)

7 V1T 0% — 1
/ds 2 —Q/ds + Q?/b%s

P21+ 1+ Q2 Q?/b?s?

+2@/ds\/s4+622/b2, (3.82)

T

2b%s3

3 Q*

donde solamente se ha multiplicado y dividido por el conjugado del denominador y pos-
teriormente solamente se ha simplificado. El segundo término de la ecuacion (3.82) se
puede escribir como

oo

[asvsraE = g5 LI
T Qi

Ood QQ/bQ Ood 84
_ / gt Y O

Integrando por partes la segunda integral, obtenemos que la integral (3.83]) toma la forma

7 - 2 /1.2
/ds st Q2 = ds_%-'-g\/m

T

oo

o 1
—§/ds\/s4+Q2/b2,

T

T

(3.84)
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donde podemos notar que el tercer término de la ecuaciéon anterior es proporcional por
un factor de 3 a la misma integral del lado izquierdo, podemos escribir

4 2/h2 — Q2/b2 S 4 2 2
/ds\/s +Q?/b? = \/T/bz \/ +Q/b

Finalmente la integral (3.82)) toma la forma

(3.85)

Oods 2 20%s3 > ds
ds L PR wrar vy +_/—.
/821+ /1+Q2/b284 3@2 [ Q/ ]T 3 84—1—@2/62 (

Se puede identificar la segunda integral de esta tltima expresion con la funcion eliptica de
Legendre, o de manera equivalente se puede identificar con una funciéon hipergeomeétrica:

i ds 1 /b 20
/ NEETo 5\/% (arecos { 7351 - 5) (3.87)

1 115 Q2
= (= = - —= 3.88
T2 1(47 2a47 627"4) ( )
Donde el caso de la funcion hipergeométrica se deduce en [23]. Usando este resultado
junto con ([3.86) v sustituyendo en (3.80]), A, finalmente toma la forma

2 2 /b 2
A, =12 oMy + §b2r4 + §Q2T @F (arccos {%} , \%) — gb%& /T4 4+ Q% /b2
(3.89)

La solucion de Einstein-Born-Infeld en las llamadas coordenadas canénicas (¢, r, 0, @) y
en términos de las funciones elipticas de Legendre F(3, k), esta dada por

ds® = —prdt® + Yypdr® 4+ r*(d6” + sin*0d¢?), (3.90)
donde
2M 2 Q2 br?/Q—1
wBI( ) =1-—+4 3[)2 r2 ( — /1 +Q2/b2r4) + §7U§F (arccos{m}, \/Li) .
(3.91)

Nuevamente en el sistema de unidades gaussiano, M es la masa del agujero negro, ()
es la carga eléctrica y b es el parametro de Born-Infeld que corresponde a la magnitud
del campo eléctrico en r = 0. Con la sustitucion Q — 1/Q? + G?, la solucioén incluye la
llamada carga magnética G E] proveniente del hecho de que en la teoria de Born-Infeld
existe una simetria de dualidad eléctrico-magnética.

!No confundir G en esta ecuacion, la cual representa una carga magnética, con G definida en la
ecuacion (3.17), donde representa un invariante electromagnético.
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3.4.1. Propiedades electromagnéticas de la solucién

Una vez presentada la solucion de agujero negro de las ecuaciones de Einstein-
Born-Infeld, es importante conocer las propiedades y cantidades electromagnéticas de la
solucion, de manera explicita. Para ello comencemos recordando que en el contexto de
formas diferenciales, la derivada exterior d, es un mapeo Q2" (M) — Q" (M) cuya accion
sobre una r-forma: w, = %wm“mdm”“ A -+ Adxt, estd dada por

1 0 Y
dw = ] (_{h”wm"“’") dz” Ndx" N - N datr (3.92)
Si calculamos la segunda derivada exterior obtenemos que
1 (02
P = — (Tt ) goo A dg? Adat A - A dat =0, (3.93)
rl \ dz°0x"

yva que el tensor que estd entre paréntesis en es simétrico en o y v, mientras que
dx® N dx¥ = —dz” N dx?, es anti-simétrico en ¢ y v. Por lo tanto se puede concluir que
la segunda derivada exterior para una r-forma es nula. Este resultado traducido al caso
de la electrodinamica sin fuentes nos dice que

dF = d(dA) =0, (3.94)
donde A es el cuatro-potencial
AP = <¢, E) = A= A" (3.95)
y F' es el tensor de Faraday o tensor de campo electromagnético
F=dA=d(A,dx") = 0,A,dz" N dz" = F,, da" A\ dx”.

Anti-simetrizando el cuatro-potencial, es decir 9, A, = % (0,A, — 0,A,). Obtenemos que
el tensor de Faraday se puede escribir como

F = 0y, A,da" Ndx¥, y por lo tanto, F),, = 0,A,. (3.96)
Nuevamente calculamos la derivada exterior
1 1
d (éFwdx” A dx“) = 587Fwdx” Adx” A dxt. (3.97)
Ahora anti-simetrizamos 9}, F},,], se obtiene
1
O Fou = a(chyu + 0y F iy + 04 F,). (3.98)
Dado que la segunda derivada exterior es nula, podemos concluir que

dF = 0, F,dx" Ndx” Ndx" =0 y por lo tanto O F,, = 0.
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Como consecuencia de este resultado obtenemos las ecuaciones de movimiento de la
electrodinamica sin fuentes en un espacio-tiempo curvo

99y =9 F,) = F",, =0. (3.99)

Si aplicamos este razonamiento a la dos-forma del electromagnetismo no lineal, es decir
a la indicada en ([3.81)), obtenemos

= 4 (3.100)
st +Q?%/b?

Q@
NEEToa

De este resultado podemos inferir que las componentes no nulas del tensor electromag-
nético son
Q

— Iy = Ftr = m, F9¢ = —F¢9 = lQSlIl 0. (3102)
donde hemos utilizado que: w = F' = F),,dz* A dz”. Con la ayuda de la ecuacion (3.96)
podemos obtener las componentes no nulas del potencial A,: F}, = —0,A; y Fyy = 0pAy
por lo tanto

Fdz" Ndx” = Qd { icosOdp — dt/

— —iQsinfdo A db + dt A dr. (3.101)

r ds < ,
At = Q/W, A¢ = ZCOSQ. (3103)

Por otro lado estamos interesados en calcular las componentes de los tensores P, y Q..
Las componentes del tensor P, estan definidas por las relaciones constitutivas (3.37))

OH OH

F = =5 P + %PW, (3.104)

donde las componentes no nulas de P,, son P, y P,. Con esto obtenemos que P =
1(=P% — P%) = —3P2. Usando el Hamiltoniano (3.36) obtenemos que

OH 1 oH

oP ~ Jix B2 00

Para este caso la tnica componente no nula para la relacion constitutiva (3.37) es

oH

F,=
TP

P, (3.105)

y dado que
_ Q !

F, = = P,
L@ e

(3.106)
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concluimos que la componente no nula de P, es

Q
P,,«t:ﬁ.

(3.107)

En el electromagnetismo no lineal el papel del tensor P, lo juega el tensor F),,.

De las ecuaciones (3.102)) y (3.107) puede verse que P,; es singular en el origen,
mientras que F,; en r = 0 da un valor finito que corresponde a la magnitud b. Las dos
componentes no nulas de tensor de energia-momento en la teorfa de Born-Infeld, ecuacion

(3.59)), estan dadas por:
2\ —1/2
(1 + %) - 1] : (3.108)

(1 + b?—i) - 1] . (3.109)

3.4.2. Agujeros de Reiner-Nordstrom y otros limites

81T,y = 2b°

87TT9¢ = 2b2

En el limite de distancias grandes r — oo, con b # 0 y finito, la métrica es
asintoticamente plana, y corresponde a la solucion de Schwarzschild, es decir: g (r) — 1.
Cuando el pardmetro de B-I tiende a infinito, b — oo, recuperamos la soluciéon electro-
magnética lineal (Einstein-Maxwell), esto es, la solucion de R-N.

Para obtener estos limites a partir de las ecuaciones (3.91) v (3.102) debemos tomar
el limite en la expresion integral para la funcion eliptica de Legendre F'(5, k):

1 /b
—|=F (arccos{bTQ/Q 1

1
O N e

(3.110)

3.4.2.1. Casob>1
En este caso podemos hacer un desarrollo en serie de Taylor

w 2\ —1/2 7 2\ —1/2 % 2
1
/ds (s + %) = /5_2 (1 + %) ds = /3_2 (1 - 5%) ds. (3.111)

T T T

En el limite cuando b — oo

, 1 /b "2 /0— , r _
o 3 e (5582} ) =i (%) et

r
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El segundo término de (3.91) se puede aproximar como

2 1 2
lim 5627’2 (1 —\/1+ QQ/b2r4> N __Q_2'

b—o00 3 r

En el limite b — oo el tercer término de la métrica ¢p; es —Q?/3r? mientras que el
altimo término es 4Q?/3r?; la suma de ambos da Q?/r?, que es igual a gy .

Vpi(r) = Ypy(r) =1— —+ =

Claramente, en el limite de () = 0 se obtiene la solucion de Schwarzschild. Observamos
que en r = (0 los dos ultimos términos de RN divergen.

3.4.2.2. Comportamiento en r — 0
Por otro lado, para vp;
2 2 Q% b 20—
Ypr(r) = 1—§b27"2 (1 -1+ Q2/b2r4>—|—; {—M + R / @F (arccos {%} , \%)}
(3.112)
el segundo término es finito cuando se evaliia en 7 = 0. La funcion eliptica F(3, k) tam-

bién es finita cuando se evalia en » = 0. Entonces, dependiendo del valor de la expresion
en corchetes, tenemos tres posibles casos de comportamiento de 1 en la vecindad de

r = 0:

—_

L2 ﬁF( {WQ—

. 3V arc cos | 5z7gT
2 b 20—

2. M < % éF (arccos {ZTQ;?H;} ,

2 b 5
3. M = %, / @F (arc cos {Z;?g:} , \%), 1 es finita cuando r — 0.

), Y — —oo cuando r — 0.

-

2

), 1) — +oo cuando r — 0.

S

2

A pesar de que en el caso (3) 1 es regular en toda el rango, la métrica diverge en r = 0.
Esta conclusion se obtiene del analisis del escalar Weyl. Puesto que la solucion es de tipo
D, el Gnico escalar de Weyl no nulo es ¥y y esta dado por

(e 9]

Mo 1 d
L PY —/ i . (3.113)
r3 6 2] 24 /st + Q22

T

Los invariantes de esta solucion dependen de W3, por lo que en r = 0, existe una singu-
laridad de orden 1/75, que proviene del primer término (similar al caso de Schwarzschild
v Reissner-Nordstrom).
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3.4.3. Horizontes de eventos

Los ceroff] en la funcién de la métrica yp/(r) indican la existencia de singularida-
des en las coordenadas, que pueden ser eliminadas usando extensiones analiticas. Estos
ceros se obtienen en forma numérica. En la Fig. se muestra el comportamiento de
¥pr(r) en funcion de la coordenada adimensional u = r/M para distintos valores de los
parametros ), M y b.

9 9 202 [bM 2O
Ypr(u) = 1_E+§(bM)2u2 <1 — 1+ a2/(bM)2u4>+% —F <arccos {bﬂ?Q—l—l} : %)

(07
(3.114
v
1F
N e s
L o —mmmEe
q — =T : .
W e -
05 B /
Sk ! s
L 06,
g G
Al ¢
i 05

Figura 3.1: Forma de la funciéon métrica ¢ry. El valor r, , con ¥(ry,) = 0, determina
la posicion del horizonte de eventos. El valor de o = QQ/M estéa indicado en cada curva
y la correspondiente magnitud de b es:(a,b), (0,5,4,5/M), (0,6,2,5/M), (0,8,1,03/M),
(1,0,5225/M).

En las graficas se dan los valores de la constante o, dada por a?> = Q?/M?. La
posicion del horizonte de eventos queda determinada por el valor de r en el cual gy (=
—1)) es cero. Para o > 1 (caso hiperextremo, ) > M) no existe horizonte de eventos,
como en el caso de RN. Para a < 0,4 el comportamiento se asemeja a Schwarzschild,
independientemente del valor de b. Para valores de 0,5 < a < 0,9y b < 0,7 la funcién
métrica también se asemeja Schwarzschild (campo electromagnético débil). Para estos
valores de «, la magnitud bM puede ajustarse de manera tal de que v tienda a infinito
cerca de r = 0. En estos casos 1 tiene dos ceros.

Ahora vamos a discutir el agujero negro extremo en detalle, ya que es la contraparte
de la solucion de Reissner-Nordstrom, donde el caso extremo se obtiene cuando ) = M
como se discutié en la seccion para el caso de EBI esto no sucede. Recordando
que el caso extremo es aquel para el cual el horizonte interno r, como el externo r_
toman el mismo valor, es decir, el caso para el cual tenemos raices degeneradas de ¥(r).
Una condicion suficiente y necesaria para obtener ceros dobles es que tanto ¥ (r) como

2Exceptuando desde luego el caso r = 0.
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diy(r)/dr tienen que ser cero. Por lo tanto de la ecuacion (3.114)), se llega a la siguiente
ecuacion, la cual es una condiciéon para el caso extremo y que a su vez define el radio del
horizonte extremo rg;:

1+2 (Rg — /R - Q2b2) =0 con Ry=bre,. (3.115)

Donde las raices para r., de esta funcién estan dadas por
2 =Q% — —. (3.116)

De este resultado se puede inferir que el horizonte extremo estard determinado por la

raiz positiva de (3.116)), es decir, 1o, = /Q? — ﬁ siempre y cuando el discriminante sea

estrictamente mayor a cero. Cuando el discriminate es cero, tenemos el caso de una sin-
gularidad del espacio-tiempo y para el caso ) < 1/2b tenemos una singularidad desnuda.
Usando la condicion ¥(re,) = 0, podemos escribir la masa M en temimos del horizonte
extremo r.,:

Tex b2r§a} Q2 b 72 —
5O (1 ) o (o (8. 2).

donde 7, esta dada por (3.116]).

Como se habia mencionado anteriormente, el caso extremo del agujero negro de B-I
no esta determinado por la condicién lineal () = M como lo es para el caso de RN. La
relacion entre carga (), masa M y parametro b de B-I esta dada por , la cual no
define un caso extremo, si no toda una familia de casos extremos a raiz de la aparicion
del parametro b, como se muestra en la figura . En la figura se muestra la familia
de casos extremos para () = 0,9 , donde tenemos que tomar en cuenta que el parametro
b tiene que satisfacer la condicion @ > 1/2b .
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20
15

M@ 10
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(a) En esta figura se muestra la familia de casos extremos
que aparece en la soluciéon de EBI determinada por los
parametros @, M y b.

(b) En esta figura se muestra t¢(r, b) en funciéon de la
distancia r y del parametro b para el valor de @ = 0,9,
donde se puede notar que para valores de @ > 1/2b
se obtiene una familia de casos extremos la cual esta
delimitada por la interseccion de la funcion M (Q, b) y
el plano M(Q, b) = 0.

Figura 3.2: En la figura (3.2a)) se puede ver que para un valor fijo de @) tenemos toda una,
familia de valores de M determinados por el pardmetro b, para los cuales obtenemos un
caso extremo. A diferencia del caso de RN, dado un valor fijo de () tenemos tinicamente

un valor de M. En la figura (3.2b) se muestra una familia de casos extremos para un
valor fijo de Q.



Geodésicas en agujeros negros de EBI

4.1. Particula relativista

Consideremos la accion para una particula de masa m moviéndose en C, donde C
es una trayectoria tipo tiempo con puntos extremos A y B:

B
S = —mcz/ dr (4.1)

A

donde 7 es el tiempo propio de C. Ya que el tiempo propio estd relacionado con el elemento
de linea, podemos escribir

dr = \/—d82 = \/—dl‘“d:p’/guy = \/_iuingVdA (42)

”, . . . M .,
donde X es un parametro arbitrario en C y ## = dd%. De esta manera, la accion toma la
forma

dxt dxv
TN X
y la trayectoria de la particula, C , corresponde a lo que se denomina una geodésica y
esta debe satisfacer el principio variacional, es decir
0S
— =0. 4.4
S (4.4)

La accion (4.3) no es adecuada para describir particulas sin masa ya que esta se anula

asi misma. Sin embargo, es posible utilizar una acciéon equivalente,

1 [ dzt dz”
S[Jf, 6] = 5/}\ [6 1()\) guyﬁﬁ — mze(/\)]d)\ (45)
A

Slx] = — AMe=1). (4.3)

81
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donde e()\) es una nueva funcion arbitraria denominada einbein. Para describir particulas
sin masa se toma el limite m — 0 en esta accion. De la ecuacion (4.5) uno puede inferir

que el lagrangiano es
—1 2
e (A . m

2( )gw,x“x” — —e(N) (4.6)
Para probar que (4.6) es equivalente a la accion (4.3) debemos mostrar que el principio
variacional lleva a las mismas ecuaciones de movimiento. Sin embargo, en este caso se

tienen dos cantidades para realizar la variacion. Al realizar la variacién con respecto al
einbein e(\) se tiene

AB ot d?
55_1/A [—e2()) d” d m2e(\)]d\ (4.7)

L:

e 2 I =ax dx

es decir, de esto podemos inferir

1 dx# dxv 1dr
Y i 1)
TN T A T mada (4.8)

Por otro lado, si ahora realizamos una variacion en x* se tiene que

¢ = ot 4 ot (4.9)
g,uV — gp,y + 5130809#1/ (410)

y por lo tanto la accién transformara de acuerdo con

1 [ Y d(zt + ox*) d(z¥ + dz¥) )
S — 5/)% (9 + 02705 gu) o o e —mceld\  (4.11)
S — S+0S (4.12)
donde
1 [ dx* d(dz¥)  d(dx*) d(0x”)
= = A v |2 4.1
o5 Q/AAG(){g“(d/\ T d/\) (4.13)
" dxt dx”  dx* d(dz¥)
+ox Ug“”(d)\ N + N\ )} d\ + t.0.s.

de esta dltima ecuacion junto con (4.8)) no es dificil mostrar que 45 = 0 implica

e (dm ) _ iy dede (4.14)

— 71 —
dA d\ ( >d)\ d\

donde

o v 2 b P o
dx v, (dx > _dx o dx? dx (4.15)

AT R LT
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Por lo tanto, la libertad de escoger el parametro A se convierte aqui en la libertad para
escoger el einbein e(A). Si se desea una geodésica en parametrizacion afin se tomara
e(A) = constante. Con ello la ecuacion (4.14) se convierte en

d?zt dzf dz”

s —o. 416
2 e (4.16)

Es conveniente elegir la la parametrizacion afin como e™'(\) = m, con ello el lagrangaiano

(4.6) toma la forma

L= % Guiti’ — = (4.17)

5
Ahora calculamos la funciéon hamiltoniana, dado que el hamiltoniano es la transformacion
de Legendre del lagrangiano podemos escribir este como:

H =p,¢" — L(p, q), (4.18)

donde ¢* y ¢* son las coordenadas y velocidades generalizadas respectivamente y p, son
los momentos conjugados que estan definidos como:

oL ox?

= — H=at = . 4.19
Pp= e A== (4.19)

Calculado los momentos conjugados para el lagrangiano (4.17) obtenemos

oxr”
Pu =1 G5 (4.20)
Finalmente obtenemos que el hamiltoniano es
m~t m

H = —— gup'p" + - (4.21)

2 2

4.2. Método de Hamilton-Jacobi

La ecuacién de Hamilton-Jacobi (EHJ) es una ecuacion diferencial en derivadas
parciales usada en mecanica clasica y mecanica relativista. La EHJ permite construir
una formulacién alternativa a la mecéanica lagrangiana y a la mecanica hamiltoniana y
por lo tanto encontrar las ecuaciones de movimiento.

0S S
o pwo 2
or H(z", oz’ 7)

esta ecuacion puede ser deducida de la mecanica hamiltoniana considerando a S como
la funcion generatriz de una transformacion canoénica. Los momentos conjugados de las
coordenadas corresponden a las derivadas de la funcion con respecto a sus coordenadas
generalizadas:

(4.22)

oS
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La ecuacion de Hamilton-Jacobi relativista para una particula libre con masa m en una
métrica g, se puede construir a partir de una constante de movimiento que es vélida
para geodésicas, es decir a lo largo de cada trayectoria la cantidad

dx* dx¥
Im™ I\ AN

es una constante. Para una particula masiva que generalmente eligen A = 7, y esta rela-
cion se convierte simplemente en 6 = —g,, U*U” = +1, donde U* es la 4-velocidad. Para
una particula sin masa que siempre tenemos 0 = 0. Para geodésicas tipo-espacio (a pesar
de que no corresponden con trayectorias de particulas), se elige § = —1. Reescribiendo en
términos del cuatro momento obtenemos m?d = —g"’p,p,. Usando este resultado jun-
to con la definicién finalmente podemos obtener la ecuacién de Hamilton-Jacobi
relativista para una particula libre

a8 0S
2¢ v
m-y = —g <_8x“> (Eh”) : (4.25)

Ahora queremos introducir interacciones, por lo tanto podemos introducirlas mediante
el principio acoplamiento minimo. Para el caso electromagnético es de la forma

§=— (4.24)

Py = Pu — qA, +igA, (4.26)

donde .

A —Q/L Ay = —Gcosl (4.27)

' Vst Q2 /b2 ¢ .
o ds . .
A = ZG/ _ A, =1 cosb. (4.28)
s+ Q212

Por simplicidad el potencial A; lo reescribimos como A; = Q I(r), donde I(r f

\/W

Aplicando el principio de acoplamiento minimo a la expresion (4.25)) resulta

m*s = —g"” 05 qA, +igA, 95 qA, +igA, ) . (4.29)
OxH oxV

Ahora aplicaremos este formalismo el espacio-tiempo de Einstein—Born-Infeld, es decir a
un elemento de linea que tiene la forma:

A 2
ds? = == ai* + Z_dﬁ + r2(d6? + sin® dy?) (4.30)

r

donde

2 2 /b 2
Ay =14 20 (L= /TF a2 4 2r {—M ¥ %\EF (arecos { i } - )
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donde o? = Q% + G?. Aqui hemos introducido la carga magnética al espacio-tiempo
haciendo el cabio Q — /Q? + G2, esto es posible ya que este espacio-tiempo tiene lo
que es bien conocido como dualidad eléctrica-magnética.

Sustituyendo las componentes no nulas de g,,, A, y /Vl“ en 1) obtenemos

2 2 2 2
5 _ 12 (05 _A(05\'_ 1 (05
mo = X (at @“Gg)[(r)) 2 <(9r 2\ 90 (4:32)
1 08 2
—m (@ + (qG - gQ) CcoS 9) .

En muchos sistemas fisicos importantes para encontrar las soluciones de las ecuaciones
de movimiento en el enfoque de Hamilton-Jacobi se busca una solucién por el método de
separacion de variables:

S = Zs(qka Ay ..y Ckn)
k

donde las aq, ..., a;,, son constantes de integracion. En mecanica hamiltoniana se llama
coordenada ciclica a una coordenada ¢; que no aparece explicitamente en el hamiltoniano.
Una coordenada ciclica es siempre un caso particular en el que la ecuacion de Hamilton-
Jacobi puede escribirse en forma mas simple:

S =5(1;q;) + g q; # 1.

Para nuestro caso en estudio podemos notar que el hamiltoniano de la ecuacion (4.32)
no depende explicitamente de las coordenadas 7, t y ¢, es decir, estas coordenadas son
ciclicas por lo que hay cantidades conservadas. Esto permite proponer el siguiente Ansatz

para la accion S:
S=—-Et+Lp+S(r)+ 5(0), (4.33)

donde E se interpreta como la energia de la particula de prueba, L su momento angular
y S(r) ,S(0) son funciones arbitrarias de sus argumentos por determinar.

Sustituyendo el Ansatz de la ecuacion (4.33]) en la expresion (4.32) obtenemos una
ecuacion diferencial parcial que solo depende de las variables r y 0, la cual es separable

r? A, (0S\? 1 [0S\* (L+ (¢G - gQ)cosh)?
wto= 5 B @urane) - 5 (5) 45 (5)
(4.34)
Es conveniente adimensionalizar las ecuaciones obtenidas de manera que las podemos
usar
o P e P S A (4.35)
TS TS TS TS TS /rS

donde 7, es el radio de Schwarzschild, es decir r, = 2M. Por lo tanto la ecuacion (4.34|)
adimensionalizada toma la forma

~4 2 =\ 2
252 2 I 2R () () S (; ’
mooT =X (E+ A(r)) Ar((‘?r) (80 Sin29<L—|—A90089> (4.36)

r
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donde hemos usado las siguientes definiciones Ay, = Gq+ Qg , A, = Qq—Ggy A, esta
dado por

~ 2 246°7 -
AerQ—f+§52f4 <1_ /1—1‘5&2/52?4)4— O;T\/gF (arccos{%}, \%) (4.37)

donde & y f estan definidos como &% = Q>+ G2 y 8 = rb.

Podemos separar la ecuacion (4.36) como dos ecuaciones diferenciales independien-
tes

- ([0S 08 1
2 I —
m2s7t (B 4+ A () Ar<ar> — k= (ae) e (L+A cose) (4.38)

T

donde k es una constante

2
A? <§> = (B4 AJ(1) — Ak +m262) (4.39)
~\ 2
oS 1 - 2
(%> = k- 20 <L + Ay cos 0) . (4.40)

Si hacemos la siguiente redeﬁnicién del tiempo propio dr = r? d~v y haciendo uso de las
definiciones (4.19) y (4.23)), es decir
00 08 72 OF 08

M o= = py y 0 =D = o

or - 90 mA_,,ar or

obtenemos finalmente las ecuaciones diferenciales para las geodésicas de 7y 6:

-\ 2 "
A,
(j—;) =R  donde R:%(E+Aqf(r))2_ﬁ( M2+ k) (4.41)
o\ I 1 .
(%) =0 donde O = o SO Q(L + A, cos 9)2_ (4.42)

4.3. Vectores de Killing

Dado que la métrica de B-I es un espacio tiempo que ademas de ser estatico es
esféricamente simétrico, podemos encontrar cuatro vectores de Killing que estan asociados
con dos cantidades conservas, es decir la energia y el momento angular de una particula
de prueba.

Al observar la métrica de la NLE Generalizacion de Reissner-Nordstrom (4.30]) se
puede observar que el tensor métrico es independiente de las coordenadas t y ¢. Por lo
tanto, los vectores

0
E=2 v (=% (4.43)
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son campos vectoriales de Killing.

Como es conocido, el Teorema de Noether nos asegura que para cada simetria
continua de la accién, existe una carga conservada. En este caso, la carga conservada
corresponde a

Q= &"pu- (4.44)
Ahora utilizando el acoplamiento minimo (4.26)) para incorporar las interacciones elec-
tromagnéticas, donde el 4-momento p,, estd dado por . Finalmente obtenemos

v

x . x
Pu =M G = qA, +1gA,. (4.45)
De esta forma, la cantidad conservada asociada con el vector £ es

E = gﬂp“ = étpt
A, Ot L
= TMaa T qA; +igA)
A, Ot

= —me
donde € es la energia por unidad de masa, y por ello la cantidad conservada corresponde
a la energia de la particula.

Por otro lado, la cantidad conservada asociada con el vector ( es

L = C"p = ¥y (4.47)

utilizando la expresion (4.45) para el 4-momento
0 y
L = m?“z Sin2 98_¢ — QA¢ + ZgA¢
T

= mr?sin’ 9? — Ay, cosb. (4.48)
T

= —ml

donde la cantidad [ tiene unidades de longitud al cuadrado por radian sobre tiempo. De
esta forma, la cantidad conservada esta vez es el momento angular de la particula.

do 1 a7

= — = ——(F - AI(F
dr  mi2sin?0 dr  mA ( oA (7)

(L + Ay cosb),

‘s

donde hemos adimensionalizado tomando 7 = r/r, y t = t/rs donde ry = 2M. Con la
redefinicion del tiempo propio dr = r? dvy tenemos que

o 1 -
g ~4
L NS () (4.50)

@ mA,
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estas dos ecuaciones junto con (4.41)) v (4.42) son la ecuaciones diferenciales de las geo-
désicas de este espacio-tiempo, ahora nuestro proposito es encontrar algunos casos par-
ticulares de interés, los cuales tengan solucion exacta.

4.4. Clasificacién completa de las geodésicas

De la ecuacién de Hamilton-Jacobi hemos obtenido dos de las ecuaciones geodé-
sicas y , las dos restantes ecuaciones geodésicas las podemos obtener de la
cantidades conservadas y (£.50). Las propiedades de las orbitas estan dadas por
la funcion R y © (1£.42)). Las constantes de movimiento (energia, momento angu-
lar y la constante de separacion de variables), asi como los parametros de la métrica y
las particula de prueba cargadas caracterizar estos polinomios y, como consecuencia, los
tipos de oOrbitas. FEn esta secciéon se discute la movimiento del espacio-tiempo de EBI en
términos de las propiedades de la funcién R y ©.

Por simplicidad en el resto este capitulo normalizaremos el valor de la masa de la
particula de prueba, es decir tomaremos m = 1.

4.4.1. El movimiento 6
Puesto que 6 es un angulo polar, éste sélo puede tomar valores reales. La ecuacion

(4.42) tiene soluciones reales si se cumple © > 0 . Esto implica k& > 0. Realizando el
cambio de variable £ = cosf la ec. (4.42)) se puede escribir de manera mas simple como

d 2
(d_£> =O¢ con O =al®+ b+, (4.51)
i
con un polinomio de segundo orden en el lado derecho, con coeficientes a = —(k + Ag),

b= —QiAg ye=k— L2. Puesto que k > 0 implica que a < 0. Los ceros de O¢ definen
los dngulos de dos conos que confinan el movimiento de las particulas de prueba (una
caracteristica similar aparece en el espacio-tiempo Taub-NUT [19] y Kerr [20]).

Para el caso en el que A, se anula en la ecuacion y (4.42), entonces el
movimiento se encuentra en un plano (por ejemplo, el movimiento de particulas sélo
eléctricamente cargadas o neutras se reduce a un plano en el espacio-tiempo de Reissner-
Nordstrém con solo carga eléctrica).

El discriminante D = b? — dac del polinomio ©¢ puede ser escrito como D = 4kk
con k = k4 A2 — L*. El discriminante tiene que ser D > 0 para evitar que las raices de
©¢ sean complejas. Esto implica que tanto & como ~ debe ser positivo o idénticamente
cero

k>0 k=k—L"+A2>0. (4.52)
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Estas son las condiciones que tienen que satisfacer los pardametros L vy k para valores
dados de Q, G, q y g. Siempre y cuando k — L? sea positivo no hay constricciones en 10s
valores que puede tomar L. Cuando k — L? se vuelve negativa de las desigualdades (4
implica un limite inferior para el momento angular dado por Ly, = + AZ + k.

Ahora es facil mostrar que podemos escribir © como

1

O = k——5—(L+A,cos6)?
sin
1 .
= K- Leosf + A,)*. 4.53
i —a(Leosd+ A, (153)
Los ceros de O¢ estan dados por

by = LA, + Vs (4.54)

M kA '
La funcion ©¢ describe una parabola con méximo en (— kaA"Q, k+A2) Cuando L y A,

son distintos de cero el maximo de la pardbola no se encuentra en ¢ =0 o, de forma
equivalente, los ceros ya no son simétricas con respecto & = 0. Soélo para el caso en el que
Ly A, son nulos ambos conos son simétricos con respecto al plano ecuatorial.

El movimiento de ¥ se pueden clasificar de acuerdo con el signo de k — L

1. Si k— L? < 0, entonces O tiene 2 ceros positivos para ﬂAg <0y0e(0,7/2),de
modo que la particula se mueve por encima del plano ecuatorial sin cruzar este. Si
LA, > 0, entonces 6 € (7/2, ).

2. Si k—L? = 0, entonces O¢ tiene 2 ceros: §; =0y & = k+A2 Si LA < 0, entonces

€=c0,1)y0c(0,n]. Si LA, > 0, entonces £ =€ (—1, 0]y 0 € [r/2, 7). Si L =
—A, entonces el movimiento de ¥ ocupa todo el hemisferio superior ¢ € [0, 7/2].
El movimiento ocupa todo el hemisferio inferior con 0 € [7/2, 7| si L = A,.

3. Si k— L? > 0, entonces O tiene una raiz positiva y una negativa 6 € (0, 7), y la
particula cruza el plano ecuatorial durante su movimiento.

En general, el segundo término de la funcion ©¢ en (4.53) diverge para 6 — 0, 7. Sin
embargo, si L = —A,, este término es regular para 6 = 0, y si L = A, este es regular
para @ = m. Si L = £A,, entonces k = k. La regularidad de O en estos casos se puede

ver desde
(1 £ cos 0)?

sin 4

©O=r-L?

Y

aplicando la regla de I’Hopital. Si, ademaés, L? = 0, entonces O = k‘—l—AS es independiente
de 6.

En los casos especiales, cuando una de las constantes k o k o ambas son cero, O
tiene una raiz doble, que es el tinico valor posible para 6. Se pueden distinguir tres casos:
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1. Sik=0y x>0, entonces £ = —A% para L2 < A2,

2. Sik =0y k>0, entonces £ = —% para L2 > A2,

3. Si k = =0, entonces { = +1, lo que implica que ¢ = 0 0 6 = 7 son posibles. En
este caso, L = £A, (como se discutié anteriormente).

Esto significa que durante el movimiento de una particula de prueba de la coordenada 6
es constante y la trayectoria se encuentra alrededor de un cono, con ejes § = 0, 7, con

un éngulo de apertura arccos§. En este caso de (4.49) se obtiene inmediatamente que

L+EA,

©(v) = C(y — Yin) con una constante C = e, queen el caso L es C =0y en el caso 2

esC = L.

Por lo tanto, el hecho de que k£ y k no sean nulas indica que el movimiento de
la particula no es simétrico con respecto con los ejes § = 0, w. Por lo tanto, estas dos
constantes pueden ser consideradas para desempenar el papel de un generalizada Carter
constante que aparece, por ejemplo, en el movimiento de las particulas en un espacio-
tiempo de NUT y Kerr.

4.4.2. El movimiento r
4.4.2.1. Los posibles tipos de 6rbitas

En el resto de esta seccién vamos a considerar el movimiento de particulas cargadas
en el agujero negro de EBI, es decir, el caso en el que posee dos horizontes no degenerados
r4+. Antes de discutir el r-movimiento en detalle, presentamos una lista de todas las
posibles Orbitas:

1. Orbitas de escape (OE) con rangos: (r1, oo) con 71 > r. Estas 6rbitas de escape
no cruzar los horizontes.

2. Orbitas de colapso (OC), con rangos (ri, oo) con r; < r_. Este tipo de 6rbitas
tienen un extremo en infinito y el otro extremo detrés del horizonte.

3. Orbitas periédicas (OP) con un rango de 7 € (ry, 75) con r; < ry. Este tipo de
orbitas son muy excéntricas, las cuales son posibles en
(a) ry, 79 > 1y
(b)ry, rg < 7_.

4. Orbitas periodicas de colapso (OPC) con un rango de 7 € (ry, r9) con ry < r_ y
ro > 1. Este tipo de 6rbitas estdn cercanas a los horizontes de eventos con ambos
extremos detras del horizonte del agujero negro.



4.4 CLASIFICACION COMPLETA DE LAS GEODESICAS 91

4.4.2.2. El movimiento radial

Consideremos ahora so6lo particulas masivas, esto es 6 = 1. Con el fin de obtener
valores reales de 7 de tenemos que exigir R > (. Las regiones en las que R > 0
estan delimitadas por los ceros de R. El ntiimero de ceros depende de los valores de F, k,
Q, G, q, g v b. Dos condiciones R =0y % = 0 definen los ceros dobles del polinomio R
y por lo tanto el limite entre las regiones en las que R tiene 1, 2, 3 0 4 ceros.

Antes de buscar soluciones analiticas para este espacio-tiempo, es importante pri-
mero definir un potencial efectivo y hacer un anélisis cualitativo de todas las posibles
formas que pude tomar este potencial y asi podemos hacer una clasificacion de las posi-
bles geodésicas para este potencial. Ahora definimos el potencial efectivo para la ec
como los valores de la energia para la cual

> N _
0= () = e ViE - V) (1.55)

explicitamente el problema se reduce a encontrar las raices de F, de la siguiente expresion
A ) o AL
(%) _ <E2 FAAJ()E + M) — 267 + k))
donde la condicion (4.55) determina los puntos de retorno de una orbita, es decir, el
potencial efectivo toma la forma

N
Vj}c:—AqI(r)iﬁ A (072 + k). (4.56)

Ahora como primer paso haremos una comparacion para los diferentes tipos de poten-
cial para los agujeros negros de Schwarzschild, Reissner-Nordstréom y Born-Infeld. Estos
potenciales se muestran e la figura (4.1)).

Algunos ejemplos del potencial efectivo estan dados en las Figs.(4.2)-(4.3)).

Estas figuras combinan las rices positivas V;J;f y la parte negativa V.. En los
horizontes ambas partes V:’Ef coinciden (es decir, en estos puntos las dos partes ij

estan pegadas entre si), y A, es nula aqui. Por consiguiente, Vj;f(ri) = —AI(ry).

e

Claramente Veﬂ;f(ri) < 0si A, > 0y viceversa (véase por ejemplo la figura .

Observamos que, en contraste con el caso Schwarzschild aqui la raiz positiva V:}f
puede permitir a las particulas con energias negativas. La region fuera del horizonte don-
de las particulas de energia negativa pueden permanecer ha sido denominado “ergosfera
generalizada”, ya que la energia se puede extraer [I5, 16]. Mientras las particulas con
energias de por debajo de la raiz negativa V_;, no tienen interpretacion clasica, se aso-
cian con las antiparticulas en el marco de la teoria cuantica de campos [I7]. La relacion
V;]Cf( E q q)= —V;}f(—E, —q, —¢g) muestra, que las orbitas correspondientes a energias
positivas estan disponibles para las particulas con cargas opuestas (es decir, las antipar-
ticulas). Un limite inferior para las energias de las particulas se obtiene de la exigencia
de que el tiempo s6lo debe marcha hacia delante (véase la ecuacion (4.50).), E > A I(7).
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(a) b=50, Q=0.4, G=0.25, g=0.025, g=0.1, k=4.

(¢) b=50, Q=0.4, G=0.25, q=4, g=0.1, k=0.2.
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(b) b=50, Q=0.4, G=0.25, q=0.025, g=0.1, k=2.7.

(d) b=50, Q=0.4, G=0.25, q=-4, g=0.1, k=0.2.

Figura 4.1: En las gaficas se muestra el comportamiento del potencial efectivo del espacio
tiempo de EBI (potencial en color verde) y sus dos casos limites, es decir, en limite b — 0
se recupera el potencial de Schwarzchild (potencial en color rojo) y para el caso limite
b — oo se recupera el potencial de RN (potencial en color amarillo). El &rea en color
marca las zonas fisicamente prohibidas respectivamente.
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Vd! Vell
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(a) b=50, Q=0.4, G=0.25, g=0.025, g=0.1, k=4. (b) b=50, Q=0.4, G=0.25, q=0.025, g=0.1, k=2.7.

Figura 4.2: PotencialV,;;(7) para diferentes valores de £, Q, G, ¢, g v b. La linea negra
delimita las regiones del potencial efectivo V;JZj y Vs Las dos partes del potencial se
pegan en los horizontes, con la ordenada Veﬂ;f(ri) = —A,I(ry). El area naranja marca
las zonas fisicamente prohibidas. Las posiciones de los horizontes se muestran mediante
lineas de trazos verticales.

Como sabemos por estudios previos para particulas neutras (ver por ejemplo [19]),
el espacio-tiempo de Reissner-Norstrom posee una barrera de potencial que impide que
las particulas caigan en la singularidad. La barrera de potencial que esta definida por la
rafz mas pequena positiva r; de R que se encuentra en el intervalo 0 < r; < r_. Cuando
incrementamos los valores de Ay, la influencia de la carga de una particula de prueba
se hace evidente a través de la expresion —A I(7). Es decir, para grandes valores de la
cargar de la particula de prueba, el potencial efectivo puede formar una pequena montana
de potencial (Fig[d.3D)) o pozo de potencial (Fig[4.34) en el intervalo (0, r_]. Esto indica
que las orbitas consolidadas pueden existir en esta region. Esta caracteristica solo esta
presente en el movimiento de particulas cargadas.

Usando las consideraciones anteriores podemos dar todas las posibles combinaciones
de ceros de R y una interpretacion en términos de tipos especificos de 6rbitas los cuales
se resumen en la Tabla E.11

Los tipos de 6rbitas relativas a los diversos parametros vienen dados por:

= Region (1): un cero positivo. La 6rbita es una OC con particulas procedentes de
7 = 4o00. De las caracteristicas de la potencial efectivo (barrera de potencial), esta
claro que el punto de retorno estan en la regiéon que delimita a el horizonte interno
(caso A_). En este caso, la energia de una particula de prueba corresponde al punto
de union de los potenciales Vﬁf By = Vj]if(r,).

e

= Region (2): dos ceros positivos. Aqui sélo OPC son posibles. En el caso especial
cuando A, =0y E = 0, los puntos de retorno estan sobre los horizontes (caso By).
También los casos B_ y B, cuando uno de los puntos de retorno se encuentra en
uno de los horizontes son posibles. En este caso la energia de nuevo corresponde a
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(a) b=50, Q=0.4, G=0.25, q=-4, g=0.1, k=0.2. (b) b=50, Q=0.4, G=0.25, q=4, g=0.1, k=0.2.

Figura 4.3: Potencial efectivo VejJEf(f) para diferentes valores de k, Q, G, ¢, g v b. El
area naranja marca una zona fisicamente prohibida. Las posiciones de los horizontes se
muestran mediante lineas de trazos verticales. En este caso hay hasta 3 puntos de retorno
para 7 < 7_. Tal efecto puede ser causado por una particula de prueba altamente cargada.
Los posibles tipos de érbitas se para estos potenciales se resumen en la Tabla

los puntos de pegamento de los potenciales ij . Ep. = Vej;f(r_) (tal orbita se
puede encontrar por ejemplo en la figura [4.2b) o Ve?f : Ep, = V?f(nr) (véase por
ejemplo la figura 4.3a)), respectivamente.

» Region (3): tres ceros positivos.

Region (3)4: Aqui OPCy OP son posibles con subcasos C_ y C'y, los cuales denotan
puntos de retorno del potencial en los horizontes interior y exterior respectivamente.

Region (3)_: Para cargas que incrementan el término —A,I(7) conduce a una 6rbi-

ta con puntos de retorno por detras del horizonte interior. También es posible que
un punto de retorno de la OC se encuentre en el horizonte interior (caso D_).

» Region (4): cuatro ceros positivos. Aqui encontramos OPC y OP (6rbitas planeta-
rias).

4.5. Soluciéon de la ecuacion geodésica

Ahora se presentan las soluciones analiticas de las ecuaciones diferenciales (4.49)),
(4.50]), (4.41) y (4.42).
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’ tipo \ region \ ceros + rango de 7 \ orbita ‘
A (1) 1 : : ocC
A ¢ f 0ocC
B (2) 2 : : OPC
By } $ OPC
B_ + : OPC
B + + OpPC
C (3)+ 3 | f——— | OPC, OE
c_ 4 e e |OPCOE
C, } $—«— | OPC, OE
D (3)— 3 } } OP, OC
D_ + } OP, OC
E 4) 4 — ef——tfee— | OPC,OP

Cuadro 4.1: Tipos de o6rbitas de las particulas cargadas en el espacio-tiempo de EBI. Las
lineas gruesas representan el rango de las érbitas. Los puntos de retorno se muestran mediante
puntos gruesos. Los horizontes estan indicados por las lineas verticales. En casos especiales se
encuentran los puntos de retorno en los horizontes. Las tipos D, con érbitas periddicas detras
del horizonte interno son posibles para las particulas cargadas con cargas relativamente grandes.

4.5.1. La soluciéon 7

Al realizar la separacion de variables en el método de Hamilton-Jacobi hemos ob-
tenido que la ecuacion diferencial para el movimiento radial dada por . Debido a la
complejidad de esta ecuacion obtenida, no se conocen soluciones analiticas a la misma, sin
embargo existen varios casos limites para los cuales es posible simplificar las ecuaciones,
de tal forma que aceptan soluciones analiticas, es decir, tres casos en los que el limite se
toma sobre el parametro b de Born-Infeld, estos casos son: (a) b > 1, (b) b < 1y (c)
oo >b>1.

4.5.1.1. Caso (a) bk 1

Ahora consideremos un desarrollo en serie de potencia para b < 1 de 9g/(r), el
cual estd dado por

. 2M 2 2 9 m 2@2 b br2/Q—1 1
Ypr(r) =1 . +3b'r (1 1—|—Q/b7’)—|— 3 QF(arccos{bTQ/QH}, ﬁ)

(4.57)
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el segundo término se puede aproximar por una serie de potencias en b%rt/Q?

2.9 2 T QT ) = 2.9 9 QbQ b*r
S (1 1+Q/br> = S0 I+ 5
2
3

2b b b*r?
—b27"2 — TQ — gUr (458)

Para el tercer término de (4.57)),la funcion eliptica se puede aproximar para pequemos va-
lores de b como una serie de potencias de v/brr/1/Q, es decir F (arc oS { br2/Q-1 } 1/\/_> =

br?/Q+1
Z?:o ai(\/gr/\/a)i donde
>_a(Vor/ Q) = ay—2(Vbr/v/Q) + \/"r/\/_

1S

si cortamos la serie hasta cuarto orden, tenemos que

A, 24 26Q 103 0 4bQ 28,
Vpi(r) = 5 r 3 T30 3 0 73 "o T

Tomando el limite b — 0 = () — 0, obtenemos el caso de Schwarzschild. Por lo tanto
ag = 0, con esto

2 3 b6 b316
A, =712 —9Mr —20Qr> + b2t — —— + .. —.
r T T QT + 3 15 Q + +O[ Q ]

Nuevamente cortamos la serie hasta cuarto orden en r y adimensionalizamos obtenemos
que

- -~ 2.
A, =7 —F — 2bQF — §b2f4. (4.59)

o . ., . . ~ . 4 ~7
Reescribimos esta expresién como una serie de potencias de 7, es decir como » ._, b7

A, = by + by + by (4.60)

- 2.
con coeficientes by = —1, by = 1 —2bQ), b3 = 0y by = —562. Si introducimos (4.60

tenemos que explicitamente la expresion (4.41)) toma la forma

~\ 2
(?) =7 (E? + 2B 1(F)Ag + 1(F)?A2) — (017 + bo? + by7*) (k + 072).  (4.61)
y

Ahora podemos estudiar dos casos en esta aproximacion para los cuales podemos en-
contrar solucién exacta a las ecuaciones geodésicas, el primer caso es considerar el caso
fotonico, lo cual implicaria que la ecuacion es de cuarto orden en potencias de r y
el segundo caso a estudiar es considerar particulas de prueba con geodésicas tipo tiempo
y nulas, para ello truncaremos la serie de hasta cuarto orden, asumiendo que A,
es pequeno tal que puede ser despreciado.
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Caso A d=0

Primero para estudiar el caso en el que la particula de prueba es luz, la informacién
viene dada en ¢, para este caso 0 = 0 y para el caso masivo = 1, esto implica que tanto
g como g son nulos y también lo serd A, = Q q-+ Gg Por lo tanto la expresion se
reduce a

~\ 2
(2—7) = E? — (byF + boi? + by k. (4.62)
v

Escribimos esta expresién como una serie de potencias de 7

o\ ‘
(3_T> B Z a7 = ar¥ + s’ + agi + agi (4.63)
v i=1
donde
a; = —blk‘, a9 = —bgk}, az = O, ay = E2 - b4k’

Si hacemos el siguiente cambio de variable 7 = 1/x, la ecuacion (4.63) se reduce a una
ecuacion diferencial con un polinomio de tercer orden

9z \ 2
(a—x> =2t (a7 + as™ + as™ + ay7) (4.64)
g
donde hemos usado que dif = —dz/z?. Esta expresion finalmente toma la forma
a 2
(8—35) = a2 4 asx® + azz + ay. (4.65)
y

Haciendo una sustitucion adicional = = 4y/a; —as/3aq, esta dltima ecuacion se transforma
en el la forma estandar de la funcién de Weierstrass:

(@)2 =4y’ — goy — g3 (4.66)
0y ’
donde

a:  ajas _ maxaz a3 apaj

_ _ _ 4 God 4
12 4 PBTTU T 26 16 (4.67)

La ecuacion diferencial (4.68)) es de tipo eliptica y esta es resuelta por la funcion de
Weierstarss en [14]:

y(7) = o(v = Vin's 92, 93) (4.68)

donde 7}, = Yin + [T ——Z— con y,, =
Vin = Tin + Jyp, Ty cOL Y
para (4.63]) adquiere la forma

7=

+%(7;,) " + . Por lo tanto, la solucion

as

(4.69)

CL2

4@(7 7m? 92, 93) 3
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CasoB0#0,A;~0y by =0

En este caso estamos considerando particulas de prueba con carga eléctrica y mag-
nética q y g respectivamente. Si consideramos qu el parametro de Born-Infeld b es lo
suficientemente pequeno como para poder despreciar ordenes cuadraticos y solo quedar-
nos con términos lineales de este. Esto quiere decir que podemos tomar a by = 0 en ,
por lo tanto obtendriamos una ecuaciéon diferencial de cuarto orden en potencias de 7:

~\ 2
<§l> = FE? — (017 + boi?)k — (biT + by?) 072 (4.70)
gl

i . . . 4 i
Nuevamente escribimos esta ecuacién como una serie de potencias » .., a;7*, donde po-
demos identificar a las constantes como:

a1 = —bik, ay=—bok, az=—b0, as= E*— by,

dondeb; = —1:b, = 1 — 2bQ. Siguiendo el mismo razonamiento que el caso anterior
obtenemos que la solucion es idénticamente a (4.69)) donde la diferencia reside en el valor
de las constantes q;.

4.5.1.2. Caso (b) b>>1

Ahora consideramos el caso para valores grandes de b , para esto tenemos que (4.41))
depende de una funcién eliptica, por lo tanto primero analicemos esta funcién. De acuerdo

con (3.111) la funcién eliptica F (arc coS {%}, 1/\/§> para valores pequenos de
Q?/b*r* esta dada por

1 b br2 Q-1 _ 1 QQ _
3 @F (arccos{wéQH}, \/Li) o — 0" °. (4.71)

Adimensionalizando haciendo 7 = r/ry con r; = 2M obtenemos que A,I(7) estd dado
por

AJ(F) = A (f‘l - iQ—Qf—E’) = =1 para A, <1 (4.72)
q - q - q :

Antes de realizar una aproximacion para A, es importante realizar un analisis cualitativo
sobre la funcion A,. Para ello en la Fig. se muestran las graficas de la funcion A,
para distintos valores del parametro b, con lo cual podemos notar que para valores de
7 > 0 se mantiene el comportamiento de un polinomio de orden dos en 7, por lo tanto
es posible proponer a la funciéon A, como un polinomio de orden dos el cual tiene como
raices a los horizontes de eventos:

AT = (7: — Th_)<7: - T]—H_) (473)
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-0.5+

Figura 4.4: En esta grafica se muestra el comportamiento de A, para distintos valores de
parametro b = 0, 100/M, 1000/M, 1000000/M.
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(d) b=250/M.

(c) b="70/M.

Figura 4.5: En esta grafica se compara la funcién exacta de A, contra la aproximacion

propuesta, donde la parabola es la funcion aproximada la cual tiene como raices a los
horizontes de y la funcion A, exacta tiene cuatro raices dos negativas(sin significado

fisico) y dos positivas(horizontes).
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donde 7, v 7,4 son los horizontes de eventos interior y exterior respectivamente.

En la Fig.(4.5) se compara la aproximacion propuesta (4.73) con la funcion exacta
de A, podemos notar que esta aproximaciéon es buena para valores mayores a r,_. Si

utilizamos esta aproximacion (4.73) junto con (4.72)) en la ec. (4.41)). Podemos escribir

esta ecuacién diferencial como

~\ 2
(2—2) =M E? 4+ 2P A 4 AL — (F — 1) (F — g ) (k + 672). (4.74)

Por simplicidad es conveniente escribir a A, como una serie de potencias de 7

(F = rp)(F — Thy) = So + $17 + So (4.75)

donde los coeficientes son sqg = rp 7, s1=—(rn_ 4+ runy), s9 = 1.Por lo tanto
or\* _ FE? + 2E A, + 72 A2 F 472 (k 4 072 4.76
oy =T B+ 2E7 Ay + 7 A — (S0 + 817 + 7)) (k + 677). (4.76)

. 1. ., . . 4 i
Ahora nuevamente escribimos esta tltima ecuaciéon como una serie de potencias ) _;_, a;7":

87* 2 ~ ~2 ~3 ~4
I = aop+ a7 + asr” + agr° + asr
y

con coeficientes

ay = (E2 — 5), az = (QEAQ — 581),
a9 = (Ag —k— (580) s a; = —81/{?, ag = —kSo.

Si hacemos el siguiente cambio de variable 7 = i% + rg, donde 7y es una de las raices
de ag + a7 + asf? + as™ + as7* = 0. Primero evaluamos nuestro cambio de variable,

oz \> 1 1 1 1
(—) =z <a0 +ay (= +7Tr) + ag(E£— +7r)? + az(£= + 7r)* + as(£= + T’R)4> :
0 x x x x
Desarrollando este polinomio y agrupando en términos como

ox\> N N N X 1 1 1 1
(a—7> =zt (ao + ai7R + aafh + asfy + asFp + O(;) + O(ﬁ) + O(E) + O(F)) :

donde la suma de los primeros cinco términos son idénticamente iguales a cero, es decir
ap + a1 g + asfs + azry + ay7p = 0. Por lo tanto podemos escribir esta ecuacion como
un polinomio de tercer orden:

2
(g_i) = bo + bll' + b21’2 + bgi[}g.
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Si finalmente hacemos el cambio de variable © = (4y — by/3) /b3 podemos identificar a
esta como la ecuacion de Weierstrass

dy 2 3

9 ) = 4y” — goy + g3
y

donde

b bibs bibobs B bob?

12 4 BTTR T26 16

g2

La ecuacion diferencial (4.76]) es de tipo eliptica y es ta es resuelta por la funcion de
Weierstarss en [14]

y(v) = (v = Vin’s 92, 93)
donde v, = Yin + foo R —SY Yin = ib—?’(fm)_l + %2 por lo tanto, la soluciéon
" in y/4dy3+g2y—gs 4 127 !
para (4.76]) adquiere la forma

b
F=+ > =+ TR (4.77)
2

40(Y = Vins 92, 93) — 3

4.5.1.3. Caso (c) co>b>1

Para este tercer caso de la misma manera podemos proponer un polinomio de orden
dos cuyas raices son los horizontes y comparar con la expresion exacta para verificar que

efectivamente la aproximacion es buena, como se muestra en la Fig.(4.5a)-(4.5d). Para
este caso de la misma maneta obtenemos una soluciéon de la forma (4.77)). Recordando
que la expresion para los horizontes r,, y 7, se encuentran numéricamente. Por lo tanto
la solucién en este caso esta dada por (4.77)).

4.5.2. Solucion de la ecuacién 0(v)

La solucién de la ec. (4.51) con a < 0y D > 0 esta dado por la funcion elemental
1

0(y) = arc cos (Q—(VD sin(v/—ay —12) — b)) ) (4.78)
a

donde V¥ = /—avyi, — arcsin(\/%) Y 7in €s el valor inicial de .

4.5.3. Solucion de la ecuacion ¢(v)

Ahora consideremos la ecuacion diferencial para ¢(v) la cual estd dada por la ec.
(4.49). Esta expresion puede ser simplificado mediante el uso de ( [4.42)) y realizando el
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cambio de variable £ = cosf

¢ _L _ &dE A, (4.79)

VO l-¢ Bl -¢

donde O¢esta dada por (4.51)). Esta integral el bien conocida en por lo tanto esta ecuacion
puede ser facilmente integrada y la solucion para a < 0y D > 0 estd dada por

dp =

1 &)
o(7) = §(I+ +1)| i, (4.80)
Ein
donde

L+A, k+r—(LEA)F (k+r+ (LE£A)2E

I.=—— arcsin : (4.81)
)LiAg

VD(EF1)

Para el caso especial en el que k = L2y L = +A, este resultado se reduce a una forma

muy simple
£

) + Pin.- (4.82)

fin

L C143¢
— arcsin
ﬁ) EF1

501) = 5

4.5.4. Geodésicas en el plano ecuatorial

Ahora por simplicidad consideremos geodésicas en el plano ecuatorial es decir cuan-
do 0 = 7. El objetivo de esta subseccion es comprara las geodésicas de la solucion de EBI
con las geodésicas de RN. Para ello consideremos un potencial como el que se muestra
en la figura y consideremos una particula de prueba con una energia F = 0,9654
y una solucién caracterizada por los parametros Q = 0,4, G = 0,25, ¢ = 0,050, g =201,
k=4,L=6yb=>50/M.
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10+

L
-10

-10+

Figura 4.6: En esta figura se comparar las geodésicas del la solucion de RN (geodésica en
color rojo) contra la solucion de EBI ~(geodésicas color azul). Con parametros () = 0,4,
G=0,25¢=0050,g=01,k=4,L=6,b=50/My E =0,9654.
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Conclusiones

En este trabajo hemos (se ha) estudiado la solucion a las ecuaciones de Einstein
con una fuente con carga eléctrica, en el formalismo del electromagnetismo no lineal de
Born-Infeld. Se realizé una revision breve de la clasificacion de Petrov, la cual describe las
posibles simetrias algebraicas del tensor de Weyl. Desde que aparecieron los trabajos de
Petrov, se han propuesto otros enfoques para la clasificacion, entre los més conocidos y
revisados en este trabajo estan: la clasificacion espinorial de Penrose y el enfoque centrado
en “las direcciones principales nulas”. En este enfoque se buscan soluciones para un vector
nulo k* de C,p4s tal que este vector satisface la ecuacion de Debever-Penrose (DP):

kP kisCapperakn k= 0.

La clasificacién de Petrov se basa en las diferentes multiplicidades de los vectores nulos.
Con esto existen 6 tipos de Petrov a saber:

I:[11) , I1:(112] , D:[22) , III:[13] , N:[4] , O:[0]

es decir, en el tipo [ existen 4 direcciones principales simples, en I tenemos dos vectores
de DP simples y uno 2-degenerado, en D se cuenta con dos direcciones dobles, en [1]
existe un vector triple y uno no-degenerado, en N solo tenemos un vector de DP 4-
degenerado, por tltimo el tipo O es conocido como el espacio tiempo conformalmente
plano, en este caso el tensor de Weyl es nulo. El espacio-tiempo tipo D es de gran interés
en este trabajo, ya que incluye todas las soluciones tipo agujero negro conocidas.

Por este motivo se realiz6 una breve revisiéon de las soluciones Tipo-D, las cuales
se construyen para el acoplamiento de la Teoria de BI con las ecuaciones de Einstein en
[7]. Estas soluciones son construidas bajo el supuesto de que las tétradas nulas de las
métricas tipo-D coinciden con los vectores propios del campo electromagnético no lineal
y suponiendo que las dos direcciones principales son geodésicas nulas y de “shear” libre.
Debido a la dualidad electro-magnetismo de las métricas tipo D, se puede generalizar
este resultado para cargas magnéticas.

Se hizo también un breve repaso de la geometria del agujero negro de Reissner-
Nordstrom, la cual es solucion de las ecuaciones de Einstein y de las de Maxwell (elec-
tromagnetismo lineal). Posteriormente se introdujo el formalismo del electromagnetismo
no lineal, a partir del cual se construyo la solucién de la teoria de Einstein-Born-Infeld
(EBI) la cual llamamos simplemente solucion EBI. El objetivo principal de este trabajo,
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sin embargo, fue investigar las consecuencias de esta teoria electromagnética no lineal
para agujeros negros cargados. Se puso particular énfasis en el estudio de sus geodésicas.

La solucion de RN esta caracterizada, por dos parametros que son la masa M y la
carga (). La primera diferencia es que en la solucion EBI se introduce un tercer parametro
que es el pardmetro b de Born-Infeld. Este pardmetro b estéa relacionado con la intensidad
del campo electromagnético en el origen. Se mostré que cuando se toma el limite b — oo
se obtiene el agujero negro de Reissner-Nordstrom (RN) a partir del agujero negro EBI,
y por lo tanto se puede concluir que la solucién EBI y la soluciéon RN son muy similares
para valores grandes del parametro b. Sin embargo también es posible obtener la solucién
de Schwarzschild en el limite b — 0. La razoén es clara, la carga es demasiado débil para
con respecto a la carga, y asi el campo gravitacional gana.

El segundo punto que hay que tener en cuenta es el ntimero de ceros de 1p; en la
solucion de EBI. Del analisis de la componente gy del tensor métrico, es evidente que,
asi como en la soluciéon de RN, es posible tener dos horizontes, un horizonte, o ningin
horizonte, dependiendo del valor de los parametros que intervienen en la teoria, es decir,
la carga () y la masa M. Para la solucion de EBI se puede observar que los diferentes
valores del parametro b produce un comportamiento similar para ¥y a excepciéon de un
caso particular, el caso extremo.

Uno de los resultados mas importantes de este trabajo es el estudio del caso extremo
del espacio-tiempo de EBI, es decir, el caso para el cual el horizonte interno r_ y el
horizonte externo r, toman el mismo valor. Para la solucién de RN la condiciéon de caso
extremo estd dada por Q = M. Para la solucién de EBI la condiciéon de caso extremo
es un poco mas larga. Una condicion suficiente y necesaria para obtener ceros dobles es
que tanto vp; como diyp;/dr se anulen. De la ecuacion para 1g; se obtiene que
la condicion para el caso extremo es

142 (Rg — /R — Q2b2) =0 con Ry=0bre, (4.83)

de la cual se obtiene el radio del horizonte extremo r.,:

1
4%

r, =0 — (4.84)
De este resultado se puede inferir que el horizonte extremo estara determinado por la

raiz positiva de (4.84)), es decir, 1., = /Q? — 4—11)2, siempre y cuando el discriminante sea
estrictamente mayor a cero. Cuando el discriminate es cero, tenemos el caso de una sin-
gularidad del espacio-tiempo y para el caso ) < 1/2b tenemos una singularidad desnuda.
Usando la condicion ¢(r.,) = 0, podemos escribir la masa M en término del horizonte

extremo 7.,:

Tew _ re, 2 /}2,4 Qb bre,/Q—1 1
M = - -3 (1 —V14+Q?/b T6m> + Y @F (arccos{brgm/QH}, 75) . (4.85)
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En el limite b — oo (4.84) vy (4.85)) se reducen a r., — Q v @ — M respectivamente,

como era de esperarse, por tanto en este limite se recupera la condicién de caso extremo
de la solucion de RN M = Q.

En este trabajo se presentan algunas soluciones analiticas a las ecuaciones geo-
désicas de particulas de prueba cargadas en el espacio-tiempo de EBI en términos de
funciones Weierstrass. Las orbitas obtenidas dependen de la energia de la particula, mo-
mento angular, una constante de separacion (constante de Carter), cargas eléctricas y
magnéticas. Discutimos la estructura general de las 6rbitas y se realizé una clasificacion
completa de sus tipos.
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