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Introducción 

Hace 26 años en el articulo [20] sobre los espacios LOTS densa- 
mente ordenados, Neumann-Lara y Wilson demostraron que todo es- 
pacio metnzable fuertemente cero-dimensional sin subespacios abiertos 
compactos tiene una compactificación conexa. De este resultado surgió 
la idea de estudiar los espacios que admitan un encaje denso en espa- 
cios conexos. El estudio profundo de tales espacios se inició en [29] por 
Watson y Wilson. Los casos de espacios TO y TI resuitaron ser triviales 
(véase [29]): 

- Todo espacio TO se puede encajar densamente en un espacio 
TO conexo. 

- Un espacio X en el cual se cumple el axioma Ti admite un 
encaje denso en un espacio TI conexo si y sólo X no tiene 
puntos aislada. 

Por lo tanto, la atención se concentró en el caso de espacios de Haus- 
dorff. Se dice que un espacio de HausdorfT X es umectificable si X 
se puede encajar densamente en un espacio de Hausdorñ conexo Y. 
En este caso Y se llama conectificación de X. Es fácil ver que si X 
es conectificable, entonces X no puede contener subconjuntos abiertos 
propios no vacíos H-cerrados (y como consecuencia, no tiene puntos 
aislados ni tampoco subespacios abiertos compactos). En [29], Wat- 
son y Wilson dieron la caracterización completa de la clase de espacios 
numerables conectificables: 

- Un espacio de Hausdorff numerable X es conectificable si y 
sólo si X no tiene puntos aislados; 

- Todo espacio de Hausdorff numerable, conectificable y primero 
numerable admite una conectiíicación numerable primero nu- 
merable. 

.4unque la caracterización completa de espacios de HausdorR conecti- 
ficables no se conoce todavía, en los artículos 129, 24) se han hecho 
avances significativos. Así. las siguientes clases de espacios T, resid- 
taron ser subclases de la clase de espacios conectiñcables: 

I 



I INTRODUCCION 

- Tychonoff con una base numerable y sin puntos de compacidad 
local [29]; 

- paracompactos pnmero numerables con una z-base u-local- 
mente finita (en particular, metrizables) sin subespacios abier- 
tos compactos [24]. 

Por otra parte, en 1291 se presenta un ejemplo de un espacio Tychonoff 
sin subespacios abiertos compactos que no admite una conectificación 
de Hausdorff. 

En los artículos [1, 2, 151 se continúa el estudio de la clase de 
espacios conectiñcables dando enfoque a la existencia de conectifica- 
ciones de Tychonoff, o bien, metrizables. Los autores del artículo [l] 
establecieron lo siguiente: 

- Si X es un espacio metrizabkseparable sin subespacios abier- 
tos compactos, entonces X se puede encajar densamente en 
un continuo metrizable 

- Si X es un espacio metrizable localmente separable sin subes- 
pacios abiertas compactos, entonces X admite una conectifi- 
cación de Tychonoff. 

En el mismo artículo se pregunta si un espacio rnetrinable sin subes- 
pacios abiertos compactos tiene una conecti6cación metrizable. Gruen- 
hage y otros en 1151 respondieron negativamente premntando un ejem- 
plo adecuado, pero establecieron un resultado positivo: 

- Si un espacio metrizable X se puede encajar densamente en un 
espacio metrizable Y tal que cada subconjunto abierto-cerrado 
de X tenga un punto límite en Y \ X, entonces X admite una 
conectificación metrizable. 

En particular, de este resultado se deduce que: 
- Cada espacio metrizable sin puntos de compacidad local ad- 

Notamos que el estudio de los espacios ConectifrcabIes no se ha ter- 
minado por que hay varias preguntas sin resolver (véase, por ejemplo, 
[ 1, 21). bIencionamos aquí dos problemas: 

- Sea X un espacio Tychonoff con una red numerable sin subes- 
pacios abiertos compactos. LAdmite X una conectificación de 
Tychonoff" 

- Sea X un espacio metrizable separable sin subespacios abiertos 
compactos. LAdmite X una comxtificsción de Tychonoñ? 

En 1999. Fedeli y Le Donne formularon en [lo] el problema de en- 
caje denso en un espacio conexo por trayectorias y en sus artículos re- 
cientes [ll, 12, 131 lograron avgIlces esmwiales en dicha problemática. 

mite una conectificación metriesble. 
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Un espacio de Hausdorff X se llama conectajicable por trayectorias si 
X se puede encajar densamente en un espacio de Hausdorff Y conexo 
por trayectorias. En este caso llamaremos a Y conectijicación por h- 
yectorias de X. Según Fedeli y Le Donne [12], a los espacios cuyas 
componentes de conexidad por trayectorias son abiertas, los llamare- 
mos espacios OPC. 

En el artículo [lo] se establece que 
- Un espacio Ti se puede encajar densamente en espacio 7'1 

conexo por trayectorias si y sólo si no tiene puntos aislados. 
Si consideramos el caso de espacios de Hausdorff numerables ya se nota 
la diferencia entre la clase de espacios conectiñcables y la de espacios 
conectiñcables por trayectorias. Si Q es el espacio de los racionales 
y p es un ultrafiltro abierto libre en Q, entonces el espacio Q U {p}, 
donde las vecindades abiertas de p tienen la forma (p} U F con F E 
p, es de Hausdorff numerable sin puntos aislados y, por lo tanto, es 
conectificable. Fedeli y Le Donne prueban en [lo] que este espacio no 
admite ninguna conectificación por trayectorias. En el mismo artículo 
se establece que 

- Un espacio de Hausdorff numerable y primero numerable es 
conectiñcable por trayectorias si y sólo si no tiene puntos ais- 
lados. 

En el artículo [ll] se consideran subespacios de la recta real IR y se 
pregunta si es cierto qué un subespacio X de W es conecti6cable si y Sóio 
si X es conectificable por trayectorias. Aunque la respuesta es negativa 
en general (el subespacio {O}UU{(i/(2n+2), 1/(2n+l)] : n E Nü{O)} 
de IR es conectificable, pero no es conectiñcable por trayectorias [lo]), 
la situación es diferente si se consideran conectiíicaciones unipuntuaies 
por trayectorias. Se dice que Y es coBectijicoción unipuntual (por 
trayectonas) de X si Y es una conectificación (por trayectorias) de X 
y /Y \ XI = 1. En efecto, en [ll] se estabiece el siguiente teorema: 

Sea X un subespacio de IR. Entonces las siguientes condiciones 
son equivalentes: 

(i) X tiene una conectificación unipuntuai; 
(ii) X tiene una conectificación unipuntuai por trayectorias; 
(iii) cada componente de X es abierta y no compacta; 
(iv) X es localmente conexo y cada componente de X no es 

Además. los autores de [ill muestran que la situación es diferente en el 
caso del plano euclidiano. Por ejemplo. si F es el abanico de Knaster- 
Kuratowski (iéase [9], 6.3.23) y .Y = F \ {(1/2.1/2)}, entonces F rs 

compacta. 
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una conectificación unipuntual de X, pero X no admite una conecti- 
ñcación mipuntual por trayectorias. Motivados por algunos contrae- 
jemplos, Fedeli y Le Donne propusieron el problema de caracterizar 
espacios de Hausdorff que tienen una conectificación unipuntuai por 
trayectonas. 

En el Capítulo 1 de esta tesis presentamos algunos resultados rela- 
cionados con el problema que acabamos de mencionar. En particu- 
lar, se establece una condición necesaria para que un espacio de Haus- 
dorff tenga una conectificación unipuntual por trayectorias (propición 
1.1.1); también demostramos que si un espacio de HausdorfT X tiene 
esta condición y es localmente compacto pero no compacto (teorema 
1 1.2) o bien, es normal y OPC (teorema 1.1.6), entonces X tiene una 
conectificación unipuntual por trayectorias. Por otro lado, presenta- 
mos un ejemplo de un espacio metrizable separable que tiene dicha 
condición necesaria pero no admite una conectificación unipuntuai por 
trayectorias (véase 1.1.7). 

En el artículo [12], Fedeli y Le Donne investigan los espacios cuyas 
componentes de conexidad por trayectorias son abiertas (espacios OX). 
En particular, se considera el espacio L x {O, 1}, donde L es la recta 
larga, como un ejemplo de espacio OPC sin subespacios abiertos H -  
cerrados que no admite ninguna conectificación por trayectorias. Ade- 
más, notamos que cualquier continuo en el plano euclidiano que no es 
conexo por trayectorias nos da un ejemplo de espacio métrico segundo 
numerable sin subespacia propios abiertos compactos que no admite 
una conectificación por trayectorias [io]. 

Desarrollamos el tema considerando espacios OPC reguiares o mc+ 
trizables en el Capitulo 2 de la tesis. Mí demostraremos un multado 
auxiliar (lema 2.1.1) que será la herramienta principal para obtener los 
siguientes resultados: 

- Un espacio OPC de Hausdo& (regular) y pruner0 numerable 
con componentes de conexidad por trayectorias no localmente 
tenuemente compactos admite una conectiíicación por trayec- 
torias (regular) primero numerable (2.2.1). 

- Un espacio OPC de HausdoríT (regular) segundo numerable 
con componentes de conexidad por trayectorias no localmense 
H-cerrados admite una conectificación por trayectorias (regu- 
lar) segundo numerable (2.22). 

- Un espacio OPC metrizable tiene una conectificación por tra- 
yectorias metnzable si sus componentes de conexidad por tra- 
yectorias no son localmente compactas (3.2.3). 
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- Un espacio metrizable localmente conexo por trayectorias con 
componentes no compactas tiene una conectiíicación por tra- 
yectorias metrizable (2.2.8). 

En la segunda parte de la tesis (Capítulo 3) se estudia la exis- 
tencia de subtopologías conexas. Se dice que un espacio ( X ,  T) tiene 
una subtopología T’ si T’ es una topología para X más débil que T ,  es 
decir, T’ C T. Notamos que un espacio ( X ,  T) admite una subtopología 
conexa si y sólo si (X, T )  se puede condensar sobre un espacio conexo. 

Si un espacio X tiene una subtopología con una cierta propiedad 
clásica (compacidad, metrizabilidad, conexidad), entonces esto puede 
damos aiguna información Útil sobre la topología original de X. Un 
problema viejo de Alemdroff era la existencia de subtopologías com- 
pactas En este tema podemos mencionar los trabajos de Parkhomenko 
[21, 221, Pytkeev [25] y Smirnov [26]. Parkhomenko, en particular, 
ofreció un método general para la construcción de ejemplos de espacios 
segundo numerables que admiten subtopologías compactas. Smirnov 
usaba subtopologías compactas para obtener aplicaciones en la teoría 
de dimensión. Entre los resultados de Pytkeev mencionamos los sigui- 
entes (véase los teoremas 1 y 3 en [25]): 

Si X es un espacio topológico homeomorfo a un conjunto de 
Bore1 no cr-compacto de un espacio métrico separable com- 
pleto, entonces X se puede condensar sobre i”; 
Si X es un espacio metrizable de peso K con n = K”, entonces 
X tiene una subtopología homeomorfa a la potencia nume 
rable (J(n))” del erizo con K espinas; además, X tiene una 
subtopología compacta homeomorfa a (J(K),T)”, donde T es 
una topología compacta para el erizo J(n) más débil que la 
Usual. 

Los espacios que tienen subtopologías metrizables (espacios submetriz- 
ables) también han sido estudiados profundamente. Aquí mencionamos 
dos resultados (se puede encontrarlos, por ejemplo, en el artícuio pano- 
rámico de Gruenhage [MI): cada espacio paracompacto con diagonal 
Gs es submetrizable; si Y es una imagen regular de un espacio metri- 
zable bajo un mapeo continuo cerrado, entonces Y es submetrizable. 

En 1996, Thchenko, Tkachuk, Uspenskiy y Wilson empezaron los 
estudios de subtopologías conexas en [27]. El caso de los espacios 
TO y Ti resultó ser fácil. Los autores mostraron que cada espacio To 
admite una subtopología TO conexa y cada espacio Ti X de cardinal- 
idad > 1 tiene una topología Ti más débil conexa si y sólo ai X es 
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infinito. La situación no trivial surge cuando se requiere una subto- 
pología conexa de Hausdorff o regular. En este mismo artículo se es- 
tablece que cada espacio regular no compacto con red numerable, así 
como, cada espacio de Hausdorff numerable que no es H-cerrado, ad- 
miten subtopologías de Hausdorff conexas. No obstante, se quedaron 
sm resolver los problemas de caracterizar los espacios de Hausdorff (o 
regulares) que tengan subtopdogías conems de Hausdorff (o regulares). 
Últimamente los estudios de estos problemas han sido desarrollado en 
[28, 23, 14, 17, 31. La mayoría de los resultados obtenidos concierne 
el caso de subtopologías conexas de Hausdorff. En [28, 23, 141, simul- 
taneamente, se demostró que un espacio de Hausdorff disconexo con 
una n-base numerable admite una subtopología de Hausdorff conexa si 
y sólo si X no es H-cerrado. Otra sene de resultados acerca de una 
clase de espacios de HausdorE con base docalmente finita fue obtenida 
en [17, 31. Primero, en [17] se prow que un espacio de dicha clase ad- 
mite una subtopología Tz conexa si su peso es un cardinal sucesor. 
Recientemente este resultado fue extendido en 131 para los espacios de 
esta clase cuyo peso no es numerable. 

El caso de espacios regulares, o bien metrizables, fue considerado en 
128, 171. Por un teorema en [28], cada espacio metrizable no compacto 
con peso I: 2” tiene una subtopología de Hausdorff segundo numerable 
conexa; en (171 se establece que cada espacio metrizable no compacto 
admite una subtopologia de Hausdo& conexa. Por otra parte, la unión 
libre de un número numerabie de copias de conjunto de Cantor es un 
ejemplo de un espacio metrizable separable no compacto que no admite 
una subtopología regular conexa [27]. No obstante, la existencia de 
subtopologías regulares (o metrizables) conexas no fue desarrollado en 
los artículos mencionados. 

En la tesis estudiamos la situación cuando existen subtopologías 
metrizables conexas En el Capítulo 3 se establecen los siguientes re- 
sultados~ 

- Un espacio reguiar X con red numerable admite una subto- 
pología metrizable separable conexa cuando X contiene a un 
subespacio cerrado que se puede condensar sobre un espacio 
regular no compacto conexo (3.1.4). 

- Un espacio metrizable de peso 5 Y admite una subtopología 
metrizable separable c o n a  si X contiene a un subconjunto 
cerrado que se puede condensar sobre un espacio metrizable 
no compacto conexo (3.1.6) 

Además. se deduce que 
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- Un espacio metrizable de peso 2'' admite una subtopología 
metrizable separable conexa (3.2.3). 

- Un espacio metrizable X de peso > Y tiene una subtopología 
metrizable conexa si X tiene un subconjunto discreto cerrado 
de cardinalidad igual al peso de X (3.2.6). 

En particular, un espacio metrizable X de peso n > 2" con c j ( n )  > w 
admite una subtopología metrizable conexa. Se queda abierto el prob- 
lema si cada espacio metrizable de peso > 2w admite una subtopología 
metrizable conexa. 

Se concluye el Capítulo 3 con la sección 3.3 donde demostraremos 
que subespacios abiertos y también complementos de subconjuntos o- 
discretos de espacios metrizables conexos tienen subtopologías metri- 
zables conexas. Como consecuencia, todo espacio metrizable de peso 
< 2w con una copia cerrada de los irracionales y, también, el producto 
numerable de los espacios metrizables no compactos de peso < 2w ad- 
miten una subtopología metrizable separable conexa (3.3.9 y 3.3.10). 

Las resultados contenidos en la tesis fueron expuestos en el Semi- 
nario de Topología del Departamento de Matemáticas de la UAM (Izta- 
palapa) y también, en el Seminario del Departamento de Matemáticas 
de la Universidad Jaume I, España. 

La mayor parte de los resultados sobre conectificaciones por trayec- 
torias están publicados en [7]., los resultados contenidos en el Capítulo 
3 están en [SI. 
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Notación y terminología 

En la tesis vamos a usar la siguiente notación : 

(X, 7) - un espacio topológico con la topología T; 

Ti(i = O, 1,2 ,3)  - un axioma de separación; 
1x1 - la cardinalidad del conjunto X ;  
w ( X )  - el peso de X; 
?rw(X) - el R-peso de X ;  
cf(n) - la coíinaiidad del número cardinal n; 
w - el primer ordinal (y cardinal) idmito; 
c - la cardmaiidad del continuo igual a 2"; 
W - la recta real con la topología euciideana; 
Wz - el plano euclideano; 
Q - el subespacio de racionales en W; 
[O, i], [O, i), (O, i), (a,b) y etc. - los subespacias correspondi- 
entes de W; 
I - el intervalo cerrado [O, I] con la topología euclideana; 
I", R" - las potencias numerables de 1 y W, respectivamente; 
J(n) -el erizo con K espinas (véase [9], 4.1.5); 
X(n) - el espacio de Hilbert de peso n; 
ax - la compactificación de Alexandroff del espacio local- 
mente compacto X; 
@ { X s  : s E S} - la suma topológica de los espacias X, con 
s E s; 
fAg -el producto diagonal de los funciones f y g con el mismo 
dominio; 
ASEsf8 - el producto diagonal de las funciones de familia {fs : 

rrA - la restricción de la topología T a A, es decir, si (X,T) 
es un espacio y A C X, entonces rrA = {Ir n A : ü E 7); 

- el signo de un homeomorfismo, es decir, la expresión X S 
Y significa que X es homeomorfo a Y; 
cl,~.4. cl,A, o simplemente. c l A  (si no hay la posibilidad 
de confusión) es la notación para la cerradura del subconjunto 
..I en un espacio (X. 7 ) .  

s E S}; 

9 
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Un espacio X es conexo por trayectonas si para cualesquiera dos 
puntos zl, x2 de X existe un mapeo continuo f : H -$ X tal que f(0) = 

Un espacio X es localmente conexo por trayectonas si para cada 
2 E X y cada vecindad abierta ü de x se puede encontrar una vecindad 
abierta V de .z tal que para cualquier y E V existe un mapeo continuo 
f . ii - U con f(0) = z y f ( i )  = y. 

Notamos que un espacio localmente conexo por trayectorias es local- 
mente conexo y cada espacio conexo localmente conexo por traysctorias 
es conexo por trayectorias. 

Si x E X, entonces la componente de conendad por hayettonas de x 
en X es la unión de todos los subespacios de X conexos por trayectorias 
que contienen a I. Es fácil ver que las componentes de conexidad por 
trayectorias de dos puntos distintos son disjuntos o coinciden. Vamos a 
decir que un espacio X es OPC si todss sus Componentes de conexidad 
por trayectorias son conjuntos abiertos en X. Si X es un espacio OPC 
entonces X = @{Xs s E S}, donde {Xd : s E S} es la familia de 
todas las componentes de conexidad por trayectorias. 

Un espacio de Hausdorff X es X-cewado si X es cerrado en cada 
espacio de Hausdod que lo contiene; se dice que un espacio X es 
tenuemente compacto si cada familia localmente finita de subconjuntos 
abiertos no vacíos de X es finita. Notemos que un espacio de Haus 
dorff X es H-cerrado si cada cubierta abierta tiene una subfamilia h i t a  
cuya unión es densa en X. A su vez, un espacio X es tenuemente corn- 
pacto si y sólo si cada cubierta abierta numerable tiene una subfamiiia 
finita cuya unión es densa en X. Por lo tanto, cada espacio H-cerrado 
es tenuemente compacto y un espacio tenuemente compacto segundo 
numerable es N-cerrado. En la clase de espacios metrizables los con- 
ceptos de ser compacto y de ser tenuemente compacto coinciden. Un 
espacio X se llama localmente H-cemdo si cada punto z E X tiene 
una vecindad H-cerrada. Un espacio X se llama localmente tenuemente 
compacto si cada punto 1: E X tiene una vecindad abierta U tal que Ü 
es tenuemente compacto 

Se dice que un espacio de HausdorE X es conectzficable (por trayec- 
tonas) si X se puede encajar densamente en un espacio de Hausdo& 
Y conexo (por trayectorias). En este cam Y se llama conectzjhaón 
(por trayectonas) de X 

Cin mapeo continuo f . X -.+ Y se llama condasaczón si f es una 
biyección. Cna topología T‘ para un espacio (X. 7) más débii que T se 
llama subtopolop’a. Se dice que X admite una condensac& c o n a  si 
existe una condensación f de X sobre un espacio conexo Y Es claro 

X I  Y f(1) = X? 
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que (X, T) tiene una subtopología conexa si y sólo si X admite una 
condensación conexa. 

Un espacio metrizable X tiene eztensión alcanzable si X contiene a 
un conjunto discreto y cerrado de cardinaiidad igual al peso de X. 





CAPiTULO 1 

Conectificaciones unipuntuales por trayectorias 

En este capítulo consideramos aignnos aspectos de la existencia 
de una conectificación unipuntuai por trayectorias para un espacio de 
Hausdorff. Recordamos que un espacio de Hausdorff X admite una 
conectificación por tmyectonas si X se puede encajar densamente en 
un espacio de Hausdorff Y conexo por trayectorias. Si IY \ XI = 1, 
se dice que Y es una conectificación unapuntual por trayectorias de 
X .  En la siguiente proposición establecemos una condición necesaria 
para que un espacio Hausdorff tenga una conectificación unipuntual 
por trayectorias. 

PROPOSICIÓN 1.1.1. Si X es un espacio de Hausdorff que admite 
una conectificación unipuntuai por trayectorias, entonces cada compo- 
nente de conwidad por trayectm.as de X contiene a una copia cernada 
del intervalo [O, 1). 

DEMOSTRACIÓN. Sea Y una conectificación unipuntual por trayec- 
torias de X .  Entonces Y = X U ( p } ,  donde p f! X .  Sean C una com- 
ponente de conexidad por trayectorias de X y zo un punto cualquiera 
de C. Debido a que Y es conexo por trayectorias, existe un homeomor- 
iismo h : [O, I] + Y tal que h(0) = zo y h(1) = p (véase, por ejemplo, 
[9] 6.3.12). Como la imagen J = h([O, I)) es conexa por trayectorias, 
está contenida en X e intersecta a C, tenemos que J C C. La imagen 
h([O, I]) es un conjunto cerrado en el espacio de Hausdorff Y, por lo 

o 
A continuación diremos que un espacio X tiene la propiedad CC si 

cada componente de conexidad por trayectorias de X contiene a una 
copia cerrada en X del intervalo semiabierto [O, 1). 

TEOREMA 1.1.2. Sea X un espano de Hausdog  localmente com- 
pacto no compacto. Entonces X admite una conectificación por tmyec- 
torias con un punto si y sólo si X tiene la propiedad CC. 

DEMOSTRACIÓN. La necesidad se sigue de la proposición 1.1.1. De- 
mostremos que la propiedad CC es suficiente. Sean C una componente 
de conexidad por trayectorias de X y J C C un conjunto cerrado en 

tanto, J = X n h([O, I]) es cerrado en X .  

13 
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X tal que existe un homeomorfismo h . [O, 1) -+ J .  Sea Y = X U { p }  
la compactificación de Aiexandroff de X 

Consideramos la extensión h : [O, 11 -+ Y de h tal que h(t) = h(t)  
si t E [O, I) y h(1) = p .  Afirmamos que h es continua. Basta probar 
la continuidad de h en el punto 1. Sea V una vecindad abierta de 
p = i(1) en Y. Entonces V = { p }  U ( X  \ F ) ,  donde F es un compacto 
en X. Como h-'(F) = h-'(F) es un subconjunto compacto en [O, l), 
existe t E [O, 1) tal que h-'(F) C [O, t]. De tal manera, U = (t ,  11 es 
una vecindad abierta del punto 1 tal que i ( U )  C V, que demuestra la 
continuidad de h. 

Por IO tanto. J U { p )  = h([o,i]) es conexo por trayectorias y 
C u { p }  = C U ( J U { p } )  también lo es. Ek0.s cierto para cualquier com- 
ponente de conexidad por trayectorias C de X. Puesto que Y = U{CU 
{ p }  : C es una componente de conexidad por trayectorias de X}, ten- 
emos que Y es conexo por trayectorias y es una conectiñcacion unipun- 
tuai por trayectorias de X O 

LEMA 1.1.3. Seun X un espacno de Hausdor# localmente compacto 
no compacto y 2 cualquier eztenszón T, de X, en la cual X es denso 
Si Y = X U { p }  es la compactificacaón de Akandmff de X ,  entonces 
lafunczón f Z -+ Y tal que f(z) = z s a t  E X y f ( t )  = p sa z E Z\X 
es contmua. 

DEMOSTRACIÓN. Tomaremos cuaiquier subconjunto cerrado A 2 
Y y probaremas que f-'(A) es cerrado en 2. Notamos que A es un 
compacto. Si 4 c X, entonces f-'(A) = A es compacto y por eso es 
cerrado en el espacio de Hausdo8 2. Si p E A, entonces f-'(A) = 
( A  \ {p}) U (2 \ X ) .  Primero, not- que X es abierto en 2 debido 
a que es localmente compacto y denso en Z, por lo tanto, Z \ X es 
cerrado en Z A d d ,  A \ ( p }  = A n X es cerrado en X y por em 

&(A \ { P I )  C (A \ { P I )  u (2 \ X). 

cMf-'(A)) = d z  ((A \ {P}) u (2 \ X)) 
Ahora tenemos: 

= cEdA \ t P ) )  u (Z \ X) 
c. ( A  \ {PI) u (2 \ X) = f - w .  

De aquí se sigue que f-'(A) es ~ e ~ a d o  en Z y queda demostrado que 
f es continua. O 

TEOREMA 1.1.4. Sz X es un espacto de Hausdofl locdmente c m -  
pacto no compacto, entonces las sigurentes condimones s a  q z v a -  
lentes: 
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(i) X admite una conectificación por trayectorias con un punto; 
(ii) X admite una wnectificación p o r  trayectorias; 

(iii) la compactificación de Alezandmff de X es wneza por tmyec- 

DEMOSTRACIÓN. Laimplicación (i) + (ii) esevidente; (ai) + (iii) 
se sigue del lema 1.1.3 y del hecho que las funciones continuas preservan 

U 

En el siguiente teorema presentamos otra clase de espacios que ad- 
miten una conectificación por trayectorias con un punto. 

TEOREMA 1.1.5. Sea X un espacio n m a l  (respectivamente, me- 
trizable) con un número finito de componentes & c o n d a d  pm tmyec- 
torias. Si X tiene la propiedad CC , entonces X admite una wnectifi- 
ación unipuntual por tmyectorias la cual es n m a i  (respectivamente, 
metrizable). 

DEMOSTRACIÓN. Denotamos por C1, Cz, . . . , C, todas las compo- 
nentes de conexidad por trayectorias de X. Entonces X = Ck y 
cada Ck contiene a un subconjunto J k  cerrado en X y horneomorfo 
a [O, 1). Sea fk : [O, I )  -* Jk el homeomorñsmo respectivo (k = 
1 , 2 , .  . . , m). Puesto que X es normal, podemos escoger subconjun- 
tos abiertos Ol,Oz,.. . ,U, en X tales que J k  C Ok y O, nüj = 0 si 
i # j. Para cada k = 1 , 2 , .  . . , m y cada n E N denotamos por Jk,,, la 
imagen del intervalo semiabierto ((n - l)/n, 1) bajo el homeomo&mo 
fk. Notamos que todos los Jk+, son cerrados en X. 

Ahora nuestro propósito es construir para cada k = 1 ,2 , .  . . , m un 
sistema Ur, = {Uk,,, : n E N) de subconjuntos abiertos en X con las 
propiedades siguientes: 

torias. 

conexidad por trayectorias; (iii) =+ ( i )  es obvia. 

(i) Jk.n C uk,n C: c1Xuk.n C Ok; 
(ii) clxuksn+i C uk,n;  

(iii) clxuk,n+i n f d 0 ,  (n - 1)/nl) = 0 
(iv) n% cl,yUk,n = 0. 

Primero, para cada k, 1 I k 5 m construiremos un sistema {I$,,, : 
n E W} de conjuntos abiertos en X con las propiedades semejantes a 
(i)-(iii): 

6') Jk,n C h , n  C clxh,, C G; 
(ii') cl,yV!.n+i C Ví,n; 

(iii') ClXvk,n+l n h ( [ O ,  (n - I)/"]) = 0. 
Sea Vk.1 un conjunto abierto tal que Jk , l  C Vk,l 5 ci,~V;,, E O k .  Ya 
que &,2 C Vk.1 \ {fk(O)}, se puede escoger un conjunto abierto vk.2 tai 
que Jk.2 C Y cl~Vk.2 C V~,I  \ if@)}. Supongamos que 2 2 
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y hemos escogido para todos z 5 n los abiertos V,,, que cumplen con 
(i')-(iii'). Tenemos que Jk,n+l Vk,n \ fk([O, (n - i)/n]) y ahora se 
puede escoger un abierto vk,,,+I tal que Jk,n+l C: Vk,,,+l E dXVk,n+l C 

Si n p l  c¿Xvk,, = 0, entonces ponemos ük,,, = Vk,n para cada n E 
PI y la construcción del sistema U, termina. Supongamos que F = 
nn=, cl,Yvk,n # 0. De la propiedad (iii') concluimos que F n Jk = 0. 
Luego escogemos los conjuntos abiertos Wk,* tales que Jk,n Wk,,,, 
c¿XWk,, n F = 0 y dXWk,n+l c Wk,- para cada n E N. Ahora ponemos 
ük,, = Vk,n n Wk,,, para cada n E W. Afirmamos que el sistema ü k  = 
{Uk, ,  : n E Pi} tiene las propiedades (i)-(iv). En efecto, (i) y (iii) se 
siguen inmediatamente de (i') y (iii'). Falta demostrar que se cumplen 
(iij y (iv): 

vk,n \ f k ( [ o .  (n  - i)/nlj. 

clX~k,n+l = clX(vk,n+l n w k , n + í )  d X ( h , n + l )  n dX(Wk,n+l) 

c Vk,n n Wk,n = Uk,ni 

m m n c¿,yUk,n c n (dXvk,n  n c i X ~ k , n )  
n= 1 n=l 

m m 

= n C¿Xvk,n n n clXWk,n c F ~ , ~  n c l X ~ k , l  = 0. 
IZ=l n=l 

ilsí hemos construido el sistema& que tiene las propiedades (i)-(iv) 

Ahora sea p un punto que no pertenece a X; consideremos un es 
para cada k = 1,2, . .  ,m. 

pacio Y = X ü { p }  con la topología siguiente: 
ü c X es abierto en Y si y sólo si U es abierto en X; 
los conjuntos ün = { p }  ü a=l ük,,, n E w forman uils base 
para Y en el punto p .  

Es evidente que X es denso en Y Verifiquemos que Y es normal. 
Ya que ük,,,, es claro que cada punk0 
x E X tiene una vecindad abierta que intersecta sólo un nWnero finito 
de los ük," (n E PI, 1 < k I m). Por io tanto, para cada x E X existen 
una vecindad abierta ü(z) 3 x y n E N tales que U(z):)nU",, Uk,,, = O. 
Es decir, ü(z) y Un son abiertos en Y que separan los puntos x y 
p .  Esto es suficiente para añrmar que Y es de HausdorfT. Sean .4 y 
B dos conjuntos cerrados ajenos en Y Debido a que X es n o d  y 
abierto en Y basta considerar el c&so c u d 0  uno de estos conjuntos 
contiene ai punto p .  Supongamos que p E B. Ya que A y B \ { p }  son 
cerrados ajenos en X .  existen los abiertos 0~ y OB que los separen 
(.A 0 4 ,  (8 \ { p } )  C OB, 0 4  n 0 s  = 0). Puesto que p $ A y A 
es cerrado en Y. existe una vecindad abierta U,, = { p }  U U&.,, 

C2Xük.n = 0 y úXük,,+l 
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de p que no intersecta a A. De la propiedad (ii) tenemos que A n Uzl clxUk,,,+~ = 0. Sea O un conjunto abierto en X (y en Y) tai que 
A C O y On=!, c l ~ ü k , , , + l  = 0. Notamos que OnU,+, = 0. Entonces 
V = O Oa y U = ü,+t U OB son los conjuntos abiertos y ajenos en 
Y que separan A y B. 

Ahora si X es metrizable y B es una base u-localmente finita para 
X,  entonces BU {U,, : n E N} es una base u-localmente h i t a  para Y, 
es decir, Y es metrizable. 

Falta probar que Y es conexo por trayectorias. Para cada k = 
1 , 2 , .  . . , m consideremos una función fk : [O, i ]  + Jk U @} tal que 
jk ( t )  = f k ( t )  para t E [O, i) y f k ( i )  = p .  Veamos que jk es continua. 
En los puntos t E [O, 1) fk es continua ya que es igual a fk y en el 
punto t = 1 la función fk es continua porque para cada vecindad ü, 
del punto p = f k ( i )  tenemos que fk ( ( ( n  - i ) / n ,  i ] )  c ~ k , , ,  U { p }  c U,,. 
Tenemos que Jk U { p }  S [O, 11 es conexo por trayectorias para cada 
k = 1 , 2 , .  . . , m, y también lo son C k  U { p }  = Ck U (Jk U { p } )  y Y = 
uk=i(ck u b}). O 

Observamos que en el teorema anterior, si X es un espacio segundo 
numerable, entonces la conectificación Y también lo es. Además, si 
X es un espacio OPC, es decir, todas las componentes de conexidad 
por trayectorias de X son abiertas, entonces el teorema 1.1.5 es cierto 
para cuaiquier número de componentes. En efecto, si X = UkEs C k ,  

donde cada componente de conexidad por trayectorias C, es abierta, 
entonces para cada k E S se puede construir un sistema Uk con las 
propiedades (i)-(iv), si ponemos 0, = c k ,  y después, considerar el 
mismo espacio Y = XU ( p }  con las vecindades abiertas del punto p de 
ia forma u,, = { p }  U uk,,,. Resumiendo esta observación tenemos 
el siguiente teorema: 

TEOREMA 1.1.6. Sea X un espacio nomal (respectivamente, me- 
trizable) y OPC. Si X tiene la propiedad CC , entonces X admite una 
wnectificación unipuntual por trayectorias Y la cual es n m l  (respec- 
tivamente, metrizable). Además, si X es segundo numerable, entonces 
Y también lo es. 

E'n el ejemplo que sigue mostraremos que en los resultados anteri- 
ores no se puede omitir la condición sobre las componentes de conexidad 
por trayectorias. 

EJEMPLO 1.1.7. Existe un espacio metrizable separable con un 
número numerable iniinito de componentes de conexidad por trayect+ 
rias que no admite conectificación unipuntual por trayectorias aunque 
tiene la propiedad CC. 
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DEMOSTRACI~N. Sea R.: el semipiano cerrado euclidean0 (z 2 O) 
con la topología heredada de R.'. Denotemos por Q, el conjunto de 
los racionales en el eje vertical y sea i3 = {U, : z E N} una base 
numerable en WZ,. Definamos un mapeo inyectivo 4 : B + Q, tal que si 
r = $(ü,), entonces ( ( 2 ,  T )  .x > O }  n 0; # 0. Ahora para cada T E Q, 
escogemos un número z, > O de la siguiente manera: si r f 4(B) 
entonces (zr, r )  E {(z, r )  . x > O} n U,; si r $ 4(B)  entonces z, es 
cualquier número positivo. Es claro que el conjunto { (z?, r )  . T E Q,} 
es denso en IR:. 

Denotemos por C, el segmento horizontal semiabierto que une los 
puntos (O, T) y (G. T) (el último punto no pertenece a C?).Sea X = 
UrEQ. C,. El espacio X es metrizable separable como subespacio del 
W2, cada C, es una componente de conexidad por trayectorias de X. 
Es claro que cada C, es homeomorfa al intervalo semiabierto [O, 1) y es 
cerrada en X. 

Probaremos que X no tiene conectificación unipuntual por trayec- 
torias de Hausdorff. Supongamos que un espacio Y = X U {p} con 
p $ X es conexo por trayectorias. Para cada r E Q, sea /, : [O, 11 + Y 
un encaje tal que fT(0) = (0 , r )  y fT(l) = p .  Debido a que f7([0, 1)) es 
conexo por trayectorias, intersecta a C, y está contenido en X, t e n e m  
que fT([O, 1)) 2 C,, es decir, fr([O. 1)) = {(z,r) : O 5 z i 5}, donde 
j. 5 xr. Si fuera 2. < x,, tendríamos que f7([0, 1)) no es cerrado en X .  
Esto contradice el hecho que fr([O, 1)) = fr([O, 11) n X. Por lo tanto, 
/,([O, 1)) = {(z, T )  : O 5 z < xT} = C, y, además, p E dyC,. Todo eso 
es cierto para cada T E Qy. 

Ahora sea U un abierto en Y que contiene al punto p .  Para cada 
r E Q, tenemos que 0 # U n C, es un abierto en C, y, por lo tanto, 
contiene a un intervalo { (x, T )  < 2,. 
Entonces UrE~v{(l:,r) xu,r < .z < 2,) C U. 

Tomemos un punto (xo, rg) E X y demostraremos que este punto 
no se puede separar del punto p. En efecto, sean U y V dos abiertos 
en Y tales que p E U y (zo, TO) E V .  Si p E V entonces U n V # 0. Si 
p $ V entonces V es abierto en X y existe un abierto en W: tal que 
V = Vnx. Ya que el conjunto { (xT, T )  T E QY} es denso en W:, existe 
s E Qv talque (z,,s) f v Entonces VnC, = VnC, 2 { ( x , s )  : zv,, < 
z < z,} para aigún Z V , ~  con 0 5 x ~ ?  < 2,. Si d = rnax{zv,,,xKo}, 
entonces { ( x . s )  Otra vez tenemos que 
ü n V # 0. Así hemos demostrado que Y no satisface el axioma de 
Hausdorff. 

n 

XU,, < 1: < 5,) con O 5 

x' < x c: z.} 2 U n V 



CAF'iTULO 2 

Conedificaciones por trayectorias de espacios OPC 

En este capítulo investigamos cuándo los espacios con componentes 
de conexidad por trayectorias abiertas (espacios OPC) admiten una 
conectificación por trayectorias. h o r d a m o s  que un espacio de Haus- 
doriT Y conexo por trayectorias se llama conectificación por tmyecto- 
rias de un espacio de HausdoriT X si X se puede encajar densamente 
en Y. En este CBSO se dice que X es wnectificable por trayectorias Si 
IY \ XI 2 1 ,  Y se llama pwpia conectificación por EmyectoBas de X .  

La primera sección consta de los lemas preiiminares. En el lema 
2.1.1 se añrma que un espacio OPC es conectificable por trayectorias 
si cada una de sus componentes de conexidad por trayectorias tiene 
una propia conectiñcación por trayectorias. El lema 2.1.3 establece 
las condiciones necesarias para que un espacio conexo por trayecto- 
rias tenga una propia conectificación por trayectorias. En la segunda 
sección se formulan los teoremas sobre los espacios OPC que admiten 
una conectiñcación por trayectorias. Si un espacio OPC de Haus- 
doríT y primero (respectivamente, segundo) numerable X tiene com- 
ponentes de conexidad por trayectorias no tenuemente compactas, en- 
tonces X admite una conectiñcación por trayectorias primero (respec- 
tivamente, segundo) numerable (véase teoremas 2.2.1 y 2.2.2). Men- 
cionamos también dos resultados sobre los espacios metrizables: un 
espacio OPC metrizable tiene una conectiñcación por trayectorias me- 
trizable si sus componentes de conexidad por trayectorias no son IC- 
calmente compactas (el teorema 2.2.3); un espacio metrizable local- 
mente conexo por trayectorias con componentes no compactas tiene 
una conectificación por trayectorias metrizable (2.2.8). 

2.1. Lemas preliminares 

En esta sección presentamos dos lemas auxiliares que usarema en 
la siguiente sección. 

LEMA 2.1.1. Sea X = U{Cs : s E S} un espacio de Hawdorff, 
donde C, son sus componentes de conezidad por tmyectonas. Si coda 
C, es abierta y admite una pmpia conectificación por trayectorias C;, 
entonces X es conectijiable por tmyectorias. Además. 

19 
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(a) sa X y cada son xplares, entonces pam X existe una conectz- 
ficanón por trayectonus regular; 
(b) sa X y cada C: son pnmem (respectavamente, segundo) numembles, 
entonces pam X e m t e  una conectajcacrón por tmyectonas pnmero 
(respectavamente, segundo) numerable; 
(c) sa X y cada C: son metnz<mbles, entonces pam X exaste una conec- 
taficacaón por tmyectonus metrizable. 

DEMOSTRACI~N. Se puede suponer que /SI 1 1. Sea X' = &{C; : 
s E S} la suma top&@ca de los Ci. Es claro que X es d e w  en X', 
ya que cada C, es denso en C:. Ahora, para cada s E S escogemos un 
punto p .  E c \ C, y definimos por Y a un espacio cociente obtenido 
de X' al iden6ificar todos los puntos p ,  (s E S) en un punto p E Y .  

Como el conjunto {pa : s E S} es cerrado en X' ,  ei mapeo natural 
q : X' --i Y es cenado y q ( X )  es homeomorfo a X .  Ya que X es denso 
en X ' ,  q ( X )  es denso en Y. Tenemos que Y = U{q(C,") : s E S}, donde 
cada conjunm q(c) es conexo por trayectorias y n{q(c) : s E S}  # 0 
{contiene al punto p) ,  por lo tanto Y es conexo por trayectorias . 

Veamos que Y es un espacio 2'2. Basta probar que los puntos yi # p 
e y2 = p tienen vecindades abiertas ajenas en Y .  Si {z} = q-'(y,), 
entonces existe s E S tal que x E Cg y x # p,. Sean Ul, U2 vecindades 
abiertas aje= en Cg (y en x') tdes que x E üi y ps E U,. Entonces 
V, = q(U1) y VZ = Y \ q(C,' \ U*) son conjuntos abiertos y ajenos en Y 
tales que y1 E VI y y2 = p E Vz. 

a) Supongamos que X y todos los espacios C: son regulares. Para 
demostrar que el espacio Y también es regular t e n e m  que encontrar 
dos conjuntos abiertos en Y que separen conjunto cerrado arbitrario 
B c Y \ (p} y el puntop; los otros ~8805 son claros. 

Consideremos los conjuntos cerrados y ajenos A = q-'(B) y P = 
q-'(p) = {p .  . s E S} en X' Para cada s E S el conjunto A n C; es 
cerrado en C," y no contiene al punto p,. Sean U, y V,  dos abiertos en 
Cg (y en X ' )  tales que A n  Cg C Us, p,  E V,  y ü, n V,  = 0. Entonces 
ü = u{ü, . s E S} y V = U{K : s E S} son abiertos en X' que 
separan los conjuntos '4 y P. ilhora Wl = q ( U )  es abierto en Y y 
E C: W,, el punto p pertenece a Wz = q(V), que también es abierto en 
Y, ya que V = q-Iq(V); además, Wl n W2 = 0. 

h) Supongamos que S y todos los espacios C: son segundo numera- 
hles. Ya que todos los conjuntos C, son abiertos en . ~ .  necesariamente 
/SI 5 No. En consecuencia, X' = @{C,' : s E S} es segundo numerable 
también. Es ciar0 que e1 espacio cociente Y. que consideramos anteri- 
ormente. puede no tener hase local numerable en el punto p .  Por eso, 
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ahora vamos a considerar el conjunto Y con una topología t más débil 
que la topología cociente. Precisamente, cambiaremos la topología sólo 
en el punto p de la manera siguiente. 

Para cada s E S, sea B, = {ü&,, : n E w }  una base numerable para 
C: en el punto ps. Ahora hagamos la familia V = {V, : n E w } ,  donde 
V, = q(U{üS,,, : s. E S}), una base numerable en el punto p E (Y, t ) .  En 
todos los puntos a, E Y \ {p} la topología sigue siendo la misma. Como 
q-'(K) = U{U,,, : s E S} es abierto en X', el mapeo q : X' -+ (Y, t) 
es continuo. Todos los conjuntos q(c) son conexos por trayectorias, 
por ser imágenes continuas de tales espacios; además, todos contienen 
al punto p, por lo tanto, Y también es conexo por trayectorias. No es 
difícil probar que Y con esta topología todavía es de Hausdorff. Ahora 
si B es una base numerable en X' \ {ps  : s E S}, entonces la famiiia 
{q(B) : B E B} ü V es una base numerable en Y. De tal manera 
tenemos que q ( X )  X es denso en un espacio Y de Hausdorff segundo 
numerable y conexo por trayectorias. 

En el cam cuando X y cada C: son primero numerables los argu- 
mentos son idénticos. 

c) Supongamos que X y todos los espacios C; son metrizables. Para 
obtener una conectificación por trayectorias metrizable de X consid- 
eremos el espacio 2 = (Y, t )  definido en el cam anterior. La única 
diferencia será que para cada s E S escogemos la base numerable 
B, = {Us,, : n E w }  para C: en el punto p ,  de tal manera que 
cl,pU,,,,+1 C U,+, n E w. Es evidente que 2 es Ti. Ahora veamos 
que 2 es regular. Debido a que 2 \ {p} = q ( X )  % X, basta probar 
que clzV,+~ C V, para cada n E w. Primero, observamos que aunque 
q no es cerrado, si A C X' es un conjunto cerrado que contiene a 
{ps  : s E S}, entonces q(A) es cerrado en Z debido a que q-'q(A) = A. 
Para cada n E w tenemos que 

.4hora demostraremos que el espacio 2 tiene una base cr-localmente 
finita. Para cada s E S y n E w ,  sea BS+ una base u-localmente finita 
en el espacio C: \ cix-üs,, . Entonces 0, = U{B,,, : n E u }  es una 
base u-localmente finita para el espacio C; \ { p a }  y i3 = U{& : s E S}  
es una base u-localmente finita para el espacio .Y' \ {ps  : s E S } .  
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Consideremos la familia Bz = {V V = q ( U ) ,  U E U{B.,," : s E S } }  
que ya es c-localmente finita en 2 En efecto, existe una vecindad 
abierta del punto p ,  precisamente V,, que no intersecta ningun elemento 
V E R.  Por eso, es claro que la familia E = u{En : n E w}Uu{Vn 
n E u} será una base o-localmente finita para 2. 

Ya tenemos que el espacio Z es regular y tiene una base docalmente 
finita, es decir 2 es metrizable. Como en los casos anteriores es dar0 

o 
Recordemos que un espacio X se llama tenuemente compacto si 

cada familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacíos de X 
es finita. Anunciemos un resultado de Watson y Wilson ( véase el lema 
2.1 en [29]) 

Sz { 3, . a E K} es una farndaa lacnlmente jinzta de subumyun- 
tos abaer-tos no vacíos en un espacio de Havsdorf sin puntos 
arslados entonces -te una famdta {Col : a E K} locdmente 
finata de subconpntos abaertos no vacíos ajenos dos a dos tal 
que C, c B, pam cada a E K 

que Z es conexo por trayectorias y q ( X )  X es denso en 2. 

De este resultado se sgne inmediatamente: 

LEMA 2.1.2. Sa X es un e s p w  no temiemente ~ i a s m p g n t o s  
atshdos, entonces en x eawte una famdra infu>ata locdmente jida de 
subeonpntos abiertos no vados ajenos d m  a dos. 

Usaremos este hecho en la. demostración del lema siguiente que es 
principal en la sección 

LEMA 2 1 3. Sea X un  espcro de Hausdmfl conezo por trayecto- 
nas Sa m s t e  un punto zo E X con una h e  nunrerabie de congwitos 
abaertos cuyas cerradum no son tenuemente compactas, entonoes X 
tzene una propza conectaficanón POT t raya tom.  Además, 
(a) sa X es pnmem (respectzvamente, segundo) numenable, entonces 
para X e m t e  una pmpaa conectrficncrón p r  tmymkrnas pnmm [re- 
spectivamente. segundo) numerable. 
(b) sa X es regular, entonces pana X exaste una pmpn conectzficonón 
POT trayectonas regular, 
(c) sa X es metnzable. entonces pana X ezrste una propta comhfi- 
caczón POT tmyectonas metnzable 

z E w} una base numerabie 
en el punto zo tal que B,,, C B, para cada a E u> y dxB, no es 
tenuemente compacta para cada z E ul. Ahora vamos a construir de 
manera inductiva un sistema de famiiias iníinitas localmente finitas. 

DEMOSTRACIÓN. sea B(z,-,) = {B, 
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Debido a que cIxB0 no es tenuemente compacta y no tiene puntos 
aislados ( X  es conexo por trayectorias), existe una familia infinita 10- 
calmente finita r0 de subconjuntos abiertos no vacíos de dxB0 ajenos 
dos a dos (el lema 2.1.2). Es claro que ro es localmente finita en 
X. Partiendo w en un número infinito de subconjuntos infinitos se 
puede representar ro en la forma ro = U{y; : m E w }  donde cada 
y: = {U;,, : n E u }  es una subfamilia infinita localmente finita de r,. 
Tenemos que U;,, n U$ = 0 si (m, n) # (k, I). Se puede suponer sin 
pérdida de generalidad, que existe una vecindad abierta Vo de zo que 
no intersecta ningún elemento de ro. Hagamos ko = O. 

Sea Bk, E V, un elemento de la base B(z0) (k1 2 1). De manera 
similar construimos una familia infinita localmente finita r1 que es la 
unión del sistema {y; : m E w }  de familias infinitas localmente finitas 
yf, = {Urn,, : n E w }  de subconjuntos abiertos no vaciós U:,, en 
dX&, tales que U:,, n ü,,, = 0 para cualesquiera (m, n) # (k, I), y 
además, una vecindad abierta del punto 20 tal que ü;,,nK = 0 para 
cada (m, n) E w x w. Notamos que U;,, n U,,, = 0 para cualesquiera 
(m,n,k,¿) €u4. 

Seguimos de la misma manera escogiendo Bk+, E vi (i 2 1, ki+l 2 
I*) y construyendo ri+1 = U{7Z1 : m E w }  para cada i E w con las 
mismas propiedades. Esto finaliza la construcción. 

Hagamos Cj = Bk para cada i E u. Es claro que la familia C ( q )  = 
{Ci : i E u }  sigue siendo una base numerable en 50. Entonces tenemos 
el sistema r = U{r, : i E u }  = U(yk : i, m E w }  donde cada ri y cada 

son familias localmente finitas de conjuntos abiertos ü;,, E Ci\C,+i 
tal que U:,, n üi,, = 0 si (2, m, n) # (j, IC, I). 

Ahora para cada y; E r definamos otra familia Ti = {FA,, : n E 
w }  con FA,, = ü{üA,k : k 2 n}. Mencionemos unas propiedades de 
estas familias que necesitaremos a continuación: 

(i) FA,, C Ci \ Ci+i para cada (m, n, i) E w3; 
(ii) E F&,, si p 2 n; 
(iii) FA,n n F;,, = 0 si (i, m) # (j, k); 
( iv )  la familia u{T,! : ml i E u}  es localmente finita en x \ ( 2 0 ) .  

Demostraremos sólo la propiedad ( i v )  ya que las demás son claras. 
Primero, para cada 5 E X \ (20)  encontramos una vecindad abierta 
I?= y un elemento ck (k > o) de la base C ( x 0 )  ajenos entre sí. como 
I?= ll ck = 0, de la propiedad (i) se sigue que I?= n E," = 0 si rn, n E w 
y i 2 It. Sea j un número menor que It. Ya que r, = : ml n E u} 
es una familia localmente finita, existe una vecindad abierta üj de z 
que intersecta solamente un número h i t o  de conjuntos üi,n E i', y 



24 2 CONECTIFICAClONES POR TRAYECTORIAS DE ESPACIOS OPC 

por eso U, intersecta sólo un número finito de FA,+, (m, R )  E w x u 
Entonces el conjunto U, = (n3<kU2) n Cz es una vecindad abierta 
de 2: que intersecta sólo un número finito de elementos de la familia 
U{;”, . m,t E u}. Esto demuestra la propiedad ( iv ) .  

Ahora podernos empezar a construir un espacio que será una propia 
conectificación por trayectorias de X .  Sea I = (O, 1) el subespacio de 
la recta red W con la topología euclidiana. Supongamos que X n l  = 0. 
Hagamos Y = XU I y vamas a definir una topología en este conjunto. 
Primero, escogemos una base cualquiera B, para el espacio X \ {ZO} 

y una base numerable V = {V, : R E u} en I .  Ahora para cada 
número entero z 2 1, sea {pm : m E w }  el conjunto de todos los 
racionaies que pertenecen a I ,  = [&, f)  . Construiremos una familia 
82 = {W, . k E w} de conjuntos 

w ~ = ~ u U { F m , k . P : , E I / ‘ , , m , Z E w }  

Los conjuntos W, serán vecindades básicas abiertas de los puntos y E I .  
FinaImente, consideremos la familia 

1 
n f l  

n E w )  donde D, = (O, -) U C,,. B3 = { D, 

Afirmamos que la familia 5 = 81 UBzü& es una base de una topología 
T en Y = XU I .  Basta probar que para cualesquiera Ir,, üz E B y cada 
punto y E Vi n UZ existe un elemento ü E B tal que y E U C U, n üz. 
Si U, E Bi y U2 es cualquier elemento de U, entonces U1 rl ü z  es un 
abierto en X \ {Q}, por lo tanto, este caso es obvio. Consideremos 
las demas casos: I) Ul, U2 E 82 , 2) U, E 6, (12 E Bs y el último 3) 
Ul, U2 E B3. 

1) ül,Uz E &. Es decir, existen k ,  1 E w tales que 

Ul = Wk = v k  U U . p k  E V,, m, z E u}, 

= wl= r/; UU(F~ ,~  : p k  E 6,m.z E U }  

Si supongamos que k > 1, entonces sew las propiedades ( 2 2 )  y (222) 
para las familias Pm tenemos 

o;nuz = wkn wi = (vin r/ ;)uu{~;, ,  : p;  E v,n r/;, m,z EU} 

Sea y un elemento de U1 n UZ.  Si y pertenece a algún E 171 n üz 
(notamos que FA,, es un conjunto abierto en ,Y\ {z.~}), entonces existe 
un b n t o  U E B1 c U tal que 

y E u c F ; ~  c u, n u? 
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Si y E v k  n 6 ,  existe un elemento V, E V tal que y E V’ C v k  n Vi y 
p 2 k. Entonces si tomamos U = W, E & C B según la propiedad (ii) 
tenemos: 

y E U=wp=vpuu{Fi,p : p k  E G, m,i E w }  wknwi = UlnUz; 
2) U1 E Bz y U2 E 03. Existen k,  1 E w tales que 

VI = wk = v k  u u { c , k  : p k  E h, m, i E u} y 

1 
I f 1  

U2 = Di = (O, -) U Ci. 

Entonces, ya que FA,k n C, = 0 si i < 1 y Pi,k n Ci = FA,k si i 2 I 
(véase la propiedad (i)), tenemos: - 

u1 n = wk n Di 
1 

= (Vkn ( o ? ~ ) ) U u { ~ , k  : p k  E vk, m E w ,  i 2 1). 

Si y E vk n (O,&), existe un elemento V, E v tal que y E V, c 
vk n (O, &) y p 2 k. Si un punto racional p i  E v,, entonces p i  E 
Ii n (O, &) = [&, 4)n (O, &). Lo último se cumple cuando & < &, 
es decir, i > 1. Por esa razón si tomamos U = W, E & c B tenemos 

y E U = W, = V, uU{F~,, : p k  E V,, m,i E w }  

C V,Uu{F;,’: p k  E Ilp,m E w , i  > I }  
1 

1+1  
E (h n (0, -)) u u { P i $  : p k  E v k ,  m E w ,  i 2 ¿} 

= wk n = U1 n U2. 

si  y E Wk n Di n X ia demostración es trivial. 
3) U,, U2 E B3. Existen k, 1 E w (supongamos que k > 1 )  tales que 

La demostración es inmediata del hecho de que U1 n U, = Dk. 
Hemos demostrado que la familia B es la base de una topología T 

para Y. Es claro que T ~ X  coincide con la topología inicial en X y 
también T I  I coincide con la topología euclidiana en I. Más aún, el 
subespacio I U {.LO} de (Y,T) es homeomorfo al intervalo semiabierto 
[O, i) c IR ya que los conjuntos (O, +) U {zo} (n E w )  forman una 
base en el punto 20 para el subespacio I U {zo}. En consecuencia, X 
y I U {.O} son subespacios de (Y, T )  conexos por trayectorias. Como 
Y = X U ( I  U {.LO}), es claro que Y también es conexo por trayectorias. 
‘iotamos que .Y es denso en (Y. T ) .  
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Hace falta demostrar que Y es un espacio de Hausdorff. Sean yi 
e y2 dos puntos distintos de Y .  El caso yi ,  y2 E X es evidente. Para 
yl, g2 E I existen V,, v k  E V que separan yi e yz en I ;  entonces W,,, 
y Wk son dos conjuntos ajenos T-abiertos que separan y1 e y2 en Y 
(aquí usamos (iii)). Si yl E I e y2 = 20, encontramos V, E V tal que 
y E v k  y V k  n (O, f )  = 0 para algún 1 2 1. Afirmamos que Wk y Dl 
son las vecindades abiertas en r para yl y XO, respectivamente, cuya 
intersección es m í a .  En efecto, si c Wk, entonces pk E V h  y. 
por eso, p; (O, f) .  Eso implica que I, \ (O ,  f )  # 0, es decir, z < I y 
F;,, 2 C, \ C,+1 C C, \ Ci. Ahora tenemos: 

1 
I f 1  

w,n Dl = ( h n  (O,  -)) UiJ{Fm,k nc, : p ;  E v,, m,i E u }  = 0. 

Falta considerar el caso cuando y1 E I e y2 = x E X \ {zo}. Sea 
U, una vecindad abierta de z en X \ {SO} ( y por eso abierta en Y 
) que inkrsecta Sólo un número finito de elementos Pi:n (véase (in)). 
Sea F$,,n,> C % , n z , . . .  Fik m*,n* la lista de dichos elementos. Hagamos 
t = max(nl,n2, . . . ,  n k ) .  Encontramas un elemento V, E V tal que 
yi E V y n > t .  Entonces yl E Wn y W, n U, = 0 por la definición de 
W,. Eso haiiza la demostración de que Y es de HausdorfF. 

(a) Supongamos que X es u11 espacio primero numerable. Es evi- 
dente que X \ {ZO} es un subespacio primero numerable de Y ,  & es 
una base numerable para I en Y y B, es una base numerable en xo 
para Y .  Es decir, Y es primero numerable. 

Ahora supongamos que X es segundo numerable. Escogemos una 
base numerable Bi para X \ {xo}. Ya que las familias & y BJ son 
numerables, tenemos que 5 = Bi U ü2 U & es una base numerable para 
Y. 

(b) Supongamos que X es regular. Para construir una propia conec- 
tificación por trayectorias regular de X ,  es necesario hacer unos cam- 
bios en la construcción anterior. Primero, escogemos la base B(zo) 
tal que C ~ X B , + ~  c B, para cada i E w. Luego para cada U;,, E 7; 
consideremos una sucesión {ü;,n,t : t E u }  tal que 

Ui,n,ü = %,n Y clX'G,n,t+i c üi.n,t para cada t E ui 

Sea PAqn = u{üA+,, : k 2 n}. Ya que la familia {ü;,k,n : k E u} es 
locaimente finita, tenemos 

C~,YE,~+~ = u { d , ~ O ~ , ~ . , + ~  : k L n -!- I} C U{Uk,,., : k L n} = FA,". 
Ahora no es dificil probar que las familias FA = {Fm., : n E w }  satis- 
facen las condiciones (i), ( i i i ) ,  (iv) y una nueva condición (ii') análuga 
a (ii): 
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(ii ') clx F& E Pi,*, si p 1 n. 
Los otros pasos de la construcción del espacio Y los dejamos sin 

cambio. Entonces Y es una propia conectificación por trayectorias de 
X .  Para probar que Y es regular, basta mostrar que para cada y E Y y 
cada U E B con y E U existe un r-abierto O tal que y E O cly0 U. 

Es evidente cuando y E X \ {zg}. Si y = ZO, entonces U E &, eso 
es, U = D, = (O, &) U C, para algún n E w. Ahora es fácil probar 
que el conjunto O = Dn+i sirve en este caw. Falta considerar el caso 
y E I .  Si perder generalidad suponemos que U E &. Es decir, para 
alglhlnEw 

Escogemos un elemento V, E V con k > n tal que y E Vk C cllVk c V, 
y vk n (0,f) = 0 para algún número intero 1 2 1. Notamos que 
c¿yV, = d,Vk ya que zo $ dyVk. Consideremos el elemento 

U = w, = v, u u {E,, : p; E v,, m, i E w } .  

w, = %uu{F;> : p:, E h ,m , i  E u }  

de B. Para cada punto racional pL E V, tenemos que i < ¿ y F;,knc, = 
0 para todos los que forman W,. Por eso la vecindad r-abierta 
Di = (O, h) U Cl de 10 no intemcta a ninguno de los F& que forman 
Wk. De aquí se sigue que x, $ &(u {Pi,, : pL E V,, m, a E w } )  y por 
eso concluimos que 

d Y  (u { G , k  : P:, E h, m, i E 4) 
= dx ( U { E , k  : p; E V,,m,i E u}) 

c¿y(U{~, , :p : ,Evk,m, i€w})  = ~ { c ¿ x ~ , ~ : p ~ E V , , m , i E w } .  

Más aún, como la famiiia {Fi : m,i E u }  es localmente finita en 
X \ (10) por (iu), se tiene que 

Aplicando la propiedad (ii') y el hecho de que clyVk c V, obtendremos 

C ~ Y  Wk = dyíG U U{dxF,,k : pk E V,, m, i E w }  

c v , u U { F , , n : p ~ E v n , m , i E w } = w , .  
Para ñnaiizar este último caso tenernos que 

y €  w, ZdYWk c W" = u  
Así queda demostrado que Y es una conectificación por trayectorias 
re,dar del espacio dado X. 

(c) Supongamos que X es un espacio metrizable. Si construimos 
para X una conectificación por tra?;ectorias Y como en el caso (b), 
entonces Y es reguiar. Además, si eligimos Bi tal que sea una base 
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r-localmente finita para X \ {.O}, entonces B es una base o-localmente 
finita para Y Por lo tanto, Y es un espacio metnzable. 0 

2.2. Espacios OPC y sus conectiñcacionea 

En esta sección presentamos unos resultados acerca de los espacios 
OPC que tienen una conectificación por trayectorias. Notamos que si 
un espacio X no es localmente tenuemente compacto, entonces existe 
zo E X con una base de conjuntos abiertos cuyas cerraduras no son 
tenuemente compactas 

TEOREMA 2.2.1. Sea X un apano OPC de Hausdog y pnmero 
numemble con componentes de conendad por tmyectonas no local- 
mente tenuemente compactos Entonces X admite una umect&acaón 
por tmyectonas pnmero numerable. Sa X es &T, entonces X tzene 
una conectifícocsón por tmyectonas &T primen, numemble. 

DEMOSTRACI~N. Tenemos que X = @{Xs . s E S}, donde X, 
son componentes de conexldad por trayectorias. Cada X, satisface 
las condiciones del lema 2.1.3 y admite una propia conectificación por 
trayectorias XJ Si X es regular, entonces todas XJ son regulares 
Falta aplicar el lema 2 1 1 o 

El siguiente resultado es análogo al teorema 2.2.1 para los espacios 
segundo numerables 

TEOREMA 2 2.2. Sea X un espacto OPC de Hawdo$ y segundo 
numerable con componentes de wnendad por tmyectonas no local- 
mente H-cerradas Entonces X tiene una conectafieanón por tmyecto- 
nas segundo numemble. Sa X es E&W, entonces X tzene una m e c -  
t@món por tmyectonas regular segundo numeruble. 

DEMOSTRACIÓN. Sea X = @{X, : s E S}, donde X, son sus 
componentes de conexidad por trayectorias. Tenemos que IS1 I NO y 
cada espacio X, es abierto en X, segundo numerable y no localmente 
H-cerrado Por lo tanto X no es localniente tenuemente compacto, es 
decir, según el lema 2.1.3, cada X, tiene una propia conectificación por 
trayectorias Xz segundo numerable (en el caso si X es reguiar cada 
Xi también lo es) Para terminar la demostración aplicarnos el lema 
2 1 1  0 

En lo sucesivo consideramos conectficaciones por trayectonas de 
los espacios metrizabies 

TEOREMA 2.2 3. Sea X un espac~  OPC metnzabie cuyas com- 
ponentes de conendad por tmyectonas no son localmente cmnpactes. 
Entonces X tzene m a  conectzjicncvjn por trayectomas metnzable. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea X = @{Xa : s E S}, donde X, son SUS 
componentes de conexidad por trayectorias. Tenemos que cada espacio 
X, es abierto, metrizable y no localmente compacto. Por lo tanto para 
cada s E S existe un punto x. E X. tal que las cerraduras de todas sus 
vecindades abiertas son subespacias metrizables y no compactos y por 
eso no son tenuemente compactas. Aplicando el lema 2.1.3 para cada 
X ,  construimos una propia conectiñcación por trayectorias metrizable. 
Después usamos el lema 2.1.1 para terminar la demostración. 0 

Del teorema anterior y de la afirmación del teorema 1.1.5 surge un 
problema abierto: 

PROBLEMA 2.2.4. *Existe un espacio metrizable localmente wm- 
pacto no compacto conexo poz trayectorias tal que su compactijimción 
de Alezandwff no sea coneza por trayectorias? 

Ahora mostraremos que el espacio en el problema 2.2.4 admite una 
propia conectificación por trayectorias (su compactificación de Al-- 
droff es conexa por trayectorias) si agregamos la condición de ser 1c- 
calmente conexo. 

TEOREMA 2.2.5. Sea X un espacio metrizable, localmente compacto 
no compacto, conexo por trayectorias y localmente conexo. Entonces 
existe una conectificnción por trayectorias de X p p i a  y metrizable. 

a continuación. 
La afirmación del teorema se sigue de los dos lemas que presentamos 

LEMA 2.2.6. La compactificnción de Alexandwff de un espacio local- 
mente compacto de Hausdofllocalmente m e z o  y cnnezo es localmente 
conexo. 

DEMOSTRACI~N.  El teorema 3-9 en [18] estaMece una condición 
necesaria y suficiente para que un espacio de Hausdorff Z localmente 
compacto y conexo sea localmente conexo. Esta condición es: 
Si K es un conjunto compacto en Z y U es un conjunto abierto que 
contiene a K ,  entonces todas las componentes de Z \ K ,  excepto un 

Sean X un espacio de Hausdorff localmente compacto, conexo y 
localmente conexo y Y = O X  = X U {m} la compactificación de 
Alexandroff de X .  Demostraremos que el espacio compacto y conexo 
Y cumple la condición (*). 

Sean X un compacto en Y y U un conjunto abierto en Y que 
contiene a K .  Si K c X, entonces K c U n X y como X es de 
Hausdorff localmente compacto, localmente conexo y conexo: entonces 

número finito, están contenuio en U .  (*) 
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la condición ( e )  se cumple para K y V = Un X en X y por eso para K 
y U en Y. Si cc E K .  entonces co E U ,  es decir, U = (X \ T) U {m), 
donde T es un subconjunto compacto de X. Sea {C,, : a E A }  el 
conjunto de todas las componentes de Y \ K = X \ K que intersectan a 
T. El subespacio X \ K es abierto en X y, por lo tanto, es localmente 
conexo. Usando el hecho que las componentes de un espacio localmente 
conexo son abiertas, obtenemos que todas las C,, son conjuntos abiertos 
en X y, además, son ajenos entre sí. La familia {C, n T : a E A}  es 
una cubierta abierta de T con conjuntos ajenos. Como T es compacto, 
la familia {C, a E A }  tiene que ser finita. Es decir casi todas las 

O componentes de Y \ K se encuentran en X \ T C U .  
LEMA 2.2.7. La compuct&icación de Alezandmff de un  espmo X 

metnzubie, localmente compacto, conezo y localmente conexo es metn- 
zable y conexo por trayectorsus. 

DEMOSTRACIÓN. Debido a que el espacio X satisface las condi- 
ciones del lema 2.2.6, la compactificación de Alexandroff aX es un 
espacio compacto conexo y localmente conexo. Ahora notemos que X 
tiene una base numerable. En efecto, de ser metrizable y localmente 
compacto se sigue que X es localmente separable y puede ser presentado 
como unión topológica X = @{X, a E A }  de los espacia metrizables 
separables (véase, por ejemplo [91 4.4F(c)). Como X es conexo, ten- 
emos que /Al = 1, es decir, X es metrizable separable y, por lo tanto, 
tiene una base numerable. Ya que w ( a X )  = w(X), tenemm que aX es 
im espacio metrizable, compacto, conexo y localmente conexo. El teo- 
rema 3-15 en (181 afirma que tal espacio es conexo por trayectorias. De 
tal manera hemos establecido que la compactificación de Alexandrofi 
de un espacio metrizable, localmente compacto, no compacto, conexo 
y localmente conexo es una conectificación por trayectorias propia y 
metrizable de este espacio. U 

bando  el resultado del teorema 2.2.5 se puede generabar la &- 
mación del teorema 2.2.3 de la manera siguiente: 

TEOREMA 2.2.8. Un espano metruabk locolmente mnao por tna- 
yectonas con componentes no compactas tame una conectificación por 
tmyectonas métntable. 

DEMOSTRACIÓN. Sean X un espacio metrizable. localmente conexo 
por trayectorias y {Cs . s E S} la famiíia de componentes de X donde 
cada C, no es compacto. Es obvio que X es localmente conexo. por 
lo tanto cada componente C, es abierta y por eso localmente eonexa 
por trayectorias. Se sabe que un espacio conexo y localmente conexo 
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por trayectorias es conexo por trayectorias (véase, por ejemplo [9] 
6.3.10(a)). Entonces ya tenemos que cada componente C8(s E S) es 
conexa por trayectorias y claro que es metrizable. Ahora notamos que 
para cada C, con s E S se puede construir una propia conectificación 
por trayectorias metrizable C:: aplicamos el teorema 2.2.5 en el CBSO 

si C, es locaimente compacto y el teorema 2.2.3 en lo contrario. Para 
finalizar la demostración aplicamos el lema 2.1.1. 0 





CAPiTULO 3 

Condensaciones sobre espacios conexos 

En este capítulo estudiamos la existencia de subtopologías conexas 
metrizables. Recordamos que un espacio (X, T )  tiene una subtopología 
7' si r' es una topología para X más débil que T ,  es decir, 7' C T .  O b  
serve que un espacio (X, 7) admite una subtopología metrizable con- 
si (X, T )  se puede condensar sobre un espacio metrizable conexo. 

En la sección 3.1 se establece que un espacio regular X con red nu- 
merable admite una subtopología metrizable separable conexa cuando 
X contiene a un subespacio cerrado que se puede condensar sobre un 
espacio reguiar no compacto conexo (el teorema 3.1.4). Después de- 
mostramos en el teorema 3.1.6 que un espacio metrizable de peso < 2w 
admite una subtopología metrizable separable conexa si X contiene a 
un subconjunto cerrado que se puede condensar sobre un espacio metri- 
zable no compacto conexo. En consecuencia, cada espacio metrizable 
de peso 5 2w con una copia cerrada de los irracionales admite una 
subtopología metrizable separable conexa (el corolario 3.3.9). 

En la sección 3.2 se deduce que un espacio metrizable de peso Y ad- 
mite una subtopología metrizable separable conexa (el corolario 3.2.3), 
asímismo, un espacio metrizable de peso > 2w con extensión alcanzable 
tiene una subtopología metrizable conexa (véase. el teorema 3.2.6). En 
particular, el cordano 3.2.7 afirma que un espacio metrizable X de 
peso n con cf(n) > w admite una subtopología metrizable conexa. Se 
queda abierto el problema de si cada espacio metrizable de peso 2 Y 
admite una subtopología metrizable conexa. 

En la sección 3.3 demostramos que subespacios abiertos y también 
complementos de subconjuntos u-discretos de espacias metrizables conexos 
tienen subtopologías metrizabks conexas. 

3.1. Condensaciones sobre espacios metrizables separables 
conexos 

El resultado principal de esta sección es el teorema 3.1.4, que se 

LEMA 3.1.1. L'n espacio qwlar no compacto X con red numem- 
ble admite una condensación sobw un espacio metrzzable separable no 

basa en tres lemas auxiliares. 

33 
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compacto. Además, sa F C X es un conpnto cenado. ezzste una con- 
densación p de X Sobre un espacio metnzable sepamble no compacto 
Y tal que p(F) es cenado en Y .  

DEMOSTRACIÓN. Sean N una red numerable y B una base, ambas 
para X. Definimos 31 = { ( ü , V )  : U,V E B, = 0} y denotamos 
por P la familia de todos los pares ( M ,  N )  E fl para los c u d s  existe 
por lo menos un par (U,V)  E U tal que M c U y iV E V .  La 
familia P es numerable, es decir, P = {P, : n E u}. Para cada par 
P,, = (M,, N,) E P fijamos sólo un par (U,, V,) E li, tal que iM, c U,, 
N, C V,. Ya que E n r  = 0 y el espacio X es normal, se puede definir 
una función continua f,, . x -+ H tal que fn(m = {O} y fn('cn, = { i}. 
Tenemos que f n ( K )  = {O} y fn(Nn) = (1). 

La W a  de funciones 3 = {fn : n E u} separa los puntos en X. 
En efecho, si 5, y son puntos diatintoa de X, entonces existen U, V E B 
tales que x E U. y V y VnV = O. Tenemos que (U,V) E X y 
escogernos M , N  E Af tales que x E M C U, y E N c V .  Así que el 
par ( M ,  N) pertenece a P. Sea k E w un número tal que Pk = ( M ,  N ) .  
Ahora tenemos que ia función fk separa 106 punbus z e y, ya que f k ( 5 )  = 
O y f~(y) = 1. Finalmente, consideramos el producto diagonal 

f = AnEwfri : X --* P. 
La función f es continua e inyectiva. 

Debido a que X es un espacio no compacto, existe una función 
continua no acotada $ : X -+ R. Entonces f = fA* : X -+ 17" x R 
es una condensación de X sobre un espacio metrizable separable no 
compacto ?(XI c P x R. 

Sean F C X un conjunto cerrado y g : X -+ Z una función continua 
inyectiva sobre un espacio metrizaMe separable 2. Consideremos una 
función continua h : X -+ H tal que F = h-'(O). Entonces 

g =gAh:  X -+ Z x I[ 

es una cendensacián de X sobre un espacio rnetrizsble separable Y = 
p(X) c Z x ti. Ya que 

Y \ P ( F )  = (z x (o. 11) n Y 

es abierto en Y. .p(F) es cerrado. Es claro que Y no es compacto si 2 
no lo es. o 

Del lema 3 1.1 se sigue 

LEMA 3.1.2. Sz un espacio re&r eon red numerable X se puede 
condensar sobre un espacto regular conexo nu compacto. entonces ,Y 
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también admite una condensación sobre un espacio m e h a b l e  sepomble 
wnezo no compacto. 

DEMOSTRACIÓN. Sea Y un espacio reguiar conexo no compacto y 
f : X --> Y una función continua biyectiva. Si N = { N ,  : i E u}  es una 
red numerable para X, entonces f(W = {f(Ni) : i E u)  es una red 
numerable para Y. Aplicando el lema 3.1.1, encontramos una función 
continua biyectiva g : Y + Z sobre un espacio metrizable separable 
no compacto 2. El espacio 2 es conexo siendo la imagen continua de 
un espacio conexo. Entonces, g o f : X -+ 2 es la condensación que 
buscamos. o 

El lema siguiente es la clave de la demostración del teorema 3.1.4. 

LEMA 3.1.3. Sea X un espacio regular con red numemble. Supong- 
amos que A c X es un wnjunto d o  y f : A -+ I[w es una función 
continua inyectiva tal que pam cndan E w se cumple I,,\rn(f(A)) # 0,  
donde ír, : ñu --t I,, es la proyección sobre el factor E,,. Entonces f se 
puede extender a una función continua inyectiva f : X -+ P. Además, 
si f(A) c ( O ,  l)Y,-entonces la extensión f se puede escoger de tal ma- 
nera que 1, \ írn(f(X)) # 0 pam cada n E w. 

DEMOSTRACIÓN. Según el lema 3.1.1 existen un espacio metrizable 
separable Y y una condensación ‘p : X + Y tales que ’p(A) es cerrado 
en Y .  Para cada n E w denotamos con fn la composición r, o f : 
A --> I,,. Sea h, : X -t I, una extensión continua de f,,, n f w. 
Consideremos el producto diagonal 

sDbm 

I,Z = I~A(A,,~,,) : X -+ Y x P. 
ES claro que $ es continua inyectiva y ei espacio X = +(x) c Y x iiw 

es metrizable separable. Sea A = $(A).  Probaremos que 

X \ Á = ((Y \ ‘p (~) )  x nu) n F, 
es decir, x\ 2 es abierto en 2. En efecto, si t E F \ Á ,  existe un punto 
único z E X \ A tal que t = P(z) = ( ~ ( z ) ,  &(z), hl(z), . . .). Ya que 
z E X \ 4  tenemosque’p(z) E Y\’p(A), estoes, t E ((Y\’p(A))xIw)nX. 
Porotraparte,si tE ((Y\‘p(A))xH”)n~,existeunpuntoúnicoz~ X 
talque t = $ ( z ) .  Entonces’p(z)€Y\q(A),yporlotantoxEX\A, 
es decir, t = @(z) E x\ Á. De tal manera tenemos que A es cerrado 
en X. 

Sean ;T : Y x I[* --* iiw la proyección y p = rr;i : 2 -+ P. Observa- 
mos que p es continua y p o Gi.4 = f: es decir, p es inyectiva. Además: 
ya que p ( A )  = f ( ~ ) :  tenemos que I, \ rn(p(A)) + 0 para cada n E w. 

I 

. ,~ ... , .._I.,.__,.__ 
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Ahora supongamos que p se puede extender a una función continua 
inyectiva p : X -+ Iíw (véase el diagrama). - 

1p 
A C X- F > Á  

I I \ \ 

\ \  ' /  

Entonces f = p o $ : X -t iiu sería una extensión continua inyectiva de 
f. 

Por lo anterior, sin perder generalidad podemos suponer desde el 
principio que el espacio dado X es metrizable separable. Sea B una base 
numerable para X \ A tal que para cada U E B se cumple v n A = a. 
Sea P = { (ü ,~)  : U,V E B, V n V =  a}. Escogemos L G w tai que 
L y M = w \ L sean subconjuntos infinitos. Puesto que la fatnilía P 
es numerable, se puede enumerarla con los elementos de M. Así que 
P = {(Un, V )  : n E M } .  

Para cada n E M existe una función continua 

gn . Ün U 7, -+ [1/3,2/3] 

- tal que gn(Ün) = {1/3} y gn(vn) = {2/3}. Definamos qjn : A U u, U 
V ,  + ñ,, por la regla: 

Debido a que ?I, es una función continua definida en un conjunto 
cerrado se puede extenderla continuamente a todo espacio X. Sea In X --* una tal extensión. La definición de fn nos asegura que 
f ,(a) = fn(a) para cada a E A y para cada n E M .  Notamos que si 
f (A)  C (O, l)u, entonces la extensión fn de $J., se puede escoger de tal 
manera que f;l(x) (O, 1)" 

 firmamos que la familia ~1 = (J, . n E M I  separa 10s puntas 
en X \ A. En efecto, si z, y son puntos distintos en X \ A, entonces 
existen ü , V  E B taies que z E ü, a, E V y v n v  = @. Te- que el 
par (ü, V) E P, es decir existe m E M tai que (U. V) = (ü,,,, Vm) E P 
Según la definición, fm(z) = g,,,(z) = 1/3 y fñl(y) = gm(y) = 2/3. 
Xotmos que la familia FI separa también los puntos en íl ya que f es 
inyectlva. 

Para separar los puntos en X \ A del conjunto A vamos a construir 
otra familia de funciones continuas ~2 = {f n E L} .  primero. para 
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cada n E L seleccionamos un punto r, E I, \ f,(A) y enumeramos los 
elementos de la base B con los números de L, esto es, B = {U, : n E L}. 
Luego para cada n E L definimos la función $, : A U g,, -+ &,, donde 
ü, E B, según la regla: 

Es claro que cada $, es continua y se puede extenderla a una función 
continua fn : X -t I,. Si f ( A )  (O, 1)'" escogemos r, = O para cada 
n E L. Como el punto 1 no pertenece a $,(AULf,), se puede extender 
$J,, a fn de tal manera que f ( X )  E [O, 1). 

Sean I E A y y E X \ A. Fijamos m E L tal que y E U, E 8, 
entonces tenemos fm(z) = fm(2) E fm(A) y f;n(y) = rm E L \ fm(A), 
esto es, fm(z) # f,(y). Así que hemos construido la familia 3 = 
3 1  U ;F, = { 6 : n E u }  de funciones continuas de X a I que separa los 
puntos en X. Por lo tanto el producto diagonal 

- 

f =  An& : X- Ip" 

es una función continua inyectiva y frA = f. Además, si f(A) C 
( O , i ) y ,  entonces 1 6 f(X), es decir, I,, \ rn(f(X)) # 0 para cada 
n E w .  O 

TEOREMA 3.1.4. Sea X un espacio regular con red numemble y 
P C X un conjunto cermdo que admite una condewación sobre un 
espacio regular conezo no compacto. Entonces X se puede condemar 
sobre un espacio metrizable sepamble conezo. 

DEMOSTRACIÓN. Del lema 3.1.2 podemos concluir que existen P' 
un espacio metrizable separable conexo no compacto y i : P -+ P' una 
función continua inyectiva sobre P. Como P no es compacto, existe 
.4 = {ak : k E w }  un subconjunto infinito cerrado y discreto en P'. Sea 
E = {bk : k E w }  E (O, I)'" algÚn conjunto denso en lP" tal que bk # bi 

si k # 1. 
Definamos una función f : A + I'" t d  que f ( ~ )  = bk para cada 

k E u. Claro que f es continua e inyectiva. Para cada n E w sea 
fn = ~r,, o f, donde ÍT, es la proyección I['" sobre el factor I,,. Tenemos 
que fn : A -P I, y !,(A) C (0.1) para cada n E u. Así que la 
función f y el conjunto cerrado A C P' cumplen con las condiciones 
del lema 3.1.3 y podemos extender f continua e inyectivamente - a todo 
espacio P'. Sea 7 : P' - II" tal extensión. Tenemos que f [ A  = f y 
I, \Y,(?) # 0 para cada n E u. donde fn = x, o f. 



18 3 CONDENSACIONES SOBRE ESPACIOS CONEXOS 

Notamos que f (P)  es conexo como la imagen continua del espacio 
conexo P' Además. f ( P )  es denso en E", puesto que B = ?(A) 2 
f (P) .  El siguiente diagrama visualiza nuestra demostración (se de- 
finen abajo las funciones g y 9). 

X 2 P-P* 2 A 

%" 2 B 
es continua e inyectiva como ia 

composición de dos tales funciones. Debido a que L, \ n,(g(P)) = 
1, \ fn(P*) # 0 para cada n E w,  se puede aplicar el lema 3.1.3 para 
la función g y el conjunto cerrado P C X. Así que existe una función 
continua inyectiva 3 : x -+ P tal que GrP = g. Notense que f ( ~ )  = 
g(P) = g(P) E g ( X )  P. Por lo tanto G(P) es denso en 1" y en 3 ( X ) .  
Esto implica que g ( X )  es conexo, ya que g(P)  es conexo. Finalmente, 
s ( X )  es un espacio metrizable separable como un subespacio de 1". CI 

El resultado del próximo teorema es, en cierto sentido, una gener- 
alización del teorema 3.1 4. Su demostración requiere un hecho bien 
conocido que enunciamos en el lema siguiente. 

LEMA 3.1.5. Un espMcao lnetnzable no compacto X de peso 5 2" 
admate una condewactón sobre un espano metnaable sepltlLble no com- 
pacto. 

DEMOSTRACIÓN. Se sabe que cada espacio metrizabiede peso 5 2w 
es hommorfo a un subespacio de la potencia numerable del erizo 
con Y espinas (J(c))" (véase 4.4.9 en [9]). En su caso, es fácil ver 
que J ( c )  se puede condensar sobre un subespacio del p h o  Rz con 
la topologh idurai. Entonces existe una función continua inyectiva 
f : X + Y C (Itz)" sobre un espacio metrizable separable Y. 

Si X no es compacto. escogemos una función continua no acotada 
ip . X --t P. Tenemos que f = f A p  ,Y -t Y x W es una condensación 
de X sobre un espacio metrizable separable no compacto f ( X ) .  0 

TEOREMA 3.1.6. Sea ,Y un espacío metnzable con w ( X )  1. 2". 
Sz -te un conjunto cenado P C: X que admote una condensan& 
sobre un espaao rnetrazable conexo no compacto, entonces X se puede 
condensar sobre un espacto metnazbie separable conexo. 

DEMOSTWCIÓN. Del lema 3 1.5 se sigue inmediatamente que se 
puede condensar P sobre un espacio P' metrizable separable conexo 

La función g = f o t P -+ 
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no compacto. Sea i : P -+ P' tal condensación. Sin pérdida de general- 
idad, supongamos que P' c Iw. Para cada n E w definimos in = ?rn 0 i, 
donde x,, : 1" -+ l,, es la proyección sobre el factor 1,. Entonces 
in : P + l,, es una función continua definida en el conjunto cerrado 
P c X y se puede extenderla a todo espacio X. Sea 'pn : X + I,, una 
extensión continua de in. Notemos que la familia 3, = {yn : n E w }  
separa los puntos de P. 

Construyamos una base u-discreta para X de la siguiente m e r a .  
Para cada número entero n 2 1 consideramos una cubierta 0, para 
X de bolas abiertas de radio 1/(2n) respecto a una métrica p para 
X. Sea rn una cubierta abierta u-discreta de cardinalidad 5 w ( X )  
inscrita en 0,. Si J? = UnENrnr entonces r es una base c7-discreta 
para X de cardinalidad igual a w(X). Se puede representar r así 
r = U{yj, i E u}, donde cada yi es una familia discreta de cardinalidad 
ni 5 2* y y, C rn para algún n >- 1. A SU vez yi = {Ui,a : a < e}, 
donde son abiertos en X y si y, E I',, entonces diam(Ui,a) < i /n  
para cada a cc ni. 

Para cada i E w denotemos por Si a una base numerable para una 
topología de Hausdorff segundo numerable en el conjunto de índices 
ni. Sea A una familia de conjuntos abiertos en X que tienen la forma 
V = X \ P ó V = (U(Ui,, : a E B}) n (X \ P), donde i E w y 
B E Bi. Notemos que la familia A es numerable. Para cada V E A 
consideremos una función continua fv : X -+ H tal que X \V = fG'(0). 
Si V E A, entonces V n P = P) y, por lo tanto, f,(P) = {O}. 

Afirmamos que la famiiia 3 2  = {fv : V E A} separa los puntos en 
X \ P. En efecto, sean z e y dos distintos puntos en X \ A. Existe un 
número n > O tal que p(z,y) > l/n. Puesto que rn es una cubierta 
para X, existe i E w tal que yi C rn y z E U-yi. Sea p < 4 tal que 
2 E Ui& 

Si y $ U-yi, fijamos cualquier elemento B E Bi con fl  E B y sea 
V = (U{U,,a : a E B } )  ri (X \ P). Entonces V E A, z E V y y $ V. 
Por la definición de fv se sigue que fv(z) > O y fv(y) = O. 

Si y E U-/i, debido a que la familia yi consta de los conjuntos con 
diametro menor que i/n, existen distintos índices a,p < ni tales que 
z E U,,,, y E U,,#. Sea B E Bi tal que a E B, pero fl  $ B. Entonces 
V = (U(U,,, : y E B ) )  í l  (X '\ P )  es un elemento de A que contiene a 
z, pero no contiene a y. Otra vez tenemos que f~(z) > O y fv(y) = O. 

Notemos que la función f , q p  separa los puntos de P de los puntos 
de X \ P; por consecuencia la unión 3 = 31 U 3 2  es una familia de 
funciones continuas de X a 1 que separa los puntos en X. Entonces 
el producto diagonal de las funciones de 3 es una función continua 
inyectica f : X - x I* I P. La imagen /(,Y) es un espacio 
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metrizable separable, mientras que f(P) = i (P )  x {O}" es homeomorfa 
a z(P) = P, es decir, es metrizable separable conexo no compacto. 
Además, f ( P )  es cerrado en f ( X ) .  En efecto, el conjunto 

f(X) \ f ( P )  = (1 x II x . .  . x H x fx ,p(X \ P) x H x H x . . . )  n f ( x )  

es abierto en f(X). 
Para terminar la demostración resta aplicar el teorema 3.1.4 al es- 

pacio f ( X )  y el conjunto cerrado f ( P )  c f ( X ) .  Así que existe una con- 
dermación g de f ( X )  sobre un espacio 2 metrizable separable conexo. 
Entonces g o f :  X i 2 es la condensación que buscamos. 17 

= ( H x H x .  x 1 x ( 0 , 1 ] x H x I [ x  

3.2. Espacios metrizables con extensión alcanzable 

existe un conjunto discreto cerrado A 2 X tal que IAl = w(X) .  

ttene e z t e w ó n  aleamble. 

Según [17] se dice que un espacio X tiene extemaón alcanzable si 

LEMA 3.2.1. Cada espacao metnzable X de peso IC con cf(n) > w 

DEMOSTRACIÓN. El espacio X tiene una base o-discreta B de car- 
dinalidsd K ,  esto a, B = UnEw y", donde cada familia y,, es discreta en 
X .  Ya que c ~ ( K )  > w ,  existe n E w tal que IT,,/ = K .  Por lo tanto X 
contiene a un conjunto discreto cerrado de cardinaiidad K. o 

Notemos que si X es un espacio metrizable con peso igual a un 
número cardinal inñnito K tal que K es un cardinal sucesor o bien, 

= IC, entonces X tiene extensión alcanzable. 
Un resultado de Pytkeev establece que cada espacio metrizable de 

peso IC con K = nY tiene una topología más débil homeomorfa a la 
potencia numerable del erizo con K espinas J(K)" (véase el teorema 3 
en [ZS]). El teorema 3.2.6 extiende este resultado y prueba que cada 
espacio metrizable de peso $. 2" con extensión alcanzable admite una 
topología más débil conexa metrizable. Empezamos con un lema. 

LEMA 3.2.2. Sea (X,T) un espacto metnzable. Sz A C X es un 
subconjunto rnfinzto cerrado y drscreto e Y es un  espaczo rnetmable de 
la mwna canlanaiadad que A, entonces X admate una topologia metn- 
zable p C r tal que ( A P I A )  es homwmorfo a Y y A es cermdo e% 

DEMOSTRACIÓN. Como /Y1 = IA/, se puede enumerar los elemen- 
tos de A usando Y como un conjunto de índices: '-1 = {a,  . y E Y } .  Sea 
z . A -+ Y una función continua biyectiva dada por z(a,,) = y. y E Y 
En el conjunto A definimos una nueva topología p~ por la regla: un 

. .  

( X ,  PI. 



3.2. ESPACIOS METREABLES CON EXTENSIÓN ALCANZABLE 41 

conjunto B A pertenece a p A  si y sólo si i (B )  es abierto en Y. Sea 
BY = UnEvu,, una base u-discreta para Y, donde cada u,, es una fa- 
milia discreta de conjuntos abiertos no Vacíos de Y. Debido a que X 
es normal por colecciones, existe una familia discreta 7 = {U, : y E Y} 
de conjuntos abiertos no vacíos en (X, r )  tal que U, n A = {au} para 
cada y E Y. 

Ahora nuestra meta es introducir una topologia metrizable p para 
X más débil que T ,  tal que p l A  = p~ y A sigue siendo cerrado en 
( X , p ) .  Sea {U,,, : i E w }  una base numerable para (X,T) en el punto 
a, tal que Uup = U, y c U,,; para cada i E w. Notamos 
que la familia 7i = {Uu,< : y E Y} es discreta en (X, T )  para cada i E w. 
Consideremos la familia F que consta de todos los subconjuntos de X 
que tienen la forma 

para algún i E w y algún elemento W E By. Ahora introducimos la 
topología p para X como sigue: 

si U 
si U n A #  0, entonces U E p s i  ysólo si para cad a x  E U n A  
existe un elemento O E B' tal que x E O E U. 

r y A es cerrado en (X,p). Si tomamos un 
conjunto O(i, W) E S, entonces O(i,  W) n A = {a, : y E W} y por 
lo tanto, la familia {O(& W) n A : O(i ,  W )  E S} es una base para 
( A , ~ A ) .  Por consecuencia, tenemos que prA = P A .  

una base u-discreta para ( X , p ) .  Observemos que B' = u(B(i,n) : i E 
w,  n E u}, donde B(i ,n)  = {O(& W )  : W E on}. Probemos que B(i ,n)  
es una familia discreta en ( X , p ) .  Sea x un punto arbitrario de X \ A 
y sea O, una vecindad T-abierta de x que intersecta a lo más un el- 
emento U,,; de ?,. Si O, n O(i, W) # 0 para algún W E u,,, existe 
y E W tal que O, n ü,,i # 0. Como u,, es discreta en Y, y W' para 
cada W' E u,, distinto de W. En consecuencia O, n O(i, W') = 0 para 
cada W' E u,, con W' # W . De tal manera, O, n (X \ A) es una 
vecindad p-abierta de x, la cual intersecta a lo más un elemento de la 
familia B ( i ,  n). Ahora tomemos un punto cualquiera a, de A. Existe 
Wz E B y  tal que z E kVZ y W, intersecta a lo más un elemento de u". 
El conjunto O(i, W,) = U{U,,; : y E Wz} es una vecindad p-abierta 
de a:. Si O(i, WJ n O(i, W) .+ 0 para algún W E u,,; es fácil ver 
que W, í l  W' $0: esto es. O(& W:) intersecta a lo más un elemento de 
B ( i ,  n). De tal manera hemos probado que para cualesquiera i. n E J 

X \ A, entonces ü E p si y sólo si U E 7; 

Es claro que p 

Verifiquemos que la topología p es metrizable. Primero, construyamos 
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la familia 5(i, n) es discreta en (X, p);  por lo tanto, B' es a-discreta 

Ahora consideremos los subespacios X, = X \ U{cZT(Uy,,) : y E Y }  
(i E w) abiertos en ambos espacios (X,r) y ( X , p ) ,  y para cada i E w 
fijamos una familia u-discreta Bi de conjuntos r-abiertos en Xi que 
forma una base para Xi. Cada familia Si es u-discreta en ( X , p ) ,  ya 
que A C U, = U{Uy,i : y E Y }  y U, es un conjunto p-abierto que no 
intersecta a X,, es decir, U, es una vecindad de cualquier punto a, E A 
que no intersecta a los elementos de 5,. 

Obviamente, U,, 5s es una base a-discreta para X \ A en ambas 
topologías T y p. Por lo tanto, 5 = 5' U Uihi Bi es una base a-discreta 

La regularidad de p en los puntos z E X \ A se sigue del h d o  que 
p [ ( X  \ A ) )  = r [ ( X  \ A)) .  Nos resta probar que /L es regular en cada 
punto ay E A. Primero, verifiquemos que 

en íX,pL). 

Para (X, PI .  

Cl,O(i, W )  = ClT0(i, W )  u {ay  : y E ClyW \ W } .  0) 
Debido a que la familia y, es 7-discreta, tenemos 

cl,O(%, W )  = U{clT(UY,i) : y E W } .  

Es evidente que cl,O(i,W) 2 cl,O(i,W). Si z E X \ A y z 6 
&O(i,W), entonces existe una vecindad 7-abierta V, de x que no 
intersects a O(i, W ) .  Entonces V,  fl (X \ A )  es una vecindad pabierta 
de z que no intersecta a O(i,  W ) ,  es decir, z $ cl,O(i, W ) .  Ahora sea 
z E Y \ ClyW; tomemos Wl E &I. tai que z E Wl y Wl n W = 0. 
Entonces O(i,  "1) = U{U,,; : y E Wl} es una vecindad p-abierta de a, 
que no intersecta a O(i, W ) ,  esto es, a, $ c¿,O(i, W).  Por otra parte, si 
z E cly W ,  entonces cualquier conjunto W' E &I. con z E W' intersecta 
a W .  Por lo tanto, cualquier G' E B' con a, E O' intersecta a O(i, W), 
es decir, a, E d,O(a,W). De tal manera hemos demostrado (1). 

Supongamos ahora que a, E O, donde y,, E Y y O es aigún el- 
emento de S. Tenemos que O = O(i,W) = U{U,,; : y E W}, 
donde i E u, yo E W E BY. Tomamos W, E B y  tal que 310 E W-, 
y clyW1 C W .  Entonces 01 = U{Uy,,+l : y E Wl} es una vecindad 
p-abierta de %. Aplicando (1) y ( 2 ) ,  obtendremos 

d,O1 = C1,Ol u {% 1 y E clYWl\ Wl} 

= U{dT(UV,i+1) : y E Wl} u I., : y E C¿YCVI \ Wl} 

2 
c 

U{UY,i : y E Wl} u {ay : y E c¿ybV1 \ CVI} 

U{UY. i  : y E CV} = o. 
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Hemos demostrado que la topología p es reguiar en cudqUier punto 
de A, es decir, es regular. Por lo anterior, se queda establecido que 
el espacio ( X , p )  es metrizable y su subespacio cerrado ( A , p  / A )  es 
homeomorfo a Y. o 

COROLARIO 3.2.3. Un espacio mefrizable con peso igual a 2"' ad- 
mite una wndemacMn sobre un esp~cio meCrizable separable mmxo. 

DEMOSTRACI~N. Sea (X, T )  un espacio metrizable de peso 2"'. Pri- 
mero, notemos que cf(2"') > w y por eso X tiene extensión alcanzable. 
Por el lema 3.2.2, X admite una topología metrizable p, más débil que 
T ,  tal que (X, p)  contiene a una copia cerrada de La recta real. Ahora 

o 

En la demostración del teorema 3.2.6 -os a usar el teorema de 
Dugundji que establece que cada función continua f : F + L debida 
en un subconjunto cerrado F de un espacio metrizable X admite una 
extensión continua f : x -+ L si L es un espacio topológico lineal 
localmente convexo (véase [SI). 

A continuación recordamos las definiciones de un espacio de Hilbert 
y el a-producto de una familia de espacios topológicos; además, men- 
cionamos algunas de sus propiedades. 

Sea IC un número cardinal infinito. Consideremos el conjunto de 
funciones reales z definidas sobre ti tales que \{a E K : z(a) # O}] 5 w 
y Cae>. z(a)* < co. La formula &,y) = &&c(a) - y ( a ) ) 2  define 
una métrica en este conjunto. Este conjunto con la métrica p(z, y) se 
llama espacio de Hilbert de peso K y se denota por "(IC).  Se sabe que 
X ( n )  es un espacio lineal localmente convexo. Además, cada espacio 
metrizabie de peso 5 IC se encaja en "(6)  (véase, por ejemplo, la 
demostración del teorema 6, cap. I en [4]). 

Sean {X, : s E S} una familia de espacios topológicos, X = 
&sXs producto topológico y p = {p , }  un punto fijo de X. Si S 
es infinito, se considera un subespacio Y de X debido como {z E X : 
{s E S : z, # p,} es h i t o  }. El subespacio Y se llama el u-producto 
de la familia { X 8  : s E S} con base en p .  El proximo lema establece 
unm propiedades de a-productos que necesitaremos en io sucesiva. 

LEMA 3.2.4. Sea Y el o-producto con base en p de una familia 

basta aplicar el teorema 3.1.6 para el espacio ( X , p ) .  

{X, : s E S}  de espacios topológíws. Entonces: 
(a) Y es denso en X = nSEsX8: 
(b) Y es conezo, si X. es wnezo para cada s E S; 
(c) IYI = IS/ . rnLySeS /.Ys/. 
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DEMOSTRACI~N. (a) Sea ü = nsEs ü3 un conjunto abierto básico 
en X; es decir, cada U, es abierto en X ,  y Us = X, para cada s E S\S, 
donde S’ es un subconjunto ñnito de S. Consideremos un punto z E X 
tal que x, = p ,  para cada s E S \ S‘ y z, E ü, si s E S’. Es claro que 
z E U n Y. Eso demuestra que Y es denso en X. 

(b) Denotemos por F(S)  a la colección de todos los conjuntos finitos 
de S. Si F E F ( S )  definimos P,(p) = (z E X : z, = p,  si s E S \ F}. 
?Jo es difícil ver que 

y =  u pF@) (*) 
FEF(S)  

Notemos que p E P&J) para cada F E F(S)  y PF@) L F X , .  Si 
todos los espacios X, son conexos, tenemos que cada subespacio P&) 
es conexo . Por lo anterior se puede concluir que Y también es conexo. 

(c) La aíinnación se sigue inmediatamente de la igualdad (e). ü 
Para demostrar el teorema 3.2.6 nos hace falta el siguiente lema. 

LEMA 3.2.5. Sen K un ndmem cardinal 2 Y. En “ ( I C )  ezzste un 
subespano c e m d o  propzo P tal que 

(a) P es homemnoifo a “ ( K ) ;  

(b) en (X (n )  \ P)” m s t e  un subespacw conexo Y de cardinaiwitui 
n denso en 

DEMOSTFLACI~N. En adelante suponemos que si z E “ ( K ) ,  en- 
tonm z = {z,.,},.,~~. 

(a) Consideremos el conjunto P = {z E “ ( K )  : zo = = O}. Es 
fácil ver que el subespacio P & X ( K )  es cerrado, propio y homeomorfo 
a “( IC) .  Por ejemplo, h : “ ( K )  -+ P dado por h({zU}&J = {ya}aEirr 
donde YO = y1 = O ,  y,., = Z,-Z para 2 5 a i w y y, = z,., para 
w’ 5 a < K , es un homeomorfismo. Además, P es denso en ninguna 
parte 

(b) Primero, vamos a mostrar que R(K)  \ P es conexo por trayecto- 
rias. Sean z,y dos puntos distintos en “ ( 6 )  \ P. Tenemos que zo # O 
ó x1 # O. Sin pdrdida de generatidd se puede suponer que 10 # O. 
Consideremos el conjunto 

E s c i a r o q u e z ~ I ( x , y )  ( t = O ) e y E I ( z , y ) ( t = l ) .  S i í ( z , y ) n P = 0 ,  
entonces í(z. y) es una trayectoria que une los puntos z e y en 3i(~)\P. 
Ahora supongamos que í ( z . y )  n P # B. esto es, existe un número 
r E (O. 1) tal que 

zo t r(y0 - 20) = O 
+ ‘(y1 - X I )  = O 

I ( S ,  y) = { Z  E “ ( K )  .3, = I, + t(yu - E,.,), a E K ,  t E [o, I]}. 
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o equivalentemente 
ryo = za(r - 1)  
Wl = 21(1.  - 1) 

Notemos que yo # O por (*), debido a que zo # O. Consideremos dos 

Sea z1 = O. De la igualdad (**) se sigue que y1 = O. Tomemos un 
punto a E 'H(n) \P  tal que a0 = 0,al  = i y a, = O  si a E n\{O,i}.  
Sea 

I ( z ,  a )  = { z  E % ( K )  : z, = z, + t(a,  - la), a E K ,  t E [O, I]}. 
Tenemos que z y a pertenecen a í ( z , a )  y además, si z E I(z,a), 
entonces a = zo(i - t) y z1 = t para aigún t E [O, i]. Es claro que 
en este caso zo y z1 no pueden simultaneamente ser iguales a cero, es 
decir I ( z ,  a )  II P = 0. De la misma manera se muestra que I(a, y) = 
{ z  E " ( K )  : z, = a, + t(y, - a,), a E K ,  t E [O, i]} no intersecta a P. 
Entonces I ( z ,  a )  U I ( a ,  y )  es una trayectoria que une los puntas z e y 
en " ( K )  \ P. 

Sea z1 # O. De la igualdad (**) se sigue que y1 # O. Tomaremos un 
punto a E " (6 )  \ P tal que a0 =zo ,a i  = y1 y a, = 0 si a E ~ \ { o , i } .  
Consideremos I(z, a) = { z  E E(K) : z, = z, + t(aa - z,), a E IC, t E 
[O, i]} y i ( a ,  y )  = (z  E W ( K )  : z, = a, + t (y ,  - a,), a E n, t E [O, i]}. 
Si z E I(z, a ) ,  entonces a = z o  # O, y por lo tanto, I(z, a )  n P = 0. 
Si z E I ( a ,  y), entonces z1 = y, # O, y por lo tanto, i ( a ,  y )  n P = 0. 
Tenemos que I ( z ,  a )  U I ( a ,  y) es una trayectoria que une los punta z 
e y en E(K)  \ P. 

Sea D un subespacio denso en E(n) \ P de cardinalidad K. Notemos 
que D también es denso en N(n) ya que Pes denso en ninguna parte. Se 
puede suponer que D es conexo, porque siempre es posible extenderlo 
añadiendo para cada par de puntos distintos z, y E D una trayectoria 
que une estos puntos en %(&)'\P. Claro que estaoperación no aumenta 
la cardinalidad de D, ya que n 2 2". Finalmente, definimos Y como el 
o-producto en D" C ( 'H(K) \ P)" con base en cualquier punto p E P. 
Del lema 3.2.4 se sigue que Y es de cardinalidad n, conexo y denso en 
D". Notemos que Y también es denso en ("(K))", ya que D" es denso 

TEOREMA 3.2.6. Un espacio metrizable de peso > Y que tiene 
eztensión alcontable admite una condensación sobre un espacio wnezo 
metrizable. 

DEMOSTRACIÓN. Sea ( X ,  T) un espacio metrizable con elctensión 
alcanzable y supongamos que w ( X )  = K > Y. Consideremos el es- 
pacio de Hilbert "(ti). Sean P C "(ti) un subespacio cerrado propio 

CBSOS cumdo 11 = O y 21 # O. 

(WW. o 
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homeomorfo a % ( K )  y Y c ( E ( K )  \ P)" un subespacio conexo de c a -  
dinalidad K denso en (E(&))" (véase el lema 3.2.5) .  

Por condiciones del teorema, X contiene a un conjunto cerrado 
discreto A de cardinalidad K .  Sea p una topología metrizable para 
X más débil que r tal que A es p-cerrado y ( A , p I A )  %' Y (véase el 
lema 3.2.2). Debido a que p C r,  tenemos que w(X,p) = d ( X , p )  5 
d ( X ,  r )  = w ( X ,  r )  = K .  

Para cada n E w 
denotemos por p ,  a la proyección de X(K)" sobre el factor X ( K ) ,  y 
consideremos la composición fn = p,, o f : A -* %(K),,. Entonces 
fn(A) C. X(n) \ P. Fijemos un encaje e : ( X , p )  - P (esto es posible 
ya que P es homeomorfo a "(n)). Sea {U, : n E w} una farniiia de 
conjuntos p-abiertos tal que A = r]nEw U, y clJ,,,.~ c U, para cada 
n E w. Luego definimos funciones continuas gn : A U (X \ U,,) - E ( K )  
como sigue: 

Sea f : ( A , p t A )  + Y un homeomorñsmo. 

fn(z) si z E A; 
e(x) si z E X \ ü,,. gn[z) = 

Por el teorema de Dugundji IS], se puede extender cada 9% a una función 
continua in : X + E ( K ) .  

Afimiamos que la familia {S, : n E w} separa las puntos en X .  En 
efecto, los pnntos de A se separa ya que f es una función inyectiva. 
Dadas z1 y 22 de X \ A,  existe n E w tal que {q,x2} C X \ U,, por 
lo tanto &(q) = e(zl) # e(z2) = sn(x2). Si z E X \ A ,  existe n E w 
tal que x E X \ U,. Entonces in separa el punto x de A debido a que 
&(A) = fn(A) C 'Wn) \ P Y i&) = e(.) E P. 

Finalmente, considemos el producto diagonal 

9 = & E W i ? I  : ( X , p )  - W)". 
La función g es continua, inyectiva y la imagen 2 = g ( X )  es un espacio 
metnzsbie mnexo. En efecto, tenemos que g(A) = f(A) = Y C 2. 
Como Y es conexo y denso en 'H(n)", Y es denso en 2 y 2 es conexo. 
De tal manera, existe una tapoiogia metrizable conexa T' para X con 
T I C p C _ r  O 

COROLARIO 3.2.7 Un espacio metnzabie X de peso K > Y con 
c f (n)  > w admite una subtopolqh metnzabie conexa. 

P R ~ B L E M A  3.2.8. *Es c z d o  qui cnda espaczo metnuibie de peso 
> 2" adnute una subtopología metnzable conexa? 
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3.3. SUBESPACIOS DE ESPACIOS METRlZABLES CONEXOS 

3.3. Subespacios de espacios metrizables conexos 

conexas en subespacios de espacios metrizables conexos. En la siguiente 
proposición tratamos los subespacios abiertos. 

PROPOSICIÓN 3.3.1. Cada subespacio abierto no vaeco de un eqm- 
cio metrilable conezo admite una condensación sobre un espacio me- 
trizable conexo. 

DEMOSTRACIÓN. Sea Y un subespacio propio abierto no vacío de 
un espacio metrizable conexo X. Entonces [Y( 2 1. Sean yo E Y un 
punto cualquiera y F = X \ Y. Escogemos dos conjuntos abiertos U, V 
ajenos entre si tales que F E IF y yo E V .  Como F es c e d o  en un 
espacio perfectamente normal, existe una famiiia U = {U, : n E u} 
de conjuntos abiertos en"x tal que F = nu. Se puede escoger U 
de tal manera que U0 = U y u,,+, C U, para cada n E w. Sea 
V = { V, : n E u }  una base numerable en 310 tal que V, = V y vn+l C V, 
para cada n E u. Observe que U, n V, = 0 para todm n, m E w. 

Considere el conjunto cociente 2 obtenido de X al identificarse 
todos los puntos de F U {yo} con un punto zo E Z. Sea q : X -+ 2 la 
proyección. En el conjunto Z definimos una topología T como sigue: 

en los puntos Z \ {a} la topología T coincide con la topología 
cociente usual T ~ ,  es decir, si a @ U, entonces U es abierto, si 
y sólo si, q-'(ü) es abierto en X; 
en el punto topología T está definida por medio de la base 
local E,, = {q(C,,) : n E u}, donde C,, = U, U K. 

Notemos que q : X -i (2, T) es continua ya que T T~ ( observe que 
C, = q-'q(C,,) es abierto en X). Tenemos que Z es un espacio conexo 
siendo imagen continua del espacio conexo X. Falta demostrar que 2 
es metrizable. 

Es claro que 2 es Ti. Para probar que Z es reguiar es suficiente 
verificar la regularidad en el punto %. Primero, notamos que q(rn ü v,,) = q(¿?,,) es cerrado en Z para cada n E u. Efectivamente, si 
z E Z\ q(C,), entonces z # y q-'(z) = {z} para algún z E x \C,,. 
Esto es, existe un conjunto abierto W C X tal que x E W y W n (5, = 
0. Por la definición de la topología T tenemos que q(W) es abierto 
en (Z .T ) .  Es claro que q(W) n q(Cn) = 0. Además, tenemos que 
C,+1 c ¿5,+, c C,,. Por io tanto, 
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En esta sección se establecen dos resultados acerca de las subtopologías 

q(Cnt1) = 4 ( C l + d  c 4C"). 

Por lo anterior. Z es un espacio regular. 
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Ahora demostraremos que 2 tiene una base u-localmente finita. 
Para cada n E w ,  sea d,, una familia u-localmente finita en X que 
forma una bese para el subespacio X \ (u,, U vn). Entonces B,, = 
q(d,,) = {q(A) A E A} es una familia u-localmente h i t a  en 2, ya 
que la .r-vecindad q(ü,, U V,) de ZQ no intersecta ningún elemento de 
B,, A continuación consideremos la familia 13 = B,, U Un& B,,. Es 
claro que la familia B es u-localmente finita y es una base para 2. 

Hemos demostrado que 2 es un espacio metrizable conexo. El 
o mapeo q IY es la condensación de Y sobre 2 

Se sabe que si A es un subconjunto numerable de un espacio com- 
pacto metrizable X, entonces el complemento X \ A admite una con- 
densación sobre un espacio compacto metrizable (véase el problema 
305 del cap. 111 en [5]).  Modificando el argumento en [5] se puede 
demostrar que X \ A admite una subtopología metrizable conexa si X 
es un espacio metrizable conexo y A X es numerable. De hecho. 
en el teorema 3.3.7 se establecerá el resultado más general: si D es un 
subconjunto u-discreto de un espacio metrizable conexo X, entonces el 
complemento X \ D admite una subtopología metrizable conexa. 

Una cubierta de conjuntos cerrados ajenos entre si en un espacio 
topológico X se llama una partzczón de X Una partición P de X es 
wntznua si para cada elemento P E P y para cada conjunto abierto 
U con P E U existe un conjunto abierto V c U tal que P V y si 
P’ E P y P’nv f @, entonces P’ 5 U. En la demostración del teorema 
3.3.7 usaremos un resultado conocido (véase, por ejemplo, el problema 
322 del cap. I en [5] o el teorema 9.9 en [30]) que demostraremos en 
la proposición 3.3.3. 

LEMA 3.3.2. Una partición P de X es wntanua sz y sólo sa pam cada 
P E P y para cada abaerto U con P C U e m t e  un  conjunio abaerto V 
y una subfamiha P’ C P tales que P E V C U y V = U{P : P E P‘} 

DEMOSTRACIÓN. Venfiquemos que la condición es necesaria Sean 
P una partición continua de X, P E P y U un conjunto abierto tal 
que P C ü. Vamos a construir por inducción una familia de conjuntos 
abiertos {K z E w }  tal que P 5 V,  G K+1 C ü paracadai E d y si un 
elemento P’ E P intersecta r/l para dgún z E w ,  tenemos que P C U 

Por la definición de una partición continua existe un abierto W tal 
que P c 55- U y para cualquier P’ E P que intersecta W tenemos que 
P‘ C 1: Ponemos V, = LV Si hemos construido V,  para cada z 5 I;, 
entonces otra vez aplicando la misma definición para cada P’ E P con 
P‘ n V, f 0 escogemos un conjunto abierto Wp tal que P C_ W p  C U 
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y si P' E P intersecta W,, entonces P' C U .  Para terminar la 
construcción hacemos &+I = & U U{ W p  : P E P, P n h # B)). 

Ahora tomemos V = UIEYK. Si un elemento P' E P intersecta 
a V ,  entonces existe i E w tal que P' n K # 0. Por la construcción 
tenemos que F" K+' V .  Debido a que todos los elementos de P 
son ajenos entre si y cubren todo X, existe un subconjunto 'P' de P 
tai que V = u{P : P' E P'}. 

La suficiencia es evidente. O 

PROPOSICIÓN 3.3.3. Sean X y Y dos espacios Ti. Un mpw co- 
ciente f de X sobre Y es cenuaó sa y sólo si la partición 3 = {f-'(y) : 
y E Y} de X es continua. 

DEMOSTRACI~N. Es fácil ver que la condición es necesaria. En 
efecto, sean f un mapeo cociente cerrado, F = f-'(y) para aigún 
y E Y y U un conjunto abierto en X tal que F ü. Entonces 
G = f-l(Y \ f ( X  \ U)) es abierto en X, F C G C U y f-'f(G) = G 
. 'Si F' E 3, es decir, F' = f-'(y') para aigún y' E Y y F' n G # 0, 
entonces F' = f-'(y') C f-'f(F'íl G) c G. Por la definición, la 
partición 3 es continua. 

Verifiquemos que la condición es suficiente. Supongamos que la 
partición 3 = {f-'(y) : y E Y} es continua. Sean A cualquier conjunto 
cerrado en X e y un punto arbitrario de Y \ f ( A ) .  Consideramos 
F = f-'(y) E 3 y U = X \ A. Tenemos que F C U y, según el 
lema 3.3.2, existe en X un conjunto abierto V tal que F C V U 
v V = U{F' : F' E F'} para alguna subfamilia 3' c 7. Entonces 
f-'f(V) = V, por eso f ( V )  es abierto en Y. Tenemos que y E f(V) y 

o 
Se requieren dos lemas para la demostración del teorema 3.3.7. 

Recordamos que un espacio X se llama perfecto si cada conjunto cer- 
rado no vacío en X es Ga. 

LEMA 3.3.4. En un espacio perfecto, cada conjunto u-discreto es la 
unión numerable de conjuntos cerrados discretos ajenos dos a dos. 

DEMOSTRACIÓN. Sea D un conjunto u-discreto en un espacio per- 
fecto x. Entonces D = &Ev c k ,  donde cada c k  es discreto y se puede 
suponer que c k  n Ci = 0 si k # 1. Si para ai& k E w el conjunto C, 
no es cerrado, entonces F k  = c k  \ C, es cerrado en ck; por IO tanto, 
es cerrado también en X. Debido a que X es perfecto, tenemos que 
Fk = n,,, Ok.i, donde cada 0k. i  es abierto en X y se puede suponer que 
0k.,+1 c 0 k . i  para cada i E u. Definimos Ck.0 = c k  \ 4 . 0  = c k  \ ok.0  

y sea ~ k . 0  = ~ k . 0 .  Para cada i 2 I sea ek., = C k  \ 0 k . z  = C, \ 0 k . i  y 

f ( V )  n f(A) = 0. Esto demuestra que f ( A )  es cerrado en Y. 

- 
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Ck,, = 
Ck, por lo tanto, es cerrado también en X. Además tenemos 

\ (U,,, Ck,>)  Es claro que cada C S , ~  es discreto y cerrado en - 

u ck,i = u 
rEw i E W  i E u  %€a 

= u (ck \ %) = ck \ n 0 k . t  = ck \ Fk = ck 

Sea q5 : wz --t w una biyección. Si ponemos Dm(k,,) = ck,x, tenemos que 
D = UnEw D,. Para cada n E w , el conjunto D, es cerrado y discreto 

o 
En la demostración del lema siguiente usaremos un teorema de suma 

numerable para dimensión (véase 7.2.1 en [9]) que establece lo sigui- 
ente: 

TEOREMA 3.3.5. Sa un espacao n o n a l  X admate una cubierta nu- 
membk {F,}jEw de conjuntos cerrados tal que dim F, 5 n pam cada 
j E w, entonces dm X < n. 

LEMA 3.3.6. Sea X un espacro metnzable conexo con 1x1 > 1. Sa 
D X es un conjunto a-dismio,  entonces X \ D es denso en X .  

DEMOSTRACI~N. Supongamos que existe U C D abierto no vacío 
en X. Ya que X no tiene puntos aislados, U es infinito. Por el lema 
3.3.4 podemos expresar D como la unión numerable de los conjun- 
tos cerrados y discretos ajenos dos a dos: D = UnEvDn. Entonces 
U = LEw U,, donde U, = U n O,,. Cada conjunto U,, es cerrado y 
discreto en U. De tal manera tenemos que U es la unión numerable de 
conjuntos cerradw de dimaasión cero. Del teorema de suma numera- 
ble pera dimensión se sigue que el espscio U es de dimensión cero. Por 
consiguiente, existe una base B para U de conjuntos abiertos y cerrados 
en ü. Sea E E B un conjunto no vacío tal que B C d,y(B) C ü En- 
tonces B = &(E) = ~1x15) es un conjunto propio abierto y cerrado 
en X, que contradice la conexidad de X O 

un espacao metnzable conexo (no com- 
pacto). Si D C X es un con3unto o-drsmto,  entonces X \ D se puede 
condensar sobre un espano metritabie conexo (no compacto) 

DEMOSTRACIÚN. Por el lema 3.3.4 se puede presentar D como D = 
Una D,, donde cada 0, es cerrado y discreto y D, n D, = 0 si 
m # n. Enumeremos los elementos de D, como : LY E A,,}. 
donde /An/ = ID,]. Debido a que X es normal por colecciones. para 
cada n E w existe una familia discreta V, = {V,,, : a E ‘4,) tal que 
Vn,, n 0, = {d,,.=). Sea p una métrica sobre X que genera la topología 
de X Designamos 

y D, n D, = 0 si m # n 

TEOREMA 3.3.7. sea 

O(S. t )  = {y E x . p(.. y) < t} 
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Para cada n E w vamos a definir de manera inductiva un conjunto 
C, = { x , , , ~  : a E An} tal que se cumplan las condiciones siguientes: 

(i) Cn C X \ D; 
(ii) C, es cerrado y discreto en X; 

(iii) p ( ~ ~ , ~ , & i , ~ )  <: l / (n  + 1) para cada Q E A,; 
(iv) la función 'p : D -+ C = UnEw C, definida por ~(6,~) = In,a 

Sea n = O. En vista del lema 3.3.6, X \ D es denso en X. Por lo tanto, 
para cada Q E tenemos 

es una biyección. 

W O , ~  = (V,,, n O(&,,, 1)) n (X \ D) # 0. 
Para cada a E & escogemos un punto %O,,, E W O , ~  s VO+. Tenemos 
que p ( z ~ , ~ , & , , , )  < 1 y el Conjunto CO = : Q E &} s X \ D es 
cerrado y discreto en X, debido a que la familia {VO,~ : a E &} es 
discreta. 

Supongamos que ya están construidos los conjuntos C,, para cada 
n 5 k. El conjunto D U C, es u-discreto y, por el lema 3.3.6, 
X \ (D U UnSk C,) es denso en X. Por lo tanto, para cada Q E Ak+l se 
puede escoger un punto 

zk+i.a E (I/k+i.a n o(&+i,e, 1 / 8  + 2))) n X \ ( D u  u Cn) . ( n<li 1 
Es fácil ver que para el conjunto C k + i  = {zt+l,, : a E A k + I }  se cumplen 
las condiciones (i)-(iii); esto termina nuestra construcción. &i claro que 
el conjunto C = UnEw C, satisface (iv). En particular, C, n C, = 0 si 
n # m .  

Ahora consideramos la siguiente partición de X :  

P = { { I , , ~ , & , ~ }  : n E u, a E A,}U{{z} : I E X \ (CUD)}.  

Afirmamos que P es una partición continua. Para demostrarlo, primero, 
notemos que para cada n E u, el conjunto iJ,,,(C, U D,) es cerrado 
y discreto en X. Por lo tanto, para cada z E X existe una vecindad 
abierta V(n, x) de z que no intersecta el conjunto (iJm<,,(C,,, U D,)) \ 

Sea {z} E P y fijemos E > O. Escojamos n E w tal que 2/(n + 1) < 
E .  Definimos (I, = O(z, i / (n+i))nV(n,z) .  Tenemos que üz c O(Z,E) 
y U, n U,,,(C, U D,) = 0. Si Q,,, E U, para algún k 2 n y a E At ,  
entonces 

(4 . 
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Es decir, dk,, E O(z, E ) .  Anáiogamente, si para algún p 2 n y 01 E A, 
tenemos que E U,, entonces zP,* E O(Z,E). Es decir, si P E P 
intersecta a üz, entonces P C O(z, E ) .  En consecuencia, P es continua 
en todos los elementos que constan de un punto. 

Ahora tomemos un elemento P = { ~ ~ , , , d , , , ~ }  E P y su vecindad 
Onaa = O(znPi c)UO(dn,n, E )  para un número arbitrario E > O. Elijamos 
t E w tal que 2 / ( t  + 1) < E Sea 

Un,, = (O(Zn,a> i/(t + 1)) n V ( t , z n , m ) ) U ( O ( d n p  1/(t + 1)) n V ( t ,  &,e)) 

Tenemos que Un,, C On,, Y Un,, n (UmJCm u Dm) \ {zn,a,  dn,,}) = 0. 
Sea P' = { z k , ~ ,  d k s }  un elemento de 73 que intersecta a U,,,a. 

Si Zk.0 E U,,,, entonces tenemos que k 2 t y se cumple por lo 
menos uno de los siguientes desigualdades: 

Si se cumple (i), entonces 

es decir, dk.0 E O(Z,,,~, E )  c On,,. Si se cumple (ii), entonces 

Otra vez tenemos que dk.0 E O(&,,,€) C On,, y, par io tanto, í" C 

entonces de forma similar se verifica que zk,p E O,,,, 
es decir, P' c O,,,,. Esto demuastra que P es continua en el elemento 
{ ~ , , , ~ , d , , , ~ } .  De tal manera hemos demostrado que la partición P es 
continua. 

Sean Y = X / P  el espacio cociente y q . X 4 Y el mapeo natural. 
Evidentemente Y es Ti Coma P es continua, q es un map- cerrado. 
Debido a que las fibras q-'(g) son compactas , tenemos que q es per- 
fecto. Por lo tanto Y es metrimble y conexo como la imagen perfecta 
de un espacio metrizable conexo. Además, si X no es compacto, Y 
tampoco lo es. Por la definición de P ,  la restricción z = q r(X \ D )  
es un mapeo continuo inyectivo y sobre, es decir, z . X \ D - Y es la 

On,,. 
Si dk.0 E 

condensación requerida. u 
COROLARIO 3.3.8. El espacio de los números zmczonales  admete 

una  topologiB rnetnzable sepambie cancra no compacta m á s  débzl que 
la topolopía euelideana. 
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DEMOSTRACIÓN. Si W es el espacio de los números reales y Q el 
conjunto de los racionales, entonces el espacio de los números irra- 
cionales P = W \ Q. En vista del teorema 3.3.7 existe la condensación 
i : P -+ Y cobre un espacio Y metrizable conexo no compacto. Es 

u 
Notemos que en realidad el espacio P se condensa sobre cualquier 

espacio polaco ( es decir, espacio métrico completo separable) sin pun- 
tos aislados (véase Sección 37 Teorema 2 en [19]); en particular, sobre 
la recta real W. 
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claro que Y tambíen es separable. 

COROLARIO 3.3.9. Un espacio metrizable de peso 5 Y que contiene 
a un  subespacio cenado homeomorfo a los números irracionales admite 
una condensación solye un espacto metkable  separable conexo. 

. . ..,e 
DEMOSTRACIÓN. Aplicamos el corolario 3.3.8 y el teorema 3.1.6. 

o 
L 

COROLARIO 3.3.10. Sea Y un eapacio homeomorfo a uno de los 

a) X x P, donde X es un espacio metritable de peso 5 Y y P 

b) n,,- X,,, donde cada X,, es un espacio metrizable no compacto 

siguientes espacios: 

es el espacio de los inacionales; 

de peso 5 Y .  
Entonces Y tiene una subtopología metrizable sepamble conexa. 

DEMOSTRACI~N. El espacio Y contiene un conjunto cerrado home- 
omorfo al espacio de los irracionales. En efecto, en el caso a) esto es 
obvio; en el caso b) tenemos que cada X,, contiene un conjunto nu- 
merable iníinito que es cerrado y discreto, por lo tanto, Y contiene un 
conjunto cerrado F Z Nu, que a su v a ,  es homeomorfo al espacio de los 
irracionales. Ya que Y en ambos cawa es un espacio metrizable de peso 
5 Y, aplicamos el corolario 3.3.9 para terminar la demostración. O 





Conclusiones 

En la tesis se han desarrollado dos lineas de investigación rela- 
cionadas con espacios conexos: conectificaciones por trayectorias y con- 
densaciones sobre espacios conexos. 

En la primera parte (Capítulo 1 y Capítulo 2) se establecieron los 
resultados nuevos acerca de los espacios conectiñcables por trayectp 
rim. En el Capítulo 1 demostramos que los espacios de HausdorfI 
localmente compactos no compactos, así como los espacios normales 
OPC admiten conectificaciones unipuntuales por trayectorias si y sólo 
si cada componente de conexidad por trayectorias contiene a un sub- 
conjunto cerrado homeomorfo ai intervalo [O, 1). En el Capítulo 2 los 
resultados más interesantes se encuentran en los teoremas 2.2.3 y 2.2.8. 
Estos teoremas establecen dos clases de espacios metrizables que tienen 
conectiñcaciones por trayectorias metrizables: espacios OPC metri- 
zables con componentes de conexidad por trayectorias no localmente 
compactas y espacios metrizables localmente conexos por trayectorias 
con componentes de conexidad no compactas. Claro que esta linea de 
investigación no está cerrada. Queda abierto el problema de caracteri- 
zar los subespacios de R* que admiten una conectiñcación unipuntual 
por trayectorias. Además, no se sabe si existe un espacio metrizable 
con componentes de conexidad por trayectorias abiertas no compactas 
que no es conectiñcable por trayectorias (véase el problema 2.2.4). 

En la segunda parte de la tesis (Capítulo 3) presentamos los resulta- 
dos sobre subtopologías conexas. Dedujimos que un espacio metrizable 
X de peso 5 Y admite una subtopología metrizable separable con- 
si X contiene a un subconjunto cerrado que se puede condensar s ~ -  
bre un espacio metrizable no compacto conexo (3.1.6). Otro resultado 
dice que todo espacio metrizable de peso > Y con extensión alcanzable 
tiene una subtopología metrizable conexa (teorema 3.2.6). No obstante 
quedó abierta la pregunta si lo Último es cierto para cualquier espacio 
metrizable de peso > 2w (véase el problema 3.2.8). En la Última sección 
del Capítulo 3 planteamos el problema de caracterizar la clase de subes- 
pacios de un espacio metrizable conexo que tienen una subtopología me- 
trizable conexa. Hemos demostrado que subespacios abiertos y también 

' 
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complementos de subconjuntos u-discretos son de dicha clase (3.3.1 y 
3.3.7). En esta dirección podemos seguir, investigando, por ejemplo. si 
un conjunto denso de tipo Gs en un espacio metrizable X admite una 
condensación sobre un espacio metrizable conexo. 
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