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Introduccién

Hace 26 afios en el articulo {20] sobre los espacios LOTS densa-
mente ordenados, Neumann-Lara y Wilson demostraron que todo es-
pacio metrizable fuertemente cero-dimensional sin subespacios abiertos
compactos tiene una compactificacién conexa. De este resultado surgié
la idea de estudiar los espacios que admitan un encaje denso en espa-
cios conexos. El estudio profundo de tales espacios se inicié en (28] por
Watson y Wilson. Los casos de espacios T y 7) resultaron ser triviales
(véase [29]):

- Todo espacio Tp se puede encajar densamente en un espacio
Ts conexo. -

- Un espacio X en el cual se cumple el axioma 77 admite un
encaje denso en un espacio T; conexo si y sélo X no tiene
puntos aislados.

Por lo tanto, la atencién se concentr en el caso de espacios de Haus-
dorff. Se dice que un espacio de Hausdorff X es conectificable si X
se puede encajar densamente en un espacio de Hausdorff conexo Y.
En este caso Y se llama conectificacion de X. Es facil ver que si X
es conectificable, entonces X no puede contener subconjuntos abiertos
propios no vacios H-cerrados (y como consecuencia, no tiene puntos
aislados ni tampoco subespacios abiertos compactos). En [29], Wat-
son y Wilson dieron la caracterizacién compieta de la ciase de espacios
numerables conectificables:

- Un espacio de Hausdorff numerable X es conectificable si y
s6lo si X no tiene puntos aislados;

- Todo espacio de Hausdorff numerable, conectificable y primero
numerable admite una conectificacién numerable primero nu-
merable.

Aunque la caracterizacién completa de espacios de Hausdorff conecti-
ficables no se conoce todavia, en los articulos [29, 24] se han hecho
avances significativos. Asi, las siguientes clases de espacios T; resul-
taron ser subclases de la clase de espacios conectificables:
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- Tychonoff con una base numerable y sin puntos de compacidad
local [29];

- paracompactos primero numerables con una w-base o-local-
mente finita (en particular, metrizables) sin subespacios abier-
tos compactos [24].

Por otra parte, en {29} se presenta un ejemplo de un espacio Tychonoff
sin subespacios abiertos compactos que no admite una conectificacién
de Hausdorff.

~ En los articulos [1, 2, 15] se continda el estudio de la clase de
espacios conectificables dando enfoque a la existencia de conectifica-
ciones de Tychonoff, o bien, metrizables. Los autores del articulo [1]
establecieron lo siguiente:

- Si X es un espacio metrizable separable sin subespacios abier-
tos compactos, entonces X se puede encajar densamente en
un continuo metrizable.

- Si X es un espacio metrizable localmente separable sin subes-
pacios abiertos compactos, entonces X admite una conectifi-
cacién de Tychonoff.

En el mismo articulo se pregunta si un espacio metrizable sin subes-
pacios abiertos compactos tiene una conectificacién metrizable. Gruen-
hage y otros en [15] respondieron negativamente presentando un ejem-
plo adecuado, pero establecieron un resultado positivo:

- Si un espacio metrizable X se puede encajar densamente en un
espacio metrizable Y tal que cada subconjunto abierto-cerrado
de X tenga un punto limite en Y\ X, entonces X admite una
conectificacién metrizable.

- En particular, de este resultado se deduce que:

- Cada espacio metrizable sin puntos de compacidad local ad-
mite una conectificacion metrizable.

Notamos gque el estudio de los espacios conectificables no se ha ter-
minado por que hay varias preguntas sin resolver (véase, por ejemplo,
[1, 2]). Mencionamos aqui dos problemas:

- Sea X un espacio Tychonoff con una red numerable sin subes-
pacios abiertos compactos. jAdmite X una conectificacién de
Tychonoff?

- Sea X un espacio metrizable separable sin subespacios abiertos
compactos. ;Admite X una conectificacién de Tychonoff?

En 1999, Fedeli y Le Donne formularon en [10] el problema de en-
caje denso en un espacio conexo por {rayectorias y en sus articulos re-
cientes {11, 12, 13] lograron avances esenciales en dicha problemstica.



INTRODUCCION 3

Un espacio de Hausdorff X se llama conectificable por trayectorias si
X se puede encajar densamente en un espacio de Hausdorff Y conexo
por trayectorias. En este caso llamaremos a Y conectificacidn por tra-
yectorias de X. Segin Fedeli y Le Donne [12], a los espacios cuyas
componentes de conexidad por trayectorias son abiertas, los llamare-
mos espacios OPC. '

En el articulo [10] se establece que

- Un espacio T) se puede encajar densamente en espacio T}
conexo por trayectorias si y s6lo si no tiene puntos aislados.

Si considerarmos el caso de espacios de Hausdorff numerables ya se nota
la diferencia entre la clase de espacios conectificables y la de espacios
conectificables por trayectorias. Si Q@ es el espacio de los racionales
y p es un ultrafiltro abierto libre en @, entonces el espacio Q U {p},
donde las vecindades abiertas de p tienen la forma {p} U F con F €
p, es de Hausdorff numerable sin puntos aislados y, por lo tanto, es
conectificable. Fedeli y Le Donne prueban en {10] que este espacio no
admite ninguna conectificacién por trayectorias. En el mismo articulo
se establece que

- Un espacio de Hausdorff numerable y primero numerable es
conectificable por trayectorias si y sélo si no tiene puntos ais-
lados.

En el articulo [11] se consideran subespacios de la recta real R y se
pregunta si es cierto qué un subespacio X de R es conectificable si y s6lo
si X es conectificable por trayectorias. Aunque la respuesta es negativa
en general (el subespacio {0}UU{(1/(2n+2),1/(2n+1)] : n € NU{0}}
de R es conectificable, pero no es conectificable por trayectorias [10]),
la situacién es diferente si se consideran conectificaciones unipuntuales
por trayectorias. Se dice que Y es conectificacidn unipuntual (por
trayectorias) de X si Y es una conectificacién (por trayectorias) de X
v {Y \ X| = 1. En efecto, en [11] se estabiece el siguiente teorema:

Sea X un subespacio de R. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:
(i) X tiene una conectificacién unipuntual;
(ii) X tiene una conectificacién unipuntual por trayectorias;
(ili) cada componente de X es abierta y no compacts;
{iv) X es localmente conexc y cada componente de X no es
compacta.

Ademds, los autores de [11] muestran que la situacién es diferente en el
caso del plano euclidiano. Por ejemplo, si F es el abanico de Knaster-
Kuratowski (véase {9], 6.3.23) y X = F\ {(1/2.1/2)}, entonces F es
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una conectificacion unipuntual de X, pero X no admite una conecti-
ficacién unipuntual por trayectorias. Motivados por algunos contrae-
jemplos, Fedeli y Le Donne propusieron el problema de caracterizar
espacios de Hausdorff que tienen una conectificacién unipuntual por
trayectorias.

En el Capitulo 1 de esta tesis presentamos algunos resuitados rela-
cionados con el problema que acabamos de mencionar. En particu-
lar, se establece una condicién necesaria para que un espacio de Haus-
dorff tenga una conectificacion unipuntual por trayectorias (proposicién
1.1.1); también demostramos que si un espacio de Hausdorff X tiene
esta condicién y es localmente compacto pero no compacto (teorema
1.1.2) o.bien, es normal y OPC (teorema 1.1.6), entonces X tiene una
conectificacién unipuntual por trayectorias. Por otro lado, presenta-
mos un ejemplo de un espacio metrizable separable que tiene dicha
condicién necesaria pero no admite una conectificacién unipuntual por
trayectorias (véase 1.1.7).

En el articulo [12], Fedeli y Le Donne investigan los espacios cuyas
componentes de conexidad por trayectorias son abiertas (espacios O PC).
En particular, se considera el espacio L x {0,1}, donde L es la recta
larga, como un ejemplo de espacic OPC sin subespacios abiertos H-
cerrados que no admite ninguna conectificacién por trayectorias. Ade-
més, notamos que cualquier continuo en el plano euclidiano que no es
conexo por trayectorias nos da un ejemplo de espacio métrico segundo
‘numerable sin subespacios propios abiertos compactos que no admite
una conectificacién por trayectorias [10].

Desarrollamos el tema considerando espacios OFPC' regulares o me-
trizables en el Capitulo 2 de la tesis. Alli demostraremos un resultado
auxiliar (lema 2.1.1) que serd la herramienta principal para obtener los
siguientes resultados:

- Un espacio OPC de Hausdorff (regular) y primero numerable
con componentes de conexidad por trayectorias no localmente
tenuemente compactos admite una conectificacién por trayec-
torias (regular) primero numerable (2.2.1).

- Un espacio OPC de Hausdorff {regular) segundo numerable
con componentes de conexidad por trayectorias no localmente
H-cerrados admite una conectificacién por trayectorias (regu-
lar} segundo numerable {2.2.2).

- Un espacio O PC' metrizable tiene una conectificacion por tra-
vectorias metrizable si sus componentes de conexidad por tra-
vectorias no son localmente compactas (2.2.3).
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- Un espacio metrizable localmente conexo por trayectorias con
componentes 0o compactas tiene una conectificacién por tra-
yectorias metrizable (2.2.8).

En la segunda parte de la tesis (Capitulo 3) se estudia la exis-
tencia de subtopologias conexas. Se dice que un espacio (X, ) tiene
una subtopologia 7’ si 7’ es una topologia para X més débil que 7, es
decir, 7’ C 7. Notamos que un espacio (X, 7) admite una subtopologia
conexa si y sélo si (X, 7) se puede condensar sobre un espacio conexo.

Si un espacio X tiene una subtopologia con una cierta propiedad
clésica (compacidad, metrizabilidad, conexidad), entonces esto puede
darnos alguna informacién 1til sobre la topologia original de X. Un
problema viejo de Alexandroff era la existencia de subtopologias com-
pactas. En este tema podemos mencionar los trabajos de Parkhomenko
{21, 22}, Pytkeev [25] y Smirmov [26]. Parkhomenko, en particular,
ofrecié un método general para la construccién de ejemplos de espacios
segundo numerables que admiten subtopologias compactas. Smirnov
usaba subtopologias compactas para obtener aplicaciones en la teoria
de dimensién. Entre los resultados de Pytkeev mencionamos los sigui-
entes (véase los teoremas 1 y 3 en [25]):

Si X es un espacio topoldgico homeomorfo a un conjunto de
Borel no o-compacto de un espacio métrico separable com-
pleto, entonces X se puede condensar sobre I¥;

Si X es un espacio metrizable de peso x con x = k“, entonces
X tiene una subtopologia homeomorfa a la potencia nume-
rable (J(x))¥ del erizo con x espinas; ademds, X tiene una
subtopologia compacta homeomorfa a (J(s),7)*, donde T es
una topologia compacta para el erizo J(x) més débil que la
usual.

Los espacios que tienen subtopologias metrizables (espacios submetriz-
ables) también han sido estudiados profundamente. Aqui mencionamos
dos resultados (se puede encontrarlos, por ejemplo, en el articulo pano-
ramico de Gruenhage [16}): cada espacio paracompacto con diagonal
Gy es submetrizable; si Y es una imagen regular de un espacio metri-
zable bajo un mapeo continuo cerrado, entonces Y es submetrizable.
En 1996, Tkachenko, Tkachuk, Uspenskiv y Wilson empezaron los
estudios de subtopologias conexas en [27]. El caso de los espacios
To v T) resulté ser ficil. Los autores mostraron que cada espacio Ty
admite una subtopologia Tp conexa y cada espacio 7} X de cardinal-
idad > 1 tiene una topologia 7, més débil conexa si y sdlo si X es
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infinito. La situacién no trivial surge cuando se requiere una subto-
pologia conexa de Hausdorff o regular. En este mismo articulo se es-
tablece que cada espacio regular no compacto con red numerable, asi
como, cada espacio de Hausdorff numerable que no es H-cerrado, ad-
miten subtopologias de Hausdorff conexas. No obstante, se quedaron
sin resolver los problemas de caracterizar los espacios de Hausdorff (o
regulares) que tengan subtopologias conexas de Hausdorff (o regulares).
Ultimamente los estudios de estos problemas han sido desarrollado en
[28, 23, 14, 17, 3]. La mayoria de los resuitados obtenides concierne
el caso de subtopologias conexas de Hausdorff. En [28, 23, 14], simul-
‘taneamente, se demostré que un espacio de Hausdorff disconexo con
una 7-base numerable admite una subtopologia de Hausdorff conexa si
y s6lo si X no es H-cerrado. Otra serie de resultados acerca de una
_clase de espacios de Hausdorff con base o-localmente finita fize obtenida
en [17, 3]. Primero, en {17] se probé que un espacio de dicha clase ad-
mite una subtopologia T, conexa si su peso es un cardinal sucesor.
Recientemente este resultado fue extendido en {3] para los espacios de
esta clase cuyo peso no es numerable.

~ Fl caso de espacios regulares, o bien metrizables, fue considerado en
[28, 17]. Por un teorema en [28], cada éspacio metrizable no compacto
con peso < 2¢ tiene una subtoepologia de Hausdorff segundo numerable
conexa; en [17] se establece que cada espacio metrizable no compacto
admite una subtopologia de Hausdorff conexa. Por otra parte, la unién
libre de un niimero numerable de copias de conjunto de Cantor es un
ejemplo de un espacio metrizable separable no compacto que no admite
" una subtopologia regular conexa {27]. No obstante, la existencia de
subtopologias regulares {0 metrizables) conexas no fue desarrollado en
los articulos mencionados.

En la tesis estudiamos la situacion cuando existen subtopologias

metrizables conexas. En el Capitulo 3 se establecen los siguientes re-
sultados:

- Un espacio regular X con red numerable admite una subto-
pologia metrizable separable conexa cuande X contiene a un
subespacio cerrado que se puede condensar sobre un espacio
regular no compacto conexo (3.1.4).

- Un espacio metrizable de peso < 2 admite una subtopologia
metrizable separable conexa si X contiene a un subconjunto
cerrado que se puede condensar sobre un espacio metrizable
no compacto conexo {3.1.6).

Ademads, se deduce que:
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- Un espacio metrizable de peso 2 admite una subtopologia
metrizable separable conexa (3.2.3).
- Un espacio metrizable X de peso > 2“ tiene una subtopologia
metrizable conexa si X tiene un subconjunto discreto cerrado
de cardinalidad igual al peso de X (3.2.6).
En particular, un espacioc metrizable X de peso £ > 2 con cf(x) > w
admite una subtopologia metrizable conexa. Se queda abierto el prob-
lema si cada espacio metrizable de peso > 2“ admite una subtopologia
metrizable conexa.

Se concluye el Capitulo 3 con la seccién 3.3 donde demostraremos
que subespacios abiertos y también complementos de subconjuntos o-
discretos de espacios metrizables conexos tienen subtopologias metri-
zables conexas. Como consecuencia, todo espacio metrizable de peso
< 2“ con una copia cerrada de los irracionales y, también, el producto
numerable de los espacios metrizables no compactos de peso < 2¥ ad-
miten una subtopologia metrizable separable conexa (3.3.9 y 3.3.10).

Los resultados contenidos en la tesis fueron expuestos en el Semi-
nario de Topologia del Departamento de Matematicas de la UAM (Izta-
palapa) y también, en el Seminario del Departamento de Matematicas
de la Universidad Jaume I, Espaiia.

La mayor parte de los resultados sobre conectificaciones por trayec-
torias est4n publicados en {7]., los resultados contenidos en el Capitulo
3 estén en [6].






Notacién y terminologia

En la tesis vamos a usar la siguiente notacién :

(X, ) - un espacio topoelégico con la topologia T;
Ti(i=10,1,2,3) ~ un axioma de separacién;

|X| - la cardinalidad del conjunto X;

w(X) — el peso de X;

rw(X) - el m-peso de X;

cf(x) — la cofinalidad del ndmero cardinal x;

w — el primer ordinal (y cardinal) infinito;

¢ — la cardinalidad del continuo igual a 2v;

R ~ la recta real con la topologia euclideana,

R? - el plano euclidesno;

Q - el subespacio de racionales en R;

[0,1],{0,1),(0,1),(a,b) y etc. - los subespacios correspondi-
entes de R;

I - el intervalo cerrado [0, 1} con la topologia euclideana;

I¥, R“ - las potencias numerables de [ y R, respectivamente;
J{x) ~ ¢l erizo con x espinas (véase {9}, 4.1.5);

H(x) — el espacio de Hilbert de peso «;

aX - la compactificacién de Alexandroff del espacio local-
mente compacto X;

@®{X, : s € S} - la suma topoldgica de los espacios X, con
s€S;

fAg - el producto diagonal de los funciones f y g con el mismo
dominio;

Dses fs — €l producto diagonal de las funciones de familia {f, :
s €S}

T]A - la restriccién de la topologia ™ a A, es decir, si (X, 7)
es un espacio y A C X, entonces rfA={UNA:U e 1};

= — el signo de un homeomorfismo, es decir, la expresién X =
Y significa que X es homeomorfo a Y;

clx A, cl.A, o simplemente, cl4, A (si no hay la posibilidad
de confusién) es la notacion para la cerradura del subconjunto
A en un espacio (X, 7).
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Un espacio X es conero por trayectorias si para cualesquiera dos
puntos x,, s de X existe un mapeo continuo f : I — X tal que f(0) =
1y f (1) = Iq.

Un espacio X es localmente conero por trayectorias si para cada
z € X y cada vecindad abierta U de = se puede encontrar una vecindad
abierta V de z tal que para cualquier y € V existe un mapeo continuo.
fil—Ucon f(0)=zy f(l) =y.

Notamos que un espacio localmente conexo por trayectorias es local-
mente conexc y cada espacio conexo localmente conexo por trayectorias
es conexo por trayectorias.

Siz € X, entonces la componente de conerided por trayectorias de z
en X es la unién de todos los subespacios de X conexos por trayectorias
que contienen a xz. Es fdcil ver que las componentes de conexidad por
trayectorias de dos puntos distintos son disjuntos o coinciden. Vamos a
decir que un espacio X es OPC si todas sus componentes de conexidad
por trayectorias son conjuntos abiertos en X. 5i X es un espacio OPC
entonces X = ®{X, : s € S}, donde {X; : s € S} es la familia de
todas las componentes de conexidad por trayectorias.

Un espacio de Hausdorff X es H-cerrado si X es cerrado en cada
espacio de Hausdorfl que lo contiene; se dice que un espacio X es
tenuemente compacto si cada familia localmente finita de subconjuntos
abiertos no vacifos de X es finita. Notemos que un espacio de Haus-
dorff X es H-cerrado si cada cubierta abierta tiene una subfamilia finita
cuya unidén es densa en X. A su vez, un espacio X es tenuemente com-
pacto si y solo si cada cubierta abierta numerable tiene una subfamilia
finita cuya unién es densa en X. Por lo tanto, cada espacio H-cerrado
es tenuemente compacto ¥ un espacic tenuemente compacto segundo
numerable es H-cerrado. En la clase de espacios metrizables los con-
ceptos de ser compacto y de ser tenuemente compacto coinciden. Un
espacio X se llama localmente H-cerrado si cada punto z € X tiene
una vecindad H-cerrada. Un espacio X se llama localmente tenuemenie
compacto si cada punto z € X tiene una vecindad abierta U tal que U
s tenuemente COMPActo.

Se dice que un espacio de Hausdorff X es conectificable (por trayec-
torias) si X se puede encajar densamente en un espacio de Hausdorff
Y conexo (por trayectorias). En este caso Y se llama conectificacidn
(por trayectorias) de X.

Un mapeo continuo f : X — Y se llama condensacion si f es una
biyeccién. Una topologia v para un espacio (X, 7) més débil que 7 se
lama subtopologic. Se dice que X admite una condensacion coneza si
existe una condensacién f de X sobtre un espacio conexo Y. Es claro
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que (X, 7) tiene una subtopologia conexa si y s6lo si X admite una
condensacién conexa.

Un espacio metrizable X tiene ertensidn alcanzable si X contiene a
un conjunto discreto y cerrado de cardinalidad igual al peso de X.
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CAP{TULO 1

Conectificaciones unipuntuales por trayectorias

En este capitulo consideramos algunos aspectos de la existencia
de una conectificacién unipuntual por trayectorias para un espacio de
Hausdorff. Recordamos que un espacio de Hausdorff X admite una
conectificacion por trayectorias si X se puede encajar densamente en
un espacio de Hausdorff Y conexo por trayectorias. Si [V \ X| = 1,
se dice que Y es una conectificacion unipuntual por trayectorias de
X. En la siguiente proposicién establecemos una condicién necesaria
para que un espacio Hausdorff tenga una conectificacién unipuntual
por trayectorias.

PROPOSICION 1.1.1. §i X es un espacio de Hausdorff que admite
una conectificacion unipuntual por trayectorias, entonces cada compo-
nente de conexidad por trayectorias de X contiene a una copia cerrada
del intervalo [0,1).

DEMOSTRACION. Sea Y una conectificacién unipuntual por trayec-
torias de X. Entonces Y = X U {p}, donde p ¢ X. Sean C una com-
ponente de conexidad por trayectorias de X y zo un punto cualquiera
de C. Debido a que Y es conexo por trayectorias, existe un homeomor-
fismo h: [0,1] — Y tal que A(0) = z¢ y A(1) = p (véase, por ejemplo,
[9] 6.3.12). Como la imagen J = k([0,1)) es conexa por trayectorias,
estd contenida en X e intersecta a C, tenemos que J C C. La imagen
7([0,1]) es un conjunto cerrado en el espacio de Hausdorff Y, por lo
tanto, J = X N A([0, 1]) es cerrado en X. O

A continuacién diremos que un espacio X tiene la propiedad CC si
cada componente de conexidad por trayectorias de X contiene a una
copia cerrada en X del intervalo semiabierto [0, 1).

TEOREMA 1.1.2. Sea X un espacio de Hausdorff localmente com-
pacto no compacto. Entonces X admite una conectificacion por trayec-
torias con un punto si y sdlo st X tiene la propiedad CC.

DEMOSTRACION. La necesidad se sigue de la proposicién 1.1.1. De-
mostremos que la propiedad CC es suficiente. Sean C una componente
de conexidad por trayectorias de .X y J C C un conjunto cerrado en

13
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X tal que existe un homeomorfismo h : [0,1) — J. Sea Y = X U {p}
la compactificacion de Alexandroff de X.

Consideramos la extensién & : [0,1] — Y de h tal que A(t) = A(t)
site(0,1)y h(1) = p. Afirmamos que k es continua. Basta probar
la continuidad de h en el punto 1. Sea V una vecindad abierta de
p=h(1) en Y. Entonces V = {p} U (X \ F), donde F es un compacto
en X. Como h~Y(F) = h~!(F) es un subconjunto compacto en [0, 1),
existe ¢ € (0,1) tal que h7}(F) C [0,t]. De tal manera, U = (,1] es
una vecindad abierta del punto 1 tal que A(U) € V, que demuestra la
continuidad de A. N

Por lo tanto, J U {p} = h([0,1]) es conexo por trayectorias y
CU{p} = CU{JU{p}) también lo es. Estogs cierto para cualquier com-
ponente de conexidad por trayectorias C de X. Puesto que Y = J{CU
{p} : C es una componente de conexidad por trayectorias de X}, ten-
emos que Y es conexo por trayectorias y es una conectificacion unipun-
tual por trayectorias de X. ' O

LEMA 1.1.3. Sean X un espacio de Hausdorff localmente compacto
no compacto y Z cualquier extension Ty de X, en la cual X es denso.
SiY = X U {p} es la compaciificacion de Alezandroff de X, entonces
la funcion f: Z — Y talque f(z)=zsize X yflz)=psize Z\ X
es continua.

DEMOSTRACION.. Tomaremos cualquier subconjunto cerrado A C
Y y probaremos que f~!(A) es cei'rad(_) en Z. Notamos que A es un
compacto. Si A C X, entonces f~!(A) = A es compacto y por eso es
- cerrado en el espacio de Hausdorff Z. Sip € A, entonces f~'(A) =
(A\ {p}) U{Z \ X). Primero, notamos que X e5 abierto en Z debido
a que es localmente compacto y denso en Z, por lo tanto, Z \ X es
cerradoen Z. Ademss, A\ {p} = AN X es cerrado en X y por eso

cz(AN {p}) C (AN {p}) U (Z\ X).
Ahora tenemos:
clz(F~H(A) = dz ({A\ {ph) U (Z\ X))
=cz(A\ {pHU(Z\ X)
C (AN {PHU(Z\ X) = [7H4A).
De aqui se sigue que f~'(A) es cerrado en Z y queda demostrado que
f es continua. 0

TEOREMA 1.1.4. Si X es un espacio de Hausdorff localmente com-
pacto no compacto, entonces las siguientes condiciones son egquiva-
lentes:
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(i) X admite una conectificacién por trayectorias con un punio;
(if) X admite una conectificacidn por trayectorias;
(iii) la compactificacion de Alezandroff de X es coneza por trayec-
torias.

DEMOSTRACION. La implicacidn (i) = (i%) es evidente; (i1) = (14i)
se sigue del lema 1.1.3 y del hecho que las funciones continuas preservan
conexidad por trayectorias; (iii) => (i} es obvia. a

En el siguiente teorema presentamos otra clase de espacios que ad-
miten una conectificacién por trayectorias con un punto.

TEOREMA 1.1.5. Sea X un espacic normal (respectivamente, me-
trizable) con un nmimero finito de componentes de conexidad por trayec-
torias. Si X tiene la propiedad CC , entonces X admite una conectifi-
cacion unipuntual por trayectorias la cual es normal (respectivamente,
metrizable).

DEMOSTRACION. Denotamos por C,Cs, ..., Cp todas las compo-
nentes de conexidad por trayectorias de X. Entonces X = [ Jjn; Ck ¥
cada () contiene a un subconjunto Ji cerrado en X y homeomorfo
a [0,1). Sea fy : [0,1} — Ji el homeomorfismo respectivo (k =
1,2,...,m). Puesto que X es normal, podemos escoger subconjun-
tos abiertos 0y,0,,...,0mn en X tales que J C Oy O; NQ; = 0 si
t # 7. Paracada k = 1,2,...,m y cada n € N denotamos por Ji, la
imagen del intervalo semiabierto {(n — 1}/n, 1) bajo el homeomorfismo
fr- Notamos que todos los Ji, son cerrados en X.

Ahora nuestro propdsito es construir para cada k =1,2,...,m un
sistema Uy = {Uy, : n € N} de subconjuntos abiertos en X con las
propiedades siguientes:

(1) Jk,'n g Uk,n g dXUk.n g Ok;
(ii) clx Uk.n-{-l - Uk‘n;
(ili) elxUgn+1 N fi([0, (n — 1)/n]) = &
(iV) nz.;l CIXUk,n = @
Primero, para cada &, 1 < k < m construiremos un sistema {Vi, :
n € N} de conjuntos abiertos en X con las propiedades semejantes a
(i)-(iii):

(i) Jen € Vin S elxVin C O,

(ii’) CIXVk.n+1 c Vk,n;

(iii') Cfka‘ﬂ.” N fk([O, (n - 1)/]’1]) = .

Sea Vi1 un conjunto abierto tal que Jy; € Vi C clxViy © Ok, Ya
que Ji2 € Vi1 \ {fi(0)}, se puede escoger un conjunto abierto Vi tal
que Jia2 € Viz v cxViz © Via \ {fx(0)}. Supongamos que n > 2
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y hemos escogido para todos ¢ < n les abiertos V;; que cumplen con
(i')-(iii’). Tenemos que Jin+1 € Vin \ fu([0, (» — 1}/n]) ¥ ahora se
puede escoger un abierto Vi 41 tal que Jiap1 © Vingr © clxViasr €
Vn \ £el[0, (n — 1)/n]).

Si 02, clxVin = 0, entonces ponemos Upn = Vi, para cadan €
N y la construccién del sistema i, termina. Supongamos que F' =
M, clxVin # 0. De la propiedad (iif') concluimos que F N Jp = 0.
Luego escogemos los conjuntos abiertos W, tales que Ji, © Wiy,
cxWinaNF =0y clxWipni1 C Wi, para cadan € N. Ahora ponemos
Ukn = Vin N Wi, para cada n € N. Afirmamos que el sistema Uy =
{Urm : n € N} tiene las propiedades (i)-(iv). En efecto, (i) y (iii) se
siguen inmediatamente de (i’) y (iii"). Falta demostrar que se cumplen
(i) y (iv):

clxUg a1 = clx(Vinar N Wenit) € elx(Vinst) N edx(Wenit)
g ‘/k,n N Wk,n == Uk,n;

o0 o0
ﬂ CIX Uk,n g ﬂ (dXVk,n M CtXWk,n)
n=1 n=1
o0 )
= m clxViea D m clxWin C FyaNelxWi, = @.
n=1 n=1]

As{ hemos construido el sistema Ux que tiene las propiedades (i)-(iv)
~paracadak=1,2,...,m. '
Ahora sea p un punto que no pertenece a X; considéremos un es-
pacio Y = X U {p} con la topologia siguiente:
[/ C X es abierto en Y siy sélo si I/ es abierto en X;
los conjuntos U, = {p} UUr., Ukn, 7 € w forman una base
para Y en el punto p.

Es evidente que X es denso en Y. Verifiquemos que Y es normal.
Ya que (2, clxUkn = 0 y clxUkne1 & Uk, €8 claro que cada punto
z € X tiene una vecindad abierta que intersecta sélo un nimero finito
de los U, (n € N, 1 < k < m). Por lo tanto, para cada € X existen
una vecindad abierta U(z) 3 z y n € N tales que U{z)NUje; Ukn = 8.
Es decir, U/(z) y U, son abiertos en Y que separan los puntos z y
p. Esto es suficiente para afirmar que Y es de Hausdorff. Sean A y
B dos conjuntos cerrados ajenos-en ¥. Debido a que X es normal y
~ abierto en Y basta considerar el caso cuando uno de estos conjuntos
contiene al punto p. Supongamos que p € B. Yaque Ay B\ {p} son
cerrados ajenos en X. existen los abiertos O, v Op que los separan
(AC O4 (B\{p}) €O, O4NOp =0). Puestoquep g Ay A
es cerrado en Y, existe una vecindad abierta U, = {p} UUL; Uka
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de p que no intersecta a A. De la propiedad (ii) tenemos que A N
Urey elxUk nt1 = 0. Sea O un conjunto abierto en X (y en Y) tal que
AC Oy ONUL, cxUgn+1 = 0. Notamos que ONU,,; = 0. Entonces
V=0N04y U ="U,41 UOg son los conjuntos abiertos y ajenos en
Y que separan A y B.

Ahora si X es metrizable y B es una base o-localmente finita para
X, entonces BU {U, : n € N} es una base g-localmente finita para Y,
es decir, Y es metrizable.

Falta probar que Y es conexo por trayectorias. Para cada k =
1,2,...,m consideremos una funcién fi : [0,1] — Jp U {p} tal que
fi{t) = fu(t) para t € {0,1) ¥ fi(1) = p. Veamos que f es continua.
En los puntos ¢t € [0,1) fix es continua ya que es igual a f ¥ en el
punto t = 1 la funcién f; es continua porque para cada vecindad U,
del punto p = fu(1) tenemos que f (((n — 1)/n, 1]) C JenU {p} € Un.
Tenemos que Ji U {p} = [0,1] es conexo por trayectorias para cada
k=12,...,m, y también loson C, U {p} = Cx U (JrU{p}) yY =
Ur=1(Cx U {p}). a

Observamos que en el teorema anterior, si X es un espacio segundo
numerable, entonces la conectificacién Y también lo es. Ademds, si
X es un espacio OPC, es decir, todas las componentes de conexidad
por trayectorias de X son abiertas, entonces el teorema 1.1.5 es cierto
para cualquier nimero de componentes. En efecto, si X = Uiegs Ck,
donde cada componente de conexidad por trayectorias Ci es abierta,
entonces para cada k € S se puede construir un sistema U con las
propiedades (i)-(iv), si ponemos O, = Ci, y después, considerar el
mismo espacio Y = X U {p} con las vecindades abiertas del punto p de
la forma U, = {p} UlUies Ukn. Resumiendo esta observacién tenemos
el siguiente teorema:

TEOREMA 1.1.6. Sea X un espacio normal (respectivamente, me-
trizable) y OPC. Si X tiene la propiedad CC , entonces X admite una
conectificacion unipuntual por trayectorias Y la cual es normal (respec-
tivamente, metrizable). Ademds, si X es segundo numerable, entonces
Y también lo es.

En el ejemplo que sigue mostraremos que en los resultados anteri-
ores no se puede omitir la condicién sobre las componentes de conexidad
por trayectorias.

EJemPLO 1.1.7. Existe un espacio metrizable separable con un
numero numerable infinito de componentes de conexidad por trayecto-
rias que no admite conectificacién unipuntual por trayectorias aunque
tiene la propiedad CC'.

T T
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DEMOSTRACION. Sea R? el semiplano cerrado euclideano {z > 0)
con la topologia heredada de R*. Denotemos por @, el conjunto de
los racionales en el eje vertical y sea B = {U; : i € N} una base
numerable en R? . Definamos un mapeo inyectivo ¢ : B — @, tal que si
r = ¢(U;), entonces {(z,7) 1z > 0} NU; # B. Ahora para cadar € @,
escogemos un ndimero . > 0 de la siguiente manera: si r € ¢(B)
entonces (z,,r) € {(z,r) : x > 0} NU; si v ¢ $(B) entonces z, es
cualquier nimero positivo. Es claro que el conjunto {(z,,7) : v € @Q,}
es denso en R2.

Denotemos por C. el segmento horizontal semiabierto que une los
puntos (0,r) ¥ (z,,7) (el dltimo punto no pertenece a C,.).Sea X =
Ureg, Cr- El espacio X es metrizable separable como subespacio del
R?, cada C, es una componente de conexidad por trayectorias de X.
Es claro que cada C; es homeomorfa al intervalo semiabierto [0,1) y es
cerradsa en X.

Probaremos que X no tiene conectificacién unipuntual por trayec-
torias de Hausdorff. Supongamos que un espacio Y = X U {p} con
p ¢ X es conexo por trayectorias. Para cadar € @y sea f. : [0,1] - ¥
un encaje tal que f-(0) = (0,r) y f.(1) = p. Debido a que f,({0;1)) es
conexo por trayectorias, intersecta a C, y estd contenido en X, tenemos
que f.([0,1)) C C,, es decir, f.([0,1)) = {(z,r) : 0 € z < £}, donde
£ < 2,. Si fuera £ < z,, tendriamos que f,([0, 1)} no es cerrado en X.
Esto contradice el hecho que f£,.([0,1)) = £-([0,1]) N X. Por lo tanto,
H{0,1) ={(z,r): 0 <z < z,} = C, ¥, ademds, p € dyC,. Todo eso
es cierto para cada r € (.

Abora sea U/ un abierto en ¥ que contiene al punto p. Para cada
r € @, tenemos que @ # U N C; es un abierto en C, y, por lo tanto,
contiene a un intervalo {(z,7) : zy, < T < z,} con 0 < Iy, < z,.
Entonces U,.EQV{(z,r) CTyr <<z CU.

Tomemos un punto (z,7ry) € X v demostraremos que este punto
no se puede separar del punto p. En efecto, sean U y V' dos abiertos
enY talesquepc Uy (z9,m0) EV. SipeV entonces I/ NV # §. Si
‘p & V entonces V es abierto en X y existe un abierto V en R? tal que
V =VnNX. Yaqueel conjunto {(z,,7) : r € Q,} es denso en R?, existe
s € Q, tal que (z,,3) € V. Entonces VNC, = VNC, 2 {(z,8) : 7y <
x < z,} para algin zy, con 0 € zy, < z,. Si &’ = max{zv,, Tus),
entonces {(z.s5) : ¥ < r < z,} C UNV. Otra vez tenemos que
UNV s 0. Asf hemos demostrado que Y no satisface el axioma de

Hausdorff.
il



CAPiTULO 2

Conectificaciones por trayectorias de espacios QPC

En este capitulo investigamos cuando los espacios con componentes
de conexidad por trayectorias abiertas (espacios OPC) admiten una
conectificacién por trayectorias. Recordamos que un espacio de Haus-
dorff Y conexo por trayectorias se llama conectificacidn por trayecto-
rias de un espacio de Hausdorff X si X se puede encajar densamente
en Y. En este caso se dice que X es conectificable por trayectorias. Si
Y\ X| > 1, Y se lama propia conectificacion por trayectorias de X.

La primera seccién consta de los lemas preliminares. En el lema
- 2.1.1 se afirma que un espacio OPC es conectificable por trayectorias
si cada una de sus componentes de conexidad por trayectorias tiene
una propia conectificacién por trayectorias. El lema 2.1.3 establece
las condiciones necesarias para que un espacio conexo por trayecto-
rias tenga una propia conectificacién por trayectorias. En la segunda
seccidn se formulan los teoremas sobre los espacios OPC que admiten
una conectificacién por trayectorias. Si un espacio OPC de Haus-
dorff y primero (respectivamente, segundo) numerable X tiene com-
ponentes de conexidad por trayectorias no tenuemente compactas, en-
tonces X admite una conectificacién por trayectorias primero (respec-
tivamente, segundo) numerable (véase teoremas 2.2.1 y 2.2.2). Men-
cionamos también dos resultados sobre los espacios metrizables: un
espacio OPC metrizable tiene una conectificacién por trayectorias me-
trizable si sus componentes de conexidad por trayectorias no son lo-
calmente compactas (el teorema 2.2.3); un espacio metrizable local-
mente conexo por trayectorias con componentes no compactas tiene
una conectificacién por trayectorias metrizable (2.2.8).

2.1. Lemas preliminares

En esta seccion presentamos dos lemas auxiliares que usaremos en
la siguiente seccién.

LEMA 2.1.1. Sea X = U{C; : s € S} un espacio de Hausdorff,
donde C, son sus componentes de conezidad por trayectorias. Si cada
Cs es abierta y admite una propia conectificacion por irayectorias C:,
entonces X es conectificable por trayectorias. Ademds.

19
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(a) si X y cada C; son regulares, entonces para X eriste una conecti-
ficacién por trayectorias regular;

(b) si X y cada C} son primero (respectivamente, segundo) numerables,
entonces para X eriste una comectificacion por trayectorias primero
(respectivamente, sequndo) numerable;

(c) st X y cada C? son metrizables, entonces pare X eziste una conec-
tificacién por trayectorias metrizable.

DEMOSTRACION. Se puede suponer que |S} > 1. Sea X* = &{C; :
s € S} la suma topolégica de los C;. Es claro que X es denso en X*,
va que cada C, es denso en C]. Ahora, para cada s € S escogemos un
punto p, € C; \ C, y definimos por ¥ a un espacio cociente obtenido
- de X* al identificar todos los puntos ps (s € S)en un puntop € Y.

Como el conjunto {p, : s € S} es cerrado en X*, el mapeo natural
q: X* — Y es cerrado y ¢(X) es homeomorfo a X. Ya que X es denso
en X* g{X)esdensoen Y. Tenemos que Y = J{g(C?) : s € S}, donde
cada conjunto ¢(C?) es conexo por trayectorias y N{g(C}) : s € S} # 0
{contiene al punto p), por lo tanto Y es conexo por trayectorias .

Veamos que Y es un espacio 73, Basta probar que los puntos y, # p
e yo = p tienen vecindades abiertas ajemas en Y. Si {z} = ¢~ '(w),
entonces existe s € S tal que z € C} y = # p,. Sean U, Us vecmdades
abiertas ajenas en C} (y en X*) t‘ales que z € U, y p, € U;. Entonces
Vi=¢lh)yVa=Y \ g(Cs \ U,) son conjuntos ab:ertos y ajencs en ¥’
tales quey1 € Vi y ya = p € Vi

a) Supongamos que X y todos los espacios C son regulares. Para
demostrar que el espacio ¥ también es regular tenemos que encontrar
dos conjuntos abiertos en Y que separen un conjunto cerrado arbitrario
B .Cc Y\ {p} y ¢l punto p; los otros casos son claros.

Consideremos los conjuntos cerrados y ajenos A = g~ {(B)y P =

77 '(p) = {p, : s € S} en X*. Para cada s € S el conjunto ANC* es
cerrado en C} y no contiene al punto p,. Sean U, y V, dos ablertos en
C: (yen X") tales que ANC, C U, ps € Vo, y U; NV, = 0. Entonces
U=U{U,:5€8yV =U{V.:s € S} son abiertos en X* que
separan los conjuntos 4 y P. Ahora W) = ¢(U) es abiertoen Y y
B C W, el punto p pertenece a Wa = ¢(V'), que también es abierto en
Y, ya que V = ¢~ 1¢(V'); ademds, W, n W, = 0.

b) Supongamos que X y todos los espacios C; son segundo numera-
bles. Ya que todos los conjuntos C, son abiertos en X, necesariamente
[S] < Wy. En consecuencia, X* = {B{C“ s € 5} es segundo numerable
también. Es claro que el espacio cociente Y, que consideramos anteri-
ormente, puede no tener base local nurnerable en el punto p. Por eso,
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ahora vamos a considerar el conjunto Y con una topologia ¢ mas débil
que la topologia cociente. Precisamente, cambiaremos la topologia sélo
en el punto p de la manera siguiente.

Para cada s € S, sea B, = {U,, : n € w} una base numerable para
C? en el punto p,. Ahora hagamos la familia V = {V;, : n € w}, donde
Va = q{U{U, : § € S}), una base numerable en el punto p € (¥,%). En
todos los puntos y € Y\ {p} Ia topologia sigue siendo la misma. Como
g Y (Vo) = U{Usn : 8 € S} es abierto en X*, el mapeo g : X* — (¥,t)
es continuo. Todos los conjuntos ¢(C?) son conexos por trayectorias,
por ser imdgenes continuas de tales espacios; ademds, todos contienen
al punto p, por lo tanto, Y también es conexo por trayectorias. No es
dificil probar que Y con esta topologia todavia es de Hausdorff. Ahora
si B es una base numerable en X*\ {p, : s € S}, entonces la familia
{g(B) : B € B} UV es una base numerable en Y. De tal manera
tenemos que q(X) = X es denso en un espacio Y de Hausdorff segundo
numerable y conexo por trayectorias.

En el caso cuando X y cada C son primero numerables los argu-
mentos son idénticos.

¢) Supongamos que X y todos los espacios C; son metrizables. Para
obtener una conectificacién por trayectorias metrizable de X consid-
eremos el espacio Z = (Y,t) definido en el caso anterior. La tnica
diferencia serd que para cada s € S escogemos la base numerable
B, = {Usp : n € w} para C; en el punto p, de tal manera que
cxsUsnt1 C Usn, n € w. Es evidente que Z es 71. Ahora veamos
que Z es regular. Debido a que Z \ {p} = ¢(X) = X, basta probar
que ¢lzVay1 C V, para cada n € w. Primero, observamos que aunque
q no es cerrado, si A C X* es un conjunto cerrado que contiene a
{ps : s € S}, entonces g(A) es cerrado en Z debido a que g7*¢(A) = A.
Para cada n € w tenemos que

el (U {Usnsr 15 € S}) = NHelx-Usns1 : 5 € S} C U s € S}

Como q(clxs (U{Usn+1: 8 € S})) es cerrado en Y, finalmente obten-
emos que

clzVay1 = dz (q (U{U,,n+1 5 € S})) =gq (U{dX‘Ua,n-H s € S})
q (U{Us,n ‘S € .S'}) =V,.

Ahora demostraremos que el espacio Z tiene una base o-localmente
finita. Para cada s € § y n € w, sea B,, una base g-locaimente finita
en el espacio C! \ ¢lx-U,, . Entonces By = (J{B,, : n € w} es una
base g-localmente finita para el espacio C; \ {p,} y B=U{Bs: 5 € S}
es una base o-localmente finita para el espacio X*\ {p, : s € S}.

N
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Consideremos la familia B}, = {V : V = g(U), U € {}{B,s : s € S}}
que va es o-localmente fiiita en Z. En efecto, existe una vecindad
abierta del punto p, precisamente V;,, que no intersecta ningun elemento
V. & B;. Por eso, es claro que la familia B* = U{B, : n € w}JU{V, :
n € w} serd una base o-localmente finita para Z.

Ya tenemos que el espacio Z es regular y tiene una base o-localmente
finita, es decir Z es metrizable. Como en los casos anteriores es claro
que Z es conexo por trayectorias y ¢(X) 2 X es denso en Z. [

Recordemos que un espacio X se llama ienuemente compacto si
cada familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios de X
es finita. Anunciemos un resultado de Watson y Wilson ( véase el lema
2.1 en [29]):

5% {B, : @ € &} es una familia localmente finita de subconfun-
tos abiertos no vacios en un especio de Hausdorff sin puntos
aislados entonces eriste una familia {C, : o € x} localmente
finita de subconjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos tal
que C, C B, para cada a € x.

De este resultado se sigue inmediatamente:

- LEMa 2.1.2. 5i X es un espacio no tenuemente compacto sin punios
atstados, entonces en X existe una familia infinita localmenie finsta de
- subconjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos.

Usaremos este hecho en la demostracién del lema siguiente que es
principal en la seccidn.

LEMA 2.1.3. Sea X un espacio de Hausdor{f conezo por trayecto-
rias. Si eziste un punto zo € X con una base numerable de conjuntos
abiertos cuyes cerraduras no son tenuemente compactas, entonces X
tiene una propia conectificacién por trayectorias. Ademas,

{a} si X es primero (respectivamente, segundo) numerable, entonces
para X eriste una propia.conectificacion por trayeclorias primero (re-
spectivamente, sequndo) numerable;

(b} st X es regular, entonces para X existe una propia conectificacion
por trayectorias regular;

fe) si X es metrizable, entonces para X exziste una propia conectifi-
cacion por trayectorias metrizable.

DEMOSTRACION. Sea B(zxg) = {B; : ¢ € w} una base numerable
en el punto xp tal que B;,, C B; paracada i € w y clxyB; no es
tenuemente compacta para cada { € w. Ahora vamos a construir de
manera inductiva un sistema de familias infinitas localmente fnitas.
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Debido a que clx By no es tenuemente compacta y no tiene puntos
aislados (X es conexo por trayectorias), existe una familia infinita lo-
calmente finita I'y de subconjuntos abiertos no vacios de cly By ajenos
dos a dos (el lema 2.1.2). Es claro que I'y es localmente finita en
X. Partiendo w en un numero infinito de subconjuntos infinitos se
puede representar [y en la forma Iy = ({72 : m € w} donde cada
78 = {UZ . : n € w} es una subfamilia infinita localmente finita de I';.
Tenemos que U, ., NUY; =@ si (m,n) # (k,I). Se puede suponer sin
pérdida de generalidad, que existe una vecindad abierta V4 de zg que
no intersecta ningun elemento de I'y. Hagamos kg = 0.

Sea By, C Vp un elemento de la base B{zq) (k1 = 1). De manera
similar construimos una familia infinita localmente finita I'; que es la
unién del sistema {72, : m € w} de familias infinitas localmente finitas

t = {Upn : n € w} de subconjuntos abiertos no vaciés UL, , en
clx By, tales que UL . NUy;; = @ para cualesquiera (m,n) # (k,!), y
ademés, una vecindad abierta V; del punto x, tal que Uy, ,NV; = 0 para
cada (m,n) € w x w. Notamos que U}, , N U}, = @ para cualesquiera
(m,n, k,1) € w*.

Seguimos de la misma manera escogiendo By, CV; (i 2 1, ki1 2
k:) vy construyendo Iy = U{7i}! : m € w} para cada i € w con las
mismas propiedades. Esto ﬁnahza la construccidn.

Hagamos C; = By, para cada i € w. Es claro que la familia C(zy) =
{C; : i € w} sigue siendo una base numerable en z,. Entonces tenemos
el sistema I' = {{T; : i € w} = U{7:, : i,m € w} donde cada T; y cada
~4, son familias localmente finitas de conjuntos abiertos U, mn = Ci \Cis1
tal que U}, , N Uk“ =@ si (i, m,n) # (4, k,1).

Ahora para cada v}, € T definamos otra familia 7}, = {F},,:n €
w} con F} . = U{U, . : k > n}. Mencionemos unas propiedades de
estas familias que necesitaremos a continuacién:

(i) F, mn C C;\ Ciy1 para cada (m,n,i) € w?

(ii) F, mp CF,.sip>mn;

(ﬂ"") m,n N Fk,l = { si (z,m) 9& (],k),

(iv) la familia U{F%, : m,i € w} es localmente finita en X \ {zo}.
Demostraremos sélo la propiedad (iv) va que las demés son claras.
Primero, para cada z € X \ {zp} encontramos una vecindad abierta
U, y un elemento Cy (k > 0) de la base C(xo) ajenos entre si. Como
U.NCy, = @, de la propiedad (i) se sigue que U, NF:  =0sim,ncw
y ¢ > k. Sea j un mimero menor que k. YaqueI'; = {U} , :m,n € w}
es una familia localmente finita, existe una vecindad abierta U; de =
que intersecta solamente un ntmero finito de conjuntos U}, € I'; ¥

o A 2 AR e A L 2 e e iombaton s mn® o] 1 8ol AP e e e A et m i s
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por eso U; intersecta s6lo un numero finito de FJ, |, (m,n) € w x w.
Entonces el conjunto U, = (N;exl;) N Uz es una vecindad abierta
de z que intersecta sélo un nimero finito de elementos de la familia
U{F: :m,i € w}. Esto demuestra la propiedad (iv). '
Ahora podemos empezar a construir un espacio que serd una propia
conectificacién por trayectorias de X. Sea I = {0, 1) el subespacio de
la recta real R con la topologia euclidiana. Supongamos que XNJ = @.
Hagamos Y = X U/ y vamos a definir una topologia en este conjunto.
Primero, escogemos una base cualquiera B, para el espacio X \ {zo}
y una base numerable V = {V, : n € w} en I. Ahora para cada
aimero entero i > 1, sea {p}, : m € w} el conjunto de todos los
racionales que pertenecen a [; = [;;{T, % . Construiremos una familia

B, = {W; : k € w} de conjuntos
Wi = Ve UlJ{Foy Dt € Vi, myi € w}

Los conjuntos Wy, serdn vecindades bésicas abiertas de los puntos y € 1.
Finalmente, consideremos la familia

. 1
Ba = {Dn :n € w} donde D, = (O,m) U Ch.

Afirmamos que la familia B = 8; UB;UB; es una base de una topologia
renY = XU/I. Basta probar que para cualesquiera [/, U; € B y cada
punto y € Uy N U, existe un elemento U € Btal quey e U C Ui N s,
Si Uy € By y U; es cualquier elemento de 5, entonces U; N U es un
abierto en X \ {z¢}, por lo tanto, este caso es obvio. Consideremos
los demas casos: 1) Uy, Us € By, 2) Uy € B, Us € By vy el dltimo 3)
U1, Uz € Bs.
1) th,U; € Bs. Es decir, existen k,[ € w tales que

Uy =W -——%UU{F,;JC p, € Vi,m, i € w},

UQ:Mg%UU{F;Jp:HEW)mI'EW}

Si supengamos que & > [, entonces segun las propiedades (i1) y (di1)
para las familias F;, tenemos:

hnly=W,nW;= (VkﬂW)UU{_F;‘,k:pine VinV, m,i € w}

Sea y un elemento de U; N Us. Si y pertenece a algin F} , € Uy N2
(notamos que F_,‘,,_k es un conjunto abierto en X \ {zo}), entonces existe
un elemento I/ € By C B tal que

yelU CFL.clUinla.
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Siy € Vg NV, existe un elemento V, € Vtalqueye V, CVinl y
p > k. Entonces si tomamos U = W, € B; C B segiin la propiedad (i)
tenemos:

yeU =W, =V,UJ{F,,: P € Vp, m,i Ew} C Wi W, =T NTy;
2) U € B, y U, € Bs. Existen k,! € w tales que
Uy =We=ViUU{Fn k:pinévk,m i€w}y

Uy =Dy = (0, )UCI

I+1
Entonces, ya que F; , NCi =0sii <ly F,,NC = F}, sii>]
(véase la propiedad (i)), tenemos:

UnlUy=Wen Dy

—~

= (%N 0,; ))UU{ mk P €V, mew, i 21}

Sler}, 0, 73)» emsteunelementoV,, € VitaqueyeV,C
Vi N (0, H_1) y p > k. Si un punto racional p!, € V, entonces p,',, €
LN(0 ,H_l) = [, DN, z+1) Lo iiltimo se cumple cuando 5 < 77,
es decir, 1 > [. Por esa razdn si tomamos U = W, € B, C B tenemos

yelU=W, =VUU{F;p-pjneVp,mieu}
CVUU{ p P €EVoamEw,i>{}

C (in ))UU{ mkPm € Vi, mEw, i 21}
=W N Dz U1 N ;.
Siye WieN DN X la demostracion es trivial.
3) U1, Us € Bs. Existen k,! € w (supongamos que k > 1) tales que

U1=Dk=( )UCk yUy=D; = ( )UC;

’ I+1
La demostracion es ulmedlata del hecho de que U; NU; = Dy.

Hemos demostrado que la familia B es la base de una topologia
para Y. Es claro que 7[X coincide con la topologia inicial en X y
también 7| I coincide con la topologia euclidiana en /. Mds ain, el
subespacio [ U {zo} de (Y, 7) es homeomorfo al intervalo semiabierto
[0,1) € R ya que los conjuntos (0, ==} U {20} (n € w) forman una
base en el punto z, para el subespacio / U {zo}. En consecuencia, X
y I U {z9} son subespacios de (Y, ) conexos por trayectorias. Como
Y = XU(JU{zp}), es claro que ¥ también es conexo por trayectorias.
Notamos que X es denso en {Y. 7).
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Hace falta demostrar que Y es un espacio de Hausdorff. Sean g
e Yo dos puntos distintos de Y. El caso y1,y2 € X es evidente. Para
41,y2 € I exsten Vi, Vi € V que separan y; e y en [; entonces W,
v Wi son dos conjuntos ajenos 7T-abiertos que separan y; e yz en Y
(aqui usamos (iii)). Siy € I e yo = o, encontramos Vi € V tal que
y € Vey Vi (0,1) = 0 para algin { > 1. Afirmamos que W, y D,
son las vecindades abiertas en 7 para y, y g, respectivamente, cuya
interseccion es vacia. En efecto, si F7, , C W;, entonces p;, € Vi v,
por eso, p, € (0,+). Eso implica que I;\ (0,3) # @, es decir, i <1y
Fre © Ci\ Ciy1 € G\ C}. Ahora tenemos:

1 . .
Wsz=(‘/3eﬂ(0,m))UU{F“m,kﬂCz=p,‘-nEVk, m,i € w} =0.

Falta considerar el caso cuando ¥ € [ ey, = 2 € X \ {zo}. Sea
/; una vecindad abierta de z en X \ {zo} ( y por eso abierta en Y
) que intersecta sélo un nimero finito de elementos F}, . (véase (iv)).
Sea F2 ., F2 .,,... Ft . la lista de dichos elementos. Hagamos
t = max(n;,na,...,ng). Encontramos un elemento 1, € V tal que
71 €V yn>t Entonces y € W, y W,NU, = 0 por la definicién de
W,,. Eso finaliza la demostracién de que Y es de Hausdorff.

(a) Supongamos que X es un espacio primero numerable. Es evi-
dente que X \ {zo} es un subespacio primerc numerable de Y, B, es
una base numerable para / en Y y B; es una base numerable en z,
para Y. Es decir, Y es primero numerable.

Ahora supongamos que X es segundo numerable. Escogemos una
base numersble By para X \ {zo}. Ya que las familias B, y Bs son
numerables, tenemos que B = B, UB, U B; es una base numerable para
Y.

(b) Supongamos que X es regular. Para construir una propia conec-
tificacion por trayectorias regular de X, es necesario hacer unos cam-
bios en la construccién anterior. Primero, escogemos la base B(x,)
tal que clxBir1 C B; para cada i € w. Luego para cada Ul , € +,
consideremos una sucesién {U}, ,, : t € w} tal que

rno = Umn ¥ €lxUs, 201 ©Upne poracadat € w.

Sea Fi, = H{Up1n - & 2 n}. Ya que la familia {U},,,, - k € w} es
localmiente finita, tenemos

dx-f?:;n,n-i-l = U{dXU;n,k,n-{-l k 2 nr ]'} - U{U;,k,n : k 2 n‘} == F:z,n‘
Ahora no es dificil probar que las familias 7}, = {F%  : n € w} satis-
facen las condiciones (1), (ii1), (iv) y una nueva condicién (i1') andloga
a (1)
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(1) cdxFrnp G Frnqr Sip 2>

Los otros pasos de la construccién del espacio Y los dejamos sin
cambio. Entonces Y es una propia conectificacién por trayectorias de
X. Para probar que Y es regular, basta mostrar que paracaday € Yy
cada I/ € Beony € U existe un T-abierto O talquey € O Ccly O C U.

Es evidente cuando y € X \ {zo}. Si y = zq, entonces U € By, eso
es, U = Dy = (0, z4y) U C, para algiin n € w. Ahora es fdcil probar
que el conjunto O = D, sirve en este caso. Falta considerar el caso
y € I. Sin perder generalidad suponemos que U € B,. Es decir, para
algin n € w

U= W, = VnUU{Fz‘,n :p:'n € K,,m,i € L:J}.
Escogemos un elemento Vy € Veonk >ntalquey € Vi SV C Vy
v Vi N (0,4) = @ para algin mimero intero | > 1. Notamos que
cly Vi = cl; Vi ya que 2o € cly V. Consideremos el elemento

- Wi =1/LUU{F,",,_,, : pi, € Viym,i € w}
de B. Para cada punto racional pi, € V; tenemos que: < ly F}, ,NC; =
# para todos los F:;.,k que forman W,. Por eso la vecindad T-abierta
Dy = (0, #7) UG, de o no intersecta a ninguno de los F}, x que forman

Wi. De aqui se sigue que z, ¢ cly (U{F% ; : pi, € Vi,m,i €Ew}) y por
eso concluimos que

cly (U {Fhx Prn€Vimic w})
=cly (U{F:‘n,c :pl, € Vi,m,i € w}) )

M4s atin, como la familia {F}, : m,i € w} es localmente finita en
X\ {zo} por (iv), se tiene que

cly (U {Frk : Pin € Viym, i Ew}) = J{cxFp s : P € Vi, m,1 € w}.
Aplicando la propiedad (i:’) v el hecho de que cly Vi C V, obtendremos
cdyWe = dYVkUU{dXF:..k 1pi € Vi,m,1 € w}
C VaUlJ{Fan :Pn € Vamiicw} =W,
Para finalizar este iltimo caso tenemos que
yEW e CcdyWe CW, =1L

Asi queda demostrado que Y es una conectificacién por trayectorias
regular del espacio dado X.

(¢) Supongamos que X es un espacio metrizable. Si construimos
para X una conectificacién por trayectorias Y como en el caso (b),
entonces Y es regular. Ademas, si eligimos By tal que sea una base
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o-localmente finita para X \ {zo}, entonces B es una base o-localmente
finita para Y. Por lo tanto, ¥ es un espacio metrizable. dJ

2.2. Espacios OPC y sus conectificaciones

En esta seccién presentamos unos resultados acerca de los espacios
OPC que tienen una conectificacién por trayectorias. Notamos que si
un espacio X no es localmente tenuemente compacto, entonces existe
T, € X con una base de conjuntos abiertos cuyas cerraduras no son
tenuemente compactas.

TEOREMA 2.2.1. Sea X un espacio OPC de Hausdorff y primero
numerable con componentes de conezidad por trayectorias no local-
mente tenuemente compactos. Entonces X admite una conectificacion
por trayectorias primero numerable. Si X es regular, entonces X tiene
una conectificacion por trayectorias regular primero numerable.

DEMOSTRACION. Tenemos que X = @{X, : s € S}, donde X,
son componentes de conexidad por trayectorias. Cada X, satisface
las condiciones del lema 2.1.3 y admite una propia conectificacién por
trayectorias X*. Si X es regular, entonces todas X! son regulares.
Faita aplicar el lema 2.1.1. O

El siguiente resultado es andlogo al teorema 2.2.1 para los espacios
segundo numerables.

TEOREMA 2.2.2. Sea X un espacio OPC de Hausdorff y segundo
numerable con componentes de conexidad por trayectorias no local-
mente H-cerradas. Entonces X tiene una conectificacidn por trayecto-
rias segundo numerable. Si X es regular, entonces X tiene una conec-
tificacién por trayectorias regular sequndo numerable.

DEMOSTRACION. Sea X = @&{X, : s € S}, donde X, son sus
componentes de conexidad por trayectorias. Tenemos que |S| < N ¥
cada espacio X, es abierto en X, segundo numerable ¥ no localmente
H-cerrado. Por lo tanto X no es localmente tenuemente compacto, es
decir, segin el lema 2.1.3, cada X tiene una propia conectificacion por
trayectorias X* segundo numerable (en el caso si X es regular cada
X? también lo es). Para terminar la demostracién aplicamos el lema
2.1.1. O

En lo sucesivo consideramos conectificaciones por trayectorias de
los espacios metrizables.

TEOREMA 2.2.3. Sea X un espacio OPC metrizable cuyas com-
ponentes de conezidad por trayectorias no son localmente compactas.
Entonces X tiene una conectificacion por trayectorias metrizable.
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DEMOSTRACION. Sea X = &®{X, : s € S}, donde X, son sus
componentes de conexidad por trayectorias. Tenemos que cada espacio
X, es abierto, metrizable y no localmente compacto. Por lo tanto para
cada s € S existe un punto z, € X, tal que las cerraduras de todas sus
vecindades abiertas son subespacios metrizables y no compactos y por
esoO no son tenuemente compactos. Aplicando el lema 2.1.3 para cada
X, construimos una propia conectificacion por trayectorias metrizable.
Después usamos el lema 2.1.1 para terminar la demostracién. 0

Del teorema anterior y de la afirmacién del teorema 1.1.5 surge un
problema abierto:

PROBLEMA 2.2.4. ;Etiste un espacio metrizable localmente com-
pacto no compacto conezo por trayectorias tal que su compactificacion
de Alexandroff no sea coneza por trayectorias?

Ahora mostraremos que el espacio en el problema 2.2.4 admite una
propia conectificacién por trayectorias (su compactificacién de Alexan-
droff es conexa por trayectorias) si agregamos la condicién de ser lo-
calmente conexo.

TEOREMA 2.2.5. See X un espacio metrizable, localmente compacto
ne compacto, conexo por trayectorias y localmenie conezo. Entonces
existe una conectificacion por trayectorias de X propia y metrizable.

La afirmacién del teorema se sigue de los dos lemas que presentamos
a continuacidn.

LEMA 2.2.6. La compactificacion de Alezandroff de un espacio local-
mente compacto de Hausdorff locaimente conexo y conexo es localmente
CONEZLO.

DEMOSTRACION. El teorema 3-9 en [18] establece una condicién
necesaria y suficiente para que un espacio de Hausdorff Z localmente
compacto y conexo sea localmente conexo. Esta condicién es:

St K es un conjunto compacte en Z y U es un conjunto abierto que
contiene a K, entonces todas las componentes de Z \ K, excepto un
nimero finito, estdn contenido en U. (*)

Sean X un espacio de Hausdorff localmente compacto, conexo y
localmente conexo y ¥ = aX = X U {oo} la compactificacién de
Alexandroff de X. Demostraremos que el espacic compacto y conexo
Y cumple la condicién (*).

Sean K un compacto en Y y U un conjunto abierto en Y que
contiene a K. Si K C X, entonces K C UN X y como X es de
Hausdorff localmente compacto, localmente conexo y conexo, entonces
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la condicién (*) se cumple para Ky V = UNX en X y por eso para K
‘yUenY. Sioc € K, entonces oo € U, es decir, U = (X \ T) U {oo},
donde T es un subconjunto compacto de X. Sea {C, : o € A} el
conjunto de todas las componentes de Y\ K = X \ K que intersectan a
T. El subespacio X \ K es abierto en X y, por lo tanto, es localmente
conexo. Usando el hecho que las componentes de un espacio localmente
conexo son abiertas, obtenemos que todas las C, son conjuntos abiertos
en X y, ademds, son ajenos entre si. La familia {C, NT : o € A} es
una cubierta abierta de T con conjuntos ajenos. Como T es compacto,
la familia {C, : @ € A} tiene que ser finita. Es decir casi todas las
componentes de Y \ K se encuentran en X \T C U. O

LEMA 2.2.7. La compactificacion de Alezandroff de un espacio X
metrizable, localmente compacto, conezo y localmente conero es metri-
zable y conexo por trayectorias.

DEMOSTRACION. Debido a que el espacio X satisface las condi-
ciones del lema 2.2.6, la compactificacién de Alexandroff X es un
espacio compacto conexo y localmente conexo. Ahora notemos que X
tiene una base numerable. En efecto, de ser metrizable y localmente
compacto se sigue que X es localmente separable y puede ser presentado
como unién topolégica X = &{X, : @ € A} de los espacios metrizables
separables (véase, por ejemplo [9] 4.4F(c)). Como X es conexo, ten- -
emos que iA| = 1, es decir, X es metrizable separable y, por lo tanto,
tiene una base numerable. Ya que w{aX) = w(X), tenemos que aX es
un espacio metrizable, compacto, conexo y localmente conexo. El teo-
" rema 3-15 en {18] afirma que tal espacio es conexo por trayectorias. De
tal manera hemos establecido que la compactificacién de Alexandroff
de un espacio metrizable, localmente compacto, no compacto, conexo
y localmente conexo es una conectificacién por trayectorias propia y
metrizable de este espacio. a

Usando el resultado del teorema 2.2.5 se puede generalizar la afir-
macidn del teorema 2.2.3 de la manera siguiente:

TEOREMA 2.2.8. Un espacio metrizable localmente conezo por tra-
yectorias con componentes no compactas tiene una conectificacion por
trayectorias métrizable.

DEMOSTRACION. Sean X un espacio metrizeble, localmente conexo
por trayectorias v {C : s € S} la familia de componentes de X donde
cada C, no es compacto. Es obvio que X es localmente conexo, por
lo tanto cada componente (' es abierta y por eso localmente conexa
por trayectorias. Se sabe que un espacio conexo v localmente conexo
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por trayectorias es conexo por trayectorias (véase, por ejemplo [9]
6.3.10(a)). Entonces ya tenemos que cada componente C,(s € S) es
conexa por trayectorias y claro que es metrizable. Ahora notamos que
para cada C, con s € S se puede construir una propia conectificacién
por trayectorias metrizable C7: aplicamos el teorema 2.2.5 en el caso
st C, es localmente compacto y el teorema 2.2.3 en lo contrario. Para
finalizar la demostracién aplicamos el lema 2.1.1. a






CAP{TULO 3

Condensaciones sobre espacios conexos

En este capitulo estudiamos la existencia de subtopologias conexas
metrizables. Recordamos que un espacio (X, 7) tiene una subtopologia
7/ si 7 es una topologia para X més débil que 7, es decir, 7' C 7. Ob-
serve que un espacio (X, 7) admite una subtopologfa metrizable conexa
si (X, 7} se puede condensar sobre un espacio metrizable conexo.

En la seccién 3.1 se establece que un espacio regular X con red nu-
merable admite una subtopologia metrizable separable conexa cuando
X contiene a un subespacio cerrado que se puede condensar sobre un
espacio regular no compacto conexo (el teorema 3.1.4). Después de-
mostramos en el teorema 3.1.6 que un espacio metrizable de peso < 2¢
admite una subtopologia metrizable separable conexa si X contiene a
un subconjunto cerrado que se puede condensar sobre un espacio metri-
zable no compacto conexo. En consecuencia, cada espacio metrizable
de peso < 2* con una copia cerrada de los irracionales admite una
subtopologia metrizable separable conexa (el corolario 3.3.9).

En la seccién 3.2 se deduce que un espacio metrizable de peso 2¢ ad-
mite una subtopologia metrizable separable conexa (el corolario 3.2.3),
asimismo, un espacio metrizable de peso > 2“ con extensién aicanzable
tiene una subtopologia metrizable conexa (véase el teorema 3.2.6). En
particular, el corolario 3.2.7 afirma que un espacio metrizable X de
peso x con cf(x) > w admite una subtopologia metrizable conexa. Se
queda abierto el problema de si cada espacio metrizable de peso > 2¢
admite una subtopologia metrizable conexa.

En la seccién 3.3 demostramos que subespacios abiertos y también
complementos de subconjuntos o-discretos de espacios metrizables conexos
tienen subtopologias metrizables conexas.

3.1. Condensaciones sobre espacios metrizables separables
conexos

El resultado principal de esta seccién es el teorema 3.1.4, que se
basa en tres lemas auxiliares.

LEMA 3.1.1. U'n espacio regular no compacto X con red numera-
ble admite una condensacion sobre un espacio metrizable separable no

33



34 3. CONDENSACIONES SOBRE ESPACIOS CONEXOS

compacto. Ademds, si F C X es un conjunto cerrado, eriste una con-
densacion ¢ de X sobre un espacio metrizable separeble no compacto
Y tal que o(F) es cerrado en Y.

DEMOSTRACION. Sean N una red numerable y B una base, ambas
para X. Definimos H = {(U,V) : U,V € B,UNV = 0} y denotamos
por P la familia de todos los pares (M, N) € N2 para los cuales existe
por lo menos un par (U,V) € Htalquu M CU y N C V. La
- familia P es numerable, es decir, P = {F, : n € w}. Para cada par

B, = (M., N,) € P fijamos sélo un par (U,, V,.) € H, tal que M, C U,
N, CV,. Yaque U,NV, = @y el espacio X es normal, se puede definir
una funcién continua f, : X — I talque fo(Tn) = {0} y fu(Va) = {1}-
Tenemos que fu(m[n) = {0} y fa(NVa) = {1}.
La familia de funciones F = {f, : n € w} separa los puntos en X.
- En efecto, si z,y son puntos distintos de X, entonces existen U,V € B
talesque z € U, y € VyUNV = @. Tenemos que (,V) € Hy
escogemos M, N € N talesquez e M C U,y € N C V. Asi que el
_par (M, N) pertenece a P. Sea k € w un nimero tal que P, = (M, N).
Ahora tenemos que la funcién f; separa los puntos z e y, ya que fi(z) =
0y fi(y) = 1. Finalmente, consideramos el producto diagonal

f=Apcufn: X - TV

La funcién f es continua e inyectiva.

Debido a que X es un espacio no compacto, existe una funcién
continua no acotada 3 : X — R. Entonces f = fAyp : X - I“ xR
es una condensacién de X sobre un espacio metrizable separable no
compacto f(X) CI¥ x R.

Sean # C X un conjunto cerrade y g : X — Z una funcién continua
inyectiva sobre un espacio metrizable separable Z. Consideremos una
funcién continua h : X — I tal que F = A~(0). Entonces

w=gAh: X = ZxI

es una condensacién de X sobre un espacio metrizable separable Y =
(XY C Z x1. Yaque

Y\ p(F) = (2 x 0,1} nY

es abierto en Y, ¢(F) es cerrado. Es claro que Y no es compacto si Z
no lo es. a.

Del lema 3.1.1 se sigue:

LEMA 3.1.2. 5t un espacto regular con red numerable X se puede
condensar sobre un espacio regular conexo no compacto. entonces X
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también admite una condensacidn sobre un espacio metrizable separable
conero no compacto.

DEMOSTRACION. Sea Y un espacio regular conexo no compacto y
f: X — Y una funcién continua biyectiva. Si N = {IV; : i € w} es una
red numerable para X, entonces f(N) = {f(N;) : ¢ € w} es una red
numerable para Y. Aplicando el iema 3.1.1, encontramos una funcién
continua biyectiva g : Y — Z sobre un espacio metrizable separable
no compacto Z. El espacio Z es conexo siendo la imagen continua de
un espacio conexo. Entonces, go f : X — Z es la condensacién que
buscamos. d

El lema siguiente es la clave de la demostracién del teorema 3.1.4.

LEMA 3.1.3. Sea X un espacio regular con red numerable. Supong-
amos que A C X es un conjunto cerrado y f : A — I¥ es una funcion
continua inyectiva tal que para cadan € w se cumple L, \1,(f(A)) # 6,
donde 7, : I¥ — L, es la proyeccion sobre el factg_r E.. Entonces f se
puede extender a una funcion continua inyective f : X — 1. Ademds,
si f(A) € (0,1)“, entonces la estensidn f se puede escoger de ial ma-
nera que I, \ m.(f(X)) # @ para cada n € w.

DEMOSTRACION. Segiin el lema 3.1.1 existen un espacio metrizable
separable Y y una condensacidn ¢ : X b Y tales que ¢(A) es cerrado
en Y. Para cada n € w denotamos con f, la composicién m, o f :
A — H,. Sea h, : X — I, una extensién continua de f,, n € w.
Consideremos el producto diagonal

5= pA(Deuhn) : X =Y x I,

Es claro que & es continua inyectiva y el espacio X= FXYCY xI¥
es metrizable separable. Sea A = @(A). Probaremos que

X\VA=((Y\g(A) x)nX,

es decir, X \ A es abierto en X. En efecto,sit€ X \ﬁ, existe un punto
tinico z € X \ A tal que t = §(z) = {p(z), ho(z), h1(2),...). Ya que
z € X\ A tenemos que p(z) € Y\p(A), estoes, t € (Y\e(4)xP)NX.
Por otra parte, si t € ({Y\p{A))xI“)NX, existe un punto tnico z € X
tal que ¢t = ¢(x). Entonces p{z) € Y\ ¢(A), y por lo tanto £ € X \ A,
es decir, £ = §(z) € X \ A. De tal manera tenemos que A es cerrado
en X.

Sean m: Y x I¥ — [ la proyeccién v p=[A : A — I¥. Observa-
mos que p es continua y po ¢[A = f. es decir, p es inyectiva. Ademas,
va que p(.:{') = f(A), tenemos que I, \ m(p(A)) # @ para cada n € w.
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Ahora supongamos que p se puede extender a una funcién continua
inyectiva §: X — [¥ (véase el diagrama).

AG X
AS

1w}
s

X
I

Entonces f=p0@: X = seria una extensién continua inyectiva de

f.

Por lo anterior, sin perder generalidad podemos suponer desde el
prineipio que el espacio dado X es metrizable separable. Sea B una base
numerable para X \ A tal que para cada U € B se cumple TN A = §.
Sea P = {(U,V):U,V € B,UNV = §}. Escogemos L C w tal que
L y M = w)\ L sean subconjuntos infinitos. Puesto que la familia P
es numerable, se puede enumerarla con los elementos de M. Asi que
P = {(Un, Vi) :n € M}.

Para cada n € M existe una funcién continua

gn U UV, —[1/3,2/3

tal que gn(Ta) = {1/3} ¥ 9a(V.) = {2/3}. Definamos yn : AU T U
Va—1 por la regla:

| falz), size A
¥ale) = {gn(x), sizeU,uV,

Debido a que v, es una funcién continua definide en un conjunto
cerrado se puede extenderla continuamente a todo espacio X. Sea
fn 0 X — I, una tal extensidn. La definicién de f, nos asegura que
Fala) = fn{a) para cada a € A y para cada n € M. Notamos que si
f{A) C (0,1}, entonces la extensién f,, de ¥, se puede escoger de tal
manera que f,{X) C (0,1)~.

Afirmamos que la familia F; = {f, : n € M} separa los puntos
en X \ A. En efecto, si z,y son puntos distintos en X \ A, entonces
existen /,)V € Btalesquezc U,y eV yUNV = 0. Tenemos que el
par (U, V) € P, es decir existe m € M tal que (U, V)= (UnVa) €P.
Segiin la definicién, fm(z) = gm(z) = 1/3 ¥ fm(y) = gml(y) = 2/3.
Notamos que la familia F, separa también los puntos en A ya que f es
invective.

Para separar los puntosen X'\ A del conjunto A vamos a construir .
otra familia de funciones continuas 7, = { fa:n € L}. Primero, para
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cada n € L seleccionamos un punto r, € I, \ fa{A) y enumeramos los
elementos de la base B con los ntimeros de L, estoes, B= {U, : n € L}.
Luego para cada n € L definimos la funcién ¢ : AUT, — I, donde
Un € B, segiin la regla:

_falz), siz€A
¥n(z) = {rn, siz €Un

Es claro que cada 1, es continua y se puede extenderla a una funcién
continua f, : X — I,. Si f(A4) C (0,1)* escogemos r, = 0 para cada
n € L. Como el punto 1 no pertenece a ¥,(AUTy), se puede extender
Yn a }‘; de tal manera que f,.{X) c [0,1).

Seanz € Ayy € X\ A Fijamosm € Ltalquey € U, € B,
entonces tenemos fm( )= fm(2) € frm(A) ¥ fm(y) = 1m € In \ fm(A),
esto es, fm(:z:) # fm(y). Asi que hemos construido la familia F =
FLUF, = {f. : n € w} de funciones continuas de X a I que separa los
puntos en X. Por lo tanto el producto diagonal

f:Anewﬁl:X_’Ew

es una funcién continua inyectiva y fTA = f. Ademds, si f(A) C
(0,1)“, entonces 1 ¢ fo(X), es decir, L, \ 7(f(X)) # 0 para cada
nEw. 0

TEOREMA 3.1.4. Sea X un espacio regular con red numerable y
P € X un conjunto cerrado que admite una condensacién sobre un
espacio regular conezo no compacto. Entonces X se puede condensar
sobre un espacio metrizable separable conexo.

DEMOSTRACION. Del lema 3.1.2 podemos concluir que existen P*
un espacio metrizable separable conexo no compactoy i : P — P* una
funcién continua inyectiva sobre P*. Como P* no es compacto, existe
A4 = {a, : k € w} un subconjunto infinito cerrado y discreto en P*. Sea
B = {b:k€w}C(0,1) algin conjunto denso en I* tal que by # b
si k # L.

Definamos una funcién f : A — I tal que f(ax) = b para cada
k € w. Claro que f es continua e inyectiva. Para cada n € w sea
fa = m, 0 f, donde m, es la proyeccion I¥ sobre el factor I,. Tenemos
que f, : A — L, y fo(A) € (0,1) para cada n € w. Asi que la
funcién f y el conjunto cerrado A C P* cumplen con las condiciones
del lema 3.1.3 y podemos extender f continua e inyectivamente a todo
espacio P*. Sea f: P* — I tal extensién. Tenemos que f[A = f y
Tn \ fu(P*) # 0 para cada n € w, donde f, = 7w, 0 f.
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Notamos que f (P*) es conexo como la imagen continua del espacio
conexo P*. Ademés. f(P*) es denso en [¥, puesto que B = f(A) C
f(P*). El siguiente diagrama visualiza nuestra demostracién (se de-
finen abajo las funciones g y §).

X 2 p—=p* 2

Ny |

La funcién g = f oi: P — I¥ es continua ¢ inyectiva como la
composicién de dos tales funciones. Debido a que I, \ m,(g(F)) =
I\ fu(P*} # 0 para cada n € w, se puede aplicar el lema 3.1.3 para
la funcion g y el conjunto cerrado P C X. Asi que existe una ﬂmcmn
continua inyeetiva § : X. —.I¢ tal que §[P = g. Notense que f{P*) =

g{P) = §(P) C §(X) C I Por lo tanto §(P) es denso en'I* y en §(X).
Esto implica que g(X) es conexo, ya que g(P) es conexo. Finalmente,
g(X) es un espacio metrizable separable como un subespacio de I¥. [0

El resultado del préximo teorema es, en cierto sentido, una gener-
alizacién del teorema 3.1.4. Su demostracién requiere un hecho bien
conocido que enunciamos en el lema siguiente.

LeEMA 3.1.5. Un espacio metrizable no compacto X de peso < 2¢
admite una condensacidn sobre un espacio metrizable separable no com- -
pacto.

DEMOSTRACION. Se sabe que cada espacio metrizable de peso < 2¢
es homeomorfo a un subespacic de la. potencia numerable del erizo
con 2“ espinas (J(c))* (véase 4.4.9 en {9]). En su caso, es facil ver

que J(c) se puede condensar sobre un subespacio del plano R? con

~ la topologia natural. Entanc&s existe una funcién continua inyectiva
f: X —Y C (R?“ sobre un espacio metrizable separable Y.

Si X no es compacto, escogemos una funcién continua no acotada

. X — R. Tenemos que f = fAg: X — Y x R es una condensacion

de X sobre un espacio metrizable separable no compacto f(X). O

TEOREMA 3.1.8. Sea X un espacio metrizable con w(X) < 2“.
Si eziste un conjunto cerrado P C X gque admite una condensacion
sobre un espacio metrizable conexo no compacto, entonces X se puede
condensar sobre un espacio metrizable separable conezo.

DEMOSTRACION. Del lema 3.1.5 se sigue inmediatamente gue se
puede condensar P sobre un espacio P* metrizable separable conexo
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no compacto. Sea i : P — P* tal condensacién. Sin pérdida de general-
idad, supongamos que P* C [*. Para cada n € w definimos i, = m, 01,
donde 7, : I¥ — [, es la proyeccién sobre el factor I,. Entonces
i, : P — [, es una funcién continua definida en el conjunto cerrado
P C X y se puede extenderla a todo espacio X. Sea ¢n : X — I, una
extensién continua de i,. Notemos que la familia F; = {p, : n € w}
separa los puntos de P.

Construyamos una base o-discreta para X de la siguiente manera.
Para cada nimero entero n > 1 consideramos una cubierta 6, para
X de bolas abiertas de radio 1/{2n) respecto a una métrica p para
X. Sea I', una cubierta abierta ¢-discreta de cardinalidad < w(X)
inscrita en ©,,. Si I' = U,enI'n, entonces T' es una base o-discreta
para X de cardinalidad igual a w(X). Se puede representar I" asi:
T = U{mn,1 € w}, donde cada v; es una familia discreta de cardinalidad
ki €2y Claparaalginn 2 1. Asuvezy = {Uia: @ < &},
donde U; o son abiertos en X y si v C [, entonces diam(Uj,) < 1/n
para cads a < ;. '

Para cada i € w denotemos por B; a una base numerable para una
topologia de Hausdorff segundo numerable en el conjunto de indices
k:. Sea A una familia de conjuntos abiertos en X que tienen la forma
V=X\P é6V=(Wa:aeB)nN(X\P),dondei cw y
B € B;. Notemos que la familia A es numerable. Para cada V € A
consideremos una funcién continua fy : X — I tal que X\ V = f7(0).
Si V € A, entonces V NP =@y, por lo tanto, fy(P) = {0}.

Afirmamos que la familia 7 = {fv : V € A} separa los puntos en
X \ P. En efecto, sean z e y dos distintos puntos en X \ A. Existe un
nimero n > 0 tal que p(z,y) > 1/n. Puesto que I';, es una cubierta
para X, existe i € w tal que %, C [y y £ € U Sea S < «; tal que
I e Ui'ﬂ- .

Si y € {J~;, fijamos cualquier elemento B € B; con § € B y sea
V=(WVia:ae B})N(X\P). Entonces VeA zeVyygV.
Por la definicién de fy se sigue que fy(z) > 0y fy{y) =0.

Si y € U, debido a que la familia +; consta de los conjuntos con
diametro menor que 1/n, existen distintos indices o, 3 < «; tales que
2 €Uy y €U;p Sea B € B; tal que a € B, pero 8 ¢ B. Entonces
V ={WHUy:7 € B})N(X \ P} es un elemento de A que contiene a
z, pero no contiene a y. Otra vez tenemos que fy(z) >0y fy(y) =0

Notemos que la funcién fx\p separa los puntos de P de los puntos
de X \ P; por consecuencia la unién 7 = F, U F; es una familia de
funciones continuas de X a I que separa los puntos en X. Entonces
el producto diagonal de las funciones de F es una funcién continua
inyectiva f : X — I xI* = [*. La imagen f(X) es un espacio
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metrizable separable, mientras que f(P) = i(P) x {0} es homeomorfo
a i(P) = P”, es decir, es metrizable separable conexo no compacto.
Ademés, f(P) es cerrado én f(X). En efecto, el conjunto

FIXINFP) = (ExIx--xIx fxp(X\P)xIxIx...)Nf(X)
= (IxIx-  xIx(0,1]xIxIx... N f(X)

es abierto en f(X).

~ Para terminar la demostracién resta aplicar el teorema 3.1.4 al es-
pacio f{X) y el conjunto cerrado f(P) C f(X). Asique existe una con-
densacién g de f(X) sobre un espacio Z metrizable separable conexo.
Entonces go f: X — Z es la condensacién que buscamos. o

3.2. Espacios metrizables con extensién alcanzable

Segiin [17] se dice que un espacio X tiene extensidn alcanzable si
existe un conjunto discreto cerrado A C X tal que |4| = w(X).

LEma 3.2.1. Cada espacio metrizable X de peso k con cf(k) > w
- tiene extensidn aleanzable.

DEMOSTRACION. El espacio X tiene una base o-discreta B de car-
dinalidad «, esto es, B = U,¢, T, donde cada familia v, es discreta en
X. Ya que cf(x) > w, existe n € w tal que |y,| = x. Por lo tanto X
contiene a un conjunto discreto cerrado de cardinalidad «. a

Notemos que si X es un espacio metrizable con peso igual a un
‘némero cardinal infinito x tal que £ es un cardinal sucesor o bien,
k¥ = x, entonces X tiene extensién alcanzable.

'Un resultado de Pytkeev establece que cada espacio metrizable de
peso Kk con & = k¥ tiepe una topologia més débil homeomorfa a la
potencia numerable del erizo con x espinas J(x)¥ (véase el teorema 3
en [25]): El teorema 3.2.6 extiende este resultado y prueba que cada
espacio metrizable de peso > 2“ con extension alcanzable admite una
topologia mds débil conexa metrizable. Empezamos con un lema.

LEMA 3.2.2. Sea (X, 7} un espacio metrizable. Si A C X es un
subconfunto infinito cerrado y discreto e Y es un espacio metrizable de
la misma cardinalidad que A, entonces X admite una topologia metri-
zable u C 7 tal que (A, ulA) es homeomorfo a Y y A es cerrado en

(X, n).

DEMOSTRACION. Como Y| = |A|, se puede enumerar los elemen-
~ tos de A usando ¥ como un conjunto deindices: A = {a,:y € Y} Sea
i: A — Y una funciéa continua biyectiva dada por i{a,) =y, y€ Y.
En el conjunto A definimos una nueva topologfa 14 por la regla: un
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conjunto B C A pertenece a pu4 si y s6lo si i(B) es abierto en Y. Sea
By = lUnew 0 una base o-discreta para Y, donde cada o, es una fa-
milia discreta de conjuntos abiertos no vacios de Y. Debido a que X
es normal por colecciones, existe una familia discretay = {U : y € Y'}
de conjuntos abiertos no vacios en (X, 7) tal que Uy N A = {a,} para
caday €Y.

Ahora nuestra meta es introducir una topologia metrizable u para
X mas débil que T, tal que u[A = u, y A sigue siendo cerrado en
(X, ). Sea {Uy; : ¢ € w} una base numerable para (X, 7) en el punto
a, tal que Uyg = Uy ¥ el (Uyia) € Uy, para cada i € w. Notamos
que la familia % = {Uy; : y € Y} es discreta en (X, 7) para cada i € w.
Consideremos la familia B* que consta de todos los subconjuntos de X
- que tienen la forma

06, W) =l y e W,

para algin i € w y algin elemento W € By. Ahora introducimos la
topologia i para X como sigue:

siU C X\ A, entonces U € usiysdlosiU €
siUNA#G0 entonces U € psiysdlosiparacadaz e UNA
existe un elemento O € B* talquez € OC U.

Es claro que 4 C 7 y A es cerrado en (X, u). Si tomamos un
conjunto O(i, W) € B", entonces O(i, W)N A = {a, : y € W} y por
lo tanto, la familia {O(i, W) N A : O(i,W) € B*} es una base para
(A, ua). Por consecuencia, tenemos que ufA = u4.

Verifiquemos que la topologia y es metrizable. Primero, construyamos
una base o-discreta para (X, u4). Observemos que B* = J{B(i,n): i €
w, n € w}, donde B(i,n) = {O(i, W) : W € 0,}. Probemos que B(i,n)
es una familia discreta en (X, u). Sea z un punto arbitrario de X \ A
y sea O, una vecindad T-abierta de r que intersecta a lo mds un el-
emento Uy; de vi. St O, N O, W) # 0 para algin W € o, exste
y€ W tal que O, NU,; # 9. Como o, es discretaen Y, y ¢ W’ para
cada W' € ¢, distinto de W. En consecuencia O, N O(i, W’} = @ para
cada W’ € o, con W’ # W . De tal manera, O, N (X \ A) es una
vecindad p-abierta de z, la cual intersecta a lo mas un elemento de la
familia B(i,n). Ahora tomemos un punto cualquiera a, de A. Existe
W, € By tal que z € W, y W, intersecta a lo m4s un elemento de o,.
El conjunto O(i, W,) = J{Uy: : y € W.} es una vecindad u-abierts
de a.. Si O, W,)NOGE, W) # 0 para algin W € o, es facil ver
que W, NW # 0, esto es. O(i, W) intersecta a lo més un elemento de
B(:i.n). De tal manera hemos probado que para cualesquiera i.n € w
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la familia B(i,n) es discreta en (X, u4); por lo tanto, B* es o-discreta
en (X, p). '

Ahora consideremos los subespacios X; = X \ U{cl.(U,;) :y € Y}
(1 € w) abiertos en ambos espacios (X,7) y (X,u), y para cada i € w
fijamos una familia o-discreta B; de conjuntos T-abiertos en X; que
forma una base para X;. Cada familia B; es o-discreta en (X u), ya
que A C U; =U{Uy;: : y € Y} y U; es un conjunto u-abierto que no
intersecta a X, es decir, U; es una vecindad de cualquier punto a, € A
que no intersecta a los elementos de B;.

Obviamente, |J;c, B; es una base o-discreta para X \ A en ambas
topologias 7 y u. Por lo tanto, B = B* U{J;c, B es una base o-discreta
para (X, ).

La regularidad de u en los puntos z € X \ A se sigue del hecho que
pl{(X\ A) = r{{X \ A)). Nos resta probar que u es regular en cada -
punto a, € A. Primero, verifiquemos que

c O W) = cl, O, W)U {ay :y ey W\ W}, . (1)
Debido a que la familia v; es 7-discreta, tenemos
cl, O, W) = | {clr (Uy;:) - y€ W} (2)

Es evidente que cl,O(i, W) C c,O(E W) Siz e X\Ayz ¢
el O, W), entonces existe une vecindad 7-abierta V, de z que no
intersecta a O(z, W). Entonces V; N{X \ A) es una vecindad u-abierta
de z que no intersecta a O(i, W), es decir, = € cl,O(i,W). Ahora sea
2 €Y \clyW,; tomemos W) € By talque z € W, y WiNW = .
Entonces O(i, W1) = U{U,; : y € W1} es una vecindad p-abierta de a,
~ que nointersecta a O(i, W), esto es, a, ¢ cl, O, W). Por otra parte, si
z € cly W, entonces cualquier conjunto W’ € By con z € W' intersecta
a W. Por lo tanto, cualquier O € B* con a, € (¥ intersecta a O(1, W),
es decir, a; € o, 0%, W). De tal manera hemos demostrado (1).
Supongamos abora que a,, € O, donde yp € ¥ y O es algin el-
emento de B*. Tenemos que O = O, W) = UY{U,; : v € W},
donde i € w, yp € W € By. Tomamos W, € By tal que yo € W,
y cdyW, € W. Entonces Oy = U{Uy, 1 : ¥ € W1} es una vecindad
- p-abierta de ay,. Aplicando (1) y (2), obtendremos :

cyO1 = crO1U {ay:y € cly W, \ Wi}

U{dT(Uy,H-i) cy € Wit U {a, 1y € cly W) \ Wi}
(HUyicye Wit U {ay gy € cy W, \ Wi}
NUyi:ye W} =0.

NN
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Hemos demostrado que la topologia u es regular en cualquier punto
de A, es decir, es regular. Por lo anterior, se queda establecido que
el espacio (X, u) es metrizable y su subespacio cerrado (A, u [A) es
homeomorfo a Y. g

COROLARIO 3.2.3. Un espacio metrizable con peso igual a 2¥ ad-
mite una condensacion sobre un espacio metrizable separable conezo.

DEMOSTRACION. Sea (X, ) un espacio metrizable de peso 2. Pri-
mero, notemos que cf(2*) > w y por eso X tiene extensién alcanzable.
Por el lema 3.2.2, X admite una topologia metrizable u, més débil que
T, tal que (X, i) contiene a una copia cerrada de la recta real. Ahora
basta aplicar el teorema 3.1.6 para el espacio (X, p). O

En la demostracién del teorema 3.2.6 vamos a usar el tecrema de
Dugundji que establece que cada funcién continua f : F — L definida
en un subconjunto cerrado F' de un espacio metrizable X admite una
-extensién continua f : X — L si L es un espacio topolégico lineal
localmente convexo (véase [8]).

" A continuacién recordamos las definiciones de un espacic de Hilbert
y el o-producto de una familia de espacios topolégicos; ademés, men-
cionamos algunas de sus propiedades.

Sea x un nimero cardinal infinito. Consideremos el conjunto de
funciones reales z definidas sobre & tales que {{a € K : z(0) # 0} < w

Y Taen 2(@)? < 0. La formuls p(z,4) = /T aen(#(@) — y(a))? define
una métrica en este conjunto. Este conjunto con la métrica p(z,y) se
llama espacio de Hilbert de peso x y se denota por H(x). Se sabe que
H(x) es un espacio lineal localmente convexo. Ademads, cada espacio
metrizable de peso < k se encaja en M(x) (véase, por ejemplo, la
demostracién del teorema 6, cap. I en [4]).

Sean {X, : s € S} una familia de espacios topolégicos, X =
[l.es Xs producto topolégico y p = {p,} un punto fijo de X. Si S
es infinito, se considera un subespacio Y de X definido como {r € X :
{s € §: z, # p,} es finito }. El subespacio Y se llama el o-producto
de la familia {X, : s € S} con base en p. El proximo lema establece
unas propiedades de o-productos que necesitaremos en lo sucesivo.

LEMA 3.2.4. Sea Y el o-producto con base en p de una familia
{X,:8€ S} de espacios topoldgicos. Entonces:

(a) Y es denso en X = [Les X,:
(b) Y es conezo, st X, es conezo para cada s € S;
(c) Y] =8| - max,es | Xsl-
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DEMOSTRACION. (a) Sea U = [[,¢5 Us un conjunto abierto bdsico
en X; es decir, cada U, es abierto en X, y U, = X, para cada s € S\ 5,
donde S’ es un subconjunto finito de S. Consideremos un punto z € X
tal que z, = p, para cada s € S\ S' v z, € U, si s € 5. Es claro que
z € UNY. Eso demuestra que Y es denso en X.
(b} Denotemos por F(S) a la coleccién de todos los conjuntos finitos
de S. 8i F € F(S) definimos Pr(p) ={z € X :zx,=p,si s € S\ F}.
No es dificil ver que
Y= { Prlp (x)

FeF(8)

Notemos que p € Pr(p) para cada F € F(S) y Pr(p) = [Ler X, Si
todos los espacios X, son conexos, tenemos que cada subespacio Pr(p)
es conexo . Por lo anterior se puede concluir que Y también es conexo. -

(c) La afirmacién se sigue inmediatamente de la igualdad (). O

Para demostrar el tecrema 3.2.6 nos hace falta el siguiente lema.

LEMA 3.2.5. Sea k& un numero cardinal > 2. En H(k) existe un
subespacio cerrado propio P tal que
(a) P es homeemorfo a H(x);
(b) en (H(x)\ P)“ existe un subespacio conero Y de cardinalidad
x denso en (H(k))“.

DEMOSTRACION. En adelante suponemos que si x € H(x), en-
tonces T = {Za}ack:

(a) Consideremos el conjunto P = {z € H(x) : o = z; = 0}. Es
fécil ver que el subespacio P C H(x) es cerrado, propio y homeomorfo
a M(x). Por ejemplo, h : H(x) — P dado por A{({Zs}aex) = {Yatoex:
donde yo = 4 =0, Yo = Tq—2 Para 2 < a < W ¥ Yo = I, para
w € a < &, es un homeomorfismo. Ademads, P es denso en ninguna.
parte.

(b) Primero, vamos a mostrar que #{x)\ P es conexo por trayecto-
rias. Sean z,y dos puntos distintos en H{x) \ P. Tenemos que o # 0
6 1 # 0. Sin pérdida de generalidad se puede suporier que z, # 0.
Consideremos el conjunto

I{z,y) ={r e H(K) : 2a = T + t{Yo — Za), * € &5, L €0, :1]}.

Esclaroquez € I(z,y) (t = 0) eye Hz,y) (t=1). Sil(z,y)NP =9,
entonces [(z. y) es una trayectoria que une los puntos x e y en H{x)\ P.
Ahora supongamos que I(z,y} N P # O, esto es, existe un nimero
r € (0.1) tal que

zo +1{yo — o) = 0

X+ T‘(yl - .L'l) O
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o equivalentemente
Ty = Zo(r — 1) (%)
i = 21(r - 1) (+x)

Notemos que yg # 0 por (*), debido a que zy # 0. Consideremos dos
casos cuando z; =0y x; # 0.

Sea z; = 0. De la igualdad (**) se sigue que 3 = 0. Tomemos un
punto a € H(x) \ P tal que ap = 0,a; = 1y ap =0si a € s\ {0,1}.
Sea

I(z,a) = {z € H(K) : 2q = Zo + t(Qa — Ta), @ € &, t € [0,1]}.

Tenemos que = y a pertenecen a I(r,e) y ademds, si z € I(z,a),
entonces zg = To{l —t) y z; = t para algin t € [0,1]. Es claro que
en este caso 2y y z; no pueden simultaneamente ser iguales a cero, es
decir /{z,a) N P = @. De la misma manera se muestra que /(a,y) =
{z € H(K) : 2o = Ga + t{(¥a ~ Ga), @ € K, t € [0, 1]} no intersecta a P.
Entonces I{z,a) U I{a,y) es una trayectoria que une los puntos z e ¥
en H{x)\ P.

Sea z; # 0. De la igualdad (+*) se sigue que y; # 0. Tomaremos un
punto a € H(x) \ P tal que ap =g, 81 =3 ¥ aa =0si & € k\ {0,1}.
Consideremos I(z,a) = {z € H(K) : 2o = Ta +t(Ga — Za), 2 E K, L €
0,1} v I(a,y) = {z € H(K) : 20 = @a + t(Ya — @a), a € &, t € [0,1]}}.
Si z € I(z,a), entonces zg = z¢ # 0, y por lo tanto, I{z,a)N P = 8.
Si z € I{a,y), entonces z; = y # 0, y por lo tanto, I{a,y)N P =8.
Tenemos que I{z,a) U I(a,y) es una trayectoria que une los puntos
eyen H(x)\ P.

Sea D un subespacio denso en H(«)\ P de cardinalidad k. Notemos
que D también es denso en H(x) ya que P es denso en ninguna parte. Se
puede suponer que D es conexo, porque siempre es posible extenderlo
anadiendo para cada par de puntos distintos z,y € D una trayectoria
que une estos puntos en H(x)\ P. Claro que esta operacién no aumenta
la cardinalidad de D, ya que & > 2“. Finalmente, definimos ¥ como el
g-producto en D¥ C (H(x)\ P)¥ con base en cualquier punto p € D¥.
Del lema 3.2.4 se sigue que Y es de cardinalidad %, conexo y denso en
D¥. Notemos que Y también es denso en (H({x))“, ya que D" es denso
(H(x))-. 0

TEOREMA 3.2.6. Un espacio metrizable de peso > 2% que tiene
extension alcanzable admite una condensacion sobre un espacio conezo
metrizable.

DEMOSTRACION. Sea (X.T) un espacio metrizable con extensién
alcanzable y supongamos que w(X) = & > 2¢. Consideremos e} es-
pacio de Hilbert H(x). Sean P C H(x) un subespacio cerrado propio
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homeomorfo a H(x) y ¥ < (H(x) \ P)* un subespacio conexo de car-
dinalidad x denso en (H(x))¥ (véase el lema 3.2.5).

‘Por condiciones del teorema, X contiene a un conjunto cerrado
discreto A de cardinalidad «. Sea u una topologia metrizable para
X més débil que T tal que A es u-cerrado y (A, u[A) 2 Y (véase el
lema 3.2.2). Debido a que u C 7, tenemos que w(X, ) = d(X,u) <
d(X,7)=w(X,7) =&

Sea f : (A,ufA) — Y un homeomorfismo. Para cadan € w
denotemos por p, a la proyeccién de H{x)“ sobre el factor H(k), y
consideremos la composicién f, = p, o f : A — H{k),. Entonces
fa(A) € H(k)\ P. Fijemos un encaje e : (X, u) — P (esto es posible
va que P es homeomorfo a H(k)). Sea {U, : n € w} una familia de
conjuntos u-abiertos tal que A = (., Un v ¢l Unyi C U, para cada
n € w. Luego definimos funciones continuas g, : AU (X \ Up) — H(k)
como sigue: '

o Jfalz) siz €A
gnl@) = {e(z:) s$iz€X\Un

Por el teorema de Dugundji [8], se puede extender cada g, a una funcién.
continua g, : X — Hix).

Afirmamos que la familia {§, : n € w} separa los puntos en X. En
efecto, los puntos de A se separan ya que f es una funcién inyectiva..
Dades z, y 2z, de X \ A, existe n. € w tal que {z1,29} C X \ U,, por
lo tanto gn(z,) = e(z,) # e(z2) = gn(z2). Siz € X\ 4, existen € w
tal que z € X \ U,. Entonces g, separa el punto z de A debido a que
Gn(A) = fa(4) S H(x)\ Py Gu(a) = e(z) € P.

Finaimente, consideremos el producto diagonal

g= PAVSEN . (qu') - H(n)w'

- La funcién g es continua, inyectiva y la imagen Z = g(X') es un espacio
metrizable conexo. En efecto, tenemos que g(A4) = f(Ad) =Y C Z.
Como Y es conexo y denso en H(x)¥, Y es denso en Z y Z es conexo.
De tal manera, existe una topologia metrizable conexa 7' para X con
rCucrT. 0

COROLARIO 3.2.7. Un espacio metrizable X de peso x > 2¥ con
cf(k) > w admite una subtopologia metrizable conexa.

PROBLEMA 3.2.8. ;Es cierlo qué cada espacio metrizable de peso
> 2% admite una subtopologia metrizable coneza?
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3.3. Subespacios de espacios metrizables conexos

En esta seccién se establecen dos resultados acerca de las subtopologfas
conexas en subespacios de espacios metrizables conexos. En la siguiente
proposicién tratamos los subespacios abiertos.

ProrosICION 3.3.1. Cada subespacio abierto no vacio de un espa-
cio metrizable conezo admite una condensacion sobre un espacio me-
trizable conezo.

DEMOSTRACION. Sea Y un subespacio propio abierto no vacio de
un espacio metrizable conexo X. Entonces [Y| > 1. Sean y, € Y un
punto cualquiera y F' = X'\ Y. Escogemos dos conjuntos abiertos U,V
ajenos entre si tales que FF € Fyyp € V. Como F es cerrado en un
espacio perfectamente normal, existe una familia U = {Uy : n € w}
de conjuntos abiertos en X tal que F = NU. Se puede escoger U
de tal manera que Uy = U y Upyq C U, para cada n € w. Sea
V = {V, : n € w} una base numerableen g tal que Vo = Vy Var  C V¥,
para cada n € w. Observe que U, N V,, = 0 para todos n,m € w.

Considere el conjunto cociente Z obtenido de X al identificarse
todos los puntos de F U {yo} con un punto 2o € Z. Sea¢g: X — Z la
proyeccién. En el conjunto Z definitos una topologia 7 como sigue:

en los puntos Z \ {2} la topologia 7 coincide con la topologia
cociente usual 7,, es decir, si zp ¢ U, entonces U es abierto, si
y sélo si, ¢~1(U) es abierto en X;

en el punto z, topologia T estd definida por medio de la base
local B,, = {q(Cy,) : n € w}, donde C,, = U, UV,

Notemos que ¢ : X — (Z,7) es continua ya que 7 C 7, ( observe que
Cy = g~ 1q(C,,) es abierto en X). Tenemos que Z es un espacio conexo
siendo imagen continua del espacio conexo X. Falta demostrar que Z
es metrizable.

Es claro que Z es T;. Para probar que Z es regular es suficiente
verificar la regularidad en el punto z;. Primero, notamos que (U, U
V.) = q(T,) es cerrado en Z para cada n € w. Efectivamente, si
2 € Z\ q(C,), entonces z # z y g”'(z) = {z} para algin £ € X \ Cn.
Esto es, existe un conjunto abierto W C X talquez e Wy WNC, =
@. Por la definicién de la topologia 7 tenemos que g(W) es abierto
en (Z.7). Es claro que ¢(W) N ¢(C.) = 0. Ademss, tenemos que
Cn-l-l C Un_;.]_ C Cn. Por lo tanto,

Q(Cn+l) = Q(C;n-H) C q(Cy).

Por lo anterior, Z es un espacio regular.
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Ahora demostraremos que Z tiene una base g-localmente finita.
Para cada n € w, sea 4, una familia c—localmente finita en X que
forma una base para el subespacio X \ (U, UV,). Entonces B, =
g{An) = {q(A) : A € A,} es una familia o-localmente finita en Z, ya
que la 7-vecindad (U, U V},) de z no intersecta ningin elemento de
B,. A continuacién consideremos la familia B = B,, U, B.- Es
claro que la familia B es g-localmente finita y es una base para Z.

Hemos demostrado que Z es un espacio metrizable conexo. El
mapeo ¢ [Y es la condensacién de Y sobre Z. O

. Se sabe que si A es un subconjunto numerable de un espacio com-
pacto metrizable X, entonces el complemento X \ A admite una con-
densacién sobre un espacio compacto metrizable (véase el problema
305 del cap. III en [5]). Modificando €l argumento en [5] se puede
demostrar que X \ A admite una subtopologia metrizable conexa si X
es un espacio metrizable conexo y A & X es numerable. De hecho,
en el teorema 3.3.7 se establecera el resultado mas general: si D es un
. subconjunto o-discreto de un espacio metrizable conexo X, entonces el
complemento X \ D admite una subtopologia metrizable conexa.

Una cubierta de conjuntos cerrados ajenos entre si en un espacio
topolégico X se llama una particion de X. Una particién P de X es
continua si para cada elemento P € P y para cada conjunto abierto
I con P C U existe un conjunto abierto V C U tal que P C V y si
P'ePy PNV # @, entonces £/ C U. En la demostracién del teorema
3.3.7 usaremos un resultado congcido {véase, por ejemplo, el problema
322 del cap. 1 en {5} o el teorema 9.9 en [30]} que demostraremos en
la proposicién 3.3.3.

LeMA 3.3.2. Una particion P de X es continua st y sélo st para cada
P € P y para cada abierto U con P C U eriste un conjunio abierto V
y.una subfamilia P C P talesque PCV CU yV = {P: P e P}

DEMOSTRACION. Verifiquemos que la condicién es necesaria. Sean
P una particién continua de X, P € P y U un conjunto abierto tal
que P C U. Vamos a construir por induccién una familia de conjuntos
abiertos {V; ;1 € w}ialque PCV, C V. C U paracadai € wysiun
elemento P’ € P intersecta V| para algin i € w, tenemos que P/ C U.

Por la definicién de una particién continua existe un abierto W tal
que P C W C U y para cualquier P’ € P que intersecta W tenemos que
P C U. Ponemos Vo = W. Si hemos construido V; para cada i < k,
entonces otra vez aplicando la misma definicién para cada P’ € P con
P NV # 8 escogemos un conjunto abierto Wp tal que P C Wp C U
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y si P" € P intersecta W, entonces P’ C U. Para terminar la
construccién hacemos Viy1 = Vi UU{Wpr : P € P, PPN Vi # B}

Ahora tomemos V = U, Vi. Si un elemento P € P intersecta
a V, entonces existe i € w tal que P'NV; # 0. Por la construecién
tenemos que P’ C Vi, C V. Debido a que todos los elementos de P
son ajenos entre si y cubren todo X, existe un subconjunto P’ de P
tal que V =U{P': P € P'}.

La suficiencia es evidente. 0

PROPOSICION 3.3.3. Sean X y Y dos espacios Ty. Un mapeo co-
ciente f de X sobreY es cerrado si y sélo si la particion F = {f~(y) :
y € Y} de X es continua.

DEMOSTRACION. Es facil ver que la condicién es necesaria. En
efecto, sean f un mapeo cociente cerrado, F = f~!(y) para algin
y € Y y U un conjunto abierto en X tal que F € U. Entonces
G=fYY\f(X\U) esabiertoen X, FCGC Uy ff(G)=GC
.Si F' € F, es decir, F' = f}{y)paraalgin y € Y y F'NG # §,
entonces F' = f~(y) C F-lf(FFNnG) € G. Por la definicién, la
particiéon F es continua.

Verifiquemos que la condicién es suficiente. Supongamos que la
particion F = {f~(y) : y € Y} es continua. Sean A cualquier conjunto
cerrado en X e y un punto arbitrario de Y \ f(A). Consideramos
F=FfYy)e FyU=X\A Tenemos que F C U y, segin el
lema 3.3.2, existe en X un conjunto abierto V talque F C V C U
y V = U{F': F' € F'} para alguna subfamilia 7' C F. Entonces
f71f(V) =V, por eso f(V) es abierto en Y. Tenemos que y € f(V} y
fIVYN f(A) = 0. Esto demuestra que f(A) es cerradoen Y. 0O

Se requieren dos lemas para la demostracién del tecrema 3.3.7.
Recordamos que un espacio X se llama perfecto si cada conjunto cer-
rado no vacio en X es Gs.

LEMA 3.3.4. En un espacio perfecto, cada conjunio o-discreto es la
unidn numerable de conjuntos cerrados discretos ajenos dos a dos.

DEMOSTRACION. Sea D un conjunto o-discreto en un espacio per-
fecto X. Entonces D = {y¢,, Ck, donde cada C, es discreto y se puede
suponer que Cy N C; = @ si k # I. Si para algin k¥ € w el conjunto Cj
no es cerrado, entonces Fy = Cx \ Ck es cerrado en Cy, por lo tanto,
es cerrado también en X. Debido a que X es perfecto, tenemos que
Fr = Njeo Ok, donde cada Oy ; es abierto en X y se puede suponer que
Ori+1 C Ok para cada ¢ € w. Definimos Cio = Ck \ Oro = Cr \ Okyg
v sea Cip = Cro. Para cada i > 1 sea Ce. =Ci\ Ok = C \Ori v
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Cri = Cii\ (Uj<i Ck;)- Es claro que cada Cj; es discreto y cerrado en
C, por lo tanto, es cerrado también en X. Ademds tenemos

UCki=J Cus = U\ Ors) = Ti \ [ Oki =Ci \ Fi =

ew [1=7 1€w tEw
- Sea ¢ : w? — w una biyeccién. Si ponemos Dy = Ck,:, tenemos que
D = pew Dn. Para cada n € w, el conjunto D, es cerrado y discreto
y D,ND, =0sim+#n. O

En la demostracién del lema siguiente usaremos un teorema de suma
_numerable para dimensién (véase 7.2.1 en [9]) que establece lo sigui-
ente:

TEOREMA 3.3.5. Si un espacio normal X admite una cubierta nu-
merable {F;};e. de conjuntos cerrados tal que dim F; < n para- cada
J € w, entonces dim X < n.

LEMA 3.3.6. Sea X un espacio metrizable conezo con |X| > 1. §i
D C X es un conjunto o-discreto, entonces X \ D es denso en X.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe U ¢ D abierto no vacio
en X. Ya que X no tiene puntos aislados, U es infinito. Por el lema
3.3.4 podemos expresar D como la unién numerable de los conjun--
~ tos cerrados y discretos ajenos dos a dos: D = Ung, Da- Entonces
U.= Unew Un, donde U, = U N D,. Cada conjunto U/, es cerrado y
discreto en /. De tal manera tenemos que U/ es la unién numerable de
conjuntos cerrados de dimensién cero. Del teorema de suma numera-
ble para dimensién se sigue que el espacio U es de dimension cero. Por
consiguiente, existe una base 5 para U de conjuntos abiertos y cerrados
en U. Sea B € B un conjunto no vacio tal que B C ¢lx(B) C U. En-
tonces B = cly(B) = clx(B) es un conjunto propio abierto y cerrado
en X, que contradice la conexidad de X. m

TEOREMA 3.3.7. Sea X un espacio metrizable conero (no com-
pacto). Si D C X es un conjunto o-discreto, entonces X \ D se puede
condensar sobre un espacio metrizable conexo (no compacto).

DEMOSTRACION. Por el lema 3.3.4 se puede presentar D como D =
Unew Dn, donde cada D, es cerrado y discreto y D, N D, = @ si
m # n. Enumeremos los elementos de D, como {dno : @ € An}
donde |A,| = |Dn|:- Debido a que X es normal por colecciones, para
cada n € w existe una familia discreta V, = {V, o : @ € 4,} tal que
Voo Dy = {dno}. Sea p una métrica sobre X que genera la topologia
de X. Designamos

Ofz.e) = {y € X : plz.y) < ¢}.
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Para cada n € w vamos a definir de manera inductiva un conjunto
Cn = {%na: @ € Ay} tal que se cumplan las condiciones siguientes:
(i) Cn CX\ D

(ii) C, es cerrado y discreto en X;

(ili) p(Tn,ardna) < 1/(n+ 1) para cada a € Ay;

(iv) la funcién ¢ : D — C = Upe, Cn definida por ¢(dy o) = Zna

es una biyeccién.

Sea n = 0. En vista del lema 3.3.6, X \ D es denso en X. Por lo tanto,
para cada o € Ay tenemos

Woa = (Voa 0 O(dgar 1)) N (X \ D) # 8.

Para cada a € A escogemos un punto oo € Woo G Voo. Tenemos
que o(Toa,doa) < 1y el Conjunta € = {Xpa 1 € Ay} S X\ Des
cerrado y discreto en X, debido a que la familia {Vo, : & € Ap} es
discreta.

Supongamos que ya estan construidos los conjuntos C, para cada
n < k. El conjunto DU U, C, es o-discreto y, por el lema 3.3.6,
X\ (DUUn<k Cr) €s denso en X. Por lo tanto, para cada a € Ag,, se
puede escoger un punto

Tirla € (Vit1a NO(dr1 0,1/ (K +2))) D (X \(Ou Y Cn)) .

n<k

Es fécil ver que para el conjunto Cit1 = {Tks1,a : @ € Ais1} se cumplen
las condiciones (i)-(iii); esto termina nuestra construccién. Es claro que
el conjunto C = Upe, Cn satisface (iv). En particular, C, N Cp, = @ si
n # m.

Ahora consideramos la siguiente particién de X:

P={{Znardna} n€w ae A} J{{z}:ze X\ (CUD)}.

Afirmamos que P es una particién continua. Para demostrarlo, primero,
notemos que para cada n € w, el conjunto Up«n(Cm U Dy,) es cerrado
y discreto en X. Por lo tanto, para cada z € X existe una vecindad
abierta V(n, r) de z que no intersecta el conjunto (Umen(Cm U Dp))\
{z} .

Sea {z} € P y fijemos ¢ > 0. Escojamos n € w tal que 2/(n + 1) <
e. Definimos U, = O(z,1/(n+1))NV(n, z). Tenemos que U, C O(z,¢)
YU NUnen(CnUDR)Y=0. Sizpa €Uy paraalgin k > nya € Ag,
entonces

1 1
p('r:dk,&) S p(xyxk,a) + P(ﬂ:k,a,dkﬂ) & — < €.
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Es decir, dro € O(z,€). Andlogamente, si para alginp>ny o € 4,
tenemos que d,, € Uz, entonces z,, € O(z,¢). Es decir, si P € P
intersecta a U/,, entonces P € Ofz,¢). En consecuencia, P es continua
en todos los elementos que constan de un punto.

Ahora tomemos un elemento P = {z,,,,dno} € P y su vecindad
On.o = O(Zn o, €)JO(ln o, €) para-un nimero arbitrario ¢ > 0. Elijamos
t € w tal que 2/(t+ 1) < €. Sea

Una = (O{Zna, 1/t + 1)) NV (t, 2, o HU(O(dn o, 1/{t + 1)) NV (¢, dn o)) -

Tenemos que Uno C Ona ¥ Una N {Umat{Cm U D) \ {Zna) Gna}) = 0.
Sea P’ = {zyp,dr s} un elemento de P que intersecta a U, 4.

Si zxp € Ung,, entonces tenemos que k > t y se cumple por lo
menos uno de los siguientes desigualdades:

. - 1 . i
(1) o{Tna, Th3) < o1 (1) pldna, Tkg) < 1

Si se cumple (i}, entonces

' 1 1
Lo <. ™o - ,d & mm——nsn rer— ,
P(Tn 0 di,g) < p(Znar Ths) + P(Thg, di3) o + perri

es decir, dp g € O(Tna)€) C On - Sise cumple (ii), entonces

1 1
< ar , e e )
P lnar k. p) < pldna: Tueg) + p(Tr3, dr g) < 1t eI <

Otra vez tenemos que drg € O(dna,€) C Ona ¥, por lo tanto, P C
Ona

Si dig € Uy q, entonces de forma similar se verifica que zx3 € Onq,
es.decir, P/ C Oy ,. Esto demuestra que P es continua en el elemento
{Zna,dna}- De tal manera hemos demostrado que la particién P es
continua.

Sean Y = X/P el espacio cociente y ¢ : X — Y el mapeo natural.
- Evidentemente Y es 7. Como P es continua, ¢ es un mapeo cerrado.
Debido a que las fibras ¢—(y) son compactas , tenemos que g es per-
fecto. Por lo tanto Y es metrizable v conexo como la imagen perfecta
de un espacio metrizable conexo. Ademds, si X no es compacto, Y
tampoco lo es. Por la definicién de P, la restriccion i = ¢ [(X \ D)
€5 un mapeo continuo inyectivo y sobre, es decir, i1 : X\ D — Y es la
condensacion requerida. |

COROLARIO 3.3.8. El espacio de los numeros irracionales admite
una topologia meirizable separable coneza no compacta mds débil que
la topologia euclideana.
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DEMOSTRACION. Si R es el espacio de los nimeros reales y Q el
conjunto de los racionales, entonces el espacio de los nimeros irra-
cionales P = R\ Q. En vista del teorema 3.3.7 existe la condensacion
i . P — Y sobre un espacio Y metrizable conexo no compacto. Es
claro que Y tambien es separable. O

Notemos que en realidad el espacio P se condensa sobre cualquier
espacio polaco ( es decir, espacio métrico completo separable) sin pun-
tos aislados (véase Seccién 37 Teorema 2 en [19}); en particular, sobre
la recta real R.

COROLARIO 3.3.9. Un éspacio metrizable de peso < 2% que contiene
a un subespacio cerrado homeomorfo a los nimeros irracionales admite
una condensacion sobre un espacio metrizable separable conexo.

DEMOSTRACION. Aplicamos el corolario 3.3.8 y el teorema 3.1.6.
- a

COROLARIO 3.3.10. Sea Y un espacio homeomorfo a uno de los
-~ siguientes espacios:
a) X x P, donde X es un espacio metrizable de peso < 2¢ y P
es el espacio de los irracionales;
b) [aew Xn, donde cada X, es un espacio metrizable no compacto
de peso < 2.
Entonces Y tiene una subtopologia meirizable separabie coneza.

-

DEMOSTRACION. El espacio Y contiene un conjunto cerrado home-
omorfo al espacio de los irracionales. En efecto, en el caso a) esto es
obvio; en el caso b) tenemos que cada X, contiene un conjunto nu-
merable infinito que es cerrado y discreto, por lo tanto, Y contiene un
conjunto cerrado F' & N¥, que a su vez, es homeomorfo al espacio de los
irracionales. Ya que Y en ambos casos es un espacio metrizable de peso
< 2%, aplicamos el corolario 3.3.9 para terminar la demostracién. [J
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Conclusiones

En la tesis se han desarrollado dos lineas de investigacién rela-
cionadas con espacios conexos: conectificaciones por trayectorias y con-
densaciones sobre espacios conexos.

En la primera parte (Capitulo 1 y Capitulo 2) se establecieron los
resultados nuevos acerca de los espacios conectificables por trayecto-
rias. En el Capitulo 1 demostramos que los espacios de Hausdorff
localmente compactos no compactos, as{ como los espacios normales
- OPC admiten conectificaciones unipuntuales por trayectorias si y sélo
si cada componente de conexidad por trayectorias contiene a un sub-
conjunto cerrado homeomorfo al intervalo [0,1). En el Capitulo 2 los
resultados mds interesantes se encuentran en los teoremas 2.2.3 y 2.2.8.
Estos teoremas establecen dos clases de espacios metrizables que tienen
conectificaciones por trayectorias metrizables: espacios OPC metri-
zables con componentes de conexidad por trayectorias no localmente
compactas y espacios metrizables localmente conexos por trayectorias
con componentes de conexidad no compactas. Claro que esta linea de
investigacién no estd cerrada. Queda abierto el problema de caracteri-
zar los subespacios de R? que admiten una conectificacién unipuntual
por trayectorias. Ademds, no se sabe si existe un espacio metrizable
con componentes de conexidad por trayectorias abiertas no compactas
que no es conectificable por trayectorias (véase el problema 2.2.4).

En la segunda parte de la tesis {Capitulo 3) presentamos los resulta-
dos sobre subtopologias conexas. Dedujimos que un espacio metrizable
X de peso < 2* admite una subtopologia metrizable separable conexa
si X contiene a un subconjunto cerrado que se puede condensar so-
bre un espacio metrizable no compacto conexo (3.1.6). Otro resultado
dice que todo espacio metrizable de peso > 2“ con extensién alcanzable
tiene una subtopologia metrizable conexa (teorema 3.2.6). No obstante
quedo abierta la pregunta si lo 1iltimo es cierto para cualquier espacio
metrizable de peso > 2¢ (véase el problema 3.2.8). En la dltima seccién
del Capitulo 3 planteamos el problema de caracterizar la clase de subes-
pacios de un espacio metrizable conexo que tienen una subtopologia me-
trizable conexa. Hemos demostrado que subespacios abiertos y también
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complementos de subconjuntos o-discretos son de dicha clase (3.3.1 y
3.3.7). En esta direccién podemos seguir, investigando, por ejemplo, si
un conjunto denso de tipo G en un espacio metrizable X admite una
condensacion sobre un espacio metrizable conexo.
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