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presenta

Patricia Vázquez Ortega

Asesor: Dr. Evgueni Gordienko

Jurado Calificador:

Dra. Ekaterina Todorova Kolkolvska

Dr. Luis Antonio Rincón Solis

Dr. Julio César Garćıa Corte
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iv ÍNDICE GENERAL

2.2. Propiedades contractivas del operador S con respecto a la
métrica uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3. Una cota superior para ν(ψ, ψ̃) . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3. Desigualdades de estabilidad para la distribución del capital
de procesos multidimensionales de riesgo tipo Sparre Ander-
sen 27
3.1. El proceso multidimensional de riesgo . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2. Planteamiento del problema de estabilidad de D(R(t)) . . . . 29
3.3. Cotas superiores para la distancia uniforme entre las distribu-

ciones de modelos unidimensionales Sparre Andersen . . . . . 33
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Resumen

En este trabajo se estudia la estimación de la estabilidad en modelos co-
lectivos de riesgo mediante el desarrollo de nuevos métodos que involucran he-
rramientas teóricas efectivas. Se obtuvieron desigualdades de estabilidad para
el modelo clásico de riesgo (también llamado modelo de Cramér-Lundberg) y
el modelo Sparre Andersen (en una dimensión y en otros casos, se considera
la versión multidimensional).

En la literatura existen pocos resultados sobre este tema. Las cotas su-
periores obtenidas en este trabajo son resultados nuevos. Para ilustrar la
precisión de nuestras estimaciones se ofrecen algunos contraejemplos y ejem-
plos numéricos.
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Introducción

I1. Preliminares y algunas denotaciones

La teoŕıa del riesgo tiene sus oŕıgenes en la tesis doctoral de Filip Lund-
berg (1903), en la que el autor presentó un modelo que describe el compor-
tamiento del capital (ingresos menos egresos) de una compañ́ıa aseguradora.
Años más tarde, en 1930, Harald Cramér contribuyó al modelo planteado
por Lundberg poniéndolo en el contexto de los procesos estocásticos.

En la teoŕıa del riesgo moderna, este tipo de modelos son llamados mode-
los colectivos y representan la descripción matemática del comportamiento
estocástico de la cartera de una compañ́ıa de seguros, procesos de acumu-
lación de primas, pagos por reclamaciones, probabilidades de ruina (dismi-
nución del capital de la compañ́ıa hasta un nivel cŕıtico), etc. Hasta ahora,
el modelo de riesgo que ha sido más estudiado es el proceso estocástico a
tiempo continuo dado por la siguiente ecuación:

R(t) := u+ ct−
N(t)∑
i=1

Xi, t ≥ 0, (1)

donde:

• R(t) es el capital actual de la compañ́ıa aseguradora;

• u ≥ 0 es el capital inicial de la compañ́ıa aseguradora;

• c > 0 es la prima acumulada por unidad de tiempo t;

• N(t) es el número de reclamaciones que llegan a la compañ́ıa en el
intervalo [0, t];
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• X1, X2, . . . es una sucesión de variables aleatorias positivas, indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) que representan a los mon-
tos de las reclamaciones y cuya función de distribución común estará
denotada por F .

Además, se supone que {Xi, i ≥ 1} es independiente de {N(t), t > 0}.

Como una hipótesis básica, vamos a suponer que todas las variables alea-
torias consideradas en este trabajo tienen esperanzas finitas.
Frecuentemente, R(t) en (1) es llamado proceso de riesgo o proceso de su-
perávit y representa la evolución del capital de una compañ́ıa aseguradora
a través del tiempo t ≥ 0. (En la Caṕıtulo 2 de este trabajo se considera el
proceso de riesgo (1) en su versión a tiempo discreto t = 0, 1, 2, . . . ).

Presentamos parte de la terminoloǵıa que usaremos en este texto.
Los siguientes dos modelos (junto con sus versiones multidimensionales) son
el objeto principal de nuestro estudio:

1. Modelo de Cramér-Lundberg
También es llamado modelo clásico de riesgo o modelo de Poisson com-
puesto. En este modelo, el proceso R(t) se define por (1); aqúı se supone
que N(t), t ≥ 0, es un proceso de Poisson con intensidad λ > 0 (ver,
por ejemplo, Asmussen and Albrecher (2010), Dickson (2016), Rincón
(2012) y Rolski et al. (1999)).

2. Modelo de Sparre Andersen (renewal risk model)
Es una generalización del modelo de Cramér-Lundberg y también está
dado por la ecuación (1) pero bajo la hipótesis de que N(t), t ≥ 0, es
un proceso de renovación (ver, por ejemplo, Asmussen and Albrecher
(2010) y Rolski et al. (1999)).

Las siguientes son algunas caracteŕısticas básicas que se estudian de am-
bos modelos (y que se aplican en el tratamiento de problemas como reaseguro,
paro óptimo, riesgo con inversión, etc.):

• La distribución del capital de R(t), denotada por

D(R(t)), t ≥ 0; (2)

• El tiempo de ruina, definido como

τ := ı́nf{t > 0 : R(t) < 0}; (3)
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• La distribución de τ ,
D(τ), (4)

(cuando la densidad de τ exista será denotada por pτ );

• La probabilidad de ruina con horizonte infinito definida como:

ψ(u) := P (τ <∞|R(0) = u) , u ≥ 0. (5)

Subrayamos que la probabilidad dada en (5) es una función del capital inicial
u ≥ 0.
Dado que el problema principal considerado en esta tesis es la estabilidad
cualitativa de las caracteŕısticas anteriores con respecto a las variaciones de
los parámetros del modelo (1), es necesario especificar dichos conjuntos de
parámetros. Las cantidades D(R(t)), τ , D(τ) y ψ(u) están determinadas por
un conjunto de parámetros que gobierna al modelo (1), el cual denotaremos
por α ∈a. Aqúı a es un conjunto dado de todos los valores de los parámetros.
En el caso del modelo de Cramér-Lundberg, α = (c, λ, F ); aqúı, a= (0,∞)×
(0,∞)× F, donde F es el conjunto de todas las funciones de distribución de
variables aleatorias positivas con esperanzas finitas.
En el modelo de Sparre Andersen, α = (c,G, F ). En este caso a= (0,∞)×
F× F, donde G es la función de distribución de las variables aleatorias i.i.d.
que representan a las longitudes de los intervalos entre las llegadas de las
reclamaciones.
En el Caṕıtulo 3 de este trabajo se considera una versión multidimensional
del modelo (1) y se presentan las descripciones correspondientes de α y a.

I2. Motivación

Una de las caracteŕısticas principales del modelo de riesgo es la proba-
bilidad de ruina. A pesar de que la teoŕıa del riesgo está muy desarrollada
(ver, por ejemplo, los libros Asmussen and Albrecher (2010), Dickson (2016)
y Rolski et al. (1999)), solo para algunos casos particulares hay fórmulas
expĺıcitas para calcular la probabilidad de ruina ψ(u). Por ejemplo, para el
modelo de Cramér-Lundberg, se conocen algunas fórmulas algoŕıtmicas efec-
tivas para obtener la probabilidad de ruina cuando la distribución del tamaño
de las reclamaciones es exponencial, una mezcla de exponenciales, Gama o
discreta (con un número finito de valores). Por esta razón, gran parte de la
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teoŕıa del riesgo está dedicada al desarrollo de aproximaciones o a la cons-
trucción de cotas (superiores o por ambos lados) de la probabilidad de ruina
ψ(u) (ver, por ejemplo, Bening and Korolev (2003), Cai and Dickson (2003),
Kalashnikov (1996), Kartashov (2001), y Yuanjiang et al. (2003) y para el
modelo clásico de riesgo, Konstantinides et al. (2002a) y Konstantinides et al.
(2002b)).
Algunos de estos métodos de aproximación o de acotamiento suponen que
una parte del conjunto de parámetros involucrados en el vector α es cono-
cida, en particular, las funciones de distribución F y G; o bien, requieren
la existencia de los dos o tres primeros momentos de la distribución de los
montos de las reclamaciones. Alternativamente, otros enfoques suponen que
se conocen algunas caracteŕısticas de la función generadora de momentos de
F y G.
Desafortunadamente, en aplicaciones prácticas es poco frecuente que tal in-
formación sea asequible. Ante dicha situación los parámetros suelen estimarse
por métodos estad́ısticos o mediante el uso de algunas aproximaciones teóri-
cas. En casos como estos, en lugar de investigar al modelo (1) (al que a
partir de ahora llamaremos modelo ideal y denotaremos por M), el investi-

gador tiene que trabajar con un modelo M̃ , que sea una aproximación para
M . Al definir al modelo M̃ , en lugar de considerar al conjunto de parámetros
desconocidos α, debe usarse la aproximación α̃. De esta manera, el modelo
M̃ queda caracterizado por el conjunto dado α̃ de parámetros conocidos. El
modelo M̃ será llamado modelo aproximante de riesgo y (como en (1)) está
dado por la ecuación:

R̃(t) := u+ ct−
Ñ(t)∑
i=1

X̃i, t ≥ 0. (6)

Supongamos que para el modelo aproximante M̃ en (6) pueden calcularse

(o aproximarse) las caracteŕısticas (2), (4) y (5). Denotaremos por D(R̃(t)) a

la distribución de R̃(t), ψ̃(u) la probabilidad de ruina (con horizonte infinito)
del modelo (6) y D(τ̃) la distribución del tiempo de ruina τ̃ (o en su caso, pτ̃
la densidad de τ̃).
Es razonable decir que el problema de la aproximación del modelo M , por
medio del modelo M̃ , es estable si, cuando en cierto sentido α̃ aproxima a α,
se cumplen las siguientes propiedades:

• D(R̃(t)) aproxima a D(R(t));
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• {ψ̃(u), u ≥ 0} aproxima a {ψ(u), u ≥ 0} y

• D(τ̃) aproxima a D(τ).

Para especificar el concepto de “aproximación”, usaremos diferentes métricas
(en particular, métricas en el espacio de funciones de distribución), a veces
llamadas métricas probabiĺısticas. En la siguiente sección se introducen las
definiciones más precisas.

En el Ejemplo 1.8 del Caṕıtulo 1 vamos a ver que el problema de apro-
ximación podŕıa ser no estable con la selección de ciertas métricas (muy
“naturales” y usadas). Por lo tanto, una de las tareas principales de este
trabajo es seleccionar algunas métricas “adecuadas” y proponer las restric-
ciones correspondientes sobre los procesos de riesgo analizados, que permitan
obtener resultados cuantitativos generales acerca de la estabilidad.

I3. Planteamiento del problema de la estima-

ción de la estabilidad

El objetivo del presente trabajo es el desarrollo de métodos para la es-
timación de la estabilidad en algunos modelos de riesgo. En este trabajo,
estamos interesados en obtener resultados cuantitativos, que son los más im-
portantes en aplicaciones.
En términos generales, el problema se plantea de la siguiente manera:

(1) Seleccionar adecuadamente algunas métricas:

• dR en el espacio de funciones de distribución en R;
• dψ en el espacio de funciones ψ : [0,∞) −→ [0, 1];

• dτ en el espacio de funciones de densidad en R;
• dj, j = 1, 2, 3, en el espacio de parámetros a;

tales que, dR, dψ, dτ y dj para j = 1, 2, 3, sean “tratables” desde el
punto de vista de aplicaciones.

(2) Encontrar funciones continuas ϕj : [0,∞) −→ [0,∞), para j = 1, 2, 3,
tales que, ϕj(s) −→ 0 cuando s −→ 0, y hallar un conjunto de restric-
ciones sobre los modelos de riesgo considerados que permitan demostrar
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las siguientes desigualdades:

• sup
t≥0

dR(D(R(t)),D(R̃(t)) ≤ ϕ1[d1(α, α̃)]; (7)

• dψ(ψ(·), ψ̃(·)) ≤ ϕ2[d2(α, α̃)]; (8)

• dτ (pτ , pτ̃ ) ≤ ϕ3[d3(α, α̃)]. (9)

Las desigualdades (7)-(9) garantizan que la “aproximación” (en la métri-

ca correspondiente) de los parámetros gobernantes de los modelos M y M̃ ,
aseguran cierta cercańıa (en la métrica correspondiente) de las caracteŕısticas
de interés ((2), (4) y (5)). Por eso vamos a hablar sobre “desigualdades de
estabilidad” (o en otra terminoloǵıa, desigualdades de continuidad).

El planteamiento del problema de búsqueda de desigualdades (como (7),
(8) y (9)) va a depender del tipo de proceso de riesgo considerado y de las
caracteŕısticas correspondientes analizadas. Tales especificaciones se hacen al
inicio de los Caṕıtulos 1-4.

I4. Resultados conocidos

Hasta donde sabemos hay pocos trabajos que tratan desigualdades de
estabilidad (como en (7)) para la distribución del proceso de riesgo. Por
ejemplo, en Beirlant and Rachev (1987) y Rachev (1991) hay resultados de
este tipo para el modelo Sparre Andersen. En Gordienko (2004) se demues-
tra una desigualdad de estabilidad para la distribución de R(t) en modelos

generales pero bajo la restricción de que D(N(t)) = D(Ñ(t)).
Sobre la estabilidad de D(R(t)) para procesos multidimensionales de riesgo,
no se encontraron resultados en la literatura relacionados con este tipo de
desigualdades.
En el Caṕıtulo 3 de este trabajo se demuestran las desigualdades del tipo (7)
que obtuvimos y que además están publicadas en el art́ıculo Gordienko and
Vázquez-Ortega (2018).

En cuanto a la desigualdad (8), que concierne a la estabilidad de la proba-
bilidad de ruina (con horizonte infinito), existen muchos trabajos dedicados a
la aproximación y el acotamiento de esta probabilidad para modelos clásicos
y de Sparre Andersen. No obstante, conocemos pocos art́ıculos donde al-
gunas desigualdades de estabilidad (continuidad) han sido obtenidas. Entre
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ellos están: Benouaret and Aı̈ssani (2010), Enikeeva et al. (2001), Kalashni-
kov (2000) y Rusaityte (2001).
Los métodos desarrollados en estos trabajos son bastante generales y usan la
técnica (complicada) de la teoŕıa de procesos de Markov. Comentarios más
completos sobre estos trabajos se dan en el Caṕıtulo 1.
Otro enfoque para el estudio de la continuidad de la probabilidad de ruina es
el análisis de sensibilidad (ver, por ejemplo, Asmussen and Albrecher (2010),
Chan and Yang (2005), Vázquez-Abad and LeQuoc (2001) y Loisel and Pri-
vault (2009)). Grosso modo, esta técnica consiste en estimar las derivadas
(o gradientes) de la probabilidad de ruina con respecto a los parámetros in-
volucrados en el modelo (1), por ejemplo, λ, c, o algunos parámetros de la
función de distribución particular F de los montos de las reclamaciones. Ta-
les derivadas revelan la manera en la que la probabilidad de ruina depende
de dichos parámetros y proveen cierta información sobre la estabilidad de la
probabilidad de ruina respecto a pequeñas variaciones de algunos paráme-
tros. Sin embargo, esta información es de carácter local. Además, el método
es aplicable solamente para una clase reducida de funciones de distribución
F “bien parametrizadas”.
En este trabajo, los resultados sobre la desigualdad (8) se presentan el Caṕıtu-
lo 1 y están publicados en Gordienko and Vázquez-Ortega (2016).

Finalmente, dos desigualdades del tipo (9) se demuestran en el Caṕıtulo
4 de este trabajo para densidades del tiempo de ruina en el modelo de Sparre
Andersen con montos de reclamación exponenciales. Dichos resultados se
encuentran publicados en Gordienko et al. (2020). No hemos encontrado en
la literatura otros resultados conocidos de este tipo.

I5. Breve reseña de los resultados obtenidos en

la tesis

En el primer caṕıtulo consideramos el modelo clásico dado por la ecuación
(1), donde N(t) es un proceso de Poisson con intensidad λ. El objetivo es de-
sarrollar un nuevo método que nos permita establecer desigualdades simples
de estabilidad para la probabilidad de ruina.
Como siempre, en este texto, F es la función de distribución de los montos
de las reclamaciones {Xi, i ≥ 1}, y ψ(u), u ≥ 0, denota la probabilidad de
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ruina (con horizonte infinito).

Suponemos que los parámetros desconocidos F y λ son aproximados por F̃ y
λ̃, conocidos. De esta forma, surge el modelo aproximante dado por la ecua-
ción (6), donde F̃ es la función de distribución de {X̃i, i ≥ 1} y λ̃ es la

intensidad de Ñ(t).

La probabilidad de ruina para el modelo (6) se denota por ψ̃(u), u ≥ 0.

Usando la técnica de operadores contractivos, proponemos un nuevo en-
foque para resolver el problema de estabilidad de la probabilidad de ruina.
Uno de los principales resultados del caṕıtulo es la siguiente desigualdad de
estabilidad (que se cumple bajo la desigualdad de la ganancia neta):

sup
u≥0

|ψ(u)− ψ̃(u)| ≤ C1K(F, F̃ ) + C2|λ− λ̃|, (10)

donde K(F, F̃ ) =
∫∞
0

|F (x)− F̃ (x)|dx, es la métrica de Kantorovich y, C1, C2
son constantes que se calculan expĺıcitamente.

Para el caso cuando las distribuciones F y F̃ son de cola ligera, hemos
obtenido la versión correspondiente de (10) en la cual, en el lado izquierdo

aparece sup
u≥0

eαu|ψ(u) − ψ̃(u)| (para algún α > 0) y en la parte derecha la

métrica de Kantorovich ponderada.

Como una aplicación importante discutimos el caso cuando F̃ es la fun-
ción de distribución emṕırica derivada las observaciones i.i.d. X1, X2, . . . , Xn.

En el Caṕıtulo 2, tratamos un problema similar al del Caṕıtulo 1, pero
para la versión a tiempo discreto del modelo clásico de riesgo. Usando el mis-
mo método de operadores contractivos y la versión discreta de la métrica de
Kantorovich, hemos establecido una versión de la desigualdad de estabilidad
para la probabilidad de ruina.

En el Caṕıtulo 3, consideramos un proceso de renovación multidimensio-
nal de riesgo. En las últimas dos décadas, este tipo de procesos han atráıdo
atención creciente. En parte, esto se debe a que, dichos procesos pueden mo-
delar varias ĺıneas dependientes de la actividad de una compañ́ıa aseguradora.
Para este proceso estudiamos la estabilidad cuantitativa de la distribución
D(R(t)) del superávit multidimensional R(t) = (R1(t), R2(t), . . . , Rn(t)) de
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la compañ́ıa. La dinámica de R(t) está dada por el proceso de renovación
multivariante indicado en (3.1) del Caṕıtulo 3. Los parámetros que rigen a
este proceso son:

• La función de distribución F de los vectores aleatorios i.i.d. que repre-
sentan a los montos (multidimensionales) de las reclamaciones;

• La función de distribución G de los intervalos entre las llegadas de las
reclamaciones.

Para el caso cuando F y G son desconocidas y deben estimarse (por ejem-

plo, estad́ısticamente) mediante algunas funciones de distribución F̃ y G̃, se

determina un proceso de riesgo aproximante (definido por F̃ y G̃). A la dis-

tribución de este proceso la denotaremos por D(R̃(t)) (en el momento t).
Una consecuencia de uno de los principales resultados (Teorema 3.19) del
Caṕıtulo 3 es la siguiente desigualdad de estabilidad:
Bajo algunas condiciones, para cada T > 0,

sup
0≤t≤T

dV T (D(R(t)),D(R̃(t))) ≤ C1µ(F, F̃ ) + C2[µ(G, G̃)]
1/2, (11)

donde dV T es la distancia de variación total y µ es una combinación de dV T
y el segundo pseudomomento absoluto.
Formalmente, T no está incluida en el lado derecho de (11), sin embargo,

esta desigualdad se cumple bajo la condición de que µ(G, G̃) ≤ φ(T ) −→ 0,
cuando T −→ ∞. Aśı, la desigualdad (11) tiene un carácter local.
Para probar (11) y sus análogos, usamos algunos resultados conocidos sobre
la comparación de vectores aleatorios i.i.d.

En el Caṕıtulo 4 volvemos al problema de la ruina, pero ahora estamos
interesados en estimar la estabilidad cuantitativa de la distribución del tiem-
po de ruina τ .
En comparación con la probabilidad de ruina con horizonte infinito, la dis-
tribución de τ proporciona (en cierto sentido) más información. En efecto,
P (τ ≤ t) es la probabilidad de ruina en el intervalo [0, t] (para cada t > 0).
En este caṕıtulo consideramos el proceso de riesgo Sparre Andersen con mon-
tos de las reclamaciones exponenciales, para el cual, los parámetros son el
promedio 1/δ, δ > 0, del tamaño de las reclamaciones y la densidad f de los
tiempos entre las llegadas de las reclamaciones.
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Aqúı, el proceso de riesgo aproximante se define por δ̃ y f̃ , que son las apro-
ximaciones dadas de δ y f .
Sean pτ y p̃τ la densidad del tiempo de ruina en los modelos ideal y aproxi-
mante, respectivamente. Haciendo uso de la representación de pτ (dada en
Borovkov and Dickson (2008)), la cual está dada en términos de las convo-
luciones de f , obtuvimos la siguiente desigualdad de estabilidad:

sup
t≥0

|pτ (t)− p̃τ (t)| ≤ b1µ(f, f̃) + b2|δ − δ̃|,

donde, µ es cierta métrica en el espacio de densidades y está expresada en
términos de la métrica de variación total y de la distancia segunda diferencia
pseudomomento.
También se discute el caso cuando f̃ es un estimador estad́ıstico de la función
desconocida f .



Caṕıtulo 1

Estimación de la estabilidad de
la probabilidad de ruina en el
modelo clásico de riesgo

Uno de los modelos más estudiados en la teoŕıa del riesgo es el modelo
clásico de riesgo, también llamado modelo de Cramér-Lunberg. De la Intro-
ducción recordamos que este proceso se define como:

R(t) = u+ ct−
N(t)∑
i=1

Xi, t ≥ 0; (1.1)

donde N(t) es un proceso de Poisson con intensidad λ > 0 independiente de
la sucesión de variables aleatorias i.i.d. {Xi}, la cual representa a los montos
sucesivos de las reclamaciones (con función de distribución F ); u ≥ 0 es el
capital inicial y c > 0 es la prima acumulada por unidad de tiempo.

En nuestro planteamiento del problema de la estimación de la estabilidad,
nos referimos a (1.1) como el modelo ideal.

Es común que en aplicaciones el parámetro λ y/o la función de distribu-
ción F sean desconocidas. Ante esta situación, tales incógnitas normalmente
se aproximan por algunos “parámetros” que denotaremos por λ̃ y F̃ , respecti-
vamente. Dicha aproximación puede derivarse de estimaciones estad́ısticas o
de algunas consideraciones teóricas (ver por ejemplo, Benouaret and Aı̈ssani
(2010), Enikeeva et al. (2001) y Kalashnikov (2000)). Es aśı como surge la
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necesidad de considerar una versión del modelo de riesgo dado en (1.1), que

esté gobernado por los parámetros λ̃ y F̃ :

R̃(t) = u+ ct−
Ñ(t)∑
i=1

X̃i, t ≥ 0, (1.2)

que será llamado modelo aproximante.

Retomando la definición de probabilidad de ruina (con horizonte infinito):

ψ(u) := P

(
ı́nf
t≥0

R(t) < 0|R(0) = u

)
, (1.3)

el análisis de su estabilidad se hace cuando en el modelo ideal:

La función de distribución F de los montos de las reclamaciones o el
parámetro λ son desconocidos y en tal caso no es posible determinar
(o aproximar) a la probabilidad de ruina ψ(u);

F es conocida, pero demasiado complicada, lo cual implica que los
cálculos para la obtener ψ(u) sean poco prácticos.

Bajo cualquiera de estas situaciones, se va a suponer que la función de dis-
tribución F es aproximada por una función F̃ para la cual es posible calcular
la probabilidad de ruina ψ̃.
Como en (1.3), la probabilidad de ruina para el modelo aproximante (1.2) se
define como:

ψ̃(u) := P

(
ı́nf
t≥0

R̃t < 0|R̃(0) = u

)
. (1.4)

En este caṕıtulo se demuestran desigualdades de estabilidad como la si-
guiente (ver (8) en la Introducción):

dψ(ψ(·), ψ̃(·)) ≤ ϕ2[d2(α, α̃)], (1.5)

que estime la cercańıa entre ψ̃ y ψ en términos de las desviaciones de los
“parámetros” α y α̃.
El análisis de estabilidad se realiza en los siguientes casos:

Primero, cuando la función de distribución F es arbitraria;
Segundo, cuando F tiene cola ligera.



1.1 Resultados relacionados 3

Dado que las variables aleatorias X1, X2, . . . son idénticamente distribui-
das (respectivamente X̃1, X̃2, . . . ), en lo que sigue vamos a denotar por X (y

respectivamente por X̃) a la variable aleatoria genérica correspondiente.
También, siempre vamos a suponer que se cumplen las siguientes hipótesis.

Hipótesis 1.1. µ := EX <∞ y µ̃ := EX̃ <∞.

Hipótesis 1.2.

ρ :=
λµ

c
< 1 y ρ̃ :=

λµ̃

c
< 1. (1.6)

Cada desigualdad en (1.6) se conoce como condición de ganancia neta;

regularmente se usan para que E(R(t)) y E(R̃(t)) (en los modelos (1.1) y

(1.2)) crezcan con el tiempo y a su vez que ψ(u) < 1 y ψ̃(u) < 1.

1.1. Resultados relacionados

Numerosos métodos de aproximación de la probabilidad de ruina han si-
do propuestos para el modelo clásico (1.1) (consulte, por ejemplo, los libros
Asmussen and Albrecher (2010), Dickson (2016) y Rincón (2012)). Una si-
tuación similar ocurre en la teoŕıa de acotamiento (superior o por ambos
lados) de la probabilidad de ruina (ver, por ejemplo, los libros Asmussen and
Albrecher (2010), Rolski et al. (1999), aśı como los art́ıculos Cai and Dick-
son (2003), Kartashov (2001), Kalashnikov (1996) y Kalashnikov (1997)). La
aplicación de estos métodos requiere información exacta sobre los valores de
algunos momentos de la función de distribución F , o sobre ciertos parámetros
de la función generadora de F .
Dichos métodos de aproximación están ligeramente relacionados con nuestros
resultados de este caṕıtulo. El enfoque que presentamos es distinto y permite
que la función de distribución F sea totalmente desconocida (pudiendo ser
aproximada, por ejemplo, por una función de distribución emṕırica obtenida
a partir de datos estad́ısticos).

En nuestro caso, se plantea el problema de la búsqueda de desigualdades
para una distancia entre las probabilidades de ruina ψ(u) y ψ̃(u), u ≥ 0.
Hay algunos art́ıculos que contienen resultados relacionados con nuestras
desigualdades de estabilidad: Benouaret and Aı̈ssani (2010), Enikeeva et al.
(2001), Kalashnikov (2000) y Rusaityte (2001). En estos trabajos se estudian
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algunos modelos de riesgo generales que en particular incluyen procesos de
riesgo Sparre Andersen (y por supuesto, el proceso clásico de riesgo).
En Benouaret and Aı̈ssani (2010) se utiliza la métrica de variación total
ponderada, mientras que en Enikeeva et al. (2001) la desviación de la pro-

babilidad de ruina se mide por la distancia

∫ ∞

0

eαu|ψ(u)− ψ̃(u)|du (con un

α > 0).
En Rusaityte (2001), se estudia la estabilidad de la probabilidad de ruina pa-
ra procesos de riesgo Markov-modulados con inversiones y se usa la métrica
uniforme ponderada supu ω(u)|ψ(u)−ψ̃(u)|, donde ω es una función creciente
que se aleja del cero (t́ıpicamente a infinito). En este art́ıculo, bajo el cum-
plimiento de condiciones de Liapunov, el autor aplica técnicas de procesos
regenerativos para obtener las desigualdades de estabilidad (o continuidad).
Las desviaciones de las distribuciones de los montos de las reclamaciones se
miden en la métrica uniforme ponderada. Los resultados obtenidos en este
trabajo se aplican solamente para las distribuciones de cola ligera.
En los art́ıculos Benouaret and Aı̈ssani (2010), Enikeeva et al. (2001), Ka-
lashnikov (2000) y Rusaityte (2001) las desigualdades de continuidad para la
probabilidad de ruina se demuestran aplicando un método complicado. Esen-
cialmente, la técnica usada consiste en expresar a la probabilidad de ruina en
términos de la distribución estacionaria de una cadena de Markov ergódica.
Luego, se usan los resultados de Kartashov (1986), Meyn and Tweedie (1993)
y Mitrophanov (2005) para acotar la distancia de variación total ponderada
entre dos distribuciones estacionarias.

Comparando los resultados obtenidos en los art́ıculos de arriba con nues-
tras desigualdades (1.9), (1.15) y (1.17) (presentadas más adelante), dichos
art́ıculos tienen las siguientes desventajas:

Las desviaciones de los parámetros gobernantes se estiman usando la
métrica “fuerte” de variación total ponderada W . Debido a que la con-
vergencia débil y la convergencia en la métrica de Kantorovich no im-
plican la convergencia con respecto a W , estas desigualdades no pue-
den ser aplicadas, por ejemplo, en los casos cuando las funciones de
distribución desconocidas se aproximan por funciones de distribución
emṕıricas.

Las desigualdades de dichos trabajos son locales, es decir, se cumplen
solamente si los parámetros de los procesos de riesgo comparados son
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suficientemente cercanos.

Las partes derechas de tales desigualdades, son funciones no lineales
de la distancia entre los parámetros. De hecho, estas funciones son
potenciales (con potencia menor que 1).
En nuestros resultados, las distancias de Kantorovich y Kantorovich
ponderada entran en la parte derecha de la desigualdad, a través de
funciones lineales.

Aqúı destacamos que nuestras desigualdades de estabilidad (1.9), (1.15)
y (1.17):

• Utilizan métricas probabiĺısticas “débiles”, lo que las hace compatibles
con la convergencia débil de distribuciones emṕıricas;

• Las desigualdades son “globales”, es decir, las desviaciones de los paráme-
tros pueden ser arbitrarias;

• Su estructura es simple y fácil de interpretar en aplicaciones.

Cabe mencionar la desigualdad de estabilidad obtenida (como resultado

auxiliar) en Santana Cobian et al. (2017), donde |ψ(u)− ψ̃(u)| está acotada

básicamente por c(u)|F (x)−F̃ (x)|. Desafortunadamente, para reclamaciones
no acotadas, c(u) = constante que depende del capital inicial u ≥ 0 y también

se supone que λ = λ̃.

1.2. Algunas métricas

En esta sección presentamos dos métricas que se usan más adelante.
Sea X el conjunto de todas las funciones x : [0,∞) −→ [0, 1].

Definición 1.3. La métrica uniforme ν en X se define como:

ν(x, y) := sup
u≥0

|x(u)− y(u)|, x, y ∈ X. (1.7)

Es fácil demostrar que (X,ν) es un espacio métrico completo.

Denotamos por F al conjunto de todas funciones de distribución F de
variables aleatorias positivas.
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Definición 1.4. Sean F,G ∈ F. La función K : F × F −→ [0,∞], definida
por

K(F,G) :=

∫ ∞

0

|F (x)−G(x)|dx, (1.8)

se llama métrica de Kantorovich.

Los hechos dados en la siguiente proposición son bien conocidos (véase
por ejemplo, el libro Rachev and Rüschendorf (1998)).

Proposición 1.5. (a) Si

∫ ∞

0

xdF (x) < ∞ y

∫ ∞

0

xdG(x) < ∞ entonces

K(F,G) <∞.

(b) Sea {F ;Fn} ∈ F una sucesión de funciones de distribución (de varia-

bles aleatorias positivas) tales que

∫ ∞

0

xdFn < ∞ y

∫ ∞

0

xdF < ∞.

Entonces K(Fn, F ) −→ 0 si y solo si:

(i) Fn ⇒ F (converge débilmente); y

(ii)

∫ ∞

0

xdFn(x) −→
∫ ∞

0

xdF (x) (cuando n −→ ∞).

1.3. Resultados obtenidos

1.3.1. Desigualdad de estabilidad para la probabilidad
de ruina ψ en el caso general

Ahora todo está listo para especificar y demostrar la desigualdad (8) dada
en la Introducción.

Sean ν y K la métrica uniforme y la métrica de Kantorovich definidas en
(1.7) y (1.8), respectivamente; ψ y ψ̃ las probabilidades de ruina definidas en
(1.3) y (1.4).

Teorema 1.6. Supongamos que se cumplen las Hipótesis 1.1 y 1.2. Entonces:

ν(ψ, ψ̃) ≤ K[λK(F, F̃ ) + |λ− λ̃|µ̃], (1.9)

donde

K = mı́n

{
1

c− µλ
,

1

c− µ̃λ̃

}
. (1.10)
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La desigualdad (1.9) da una cota superior para la desviación |ψ(u)−ψ̃(u)|,
que es uniforme sobre todas las posibles reservas iniciales.

1.3.2. Ejemplo numérico de aplicación de la cota supe-
rior para ν(ψ, ψ̃)

La desigualdad (1.9) se cumple para cada función de distribución de los

tamaños de las reclamaciones F , F̃ ∈ F (suponiendo que los promedios son
finitos), en particular, para las denominadas distribuciones de cola pesada. Al
parecer no existen fórmulas expĺıcitas para calcular las probabilidades de rui-
na para distribuciones de cola pesada. Por tal razón, para dar una ilustración
numérica de la precisión de la desigualdad dada en (1.9), vamos a considerar
el caso cuando los montos de las reclamaciones siguen la distribución Gama.

Ejemplo 1.7. Para ε > 0, sean F y F̃ = F̃ε funciones de distribución
con las siguientes densidades: Gama(α = 2, β = 1) y Gama(α = 2, β =
1+ε), respectivamente. Usando la fórmula (3) del Apéndice, podemos calcular

numéricamente ψ(u) y ψ̃(u). También calculamos numéricamente ν(ψ, ψ̃ε) =

supu≥0 |ψ(u)− ψ̃ε(u)| y el término λ
c−µλK(F, F̃ε) en el lado derecho de (1.9).

Los resultados obtenidos (para λ = λ̃ = 1) se presentan en las Tablas 1.1 y
1.2. El parámetro ρ fue definido en (1.6).

c = 3, ρ = 2/3

ε ν(ψ, ψ̃) λ
c−µλK(F, F̃ε)

0.5 0.2931 0.6667
0.2 0.1594 0.3333
0.1 0.0908 0.1818
0.01 0.0104 0.0198

Tabla 1.1: Comparación del lado izquierdo y derecho de (1.9) cuando c = 3.

Como podemos ver en las Tablas 1.1 y 1.2, la desigualdad (1.9) ofrece
mejores aproximaciones cuando ρ es pequeño.
En el mismo ejemplo, para c = 100 (ρ = 1/50 y ε = 0.01) el lado izquierdo
de la desigualdad (1.9) es 0.000198, mientras que el lado derecho es 0.000202
(una buena aproximación).
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c = 10, ρ = 1/5

ε ν(ψ, ψ̃) λ
c−µλK(F, F̃ε)

0.5 0.0685 0.0833
0.2 0.0345 0.0417
0.1 0.0189 0.0227
0.01 0.0021 0.0025

Tabla 1.2: Comparación de los lados izquierdo y derecho de (1.9) cuando c = 10.

1.3.3. ¿Es posible reemplazar a la métrica de Kanto-
rovich K por la distancia uniforme U en la cota
superior para ν(ψ, ψ̃)?

Desde el punto de vista de aplicaciones, es preferible que en el lado derecho
de la desigualdad (1.9) tengamos una métrica tan débil como sea posible.
Al inicio de la presente sección comentamos que la convergencia en K, es
equivalente a convergencia débil más convergencia de los primeros momentos
(ver Proposición 1.5). Es razonable preguntar: ¿la métrica de Kantorovich K
en (1.9) puede ser reemplazada, por ejemplo, por la distancia uniforme U?

(Aqúı, U(F, F̃ ) := supx≥0 |F (x) − F̃ (x)|.) La respuesta a esta pregunta es
negativa puesto que la convergencia de los promedios es necesaria para poder
asegurar la estabilidad de las probabilidades de ruina. Efectivamente, es bien
sabido (véanse los libros Asmussen and Albrecher (2010) y Rincón (2012))

que ψ(0) = λµ/c. Entonces, para λ = λ̃,

|ψ(0)− ψ̃(0)| = λ

c
|µ− µ̃| .

El siguiente ejemplo ilustra que, también para u > 0, la aproximación de los
promedios es necesaria.

Ejemplo 1.8. Denotamos por X y X̃ a las variables aleatorias con funciones
de distribución F y F̃ , respectivamente. Sean λ = λ̃ = 1, c = 3, X ≡ 1 y
para n = 1, 2, . . . ,

X̃ = X̃n =

{
1 con probabilidad 1− 1/n,
n con probabilidad 1/n.

Es fácil ver que U(F, F̃n) −→ 0 cuando n −→ ∞ (véase la Figura 1.1) y en

particular, F̃n =⇒ F (la convergencia débil). Sin embargo, EX̃n = 2−1/n↛
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Figura 1.1: Funciones de distribución de X y Xn.

EX = 1. Seleccionando, por ejemplo, u = 3 y usando fórmulas conocidas (ver
la fórmula (4) en el Apéndice) para calcular ψ(u) cuando X es una variable
aleatoria con un conjunto finito de valores, obtenemos que

ψ(3) ≈ 0.0018, y

ψ̃n(3) = 1− 1

3

[
e− 2

3
e2/3

(
1− 1

n

)
+

1

18
e1/3

(
1− 1

n2

)]
−→ 0.5009,

cuando n −→ ∞.
Vemos que, a pesar de que U(F, F̃ ) −→ 0 y F̃ =⇒ F , no se cumple que ψ̃ −→
ψ. Por lo tanto, la convergencia uniforme de las funciones de distribución F
y F̃ de los montos de las reclamaciones no es suficiente para garantizar la
convergencia de las probabilidades de ruina.

1.3.4. Desigualdades de estabilidad para distribucio-
nes de cola ligera

Comenzamos esta sección presentando algunas definiciones y resultados
conocidos que explican las razones por las que consideramos a las funciones
de distribución de cola ligera como un caso especial.

Hipótesis 1.9. Supongamos que existen números r∗, r̃∗ ∈ (0,∞] tales que:

(i) EerX <∞ para r < r∗ y EerX −→ ∞ cuando r ↑ r∗.

(ii) EerX̃ <∞ para r < r̃∗ y EerX̃ −→ ∞ cuando r ↑ r̃∗.
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Es bien sabido (ver Asmussen and Albrecher (2010), Rincón (2012) y
Rolski et al. (1999)) que, bajo tales hipótesis, existen coeficientes de ajuste
(consulte la Definición A.3 del Apéndice) que denotaremos por γ ∈ (0, r∗)
y γ̃ ∈ (0, r̃∗) para los modelos (1.1) y (1.2), respectivamente. Usando los
coeficientes de ajuste se demuestran (véase Asmussen and Albrecher (2010),
Rincón (2012) y Rolski et al. (1999)) las desigualdades de Lundberg :

ψ(u) ≤ e−γu, ψ̃(u) ≤ e−γ̃u, u ≥ 0. (1.11)

Estas desigualdades indican que, para los casos cuando el capital inicial u
es grande la métrica uniforme ν, definida en (1.7), no es efectiva para medir

la desviación ψ̃ de ψ. En tal situación es mejor fijar un número α ∈ (0, γ∗),
donde γ∗ := mı́n(γ, γ̃) y considerar la distancia siguiente.

Definición 1.10. Sea α ∈ (0, γ∗). La métrica uniforme ponderada να en el
espacio X se define como:

να(x, y) := sup
u≥0

eαu|x(u)− y(u)|. (1.12)

En el Teorema 1.13 de abajo, obtenemos una cota superior para να(ψ, ψ̃),
donde α puede ser escogido para ser arbitrariamente cercano a γ∗ (pero no
igual). En este teorema, la métrica de Kantorovich (definida en (1.8)) se
cambia por la siguiente métrica ponderada.

Definición 1.11. Sean F el espacio de funciones de distribución de las v.a.
positivas y β > 0 un número fijo. La métrica de Kantorovich ponderada (con
valores en [0,∞]) se define como:

Kβ(F,G) :=

∫ ∞

0

eβx |F (x)−G(x)| dx, F,G ∈ F. (1.13)

Proposición 1.12.

(a) Si

∫ ∞

0

eβxdF (x) <∞ y

∫ ∞

0

eβxdG(x) <∞, entonces Kβ(F,G) <∞.

(b) Supongamos que

∫ ∞

0

eβxdF (x) < ∞ y

∫ ∞

0

eβxdFn(x) < ∞,

para n ≥ 1.
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Entonces Kβ(Fn, F ) −→ 0 si y solo si

(i)Fn =⇒ F (converge débilmente) y

(ii)

∫ ∞

0

eβxdFn(x) −→
∫ ∞

0

eβxdF (x), (cuando n −→ ∞).

Ahora sean α ∈ (0, γ∗) un número arbitrario pero fijo y β una cota supe-
rior arbitraria pero fija de γ, tal que

mı́n(r∗, r̃∗) > β ≥ γ. (1.14)

Para estas constantes elegidas, sean να y Kβ la métrica uniforme pon-
derada y la métrica de Kantorovich ponderada definidas en (1.12) y (1.13),
respectivamente.

Teorema 1.13. Supongamos que se cumplen las Hipótesis 1.1, 1.2 y 1.9.
Entonces

να(ψ, ψ̃) ≤
1

βc(1−Mα)

[∫ ∞

0

exβdF̃ (x)− 1

]
|λ− λ̃|+

λ

c(1−Mα)
Kβ(F, F̃ ), (1.15)

donde

Mα :=
λ̃

c

∫ ∞

0

eαx[1− F̃ (x)]dx < 1. (1.16)

El siguiente resultado, obtenido para el caso cuando λ̃ = λ, proporciona
una cota más precisa que (1.15).

Proposición 1.14. Sea λ̃ = λ. Entonces, bajo las hipótesis del Teorema
1.13,

να(ψ, ψ̃) ≤
λ

c(1−Mα)

[
sup
u≥0

eαu
∫ ∞

u

|F (x)− F̃ (x)|dx

+ sup
u≥0

e−(γ−α)u
∫ u

0

eγx|F (x)− F̃ (x)|dx
]
. (1.17)
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Desigualdad en el caso de aproximación por

distribuciones emṕıricas

Como un ejemplo de aplicación de la desigualdad (1.9), vamos a analizar
una situación importante desde el punto de vista práctico. Es decir, cuando
se necesita estimar la probabilidad de ruina ψ(u) en el modelo de riesgo (1.1)
sin suponer ninguna información preliminar sobre la intensidad λ de los in-
tervalos entre las llegadas de las reclamaciones y/o la función de distribución
F de los montos de las reclamaciones. En lugar de eso vamos a suponer que
se conocen las observaciones X1, X2, . . . , Xn i.i.d. de la variable aleatoria X,
con función de distribución F . Supongamos también que se conocen los datos
estad́ısticos τ1, τ2, . . . , τn para los intervalos entre las llegadas de las reclama-
ciones.

Existen diferentes métodos para la estimación estad́ıstica no paramétrica
de la probabilidad de ruina (véase, por ejemplo, Frees (1986), Bening and
Korolev (2003), Mnatsakanov et al. (2008), Marceau and Rioux (2001)). Co-
mo un nuevo enfoque proponemos el siguiente procedimiento.
Usando los datos estad́ısticos dados, se calcula el estimador de λ:

λ̂n :=
n

τ1 + · · ·+ τn
,

y la función de distribución emṕırica

F̂n(x) :=
1

n

n∑
i=1

I{Xi≤x}, x ≥ 0.

La función de distribución F̂n y λ̂n se usan como las correspondientes
estimaciones de F y λ, por lo tanto, aparecen como parámeros gobernantes
en el modelo aproximante (1.2).

En este caso, el cálculo de la probabilidad de ruina ψ̃ ≡ ψ̃n para el
proceso aproximante (1.2) solo requiere facilidades computacionales adecua-

das, ya que la variable aleatoria X̃n con la distribución F̂n, toma n valores
X1, X2, . . . , Xn con probabilidades iguales a 1/n. Existen fórmulas expĺıcitas
bien conocidas para calcular la probabilidad de ruina en el modelo clásico si
el tamaño de reclamación es una variable aleatoria con un número finito de
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valores (consulte, por ejemplo, el libro de Kaas et al. (2008)).

Hay que subrayar que λ̂n y F̂n son objetos aleatorios. Entonces, para cada
u ≥ 0 la probabilidad de ruina ψ(u) es una variable aleatoria.

Es bien sabido que si

∫ ∞

0

xdF (x) <∞, entonces

∫ ∞

0

|F (x)−F̂n(x)|dx −→ 0

casi seguramente cuando n −→ ∞ (véase por ejemplo Rachev (1991)). Tam-
bién λ̂n −→ λ, casi seguramente.
Aplicando la desigualdad (1.9) vemos que, ψ̃n(u) es una estimación consisten-

te de ψ(u), es decir, con probabilidad uno, sup
u≥0

|ψ(u)− ψ̃n(u)| −→ 0 cuando

n −→ ∞.

Si adicionalmente suponemos que para algún δ > 0, µ2+δ :=

∫ ∞

0

x2+δdF (x) <

∞, entonces de los resultados de Bobkov and Ledoux (2019) puede deducirse
que

E

∫ ∞

0

|F (x)− F̂n(x)|dx ≤
[
1 +

2

δ
µ
1/2
2+δ

]
1√
n
, n = 1, 2, . . . . (1.18)

Luego, usando la normalidad asintótica se demuestra que

E|λ− λ̃n| ≤ c(λ)
1√
n
, n = 1, 2, . . . (1.19)

Asumimos que se conocen algunas cotas superiores λ, µ y µ̃ para λ, µ y µ̃,
respectivamente. Sustituyendo estas cotas en (1.9) y combinando tal mo-
dificación de la desigualdad (1.9) con (1.18) y (1.19) obtenemos una cota

superior para la tasa de convergencia del promedio Eν(ψ, ψ̃):

E sup
u≥0

|ψ(u)− ψ̃n(u)| ≤
{

λ

c− µλ

[
1 +

2

δ
µ
1/2
2+δ

]
+ µ̃c(λ)

}
1√
n
, n = 1, 2, . . .

La última desigualdad (junto con la desigualdad de Markov) puede servir
para el control del error de aproximación de la probabilidad de ruina como
una función del volumen de datos estad́ısticos.

1.4. Demostraciones

Demostración de la Proposición 1.12.
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(a) Esta parte se sigue inmediatamente de la definición de Kβ.

(b) Supongamos que Fn ⇒ F y que

∫ ∞

0

eβxdFn(x) −→
∫ ∞

0

eβxdF (x),

cuando n −→ ∞.
Para cada c > 0,

Kβ(Fn, F ) =

∫ ∞

0

eβt|Fn(t)− F (t)|dt

≤
∫ c

0

eβt|Fn(t)− F (t)|dt+
∫ ∞

c

eβt[1− Fn(t)]dt+

∫ ∞

c

eβt[1− F (t)]dt

(1.20)

=: I1,n + I2,n + I.

Fijando un ε > 0 arbitrario, escogemos c > 0 tal que I < ε. La convergencia
débil Fn ⇒ F implica que Fn(x) −→ F (x) casi donde quiera en [0,∞). Por
lo tanto, por el Teorema de la Convergencia Dominada, existe N tal que en
(1.20) I1,n < ε para n ≥ N .

Luego,∫ ∞

0

eβtdFn(t)−
∫ ∞

0

eβtdF (t) = β

∫ c

0

eβt[F (t)− Fn(t)]dt+[
β

∫ ∞

c

eβt[1− Fn(t)]dt− β

∫ ∞

c

eβt[1− F (t)]dt

]
. (1.21)

El lado izquierdo de (1.21) se aproxima a cero cuando n −→ ∞. Para n ≥ N ,
el valor absoluto del primer sumando en el lado derecho de (1.21) es menor
que βε y el último sumando también es menor que βε.
Tomando en cuenta (1.20), encontramos que

K(Fn, F ) −→ 0 cuando n −→ ∞. (1.22)

Ahora suponemos que se cumple (1.22). Dado que Kβ(Fn, F ) ≥ K(Fn, F ),
tenemos que Fn ⇒ F (ya que la convergencia en la métrica de Kantorovich
implica convergencia débil, ver Rachev and Rüschendorf (1998)).

Finalmente,∣∣∣∣∫ ∞

0

eβtdFn(t)−
∫ ∞

0

eβtdF (t)

∣∣∣∣ ≤ β

∫ ∞

0

eβt|Fn(t)− F (t)|dt −→ 0,
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cuando n −→ ∞.

A continuación, usaremos la notación F (x) := 1 − F (x); F̃ (x) := 1 −
F̃ (x), x ≥ 0.
Las siguientes ecuaciones integrales para probabilidades de ruina (definidas
en (1.3) y (1.4)) son comúnmente conocidas (ver Teorema A.1 en el Apéndice,
o bien, Rolski et al. (1999) y Rincón (2012)):

ψ(u) =
λ

c

(∫ ∞

u

F (t)dt+

∫ u

0

ψ(u− t)F (t)dt

)
, u ≥ 0 (1.23)

ψ̃(u) =
λ̃

c

(∫ ∞

u

F̃ (t)dt+

∫ u

0

ψ̃(u− t)F̃ (t)dt

)
, u ≥ 0. (1.24)

De la Proposición 1.17 (abajo) se sigue que la ecuación (1.23) tiene solu-
ción única en el espacio X.

Definimos dos operadores relacionados con la ecuaciones (1.23) y (1.24).

Definición 1.15. Para cada x ∈ X las funciones Tx y T̃ x se definen como
sigue:

Tx(u) =
λ

c

(∫ ∞

u

F (t)dt+

∫ u

0

x(u− t)F (t)dt

)
, u ≥ 0; (1.25)

T̃ x(u) =
λ̃

c

(∫ ∞

u

F̃ (t)dt+

∫ u

0

x(u− t)F̃ (t)dt

)
, u ≥ 0. (1.26)

Lema 1.16. Tx, T̃x ∈ X para cada x ∈ X.

Demostración. Puesto que x(·) ∈ [0, 1], para cada u ≥ 0,

Tx(u) =
λ

c

(∫ ∞

u

F (t)dt+

∫ u

0

x(u− t)F (t)dt

)
≤ λ

c

(∫ ∞

u

F (t)dt+

∫ u

0

F (t)dt

)
=
λ

c

∫ ∞

0

F (t)dt =
λ

c
EY =

λµ

c
< 1.

La última desigualdad se sigue de la condición dada en (1.6).

Del mismo modo se prueba que T̃ x ∈ X.
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Este lema significa que (1.25) y (1.26) definen los operadores T : X −→ X

y T̃ : X −→ X. Vamos a ver que estos operadores son contractivos en X.

Proposición 1.17. Sean T y T̃ los operadores definidos en (1.25) y (1.26),
respectivamente. Entonces, bajo la condición (1.6), T es contractivo en (X,ν)

con módulo ρ = λµ/c < 1, y respectivamente, T̃ es contractivo en (X,ν) con

módulo ρ̃ = λ̃µ̃/c. Es decir, para cada x, y ∈ X,

ν(Tx, Ty) ≤ ρν(x, y), (1.27)

ν
(
T̃ x, T̃ y

)
≤ ρ̃ν(x, y). (1.28)

Demostración. Por (1.25), para cada x, y ∈ X,

ν(Tx, Ty) =
λ

c
sup
u≥0

∣∣∣∣∫ u

0

x(u− t)F (t)dt−
∫ u

0

y(u− t)F (t)dt

∣∣∣∣
≤ λ

c
sup
u≥0

∫ u

0

F (t) sup
s∈[0,u]

|x(s)− y(s)|dt

≤ λ

c
ν(x, y)

∫ ∞

0

F (t)dt =
λµ

c
ν(x, y).

La desigualdad

ν(T̃ x, T̃ y) ≤ λ̃µ̃

c
ν(x, y) (1.29)

se verifica de manera similar.

De acuerdo con (1.23), (1.24) y las funciones definidas en (1.25) y (1.26),

ψ y ψ̃, son los únicos puntos fijos de T y T̃ , es decir:

ψ = Tψ y ψ̃ = T̃ ψ̃. (1.30)

Corolario 1.18. Sean ψ y ψ̃ las probabilidades de ruina definidas en (1.3)
y (1.4), respectivamente. Entonces

ν(ψ, ψ̃) ≤ c

c− λµ
ν(T ψ̃, T̃ ψ̃). (1.31)

Demostración. De (1.30), la desigualdad del triángulo y la propiedad de
contracción del operador T se sigue que

ν(ψ, ψ̃) = ν(Tψ, T̃ ψ̃) ≤ ν(Tψ, T ψ̃) + ν(T ψ̃, T̃ ψ̃)
≤ ρν(ψ, ψ̃) + ν(T ψ̃, T̃ ψ̃),
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o bien,

ν(ψ, ψ̃) ≤ 1

1− ρ
ν(T ψ̃, T̃ ψ̃) =

c

c− λµ
ν(T ψ̃, T̃ ψ̃).

Demostración de los Teoremas del 1.6 y 1.13

Demostración del Teorema 1.6. De acuerdo con las definiciones dadas
en (1.25) y (1.26) y la desigualdad del triángulo, tenemos que para cada
x ∈ X

ν(Tx, T̃x) ≤ sup
u≥0

∣∣∣∣λc
(∫ ∞

u

F (t)dt+

∫ u

0

x(u− t)F (t)dt

)
−

λ

c

(∫ ∞

u

F̃ (t)dt+

∫ u

0

x(u− t)F̃ (t)dt

)∣∣∣∣+
sup
u≥0

∣∣∣∣∣λ− λ̃

c

(∫ ∞

u

F̃ (t)dt+

∫ u

0

x(u− t)F̃ (t)dt

)∣∣∣∣∣
≤λ
c

∫ ∞

0

|F (t)− F̃ (t)|dt+ |λ− λ̃|
c

∫ ∞

0

(1− F̃ (t))dt

=
λ

c
K(F, F̃ ) +

|λ− λ̃|
c

µ̃.

Combinando la última desigualdad con (1.31) obtenemos que

ν(ψ, ψ̃) ≤ 1

c− λµ

[
λK(F, F̃ ) + |λ− λ̃|µ̃

]
.

Para demostrar la desigualdad similar con
1

c− λ̃µ̃
en lugar de

1

c− λµ
se

usa la desigualdad (1.29). Y de esta manera queda demostrada la desigualdad
(1.9).

Demostración del Teorema 1.13. Primero notamos que α < mı́n(γ, γ̃) <
mı́n(r∗, r̃∗), donde r∗, r̃∗ son números que aparecen en la Hipótesis 1.9. Por
lo tanto, la constante

Mα :=
λ̃

c

∫ ∞

0

eαtF̃ (t)dt, (1.32)
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es finita, igual que la función I(r) :=
λ̃

c

∫ ∞

0

ertF̃ (t)dt, r ∈ [0, r̃∗). Tenemos

que I(0) =
λ̃µ̃

c
< 1 e I(r) es estrictamente creciente con I(γ̃) = 1, donde γ̃

es el coeficiente de ajuste en el modelo aproximante de riesgo. Por lo tanto,
Mα < 1, es decir se cumple la condición (1.16).

Considerando la métrica να (que toma valores en [0,∞]) definida en

(1.12), ahora vamos a demostrar que el operador T̃ en (1.26) satisface la
siguiente desigualdad:

να(T̃ x, T̃ y) ≤Mανα(x, y); x, y ∈ X, (1.33)

donde Mα < 1 es la constante definida en (1.32).
Por (1.26),

να(T̃ x, T̃ y) = sup
u≥0

eαu
λ̃

c

∣∣∣∣∫ u

0

x(u− t)F̃ (t)dt−
∫ u

0

y(u− t)F̃ (t)dt

∣∣∣∣
≤ λ̃

c
sup
u≥0

∫ u

0

F̃ (t)|x(u− t)− y(u− t)|eα(u−t)eαtdt

≤ να(x, y)
λ̃

c

∫ ∞

0

eαtF̃ (t)dt =Mα να(x, y).

Ahora, por (1.33) y la desigualdad del triángulo,

να(ψ, ψ̃) = να(Tψ, T̃ ψ̃)

≤ να(T̃ ψ̃, T̃ψ) + να(T̃ψ, Tψ)
≤Mανα(ψ, ψ̃) + να(T̃ψ, Tψ). (1.34)

Ya que α < mı́n(γ, γ̃), de (1.11) vemos que να(ψ, ψ̃) < ∞ y, por lo

tanto, podemos sustraer Mανα(ψ, ψ̃) de ambas partes de (1.34). Esto da la
desigualdad

να(ψ, ψ̃) ≤
1

1−Mα

να(T̃ψ, Tψ). (1.35)

Luego, usando nuevamente las definiciones (1.25), (1.26), y sumando
términos apropiados, acotamos el último término en (1.35) como sigue.
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να(Tψ, T̃ψ) ≤ sup
u≥0

eαu
∣∣∣∣λc
(∫ ∞

u

F (t)dt+

∫ u

0

ψ(u− t)F (t)dt

)
−

λ

c

(∫ ∞

u

F̃ (t)dt+

∫ u

0

ψ(u− t)F̃ (t)dt

)∣∣∣∣+
sup
u≥0

eαu

∣∣∣∣∣
[
λ

c
− λ̃

c

](∫ ∞

u

F̃ (t)dt+

∫ u

0

ψ(u− t)F̃ (t)dt

)∣∣∣∣∣
(1.36)

= : I1 + I2.

Para el término I1 en el lado derecho de (1.36) tenemos:

I1 ≤
λ

c

[
sup
u≥0

(
eαu
∫ ∞

u

∣∣∣F (t)− F̃ (t)
∣∣∣ dt+ eαu

∫ u

0

ψ(u− t)
∣∣∣F (t)− F̃ (t)

∣∣∣ dt)] .
(1.37)

En vista de (1.11), ψ(u− t) ≤ e−γu+γt. Por lo tanto,

I1 ≤
λ

c

[
sup
u≥0

(∫ ∞

u

eαt
∣∣∣F (t)− F̃ (t)

∣∣∣ dt+ eαue−γu
∫ u

0

eγt
∣∣∣F (t)− F̃ (t)

∣∣∣ dt)] .
(1.38)

Ya que α < γ ≤ β, (1.38) da

I1 ≤
λ

c

∫ ∞

0

eβt
∣∣∣F (t)− F̃ (t)

∣∣∣ dt. (1.39)

Se procede de manera similar para estimar el término I2 en (1.36), por lo
tanto:

I2 ≤
|λ− λ̃|
c

[
sup
u≥0

(
eαu
∫ ∞

u

F̃ (t)dt+ eαue−γu
∫ u

0

eγtF̃ (t)dt

)]
≤ |λ− λ̃|

c

∫ ∞

0

eβt
[
1− F̃ (t)

]
dt. (1.40)
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La última integral da
1

β

[∫ ∞

0

eβtdF̃ (t)− 1

]
.

Finalmente, combinando las desigualdades (1.35), (1.36), (1.39) y (1.40)
obtenemos la desigualdad (1.15) en Teorema 1.13.

Para demostrar la Proposición 1.14 es suficiente observar que la desigual-
dad (1.17) es una consecuencia de (1.35), (1.37) y (1.38).



Caṕıtulo 2

Estimación de la estabilidad de
la probabilidad de ruina en el
modelo clásico de riesgo a
tiempo discreto

La desigualdad de estabilidad que se presenta en este caṕıtulo es un re-
sultado que fue obtenido en la tesis de maestŕıa Vázquez-Ortega (2015).
Incluimos este resultados para mostrar que el método de operadores contrac-
tivos también funciona para procesos de riesgo a tiempo discreto. Además,
es importante mencionar que, hasta el momento no hemos encontrado resul-
tados parecidos de este tipo en la literatura.

El modelo clásico de riesgo a tiempo discreto (ver por ejemplo Dickson
(2016) y Rincón (2012)) es el proceso {R(t) : t = 0, 1, 2, . . . } dado por las
siguientes ecuaciones recurrentes:

R(t) = u+ t−
t∑
i=1

Xi, t = 0, 1, 2, . . . ,

(
0∑
i=1

Xi := 0

)
, (2.1)

donde el número entero u ∈ [0,∞) es el capital inicial; X1, X2, . . . es una
sucesión de variables aleatorias i.i.d. con valores en el conjunto {0, 1, 2 . . . }
que representan a los montos acumulados de las reclamaciones en un periodo
de longitud uno.
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En (2.1) las unidades para contar el dinero se eligen de tal manera que la
prima acumulada (por unidad de tiempo) sea igual a uno.

(a) Denotamos porX a la variable aleatoria genérica de la sucesiónX1, X2, . . .

(b) Como en el caṕıtulo anterior, F denota a la función de distribución de
X.

Hipótesis 2.1. Supongamos que se cumple la condición de ganancia neta
para el modelo (2.1), es decir:

µ := EX < 1. (2.2)

El modelo de riesgo aproximante de riesgo a tiempo discreto (es decir,

que aproxima al (2.1)) correspondiente es el proceso {R̃(t) : t = 0, 1, 2, . . . }
dado por las ecuaciones:

R̃(t) = u+ t−
t∑
i=1

X̃i, t = 0, 1, 2, . . . ,

(
0∑
i=1

X̃i := 0

)
, (2.3)

donde X̃1, X̃2, . . . son variables aleatorias i.i.d. con valores en el conjunto
{0, 1, . . . }.

Notación 2.2. (a) X̃ es la variable aleatoria genérica de la sucesión X̃1, X̃2, . . .

(b) F̃ denota la función de distribución de los montos de las reclamaciones

X̃, en el modelo (2.3).

Hipótesis 2.3. Se cumple la condición de ganancia neta para el modelo
aproximante, es decir:

µ̃ := EX̃ < 1. (2.4)

2.1. Planteamiento del problema de estabili-

dad

Considerando el tiempo discreto t = 0, 1, 2, . . . , retomamos las definicio-
nes de probabilidad de ruina ψ(u) y ψ̃(u) dadas en (1.3) y (1.4) en el Caṕıtulo
1, que ahora estarán asociadas a los procesos (2.1) y (2.3), respectivamente.
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El problema de la estimación de la estabilidad de las probabilidades de rui-
na ψ y ψ̃ (con horizonte infinito) se plantea exactamente como en el Caṕıtulo
1. En el presente caso contamos solamente con un parámetro gobernante del
proceso. Esto es, la función de distribución F (y respectivamente, F̃ ). La
meta es encontrar una métrica apropiada (en el espacio de funciones de dis-
tribución discretas) que permita demostrar una desigualdad de estabilidad
como:

sup
u=0,1,2,...

|ψ(u)− ψ̃(u)| ≤ cd(F, F̃ ), (2.5)

donde c es una constante que será especificada más adelante.

Para abordar este problema vamos a hacer uso de una fórmula recurrente
para la probabilidad de ruina asociada al modelo (2.1). Precisamente, la
fórmula (ver Teorema A.5 en el Apéndice):

ψ(u) =
∞∑
m=u

F (m) +
u−1∑
m=0

ψ(u−m)F (m), u = 0, 1, 2, . . . , (2.6)

(donde F (t) := 1 − F (t)) representa un método recursivo para calcular la
probabilidad de ruina en el modelo clásico de riesgo a tiempo discreto. (En
(2.6), la suma es el análogo discreto de la ecuación integral (1.23) dada en
el Caṕıtulo anterior para el cálculo de la probabilidad de ruina a tiempo
continuo.)

Una ecuación análoga a (2.6) se cumple para la probabilidad de ruina ψ̃

para el modelo dado en (2.3), al sustituir F por F̃ .

Notación 2.4. Sea Y el conjunto de funciones que se define de la siguiente
manera:

Y := {y ≡ y(u) ∈ [0, 1] : u = 0, 1, 2, . . . }.

Si consideramos la métrica uniforme ν (ver (1.7) en el Caṕıtulo 1) que
ahora está definida en el espacio de funciones Y, resulta que (Y,ν) es un
espacio métrico completo.

Definición 2.5. Sean F y F̃ las funciones de distribución de las variables
aleatorias X y X̃ correspondientes a los modelos (2.1) y (2.3), respectiva-
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mente. Para cada y ∈ Y definimos las funciones:

Sy(u) :=
∞∑
m=u

F (m) +
u−1∑
m=0

y(u−m)F (m), u ≥ 0; (2.7)

S̃y(u) :=
∞∑
m=u

F̃ (m) +
u−1∑
m=0

y(u−m)F̃ (m), u ≥ 0. (2.8)

Lema 2.6. Para cada y ∈ Y, se cumple que Sy, S̃y ∈ Y.

Demostración. Para cada u ≥ 1 tenemos que

Sy(u) =
∞∑
m=u

F (m) +
u−1∑
m=0

y(u−m)F (m)

≤
∞∑
m=u

F (m) +
u−1∑
m=0

F (m) =
∞∑
m=0

F (m) = EX < 1.

Por lo tanto Sy ∈ Y.
De manera análoga se demuestra que S̃y ∈ Y.

El lema anterior refleja que las expresiones (2.7) y (2.8) definen los ope-

radores S : Y −→ Y y S̃ : Y −→ Y.

2.2. Propiedades contractivas del operador S

con respecto a la métrica uniforme

Proposición 2.7. Sean ν la métrica uniforme definida en (1.7) y S el ope-
rador definido en (2.7). Entonces S es una contracción en (Y,ν) con módulo
µ = EX < 1, es decir, para cada x, y ∈ Y,

ν(Sx, Sy) ≤ µν(x, y). (2.9)

Similarmente, el operador S̃ definido en (2.8) es una contracción en (Y,ν)

con módulo µ̃ = EX̃ < 1, es decir, para cada x, y ∈ Y,

ν(S̃x, S̃y) ≤ µ̃ν(x, y). (2.10)
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Demostración. Sean x, y ∈ Y arbitrarios pero fijos. Estimamos

ν(Sx, Sy) = sup
u≥1

∣∣∣∣∣
u−1∑
m=0

x(u−m)F (m)−
u−1∑
m=0

y(u−m)F (m)

∣∣∣∣∣
≤ sup

u≥1

u−1∑
m=0

|x(u−m)− y(u−m)|F (m)

≤ sup
u≥1

u−1∑
m=0

sup
s∈[0,u]

|x(s)− y(s)|F (m)

≤ ν(x, y) sup
u≥1

u−1∑
m=0

F (m) ≤ ν(x, y)
∞∑
m=0

F (m)

≤ ν(x, y)EX = µν(x, y),

donde, por la Hipótesis 2.1, µ < 1.
La desigualdad (2.10) se demuestra de manera similar.

Nota 2.8. De la ecuación (2.6) (y su análoga para ψ̃(u)) y las definiciones

de los operadores S y S̃ dadas en (2.7) y (2.8), respectivamente, se sigue que

Sψ = ψ, S̃ψ̃ = ψ̃. (2.11)

Y de la Proposición 2.7 se obtiene que las funciones ψ(u) y ψ̃(u), u ≥ 0 son
soluciones únicas de las ecuaciones (2.11).

Corolario 2.9. Sea ν la métrica uniforme definida en (1.7), entonces

ν(ψ, ψ̃) ≤ 1

1− µ
ν(Sψ̃, S̃ψ̃), (2.12)

donde µ < 1 es la constante de contracción de la Proposición 2.7.

Demostración. Por (2.11), la desigualdad del triángulo y la propiedad de
contracción de S tenemos que

ν(ψ, ψ̃) = ν(Sψ, S̃ψ̃) ≤ ν(Sψ, Sψ̃) + ν(Sψ̃, S̃ψ̃)
≤ µν(ψ, ψ̃) + ν(Sψ̃, S̃ψ̃).

Entonces ν(ψ, ψ̃) ≤ µν(ψ, ψ̃)+ν(Sψ̃, S̃ψ̃), o bien ν(ψ, ψ̃) ≤ 1

1− µ
ν(Sψ̃, S̃ψ̃),

con 1−µ > 0 por la condición de ganancia neta dada en la Hipótesis 2.1.
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2.3. Una cota superior para ν(ψ, ψ̃)

Teorema 2.10. Sean ψ, ψ̃ ∈ Y las probabilides de ruina para los modelos
(2.1) y (2.3), entonces

ν(ψ, ψ̃) ≤ 1

1− µ
d(F, F̃ ),

donde ν es la métrica uniforme definida en (1.7) en el Caṕıtulo 1 y d(F, F̃ ) :=∑∞
m=0 |F (m)− F̃ (m)|.

Para probar el Teorema 2.10 necesitamos el siguiente resultado.

Proposición 2.11. Sean S, S̃ los operadores definidos en (2.7) y (2.8). En-
tonces

ν(Sψ̃, S̃ψ̃) ≤ d(F, F̃ ).

Demostración. De las definiciones (2.7) y (2.8) tenemos que

ν(Sψ̃, S̃ψ̃)

= sup
u≥0

∣∣∣∣∣
∞∑
m=u

F (m) +
u−1∑
m=0

ψ̃(u−m)F (m)−
∞∑
m=u

F̃ (m)−
u−1∑
m=0

ψ̃(u−m)F̃ (m)

∣∣∣∣∣
≤ sup

u≥0

[
∞∑
m=u

|F (m)− F̃ (m)|+
u−1∑
m=0

ψ̃(u−m)|F (m)− F̃ (m)|

]

≤ sup
u≥0

[
∞∑
m=u

|F (m)− F̃ (m)|+
u−1∑
m=0

|F (m)− F̃ (m)|

]

=
∞∑
m=0

|F (m)− F̃ (m)|

= d(F, F̃ ).

Demostración del Teorema 2.10. Por el Corolario 2.9 y la Proposición

2.11 tenemos que ν(ψ, ψ̃) ≤ 1

1− µ
ν(Sψ̃, S̃ψ̃) ≤ 1

1− µ
d(F, F̃ ).



Caṕıtulo 3

Desigualdades de estabilidad
para la distribución del capital
de procesos multidimensionales
de riesgo tipo Sparre Andersen

En este caṕıtulo estudiamos la estabilidad de la distribución del capital
corriente de una compañ́ıa aseguradora en un modelo multidimensional de
riesgo. El proceso considerado es bastante general y es una versión del pro-
ceso de riesgo Sparre Andersen (proceso de renovación).
El resultado principal de este caṕıtulo consta de una desigualdad de estabili-
dad como la dada en (7) (en la Introducción). Como veremos más adelante,
tal desigualdad está expresada en términos de la distancia de variación total
y el segundo pseudomomento absoluto y lse demuestra suponiendo que se
cumplen algunas condiciones sobre las distribuciones de los montos de las
reclamaciones y de los intervalos entre las llegadas de las reclamaciones.

3.1. El proceso multidimensional de riesgo

En años recientes, los procesos multidimensionales de riesgo han desper-
tado un interés creciente. En particular, se han estudiado procesos bivariados
de riesgo que representan dos flujos dependientes de reclamaciones (ver por
ejemplo, Badila et al. (2015), Cai and Li (2005), Chan et al. (2003), Chen
et al. (2011), Cojocaru (2015), Hu and Jiang (2013), Huang et al. (2014),
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Ivanovs and Boxma (2015) y Li et al. (2007).

Un modelo multidimensional de riesgo puede ser entendido como un pro-
ceso que modela varias ĺıneas de negocios (estocásticamente dependientes) de
una compañ́ıa aseguradora, por ejemplo, daños al veh́ıculo, gastos médicos
por daños personales, seguro de vida, etc.
El modelo m-dimensional de riesgo que vamos a considerar se define de la
siguiente manera:

R(t) ≡

 R1(t)
...

Rm(t)

 =

 u1
...
um

+

 c1
...
cm

 t−
N(t)∑
n=1

 X1n
...

Xmn

 , t ≥ 0, (3.1)

donde

• u = (u1, . . . , um)
T representa el capital inicial de la compañ́ıa asegura-

dora;

• c = (c1, . . . , cm)
T es la entrada de primas por unidad de tiempo;

• Xn = (X1n, . . . , Xmn)
T , n = 1, 2, . . . es una sucesión de vectores alea-

torios i.i.d. que representa a los montos sucesivos de las reclamaciones;

• N(t), t ≥ 0 es un proceso de renovación definido por la sucesión de
variables aleatorias positivas i.i.d. {ξk, k ≥ 1} cuya función de distri-
bución está denotada por G. Esto es, para t ≥ 0,

N(t) := máx{k ≥ 0 : Sk = ξ1 + · · ·+ ξk ≤ t}, conS0 := 0. (3.2)

Vamos a suponer que el procesoN(t) es independiente de la sucesión {Xn, n ≥
1}.
Vale la pena mencionar que en general, las componentes X1n, . . . , Xmn del
vector Xn son variables aleatorias dependientes.
Denotamos por F a la función de distribución común de los vectores aleatorios
Xn, n ≥ 1. De esta manera los vectores u, c y las funciones de distribución F
y G determinan el proceso (3.1). Por esta razón diremos que tales parámetros
gobiernan al modelo.
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3.2. Planteamiento del problema de estabili-

dad de D(R(t))

Cuando el modelo de riesgo (3.1) es estudiado desde el punto de vista
práctico, es posible suponer que los valores de los vectores u y c son conoci-
dos. Sin embargo, es dif́ıcil esperar que se conozca información precisa sobre
las funciones de distribución F y G. Con frecuencia estas funciones son des-
conocidas y en ese caso podŕıan ser estimadas usando algunas estimaciones
teóricas adecuadas o ciertos métodos estad́ısticos. Sean F̃ y G̃ resultado de
tales estimaciones. En esta situación el proceso (3.1), que vamos a denominar

modelo ideal, podŕıa ser analizado mediante el proceso R̃(t), que llamaremos
modelo aproximante y se define como sigue:

R̃(t) ≡

 R̃1(t)
...

R̃m(t)

 =

 u1
...
um

+

 c1
...
cm

 t−
Ñ(t)∑
n=1

 X̃1n
...

X̃mn

 , t ≥ 0, (3.3)

donde X̃n = (X̃1n, . . . , X̃mn), n ≥ 1 son vectores aleatorios i.i.d. con función

de distribución F̃ ; Ñ(t), t ≥ 0 es un proceso de renovación (definido como

en (3.2)) por las variables aleatorias ξ̃k, k ≥ 1 con función de distribución G̃.

De este modo, el par de funciones de distribución F̃ y G̃ se usan como una
aproximación de las funciones de distribución desconocidas F y G.

Nota 3.1. En (3.1) y (3.3),
∑0

n=1 := 0 .

Notación 3.2. (a) Sea | · | la norma Euclidiana en Rm;

(b) X y X̃ son los vectores aleatorios genéricos paraXn y X̃n con función

de distribución F y F̃ , respectivamente;

(c) ξ y ξ̃ (los tiempos entre las llegadas de las reclamaciones) son variables

aleatorias con función de distribución G y G̃, respectivamente.

Una pregunta importante desde el punto de vista práctico es: ¿en qué gra-
do el modelo aproximante (3.3) es útil para analizar al modelo ideal (3.1)?
En otras palabras, es razonable examinar la afinidad entre ambos modelos.
A su vez, la afinidad de los modelos, obviamente depende de cierta “cer-
cańıa”entre (F̃ , G̃) y (F,G). Como lo hemos discutido a lo largo de este
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trabajo, tal cercańıa puede ser medida en términos de algunas métricas pro-
babiĺısticas definidas en el espacio de distribuciones. De esta manera surge el
problema de la estimación cuantitativa de la estabilidad (o continuidad, en
otra terminoloǵıa) de la distribución del capital corriente R(t).
En términos generales, este problema se plantea como la obtención de la
desigualdad de estabilidad (7), dada en la Introducción:

sup
t∈[0,T ]

dR(D(R(t)),D(R̃(t)) ≤ ϕ1[d1(α, α̃)],

donde, en nuestro caso, α = (F,G) y α̃ = (F̃ , G̃).
Vamos a buscar este tipo de desigualdades tomando a dR como la métrica de
variación total, la cual es denotada por dV T y, d1 como una combinación de
la métrica dV T y la segunda diferencia pseudomomento absoluto. La función
ϕ1(x) va a ser una combinación de una función lineal y una constante multi-
plicada por el factor x1/2.

Hasta el momento, solamente hemos encontrado tres trabajos relaciona-
dos con la estimación de la estabilidad de las distribuciones del capital (o
superávit) en la versión unidimensional de los modelos (3.1) y (3.3): Beirlant
and Rachev (1987), Gordienko (2004) y el Caṕıtulo 16 en Rachev (1991). Pri-
mero, vamos a analizar (en una manera muy general) el resultado obtenido
en Beirlant and Rachev (1987), mismo que se encuentra en Rachev (1991).
Estos resultados se han obtenido bajo las siguientes condiciones.

Hipótesis 3.3.

(a)EX = EX̃; a := Eξ = Eξ̃.

(b)E|X|2 <∞, E|X̃|2 <∞; 0 < V ar(ξ), V ar(ξ̃) <∞.

Para simplificar la notación, a lo largo del caṕıtulo escribiremos las distan-
cias entre los vectores aleatorios (o variables aleatorias), teniendo en cuenta
las distancias entre las distribuciones correspondientes.

Definición 3.4. Sean X y Y variables aleatorias no negativas con funcio-
nes de distribución FX y FY , respectivamente. La métrica segunda diferencia
pseudomomento se define como:

κ2(X, Y ) := 2

∫ ∞

0

x|FX(x)− FY (x)|dx. (3.4)
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Bajo el cumplimiento de la Hipótesis 3.3 y algunas condiciones adicionales
dadas en Beirlant and Rachev (1987) y Rachev (1991), los autores establecen
la siguiente desigualdad de estabilidad para los procesos (3.1) y (3.3) cuando
m = 1:

ν

N(t)∑
n=1

Xn,

Ñ(t)∑
n=1

X̃n

 ≤ ψ1[κ2(X, X̃)] + ψ2[κ2(ξ, ξ̃)], (3.5)

donde ν es la distancia uniforme que se define (entre las variables aleatorias

no negativas Σ y Σ̃) como:

ν(Σ, Σ̃) := sup
x≥0

|FΣ(x)− FΣ̃(x)|.

En (3.5), t > 0 es un número (tiempo) arbitrario pero fijo y las funciones
ψ1 y ψ2 están definidas, respectivamente, en las ecuaciones (2.16) y (2.20)
de los Lemas 2.3 y 2.4, respectivamente, en Beirlant and Rachev (1987) (ver
desigualdades (6) y (8) del Apéndice).

Más adelante retomaremos la desigualdad (3.5) para analizar un ejemplo
numérico.

A continuación damos las definiciones de las métricas probabiĺısticas ne-
cesarias para la presentación de nuestras desigualdades de estabilidad.

Definición 3.5. Sean Y y Z vectores aleatorios con valores en Rm.

(a) La distancia de variación total se define como:

dV T (Y ,Z) := 2 sup
B∈Bm

|P (Y ∈ B)− P (Z ∈ B)|, (3.6)

donde Bm denota la σ-álgebra de Borel en Rm.

(b) El segundo pseudomomento absoluto (definido para los vectores aleato-
rios Y y Z):

v2(Y ,Z) :=

∫
Rm

|x|2d|PY (x)− PZ(x)|. (3.7)

(c) Vamos a usar la siguiente métrica, denotada por µ, que es la combina-
ción de métricas dV T y v2:

µ(Y ,Z) := max{dV T (Y ,Z),
1

2
v2(Y ,Z)}. (3.8)
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Nota 3.6. La integración en (3.7) es con respecto a la variación total de la
medida PY (·) − PZ(·). Además, si Y y Z tienen densidades, entonces dV T

y v2 tienen representaciones más simples, como lo veremos más adelante en
(3.11) y (3.12).

Pronto vamos a ver que del resultado principal de este caṕıtulo se sigue
que, bajo el cumplimiento de las Hipótesis 3.3 y 3.14 (dadas más adelante),
para cada T > 0 tenemos que:

sup
0≤t≤T

dV T (R(t), R̃(t)) ≤ c1µ(X, X̃) + c2[µ(ξ, ξ̃)]
1/2, (3.9)

siempre que

µ(X, X̃) ≤ γ1, µ(ξ, ξ̃) ≤ γ2(T ). (3.10)

La constante γ1 y la función γ2(T ) serán especificadas en la Sección 3.5, en
donde también se verá que γ2(T ) → 0 cuando T → ∞.

Nota 3.7. A pesar de que el intervalo [0, T ] no aparece en el lado dere-
cho de la desigualdad (3.9), seŕıa preferible obtener en el lado izquierdo, el
supremo sobre todos los valores de t ≥ 0, es decir, una cota superior para
supt≥0 dV T (R(t), R̃(t)). Desafortunadamente, hasta la culminación del pre-
sente trabajo, no logramos obtener dicha cota superior. Cabe mencionar que,
las restricciones en (3.10) surgen de la técnica utilizada para probar la des-
igualdad (3.9) (ver (3.22) y (3.26) más adelante).

Observamos que, en la situación cuando el modelo aproximante (3.3) surge
a partir de estimaciones estad́ısticas de las densidades desconocidas de X y
ξ (en el modelo (3.1)), las cotas superiores para los valores promedio de

µ(X, X̃) y µ(ξ, ξ̃) pueden obtenerse a partir de resultados conocidos sobre
la estimación de densidades (ver por ejemplo Devroye and Györfi (1985) y
Schick and Wefelmeyer (2008)).

Nota 3.8.
(a) Es fácil ver que, en el lado izquierdo de (3.9),

dV T (R(t), R̃(t)) = dV T

N(t)∑
n=1

Xn,

Ñ(t)∑
n=1

X̃n

. De esta manera, comparando

el superávit actual, no se toman en cuenta posibles ruinas, es decir, están
permitidos “superávits negativos”.
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(b) Suponiendo que los vectores aleatorios Y y Z tienen densidades fY y
fZ , respectivamente, por el Teorema de Radon-Nikodym, las métricas (3.6)
y (3.7) pueden reescribirse en una forma más simple, esto es:

dV T (Y ,Z) =

∫
Rm

|fY (x)− fZ(x)|dx, (3.11)

v2(Y ,Z) =

∫
Rm

|x|2|fY (x)− fZ(x)|dx. (3.12)

Para fines prácticos, estas expresiones para dV T y v2, son más útiles (en
comparación con (3.6) y (3.7)).

3.3. Cotas superiores para la distancia uni-

forme entre las distribuciones de mode-

los unidimensionales Sparre Andersen

El método empleado para demostrar las desigualdades de estabilidad que
se presentan en este caṕıtulo está basado en las técnicas que se proponen en
los art́ıculos Gordienko (2004, 2005) y Gordienko and Ruiz de Chávez (2002).
El objetivo de esta sección es exponer un ejemplo numérico que ilustre el
hecho de que el uso de estos resultados permiten mejorar la cota (3.5) que
se ofrece en Beirlant and Rachev (1987) y Rachev (1991) para la versión
unidimensional de los modelos (3.1) y (3.3).
Más espećıficamente, ahora vamos a comparar los resultados obtenidos en
Beirlant and Rachev (1987) y Gordienko and Ruiz de Chávez (2002) para
una distribución particular. Para tales fines se va considerar el caso particular
cuando N(t) = Ñ(t), t ≥ 0. En este caso, la desigualdad (2.16) del Lema 2.3
en Beirlant and Rachev (1987) (ver (6) en el Apéndice) se convierte en la
siguiente cota:

ν

N(t)∑
n=1

Xn,

N(t)∑
n=1

X̃n

 ≤ (12)1/351/6
(
1 + sup

x≥0
pt(x)

)
[EN(t)]−1/3[κ2(X, X̃)]1/3,

(3.13)
donde t > 0 es un número arbitrario pero fijo.
La desigualdad (3.13) está demostrada en Beirlant and Rachev (1987) su-
poniendo el cumplimiento de la Hipótesis 3.3 y bajo la condición de que la
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variable aleatoria [EN(t)]−1×
∑N(t)

n=1 X̃n tiene densidad acotada denotada por
pt(x).
Por ejemplo, si N(t) es un proceso de Poisson, entonces, haciendo uso de

la normalidad asintótica se puede ver que el término

(
1 + sup

x≥0
pt(x)

)
×

[EN(t)]−1/3 en la desigualdad (3.13) se comporta asintóticamente cuando
t→ ∞ como una constante multiplicada por t1/6.
En Gordienko and Ruiz de Chávez (2002) se proporciona una desigualdad de
estabilidad alternativa a (3.13). Más adelante presentamos esta desigualdad
y la comparamos con (3.13). En dicho trabajo se usan las siguientes hipótesis.

Hipótesis 3.9. Existe un entero s ≥ 1 tal que, las variables aleatorias∑s
n=1Xn y

∑s
n=1 X̃n tienen densidades absolutamente continuas y acotadas

f y f̃ , respectivamente, con derivadas acotadas f ′, f̃ ′ en L1(R).

Continuamos denotando por X y X̃ a las variables aleatorias genéricas
de las sucesiones {Xn} y {X̃n}, respectivamente.

Sean σ2 = V ar(X) > 0 y σ̃2 = V ar(X̃) > 0; fk, f̃k denotan las densidades
de las siguientes sumas normadas :

X1 + · · ·+Xk

σ
√
k

y
X̃1 + · · ·+ X̃k

σ̃
√
k

, k ≥ s. (3.14)

En Gordienko and Ruiz de Chávez (2002) está demostrado que, bajo el
cumplimiento de la Hipótesis 3.9,

d := sup
k≥s

sup
x≥0

|f ′
k(x)| <∞ y d̃ := sup

k≥s
sup
x≥0

|f̃ ′
k(x)| <∞. (3.15)

Notación 3.10. Sea

c̃ :=
(1 + s−1)d

σ2
+

d̃

σ̃2
. (3.16)

El Teorema 1 en Gordienko and Ruiz de Chávez (2002) y algunos argu-
mentos adicionales simples conducen a la siguiente proposición.

Proposición 3.11. Bajo las Hipótesis 3.3 y 3.9, para los procesos (3.1) y
(3.3), con m = 1 se cumple que

sup
t≥0
ν

N(t)∑
n=1

Xn,

N(t)∑
n=1

X̃n

 ≤ max{2s− 1, c̃}max{ν(X, X̃),
1

2
κ2(X, X̃)}.

(3.17)
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Aqúı, como siempre, para las variables aleatorias no negativas Z y Z̃, se
denota ν(Z, Z̃) := supx≥0 |FZ(x)− FZ̃(x)|.
(Ver (3.4) para la definición de κ2.)

Observemos que en el lado derecho de (3.17) aparecen la distancia unifor-
me ν y κ2. El hecho importante que debe notarse es que, en (3.17) el término
max{ν, 1

2
κ2} es de primer grado, mientras que en la desigualdad (3.13) apa-

rece el término (κ2)
1/3. Como lo veremos en el siguiente ejemplo, lo anterior

representa una diferencia significativa en la precisión de estas cotas.

Ejemplo 3.12. Sea X una variable aleatoria con densidad Gama(α = 4,β =

1). Para un ε > 0 dado, sea X̃ la variable aleatoria con densidad Gama(α̃ε =

4+ε, β̃ε = 1+ε/4). Escogemos N(t) como un proceso de Poisson con paráme-
tro λ = 1 y sea t = 1. Es fácil verificar que se satisface la Hipótesis 3.3 y que
se cumple la Hipótesis 3.9 con s = 1.
Ahora notemos que las densidades fk y f̃k de las variables aleatorias en (3.14)
también tienen distribución Gama.
Luego, calculamos numéricamente (por computadora) las constantes d, d̃ y c̃

en (3.15) y (3.16), aśı como las distancias ν(X, X̃) y κ2(X, X̃). De esta ma-
nera, ese evalúa el lado derecho de la desigualdad (3.17) (para varios valores
de ε).
Por otro lado, calculamos la densidad pt de la variable aleatoria [EN(1)]−1×∑N(1)

n=1 X̃n mencionada arriba aśı como su valor máximo. Lo anterior permite
calcular el lado derecho de (3.13). Los resultados obtenidos de tales cálculos
para ε = 0.0015, 0.01, 0.015, 0.1 se presentan en la Tabla 3.1.
Vale la pena mencionar que la distancia ν involucrada en el lado izquierdo
de (3.13) y de (3.17) no puede ser mayor que 1.

ε Lado derecho de (3.17) Lado derecho de (3.13)
0.0015 0.000729 0.036904
0.01 0.002663 0.568356
0.015 0.007832 0.814386
0.1 0.093072 1.8593

Tabla 3.1: Comparación de las desigualdades (3.17) y (3.13)
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3.4. Hipótesis y resultados preliminares para

el estudio de la estabilidad del modelo

multidimensional

Retomamos el modelo multidimensional de riesgo (3.1) y su correspon-
diente modelo aproximante (3.3). Como ya se mencionó antes, el objetivo
planteado para estos modelos es demostrar una desigualdad de estabilidad
como (3.9). Por cuestiones prácticas es preferible que las constantes invo-
lucradas en la desigualdad buscada sean determinadas únicamente por los
parámetros (conocidos) del modelo aproximante. Para lograr dicho objeti-
vo, además de la Hipótesis 3.3, será necesario imponer algunas condiciones
adicionales sobre las distribuciones de X̃ y ξ̃. Estas restricciones requieren
de la existencia de densidades suficientemente buenas de las funciones de
distribución F̃ y G̃. Tales restricciones se explican más precisamente en las
siguientes ĺıneas.

Notación 3.13. Sea g : Rm −→ R una función dos veces diferenciable.
Dg := (D1g, . . . , Dmg) y D

2g := (Dijg : i, j = 1, 2, . . . ,m) representan el
gradiente y el Jacobiano de g, respectivamente. Decimos que

Dg ∈ L1 si Dig ∈ L1(Rm), i = 1, . . . ,m.

y

D2g ∈ L1 si Dijg ∈ L1(Rm), i, j = 1, . . . ,m,

y también,

∥D2g∥L1 := máx
1≤i,j≤m

∥Dijg∥L1(Rm).

Vamos a suponer que se cumplen las siguientes condiciones para el vector
aleatorio X̃ y la variable aleatoria ξ̃.

Hipótesis 3.14. (a) E|X̃|m+2 < ∞ y la matriz de covarianza de X̃ es
positiva definida.

(b) El vector aleatorio X̃ es absolutamente continuo con respecto a la
medida de Lebesgue en Rm. Existe un número entero s ≥ 1 tal que la
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densidad fs del vector aleatorio X̃1 + · · ·+ X̃s es acotada y dos veces
diferenciable. Además,Dfs yD

2fs son acotadas, continuas, pertenecen
a L1; y existe α > 0 tal que para todo 1 ≤ i, j ≤ m,∫

|x|>αn
|Dijfs(x)| dx = O(n−1) cuando n→ ∞.

(c) E|ξ̃|3 <∞ y V ar(ξ̃) > 0.

(d) La variable aleatoria ξ̃ tiene una densidad que satisface las propiedades
análogas a las dadas en (b) (posiblemente con diferentes s y α).

Notación 3.15. Sean gn y hn, que denotan las densidades del vector aleatorio
1√
n
(X̃1+· · ·+X̃n) y de la variable aleatoria

1√
n
(ξ̃1+· · ·+ξ̃n), respectivamente.

Aqúı, n = s, s+ 1, . . .

El siguiente resultado está demostrado en Gordienko (2005) (ver Lema
4.1 en esta referencia).

Proposición 3.16. Bajo la Hipótesis 3.14,

d := sup
n≥s

∥D2gn∥L1 <∞, (3.18)

γ := sup
n≥s

∥h′′n∥L1 <∞. (3.19)

Por consiguiente, la Hipótesis 3.14 permite establecer la finitud de los
valores d y γ que van a aparecer en las definiciones de las constantes invo-
lucradas en los lados derechos de las desigualdades de estabilidad (3.22) y
(3.26) dadas más adelante (Sección 3.5).

Nota 3.17. • El inciso (a) de la Hipótesis 3.14 limita la pesadez de las

colas de la distribución de X̃, pero no es más restrictivo en los casos
más t́ıpicos cuando m ≤ 2.

• Las suposiciones (b) y (c) en la Hipótesis 3.14 se satisfacen para muchas
clases de densidades que frecuentemente se usan en Teoŕıa del Riesgo.
Algunos ejemplos son la densidad Gama y la densidad uniforme para
las cuales las constantes d y γ involucradas en (3.18) y (3.19) pueden
ser calculadas por computadora.
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3.5. Principales resultados: Desigualdades de

estabilidad para las distribuciones del mo-

delo multidimensional de riesgo

El primer resultado que presentaremos requiere la finitud de los siguientes
momentos de las variables aleatorias ξ y ξ̃.

Hipótesis 3.18. Suponga que existe un número b <∞ tal que

E(ξ − a)4 ≤ b y E(ξ̃ − a)4 ≤ b. (3.20)

Aqúı, a = Eξ = Eξ̃.

Usando la notación de la Hipótesis 3.14 y de la Proposición 3.16, sean:

c := max{2s− 1, 3 dm}, c := γ + 192ba−4. (3.21)

Teorema 3.19. Supongamos que se cumplen las Hipótesis 3.3, 3.14 y 3.18.
Entonces, para cada número T > 0 arbitrario pero fijo,

sup
0≤t≤T

dV T (R(t), R̃(t)) ≤ cµ(X, X̃) + 2γµ(ξ, ξ̃) + c

√
µ(ξ, ξ̃), (3.22)

siempre que

µ(X, X̃) ≤ (4c)−1, (3.23)

y µ(ξ, ξ̃) ≤ mı́n{(4γ)−1,
( a

2T

)2
}. (3.24)

(Las métricas dV T y µ fueron definidas en (3.6)-(3.8).)

Si consideramos los casos en los cuales los tiempos entre las llegadas de las
reclamaciones ξ y ξ̃ son acotados, entonces (como lo muestra el siguiente teo-
rema) es posible obtener una desigualdad mejor que la dada en (3.22). En esta

última, podemos reemplazar [µ(ξ, ξ̃)]1/2 por el término µ(ξ, ξ̃)| log[µ(ξ, ξ̃)]|
que se aproxima a cero más rápido.

Teorema 3.20. Supongamos que se satisfacen las Hipótesis 3.3 y 3.14 y que
para algún b <∞,

ξ ≤ b y ξ̃ ≤ b. (3.25)
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Entonces, para cada número T > 0 arbitrario pero fijo,

sup
0≤t≤T

dV T (R(t), R̃(t)) ≤ cµ(X, X̃) + γµ(ξ, ξ̃) logα[µ(ξ, ξ̃)] (3.26)

+ 2

(
γ +

2α

1− α

)
µ(ξ, ξ̃),

siempre que

µ(X, X̃) ≤ (4c)−1 y

µ(ξ, ξ̃) ≤ mı́n{(4γ)−1, exp(−aT/b2)}. (3.27)

En (3.26) α = exp {−1
2

(
a
b

)2
} y bajo la condición (3.27) se tiene que

logα[µ(ξ, ξ̃)] > 0.

Nótese que la longitud T del intervalo de referencia no aparece en el lado
derecho de las desigualdades (3.22) y (3.26). Por lo tanto, es razonable for-

mular la siguiente pregunta: ¿es posible sustituir supt≥0 dV T (R(t), R̃(t)) por

sup0≤t≤T dV T (R(t), R̃(t)) en los lados izquierdos de dichas desigualdades?
En el caso afirmativo, tendŕıamos que evitar las restricciones dadas en (3.24)
y (3.27). Como se verá más adelante, en la Sección 3.8, estas restricciones
surgen de la técnica que hemos utilizado para demostrar los Teoremas 3.19
y 3.20, y por el momento no hemos encontrado una manera de evitarlas (si
nos referimos a obtener desigualdades expĺıcitas). Sin embargo, formulamos
la siguiente conjetura:

Conjetura 3.21. Bajo las Hipótesis 3.3 y 3.14, sup
t≥0
dV T (R(t), R̃(t)) → 0

cuando µ(X, X̃) → 0 y µ(ξ, ξ̃) → 0.

En la Sección 3.8 ofrecemos algunos argumentos para una posible prueba
de esta conjetura.

3.6. Aplicación de la desigualdad (3.22)

Una aplicación potencial de las desigualdades de continuidad (3.22) y
(3.26) en la gestión de riesgos se describe a continuación. Estamos hablando
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del problema conocido como optimización del nivel de dividendos, el cual tie-
ne una solución expĺıcita solo en algunos casos particulares (ver, por ejemplo,
Albrecher et al. (2011), Ekström and Lu (2014), Marciniak and Palmowski
(2016) y Yin et al. (2014)).

Supongamos que una compañ́ıa de seguros planea comenzar a pagar di-
videndos a sus inversionistas, digamos, en el plazo de un año. La compañ́ıa
desea estimar y proyectar un nivel aceptable de dividendos en un intervalo
de tiempo dado, digamos I := [dmin− dmax]. El nivel dmax es preferible (des-
de el punto de vista de los inversionistas), pero si para t = 1 (un año), la
P (R(1) ≥ dmax) es relativamente pequeña, entonces las compañ́ıa preferirá
planificar otro nivel de dividendos d ∈ I.

En este ejemplo nos centramos en la variante unidimensional del proceso
de riesgo (3.1). En la mayoŕıa de las situaciones t́ıpicas, las funciones de dis-
tribución F y G involucradas en este proceso son desconocidas. Sin embargo,
podŕıa ser que en el momento de elegir el nivel de dividendo, la compañ́ıa
haya acumulado algunos datos estad́ısticos, es decir, hay n observaciones
X1, . . . , Xn i.i.d. del tamaño de la reclamación X que siguen la distribución
F y m observaciones T1, . . . , Tm i.i.d. del tiempo entre las llegadas de las
reclamaciones T que siguen la distribución G.
El enfoque más razonable es utilizar estimaciones estad́ısticas de las distribu-
ciones desconocidas F y G. Supongamos que F y G tienen densidades f y g,
respectivamente, y que estas densidades tienen segundas derivadas acotadas.
Luego, utilizando los datos estad́ısticos anteriores, se pueden construir los
llamados estimadores del kernel f̂n y ĝm (de f y g, respectivamente) de tal
manera que, cuando n,m −→ ∞,

EdV T (f, f̂n) = O(n−2/5), EdV T (g, ĝm) = O(m−2/5), (3.28)

Ev2(f, f̂n) = O(n−4/5) y Ev2(g, ĝm) = O(m−4/5). (3.29)

Es bien sabido (ver, por ejemplo, Devroye and Györfi (1985) y Schick
and Wefelmeyer (2008)) que bajo las suposiciones anteriores sobre f y g no
se puede mejorar la tasa de convergencia en (3.28) y (3.29) y que hay cotas
superiores expĺıcitas que corresponden a (3.28) y (3.29).
Ahora, utilizando los estimadores f̂n y ĝm en el modelo aproximante (3.3),

el problema de encontrar P (R̃(1) ≥ d), d ∈ I no es dif́ıcil desde un punto de
vista computacional. Básicamente, se reduce al cálculo de las convoluciones
de las densidades.
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Sean ε, δ > 0 dados. Queremos que para cada d ∈ I, |P (R(1) ≥ d) −
P (R̃(1) ≥ d)| ≤ ε con probabilidad mayor que 1− δ.
Por la desigualdad de Markov y (3.22), para cada d ≥ 0,

P (|P (R(1) ≥ d)− P (R̃(1) ≥ d)| ≤ ε
)

≥ 1− 1

ε
E|P (R(1) ≥ d)− P (R̃(1) ≥ d)|

≥ 1− 1

ε

[
cEµ(f, f̂n) + 2γEµ(g, ĝm) + cE

√
µ(g, ĝm)

]
. (3.30)

Además, tomemos en cuenta que en (3.30), E
√
µ(g, ĝm) ≤ (Eµ(g, ĝm))

1/2.
(En (3.30) el śımbolo P es la probabilidad en el espacio donde están defini-
das las muestras X1, . . . , Xn y T1, . . . , Tm y, en tal espacio de probabilidad
P (R̃(1) ≥ d) es una variable aleatoria.)
Por la definición de µ en (3.8) vemos que

µ(f, f̂n) = máx{dV T (f, f̂n),
1

2
v2(f, f̂n)},

µ(g, ĝm) = máx{dV T (g, ĝm),
1

2
v2(g, ĝm)}.

Por lo tanto, haciendo uso de las desigualdades correspondientes a (3.28)
y (3.29) (vea, por ejemplo, Devroye and Györfi (1985)), podemos encontrar
una cota inferior para el lado derecho de (3.30). Esto permitiŕıa a la compañ́ıa
decidir si los tamaños dados de la muestra n y m son o no suficientemente
grandes para hacer que el lado izquierdo de (3.30) sea mayor que 1 − δ. En

el caso positivo (i.e. n y m son suficientemente grandes), P (R̃(1) ≥ d) es un
buen estimador de P (R(1) ≥ d).

3.7. Ejemplo numérico

Vamos a evaluar el lado derecho de la desigualdad (3.22), bajo la supo-

sición de que las variables aleatorias ξ y ξ̃ son idénticamente distribuidas
y que los vectores aleatorios bidimensionales X, X̃ se distribuyen de tal
manera que sus componentes tienen densidades Gama. Por ahora, solo esta-
mos en condiciones de realizar cálculos suponiendo la independencia de las
componentes.
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Ejemplo 3.22. Sean X, X̃ ∈ R2 vectores aleatorios tales que, X tiene
componentes independientes Y ∼ Gama(α1 = 5.01, β1 = 1.002) y Z ∼
Gama(α2 = 4.01, β2 = 1.0025), mientras que X̃ es un vector aleatorio con

componentes independientes Ỹ ∼ Gama(α̃1 = 5, β̃1 = 1) y Z̃ ∼ Gama(α̃2 =

4, β̃2 = 1).
Al calcular numéricamente las constantes d y c en (3.18) y (3.21), obte-

nemos que d = 0.37508 y c = 2.25048 . (Es fácil verificar que en este caso
podemos tomar s = 1).

Por otro lado, evaluando las integrales involucradas en (3.11) y (3.12),

establecemos que para este ejemplo dV T (X, X̃) = 0.00172092 y v2(X, X̃) =
0.0950752. Usando estos datos, se verifica que se cumple la condición (3.23).

Finalmente, de acuerdo con la definición de dV T dada en (3.6), la ver-

sión de la desigualdad (3.22) cuando ξ y ξ̃ son idénticamente distribuidas,
proporciona la siguiente cota:

sup
t≥0

sup
B∈B2

|P (R(t) ∈ B)− P (R̃(t) ∈ B)| ≤ 0.0534912,

donde B2 es una σ-álgebra de Borel en R2.

3.8. Demostraciones

Demostración del Teorema 3.19. Sea t ∈ [0, T ]. Usando (3.1), (3.3) y
propiedades conocidas de la métrica de variación total, encontramos que

dV T (R(t), R̃(t)) = dV T

N(t)∑
n=1

Xn,

Ñ(t)∑
n=1

X̃n


≤ dV T

N(t)∑
n=1

Xn,

N(t)∑
n=1

X̃n

+ dV T

N(t)∑
n=1

X̃n,

Ñ(t)∑
n=1

X̃n


=: I1t + I2t. (3.31)

Ahora usaremos una definición equivalente de la métrica de variación total
dV T (ver por ejemplo Rachev (1991)):

dV T (Y ,Z) = sup
φ∈B

|Eφ(Y )− Eφ(Z)|,
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donde B es el conjunto de todas las funciones medibles φ : Rm −→ R
acotadas por 1.
Para cualquier φ ∈ B,∣∣∣∣∣∣Eφ

N(t)∑
n=1

Xn

− Eφ

N(t)∑
n=1

X̃n

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣Eφ
(

k∑
n=1

Xn

)
− Eφ

(
k∑

n=1

X̃n

)∣∣∣∣∣×
P (N(t) = k) ≤

∞∑
n=1

dV T

(
k∑

n=1

Xn,
k∑

n=1

X̃n

)
P (N(t) = k). (3.32)

Haciendo modificaciones menores en la demostración del Teorema 3.1 dado
en Gordienko (2005) podemos establecer que, bajo las Hipótesis 3.3 y 3.14,
para cada k ≥ 1 tenemos que

dV T

(
k∑

n=1

Xn,
k∑

n=1

X̃n

)
≤ cmax{dV T (X, X̃), ζ2(X, X̃)}, (3.33)

siempre que
max{dV T (X, X̃), ζ2(X, X̃)} ≤ (4c)−1. (3.34)

En las desigualdades (3.33) y (3.34), ζ2 es la métrica de Zolotarev de
orden 2 (ver Rachev (1991) y Zolotarev (1979)), y c es la constante definida
en (3.21). Es bien sabido (ver por ejemplo Rachev (1991), pág. 376) que bajo
la Hipótesis 3.3

ζ2(X, X̃) ≤ 1

2
v2(X, X̃), (3.35)

donde v2 es el segundo pseudomomento absoluto introducido en (3.7) y
(3.12). Por lo tanto, la condición (3.23) implica (3.34).

Combinando las desigualdades (3.32), (3.33) y (3.35), para el término I1t
en (3.31) obtenemos que

I1t ≤ cµ(X, X̃), (3.36)

para todo t > 0.
Ahora, para acotar el término I2t en (3.31) primero haremos uso de una técni-
ca conocida como acoplamiento.

La distancia dV T (N(t), Ñ(t)) es únicamente determinada por las distri-

buciones (marginales) de N(t) y Ñ(t). Suponiendo que N(t) y Ñ(t) están
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definidas en un espacio de probabilidad común, aplicamos el Teorema de Do-
brushin (ver, por ejemplo, Rachev (1991), pág. 160), la cual establece que la

distribución conjunta de (N(t), Ñ(t)) puede ser escogida de tal manera que

dV T (N(t), Ñ(t)) = 2P (N(t) ̸= Ñ(t)). (3.37)

Por otro lado, es bien sabido que para cualesquiera vectores aleatorios Y ,Z,

dV T (Y ,Z) ≤ 2P (Y ̸= Z). (3.38)

Luego, ya que

P (N(t) = Ñ(t)) ≤ P

N(t)∑
n=1

X̃n =

Ñ(t)∑
n=1

X̃n

 ,

tenemos que

P

N(t)∑
n=1

X̃n ̸=
Ñ(t)∑
n=1

X̃n

 ≤ 1− P (N(t) = Ñ(t))

= P (N(t) ̸= Ñ(t)) =
1

2
dV T (N(t), Ñ(t)) (3.39)

debido a (3.37).
Retomando el término I2t en (3.31), por (3.38) (después de la aplicación de
(3.39)) obtenemos que

I2t = dV T

N(t)∑
n=1

X̃n,

Ñ(t)∑
n=1

X̃n


≤ dV T (N(t), Ñ(t)) =

∞∑
k=0

|P (N(t) = k)− P (Ñ(t) = k)|. (3.40)

Ahora denotamos por S0 = S̃0 := 0, Sk = ξ1 + · · · + ξk y S̃k = ξ̃1 + · · · + ξ̃k,
k = 1, 2, . . . Notemos que para k ≥ 0, {N(t) = k} = {Sk+1 > t)} \ {Sk > t},
por lo tanto,

P (N(t) = k) = P (Sk+1 > t)} − P (Sk > t) = FSk
(t)− FSk+1

(t).
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Similarmente, obtenemos que

P (Ñ(t) = k) = FS̃k
(t)− FS̃k+1

(t).

En consecuencia, para k ≥ 0, cada sumando en (3.40) puede estar delimitado
como sigue:

|P (N(t) = k)− P (Ñ(t) = k)| ≤ |FSk
(t)− FS̃k

(t)|+ |FSk+1
(t)− FS̃k+1

(t)|
=: Jk(t). (3.41)

Aplicando (3.41) en la desigualdad (3.40) tenemos que I2t ≤
∑∞

k=0 Jk(t).
Luego, fijando un entero K ≥ 0 (que será especificado más adelante) expre-
samos a I2t como la siguiente suma:

I2t ≤
K∑
k=0

Jk(t) +
∑
k>K

Jk(t). (3.42)

Para estimar el primer sumando de (3.42) procedemos de la siguiente
manera. Para k ≤ K tenemos que

Jk(t) = |FSk
(t)− FS̃k

(t)|+ |FSk+1
(t)− FS̃k+1

(t)|
≤ sup

t≥0
|FSk

(t)− FS̃k
(t)|+ sup

t≥0
|FSk+1

(t)− FS̃k+1
(t)|

= ν(Sk, S̃k) + ν(Sk+1, S̃k+1).

Lo siguiente se cumple por una desigualdad conocida (ver Rachev (1991))
para las métricas ν y dV T

Jk(t) ≤
1

2
dV T (Sk, S̃k) +

1

2
dV T (Sk+1, S̃k+1). (3.43)

Una cota superior para cada sumando de (3.43) es obtenida a partir del si-
guiente resultado de Gordienko (2005):
Teorema [Gordienko (2005)]. Bajo las Hipótesis 3.3 y 3.14 más la res-

tricción de que µ(ξ, ξ̃) ≤ (4γ)−1, para k = 1, 2, . . . se cumple que

dV T (Sk, S̃k) ≤ γmax{dV T (ξ, ξ̃), ζ2(ξ, ξ̃)}, (3.44)

donde γ es la constante definida en (3.19).
Por lo tanto, la aplicación de (3.44) en (3.43) implica que

Jk(t) ≤ γmax{dV T (ξ, ξ̃), ζ2(ξ, ξ̃)}.
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Luego, de (3.35) se sigue que

Jk(t) ≤ γmax{dV T (ξ, ξ̃),
1

2
ν2(ξ, ξ̃) = γµ(ξ, ξ̃).

La última desigualdad nos permite reescribir a (3.42) de la siguiente manera

I2t ≤ (K + 1)γµ(ξ, ξ̃) +
∑
k>K

Jk(t). (3.45)

Ahora necesitamos evaluar Jk(t) para k > K.
Ya que FSk+1

(t) ≤ FSk
(t) y FS̃k+1

(t) ≤ FS̃k
(t), de (3.41) obtenemos que

Jk(t) ≤ 2
[
P (Sk ≤ t) + P (S̃k ≤ t)

]
. (3.46)

Recordemos que t ∈ (0, T ], y supongamos que ak > T . La aplicación de la
desigualdad de Markov para la suma de variables aleatorias i.i.d. centradas
ζi = ξi − a nos da:

P (Sk ≤ t) ≤ P (Sk − ak ≤ T − ak)

≤ P

(∣∣∣∣∣
k∑
i=1

ζi

∣∣∣∣∣ ≥ ak − T

)
≤
E
(∑k

i=1 ζi

)4
(ak − T )4

≤ 3bk2

(ak − T )4
, (3.47)

donde b es la constante de (3.20).

La desigualdad en (3.47) se debe a que (ver la demostración del Teorema
2.3.5, pág. 66 en Durrett (2010)):

E

(
k∑
i=1

ζi

)4

=
∑

1≤i1,i2,i3,i4≤k

ζi1ζi2ζi3ζi4

Por la independencia de las variables aleatorias ζ1, ζ2, . . . , ζk y el hecho de
que Eζi = 0, los términos de la forma E(ζ3i1ζi2), E(ζ

2
i1
ζi2ζi3) y E(ζi1ζi2ζi3ζi4)

(cuando i1, i2, i3, i4 son diferentes) se anulan. Por lo que, la suma anterior se
reduce a:

E

(
k∑
i=1

ζi

)4

= kEζ41 + 3(k2 − k)(Eζ21 )
2 ≤ Ck2, (3.48)
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donde C ≤ ∞.
Ahora, para obtener la constante C de la desigualdad (3.48) y que aparece
de forma expĺıcita en (3.47), denotamos por ||X||α = [E|X|α]1/α a la norma
usual. Se sabe (ver por ejemplo Resnick (1998)), pág. 189) que, si 0 < α < β y
||X||β <∞ (es decir, X ∈ Lβ), entonces X ∈ Lα y ||X||α < ||X||β. Entonces,
para α = 2 y β = 4 tenemos que

||X||2 = [E(X)2]1/2 ≤ [E(X)4]1/4 = ||X||4,

de donde [E(X)2]2 ≤ E(X4).
Aplicando esta desigualdad en (3.48) para X = ζ1, obtenemos que

kE(ζ1)
4+3(k2−k)[E(ζ21 )]2 ≤ kE(ζ1)

4+3(k2−k)E(ζ1)4 ≤ b[k+3k2−3k] ≤ 3k2b.

De manera similar, usando la condición (3.20), obtenemos que (para t ∈
(0, T ]):

P (S̃k ≤ t) ≤ 3bk2

(ak − T )4
.

Aśı, de (3.46) resulta que

Jk(t) ≤
12 bk2

(ak − T )4
. (3.49)

Ahora denotamos por µ ≡ µ(ξ, ξ̃) y tomamos K :=

s
1

√
µ

{
+ 1, donde JxK

representa la parte entera de x.
Entonces, de la condición (3.24) se tiene que K ≥ 1√

µ
≥ 2T

a
. Además, ya que

k ≥ K obtenemos que ak − T ≥ ak
2
. Aśı, de (3.49) Jk(t) ≤ 192 b

a4
1

k2
para

k > K. Luego, en (3.45) resulta que

∑
k>K

Jk(t) ≤
192 b

a4

∑
k>K

1

k2
<

192 b

a4

∫ ∞

K

1

x2
dx

=
192 b

a4
1r

1√
µ

z
+ 1

≤ 192 b

a4

√
µ(ξ, ξ̃). (3.50)
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Para obtener la cota final para I2t aplicamos (3.50) en (3.45) y obtenemos
que

I2t ≤ γ

(
1

√
µ

+ 2

)
µ+

192b

a4
√
µ. (3.51)

La última desigualdad se cumple para todo t ∈ (0, T ].
Finalmente, sustituyendo (3.51) (la cota final para I2t) y (3.36) (la cota final
para I1t) en (3.31), obtenemos la desigualdad de estabilidad deseada (3.22).

Demostración del Teorema 3.20. Para demostrar la desigualdad (3.26),
se repiten todos los pasos hechos en la demostración del Teorema 3.19, hasta
las desigualdades (3.45) y (3.46). Ahora, para encontrar una cota superior

alternativa de P (Sk ≤ t) y P (S̃k ≤ t) en (3.46), usamos la condición de
acotamiento (3.25) y la desigualdad de Hoeffding para sumas de variables
aleatorias independientes acotadas (ver, por ejemplo, Petrov (1975)). Apli-

cando dicha desigualdad a la suma
k∑
i=1

ζ i, donde ζ i = a − ξi, obtenemos

que

P (Sk ≤ t) ≤ P (Sk ≤ T )

= P

(
k∑
i=1

ζ i ≥ ak − T

)
≤ exp

[
−2(ak − T )2

kb
2

]
, (3.52)

para todo k tal que ak − T > 0.

Notemos que por (3.27) µ < 1. Ahora vamos a escoger

K = JlogαµK + 1, (3.53)

donde α = e−
1
2(a/b)

2

.
Después de un poco de álgebra, de (3.27) y (3.53) obtenemos que K ≥ 2T

a
.

Aśı, ak − T ≥ ak
2
para todo k ≥ K.

Aplicando las últimas desigualdades a (3.52) vemos que

P (Sk ≤ t) ≤ αk para todo k ≥ K.

Análogamente se verifica que

P (S̃k ≤ t) ≤αk para todo k ≥ K.
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Al aplicar las últimas dos desigualdades a (3.46) se sigue que Jk(t) ≤ 4αk,
para k ≥ K. Como consecuencia, para el segundo sumando en (3.42) obte-
nemos que ∑

k>K

Jk(t) ≤ 4α
αK

1− α
.

Ya que K = JlogαµK + 1 ≥ logαµ, en (3.45) obtenemos que

I2t ≤ γ (logαµ+ 2)µ+
4α

1− α
µ.

Por último, basta aplicar esta última desigualdad junto con (3.36) en (3.31)
para deducir la desigualdad de estabilidad (3.26).

Notas sobre la Conjetura 3.21

Sean µ(X, X̃) → 0 y µ(ξ, ξ̃) → 0, y supongamos que se cumplen las
hipótesis del Teorema 3.19. Entonces, para cada T > 0 dado,

sup
0≤t≤T

dV T (R(t), R̃(t)) → 0. (3.54)

Analizando la demostración del Teorema 3.19 vemos que la restricción t ≤
T surge del acotamiento del término I2t = dV T

(∑N(t)
n=1 X̃n,

∑Ñ(t)
n=1 X̃n

)
en

(3.31).

Por ejemplo, si consideramos a X̃n en el caso unidimensional, con r := EX̃1,
aplicando las propiedades conocidas de la métrica dV T , vemos que

I2t = dV T

√
a√
t

N(t)∑
n=1

X̃n −
r

a
t,

√
a√
t

Ñ(t)∑
n=1

X̃n −
r

a
t

 . (3.55)

Ya que µ(ξ, ξ̃) → 0 y además N(t)/t
c.s.→ 1/a, Ñ(t)/t

c.s.→ 1/a, EN(t)/t→ 1/a

y EÑ(t)/t→ 1/a, cuando t→ ∞, se tiene que V ar(ξ̃) → V ar(ξ). Entonces,
podemos esperar que las densidades de las dos sumas en (3.55) converjan
a las densidades normales correspondientes que debeŕıan estar cerca unas
de otras (aunque algunas condiciones adicionales podŕıan ser necesarias).
Tales consideraciones junto con (3.54) pueden llevar a la conclusión de que

sup
t≥0
dV T (R(t), R̃(t)) → 0.
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Caṕıtulo 4

Desigualdades de estabilidad
para las densidades del tiempo
de ruina

En este caṕıtulo volvemos a los problemas de estabilidad asociados con
la ruina de una compañ́ıa de seguros, ocupándonos ahora del tiempo de ruina.

En la teoŕıa y práctica actuarial, en ciertas situaciones, la distribución del
tiempo de ruina τ tiene que ser estimada. Un ejemplo de esto se da cuando
ocurre es un desastre natural repentino, en este caso, el flujo de las reclama-
ciones hacia la compañ́ıa aumenta considerablemente. Además, la distribu-
ción de τ provee probabilidades de ruina en todos los intervalos finitos, pues
P (τ ≤ t) = P (ruina en [0, t]).

Para el modelo de riesgo Sparre Andersen, se conocen métodos relativa-
mente simples para obtener las densidades del tiempo de ruina, solo para
algunas distribuciones particulares de los tiempos entre las llegadas de las
reclamaciones (ver, por ejemplo, Asmussen and Albrecher (2010), Dickson
and Willmot (2005), Dickson et al. (2005), Drekic and Willmot (2003), Ger-
ber and Shiu (1998) y Shi and Landriault (2013)).
En casos más generales se deben aplicar algunas aproximaciones o estima-
ciones estad́ısticas. Aśı, como lo explicamos en la Introducción, surge el pro-
blema de la evaluación de la estabilidad.

Más adelante, probaremos las desigualdades de estabilidad para la densi-
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dad del tiempo de ruina para una versión del modelo Sparre Andersen.

4.1. Planteamiento del problema de estabili-

dad

Retomamos el proceso de riesgo Sparre Andersen, el cual fue definido en
la ecuación (1) de la Introducción:

R(t) = u+ ct−
N(t)∑
i=1

Xi, t ≥ 0, (4.1)

siendo, en este caso, N(t), t ≥ 0 un proceso de renovación demorado generado
por la sucesión de variables independientes T0, T1, T2, . . . . Suponemos que T0
tiene densidad f0 y las variables aleatorias i.i.d. Tj, j ≥ 1 tienen función de
densidad común f .
Vamos a considerar una versión particular del modelo (4.1) cuando la variable
aleatoria X (genérica de la sucesión X1, X2, . . . ) tiene densidad exponencial
con parámetro δ > 0.
Denotaremos por pτ (t), para t ≥ 0, a la densidad del tiempo de ruina τ (el
cual se define como τ := ı́nf{t > 0 : R(t) < 0}). De acuerdo con Borovkov and
Dickson (2008), la densidad (defectuosa) pτ (t) puede ser calculada mediante
la siguiente ecuación:

pτ (t) =e
−δ(u+ct)×[
f0(t) +

1

u+ ct

∞∑
n=1

(δ(u+ ct))n

n!

∫ t

0

(u+ cv)f ∗n(t− v)f0(v)dv

]
, t > 0.

(4.2)

Debido a que P (τ = ∞) > 0, la densidad en (4.2) es “defectuosa”.

En (4.2) y lo que sigue, f ∗ h denota la convolución de las densidades
f, h; y f ∗n = f ∗(n−1) ∗ f representa la n-ésima convolución de f consigo mis-
ma. (Ver la demostración de (4.2) en el Teorema 1 de Borovkov and Dickson
(2008)).

Para obtener cotas superiores para la divergencia de pτ en términos de las
desviaciones de las densidades de f0 y f , vamos a emplear la fórmula (4.2).
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Como siempre, es este trabajo, suponemos que nos encontramos en la situa-
ción en la que los parámetros gobernantes δ, f0 y f del proceso (4.1) son
desconocidos, pero pueden ser aproximados por algunos parámetros conoci-
dos, digamos δ̃, f̃0 y f̃ , respectivamente. Estos últimos pueden ser obtenidos
a partir de algunas suposiciones teóricas o estimaciones estad́ısticas.
Bajo este escenario introducimos el siguiente modelo aproximante de riesgo:

R̃(t) = u+ ct−
Ñ(t)∑
i=1

X̃i, t ≥ 0, (4.3)

cuyas componentes se definen de manera análoga como se hizo para el proceso
(4.1). Sin embargo, los parámetros gobernantes de este proceso son denotados

por δ̃, f̃0 y f̃ . Sea p̃τ la densidad del tiempo de ruina τ̃ := ı́nf{t > 0 : R̃(t) <
0} para el proceso (4.3).
Estamos interesados en encontrar cotas superiores para la distancia supt≥0 |pτ (t)−
p̃τ (t)|, que estén expresadas en términos de |δ−δ̃| y de ciertas distancias entre

las densidades f y f̃ y, respectivamente, f0 y f̃0.

4.2. Resultados obtenidos

La Proposición 4.2 y el Teorema 4.4 dados a continuación proporcionan
cotas superiores para d(pτ , p̃τ ).
A diferencia de resultados sobre la estabilidad (continuidad) de la probabi-
lidad de ruina que discutimos en el Caṕıtulo 1 (ver también los art́ıculos
recientes Gajek and Rudź (2018), Touazi et al. (2017), Bareche and Cher-
faoui (2019)), no encontramos en la literatura desigualdades de estabilidad
para las densidades del tiempo de ruina.

Hacemos hincapié en que, en este trabajo no proponemos nuevas técni-
cas o algoritmos para estudiar pτ cuando se conocen las densidades f y f0.
Nuestro objetivo principal es estudiar el caso cuando f̃0 = f̃

(n)
0 y f̃ = f̃ (n)

son estimadores estad́ısticos apropiados de las densidades desconocidas f y
f0. (Aqúı, n es el número de observaciones entre las llegadas de las reclama-
ciones.)

El Teorema 4.4 y los resultados de la Sección 4.3, implican que, bajo
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algunas restricciones sobre f0 y f se cumplen las siguientes desigualdades:

E

(
sup
t≥0

|pτ (t)− p̃(n)τ (t)|
)

= O

(
ln(n)

n

)2/5

, n = 1, 2, . . . ,

donde p̃τ es la densidad del tiempo de ruina para el proceso (4.3) con las

densidades f̃
(n)
0 y f̃ (n).

Más adelante vamos a usar las siguientes distancias entre densidades de
variables aleatorias no negativas.

Definición 4.1. (a) La métrica L∞:

d(f, f̃) := ess sup
t≥0

|f(t)− f̃(t)|. (4.4)

(b) La distancia de variación total dV T definida en (3.11) del Caṕıtulo 3:

dV T (f, f̃) :=

∫ ∞

0

|f(t)− f̃(t)|dt. (4.5)

(c) Para un a ∈ R dado, la distancia segunda diferencia pseudomomento

entre las densidades fa y f̃a se define como:

κ2(fa, f̃a) = 2

∫ ∞

−∞
|t||Fa(t)− F̃a(t)|dt. (4.6)

En (4.6)

Fa(t) =

∫ t

−∞
f(z + a)dz y F̃a(t) =

∫ t

−∞
f̃(z + a)dz. (4.7)

Sean T0 y T1, T2, . . . los tiempos entre las llegadas de las reclamaciones
en el modelo de riesgo (4.1), y respectivamente, T̃0 y T̃1, T̃2, . . . los tiempos
independientes entre las llegadas de las reclamaciones en el modelo aproxi-
mante (4.3).

Correspondientemente, f0 y f̃0 son las densidades de T0 y T̃0, mientras que f
y f̃ son las densidades de T1 y T̃1. Las variables aleatorias T2, T3, . . . , están
distribuidas como T1 y a su vez, T̃2, T̃3, . . . están distribuidas como T̃1.
La Proposición 4.2 y el Teorema 4.4 (enunciados a continuación) ofrecen
cotas superiores para la distancia d(pτ , p̃τ ).
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Proposición 4.2. Si
M := sup

t≥0
f0(t) <∞, (4.8)

entonces

d(pτ , p̃τ ) ≤ d(f0, f̃0) + δ̃[u+ cET̃0]d(f, f̃) + 2M(δe)−1|δ − δ̃|. (4.9)

Notemos que si δ = δ̃, entonces la condición (4.8) puede ser omitida, y
en este caso, se obtiene la ventaja de que, las constantes sobrevivientes en el
lado derecho de (4.9) no involucran a ningún parámetro de los montos de la
reclamaciones X1, X2, . . . , ni de las densidades f0 y f (que se suponen des-
conocidas). Aún cuando en el lado derecho de (4.9) aparezcan las distancias

d(f0, f̃0) y d(f, f̃), como se verá más adelante, estas pueden ser estimadas
(por ejemplo, estad́ısticamente), de tal manera que no se requiera el uso de
los parámetros desconocidos de las densidades f0 y f .

Por otro lado, la desigualdad (4.9) no es aplicable para ningún valor de
u relativamente grande. Más aún, el lado derecho de (4.9) depende de u en
una manera at́ıpica (recordando que pτ y p̃τ se anulan más rápido cuando
u −→ ∞). La cota (4.11) (que se da más adelante) no tiene tal defecto, sin
embargo, su demostración requiere más restricciones.

Para demostrar nuestro segundo resultado, vamos a suponer que se cum-
plen las siguientes condiciones.

Hipótesis 4.3. (a) ET1 = ET̃1.

(b) Las variables aleatorias T1 y T̃1 tienen varianzas positivas y finitas.

(c) Existe un entero s ≥ 1 tal que la densidad g := f̃ ∗s tiene primera
derivada absolutamente continua denotada por g′, y φ(t) := tg′′(t) ∈
L1[0,∞).

(d) M̃ := sup
t≥0

f̃0(t) <∞.

Teorema 4.4. Supongamos que se cumple la Hipótesis 4.3 . Entonces existe
una constante finita b (únicamente determinada por f̃) tal que si

máx

{
dV T (f, f̃),

1

2
κ2(f, f̃)

}
≤ (2b)−1 (4.10)
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entonces,

d(pτ , p̃τ ) ≤ d(f0, f̃0)+bM̃ máx

{
dV T (f, f̃),

1

2
ı́nf
a∈R
κ2(fa, f̃a)

}
+2M(δe)−1|δ−δ̃|.

(4.11)

De nuevo, en el caso cuando δ = δ̃, la constante en el lado derecho de
(4.11) depende solamente del modelo aproximante que se presume conocido.
Las cotas superiores para la constante b en (4.10) y (4.11) pueden ser obteni-
das mediante algunas evaluaciones computacionales sencillas (ver Gordienko
and Ruiz de Chávez (1998)) para algunas clases particulares de densidades

f̃ , tales como la uniforme, exponencial o Gama. Seguramente, en los casos
en los que f̃ = f̃ (n), n = 1, 2, . . . , son estimadores estad́ısticos, las cotas esti-
madas solo son útiles cuando se aplica la estimación paramétrica (digamos,
densidades Gama).

4.3. Caso cuando f̃ es un estimador estad́ısti-

co de f

Consideremos un proceso de renovación ordinario, es decir, tal que f0 = f .
Supondremos que la densidad f en (4.2) es desconocida, pero se conocen n
observaciones T1, . . . , Tn i.i.d. de la variable aleatoria T con densidad f . Es-
tos datos estad́ısticos pueden ser usados para construir un estimador f̃ ≡ f̃n,
que sea usado para la densidad de los intervalos entre las llegadas de las re-
clamaciones en el modelo aproximante de riesgo (4.3). En tales situaciones,
la parte derecha de las desigualdades (4.9) y (4.11) es aleatoria. Por lo tanto,
es razonable trabajar con los correspondientes valores esperados.
Seguramente, los datos estad́ısticos T1, . . . , Tn pueden ser usados de muchas
maneras (existe una amplia literatura sobre este tema). En nuestro caso, va-
mos a suponer que la densidad acotada f tiene segunda derivada acotada.

Sea d la métrica definida en (4.4). Es bien sabido que (ver por ejemplo,

Yu (1993)) que existe un estimador de kernel, que denotaremos por f̃n, tal
que

Ed(f, f̃n) = O

[(
ln(n)

n

)2/5
]

cuando n −→ ∞. (4.12)
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Además, la tasa de convergencia en (4.12) no puede ser mejorada para esta
clase de densidades.

La situación es muy similar con la métrica de variación total dV T definida
en (4.5). En el Caṕıtulo 5 de Devroye and Györfi (1985), se demuestra que,
bajo ciertas condiciones adicionales (principalmente en la cola de la densi-
dad), existe un estimador de kernel tal que

EdV T (f, f̃n) = O[(1/n)2/5] cuando n −→ ∞, (4.13)

y de nuevo, EdV T (f, f̃n) no puede anularse más rápido (en la clase de den-
sidades consideradas).

Por otro lado, no conocemos ningún resultado sobre la tasa de conver-
gencia de Eκ2(fa, f̃a,n), donde κ2 es la segunda diferencia pseudomomento
definida en (4.6). Yendo en esta dirección, sean a ∈ R un número arbitrario

pero fijo y las funciones de distribución Fa y F̃a definidas en (4.7). Denotamos
F ≡ Fa y consideramos la función de distribución emṕırica correspondiente:

F̂n(t) :=
1

n

n∑
i=1

I{Ti−a≤t}, t ∈ R. (4.14)

El enfoque estándar para estimar la función de distribución desconocida F ,
es usar F̂n, n = 1, 2, . . . . Bajo este esquema, mostraremos la siguiente cota
superior para Eκ2(F, F̂n).

Proposición 4.5. Supongamos que para algún α > 0, H := E|T1 − a|4+α <
∞. Entonces

Eκ2(F, F̂n) ≤
2√
n

[
1

2
+

4H
α

]
, n = 1, 2, . . . (4.15)

(La Proposición 4.5 se demuestra en la siguiente sección.)
Notemos que la convergencia en (4.15) es más rápida que en (4.12) y

(4.13).
Aplicando (4.12), (4.13) y (4.15) a la desigualdad (4.11), podemos concluir
que las estimaciones estad́ısticas de la densidad f pueden construirse de tal
manera que

Ed(pτ , p̃
(n)
τ ) = O

(
ln(n)

n

)2/5

, n = 1, 2, . . .
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4.4. Demostraciones

Demostración de la Proposición 4.2. Sea d la métrica definida en (4.4);

f y f̃ son las densidades introducidas en la descripción de los modelos (4.1)
y (4.3).
Primero mostraremos por inducción que

d(f ∗n, f̃ ∗n) ≤ nd(f, f̃), n = 1, 2, . . . (4.16)

Efectivamente, suponiendo que se cumple la desigualdad (4.16) tenemos que
para cualquier t ≥ 0:

∣∣∣f ∗(n+1)(t)− f̃ ∗(n+1)(t)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ f ∗n(t− v)f(v)dv −

∫
f̃ ∗n(t− v)f(v)dv

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫ f̃ ∗n(t− v)f(v)dv −
∫
f̃ ∗n(t− v)f̃(v)dv

∣∣∣∣
≤d(f ∗n, f̃ ∗n) + d(f, f̃) ≤ (n+ 1)d(f, f̃).

Sea t ≥ 0 un número arbitrario pero fijo, y ut := u + ct. Entonces,
aplicando (4.2) y la versión correspondiente para el modelo aproximante de
riesgo (4.3), tenemos que:

|p̃τ (t)− pτ (t)| =

∣∣∣∣∣e−δ̃ut
[
f̃0(t) +

1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

∫ t

0

uvf̃
∗n(t− v)f̃0(v)dv

]
−

e−δut

[
f0(t) +

1

ut

∞∑
n=1

(δut)
n

n!

∫ t

0

uvf
∗n(t− v)f0(v)dv

]∣∣∣∣∣ .
(4.17)

Sumando y restando términos apropiados en (4.17) y aplicando la des-
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igualdad del triángulo tenemos que:

|p̃τ (t)− pτ (t)| ≤

∣∣∣∣∣e−δ̃ut
[
f̃0(t) +

1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

∫ t

0

uvf̃
∗n(t− v)f̃0(v)dv

]
−

e−δ̃ut

[
f̃0(t) +

1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

∫ t

0

uvf
∗n(t− v)f̃0(v)dv

]∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣e−δ̃ut
[
f̃0(t) +

1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

∫ t

0

uvf
∗n(t− v)f̃0(v)dv

]
−

e−δ̃ut

[
f0(t) +

1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

∫ t

0

uvf
∗n(t− v)f0(v)dv

]∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣e−δ̃ut
[
f0(t) +

1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

∫ t

0

uvf
∗n(t− v)f0(v)dv

]
−

e−δut

[
f0(t) +

1

ut

∞∑
n=1

(δut)
n

n!

∫ t

0

uvf
∗n(t− v)f0(v)dv

]∣∣∣∣∣
:=I1(t) + I2(t) + I3(t). (4.18)

Tras la aplicación de la desigualdad (4.16), el sumando I1(t) en el lado
derecho de (4.18) se acota como sigue:
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I1(t) ≤ e−δ̃ut
1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

∫ t

0

uv

∣∣∣f̃ ∗n(t− v)− f ∗n(t− v)
∣∣∣ f̃0(v)dv

≤ e−δ̃ut
1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

[
u

∫ t

0

∣∣∣f̃ ∗n(t− v)− f ∗n(t− v)
∣∣∣ f̃0(v)dv +

c

∫ t

0

v
∣∣∣f̃ ∗n(t− v)− f ∗n(t− v)

∣∣∣ f̃0(v)dv]
≤ e−δ̃ut

1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

[
ud(f̃ ∗n, f ∗n)

∫ t

0

f̃0(v)dv +

cd(f̃ ∗n, f ∗n)

∫ t

0

vf̃0(v)dv

]
≤ e−δ̃ut

1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

[
u

∫ ∞

0

f̃0(v)dv + c

∫ ∞

0

vf̃0(v)dv

]
d(f̃ ∗n, f ∗n)

≤ e−δ̃ut δ̃
∞∑
n=1

(δ̃ut)
n−1

(n− 1)!
[u+ cET̃0]d(f, f̃)

= δ̃[u+ cET̃0]d(f, f̃). (4.19)

Para estimar el sumando I2(t) en la parte derecha de (4.18) notemos que,
v ≤ t y uv ≤ ut. Por lo tanto

I2(t) ≤ e−δ̃ut
∣∣∣f̃0(t)− f0(t)

∣∣∣+
e−δ̃ut

1

ut

∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

∫ t

0

uv f̃
∗n(t− v)

∣∣∣f̃0(v)− f0(v)
∣∣∣ dv

≤ e−δ̃ut sup
t≥0

∣∣∣f̃0(t)− f0(t)
∣∣∣+

e−δ̃ut
∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

∫ t

0

uv
ut
f̃ ∗n(t− v) sup

t≥0

∣∣∣f̃0(t)− f0(t)
∣∣∣ dv

≤ e−δ̃utd(f0, f̃0) + e−δ̃ut
∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!

∫ ∞

0

f̃ ∗n(t− v)dv d(f0, f̃0)

≤ e−δ̃utd(f0, f̃0) + e−δ̃ut(eδ̃ut − 1)d(f0, f̃0)

= d(f0, f̃0). (4.20)
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Ahora, para estimar el término I3(t) en la parte derecha de (4.18) tenemos
que:

I3(t) ≤ f0(t)
∣∣∣e−δ̃ut − e−δut

∣∣∣+ 1

ut

∣∣∣∣∣e−δ̃ut
∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!
− e−δut

∞∑
n=1

(δut)
n

n!

∣∣∣∣∣×∫ t

0

uv f
∗n(t− v)f0(v)dv

≤ sup
t≥0

f0(t)
∣∣∣e−δ̃ut − e−δut

∣∣∣+ ∣∣∣∣∣e−δ̃ut
∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!
− e−δut

∞∑
n=1

(δut)
n

n!

∣∣∣∣∣×
sup
t≥0

∫ t

0

uv
ut
f ∗n(t− v)f0(v)dv

≤M
∣∣∣e−δ̃ut − e−δut

∣∣∣+ ∣∣∣∣∣e−δ̃ut
∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!
− e−δut

∞∑
n=1

(δut)
n

n!

∣∣∣∣∣×
M

∫ ∞

0

f ∗n(t− v)dv

≤M |e−δ̃ut − e−δut |+M

∣∣∣∣∣e−δ̃ut
∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!
− e−δut

∞∑
n=1

(δut)
n

n!

∣∣∣∣∣
≤M

∣∣∣e−δ̃ut − e−δut
∣∣∣+M

∣∣∣e−δ̃ut(1− eδ̃ut)− e−δut(1− eδut)
∣∣∣

= 2M
∣∣∣e−δ̃ut − e−δut

∣∣∣ .
Sea, por ejemplo, δ̃ > δ. Entonces

I3(t) = 2Me−δut
∣∣∣e−(δ̃−δ)ut − 1

∣∣∣ ≤ 2Me−δutut|δ̃ − δ| ≤ 2M(δe)−1|δ̃ − δ|,
(4.21)

ya que supx≥0 xe
−x = e−1.

La igualdad (4.21) se verifica de manera análoga para δ > δ̃.
Notando que los lados derechos de las desigualdades (4.19), (4.20) y (4.21)
no dependen de t ≥ 0, podemos combinarlas con (4.18); como consecuencia
obtenemos (4.9).

Demostración del Teorema 4.4. Los términos I2 y I3 en la desigualdad
(4.18) se acotan exactamente como en (4.20) y (4.21). Para el término I1, la
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primera desigualdad en (4.19) muestra que

I1(t) ≤ e−δ̃ut
∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!
M̃

∫ ∞

0

∣∣∣f̃ ∗n(x)− f ∗n(x)
∣∣∣ dx

= M̃e−δ̃ut
∞∑
n=1

(δ̃ut)
n

n!
dV T (f̃

∗n, f ∗n). (4.22)

El Lema 1 en Gordienko and Ruiz de Chávez (1998) establece que bajo
las condiciones del Teorema 4.4, para n = 1, 2, . . . ,

dV T (f̃
∗n, f ∗n) ≤ b∆, (4.23)

siempre que
∆ := máx{dV T (f̃ , f), ζ2(f̃ , f)} ≤ (2b)−1. (4.24)

En (4.24) ζ2 es la métrica de Zolotarev de orden 2.
Aplicando la desigualdad ζ2 ≤ 1

2
κ2, la cual se cumple bajo la igualdad de

los primeros momentos (ver por ejemplo Rachev (1991)), vemos que (4.10)
asegura el cumplimiento de (4.24). Aśı, por (4.23),

dV T (f̃
∗n, f ∗n) ≤ bmáx{dV T (f̃ , f),

1

2
κ2(f̃ , f)}. (4.25)

Recordamos que f y f̃ son las densidades de las variables aleatorias T1 y
T̃1, respectivamente. Sea a un número arbitrario. Consideramos las variables
aleatorias X1 = T1 − a y X̃1 = T̃1 − a con las densidades correspondientes
ha(·) = f(·+ a) y h̃a(·) = f̃(·+ a).

La desigualdad (4.25) es también cierta para el par de densidades (ha, h̃a). De

(4.5) se sigue que dV T (f̃ , f) = dV T (h̃a, ha) y dV T (f̃
n, f ∗n) = dV T (h̃

∗n
a , h

∗n
a ).

Por lo tanto, para todo n ≥ 1,

dV T (f̃
∗n, f ∗n) ≤ b ı́nf

a∈R
máx{dV T (f̃ , f),

1

2
κ2(h̃a, ha)}.

Combinando esta desigualdad con (4.22) obtenemos que

sup
t≥0

I1(t) ≤ M̃bmáx

{
dV T (f̃ , f),

1

2
ı́nf
a∈R
κ2(h̃a, ha)

}
,

que junto con (4.18) y las cotas (4.20) y (4.21) dadas en la demostración de
la Proposición 4.2, proporciona la desigualdad deseada (4.11).
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Demostración de la Proposición 4.5. Por (4.6) y el Teorema de Fubini
tenemos que

Eκ2(F, F̂n) = 2E

∫ ∞

−∞
|x||F (x)− F̂n(x)|dx

= 2

∫ ∞

−∞
|x|E|F (x)− F̂n(x)|dx

≤ 2

∫ ∞

−∞
|x|
(
E[F (x)− F̂n(x)]

2
)1/2

dx.

En vista de (4.14), E[F (x)− F̂n(x)]
2 = 1

n
[F (x)(1− F (x))].

Por lo tanto

Eκ2(F, F̂n) ≤
2√
n

∫ ∞

−∞
|x|[F (x)(1− F (x))]1/2dx

=
2√
n

∫ 1

−1

|x|[F (x)(1− F (x))]1/2dx+

2√
n

∫ −1

−∞
|x|[F (x)(1− F (x))]1/2dx+

2√
n

∫ ∞

1

x[F (x)(1− F (x))]1/2dx. (4.26)

Por la desigualdad de Markov, para x ≥ 1

F (x)(1− F (x)) ≤ (1− F (x)) ≤ P (|T1 − a| > x) ≤ H
x4+α

.

También, para x ≤ −1,

F (x)(1− F (x)) ≤ F (x) ≤ P (|T1 − a| ≥ −x) ≤ H
|x|4+α

.

Sustituyendo estas desigualdades en (4.26) e integrando con F (1−F ) ≤ 1/4,
obtenemos (4.15).
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Conclusiones

En el presente trabajo se trata el problema de la estabilidad cuantitativa
de varias caracteŕısticas de procesos de riesgo. Los modelos considerados in-
cluyen al proceso Crámer-Lundberg, el proceso de renovación multidimensio-
nal y el proceso de riesgo Sparre Andersen con reclamaciones exponenciales.

Hemos obtenido nuevas desigualdades de estabilidad para:

• La probabilidad de ruina;
• Las distribuciones del capital (superávit) corriente;
• La densidad del tiempo de ruina.

Creemos que nuestros resultados son importantes no solo desde el punto
de vista teórico, sino que también pueden ser útiles en aplicaciones prácticas
(de modelos de riesgo). Esta creencia está respaldada por el hecho común
de que en las aplicaciones reales, los parámetros de los modelos y las distri-
buciones de los modelos son desconocidos, al menos parcialmente, y deben
estimarse estad́ısticamente.

Vale la pena mencionar que, a pesar de que el modelo de Crámer-Lundberg
fue propuesto alrededor de 1903, este y otros modelos de riesgo aún están
siendo intensamente estudiados. La mayor parte del estudio incluye métodos
anaĺıticos directos y técnicas de aproximación anaĺıticas o numéricas. Por
su parte, la “teoŕıa” de la estabilidad cuantitativa de los modelos de riesgo
apenas está dando sus primeros pasos.

Para obtener nuestras desigualdades de estabilidad (que son resultados
nuevos y están publicados en revistas ĺıderes actuariales), por un lado de-
sarrollamos una nueva técnica con operadores contractivos y, por otro lado,
hemos aplicado resultados relativamente recientes sobre la comparación de



66
Desigualdades de estabilidad para las densidades del tiempo de

ruina

distribuciones de sumas de variables y vectores aleatorios.

Cabe señalar que el método de operadores contractivos es simple pero
efectivo para los procesos de riesgo de Crámer-Lundberg. Es razonable es-
perar que este método pueda ser útil para estudiar otros procesos de riesgo.
(Véase por ejemplo, el art́ıculo Gajek and Rudź (2018)).

La metodoloǵıa utilizada en este trabajo es estándar: análisis matemático
y en algunas ocasiones, técnicas computacionales para obtener algunas esti-
maciones numéricas.

Como ya hemos señalado, los estudios de estabilidad de los procesos de
riesgo, se encuentran en una etapa inicial. Como consecuencia, hay muchas
direcciones para continuar la investigación realizada en esta tesis. Por ejem-
plo, el problema de obtener la desigualdad de estabilidad en métrica débiles
para el modelo de Sparre Andersen está abierto. Una ĺınea de investigación
interesante es la estabilidad de la probabilidad de ruina en modelos multi-
dimensionales de riesgo. También, por ahora no es claro cómo descartar la
suposición de exponencialidad de las reclamaciones en la afirmaciones pre-
sentadas en el Caṕıtulo 4 de este trabajo.



Apéndice

Probabilidad de ruina

Una ecuación integral para la probabilidad de

ruina ψ a tiempo continuo

El siguiente teorema es un resultado muy conocido en la Teoŕıa de la Rui-
na. Se trata de una ecuación integral para la probabilidad de ruina ψ(u), u ≥
0 (con horizonte infinito).

Teorema A.1. Supongamos que se cumplen las Hipótesis 1.1 y 1.2, dadas
en el Caṕıtulo 1. La probabilidad de ruina es una función ψ(u), u ≥ 0, para
la cual:
(i)

ψ(0) = λµ/c; (1)

(ii)

ψ(u) =
λ

c

(∫ ∞

u

F (y)dy +

∫ u

0

ψ(u− y)F (y)dy

)
. (2)

Además, en la clase de funciones con valores en el intervalo [0, 1], la ecua-
ción (2) tiene solución única.

Coeficiente de ajuste

Hipótesis A.2. Supongamos que existe r > 0 tal que EerY < ∞ para cada
r ∈ (0, r).



68
Desigualdades de estabilidad para las densidades del tiempo de

ruina

Definición A.3. El número R ∈ (0, r) se llama coeficiente de ajuste si R es
la solución única (si ésta existe) de la ecuación

θ(r) := λ(EerY − 1)− cr = 0,

donde λ es el parámetro del proceso de Poisson N(t) en el modelo de Cramér-
Lundberg.

Probabilidad de ruina para distribuciones Ga-

ma

El siguiente resultado fue tomado del art́ıculo Yuanjiang et al. (2003) (ver
Teorema 2 de esta referencia, pág. 139) y ofrece una fórmula expĺıcita para
calcular la probabilidad de ruina en el modelo clásico de riesgo en el caso
particular cuando los montos de las reclamaciones siguen una distribución
Gama.

Teorema A.4. Supongamos que los montos de las reclamaciones en el mo-
delo (1.1) del Caṕıtulo 1 siguen una distribución Gama con parámetros n = 2
y α > 0. Entonces, la probabilidad de no ruina ψ se calcula como:

ψ(u) = 1 +
ν2(ν1 + α)2

(ν1 − ν2)α2
eν1u +

ν1(ν2 + α)2

(ν2 − ν1)α2
eν2u, (3)

donde ψ(u) = 1− ψ(u), λ es el parámetro del proceso de Poisson N(t), c es
la entrada de primas por unidad de tiempo y

ν1 =
λ− 2cα +

√
λ2 + 4cαλ

2c
,

ν2 =
λ− 2cα−

√
λ2 + 4cαλ

2c
.

Probabilidad de ruina para variables aleatorias

que toman un número finito de valores

En el libro Kaas et al. (2008) (pág. 107) se encuentra el siguiente resulta-
do que presenta una fórmula expĺıcita para calcular la probabilidad de ruina
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en el modelo clásico de riesgo, para el caso cuando los tamaños de las recla-
maciones son variables aleatorias discretas con un número finito de valores.

Sea θ = c
λµ
−1. Si los tamaños de las reclamacionesX toman un número fi-

nito de valores positivos, digamos x1, x2, . . . , xm con probabilidades p1, p2, . . . ,
pm, entonces la probabilidad de ruina ψ es igual a:

ψ(u) = 1− θ

1 + θ

∑
k1,...,km

(−z)k1+···+kmez
m∏
j=1

p
kj
j

kj!
, (4)

donde z =
λ

c
(u− k1x1 − · · · − kmxm)+. La suma se extiende sobre todos los

valores de k1, . . . , km = 0, 1, 2, . . . tal que z sea positivo.

Ecuaciones recurrentes para la probabilidad de

ruina ψ a tiempo discreto (en el modelo clásico

de riesgo)

El siguiente teorema nos proporciona una fórmula conocida para calcular
la probabilidad de ruina para el proceso de riesgo a tiempo discreto (2.1), en
el Caṕıtulo 1.

Teorema A.5. La probabilidad de ruina satisface las siguientes ecuaciones:

ψ(u) =
∞∑
m=u

F (m) +
u−1∑
m=0

ψ(u−m)F (m), u = 0, 1, 2, . . . (5)

donde F (t) := 1− F (t) y por convenio
∑−1

m=0 ψ(−m)F (m) := 0.

La demostración del Teorema A.5 puede encontrarse por ejemplo en
Rincón (2012).

Desigualdades de estabilidad de Beirlant and

Rachev (1987)

Las siguientes desigualdades de estabilidad son resultados del art́ıculo
Beirlant and Rachev (1987) (ver los Lemas 2.3 y 2.4, pág. 182, 183 de ese
trabajo).
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Lema A.6 (Lema 2.3 de Beirlant and Rachev (1987)). Sean {Xi} y

{X̃i} dos sucesiones de variables aleatorias i.i.d. y sea N(t) independien-

te de {Xi} y {X̃i}, con H(t) = EN(t) < ∞. Suponer que κr(X1, X̃1) =
r
∫∞
−∞ |x|r−1|FX1(x)−FX̃1

(x)|dx <∞, r > 0 y
∫∞
−∞ xjd

(
FX1(x), FX̃1

(x)
)
= 0,

j = 0, 1, . . . ,m−1, para algún r = m−1+1/p ≥ 1 (m = 1, 2, . . . ; 1 ≤ p <∞).

Además, sea Z̃(t) = 1
H(t)

∑N(t)
i=0 X̃i con densidad acotada pZ̃(t). Entonces

ν

N(t)∑
i=0

Xi,

N(t)∑
i=0

X̃i

 ≤ ψ1(κr(X1, X̃1))

=
(
1 + sup pZ̃(t)(x)

)
× cm,p

(
φ2

(
κr

(
X1, X̃1

)))1/1+r
× (H(t))(1−r)/(1+r) , (6)

donde

cm,p =
(2m)!(2m+ 1)1/2

m(3− 2/p)1/2
y

φ2(κr) =

 κr
1/p m = 1, 1 ≤ p <∞,

Γ(1 + p)

Γ(r)
κr m > 1, 1 ≤ p <∞.

(7)

Lema A.7 (Lema 2.4 de Beirlant and Rachev (1987)). Sean {ξi} y

{ξ̃i} dos sucesiones de variables aleatorias i.i.d., ambas independientes de

{X̃i}. Suponer que H(t) = EN(t) < ∞, H̃(t) = EÑ(t) < ∞, θ(ξ̃1) =

supk supx pk−1/2
∑k

i=1 ξ̃i
(x) < ∞, κr(ξ1, ξ̃1) < ∞ y

∫∞
0
xjd(Fξi(x) − Fξ̃1(x)) =

0, j = 0, 1, ...,m − 1, para algún r = m − 1 + 1/p (≥ 2) (m = 1, 2, . . . ;

1 ≤ p < ∞). Finalmente, sea FX̃1
(a) < 1 para todo a > 0 y EX̃1 < ∞.
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Entonces

ν

N(t)∑
i=0

X̃i,

Ñ(t)∑
i=0

X̃i

 ≤ ψ2(κr(ξ1, ξ̃1))

= (1 + θ(ξ̃1))κr
1/(r+1)(ξ1, ξ̃1) + ı́nf

a>0

{
2cm,p(1 + θ(ξ̃1))

×
(
φ2(κr(ξ1, ξ̃1))

)1/(1+r)
χX̃1,r

(a)

+ a−1EX̃1máx
(
H(t), H̃(t)

)}
, (8)

donde φ2 está dado por (7) y χX̃1,r
(a) =

∞∑
k=1

k(1−r/2)/(1+r)F k
X̃1
(a).
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Rincón, L. (2012). Introducción a la teoŕıa del riesgo. 1ra. ed. UNAM,
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