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CAPITULO I TECMCA DE NEWMAN PENROSE 

I NTRODUCCI ON 

El formal i smo de t é t r a d a s  n u l a s  de  N e w m a n  y Penrose CNP3, se 

d i 6  a conocer e n  1962 1 1 1  y es muy Ú t i l  en l a  Relatividad General 

para el e s t u d i o  de temas como: soluciones exactas d e  las 

e c u a c i  ones d e  Ei rist,ei n ,  cl así f i carii 6 n  Petrov del campo 

EN R4. 

gr avi taci a n a l  , espí ntensor  de Lanczos  , i nmersi ón del 

e s p a c i o - t i e m p o ,  est.udio d e  c o n g r u e n c i a s  n u l a s ,  problema d e  la 

e n e r g í a  d e l  campo g r a v i t a c i o n a l  , etc. 

Lac L&tradas n u l a s  c o n s t i t . u y e n  un concepto básico Cen este 

f o r  mal i s m d  que per mi Le el estudi o 1 oca1 C aspect.os a l  gebr ai cos3 

del campo g r a v í t a c i o n a l ,  a s í  como el manejo d e  problemas no 

1 oca1 es C a s p e c t o s  d i  fer enci a l  es1 que se generan al  t r  as1 adar nos 

de punto a punt.0 en IR*. 
El formal i smo de NP se presenta d e t a l l a d a m e n t e  en l a  tesis de 

maestria de Torres C19653 ES], Ovando C l Q 8 5 3  143 y la t e s i s  

doc to ra l  de  Ferndndez C19863r r 3 1 .  

En l a  primera  parte de este c a p l t u l o  presentamos los 

conceptos  d e  L e t r a d a  r e a l ,  Létrada n u l a ,  t.étrada dual y mostramas 

como cambian los elementos  d e  l a  t.&trada n u l a  bajo una 

t r a n s f o r m a c i ó n  d e  L o r e n t z .  Después se  presenta el desarrollo d e  : 

un vector, un t e n s o r  sirn&t.rico d e  segundo orden, un t e n s o r  

a n t i s i m é t . r i c o  de segundo orden y un tensor de cuarto orden sobre 

una base c o n s t i t . u i d a  por l a  tétrada nula .  Este análisis permite 

mostrar  de manera c o n c i s a  l a  “ C l a c i f i c a c i 6 n  Petrav” del campo 

g r a v i t . a c i o n a 1  y el tema de d i r e c c i o n e s  p r i n c i p a l e s  nulas e n  

r e l a c i ón  con el concepto d e  tetrada candnica. 

En l a  segunda secci6n d e  este capitulo  dedicada a los  



aspectos d i f e r e n c i a l e s  de l a  tétrada n u l a  se introducen los 

coeficientes d e  rotac ión y de eapin,  se deducen l a s  e c u a c i o n e s  d e  

Mewman-Penr ose , 1 as i denti dades de Bi ;bnChi y se a n a l  i z a n  1 as 

c o n d i c í  ones d e  i nteyrabi 1 i dad de 1 as .C B, consti t u i  d a s  pcw 1 as  

e c u a c i  ones de Er ans-Edgar C BE). CEn sept. i  embre de 1991 se r eci bi 1s 

una carta  del profesor S. Brian Edgar y se nos informa que estas 

ecuaciones fueron publicadas mucho antes por P .Be l 1  y P. Szekeres 

~777).  

Con esta herramienta de NP se real iza  e n  los capítulos 2 y 3 

el estudio del e s p í n t . e n s o r  de Lanczos. 
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que genere la mayor sirnplif icacic5n en el problema de nuest-rr-i 

i n t er éc, . 

En 1985 Ovando c43. r&t.uvo l a  tétrada nula  compleja de NPc43,  

- r  < m r ,  m , lr, rir> caracterizada por : 

Los e l ementcs  de i a .  tetrada se multiplican consigo mismos y 

dan cerci, por ec;t.u ia t,&trada se llarila n u l a  y los \rectores son 

nulas -  Los e l e m e n t c ~  de la t.&trada se conjugar, y sigueri dando 

cero: XI m = O. 
r -  - 

r 

El arden de l a s  el.ement.os de la tét-rads. es importante. Otros 

aut.arec; Lt t i l i zan  por ejemplo ia t.i-tracia Cnr, l', in*'+ m '3, 

consideran I r  r. = + 1, 1.a signatura es C 5  22 Y 10% índ ices  Loman 

valores de cero a tres. IsPCiniris que una t é t r a d a  es t i p o  NP si 

cump l e  l a s  relaciones C 3 7 .  Usaremos la signatura C+2> y los: 

f ndices toman 105 va lore2 1,2,3,4. 

-- 

r 

Las Létradas rea1 y. nula  comple,ja Ccaracterizadas por C11 y 

rL .SJ 2 se aci ~if>ayi a t.i-.avt;ig de <i = fl-7 2 : 

c 43 

donde Q - es f u r i c i b n  a rhL t r a r i a  de l a s  cclorderiadaa ; en la mayoría 

de l as  aplicaciones se utiliza Q = 1 6 c! = . 

<air La matriz C 1 3 ,  permLte definir la '&rada dual e can l o a  

(i>r <2>r (Zbr r 4 r  
vectúres: e * E :  + e  * e  . 

4 



C 53 

tétxaba dual sería la que se muestra en l a  figura C23.  

Fig. 1 Tétrada real. F i g .  2 Tétrada dual. 

-i Con l a s  matrices y Y] podemos subir y bajar los índices 
-%. * 

con parént..esis y además se obtienen las propiedades: 

La Letrada de NP se ordena en l a  siguiente forma: 

C 63 

5 



se expresa como: 

1 "  6 

0 'i 1 "  

o 

O 

-i 

O 

La matriz = z = pb7 permite introducir una bass *. (u 

Por ejemplo : 

obteni éndose: 
tu) r r r  r 

(Z 
3 = C G  , m ,  - n ,  - i r 3  C 83 

Se observa que 2 y 2-' se comportan como una "metrica" para 
h. -.u 

bajar y subir los ind i ces  en t re  parclntesis de l a  tétrada nula.  

La ro tac ión  de la tétrada nula conduce a l a  transformación de 

Lorentz Y en lo que s igue  mostramos cbmo esta transformación 

afecta l a s  cantidades de NP. 

Sea una tétrada real anclada en un evento. Ai rotar la se 

Cse obtiene de la -<Q) genera otra tkt rada  real ortonormal e r 

6 



pr i mer a medi ant e una transformación de Lorentz L = [ L(b><a] que 
* 

<c>(r> ni*cb> = T )  >: 
<bi Lcr' 

<a3 
satisface : L'~'  

La matriz L más 
h. 

C Q> ib) e 
a 

general 1 a obtuvi eron Gr eenber g-Knauer en 1974 

1 2 3  y queda en funcidn de seis parámetros reales. La tetrada nula 

asociada a l a  nueva tétrada real es C 2 3  : 

* r  iB - - r  - -i r 
m = c e  c u p m ' +  m + o i ~ i ' + f j ~ n >  

ClO> 

donde C = 1 1 - a p I-' ; A , B - funciones reales arbitrarias. 
* -  

a , (3 - funciones complejas arbitrarias con a /3 # 1 .  
-% r*. r y -  

Esto determina tres clases de rotaciones : 

Clase I : a = O Rotacidn nula que no altera l a  dirección de nr 
* 

A t  z r =  e n  

7 
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Clase I1 t (3 = O Rotaci6n nula sin alterar l a  dirección de 1'. 
cy 

Clase I11 u = (3 - O 

+ r  - i e  * r  i a  - r m = e  m ' ,  m = e  m ? 

r ' = e  i , n = e  n' -A r * r  A 

Cllb3 

C l l C D  

Realmente no ocurre una rotaci6n de los vectores ya que sus 

direcciones no cambian .La clase I11 es caso particular de las 

clases I o 1 1 .  

Si en Cllc3 se pone B = O se obtiene una transformación de 

Lorentz especial Cboost) en el plano ir - n ; si se e l ige  A = O y 

B Z O se obtiene una rotaci6n espacial en el plano m' - m . 
r 

r - 

Posteriormente, veremos cómo estas clases de rotación, afectan l as  

cantidades de Newman-Penrose. 

A continuación vamos a mostrar cómo l a  tétrada Ct33 constituye 

una base para distintos objetos: un vector, un tensor si&trico de 

segundo orden, un tensor ant i s id t r i co  de segundo orden y un 

tensor de cuarto orden f estos casos son de interés en nuestro 

trabajo posterior>. 

Sea A= un vector arbitrario; l a  tétrada es una base para Bste ya 

que : 



sor l as  componentes o proyecciones de A r 
(c)r donde z A’ 2 

sobre la tbtrada de NP y se representan con : et e3 * e4 ? 

C 8 es complejo * pero e3 y son reales>. 

Expl í ci tamente: 

i 

y Ar se escribe finalmente: 

A = Bi ñi + sí mr - O3 nr - e4 I r  
r 

c123 

Otro ejemplo es el de un tensor real si&trico Qab que puede 

desarrollarse en términoc: de 10 tensores s i d t r i c o s  WabCya que de 

las  16 componentes de Qab , solo 10 son independientes>: 

r 

con pr, proyecciones de l  tensor Gab sabre l a  tétrada de NP. 

.- - 
W ab = m  a b  + m b m a  
5 

I s ,  = m  a b  n + m b  a ab 
w 
7 

+ n  1 
a ’ b  b a  = tl 

ab 
w 
6 

- = w  
ab 

7 
ab 

8 

= w  
ub 

9 
ab 

10 

Por l a  propiedad Qab = aab se obtiene: 

r con p r = 3,4,5,6 
- 8 0 -  - io 

- P  7 
* P  2 I 

Pi = P * P  = P  

cantidades reales. Qab se escribe ahora como : 

9 



6 + I  p r W a b + p B w  + p a w a b  + 
8 

ab 
- 2  

r =3 r 7 Q& = P w ab 
1 O 

ab 
+ pi0 w - 10 

io 
+ P  ab 

P 

C131 

Se contrae esta expresih con l a  té t rada  nula  y se obtienen las 

proyecciones del  tensor Slab sobre l a  tetrads. con l a  notación : 

Del mismo modo se obtienen : 

/ 
Si se propone como tensor simétrico a gab. 

l a  tétrada nula como: 

este se extiende sobre 

- 
- n  1 

gab a b  a a ’b b a  
= m  m + Z  rn b - - n  

6 
ya que pr = O. excepto p’ = - p 

En términos de l a  tétrada  real 

= 1 .  

e - e  e 
+ ( 3 ) c  ( 4 r  (4)c 

= e  e = e  e + e  e ( a )  
( 2 ) r  i Z ) c  ‘rc r < a > c  ( i ) K  ( i ) C  

Concl u1 mos que conociendo a1 tensor m&tr i co se puede obtener 

l a  tétrada en un evento , ya que: 

r -  
-A C m  , m ir.  nr> i 

gab -4 e <a> 
x -  

y también dada la tétrada de NP en un evento se puede determinar 

el tensor métrico en dicho event.0 mediante l a  re lac i6n  C l 5 2 .  

Si se considera Qab 3 EQb , (2 3 Qr = O donde 

es e.1 tensor que aparece en l a  forma dada al R -.. -. 
E ~ b  Rab 4 gab 

tensor de Riemann por Debe%.ier-Géhéniau e n  1956 

10 



. ..--- 

es el tensor de Ricci  y R = Ra a l a  curvatura escalar; 
abc 

R = RC 

l a  expansi6n de  Eab sobre l a  té t rada  131 es: 

ab 

Las cantidades cpab son l a s  proyecciones de  E, sobre l a  té t rada  

nula y son equivalentes a 9 cantidades reales Cel numero de 

componentes independientes de E ab 3 . Tres de el las : #oo , #,&, #22 

son cantidades reales y Qoí, Cbo2 , #íz son cantidades complejas que 

se obtienen como result,ado de  las s igu ientes  contracciones Cen 

base a las re lac iones  C133 y C 1 4 3 1 :  

a b  a b  
P2 = E, m m  = R  ab i n m  ' 2 Q > 0 2  

pa = E = R ab nanb z 2 #oo 

p4 = l a p  = Rab .L 1 E 2 

a b  n n 
ab  

a b  

ianb 2 e,, - b  
Eab m a m  = E  ab 

$ = = 

- -  pa = - E, m 1 - R m a l b  5 -2 #a= a 

ab 

manb = - R manb ab - 2 eOí pío= - c173 



Las écuaciones de campo de RG se expresan : 

- -  R - - -  ~ x T  
4 'ab ub 

- tensor de materia o/y r ad i a t ih .  
ab 

T 

Las Qbab tienen las siguientes expresiones; 

a b  - -  - Jsr Tab n n e 

+o0 

b = - 4n Tab ma m , 
#*2 

a b  = - 4sr -rab n m 

R 
8 '  = - 4n Tubnalb - 

C183 

c193 u b  = -  ún T i amb  , #22 = - 4tr Tabl 1 
ab 

Por ejemplo, s i  Tab está asociadcl a un fluido perfecto Cmétrica de 

Cijdol, cap. I13 entonces se puede elegir una tétrada nula  tal que 

puede generar - - #í2 = 0 : concluimos que Tab *oí = +o2 

simplificaciones en las cantidades +ab. 

Por definición un espacio es de Einstein s i  l o s  tensores 

m&t.ricos y de Ricci son proporcionales entre si: 

c 203 _e. E = 0 * = o  R - - -  
Rab 4 gab  a b  

Si además R = O entonces R = O y así e1 cuadrierpacio IR4 es 

vacf o. 

ab 

Bajo una transformación de Lorentz l a  cantidades #ab se 

alteran E21 de acuerdo a: 

Clase I , 01 = O 
* 

12 



Clase 11, p = o  
* 

+ 2ci" Ü Q s -  #a2 + 2a 2 Q3#í23 
* *  * *  

+ a2ü2 Q~"P,, 
* *  

+ 4u ü Q2 9,, 
+ *  

2 2  * -2iR + 2 o( 0 Si2 + 01 Q +223* 
*OP = e  *o2 

4, * 

* -2A 
3 , +22 = e **2 ' 

* -A-iB 

* 

Clase 111 ci = (3 = O.  
* * 

* 2A * A-LB * -2iR 
*o0 *o2 

13 



Las expresiones de tensores simétricos de segundo orden Cver 

l a  relación C1631 son tltiles en el estudio del esplntensor de 

Lanczos Ccapltulo 1 1 3 ,  en el análisis del proceso de inmersión de 

y para una posible clasificaci6n IR 

CChurchill-PlebaEski3 de Eab . 
6 

6 E  
5 

en E 
4 

es el tensor de curvatura del espacio-tiempo definido bc d Ra 

por : 

rc . 
c m  j k  

rc. - r' 
J km  j m ,  k - r i .  J k . m  -+ r i c k  jm 

R', = r' 

slmbolos de Christoffel de segunda especie, donde C , r 3  es l a  

derivada parcial respecto a xr. 

La tétrada nula, constituye una base también para tensores 

reales anti s i  métricos de segundo orden. Para obtener las  

componentes del tensor F, con respecto a l a  tétrada se expresa el 

tensor como una combinación 1 i neal de seis tensores anti si d t r i  cos 

6 

ba 
F F = -  a b  F a b  = 1 PrW ab 

r=: r 
c213 

con pr - proyecciones del tensor sobre l a  tetrads y los tensores 

antisirnétricos W t ienen las  Siguientes expresiones: 
a b  

r 

14 
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= V  = n m - m n  
a b  a b  a b  a b  

W 
i 

= & j  
a b  ab 

W 
6 

- w = v  
ab  ab 

2 

- w = u  
a b  ab 

4 

y Ma, sori ant i s im&t r i cos ,  autoduales: 
'ab ' 'ab 

Los tensores 

J* = - i Uab , * Mab =- - i Mab v = -  i Vab , II 
* 

ab  ab  

y s a t i s f a c e n  r e l a c i o n e s  como: 

Y Mab = O , Ma, uab = o, Uab uab = o s u l b  = o , Vab l b  = o 
ab  ab 

b o - b  b 
V 1 = M a b m  = m  , V  m = M  n = n  a ab  a a b  ab  

'a r . M C M  = 
a c  ClC a cr V Uac = 2 , M Mac = -4 

-. 
v M ~ = - v  , U M ~ = U  , v C u  = n l  a r  - m  a r  m a c  a r  ac a r  a cr 

c 233 

considerando C221 y C31. 

Dé l a  r e l a c i ó n  Fab = F r e s u l t a  que: 
a t. 

- 2  3 - 4 5 - 6  Pi = P * p  = p  * p  = p  

Para determinar las ca.ntidades pr , r = I .3,b se contrae l a  

expresibn CSl3 con e l e m e n t o s  de l a  tétrada y se obtiene 



C 243  

= F  2 a Z  b a = 0.1.2 canti dades Y Ya ' w <pr c q ,  a b  ( I > )  
con : F 

complejas que equi val en a 1 as 6 componentes r ea1 es i ndependi entes 

de Fab . E l  desarrollo de F, con respecto a l a  t4trada queda: 

La relacibn C 2 S 3  se puede aplicar al  tensor 

campo electromagnético y al  tensor antisimétrico 

las ecuaciones de Ricci al  sumergir R 

E l  tensor dual de Fa, se define como: 

en [E6 . 
4 

.ik e -  i FCd  - F  - - * 
Fcab 2 'abcd ba 

con los tensores de Levi -Civi ta:  

y v  
2 ab 

c 253 

de Faraday del 

que aparece en 

g = det Cgab3, 

i si  Cabcd3 es permutación par de Cl2341 

C a 3  

C 273 

c = E  = {- i c:i  Cabcd3 es permutacibn impar de C12343 
abed 

o en los demás casos 

Los tensores W ab de C223 son autodual es, 
r 

* , r = 1,. - .  , 6 lo cual implica 
ab 

= C - l I r  
ab 

tos i nvar i antes ai gebr ai COS i ridopendi entes correspondientes 

al tensor F sori: 
a b  



- 2 -_ - 
Fí H F Fab = 4 Cy,,y,  + y , y ,  - y ,  - Y , * >  

ab 

- 2  - -  * 2 

F* F F~~ = 4 i cy, - y ,  + yay, - y0y,3 
ab 

C 29> 

La proyección de  un tensor de tercer orden sobre l a  té t rada  nula 

se va a ana l i z a r  en el c ap í t u l o  I1 ya que el espíntensor de 

Lanczos K , . es un tensor de este orden. 
J r  

Mostraremos en lo que s igue .  l as  componentes del tensor de 

con respec:to a l a  t&rada y vamos a determinar los WeYl 

cuat ro  i nvar i antes al gebr ai cos cor respondi entes a este tensor. 

ci j k r  

El tensor de Weyl Ccrbcd , es un tensor de cuar to  orden que 

para cuat ro  dimensiones se de f i n e  como: 

y posee las s i gu i en tes  s imetr fas  : 

C 303 

C 3 1 .  a3 

y l a  propiedad cíc l ica :  

= o C31. b3 
‘ c l j k m  + c  a k m  j + ‘ an i jk  

lo cual implica 

C 3 1  c3 = c  
‘ a j k m  k m a  .j 

Cualesquiera de  las  contracciones del  tensor de  Weyl se anulan 

i dént i camente 

C31. d3 cQ . = o  
J k a  

En 1956. Debever -G&héni au proponen descomponer al tensor de 

Ri emann en tensor es al gebr ai camente i r reduci bl es y r el aci onan a 

17 
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cada uno de e l los  con propiedades específicas del campo 

gravitacional. de este modo el tensor de Ricci se relaciona con 

las fuentes y el tensor conformal de Weyl contiene las  propiedades 

intrínsecas del campo gi-avitacional u sea se asocia con el campo 

gravitacional puro C C 4 3  y 1633. 

E l  dual simple del tensor de Weyl es: 

C 323 

que también satisface l a s  propiedades C313 - 

Mencionamos que ccalquier tensor que cumple con todas l a s  

propiedades C313 t i ene  un erpíntensar de Lanczoc; 171. 

a b c d  
W = c  

a b c d  

* 
+ 'abed c 333 

es un tensor complejo que t i ene  las  siguientes propiedades 

Cconsiderando C 3 3 3  y C 3 d l 2 :  

= - w  = - w  = w  w c  = o  
a c r  ubc r b a c  r u b r c  c r a b  ' W 

= w* = . - i W  
a b c r  a b c  r abcr  

W 
* c 343 

Trabajando del mismo modo que en los casos anteriores, se proyecta 

sobre l a  t&trada nula de NP obteniéndose: 
abcr 

W 

v*VabVc r ] + 
+ r 'ab' +'ac vub'c r + VcrMa,' 

v u  
a b  c r  

c 352 

Las cantidades ?p r =: O,  1,2,3.4 son las proyecciones del tensor 

de Weyl sobre l a  tétrada. Se contrae el tensor de Weyl C353 con un 

elemento de l a  t#trada, el resultado se contrae con otro elemento 

18  



y después de 4 contr acc i ones sucesi  vas r esui tan expresiones del 

por e j empl o, consi der ándose 1 as 
tipo: 'Yo= 'abjr 

propiedades C 3 >  de l a  tétrada nula y l as  re lac iones  C233. 

a b  j r  n m r i m  

Las cantidades zp , r = O, 1 ,2 ,3 ,4  son cantidades complejas 

y contiener: l a  misma information que l as  20 componentes reales 

independientes del tensor de  Weyl . Fueron introducidas en 1961 por 

R.. Sachs, C181 y su ap l i cac ibn  se debe a Newman-Penrore. 

r 

j r  = C .  n u r n b n  m i vab ,,cr = - w  
'O 8 abcr ubjr 

I "ab p- i a - b  m i J G r  . = - w  = c  
'4 8 úbcr abjr 

C 363 

lo cual co incide  con l a  tonvenci6n de  í5.1. 

Las cantidades p no se a l t e ran  bajo una transformación de 

coordenadas pero sí cambian al  rotar l a  tétrada nula:  

Clase I u = O 
* 

C 3 7 .  a3 



C37. b2 

Clase I11 a = p = O 
h + 

.\. 2íA - iB> * íA - LB) u 

Yo = e Y* 6 vi = e Y, Y2 = v* 

*" -A + iB * 2í-A + LB) 
"i = e % v 4 = e  y4 

c37. e3 

En l a  deducción de  l a s  re lac iones  C373 se u t i l i z a r on  las 

re lac iones  €363, Clla,  b , d  y las  identidades C383: 

r l a  mb i c  iii = O 
- 

abc r 
m a n b i c i ñ r = ~  a - b  n m n C m r = c  

abcr abc  r 
C 

a - b  
y3 m m lC 6 r= 

abcr nc mr = .- * c  a - b  m m  
abcr 

C 

- m m  a - - b  m m r = y 2 + v 2  c -  
abcr 

l a  n i c  nr = c 

m a nb mc iii I' = c 

na p r - 

abcr 
C 

a - b  n m i c  nr 
- 

abcr abcr 
c 

- 
C abcr - Yz - VZ c 383 

Debido a l a  equiva lencia  ent re  las cantidades y, y las  10 

componentes reales independientes del tensor de Weyl , las  

cantidades #ab y l a s  (3 componentes reales independientes del 
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tensor Eab Crelacionado con el tensor de R i c c i 3  y considerando l a  

curvatura escalar R podemos decir que el tensor de Riemann C 2 0  

componentes reales independientes3 está descrito completamente por 

las  cantidades y . +ab y R. r 

E l  tensor conformal. de Weyl t i ene  4 invariantes algebraicon 

i ndependi entes : 

abcr  
C 

Caber * * a b e r  , c z =  c 
abc r 

C - 
c2 - 

c 393 ab 
C CPq 

*- * a b c r  c3= c 
a b  ' C'P9 

C CPq r - 
c3 - = r p q  

que en función de las  cantidades de NP se expresan Cal contraer 

C372 consigo misn~3 como las  siguientes identidades 181: 
'abed 

Los invariantas C393 son Útiles en el estudio de l a  inmersión 

de IR4 en IE5 6 IE6 y en l a  clasificación de Petrov. 

CLASIFICACION PETROV DE CAMPOS GRAVITACIONALES 

E l  primer intento de realizar una clasificación de campos 

gravitacionales l a  hizo H. S. Ruse en 1948 utilizando geometrla 

proyectiva. Despu&s , en 1954 A.S.Petrov publica su "MeStodo 

matricial" para lograr esta clasificacibn - En 1957. F . A . E  Pirani 

muestra la relaci6n de l a  clasificacibn Petrov con el tema de 

radiación gravi t.aciona1. Actualmente l a  clasificación Petrov CCPI 

es importante en campos; de investigación como: radiación 

gravitacional comportamiento asinthtica del tensor de Weyl . 



inmersión de IR4 en En con ri > 4 .  congruencias nulas. soluciones 

exactas, espí ntensor de Lanczos , etc. 

Un estudio detallado ie l a  CP se encuentra en l a  tésis de 

maestría de Ovando C19851. en l a  cual se presentan diversos 

métodos para hacer l a  CP y l a  relación que existe entre e l las .  

La CP consiste en un estudio algebraic0 Clocal3 del tensor 

conformal de Weyl definido en 4 dimensiones y t iene como objetivo 

obtener l a  información contenida en las  10 componentes 

independientes de este tensor. 

Al tensor complejo Wabcr se l e  asocia una matriz compleja, 

P - l a  matriz simétrica con traza cero: 

contiene toda l a  información del tensor conformal. 

- 3x3 

en l a  cual : AB - 1,2 .3  . 

de Petrov que 

aJ - 23.31.12 

representa l a  proyección del tensor de Weyl sobre 

77(*(b’e tb) l. 
r ortonormal e y su dual 

(6) 

La CP consiste en e.1 análisis del problema de 

l a  relación: 

PABFB = h FA con 

F~ es un vector compieio con tres componentes y 

C41> 

Y 

c 423 

l a  tétrada r e a l  

ei genval ores de 

al  cual se l e  

puede asociar un tensor FaJ antisim&trico C 43. 

Las furmas canónicas de l a  matriz de Petrov conducen a 6 tipos 

distintos de U? que se clasifican en base a l  número de vectores 

propios 1 i neal mente i ndependi entes y al nQmer o de val or es pr opi os 

distintos conforme a l a  siguiente tabla 

4 
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v.p. dis- 

Petrov 

Schwarzschild D 3 

I1 2 2 Ker r -*hi 1 d 

N 2 1 Ondas gravi tac 
i onal es planas - 

I11 ' 1 1 Petrov 

O 3 1 De Sitter 
- 

TABLA I .  Tipos Pitrov de [R4. 

A l  gebr ai camente 
General 

Tipo I degene- 
r ado 

Tipo I1 degene- 
rado o tipo nulo 

Conf ormalrnente 
plano 

Las mbtricas de l a  tabla, ejemplifican los  tipos Petrov. Se 

observan tres tipos Petrov que se diferencian por el ntjmero de sus 

vectores propios linealmente independientes C 1 .  i .  > ,  el cual no 

puede ser menor que el número de valores propios <v .p .>  distintos. 

E l  tipo O se puede considerar como l a  degeneracidn del tipo D en 

el cual los valores propios coinciden. E l  tipo I se 

algebraicamente general y cualquier otro, algebraicamente 

Para cualquier tipo Petrov l a  suma de los valores propios 

y por l o  tanto, " Un [Rc tipo O es conformalmente pLano, 

denomina 

especial. 

es cero 

ci jk,=o " 

Como P tiene traza cero , l a  suma de sus tres valores propios es 
N 

nula y por lo tanto para los tipos I1 y D los valores propios son 

diferentes de cero y para N, 1 1 1 ,  y O los  tres valores propios 

coinciden entre si y se anulan. Un vector propio de P equivale a un 

eigentensor del tensor de Weyi. 

La tabla anterior es equivalente al diagrama de R. Penrose C93, 

que se realizó con espinores. 

I 



D I A G R A M A  D E  

Ir -____) 

1 vector 2 vecitores 
pr opi o 
1 i neal mente 
i ndependi ente independientes 

pr opi os 
1 i neal mente 

P E N R O S E  

_ _ . . .  3 valores propios I 

di sti ntos 

D . - .  . . 2 valores propios 
distintos 

I 
1 
O _ . _ .  . 1 valor propio 

distinto 

3 vectores 
pr opi os 
1 i neal mente 
i ndependi entes 

E l  tipo Fstrov puede cambiar evento por evento, dependiendo 

de l a  estructura geométrica del espacio-tiempo. E l  estudio de esta 

evolución constituye un problema no-local y las identidades de 

Bianchi permiten estudiar- esta evolución. 

En l o  que sigue, se menciona l a  relaci6n de l a  CP con problemas 

f ís icos:  

-- " En P de IR4 vacio existe radiación gravitacional solo s i  el 

tensor de Weyl es tipo XI, I11 6 N **  C101. 

- " Todas las ondas gravitacionales planas en un evento son de 

tipo N en dicho punto " C113. 

-- Teorema de Kundt-Thompson C19g23 y Robinson-Schild C19632 t121. 

- Todo IR con simetrla esférica es tipo D. 

-- Ningrfn [R vaclo t i p o  fIi es sumergible en IE . 

- Cualquier espacio-tiempo tipo O acepta inmersión en IE - 

4 

4 6 

6 
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- Kinnersley obtuvo todos los IR vacíos tipo D. 
4 

-- Inmersidn de IR4 en [E,,- 

-- Busqueda y análisis de las  soluciones exactas de Einstein 

Cencontrar todas las  so l r~ iones  de algún tipo Petrov especf fico3.  

De los métodos existentes en l a  literatura E43 para l a  

realización de l a  CP vamzis a presentar en forma concisa el método 

tensorial de Peres, el método tensorial de tetradas nulas, 

especificando además que? el método matricial de Petrov permite 

obtener l a  tétrada can6nica con el método tensorial bivect,orial y 

conduce al tema de direc:ciones principales nulas ilustrado en el 

método tensorial vectorial. 

E l  método tensorial de Peres C M T P 3 ,  se presenta mediante e l  

sigui ente  algoritmo: 

M E T O D O  T E N S O R I A L  D E  P E R E S  

SI SI 

.L 

= o  1 br ‘ajtrn Ck” 

NO SI 

C 
2 2 * 2  

2 4  c 3 c 2  - =z3 
I 

SI 

Ckm br + ‘k‘crjbr 

C 
2 + -  

a b j r  12 ‘ a j b r  

NO 



donde h = h + i h  se determina con l a s  relaciones 
R I: 

E l  diagrama de f l u j o  presentado se encuentra en l a  tesis 

doctor al de J .  L. Fer nAndezC 19863 C 31 y 1 os cal culos detal 1 ados 

se localizan en l a  tesis de Ovando 141. 

Este proceso tensorial se logra de l a  siguiente manera: 

para los tipos Petrov de l a  tabla 1 podemos indicar su forma 

canónica de Jordan y obtener el polinomio mínimo que satisface 

y; considerando C413 se deduce l a  relacion tensorial 

‘Ljkrn 
correspondiente para 

Se observa que en este método los cálculos se realizan en 

coordenadas arbitrarias y no interviene ninguna tétrada. E l  

método tensor i al es i mpcr tante por que puede transformar se con 

el farmalismo de tetradas nulas generando el mbtodo tensorial 

de tétradas nulas . 

Si en el MTP re sustituye l a  expresi4n C353 se obtiene un 

nueva algoritmo , deducido por Ovando C19853 , C alternativo 

a l  proceso propuest,o por D’Inverno - Russel - Clark C1971)i C1313 

que se muestra a continuación . 



M E T O D O  T E N S O R I A L  - T E T R A D A S  N U L A S  

SI 

- 
G = O , r  = o, .  . , 5  r 

NO 

donde 

I 1 G~ + A V =  = o ,  r = 0.1 ,3 ,4  

I G + 2 G s + 3 h y t 2 = 0  

1 NO IS 

SI 

Este algoritmo ea válido para una tétrada de NP arbitrar ia  y 

su notación es -hi. 

E l  método tensorial bivectorial. MTB es l a  continuaci6n del 

m&todo matricial y permite calcular explicitamente para cada 

métrica. lar tétradas canónicas real y nula así como los vectores 
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Debever -Penrose. E l  metodo matri cia1 conduce a una descomposicidn 

candnica del tensor de Weyl que se logra en funcidn de bivectores 

antisimétricos. 

E l  m&t.odo tensorial bivectorial permite que el desarrollo del 

tensor de Weyl dado por C353 se reduzca conforme a l a  tabla 

siguiente : 

TABLA 11. Componentes de NP del tensor de Weyl en l a  

t é t r ada  canónica. 

h - valores propios complejos de , l a  matriz de Petrov. 
r 

Las cantidades de NP se calculan contrayendo al tensor 

conformal con l a  base C U, V. M 2. Las yde  l a  tabla se subrayan 

ya que l a  tétrada con l a  cual se calculan es necesariamente una 

tétrada can6nica. Explícitamente, se procede de l a  siguiente 

manera : 

I' 

de l a  tétrada nula CAI se despeja l a  tétrada real e Y se <&r 

sustituye en C423 y C413 considerando las expresiones para l a s  4yr 

lo que permite obtener l a  matriz : 



I 'yi - 'y, iC + 'y, 3 
1 -2 Y, 

c 433 

que G. Ludwig C141, deduce con espinores y mediante un 

5 - espacio complejo Cco.nzultar J. L. López - G. Ovando C151 3 .  

Para cada tipo Petrov l a  matriz adquiere SU correspondiente 

forma canónica de Jordart, o sea para cada tipo Petrov existe una 

t&trada nula Cno necesariamente h ica3  que se llamará can6nica. en 

l a  cual P t i ene  una estr.sctura más simple. .-" 

Resumiendo. se obse.rva de l a  tabla I1 que existe por l o  menos 

una Letrada en cada punto de O? tal que respecto a e l l a  se puede 

conseguir que : 

a3 vi = O 

b3 po = ya = O 

4 

para cualquier tipo Petrov. 

s i  el tipo Petrov es algebraicamente especial. 

c3 'yo = - - 'y3 = O s i  R4 es de tipo degenerado. 

d3 'y, = )yi - - ?yz = O sólo para los tipos N y 111.  

e3 'yo = 'y4 # O en el tipo I y v; depende sólo del valor propio h 
3 

E l  método tensorial vectorial C MTV 3 permite encontrar 

vectores nulos reales, l a s  direcciones de Debever - Penrose ClEl, 

que contribuyen a l a  caracterización de los tipos Petrov de R4 

y que son import.antes en las  investigaciones actuales. Estas 

direcciones se calculan exp1ícitament.e usando l a  tétrada canónica 

nula de NP y los valores propios de P . ." 

Se 11 ama di r ecci dn ?r i nci pal o di r ecci 6n de Debever -Penrose 

CDP3 aquella dirección definida por un vector nulo y real K'que 



cumple con cualquiera de las ecuaciories siguierites C el simbolo 

C I  

C al 

Cb3 

Ccl 

C d> 

denota antisimetrizacióri para los índices capturadosl. 

Km = O 
brmn 

W 

K K m = O  
brmc n 

K K m - W  
brmn c 

K m = O  --+ W 
'brrninK C 1 

I 

KrwbrminK 1 Krn = O 
C 

K' I( = o. = K' 
r (44) 

entonces: K~ es 

4 - degenerado si satisf.ace Cal 

3 - degenerado si satisface C b 3  y no cumple Ca3 

2 - degenerado s i  cumple Cc? y no satisface C a >  y Cb3 

no - degenerado ó simple s i  cumple Cd3 y viola Ca3, Cb3 . Cc3 

Cual qui er mtil t.i pl o (de una di r ecci ón pr i nci pal nul a es tambi (on 

un vector DP ClU1.  

Si se cumple una de las relaciones C44. a ,  b. C. d3 se 

cumplen 1 as si qui entes. 

E j empl i f i cando: 

R. Penrose CQI  y R. Debever C183 mostraron que todo espacio 

tiempo t i ene  4 vectores con l a  propiedad C44.d3: 

ICr IC' Kr Kf 
i 2 3 4 simbolo: í l  1 1 11. 

Si nrse e l i ge  proporcional a uno de estos vectores entonces 
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1 2 8 4 1 3  
= O ya que: 

'O 

K~ = O o sea cabjr nJ = O + 'yo = o  brmn 
si nJ cumple : w 

Inversaniente: si para c ier ta  tétrada 'y, = O, entonces 

Si Ir es proportional a alguno de los vectores y' 
J .  

y 4 = o .  

Si dos vector es col apran C f 1 echa dobl e3 tenemos : 

nr es de DP. 

se obtiene 

Kr = K' - vector 2 - degenerado 
i 2 de DP I 

K' K' Kr 
I ' 3  4 

K' y Kr -- vectores simples de DP 
3 4 

slmbolo E2 1 11 

yo- - vi= O pero si nres si n'es proporcional a K~ entonces 
$ 

proporcional a Kr 6 Kr entonces s l l o  se puede asegurar que y = O; O 
3 4 

si ires proporcional a K" resulta y =  lp4= o. 
4. 3 

Los vectores anteriores satisfacen C44c3, si  ocurre el t r ip le  

col apso: 

Kr - vector 3 - degenerado de DP 
í 

K' K' 
i 4 

Kr - vector simple de DP 
4 

slmbolo E 3 1 3  

. r  y considerando n proporcional a. K'. lpO=v/,=yz= O; si  nr 
i 

es proporcional a Kr so.larnente y =- O, lrproporcional a Krconduce 
O 

4 i 

= O. El vectar  Y,' cumple C44d3 y Kr satisface C44d,c3 - - 
'y2 - 'y3 - v4 

4 i 

y además C44D3. 

3 1. 

_I 
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E l  irltimo caso consiste en el colapso de l a s  4 direcciones 

principales Ccoinciden e!itre si 3 :  

ICr 
i 

K' - vector 4 - degenerado de DP 
i 

símbolo c43. 

Si n' es proporcional a K' 6 I r  es proporcional a Kr entonces 

'y, = O, a # 4 6 yb = O. b # O. E l  vector Kr cuadridegenerado, 

sati rf ace C 44d , c ,  bf, y ademAs cumple C 44a3. 

Cuando en IR4 Ccon Cabed # O 3 existe un vector n u l o  real con 

l a  propiedad C44a3 entonces dicho vector es Único, excepto por un 

factor Cver C1733. 

Cuando np o/y Ir son de Debever - Penrose los resultados 

anteriores se reunen en :La siguiente tabla [SI. 

TABLA 111. Valores de para n' y Ir direcciones principales. 

Simb6licamente. en t#rminos de las  direcciones principales 

nulas y en base a l  método tensorial vecLoria1, l a  C.P. queda: 



I I 
-- 

N 

I Tipo I Simbolo I Interpretaci6n 

-- 
1 vector de DP 
cuadr i degenerado f 4  1 ó 

I 

4 di r ecci ones pr i nci pal es 

4 di r ecci ones pr i nci pal es I D ( C 2 2 1 6  dobles 
I I 

-- / I  
1 vector doble degenerado 
2 vectores simples I I1 I r a l l i ó  ---> , I 

1 vector de DP tridegeneradc I I11 I c3 11 6 -- 
1 vector simple - ___) 

I o  I No hay direcciones de Dp 

TABLA IV.  La CP en términos de direcciones principales nulas. 

Si en C 4 4  a,b,c,d3 adaptamos l a  tétrada de NP conforme a l a  

tabla I11 utilizando el MTTN concluimos que que los tipos I ,  11, 

111, D y N corresponden .a C l  1 1 11. C2 1 11 ,  13 13. C2 21, y 141 

respectivamente lo que se i lustra en el diagrama de Penrose 

C 19603. 

JC’ 
I 

1 1  

I1 C E !  1 13 -+ D c2 21 

Los tipos 

col apsando 1 as 

Petrov enlazados por l as  flechas son tales que 

DP de uno se obtiene el otro. 

33. 
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La relación entre l a  t&trada canónica Csus elementos se van a 

subrayar] da l a  tabla y los vectores de Debever-Penruse se 

muestran en l a  tabla V. 

A - A  2 i 

h2 
13; = L = % r  

TABLA V. Tipos Petrov, tétrada can6nica y vectores de 

Debever -Penrose. 

A- eigenvalores de l a  malxiz 5 , c hr = o. 

De l a  tabla anterior se observa que n' es una dirección - 
principal repetida cuando e1 espacio-tiempo es algebraicamente 

especial; 1' solo es de DP para IIIy D. - 
Lor vectores de DP def inen congruencias nulas Cfamilias de 

curvas3 en R4 lac; cuales son muy importantes para el estudio del 

campo gravitacional C problemas de i nmer-sión3. 

A s i  mismo se menciona que en casi t.odos los cálculos 

utilizaremos l a  t.étrada canbnica 

34 
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La importancia de l a  CP rad ica  en el hecho de  que es una 

c l a s i f i c a c i ó n  invariantd@. E l  tipo Petrov en un event.0 es 

independiente del sistema de coordenadas y de  l a  tOtrada. 

Las investigaciones;  actua les  se r e a l i z an  sobre los tipos 

Petrov.  

35 
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I 
2. TETRADAS NULAS - ASPECTOS DIFERENCIALES 

En l a  primera parte de este capítulo se han presentado 

aspectos locales del espacio tiempo; se ha considerado una tétrada 

construida en un evento de R4. Para saber c6mo evoluciona l a  

tétrada nula sobre IR4 se deben estudiar sus propiedades 

diferenciales l o  que dará origen a: coeficientes de rotacibn, 

coeficientes de espí n ,  escalares ópticos, cantidades de NP, 

operadores, relaciones de conmutación , ecuaciones de NP, 

identidades de Bianchi y ecuaciones de Brans-Edgar, 6 sea l a  

herramienta completa del formalismo de N-P. 

Concretamente l a  evolución de l a  tétrada 

r -  C Z ' 2  = C m  , m  , l r ,nr3 , a = 1 ,2 ,3 ,4  sobre IR4 y las cambios que 

sufren los objetos tensoriales al movernos en IR4 los describe l a  

(a 

derivada covariante de CSr3 con símbolo C ; 3 .  
<a 

c 483 

Es un tensor de orden 2, no necesariamente sim6trieo on b y 

c ,  con y - coeficientes de rotaci6n asociados a l a  tétrada. 
qah 

Para obtenerlos, se contrae l a  relación C453 con elementos de 

l a  tétrada: 

C 462 

Se observa que los coeficientes de rotacibn son las 

proyecciones de l a  derivada covariante sobre l a  tétrada nula. Las 

canti dades yabc son invariantes bajo transformación de 

coordenadas, pero cambian al variar l a  tétrada. 

Los coeficientes de rotación presentan antisimetría L 

=- 
'abc 'bac 
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2' 1 z' = 
<b>r (a>;t (cl 

zrl - z - 
'abc CCz<b)r (ah ;t 

ya que: 

sólo t i ene  24 componentes 

independientes, todas complejas Cdebido a l a  t&trada que es 

compleja3 excepto y y y,,, que son reales. 

'abc Por esta razbn, 

4 33 

A l  conjugar los Coef ic ientes  de rotac ión se intercambian 1 y 

2. Por ejemplo: 

se calcula con el algoritmo: 
Yabc 

En resumen, 

Pero existe otro algoritmo en el cual no se u t i l i z a n  

der i vadas covar i antes,  sol Q se empi ean der i vadas par c i  al es y que 

se presenta a continuacibn: 

Por permutaciones c í c l i c a s  se obtiene:  

= ' C  y sumando resulta:  - 
'bra 'bar bra ' 'rab 'rba rab 

= c  - 

+ c  - c  3 .- 
'abr - Z C a b r  bra rab 
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Ut i l i zando  en C473 l a  de f in ic idn  de l a  derivada covariante y 

considerando l a  simet.ría de  l? , 
L I  

c 493 

Resumiendo, ob tenemos un algoritmo a l te rnat ivo :  

‘abr 
--c _____) gar ‘id= * <b>c.C abr 

t ambi án tenemos 24 componentes i ndependi entes.  En ‘abr ’ 

COEFI CI ENTES DE ESPI N 

En 1902, Newman y Penrose introducen 12 cantidades complejas 

llamadas coe f ic ientes  de espín  Cque están en funci6n de  los 

coe f i c i en tes  de  rotación]  y junto  con sus complejos conjugados 

contienen l a  misma información que los abc’ 

Los coe f i c i en tes  de espín son: x , p . c ~ . ~ . ~ . p . h . n . ~ .  y.a,/3. 

El s i g n i f i c ado  geométrico de  x , ~ , p , v . h . p  . b l t e l ac iona  con l a s  

congruencias nulas  de f in idas  por no y lU. 

En l a  notacidn de  NP tenemos: 

a b  n m .n - - -  
y411 u:b 

u =  

= 1  mi” 
‘233 a;b 

v =  

-a-& = 1  m m y,,, a;b 
h =  

- -  - n m a $  P = Y112 a;b 

b = i  m ” m  ’ = ‘231 a;b 

i 3 = - 3 naGb i a n b - m  Z n b 3  s = .-c y434 - yi24 a;b 2 

- 
i b  nQ .- m ma i b  2 A 

y123 ’ = 2 Iu;b a;b 
- Y = 2 Y,,, 



-- 

- 
23 31 12 14 24 34 

- - 
1 c1 - x  u - y z  - 0  -- P - c ü + p 3  

2 h - p  p - u  - p  - u  - c o i + @  

3 Y - v  r - ,  - I -  - - I -  - c y  + F’ 
4 T( -?I E-€ - t  - w  - (E + E:, 

- - 

- - 
- 

I - -- 
. 

I* mb .- m mb 3 I 
2 na;b a:b 

- 3 = -  I 

í 3  = 5 Y,,, Y,Zl 

De CSO3 se observa que: 

= Y + Y YIZ3 = Y - Y * YAZ2 y433 

c 503 

c513 

Lac; expresiones C503 y C512  se pueden compactar en la 

s i gu i en t e  tabla VI: 

TABLA V I .  Coef ic ientes  de rotaci6n y de espín.  

Los coe f i c i en tes  de esp ín .  para una té t rada  e spec í f i c a  se 

pueden calcular mAr; f : l c i l  con las r e l ac iones  C483, C492 y 

consi der ando C 503 : 

a! = c414 b 0 = Cl1, 9 

G> = ?. = CZB2 , p = + (3 + CIB2’ 
‘332 ’ 312 

7 = +34  + CbI3 + c314 3 , 77 = %c*34 + ‘342 + ‘432’ 

E = 3‘142 + Czi4 4- c’3í2 + 2 C*&. 

y = >c13Z + ‘Zí3 -4- ‘312 -t ‘ ‘334’ 
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+ c 523 

Dando valores al índice Ca3 en C453 y considerando los 

+ 5 3 %  + c134 c*,z3 

coeficientes de espín de l a  tabla VI se obtiene l a  evolución en el 

espacia-tiempo de los elementos da l a  t&trada nula: 

= m [ c a  - j3 mb + c(i - 3 iib + C S  - 6-1 i + C T  - r> nb I + 

+ x i ,  + 7nb2 + n C6mb + Xmb .- “lb - mb> 

a;b a b 

- - - om 1 C -  pm, h a a 

- - 
m = iii C C P  - CLI mb + coi - 0 3  ”Lb + c c  - 23 l b  + cy  - y> rib 3 + 

a;b a 

I. c -Om -= +i¿l +In 3 +naCXmb+piib-nl b-vnb3 
& b b b b  

- -  - 
3 4- m Cpmb + hmb - n ib  - Vn b 3 + 

b a 
= m CXm, + pGb - n íb  - un 

a:b a 
1 

+ i a [-coi + @mb-Cü+ p3iñb+cc +Z>ib+~y+T>nbl 

Ai proyectar C533 sDbre l a  tcktrada se obtienen las derivadas 

direccionales: 



1 2 8 4 1 3  

- - - 
61 = -CÜ + f321 + pma + A" 6n = C a  .t f32na - pm, - am 

a a a a 

+ ~a - @ma , 6m dm = -pia + jin, = -a;i 
a a 

+ kna + ~ j 3  - u>ñia 
a 

- - - 
Q a a a a - Pm, 61 = -<a + @i + Ama + pma , Zn = c a  + @ n  - om 

í im = - ~ i ~  + vn + c y  - p)ma AG = -.rl + vn + CF - y>ñía 
- - 

a a a a a 

- - - 
Al = -Cy + F31 + L*m + vm , An = Cy + P3n - r m  - Trn 

a a a a a a a a 

- - 
~m = -wl + nn + CE - Z>rna. DZ = -rl + nn .t CZ - ~ 3 %  

a a a a a a a 

- - 
D1 = -CE + 231 + nrn + nm , ih = C,c + z3n - xm - wm 

a a a a a a a a 

a C o n ó = m Q V ,  S = m a V ,  A = ~ ~ v ,  ~ = n %  
a a a 

c 543 

operador es 

di f erenci a l  es ya que: 

V = ;a o sea ;a = M 6 + m 6 - n A - 1 D c 553 a a a a a 

Observamos que si  C i a 3  se considera como un vector A ,  C 5 5 3  

es su  desarrollo en l a  base constituida por l a  tétrada nula 

conforme a l a  relación C121.  

r 

tenemos 61 = 
a Ai aplicar por ejemplo 6 = *;b sobre la 

con Cla;,3 de C 5 3 3  resulta: 61 = pma + xm, - col + p31 . b 
lcr;b a a 

Los 4 operadores 6, &, A y D definidos en términos de la 

Letrada nula y de l a  deryivada covariante satisfacen l a s  siguientes 

relaciones de conmutacihn: 



Estas relaciones son importantes para el estudio de las 

condiciones de integrabilidad de la5 ecuaciones de Newman-Penrose 

y de las  identidades de Bianchi . 

Sea r'Cf3la congruencia o familia de curvas generada por el 

campo vectorial Y. 

Se consideran las curvas cuyo vector tangente es paralelo a 

n o sea rCn'3. Estas tray ectorias son posibles historias de r 

fotones. Si los elementos de esta congruencia son 

definición Dnb es proporc:ional a nb y 

"rCn'3 es geod&sica si y solo si 

o sea ¡ha = Cc + z3na. Cuando E + E 

existe una paramtrización especial o 

por lo tanto 

= O" 

= O decimos 

afín. 

De CS43 es inmediato el resultado: 

*'La tétrada if , a = 1,. . . ,ú acepta transporte 

rCnr> , DZ' = O, si y s.010 si x = E = IT = O". 
(a) 

( a> 

geodési cas. por 

de CS43: 

que sobre R n r 3  

par al el o sobre 

A l  descomponer p en SUS partes real e imaginaria: 

p = -ce + io> 

En 1961. Sachc: i181 mostró que 0.0 y w estan asociados con l a  

deformacidn, expansifin, y rotación de T'Cn'? respectivamente. Estos 

3 in-fiantes se conocen como "escalaras bpticos" de l a  congruencia 
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a generada por n . 

tos escalares 6 p t i c ~ s  TC l r l  son A, 8' y o' y las  propiedades 

geométricas de rCn'3 y rC 1'1. en base a l a s  relaciones C 5 4 ?  y C501 

se muestran en l a  tabla 'Vi1 C 3 1 :  

Propiedad r 
Parametrización 

Expansión e = - Z p + g 3  - 5 p . a  

o z 5gJ - p:, 
.- t Rot aci 6n 

TABLA Vi I .  Escal ares ópticos. 

Resumiendo, afirmamos que si w = O, rCn'3 es geodésica; no se 

deforma cuando CY = O ;  t i e n e  parametrizaci6n especial cuando 

E + 2 = O; 8 y w estái?. asociados con l a  expansidn y rotación de 
- 

la congruencia rCn'í: p == p no rota. p = -p no se expande. 

Re1 aci onado con 1 os coef i ci entes de espf n.  menci onarms que 

cambian bajo una transformación de Lorentz [%l. 
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ECUACIONES DE NEWMAN-PENROSE 

Considerarnos l a  f6rmula de Ricci 

= R" A 
rab n 

- A  
r:ab r;ba 
A c 573 

con A -campo gravitational vectorial arbitrario y si Ar = 2 <dr  

al proyectar C573 sobre l a  tétrada de NP se obtiene: 

r 

+a)' - 
'rbc donde yabc - Y 

c 583 

los 12 

coeficientes de ésp ln ,  l a s  definiciones 6 ,  3, A y D, despues de 

cálculos muy laboriosos resultan l a s  18 ecuaciones de 

*ab* Dando valores a i , j , t, d y considerando 

N e w m a n - P e n r o s e .  Son ecuaciones lineales en los operadores 6. 6. D 

y A y contienen l a  misma informacidn que e1 tensor de Riemann. 

Para una t&t,rada dada se determinan 106 coeficientes de espín 

y estos permiken obtener las cantidades y,, +ab y R de las 

ecuaci ones de Newman-Penrose 1 as cual es: especi f i can completamente 

al tensor de cur vatura. 
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I DENT1 DADES DE E31 ANCHI 

Dadas l a s  I B  en f orina tensorial : 

= o  
abfr;c +- Rabrc;F 

+ R  
abcf:r 

R C 603 

considerando 

al s u s t i t u i r  en C 6 0 3  y proyectando sobre l a  t.étrada de NP se 

obtiene:  

Dando valores a loo í n d i c e s  k, q ,  p, h se obtienen l a s  IB 

expresadas en el formalismo de NP. C S e  presentan en el mismo orden 

que en 1 i br o de  Kramer -St,ephani -Her 1 t -MacCall um C 51 3 .  

Lac; I B  con condic:-anes de compatibi l idad para l a s  3.8 

ecuaciones de NP. CSi se cumplen todas, las ecuaciones de  NP 

t ienen soluci6n S .  Permiten est.udiar l a  evolucidn de l a  gravedad 

de una reg idn  a otra del ez.pacio-tiempo. 



IDENTIDADES DE BIANCHI 



Con respecto a las r e l ac iones  C592 y C613 hacemos las 

obser vaci ones : 

De CE39b3 tenemos que si n = o = O resulta y/ = O y en base a 

l a  t a b l a  CIW re concluye que nl' es zna direccibn principal nula.  

Dicho de otro modo, cuando rCnU:, es geodiosica s i n  deformación 

O 

C entonces n es un vector de Debever-Penrose Cno necesariamente 

r epet i dol . 

Las relaciones C61i. j ,  k3  muestran que para un 

espacio-tiempo de Eiristdein con (pmb = O. 

que impl ica  R const.ante. 

6 R  = 6R = AR = DR = O 10 

Las ecuacioner de NP serán muy iltiles an l a  integración de 

las ecuaciones de Weyl-Lzmczos Ccapítulos 11 y 11x3 que permiten 

obtener expl í c i  t amente 1 as componentes NY del espí ntensor de 

Lanczor para diversas rnérricas;. 



ECUACIONES DE BRANS-EDGAR 

Las i denti dades de Bi anchi C I B2 son ecuaci ones di fer enci al es 

que para admitir solución exigen que se cumplan ciertas 

condiciones de integrabilidad. Ludwig C l Q l  f u e  uno de los primeros 

investigadores que las  obtuvo para IR4 vaclo mediante el 

formalismo de NP pero sin hacer el análisis correspondiente para 

distintos tipos Petrov. 

Brans C201 Cusando una computadora> sólo obtuvo las 

condiciones de compatibildad para el tipo I .  Mas tarde, Edgar C213 

mostró que las  doce ecuaciones de Brans C203 se pueden obtener s i n  

el uso de l a  computadora y seflaló algunos errores de impresi6n de 

c201. 

Las ecuaci ones de Br ans-Edgar C BE> consti tuyen 1 as 

condiciones de integrabilidad para l as  I B  del mismo modo que +stas 

son condiciones de integrabilidad para l a s  18 ecuaciones de NP. 

Las ecuaciones de BE para IR4 vacfo tipos 11, I11 o N se 

publicaron en l a  Rev. Mex. Fis. , No 1 ClQQO2 CAutores: R. 

Becerril, J. López Bonilla, V. Gaftoi, J. Morales3. Además se 

establece que l as  ecuaciones de NP, de Bianchi y de BE forman un 

conjunto compl etamente i ntegr ab1 et 783 . 
Para obtener las  ecuaciones de BE correspondientes a los  

tipos Petrov 11, I11 o N para IR4 vacfo se utilizan las  

relaciones de conmutación C b 6 3  que caracterizan a los operadores 

6. '6, A y D, y los teoremas de Kundt-Thompson ti23 y 

Goldberg-Sachs C221 que se enuncian a continuación: 

Teorema de Kundt-Thompson: 

** En l o  que sigue, cualesquiera dos incisos implica el tercero: 

a> R4 t iene tipo # I siendo n' una d i r ecc ih  principal nula 
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r epeti da. 

b> rCn'> es geodesica con deformación cero. 

I' Ve*= O tipos I1 y D 
abc ;r 

c2 vab c 

r = o  
abc ;r vab c tipo I11 

tipos N " 
r = o  

abc ;r 
uab c 

Teorema de Goldberg-Sachs. 

a'> "Supongamos que en IR existe rCnC3: congruencia nula geodbica 
4 

con deformad ón cero ta l  a b  
Rabn 

a b  
Rabn 

a b  
Rabm 

O 

entonces IR4 es algebraicamente especial y n' es un vector repetido 

de DP ". 
b'> "Si el espacio-tiempo vacío tipo # I entonces l a  dirección 

pr i nci pal nul a repetida def i ne una congr uenci a gemd&si ca si n 

deformación ". 

c'3"Un IR4 vacfo es algebraicamente especial si y sólo si 

contiene una congruencia nula geodésica s i n  deformación. 

Se observa que los resultados Ca'2. Cb'2, Cc'3 están 

contenidos en Cc> y Cc'3 es consecuencia de Cap> Cb'3. 

Resumiendo, para cada tipo Petrov se determinan l a s  IB 

correspondientes y se hace uso de los respectivos conmutadores. 

a3 Espacio-tiempo vacío tipo I11 

La tétrada se elige de modo que 141 : 

= o  , a # 3  y 3 # 0  VQ tipo 111: 

= O D  R = O  
*ab 

v a d o  : 

De los  teoremas de Goldberg-Sachs y Kundt-Thompson: x = u = O 

y l as  IB quedan: 
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Empl eando 1 as r el aci ones de conmut.aci ón C 563 y 1 as ecuaci ones 

C623 se obtienen las relaciones de integralilidad de BE. 
- 

67 + 26rr + 2ncp - ¿a + .rep - 00 + 2pp - pp = o 

Er + 2óp - iTp + z ~ c ; X  - ~3 - 2rrX + T C ~  - y> = O 

6p + 2 h  - pca + p2 + 2ncz - z3 = o 
í - 

An 

Estas ecuaciones son independientes de la'; 1 8  ecuacioner de 

+ (Iscl - YP - AT +  CY - y + G.3 + pCF - --a3 - 2 v9 = o C633 

NP, no aparecen en l a  1itera.tur-a y sus condiciones de 

integrabilidad conducen a O = O. 

b3 [R4 vacío, t ipo N. 

Existe l a  tétarada cancjnica con l a  propiedad C41: va = 0, a P 4,  

* o* = O ,  R = O y w = o = O .  
4 

Con las IB y las  relaciones de conmutación se obtienen 

condiciones que ya están en l a s  18 ecuaciones de NP. 

c3 IR4 vacío tipo 111. 

Se considera una tétxadñi ta l  que: 

- - 'yY,-- - ? p 3 = o ;  y 2 * y 1 4 P 0  * x = o = O  
"0 

Las IB quedan: 

y utilizando los conmutadores C563 se originan las ecuaciones de 

Brans -Edgar C BE3 : 



*- 

la 

dl 

T5p + m - 6.3 + pl -- R C Z  - 493 = o 
- 

An - &A + pv - hr - pCc*  + ;? - ~3 - nCp - y -23 = O 

ó p  + AT - pv - Xn + pCZ + p 3  + T C ~  I- y> = O 
- .- 

&2 + Dp pCE + -- f d y  -+ + TT  - ?7K =o c 653 

Estas relaciones no aparecen en la l iteratura Ccoinciden con 

ecuaciones de Brans-Edgar para el tipo D C2013. 

IRc vacio tipo D. 

Es un caso particular del tipo I contenido en el estudio de 

Brans y Edgar. 

Las condiciones de  integrabilidad CB33 y C653  conducen a 

0 = O y l a  comprobacián del mismo para el tipo I realizada por 

Brans conduce a l  sigui ente teorema: 

“ Las ecuaciones de NP, de Bianchi y de BE forman un conjunto 

completamente integrable ‘ I .  

Finalmente al preguntarnos: 

A S o n  compatibles las  11 ecuaciones de las I B  ? - Sf son, s i  

cumplen lac ecuacioner de Brans Edgar. 

--¿Las ecuaciones de BE son compatibles ? Sí son, por que siempre 

se obtiene O = O. 

se 

Las ecuaciones de E:E son condiciones de integrabilidad para 

l a s  IB. 



CAPITULO I1 ESPINTENSOR DE LANCZOS 

Introducción: 

Cornelius Lanczos trabajó durante muchos afíos ClQ31 - 1974) 

con el f i n  de geometrizar el campo electromagndtico sin abandonar 

l a  geometría Riemanniana; deseaba encontrar en IR4 un objeto 

geométrico que incluyera las  ecuaciones de Maxwell y de este modo 

el campo electromagnético estaría contenido en las  propiedades 

i ntr 1 nsecas del espaci o-ti empo. 

Lanczos no logr6 geométrizar el campo electromagnético pero 

demostró E 2 3 1  que en todo cuadriespacio de Riemann existe un 

11 amado espí ntensor , que tensor Cno necesariamente único3 K 

genera al tensor conformal de Weyl , a través de una expresi6n 

algebraica-diferencial. Este resultado no depende de las  

ecuaciones de campo. Es válido para toda teoría geométrica sobre 

abc 

en particular para l a  relatividad general. IR4 * 

En este capitulo se va a presentar l a  importancia del 

espíntensor en relatividad general . así como su posible relevancia 

f í s ica .  Utilizando el formalismo de NP se obtienen. mediante l as  

ecuaciones de Weyl -Lanczos, espi ntensores explíci tos para diversas 

metricas C41 I .  

Se hace énfasis en l a  obtención de las  componentes del 

espíntensor para los tipos Petrov 111, N y O en el caso general 

E41 I .  



l. GENERADOR DEL TENSOR DE WEYL 

Lanczos $rat6 de extender l a  relatividad general mediante 

ecuaci ones de campo deduci bl es de un pr i nci pi  o var i aci onal ti PO 

Hilbert Cla variación se realizó sobre el tensor mdtrico gab3 con 

lagrangiana L cuadrática en el tensor de Riemann Rabcd. En 1938 

t251 mostr6 que si L = Lo = R 

con su doble dual> l a  variación conduce a O = O; no aparecen 

ecuacionec de campo. 

Ccontracción de Rabcd 
abcd 

R * *abed 

Lanczos C231 sugiere que l a  variación se realice para gab y 

de manera independiente e introduciendo multiplicadores de 
+ *  

abcd 

Lagrange. De este modo, l a  ecuaci6n 

6 S L s d 4 x  = O 
O 

proporciona nueva informaci6n con respecto a l a  estructura de l a  

geometría Riemanniana. Uno de los multiplicadores introducidos es 

el tensor de tercer orden K . .  C 2 3 3  que presenta las  siguientes 

s i  métri as algebrai cas : 
c Jr 

r 
a r  K = o ,  + K  i ja  + I C j a j =  O ai j 

K C l a 3  

y l a  propiedad diferencial C no todos los K l a  cumplen> 
i jr  

C = o  
ab ;c 

K 

E l  tensor Kijb genera al tensor conformal de acuerdo con: 

- g p j C K q b  + K 3 + gqjCKpb + K 3 - g CK . + K .  31 C l b 3  
bq bF q b  PJ J P  

donde K = K a  C l C 3  
jr j r;a 

En base a Clb3, se afirma que en todo espacio-tiempo existe 

un tensor de tercer orden que genera al tensor de Weyl; es un 
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superpotencial para el tensor conformal. 

Bampi -Cavi gl i a C 7 1 en 1983 b obt uvi er on de manera expl í ci t a 

Ccon tensores3 al superpotencial K . .  para cualquier tipo O en l a  

CP. 

R4. 

Jr 
Dieron una prueba rigurosa de l a  existencia de Kijr para todo 

Ashtekar C863 en 1984, obtuvo l a  versi6n espinorial de C l 3 .  

Con respecto al cálculo de Ki j r ,  observamos que no existe 

regla o fórmula que permita obtener al esplntensor a partir de 

gab; esto a diferencia de Cabed que se puede obtener conociendo el 

tensor métrico, calculando los símbolos de Christoffel y los 

Lensores de Riemann y Ricci . 

- 
‘cibcd - ‘abcd cgpq ‘ gpq,r ; gpq.rb3 

La ecuación Clb3 es equivalente a un sistema de ecuaciones 

diferenciales acopladas para K Cse genera al dar valores a los 

índices PI q, j, b3 y l a  dificultad de l a  resoluci6n de este 

sistema dependerá de gab. Para obtener K se debe integrar l a  

ecuación Clb3, teniendo como dato l a  métrica y el tensor de Weyl. 

La mayorla de los autores opinan que es muy d i f í c i l  resolver Clb> 

ya que aparentemente el potencial de Lanczos depende en forma 

explícita de l a  geometría global de R4. 

t jr 

i jr 

Lanczos C231 obtuvo Ki jr para campos gravitacionales débiles, 

Takeno C271 encontró K para el espacio de Minkowski y para 

espacios H C soluciones tipo ondas planas para campos 

gravi tacionales que coexisten con campos electromagndticos3 b 

Bampi -Caviglia C73 construyeron expllcitamente el potencial de 

Lanczos para cualquier IR tipo O en l a  CP C conformalmente plano2, 

Novello-Velloso C281 obtuvieron el superpotencial de Lanczos para 

un f luido perfecto. 

P W  

4 

Los autores arriba mencionados utilizaron l a  tkn ica  
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tensorial y no se puede hablar de un método sistemático para l a  

construcción del superpotencia1 de Lanczos. 

Mostraremos que l a  t k n i c a  de Newman-Penrose, utilizada por 

el grupo de Relatividad de l a  UAM-Azcapotzalco dirigido por el Dr. 

J. L. López Bonilla, s í  permite determinada sistematización de l a  

manera de obtener a K. . 
rjr 

Se menciona que en todos los  Kijr conocidos no aparece l a  

estructura global del IR correspondiente. 
4 

Lanczos * C233 resolvió l a  ecuación Clb> para campos 

gravitacionales débiles y obtuvo l a  ecuaci6n de Mrac para espín 

- aunque en su proceso no se especifica de qué partícula se 

trata. Por esta razón llamó a Kijr-espíntensor. En este artículo 

Lanczos senala que el espíntensor será importante en l a  

unificación de l a  &canica cuántica con l a  gravedad. 

: 
2 

Otros investigadores CTaub CZQI,C303 ;) consideran l a  

aparición de l a  ecuación de Dirac accidental ya que en el problema 

variacional de Lanczos no se consideran efectos cuánticos. DespueS 

de 19Q8, Lanczos ya no estudio su  potencial y nunca l e  pudo 

asignar un significado f í s i co  exacto Csi l o  tiene;). Es posible que 

Lanczos haya tenido razón en su  esperanza de unificar gravitación 

y mécanica cuántica a través de K. : Maher-Zund E313, Taub 1 3 0 3  

y Zund C383 escribieron l a  ecuación C l b >  en forma espinorial y 

obtuvieron una ecuaci6n para una partícula de masa cero y espín 2 

que algunos autores tratan de identificar con el gravitón. 

L jc 

Ashtekar C281 obtuvo l a  versión espinorial de C l b 3  con toda 

l a  maquinaria de cuantización canónica de l a  gravedad y parece que 

el estudio de l a  fcrmulación hamiltoniana de l a  relatividad 

general traerá a escena el espíntensor de Lanczos. 

López C 1 9 8 2 3 .  Garcia C 1 9 8 5 3  y Becerril C1986> muestran que el 
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esplntensor t iene aplicación en l a  electrodinámica de partlculas 

clásicas cargadas. E l  tensor de Maxwell asociado al  campo de 

Liénard-Wiechert tiene dos partes: T.. l a  parte acotada y Tij l a  
e L J  R 

parte radiativa (333 

Tij = T + zij 
i j  

Se ecuentra que K -- espíntensor electromagn6tico coincide con 

el superpotencial de Weert 

i jr 

Tij= K a i j;a ’ 
B B 

lo que condujo a L6pez C763 asignarle un significado físico al 

potencial de Weert: densidad de momento angular 

i nt  r í nseco del campo el ec tr omagnét i co. 

KiIr es un tensor 
e 

L6pez-Tun di9831 emplearon Clb3 para introducir una CP del 

campo de Liénard-Wiechert. 

En 1982, López obtuvo un superpotencial no-local para l a  

par te r adi ati va sin 1 as propiedades C 1 a3 . 
Becerril ClQ8Q3- propone l a  posibilidad de que ciertas 

componentes del espf ntensor puedan tener al gQn si gni f i cado f í si co 

a través de las  expresiones que propocionan l a  energfa y momento 

lineal globales de un espacio asint6ticamente plano. 

Investigadures de Brasil CM. Novello-IQQO> que están 

trabajando en l a  teoría cuántica de l a  gravedad, encontraron que 

l as  variables de Fierz Cque aparecen en l a  teoría cuántica de 

campos3 coincidgn con K. Cpor esta razón es importante conocer 

explícitamente los espfntensores para diversas m&tricas>. 

L jr 

Elisa Brinis C34, 35, 3 8 3  propone l a  existencia de un 

super potenci al par a R pero Bampi -Cavi g l i a  E 71 y Massa-Pagani 

C373 mostraron que en general esto no es posible. 

Ljab 
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C-lo si el tensor de Riemann coincide con el tensor de Weyl , o 

sea R = U, se puedo hab la r  d e l  superpotencial carrespondiente3. 
Ut 

El grupo de relatividad de l a  UAM-A dirigido por el Dr. J. L .  

Ldpez Bonilla está investigando la posibílidad de identificar a1 

espintensor de la niékrica de Ker-r con una densidad de momento 

a n g u l a r  del hoyo neyrc=. 

Los frní cos espintensor es expl íci Los conoci dos, son 1 os 

publicados por el grupo arriba mencionado C40, 41 42 1 y por 

G. Torres del  Castillo C431. 



2. ECUACIONES WEYL-LANCZOS 

En e s t a  s e c c i ón  se obt i enen  l a s  expres iones  C13 en el 

formzlismz de NP, ya que su forra tensorial no conduce a un 

método sistemático para l a  obtenc ión d e  K , para una métrica 

dada de IR4. 

L jr 

- - 
‘abed En el capítulo I se mcsstrd que al expresar el tensor 

crbcd 
c c  i- 
i 

Ccrbcd’ 
en func ión  de los bivectores y Mab 

se 

obten ian  las cant idades  complejas Y,.. - .Y4 que son l a s  

pr oyecci ones d e l  t ensor  W sobre l a  t é t r a d a  nula de NP. 
abcd 

Zund C19691 C 373, propone trabajar de la misma forma con 

es decir,  sea: 
Kijb’  

el cua l ,  en base  a <la3 s a t i s f a c e :  

Se muestra que C 2 a 3 ,  a l  proyectarse sobre la t é t r ada  nula se 

escribe como: 

%jr = 2 COO Ubj 1 + QA CMbj 1 - U m 3  + 
bj r 

I 

+ fi2CVbj l r  - Mbj m 3 - Os Vbj mr - R4 Ubj mc + 

+ Q5CU .n - M & I+ fi6CMbjnr - Vb,jGr3 + 0 V .n 1 
bJ r bJ * 7 bj r 

C 3a3 

s i endo  Q , n = O, .  . . ,7 las proyecc iones  d e l  espf ntensor sobre la 

tétrada nula.  Las ocho cant idades  complejas Q , son equ i va l en t es  

a l a s  dieci  seis componentes reales independientes  de Kijb: 

n 

n 



<1)(4.)(3> 
Ci4 = K Q5 = K 

C2 = I (  $2 = K  

W(4Nl)  , 

C 3bl 6 (3)(2)(1) 7 <9>(2>(3) 

Observamos que a l  construir  una c l a s i f i c a c i ó n  a l g eb r a i c a  de 

K , mediante el farmalismo de NP, el algoritmo r e su l t an te  

estaria en tdrminos de l a s  cantidades fl con n = O , .  . . ,7. 

b jr 

n 

Se considera 1 a propiedad d i f e r enc ia l  

N r K  = o  C 

ab ab ;c 

y se contrae con elementos de l a  té t rada  

Se de r i v a  covariantemente Ccomo producto3 a 

<c> (a) 
K r = K  2 , s(b). 2 para obtener 
ij (a)<b> J <C> 

nula ,  u t i l i zando :  

finalmente: 

Si th = 23, 14, 1 2 ,  34,  se g e n e r a n  3 ecuaciones t i p o  NP que tienen 

l a  m i s m a  informaciún que K ~ ~ ~ ; ~ -  - O solo que expresada 

explicitamente.  

Anp- cSns - an + m, - 2vn* +c3p + i. + y - jan2 + 

coi - 3p + 1 - %n3 +2xn5 4- c - a  - f3 + f - 3n3n6 4. 

C 3 E  + L: - p - p>n7 = o 

6 
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1 2 8 4 1 5  

Estas relaciones coinciden con C 1 , 2 , 3 >  de la sección 5 de 

Zund 1321 Cen l a  ecuación 1 de este trabajo, hay un error de 

imprenta: el coeficiente de Q4 es TI, no z>. 
Se proyecta C l b >  sobre l a  tétrada de NP obteniendose la 

r e l a c i 6 n  que exisle entre las cantidades Cl  y l a s  cantidades y .  

Se originan 5 ecuacionec; tipo NP: 

r n 

I- 

+ c-3.c + z - ;m4 + 3XQ5 ] , 

= - m0 - 3 6 1  + Sn + 3m5 + c3y  + r + 3 p  - $no + 2'yi 4 

3cO; + f3 -G - r m i  - Goci + c-3a + p - 3n - Fm4 + 
2 

3c-E + z + p - &--2s + 6nn6 , 

2y3 = -3mz - + 3""ó + Dn7 + 3c-; + p + y - y302 f 

- 
+ 6vni + cz - 313 - 3.r -zls71s - 0Xn5 + 3Ca + - r - n>06 + 

+ C 3 €  + z - p + 3p3n7 

= 2 --M$ + dn;. + 3vQ* + c -p - 3y + F>n3 - 3"06 + 

+ C 3 a  + j3 - a n 7  , 1 
ly4 [ 
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Las ecuaciones C E i l  coinciden con C4,  5, 6, 7 ,  81 de l a  

sección 5 de Zund C321 si se corrigen los errores t ipográf i .cos de 

este autor. 

Las r e l ac iones  C 4 1  y C 5 >  se combinan ent re  sí obteniendose un 

sistema equivalente de 8 ecuaciones C que no se encuentran en l a  

l i t e r a t u r a  E311 para las 8 incógnitas  0 y qua son más simples que 

C 4 1  y C53, llamadas ecuaciones de  Weyl -Lanczos. 

ECUACIONES DE WEYL-LANCZOS 



Estas ecuaciones se u t i l i z a n  para cons t ru i r  un espíntensor 

cor respond iente  a una métr i ca  dada. Conociendo l a  métr ica  se 

ob t i ene  una t é t r ada  nula adecuada Cconviene i n c l u i r  vectores de  

Debever-Panrose ya que de  este modo se s i m p l i f i c a n  los 

c o e f i c i e n t e s  d e  espln3 y con r espec to  a ella se determinan: las 

cant idades  v o , .  . . ,y4 , los 1 2  c o e f i c i e n t e s  d e  e sp fn  y los 

operadores 6 , 8 , A , D . 

Con estos datos  se resuelve el sistema C b 3  de ecuaciones 

d i f e r e n c i a l e s  p a r c i a l e s  acopladas en l a s  $2 . El potenc ia l  de 

Lanczos no es irnico y por esto el s is tema C63 admite v a r i a s  

soluciones. Cabe mencionar que l a s  8 componentes de l  espíntenxor 

C n 3  se pueden determinar solamente con l a s  ecuaciones del s is tema 

C 5 3 ,  pero  se debe observar que disponernos d e  5 ecuaciones y 

tenernos 8 i ncógn i t as .  La so luc i ón  n o  es única. 

r 

r 

C = O que 
Kab ;c 

Si se cons idera  la propiedad d i f e r e n c i a l  

conduce a l a s  ecuaciones C 4 > ,  se dispone de  8 ecuaciones que son 

l a s  eeuaciones C 6 3  de  Weyl-Lanczos y la so luc idn  t i e n e  c i e r t a  

uní ci dad. 

~l proyec tar  <IC: ,  K = K~ = K sobre la tetrada nula  se 
jr J r;a P J  

obt i ene :  

Considerando: th = 11, 

ecuaci  ones d i f e r e n c i a l  es que 

c 7a3 

1.3, 13, 14,  33, 44 se obt i enen  f3 

no se encuentran en la l i t e r a t u r a  [ 3 3  

C se u t i  1 i zaron 1 asecuaci ones C 43  par a si mpl i f i car al gunas 

63 

--_ 
I 



expresiones) : I 

Las r e l a c i o n e s  C7b3 no se utilizan en la obt.encidn de 

superpotenci al es de Lanczos p e r o  son fundamental es, junto con  

las  ecuaciones C 4 > ,  en  la construcc ión de generadores para 



t enso res  simétricos d e  orden dos can t r a z a  y d i v e rgenc ias  nulas I 

Cver T, para el campo de Liénard-Wiechert E381 y C391 3 
Lj B 

E l  tensor  K es: simétrico con t r a z a  nula y admite un ij 

d e s a r r o l l o  sobre l a  tétrada nula conforme a CI.103 

- - 
C m  n + namb3 - K ( i , ( 4 , C m a l b  + l ñ í 1  - 

< i > < 3 >  a b  a b  
- K  

c 7cl 

Una vez determinadas l a s  (I para una métr i ca  dada con C7b3 y n 

C7cI se puede obtener K,. 

En la próxima s e c c i ón  se i l u s t r a  la a p l i c a c i ó n  d e  las 

ecuacionea C B S  para algunas mét r i cas  d e  i n t e r &  e n  R e l a t i v i d a d  

General .  
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3. POTENCIAL DE LANCZOS PARA DIVERSAS METRICAS 

En e s t a  s ecc i ón  se va a mostrar el superpotencia1 de Lanczos 

para d i v e r sa s  métr icas:  Gtidel. Taub, Petrov, C401 y se .va  a 

presentar el potenc ia l  de Lanczos para l o  t i p o s  O, N y I11 en el 

caso general 141 I .  

Par a obtener espf ntensor es corr eapondi entes  a al gunas 

métr icas  se s i g u e  determinado procedimiento que, en  resumen, 

consiste en lo s i gu i en t e :  

- buscar una t é t r ada  nula t i p o  NP adecuada Cde p r e f e r e n c i a  

canóni c a l  

- r e spe c t o  a e l l a  determinar: va. .  - - ,'y1 , los doce 

c o e f i c i e n t e s  de esp ín  y los operadores 6, s, A, y D Cexiste un 

programa cornputacional que f a c i l i t a  el t rabajo3.  

- resol ver 1 as ecuaci ones  C 63 de Weyl -Lanczos consi  der ando 

l a s  18 ecuaciones de  NP. 

a3 

es 

se 

es 

Espintensor para e1 modeio cosmológico de  Godel Cl9493 el cual 

t i p o  D C401: 

4 4 
i 2 x  dS2 = -Cdxi>' - 2eX dxldxZ -2 e Cdx'3' + Cdx4>' 

puede t a raba ja r  e n  forma t e n s o r i a l  usando Clbl  pero  el proceso 

no t r i v i a l  C33 . La técnica de NP permite encontrar al 

espf ntensor de manera más directa y sistemática. 

Se cons idera  l a  tk t rada  nula: 

4 

01 -X I cmr> = c1 ,  - e , o ,& 3 y C l r >  = ./2 C l ,  o ,  -1, 

I c nr3 = í/2 c 1 ,  o,  1, o3 

Se determinan los c o e f i c i e n t e s  de espfn, usando l a s  relaciones C I .  

58, 493. Por ejemplo: 
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= -[n - n 3 mpnq 
P.9 q*P 

Se dan valores a Cp3 y C q 3  , obteniendose f inalmente x = O 

Los demás coe f i c i en tes  de esp fn  son: 

Q = l = V = h = n = O  

i i , & = y = -  i p = p = -  5 '  2 4 
g ( = ( 3 =  

De 1 as ecuaci ones de Newman-Penr ose , u t i  1 zando 1 as def i ni c i  ones de 

los operadores 6, 6, A, y D se obtienen: 

i 
6 'y, = O para r * 2 , ' y ~  = -- 

i - = 2**: - -- - *22 4 
- - - 

*Oi - 402 - 4 i Z  = o 8 

las  ecuaciones C03 de Weyl -Lanczos quedan: 

-ón0 + Dn5 + i C 6  i no - - n 4 3 = o  i 

-&ni + Dn + no = o 

+ 3na + 2 n, = o 

5 2  

i i 1 -ón + Dn + iCnl - -i/z - ; > = - - 
-m 

2 6 i 2  
i 

2 

i -ms + 8n7 + i C 2  
-mO I 

-mi + zn5 + icy n* - 6 n5 + Ob> = - - 

- 2 n 3 >  = o  
a l + Zn4 + iCno - -i/2 fir + ; n53 = O 

i i 
i 2  

- n s + n 7 3  = O  a + i C +  C12 6 ~ 

-6nS + D 

Comparando con las 18 ecuaciones de  NP. observamos que una 

solucidn de este sistema de  ecuaciones es C401: 

n = o ,  r * 1 ,  , 0: = n6 o 18 
= e = -  i 

6 í l  = O ,  r i i r1 .3 ,eL  , n i - n 6  - = E  P .  

na = c exp c - 2 ~ ~ -  2 x3> 

donde c es una constante arbitraria. 

Con este resu l tado ,  el espíntensor se escribe: 

- - Rab3 ~n + i 3 + cVabC- ~ ~ ~ > m ~  - cvab 
abc - k i 8  [CMab C .. ab c 

K 



Sustituyendo Vub , Uub , y Mab se encuentra l a  expresión 

expl I ci ta  del espíntensor . 
b3 Espf ntensor para l a  métrica de Taub C401 

ds2 = f-iCCdxi32 - Cdx43* + fZCCdx292 + Cdx3D23 

f = y 1  +Kx‘ K = constante # O 

La tétrada nula correspondiente Cuna de ellas3 es : 

Cm’l = 1 co, 1 ,  -i, o3 
r/2f 

c1=3 = 4Tz  c-1, o, o,  1> 

Cn’D = ‘/f-/2 C I ,  O, o,  1 3  con c m 3  = - cos 1 ,  +L. o3 m 
2 Considerando xi = x, x = y, xs = z ,  x4 = t se calculan los 

coeficientes de espl n: 

K -3/2 
p = p = 445 4y = - - f y los restantes son cero. 

2 7 6  

De las ecuaciones de NP usando las  definiciones de los 

operadores se obtiene para el espacio vacío C #  = O , R = O3 l as  

= -f o sea se trata de una cantidades 

métrica tipo D. 

ab 
2 

K -9 

‘u2 a 
= o , r # S  v: 

Para esta m&trica, usando las ecuaciones í . 6 3  resulta: 

-asno + m4 - 2En4 - 

‘u2 = -q - ó02 $O5 + 

- sos +3m6 + rn? + bao7 + 213n7 = o 

-An + 3c$ - - 2yn3 = o 

= o 

-M -26Cli + SO4 + 30”5 4y00 + 2pnO O 
O 

+ pCli + 2yOA + 26n6 + mó - 3Mz - 

3 

Se comparan estas ecuaciones con las  18 ecuaciones de NP y 

una de las  soluciones pori bles es C 403 : 

í n = o ,  r # l ,  c2* = n6 = p 

c3 Métrica de Petrov 1403: 

4- 2 ds2 = f 4 ’ 3 C C d ~ i 9 2  + C d x 2 3 *  + f-2’3Cd~3>2 - Cdx > 3 

f = k x 4  + 1 siendo k una constante.  



La tdtrada nula elegida es: 

?13 -1/3 , o, o3 , 1' = i/O,O,f cm=2 = l,f--*'3 , -if-Z/3 

fi 6 
i Cnr> = - C O ,  O , fí'3, 11 

Los coeficientes de espfn son: 

6 

y los demás son cero. '/2k 
3 f  

p = - p  = 4g = - - 
Se encuentran 1401 l a s  componentes: 

i 

a i 6 - c i  n = o ,  a # l ,  6 cr = --R6 - - -  
Los pr i mer os espf ntensores expl í ci tos 1 os ha obtenido el 

grupo de Relatividad de UAM-A dirigido por el Dr. J. L. L6pez 

Bonilla y los resultados han sido publicados en l a  Revista 

Mexicana de Ffsica: C401, E423. 

Ea importante mencionar que este grupo ha obtenido el 

potencial de Lanczos, caso general, para los cuadriespacios: 111, 

N y O de l a  clasificación Petrov y los resultados se han publicado 

en J. Math. Phys. 30 C63 1990 C Q I I .  Dada l a  trascendencia de estos 

resultados se presentan resumidos en l o  que sigue . 

Potencial de Lanczos para el tipo O 6 Nr 

para este tipo Petrov, l a  tétrada nula canónica 

r -  ' 3 = C ~ J  , n~ ', L', a'> se puede escoger de modo que: 1,) 
= o ,  a # 4 : 'y1 # O para el tipo N y ?p4 = O si trata del 

va 

tipo o. 

La sol uci ón de 1 as ecuaci ones de Weyl -Lanczos 

Ccomparando con l a s  18 ecuaciones de NP3 es E 41 1 

V 

2 
- - -  7 u 

2 " 5 -  6 
- - -  

para cualquier métrica tipo N 6 O. 
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siempre existe una tétrada n u l a  Ccanbnica3 tal que: 
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va = O, a # 

De l as  ecuaciones C63 y comparando con las  18 ecuaciones de 

3 : y2 Z O s i  es tipo I11 y ‘ y ~  = O para el tipo O. 

NP se obtiene 1411: 

= -8 Q = - p/3 n2 = n/s  n3 = h a I 

n4 = -u n5 = - 7 4  ne p / s  0, = Y c Q> 

Se observa que C83 y CQ> difieren por un factor de SI .  Para 

verificar que son soluciones de las ecuaciones de Weyl-Lanczoe es 

ú t i l  considerar l as  18 ecuaciones de NP. 

Para el tipo O se puede escoger f2 = O, r = O,. . . , 7  l o  cual 

corresponde a l a  solucidn t r iv ia l .  LOS resultados CQ2 y C8> 

representan l a  soluci6n no tr iv ia l  para l a  ecuación Clb> 

correspondiente a este tipo Petrov. 

En este capítulo se ha presentado l a  manera de encontrar al 

espíntensor para un tipo Petrov dado CN, XI1 , 6 O3 utilizando l a  

l a  técnica de NP. Está pendiente l a  obtención de l a  so luc ih  para 

los tipos Petrov I ,  I1 (5 D en el caso general. 

Es importante señalar que las cantidades $2 , r = O,. . . ,7 

obtenidas son cornbi naci ones 1 i neal es de 1 os coef i ci entes de espf n. 

Para algunas métricas, una o varias de las cantidadesIL,,,pre- 

sentan singularidades que se deben al sistema de coordmadas utili- 

zado; no son singularidades de la curvatura. 
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CAPITULO I11 ESPINTENSOR DE LANCZOS PARA DIVERSAS METRICAS 

INVARIANTES DE LANCZOS. 

r NTRODUCCI ON. 

Con el f i n  de comprender, el concepto  de espíntensor  de 

Lánczos, además d e  dominar l a  t é cn i c a  adecuada para ob t ene r l o  

exp l i c i t amente  para d i v e r sa s  métr icas ,  se l e  debe as ignar  

s i g n i f i c a d o  ffsico. Pero para i d e n t i f i c a r ,  por ejemplo, l a s  

v a r i a b l e s  de Fierz C281 con espínLensores se sug i e r e  primero t ener  

una l i s t a  de espít itericores correspondientes  a d i s t i n t a s  mdAricas. 

Por e s t a  razón,  l a  primera f ase  del t r a b a j o  de i n v e s t i g a c i bn  

del grupo de Re l a t i v i dad  de l a  UAM-A d i r i g i d o  por el DI-. J. L. 

López E o n i l l a ,  r e l a c i onado  con el tema. " Espíntensor de Lanczos * '  

se ha enfocadc en l a  obcencián d e  esp ln tensores  e x p l í c i t o s  para 

d i s t i n t a s  métricas C 1 4 0 7 ,  C413, C423 etcl. 

En l a  presente  Lesis se s i g u e  l a  misma d i r e c c i ó n  de 

i n v e s t i g a c i e n  y en este capitulo SE rnuestra la oht.enci6n del 

espfntensor  para l a  mktrica de Kerr Choyo negro en ro tac idn3 ,  que 

t i e n e  como caso pa r t i cu l a r  l a  métr ica  de Schwarzschifd 

También se ana l i zan  caso por caso l a s  11 clases de 

rnBtricas d e  K i n n e r s l e y  par-a el IR4 v a c i o  tipo D y se explíca el 

cálculo d e  los  esp ín t e r so res  correspondientes .  

Otra  c lase  importante de métr icas  La const i tuyen  l as  métr i cas  

de R o b i  nson -Tr autnlan . 

En l a  últ ima secc i án  de este c a p i t u l o  se hace un e s tud i o  

sobre unos i nvar i ant.es de Lanczos . 
Todos los r esu l t ados  presentados en este capitulo, son 
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i-esul Lados or igi iial es. 

Cabe señalar que un tbpico d e  investiyací6n muy a t r a c t i v o  

sería t r a t a r  de asignar signíficado físico Csi es que existe3 a 

los espíntensores explícit.os obtenidos en este capítulo  y en el 

cap í tu l o  anterior. 
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1 .  EWINTENSOR PARA LA METRICA DE KERR 

IR4 
En 1411 y C421 se obtuvo el potenc ia l  d e  Lanczos para. 

a r b i t r a r i o  con los t i p o s  P e t r o v  N, I11 y O; sigue abierto el 

problema de const ru i r  K para los t i p o s  I ,  I1 y D en el caso  

genera l .  En C401 se han encontrado esp ln tensores  para métr icas  

p a r t i c u l a r e s  d e  estos t,ipús. Como el caso D es más s e n c i l l o  qua 

los casos I y I1 se t r a t a  d e  resolver pr imero e1 caso genera l  para 

i jr 

este tipo Petrov y después trabajar los r es tan tes .  

Se cons idera  conveniente  deducir K para IR4 t i p o  D v a c í o  

= O3 y luego g ene ra l i z a r  a R4 t i p o  D s i n  exigir  R.. = O. 

E l  r e su l t ado  e senc ia l  de C411 y C421 f u e  que: " Las 

abc 

CR 
ab L J  

proyec6Íones de K sobre l a  t é t rada  nula canónica son 

combi naci  ones 1 i neal es de  1 os correspondientes  coef i ei en tes  de 

abc 

esp ín  ". Se espera que este i-esultado s i g a  s i endo  v á l i d o  para los 

t i p o s  Peti-ov I ,  I1 y D. 

En el c a p i t u l o  1,tabla I V  se ha mostrado C C 4 1 3  que un 

espacio-t iempo t i p o  D tiene dos d i r e cc i ones  p r i n c i p a l e s  ,repetidas 

de DF las cuales permiten const ru i r  una tét.rada candnica 

C E ,  % *  Lc, ~~1 con l a  propiedad: 
C --c 

$ 0  
y2 

' v c = O  , c z 2  

Hemos visto que los elementos de  esta Letrada pueden rotarsé 

C su f r en  una transformación de Lorentz  - r o t a c i ón  d e  clase I 1 1 3  

conforme a CI.llc1 y la nueva tét-rada es:  
r_. * 

c 1 3  
c iB - c A ~ e - ~ ~  m , e ni , e-* ic, e n" I 

donde A y B 

Si las  cant idades  2 y B se  escogen adecuadamente es más f á c i l  

son f u n c i o n e s  reales a r b i t r a r i a s .  
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1 2 8 4 1 5  
I construir al espfi-kensor de nuestro int.erés. Vemos que el problema I 

d i  f er enci a l  de resol  ver 1 as ecuaci ones d e  Weyl -Lanczos C I I .  51 se  

si nip1 i f i ca , dependi endo del  pr ob1 enia a l  gebr a i  co d e  una 

transformación de Lorentz. 

I 

La métrica de  Kerr < t i p o  Dl t457 es de gran importancia e n  

Re1 ati  vi dad General [: 461 para 1 a comprensión d e l  col apso 

gravitacional  d e  una estrel la  rotando. La solucidn de Kerr 

encontrada e n  1963 C50 aiios despuBs del descubrimiento de l a  

metrica de Schwarzschild) no es el campo gravitacional  de  una 

e s t r e l l a  cualquiera axial  sim&t.rica rotando si no que más b i e n  

representada solainente el campo exterior  d e  una f u e n t e  muy 

especia l  : hoyo negro rotando I473 ~ 

Algunas  d e  las propiedades d e  un hoyo negro rotando son: 

-los hoyos negros son solrrciones de ecuaciones d e  campo que 

describen eL campo gravitacional  de  masas colapsadas, y esta' 

caracterizado por: masa M. momento angular M y carga e l é c t r i c a  O,. 
a 

-cantiene una s u p e r f í c i e  d e  horizonte cerrada Cadentro de 

e s t a  s u p e r f i c i e  el campo gravitacíonal  es t a n  f u e r t e  que l a s  

p a r t i c u l a s ,  los rayos d e  l u z  y l a s  campos dependientes  d e  tiempo, 

producidos adentro ya no pueden dejar está rogihnl . 

- dent.ro de este eventdo horizonte e x i s t e  una singularidad 

genuina d e  campo gravitacional  que se forma durante el colapso Cno 

la podemos ver3 

-una vez formado el hoyo negro Cprobableniente estable) no 

puede ser destruido. 

-la introduccidn d e  e f e c t o s  c u á n t i c o s  pueden cambiar este 

panor ama. 

Todavía no se puede contestar con seguridad a l a  pregunta: 

1 pueden y deben existir los hoyos negros '7 
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La geometría de un hoyo negro s i n  carga el&ctrica pero con 

r o t a c i ó n  está dada por: 

2 

dt, d@ + ds 2 = 5 dr2 + z de2 - 4amr sen e 
C .z 

d(b2 - Cl - - 3 dt CSI 3 t: 
2 a 2 m r  s en2@  

.z 

en c o o r d e n a d a s  Cr, 8 ,  @, t .3 de B o y e r - L i n d q u i s t  con 

2 2 2 
A = r + ia cost3 X = A A = r  + a  c o s 8  

i=7/-1 2 2 c = r  - 2 m r + a ,  

ni - masa del a g u j e r o  negro 

a - momento a n g u l a r  por unidad de masa 

Con l a  t é t r a d a  c a n d n i c a  f5, 461 correspondiente, 

2 c-c7 O, a, r + a23 1 
2 2  C L J 3  = 

2 

c 
€nJD = (l, o ,  - a 9 

C 

c 31 

c 43  

+ 
no  fue p o s i b l e  c o i i s t r u i  r el e s p í n t e n s o r  , pero al elegir para A y 

B: 
f/2 c* 

eA = (&) - 
A 

C 53 

si' se logrtl este objet.ivo. 

Para calcular l a s  c a n t i d a d e s  de NP se ha u t i l i z ado  la tetrads 

C 1 3  con  2 y 5 dados  por C 5 3  y s i e n d o  los  elementos de la t&rada 

dados por C41. 

Se utilizó l a  computadora con l e n g u a j e  REDUCE y se o b t u v i e r o n  

los coeficientes de espin: 



7 P = P = - - -  [2z A 

Se resuelven l a s  ecuaciones de Weyl -Lanczos C I I .  53 para las 

R <proyecc iones  del espf ntensor sobre 1 a tA-trada C11 de NP3 y l a  

s o lu c i ón  es: 

C 

61 = -  P 

a2 = 

3 4 4  

n = E 4- c 
3 1 2  

Los coeficientes de  espín E, p. 0, 17,  3 estéln dados por C63. 

Se observa que las cant idades  C2 son  combinaciones lineales de los 

c o e f i c i e n t e s  de  espin Cresul tadú mencionado anteriormente3. 

Todos 10s cá l cu l o s  efectuados para l a  métr ica  d e  Kerr, son 

vá l i dos  para l a  métrica de S c h w a r a s c h i l d  si a = O Causencia de 

r o t a c i á n  del hoyo negro3 

El. r esu l t ado  o r i g i n a l  C 6 2  es muy importante porque permite l a  

posibi l idad de  asignar s i g n i f i c a d o  f í s i c o  a l  esp ln tensor :  se debe 

transformar el resultado <E33 a coordenadas Cx, y ,  z,  t2 

as in tó t i camente  Minkowskianas, ya que está en coordenadas de 

Boyer-Lindquist,  e investigar si el K se comporta como una l 

densidad de momento angular del espacio de Kerr E 471. 

ab c 
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2. ESPINTENSOR PARA ESPACIO-TIEMPOS VACIOS TIPO D 

En 1969, W. Kinnersley en su a r t i c u l o  ' *  Type D Vacurrni 

Metrics " C491, r e sue l v e  l a s  ecuaciones de  canipo para íR4 v a c l o  

t i p o  D usando el formalismo de NP y encuentra que para este 

espacio-tiempo sblo existen 11 c l a s e s  de  métricas. AdemAs d i 6  l a  

forma explícita de cada una de e l l a s .  

Este autor emplea l a  signatura C - 2 3  y ordena l a s  coordenadas 

en l a  forma C u ,  r ,  x. y3; su vec to r  n corresponde a nuestro 

vector I.= y viceversa, 

C 

A con t inuac i ón  se utiliza la t6cn i ca  de NP para determinar el 

superpotencia1 de  Lanczos K , para cada una de l a s  once clases 

de métricas encontradas por- Kinners ley ,  o sea para t odo  IR4 v a c f o  

t i p o  D. Se u t i l i z a  l a  sigiiat.ur-a C + 2 3  y l a s  coordenadas son 

LJr 

1 2 9 4 
3: = x ,  x = y ,  x = r ,  x = u o sea: Cx, y,  r, u3. 

+ En l o a  once casas sólo se i n d i c a  l a  tktr-ada Cn;, m , Ir, n'l. 

Utilizando la r e l a c i o n  CI.153 , se obtiene l a  métr ica 

cor res pondi ente:  

a b  b a  gUb = mumb + Inb> - i n - i n 

Las cant idades  de  NP se ca l cu lan  con los a l go r i tmos  y l a s  

acuaciones mostradas en el c a p í t u l o  I. Los vectores l C  jr  nc 

si empr e estarán al i neados con 1 a s  d i  recci ones de  Debever -Penrose 

í 4 1 ,  l o  que imp l i ca  y = O, a # 2 Cpai-a un espacio-Liernpo t ipo  D I .  

Par el teorema de Goldberg-Sachs C 221 : 

a 

para todas l a s  métr icas  de  Kinners ley .  
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METRICAS DE CLASE IV 

al Caso 1V.A  

Loa vectores de l a  tFStrada son: 

2 2amx + i ~ a '  - x 3 

¿%caz + x23 
c z  = , i = F i  

a, 1 y m son constantes  reales. 

Los coef i cí e n t e s  d e  espi 1-1 correspondientes son: 

c e x  - ia> 

a + x2 
T = -R = + p = - rl 

Saca + x 3 
y = 

2 2 2 ?  

c 9 3  

2 3 2 
clX3 - amx2 + a i x  - a 111 + iac lx  - zamx - ia'31 

4acca2 + x > 
a =  

2 2  

3 2 

2 2  

[ i x 2  - 3anix2 - 3a21x + a m - i a < i x  - 2amx - la2>] o =  
4ar<a2 + x 3 

c103 € m  + íl3 

Cu + i a l  
y 'yz = anca - p3  = 

3 

Estas cantidades de NP y l ac  ecuaciones de WL CII.33 permiten 

obtener 1 as componentes del  espi ntensor de Lanczos: 

La solución C113 es una de l a s  múltiples soluciones de las  

ecuac iones  de WL, ya que K carece de unicidad.  
abc 



bl Caso 1V.B 

Los elementos de l a  t&t.rada son: 

2 cr crib> = CO,  O ,  I, 01 , <ib2 = CO, O, - 3 1 3  2 
X 

c o n  c y m c o n s t a n t e s  reales. 

Las c a n t i d a d e s  d e  NF son: 

p = p = E ' o  , I = - ' n = o i + p = - c  
X 

cr C m  + 2 ~ x 3  
8 a = -  y = -  - 

4x2 p 2 x 

m C 3 m  + scx3 - p = -  - -  
3 ' 'u2 x 4x2 

De l a c  ecuaciones WL se obtiene: 

R = o  , C # C , 5  , R 2 = - ( X  2 ,si5=3 
c 3 

' Las métricas de clase IV son l a  únicas con 

p = p = o  

METRICAS DE CLASE I1 

C131 

C141 

En esta clase,  existen seis métr icas y t o d a s  tienen un 

e s p í n t e n s o r  con l a  micnia e s t r u c t u r a .  E s t o  se debe a que siempre es 

posible elegir una Letrada <manteniendo C 8 3  3 tal que: 

- r = n  , a = p  , p = p = ~ ~ c - Z >  , r c + n = 2 í p + 7 j j  

p = Q p ,  ~ = Q E  , a = - ' 1  

= 4QCgp - Qrt/33 c153 'yz 

E s t e  resul tado no se ha encontrado explfcitamenke en la 

11 ter at u r d .  

Estas cantldades de NP y las  ecuaciones WL impl ican:  
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Cl0 = 0, = Q 
4 

C 1 6 3 ,  

Si se t r a ta  de una tétrada que cumple con C 1 5 3 ,  el potencial 

de  L a n c z o s  correspondiente  estar6 dado por C162 .  

Vamas a p r e s e n t a r  los resultados obtenidas para l a s  seis 

m e t r i c a s  empezando con: 

al 1 I . A  

E s t a  metrica es la so luc i ón  de Kerr-Nut 1511 y la t k t r a d a  

c o r r e s p o n d i e n t e  es: 

-i/2 

c i b 3  = [- EQRX ) CO, 2a, R, í>ír2 + i2 + a231 

-1/2 

Cm”3 = (2r ) C- i ,  csc x, O ,  a sen x + 21 cot x3 

donde Q = 1 t a l  que - QR > O 

- 
A = r - í C L - a c o s x 3  , E = M  

R = - Y 2  + 2mr + i - a 
2 2 

, 
c173 

con a ,  1 y m c o n s t a n t e s  reales. 

Si 1 = O se o b t i e n e  la metrica de Kerr C451 p r e s e n t a d a  en  la 

sección a n t e r i o r .  

Si a = 1 = O se o b t i e n e  L a  s o l u c i ó n  de S c h w a r z s c h i l d .  

Con 19 t é t r a d a  € 1 7 2  se satisface C153. 

a -112 

A 
7 = n s -  - s e n x c 2 2 3  - 



-1 K.2 CSCX 
o ( = ( ! = -  C-a + 1 cosx - r r  cosxlC2Z3 

2x 

- i / 2  1 E = * = - -  [a' - mi- - 1 2 + iCin-r3C1-a COSX, C - 2 E R 3  
a 

Cm + i l l  'yz = 4aC:gp - Qnp3 = - 
k3 

C183 

Se concluye que el espíntensor  est& dado por C l 6 3  con: 

Q = -1 cuando  R > O 

Q = 1 en  l a s  r e g i o n e s  del espacio-tiempo donde R < O. 

Si e n  C 1 6 1  y en C 1 8 3  se hace a = O se obt iene como caso particular 

el esp in tensor  cons t ru ido  en  l a  s e c c i d n  an t e r i o r  para la métrica 

de Kerr f441. 

h) 1 I . B  

En este caso elegimos l a  tetrads: 

- A l 2  

clb> = [ 3 CO, za, N, 2 c r 2  + i2 + a2>> 

-1/2 

C - í ,  csch x, O ,  -a senh x + 21 co th  x3 

+ con Q = - 1 tal que UN < O y 

i A = r - i C a  cosl-i x - 13, , E  = AA , N = r 2 + 2mr - 1 2 + a 2 cis) 
! 

Se v e r i f i c a n  C 1 5 >  porque: 

1/2 

< 223 -I/= 
a senh x 1 

p = a / . l = - -  [ - g )  , T = ? T = -  

A A 
1 -1/'2 a = f3 = - c s c h  x C a  - 1 cosh x - ir cosh x>C2X> 
2A 

-1/2 1 Q 2 

sa 
e = ( - & = -  -[- + l2  - a + iCrn+r3Ca cosh x - 1 3  c - 2 ~ ~ ~ 1  

y as1 l as  Q se determinan de acuerdo a C 1 0 > .  
C 



c3 1I.C 

Para d e t e r m i n a r  el p o t e n c i a l  d e  L a n c z o s  l a  t e t rada  

c o n v e n i  e n t e  es: 

-1/2 

Clb3  = ( -2QMZ 3 € O ,  2a, M, 2Cr2 +. l 2  - a233 

- í / s  
Cmb l  = [ 2E ) C-i , seck x, O ,  21 tanh x - a cosh x> 

+ 
donde  Q = - 1 c o n  -QM > O y 

A = r  - i € a s e n h x - l I  , X - A Z ,  M = r  2 + 2 n r  - a  2 - l2 

más 

c211 

Las cant idades  de NP adquieren los valores; 

-1/2 O ( = o = -  seck x C a  + 1 senh x + ir senh x > C 2 Z >  
2x 

-112 2 m r  + a + l 2  + iCm+rICa senh x - 1 3  Q c - . = Q y = -  - E’A -E- 
- -  Cm + i l l  

VZ - T 3  
, c 223 

w 

cumpl i éndose C 15> y e n  c o n s e c u e n c i a  C 163 aporta el c o r r e s p o n d í  ente 

espi n t e n s o r  . 

d> 1 I . D  

í/s 
h QF c n - 3  = ( - c’s: 3 co, o, 1 ,  3 3  

-1 /‘2 

cmb3 = ( zs 3 c - i ,  e - x  , O ,  -sex + 211, QF < O 

~ = r - i ~ a e ~ - i : ,  , E = A A A  , ~ = r  2 +2mr - i 2  

y l a s  condic iones  C 1 5 9  se verifican con las e x p r e s i o n e s  : 

C 23> 



p = Q g = - -  
A E -  

de manera que l a s  n. se o b t i e n e n  c o n  C 1 6 3 ,  

e3 11-E 
J 

Aqui seleccionamos la t,&trada nula: 

2 
X 

A = r - i C h  + TI , Z: = fi , m,h = ctes. 

entonces 

c 251 

1 p = - p = -  - 
A 

y el espfntensor  esta' dado por €163 con Ct = -1 

f3 11-F 

CO, o ,  1, o:, 

-1/2 
2 C m b >  = ( BE ) c-í, 1. o ,  -:i I ,  - Q.T > O 



-i/2 
E = ay = - Q, 1 - mr + imxlC-2QFEl 

2x 
y con C 1 6 3  queda determinado el espíntensor de Lanczos. 

METRICAS DE CLASE r Ir. 

a> 1 I I . A  

Este espacio-tiempo también se conoce como " métr ica  C !', y 

s u  esp íntensor  ya f u e  calculado en C4@1 

b3 1 I I . B  

Para este O? trabajamos con la tétrada nula: 
4 

í / 2  . CnJl = C Q E ~  CO, O ,  1, 03 , Q = 1 

-1/2 4 - i  C l J 3  = C Q E I  co, , u , -  3 , Q E > o  

donde 

~ = r - i p *  , p o = a c n x  , Z = A A  

1 2 * 
4 2  sa 

cn x - --cn x C n i  sn x + 1 e d n  X) sn x dn >c t - b 

- r n  2 o2 - p o r  - u O + c ~ p  0 2  R o2 , 



o2 0 2  3e uU = -3p 11 + - cn  x C m  sn x - i-/z dn x~ , 4a 

2 in 2 1 ° = f  d n x C 1  - 2 s n  x3 - -  sn x C 3  - 2 sn x3 , 
-e 

C 303 

las cant idades  a, b, c ,  1 y m son  constant.es arbitrar ias  y cn x ,  

sn x, dn x representan r'crnciones e l i p t . i c a s  d e  mddulo - . En C4Y3 
-42 

pdg. 1,201 pueden consu l t a r se  las expres iones  para -1 , 4 y U 

l a s  cua l e s  p a r t i c i p a n  e n  ~ 1 5  

Con C 2 9 1  es posible  v e r i f i c a r  la validez de ClS3 ,  por 

ej empl o, 

1 
así 1 as 0 estar1 dadas por C l 6 3 .  

c 

Ndtese que para l a s  niétricas de clases Ii y I11 de 

Kinnera ley ,  ei espf nterisor t u v o  l a  es t ruc tura  C lS3 .  

METRICAS DE CLASE I 

Estos espacios vacíos corresponden a las soluciones de NUT 

C 5 2 . 5 3 3  y su tétradá n u l a  está dada por: 

í ic Cn 3 = C ü ,  O ,  1,  O:, , cmb> = - C - P ~  - i ~ ,  O, - b 
v3 

92 A 

I O d -  

2 
c 32> f l b 3  = CO , O, -Mo, - - Cv p + ?,o p 3 ,  11 

donde 

- 1 
- A =r -ic, c = cte. , p = - 
A 



i 

c 3 3 2  N O  1 i 

O 2 2 
v " = v t  + Z ~ M ~ C  , M = - -  Y o, - 

siendo Go una constante real .  Las cantidades de NP nos quedan: 

MOP r7 

p = McF + 1 

2 
- yorp2 + 3 

'yz = P Y" = ZYP 

y 1 as soluciones de Weyl -Lanczos aceptan 1 a sol uci dn: 

c 343, 

c 353 

para los tres posibles valores de M . 
O 

Los resultados obtenidos para las 11 clases de méltricas 

correspondientes a l  espacio-tiempo vacío t i po  D, confirman el 

resultado de la saccidn I I I .  1 de que 10s coeficientes de espín de 

NP, generan l a  proyecciones de K sobre l a  tétrada n u l a .  
ctbc 

Queda pendiente el. problema de poder aciynar sentido físico a 

los  resultados obtenidos. 

8 6  

- - -- 



3. ESPINTENSOR PARA LAS METRICAS DE ROBINSON-TRAUTMAN 

I 

La5 metricas de Robinson-Trautman tienen las s iguientes  

propi edades i 51 : 

a3 adnú t e n  una congr uenc i  a nu¡ a I-C nr3 geodés i  ca  , si n deformación , 

can expansion y sin ro tac ihn .  

b> R na nb = R ma rnb = O con I?. .  - tensor de R i c c i  
a b  ab L J  

mc - vec tor  n u l o  complejo t a l  que nQ m 

En el formal ismo Newman-Penrose Ccapítulo 13, e s t a s  

= O. 
U 

propiedades i m p l  ican: 

C 363 

cuando nr y mr s o n  elementos d e  L a  t é t r ada  nula. Con C 3 6 3  se 

puede mostrar 151  que existen coordenadas C x  , x , I-, u3 en las 

cuales l a  métr ica correspondiente  adqu i e r e  l a  es t ruc tura  

Csiynatura +f.>: 

1 2 

[,dx'I2 + Cdx2J2 ] - 2du dr - 2i-i du2 2r = 
2 

ds2 = 
P 

c 373 

2 2 donde PCxi , x , u> y HCx', x , r , u1 son func iones  reales. 

U t i  1 i zando  1 a té t r  ada: 

i, O ,  o3 

C l U 3  = CO, O, -H, 12 Cna) = CO,  O, I, 03 C 383 

se determinan los coeficientes de esp ín  restantes Cver C 3 6 2 3 :  

1 
E = n = T = h = o ,  p = - T '  

1 a H  
Y = s G  

c 3 9 2  



¿3P con F = - - a u 7  

De las  ecuaciones de  NP C I  ,593 se obtiene: 

C 403 

l o  cua l  s i g n i f i c a  q u e  l a  métrica considerada es algebraicamente 

- 'yo - Y; = 0 

especial  

Las métricas d e  Robinson-Trautman son importantes en 

re lat iv idad general y como ejemplo de espacio-tiempos d e  esta 

c l a s e  se mencionan: l a  solución de  Reissner-Nordstrom € y  por lo 

tanto l a  d e  Schwarzschild C5, 4312 y los cuadriespacias d e  1401 

Taub, G ,  Siklos, Fetrov,  Novotny-Horsky, Kasner tipo D. La métrica 

del espacio de Minskowski tanibih adopta l a  forma C37> e n  

coordenadas d e  Newman-Wnti L40, 541 lo cual es d e  gran ut i l idad e n  

el. estudio del campo el ect.romagn&tico de Liénard-Wiecher t .  

Para construir el potencial d e  Lanczos  correspondiente a 

esta c l a s e  d e  métricas,  s e  s u s t i t u y e n  ias resultados anteriores: 

C 3 8 3 ,  C 3 7 3 ,  C382, € 3 9 3  y C403 en las ecuaciones d e  Weyi -Lanczos 

C I I . i S 2 .  Se u t i l i z a  ademAs la sugerencia de Zund 1 3 8 1 :  

€2 = O para n = 0,1,2,3 C 4 1 >  

Se obtiene un sistema no t r i v i a l  d e  ecuaciones di ferencia les  
r, 

cuya solucidn <que no  se ha localizado e n  l a  l i t e r a t u r a 1  es l a  

si g u i  e n t  e: 

C 421 

CEn F y G l a s  i n t e g r a l e s  sa efec  Luan sobre 77 manteniendo 

8 8  

- -- _I_--_ I .  
-1 -_* 
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constantes  a y u ) .  

La so luc i ón  C 4 2 )  es v á l i d a  para cualquier  métr ica  de Robinson 

Trautman. 

Se observa que l a s  proyecc iones  del espíntensor  sobre la 

tb t rada  Clac  cant idades  S2 dadas por C4233 con t i enen  los 

coeficientes de esp in  l o  que rea f i rma el r esu l t ado  e x p r e s a d o  e n  

n 

c441. 

Ejemplo: MBt.ri ea  de Re issner  -Nordstrom 

Para e s t a  mrjtrica, de  [ S I :  

donde C m 3 ,  es l a  masa d e l  

Los c o e f i c i e n t e s  de 

hoyo negro  y C e 3 ,  es s u  carga  e l é c t r i c a .  

e sp ín  s o n :  

1 u z o ,  p = - -  r 

E l  esp íntensor  currespodiente  a e s t a  rn&t.rica está dado por C 4 2 3 :  

$2 = o ,  n = o ,  1 ,  2 ,  3, 7 
?-I 

2 1 
a r v  c2 = Cl + q?$ , = - p = - 

3 G~ r 4 

c 433 

l o  cual es equ i va l en t e  a l a  expresión e sp ino r i a l  C 2 6 1  de  E 4 3 3 ;  si 

en C 4 3 1  se c o n s i d e r a  e = O ,  r e s u l t a  el potenc ia l  de Lanczos para 

l a .  nirStrica de Schwarzschild.  

En el c a p i t u l o  24 d e  E51 se encuentran soluciones de Robinson- 

-Trautman para el espacio vac í o ,  c a m p o s  de Maxwell y para 

radiacídn pura a l as  cuales se les pueden apl icai-  los r esu l t ados  

c 423. 
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4.- SOBRE UNOS INVARIANTES DE LANCZOS 

En est.a s e c c i 6 n  se 

c o n t r  acci ón d e l  t.enaor 

1 agr anyi a n a s  que son 

espacio-tiempo es vacío, 

estudia  el hecho d e  que e n  t.odo R4 l a  

de Riemann con s u s  d u a l e s  conduce a 

d i  ver genci as exactas ; cuando el 

el espín tensor d e  Lanczos es r e l e v a n t e  

e n  éste e s t u d i o .  Se muestra que este a n á l i s i s  es a t i l  para 

investigar l a  e x i s t e n c i a  de  vectores c o n s t a n t e s  e n  una metríca 

dada E653. 

La r e l a t i v i d a d  gene-al  puede obtenerse mediante un p r i n c i p i o  

variacional t i p o  Hilbert C55, 56, 57, 581 u t i l i z a n d o :  

L = Lo + LM 

es l a  f u n c i d n  L a g r a n g i a n a  para l a  materia 
LM 

donde: 

L = 6 R con g = det,cyab> y R = R~ es ia c u r v a t u r a  
O U 

escal  ar . 
Diversos autores CSQ, 003 han i n t e n t a d o  modificar Lo, 

sumándole tBrminos c u a d r A t i c o s  e n  el  tensor de Riemann lo que 

l l e v a  a1 a n Q 1 i s i s  de l a s  e c u a c i o n e s  de campo generadas Cvla un 

pr i nci pi  o v a r i  aci  anal 3 por 1 as Layr angi  a n a s  e R2, 

Rub y de l a s  d e n s i d a d e s  c u a d r á t í c a s  de  Rubcd -6 %bed ’ -Jry RCLb 

L a n c z o s  C25, 61, 621 

c 443 

c 453 

En 1936 L a n c z o s  

6 J Li dx4 = o 

conducen a O = O ,  es 

s o n  d u a l e s  l401 del tensor d e  Riemann. 

C251 probó que los p r i n c i p i o s  v a r i a c i o n a l e s :  

Y d L2 dx* = O 

dec i r  no o r i g i n a n  e c u a c i o n e s  d e  campo; así  

90 



Ld y La no permiten cons t ru i r  L e o r í a s  g r a v i t a c i o n a l e s  a l t e r n a t i v a s  

a la r e l a t i v i d a d  general  de E i n s t e i n .  Estos r esu l t ados  s u g i r i e r o n  

que C443 y C453 se podrian e s c r i b i r  como d i ve rgenc ias  o rd inar i as .  

Buchdahl C63, 641 demuestra Cmediante una t é cn i c a  matemática 

que denominó ID  cálculo de rotores "3 que en t odo  espacio t iempo 

€ 473 

con C , r 3  der ivada o rd ina r i a .  

B' y C' no t i enen  carácter tensorial, carecen de unicidad y 

son muy complicadas. Goenner-Kohler C 56, 61 1 u t i l i z a n  en C443 la 

d e f i n i c i ó n  de  Rabcd en términos de los simbolos de Christoffel y 

obt ienen una expresidn no-tensor ia l  para €3' Cnias s e n c i l l a  que la 

de Buchdahl3. En e s t a  sección se demuestra que es p o s i b l e  

construir tensor ia lmente  a B' en  t odo  IR4 v a d o  considerando la 

t23, 39, 3, 40, 411. Se ob t i ene  además una e x i s t e n c i a  

rtxpresibn tensorial para a l t e r n a t i v a  a l a  expresidn t e n s o r i a l  

publicada por Horndeski C66, 671 en base tambien a la ex is tenc ia  

del espíntensor . 

de Kijr 

Las cant idades I(* y K2 son  importantes en el e s t u d i o  del 

proceso  de i nmer si ón de espac i os  R i  emanni anos C 651 . 

a3 representación de 6 K por una d i v e r g enc i a  o rd inar i a .  
i 

La Lagranyiana C443 no genera ecuaciones de  campo cuando se 

u t i l i z a  como base de  un p r i n c i p i o  v r i a c i o n a l  t i p o  H i l b e r t  C55, 561 

s i n  embargo s í  puede c on t r i bu i r  C611 a l  flujo d e  ene rg í a  y momento 

g r a v i t a c i o n a l e s  C561 l o  que l a  hace r e l e v a n t e  en cualquier  teoría 

del fendmeno g r a v i t a t o r i o .  

Si en C443  u t i l i z amos  

9 I 
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= ri - r’ + ri rc - ri rc 
jkm jm,k jk, m ck jm cm jk 

R‘ 

para todo IR4 se obtiene C4Q3 donde: 

2 + - rr rk 3 
cb,a 9 cb ra 

c rk irab 
k i  

B’ = sr) C 48> 

-tensor de Levi -Civita C I .  271. Se observa que C48> no es abcd con r) 

un vector ya que los ra no son tensores. 
bc 

A continuación se va a deducir una expresión tensorial para 

Br, en el cuadriespacio vado,  utilizando el superpotencia1 de 

Lanczos. Cen l a  literatura no se ha encontrado ninguna expresión 

tensorial para ~ 3 .  

Si en C443 se expresa RQhd en términos del tensor de Weyl 

CI.30) es inmediato que en todo espacio-tiempo se cumple l a  

identidad 

abcd 
e Ki H fi *C C 4Q3 

También sabemos Ccap I13 que para O? arbitrario siempre 

existe el espíntensor de Lanczos Kijk CII.lb3 con las propiedades 

C 11. l a ,  cl que genera al tensor de Way1 C I  .303 con l a  propiedades 

C I  .31 y 32). Concretamente: 

4 

a donde T 3 K .  con 1 as pr opi edades : 
ir J r;a 

, K r  = O  
P r  
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, f = o  
r K + K  + K  = O  

pqj qjp jpq 

Al emplear estas relaciones en C4Q3 se obtiene 

En todo espacio-tiempo son válidas las  relaciones t3, -1 

mr;n 
c o  - 

= RC R 
y Rab abc 

donde Lab = R - 
ab b 'ab 

Cuando R4 es vacf o CRmb = O> l a  relacidn C S 2 3  implica 

*Cpqjb = O, que al su s t i t u i r  en C50> permits obtener 
;b 

c513 

c 523 

c 533 

ya que e = o y C- ~5 = c- A'> de t56, 5 8 1 .  
;r ;r ,r 

Comparando C403 con CS33 resulta: 

Br = 2K * CPqjr c 54> 
pqj 

expresidn que a diferencia de C483 sf posee carácter tensorial. 

E l  resultado original C543 solo es aplicable a O?+ vaclo 

Cpor ejemplo l a  solución de Kerr 1453 y como caso particular l a  

m4trica de Schwarzschild>. 

b3 representación de K2 como una divergencia ordinaria. 

La función Lagrangiana C453 también puede participar en l a  

distribución de l a  energía y momento del campo gravitacional E s ,  

813 a pesar de que: 

6 Lx dx4 = O implique O = O. E l  escalar Ka es muy ú t i l  en 

l a  inmersión de R en E5 189, 70, 711 ya que es proporcional al 

determinante de l a  segunda forma fundamental y el valor de Kz 

permite decidir s i  el proceso de inmersión es algebraicamente o/y 

di f erenci a l  . 

4 
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Horndeski Cé36, 673 mostró que C4SI podria escribirse en l a  

forma C473 y di6 una expresidn tensorial para el -tor Cr 

Ap A" 3 WR*rt 1 mtrm + -  
; t  bq 9A pqab ;m ;n 

con C+ = A ~ A ~  c Be> 

es l a  delta de Kronecker generalizada C S ,  573 y Ab es abed 

P W  t 
donde 6 

cualquier vector no-nulo con A E A A,, = cte P O. 
b 

En l a  literatura no se han encontrado aplicaciones de C S S >  y 

C 5 6 3 .  A continuación se va a mostrar que los resultados C55> y 

C 9 6 3  se relacionan con l a  existencia de vectores no-nulos, 

constantes en un espacio dado. Se trata de vectores kf tales que: 

@ ;t = O ,  M z M b M , , # O  Y c 57) 

M = O implica M = cte. 

Los vectores que satisfacen C573 son de interes porque: 

q;t 

a3 Un vector con l a  propiedad fl = O automáticamente es de 

Killing porque Ma;b + Mb;, = O y esto se asocia con grupos de 

; t  

movimiento o simetrías del espacio-tiempo Cb, cap 31 y 3 2 3  de gran 

importancia en el estudio de búsqueda de soluciones exactas en 

relatividad general. 

b3 En CS, pag 57 y 581 se encuentran dos teoremas sobre l a  

inmersión de R4, en los  cuales se involucran vectores con l as  

pr opi edades C 573 : 

*' Si un R4 admite un vector no-nulo constante entonces dicho 

espacio-tiempo acepta inmersión en E, ". 
"Si en un R4 existen dos vectores no-nulos constantes 

entonces dicho cuadriespacio es sumergible en E " 
?5 

Se concluye que l a  existencia de vectores cumpliendo C 5 7 3  es 

de gran utilidad al concebir a IR4 como hipersuperficie de un 
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espacio  pseudo eucl i diano. 

De C553 y C-3 es inmediato que: 

"Si un IR4 acepta un vector no-nulo constante entonces K2 = O. 

" Si Kz Z O entonces el espacio-tiempo no admite un vector no-nulo 

constante 'I. 

Para i l u s t r a r  l a  importancia de C W 3 ,  C S 0 3 ,  CBO) y C813 se 

r ea1 i zan 1 as apl i caci  ones : 

1 .  - La metrica de Godel 

4 4 
i 2x 4 t  ds2 = -Cdx'D2 - 2ex dx' dx2 - 2 e Cdx2>' + Cdx*>2 + Cdx 3 

es generada por un f l u i d o  per fecto  con presidn cero e intenta  

simular a un universo rotando. En esta expresión solo existe un 

vector constante que resulta ser no-nulo 

A' = O C 623 A = A A , = l ,  b Ar = CO, O, 1 ,  O > ,  
;t 

y CS83 asegura l a  inmersión en E7 de este modelo cosmológico. La 

d t r i c a  de  Godel no es sumergible en Es 13, 69, 703 y aiin se 

ignora  si admite inmersi6n en E 
6' 

LA determinación de Kz usando C453 requ ie re  bastantes 

cá lcu los  pero, con CSd, 56, 60, 623 es inmediato que K2 = O para 

l a  mdtrica de  =del . 
2. - Para l a  métrica de Kerr C453 C h o p  negro con rotacibn3,  

K2 ;re O de [SI y en base CSS, 56, 613 concluimos que en l a  mOtrica 

de  Kerr no ex i s ten  vectores no-nulos constantes. 

3 . -  Los IR4 vados de Schwarzschild, Taub, métrica de  C, t ienen 

K2 iic O Cver t4033, entonces en base a CSS, 5€3, el>, dichas 

soluciones no aceptan vectores constantes no-nul os. 

Goenner -Kohl er C 62 3 probar on C 473 par a espaci o-ti empos 

arbitrarios pero su  C' no es un vector y está en función de  l a  

I 
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segunda forma fundamental de un (R tipo espacio inmerso en R4, así 

su expresión es más complicada que CSd3 y podrla ser ú t i l  en el 

pr ob1 em de Cauchy par a r el ati vi  dad general. 

Para el espacio vaclo. R, = O, l o  cual 

9 

significa 

- * *  = - R  - 
Considerando 

Lanczos junto con 

Rabcd abcd ‘abed y de C453 e Kz = -e Cabed C 633 

las propiedades de los tensores de Weyl y de 

CS1> mediante CSS3 +resulta 

Esta relacidn tensorial no se encuentra en l a  l iteratura y es 

alternativa a C-3 obtenida por Horndeski. E l  resultado (643 ora 

de esperarse ya que Lanczos C233 se apoyo en Kz para probar l a  

existencia del superpotencia1 K . .  . 
Jr 

Las expresiones C54> y C643 tienen l a  desventaja de que en 

general es d i f í c i l  obtener explícitamente a K para una métrica 

dada. 

i jr 

Se hace notar que para cualquier espacio-tiempo vaclo tipo N 

o I11 Cen l a  clasificación Petrov C4, 083 3 l a s  relacioes C543 y 

C64> son muy importantes ya que para e l los  se conoce K 
i jr 

expllcitamente 1413; además para los tipos I11 y N vados C43 

siempre se tiene Ki = Kz = O de modo que CS4> y (643 implican 

B’ =c’ I 0 
;r ;r 

Ya se tiene KrJ, para l a  d t r i c a  de Kerr 1441, entonces queda 

pendiente estudiar l a  importancia física Csi existe3 de C543 y 

C643 para dicha métrica. 



CONCLUSIONES 

La tesis "Gravitacibn y formalismo de tdtradas nulas" 

mediante el uso de l a  técnica de Newman-Penrose en 01 ha generado 

resultados originales de investigación presentados en el 

sigui ente  orden: 

- "Ecuaciones de Brans-Edgar'' en el primer capítulo. Se generó un 

artículo publicado en l a  Revista Mexicana de Flsica. Este trabajo 

contribuye a l a  fundamentación del formalismo de NP. CEn el 

capítulo I1 se introduce el tópico de investigación "Espíntensor 

de Lanczos *' y se r evi san 1 os mater i al es pub1 i cados rol aci onados 

con el tema3. 

- " Esplntensor para l a  métrica de Kerr 

- 'I Espíntensor para espacio-tiempos vacíos tipo D " 

- '' Espl ntensor para 1 as sol uci ones de Robi nson-Trautman '@ 

- Sobre unos invariantes de Lanczos ", 

4 

presentados en el capítulo 111. Se han publicado tres artlculos en 

l a  Revista Mexicana de Física, y el cuarto se encuentra en 

refereo. 

-En el a p h d i w  s9 presenta el tema "Potencial de Lanczos para el 

espacio-tiempo Minkowskiano ". 
Eatom rcPsul+adoe originales nos permiten disponer de un 

mayor ntimero de espíntensores explícitos que posteriormente se 

utilizarán para mostrar l a  relevancia del esplntensor de Lanczos 

de Ro l  ati vi dad General . 
S s  debe mencionar 1 a u t i  1 dad de paquetes computaci onal es 

"REDUCE" y "MUMATH" en l a  obtención de las cantidades 
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Mewman-Penrore para una rn8trica dada. 

Es de suma importancia l a  generalización de los resultados 

obtenidos en el capítulo I 1 1  ya que confirman el resultado: 

'* Las proyecciones de Kijr sobre l a  tetrada canónica son 

combi naci ones 1 i neal es de 1 os correspondientes coef i ci entes de 

ecpí n ". 

J 

Esta tesis conduce a nuevos tópicos de investigación 

C probl emas abi er tos3 : 

- Encontrar espíntensores explícitos para los tipos D, I y I1 en 

el caso general. 

- Asignar si gni f i cado f f si co a 1 os erpl ntensor es expl 1 ci tos 

obteni dos. 

- Obtener las  ecuaciones de Brans-Edgar para el caso IR4 no-vado. 

- Construir una clasificación algebraica invariante para el 

esplntensor de Lanczos Kijr. 

- Estudiar Br y Cr para l a  m6trica de Kerr mediante el espíntensor 

encontrado para ésta. 

- Intentar a l g h  significado f l s i co  a l  

Cespacio Minkowskiano3. 

del Aphdice 
Ki jr 

E l  formalismo de NP utilizado en este trabajo e5 una técnica 

poderosa muy ú t i l  también en otros campos de l a  Relatividad 

General como: 

- Inmersión de espacio-tiempos Riemanianos 

-Campo de Li hard-Wiechert 

-Clasificación Petrov 

-íR4 asi ntóti camente pl anos 

-Búsqueda de soluciones exactas 

-Problema de l a  energla y momento gravitacionales, entre otros. 

98 



APENDICE 

1 - POTENCIAL DE LANCZOS PARA EL ESPACIO-TI EMPO MINKOWSKIANO. 

Se obtiene un potencial de Lanczos para relatividad especial; 

se muestra que los campos de Maxwell generan en forma simple un 

esplntensor par el espacio de Minkowski. 

Con el formalismo de NP presentado en el capítulo I y en base 

a l a s  relaciones 11.1 y 111.8 se construye K para el 

espaci o-ti empo pl ano C ausenci a de gravedad3 de manera que 

= DiagCl, 1 ,  1 ,  -13, C = o, 

Cx', x2, x', x43 = C x ,  y, z ,  t> y l a  derivada covriante C;a> se 

reduce a l a  derivada ordinaria C,a3 .  Takeno C273 ha construido 

esplntensores para este caso especial, pero su método es muy 

complicado; utilizando ideas de electrodinámica resulta un método 

mAs simple y con más posibilidades de interpretacidn f í s ica .  

abc 

gab3 4 x 4  psjb 

Lanczos trabaj6 durante muchos años en l a  obtención de una 

teoría geométrica para el camppo electromagnético Ccap. 11, 

Introducción3 y al  encontrar al esplntensor K propone C23, pag i jr 

Fba 
3841 construirlo vía un 'I tensor de Faraday 'I :  F = -  

ab 

tal que Kabc = F  c13 ab.c 

veri f i candose 1 as 

F b  = O ,  
a ,b 

as1 l a s  simetrias 

P W  q p  j 

son inmediatas de 

También C 1 3  y C 2 3  

K . = - K  

ecuaciones de Maxwell en el vacío : 

= o  
ab,c + Fbc ,a  + Fca,b 

L jr 

F 

algebraicas de K. 

c 23 

c 1 3 .  

i mpl i can K = K C  - - Kba = O 
ab a b;c 



CII. lb3 

se obtiene C = 8 como debe ser. 
psjb 

La pr opi edad di fer enci a l  K, 
C = O y l a  relación C 1 3  conducen a: 
;e 

= o  ab ,c c 43 

con o - operador D'Alembertiano. 

En conclusión podemos construir un esplntensor para el 

espacio de Minkowski mediante C13 si logramos encontrar un tensor 

antlsimétrico Fab con l a  propiedades C23 y C43. 

En E72, 733 encontramos el resultado: 

. "  Toda solución de C23 puede escribirse en tBrminos de dos 

funciones de onda reales y de un tensor antisimétrico constante " 

y l a  solución general de C23 se escribe: 

F = C H C  U + * H C  V 3 - C H b C  U + 
ab a ,c a ,c .b ,e 

* = v 3  
Hb ,c ,a 

donde U y V satisfacen l a  ecuación de onda 

o U = o V = O  

E l  tensor H, es antisimétrico y constante 

= o  
PQ0C 

H = -  H P H  
Pq 9P 

i* 
es su dual E743 y Hab 

De este modo l a  ecuación C43 es inmediata de CCi ,  Q ,  73. 

C 53 

C 63 

c 73 

De C13 se  genera un espíntensor de Lanczos para (R plano si F 

está dado por C 5 3  con l as  propiedades Cf33 y C7>. 
4 ab  

E l  tensor C H . .  3 de C53 es una matriz C4x43 antislmétrlca y 

constante respecto a l as  coordenadas Cx, y, zP t>,  entonces 
LJ 

cualquier matriz de este tipo sirve para construir un H . As1 el 
P9 

problema se reduce a l a  búsqueda de soluciones de C 6 3  bien 

compor tadas. 
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1 
La función RCA = 

CX' - a'3cx - a 3 r r 

C 83 

Cdonde a' es cualquier vector constante3 satisface oR = O,  pero 

tiene singularidades sobre el cono nulo con vértice en a'. 

Lanczos E753 mostrd cómo eliminar estas divergencias 

~ i ,  = -3: i a  función 

RCxJ - ibJ3 = U + i V  C Q3 

eon br - cualquier vector constante tipo tiempo Cbrb < O 3 ,  

cumple OR = O, entonces U y V son funciones de onda que no 

r 

presentan singularidades Cen todo punto del espacio de Minkowski3: 

B , vcxJ3 = A ucxJ3 = 
AZ + B2 A' + BZ 

con 

A = Cx' - a'3Cx - a 3 - b'b 
r 

B = Sb'Cx - a 3  
r 

c103 

c113 

Sin perder generalidad se toma a' = O y Cb'l = CO,O,O,b3 

con b = cte 1 O y C113 queda: 

c123 2 A = x  + y Z + z 2 - t 2 + b 2  , B = -2bt 

con C 1 O3 bi8n compor tadas y cumpliendo C 63. 

Considerando Cf33 y C103 en C13  se obtiene un espintFnsor 

car ente de s i  ngul ar i dades en todo el espaci o-ti empo pl ano. 

Synge C721 ha utilizado CS, 10,  11, 123 para elaborar modelos 

electromagnéticos de partfculas materiales y fotones; por esta 

razón se estima que C l >  podrla tener más relevancia f l s i c a  que los 

esplntensores de Takeno E271. 
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