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INTRODUCCION

ula “Sravitacion vy formalismo de
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Esta constituida peor tres capitules v durante su realizacidn

= han obtenido resultados originales que han generado €

D

articulos de los cuales 4 se& han publicado en la Revista Mexicana
de Fisica en 1989.1280 vy 1391 y dos se han enviado a la misma
Fevista @ un articule se analiza en =1 capitule I. en =] capitulo
II1 se presentan 4 a~ticulos » en el apeéndice se resumg  Un
articulo enviado.

Ern el primer capitulo se exponen los temas @ bLebradas realss
v nulas Caspectos algebraicos v diferenciales? de importancia
basica en el desarrol.o de3aherram1entaqké Mewman-Penrose C(NFD.
Tambign sSe prasenta la clasitficacian del campo gravitacional en

terpines  Jde las cantlidades Cprovecclones del tensor

i
A
s
i
.
=

as condiciones de

[

de Weyl =wobre la teétrada nulad v se2 analizan

integrablilidad para las ecuaciones de  Newman-Fenrose v lasg
identidades de Bianchi (IB). EiI analisis de las condiziones do

irtegrabilidad de las IB generce el articulo de investigacion

[X]

“Eeuaciones e Brans-Edgar® publicado en la Revista Mexicana de

Ficica en el nimera | ce 1990,

K

El segunde capitulo "Espintensor de Lanczoz' esté constituido
por 3 secciones @ fe introduce el concepts de espintensor de

Lanczos cano generadoer del tensor de Wevl, se analiza su rosible

relevancia fisica v se deducen las scuacicones de Weyl-Lanczos gue

permiten obtener (por integraciond las componentes del sspintensor
sobre la teétrada nula. En la udltimz seccidn se obtiene =1

superpotencial de Lanczos para diversas metricas., Se presents un
resultade importante la ohbhtencidn de las compgnentess del

I




espintensor sobre la fLétrada en el casoe gensral para los tipos
Petrov I1II, N vy O. El material expuesto en este capitulo es de
revisién perc es indispensable para el trabaio desarrcllade en el
siguiente capitulo.

En el tercer capitule se obtiene el espintensor de Lanczos
para : la métrica de Kerr, las 11 clases de métricas de Kinnersley
v las métricas de Robinson-Trautman. Al final se analizan algunos

invariantes d

il

Lanczeos, Todos los resultados de este capitulo son
originales, lo gue permitid la publicacidn de 2 articulos y otrce
mis gue fue enviade ¥y estid en arbitraje.

Por dltime, en el apéndice se analiza =l potencial de Lanczos

para el espaclio-tiempe Minkowskiano Carticula enviadol.

[

Un analisis de los trabajos «gue s encuentran en 1la
literatura relacicnados con =1 tema, nos permite conclulr gue es3
muy importante disponer de espintensores explicitos para muchas
métricas. para poder azignarles significado fisico =
interpretarlos.

Los tnicos espintansores explicitos obtenidos mediante la
téecnica de NF los ha publicadoe el grupo de relatividad de la UAM
Azcapotzalco dirigide por el Dr. Joseé Luis Lépez Beonilla. El Dr.
Gerardo Torres del Castillo (431 ha obtenido algunos espintensores

utilizande la técnica espinorial.

IT




CAPITULO I TECNICA DE NEWMAN PENROSE EN R4.
INTRODUCCION
El formalismo de tétradas nulas de Newman y Penrose (NPD se

didéd a conocer en 1862 [1] y es muy Gtil en la Relatividad General

para el estudico de temas como: soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein, clasificaciodn Petrov del campo
gravitacional, espintensor de Lanczos, inmersidn del

espacio-tiempo, estudioco de congruencias nulas, praoblema de la
energia del campo gravitaciconal, etc.

Las tétradas nulas constituyen un concepto basico (en este
formalismoe) gque permite el estgdio local (aspectos algebraicosd
del campo gravitacional, asi como el manejo de problemas no
locales Caspectos diferenciales) que se generan al trasladarnos
de punto a punto en R¢.

El formalismo de NP se presenta detalladamente en la tesis de
maestria de Torres 01988 (21, Ovando C(1885) [4)] y la tesis
deoctoral de Fernandez (18863 [3].

En la primera parte de este capitulo presentamos los
conceptos de tétrada real, tétrada nula, tétrada dual y mostrames
como cambian los elementos de la tétrada nula bajo una
transformacién de Lorentz. Despudés se presenta el desarrollo de
un vector, un tensor simétrico de segunde orden, un tensor
antisimétrico de segundo orden y un tensor de cuarto orden sobre
una base constituida por la tétrada nula. Este anadlisis permite
mostrar de manera concisa la "Clasificacidn Petrov'" del campo
gravitacional y el tema de direcciones principales nulas en
relacidén con el concepto de tétrada candnica.

En la segunda seccidn de este capitulo dedicada a los




aspectos diferenciales de 1la tétrada nula se introducen los

coeficientes de rotacidén v de espin, se deducen las ecuaciones de
Newman—-Penrose, las identidades de Bianchi y se analizan las
condiciones de integrabilidad de las I[B, constituidas por las
ecuacioﬁes de Brans-Edgar (BE).(En septiembre de 1981 se recibioc
una carta del profesor S. Brian Edgar y se nos informa que estas

ecuaciones fueron publicadas mucho antes por P.Bell y P. Szekeres

L7711

Con esta herramienta de NP se realiza en los capitulos 2 y 3

el estudio del espintensor de Lanczos.




1. TETRADAS NULAS - ASPECTOS ALGEBRAICOS

Ern cada evento del sspacio de Minkowski se coloca una tétrada
real ortonormal que permite construir cuatro vectores nulos: dos
reales v dos complejos -~la Létrada nula de NP. La tétrads nula de
MP constituye una base para objetos geométricos de interes en

Relatividad General C(RGD, =n =l evento dado . Decimos que 'se
proyecta' el cobjeto sobre la tétrada, lo gue permite obtener un
sonjunto especifico de cantidades escalares Cindependientes del

sistema de coordenhadas pero dependientes de la tétradad Utiles en

1a caracterizacidn local (algebraica? del cbjsto gqus nos interesa.

IS

Sea e , a = 1.....4 la tétrada real ortonormal construida
Loy
. r T T
con tres vectores espaciales: e1>, 92 , ea) v uno temporal
4 (2 L N

iy : : o
= en un evento dade del espacio-tiempe. Se trata de wvecltores
¥

uritarics, reales gque forman una base ortonormal Cen la notacidén

=) , r — es un indice tensorial ¥ (@ -~ muestra la ublicacidn
dentro de la tétradad.

n = &
ey 4<% {oir

77 =[n“ “] = Diag ¢{,1.,1,-1> 12
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Los elementos de la matriz [W't@] satisfacen las relaciones
(i)

xr P T - r
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La signetura e (+ &) v se usa la convencidn de Einstein de suma
para indices respetidos.
La t&trada colocaca en determinado =vento se pusde rotar

libremente, lo gue permite elegir un conjunto de cuatro vectores




que genere la mayor simplificacidén en el praoblema de nuestro

intereés.

En 1985 Ovando ([4). obtuve la tétrada nula compleja de NP 41,

- I r r .
Ctm’, m ., 17, n') caracterizada por
r r r r - T
m m =1 1 =n n =0 , m m = -1 n =1
r r r r r
= r r = r r r r —
1 = 1 » N =n ., 1l m =n m = O 3D
r

Los elementos de la tétrada se mulliplican consigo mismos vy
dan cero, por esto la tétrada se llama nula vy los vectores son

nulos. Los elementos de la tétrada se conjugan ¥y siguen dando

—_— -
cero: m m = 0,
byl

El wcrden de los elementos de la tétrada ez importante. ObLbros
. . . r r r —— r
autores utilizan por ejemplo la tétrada Cn, 1, m, m 2.
. r - - < .
consideran 1 n = + 1, la signatura es (x 2 vy los indices bLoman
r v
valores de cero a tres. Decimos gque una tétrada es tipo NP si
cumple las relaciones (32, Usaremos la signatura (422 v leos

indices toman los valores 1,8,3,4.

Las Létradas real ¥y nula compleja C(caracterizadas por (12 vy

(3 Jcse relacionan a traveés de 1 = - 1 2
m' = 1 e T _ r oom T o= 1 oy r
= 178 2 : 2 @ 25
Q* Q
T r r r r r
17 o= - - ; n = = C
Y 2 7y -3 * ¥ 2 (4 3@ 4>

donde Q - es funcidn arbitraria de las coordenadas ; en la mavoria

de las aplicaciones se utiliza Q@ =1 ¢ Q=9 &

La matriz (13 permite definir la tétrada dual & con los

ddr @r < Iz
vectores: e ,y & 2 e™®r

* ’ .




{air aXb) r

r (b r
= e ;e = e s
e n b ) T"«cxb)
Por ejemplo
e(1) ro_ (ii(b)e ro_ . (1)(1}8 LI r
=" ) ' ) w
r _ dr
e - » - [}
r 3r
(4)r (4XDb) r (4343 r r
e =5 e = e = - e
b 4>

Si la teétrada real se representa como en la figura £1> , 1la

tétrada dwual seria la que se muestra en la figura (2.

(z)R
2

A )
c rs) ‘ >
>
eam zlz)ﬂ
" R
e{,} Z c3) ) e(“}h

Fig. 1 Tétrada real. Fig. 2 Tétrada dual.

N -1
Con las matrices n vy n

A ~

podemos subir y bajar los indices

con paréntesis y ademas se obtienen las propiedades:

{ar = & {a) e(a.)re - r
wr | e * b b

La tétrada de NP se ordena en la siguiente forma:

[z@’) =Cm, m'.1,n"2> , a=1,....4 cBd

r r
o sea: Z
7%

il

g
t’

i
"

= m

y @ * z(a) =1 . Z“) =n Y (3)




se exXpresa como:

r = =
3 - [ Zia zw)r] - [ mew]

La matriz 2 *

~r

asociada a (6)

Por ejemplo

obteniéndose:

Se observa que Z v 2

o~ ~

o) 1 )
1 o o
7D
o o -1
o -1 o
- r - —
"m o= & Z =m m =0,
r (2 (2r r
’ etLc
- (arb) . . .
= Z = EZ ] permite introducir una base
o d
(a2 r (axb) r
2 = 2 2
Y
{1} r (22(2) b4 - r
r4 = 2 = m
2)
(2) r (2)(1) r g
Z = 2Z = m
[& &)
3 r <AN4) r r
2 = 4 = -n » etc.
4)
{a) r - r r r
EZ ] =Cm ,m, - n, = 1D cad

se comportan como una “métrica” para

bajar y subir los indices entre paréntesis de la tétrada nula.

La rotacidén de la tétrada nula conduce a la transformacidédn de

Lorentz v en lo gque sigue mostramos cémo esta transformacidn

afecta las cantidades de NP.

Sea una tétrada real anclada en un evento. Al rotarla se

genera otra tétrada

real

~{a)

ortonormal e (se obtiene de la

r




primera mediante una transformacién de Lorentz L = [ l..‘b)(m] que
N

{c) r> axby {eXr)
satisface : L© L n =n°r J:
(ol <b)

; ({=}] =L [{-}] e (4] <o

La matriz L mias general la obtuvieron Creenberg-Knauer en 1974
~

(2] y queda en funcidén de seis parametros reales. La tétrada nula

asociada a la nueva tétrada real es [21]:

mT=Cce®n +afmn’ +aQl’+ A QN
~r B — r - r - r -4 r
m =C o Cafm + m +aQl +2Q™n >3
N AN ~
Tr____ce—Ac I?Q-imr*-ﬁQ_i ﬁr+lr+BﬁQ-znrD
~r s N N
nf=ce®® cagm+aq@m +aaq®1’ +nMD c10d
donde C = | 1 -—ap l—‘ ; A, B —— funciocnes reales arbitrarias.

a , 3 — funciocnes complejas arbitrarias con a 3 # 1.

~ ~ ~ ~

Esto determina tres clases de rotaciones

Clase I : a = 0O Rotacién nula que no altera la direccién de n .
mT = e®cm + 3 QD
§r= S L
IT= e*cpe'm+AQ*'mn"+1"+pAEQn™
n"= e®n” C11ad




Clase II : 3 = 0 Rotacidén nula sin alterar la direccidédn de 17,

m o= e® m +a Q1" D

mT=e®cmT+aqQl’od

T " =e 417

nf=e®® ca@Qm +aQm’ +aa@®1” +n" C1ibd
Clase III a= =0

~ r -1 B r :r i ~r

m = e m » M = e m »

T "=e®* 17, nf=e*n" Ci1ed

Realmente no ocurre wuna rotacidn de los vectores ya que sus
direccicnes no cambian .La clase 11l es caso particular de las
clases I o II.

Si en (11¢c) se pone B = O se obtiene una transformaciédn de

Lorentz especial (boostd en el planco 1" - n" ; 8i se elige A =0 y

B # O se obtiene una rotacidédn espacial en el plano m - m
Posteriormente, veremos cémo estas clases de rotacién, afectan las
cantidades de Newman-Penrcse.

A continuacidén vamos a mostrar cémo la tétrada (8D constituye
una base para distintos objetos: un vector, un tensor simétrico de
segundo orden, un tensor antisimétrico de segundo orden y un
tensor de cuarto orden ( estos casos son de interés en nuestro
trabajo poéterior).

Sea Ar un vector arbitrario; la tétrada es una base para éste vya

que:




AN =A m+A m"~-A 1" -A DN
@) ) ) E)
donde A(c’ = A .’Zmr sor. las componentes o proyecciones de Ar
sobre la tétrada de NP y se representan con : 61 . 31 . 63 ' 94 »
C 8‘ es complejo , pero 83 Y e4 son reales).
Explicitamente:
A =A m =286 . =A m =8
1) r 1 @ r 1
= A1 =8 . =A'n =6
(- H r 3 {4) r 4
Y Ar se escribe finalmente:
A =6 m +8 m -8 n -6 1 c1ad
r 1 r 1 r 3 r 4 r

Otro ejemplo es el de un tensor real simétrico Qab que puede

desarrollarse en términos de 10 tensores simétricos WabCya que de

las 16 componentes de Qab . solo 10 son independientes):
10
- r
Qa.b - Z P v ab
r=1 r

con pr. proyecciones del tensor Qﬁb cobre la tétrada de NP.

v = Z {sin suma sobre r> conr =1,2,3,4.
. ab (rya Nk
= m 4+ m = +

Yoo My My T My M, Woe =g 1y ¥y 1,
%5 &
W = -~ . = W

ab My Py T My D Yoo = ¥ o
7 8 ?
v = + N = W

ab ma l!:: mb lc:. v ab v ab
e 10 o

Por la propiedad Qc:.b Qa_b se obtiene:

1 2 ? a8 o

_ = - — 40
P =P v P = p v P = p

con p' . r 3.4.5.86

cantidades reales. Q b se escribe ahora como
Ql




ab N ab 2 ab L a . ab - 8
— 40 10
P v ab F w ab
o 10

Se contrae esta expresidn con la tétrada nula y se obtienen las

proyecciones del tensor Qﬂ>sobre la tétrada, con la notacidn

qun = th:%qf'zﬂf
Por ejemplo pz = Qmw = Qub zu)a zmb = Qab m® mb f
Del mismo modo se obtienen

p3 = Qu.)u) > p‘ = Q(S)(a) * p5 = Qm(:) P ° = Q(S)u)

pﬂ =7 Rom p“) =" Qmu) 14>

’ .
Si se propone como tensor simétrico a = este se extiende sobre

bl

la tétrada nula como:

= m o+ - -
=3 m,om m_m n, lb n, la 185>

ya gue ;:ar = 0, excepto p:5 = - p‘s = 1.
En términos de la tétrada real

{al
g = e e = e (= + e e + e e
rc r (adc (14)r (123cC (2r (2>)c¢ {3)r (3)c

e e
(4)r (4
Concluimos gue conociendo al tensor métrico se puede obtener

la tétrada en un evento , ya que:

i r r —r
X — g, — e ————s m, m , 1, nd
a

y también dada la tétrada de NP en un evento se puede determinar

el tensor métrico en dicho evento mediante la relacidédn C15D.

Ly

Si se considera Q = E s Q=Q = 0 donde
ab ab r
E‘Gb = E‘ab - ——i—— 9., ©S el tensor que aparece en la forma dada al

tensor de Riemann por Debever-Géhéniau en 1956

10




= 1 - -
Ri.mn\j - Ci.mnj M 2 [Ei.j gmn M Emn gi.‘j E'Lh gmj Emj gin] *

+ B -
12 glj I Iin gmj

R. = RS

es el tensor de Riceci y R = R? 1la curvatura escalar;
ab abe a

la expansién de Ea.b sobre la tétrada [3] es:

Eab = 2[¢02mamb M ¢02mamb M ¢(.')l:)lu.lb * ¢22nanb *
+ P, lmm, romm T 1., *nt v Pos™aly * mlyo -
- ¢1szanb+ mbnaD - ¢>O‘Cmalb + lame - ¢>12Cmmnb + m‘nu)] (16>

Las cantidades ¢ab son las proyecciones de Eo.b sobre la tétrada

nula y son egquivalentes a 9 cantidades reales (el numero de

componentes independientes de Eab) . Tres de ellas : ¢oo . ¢“. 4522
son cantidades reales y ¢>°1. ¢oz . ¢1z son cantidades complejas que

se obtienen como resultado de las siguientes contracciones Cen

base a las relaciones C13) y (1433:

p:o2 = Eq.b mm® = Rab n°m® = 2 ¢oz

p3 = Eab non® = Rab n°n® = 2 ¢oo

p* = E_ 191°% = R, 1% =2 ¢
p5=p6=Eabmaﬁb=Eabl°nb =2 ¢,

pa =-E. m""'lb = - qu mclb = -2 ¢12

p1°= - Eab n°n® = - qu manb. = - 2 ¢o1 c172

11




Las ecuaciones de campo de RG se expresan

E - = -8 T C18d
ab

'SE]

T b T tensor de materia oy radiacidn.
a

Las ¢ 5 tienen las siguientes expresiones;
al

- _ a _b - - . a b
4500 = 4 Tab n n , ¢°1 4 ra.b n m ,
- a b - - a, b R
¢02 = 4n Tab m m ¢“ 4an Tabn 1 5
= - a - - a, b
¢1z = 4an Tabl m_ ¢22 4 Tabl 1 €19

Por ejemplo, si Tab esta asociado a un fluido perfecto (métrica de
Godel, cap. IID entonces se puede elegir una tétrada nula tal que

= = = ! con imos ue nerar
¢01 ¢oz ¢1z o clu q 'I'Qb puede genera

simplificaciones en las cantidades ¢ b
Qal

Por definicién un espacio es de Einstein si los tensores

métricos y de Ricci son proporciocnales entre si:

g . E., =0 ,¢ . =0 C20>

|4 = o
ab ab ab

ab

Nt

Si ademas R = 0O entonces Rab = 0 y asi{ el cuadriespacio IR‘ es

vacio.

Bajo una transformacidén de Lorentz la cantidades ¢ab se

alteran [2]1 de acuerdo a:

Clase I , o =20
A
o - 2A ~ _ A - iB -1
¢oo =€ ¢oo * ¢01~ € C¢01 ES ¢oo)
b =e P cep  +am e . +AQ % O
az o2 01 oo

12




b2 = c¢1z+fQ ¢¢>z+2"?Q ¢u+2(3,:3Q¢o‘
i;zQ—z $o: M f §2Q—3¢oo 2

3, =ehp +2p e, +2F A, + BB, +
2 -~ -2, ~2— 2— -3 -B—
fQ¢°2+£3Q¢02+2£3£3Q¢°1+2£3?2Q¢°1+
AR Qe >

Clase II, R =0

~ _ 2A - - 2 2 — —

¢oo—eC¢°°+23Q¢°1+83Q¢°1+3Q¢oz+g
raaEd e, » LT, 2T F, 20T

~  _ _A-iB - 2 .2 —

Pos = © c¢ox+fao¢u+iq¢oz+fq¢az+

+ 2a & qu>‘z + ofa ¢, O

3'502 - -zmc‘ﬁoz teaaQe, OlzQz‘i’zzb'

~ _ - - 2

¢11_¢11+°‘Q¢12+fQ¢12+3fQ¢zz'

~  _  -A-iB ~ _ -2A

2 © o, * g Q e, Pz = b2 °

Clase III a =3 = 0.

~ _ 2a ~ A-iB ~ ~-2iB

Y0 ~ © Poo * Pos = Pos Poz = oz °

~ _ -A-iB ~ _ . "2A

b, = P, P2 = b2 P2 = ° L
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Las expresiones de tensores simétricos de segundo orden (ver
la relacién (18)) son utiles en el estudic del espintensor de

Lanczos Ccapitulo II2, en el anAlisis del proceso de inmersidn de

IR‘ en IE5 é (Ed y para una posible clasificacién
CChurchill -Plebafiski2 de Eab

Rabc 4 ©S el tensor de curvatura del espacio-tiempo definido
por

i - _ i i e _ ot c
R Jkm =T jm, k r ik, m + T ck r im r cm r ik
L _ % ir _ =
con r jm T2 9 chj,m M grm,j gjm,r J rm.)

simbolos de Christoffel de segunda especie, donde (,rd) es 1la
derivada parcial respecto a x .

La tétrada nula, constituye una base también para tensores
reales antisimétricos de segundo orden. Para obtener las
componentes del tensor F‘mb con respecto a la tétrada se expresa el

tensor como una combinacién lineal de seis tensores antisimétricos

-]
— r - R
Fab = 2 P¥ o * Fap = Foa caid
r=4 r
con pr — proyecciocnes del tensor scobre la tétrada y los tensores

antisimétricos W ab tienen las siguientes expresiones:
r
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ab ab b Mae Woar™ Van
1 2
W “Ugp = 71, * 1y, ¥ oae™ Yab
a 4
= = m - m - +
: ab Mab mamb mbma nalb nbla
w ab - Mﬂb 22>
S
Los tensores V » U vy M son antisimétricos, autoduales:
ab ab ab
» , * s * —
Voo = "1 Vap v Uy T UL, 0 My, I My
y satisfacen relaciones como:
ab ab _ ab b o b
Vab M =0 , qu U o, Uqb u o, Uab 1 o, ab 1 (o]
Vob 17 = Mab m m o Vab m Mub n n_
v U* =2, M M =-4,M“°M =g
ac aQc a or ar
v M=-v , u M =U , VU =nl -m m
ac r ar ac r ar a cr a r a r
vey =uSu =MP®H_ =u®V_=u°®T, =V =0
a er a cr ab ab ab ab
v** ¥ =Uu*®H_ =0,V VS =nn , V_n’=o0
ab ab cr a r a ab
b _ b _ b = — b= _ =
Uab m = Mab 1 la ’ Uab n Mab m m €232
considerando (22) y (3D.
De la relacién F . = F _ resulta que:
ab at
1 _ = 2 3 _ — 4 5 _ — &
p =P + P =P » P =P
Para determinar las cantidades pr y, r = 1,3,5 se contrae la

expresién (21D con elementos de la tétrada y se obtiene

15




1 3

P = Faxm =7, ? P = F“xn =7,
3.1 =
P = 3 EF(2><1> * F(4)(3: ] =7, 242
con : F = F Z ¢z ® Y ¥ a = 01,2 cantidades
(prig? ab (2 Q) a

complejas que equivalen a las €& componentes reales independientes

de Fab . El desarrollo de FQb con respecto a la tétrada queda:

I>'~“_‘.b = yOUab + r M + yzvab + »y U + ¥y M + ¥y V 252

La relacién (290 se puede aplicar al tensor de Faraday del
campe electromagnético y al tensor antisimétrico que aparece en
las ecuaciocnes de Ricci al sumergir R4 en Ed .

El tensor dual de Fab ce define como:

* . 1 cd . _*
Fo.b T2 nabcd F Fba 28>

con los tensores de Levi-Civita:

- - _/—-5 . nabcd - __43 Eqbcd ca7d

pt's
¢
I
N
T]
"0

1 =i Cabed) es permutacidn par de (12342
€ bed = sade = {} 1 i Cabed) es permutacidn impar de (12340
o

en los demés casos

Los tensores W ab de (22> son autoduales,
r

»* _ - r L= . .
w s = C-12> i ¥ b * T 1,..., 6 lo cual implica
r r
» _ —— — e
Fa.b - .'lC—;VOUab - YiMab - szab * youab + yiM M szab) cesd

ab

Los invariantes algebraicos independientes correspondientes

al tensor F son:
ab

le6




F = F F® =412 -7% 55y -rr> 29>

La proyeccién de un tensor de tercer orden sobre la tétrada nula
se va a analizar en el capitule II ya que el espintensor de

Lanczos K i es un tensor de este orden.
T

Mostraremos en lo que sigue, las componentes del tensor de

Weyl Cijkr con respecto a la tétrada y vamos a determinar los

cuatro invariantes algebraicos correspondientes a este tensor.

, es un tensor de cuarto orden que

El tensor de Weyl Cabcd

para cuatro dimensiones se define como:

- 1 - -
ajkm B Rajkm * z l?ak g}m * Ejm gak Rjk gam Ram gjk] *
+ 2 - €30)
P gum g&k gok gjm

v posee las siguientes simetrias

= - C = - C C31.2ad

ajkm jakm a jmk

y la propiedad ciclica:

ajkm * Cakmj * Camjk =0 (31.bd
lo cual implica
= C C31.c2

ajkm kma }
Cualesquiera de las contracciones del tensor de Weyl se anulan

idénticamente

c®. = 0 3.4

En 1956, Debever -Géhéniau proponen descomponer al tensor de

Riemann en tensores algebraicamente irreducibles y relacionan a

17




cada uno de ellos c<con propiedades especificas del campo
gravitacional. de este modo el tensor de Ricci se relaciona con
las fuentes y el tensor conformal de Weyl contiene las propiedades
intrinsecas del campo gravitacional o sea se asocia con el c¢campo
gravitacicnal puro C[4]1 y [61D.

El dual simple del tensof de Wevl es:

*, = 1 c®* 32

ajkm 2 "ajor km
que también satisface las propiedades (31).
Mencionamos que cualquier tensor que cumple con todas las
propiedades (313 tiene un espintensor de Lanczos [7].

. *
wabcd B Cabcd 1 Cleea 33

es un tensor complejo que tiene las siguientes propiedades

Cconsiderando C33) y (3422:

aber bacr abre crab a c¢cr

* = w = - i W 34>

aber aber aber
Trabajando del mismo modo que en los casos anteriores, se proyecta

Wah” sobre la tétrada nula de NP obteniéndose:

aber 2 [onquC r +w1C Uach r +U<: rMab) * 'ch quMc r +

ab cr * vcruab) +w3cvuchr M Vt: rMabD M w4vabvc r]

350

Las cantidades ¥, » T = 0,1,2.,3.,4 son las proyecciones del tensor
de Weyl sobre la tétrada. Se contrae el tensor de Weyl (350 con un

elemento de la tétrada, el resultado se contrae con otro elemento

18




y después de 4 contracciones sucesivas resultan expresiones del

tipo: Vo= (.‘:ab ir nmmbn"mr por ejempla, _consi der andose las
propiedades (3) de la tétrada nula y las relaciones (23).

Las cantidades ¥, » T < 0.,1,2,3,4 son cantidades complejas

vy contienen la misma informacién que las 10 componentes reales

independientes del tensor de Weyl. Fueron introducidas en 1961 por

R.. Sachs, [181 y su aplicacién se debe a Newman-Penrose.

WO = % w<:x.l:cr = Vcr = abjr nom nj mx

wl. =7 _1—;— aber = M7 = abjr *a2° nj mr

wz = ‘3” wabcr = Vcr _3—1-2 aber =® Mcr:: " abjr 1% m " nj mr

Wa = 1; aber ° M = abjr 1% n 1wt

p, = W UT U = Cop 10 W ®uim T €36

le cual coincide con la convencién de [51.
Las cantidades ¥ no se alteran bajo una transformacién de

coordenadas pero si cambian al rotar la tétrada nula:

Clase I a = O

Mo A - il ~ (A - iR -1
¥, = & ¥y ' W = e Cw, + (Q7y,2
~ -1 2 -2

wz = W2 M 26 Q wi + 'f? Q wo

;l R LBCWB . 3[?Q_1W2 + 3132Q-2W + @aQ_aWOD
- _2-A + W
e

CW4 . 4@(2— 1’}’3 . GQZQ—ZWZ . 4@3(2-3%‘ + Q‘quo)

C37.ad
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Clase II 7 =20

;;’o = oA - iB) CWO + 4a Q ¥, + B Q‘ZQZV’Z + 499Q3’#3 + 9‘4Q‘W43
..1 = A - i.ch‘ + 39@#2 + 3 ngzwa + 9‘E;Qaw“ 3
ixz =y, t2aQuy, + ngQO
;’3 - e-A + incwg + g<2w43
") €37. )
Clase III a =8 =0 )
’l;‘ = eZ(A - in)w , ~ = e(A - i.B)w , ~ =y
o o] 1 1 F4 2
;}a = oAt iB v, , ;‘ = Q2A ¢+ i) v, C37. D

En la deduccién de las relaciones (37D se utilizaron las

relaciones (36>, (lla,b,cd y las identidades (38):

a — b e r — a b c — r a b ¢ — r
n m n m = m n 1 m = m 1 m =0
abcr aber aber
m*m A = - n*m°1°m =
aber W1 ' aber wa
a b < r a — b ¢ — r —
1l n 1" n = m m = +
aber aber wz wz
" - b — — b
C m*n m = n* m 1 n"
aber abcr
n® 1" Mt =y - €38
aber wz wz - i

Debido a la equivalencia entre las cantidades LA 4 las 10
componentes reales independientes del tensor de Weyl, las

cantidades ¢db y las 9 componentes reales independientes del
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tensor Eab Crelacionado con el tensor de Ricecid) y considerando la
curvatura escalar B podemos decir que el tensor de Riemann (20
componentes reales independientes) esta descrito completamente por

las cantidades ¥, ¢y R.

ab

El tensor conformal de Weyl tiene 4 invariantes algebraicos

independientes:
_ ~abecr b _ * _abcr
Cz =cC Cabcr ' C2 c aber
c =Pt ¢ cPa . *c = *cober ¢ cPd €39
3 crpq ab 3 crpq ab

que en funcién de las cantidades de NP se expresan Cal contraer

wade C37) consigo mismol como las siguientes identidades [8]:
. — 2 — - i = -
C2+ i Cz = 15(3w2 + V¥, 4wiwa 2. i Y -1
C+i'Cc. = 9BC- y© + 2 + - p ¥ - YD C40d
a 3 Y2 ¥ ¥2¥, ¥o¥2¥s ¥o¥s ¥i¥e

Los invariantes (39> son Gtiles en el estudio de la inmersidn

de R‘ en E5 & Ea y en la clasificacién de Petrov.
CLASIFICACION PETROVY DE CAMPOS GRAVITACIONALES

El primer intento de reaiizar una clasificaciédn de campos
gravitacionales la hizo H.S.Ruse en 1948 utilizando geometria
proyectiva. Después , en 1954 A.Z. Petrov publica su "Método
matricial" para lograr esta clasificacidén . En 1957, F.A.E Pirani
muestra la relacién de la clasificacidn Petrov con el tema de
radiacién gravitacional. Actualmente la clasificaciédn Petrov CCPO
es importante en campos de investigacidn como: radiacidn

gravitacional, comportamiento asintédtico del tensor de Weyl,
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inmersién de R4 en En con n > 4, congruencias nulas, soluciones
exactas, espintensor de i_anczos, etc.

Un estudico detallado de la CP se encuentra en la tésis de
maestria de Ovando (198853, en la cual se presentan diversos
métodos para hacer la CP y la relacidn que existe entre ellas.

La CP consiste en un estudico algebraico (local) del tensor
conformal de Weyl definido en 4 dimensiones y tiene como objetivo
obtener la informacidn contenida en las 10 componentes
independiéntes de este tensor.

Al tensor complejo der se le asocia una matriz compleja,
simétrica con traza cero: P —— la matriz de Petrov que

~3Ix3

contiene toda la informacidn del tensor conformal.

PA =& M 4+ T ca1d
B km km
en la cual : ap — 1,2,3 ; aj — 23,31,12 Y
g 2Pl o P e T e | ca2>
km rb [ g  do m)

representa la proyeccidén del tensor de Weyl socbre la tétrada real

r (r_ taxb r
ortonormal e . y su dual e = 7 €

£
it

La CP consiste en el analisis del problema de eigenvalores de

la relacién:

[— 1
B B

A,F = x F* con F? = poi 4 ; *po

P

B
es un vector comple: o con tres componentes y al cual se le

F
puede asociar un tensor FY antisimétrico [4].

Las formas candnicas de la matriz de Petrov conducen a 6 tipos
distintos de R‘ que se clasifican en base al numero de vectores

propios linealmente independientes y al numero de valores propios

distintos conforme a la siguiente tabla
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. Numero de
Ndmero de vec-— v.p. dis-
TIPOitores 1.1. Lintos METRICAS
Algebraicamente
I 3 3 Petrov —s General
Schwarzschild Tipo I degene-—
D 3 = Kerr rado
II 2 2 Kerr-Schild
Ondas gravitac
N 2 1 ) — Tipo II degene-
ionales planas rade © tipo nulo
III : 1 i Petrov
Conformal mente
o] 3 1 De Sitter —_— plano

TABLA I. Tipos Pestrov de R4.

Las métricas de la tabla, ejemplifican los tipos Petrov. Se
observan tres tipos Petrov que se diferencian por el numero de sus
vectores propios linealmente independientes (l1.i.>, el cual no
puede ser menor que el numero de valores propios (v.p.) distintos.
El tipo O se puede considerar come la degeneracidén del tipo D en
el cual los valores propios ceoinciden., El tipo I se denomina
algebraicamente general y cualquier otro, algebraicamente especial.
Para cualquier tipo Petrov la suma de los valores proplos es cero
y por lo tanteo, " Un R4 tipo O es conformalmente plang, CUkm=O "

Como P tiene traza cero , la suma de sus tres valores propios es
nula y por lo tanto para los tipos II y D los valores propios son
diferentes de cero y para N, III, y O los tres valores propios
coinciden entre si y se anulan. Un vector propio de P equivale a un
eigentensor del tensor de Weyl.

La tabla anterior es equivalente al diagrama de R, Penrose (2],

que se realizd con espinores.
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DIAGRAMA DE PENROSE

o 3 valores propios
distintos
_ 2]
II B ——— D ..... 2 valores propios
distintos
III — N —_—— o ..... 1 valor propio

distinto

1 vector 2 vectores 3 vectores

proplo propios propios

lineal mente linealmente linealmente

independiente independientes independientes

El tipc Petrov puede cambiar evento por evento, dependiendo
de la estructura geométrica del espacio-tiempo. El estudio de esta
evolucién constituye un problema no-local y las identidades de
Bianchi permiten estudiar esta eveolucidn.

En lo que sigue, se menciona la relacién de la CP con problemas
fisicos:

— " En P de R4 vacio existe radiaciédn gravitacional solo =i el
tensor de Weyl es tipo I, III & N ™ [10].

— " Todas las ondas gravitacionales planas en un evento son de
tipo N en dicho punte ™ [111.

—— Teorema de Kundt-Thompson (19620 y Robinson-Schild (19632 [12].
— Todo R4 con simetria esférica es tipo D.

—- Ningun R‘ vacio tipo III es sumergible en Ea .

-— Cualquier espacio~tiempo tipo O acepta inmersiédn en Ed -
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— Kinnersley obtuvo todos los R‘ vacios tipo D.

-— Inmersién de R4 en En.

— Busqueda Yy analisis de las soluciones exactas de Einstein

Cencontrar todas las soluciones de algun tipo Petrov especificod.

{4 para 1la

De los métodos existentes en la literatura
realizacién de la CP vamnss a presentar en forma concisa el método

tensorial de Peres, el método tensorial de tétradas nulas,

especificando ademas que el método matricial de Petrov permite

obtener la tétrada canénica con el método tensorial bivectorial y
conduce al tema de direcciones principales nulas ilustrado en el

método tensorial vectorial.

El método tensorial de Peres (MIP), se presenta mediante el

siguiente algoritmo:

METODO TENSORIAL DE PERES
ajbr =

NO 2 »_2 C2 2

. NO C3 - Ca = T CcT - 3 €22
¢C ="¢€C =0 p——-—d »
a [~} ax2,3 »* C2 2
C € = .—~(Cac. - ¢ D
E ] 24 2
SI ST s1 NO
km
ajkm b + akcajbr
*C
*

km - - C . + ..

ajkm or = 6] ; abjr 12 ‘ajbr
ZC
12 g ngt garg b)
= 0
NO ST NO SI
0 IIT N I1
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donde A=A+ iA se determina con las rel aciones
R 1

>
{

2 1 . * s _ _ 1  »
= —4§—CCZ + 1 CZD » A = —g—s—CCa + 1 Ca)

El diagrama de flujo presentado se encuentra en 1la tesis
doctoral de J. L. Fernandez(1986){3] y los calculos detallados
se localizan en la tesis de Ovando [4].

Este proceso tensorial se logra de la siguiente manera:
para los tipos Petrov de la tabla 1 pcodemos indicar su forma
candnica de Jordan y obtener el polinomio minimo que satisface

P, considerando (41D se deduce la relacién tensorial
correspondiente para C”_km .

Se observa que en este método los ciadlculos se realizan en
coordenadas arbitrarias y no interviene ninguna tétrada. E1
métode tensorial es importante porque puede transformarse con
el formalismo de tétradas nulas generando el método tensorial
de tétradas nulas

Si en el MIP se.sustituye la expre=sidn (352 se obtiene un
nuevo algoritmo , deducide por Ovando (1985 , ( alternativo
al proceso propuesto por D’Inverno - Russel - Clark (19712> [1310

que se muestira a continuacidén
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METODO TENSCRIAL - TETRADAS NULAS

v, = O, r =0, 4 ST
NO
G =0, r =0,..,5
T
NO
NO 12 =27 12 | 11 =3=0 <
ST
G +Aywy =0, r =0,1,3,4
r r SI
G +2G6G +3xy =0
2 5 2
NO sI
I 11 D I11 N o
donde
a3 = —-z'\ S o= -
“o 2C ¥, ¥ ¥, - C: Vo ¥a T ¥, ¥,
Gz =¥, T Yo Yo © = ¥, ¥, Ga T W, Ve T ¥ ¥
64 = 2C v, ¥, T ¥ b G5 = ac ¥, ¥, TV, J
- _ = - _1
I = Gz G5 , J L G1 + i—( v, G+ ¥, Go b
2 _ I 3 _
P = . 2T o= -]

Este algoritmo es vialido para una tétrada de NP arbitraria y
su notacidn es MITIN.

El método tensorial bivectorial, MIB , es la continuacidén del
método matricial y permite calcular explicitamente para cada

métrica., las tétradas candnicas real y nula asi como los vectores
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Debever -Penrose. El método matricial conduce a una descomposicidn
canénica del tensor de Weyl que se logra en funciédn de bivectores
antisimétricos.

El método tensorial bivectorial permite que el desarrollo del

tensor de Weyl dado por [35]1 se reduzca conforme a la tabla

siguiente
TIPO YO i! 'ﬁz ?’_3 f4
I LA G o |- 2 o |-X2<ex -2
2 2  § 2 3 2 2 b §
D o 0 x, 0 o)
II 0 0 X, o) 1
N 0 0 o) o) 1
i
III o o) o |- o

TABLA II. Componentes de NP del tensor de Weyl en la

tétrada candnica.
Ar - valores propios complejos de P , la matriz de Petrov.

Las cantidades de NP se calculan contrayendo al tensor
conformal con la base ¢ U, V, M 3. Las wrde la tabla se subrayan
ya que la tétrada con la cual se calculan &8s necesariamente una
tétrada candnica. Explicitamente, se procede de la siguiente

nmanera

de la tétrada nula [4]1 se despeja la tétrada real e Y Se
sustituye en (42) y (41D considerando las expresiones para las v

lo que permite obtener la matriz
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1 t
< 2 Y2 Yo 7 “&3 Ec Y Yo 2 Y™ ¥,
P = iy -y D czy +yp + D iCy +yD
2 4 [a] 2 2 [a] 4 1 - ]
¥y T ¥ S PR -2y,
43D
que G. Ludwig [141, deduce con espinores y mediante un

5 ~ espacio complejo Cconsultar J. L. Lépez - G. Ovando [15] D.
Para cada tipo Petrov la matriz P adquiere su correspondiente
forma candénica de Jordan, © sea para cada tipo Petrov existe una
tétrada nula (no necesariamente tnica) que se llamari candnica, en
la cual P tiene una estructura mas simple.
Resumiendo, se observa de la tabla 11 que existe por lo menos
una tétrada en cada punto de R4 tal que respecto a ella se puede

conseguir gque :

a)'ua = 0 para cualquier tipo Petrov.

b2 ¥y =¥, < 0 si el tipo Petrov es algebraicamente especial.

<D ¥, =¥, < ¥, = O si R‘ es de tipo degenerado.

dd ¥y = w1 =W, = O s6lo para los tipos N y TII.

ed ¥, T ¥, # Oenel tipo I ¥y v, depende sélo del valor propio AS
El método tensorial vectorial (¢ MIV 3 permite encontrar

veclores nulos reales, las direcciones de Debever - Penrose [186],

que contribuyen a la caracterizacioéon de los tipos Petrov de R;
Y que son importantes en las investigaciones actuales. Estas
direcciones se calculan explicitamente usando la tétrada candnica
nula de NP y los valores propios de P .

Se llama direccién principal o direccién de Debever -Penrose

CDP) aquella direccién definida por un vector nuloc y real Kfque
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cumple con cualquiera de las ecuaciones siguientes € el simbolo

[ 1 denota antisimetrizaciédn para los indices capturadosd.

Cad W K" =0

brmn
' m = —— m - m =
Chd wbrm[nkcl K o wbrmn Kc K wbrmc Kn K o
Ced K'w K" =0

brm[nxcl

r m _ r = by S

> K K W K K" =0, K"k =0, K =K (44)

entonces: K es
4 - degenerado si satisface (Cad
3 - degenerado si satisface Cb) y no cumple (ad
2 - degenerado si cumple C(c) y no satisface Cad y (bd
no - degenerado & simple si cumple (d) y viola Cad, (bd, Ccd
Cualquier multiplo de una direcciédn principal nula es también
un vector DP [16].
Si se cumple una de las relaciones (C44. a, b, ¢, dd se
cumplen las siguientes.
Ejemplificando:
R. Penrose [9) y R. Debever [16] mostraron que todo espacio

tiempo tiene 4 vectaores con la propiedad (44.4d):

/ / K; — vectores simples de DP
K’ K K"

K
1 2 a 4 simbolo: 1 1 1 11.

: r N .
Si nse elige propcocrcional a uno de estos vectores entonces
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¥,= 0 ya que:

Si n’ cumple

brmn

™

Yo~

= 0 o sea C

1

128415

b b j
By = ¢ n® mn m

aber abjr

n
abjr

=0 ’wo:-.o

Inversamente: si para cierta tétrada ¥y, = O, entonces n" es de DP.

. r . r .
Si 1 es proporcional a alguno de los vectores K se obtiene

F

Si dos vectores colapsan (flecha doble) tenemos:

.

— vector 2 - degenerado
2 de DP

K" K K K y K -— vectores simples de DP
3 <
1 3 4
simbolo [2 1 11
Si n'es proporcional a K’ entonces LS O pero si nes
4

proporcional a K' & K" entonces sélo se puede asegurar que wo= 0;

3

4

4

si 1l'es proporcional a K: resulta Y= ¥ T 0.

Los vectores anteriores satisfacen (44c¢), si ocurre el triple

‘colapso:

r

K

Y considerando

K

r

K - vector 3 - degenerado de DP
1
K° - vector simple de DP
4
simbolo [311]
nf proporcional a K, wo=w1=wz= 0; si n’
1

es proporcional a K* solamente ¥ o, lrproporcional a K‘conduce

4

1

0. El vector K' cumple (C44dd y K" satisface C44d,cd

4

1
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El dltimo caso consiste en el colapso de las 4 direcciones

principales Ccoinciden entre sid:

r

K - vector 4 - degenerado de DP

4
K simbolo [4].

. r . r r . r
Si n es proporcional a K 6 1 es proporcional a K entonces

y = 0, a # 4 o] ¥, = O, b = 0. El vector K’ cuadridegenerado,

a

satisface C44d,c,bd y ademis cumple (44ad.
Cuando en R Ccon C # 0 D existe un vector nulo real con
4 abed
la propiedad (442> entonces dicho vector es Unico, excepto por un
" factor Cver [171).

Cuando n' oy 1" son de Debever - Penrose los resultados

anteriores se reunen en la siguiente tabla [2).

Degener acisn n" 1T

simple ¥, = C | v, = 0]

doble ¥, =¥, < o ¥y, T ¥, < 0

triple Yy =¥, =y, =0 ¥, Ty, =y, =0
cuadruples Yy =¥, T ¥, = w, = O v, T, Ty, Tw, = &)

TABLA III. Valores de y_ para nrvy 1" direcciones principales.

Simbdlicamente, en términos de las direcciones principales

nulas y en base al método tensorial vectorial, la C.P. gqueda:
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Tipo Simbolo Interpretacidén
1 —3 4 direcciones principales
(11111 6 - } simples
D (2 21 & — 4 direcciones principales
G dobles
IT (21 11 & ——-——> 1 vector dob}e degener ado
s— 4 2 vectores simples
N [4 1 & ' 1 vecFor de DP
—_—— cuadridegenerado
—— 1 vector de DP tridegenerado
IIT [3 11 6 —_—
1 veciror simple
e
®) No hay direcciones de DP

TABLA 1IV. La CP en términos de direcciones principales nulas.

€i en (44 a,b,c,d> adaptamos la tétrada de NP conforme a la
tabla IIIX utilizando‘el MTTN concluimos que gque los tipos I, II,
I1I, D y N corresponden a [1 1 1 11, [2 1 11, [3 11, [2 281, y [4]
respectivamente lo que se ilustra en el diagrama de Penrose

C19601.

I
t/////[l 11 1]\\\\\»
(21 1] —>» D 2 2]
I1I1 [(31] —r—rrrr [4]

Los tipos Petrov enlazados por las flechas son tales que

colapsando las DP de uno se obtiene el otro.

3.




La relaciédn entre la tétrada candnica (sus elementos se van a

subrayar) de la tabla y 1los vectores de Debever-Penrose se

muestran en la tabla V.

e P || s P S
° > o 7
K° =n" + L wwil'-jtum'
ot K" pe " i - z j i— Y27 -
II - 1//' 2 ¢ 2
= T = =
+ v;wjm , wj 12k‘. J 1.2
B civgp >
l§; - - _¢ —,J £r+ D_r"' ?cmr"_ ?-c-,—n-:r
<1 )
) E L+¢J
i3 A=A
I //'/1/ _ B 2 _ N7
kT k' k* k¥ [?c_ 7 '¢j - 7\:——7; » Jec=1.2
114 42 21 22 i
2 27 R —
r3c=7\. = R A
3 2

TABLA V. Tipos Petrov, tétrada candénica v vectores de
Debever -Penrose.
A- eigenvalores de la matriz P , I Kr = 0.

De la tabla anterior se observa que !f' es una direccidén
principal repetida cuandeo el espacio-tiempo es algebraicamente
especial ; lf solo es de DP para IIly D.

Los vectores de DP definen congruencias nulas (familias de
curvas) en R4 las cuales son muy importantes para el estudio del

campo gravitacional (problemas de inmersioro.

Asi mismo se menciona que en casi todos los cflculos

utilizaremos la tétrada candnica.
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La importancia de la CP radica en el hecho de que es una
clagificacidn invariante. El tipo Petrov en un evento es
independiente del sistema de coordenadas y de la tétrada.

Las investigaciones actuales se realizan sobre los tipos

Petrov.
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2. TETRADAS NULAS - ASPECTOS DIFERENCIALES

En la primera parte de este capitulo se han presentado
aspectos locales del espacio tiempo; se ha considerado una tétrada
construida en un evento de [R‘. Para saber cémo evoluciona la
tétrada nula sobre R‘ se deben estudiar sus propiedades
diferenciales lo que dar& origen a: coeficientes de rotacidn,
coeficientes de espin, escalares opticos, cantidades de NP,
oper adores, relaciones de conmutacidén , ecuaciones de NP,
identidades de Bianchi y ecuaciones de Brans-Edgar, ¢ sea la
herramienta completa del formalismo de N-P.

Concretamente la evolucidén de la tétrada
CZ‘:) = (m,m,1"°,n"> , a = 1,2,3,4 sobre IR‘ y los cambios que
sufren los objetos tensoriales al movernos en R‘ los describe la

derivada covariante de CZJ? con simbolo (;D.

= 5 Z(q ) z(h ) C45)d

(b;e qah b c

Es un tensor de orden 2, no necesariamente simétrico en b vy
c, c¢con anh_ coeficientes de rotacién asociados a la tétrada.

Para obtenerlos, se contrae la relacién (45) con elementos de
la tétrada:

- = r t =
7abc - yba.c Z(b)r;t Z(a.) z(c) - z(b)(a.);c C40

Se observa que los coeficientes de rotacién son las
proyecciones de la derivada covariante sobre la tétrada nula. Las
cantidades SR son invariantes bajo transformacién de

coordenadas, pero cambian al variar la tétrada.

Los coeficientes de rotacién presentan antisimetria @
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ya que: y . = I[CZ zH -z zZ 12 =

abe o (asr it (bar (axnt (c)
: L
= - zr oz = -
z(a.)r;t (b (c) 7bac
Por esta razén, Y sdlo tiene 24 componentes
aoc .

independientes, todas complejas (debido a la tétrada Ziv que es

compleja) excepto y Y ¥ aq dUe SON reales.

433

Al conjugar los c¢oeficientes de rotacién se intercambian 1 y

2. Por ejemplo:

= - m m lt Y = - m m" 1t =
y1za r;t * V:zs r;t 213
¥ = .y = ¥ etc
LPT Y234 * 244 “ 142 °

En resumen, ¥ be S€ calcula con el algoritmo:
2

'(bm

L
NS

Pero existe otro algoritmo en el cual no se utilizan
derivadas covariantes, solo se emplean derivadas parciales y que

se presenta a continuacidn:

— = - - —_— P q = = -
Y abr Yvar [A(a)p;q Z(cx)q;p ] Z(b) Z(r) ~ Tabr Ca.rb
C47d
Por permutaciones ciclicas se obtiene:
ybra - “'Vbar = cbrq ’ ?rab - rrba = Crab y sumando resulta:
i
o == + C —
rqbr ;C C:cxbr bra crabD caed




Utilizando en C47) la definicidén de la derivada covariante y

considerando la simetria de PTj.

= -[Z -z 1 zP 2 C49
abr (ap,q (aye,p (b (r

Resumiendo, ob tenemos un algoritmo alternativo:

g -— Z‘ ’

Z — C
ar ar (bie,t al

Ya.b

by r

En Cubr , también tenemos 24 componentes independientes.

COEFICIENTES DE ESPIN

En 1962, Newman y Penrose introducen 12 cantidades complejas
llamadas coeficientes de espin (que estan en funcién de los
coeficientes de rotacién) y junto con sus complejos conjugados
contienen la misma informacidn que los Y e

Los coeficientes de espin Son: 2,0,0,T VAT, €,¥,0, 3.

El significado geométrico de »,c0,p,v,A. M s@relaciona con las
congruencias nulas definidas por na‘y 1.

En la notacidén de NP tenemos:

x = = - n n® n® = = - n n® mo
Y414 a;b e r412 ab
o = = - n m™ mb T = = - n m® 1b
¥ 411 asb LOPPY asb
—a b -~ b
vy = = = = 1
)’233 la;b m 1 H y231 ab m m
b -a b
A = = e o= = n
yZSZ la,b m m 7234 la.,b m
1 1 a b b
3 —_— = - -—
€ = 30 Y T Va2 ¢ Do 1 P mae ™ P2
1 1 b a -— a b
= L - > = 1 -
v 2 y438 y:za 2 a;b 1 n ma;b m- 1 2
1 1 a —b - a —b
a = = - Y = L m -
2 }"32 ytzz 2 1 ab n md.:b m m 2




1 1 a -~
= - = - - C

3 E{ v 431 Y421 2 ;c na;b 1= m ma:b moomoJ -850

De (B50) se observa que:

2"434:“:*"6"“/1:2425_"9‘2"45:2=m+"?

Yaaa ¥ T ¥ o Xy TV TX » Vipp T - o €515

Las expresiones (50 y (51> se pueden compactar en 1la
siguiente tabla VI:

yabc
DN°| a3 | = 12 14 24 34
1 U -x |la-p - o - p - Ca + @
2 A -2 | B -a - p - o - Ca +
3 v -v | ¥y - ¥ - T - T - Cy +
4 7 -n | £ - ¢ - 2 ~ - (g + £
TABLA VI. Coeoeficientes de rotaciédn y de espin.

Los coeficientes de espin, para una tétrada especifica se
pueden calcular mas facil con las relaciones (48>, (49 y
considerando CS0D):

» = C » O = s P = e + C + C

414 114 2 124 412 214
v = LN =C., p=3C. +C._ o+
332 232 2 231 312 132
T =C_ +C,_+C .= XC _ +C _ +C._D
2" T134 413 314 2 "234 342 432
£=3C__+C _+C, _+2&cC D>,
4 142 214 412 434
y=c__+c _+C._+2C_0D
4 132 213 312 334
a=%Xc +c__+c. +2cC. .,
4 324 432 34 212




(3=§cc:3‘+c: +C_  +2¢C 0D €52)

4 431 134 112

Dande valores al indice (Cad) en (485> y considerando 1los

coeficientes de espin de la tabla VI se obtiene la evolucidén en el

espacio-tiempc de los elementos de la tétrada nula:

m

|

ma[Ca—ﬁDmb+Cﬁ-EDm +c2-£31b+c§'—y>n 1 +

a:b b b
1 C~ pm - aﬁb +oal ¥ IO 4 nacﬂmb + Xﬁb - Elb - Ehbb
r'na;b=?xiatcﬁ~a>mb+ca'—m Eb+c.e—2) 1b+Cy—;73 n, 1+
laC—Emb-Eﬁ;+§1b+?nb)+naCKmb+uﬁg—nlb—vnb)
1a:b = m CAm_ + pﬁb - w1l -wn d ¥ x'ﬁaczmb + X’ﬁb - Exb - ;nbb +
+ 1 [—Ca + ﬁamb—ca‘+ ﬂ)ﬁb+c.e +Z>1b+Cy+?3an
Dy = mac—amb— Eﬁb + E'lh + ?hb > Eac—pmb - aﬁb +al + T D 4+
+ n [Ca + ] dm + Ca + mﬁb - Ce + ‘E)lb - Cy + ?anl (53D
Al proyectar (532 sobre la teétrada se obtienen las derivadas
direccionales:
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128415

= - - a m = - + + Ca - m
éma o'l(.1 + )\na + C oomal ' 6ma pla KN Ca {’:?f)mcl
= -Col ey = e + - _ —
¢51Cl Ca + ﬁ)la + pm o+ )\ma » éna Ca ﬁ)na pm om
6mu = —plcl + Hn + Ca - ]?Dma s tSmu = -e:rlCL + kna + (3 - oDma
- - — _— - - + F = -
éla Co + ﬁ)la + )\m‘:L + pm fma Co [?)na om_ em_
Ama = —rlq + vn + Cy - g»f)mcL . .{*.m<1 = -’rla + vn + Cyp =~ y)ma
Ala = -Cy + ?Dla + vm +vm_ o, Ana = Cyp + ;y/)naL - Tm - Tm
Dm = -»1 +7mn + Ce — 2>m ,Dm = -2l + nn_ + Cg ~ £m
a a = a a4 a a. a
DI = -C& + 2’1 +smm +mam , Dn =Cg + £n - xm ~— am
[~ a a a Qa a a
540

Con &§ =m°Vv, 3=mnVvV, A=1°9, D = naVa operadores

diferenciales ya que:

V = :;aosea ;a=mé+md&-nA-1D (55D
a [} a a a

Observamos que si (;ad) se considera como un vector Ar. 555
es su desarrollo en la base constituida por 1la tétrada nula
conforme a la relacidn (123,

Al aplicar por ejemple & = m‘_)b sobre 1° tenemos cSlq =

»

m®1 con C1 D de (53) resulta: &1 = um + Am - Ca + D1 .

-] asb a a a a
Los 4 operadores &, &, A y D definidos en términos de la
tétrada nula yv de la derivada covariante satisfacen las siguientes

relaciones de conmutacidén:
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FS - ol

[A.Dl = Cp + 7 OD + Ce + £DA - Ct + W& - (T + M6

(5,01 =Ca + 3 -~ mD + A - 08 - Cp + & - &6
[S,A1 = ~UD + €1 — & —DA + A& + Cpy - y + D
(5,81 = Ca - D + Cp -~ pdA — Caa - DE ~ (B - D& (56D

Estas relaciones son importantes para el estudic de las
condiciones de integrabilidad de las ecuaciones de Newman-Penrose
y de las identidades de Bianchi.

Sea I'CTDla congruencia o familia de curvas generada por el
campoe vectorial T .

Se consideran las curvas cuyo vector tangente es paralelo a
n" o sea I'cn">. Estas tray ectorias son posibles historias de
fotones. Si los elementos de esta congruencia son geodésicas, por
definicién Dn® es proporcional a nb y por lo tantoc de (54):

"I'Cn"> es geodésica si y solo si » = O"

o sea Dn® = Ce + 2n®. Cuando £ + € = O decimos que sobre I'Cn™)
existe una parametrizacidn especial o afin.

De (54> es inmediato el resultado:

“La tétrada Ziu » a = 1,...,4 acepta transporte paralelo scbre
ren’™ DZ:Q’ =0, 21 y solo si # = £ = 1 = 0",
Al descomponer p en sus partes real e imaginaria:

p = —-C8 + iwd
se obtienen: 8 = - %Cp + P2y w = %Cp - .

En 1961, Sachgs [18] mostréd que .8 y o estan asociados con la
deformacién, expansiédn, vy rotacidn de ren® respectivamente. Estos

2 invafantes se conocen como “escalares Opticos™ de la congruencia
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generada por n®.
Los escalares &pticos rcl™ son A, ©° Yy o y las propiedades
geométricas de rcen™ Y C1™, en base a las relaciones (54> y (50D

se muestran en la tabla VII [(31:

Propiedad ren®S rei®sy
Geodésica »* Vﬁ_ v
Parametrizacién £ + £ vy +rr
Deformacidén o X
Expansién 6 = - %Cp + 2 - %Cp +
Rotacién w = %Cp - %Cy -

TABLA VII. Escalarez Spticos.
Resumiendo, afirmamos que si 2 = O, FCnrD es geodésica; no se
deforma cuando ¢ = 0; tiene parametrizacién especial cuando
£+ =0, 8 y w estar asociados con la expansién y rotacidédn de
la congruencia I'¢n™): = £ no rota, p = -2 no se expande.
Relacionado con los coeficientes de espin, mencionamos que

cambian bajo una transformacidén de Lorentz [2].
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ECUACIONES DE. NEWMAN-PENROSE

Consideramos la férmula de Ricci

- n
r;ab Ar:ba h RrabAn 372
con Ar"campo gravitaciomnal vectorial arbitrario y si Ar = Z(G)r

al proyectar (57) sobre la tétrada de NP se obtiene:

. = y. . Z - oy Z Y47 -
IGHERD Jitie (D jidic (b gid it
g q 9
- + —
rgit v it rth Y at rjiq ¥ 4 58D
donde »° = Z'or v
be - rbe -
R - P o S0 C
waeieixd) - prbe iy (pp (b (d

Dando valores a i, j. t, 4 y considerando ¢a.b. LA los 12
coefircientes de espin, las definiciones &, 5, A y D, después de
calculos muy laboriosos resultan las 18 ecuaciones de
Newman-Penrose. Son ecuaciones lineales en los operadores &, &, D
y A ¥y contienen la misma informacidén que el tensor de Riemann.

Para una tétrada dada se determinan los coeficientes de espin
v estos permiten obtener las cantidades L ¢ab v R de 1las
ecuaciones de Newman-Penrose las cuales especifican completamente

al tensor de cur vatura.
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ECUACIONES DE NEWMAN PENROSE

cad

Cbd

Ced

cad

chd

Cid

i3

kD

c12

Cm>

nd

Cod

Dp - =
Do — &n
Dr —- A=
Da - &2
Dy - &e
Dy a&s =
DA - &rm
Dy - &m
Dy-An =
A -Sv =
p - &5
Sa-53 =
SN - Su
Sy - Ap
Sy — Af
St - Ao
Ap - BT
Ao - Sy

= prroo+Ceve) p-wT—2C3a+F-1d =@  »

[}

C T o ZE-£d o—CT-H+Ar3D aty

]

L}

C pre—R6d a+fio—3e—xN —wy+CErEIN=P .

1

¢ I o +C £ 3—C ity ) #—~C =11 Evy, s

CT+TY o+ C T+ B-Ce+Ey~Cy+¥d s+rn—-va¢+w2-¢u+'—;-:

i

Ao+ +C A= -V R-C3E-EIN-P __
P o2

[

PU+ON +ATT-C £+EI p=C A= ~vr+y, '—:—; .
CR+TI P AHTIAFCp =PI n—C Be+ED v+wa—;§iz .
~Cpu+ID A -C 3y —pIA+C Io+fB+n—T2 vy,

= &I —2C 3o+ o= THC R Ry
Lp-No+ oA HA-BoyC p-P +el =i W, ~®, T -
= €= v = npC ot +ACa-3D —wg—Eﬂ .
= PNy pmon+C T ~33-0v-,, .

= CT—a-D ytuT—cpr—eb - y—y—td rak=¢ .

= po+RprCTHE-aDT-CIy-rdo- m?—%z .

= —pH-oA+CB-a-TI T+ y+D p+vx-w2+§:-;- .

= Cpredv=CTHEDA+CT - a+r(B-TD rev, o
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IDENTIDADES DE BIANCHI

Dadas las IB en forma tensorial:

=0 B0

+ R + R
abef;r abfr;c abre;f

considerando

[ N ) (f ({-H)
I) z ’7

Rabcf - R(\.N pxd a b c 7t

al sustituir en (60> y proyectando sobre la tétrada de NP se

abtiene:

R + R + R
OexgXL)pych) GegipxraxLy dotgihrLIp)

L L i

+ 34 + +
L4 gh  axkxixp g v

R R
qt  (iatkxpiho qp (xkxhxb

L

: - R - R
YU Cxgxph ykp “GghXL

E
Yin “axqxp

Pt _ i
S

i
JR +
P pl  dxhxkXq:

Yow 7 ¥

+

"l
hp  aXlxkXg

. C i i -
L4 hi v thRdexk)(q: o

Dando valores a los indices k, q, p., h se obtienen las IB
expresadas en el formalismo de NP. (Se presentan en el mismo orden
que en libro de Kramer -Stephani-Herlt-MacCallum [51)3.

Las IB son condic.iones de compatibilidad para las 18
ecuaciones de NP. (Si se cumplen itodas, las ecuaciones de NP
tienen solucidn J. Permiten estudiar la evolucidédn de la gravedad

de una regién a otra del espacio-tiempo.
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Cad

Cbd

Ced

Ccdd

Ced

L

cho

IDENTIDADES DE BIANCHI

— -~ = P Pl —
cSwo E}w1 D¢ox + c5¢0° Cdo rr)wo C2p + 53‘#’1 + 3mp2
- = . . — s - _—
< 2 2{:‘.)¢°° 2Ce + p)¢o‘ ao'¢°‘ + ;..x¢u+ x¢°: ’
Awo - 61;:1 - D¢°z + ¢5¢01 = (4y - ,u)wo - 2¢ar + ﬁ)w1 + 3o'zpz -
(2 - 2 + p.)cpoz - ain - (‘3)4‘:0‘ - ao‘¢“ + 2u¢1z+ A¢oo ’
:Szpa - Dw4 - & ¢12 + '¢’oz = Cds - p)w‘ - 2(an + a)w + 3)\)41 -
(&y - 2y + u)¢02 - &acr - )¢v - BK¢ + Zvcp ¢22 ,
Awg - 6?;/4 - 6¢22 + A¢1z = 43 - T:)'l[l‘ - 22n + y)wa + vaz -
5 - A - = - Yy - y Db
Cr 203 ;..a'.)rpzz 2Cy + "D¢12 Ekcpﬂ + 2v¢“+ wpoz
— — 1
- - 3 N = - - -
Dwz éwi A¢0° + <,¢o1 1ZDIE ?u;to + 2Cn (307,:/1 + Bpwz
-ampa +2C T+ ¢01-C Sy +tEy—{d ¢°0+3'r ¢oz —apcp“—-mpoz
sz 5W3 D¢zz + 6¢1z EAR = oy, * 23 70 Y, + 3uwz +
. — - Y — —_ —_— g —_ - X A
-Paw,u1 2C n+ﬁ)¢1z Co—2¢ 2&)¢22 2n¢1z+up¢“+7\¢oz
— — — ‘ — . _ - -
Wa 5W2 M D¢12 é¢02+ I_z'éR - , * 2o .s)wg * 3mﬂz
-y v+ 2Ap - 2@, - (2a - 2f - WP, +* Ene,, - 2ud, ~x¢,,
ey s = 3 ‘ o — -— :
Ay, Sy, * 89, o2t 1—26E vy, t ety KW, 37y,

8oy, — 2Cu - e, - cT - 27 + aa‘moz - arg, *+ 2, +;¢o.
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Cid> Do, - 58, ~ Bb,, * bp, + ;;-DR =Cay - p+a - e,

+Cn - 2o - a?bqu + kaoz + (- 2o - ar')am + 2Cp + ;5>¢“ +

+o¢02 - mpn - mpu ®
—_ 1 — —
3 - — . = (- o~
€D Dp - 6p , ~Bp,, *hp + R =C-2a+2F+w P *

+ Cp + 2p - azycp” + (By - 2u - mam + 2Cn - r>$u +

+ v —7('501+d25

-~
oo ¢22 *

12

— Y - 1 = - —_ o~ Y
(k> De_, 5@, 5"12 + Ap  + S8R = C-2e 25 + p tPd¢,, +

+ C-T + Z8m + aﬁbcpu -2 + 2n - 13312 - 2Cu + Ej)dsu +

* u¢°1 * 5351 - X-oz - K¢oz *
61D

Con respecto a las relaciones (59 y (61> hacemos las
observaciones:

De (59b) tenemos que si # = o = O resulta ¥, = O vy en base a
la tabla (IVD) =e concluye que n’ es una direccién principal nula.
Diche de otro modo, cuando I'Cn™ es geodésica sin deformacidn
entonces n° es un vector de Debever—-Penrose (no necesariamente
repetidod.

Las relaciones C(C£li, Jos k2 milestran dgque para un
ezpacio~-tiempo de Einstein con ¢Qb = 0, 8R = &R = AR = DR = O lo
que implica R constante.

Las ecuaciones de NP s=eran muy dtiles en la integracién de
las ecuaciones de Weyl-Lanczos Ccabitulos IT y III> que permiten
obtener explicitamente las componentes NP del espintensor de

Lanczos para diversas méilricas.
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ECUACIONES DE BRANS~EDGAR

Las identidades de Bianchi (IB) son ecuaciones diferenciales
que para admitir solucidén exigen que se cumplan ciertas
condiciones de integrabilidad. Ludwig [19] fue uno de los primeros
investigadores que las obtuvo para R* vacic mediante el
formalismo de NP peroc sin hacer el andlisis correspondiente para
distintos tipos Petrov.

Brans (201 Cusando una computadorad) sélo  obtuvo las
condiciones de compatibildad para el tipo I. MAs tarde, Edgar {211
mostré que las doce ecuaciones de Brans [(20)] se pueden obtener sin
el uso de la computadora y seffalé algunos errores de impresién de
{201.

Las ecuaciones de Br ans~-Edgar CBED constituyen las
condiciones de integrabilidad para las IB del mismo modo que éstas
son condicione§ de integrabilidad para las 18 ecuaciones de NP.

Las ecuaciones de BE para IR‘ vacio tipos II, III o N se
publicaron en la Rev. Mex. Fis. , No 1 <J19980) CAutores: R.
Becerril, J. Lépez Bonilla, V, Gaftoi, J. Morales). Ademas se
establece que las ecuaciones de NP, de Bianchi y de BE forman un
conjunto completamente integrablef[78] .

Para obtener las ecuaciones de BE correspondientes a los
tipos Petrov II, III o N para R4 vacio se utilizan las
relaciones de conmutacidén (S56) que caracterizan a los operadores
6, &8, A y D, y los tecremas de Kundt-Thompson (121 vy
Goldberg-Sachs [22] que se enuncian a continuacién:

Teorema de Kundt-Thompson: |
" En lo que sigue, cualesquiera dos incisos implica el tercero:

ad R‘ tiene tipo # I siendo n" una direccién principal nula
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repetida.
bd I'Ccn™ es geodésica con deformacién cero.

D V® e F yvP= 0 tipos II y D

abe ;r
v T =0 tipo III
ab r - [
U Cabe'r =0 tipos N

Teorema de Goldberg-Sachs.
a’) "Supongamos que en R‘ existe I'¢n®>: congruencia nula geocdésica
anb a b a b 0

= R nm = R mm =
a ab

con deformacidédn cero tal que RQ n b

-
entonces R4 es algebraicamente especial y n' es un vector repetido
de DP *.

b’) "Si el espacio-tiempo vacio tipo # I entonces la direccidn
principal nula repetida define una congruencia géodésica sin
deformacién .
c’d"Un R4 vacico es algebraicamente especial si y sdlo si
contiene una congruencia nula geodésica sin deformacidn.

Se observa que los resultados <Ca’d, Cb’d, C(Cc’d> estan
contenidos en (cd y (c¢’) es consecuencia de Ca’d (Cb’).

Resumiendo, para cada tipo Petrov se determinan las IB
correspondientes y se hace uso de los respectivos conmutadores.

a) Espacio-tiempo vacio tipo IIIX

La tétrada se elige de modo que [4]:

tipo III: v, = O , a=3 ¥, # O
vacio : ¢6b =0, R=0

De los teoremas de Goldberg-Sachs y Kundt-Thompson: 2 = ¢ = 0

y las IB quedan:
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3w3=—2€a+2n) W, . &y, = a7t - Dy,
A Wy = T va + 2 ¥, ’ Dy = 2Cg - sbwg 620
Empleando las relaciones de conmutacidén (562 y las ecuaciones
C(62) se obtienen las relaciones de integrabilidad de BE.
Er + 26m + 2nC3 - O + 1CHF -~ oD + Spu - pu =0
At + 26u - vp + B - D — 2k + Cy - > =0
dp + 28Dn - pCa + D + 2naCe - £ = 0
An+3y-pp—m+ncr—;+;b+pc?—f§—a>—-;-w3=oc53>
Estas ecuaciones =son independientes de las 18 ecuaciones de
NP, no aparecen en la literatura y sus condiciones de
integrabilidad conducen a O = O.
b R‘ vacio, tipo N.
Existe la tétrada candnica con la propiedad [41: v, = O, a # 4,
v, = 0, ¢Zb =0, R=0y a2 =c¢ = 0.
Con las IB y las relaciones de conmutaciédn se obtienen
condiciones que ya estan en las 18 ecuaciocnes de NP.
c) R‘ vacio tipo III.
Se considera una tétrada tal gque:
¥, = ¥, = ¥, =0, wy,.y #0 , 2=0=0

Las IEB quedan:

. Cp ~ 4s)w; - 3l¢3 ; éw4 = Ct - 4ﬁDw4 - 3v v,

Dy
Dy

3py

, + Ay, = “Bwy, ; Sy, = -3y, ; Sy, = 31y,

2 2

C64D
y utilizando los conmutadores (562 se originan las ecuaciones de

Brans—-Edgar CBED:
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S0 +Dn — pla + D - rCe - &2 =0
An - Bu + py - AT - o + 3 - T - ACy ~ y - =0
S+ AT - pv ~ An + pla + D + 1y - ¥d = 0
Ao + Dy + yCe + €) —~ oLy + P> + 17 — nn =0 €65
Estas relaciones no aparecen en la literatura Ccoinciden con
la ecuaciones de Brans-Edgar para el tipo D [201).
d R‘ vacio tipo D.
Es un caso particular del tipo I contenido en el estudio de
Brans y Edgar.
Las condiciones de integrabilidad (63> y (865> conducen a
0 =0y la comprobacidn del mismo para el tipo I realizada por
Brans conduce al ziguiente teorema:
" Las ecuaciocnes de NP, de Bianchi y de BE forman un conjunto
completamente integrable *
Finalmente al preguntarnos:
-—éSon compatibles las 11 ecuaciones de las IB ? - sf son, si se
cumplen las ecuaciones de Brans Edgar.
~—éLas ecuaciones de BE =zon compatibies ? 81 son, por que siempre
se obtiene O = O.

Las ecuaciones de EE son condiciones de integrabilidad para

las IB.
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CAPITULO II ESPINTENSOR DE LANCZOS

Introduccidén:

Cornelius Lanczos trabajé durante muchos afios (1831 - 1874)
con el fin de geometrizar el campo electromagnétice sin abandonar
la geometria Riemanniana; deseaba encontrar en I'R‘ un objeto
geométrico que incluyera las ecuaciones de Maxwell y de este modo
el campo electromagnético estaria contenido en las propiedades
intrinsecas del espacioc-tiempo.

Lanczos no logré geoméirizar el campo electromagnético pero
demostré [23]1 que en todo cuadriespacio de Riemann existe un

tensor (no necesariamente dnicod Ka llamado espintensor, que

be °
genera al tensor conformal de Weyl, a través de una expresidén
algebraica-diferencial. Este resul tade no depende de las
ecuaciones de campo. Es vAlido para toda teoria geométrica sobre
IR‘ » en particular para la relatividad general.

En este capitulo se va a presentar la importancia del
espintensor en relatividad general, asi como su posible relevancia
fisica. Utilizando el formalismo de NP se obtienen, mediante las
ecuaciones de Weyl -Lanczos, espintensores explicitos para diversas
métricas [(411].

Se hace énfasis en la obtencién de las componentes del
espintensor para los tipos Petrov III, N y O en el caso general

£411.
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1. GENERADOR DEL TENSOR DE WEYL

Lanczos traté de extender la relatividad general mediante
ecuaciones de campc deducibles de un principio variaciocnal tipo
Hilbert Cla variaciédn se realizé sobre el tensor métrico gab) con
lagrangiana L cuadratica en el tensor de Riemann Rm’c a En 1938
[28] mostréd que si L = L‘o = “R%abed Rabcd Ccontraccion de Ro.bcd
con su doble dual)d) la variacién conduce a O = 0; no aparecen
ecuaciones de campo.

Lanczos [23] sugiere que la variacién se realice para Iy Y
»_»

R abed de manera independiente e introduciende multiplicadores de

Lagrange. De este modo, la ecuacidén
6 £ L Y-g d*x = 0

proporciona nueva informacién con respecto a la estructura de la
geometria Riemanniana. Uno de los multiplicadores introducidos es
el tensor de tercer orden Ki.jr[ 23] que presenta las siguientes

simétrias algebraicas:

K = -K . ’ K =0, K . +K .+ K =20 Cl1ad

tja jta a r ati j ija jat
Y la propiedad diferencial (¢ no todos los Ktjr la cumplend

c = fe)

ab ;c
El tensor Ki.jb genera al tensor conformal de acuerdo con:

4

C = K - K + K. - K, + — [ (K, + K D

pqijb pgisb pab; j ibp:q ibq;p 2 gpb ijgq qij
- CK + K > + CK + K 2 - CK  + K. 21 Cibd
Ipi"qb bq Yai pb bp aqb~ " pi P ‘

donde K. = K Cled
ir i ra

En base a (1b), se afirma que en todo espacio-tiempo existe

un tensor de tercer orden que genera al tensor de Weyl; es un
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superpotencial para el tensor conformal.

Bampi-Caviglia [7)] en 1983, obtuvieron de manera explicita
Ccon tensores) al superpotencial Ki.jr para cualquier tipo O en la
CP. Dieron una prueba rigurosa de la existencia de Ki.jr para todo
[R4. Ashtekar [26] en 1984, obtuvo la versidn espinorial de (1D.

Con respecto al calculo de Kijr’ observamos que no existe
regla o férmula que permita obtener al espintensor a partir de

= J esto a diferencia de C que se puede obtener conociendo el

abecd
tensor métrico, calculando los simbolos de Christoffel y los

tensores de Riemann y Ricci.

Cabcd = Ca.bcd Cgpq ; gPQ.r ; gpq,rb)

La ecuacidén C(1b) es equivalente a un sistema de ecuaciones
diferenciales acopl#das para K',_jr Cse genera al dar valores a los
indices p, q, Jj, b)) ¥y la dificultad de la resolucién de este
sistema dependera de =3 Para obtener l<,”,r se debe integrar la
ecuacién (1bd, teniendo como dato la métrica y el tensor de Weyl.
La mayoria de los autores opinan que es muy dificil resolver (1ibD
ya que aparentemente el potencial de Lanczos depende en forma
explicita de la geometria global de lR4.

Lanczos {231 obtuvo Ktjr para campos gravitacionales débiles,
Takeno [27] encontré qur para el espacioco de Minkowski y para
espacios H C soluciones tipo ondas planas para campos
gravitaciocnales que coexisten con campos electromagnéticos),
Bampi-Caviglia {71 construyeron explicitamente el potencial de
Lanczos para cualquier IIE4 tipo O en la CP C conformalmente planol,
Novello—-Velloso [28] cbtuvieron el superpotencial de Lanczos para
un fluido perfecto.

Los autores arriba mencionados utilizaron la técnica
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tensorial y no se puede hablar de un método sistemdtico para la
construccidén del superpotencial de Lanczos.

Mostraremos que la técnica de Newman-Penrose, utilizada por
el grupo de Relatividad de la UAM-Azcapotzalco dirigido por el Dr.
J. L. Lépez Bonilla, si{ permite determinada sistematizacidn de la
manera de obtener a Kr.

Jjr

Se menciona que en todos los KUr conocides no aparece la
estructura global del R‘ correspondiente.

Lanczos -+ [23] resolvié la ecuacidédn C1bD para campos
gravitacionales débiles y obtuvo la ecuacidén de Dirac para espin
-:—aunque en su procesco no se especifica de qué particula se
trata. Por esta razén llamé a Ktjr—espintensor. En este articulo
Lanczos seffala que el espintensor serid importante en la
unificacidén de la mécanica cuantica con la gravedad.

Otros investigadores CTaub [291,[301] > consideran la
aparicién de la ecuacidn de Dirac accidental ya que en el problema
variacional de Lanczos no se consideran efectos cuinticos. Después
de 1982, Lanczos ya no estudioco su potencial y nunca le pudo
asignar un significado fisico exacto (si lo tiened). Es posible que
Lanczos haya tenido razén en su esperanza de unificar gravitacién
y mécanica cuadntica a través de Kuc: Maher-Zund (311, Taub [30]
y Z2und [32] escribieron la ecuacidén (1b) en forma espinorial y
obtuvieron una ecuacidédn para una particula de masa cero y espin 2
que algunos autores tratan de identificar con el gravitdén.

Ashtekar [26]1 obtuvo la versidn espinorial de C(1bd con toda
la maquinaria de cuantizacidén candnica de la gravedad y parece que
el estudio de la formulacién hamiltoniana de 1la relatividad
general traeri a escena el espintensor dé Lanczos.

Lépez C1982), Garcia (19885) y Becerril (19880 muestran que el
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espintensor tiene aplicacién en la electrodinamica de particulas
clasicas cargadas. El tensor de Maxwell asociado al campo de

Liénard—-Wiechert tiene dos partes: th la parte acotada y le la
] R

parte radiativa [(33]

T. =T + R
ij gl g4

Se ecuentra que KU{“ espintensor electromagnético coincide con
B

el superpotencial de Weert

T= K% ,
‘u ‘\. ya
lo que condujo a Ldépez (78] asignarle un significado fisico al

potencial de Weert: Ktk es un tensor densidad de momento angular
B

intrinseco del campo electromagnético.
Lépez-Tun (1983) emplearon (1b) para introducir una CP del
campo de Liénard-Wiechert.
En 1982, Lépez obtuvo un superpotencial no-local para la
parte radiativa 'sin las propiedades (1a).

Becerril (1986)—- propone la posibilidad de que ciertas
componentes del espintensor puedan tener algun significado fisico
a través de las expresiones gque propocionan la energia y momento
lineal globales de un espacio asintéticamente plano.

Investigaddares de Brasil CM. Novel lo-1990D que estan
trabajando en la teoria cuiantica de la gravedad, encontraron que
las variables de Fierz (que aparecen en la teoria cuantica de
campos) coinciden con Kur Cpor esta razén es importante honocer
explicitamente los espintensores para diversas métricas).

Elisa Brinis (34, 38, 361 propone la existencia de un
superpotencial para Ruab pero Bampi-Caviglia (7} y Massa-Pagani

[37) mostraron que en general esto no es posible.
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CSolo 31 el tensor de Riemann coincide con el tensor de Weyl, o

i

sea R 0, se puede hablar del superpotencial correspondiented,

ab
El grupo de relatividad de la UAM-A dirigido por el Dr. J. L.
Lépez Bonilla esta investigando la posibilidad de identificar al
aspintensor de la métrica de Kerr con una densidad de momento
angul ar del hoyo negro.

Los tnicos espintensores explicitos concocidos, son los

publicados por el grupc arriba mencionadc (40, 41, 42 1 y por

&, Torres del Castillo [431].
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2. ECUACIONES WEYL-LANCZOS

En esta seccidn se obtiénen las expresiones (1) en el

formalisme de NP, vya que su forma tensorial no conduce a un

método sistemitico para la obtencidn de Kijr , para una métrica
dada de [R‘.

En el capitulo I se mostrdé que al expresar el tensor wabcd =
Ccc.bcd + i*cabcd) en funcidén de los bivectores Ua.b’ Vab, ¥ Mo.b se
cbtenian las cantidades complejas Wor- -2 ¥, que son las
proyecciones del tensor wabcd sobre la tétrada nula de NP,

Zund C1969) [371, propone trabajar de la misma forma con
K ., es decir, sea:
Ljb

- »* 1 Pa
= K + K con K = =7, K C2ad
ijr byr b bjr bjr anJpq r

el cual, en base a (la) satisface:

O‘”.r = "ijr s Qb . O C2bo

Se muestra que (2ad, al proyectarse scbre la tétrada nula se

escribe como:

ijr =2 [Qo Ubj lr + 01 CMbj lr - Ubj mrl’) +

+QZCVbjlr—MbJ_mr)—QSV_m -Q U m +

bj r 4 bj ¢
+ O - m D+ - mJ +
5C Ubjnr Mbj_mr) QO_C Mbjnr Vb‘jmr) Q?Vbjnr] C3ad
siendo Qn » n = 0,...,7 las proyecciones del espintensor sobre la
tétrada nula. Las ocho cantidades complejas Qn » Son equivalentes
a las dieciseis componentes reales independientes de K‘jb:
1%
Q = =k =z °z iz T
o] [¢$IZ SIS bjr [ ) @) [EH)
b 3 r
Q = K =K =2 2 2
1 AN byr &) (4 2>
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0 =K Q =K
2 @x2xe 3 (BH2ND)

=K @ =K
4 Axdxty 5 AHEND

0 =K Q =K C3bD
S @xexy 7 (@N2HUD

Obser vamos que al construir una clasificacién algebraica de

ijr. mediante el formalismo de NP, el algoritmo resultante

estaria en términos de las cantidades Qh conn = Q,...,7.

Se considera la propiedad diferencial

N =K ° = 0

ab ab ;e

Y se contrae con elementos de la tétrada nula, utilizando:

a (=M J o~ L
= - z Iz
¥ e 275 G L

Se deriva covariantemente Ccomo productod a

r (S)( (b r
K= =K “z* 2 oz para obtener finalmente:
ij (axby L J [{=})
@y <ry e > p
= + pid - K -
txhy Wk e achy ) ;e pxh Yir
_ ) p
(tp)d hr

Si th = 23, 14, 12, 34, se generan 3 ecuaciones tipo NP que tienen

la misma informacidén que quc_c= o] solo que expresada
explicitamente.
- - - 7 - ¥ +
AR - Q) - B0+ DR 2vQ, +(3u + u o+ y - 0,
Ca = 33 + 7 - Ebog BNQ 4 Cma - 3+ T - 3mQ +

L]
C3e + ¢« - o - p)Q7=O

AQ°—6('21-—<SQ‘+DQS+C,u+p-3;v-—yDQo+
(BT - 1 + o + MmQ, - 200, + (3 - g+ T - E)Q‘ +

Cs—e—p—3p)05+8?c()d= O
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AQi+cSQz+<‘SQ5-DQG+VQO+C}'+7-8;J—;D()1+
+c—a'+f3—2r+?§mz+o@—m4+c—a+f§—?+anms+

3
C-& - £ + 20 Emd- 2Q, = O C4d
Estas relaciones coinciden con (1,2,3) de la seccidén B de

Zund [321 (Cen la ecuacidn 1 de este trabajo, hay un error de
imprenta: el coeficiente de Q es m, no ™ .

Se proyecta (1b) sobre la tétrada de NP obteniéndose la
relacidén que existe entre las cantidades Qr vy las cantidades v,

Se originan B ecuaciones tipo NP:
w=a[—éa+m+c&+3ﬁ—&‘>o-3oﬁ+
o 4 o 1

o]

+ (-8 + £ - PO +3m].
4 s

awiz-AQO—36(11+éQ4+3DQs+C3y+y+3y—u)Qo+
3c&+rs—??—~oni—aooz+c-3a+ﬁ—3n-?m4+

-8 + £ + - o
3C-¢& > © p)Qs +6x06 R

W, = — AQ —602+305+D06+v00+cau—§+y+}':)Qi»+

+c&—ﬁ—E-armz-aos-m4+c~a+5—an—?>n5+

+ + - o
Ce £ o+ ap:ma + 307,

By = -3AQ —503+3306+m7+3c—-ﬂ+p+?—ymz+
+6v01+ca—3rs—3r—E)Qs—esx95+3Coa+5—’r‘~nmd+
+C35+2-5+3p)ﬁ?.

v, = 2[—Ana + <SQ? + SvQZ + C~y - By + yDQB - 3)\06 +

+ (3a + 3 - ?m? ] , (4sP)
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Las ecuaciocnes (%) coinciden con (4, 8, 6, 7, 8) de la
seccidén B de Zund [32] si se corrigen los errores tipograficos de
este autor.

Las relacicnes (42 v (5 se combinan entre si obteniendose un
sistema equivalente de 8 ecuaciones ( que no se encuentran en la
literatura [3]1) para las 8 incédgnitas CL Y que son mas simples que

(4) y (85>, llamadas ecuaciones de Weyl-Lanczos.
ECUACIONES DE WEYL-LANCZOS

yoo= 8[—60 +DO +CA+3B-IQ —Bot +C —Be+e—-pdQ +3202 ]
[s ] (o] 4 o 4 4 s

W o= 2[-601+DQS+Ca+B—n)(E*2002+C—s+s—p)Qs+axQG+uﬂo‘nQ‘] s

o= 2 ~6QZ+D§)6+C o312 Q2 2~0{23+C e+e—pd Qd+z¢07 ﬂ?.uﬂ1 -81105] s

L.

¥y T 2L°AQZ+606+C7—y—y)Qz—TQS+Ca+B—TDQG+8vﬂi+pQ7—8kQS] »

w4=2[—Aﬂg+6ﬂ7+cy—p~37)09~3v02+c3a+ﬁ—7307—3k06].
v, = 8[*AQ°+6Q‘+Cy—p+3y)0°—31Cﬁ+C—3a+B—T)Q4+3p05 ] ’
2

v =2 [-m1+<sns+c P —EOQ VA +C ok B-TO Qs+2pﬁd—>\ﬂ‘—2'rﬁz] .

v, = 2 [-—m;m;c S-33-TQ_~3nQ_+C3e+5-p) o?+3,.¢oz} ) ¢Bd
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Estas ecuaciones se utilizan para construir un espintensor
correspondiente a una métrica dada. Conociendo la métrica se
obtiene una tétrada nula adecuada Cconviene incluir vectores de
Debever -Penrose yva que de este modo se simplifican los
coeficientes de espin y con respecto a ella se determinan: las
cantidades Vs 0¥, los 128 coeficientes de espin y los
operadores & , § , A, D .

Con estos datos se resuelve el sistema (8) de ecuaciones
diferenciales parciales acopladas en las Qr. El potencial de
Lanczos no es Unico y por esto el sistema (8) admite wvarias
soluciones. Cabe mencionar que las & componentes del espintenzor
C(ED se pueden determinar solamente con las ecuaciones del sistema
(B2, pero se debe observar que disponemos de 5 ecuaciocnes vy

tenemos 8 incédgnitas. La solucidn no es dnica.

Cc

51 se considera la propiedad diferencial K = 0 que

ab ;¢

conduce a las ecuaciones (4D, se dispone de 8 ecuaciones dque son
las ecuaciones (8> de Weyl-Lanczos vy la solucidn tiene cierta

unicidad.

<L

Al proyectar (ilcD KJ,r = Kjru = KM sobre la tétrada nula se
obtiene:
- (qr - @ P 4= a
K(t)(h) K(t) tho;q Kgp) h v tq * K(L) hy Z<q) ;a
- Q) P
K<t) [{ =] 4 ha C7a>
Considerando: th = 11, 12, 13, 14, 33, 44 se obtienen 6

ecuaciones diferenciales que no se encuentran en la literatura [3}

(se utilizaron lasecuaciones 4D para simplificar algunas
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expresiones):

=80 -~ 00 - A0 + DO +00 + 323 - Q> o+
=5 2 a4 b | e} 1 4

{4){1)
C-a + 3 - 35352 + C—p - ¥ + 3o, + Ca - B - 313Q,
+ 8o - o} + 200 |,
S S ?
K =80 -8 +DQ +3D + ) + ufi - 70 - al +
ax2) 5 o] L] S 1 1 2 2
+AQ +AQ, +Ca -3~ 200 +Ca -3 - 2ma +
4 4 s 5
+Ce + 2 - 2000 +Ce +2 - 2000 + #) + %3,
] ] 7 ?
=860+ 80 - AR+ QD +uCQ + 280 - X
AXD ] 3 2 5 1 1 2
+Cy—;~3§)52+C3{—§—a—?)5s+v0‘+
+C;v—;V—F_.’;.DQS+Com+{?—2'r306—~'rﬂa+aﬁ7+
+ pQ? s
=-80 ~-580 +IXQ + 0D + a0 + XQ - nn +
(1>(4) 1 4 2 5 o o T
c&'+ﬁ-aﬁaﬁt+c2—s—b‘>§2+ms+
CBa—B—n)Q4+Cs—s—3p)ﬂ5—oﬁs+ |
|
220 + QD ,
s S
=60+ 50 - AQ + 0 D + 0 + 8 - X0 - AR+
{83 ? ? S S 2 2 3 ]
+ c?.v05 + 21)95 — Cy + ¥y + 3;4)(26 ~ Cy + p +3u)06 +
(- 7 +&'+3mo7 +c~?+a+3§>67,
= =800 - 3Q + DO + 80D +C3a + B - maQ +
(€ 212 (o} [o] 1 1 (o]
C3a+(?-r_f)ﬁo~C6+E+3p)01—(1s+2+3,3)61+
+ BaQ. + 2aQ. - o2+ %0+ w3 . C7bD
2 2 4 L 5
Las relaciones (7b) no se utilizan en 1la obtencidén de
superpotenciales de Lanczos pero son fundamentales, Junto con
las ecuaciones (42, en la construccidédn de generadores para
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tensores simétricos de orden dos con traza y divergencias nulas

{ver TU para el campo de Liénard-Wiechert (38} y (31] D
B

El tensor I(_Lj es simétrico con traza nula y admite un

desarrollo sobre la tétrada nula conforme a (I1.16)

Kab = K(1)<1> Eaﬁb * E<1><1> mama * K<4><4> lalb * K(S)(S) ndnb *
M K<1><z> Cmaab * ;n-amb M lanb * nqlb) - K<1)<4)Cmalb M mbla)‘
- E.<1><a> Cmanb * namb) - K<1><4>caalb * laEbD -
=K e c?n‘anb + x’n‘bn°> C7ed

Una vez determinadas las anara una meétrica dada con C(7bd ¥y
(7c) se puede cbtener Kab.

En la préxima seccidn se 1ilustra la aplicacidén de las
ecuaciones (8) para algunas métricas de interés en Relatividad

General.
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3. POTENCIAL DE LANCZOS PARA DIVERSAS METRICAS

En esta seccidén se va a mostrar el superpotencial de Lanczos
para diversas métricas: Godel, Taub, Petrov, [401 y se .va a
presentar el potencial de Lanczos para lo tipos O, N y III en el
caso general [411].

Para obtener espintensores correspondientes a algunas
métricas se sigue determinado procedimiento que, en resumen,
consiste en lo siguiente:

- buscar una tétrada nula tipo NP adecuada (de preferencia
candénicad

— respecto a ella determinar: Vor -2 ¥, . los doce
coeficientes de espin y los operadores &, &, A, y D (Cexiste un
programa computacional que facilita el trabajod.

- resolver las ecuaciones (B) de Weyl-Lanczos considerando
las 18 ecuaciones de NP.

a) Espintensor para el modelo cosmoldgico de Godel (18480 el cual

es tipo D [401:

4 4
ds® = —cax™? - ze® dx'dx’® —-;- e?* cax®? + cax®H?

Se puede tarabajar en forma tensorial usando (1b) pero el proceso
es no trivial [3] . La técnica de NP permite encontrar al
espintensor de manera mas directa y sistematica.

Se considera la tétrada nula:

4
-X

1, - e ,O,_’;—D ,c1’>=},:—c1,o, -1, O

r

Cm D

1

cn™ = éu, 0, 1, OD

Se determinan los coeficientes de espin, usando las relaciocnes (I.

52, 49). Por ejemplo:
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2 =C =—[z -z ]z" z? =
414 p,q 4)q.p tH) 4

p'q q,P

Se dan valores a (p) y (q), obteniendose finalmente 2 = O
Los demas coeficientes de espin son:
o=T=vyv=AN=nan=0

o = ﬁ = i = = 1'_ & = = "_
27z ° H L 2 v <
De las ecuaciocnes de Newman-Penrose, utilzando las definiciones de
los operadores &, &, A, y D se obtienen:
= = -1
v, o= O parar =g, ¥, p

Por = Poz = Pz T 0 0 B, T #y, T2, 77
las ecuaciones (6) de Weyl -Lanczos quedan:
t 1 — _‘.'.. =
6Q°+m5+LCﬁﬂo 204) 0
-6Q + DO+ -0 =0
1 o
-6Q + DO+ 0
2 1
-aQ + S0+ = Q
i i — .1_ =
m+397+;cﬁn - Q02 o
-AQ + 80 + i - Yz 0 +=-Q) =0
- o < 2
-A0 + 30+ Ea - Q +Qd = -
1 s 2z 4 Yz s s 12
-5 + D +icla - Q +0 > =0
3 ? « 2z Yz s ?
Comparando con las 18 ecuaciones de NP, observamos que una

solucidén de este sistema de ecuacicnes es [401:

Q =0, r=1,6 , 0 =0 =%H=1%L
r 1 [~ [-4 18
&0 =0, r=1, 3, € , 0 =q =&,
r F - o

_ P S ]
Qa = C exp (-28x 47 % b)
donde ¢ es una constante arbitraria.

Con este resultado, el espintensor se escribe:

= X - M v - - - m
Ka.bc 18 [c Mo.b Mab) ‘ < n<: + 1 :) + C va.bc Uab) mc ¢ va.b UabD mc]
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Sustituyendo qu , Uab s Y Ma.b se encuentra la expresién

explicita del espintensor.
b Espintensor para la métrica de Taub [40]

2

ds® = £ ccax®?® - cax®? + r%ccax®»? + caxHD

f =v1 + Kx K = constante = O

La tétrada nula correspondiente Cuna de ellas) es

cm> = —1_ co, 1, -i, O 1™ = ¥i7z ¢-1, 0, O, 1)
¥ afr
cn®> = ¥f7z €1, 0, 0, 1>  con cm = - co, 1, +i, O
Y21
1 2 3 <
Considerande x = %x, X =y, x = z, x = t se calculan los
coeficientes de espin:
o= u = 4 = 4y = - K ra2 ¥ los restantes son cero.
27z

De las ecuaciones de NP usando las definiciones de los

operadores se obtiene para el espacio vacio C¢°b =0, R =0 las
K -3

cantidades ¥y, =o . r = 2 . W, = e_f © sea se trata de una

métrica tipo D.
Para esta métrica, usando las ecuaciones B) resulta:
-8600 + DQ‘ - as{)‘ - pﬂ‘ = 0
A 280 + S0 + 3DO. 40 + 2uQ = O
o 1 4 s o o
¥, = —AQ1 - 602 605 + DQ‘s + “01 + E.’rs‘)1 + 8.906 + pﬁo - 3A02 -
- 80 +380 + DO+ 40+ 2p0 = O
3 L] ? ? ?
-aQ + 307 - w0 -2 =0
Se comparan estas ecuaciones con las 18 ecuaciones de NP y

una de las solucicnes posibles es [401]:

O =0, r =1, 6 QO =0 =14
r 4 [ S
c) Métrica de Petrov [401]:
ds? = £* % cdx? + cdx®? + £ 3%ax®H? - caxHD

£ = kx‘ + 1 =siendo k una constante.
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La tétrada nula elegida es:

cm™ = L™, 07?0, 00, 1T = “Yo0,0.£7%%, 1>
vz ¥z
¢n™ = 2 co, 0o, Y%, 1>
vz
Los coeficientes de espin son:
o = —u = 48 = - fffk Yy los demids son cero.

Se encuentran [40] las componentes:

Qa =0, a1, 6 Ga = —QG = - % H

Los primeros espintensores explicitos los ha obtenideo el
grupo de Relatividad de UAM-A dirigido por el Dr. J. L. Lépez
Bonilla y los resultados han sido publicados en la Revista
Mexicana de Fisica: (401, [42].

Es importante mencionar que este grupo ha obtenido el
potencial de Lanczos, caso general, para los cuadriespacios: III,
N yv O de la clasificacién Petrov y los resultados se han publicado
en J. Math. Phys. 30 (6> 1990 [41]. Dada la trascendencia de estos
resultados se presentan resumidos en lo que sigue

Potencial de Lanczos para el tipo O & Nt

para este tipo Petrov, la tétrada nula candnica

r r

Zm) > = Cgf, m , 1, gf) se puede escoger de modo que:

v, = O, a# 4 : v, # O para el tipo N y v, = O si trata del
tipo O.

La solucidén de las ecuaciliones de Weyl -Lanczos

Ccomparando con las 18 ecuaciones de NP2 es (411

Q:—E.Q:—e.ﬂ:E.AQ=}_

O 2 1 < 2 S 3 2

=-2 , o =-I =H | o = ¢ 8
4 2 5 S S S ? 2

para cualquier métrica tipo N & O.

Potencial de Lanczos para el tipo O & III:

siempre existe una tétrada nula Ccandnicad tal que:
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¥ =0, a = 3 : v, # O s1 es tipo III v ¥y = O para el tipo O.

a

De las ecuaciones (6) y comparando con las 18 ecuaciones de

NP se obtiene [411]:

A

]
|
R
o)
i

Q
o 1

Q -& Q
- 5

- p/3 Qz = 11./3 Q3

~-T/3 Qé H/8 Q; = v oD

Se observa que (8 y (9) difieren por un factor de 2. Para
verificar que son soluciones de las ecuaciones de Weyl-Lanczos e#
atil considerar las 18 ecuaciones de NP.

Para el tipo O se puede escoger Qr =0, r =0,...,7 lo cual
corresponde a la solucidén trivial. LOs resultados (9 y 8
representan la solucién no trivial para la ecuacidén (1bd
correspondiente a este tipo Petrov.

En este capitulo se ha presentado la manera de encontrar al
espintensor para un tipo Petrov dadoe (N, III, 6 OO utilizande 1la
la técnica de NP. Esta pendiente la obtencidén de la solucidn para
los tipos Petrov I, II & D en el caso general.

Es importante sefialar gque las cantidades {l s T = 0,...,7
obtenidas son combinaciones lineales de los cceficientes de espin.

Para algunas métricas, una o varias de las cantidades.th,pre-
sentan siﬁgularidades que se deben al sistema de coordenadas utili-

zado; no son singularidades de la curvatura.

70




CAPITULO III ESPINTENSOR DE LANCZOS PARA DIVERSAS METRICAS

INVARIANTES DE LANCZOS.

INTRODUCCION.

Con el fin de comprender, el concepto de espintensor de
LLanczos, ademas de dominar la técnica adecuada para obtenerlo
explicitamente para diversas métricas, s le debe asignar

significado fisico. Pero para identificar, por ejemplo, las

variables de Fierz [281 con espintensores se sugiere primero tener

una lista de espintensores correspondientes a distintas métricas.
FPor esta razdén, la primera fase del trabajo de investigacidn

del grupo de Relatividad de la UAM-A dirigido per el Dr. J. L.

L1 LY}

Lépez Bonilla, relacionado con el tema Espintensor de Lanczos
se ha enfocadc en la obtencidn de espintensores explicitos para
distintas métricas (0401, [411, [42] etc).

En la presente tesis se sigue la misma direccidn de
investigacidon y en este capitule se nuestra la obtenclidén del
espintensor para la métrica de Kerr Choyo negro en rotacidédnd, que
tiene como caso particular la métrica de Schwarzschild.

También se analizan caso por caso o las 11 clases de
métricas de Kimnersley para el m4 vacio tipo D y se explica el
cadlculo de los espintensores correspondientes.

Otra clase importante de métricas la constituyen las métricas
de Robinsdn-Trautman.

En la tGltima seccidn de este capitulo se hace un estudio
sobre unos invariantes de Lanczos,

Todos 1los resultados presentados en este capituleo, son
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resultados originales.

Cabe =zefRalar gque un tépico de investigacidn muy atractive
seria tratar de asignar significado fisico (si es gque existed a
los espintensores explicitos obtenidos en este capitulo y en el

capitulo anterior.
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1. ESPINTENSOR PARA LA METRICA DE KERR

En (41] y [42] se obtuvos el potencial de Laﬁczos para R;
arbitrarico con los tipos Petrov N, III y O, sigue abierto el
problema de construir Kur para los tipos I, TI y D en el caso
general. En [40]1 se han encontrado espintensores para métricas
particulares de estos tipos. Como el casoc D es miés sencillo que
los casos I y IT se trata de resclver primero el caso general para

este tipo Petrov y después trabajar los restantes.

Se considera conveniente deducir Kabc para R4 tipo D vacio

CRab = 0) ¥y luego generalizar a R4 tipo D sin exigir RU = 0.
El resultado esencial de (4131 y [42] fue que: * Las
proyec¢iones de Kabc sobre la tétrada nula candnica son

combinaciones lineales de los correspondientes coeficientes de
espin '". e espera gque este resultado siga siendo valido para los
tipos Petrov I, I1 y D.

En el capitule I,tabla IV se ha mostradoe ({4102 que un
espacio-tiempo tipo D tiene dos direcciones principales repetidas
de DF las cuales permiten construir una tétrada candnica

Cm", m. L°

’ Q?) con la propiedad:
y =0 ) c & Z . v, * o)

Hemos visto que los elementos de esta tétrada pueden rotarse
C sufren una transformacidn de Lorentz - rotacién de clase IIID
conforme a (I.11¢) y la nueva tétrada es:

Ce m , e m , e lc, eA n® > : C1>

N
donde A ¥y B son funciones reales arbitrarias.

Si las cantidades A v B se escogen adecuadamente es mas facil
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128415

construir al espintensor de nuestro interés. Vemos que el problema i
diferencial de resclver las ecuaciones de Weyl-Lanczos (II.5 se
simplifica, dependi endo del problema algebraico de una
transformacidén de Lorentz.

La métrica de Kerr (tipo D3 [451 es de gran importancia en
Relatividad General [ 481, para la comprensidn del zolapso
gravitacional de una estrella rotando. La soclucién de Kerr
encontrada en 18683 (80 afoz después del descubrimiente de la
métrica de Schwarzschildd no es el campo gravitacional de una
estrella cualquiera axial simétrica rotande si no que mis bién
representada solamente el campo exterior de una fuente muy
especial: hoyo negro rotando [47].

Algunas de las propiedades de un hoyo negro rotande son:

—los hoyos negros son soluciones de ecuaciones de camps gque
describen el campo gravitacional de masas colapsadas, y estd
caracterizado por: masa M. momento angular Ma y carga eléctrica Q.

-contigene una superficie de bhorizonte cerrada C(adentro de
esta superficie el campo gravitacional es tan fuerte que las
particulas, los rayos de luz y los campos dependientes de tiempo,
producidos adentro ya no pueden dejar esta regidnd.

- dentro de este evento horizonte existe una singularidad
genuina de campo gravitacional que se forma durante el colapso (ho
la podemos verl.

—una vez formadoe el hoyo negro Cprobablemente establed no
puede ser destruido.

-la introduccidn de efectos cuanticos pueden cambiar este
panorama.

Todavia no se puede contestar con seguridad a la pregunta:

épueden y deben existir los hoyos negros 7
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La geometria de un hoyo negro sin carga eléctrica pero con

rcotacidn esta dada por:

2
4amr sen &

ds? = § ar? + = 48 = dt de¢ +
2 z 2 2a’mr sen’e 2 2mr
+ sen e(r + a” + 5 ] d¢p - 1 - —~— > dt (2>
en coordenadas (r, &, ¢, i3 de Boyer~Lindquist con
A =r + ia cosé , T =AZ=r%4+ 2% cos
2 2 .
c =r - 2mr + a, o= ¥Y-1 gC))
m - masa del agujerc negro
a —- momento angular por unidad de masa

Con la tétrada candnica (85, 46] correspondiente,

ey = Lo, 1, Lo, ia sen 8
Yz A
ClJD = —éﬁf—-c-c, o, a, rz + a®
N - a r2+a2
cn = 1, 0, &, —— 2 4>
[~ <

“~

no fue posible construir el espintensor, pero al elegir para A y

B:
e : 1,2 12
A _ C B _ o+ Z
e = [~§§~ ] e =T — 8

sf se logré este objetivo.

Para calcular las cantidades de NP se ha utilizado la tétrada
€1Y con A v B dados por (B8 y siende los elementos de la tétrada
dados por (43.

Se utilizd la computadora con lenguaje REDUCE y se obtuvieron

los coeficientes de espin:
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172

= o =A =pv =0 ’}J=P="‘i—[x§"*]
EC‘Z

N Ca : rocos 6D ot =ogo= - ? sen & &Y

2 A sen 8v2 % A Y2 T

1 2 .
£ =y F —— [mr - a + ialm - rd cos 8]
2 A YacXt
¢ =0, R=0 =0, ¢ =2 = - I
Qb » ,wc > )Wz -~ 3

A

Se resuelven las ecuaciones de Weyl-Lanczos (II.8) para las
(} (proyecciones del espintensor scobre la tétrada (13> de NPD> y la
<

solucidn es:

g o= 0
3 4

+ 2 O =@ =
12 2 £

WD &

kL
12

+

o)
1]
o
~1
il
LRI Y

Los coeficientes de espin &, p, 3, 7, 3 estan dados por (63.

Se observa gue las cantidades {0 son combinaciocnes lineales de los

coeficientes de espin (resultado mencionado anteriormentel.

Todos loz célculos efectuados para la métrica de Kerr, son
validos para la métrica de Schwarzschild si a = 0 Causencia de
rotacién del hoyo negrod

El resultado original (6) es muy importante porque permite la

posibildad de asignar significado fisico al espintensor: se debe

transformar el resultade &) a ccoordenadas (x, ¥ Z, >
asintéticamente Minkowskianas, vya que estid en coordenadas de
Boyer—Lindquist, e investigar si el Kab: se comporta come una

densidad de momento angular del espacio de Kerr [47].
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2. ESPINTENSOR PARA ESPACIO-TIEMPOS VACIOS TIPO D

(R}

En 1868, W. Kinnersley en su articulo Type D Vacuum
Metrics " (48], resuelve las ecuaciones de campo para R4 vacio
tipo D usando el formalismo de NP y encuentra gque para este
espacio-tiempo sdlo existen 11 clases de métricas. Ademds did la
forma explicita de cada una de ellas.

Este autor emplea la signatura (-23 y ordena las coordenadas
en la forma (u, r, X, ¥J; su vector n® corresponde a nuestro
vector 1° Yy viceversa.

A continuacidn se utiliza la técnica de NP para determinar el
superpotencial de Lanczos Kur , para cada una de las once clases
de métricas encontradas por Kinnersley, o sea para todo R4 vacio
tipo D. Se utiliza la signatura (+23 ¥ las coordenadas son

X o= x, 2 = Y =< = r, =<t = u o sea: (X, y, rr, ul.

En los once casos sélo se indica la tétradé cm’, m, 17, n.
Utilizando la relacion CI. 155 . sSe ocbhbtiene la métrica
correspondiente:

gab = n%m° + mon® - 1%° - 1°%®
Las cantidades de NP s& calculan con los algoritmos y las
scuaciones mostradas en el capitule I. Los vectores 1° b% n®
siempre estaran alineados con las QirecciOhes de Debever -Penrose
{41, lo que implica v, o= O, a # 2 (para un espacio-tiempo tipo DD.
Por el teorema de Goldberg-~Sachs [£2]1:

® = o = A = p =0 s)

para todas las métricas de Kinnersley.
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METRICAS DE CLASE 1V

a) Caso IV.A

L.os vectores de la tétrada son:

n® = €0, 0, 1, 03 , <m® =cg, 2, B oy
P 2 2
E a” + x

b 4ar rzl
Ci ™D = CO, -‘2—-—-—-—*2-‘ s ™ Z > ’ 1>
a  + x 2ala + w2
2amx + 1Ca? - »%%>
g2 = =2 2 , 1= ¥4 =5

2 2.
2ala + x 2

a, 1 ¥y m son constantes reales.

Los coeficientes de espin correspondientes son:

y = zrl - ., t=-m=a+p = &;x - ;a)
saCa + %2 a’ + x
o = [lxa - amx2 + azlx - aam + iaClxz - Zamx - laz)]
4a£Ca2 + x2)2
B o= [lx2 - Bamx2 - 3azlx + aam - iaClxz - 2amx - laz)l

4afCa” + %x°>%
Cm + 112

. 3
Cx + 1a3

v y = 2rCa - D = C10d

2

Estas cantidades de NP y las ecuacicones de WL (II.%) permiten

obtener las componentes del espintensor de Lanczos:
£ =0 , c®»2, 8, 6,7 , Q=

, Q = % . oa = LAY SR C11d

La solucidn (11> es una de las multiples solucicnes de las

ecuaciones de WL, ya que K pe Carece de unicidad,.
(o2 ol o]
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b) Caso IV.B

Los elementos de la tétrada son:

cn® =Co, 0, 1, O , <1® =<¢o, o,
- b i aré 2
= —_ = = o+
Cm D g, F ox 0> , & <
con ¢ ¥y m constantes reales.
l.as cantidades de NF son:
H= o = e =0 , T = =1 = o + 3
cr Cm + 2exo
¥y = - = ;s T s e———
= ' 4% F
C3m + 2cxD m
r#=- 2 ! Y2 T T3
4x" ¥ x
De las ecuaciocnes WL se obtiene:
Q =0 , e=2, 5 , 0 =324 ,0
< 2 3 ]

Las métricas de clase IV son la tunicas con

METRICAS DE CLASE II

En esta clase, existen seis métricas

2
a’

y todas

cias

13

C14D

tienen un

espintensor con la misma estructura. Esto se debe a que siempre es

posible elegir una tétrada Cmanteniendo (83 2 tal que:

T =77 s o = f3 ' o = 5 = 2(g

]
]

- Qe ., ¥ Qe , Q=11

¥, = 4QCeo - Qnfd

£

£

-+

acpn o+ D

18D

Este resultado no se ha encontrado explicitamente en la

literatura.

Estas cantidades de NP y las ecuaciones WL implican:
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+ 2 18D
12

= =g £
: QQ4 Q5
Q
3

Q
E}

+€..... . O =
12 2

©IR

Si se trata de una tétrada gue cumple con (183, el potencial
de Lanczos correspondiente estard dado por (18D.

Vamos a presentar los resultados obtenidos para las seis

mé&tricas empezando con:

a) II.A

Esta métrica es la solucidédn de Kerr-Nut (511 y la tétrada

correspondiente es:

172
cn® = [— %] co, 0, 1, O

=2
b iz 2 2 2
170 = [~ =QR3 ] (O, 2a, R, 2(r"™ + 17 + a™d>
y -1/2
Cm D = [ 22 ] (~i, esc %, O, a sen X + 21 cot x>
donde Q = 21 tal que - QR > O
A=r - iCl - a cosx) , I = AA
R = -r? + omr  + 12 - a% 17>
con a, 1 ¥y m constantes reales.
Si 1 = O se obtiene la métrica de Kerr [48] presentada en la
seccidédn anterior.
i a =1 =0 se cbtiene la solucidn de Schwarzschild.

Con la tétrada €172 se satisface (15D,

1,2
1
e = Qu = - = [ - g; ] >
A
T =7 = - % seﬁxCEZZD*V2
A
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o= f = Csif C-a + 1 cosx - ir cosxcasy 17?2
2A
e = = - Q [az - mr - 1% + iCm-r3Cl-a cosxltv]c—EQE_'R)”V2
2A
4 11D
w = 4QLesp — QD = ~ g_lzl__t._l_}:_‘__ 18
2 -3
A
e concluye que el espintensor gesti dado por (182 con:
Q = -1 cuando R > O
Q =1 en las regiocnes del espacico-tiempo donde K < O.
Si en (16) y en (183 se hace a = 0 se obtiene como caso particular

el espintenseor construido en la seccidn anterior para la métrica
de Kerr [441.
b> II.B

En este caso elegimos la tétrada:

1,2

b, _ _ N . -
Ch)—[ :.E_Z—] C.O,U,i,O)

b 12 2 2 2
17D = ( ~ZQNZ ] €0, 2a, N, 2(r” + 17 + a™2>

o -1./2
Cm™> = [ 2% ] C-i, esch %, O, —a senh X + 21 coth

con Q =21 tal que N < O y
A=r -iCacosh x -1> ,£=4K , N =r%+2mr - 1% +a%® o
Se verifican (18> porgque:
1/2
prau=-t [~ ] caw o -2z X oy
A A
= 1 ) -1.2
o = 3 = — esch x Ca - 1 cosh x - ir cosh »x>{2%
ZA
e=Qv=-Q—_[— mr + 1% - 2% + icmerdca coshx-—la]c~aoﬂz>"’2
=A
v __:__Cm+llD , 20D
2 ZB

vy asi las Qc se determinan de acuerdo a (162,
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c) II.C

Fara determinar el potencial de Lanczos la tétrada mas

conveniente es:

12 Lo
cn® [ - oM } . CO, O, 1, OO

H

22
© 12 2 2 2
€172 = [ —20MY ] O, Sa, M, 2(r~ + 17 - a 2>
o ~1.,2
Cm™D = ( =2 ] C~i, sech %, 0, 21 tanh x - a cosh x>
donde Q = - 1 con ~-QM > O y
. — 2 2 2
A=r —iCasenh x - 1> , £ = AA , M =717 + 2nr - a~ - 1
21>
Las cantidades de NF adquieren los valores:
1,2
o L
p = Qu = - *%— [ - %% ) y T =1 o= - §~39§E—§—CEZD 12
A A
o == —é~ sech x Ca + 1 senh x + ir senh x)¢25) 2
2A
e = = - 9_[— mr + a® + 1% + iCm+r>Ca senh x - n]c—ac:ukﬁ:)""2
ET
y = - Cmr i1 caa>
2 E 3

cumpliéndose (180 y en consecuencia (16) aporta el correspondiente

espintensor.

d) II.D
12

Cby _ @F
on 3 = [ 8—‘Z"r ] CO, O, 1 > O)

& “1r2 2 2 +
¢l = [ -=QFZ ] O, 2a, F, &r  + 122, Q= -1

b —4 2 _
cmy = ( as ] C-i, e %, 0, -ae”™ + 21>, QF < O

PN x - 2 . 2 -

A = r - ila e - 12 s = AA , F=r"+2mmr -1 Ca3d

y las condiciones (18 se verifican con las expresiones
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p=%=~——f_——[—%] L TEr o= - 22 casytio?
A - A
X =g = cl i ir> casy 2 . , Cm i :l)

=7 A

e
|

Q_[~ mro+ 1% + iCmerdca o - 1)]c~aQF23“/2 c24d
2A
de manera que las {% se obtisnen con (162,

e) IT.E

Aqui seleccionamos la tétrada nula:

172

cn® = [ﬂ—%—’i“] <o, 0, 1, O
. —12 2 2
1% = [ZCmr + b)) €O, 1, <mr + b2, r° + p
i —1-2 1 xs
Cm°3:[az] C-i, =, 0, - bx - 25
%4 4
v —
A=r - iCh + é-D , Z=AA , mb = ctes. 280
entonces
12
£ = o= - E_ [mr ; b ] L —g— cazy 2
A A
a=p=—2_cab - x® - zir> cam 2,
4xA
-1.2
£ = -~y - Cma : ebo [ZCmr + b)] s Y, = - _SE_:;££) (260
4A A
y el espintensor ests dado por (182 con Q = -1
£) I1.F
1.2
b, _ _ QT
Cn)-—[ é-f] co, 0, 1, O
b —t2 2 +
1D = [ -2QTE ] <G, &, T, &r, Q= -1
o ~1.2 »
Cm™D = [ = ] c-1i, 1, O, -x>, - QT > ©
A=r —ix , T =AA , T =23mr -1 27>
de donde
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12
P = Qu = - _%T' [ - g% ] , T = mo= - —~%——CEZ)_1/2
Y A
= = = -
a=p z Y T 9
e =0 = - 201 - mr o+ imoC-2QFEy 42 casd
2k

Y con (18 queda determinado el espintensor de Lanczos.

METRICAS DE CLASE III.

a) III.A

Este espacio-tiempo también se conoce como “ métrica C '

su espintensor ya fue calculado en [40]
b> III.B

Para este R4 trabajamos con la tétrada nula:

cnhd = capd*® o, 0,1, O , Q=11

aah =™ o, LU ES . Q> O

Cm'y = €2E7V? ¢~ gan®, X SR Xm0 2 | 502,

n° 2 n°
donde
A=r - ip° |, p° = acn x , Z = AA
n® = [c sn x dn x + —E; en’x - ZE.—E-'—cn x {m sn x + 1 vY2dn 0
4a Sa

E = % [%?'o - iCAwP + B + 20°7%%cp%r? - 2rt° - 3p°§)] -

_ rznoz —_ “or _ Uo + apozn_oz ,
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22%¥3 sn x dn % , v® = Cm + 115Cdn x - 1;5 sn 0?

e}

t =

U = -30°%1%% + 35 en x Cm sn x — 1¥2 dn x

“o = - }__ Clo + E(DOUO - Epos noz) !

t° '
1° =1 dn x <1 - 2 sn® % - sn x €3 - & sn>O |, €307
ve
las cantidades a, b, ¢, 1 ¥ m son constantes arbitrarias y con x,
sn x, dn x representan funciones elipticas de médulo —1—-. En [483]
)
. ~— —

pag. 1201 pueden consultarse las expresicones para x , x ¥y U

las cuales participan en Clb.

Con (293 es posible verificar la wvalidez de (153, por

ejemplo,
. <o
r == 2% cr? o aipor + poz - it
AYZ
. . <
T - e e 31>
A A

asi las Q estdn dadas por C162.
Nétese que para las métricas de clases II y III de

Kinnersley, el espintensor tuvo la estructura (186).

METRICAS DE CLASE 1

Estos espacios vacios corresponden a las soluciones de NUT

[52,53) v su tétrada nula estd dada por :

ca® =co, 0, 1, 00,  m® =L P, -iP, 0, =S
vZ
c1® =c¢o , o, M_. - Sy + ¥ 50, 1 32>
donde
A =r -ic, ¢ =cte. , po = -




w=§)°+ciMc,M=—~%,O,~;— 33D

‘ ~O N
siende ¥y una constante real. Las cantidades de NP nos quedan:

®» = o= p =X =g =T7T=70=20
M 5 n 2
$ = - = - - , Y o= g wo
2ve
— i 2 —. 3
HEMp + =Y+ epd oy, = W =2, 34

¥ las soluciones de Weyl -Lanczos aceptan la solucidn:

M
Q =0 , bet,a ==, g =¥_- 235 38
b 1 G [} 3 G

para los tres posibles valores de MO.

Los resultados obtenidos para las 11 clases de métricas
correspondientes al espacio-tiempo vacio tipo D, confirman el
resultade de la seccidn III.1 de que los coeficientes de espin de
NP, generan la proyecciones de Kabc sobre la tétrada nula.

Queda pendiente el problema de poder asignar sentido fisico a

los resultados obtenidos.
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3. ESPINTENSOR PARA LAS METRICAS DE ROBINSON-TRAUTMAN

Las métricas de Robinson-Trautman tienen las siguientes

propiedades [B]:

. . r . . c
a) admiten una congruencia nula Nn ) geodésica, sin deformacidn,

con expansidén y sin rotacidén.

b> R n n =R m m =0 con R - tensor de Ricci
ab ab 1} -
m® - vector nulo complejo tal que n® mo= O.
En el formalismo Newman-Penrose Ccapitulo I> estas

propiedades implican:

¥ = o =0, p=px0, ¢00 = ¢b1 = ¢oz = 0 36D

cuande n' Y m’ son elementos de la tétrada nula. Con (36) se

puede mostrar [{8] que existen coordenadas Cxi. x?, r, 4) en las

cuales la métrica correspondiente adquiere la estructura

Csignatura +23:

2

as® = = [Cdx‘yz + cdx®? ] - 2du dr - 2H du® C37D
p

donde Pfo, 2, w y Hox', %%, r, W son funciones reales.

Utilizando la teétrada:

cm™ = 0 c1, i, O, O A% = a1, -, O, O
=r 2r
c1* = co, 0, -H, 1> cn™ =¢o, 0, 1, O 38D

se determinan los coeficientes de espin restantes Cver (368)):

=7 =T = A = = -1 _ 1 8H
£ = n T M o, fol = Y 5 37

- = _ 1 aP _ P aH . _ P _H
=B =z5x—F5 Y F3 7’ HE TP r ¢392
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e _ 9P o1 2 a -1 a a
con F =33 n X + ix ,5——;?--;[53—(1 1-5-—-522]

De las ecuaciones de NP (I.58) se obtiene:

L O C40d

lo cual significa que la métrica considerada es algebraicamente
especial.

Las métricas de Robinson-Trautman son importantes en
relatividad general y como ejemplc de espacio-tiempos de esta
clase se mencionan: la solucién de Reissner-Nordstrédm (y por lo
tanto la de'Sbhwarzschild {5, 431> y los cuadriespacios de [40]
Taubk, €, Siklos, Petrov, Novotny-Horsky, Kasner tipe D. La métrica
del espacic de Minskowski también adopta la forma (37> en
coordenadas de Newman=Unti [40, 541 lo cual es de gran utilidad en
el estudio del campo electromagnético de Liénard-Wiechert,

Para <construir el potencial de Lanczos correspondiente a
esta ;lase de métricas, se sustituyen los resultados anterjiores:
€381, (373, (381, (3082 y (400 en las ecuaciones de Weyl -Lanczos
CIT.B. Se utiliza ademis la sugerencia de Zund [38]:

Qﬁ =0 para n = 0,1,2,3 €415

Se cobtiene un sistema no trivial de ecuaciones diferenciales

cuya solucidn (que no se ha localizado en la literatura) es la

siguiente:

2 2 2P
Q = oF , F=p [p — dn
g n
Q =2p+0 6= - - P b g
. =3 P » G = 5 f P P dn
_ 1 _F
o =2 C 42D
? [t

CEn F y G las integrales se efec tuan sobre 7»n manteniendo
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constantes a 11 y .

La solucidén (42) es valida para cualquier métrica de Robinson
Trautman.

Se observa que las proyecciones del espintensor sobre la
tétrada (las cantidades Qﬁ dadas por (4233 contienen 1los
coeficientes de espin lo gque reafirma el resultado expresade en
[44].

Ejemplo: Métrica de Reissner-Nordstirdm

Para esta métrica, de [B]:

2
2m + 5
r r

= 1 n = 1 -~
F =1 + > H 5 1

donde (m) es la masa del hoyo negro y (&) es su carga eléctrica.

Los coeficientes de espin son:

¥ = &= g =gg0=T7T = v =0, p.—:—-r.j:..
y = E Cmr - e , o= -3 = 1 "
3 4r
ar
o o= - 19 cr? - 2mr + B Y
ar
F = G, 2 i = % n por lo tanto., G =0, F = - ~%; <1+ n M.
d 7 R

El espintensor correspodiente a esta métrica estd dado por C42):

O =0, n=90, 1, 2, 3, 7

1 - _ 2 1
{)4—""—;-2————'-'C1 +‘(}‘Q> S Qs—s—f?“ 6;—7’?
»nor
1 1 1 2m 362
Qd = = Cp + 29 = = & (; - + 2 b} C43D
2r

lo cual es equivalente a la expresidén espinorial (260 de [43}; si
en (430 se considera e = 0, resulta el potencial de Lanczos para

la métrica de Schwarzschild.

En el capitulo 24 de (5] se encuentran soluciones de Robinson-
~Trautman para el espacio vacio, campos de Maxwell Yy para

radiacidén pura a las cuales se les pueden aplicar los resultados
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4.~ SOBRE UNOS INVARIANTES DE LANCZOS

En esta seccidn se estudia el heche de que en todo R4 la
contracecidén del tensor de Riemann con sus duales conduce a
lagrangianas que son di vergencias exactas; cuando el
espacio-tiempo es vacio, el espin tensor de Lanczos es relevante
en este estudio. Se nuestra gque este analisis es Gtil para
investigar la existencia de vectores constantes en una métrica
dada [681.

La relatividad general puede obtenerse mediante un principio
variacional tipo Hilbert (53, 58, 57, 58] utilizando:

L=L0+LM

donde: LM es la funcién Lagrangiana para la materia

Lo = vY~g R con g = det(gab) y R = R‘aa es la curvatura
aescalar,
Di versos autores [543, &C1 han inﬂentado modificar Lo’

sumandole términos cuadriticos en el tensor de Riemann lo gue

lleva al analisis de las ecuaciones de campe generadas (via un
. _ ; . 2

principioc wvarlacional? por las Lagranglanas vY-g rR”,

Y-g EwmdﬁﬂMd >, VY-g Rab R° y de las densidades cuadraticas de

Lanczos [88B, 681, 821

- — = o * abed
L1 = Y~g K1 = ¥Y-g RadeR’ C445
_ - - — »* % abed
Lz = ¥-g K2 = ¥-g R abcdR 45D
L 3 AW
donde R . y R son duales [401 del tensor de Riemann.
igkm abad ]

En 1838 Lanczos [28] probd que los principios variaciconales:
s fL ax* =0 Y s L ax* =0
1 2

conducen a O = 0, es decir no originan ecuaciones de campo; asi
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L‘ ¥ L2 no permiten construir teorias gravitacionales alternativas

a la relatividad general de Einstein. Estos resultados sugirieron

que (440> y (48) se podrian escribir como divergencias ordinarias.
Buchdahl [83, 64] demuestra (mediante una técnica matematica

que denomind " calculo de rotores ') gque en todo espacio tiempo

d

K

. cvY=g BN ] C 483

d

i

K
2

c¥Y-g c";m C473
con (,r) derivada ordinaria.

B Y ¢’ no tienen caracter tensorial, carecen de unicidad v
son muy complicadas. Goenner—-Kohler (86, 61] utilizan en (44> 1la
definicién de Ramw en términos de los simbolos de Christoffel y
obtienen una expresidn no-tensorial para B Cmas sencilla que la
de Buchdahl). En esta seccidén se demuestra que es posible
construir tensorialmente a B en todo IR‘ vaclio considerando la
existencia de kiﬂ‘ (23, 38, 3, 40, 41]1. Se obtiene ademias una
expresién tensorial para ¢ alternativa a la expresidén tensorial
publicada por Horndeski (86, B7] en base también a la existencia
del espintensor.

Las cantidades K1 Y Kz son importantes en el estudic del

procesc de inmersidén de espacios Riemannianos [B8].
al representacidén de Y-g K1 por una divergencia ordinaria.

La Lagrangiana (44> no genera ecuaciones de campo cuando se
utiliza como base de un principio vriacional tipo Hilbert [S8, S586]
sin embargo si{ puede contribuir [B1] al flujo de energia y momento
gravitacionales [88] lo que la hace relevante en cualquier teoria
del fendémeno gravitatorio.

Si en (440 utilizamos
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i i i i c i c
= - + -
Rjkm x-‘jm,lc lmjlv:,m r'clc r jm l-‘c:m r ik

para todo [R‘ se obtiene (46) donde:

Br - anirab l..<: Crk

2 r k
+ =
ki cb,a 3 r r

cb ra

> <48d

con ncbcd

—tensor de Levi-Civita [I.27]. Se observa que (48> no es
un vector ya que los !"abc no son tensores.

A continuacién se va a deducir una expresién tensorial para
B", en el cuadriespacioc vacio, utilizando el superpotencial de
Lanczos. (en la literatura no se ha encontrado ninguna expresién
tensorial para B.

Si en (440 se expresa Rabc en términos del tensor de Weyl

d
CI.300 es inmediateo que en todo espacio-tiempo se cumple la

identidad

— abed
YgK =vg ¢, C 4>

También sabemos C(cap II> que para I'R‘ arbitrario siempre
existe el espintensor de Lanczos K_”_k (II.1ib]l con las propiedades
(II.1a,c] que genera al tensor de Weyl CI.30) con la propledades

CI.31 y 32). Concretamente:

= — + K -—

. =K . . K. + T -
raib pajt pabii jep;q joq;p gpb i

—g.Tqb+g.pr—gqu.

pi qj 3]
donde T, = K* con las propiedades:
v 1 r:;a
¢ . =-C . =-C ¢’ =0
pajb pabj qpjb ' p rb
» r
c .+ C . + C .= 0 R C = 0
pajb piba pbqj p rb
»* t 4 a* » L
, = - C .= -G . c = )
pajb apbj Pabj * pajb jopa
K = -K , K =0
paj apj pr
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K . +K . +K =0 , T =0
Pa) qp ra r

Al emplear estas relaciones en (480 se cobtiene

V5 K_= 2v7g [ [ K Mepal® ] - K ."'c:’”“'"_b ] S0

Pa} ;b Pl

En todo espacio-tiempo son vidlidas las relacicnes [3, 68]

c & =1 [L - L ] 51
n ma 2 mn;r mr.n
*.pajb = 4 _parn .
C v 7 " L i (g7
= -k = R®
donde Lab N Rab o gab Y Rcb R abe
Cuando [R‘ es vacio CRab = 0D la relacidén (52> implica
i”C‘.“’qu_b = 0, que al sustituir en CBOD pex;mit.e obtener
Y=g K = cav=g K "cP¥® 5 = cay=g k *cPii® 53
1 paj b Paj b

ya que '/__—g_r =0 y (¢¥V=g A’)_r = C¥=g AD de [58, 58].

» A
Comparando (46) con (53D resulta:
BT = gk McPar 54>
P
expresidén que a diferencia de (48> si posee carécter tensorial.
El resultado original (54> scolco es aplicable a [R‘ vacio
Cpor ejemplo la solucidn de Kerr {45] y como caso particular la

métrica de Schwarzschild).
b) representacién de v-g I<2 como una divergencia ordinaria.

La funcidén Lagrangiana (45 también puede participar en la
distfibucién de la energia y momento del campo gravitacional (S8,
611 a pesar de qgue:

s | L dx* = 0 implique 0 = O. El escalar K, es muy Gtil en
la inmersisén de CR‘ en Es {eg, 70, 71] ya que es proporcional al
determinante de la segunda forma fundamental y el valor de K2
permite decidir si el proceso de inmersién es algebraicamente o y

diferencial.
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Horndeski (86, B67] mostré que (485) podria escribirse en la

forma C47) y dié una expresidédn tensorial para el vector ¢’

Y=g K, = ¢v/=g ¢ = c¥eg D (55
r _ 8 b,q Wy 1 mtrm P a
con C AN R g 8 T AP A% D (88>

donde 6:::? es la delta de Kronecker generalizada [56, 57] y A® es
cualquier vector no-nuleo con A = AbAb = cte # O.

En la literatura no se han encontrado aplicaciones de (885 y
(868>, A continuacién se va a mostrar que los resultados (8% y
(86) se relacionan con la existencia de vectores no-nulos,
constantes en un espacio dado. Se trata de vectores M tales que:

M =0, M= MM =0 y ¢S7)

M
q:t

Los vectores que satisfacen (87) son de interes porque:

U

O implica M = cte.

a) Un vector caon la propiedad Mq't = O automdticamente es de

Killing porque Mw + Mb.a = 0 y esto se asocia con grupos de

{3
movimiento o simetrias dél espacio-tiempo [5, cap 31 y 32] de gran
importancia en el estudio de busqueda de soluciocnes exactas en
relatividad general.
b> En (8, pag 57 y 58] se encuentran dos tecoremas scbre la
inmersién de (R‘. en los cuales se involucran vectores con las
propiedades (57):

" S8i un [R‘ admite un vector no-nulo constante entonces dicho
espacio-tiempo acepta inmersidén en E7 '

“Si | en un !R‘ existen dos vectores no-nulos constantes
entonces dicho cuadriespacio es sumergible en Es '

Se concluye que la existencia de vectores cumpliendo (57) es

de gran utilidad al concebir a IR‘ como hipersuperficie de un
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espacio pseudo euclidiano.

De (85) y (56> es inmediato que:
"Si un R‘ acepta un vector no-nulo constante entonces Kz = Q.
B | Kz # O entonces el espacio-tiempo no admite un vector no-nulo
constante *.

Para ilustrar la importancia de (8585, (58), (680) y (61D se
realizan las aplicaciones:
1.- La métrica de Gédel

<

2 *x

4
as® = —€ax® - 28" dx! ax® - 2 ™ cdx®® + cdx®D? + caxD?

es generada por un fluido perfectoc con presién cero e intenta
simular a un universo rotando. En esta expresidén solo existe un
vector constante que resulta ser no-nulo

r

A" = co, O, 1, O, AEAbAb =1 , AY =0 ce2d

st
y (68> asegura la inmersién en E7 de este modelo cosmolégico. La
métrica de Gddel no es sumergible en Es (3, 8@, 701 y adn se
ignora si admite inmersién en Eo'

LA determinacién de Kz usande (480 requiere bastantes
cdlculos peroc, con (85, 56, 60, 62 es inmediato que Kz = O para
la métrica de Gédel.
2.~ Para la métrica de Kerr (48] Choyo negro con rotaciénd,

Kz # O de (5] y en base (B85, 86, 613 concluimos que en la métrica
de Kerr no existen vectores no-nulos constantes.

3. - Los R‘ vacios de Schwarzschild, Taub, métrica de {, tienen

I(2 # O Cver [401), entonces en base a (88, 858, 61D, dichas
soluciones no aceptan vectores constantes no-nulos.

Goenner -Kohler [821] probaron (47> para espacio-tiempos

arbitrarios perc su ¢ no es un vector y estd en funcidn de la

95




segunda forma fundamental de un I'R‘s tipo espacioc inmerso en R‘. asi
su expresién es mas complicada que (58) y podria ser Gtil en el
problema de Cauchy para relatividad general.

Para el espacio vacio, R = 0, lo cual significa

ab

M W = = = f abed
Rabcd - R abed cobcd y de (45 9 Kz 9 co.bcd c CB3

Considerando las propiedades de los tenscres de Weyl y de
Lanczos junto con (51> mediante (55) wesulta

¢t = -2k P ' CB4d
£Q)

Esta relacién tensorial no se encuentra en la literatura y es
alternativa a (563 obtenida por Horndeski. El resultado (84) era
de esperarse ya que Lanczos [283] se apoyo en Kz para probar la
existencia del superpotencial Ki.jr'

Las expresiones (54) y (64> tienen la desventaja de que en
general es dificil obtener explicitamente a Ki,jr para una métrica
dada.

Se hace notar que para cualquier espacio-tiempo vacic tipo N
o III Cen la clasificacién Petrov (4, 68] > las relacices (54D y
(84> son muy importantes ya que para ellos se conoce Ki.jr
explicitamente (41]; ademas para los tipos III y N vacios (4]
siempre se tiene K’_ = Kz = 0 de modo que (543 y (84D implican

Br:l‘ =Cr;l‘ = O

Ya se tiene Kijr para la métrica de Kerr [441, entonces queda

pendiente estudiar la importancia fisica (si existe) do (540 y

(64> para dicha métrica.
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CONCLUSIONES

La tesis “Gravitacion y formalismo de tétradas nulas™

mediante el uso de la técnica de Néwman—Penrose en IR‘ ha generado
resul tados originales de investigacidén presentados en el
siguiente orden:
- "Ecuaciones de Brans-Edgar’ en el primer capitulo. Se generé,un
articulo publicado en la Revista Mexicana de Fisica. Este trabajo
contribuye a la fundamentacién del formalismo de NP. (En el
capitulo II se introduce el tépico de investigacidn "Espintensor
de Lanczos" y se revisan los materiales publicados rel#cicnados
con el tema)d.

- Espintensor para la métrica de Kerr

- " Espintensor para espacio-tiempos vacios tipo D "

- Espintensor para las soluciocnes de Robinson-Trautman

- Scobre unos invariantes de Lanczos *,
presentados en el capfitulo III. Se han publicado tres articulos en

la Revista Mexicana de Fisica, y el cuarto se encuentra en

roforeoc.

~Ef @l apeéndice =& presenta sl tema "Potencial de Lanczos para el
espacio-tiempo Minkowskiano .

Estos resultados originales nos permiten disponer de un
mayor nﬁmer © de espintensores explicitos que posteriormente se
utilizardn para mostrar la relevancia del espintensor de Lanczos
de Relatividad General.

Se debe mencionar la utildad de paquetes computacionales

"REDUCE" y “MUMATH" en la obtencidén de las cantidades
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Mewman-Fenrose para una métrica dada.

Es de suma importancia la generalizacién de los resultados
obtenidos en el capitule III ya que confirman el résultado:

* las proyecciones de qu sobre la tétrada candnica son

e

combinaciones lineales de los correspondientes coeficientes de
espin .

Esta tesis conduce a nuevos tépicos de investigacidn
Cproblemas abiertos):

- Encontrar espintensores explicitos para los tipos D, I y II en
el caso general.

-~ Asignar significado fisico a los espintensores explicitos
obtenidos.

- thener las ecuaciones de Brans—-Edgar para el caso R4 no-vacio.
- Construir una clasificacién algebraica invariante para el
espintensor de Lanczos KUF
- Estudiar B' Y lod para la métrica de Kerr mediante el espintensor
encontrado para ésta.

~ Intentar algun significado fisico al Kur del Apéndice
Cespacio Minkowskiano).

El formalismo de NP utilizadoe en este trabajo es una técnica
poderosa muy Gtil también en otros campos de la Relatividad
General como:

- Inmersién de espacio-tiempos Riemanianos
-Campo de Liénard-Wiechert

—-Clasificacidén Petrov

—R‘ asintéticamente planos

~Busqueda de soluciones exactas

-Problema de la energia y momento gravitacionales, entre otros.
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APENDICE
1, - POTENCIAL DE LANCZOS PARA EL ESPACIO-TIEMPO MINKOWSKIANO.

Se obtiene un potencial de Lanczos para relatividad especial;
se muestra que los campos de Maxwell generan en forma simple un
espintensor par el espacio de Minkowski.

Con el formalismo de NP presentado en el capitulo I y en base
a las relaciocnes II.1i y III.86 se construye dec para el
espacio-tiempo planc (ausencia de gravedadd de manera que

Cpqﬁ = 0, Cgab)‘x‘ = DiagCi, 1, 1, -13,

Cx‘. xz, xa, x* = Cx, ¥, 2, 2 y la derivada covriante (;ad se
reduce a la derivada ordinaria (,ad. Takeno [27] ha construido
espint§nsores para este caso especial, pero su método es muy
complicado; utilizando ideas de electrodinamica resulta un método
mas simple y con mas posibilidades de interpretacidén fisica.
Lanczos trabajé durante muchos aflos en la obtencién de una
teoria geométrica para el camppe electromagnético Ccap. 1II,
Introduccidénd y al encontrar al espintensor Kur propeone [23, pag

384) construirlo via un " tensor de Faraday ': Fab = - Fba

tal que Kabc = Fab@ c1d

verificandose las ecuaciones de Maxwell en el vacio :

b

Fa -

=0 , F + F + F =0 cad

ab,c bec,a ca,b

asi las simetrias algebraicas de Kur

K =-K . ,K .+K +¥K =0, k'’ =o0 4>
ra) Qp) Pql Qip IPrq P )

son inmediatas de C1).
. . . - [~ - -
También C1> y (2) implican Kab = Ka bie = Kba o)

Al SUSTILQil L @ (XL, Lo
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¢ . =K . ~-K .+ K. - K. + K - K
paib paib pqbij jep:q joqip gpb AL | gm qb

+ g . K CII.1bD

- K
ai pb gqb pi
se obtiene C = @ comoc debe ser.
paib

La propiedad diferencial Kab?c = 0 y la relacién (€11 conducen a:

’

oF , = Fa:ic =0 C4ad
con O - operador D’Alembertianc.

En conclusién podemos construir un espintensor para el
espacioc de Minkowski mediante (13 si logramos encontrar un tensor
antisimétrico F‘clb con la propiedades (20 y (4.

En (72, 73] encontramos el resultado:

." Toda solucién de (28) puede escribirse en términos de dos

funciones de onda reales y de un tensor antisimétrico constante

vy la solucidédn general de (2) se escribe:

L -

- c - <
F":Lb = CHG U’c + Ha V’CD,b Cl-{b U’c + H“> V'c) - 5
donde U vy V satisfacen la ecuacidén de onda
oU=pV =20 ced
El tensor Hab es antisimétrico y constante
H = - H , H = 0 (e
Pq QP PQ.cC

y *Hab es su dual [74]
De este modo la ecuacién (4D es inmediata de (5, 8, 7).
De (13 se genera un espintensor de Lanczos para R4 planc si Fab
estd dado por (8) con las propiedades (6) y (7).
El tensor CHU > de (SO es una matriz (4340 antisimétrica y
constante respecto a las coordenadas (x, vy, 2z, L), entonces
cualquier matriz de este tipo sirve para construir un Hpq. Asi el

problema se reduce a la biGsqueda de solucicnes de (8) bien

compor tadas.
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1

La funcién RCxD = ca
cx" - a™cx - a >
r r
Cdonde a" es cualquier vector constante) satisface gR = O, pero
tiene singularidades sobre el conc nulo con vértice en a’.
Lanczos [75] mostré cdmo eliminar estas di vergencias
Ci = Y-1D: la funcién
RCx) - 1b% = U + iV cod
con b° - cualquier vector constante tipo tiempo Cbrbr < 0O 3,
cumple oR = O, entonces U y V son funciones de onda que no

presentan singularidades (en todo punto del espacioc de MinkowskiD:

A B

A + B A + B
con
A=¢Cx - a"tx - ad> - bb
r r r
B=2b¢x - a)d C11>
r r

Sin perder generalidad se toma a" =0 y <bD =¢0,0,0,bd
con b = cte » O y €110 queda:

A=x>+y?+22 -2+ |, B=-zpt 12>
con (100 biam comportadas y cumpliendo CB>.

Considerando (8) y (100 en (1) se obtiene un espint?nsor
carente de singularidades en todo el espacio-tiempo plano.

Synge [72] ha utilizado (5, 10, 11, 12> para elaborar modelos
electromagnéticos de partfculas materiales y fotones; por esta

razén se estima que (13 podria tener mas relevancia fisica que los

espintensores de Takeno [271.
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