
Universidad Autónoma Metropolitana - Iztapalapa
División de Ciencias Básicas e Ingeniería

Departamento de Matemáticas

“El problema de tres cuerpos, la esfera de
forma y el encaje del problema de Kepler”

Tesis que presenta
Nelsy Yolanda Pérez Sántiz

Matrícula
2203801541

Para obtener el grado de
Maestra en Ciencias (Matemáticas)

Director
Dr. Josué Meléndez Sánchez

Jurado
Presidente: Dr. Manuel Jesús Falconi Magaña

Secretario: Dr. Josué Meléndez Sánchez
Vocal: Dr. Mario Gerardo Medina Valdez.

Iztapalapa, Ciudad de México, a 11 de diciembre de 2023.



Agradecimientos

Agradezco a mi familia por el apoyo, confianza, amor e inspiración que me han estado

brindando. Principalmente a mis padres, que me han dado y enseñado tanto.

A mis amigas, por todo el cariño, confianza y por cada palabra de aliento que me hicieron

seguir adelante.

Al Dr. Josué Meléndez Sánchez, mi asesor, por ser un excelente profesor y por la pa-

ciencia que tuvo al enseñarme, además de los aportes que hizo a mi tesis.

A los sinodales, el Dr. Manuel Jesús Falconi Magaña y el Dr. Mario Gerardo Medina

Valdez, por el tiempo dedicado, las sugerencias y correcciones que me ayudaron a mejorar

esta tesis.

A CONAHCYT por el apoyo económico recibido durante mis estudios.

1



Índice general

Índice de figuras 4

Introducción 5

1. Preliminares 7

1.1. El problema de N cuerpos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2. Leyes de conservación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3. El problema de dos cuerpos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3.1. Posición y velocidad orbital . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4. Geometría riemanniana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4.1. Mecánica geométrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.4.2. Curvatura gaussiana mecánica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2. El problema de tres cuerpos en el plano 44

2.1. Formulación del problema y la masa métrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.2. Espacio y esfera de forma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.3. Construcción de las proyecciones y las coordenadas de Jacobi . . . . . . . . 50

2.4. Puntos de colisión doble, Euler y Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.5. Descomposición de Saari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2



ÍNDICE GENERAL 3

3. Construcción del plano hiperbólico como reducción de un problema de

tres cuerpos en el plano. 67

3.1. Planteamiento del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.2. Construcción del plano hiperbólico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.3. El subproblema del paralelogramo de cuatro cuerpos . . . . . . . . . . . . . 75

3.3.1. El problema de los cuatro cuerpos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.3.2. Reducción del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4. Encaje del problema de Kepler como una superficie de revolución 81

4.1. El problema de Kepler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.2. Geometría de la métrica de Kepler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.3. Encaje como superficie de revolución en R3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

A. Modelos hiperbólicos 96

A.1. Métricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

A.2. Geodésicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100



Índice de figuras

1.1. Una trivialización local. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.2. Subespacios horizontal y vertical de TpM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.3. Sección de un haz vectorial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1. Vectores de Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.2. La esfera de forma, centrada en colisión triple. . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.1. La proyección del espacio forma es una submersión riemanniana. . . . . . . 73

3.2. Los modelos Jemisphere y semi-espacio H. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.3. La esfera de forma para la configuración de paralelogramos. . . . . . . . . . 80

4.1. Encaje de la superficie de Kepler con h = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.2. Encaje de la superficie de Kepler con h = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.3. Encaje parcial de la superficie de Kepler con h = −1 . . . . . . . . . . . . . 93

A.1. Los dos tipos de geodésicas en H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

A.2. Geodésicas en H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

A.3. Isometría entre los modelos de Klein y Jemisphere. . . . . . . . . . . . . . . 102

4



Introducción

En mecánica se estudian los movimientos de partículas o sistemas de partículas sujetos

a fuerzas conocidas. En este trabajo estudiaremos la dinámica y geometría del problema

de dos cuerpos, la reducción a la esfera de forma del problema planar de tres cuerpos y

de uno de los subproblemas invariantes del problema de cuatro cuerpos usando potenciales

diferentes.

En el capítulo 1 se introduce el problema de N cuerpos y, como caso particular, se

expone el problema de dos cuerpos en el plano. La geometría riemanniana es una de las

disciplinas que podemos usar para estudiar la mecánica newtoniana. Esto es posible gracias

a que la energía cinética de cualquier sistema mecánico da lugar a una métrica riemanniana

en su espacio de configuración, esto es, la variedad diferenciable cuyos puntos representan

las configuraciones del sistema. Terminamos el capítulo usando geometría riemanniana para

dar una formulación geométrica de la mecánica newtoniana.

En el capítulo 2 presentaremos un problema planar de tres cuerpos como una dinámica

en el espacio de clases de congruencia de triángulos, donde las masas de los tres cuerpos

forman los vértices. Esto es equivalente a reducir la dimensión del problema original, obte-

niendo el espacio de triángulos congruentes. Además, localizaremos en la esfera de forma

los puntos de colisión doble, los puntos de Euler y Lagrange para partículas con masas

unitarias.

En el capítulo 3 construiremos el plano hiperbólico como reducción de un problema

de tres cuerpos por reducción simétrica usando un potencial diferente a uno tipo 1/r2,
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INTRODUCCIÓN 6

usando submersiones riemannianas. La reducción por escalamiento solo es posible porque

el potencial será homogéneo de grado −2. El método de reducción usa la métrica de Jacobi-

Maupertuis. La sección final corresponde a la esfera de forma correspondiente al problema

invariante del paralelogramo de cuatro cuerpos. Este capítulo está basado principalmente

en los artículos [25, 27].

Finalmente, el capítulo 4 está dedicado a estudiar la geometría de la métrica de Kepler

y el problema de encajamiento en el espacio euclidiano. Más precisamente, los encajes de las

métricas con h ≥ 0 como superficies de revolución en R3 son construidos explícitamente, sin

embargo, el encaje (global) no existe para h < 0 debido a la singularidad de la métrica en

la frontera del espacio correspondiente. Los artículos [23, 31] fueron las principales fuentes

de este último tema.



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se introducen algunos de los temas principales para el desarrollo del

sistema de N masas puntuales. Como una aplicación inmediata, se incluye el problema

de dos cuerpos con potencial newtoniano. La sección final está dedicada a la geometría

riemanniana, un tema necesario para el estudio de los sistemas mecánicos que consideramos

en el presente trabajo.

1.1. El problema de N cuerpos

Consideremos N masas puntuales moviéndose en un sistema de referencia Newtoniano,

en R3, donde la única fuerza actuando sobre ellos es su mutua atracción gravitacional. Sea

qi el vector posición de la i-ésima partícula con masa mi > 0.

La segunda ley de Newton dice que la masa por la aceleración de la i-ésima partícula,

miq̈i, es igual a la suma de las fuerzas actuando sobre la partícula. La ley de la gravedad

de Newton dice que la magnitud de la fuerza que ejerce la partícula j sobre la partícula

i, es proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional al cuadrado de

la distancia entre ellos, Gmimj/∥qj − qi∥2, donde G es la constante de proporcionalidad.

La dirección de esta fuerza es a lo largo de un vector unitario desde la partícula i hasta
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1.1. El problema de N cuerpos 8

la partícula j, (qj − qi)/∥qi − qj∥. Colocando todo junto obtenemos las ecuaciones de

movimiento

miq̈i =

N∑
j=1,i ̸=j

Gmimj(qj − qi)

∥qi − qj∥3
= − ∂V

∂qi
, (1.1.1)

donde

V = −
N∑
i<j

Gmimj

rij
. (1.1.2)

La ecuación (1.1.2) representa la energía potencial , donde G = 6,67408× 10−11m3/s2kg es

la constante gravitacional y rij = ∥qi − qj∥ la distancia entre los cuerpos i y j.

Considerando una energía potencial más general dado por

Vα = − 1

α

N∑
i<j

Gmimj

rαij
, α ̸= 0 (1.1.3)

obtenemos las ecuaciones de movimiento

miq̈i =
N∑

j=1,i ̸=j

Gmimj(qj − qi)

∥qi − qj∥α+2
= −∂Vα

∂qi
, α ̸= 0. (1.1.4)

Sean q = (q1, . . . ,qN ) ∈ R3N y M la matriz diagonal de tamaño 3N × 3N definida por las

masas, esto es, M = diag(m1,m1,m1, . . . ,mN ,mN ,mN ). Luego, la ecuación (1.1.4) es de

la forma

M q̈+
∂Vα

∂q
= 0. (1.1.5)

Sea ∆ ⊂ R3N el conjunto de colisiones de dos o más cuerpos. La ecuación (1.1.5) en realidad

es un sistema de ecuaciones de segundo orden en R3N \∆, el espacio de posiciones.

Definamos p = (p1, . . . ,pN ) ∈ R3N por p = M q̇, entonces pi = miq̇i es el momento lineal
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de la partícula i. Las ecuaciones de movimiento se transforman en

q̇i =
pi

mi
=

∂H

∂pi
,

ṗi =
N∑

j=1,j ̸=i

Gmimj(qj − qi)

∥qi − qj∥α+2
= −∂H

∂qi
,

(1.1.6)

donde H es la energía total (o el hamiltoniano) definido por

H = K + Vα =
1

2

N∑
i=1

mi∥q̇i∥2 −
1

α

N∑
i<j

Gmimj

rαij
(1.1.7)

y K es la energía cinética

K =
1

2

N∑
i=1

∥pi∥2

mi
=

1

2
pTM−1p =

1

2

N∑
i=1

mi∥q̇i∥2. (1.1.8)

El hamiltoniano (1.1.7) y las ecuaciones hamiltonianas (1.1.6) están definidos en el

espacio fase R6N \ ∆. Todo lo anterior está escrito para el problema espacial en R3, pero

con cambios menores aplica igualmente para el problema planar en R2 y el problema colineal

en R.

Notar que el potencial Vα, ecuación (1.1.3), es

(A1) invariante por rotaciones y traslaciones

(A2) homogéneo de grado −α.

Ver el comienzo de la segunda sección de [27].
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1.2. Leyes de conservación

Definición 1. El momento lineal total de un sistema de N masas puntuales es la

suma de los momentos lineales de todas las masas puntuales, esto es

P =

N∑
i=1

miq̇i. (1.2.1)

El momento angular de N masas puntuales con posiciones qi ∈ R3 es

J =

N∑
i=1

qi ×miq̇i, (1.2.2)

donde × denota el producto cruz vectorial.

El momento de inercia de N masas puntuales es

I =

N∑
i=1

mi∥qi∥2, (1.2.3)

donde ∥qi∥ es la distancia entre el eje de rotación y la partícula qi, i = 1, . . . , N .

Usaremos el teorema de Euler para funciones homogéneas en la deducción de la identidad

de Lagrange-Jacobi.

Teorema 1 (Teorema de Euler para funciones homogéneas). Sea f : D ⊂ Rn → R conti-

nuamente diferenciable en un abierto D, entonces f es homogénea de grado k si y solo si

x · ∇f(x) = kf(x), para cualquier x en D.

Demostración. Sean x = (x1, . . . , xn) ∈ D y λ ∈ R+. Si g(λ) = f(λx) = f(λx1, . . . , λxn),

por la regla de la cadena

ġ(λ) = x1
∂f

∂x1
(λx) + x2

∂f

∂x2
(λx) + · · ·+ xn

∂f

∂xn
(λx).
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Como f es homogénea de grado k

g(λ) = f(λx) = λkf(x),

entonces

ġ(λ) = kλk−1f(x).

Por lo tanto, para λ = 1 obtenemos

x1
∂f

∂x1
(x) + x2

∂f

∂x2
(x) + · · ·+ xn

∂f

∂xn
(x) = kf(x).

Ahora definamos la función h : R+ → R como

h(λ) =
f(λx)

λk
− f(x),

donde x ∈ R+ y λ > 0. Luego, derivando h respecto a λ

ḣ(λ) =
x · ∇f(tx)λk − kλk−1f(λx)

λ2k

=
λk−1 [(λx) · ∇f(λx)− kf(λx)]

λ2k

= 0.

Ya que por hipótesis x · ∇f(x) = kf(x), luego (tx) · ∇f(tx) = kf(tx). Por lo tanto, h(λ)

es constante. Como h(1) = 0, entonces h(λ) ≡ 0 y por tanto

f(λx)

λk
− f(x) = 0, o bien, f(λx) = λkf(x).

■

Proposición 1 (Identidad de Lagrange-Jacobi). Sean I el momento de inercia, K la

energía cinética, Vα el potencial y H la energía total del sistema de N -cuerpos (1.1.4),
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entonces

Ï = 4K + 2αVα = 4H − (4− 2α)Vα. (1.2.4)

Demostración. Derivando dos veces la ecuación (1.2.3) respecto a t obtenemos

Ï = 2

N∑
i=1

miq̇i · q̇i + 2

N∑
i=1

miqi · q̈i = 2

N∑
i=1

mi∥q̇i∥2 + 2

N∑
i=1

qi ·miq̈i,

por (1.1.5) y (1.1.8)

Ï = 4K − 2
N∑
i=1

qi ·
∂Vα

∂qi
.

Como Vα es homogénea de grado −α, por el teorema de Euler para funciones homogéneas

Ï = 4K + 2αVα = 4H − (4− 2α)Vα.

■

Notemos que Ï es constante cuando α = 2. Como I mide el tamaño total del sistema,

decimos que una solución q(t) de las ecuaciones de Newton (1.1.4) es acotada si I está

acotado.

Proposición 2 (Proposición 1 de [5]). Consideremos una solución q(t) acotada de las

ecuaciones de Newton (1.1.4), definida para todo tiempo t ∈ R. Entonces

1. si α = 2, entonces H = 0,

2. si 0 < α < 2, entonces H < 0,

3. si α > 2, entonces H ≥ 0.

Es decir, para H > 0 y 0 < α ⩽ 2, no existen soluciones acotadas definidas para todo

tiempo t ∈ R. Para H < 0 y α ⩾ 2, tampoco existen soluciones definidas para todo tiempo

t ∈ R.
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Demostración. Sea q(t) una solución acotada de las ecuaciones de Newton.

1. Si α = 2 la identidad de Lagrange-Jacobi (1.2.4) se transforma en

Ï = 4H.

Luego, integrando dos veces obtenemos

I(t) = 2Ht2 + c1t+ c2,

donde c1 y c2 son constantes de integración. Como I está acotado, 2Ht2 + c1t + c2

también debe estar acotado, de lo cual se sigue que H = c1 = 0.

2. Si 0 < α < 2 entonces −(4− 2α)Vα > 0, pues Vα < 0. Luego

4H < Ï = 4H − (4− 2α)Vα,

por lo tanto

2Ht2 + c1t+ c2 < I.

Como I es acotado, Ht2 + c1t+ c2 debe estar acotado superiormente. Así, H < 0.

3. Para el último caso, cuando α > 2, tenemos (4− 2α)Vα > 0. Entonces

Ï = 4H − (4− 2α)Vα < 4H,

por lo tanto,

I < 2Ht2 + c1t+ c2.

Como I ≥ 0, 2Ht2+ c1t+ c2 debe estar acotado inferiormente, de lo cual se sigue que

H ≥ 0.

■
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Definición 2. Un sistema potencial newtoniano es un sistema de ecuaciones

miq̈i = − ∂V

∂qi

para i = 1, . . . , N , donde V es una función de valor real definida en un conjunto abierto de

R3N llamada la energía potencial .

El sistema de ecuaciones (1.1.4) es un ejemplo de sistema potencial newtoniano.

Teorema 2 (Conservación de la energía). En cualquier sistema potencial newtoniano, la

energía total es conservada. Ver [14, Teorema 1.21].

Definición 3. Una función V: R3N → R es invariante por traslaciones si para cualquier

q = (q1, . . . ,qN ) ∈ R3N

V (q1 + c, . . . ,qN + c) = V (q1, . . . ,qN ),

donde c ∈ R3.

Definición 4. Una función V: R3N → R es invariante por rotaciones si para cualquier

q = (q1, . . . ,qN )

V (Rq1, . . . , RqN ) = V (q1, . . . ,qN ),

donde R es cualquier matriz del grupo especial ortogonal SO(3).

1.3. El problema de dos cuerpos

Consideremos el movimiento de dos masas m1 y m2 con vectores posición q1 y q2,

respectivamente. Sea q = q2 − q1 la posición relativa de la masa m2 con respecto a m1.

Por (1.1.1) las ecuaciones de movimiento son

m1q̈1 =
Gm1m2q

∥q∥3
, m2q̈2 =

−Gm1m2q

∥q∥3
. (1.3.1)
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Luego, sumando y restando las ecuaciones (1.3.1) obtenemos

m1q̈1 +m2q̈2 = 0, q̈2 − q̈1 = −G(m1 +m2)
q

∥q∥3

o

m1q̈1 +m2q̈2 = 0, q̈ = −µ
q

∥q∥3
, (1.3.2)

donde µ = G(m1 +m2). La segunda ecuación de (1.3.2) es conocida como la ecuación de

movimiento relativo o problema de fuerza central . Luego, integrando dos veces la primera

ecuación de (1.3.2) obtenemos

m1q̇1 +m2q̇2 = a y m1q1 +m2q2 = at+ b, (1.3.3)

donde a y b son vectores constantes. Si qcm = (m1q1 + m2q2)/(m1 + m2) es el vector de

posición del centro de masas, entonces

q̇cm =
a

m1 +m2
, qcm =

at+ b

m1 +m2
. (1.3.4)

Esto nos dice que si a = 0, entonces el centro de masas es estacionario y, si a ̸= 0 el centro

de masas se mueve a velocidad constante en línea recta con respecto al origen O.

Para resolver la ecuación de movimiento relativo primero determinemos algunas constantes

de movimiento. Una constante de movimiento o integral primera es una función

f(q, q̇) ∈ C1 que es constante a lo largo de toda trayectoria. Iniciemos tomando el producto

cruz de q con la ecuación de movimiento relativo, en el que obtenemos

q×
(
q̈+ µ

q

∥q∥3

)
= q× q̈+

µ

∥q∥3
q× q = 0.

Ya que por (1.3.2) q̈+µ q
∥q∥3 = 0, luego q×0 = 0. Por lo tanto, integrando q× q̈ obtenemos

la llamada integral del momento angular q × q̇ = h, donde h es un vector constante
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perpendicular a q y q̇. Por lo tanto, el movimiento de m2 respecto a m1 pertenece al plano

perpendicular a la dirección definida por h. Esto implica que los vectores de posición y

velocidad siempre estarán en el mismo plano, conocido como plano orbital .

Trabajemos ahora en un sistema plano con coordenadas polares (r, θ) referido a un origen

centrado en la masa m1 y linea de referencia arbitraria correspondiente a θ = 0. Sean

r̂ = (cos θ(t), sen θ(t)) y θ̂ = (− sen θ(t), cos θ(t)) vectores unitarios perpendiculares entre

sí. Entonces

q = rr̂,

q̇ = ṙr̂+ rθ̇θ̂,

q̈ = r̈r̂+ ṙ ˙̂r+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ + rθ̇
˙̂
θ

= r̈r̂+ ṙθ̇θ̂ + ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ − rθ̇2r̂

= r̈r̂+ 2ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ − rθ̇2r̂

= (r̈ − rθ̇2)r̂+

[
1

r

d

dt
(r2θ̇)

]
θ̂,

(1.3.5)

son los vectores de posición, velocidad y aceleración, respectivamente. Sustituyendo las

expresiones de q y q̇ en la integral del momento angular q× q̇ = h, obtenemos

h = rr̂× (ṙr̂+ rθ̇θ̂)

= rṙ(r̂× r̂) + r2θ̇(r̂× θ̂)

= 0+ r2θ̇ẑ

= r2θ̇ẑ,

donde ẑ es un vector unitario perpendicular al plano formado por r̂ y θ̂. Por lo tanto,

h = |h| = r2θ̇.

Consideremos ahora el movimiento de la partícula de masa m2. En el tiempo t = 0 tiene

coordenadas (r, θ), y en t+∆t las coordenadas cambian a (r+∆r, θ+∆θ). El área barrida



1.3. El problema de dos cuerpos 17

por el radio vector r en el tiempo ∆t es

∆A ≈ 1

2
r(r +∆r) sen (∆θ) ≈ 1

2
r2∆θ,

donde se han omitido términos de segundo y superior orden en las cantidades pequeñas.

Luego, dividiendo entre ∆t y tomando el límite cuando ∆t → 0, obtenemos

dA

dt
=

1

2
r2

dθ

dt
=

1

2
h. (1.3.6)

Como h es constante la ecuación (1.3.6) nos dice que áreas iguales son barridas en tiempos

iguales, llamada la segunda ley del movimiento planetario de Kepler .

1.3.1. Posición y velocidad orbital

Ahora obtengamos una ecuación escalar para el movimiento relativo. Sustituyendo las

expresiones de q y q̈ de (1.3.5) en la ecuación de movimiento relativo (1.3.2), obtenemos

(
r̈ − rθ̇2 +

µ

r2

)
r̂+

[
1

r

d

dt
(r2θ̇)

]
θ̂ = 0.

Comparando las componentes de r̂ llegamos a

r̈ − rθ̇2 = − µ

r2
. (1.3.7)

Definamos u = 1/r y tomemos en cuenta a la constante h = r2θ̇. Luego, diferenciando r

con respecto a t obtenemos

ṙ = − 1

u2
u̇ = − 1

u2
du

dθ
θ̇ = −h

du

dθ
.

Entonces

r̈ = −h
d2u

dθ2
θ̇ = −h

d2u

dθ2
h

r2
= −h2u2

d2u

dθ2
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y, por lo tanto, la ecuación (1.3.7) se reescribe como

d2u

dθ2
+ u =

µ

h2
. (1.3.8)

Esto es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con solución general

u =
µ

h2
[1 + e cos (θ − ω)], (1.3.9)

donde e (amplitud) y ω (fase) son constantes de integración. Sustituyendo de nuevo por r

obtenemos

r =
p

1 + e cos (θ − ω)
, (1.3.10)

donde p = h2/µ. La ecuación (1.3.10) es la ecuación general de una cónica en coordenadas

polares, donde e es la excentricidad y p es la rectum semilatus (mitad de la longitud de la

cuerda que pasa por un foco paralelo a la directriz de la sección cónica).

Las cuatro cónicas posibles son

círculo: e = 0, p = a;

elipse: 0 < e < 1, p = a(1− e2);

parábola: e = 1, p = 2q;

hipérbola: e > 1, p = a(e2 − 1),

donde la constante a es el semieje mayor de la cónica. En el caso especial de la parábola

p está definido en términos de q, la distancia a la masa central en la aproximación más

cercana.
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1.4. Geometría riemanniana

En esta sección presentaremos algunas definiciones y resultados en el contexto de las

variedades diferenciables, incluyendo las variedades riemannianas. Ver [3, 8, 10, 12, 14, 20,

31].

Definición 5. Una variedad diferenciable de dimensión n es un conjunto M y una

familia de mapeos inyectivos ϕα : Uα ⊂ Rn → M de conjuntos abiertos Uα ⊂ Rn a M tal

que:

1. ∪αϕ(Uα) = M .

2. Para cualquier par α, β, con ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ) = W ̸= ∅, los conjuntos ϕ−1
α (W ) y

ϕ−1
β (W ) son conjuntos abiertos en Rn y los mapeos ϕ−1

β ◦ ϕα, ϕ−1
α ◦ ϕβ son diferen-

ciables.

3. La familia A = {(Uα, ϕα)} es maximal con respecto a las condiciones 1 y 2. Esto es,

si ϕ0 : U0 → M es una parametrización tal que ϕ−1
0 ◦ ϕ y ϕ−1 ◦ ϕ0 son diferenciables

para todo ϕ ∈ A, entonces (U0, ϕ0) está en A.

El par (Uα, ϕα) (o el mapeo ϕα), con p ∈ ϕα(Uα), es llamado una parametrización (o

sistema de coordenadas) de M en p; ϕα(Uα) es llamado una vecindad de coordenadas

en p. Una familia {(Uα, ϕα)} que satisfaga 1 y 2 es llamado estructura diferenciable en

M .

Definición 6. Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones m y n, respectiva-

mente. Una función ϕ : M → N es diferenciable en p ∈ M si dado una parametrización

y : V ⊂ Rn → N en ϕ(p) existe una parametrización x : U ⊂ Rm → M en p tal que

ϕ(x(U)) ⊂ y(V ) y la función

y−1 ◦ ϕ ◦ x : U ⊂ Rm → Rn
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es diferenciable en x−1(p). Decimos que ϕ es diferenciable en un conjunto abierto de M si

es diferenciable en todos los puntos de este conjunto abierto.

Definición 7. Sea M una variedad diferenciable. Una función diferenciable α : (−ϵ, ϵ) →

M es llamada una curva diferenciable en M. Supongamos que α(0) = p ∈ M , y sea D el

conjunto de funciones en M que son diferenciables en p. El vector tangente a la curva

α en t = 0 es una función α̇(0) : D → R dada por

α̇(0)f =
d(f ◦ α)

dt

∣∣∣∣
t=0

, f ∈ D.

Un vector tangente a M en p es un vector tangente a alguna curva diferenciable α :

(−ϵ, ϵ) → M con α(0) = p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p es el

espacio tangente TpM .

Definición 8. Sea f : M → N una función diferenciable entre variedades diferenciables.

Dado p ∈ M , la derivada de f en p es el mapeo

dfp : TpM → Tf(p)N

v 7→ d(f ◦ c)
dt

(0),

donde c : (−ϵ, ϵ) → M es una curva que satisface c(0) = p y ċ(0) = v.

Además, si dfp : TpM → Tf(p)N es inyectiva entonces f es una inmersión en p. Si f

es una inmersión en cada punto de M , f es una inmersión .

Definición 9. Sean M una variedad diferenciable de dimensión n y

TM = {(p, v) : p ∈ M,v ∈ TpM}

un conjunto con la siguiente estructura diferenciable. Sea {(Uα,xα)} una estructura diferen-

ciable maximal en M. Denotemos por (xα1 , . . . , x
α
n) las coordenadas de Uα y por

{
∂

∂xα
1
, . . . , ∂

∂xα
n

}
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las bases asociadas a los espacios tangentes de xα(Uα). Para todo α definimos

yα : Uα × Rn → TM,

por

yα(x
α
1 , . . . , x

α
n, u1, . . . , un) =

(
xα(x

α
1 , . . . , x

α
n),

n∑
i=1

ui
∂

∂xαi

)
, (u1, . . . , un) ∈ Rn.

Geométricamente, esto significa que estamos tomando como coordenadas de un punto (p, v) ∈

TM las coordenadas xα1 . . . x
α
n de p junto con las coordenadas de v en las bases

{
∂

∂xα
1
, . . . , ∂

∂xα
n

}
.

Con esta estructura TM es llamado el haz tangente de M.

Definición 10. Sea M una variedad diferenciable y p ∈ M . El espacio cotangente de

M en p, denotado por T ∗
pM , es el espacio dual del espacio tangente TpM . Un elemento del

espacio cotangente T ∗
pM es llamado un covector en p. Así, un covector ωp en p es una

función lineal

ωp : TpM → R.

El haz cotangente T ∗M de una variedad M es la unión disjunta de los espacios cotan-

gentes en todos los puntos de M :

T ∗M :=
⊔
p∈M

T ∗
pM =

⋃
p∈M

{p} × T ∗
pM.

Definición 11. Un campo vectorial en una variedad diferenciable M es una función que

a cada punto p ∈ M le asigna un vector tangente a M en p:

X :M → TM

p 7→ X(p) := Xp ∈ TpM.

El campo vectorial se dice diferenciable si la función X es diferenciable. El conjunto de
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todos los campos vectoriales diferenciables en M es denotado por X(M).

Definición 12. Una métrica riemanniana (o estructura riemanniana) en una va-

riedad diferenciable M es una correspondencia que asocia a cada punto p de M un producto

interior ⟨ , ⟩p (esto es, una forma simétrica, bilineal y definida positiva) en el espacio tan-

gente TpM . Es decir, si ϕ : U ⊂ Rn → M es un sistema de coordenadas alrededor de p, con

ϕ(x1, x2, . . . , xn) = q ∈ ϕ(U) y ∂
∂xi

(q) = dϕq(0, . . . , 1, . . . , 0), entonces

〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉
q

= gij(x1, . . . , xn)

es una función diferenciable en U .

La función gij = gji es llamada la representación local de la métrica riemanniana en

el sistema de coordenadas ϕ : U ⊂ Rn → M . Una variedad diferenciable con métrica

riemanniana dada será llamado una variedad riemanniana, denotado por (M, ⟨ , ⟩).

Ejemplo 1. El producto interior euclidiano en Rn es la forma bilineal que, cuando se

escribe en coordenadas cartesianas, es igual al producto punto

⟨v,w⟩ := v ·w =
n∑

i=1

viwi,

donde v,w ∈ Rn. La norma asociada es llamada la norma euclidiana y Rn el espacio

euclidiano. La métrica euclidiana en Rn es la métrica riemanniana constante dado por

el producto interior euclidiano, para cada q ∈ Rn. En coordenadas cartesianas, cada ⟨ , ⟩p

tiene matriz I (matriz identidad), por tanto

gij = δij :=


0, i ̸= j

1, i = j

.

Otra forma de denotar la métrica es por ⟨ , ⟩ = dx21 + · · ·+ dx2n.
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En el siguiente ejemplo consideremos una generalización del producto interior en el

espacio euclidiano.

Ejemplo 2. Recordemos que la energía cinética de un sistema newtoniano de N -partículas

en R3 es K = 1
2

∑
imi∥q̇i∥2, con ∥ · ∥ la norma euclidiana. Escribiendo q̇ = (q̇1, . . . , q̇N )

y definiendo la matriz diagonal

M = diag(m1,m1,m1,m2,m2,m2, . . . ,mN ,mN ,mN ),

obtenemos

K =
1

2
q̇TM q̇.

Sea ⟨·, ·⟩M el producto interior en R3N con matriz M respecto a la base estándar, y sea ∥ · ∥

la norma asociada. Entonces,

K =
1

2
∥q̇∥2M =

1

2
⟨q̇, q̇⟩M .

Ejemplo 3. Sean (M, ⟨ , ⟩) una variedad riemanniana y V : M → R una función diferen-

ciable en M . La terna (M, ⟨ , ⟩, V ) es llamado un sistema mecánico conservativo. La

variedad M es llamado espacio de configuración. El haz tangente TM es llamado el

espacio fase o espacio de estado. Un punto en TM es un estado del sistema mecánico, la

cual da la posición y velocidad. La energía cinética K del sistema mecánico simple es la

función K : TM → R definida por

K(v) =
1

2
⟨v, v⟩ para todo v ∈ TM.

La función V es la energía potencial del sistema. Finalmente, la función energía total

E : TM → R está definida por

E(v) = K(v) + V (πv) para todo v ∈ TM,
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donde π : TM → M es la función proyección , esto es, π(v) = p ∈ M para todo v ∈ TpM .

Una operación importante en métricas riemannianas es el pullback por una función

diferenciable.

Proposición 3. Sea f : M → N una inmersión entre variedades diferenciables. Entonces,

cada métrica riemanniana g en N define una métrica riemmaniana f∗g en M dado por

(f∗g)p(v1, v2) = gf(p)(dfp(v1), dfp(v2)),

para todo v1, v2 ∈ TpM .

Definición 13. Sean (M, ⟨ , ⟩) una variedad riemanniana y f : M → R una función di-

ferenciable. El gradiente de f es el campo vectorial grad f en M definido, para cualquier

p ∈ M , por

df(p)(v) = ⟨grad f(p), v⟩

para todo v ∈ TpM . En notación más compacta

df(p) = ⟨grad f(p), ·⟩ = ⟨∇f(p), ·⟩.

Definición 14. Sea M una variedad diferenciable. Una conexión afín en M es una función

∇ : X(M)× X(M) → X(M) tal que

1. ∇fX+gXZ = f∇XZ + g∇Y Z,

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

3. ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY ,

para todo X,Y, Z ∈ X(M) y f, g ∈ C∞(M,R). Denotaremos ∇XY por ∇(X,Y ).

El campo vectorial ∇XY es conocido como la derivada covariante de Y a lo largo de

X.
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Definición 15. El operador torsión de una conexión ∇ en M es el operador T : X(M)×

X(M) → X(M) dado por

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ] ∈ X(M),

para todo X,Y ∈ X(M). La conexión se dice simétrica si T = 0.

Definición 16. Una conexión ∇ en una variedad riemanniana (M, ⟨·, ·⟩) se dice compa-

tible con la métrica si

X⟨Y,Z⟩ = ⟨∇XY,Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩,

para todo X,Y, Z ∈ X(M).

En una variedad riemanniana (M, ⟨·, ·⟩) una conexión riemanniana, algunas veces

llamado conexión Levi-Civita, es una conexión afín que es simétrica y compatible con la

métrica.

Un campo vectorial definido a lo largo de una curva diferenciable c : I → M es

una función diferenciable V : I → TM tal que V (t) ∈ Tc(t)M para todo t ∈ I. Si V es

un campo vectorial definido a lo largo de la curva diferenciable c : I → M con ċ ̸= 0, su

derivada covariante a lo largo de c es el campo vectorial definido a lo largo de c dado por

DV

dt
(t) := ∇ċ(t)V = (∇XY )c(t),

para cualesquiera X,Y ∈ X(M) tales que Xc(t) = ċ(t) y Yc(s) = V (s), donde s ∈ (t−ϵ, t+ϵ)

para algún ϵ > 0.

Definición 17. Un campo vectorial V definido a lo largo de la curva c : I → M es paralelo

a lo largo de c si
DV

dt
(t) = 0
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para todo t ∈ I. La curva c es llamado una geodésica de la conexión ∇ si ċ es paralelo a

lo largo de c, es decir, si
Dċ

dt
(t) = 0 (1.4.1)

para todo t ∈ I. La ecuación (1.4.1) también la escribiremos como ∇ċċ = 0.

Si c : I → M es una geodésica, entonces

d

dt
⟨ċ(t), ċ(t)⟩ = 2

〈
D

dt
ċ(t), ċ(t)

〉
= 0,

esto es, la longitud del vector tangente ċ(t) es constante.

Ahora veamos las ecuaciones locales que satisface una geodésica c en un sistema de

coordenadas (U,x) alrededor de c(t0). En U , la curva c(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) es una

geodésica si y solo si

0 =
D

dt
ċ(t) =

∑
k

ẍk +
∑
i,j

Γk
ij ẋiẋj

 ∂

∂xk
.

Por lo tanto, el sistema de segundo orden

ẍk +
∑
i,j

Γk
ij ẋiẋj = 0, k = 1, . . . , n

produce las ecuaciones deseadas, donde los Γk
ij están evaluados en el punto c(t). Las fun-

ciones Γk
ij definidas en U son conocidos como los símbolos de Christoffel . Ver [8, Capítulo

3].

Ejemplo 4. Las geodésicas de Rn son las líneas rectas parametrizadas con velocidad cons-

tante:
Dċ

dt
(t) = 0 ⇐⇒ c̈(t) = 0 ⇐⇒ c(t) = x0 + tv.

Ejemplo 5. Las geodésicas en Sn
R son precisamente los "grandes círculos"(intersecciones de
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Sn
R con planos de dimensión 2 que pasan por el origen), con parametrizaciones de velocidad

constante.

Definición 18. Una órbita (trayectoria) física de un sistema mecánico conservativo

(M, ⟨ , ⟩, V ) es una trayectoria diferenciable γ en M que satisface la segunda ley de movi-

miento de Newton, es decir,
Dγ̇

dt
= − gradV,

donde D
dt es la derivada covariante relativo a la conexión riemanniana de la variedad rie-

manniana.

Las geodésicas de una variedad riemanniana (M, ⟨·, ·⟩) son las trayectorias físicas del

sistema mecánico (M, ⟨·, ·⟩, V = 0) (describiendo una partícula libre en M). De hecho, las

trayectorias físicas de cualquier sistema conservativo pueden reinterpretarse adecuadamente

como las geodésicas de una determinada métrica.

Definición 19. Un haz vectorial de dimensión k (diferenciable) es un par de varie-

dades F (el espacio total) y M (el espacio base), junto con una función sobreyectiva

π : F → M (la proyección), tales que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Cada conjunto Fp := π−1(p) (llamado la fibra sobre p) está dotado con la estructura

de un espacio vectorial.

2. Para cada p ∈ M existe una vecindad U de p y un difeomorfismo ϕ : π−1(U) →

U×Rk (ver la figura 1.1), llamado una trivialización local de F , tal que el siguiente

diagrama conmuta:

π−1(U)

π

��

ϕ
// U × Rk

π1

��

U U

donde π1 es la proyección sobre el primer factor.
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π−1(U)

ϕ

U × Rk

π

U
=

π1

U

Figura 1.1: Una trivialización local.
Figura tomada de [20]

3. La restricción de ϕ a cada fibra, ϕ : Fp → {p} × Rk, es un isomorfismo lineal.

Definición 20. Una función diferenciable f : M → N es una submersión si f es sobre-

yectiva y, para todo p ∈ M , dfp : TpM → Tf(p)N también es sobreyectiva.

Notemos que, en este caso, necesariamente tenemos dim(M) = m ≥ n = dim(N).

Sea f : M → N una función diferenciable entre variedades diferenciables de dimensiones

m y n, respectivamente. Un punto p ∈ M es un punto regular de f si dfp es sobreyectiva.

Un punto q ∈ N es un valor regular de f si cada punto en f−1(q) es un punto regular.

Teorema 3. Sea q ∈ N un valor regular de f : M → N y supongamos que el conjunto de

nivel F := f−1(q) = {p ∈ M : f(p) = q} es no vacío. Entonces F es una subvariedad de M

y TpF = Ker(dfp) ⊂ TpM para todo p ∈ F .
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Ver demostración en [12, Teorema 5.6]. En este caso, para todo q ∈ N , la fibra f−1(q) =

Fq es una subvariedad de M . Sea f una submersión. Un vector tangente de M , tangente

a algún Fq con q ∈ N , es llamado un vector vertical de la submersión. Si, además, M y

N tienen métricas riemannianas la submersión f se dice que es riemanniana si, para todo

p ∈ M , dfp : TpM → Tf(p)N preserva longitudes de vectores ortogonales a las fibras Fq, con

q = f(p).

Definición 21. Sea (M, ⟨·, ·⟩) una variedad riemanniana. Una subvariedad N ⊂ M se dice

totalmente geodésico de M si las geodésicas de N son geodésicas de M .

Lo anterior es equivalente a la siguiente definición.

Definición 22. Una subvariedad N de (M, ⟨·, ·⟩) es totalmente geodésico si, para cual-

quier m ∈ M y v ∈ TmM , la geodésica c de (M, ⟨·, ·⟩) tal que c(0) = m y ċ(0) = v está

contenido en N .

Ejemplo 6. Si N es el conjunto de puntos fijos de alguna isometría de (M, ⟨·, ·⟩), entonces

N es totalmente geodésico de M .

Demostración. Sea N = {p ∈ M |ϕ(p) = p} para alguna isometría ϕ : M → M . Sean

q ∈ N , v ∈ TqN . Sea c una geodésica de N tal que c(0) = q y ċ(0) = v. Como ϕ es una

isometría y q ∈ N , entonces ϕ(q) = q = c(0) y dϕ(v) = v = ċ(0). La imagen de c bajo ϕ es

la curva c. Por lo tanto, ϕ(c(t)) = c(t). Luego, c ⊂ N . Así, N es totalmente geodésico. ■

Ejemplo 7. Las fibras de la submersión riemanniana π : S2n+1 → Pn(C) son subvariedades

totalmente geodésicas de S2n+1, ya que son círculos.

Definición 23. Sea f : M → N una submersión riemanniana. Un vector v ∈ TpM es

horizontal si es ortogonal a la fibra. El espacio tangente TpM admite una descomposición

TpM = Hp⊕Vp, donde Hp y Vp denotan los subespacios de vectores horizontales y verticales,

respectivamente. Hp es conocido como el subespacio horizontal y Vp como el subespacio

vertical.
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TpM
Vp = Ker(dfp)

Hp

0

dfp

Tf(p)N
0

v

Figura 1.2: Subespacios horizontal y vertical de TpM .

El hecho de que f sea una submersión riemanniana significa que dfp : Hp → Tf(p)N es

una isometría para todo p ∈ M . Dado un campo vectorial Y en N podemos encontrar un

único campo vectorial horizontal X en M tal que dfp(Xp) = Yf(p), con Xp ∈ Hp. Decimos

que X es el levantamiento horizontal de Y .

Del levantamiento horizontal de un campo vectorial, podemos movernos al levantamiento

de una curva en N . Dado una curva γ(t) en N , podemos elevar cada punto de la curva a

M y obtener una curva γ̂(t) en M de tal modo que el vector tangente a γ̂ es horizontal y

se mapea al vector tangente a γ en su punto correspondiente.

Proposición 4. Sean (M, ⟨·, ·⟩1), (N, ⟨·, ·⟩2) variedades riemannianas y f : M → N una

submersión riemanniana.

1. Sea c una geodésica de (M, ⟨·, ·⟩1). Si el vector ċ(0) es horizontal, entonces ċ(t) es

horizontal para todo t, y la curva f ◦ c es una geodésica de (N, ⟨·, ·⟩2), de la misma

longitud que c.
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2. Inversamente, sean p ∈ M y c una geodésica de (N, ⟨·, ·⟩2) con c(0) = f(p). Entonces

existe un único levantamiento horizontal local γ de c (c = f ◦ γ) tal que γ(0) = p, y

γ es también una geodésica de (M, ⟨·, ·⟩1).

Definición 24. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable que es al mismo tiempo

un grupo, de tal manera que las operaciones de grupo

G×G → G,

(g, h) 7→ gh,

G → G,

g 7→ g−1,

son funciones diferenciables.

1.4.1. Mecánica geométrica

Definición 25. Sean M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Decimos que G

actúa diferenciablemente en M (por la izquierda) si existe una función diferenciable

Φ : G×M → M tal que

1. Φ(e, p) = p para todo p ∈ M ,

2. Φ(g,Φ(h, p)) = Φ(gh, p) para todo g, h ∈ G y p ∈ M .

Usaremos la notación conveniente gp por Φ(g, p).

Adicionalmente, si G es un subgrupo de isometrías de M , decimos que G es un grupo

de Lie actuando diferenciablemente en M .

Para cada p ∈ M , la órbita de p es el conjunto Gp:={ gp | g ∈ G }. Si Gp = {p}

entonces p es llamado un punto fijo de G. Decimos que G actúa libremente (es decir, sin

puntos fijos) en M si gp = p implica g = e. Si existe un punto p ∈ M cuya órbita es todo M



1.4. Geometría riemanniana 32

(es decir, Gp = M), entonces la acción se dice transitivo. Notemos que cuando esto pasa

solo existe una órbita y, para cada p, r ∈ M con p ̸= r, existe un elemento del grupo g ∈ G

tal que r = gp.

En la subsección 3.2, utilizaremos el siguiente resultado (ver [20, Ejercicio 3-8]).

Proposición 5. Sean (M, ⟨·, ·⟩1) una variedad riemanniana, N una variedad diferenciable

y f : M → N una submersión. Sea G un grupo de Lie actuando diferenciablemente en

M por isometrías de ⟨·, ·⟩1, y supóngase que f ◦ g = f para todo g ∈ G y que G actúa

transitivamente en cada fibra Fp ⊂ M . Entonces existe una única métrica riemanniana

⟨·, ·⟩2 en N tal que f es una submersión riemanniana.

Usaremos algunos resultados de la métrica de Jacobi-Maupertuis (ver [12, Capítulo 5]).

Definición 26. Sea (M, ⟨·, ·⟩, V ) un sistema mecánico conservativo y h ∈ R tal que

Mh := {p ∈ M | V (p) < h} ≠ ∅,

conocido como h-espacio de configuración. La métrica de Jacobi-Maupertuis en la

variedad Mh está dado por

⟨v, w⟩Jh(p) := 2[h− V (p)]⟨v, w⟩

para todo v, w ∈ TpMh y p ∈ Mh.

Definición 27. Sea M una variedad diferenciable. Dos métricas riemannianas ⟨·, ·⟩1 y ⟨·, ·⟩2

en M son conformes si existe una función positiva µ : M → R tal que ⟨X,Y ⟩1 = µ⟨X,Y ⟩2,

para todo X,Y ∈ X(M).

Teorema 4 (Teorema de Jacobi). Las trayectorias físicas del sistema (M, ⟨·, ·⟩, V ) con

valor total de energía h son geodésicas de la variedad riemanniana (Mh, ⟨·, ·⟩Jh).

Para demostrar el teorema necesitaremos los siguientes dos lemas.
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Lema 1. Sea (M, ⟨·, ·⟩) una variedad riemanniana con conexión Levi-Civita ∇ y sea ⟨·, ·⟩J =

e2ρ⟨·, ·⟩ una métrica conforme relacionada a ⟨·, ·⟩, donde ρ ∈ C∞(M). Entonces, la conexión

Levi-Civita de ⟨·, ·⟩J está dado por

∇̃XY = ∇XY + dρ(X)Y + dρ(Y )X − ⟨X,Y ⟩ grad ρ

para todo X,Y ∈ X(M), donde el gradiente es tomado con respecto a ⟨·, ·⟩.

Demostración. Por la fórmula de Koszul

2⟨∇̃XY,Z⟩J = X⟨Y, Z⟩J+Y ⟨X,Z⟩J−Z⟨X,Y ⟩J−⟨[X,Z], Y ⟩J−⟨[Y,Z], X⟩J+⟨[X,Y ], Z⟩J .

Como

X⟨Y,Z⟩J = X(e2ρ⟨Y, Z⟩) = e2ρX⟨Y, Z⟩+ 2dρ(X)e2ρ⟨Y,Z⟩,

Y ⟨X,Z⟩J = Y (e2ρ⟨X,Z⟩) = e2ρY ⟨X,Z⟩+ 2dρ(Y )e2ρ⟨X,Z⟩,

Z⟨X,Y ⟩J = Z(e2ρ⟨X,Y ⟩) = e2ρZ⟨X,Y ⟩+ 2dρ(Z)e2ρ⟨X,Y ⟩,

entonces

2⟨∇̃XY,Z⟩J = e2ρX⟨Y, Z⟩+ 2dρ(X)e2ρ⟨Y,Z⟩+ e2ρY ⟨X,Z⟩

+ 2dρ(Y )e2ρ⟨X,Z⟩ − e2ρZ⟨X,Y ⟩ − 2dρ(Z)e2ρ⟨X,Y ⟩

− e2ρ⟨[X,Z], Y ⟩ − e2ρ⟨[Y, Z], X⟩+ e2ρ⟨[X,Y ], Z⟩

= 2dρ(X)e2ρ⟨Y,Z⟩+ 2dρ(Y )e2ρ⟨X,Z⟩ − 2dρ(Z)e2ρ⟨X,Y ⟩+ e2ρ[X⟨Y,Z⟩

+ Y ⟨X,Z⟩ − Z⟨X,Y ⟩ − ⟨[X,Z], Y ⟩ − ⟨[Y, Z], X⟩+ ⟨[X,Y ], Z⟩]

= 2e2ρ⟨∇XY,Z⟩+ 2dρ(X)e2ρ⟨Y, Z⟩+ 2dρ(Y )e2ρ⟨X,Z⟩ − 2dρ(Z)e2ρ⟨X,Y ⟩

= 2⟨∇XY, Z⟩J + 2⟨dρ(X)Y,Z⟩J + 2⟨dρ(Y )X,Z⟩J − 2⟨grad ρ, Z⟩J⟨X,Y ⟩.



1.4. Geometría riemanniana 34

Ya que

e2ρ⟨grad ρ, Z⟩ = ⟨grad ρ, Z⟩J .

Como Z es arbitrario obtenemos

∇̃XY = ∇XY + dρ(X)Y + dρ(Y )X − ⟨X,Y ⟩ grad ρ.

■

Lema 2. Una curva c : I ⊂ R → M es una geodésica reparametrizada en una variedad

riemanniana (M, ⟨·, ·⟩) si y solo si satisface

Dċ

dt
= f(t)ċ (1.4.2)

para alguna función diferenciable f : I → R.

Demostración. Sean s : I → J un difeomorfismo y γ : J → M la reparametrización de

c : I → M definida por c(t) := γ(s(t)). Tenemos

ċ(t) = γ̇(s(t))
ds

dt
(t) (1.4.3)

y por tanto

∇ċċ = ∇ċ

(
ds

dt
γ̇

)
=

(
d2s

dt2

)
γ̇ +

(
ds

dt

)
∇ ds

dt
γ̇ γ̇

=
d

dt

(
log

∣∣∣∣dsdt
∣∣∣∣) ċ+

(
ds

dt

)2

∇γ̇ γ̇.

Como consecuencia,
Dċ

dt
= f(t)ċ+

(
ds

dt

)2

∇γ̇ γ̇ (1.4.4)
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con

f(t) =
d

dt

(
log

∣∣∣∣dsdt
∣∣∣∣) . (1.4.5)

Por lo tanto, si c es una reparametrización de la geodésica γ (∇γ̇ γ̇ = 0), entonces c satisface

Dċ

dt
= f(t)ċ.

Por otro lado, si c satisface (1.4.2) con f(t) dado en (1.4.5), de la ecuación (1.4.4) se obtiene

directamente (
ds

dt

)2

∇γ̇ γ̇ = 0.

De donde, γ es geodésica y c(t) es una reparametrización γ(s) determinado por el cambio

de coordenadas

s = s(t) =

∫
exp

(∫
f(t)dt

)
dt.

■

Demostración del teorema de Jacobi. Sea c : I ⊂ R → M una trayectoria física de (M, ⟨·, ·⟩, V )

con energía mecánica h. Por lema 1

D̃ċ

dt
=

Dċ

dt
+ 2dρ(ċ)ċ− ⟨ċ, ċ⟩ grad ρ, (1.4.6)

donde D̃
dt es la derivada covariante a lo largo de c con respecto a la métrica de Jacobi y

e2ρ = 2(h− V ). Como c es una trayectoria física, la segunda ley de movimiento de Newton

se satisface, es decir,
Dċ

dt
= − gradV.

Por tanto,
Dċ

dt
= − gradV = e2ρ grad ρ. (1.4.7)
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También, por la conservación de la energía

⟨ċ, ċ⟩ = 2K = 2(h− V ) = e2ρ. (1.4.8)

Luego, sustituyendo las ecuaciones (1.4.7) y (1.4.8) en (1.4.6) obtenemos

D̃ċ

dt
= 2dρ(ċ)ċ,

lo cual significa, por lema 2, que c es una geodésica reparametrizada de la métrica de

Jacobi. ■

Observación. Una demostración alternativa del teorema de Jacobi la encontramos en [31].

De la demostración podemos ver directamente que el cambio de la reparametrización por

longitud de arco está dado por

s =

∫ t

t0

2(h− V (c(τ)))dτ =

∫ t

t0

exp (2ρ)dτ.

Definición 28. Un sistema mecánico es una terna (M, ⟨·, ·⟩,F), donde:

1. M es una variedad diferenciable, llamado el espacio de configuración;

2. ⟨·, ·⟩ es una métrica riemanniana en M produciendo el operador de masa µ : TM →

T ∗M , definida por

µ(v)(w) = ⟨v, w⟩

para todo v, w ∈ TpM y p ∈ M ;

3. F : TM → T ∗M es una función diferenciable que satisface F(TpM) ⊂ T ∗
pM para

todo p ∈ M , llamado la fuerza externa.

Un movimiento de un sistema mecánico es una solución c : I ⊂ R → M de la ecuación
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de Newton

µ

(
Dċ

dt

)
= F(ċ).

Ejemplo 8. Para el sistema mecánico que comprende una sola partícula moviéndose en un

espacio n dimensional, el espacio de configuración es claramente Rn. Si ponemos

⟨⟨v, w⟩⟩ := m⟨v, w⟩ para todo v, w ∈ Rn,

donde ⟨·, ·⟩ es el producto interno euclidiano en Rn, entonces la conexión Levi-Civita de

⟨⟨·, ·⟩⟩ seguirá siendo la conexión trivial, y

Dẋ

dt
= ẍ.

Definiendo

F(x, v)(w) := ⟨F (x, v), w⟩ (1.4.9)

para todo v, w ∈ Rn, vemos que

µ

(
Dẋ

dt

)
= F(x, ẋ) ⇐⇒ µ

(
Dẋ

dt

)
(v) = F(x, ẋ)(v) para todo v ∈ Rn

⇐⇒ m⟨ẍ, v⟩ = ⟨F (x, ẋ), v⟩ para todo v ∈ Rn

⇐⇒ mẍ = F (x, ẋ).

Por lo tanto, los movimientos de la partícula son los movimientos del sistema mecánico

(Rn, ⟨⟨·, ·⟩⟩,F) con F definido por (1.4.9).

Una expresión muy útil para escribir la ecuación de Newton en coordenadas locales es

la siguiente.

Proposición 6. Sea (M, ⟨·, ·⟩,F) un sistema mecánico. Si (x1, . . . , xn) son coordenadas
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locales en M y (x1, . . . , xn, v1, . . . , vn) son las coordenadas locales inducidas en TM entonces

µ

(
Dγ̇

dt

)
=

n∑
i=1

[
d

dt

(
∂K

∂vi
(x(t), ẋ(t))

)
− ∂K

∂xi
(x(t), ẋ(t))

]
dxi.

En particular, si (M, ⟨·, ·⟩,F) es conservativo entonces las ecuaciones de movimiento son

d

dt

(
∂K

∂vi
(x(t), ẋ(t))

)
− ∂K

∂xi
(x(t), ẋ(t)) =

∂U

∂xi
(x(t)), i = 1, . . . , n.

A continuación presentaremos el teorema egregium de Gauss con la notación de for-

mas diferenciales. Ver [34, Capítulo 12] para los detalles. Antes de esto, veremos algunas

definiciones.

Definición 29. Una sección de un haz vectorial π : F → M sobre un conjunto abierto

U ⊂ M es una función e : U → F tal que π ◦ e = IdU , o, equivalentemente, e(p) ∈ Fp para

todo p ∈ U .

0

π−1(p)
π−1(q)

π−1(r)
e(p)

e(q)

e(r)

M

F

π

p q
r

Figura 1.3: Sección de un haz vectorial.
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Definición 30. Un marco para un haz vectorial π : F → M sobre un conjunto abierto

U ⊂ M es una colección de secciones e1, . . . , ek de F sobre U tal que en cada punto p ∈ U ,

los elementos e1(p), . . . , ek(p) forman una base para la fibra Fp = π−1(p).

Sea U un conjunto abierto en M en el que el haz tangente TM tiene un marco di-

ferenciable e1, . . . , en. Asociado a dicho marco está el marco dual, que denotamos por

θ1, . . . , θn; éstos son 1-formas diferenciables que satisfacen θi(ej) = δij .

Teorema 5 (Theorema Egregium). Para una superficie diferenciable, si e1, e2 es un

marco ortonormal sobre un subconjunto abierto U de la superficie con marco dual θ1, θ2,

entonces la curvatura gaussiana K en U está dado por

K = Ω1
2(e1, e2) (1.4.10)

o por

dω1
2 = Kθ1 ∧ θ2, (1.4.11)

donde Ω1
2 es una 2-forma (ver [34, Capítulo 2]).

Notemos que la ecuación (1.4.10) puede ser tomada como definición de curvatura de

Gauss para las variedades riemannnianas de dimensión 2.

1.4.2. Curvatura gaussiana mecánica

Para estudiar la geometría de un sistema mecánico simple, estudiamos las curvaturas

de la variedad (M, ⟨ , ⟩Jh) relativo a un valor de energía total h. La curvatura mecánica

refleja el comportamiento de las trayectorias físicas, de modo semejante a como la curvatura

riemanniana lo hace en las geodésicas en la geometría riemanniana. Llamamos a estas

curvaturas las curvaturas h-mecánicas del sistema mecánico simple.

Tomemos como nuestro espacio de configuración el plano euclidiano E2, y después use-

mos las coordenadas polares (r, θ). Pongamos al origen como el centro de la fuerza central.
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La función potencial V (r) es una función diferenciable, independiente de θ. Sea M la sub-

variedad de E2 con las singularidades de V (r) removidas. Podemos suponer que la masa

del cuerpo es igual a uno, tal que la energía cinética K es K(v) = 1
2⟨v, v⟩ para todo v ∈ E2,

donde ⟨·, ·⟩ es el producto interno euclidiano. La métrica de Jacobi de este sistema mecánico

simple relativo al valor de energía h es

⟨ , ⟩Jh = 2(h− V )⟨ , ⟩.

En coordenadas polares,

⟨ , ⟩Jh = 2(h− V )(dr2 + r2dθ2).

Ahora calculemos la curvatura gaussiana de la métrica riemanniana ⟨ , ⟩1 = f2(dr2+r2dθ2),

donde f es una función solo de r.

Tomemos las formas ortonormales ω1 = fdr y ω2 = frdθ. Entonces

dω1 = fθdθ ∧ dr = 0,

dω2 = (fr)rdr ∧ dθ

= −(fr)rdθ ∧ dr

= −(fr)r
f

dθ ∧ ω1

= −ω2
1 ∧ ω1.

Por lo tanto, ω1
2 = − (fr)r

f dθ. Luego,

dω1
2 = − d

dr

(
(fr)r
f

)
dr ∧ dθ

= − 1

rf2

d

dr

(
(fr)r
f

)
ω1 ∧ ω2.
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Por lo tanto, la curvatura gaussiana es

K = − 1

rf2

d

dr

(
(fr)r
f

)
.

Colocando f2 = 2(h− V ) obtenemos

K = − 1

2r(h− V )

d

dr

(
−rVr

2(h− V )
+ 1

)
=

1

2r(h− V )

2d(rVr)
dr (h− V ) + 2r

(
dV
dr

)2
4(h− V )2

=
1

4r(h− V )3

[
(h− V )

d

dr

(
r
dV

dr

)
+ r

(
dV

dr

)2
]
.

Esto prueba la siguiente proposición.

Proposición 7. La curvatura gaussiana mecánica Kh es

Kh =
1

4r(h− V )3

[
(h− V )

d

dr

(
r
dV

dr

)
+ r

(
dV

dr

)2
]
.

Así, considerando el potencial V = − 1
α

1
rα , con α ̸= 0, la curvatura gaussiana es

Kh =
−α4hr2α−2

4(αrαh+ 1)3

o

Kh =
α2

4r2(h− V )3V
.

Como caso particular, para el problema de dos cuerpos bajo la ley gravitacional de

Newton, la función energía potencial del problema de fuerza central es V (q) = − 1
∥q∥ ,

eligiendo a las masas y a la constante gravitacional igual a uno. Usando la proposición 7,
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la curvatura gaussiana mecánica es

Kh =
−h

4(rh+ 1)3
, donde r = ∥q∥.

Por lo tanto, tenemos

h > 0 ⇒ Kh(r) < 0,

h = 0 ⇒ Kh(r) = 0,

h < 0 ⇒ Kh(r) > 0.

Además, por [32], la clasificación de las órbitas correspondientes son

h > 0 órbita hiperbólica Kh < 0

h = 0 órbita parabólica Kh = 0

h < 0 órbita elíptica Kh > 0

Observación. 1. Para h < 0, todas las geodésicas (excepto las dirigidas hacia la singu-

laridad en el origen) son órbitas cerradas.

2. Para h < 0, Kh(r) → ∞ cuando r → − 1
h . Esto corresponde al momento angular

p → 0.

Para un sistema mecánico general, los resultados de la curvatura mecánica se obtienen

en una vecindad de los puntos críticos de V y en una vecindad de la frontera ∂M̄h del

espacio de configuración admisible

M̄h := {q ∈ M | V (q) ≤ h},

esto es, ∂M̄h = {q ∈ M |V (q) = h}.

Supongamos que h es un valor regular de V , es decir, V̇ ̸= 0 en el anillo de la frontera



1.4. Geometría riemanniana 43

{q ∈ M |V (∥q∥) = h}. Por continuidad, vemos que cerca de la frontera,

(h− V )
d

dr

(
r
dV

dr

)
+ r

(
dV

dr

)2

> 0.

Por lo que se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 8. Supongamos que h es un valor regular de V y que la frontera ∂M̄h es no

vacía. Entonces existe una región anular que es una vecindad de la frontera ∂M̄h, en el cual

la curvatura gaussiana mecánica Kh es positivo. De hecho Kh → ∞ cuando q → ∂M̄h.

Ahora supongamos que r0 es un punto crítico de V , es decir, V̇ (r0) = 0. Entonces, por

la proposición 7,

Kh(r0) =
V̈ (r0)

4(h− V )2
.

Así, el signo de la curvatura depende del tipo de punto crítico que sea r0.

Proposición 9. Si V tiene un mínimo local (o máximo local) en r0, entonces Kh(r) > 0

(Kh < 0) en una región anular definida por |r − r0| < δ, para alguna δ > 0.

Observación. Si V̈ (r0) = 0, por ejemplo, cuando r0 es un punto de inflexión, entonces

Kh(r0) = 0.



Capítulo 2

El problema de tres cuerpos en el

plano

En este capítulo introducimos algunas definiciones y funciones del problema planar

de tres cuerpos en el contexto de la masa métrica, que se usará posteriormente para la

construcción de la proyección de forma. Además, se identificarán los puntos de Euler y

Lagrange, y los puntos de colisión en la esfera de forma para cuerpos con masas unitarias

y con momento de inercia constante I = 2. Ver [27, 28].

2.1. Formulación del problema y la masa métrica

Consideremos tres masas puntuales m1, m2 y m3 moviéndose en el espacio R3, con vec-

tores posición q1(t), q2(t), q3(t) ∈ R3. Entonces, por (1.1.4), las ecuaciones de movimiento

44
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son

m1q̈1 =
Gm2m1(q2 − q1)

∥q1 − q2∥α+2
+

Gm3m1(q3 − q1)

∥q1 − q3∥α+2
,

m2q̈2 =
Gm1m2(q1 − q2)

∥q2 − q1∥α+2
+

Gm3m2(q3 − q2)

∥q2 − q3∥α+2
, (2.1.1)

m3q̈3 =
Gm2m3(q2 − q3)

∥q3 − q2∥α+2
+

Gm1m3(q1 − q3)

∥q3 − q1∥α+2
.

Las ecuaciones (2,1,1) son un sistema de ecuaciones de segundo orden en nueve variables,

las nueve componentes de q(t) = (q1(t),q2(t),q3(t)) ∈ R3 ⊕ R3 ⊕ R3.

Como en el caso general, notemos que las ecuaciones (2.1.1) son invariantes bajo el

grupo de isometrías del espacio, esto es, el grupo de transformaciones de R3 generado por

traslaciones, rotaciones y reflexiones.

Sea P ⊂ R3 un plano y q(t) una solución a las ecuaciones (2.1.1). Si existe un tiempo

t0 tal que los tres cuerpos se encuentran en P mientras las tres velocidades son tangentes

a P , entonces los tres cuerpos se encuentran en P para todo tiempo t en el dominio de la

solución. Esta afirmación restringe el problema espacial de tres cuerpos al plano, definiendo

así el problema planar de tres cuerpos.

El plano P del problema planar de tres cuerpos se identificará con el plano complejo C

enviando un punto (x, y) ∈ P al número complejo q = x + iy. Las ubicaciones qi ∈ C de

las tres masas forman los vértices de un triángulo euclidiano.

Definición 31. Un triángulo planar (localizado) está representado por el vector q =

(q1,q2,q3) ∈ C3, cuyas componentes son las ubicaciones de los tres vértices. El espacio vec-

torial complejo C3 de todos los triángulos planares q es llamado el espacio de triángulos

localizados o el espacio de configuración del problema de tres cuerpos.

Definición 32. La masa métrica sobre el espacio de configuración es el producto interno

hermitiano

⟨v,w⟩ = m1v̄1w1 +m2v̄2w2 +m3v̄3w3, v,w ∈ C3. (2.1.2)
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Usando la masa métrica reescribamos las ecuaciones de la energía cinética, momento

de inercia, momento angular, momento lineal y centro de masa. La energía cinética de un

movimiento es

K(q̇) =
1

2
⟨q̇, q̇⟩ = 1

2

(
m1∥q̇1∥2 +m2∥q̇2∥2 +m3∥q̇3∥2

)
, (2.1.3)

donde q̇ = (q̇1, q̇2, q̇3) ∈ C3 representa el vector de velocidades de las tres masas. La energía

potencial correspondiente al problema de tres cuerpos, con α > 0 y G = 1, está dado por

αV (q) = −m1m2

rα12
− m2m3

rα23
− m1m3

rα13
. (2.1.4)

Entonces, la energía total de un movimiento q(t) es

H(q, q̇) = K(q̇) + V (q). (2.1.5)

El momento de inercia

I(q) = ⟨q,q⟩ = m1∥q1∥2 +m2∥q2∥2 +m3∥q3∥2 (2.1.6)

mide el tamaño total de un triángulo localizado. El momento angular

J = Im(⟨q, q̇⟩) = m1q1 ∧ q̇1 +m2q2 ∧ q̇2 +m3q3 ∧ q̇3 (2.1.7)

mide el giro instantáneo de un triángulo. El momento lineal

P = ⟨q̇,1⟩ = m1q̇1 +m2q̇2 +m3q̇3 ∈ C, (2.1.8)

donde 1 = (1, 1, 1) ∈ C3, mide la velocidad instantánea de traslación del sistema completo
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de tres cuerpos. El centro de masa de un triángulo localizado q corresponde a

qcm =
⟨q,1⟩
⟨1,1⟩

=
m1q1 +m2q2 +m3q3

m1 +m2 +m3
∈ C. (2.1.9)

En la fórmula para el momento angular, usamos la notación

(x+ iy) ∧ (u+ iv) = det

x y

u v

 = xv − yu, (2.1.10)

donde z = x + iy, w = u + iv ∈ C. Esta operación de cuña, (z,w) 7→ z ∧w, es la versión

planar del producto cruz. Si × denota el producto cruz usual de vectores en R3, entonces

(x, y, 0) × (u, v, 0) = (0, 0, z ∧ w) de modo que J es la tercer componente del momento

angular usual de física.

Definición 33. El espacio fase del problema planar de tres cuerpos es TC3 = C3×C3. Los

puntos de C3×C3 son de la forma (q, q̇). El primer vector q representa al triángulo planar,

es decir, las posiciones de sus tres vértices. El segundo vector q̇ representa las velocidades

de sus tres vértices.

Las funciones del momento angular y energía están definidas en el espacio fase. El

momento de inercia y el centro de masa también son funciones en el espacio fase, pero son

funciones independientes de q̇, por tanto pueden considerarse como funciones en el espacio

de configuración. El momento lineal es otra función en el espacio fase pero independiente

de la posición q.

2.2. Espacio y esfera de forma

La traslación de un triángulo q = (q1,q2,q3) ∈ C3 por c ∈ C envía a q al triángulo

planar q + c1, donde 1 = (1, 1, 1). La rotación de θ radianes alrededor del origen del

plano envía q a eiθq = (eiθq1, e
iθq2, e

iθq3). Escalar el triángulo q por un factor positivo
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ρ corresponde a la multiplicación por el número real ρ, entonces ρ envía el triángulo q a

ρq = (ρq1, ρq2, ρq3).

Definición 34. El grupo Iso+(R2) de movimientos rígidos del plano es el grupo de

isometrías del plano que preservan la orientación.

Cada elemento de Iso+(R2) es composición de una rotación y una traslación.

Definición 35. Dos triángulos planares (posiblemente degenerados) son congruentes orien-

tados si existe un movimiento rígido que lleva un triángulo al otro.

Definición 36. El espacio de forma es el espacio cociente

C3/Iso+(R2). (2.2.1)

Es decir, el espacio de forma es el espacio de clases de congruencia orientados de triángulos

planares.

Aunque el espacio de forma es homeomorfa a R3, no es isométrico a R3: la geometría

del espacio de forma no es euclidiano. Sin embargo, la geometría tiene simetría esférica.

Cada esfera centrada en colisión triple es isométrica a la esfera estándar (S2 ⊂ R3), salvo

un factor de escala. Identificamos estas esferas con la esfera de forma.

Agregando escalas al grupo Iso+(R2) de movimientos rígidos obtenemos el grupo de si-

militudes G que preservan la orientación.

Definición 37. El grupo de Lie G está formado por composiciones de rotaciones,

traslaciones y escalamientos.

Dos triángulos planares q, q̂ ∈ C3 son similares orientados si existe un elemento

de G tal que lleva un triángulo al otro, esto es, si gq = q̂ para algún g ∈ G.

Definición 38. La esfera de forma es el (sub)espacio cociente

(C3 \ C1)/G ⊂ C3/G, (2.2.2)
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donde C1 es el espacio de colisiones triples. Es decir, la esfera de forma es el espacio de

clases de similitud orientada de triángulos planares donde no se permite que los tres vértices

del triángulo coincidan.

Llamaremos al mapeo cociente correspondiente la proyección de forma:

π : C3 \ C1 G−→ S2. (2.2.3)

Topológicamente, la esfera de forma es S2 y el espacio de forma es R3. La esfera de forma

es una subvariedad y un (sub)cociente del espacio de forma.

El grupo G de traslaciones, rotaciones y escalamientos puede construirse a partir de una

sucesión de los subgrupos normales

R2 ⊂ Iso+(R2) ⊂ G, (2.2.4)

cuyos grupos cociente correspondientes son

Iso+(R2)/R2 = S1, G/Iso+(R2) = R+. (2.2.5)

Aquí R2 denota el grupo de traslaciones del plano, Iso+(R2) el grupo de movimientos rígidos

del plano, S1 el grupo de rotaciones del plano y R+ el grupo de escalamientos. La relación

entre los espacios cocientes (2.2.1) y (2.2.2) se entiende mejor implementando proyecciones,

en orden, para cada subgrupo de los subgrupos normales (2.2.4):

C3 →
R2

C2 →
S1

R3 99K
R+

S2, (2.2.6)

donde la flecha punteada final se utiliza para indicar que el dominio de este mapeo no

es todo R3, sino R3 \ {0}. La proyección de forma (2.2.3) es la composición de estos tres

mapeos.
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2.3. Construcción de las proyecciones y las coordenadas de

Jacobi

Construcción de la proyección C3 → C2. El grupo de traslación R2 actúa mediante

q = (q1,q2,q3) 7→ (q1 + q0,q2 + q0,q3 + q0), q0 ∈ C,

y como tal es la acción de C1 ⊂ C3 en C3 por adición vectorial. Por lo tanto, el espacio

cociente es simplemente el espacio vectorial cociente C3/C1 de dimensión (real) 4. Podemos

identificar este cociente con el complemento ortogonal a C1. Este complemento ortogonal es

el espacio de configuraciones planas de tres cuerpos cuyo centro de masa está en el origen:

C2
0 := C1⊥ = {q : ⟨1,q⟩ = 0} = {q : m1q1 +m2q2 +m3q3 = 0}. (2.3.1)

Entonces, el origen de C2
0 corresponde a la colisión triple C1.

Coordenadas de Jacobi: Necesitaremos nuevas coordenadas en el subespacio C2
0. La

forma cuadrática asociada a la masa métrica es el momento de inercia I = ⟨q,q⟩ de la

ecuación (2.1.6). Más precisamente, buscamos coordenadas Z1, Z2 en C2 tal que

I = |Z1|2 + |Z2|2 cuando q ⊥ 1. (2.3.2)

Estas coordenadas se atribuyen tradicionalmente a Jacobi, a pesar de haber sido encontradas

antes y explicadas más claramente por Lagrange [18].

Proposición 10. Los vectores 1 = (1, 1, 1), E1 = (1/m1,−1/m2, 0) y E2 = (−1/(m1 +

m2),−1/(m1 +m2), 1/m3) forman una base ortogonal relativa a la masa métrica en C3.

Demostración. Sean 1 = (1, 1, 1), E1 = ( 1
m1

,− 1
m2

, 0), E2 = (− 1
m1+m2

,− 1
m1+m2

, 1
m3

) ∈ C3

y α, β, γ ∈ C. Entonces
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α1+ βE1 + γE2 = 0

o (
α+

β

m1
− γ

m1 +m2
, α− β

m2
− γ

m1 +m2
, α+

γ

m3

)
= 0.

Esto se puede ver como el sistema de ecuaciones
α+ β

m1
− γ

m1+m2
= 0,

α− β
m2

− γ
m1+m2

= 0,

α+ γ
m3

= 0.

Resolviendo el sistema llegamos a la solución trivial α = β = γ = 0. Por lo tanto, 1, E1,

E2 son linealmente independientes.

Ahora veamos que los vectores 1, E1 y E2 son ortogonales respecto a la masa métrica

definido por la ecuación (2.1.2). Entonces

⟨1, E1⟩ = 1− 1 + 0 = 0,

⟨1, E2⟩ =
−m1

m1 +m2
+

−m2

m1 +m2
+ 1 = 0,

⟨E1, E2⟩ =
−1

m1 +m2
+

1

m1 +m2
+ 0 = 0.

Por lo tanto, 1, E1 y E2 son ortogonales respecto a la masa métrica. ■

Las coordenadas correspondientes ⟨q,1⟩, ⟨q, E1⟩, ⟨q, E2⟩ son coordenadas ortogonales

para C3.

Definición 39. Las coordenadas ⟨q, E1⟩ = q1 − q2 := Q12 y ⟨q, E2⟩ = q3 − m1q1+m2q2

m1+m2

son las coordenadas de Jacobi para C2
0 = {q ∈ C3 : qcm = 0}.

Las coordenadas de Jacobi están indicadas en la figura siguiente.
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1

2

3

Figura 2.1: Vectores de Jacobi

La normalización de las coordenadas de Jacobi produce las coordenadas de diagonali-

zación unitaria Zi = ⟨q, ei⟩, i = 1, 2 para C2
0, donde ei = Ei/∥Ei∥. Calculando obtenemos

Z1 = µ1(q1 − q2), Z2 = µ2

(
q3 −

m1q1 +m2q2

m1 +m2

)
, (2.3.3)

donde 1/µ2
1 = ∥E1∥2 = 1/m1 + 1/m2 y 1/µ2

2 = ∥E2∥2 = 1/m3 + 1/(m1 + m2). Estas

coordenadas de Jacobi normalizadas definen la proyección lineal compleja

πtr : C3 → C2 πtr(q1,q2,q3) = (Z1, Z2), (2.3.4)

que realiza el cociente métrico de C3 mediante traslaciones.

Tomando en cuenta que el centro de masa está en el origen, tenemos que

π−1
tr (Z1, Z2) =

(
µ1

m1
Z1 −

µ2
2

m1 +m2
Z2,−

1

m1 +m2

(
m1

µ1
Z1 + µ2

2Z2

)
,
µ2

m3
Z2

)
(2.3.5)

= (q1,q2,q3).

Construcción de la proyección C2 → R3. Una rotación de θ radianes actúa en los

vértices del triángulo qj por qj 7→ eiθqj y por lo tanto actúa en las coordenadas de Jacobi

normalizadas por (Z1, Z2) 7→ (eiθZ1, e
iθZ2). Las funciones ZiZ̄j , i, j = 1, 2 son invariantes
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bajo rotación. Colocando estas funciones en una matriz hermitiana 2× 2 definimos

Φ(Z1, Z2) =

|Z1|2 Z1Z̄2

Z̄1Z2 |Z2|2

 = A (2.3.6)

equivalentamente,

Φ(Z) = ZT Z̄, (2.3.7)

donde Z = (Z1, Z2),

ZT =

Z1

Z2

 y Z̄ = (Z̄1, Z̄2).

De la factorización (2.3.7), vemos que Φ(Z)ZT = (|Z1|2 + |Z2|2)ZT mientras Φ(Z)WT = 0

para W ⊥ Z. Así, Φ(Z1, Z2) es la matriz de proyección ortogonal sobre la línea compleja

generada por Z, multiplicado por ∥Z∥2. Dos vectores no cero Z, U están relacionados

por rotación si y sólo si generan la misma línea compleja y sus longitudes son iguales. Se

sigue que la imagen de Φ representa al espacio cociente C2/S1, y Φ puede ser considerado

como el mapeo cociente. Acabamos de mostrar que la imagen de Φ consiste de matrices

hermitianas de rango 1 cuyo valor propio no cero es positivo (correspondiente a ∥Z∥2),

junto con la matriz cero (correspondiente a Z = 0). En términos del determinante y traza,

estas condiciones en A corresponden a det(A) = 0 y tr(A) ≥ 0. Reescribiendo las matrices

hermitianas como

A =

w4 + w1 w2 + iw3

w2 − iw3 w4 − w1

 para wj real, j = 1, 2, 3, 4, (2.3.8)

tal que det(A) = w2
4 − w2

1 − w2
2 − w2

3 y tr(A) = 2w4. Esta discusión prueba la siguiente

proposición.

Proposición 11. La imagen del mapeo Φ es el cono de matrices hermitianas 2×2 (ecuación
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(2.3.8)) que satisfacen

w2
4 − w2

1 − w2
2 − w2

3 = 0 y w4 ≥ 0. (2.3.9)

Este cono realiza el cociente C2/S1, mediante Φ el mapeo cociente C2 → C2/S1.

Ahora, se proyecta el espacio real de dimensión 4 de matrices hermitianas sobre R3

usando la función

(w1, w2, w3, w4) 7→ pr(w1, w2, w3, w4) = (w1, w2, w3).

La restricción de esta proyección lineal al cono dado por las ecuaciones (2.3.9) es un ho-

meomorfismo sobre R3. De hecho, resuelve las ecuaciones del cono para w4 para encontrar

w4 = +
√

w2
1 + w2

2 + w2
3, y por lo tanto, la inversa de la proyección restringida es

(w1, w2, w3) 7→ (w1, w2, w3,
√

w2
1 + w2

2 + w2
3).

De esta forma, hemos probado el siguiente resultado.

Proposición 12. La función

πrot = pr ◦ Φ : C2 → R3, (2.3.10)

dado por

πrot(Z1, Z2) =

(
1

2
(|Z1|2 − |Z2|2),Re(Z1Z̄2), Im(Z1Z̄2)

)
= (w1, w2, w3), (2.3.11)

realiza R3 como el espacio cociente de C2 por el grupo de rotación S1.

Observemos que la restricción del mapeo (2.3.10) a la esfera w4 = 1 es el famoso mapeo

de Hopf de S3 a S2.
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Construcción de la proyección R3 99K S2. Este mapeo final es el cociente del espacio

de forma por el grupo de escalas R+. Un escalamiento λ ∈ R+ actúa en C3 por q 7→ λq

con acción de correspondencia en el espacio de forma w 7→ λ2w, donde w = (w1, w2, w3).

Consecuentemente, podemos identificar la esfera de forma con la esfera {|w|2 = 1} ⊂ R3. El

mapeo cociente correspondiente es la proyección radial, la cual es el mapeo final w 7→ w/|w|

en (2.2.6).

Teorema 6 (Teorema 1 de [28]). El espacio de forma es homeomorfo a R3. El mapeo

cociente desde el espacio de triángulos localizados al espacio de forma se realiza mediante la

función π : C3 → R3 que es la composición de una proyección lineal compleja πtr : C3 → C2

(2.3.4) y el mapeo homogéneo cuadrático real πrot : C2 → R3 (2.3.11). La función π =

πrot ◦ πtr satisface las siguientes propiedades.

(a) Dos triángulos q, q′ ∈ C3 son congruentes orientados si y sólo si π(q) = π(q′).

(b) π es sobreyectiva.

(c) π proyecta el lugar de la colisión triple sobre el origen.

(d) π proyecta el lugar de triángulos colineales sobre el plano w3 = 0, donde (w1, w2, w3)

son las coordenadas estándar en R3. Además, w3 es el área con signo del triángulo

correspondiente, salvo una constante que depende de las masas.

(e) w2
1 + w2

2 + w2
3 = (I/2)2, donde I = ⟨q,q⟩ (ecuación (2.1.6)).

Demostración. (a) Consideremos π = πrot ◦ πtr componiendo la proyección lineal πtr de

la ecuación (2.3.4) con el mapeo πrot de (2.3.11). El primer mapeo realiza el cociente

por traslaciones y el segundo el cociente por rotaciones, por lo tanto, juntos hacen el

cociente completo por movimientos rígidos.

(b) Por lo anterior, el espacio de forma es homeomorfo a R3, así π es sobreyectiva.
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(c) Sea (q,q,q) ∈ C1 un triángulo en colisión triple. Entonces

Z1 = µ1(q− q) = 0 y Z2 = µ2

(
q− m1q+m2q

m1 +m2

)
= 0,

por tanto, πtr(q,q,q) = (0, 0). Luego πrot(0, 0) = (0, 0, 0).

(d) Sea (q1,q2,q3) ∈ C3. Si Qij = qi − qj , Q12 +Q23 +Q31 = 0 y Qij = −Qji. Entonces

Z1 = µ1Q12 y Z2 = µ2(p1Q31 + p2Q32),

donde p1 =
m1

m1+m2
, p2 = m2

m1+m2
. Luego,

Z2 = µ2[p1Q31 + p2(Q12 +Q31)] = µ2(Q31 + p2Q12).

Por tanto

Z1 ∧ Z2 = µ1Q12 ∧ µ2(Q31 + p2Q12) = −µ1µ2Q21 ∧Q31. (2.3.12)

La operación de cuña de la ecuación (2.1.10) representa el área del paralelogramo con

aristas z = x+ iy y w = u+ iv. Así, el área de nuestro triángulo es 1
2Q21 ∧Q31. Ya

que

w3 = Im(Z1Z̄2) = −Z1 ∧ Z2, (2.3.13)

entonces

w3 = µ1µ2Q21 ∧Q31 = c

(
1

2
Q21 ∧Q31

)
,

donde c = 2µ1µ2.

Notemos que w3 = 0 si y sólo si el triángulo correspondiente es degenerado, es decir,

los vectores q1,q2,q3 son colineales.

(e) De las ecuaciones (2.3.6) y (2.3.8), 2w4 = |Z1|2 + |Z2|2. Por (2.3.2) I = |Z1|2 + |Z2|2,



2.4. Puntos de colisión doble, Euler y Lagrange 57

entonces w4 = 1
2I. Por la ecuación (2.3.9) tenemos que w2

1 + w2
2 + w2

3 = w2
4, por lo

tanto w2
1 + w2

2 + w2
3 = (12I)

2.

■

2.4. Puntos de colisión doble, Euler y Lagrange

colinealcolisión colisión

M

colisión

Euler

EulerEuler

13

2

Lagrange

13

2

Lagrange

Figura 2.2: La esfera de forma, centrada en colisión triple.

Ahora localicemos en la esfera de forma S2 los puntos de colisión doble, los puntos

de Euler y de Lagrange para tres cuerpos q1, q2, q3 con masas unitarias. Ver figura 2.2.

Los tres radios de colisión binaria atraviesan la esfera de forma en los tres puntos que se

encuentran en el ecuador colineal que a su vez también contiene los tres puntos de Euler.
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Como todos los meridianos, M une los dos puntos de Lagrange y pasa por un punto de

colisión binaria.

Como los puntos (w1, w2, w3) ∈ S2 deben satisfacer w2
1 +w2

2 +w2
3 = (I/2)2, nos restrin-

giremos a I = 2. Sea q = (q1,q2,q3) un triángulo planar. De (2.3.3) las coordenadas de

Jacobi normalizadas Z1 y Z2 son

Z1 =
1√
2
(q1 − q2), Z2 =

√
2

3

(
q3 −

1

2
(q1 + q2)

)
. (2.4.1)

Puntos de colisión doble: Sea q = (q1,q2,q3) un triángulo planar tal que q1 = q2,

entonces Z1 = 0 y Z2 =
√

2
3(q3 − q1). Por lo tanto

πrot(Z1, Z2) =

(
1

2
(0− 2

3
|q3 − q1|2), 0, 0

)
=

(
−1

3
|q3 − q1|2, 0, 0

)
=

(
−1

3
| − 3q1|2, 0, 0

)
= (−3|q1|2, 0, 0)

= (−1, 0, 0).

Ya que Re(Z1Z̄2) = Im(Z1Z̄2) = 0 y, como q1 + q2 + q3 = 0 entonces 2q1 + q3 = 0

y por tanto q3 − q1 = −3q1. Además, ya que I = |q1|2 + |q2|2 + |q3|2 = 2 entonces

2|q1|2 + |q3|2 = 2|q1|2 + | − 2q1|2 = 6|q1|2 = 2 y por tanto |q1|2 = 1
3 .
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Si q1 = q3 entonces Z1 =
1√
2
(q1 − q2) y Z2 =

1√
6
(q1 − q2). Por lo tanto,

πrot(Z1, Z2) =

(
1

2

(
1

2
|q1 − q2|2 −

1

6
|q1 − q2|2

)
,Re

1

2
√
3
|q1 − q2|2, Im

1

2
√
3
|q1 − q2|2

)
=

(
1

6
|q1 − q2|2,

1

2
√
3
|q1 − q2|2, 0

)
=

(
1

6
· 3, 1

2
√
3
· 3, 0

)
=

(
1

2
,

√
3

2
, 0

)
.

Ya que Z1Z̄2 =
1

2
√
3
(q1−q2)(q1 − q2) =

1
2
√
3
|q1−q2|2 ∈ R. Además, como q1+q2+q3 = 0

entonces 2q1 + q2 = 0 y por tanto 2(q1 − q2) = −3q2. Luego I = 2|q1|2 + |q2|2 =

2|q1|2 + |23(q1 − q2)|2 = 2
3 + 4

9 |q1 − q2|2 = 2, pues, sin pérdida de generalidad |q1|2 = 1
3 ,

entonces |q1 − q2|2 = 3.

Análogamente, si q2 = q3 entonces Z1 = 1√
2
(q1 − q2) y Z2 = − 1√

6
(q1 − q2). Por lo

tanto,

πrot(Z1, Z2) =

(
1

2

(
1

2
|q1 − q2|2 −

1

6
|q1 − q2|2

)
,Re

−1

2
√
3
|q1 − q2|2, Im

−1

2
√
3
|q1 − q2|2

)
=

(
1

6
|q1 − q2|2,−

1

2
√
3
|q1 − q2|2, 0

)
=

(
1

2
,−

√
3

2
, 0

)
,

ya que Z1Z̄2 = − 1
2
√
3
(q1 − q2)(q1 − q2) = − 1

2
√
3
|q1 − q2|2 ∈ R.

Puntos de Euler: Para las soluciones de Euler, las masas se colocan en una línea en

cierto orden: qi < qj < qk. Supongamos que qcm = q1 + q2 + q3 = 0 e I = 2.

Si q1 = 0, entonces q = (0,q2,q3) y q2 + q3 = 0. Luego, Z1 = − 1√
2
q2 y Z2 =
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√
2
3

(
q3 − 1

2q2

)
= −

√
3
2q2. Entonces,

πrot(Z1, Z2) =

(
1

2

(
1

2
|q2|2 −

3

2
|q2|2

)
,Re

√
3

2
q2q̄2, Im

√
3

2
q2q̄2

)

=

(
−1

2
|q2|2,

√
3

2
|q2|2, 0

)

=

(
−1

2
,

√
3

2
, 0

)
.

Ya que si I = 2, entonces |q2|2 + |q3|2 = 2|q2|2 = 2, pues q3 = −q2, y por tanto |q2|2 = 1.

Si q2 = 0, entonces q = (q1, 0,q3) y q1 + q3 = 0. Luego, Z1 = 1√
2
q1 y Z2 =√

2
3

(
q3 − 1

2q1

)
= −

√
3
2q1. Entonces,

πrot(Z1, Z2) =

(
1

2

(
1

2
|q1|2 −

3

2
|q1|2

)
,Re

−
√
3

2
q1q̄1, Im

−
√
3

2
q1q̄1

)

=

(
−1

2
|q1|2,−

√
3

2
|q1|2, 0

)

=

(
−1

2
,−

√
3

2
, 0

)
.

Análogamente, si I = 2, entonces |q1|2 + |q3|2 = 2|q1|2 = 2, pues q3 = −q1, y por tanto

|q1|2 = 1.

Finalmente, si q3 = 0 entonces q = (q1,q2, 0) y q1+q2 = 0. Luego, Z1 =
1√
2
(q1−q2) =

√
2q1 y Z2 = − 1√

6
(q1 + q2) = 0. Entonces

πrot(Z1, Z2) =

(
1

2
(2|q1|2 − 0), 0, 0

)
= (|q1|2, 0, 0)

= (1, 0, 0).
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Nuevamente, si I = 2 entonces |q1|2 + |q2|2 = 2|q1|2 = 2, pues q2 = −q1, y por tanto

|q1|2 = 1.

Puntos de Lagrange: Para las soluciones de Lagrange, la configuración inicial es un

triángulo equilátero con las tres masas colocadas en los vértices. Por un razonamiento similar

a los casos anteriores, de acuerdo a las proyecciones πtr y πrot los puntos de Lagrange son

L+ = (0, 0, 1) y L− = (0, 0,−1).

Notemos que en la esfera de forma se tienen dos clases de orientación: en el hemisferio

norte están los triángulos orientados positivamente (con área positiva) y en el hemisferio

sur tenemos los triángulos orientados negativamente (con área negativa).

2.5. Descomposición de Saari

El estudio de la velocidad de las soluciones invariantes por rotación y traslación se

realiza a través de la descomposición de Saari. La cual es una fórmula que utiliza un sistema

ortonormal de campos vectoriales a lo largo de la solución para descomponer la velocidad

en las partes de traslación y rotación. Aunque en este trabajo no utilizaremos esta fórmula,

haremos una breve revisión de este tema, enunciando y demostrando la ecuación de Saari.

La descomposición

K = parte traslacional + parte rotacional + parte de forma

aplicada a velocidades es algunas veces llamado la descomposición de Saari:

q̇ = (parte traslacional + parte rotacional ) + parte de forma

= Tq(Gq)⊕ (Tq(Gq))⊥

= vertical ⊕ horizontal. (2.5.1)
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En la geometría diferencial de los haces, tal descomposición de vectores tangentes se conoce

como descomposición vertical-horizontal. Esta descomposición, que depende del punto

base q en el que se fijan las velocidades, es ortogonal y nos lleva a lo siguiente.

Proposición 13. Supóngase que el centro de masa de nuestro triángulo localizado es cero.

Entonces, la descomposición de Saari de la energía cinética es

K =
1

2

∥P∥2

M
+

1

2

J2

I
+

1

2

∥ẇ∥2

I
, (2.5.2)

donde P = P(q̇) y J = J(q, q̇) son los momentos lineal y angular, y ẇ = d
dtπ(q(t)). En

particular,

Kforma =
1

2

∥ẇ∥2

I
(2.5.3)

donde I = 2
√

∥w∥.

Demostración. Una base real para la parte traslacional bidimensional del movimiento con-

siste de 1 y i1. Una base real para la parte rotacional unidimensional es iq. La parte

rotacional es ortogonal a la parte traslacional ya que el centro de masa es 1
M ⟨q,1⟩, y por

hipótesis el centro de masa es el vector cero. Por lo tanto, 1, i1 y iq forman una base

ortogonal para la parte vertical Tq(Gq). Normalizando obtenemos la base real ortonormal

e1 =
1√
M

, e2 =
i1√
M

, e3 =
iq√
I
,

donde M = ⟨1,1⟩ = m1+m2+m3, para el espacio vertical. Sea q̇ ∈ C3 un vector arbitrario

basado en el triángulo localizado q ∈ C3. Expandiendo el vector como una suma directa

ortogonal obtenemos

q̇ = ⟨q̇, e1⟩Re1 + ⟨q̇, e2⟩Re2 + ⟨q̇, e3⟩Re3 + (forma), (2.5.4)

donde ⟨·, ·⟩R denota la parte real del producto interno hermitiano (2.1.2). Los primeros tres

términos forman la parte vertical de q̇ en la ecuación (2.5.1), mientras que el último término
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es, por definición, ortogonal a los primeros tres términos y forma la parte horizontal.

Colocando qj = xj + iyj obtenemos

⟨q̇, e1⟩Re1 = Re

(
m1

¯̇q1
1√
M

+m2
¯̇q2

1√
M

+m3
¯̇q3

1√
M

)
1√
M

= (m1ẋ1 +m2ẋ2 +m3ẋ3)
1

M
,

⟨q̇, e2⟩Re2 = Re

(
m1

¯̇q1
i√
M

+m2
¯̇q2

i√
M

+m3
¯̇q3

i√
M

)
i1√
M

= (m1ẏ1 +m2ẏ2 +m3ẏ3)
i1

M
,

⟨q̇, e3⟩Re3 = Re

(
m1

¯̇q1
iq1√
I
+m2

¯̇q2
iq2√
I
+m3

¯̇q3
iq3√
I

)
iq√
I

= [m1(x1ẏ1 − ẋ1y1) +m2(x2ẏ2 − ẋ2y2) +m3(x3ẏ3 − ẋ3y3)]
iq

I
.

Por lo tanto

q̇ =(m1ẋ1 +m2ẋ2 +m3ẋ3)
1

M
+ (m1ẏ1 +m2ẏ2 +m3ẏ3)

i1

M
+ [m1(x1ẏ1 − ẋ1y1)

+m2(x2ẏ2 − ẋ2y2) +m3(x3ẏ3 − ẋ3y3)]
iq

I
+ (forma)

=
P

M
1+

J

I
iq+ (forma),

pues, por ecuaciones (2.1.7) y (2.1.8), tenemos que

P = m1q̇1+m2q̇2+m3q̇3 y J = m1(x1ẏ1− ẋ1y1)+m2(x2ẏ2− ẋ2y2)+m3(x3ẏ3− ẋ3y3).
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Entonces,

⟨q̇, q̇⟩ =
〈

P

M
1+

J

I
iq+ forma,

P

M
1+

J

I
iq+ forma

〉
=

〈
P

M
1,

P

M
1

〉
+

〈
P

M
1,

J

I
iq

〉
+

〈
P

M
1, forma

〉
+

〈
J

I
iq,

P

M
1

〉
+

〈
J

I
iq,

J

I
iq

〉
+

〈
J

I
iq, forma

〉
+

〈
forma,

P

M
1

〉
+

〈
forma,

J

I
iq

〉
+ ⟨forma, forma⟩

=
PP̄

M2
⟨1,1⟩+ PJ

MI
⟨1, iq⟩+ P

M
⟨1, forma⟩+ JP̄

IM
⟨iq,1⟩+ J2

I

〈
iq√
I
,
iq√
I

〉
+

J

I
⟨iq, forma⟩+ P̄

M
⟨forma,1⟩+ J

I
⟨forma, iq⟩+ ⟨forma, forma⟩

=
∥P∥2

M
+

J2

I
+ ∥forma∥2.

Ya que 1, iq ∈ Tq(Gq), (forma) ∈ (Tq(Gq))⊥ y e1, e2, e3 son ortonormales. Resta mostrar

que ∥forma∥2 = ∥ẇ∥2
I . Esto es, mostrar que

∥ẇ∥2 = ∥q∥2∥q̇∥2 si P(q̇) = 0, J(q, q̇) = 0 y ẇ = dπq(q̇). (2.5.5)

Con este fin, escribamos a la función πrot en coordenadas reales usando Z1 = x1 + iy1,

Z2 = x2 + iy2 y Z = (Z1, Z2) = (x1, y1, x2, y2). Entonces

πrot =

(
1

2
(x21 + y21 − x22 − y22), x1x2 + y1y2, x2y1 − x1y2

)
.

Calculando la matriz jacobiana obtenemos

dπrot
Z =


x1 y1 −x2 −y2

x2 y2 x1 y1

−y2 x2 y1 −x1

 . (2.5.6)
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Sea dπq = dπrot
Z ◦πtr, donde π = πrot ◦πtr denota el mapeo cociente del teorema 6, con πtr

lineal. Como las filas de dπrot
Z son ortogonales y tienen longitud ∥Z∥2 = x21 + y21 + x22 + y22.

Además, q ∈ C2
0 es tal que ∥Z∥2 = ∥q∥2 y πtr es una isometría lineal de C2

0 a C2. Entonces

dπrot
Z (dπrot

Z )T = ∥q∥2 Id = dπqdπ
T
q .

Es conocido que el núcleo de dπ = dπq es el espacio vertical Tq(Gq). Así, la imagen de

dπT es el espacio horizontal, el cual es el complemento ortogonal a e1, e2, e3 y es el espacio

llamado “forma”. Por lo tanto, cualquier vector q̇ de la forma requerida en la ecuación (2.5.5)

puede ser escrito como q̇ = dπTv, para algún v ∈ R3. Así,

∥q̇∥2 = ⟨dπTv, dπTv⟩

= ⟨v, dπdπTv⟩

= ⟨v, ∥q∥2v⟩

= ∥q∥2∥v∥2.

Además, ẇ = dπ(q̇) tal que ẇ = dπdπT (v) = ∥q∥2v. Por lo tanto,

∥ẇ∥2 = ∥q∥4∥v∥2 = ∥q∥2∥q̇∥2.

Así, ∥q̇∥2 = ∥ẇ∥2
∥q∥2 = ∥ẇ∥2

I , pues ∥q∥2 = I. Finalmente, por la ecuación (2.1.3) sabemos que

2K = ⟨q̇, q̇⟩, por lo tanto

K =
1

2

∥P∥2

M
+

1

2

J2

I
+

1

2

∥ẇ∥2

I
.

Notemos que, por (e) del teorema 6, se satisface I = 2
√
∥w∥. ■

Como la energía cinética del espacio de forma está dado en términos de la masa métrica

(la masa métrica da una norma al espacio), entonces podemos definir la métrica del espacio
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de forma.

Definición 40 (Métrica del espacio de forma). La métrica del espacio de forma es el

doble de la energía cinética del espacio de forma Kforma, cuando es visto como una métrica

riemanniana en el espacio de forma.

Por la proposición anterior, la métrica del espacio de forma está dado por

ds2forma =
dw2

1 + dw2
2 + dw2

3

2
√
w2
1 + w2

2 + w2
3

.

Esta métrica define la longitud l de una trayectoria c en el espacio de forma como

l(c) =

∫
c
dsforma :=

∫ b

a

√
2Kformadt.

Además, define la distancia entre dos puntos del espacio de forma como el ínfimo de las

longitudes de todas las trayectorias que unen los dos puntos.



Capítulo 3

Construcción del plano hiperbólico

como reducción de un problema de

tres cuerpos en el plano.

En este capítulo mostraremos como construir el plano hiperbólico a partir de un pro-

blema de tres cuerpos cuyo potencial es proporcional a I/∆2, donde I es el momento de

inercia del triángulo planar formado por los tres cuerpos y ∆ es su área. En [2, 5, 21, 26] los

autores nos muestran la reducción del problema planar de tres cuerpos (con masas iguales)

a la esfera de forma con un potencial correspondiente a α = 2. Finalmente, construimos el

espacio reducido para la configuración de paralelogramos, subproblema del problema de los

cuatro cuerpos.

3.1. Planteamiento del problema

Como Vα es homogéneo de grado −α, la identidad de Lagrange-Jacobi (1.2.4) afirma

que a lo largo de las soluciones de energía H tenemos Ï = 4H − (4− 2α)Vα, lo cual implica

que el único caso en el que podemos garantizar que Ï = 0 es cuando α = 2 y H = 0. Si

67
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además no queremos que el tamaño del sistema cambie, entonces İ = 0.

Veamos el caso H = 0, −V > 0 con V homogéneo de grado −2 dado en (3.1.2).

Sin pérdida de generalidad, restrinjámonos al subespacio de centro de masa C2
0 = {q :

m1q1+m2q2+m3q3 = 0}. Por lo tanto, P = 0. Formalmente, la reducción de la dinámica

requiere fijar el valor del momento angular J. Con J = 0, el problema consiste en resolver

las ecuaciones de Newton en la subvariedad del espacio fase en la cual H = 0, P = 0, J = 0

e İ = 0.

Tres partículas puntuales q1, q2 y q3 se mueven en el plano euclidiano R2 = C según

las ecuaciones de Newton

mkq̈k = − ∂

∂qk
V (q), k = 1, 2, 3, (3.1.1)

donde V (q) es la función potencial, mk son las masas y qk ∈ R2 = C las posiciones

instantáneas de estas tres masas. Aquí,

V (q) = − γI(q)

∆(q)2
, (3.1.2)

donde ∆(q) = 1
2(q2 − q1) ∧ (q3 − q1) es el área del triángulo con vértices q = (q1,q2,q3)

y I(q) =
∑

k<l mkml∥qk−ql∥2
m1+m2+m3

es el momento de inercia del triángulo q respecto a su centro

de masa. Notemos que en el subespacio C2
0 el momento de inercia se reduce a la ecuación

(2.1.6). La constante γ > 0 es una constante física necesaria para que las unidades del

potencial sean las de energía, por lo que γ tiene unidades (longitud)4/(tiempo)2.

Observación. Una de las preguntas abiertas es saber si existen potenciales de la forma de

la ecuación (3.1.1) en algún problema físico o químico.

Las afirmaciones (A1) y (A2) de la sección 1.1 implican que el grupo G de movimien-

tos rígidos y escalamientos actúan por simetrías en las ecuaciones de Newton (3.1.1): los

elementos del grupo transforman soluciones en soluciones. En particular, la G-acción resul-

tante en el espacio fase preserva el conjunto de nivel cero común de todas las invariantes H,
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P, J, İ. Por lo tanto, el espacio cociente del conjunto de nivel cero {H = J = P = İ = 0}

por G es un espacio en el que las ecuaciones de Newton mantienen una dinámica inducida

bien definida. Llamaremos a la dinámica en este espacio cociente la dinámica reducida.

3.2. Construcción del plano hiperbólico

La esfera de forma S2 se encuentra dentro de R3 como el conjunto w2
1 + w2

2 + w2
3 = 1.

Así, la métrica redonda estándar es la restricción de la métrica dw2
1 + dw2

2 + dw2
3 de R3

a la esfera S2. Multiplicando esta métrica por el factor conforme 1
w2

3
se obtiene una métrica

en cualquiera de los hemisferios de la esfera que es isométrica al plano hiperbólico estándar

(ver el apéndice A o [6] para más detalles sobre los modelos hiperbólicos). Este modelo del

plano hiperbólico se conoce como el modelo Jemisphere. El siguiente resultado afirma

que conseguiremos el modelo Jemisphere por reducción si tomamos el potencial (3.1.2).

Teorema 7 (Teorema 1 de [27]). Cualquier solución a las ecuaciones de Newton (3.1.1)

para la cual H = J = P = İ = 0, es proyectada, por la proyección del espacio de forma,

como una geodésica para el modelo Jemisphere. Inversamente, cada una de estas geodésicas

es la proyección de una solución de las ecuaciones de Newton.

Demostración. El teorema de Jacobi 4 se aplica a cada nivel de energía fijo. En el nivel

de energía H = 0, las soluciones a las ecuaciones de Newton con energía cero son, salvo

reparametrización, geodésicas de la métrica de Jacobi-Maupertuis

⟨q,q⟩J0 = 2U(q)⟨q,q⟩ (3.2.1)

en C3 \ {V = ∞}, donde U = −V = γI(q)
∆(q)2

. Aquí,

⟨q,q⟩ = 2K(dq) := m1|dq1|2 +m2|dq2|2 +m3|dq3|2

denota el producto interno euclidiano en C3 asociado a la energía cinética, visto como una
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métrica riemanniana.

Notemos que el potencial (3.1.2) escrito en términos de Z1 y Z2, usando (2.3.2) y

(2.3.12), puede escribirse como

V (Z1, Z2) = −γ(|Z1|2 + |Z2|2)(
1
2
−Z1∧Z2
µ1µ2

)2
= −γ4µ2

1µ
2
2(|Z1|2 + |Z2|2)
(Z1 ∧ Z2)2

. (3.2.2)

Como el subespacio C2
0 = {q ∈ C3 : qcm = 0} ∼= C2 ⊂ C3 es totalmente geodésico

para la métrica (3.2.1), entonces podemos restringir la métrica de Jacobi-Maupertuis a este

subespacio C2
0. Así,

⟨Z,Z⟩J0 = 2U(Z1, Z2)⟨Z,Z⟩, con Z = (Z1, Z2) ∈ C2
0. (3.2.3)

Usando la proyección πtr : C3 → C2, definida por (2.3.4) y con inversa dada en (2.3.5),

podemos escribir las geodésicas en términos de las coordenadas Z1 y Z2, y viceversa. De

hecho, puesto que m1|q1|2 +m2|q2|2 +m3|q3|2 = |Z1|2 + |Z2|2, tenemos que πtr : C2
0 → C2

es una isometría.

Ahora, sea πrot : C2 → R3 dado por

πrot(Z1, Z2) =

(
1

2
(|Z1|2 − |Z2|2),Re(Z1Z̄2), Im(Z1Z̄2)

)
= (w1, w2, w3).

Como Z1Z̄2 y (3.2.2) son invariantes bajo rotaciones, y por tanto también (3.2.3), entonces

la métrica baja al espacio cociente C2/S1 ∼= R3. Más aún, como ⟨·, ·⟩J0 es invariante bajo
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escalamiento complejo, pues para cualquier λ ∈ C \ {0} se tiene

⟨λq, λq⟩J0 = 2U(λq)⟨λq, λq⟩

= 2(−λ−2V (q))λ2⟨q,q⟩

= 2(−V (q))⟨q,q⟩

= 2U(q)⟨q,q⟩

= ⟨q,q⟩J0 .

Entonces, por la proposición 5, existe una única métrica riemanniana ⟨w,w⟩J0 en R3 \ {V =

∞} tal que πrot es una submersión riemanniana, donde

⟨w,w⟩J0 = 2U(w)⟨w,w⟩ con w = (w1, w2, w3) ∈ R3 \ {V = ∞}.

A continuación encontraremos una expresión explícita para la métrica ⟨w,w⟩J0 . Sea dπrot
Z

la matriz jacobiana (2.5.6), esto es

dπrot
Z =


x1 y1 −x2 −y2

x2 y2 x1 y1

−y2 x2 y1 −x1

 . (3.2.4)

Así, por lema 7 de [2], dπrot
Z es suprayectiva con inversa lineal derecha

(dπrot
Z )−1 =

1

|Z1|2 + |Z2|2


x1 x2 −y2

y1 y2 x2

−x2 x1 y1

−y2 y1 −x1

 =
(dπrot

Z )T

|Z1|2 + |Z2|2
.

Sean w ∈ R3 y Z ∈ C2 tal que πrot(Z) = w. La fibra sobre w es la subvariedad Fw =

(πrot)−1(w). El espacio vertical VZ en Z es el espacio tangente a su fibra. Además, por el
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teorema 3,

VZ = TZ(Fw) = Ker(dπrot
Z ),

con espacio horizontal

HZ := V⊥
Z = {Z : ⟨Z, Ẑ⟩ = 0 ∀ Ẑ ∈ VZ}.

Notemos que los complementos ortogonales de un subespacio con distintas métricas

conformes son iguales, esto es, HZ = {Z : ⟨Z, Ẑ⟩J0 = 0 ∀ Ẑ ∈ VZ}. Además, la restricción

de dπrot
Z a HZ es un isomorfismo lineal entre HZ y TwR3. La métrica riemanniana en C2 da

productos interiores a HZ y a TwR3, la primera por restricción y la segunda por restricción

a la horizontal compuesto con el diferencial dπrot
Z . Entonces, el producto interior para R3

(TwR3 = R3), con Ẑ = (Ẑ1, Ẑ2) ∈ HZ y dπrot
Z (Ẑ) = v = (v1, v2, v3) ∈ R3, es

⟨dπrot
Z (Ẑ), dπrot

Z (Ẑ)⟩J0 := ⟨Ẑ, Ẑ⟩J0 ,

donde ⟨Ẑ, Ẑ⟩J0 es la métrica en C2
0 restringida al espacio horizontal HZ.

Usando las expresiones w3 = −Z1 ∧ Z2 (ecuación (2.3.13)), I = |Z1|2 + |Z2|2 para

cualquier Z ∈ C2 y w2
1 + w2

2 + w2
3 = (I/2)2 (por teorema 6, inciso e), obtenemos

⟨dπrot
Z (Ẑ), dπrot

Z (Ẑ)⟩J0 = ⟨Ẑ, Ẑ⟩J0

= 2U(Z1, Z2)⟨Ẑ, Ẑ⟩

= 2
γ4µ2

1µ
2
2(|Z1|2 + |Z2|2)
(Z1 ∧ Z2)2

∥Ẑ∥2

= 8
γµ2

1µ
2
2I

w2
3

I

= 8
γµ2

1µ
2
2

w2
3

I2

= 32γµ2
1µ

2
2

w2
1 + w2

2 + w2
3

w2
3

.
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La propiedad de submersión riemanniana implica que π mapea geodésicas para ⟨·, ·⟩J0 que

son ortogonales a las fibras a geodésicas en la métrica πrot
∗ ⟨·, ·⟩J0 , por la proposición 4. Donde

πrot
∗ ⟨·, ·⟩J0 es la métrica Jemisphere

πrot
∗ ⟨v, v⟩J0 = c

dw2
1 + dw2

2 + dw2
3

w2
3

, (3.2.5)

con c = 32γµ2
1µ

2
2. Inversamente, por la proposición 4, cada geodésica en la Jemisphere es

la proyección de una geodésica en C3 \ {V = ∞}. ■

esfera de forma

π

G

espacio de
configuración

Figura 3.1: La proyección del espacio forma es una submersión riemanniana.

Usaremos el siguiente resultado para obtener la curvatura de H, con métrica ds̄2H , usando

la métrica Jemisphere (3.2.5). Aquí, ds̄2H = cds2J .

Lema 3. Dada una superficie dotada con métricas conformes ds2 y ds̄2 = Uds2. Entonces

sus curvaturas K y K̄ están relacionadas mediante la igualdad

K̄ = U−1

(
K − 1

2
∆ log(U)

)
,
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donde el laplaciano ∆ es con respecto a la métrica ds2.

Del apéndice A sabemos que

α∗(cds2H) = c
dy22 + dy23

y23
= cds2J .

Como la curvatura K de la métrica de R2 es K = 0, entonces, de acuerdo al lema 3,

K̄ = −1

2
U−1∆ log(U) (3.2.6)

es la curvatura de H. Luego, tomando U = c/w2
3 y ya que

∆(log(U)) =
U∆U − ∥∇U∥2

U2
,

entonces,

∆

(
log

c

w2
3

)
=

c
w2

3
∆
(

c
w2

3

)
− ∥∇

(
c
w2

3

)
∥2(

c
w2

3

)2
=

c
w2

3

(
6c
w4

3

)
− 4c2

w6
3

c2

w4
3

=
2

w2
3

.

Así, sustituyendo lo anterior en (3.2.6) obtenemos

K̄ = −1

2

w2
3

c

2

w2
3

= −1

c
.
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∂H

H

Jemisphere

Figura 3.2: Los modelos Jemisphere y semi-espacio H.

3.3. El subproblema del paralelogramo de cuatro cuerpos

En esta sección introduciremos un subproblema invariante del problema de cuatro cuer-

pos con potencial fuerte donde las partículas se mueven en el plano y cuyas posiciones

son simétricas con respecto a los ejes en el plano, manteniendo así la configuración de un

paralelogramo. Para hacer esto definamos las superficies invariantes correspondientes a los

problemas del paralelogramo y colineal.

3.3.1. El problema de los cuatro cuerpos

Cuatro partículas puntuales q1, q2, q3 y q4 se mueven en el plano euclidiano R2 = C

según las ecuaciones de Newton

mkq̈k = − ∂

∂qk
V2(q), k = 1, 2, 3, 4, (3.3.1)

donde mk son las masas, qk ∈ R2 = C las posiciones instantáneas de los cuatro cuerpos y

V2(q) la función potencial (1.1.3) (con α = 2), esto es,

V2(q) = −1

2

∑
i<j

mimj

∥qi − qj∥2
. (3.3.2)

Denotaremos una configuración del problema planar de cuatro cuerpos como q =

(q1,q2,q3,q4) ∈ C4, con espacio de configuración C4 \ ∆, donde ∆ = {q ∈ C4 : qi =
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qj para algún i ̸= j} denota el conjunto de colisiones simultáneas de dos o más cuerpos.

Consideremos dos subproblemas invariantes para el problema planar de 4 cuerpos con

masas unitarias. Uno de estos subproblemas es el problema colineal de cuatro cuerpos cuyo

espacio de configuración reducido es denotado por C. El otro corresponde al problema del

paralelogramo de cuatro cuerpos con espacio de configuración reducido dado por

P := {(q1,q2,q3,q4) ∈ C4 : q1 = −q3 y q2 = −q4}. (3.3.3)

Del ejemplo 6 sabemos que los conjuntos de puntos fijos de involuciones isométricas son

siempre totalmente geodésicos. Sean

ΦP(q1,q2,q3,q4) = −(q3,q4,q1,q2) y ΦC(q1,q2,q3,q4) = (q̄1, q̄2, q̄3, q̄4)

involuciones isométricas. Definamos

P = π(FixΦP) ∼= S2 \ {4 puntos} y C = π(FixΦC) ∼= RP 2 \RP∆, (3.3.4)

donde π es el mapeo de Hopf. Aquí, Fix (f) = {p ∈ M | f(p) = p}, para cualquier función

f : M → M , S2 \ {4 puntos} ∼= CP 1 y RP∆ es la proyección real de ∆ ∩ C3
0, donde C3

0 es

el espacio de configuraciones cuyo centro de masa es cero (ecuación (3.3.5)).

La superficie P es topológicamente equivalente a S2 menos 4 puntos, o una camisa.

Las perforaciones de S2 son debido a dos colisiones binarias (q1 = q3 y q2 = q4) y dos

colisiones binarias simultáneas (q1 = q4, q2 = q3 y q1 = q2, q3 = q4). Ver figura 3.3.
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3.3.2. Reducción del problema

Considerando la simetría del problema: q1 = −q3 y q2 = −q4. El potencial (negativo)

(3.3.2) se reduce a

U2 =
1

∥q1 − q2∥2
+

1

∥q1 − q4∥2
+

1

2∥q1 − q3∥2
+

1

2∥q2 − q4∥2
.

Comenzando la reducción mediante el grupo de traslaciones R2, podemos identificar el

cociente (C4 \ ∆)/R2 con el espacio de configuraciones cuyo centro de masa están en el

origen, esto es,

C3
0 := {q ∈ C4 \∆ : q1 + q2 + q3 + q4 = 0}. (3.3.5)

Notemos que de C3
0 podemos concluir que el momento lineal total P es cero. Además, que

C3
0
∼= C3 \ {rij = 0}, donde rij representa la distancia ∥qi − qj∥.

Consideremos las coordenadas de Jacobi

(q1,q2,q3,q4) 7→ (q2 − q1,−q2 − q1) =: (z1, z2) ∈ C2, (3.3.6)

y el mapeo de Hopf

(z1, z2) 7→
(
1

2
(|z1|2 − |z2|2), z1z̄2

)
= (w1, w2, w3) ∈ R3. (3.3.7)

Además, por teorema 6,

I = |z1|2 + |z2|2 = 2
√

w2
1 + w2

2 + w2
3, I = constante. (3.3.8)

La siguiente proposición describe la relación entre los puntos del espacio de configuración

P y las distancias mutuas rij .

Proposición 14 (Lema 6 de [16]). Para w = (w1, w2, w3) ∈ P, tenemos

1. r212 = |z1|2 = I
2 + w1,
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2. r214 = |z2|2 = I
2 − w1,

3. r213 = |z1 + z2|2 = I + 2w2,

4. r224 = |z1 − z2|2 = I − 2w2.

En particular, observemos que w1 = 0 si y solo si la configuración es un rombo. Por otra

parte, w2 = 0 si y solo si la configuración es un rectángulo. Así, tenemos que en el polo

norte o sur la configuración es un cuadrado. Ver figura 3.3.

Demostración. 1. De (3.3.8) obtenemos |z2|2 = I−|z1|2. Luego, sustituyendo la igualdad

anterior en 1
2(|z1|

2 − |z2|2) = w1 y despejando |z1|2, obtenemos

|z1|2 =
I

2
+ w1.

2. De la simetría del problema q4 = −q2 y de las coordenadas de Jacobi (3.3.6) tenemos

por una parte que

r214 = ∥q1 − q4∥2 = ∥q1 + q2∥2 = | − z2|2 = |z2|2.

Por otra parte, sustituyendo |z1|2 = I − |z2|2 en 1
2(|z1|

2 − |z2|2) = w1 y despejando

|z2|2 llegamos a |z2|2 = I
2 − w1. Por lo tanto, r214 = |z2|2 = I

2 − w1.

3. De la simetría del problema q3 = −q1, y de las coordenadas de Jacobi (3.3.6) obte-

nemos

z1 + z2 = (q2 − q1) + (−q2 − q1) = −q1 − q1 = q3 − q1.

Por lo tanto, r213 = |z1+z2|2. De las propiedades de los números complejos vemos que

w2 = Re(z̄1z2) =
1

2
(z̄1z2 + z1z̄2) (3.3.9)
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y

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2) = |z1|2 + z̄1z2 + z1z̄2 + |z2|2.

Obteniendo así |z1 + z2|2 = |z1|2 + 2w2 + |z2|2. Por lo tanto, tomando en cuenta a la

ecuación (3.3.8), r213 = I + 2w2.

4. Análogamente, de la simetría del problema q4 = −q2, y de las coordenadas de Jacobi

(3.3.6) obtenemos z1 − z2 = q2 −q4. Entonces |z1 − z2|2 = r224. Luego, usando (3.3.8)

y (3.3.9), llegamos a

|z1 − z2|2 = (z1 − z2)(z̄1 − z̄2)

= z1z̄1 − z̄1z2 − z1z̄2 + z2z̄2

= |z1|2 − 2w2 + |z2|2

= I − 2w2.

Por lo tanto r224 = I − 2w2.

■
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rombos

colineales

4
2

1
3 1 4

2 3

12

34

w2

w3

w1

rectángulos

cuadrado

cuadrado

Figura 3.3: La esfera de forma para la configuración de paralelogramos.

La esfera de forma o espacio reducido correspondiente a la configuración de paralelo-

gramos en el caso de masas iguales. El ecuador corresponde a paralelogramos colineales.

Existen dos colisiones binarias y dos colisiones binarias simultáneas en el ecuador. Los rom-

bos y rectángulos son grandes círculos y estos intersectan en los polos, que corresponden a

cuadrados distinguidos solo por su orientación.

Observación. Usando un potencial similar (o igual) a (3.1.2) descrito en el capítulo 3, y

por un procedimiento similar al realizado en la sección 3.2, también es posible construir un

modelo del plano hiperbolico a partir del problema de cuatro cuerpos, con la configuracion de

paralelogramos, induciendo la métrica de Jacobi-Maupertuis al espacio cociente (C4 \∆)/G

por medio del proceso de reducción de C4\∆ mediante el grupo G de traslaciones, rotaciones

y escalamientos.



Capítulo 4

Encaje del problema de Kepler como

una superficie de revolución

Entre los ejemplos de variedades diferenciables, las superficies más simples son las fun-

ciones real valuadas definidas en el plano y las gráficas de funciones dentro del espacio

euclidiano tridimensional. Por otro lado, las superficies de rotación son otra familia simple

de variedades en R3. En un contexto físico, el problema de Kepler y la métrica de Jacobi

(métrica de Kepler) correspondiente también son invariantes bajo rotaciones del plano. Por

lo tanto, es natural preguntarse si esta métrica puede representarse como una superficie

de revolución en R3. En este capítulo se estudiará la geometría de la métrica de Kepler

y el problema de encajamiento. Los encajes de las métricas con h ≥ 0 como superficies

de revolución en R3 son construidos explícitamente, sin embargo, el encaje global no existe

para h < 0 debido a la singularidad de la métrica en la frontera del espacio correspondiente.

Concluiremos el capítulo mostrando un teorema, debido a Richard Moeckel, (ver teorema

8) que afirma que el problema de no poder encajar el espacio de configuración admisible

correspondiente a h < 0 no es exclusivo del problema de Kepler.

81
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4.1. El problema de Kepler

El problema de Kepler o problema de fuerza central (caso especial del problema de dos

cuerpos) se refiere al movimiento de una masa puntual en el plano bajo una fuerza central.

Denotemos como q = (x, y) la posición de la masa m > 0. Las ecuaciones de Newton son

mq̈ = −Gm
q

∥q∥3
, (4.1.1)

donde G es la constante de gravitación universal.

Observación. Notemos que si q(t) es una solución de (4.1.1), entonces Q(t) = kq(t),

k > 0, resuelve una ecuación similar con G reemplazado por k3G. Así, podemos asumir que

G = 1.

Usando (1.1.7) y definiendo p = q̇ el problema de Kepler con G = m = 1 se convierte

en el hamiltoniano

H(q,p) =
∥p∥2

2
− 1

∥q∥
,

y ecuaciones de Hamilton

q̇ = p, ṗ = − q

∥q∥3
. (4.1.2)

Veamos que la constante de movimiento h (la energía total H(q, p) = h es una constante

de movimiento) la podemos restringir a los niveles de energía h = 0, 1,−1.

Proposición 15. Si k3l2 = 1, con k, l ∈ R, k > 0 y l ̸= 0, y (q(t),p(t)) es una solución

de (4.1.2) con energía h, entonces (Q(t), P (t)) = (kq(lt), klp(lt)) también es solución de

(4.1.2) pero con energía k2l2h.

Demostración. Si (q(t),p(t)) es una solución, entonces se satisfacen las ecuaciones

q̇(lt) = p(lt), ṗ(lt) = lq̈(lt) = −l
q(lt)

∥q(lt)∥3
.
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Por lo tanto, usando l2 = 1/k3, obtenemos

Q̇ = klq̇(lt)

= klp(lt)

= P (t),

Ṗ = klṗ(lt)

= −kl2
q(lt)

∥q(lt)∥3

= − kq(lt)

k3∥q(lt)∥3

= − kq(lt)

∥kq(lt)∥3

= − Q(t)

∥Q(t)∥3
.

Luego, usando nuevamente la hipótesis k3l2 = 1, llegamos a

H =
∥klp(lt)∥2

2
− 1

∥kq(lt)∥

=
k2l2∥p(lt)∥2

2
− k2l2

1

∥q(lt)∥

= k2l2H(q(lt),p(lt))

= k2l2h.

Así, eligiendo k, l podemos escalar la energía por cualquier constante positiva para conseguir

h = 0, 1,−1. ■

Sean H(q,p) = ∥p∥2
2 + V (q) = ∥p∥2

2 − U(q) cualquier sistema hamiltoniano planar y h

un nivel de energía fijo. La correspondiente métrica de Jacobi-Maupertuis en el espacio de

configuración admisible (o h-espacio de configuración con desigualdad estricta)

M̄h = {q = (x, y) : h+ U(x, y) ≥ 0}
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está dado por

g = 2(h+ U(x, y))(dx2 + dy2), U = −V > 0.

Para el problema de Kepler, si (q(t),p(t)) es una solución con energía h, el teorema de Jacobi

4 nos asegura que q(t) ∈ M̄h es una geodésica de la métrica g. Inversamente, dicha geodésica

siempre puede ser reparametrizada para dar una solución (q(t),p(t)) = (q(t), q̇(t)) de

(4.1.2) con energía h. En este contexto, tenemos que

g = 2

(
h+

1√
x2 + y2

)
(dx2 + dy2) = 2

(
h+

1

r

)
(dx2 + dy2), (4.1.3)

donde r =
√

x2 + y2 y U = −V = 1
r . Para h ≥ 0 el espacio de configuración admisible

corresponde a M̄h = R2\{0}. Para h < 0 tenemos un disco, M̄h =
{
r ≤ 1

|h|

}
. La métrica no

está definida en la singularidad de colisión, r = 0, y tampoco en la frontera de M̄h cuando

h < 0.

4.2. Geometría de la métrica de Kepler

Ahora estudiemos la geometría diferencial de la métrica (4.1.3). Eliminar el factor 2

de la métrica no afecta a las geodésicas, la métrica resultante será llamada la métrica de

Kepler. Por la proposición 15, podemos restringir nuestra atención a los casos h = 0, 1,−1.

Para h = 0, 1 tenemos una métrica en R2 \ {0}, mientras que para h = −1 el espacio M̄h es

el disco unitario D = {r ≤ 1}. Comencemos escribiendo la métrica de Kepler en diferentes

sistemas coordenados.

Debido a la simetría circular (invariante bajo rotaciones en el plano) de (4.1.3), es

natural comenzar con las coordenadas polares, entonces

g =

(
h+

1

r

)
(dr2 + r2dθ2) =

(
h+

1

r

)
dr2 + r(hr + 1)dθ2. (4.2.1)
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Una forma estándar para una métrica rotacionalmente simétrica es

g = ds2 + a(s)2dθ2,

donde s es el parámetro de longitud de arco a lo largo de un segmento de línea radial.

Comparando las métricas anteriores e integrando el factor

ds =

√
h+

1

r
dr

obtenemos

s =


2
√
r h = 0√
r(1 + r) + senh−1(

√
r) h = 1√

r(1− r) + sen−1(
√
r) h = −1

Además, a(r) =
√

r(hr + 1). Para encontrar a(s) es necesario invertir las fórmulas de s(r),

y esto puede hacerse explícitamente solo para el caso h = 0. Como a(r) =
√
r y s = 2

√
r

entonces a(s) = s/2, y por tanto

g = ds2 +
s2

4
dθ2, h = 0.

Notemos que usando la parametrización (s, θ) 7→ ( s2 cos θ,
s
2 sen θ,

√
3
2 s) de un cono circular,

su métrica inducida para la métrica euclidiana es igual a g. En efecto, los vectores tangentes

del cono son

∂

∂s
=

(
1

2
cos θ,

1

2
sen θ,

√
3

2

)
∂

∂θ
=
(
−s

2
sin θ,

s

2
cos θ, 0

)
.
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Luego, ⟨ ∂
∂s ,

∂
∂s⟩ = 1, ⟨ ∂

∂θ ,
∂
∂θ ⟩ = s2/4 y ⟨ ∂

∂s ,
∂
∂θ ⟩ = 0.

Si una métrica general con simetría de rotación en coordenadas polares es escrito como

g = E(u)du2+2F (u)dudθ+G(u)dθ2, entonces las coordenadas isotérmicas son caracte-

rizadas por requerir que F (u) = 0 y E(u) = G(u). Así, comparando g = G(u)du2+G(u)dθ2

con la métrica (4.2.1) vemos que

r(hr + 1)du2 =

(
h+

1

r

)
dr2,

donde G(u) = r(hr + 1). Integrando obtenemos

u = ln r, r = eu,

y la métrica se transforma en

g = eu(1 + heu)(du2 + dθ2).

Para h = 0, 1 tenemos −∞ < u < ∞, mientras que para h = −1 tenemos −∞ < u ≤ 0.

Finalmente, queremos coordenadas simplécticas (τ, θ) tales que F (τ) = 0 y E(τ)G(τ) =

1. Notemos que cuando h = 0, las coordenadas polares son siempre simplécticas con τ = r,

E(τ) = 1
τ y G(τ) = τ . Usando (4.2.1) vemos que G(τ) = r(hr+1) y E(τ)dτ2 =

(
h+ 1

r

)
dr2.

Como E(τ)G(τ) = 1 entonces

dτ = (hr + 1)dr,

que al integrar obtenemos τ = hr2

2 + r. Así, para h = ±1

τ = r ± r2

2
,

y por tanto, resolviendo la ecuación cuadrática, r = ±(−1+
√
1± 2τ). Luego, como G(τ) =
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±r2 + r entonces

G(τ) = ±(−1 +
√
1± 2τ)2 ∓ 1±

√
1± 2τ

= ±1∓ 2
√
1± 2τ ± 1 + 2τ ∓ 1±

√
1± 2τ

= ±
√
1± 2τ + 2τ ± 1

= ±
√
1± 2τ(

√
1± 2τ − 1).

Si G(τ) = ϕ(τ), la métrica toma la forma

g =
1

ϕ(τ)
dτ2 + ϕ(τ)dθ2.

El rango de τ es (0,∞) para h = 0, 1 y
(
0, 12
)

para h = −1.

La primera forma fundamental de una superficie proporciona información sobre algunas

propiedades geométricas tales como la longitud de una curva, el área de una región, las

trayectorias más cortas y la curvatura gaussiana de la superficie. Veamos algunos invariantes

geométricos de la superficie de Kepler.

De las funciones G(τ) = τ (para h = 0), ϕ(τ) =
√
1 + 2τ(

√
1 + 2τ − 1) (para h = 1) y

ϕ(τ) = −
√
1− 2τ(

√
1− 2τ − 1) (para h = −1) obtenemos la longitud de arco de los rayos

radiales, s = ∞ para h = 0, 1 y s = π/2 para h = −1. El área del disco de radio r centrado

en el origen está dado por

A(r) =

∫ ∫ √
EG− F 2dtdθ =

∫ 2π

0

∫ τ(r)

0
dtdθ = 2πτ(r) = 2π

(
hr2

2
+ r

)
.

Finalmente, la curvatura de Gauss puede ser calculada usando fórmulas estándares en cual-

quiera de los sistemas coordenados. El más fácil es en las coordenadas simplécticas donde
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tenemos

K = −1

2
ϕ̈(τ) =


0 h = 0

−1
2(1+2τ)3/2

= −1
2(1+r)3

h = 1

1
2(1−2τ)3/2

= 1
2(1−r)3

h = −1.

(4.2.2)

Notemos que en el caso h = 1 tenemos curvatura negativa, mientras para h = −1 tenemos

curvatura positiva con K(r) → ∞ cuando r → 1.

Finalmente, observemos que, para la energía negativa, la métrica de Kepler es un ejemplo

de la métrica de Zoll, esto es, una métrica cuyas geodésicas son todas cerradas [4, 35].

4.3. Encaje como superficie de revolución en R3

Dado que la métrica de Kepler es rotacionalmente simétrica, es natural preguntarse si

puede realizarse como una superficie de revolución en el espacio euclidiano R3. Este ejemplo

también está discutido en [31, sección 2.3].

Sean (ρ, θ, z) las coordenadas cilíndricas en R3, la métrica euclidiana es

gE = dρ2 + dz2 + ρ2dθ2.

Buscamos un encaje de la forma ρ = f(r), z = g(r) que da la métrica

g = (ḟ(r)2 + ġ(r)2)dr2 + f(r)2dθ2,

donde ḟ y ġ denotan la derivada usual de una función, es decir, ḟ = df
dr y ġ = dg

dr . Compa-

rando con (4.2.1) tenemos que

ḟ(r)2 + ġ(r)2 = h+
1

r
,

√
r(hr + 1) = f(r). (4.3.1)

Derivando la segunda ecuación de arriba y substituyendo el resultado en la primera ecuación
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de (4.3.1), obtenemos (para h = 0)

ġ(r) =

√
3

2

1√
r
.

Por lo tanto, por (4.3.1) e integrando ġ(r), cuando h = 0 llegamos a

ρ = f(r) =
√
r, z = g(r) =

√
3r,

el cual describe una línea en el plano (ρ, z) con pendiente
√
3. De [31] sabemos que el mapeo

(r, θ) → (ρ, θ) es isométrico si y sólo si ḟ(r)2 + ġ(r)2 = h+ 1
r y

√
r(hr + 1) = f(r). 1

Entonces, rotando la línea alrededor del eje z obtenemos un cono circular isométrico a

la superficie de Kepler correspondiente. El ángulo entre el eje z y el cono es tan−1(1/
√
3) =

π/6. Si se corta el cono a lo largo de una curva radial y se aplana se obtiene un semiplano

perfecto, es decir, después del aplanamiento, el ángulo entre los dos bordes cortados es

exactamente π. Las geodésicas, que representan las órbitas parabólicas del problema de

Kepler, pueden representarse dibujando líneas rectas en una hoja de papel y pegar los bordes

del papel para formar un cono. La curva que genera la superficie está dado paramétricamente

como (ρ, z) = (
√
r,
√
3r). La superficie y una geodésica se muestra en 4.1.

Ahora supongamos h = 1. Encontramos que

f(r) =
√
r(r + 1), ġ(r)2 =

3 + 4r

4r(r + 1)
.

Ocupando las identidades del libro [19, págs. 60-63] podemos integrar ġ(r). De la fórmula

∫
t2√

(t2 − a2)(t2 + b2)
dt =

a2√
a2 + b2

∫
nc2udu, t = a ncu, k =

b√
a2 + b2

,

1Si dos superficies M1 y M2 pueden parametrizarse de modo que sus primeras formas fundamentales
coincidan, entonces las superficies son isométricas. La isometría entre M1 y M2 se define por una corres-
pondencia uno a uno de los puntos con coordenadas iguales. Inversamente, si M1 y M2 son isométricas,
entonces pueden ser parametrizadas de tal forma que sus primeras formas fundamentales coincidan.
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Figura 4.1: Encaje de la superficie de Kepler con h = 0.

y por el cambio de variable t(r) =
√
3 + 4r, obtenemos

g(r) =

∫ r

0

√
3 + 4r

4r(r + 1)
dr =

∫ t(r)

√
3

t2dt√
(t2 − 3)(t2 + 1)

=
3

2

∫
nc2u du,

donde nc(u, k) =
√

1 + 4r
3 . Luego, usando la identidad

∫
dn2u du = k2u+ dnu scu− k2

∫
nc2u du

llegamos a

g(r) =
3

2

(
u+ 4dnu scu− 4

∫
dn2 u du

)
=

3

2
u+ 6dn(u, k)sc(u, k)− 6E(u, k),

donde dn(u, k), sc(u, k), y nc(u, k) son funciones elípticas de Jacobi y E(u, k) =
∫

dn2u du

es la integral elíptica de Jacobi de segundo tipo con módulo k = 1/2. La curva que genera
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la superficie está dado paramétricamente como (ρ, z) = (
√
r(r + 1), g(r)) y la superficie se

muestra en 4.2.

Figura 4.2: Encaje de la superficie de Kepler con h = 1

Finalmente, consideremos la superficie de Kepler con h = −1. Dado que la métrica de

Kepler se anula en la frontera del disco unitario D = {r ≤ 1}, no es posible obtener un

encaje válido para 0 ≤ r ≤ 1. En cambio, podría ser válido para 0 ≤ r < 1 usando el cambio

de coordenadas (ρ, z).

Un encaje con ρ = f(r), z = g(r) debe satisfacer

f(r) =
√
r(1− r), ḟ(r)2 + ġ(r)2 =

1

r
− 1.

Substituyendo la primera de estas ecuaciones en la segunda obtenemos

ġ(r)2 =
3− 4r

4r(1− r)
.
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Claramente, esto puede ser válido solo para 0 < r ≤ 3/4, el cual nos indica que un encaje

para toda la superficie es imposible. Nuevamente, con ayuda de las identidades de [19]

podemos integrar ġ(r). De la fórmula

∫
t2√

(b2 − t2)(a2 + t2)
dt = − b2√

a2 + b2

∫
cn2udu, t = b cnu, k =

b√
a2 + b2

,

y con el cambio de variable t(r) =
√
3− 4r, obtenemos

g(r) =

∫ r

0

√
3− 4r

4r(1− r)
dr = −

∫ t(r)

√
3

t2dt√
(3− t2)(1 + t2)

=
3

2

∫
cn2u du,

donde cn(u, k) =
√

1− 4r
3 es la función elíptica de Jacobi. Luego, usando la identidad

∫
dn2u du = k2u+ k2

∫
cn2u du

llegamos a

g(r) =
3

2

(
4

3

∫
dn2 u du− u

)
= 2E(u, k)− 3

2
u,

donde E(u, k) =
∫

dn2 u du es la integral elíptica de Jacobi de segundo tipo con módulo

k =
√
3/2. La curva que genera la superficie está dada paramétricamente como (ρ, z) =

(
√

r(1− r), g(r)) y la superficie se muestra en 4.3.

La falta de un encaje global puede ser explicado de un modo diferente usando diferentes

coordenadas. En coordenadas simplécticas, el criterio para la existencia de un encaje como

superficie de revolución es |ϕ̇| ≤ 2, ver la Proposición 2.3 en [15]. Para la superficie de

Kepler con h = −1 tenemos ϕ(τ) = −
√
1− 2τ(

√
1− 2τ − 1) y por tanto

ϕ̇(τ) = 2− 1√
1− 2τ

.

Entonces, |ϕ̇| ≤ 2 si y solo si τ ≤ 15/32. Como τ = r − r2/2, entonces r − r2/2 ≤ 15/32 si

y solo si r ≤ 3/4.
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Figura 4.3: Encaje parcial de la superficie de Kepler con h = −1

La falta de un encaje cerca de la frontera del espacio de configuración admisible no es

especial del problema de Kepler, sino una característica general de los problemas de fuerza

central planar. Considerar la métrica de Jacobi-Maupertuis asociado al potencial U(r) con

r =
√

x2 + y2. En coordenadas polares tenemos

g = (h+ U)dr2 + r2(h+ U)dθ2, (4.3.2)

donde se ha eliminado el factor 2 como antes. En la frontera del espacio de configuración

admisible podría estar una curva donde U(r)+h = 0 con un anillo o collar abierto alrededor

donde U(r)+h > 0. Resulta que generalmente es imposbible encajar tal anillo abierto como
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una superficie de revolución.

Teorema 8 (Teorema 1 en [23]). Supongamos que U(r) es una función analítica tal que

U(r) + h tiene un cero aislado en r = r0 > 0. Además, supongamos que existe un ϵ > 0 tal

que U(r) + h > 0 en r0 − ϵ < r < r0 o r0 < r < r0 + ϵ o ambos. Entonces, existe δ > 0 tal

que la métrica (4.3.2) en la parte del espacio de configuración Mh = {U(r) + h ≥ 0} con

0 < |r − r0| < δ no admite un encaje como una superficie de revolución en R3.

Demostración. Como en los casos anteriores, un encaje general toma la forma ρ = f(r),

z = g(r) en coordenadas cilíndricas en R3 donde f(r), g(r) deben satisfacer

f(r) = r
√
U + h ḟ(r)2 + ġ(r)2 = U + h.

Así, de la segunda ecuación obtenemos

ġ(r)2 = −rU̇(r)(rU̇(r) + 4(U + h))

4(U + h)
. (4.3.3)

Es suficiente mostrar que el lado derecho de esta ecuación es siempre negativo en un intervalo

de la forma (r0 − δ, r0) o (r0, r0 + δ) tal que U(r) + h ≥ 0. Ya que U(r) es analítico y r0 es

un cero de orden finito [1], digamos d > 1, entonces podemos escribir

U(r) = −h+ c
(r − r0)

d

d
+O(|r − r0|d+1)

para algún c ̸= 0. Si d es par, entonces debemos tener c > 0, así U(r) + h ≥ 0 en ambos

intervalos (r0 − δ, r0) o (r0, r0 + δ). Si d es impar, entonces U(r) + h cambia de signo en r0

y queremos encontrar el intervalo que cumpla U(r) + h ≥ 0.

Denotemos como G(r) el lado derecho de la ecuación (4.3.3) y pongamos ∆r = r − r0.

De la serie de Taylor para U(r) obtenemos

G(r) = −1

4
c∆rd−2(dr2 +O(∆r))
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para ∆r ̸= 0. Si d es par, entonces c > 0 y ∆rd−2 > 0 y por tanto G(r) < 0 para |∆r| < 0.

Así, la métrica en (r0 − δ, r0) o (r0, r0 + δ) no puede ser encajada como una superficie de

revolución. Si d es impar existen dos casos. Si c > 0 queremos el lado de r0 que satisfaga

∆r > 0, es decir, con r ∈ (r0, r0+δ). Entonces, ∆rd−2 > 0 y por tanto G(r) < 0 para ∆r > 0

suficientemente pequeño. Si c < 0 nos interesamos en el lado de r0 con ∆r < 0, es decir,

con r ∈ (r0 − δ, r0). Así, c∆rd−2 > 0 y por tanto G(r) < 0 para ∆r < 0 suficientemente

pequeño. ■



Apéndice A

Modelos hiperbólicos

A.1. Métricas

La geometría riemanniana se ocupa principalmente de las propiedades que conservan

las isometrías. Si (M, g1) y (N, g2) son variedades riemannianas, un difeomorfismo ϕ de M

a N es una isometria si ϕ∗g2 = g1. Decimos que (M, g1) y (N, g2) son isométricos si existe

una isometría entre ellos. Podemos encontrar tres clases de espacios modelo (o variedades

riemannianas modelo) altamente simétricos de la geometría riemanniana: el espacio eucli-

diano Rn, las esferas Sn y el espacio hiperbólico Hn. En este apartado sólo se mencionan

algunas propiedades del espacio hiperbólico, ver [6] para más detalles.

En el espacio hiperbólico Hn existen cinco modelos analíticos donde cada modelo tiene

su propia métrica, geodésica, isometría, etc. Además, cada uno está definido en un subcon-

junto diferente de Rn+1, llamado su dominio.

El modelo del semi-espacio H = {(1, x2, . . . , xn+1) : xn+1 > 0}, con métrica rieman-

niana

ds2H =
dx22 + · · ·+ dx2n+1

x2n+1

.

El modelo del disco de Poincaré I = {(x1, . . . , xn, 0) : x21+ · · ·+x2n < 1}, con métrica

96
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riemanniana

ds2I = 4
dx21 + · · ·+ dx2n

(1− x21 − · · · − x2n)
2
.

El modelo Jemisphere J = {(x1, . . . , xn+1) : x21 + · · · + x2n+1 = 1 y xn+1 > 0}, con

métrica riemanniana

ds2J =
dx21 + · · ·+ dx2n+1

x2n+1

.

El modelo de Klein K = {(x1, . . . , xn, 1) : x21+ · · ·+x2n < 1}, con métrica riemanniana

ds2K =
dx21 + · · ·+ dx2n

(1− x21 − · · · − x2n)
+

(x1dx1 + · · ·+ xndxn)
2

(1− x21 − · · · − x2n)
2

.

El modelo del hiperboloide L = {(x1, . . . , xn, xn+1) : x
2
1+· · ·+x2n−x2n+1 = −1 y xn+1 >

0}, con métrica riemanniana

ds2L = dx21 + · · ·+ dx2n − dx2n+1.

Para ver que estos cinco modelos son isométricamente equivalentes, necesitamos descri-

bir las isometrías entre ellos. Usemos el modelo de la Jemisphere como modelo central y

definamos para cada uno de los demás una función hacia o desde J .

La función α : J → H es la proyección central desde el punto (−1, 0, . . . , 0), definida

por

(x1, . . . , xn+1) 7→
(
1,

2x2
x1 + 1

, . . . ,
2xn+1

x1 + 1

)
.

La función β : J → I es la proyección central desde (0, . . . , 0,−1), definida por

(x1, . . . , xn+1) 7→
(

x1
xn+1 + 1

, . . . ,
xn

xn+1 + 1
, 0

)
.
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La función η : K → J es la proyección vertical, definida por

(x1, . . . , xn, 1) 7→
(
x1, . . . , xn,

√
1− x21 − · · · − x2n

)
.

La función δ : L → J es la proyección central desde (0, . . . , 0,−1), definida por

(x1, . . . , xn+1) 7→
(

x1
xn+1

, . . . ,
xn
xn+1

,
1

xn+1

)
.

Cada función puede ser usada en el modo estándar para extraer la métrica riemanniana

del codominio al dominio y verificar así que las funciones son isometrías. Se harán dos de

los cuatro cálculos pullback correspondientes a las funciones α y γ.

Primero veamos que α∗(ds2H) = ds2J . Como

y2 =
2x2

x1 + 1
, . . . , yn+1 =

2xn+1

x1 + 1

entonces

dyi =
2dxi(x1 + 1)− 2xidx1

(x1 + 1)2
=

2

x1 + 1

(
dxi −

xi
x1 + 1

dx1

)
.
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Así,

α∗(ds2H) =
1

y2n+1

(dy22 + · · ·+ dy2n+1)

=
(x1 + 1)2

4x2n+1

[
4

(x1 + 1)2

(
dx22 −

2x2dx2
x1 + 1

dx1 +
x22

(x1 + 1)2
dx21

)
+ · · ·+ 4

(x1 + 1)2

(
dx2n+1 −

2xn+1dxn+1

x1 + 1
dx1 +

x2n+1

(x1 + 1)2
dx21

)]
=

(x1 + 1)2

4x2n+1

4

(x1 + 1)2

(
n+1∑
i=2

dx2i −
2dx1
x1 + 1

n+1∑
i=2

xidxi +
dx21

(x1 + 1)2

n+1∑
i=2

x2i

)

=
1

x2n+1

(
n+1∑
i=2

dx2i +
2x1dx

2
1

x1 + 1
+

dx21
(x1 + 1)2

(1− x21)

)

=
1

x2n+1

(
n+1∑
i=2

dx2i + dx21

)

=
1

x2n+1

n+1∑
i=1

dx2i

= ds2J .

Ya que x21 + · · ·+ x2n+1 = 1,

x1dx1 = −(x2dx2 + · · ·+ xn+1dxn+1)

y

x22 + · · ·+ x2n+1 = 1− x21.

Ahora probemos que η∗(ds2J) = ds2K . Como yi = xi para todo i = 1, . . . , n y y2n+1 =

1 − y21 − · · · − y2n = 1 − x21 − · · · − x2n. Entonces, dyi = dxi para todo i = 1, . . . , n y
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yn+1dyn+1 = −(x1dx1 + · · ·+ xndxn). Así,

η∗(ds2J) =
dy21 + · · ·+ dy2n

y2n+1

+
dy2n+1

y2n+1

=
dx21 + · · ·+ dx2n
1− x21 − · · · − x2n

+
(x1dx1 + · · ·+ xndxn)

2

y4n+1

=
dx21 + · · ·+ dx2n
1− x21 − · · · − x2n

+
(x1dx1 + · · ·+ xndxn)

2

(1− x21 − · · · − x2n)
2

= ds2K .

A.2. Geodésicas

Es posible encontrar líneas rectas o geodésicas en los cinco modelos analíticos del espacio

hiperbólico. Aunque las geodésicas pueden ser encontradas resolviendo ecuaciones diferen-

ciales, es posible deducir la naturaleza de todas las geodésicas mediante simples propiedades

de simetría de la métrica hiperbólica una vez establecido la existencia de una geodésica en

el modelo del semiespacio.

Teorema 9. Las geodésicas en el modelo del semi-espacio H del espacio hiperbólico son

líneas verticales en H y semicírculos (con la distancia o métrica euclidiana) cuyos puntos

extremos se encuentran e intersectan la frontera {(1, x2, . . . , xn, 0)} del espacio hiperbólico

H ortogonalmente.
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∂H

H

semicírculo

vertical

Figura A.1: Los dos tipos de geodésicas en H

Definición 41. Sea Sn una esfera de dimensión n en el espacio euclidiano (n+1)-dimensional

Rn+1. Sea P un plano tangente a la esfera Sn en el punto S, que tomamos como polo sur

de Sn. Sea N el punto de Sn opuesto a S, punto que consideraremos el polo norte de Sn. Si

x ∈ Sn \ {N} es cualquier punto, existe un único punto π(x) ∈ P en la recta que contiene

a N y x.

La definición anterior se conoce como proyección estereográfica de x en P . Notemos

que π tiene una extensión natural, denotada también por π, la cual toma todo Rn+1 excepto

el plano {x : xn+1 = 1} en P .

Teorema 10 (Conformidad o la preservación de ángulos). Sean Sn ⊂ Rn+1, P ,

S, N y π (extendido) como en la definición. Entonces π preserva ángulos entre curvas en

Sn \ {N}.

Teorema 11 (Preservación de esferas). Suponiendo la configuración del teorema an-

terior. Si C es una esfera en Sn que pasa por el polo norte N ∈ Sn y tiene dimensión c,

entonces la imagen π(C) ⊂ P es un plano en P de dimensión c. Si por el contrario C no

pasa por N , entonces la imagen π(C) es una esfera en P de dimensión c.

Por los teoremas 10 y 11, los semicírculos (ortogonales en la frontera) en J correspon-

den a semicírculos (ortogonales en la frontera) y líneas verticales en H. Por lo tanto, las
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geodésicas en J son los semicírculos (ortogonales en la frontera) en J .

M ′ = rotación semicircular de α−1(M)

M ′
semicírculo α−1(M)

J

geodésica vertical M

H

α(M ′) = imagen
semicircular de M ′

Figura A.2: Geodésicas en H

Los semicírculos en el modelo Jemisphere corresponden, bajo proyección vertical, a

segmentos de rectas en K.

z = 1

Figura A.3: Isometría entre los modelos de Klein y Jemisphere.
La proyección a lo largo de la vertical es una isometría entre los modelos de Klein y

Jemisphere del plano hiperbólico.
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Para describir las geodésicas en la métrica Jemisphere en términos de las coordenadas de

Hopf-Jacobi usemos la isometría η con n = 2. Esto es, el modelo de Klein se encuentra como

el disco w2
1 +w2

2 < 1 perteneciendo al plano w3 = 1, tangente a la esfera |w| = 1 en el polo

norte (recordemos que I = 2). Los puntos (w1, w2, 1) del modelo de Klein son proyectados

a puntos (w1, w2, w3) de la Jemisphere, donde w3 =
√
1− w2

1 − w2
2. Considerando que las

geodésicas del modelo de Klein son las cuerdas Aw1+Bw2 = C y ya que se mapean sobre las

geodésicas de la Jemisphere, entonces las mismas ecuaciones lineales en w1, w2 caracterizan

a las geodésicas en el modelo Jemisphere.
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