Casa abierta al tiempo

Universidad Auténoma Metropolitana - Iztapalapa
Divisiéon de Ciencias Basicas e Ingenieria

Departamento de Matematicas

“El problema de tres cuerpos, la esfera de
forma y el encaje del problema de Kepler”

Tesis que presenta
Nelsy Yolanda Pérez Santiz
Matricula
2203801541
Para obtener el grado de

Maestra en Ciencias (Mateméticas)

Director
Dr. Josué Meléndez Sanchez
Jurado
Presidente: Dr. Manuel Jestus Falconi Magana

Secretario: Dr. Josué Meléndez Sanchez
Vocal: Dr. Mario Gerardo Medina Valdez.

Iztapalapa, Ciudad de México, a 11 de diciembre de 2023.



Agradecimientos

Agradezco a mi familia por el apoyo, confianza, amor e inspiraciéon que me han estado
brindando. Principalmente a mis padres, que me han dado y ensefiado tanto.

A mis amigas, por todo el carifio, confianza y por cada palabra de aliento que me hicieron
seguir adelante.

Al Dr. Josué Meléndez Sanchez, mi asesor, por ser un excelente profesor y por la pa-
ciencia que tuvo al ensenarme, ademas de los aportes que hizo a mi tesis.

A los sinodales, el Dr. Manuel Jesiis Falconi Magana y el Dr. Mario Gerardo Medina
Valdez, por el tiempo dedicado, las sugerencias y correcciones que me ayudaron a mejorar
esta tesis.

A CONAHCYT por el apoyo econémico recibido durante mis estudios.



Indice general

ﬁndice de figuras|

Introduccionl
I Prelum |
[1.1. El problema de NV cuerpos| . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
I1.2. Leyes de conservacion| . . . . . . . . . . ...
[L.3. El problema de dos cuerpos| . . . . . . .. ... ... oo
[1.3.1. Posicion v velocidad orbitalf . . . . . .. ... ... ... ... ...
L4, Geometria riemannianal . . . . . . . . ..o L0
[1.4.1. Mecanica geométrical . . . . . . . . . ...
[1.4.2. Curvatura gaussiana mecanical . . . . . . . . . . . . . .. ... ...
2. El problema de tres cuerpos en el plano|
[2.1. Formulacion del problema y la masa métrical. . . . . . . .. ... ... ...
[2.2. Espacio y estera de formal . . . . . .. ... oL
[2.3. Construccion de las proyecciones y las coordenadas de Jacobi . . . . . . ..
[2.4. Puntos de colision doble, Euler y Lagrangel. . . . . . . . . ... ... .. ..
[2.5. Descomposicion de Saary . . . . . . ...

10
14
17
19
31
39



INDICE GENERAL 3

3. Construccion del plano hiperbélico como reducciéon de un problema de |

| tres cuerpos en el plano.| 67
[3.1. Planteamiento del problemal . . . . . . . . ... ... ... 67
[3.2. Construccién del plano hiperbolico| . . . . . . ... ... ... ... 69
13.3.  El subproblema del paralelogramo de cuatro cuerpos| . . . . . . ... .. .. 75

[3.3.1.  EIl problema de los cuatro cuerpos| . . . ... ... ... ... .... 75
[3.3.2. Reduccion del problema) . . . . . . ... ..o 77

4. Encaje del problema de Kepler como una superficie de revolucion| 81
|4.1. El problema de Kepler] . . . . . ... ... ... ... . 82
.2. Geometria de la métrica de Kepler| . . . . . .. ... ... ... 84
{4.3. Encaje como superficie de revolucion en R%| . . . . . . ... ... ... ... 88

|A. Modelos hiperbélicos| 96
A1 Métricas . . . . o 96




Indice de figuras

[IL1. Una trivializaciéon locall . . . . . . . . . . . . .. oo o 28
[L.2. Subespacios horizontal y vertical de 1M . . . . ... ... ... ... ... 30
[L3. Seccion de un haz vectoriall . . . . . . ... ... o 38
RI_Vectoresde Jacobll . . . . . . . . . .. . ... 52
[2.2. La estera de forma, centrada en colisién triple)|. . . . . . . . . ... ... .. 57
[3.1. La proyeccion del espacio forma es una submersion riemanniana. | . . . . . . 73
[3.2. Los modelos Jemisphere y semi-espacio H.|. . . . . ... ... ... ..... 75
[3.3. La estera de torma para la configuraciéon de paralelogramos.| . . . . . . . .. 80
l4.1. Encaje de la superficie de Kepler con h =0, . . . . ... ... ... .. ... 90
i4.2. Encaje de la superficie de Kepler con A=1 . . . ... ... .. ... ... .. 91
l4.3.  Encaje parcial de la superficie de Keplercon h=-1| . . . ... .. ... .. 93
|A.1. Los dos tipos de geodésicasen H| . . . . . . . . . ... 101
A2, Geodésicasen H| . . . . . . . . e 102
|A.3. Isometria entre los modelos de Klein y Jemisphere| . . . . . . . .. ... .. 102




Introduccion

En mecénica se estudian los movimientos de particulas o sistemas de particulas sujetos
a fuerzas conocidas. En este trabajo estudiaremos la dindmica y geometria del problema
de dos cuerpos, la reducciéon a la esfera de forma del problema planar de tres cuerpos y
de uno de los subproblemas invariantes del problema de cuatro cuerpos usando potenciales
diferentes.

En el capitulo 1 se introduce el problema de N cuerpos y, como caso particular, se
expone el problema de dos cuerpos en el plano. La geometria riemanniana es una de las
disciplinas que podemos usar para estudiar la mecanica newtoniana. Esto es posible gracias
a que la energia cinética de cualquier sistema mecanico da lugar a una métrica riemanniana
en su espacio de configuracion, esto es, la variedad diferenciable cuyos puntos representan
las configuraciones del sistema. Terminamos el capitulo usando geometria riemanniana para
dar una formulaciéon geométrica de la mecanica newtoniana.

En el capitulo 2 presentaremos un problema planar de tres cuerpos como una dindmica
en el espacio de clases de congruencia de tridangulos, donde las masas de los tres cuerpos
forman los vértices. Esto es equivalente a reducir la dimensién del problema original, obte-
niendo el espacio de tridngulos congruentes. Ademas, localizaremos en la esfera de forma
los puntos de colisién doble, los puntos de Euler y Lagrange para particulas con masas
unitarias.

En el capitulo 3 construiremos el plano hiperbélico como reduccién de un problema

de tres cuerpos por reduccién simétrica usando un potencial diferente a uno tipo 1/r2,
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usando submersiones riemannianas. La reducciéon por escalamiento solo es posible porque
el potencial serda homogéneo de grado —2. El método de reduccion usa la métrica de Jacobi-
Maupertuis. La seccién final corresponde a la esfera de forma correspondiente al problema
invariante del paralelogramo de cuatro cuerpos. Este capitulo estd basado principalmente
en los articulos [25] 27].

Finalmente, el capitulo 4 estd dedicado a estudiar la geometria de la métrica de Kepler
y el problema de encajamiento en el espacio euclidiano. Mas precisamente, los encajes de las
métricas con h > 0 como superficies de revolucion en R? son construidos explicitamente, sin
embargo, el encaje (global) no existe para h < 0 debido a la singularidad de la métrica en
la frontera del espacio correspondiente. Los articulos [23, 31] fueron las principales fuentes

de este ultimo tema.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen algunos de los temas principales para el desarrollo del
sistema de N masas puntuales. Como una aplicacién inmediata, se incluye el problema
de dos cuerpos con potencial newtoniano. La seccion final estd dedicada a la geometria
riemanniana, un tema necesario para el estudio de los sistemas mecanicos que consideramos

en el presente trabajo.

1.1. El problema de N cuerpos

Consideremos N masas puntuales moviéndose en un sistema de referencia Newtoniano,
en R3, donde la tinica fuerza actuando sobre ellos es su mutua atraccién gravitacional. Sea,
q; el vector posicién de la i-ésima particula con masa m; > 0.

La segunda ley de Newton dice que la masa por la aceleraciéon de la i-ésima particula,
m;q;, es igual a la suma de las fuerzas actuando sobre la particula. La ley de la gravedad
de Newton dice que la magnitud de la fuerza que ejerce la particula j sobre la particula
1, es proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia entre ellos, Gm;m;/||q; — q;||?, donde G es la constante de proporcionalidad.

La direcciéon de esta fuerza es a lo largo de un vector unitario desde la particula ¢ hasta
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la particula j, (q; — q;)/|/@i — q;||. Colocando todo junto obtenemos las ecuaciones de

movimiento N
midi = > Gmimj(q; —aqi) OV (11.1)
T e — g 0q;’
J=1i#j
donde N
Gm;m;

V== —2, 1.1.2
2 (112)

1<J

La ecuacién (1.1.2)) representa la energia potencial , donde G = 6,67408 x 10~1'm3 /s%kg es
la constante gravitacional y r;; = ||q; — qj| la distancia entre los cuerpos i y j.

Considerando una energia potencial méas general dado por

1 N Gmim,;
Vo=—-) ——7, 0 1.1.3
P a# (1.1.3)

i<j
obtenemos las ecuaciones de movimiento
N

. Gmym;j(q; — q;) WVa
m;q; = =— , a #0. 1.14
j%:;éj la: — g+ dqi -

Sean q = (q1,...,qn) € R3*Y y M la matriz diagonal de tamaifio 3N x 3N definida por las
masas, esto es, M = diag(my, m1, m1,...,my,my,my). Luego, la ecuacion (|1.1.4) es de
la forma

M+ —2 =0. 1.1.5
q+ 9 (1.1.5)

Sea A C R3 el conjunto de colisiones de dos o méas cuerpos. La ecuacién (1.1.5) en realidad
es un sistema de ecuaciones de segundo orden en R3Y \ A, el espacio de posiciones.

Definamos p = (p1,...,PN) € R3N por p = M{, entonces p; = m;q; es el momento lineal
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de la particula ¢. Las ecuaciones de movimiento se transforman en

_pi _0OH
qQi = ™ = 31)@"
N 1.1.6
p' _ Z Gmimj(qj — qz) . _8H ( )
(2 L . +2 - o
o 19— agl Od;
donde H es la energia total (o el hamiltoniano) definido por
N N
1 ) 1 Gmimj
H=K+Vo=53 millal* - > =3 (1.1.7)
i=1 1<j v
y K es la energia cinética
N N
1 pall> 1 Tar—1 1 -2
K:QZ;W:QP M p:2§;mi|yqi\| : (1.1.8)
1= 1=

El hamiltoniano y las ecuaciones hamiltonianas estan definidos en el
espacio fase RV \ A. Todo lo anterior esta escrito para el problema espacial en R3, pero
con cambios menores aplica igualmente para el problema planar en R? y el problema colineal
en R.

Notar que el potencial V,, ecuaciéon , es

(A1) invariante por rotaciones y traslaciones
(A2) homogéneo de grado —a.

Ver el comienzo de la segunda seccion de [27].
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1.2. Leyes de conservacion

Definicién 1. = Bl momento lineal total de un sistema de N masas puntuales es la

suma de los momentos lineales de todas las masas puntuales, esto es
N
P=> md. (1.2.1)
i=1
» El momento angular de N masas puntuales con posiciones q; € R? es

N
J= Zqi X m;Q;, (1.2.2)
i=1

donde x denota el producto cruz vectorial.

s Bl momento de inercia de N masas puntuales es

N
I=> millq]? (1.2.3)
i=1
donde ||q;|| es la distancia entre el eje de rotacion y la particula q;, i =1,...,N.

Usaremos el teorema de FEuler para funciones homogéneas en la deduccion de la identidad

de Lagrange-Jacobi.

Teorema 1 (Teorema de Euler para funciones homogéneas). Sea f: D C R™ — R conti-
nuamente diferenciable en un abierto D, entonces f es homogénea de grado k si y solo si

x - Vf(x) =kf(x), para cualquier x en D.

Demostracion. Sean x = (z1,...,2,) € Dy A € RT. Si g(\) = f(Ax) = f(Az1, ..., \zp),

por la regla de la cadena

g(A) = a:lgjl()\x) + atgg;()\x) +-+ xn;ﬂi(}\x)‘



1.2. Leyes de conservacion 11

Como f es homogénea de grado k

g(\) = F(xx) = N f(x),

entonces

9N = kAL f(x).

Por lo tanto, para A = 1 obtenemos

af of of B
Ahora definamos la funcién h : RT — R como
AX
wn =199 ),

donde x € R* y XA > 0. Luego, derivando h respecto a A

Cx- V()N — kAR F(Ax)

- A2k

_ATHO%) - VF(Ox) — kf(Ax)]
\2k

h()\)

=0.

Ya que por hipétesis x - Vf(x) = kf(x), luego (tx) - Vf(tx) = kf(tx). Por lo tanto, h(\)

es constante. Como h(1) = 0, entonces h(A) = 0 y por tanto

f(Ax)
\k

— f(x) =0, o bien,  f(Ax) = N f(x).

Proposicion 1 (Identidad de Lagrange-Jacobi). Sean I el momento de inercia, K la

energia cinética, V, el potencial y H la energia total del sistema de N -cuerpos ,
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entonces

I =4K + 20V, = 4H — (4 — 20)V,. (1.2.4)

Demostracion. Derivando dos veces la ecuacion (1.2.3]) respecto a t obtenemos
N N N N

[=2) miqi-@+2) miqi- & =2 millal*+2) - midii,
i=1 i=1 i=1 i=1

por (L.15) y (L.1.8)
V,
oq;

N
[=4K-2) q-
i=1
Como V, es homogénea de grado —a, por el teorema de Euler para funciones homogéneas

F=4K +2aV, = 4H — (4 — 2a)V,.

Notemos que I es constante cuando o = 2. Como I mide el tamaiio total del sistema,
decimos que una solucién q(t) de las ecuaciones de Newton (|1.1.4]) es acotada si I esta

acotado.

Proposicion 2 (Proposicion 1 de [5]). Consideremos una solucion q(t) acotada de las

ecuaciones de Newton , definida para todo tiempo t € R. Entonces
1. st =2, entonces H =0,
2. 510 < a<?2, entonces H < 0,
3. st o> 2, entonces H > 0.

Es decir, para H > 0 y 0 < a < 2, no existen soluciones acotadas definidas para todo
tiempo t € R. Para H < 0 y o > 2, tampoco existen soluciones definidas para todo tiempo

t € R.
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Demostracion. Sea q(t) una solucion acotada de las ecuaciones de Newton.

1. Si @ = 2 la identidad de Lagrange-Jacobi se transforma en
I=40.
Luego, integrando dos veces obtenemos
I(t) = 2Ht? + c1t + co,

donde ¢; y ¢y son constantes de integracion. Como I esta acotado, 2Ht? + cit + co

también debe estar acotado, de lo cual se sigue que H = ¢; = 0.

2. Si0 < a < 2 entonces —(4 — 2a)V,, > 0, pues V,, < 0. Luego
4H < I =4H — (4 — 2a)V,,

por lo tanto

QHE? + 1t +c9 < I.

Como I es acotado, Ht?> + cit + cp debe estar acotado superiormente. Asi, H < 0.

3. Para el altimo caso, cuando o > 2, tenemos (4 — 2a)V,, > 0. Entonces
I =4H — (4 —2a)V, < 4H,

por lo tanto,

I < 2Ht? + c1t + co.

Como I > 0, 2Ht? + c1t + ¢ debe estar acotado inferiormente, de lo cual se sigue que

H>0.
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Definicion 2. Un sistema potencial newtoniano es un sistema de ecuaciones

S oV
qu - 8q2
parai=1,...,N, dondeV es una funcion de valor real definida en un conjunto abierto de

R3N llamada la energia potencial .

El sistema de ecuaciones es un ejemplo de sistema potencial newtoniano.

Teorema 2 (Conservacion de la energia). En cualquier sistema potencial newtoniano, la

energia total es conservada. Ver [1]), Teorema 1.21].
Definiciéon 3. Una funcion V: R3N — R es invariante por traslaciones si para cualquier
qa=(qi,...,qy) € R

V(Q1+C7--'7CIN+C):V(QI7~-7CIN)7

donde ¢ € R3.

Definicién 4. Una funcion V: R¥*V — R es invariante por rotaciones si para cualquier

q= (Q17-'-7QN)
V(RQL»RQN) :V(QI,---»QN),

donde R es cualquier matriz del grupo especial ortogonal SO(3).

1.3. El problema de dos cuerpos

Consideremos el movimiento de dos masas mj y me con vectores posicién qi y qso,
respectivamente. Sea q = q2 — q1 la posiciéon relativa de la masa ms con respecto a m;.

Por (|1.1.1)) las ecuaciones de movimiento son

Gmimaq —Gmimaq

y mg(.iig == (131)
lall® lall?

miqi =
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Luego, sumando y restando las ecuaciones (|1.3.1]) obtenemos

mi1dy + maqz = 0, 42 — g1 = —G(m1 + my)

a4
lall®

miqi1 +maqz = 0, q= —u@, (1.3.2)

donde p = G(m; + mg). La segunda ecuacion de (|1.3.2)) es conocida como la ecuacion de

movimiento relativo o problema de fuerza central. Luego, integrando dos veces la primera

ecuacion de (|1.3.2)) obtenemos
miqr+medz =a y miqi+meqz = at +b, (1.3.3)

donde a y b son vectores constantes. Si gen, = (m1q1 + maqa)/(m1 + ma) es el vector de

posicién del centro de masas, entonces

a at+b

Gem = (1.3.4)

(jcm =

_ e
mi1 + mso mi1 + msg

Esto nos dice que si @ = 0, entonces el centro de masas es estacionario y, si a # 0 el centro
de masas se mueve a velocidad constante en linea recta con respecto al origen O.

Para resolver la ecuacién de movimiento relativo primero determinemos algunas constantes
de movimiento. Una constante de movimiento o integral primera es una funcion
f(q,q) € C' que es constante a lo largo de toda trayectoria. Iniciemos tomando el producto

cruz de q con la ecuacién de movimiento relativo, en el que obtenemos
. a . 7
q X <q+u> =qxq+7—=qxq=0.
lal? lal®

Ya que por ({1.3.2)) ('iﬁ—,uﬁ = 0, luego g x 0 = 0. Por lo tanto, integrando q x q obtenemos

la llamada integral del momento angular q X q¢ = h, donde h es un vector constante
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perpendicular a q y . Por lo tanto, el movimiento de ms respecto a m; pertenece al plano
perpendicular a la direccién definida por h. Esto implica que los vectores de posicion y
velocidad siempre estaran en el mismo plano, conocido como plano orbital .

Trabajemos ahora en un sistema plano con coordenadas polares (r,6) referido a un origen
centrado en la masa mj y linea de referencia arbitraria correspondiente a # = 0. Sean
# = (cosO(t),senf(t)) y 0 = (—sen0(t),cosO(t)) vectores unitarios perpendiculares entre

si. Entonces

q=rr,

q = 7f + 60,

& = it + 7 + 760 + 160 + r60

R T, (1.3.5)

= 7t 4+ 700 + 700 + r00 — rO°t

PP+ 2700 + rb — ro*%
1

= Fri e [LE070)] 6

son los vectores de posicion, velocidad y aceleracion, respectivamente. Sustituyendo las

expresiones de q y ¢ en la integral del momento angular q x ¢ = h, obtenemos

h = 7t x (7F + r00)
= rP(# X &) + r20(F x 0)
=0+r20z

=20z,

donde Z es un vector unitario perpendicular al plano formado por ¥ y g. Por lo tanto,
h = |h| = r26.
Consideremos ahora el movimiento de la particula de masa mso. En el tiempo ¢ = 0 tiene

coordenadas (r, ), y en t + At las coordenadas cambian a (r + Ar, § + Af). El area barrida
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por el radio vector r en el tiempo At es
AA =~ ir(r + Ar)sen (Af) ~ 3" AB,
donde se han omitido términos de segundo y superior orden en las cantidades pequenas.

Luego, dividiendo entre At y tomando el limite cuando At — 0, obtenemos

dA 1 ,d0 1

Como h es constante la ecuacion (1.3.6) nos dice que areas iguales son barridas en tiempos

iguales, llamada la sequnda ley del movimiento planetario de Kepler .

1.3.1. Posicion y velocidad orbital

Ahora obtengamos una ecuacién escalar para el movimiento relativo. Sustituyendo las

expresiones de q y ¢ de (|1.3.5) en la ecuacién de movimiento relativo (|1.3.2)), obtenemos
. 1d .7«
(7'“' —76? + %) F+ [(r29)] 6=0.
T r
Comparando las componentes de T llegamos a

- 12 U
P —rf* = —2 (1.3.7)
Definamos u = 1/r y tomemos en cuenta a la constante h = r26. Luego, diferenciando r

con respecto a t obtenemos

f__iu__idﬂg__ du
w2 u2dd’ do
Entonces
i gLy Gduh s pdlu
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y, por lo tanto, la ecuacion (|1.3.7]) se reescribe como

d*u I

Esto es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con solucién general
w="L11+ecos (0 - w)] (1.3.9)
=72 ) 3.

donde e (amplitud) y w (fase) son constantes de integracion. Sustituyendo de nuevo por r

obtenemos

p

= 1.3.1
" 1+ecos(f —w)’ (1.3.10)

donde p = h?/p. La ecuacion (1.3.10)) es la ecuacién general de una cénica en coordenadas
polares, donde e es la excentricidad y p es la rectum semilatus (mitad de la longitud de la
cuerda que pasa por un foco paralelo a la directriz de la secciéon conica).

Las cuatro cénicas posibles son

circulo: e=0, p=a;

elipse: 0<e<l, p=a(l—e?);
parabola: e=1, p = 2q;
hipérbola: e>1, p=a(e? —1),

donde la constante a es el semieje mayor de la conica. En el caso especial de la pardbola
p esté definido en términos de ¢, la distancia a la masa central en la aproximacién mas

cercana.
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1.4. Geometria riemanniana

En esta seccion presentaremos algunas definiciones y resultados en el contexto de las
variedades diferenciables, incluyendo las variedades riemannianas. Ver [3], [8, 10} 12} 14, 20,

31).

Definiciéon 5. Una variedad diferenciable de dimension n es un conjunto M y una
familia de mapeos inyectivos ¢q : Uy C R™ — M de conjuntos abiertos U, C R™ a M tal

que:
1. Uaop(Uy) = M.

2. Para cualquier par o, B, con ¢o(Us) N ds(Us) = W # 0, los conjuntos ¢ (W) y
qﬁgl(W) son conjuntos abiertos en R™ y los mapeos d)El 0 Ga, $gt o g son diferen-

ciables.

3. La familia A = {(Uq, ¢a)} es mazimal con respecto a las condiciones 1 y 2. Esto es,
st ¢g : Ug — M es una parametrizacion tal que qbal o¢ y ¢t opy son diferenciables

para todo ¢ € A, entonces (U, ¢p) estd en A.

El par (Uq, ¢a) (0 el mapeo ¢,), con p € ¢o(Uy), es llamado una parametrizaciéon (o
sistema de coordenadas) de M en p; ¢, (U,) es llamado una vecindad de coordenadas

en p. Una familia {(U,, ¢n)} que satisfaga 1 y 2 es llamado estructura diferenciable en

M.

Definicién 6. Sean M y N wariedades diferenciables de dimensiones m y n, respectiva-
mente. Una funcion ¢ : M — N es diferenciable en p € M si dado una parametrizacion
y : V. CR" = N en ¢(p) existe una parametrizacion x : U C R™ — M en p tal que
o(x(U)) Cy(V) y la funcion

y logox:UCR™ = R"
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es diferenciable en x~1(p). Decimos que ¢ es diferenciable en un conjunto abierto de M si

es diferenciable en todos los puntos de este conjunto abierto.

Definiciéon 7. Sea M una variedad diferenciable. Una funcion diferenciable o : (—e,€) —
M es llamada una curva diferenciable en M. Supongamos que o(0) =p € M, y sea D el
conjunto de funciones en M que son diferenciables en p. El vector tangente a la curva

a ent =0 es una funcion &(0) : D — R dada por

d(f o
&(0)f = (fdto‘)t_o, feD.

Un vector tangente a M en p es un vector tangente a alguna curva diferenciable o :
(—€,€) = M con a(0) = p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p es el

espacto tangente T),M.
Definicion 8. Sea f : M — N una funcion diferenciable entre variedades diferenciables.

Dado p € M, la derivada de f en p es el mapeo

dfp : TpM — Tf(p)N

v W29 )

donde ¢ : (—e,e) = M es una curva que satisface ¢(0) = p y ¢(0) = v.

Ademés, si df, : T,M — Ty, N es inyectiva entonces f es una inmersion en p. Si f

es una inmersion en cada punto de M, f es una inmersion .

Definicion 9. Sean M una variedad diferenciable de dimension n y
TM ={(p,v):pe M,veT,M}

un conjunto con la siguiente estructura diferenciable. Sea {(Uy,Xq)} una estructura diferen-

ciable mazimal en M. Denotemos por (z¢, . ..,z%) las coordenadas de U, y por {%, ceey %}
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las bases asociadas a los espacios tangentes de xo(Uy). Para todo o definimos
Yo : Uy xR" = TM,

por

n
d
Valal, .. al u, ... u,) = <xa(x?, . ,xg),zuiaxa> ;o (un, . un) ERT

i=1 ?

Geométricamente, esto significa que estamos tomando como coordenadas de un punto (p,v) €
T'M las coordenadas z§ . .. x5 de p junto con las coordenadas de v en las bases {%, e %}.

Con esta estructura TM es llamado el haz tangente de M.

Definicion 10. Sea M una variedad diferenciable y p € M. El espacio cotangente de
M en p, denotado por T; M, es el espacio dual del espacio tangente T, M. Un elemento del
espacio cotangente TyM es llamado un covector en p. Asi, un covector w, en p es una

funcion lineal

wp : T,M — R.

El haz cotangente T*M de una variedad M es la union disjunta de los espacios cotan-

gentes en todos los puntos de M :

T°M = | | T;M = | {p} x Ty M.
peM pEM

Definicion 11. Un campo vectorial en una variedad diferenciable M es una funcion que

a cada punto p € M le asigna un vector tangente a M en p:

X M—-TM

p X(p) = X, € T,M.

El campo vectorial se dice diferenciable si la funcién X es diferenciable. El conjunto de
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todos los campos vectoriales diferenciables en M es denotado por X(M).

Definicién 12. Una métrica riemanniana (o estructura riemanniana) en una va-
riedad diferenciable M es una correspondencia que asocia a cada punto p de M un producto
interior (), (esto es, una forma simétrica, bilineal y definida positiva) en el espacio tan-

gente TyM . Es decir, si ¢ : U CR™ — M es un sistema de coordenadas alrededor de p, con

d(x1,29,...,2n) =q € d(U) y a%i(q) = dgq(0,...,1,...,0), entonces

<£i(q)7 c‘)ij(Q)>q = gij(T1,. .., )

es una funcion diferenciable en U.

La funcién g;; = g;; es llamada la representacion local de la métrica riemanniana en
el sistema de coordenadas ¢ : U C R™ — M. Una variedad diferenciable con métrica

riemanniana dada sera llamado una variedad riemanniana, denotado por (M, (,)).

Ejemplo 1. El producto interior euclidiano en R" es la forma bilineal que, cuando se

escribe en coordenadas cartesianas, es igual al producto punto

n

(v,w) =v-w= Zviwi,

=1

donde v,w € R". La norma asociada es llamada la norma euclidiana y R" el espacio
euclidiano. La métrica euclidiana en R™ es la métrica riemanniana constante dado por
el producto interior euclidiano, para cada ¢ € R™. En coordenadas cartesianas, cada (,)p

tiene matriz I (matriz identidad), por tanto

0, i#yJ
Gij = 05 =

Otra forma de denotar la métrica es por (,) = dx? + --- + dx2.
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En el siguiente ejemplo consideremos una generalizaciéon del producto interior en el

espacio euclidiano.

Ejemplo 2. Recordemos que la energia cinética de un sistema newtoniano de N -particulas
en R3 es K = £ 5, my[|q]|, con || - || la norma euclidiana. Escribiendo g = (q, ..., dN)

y definiendo la matriz diagonal

M = diag(m1, mi, m1,ma, ma, My, ..., my, mN, MN),
obtenemos
1
K = 5qTMq.

Sea (-,-)ar el producto interior en R3N con matriz M respecto a la base estdndar, y sea | - |

la norma asociada. Entonces,

1 1
K — e 2 — 2ld e )
2”un 2<q7CI>M

Ejemplo 3. Sean (M, (,)) una variedad riemanniana y V : M — R una funcion diferen-
ciable en M. La terna (M, (,),V) es llamado un sistema mecdnico conservativo. La
variedad M es llamado espacio de configuracion. El haz tangente TM es llamado el
espacio fase o espacio de estado. Un punto en T M es un estado del sistema mecdnico, la
cual da la posicion y velocidad. La energia cinética K del sistema mecdnico simple es la

funcion K : TM — R definida por
1
K(v) = §<v,v> para todo v € TM.

La funcion V es la energia potencial del sistema. Finalmente, la funcidn energia total

E:TM — R estd definida por

E(v) = K(v) 4+ V(mv) para todo v € TM,
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donde m: TM — M es la funcidn proyeccion , esto es, m(v) =p € M para todo v € T,M.

Una operaciéon importante en métricas riemannianas es el pullback por una funcion

diferenciable.

Proposicion 3. Sea f: M — N una inmersion entre variedades diferenciables. Entonces,

cada métrica riemanniana g en N define una métrica riemmaniana f*g en M dado por

(f*9)p(v1,v2) = 9¥(p) (dfp(v1), dfp(v2)),

para todo vy, va € T, M.

Definicién 13. Sean (M, (,)) una variedad riemanniana y f : M — R una funcion di-
ferenciable. El gradiente de f es el campo vectorial grad f en M definido, para cualquier
p € M, por

df (p)(v) = (grad f(p),v)

para todo v € T,M. En notacion mds compacta

df (p) = (grad f(p), ) = (Vf(p),")-
Definicion 14. Sea M una variedad diferenciable. Una conexion afin en M es una funcion
V:X(M)xX(M)— X(M) tal que
1. VixigxZ = fVxZ +gVyZ,
2. Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ,
3. Vx(fY) = (X[)Y + fVxY,
para todo X,Y,Z € X(M) y f,g € C°(M,R). Denotaremos VxY por V(X,Y).

El campo vectorial VxY es conocido como la derivada covariante de Y a lo largo de

X.
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Definiciéon 15. El operador torsion de una conexion V en M es el operador T : X(M) x

X(M)— X(M) dado por
T(X,Y)=VxY — VyX — [X,Y] € X(M),

para todo X,Y € X(M). La conexion se dice simétrica si T = 0.

Definicién 16. Una conexion V en una variedad riemanniana (M, (-,-)) se dice compa-

tible con la métrica si
X(Yv, Z> = <VX}/, Z> + <Y, V)(Z>,

para todo X,Y,7Z € X(M).

En una variedad riemanniana (M, (-,-)) una conexién riemanniana, algunas veces
llamado conexioén Levi-Civita, es una conexion afin que es simétrica y compatible con la
métrica.

Un campo vectorial definido a lo largo de una curva diferenciable ¢ : I — M es
una funcién diferenciable V' : I — TM tal que V(t) € T, M para todo t € I. Si V es
un campo vectorial definido a lo largo de la curva diferenciable ¢ : I — M con ¢é # 0, su

derivada covariante a lo largo de ¢ es el campo vectorial definido a lo largo de ¢ dado por

DV
o = Ver)V = (VxY)eqn),

para cualesquiera X,Y € X(M) tales que X4 = ¢é(t) y Yes) = V(s), donde s € (t —¢,t+¢)

para algtn € > 0.

Definicién 17. Un campo vectorial V definido a lo largo de la curva c: I — M es paralelo

a lo largo de c si
DV

— (=0
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para todo t € I. La curva ¢ es llamado una geodésica de la conexion V st ¢ es paralelo a
lo largo de c, es decir, si

%(t) =0 (1.4.1)

para todo t € I. La ecuacion (1.4.1) también la escribiremos como V¢ = 0.
Sic: I — M es una geodésica, entonces

d D
G em) =2 Fe(w.0)) =
esto es, la longitud del vector tangente ¢(¢) es constante.
Ahora veamos las ecuaciones locales que satisface una geodésica ¢ en un sistema de
coordenadas (U,x) alrededor de c(tg). En U, la curva c(t) = (z1(t),...,zn(t)) es una

geodésica si y solo si

Por lo tanto, el sistema de segundo orden

B+ Y Thad; =0, k=1,...,n
Z‘?j
produce las ecuaciones deseadas, donde los I‘fj estan evaluados en el punto ¢(t). Las fun-
ciones I’fj definidas en U son conocidos como los simbolos de Christoffel. Ver |8, Capitulo

3).

Ejemplo 4. Las geodésicas de R™ son las lineas rectas parametrizadas con velocidad cons-

tante:
Dé

E(t):o < ¢(t) =0 < c(t) = xo + tv.

Ejemplo 5. Las geodésicas en S}, son precisamente los "grandes circulos” (intersecciones de
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% con planos de dimension 2 que pasan por el origen), con parametrizaciones de velocidad

constante.

Definicién 18. Una orbita (trayectoria) fisica de un sistema mecdnico conservativo
(M, (,),V) es una trayectoria diferenciable v en M que satisface la sequnda ley de movi-

miento de Newton, es decir,

donde % es la derivada covariante relativo a la conexion riemanniana de la variedad rie-

manniand.

Las geodésicas de una variedad riemanniana (M, (-,-)) son las trayectorias fisicas del
sistema mecénico (M, (-,-),V = 0) (describiendo una particula libre en M). De hecho, las
trayectorias fisicas de cualquier sistema conservativo pueden reinterpretarse adecuadamente

como las geodésicas de una determinada métrica.

Definiciéon 19. Un haz vectorial de dimension k (diferenciable) es un par de varie-
dades F (el espacio total) y M (el espacio base), junto con una funcion sobreyectiva

w: F — M (la proyeccion), tales que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Cada conjunto F,, := n—Y(p) (llamado la fibra sobre p) estd dotado con la estructura

de un espacio vectorial.

2. Para cada p € M existe una vecindad U de p y un difeomorfismo ¢ : 7= (U) —
U xRF (ver la ﬁgum, llamado una trivializacion local de F, tal que el siguiente

diagrama conmuta:

donde w1 es la proyeccion sobre el primer factor.
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U x Rk
=1 (U)
0
L
T 1
A U U

Figura 1.1: Una trivializacién local.
Figura tomada de [20]

3. La restriccion de ¢ a cada fibra, ¢ : F, — {p} x Rk, es un isomorfismo lineal.

Definicion 20. Una funcidn diferenciable f: M — N es una submersion si f es sobre-

yectiva y, para todo p € M, df, : TyM — Ty, N también es sobreyectiva.

Notemos que, en este caso, necesariamente tenemos dim(M) = m > n = dim(N).
Sea f: M — N una funcién diferenciable entre variedades diferenciables de dimensiones
m y n, respectivamente. Un punto p € M es un punto regular de f si df, es sobreyectiva.

Un punto ¢ € N es un valor regular de f si cada punto en f~!(g) es un punto regular.

Teorema 3. Sea ¢ € N un valor reqular de f : M — N y supongamos que el conjunto de
nivel F := f~1(q) = {p € M : f(p) = q} es no vacio. Entonces F es una subvariedad de M
y T,F = Ker(df,) C T,M para todo p € F.



1.4. Geometria riemanniana 29

Ver demostracion en [12, Teorema 5.6]. En este caso, para todo ¢ € N, la fibra f~!(q) =
F, es una subvariedad de M. Sea f una submersiéon. Un vector tangente de M, tangente
a algtn F, con ¢ € N, es llamado un vector vertical de la submersion. Si, ademas, M y
N tienen métricas riemannianas la submersion f se dice que es riemanniana si, para todo

p € M,df,: TyM — Ty, N preserva longitudes de vectores ortogonales a las fibras Fy, con
q=f(p).

Definiciéon 21. Sea (M, (-,-)) una variedad riemanniana. Una subvariedad N C M se dice

totalmente geodésico de M si las geodésicas de N son geodésicas de M.
Lo anterior es equivalente a la siguiente definicion.

Definiciéon 22. Una subvariedad N de (M, (-,-)) es totalmente geodésico si, para cual-
quier m € M yv € T,,M, la geodésica ¢ de (M, (-,-)) tal que ¢(0) = m y ¢(0) = v estd

contenido en N.

Ejemplo 6. Si N es el conjunto de puntos fijos de alguna isometria de (M, (-,-)), entonces

N es totalmente geodésico de M.

Demostracion. Sea N = {p € M |¢(p) = p} para alguna isometria ¢ : M — M. Sean
g € N, v e T;N. Sea ¢ una geodésica de N tal que ¢(0) = ¢ y ¢(0) = v. Como ¢ es una
isometria y ¢ € N, entonces ¢(q) = g = ¢(0) y dp(v) = v = ¢(0). La imagen de ¢ bajo ¢ es

la curva c. Por lo tanto, ¢(c(t)) = ¢(t). Luego, ¢ C N. Asi, N es totalmente geodésico. W

Ejemplo 7. Las fibras de la submersion riemanniana 7 : "1 — P, (C) son subvariedades

totalmente geodésicas de S*™ ', ya que son circulos.

Definicién 23. Sea f : M — N una submersion riemanniana. Un vector v € T,M es
horizontal si es ortogonal a la fibra. El espacio tangente T,M admite una descomposicion
T,M = H,®V,, donde H, yV, denotan los subespacios de vectores horizontales y verticales,
respectivamente. H, es conocido como el subespacio horizontal y V), como el subespacio

vertical.
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dfp

N

T (p)

e

Figura 1.2: Subespacios horizontal y vertical de T, M.

El hecho de que f sea una submersion riemanniana significa que dfy, : Hy — Ty, N es
una isometria para todo p € M. Dado un campo vectorial Y en N podemos encontrar un
tnico campo vectorial horizontal X en M tal que df,(X,) = Y(p), con X;, € Hp. Decimos
que X es el levantamiento horizontal de Y.

Del levantamiento horizontal de un campo vectorial, podemos movernos al levantamiento
de una curva en N. Dado una curva v(t) en N, podemos elevar cada punto de la curva a
M y obtener una curva 4(t) en M de tal modo que el vector tangente a 4 es horizontal y

se mapea al vector tangente a y en su punto correspondiente.

Proposicion 4. Sean (M, (-,-)1), (N, (-,-)2) variedades riemannianas y f : M — N una

submersion riemanniana.

1. Sea ¢ una geodésica de (M,(-,-)1). Si el vector ¢(0) es horizontal, entonces ¢é(t) es
horizontal para todo t, y la curva f o c es una geodésica de (N, (-,+)2), de la misma

longitud que c.
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2. Inversamente, sean p € M y ¢ una geodésica de (N, (-,-)2) con c¢(0) = f(p). Entonces
existe un unico levantamiento horizontal local vy de ¢ (c = f o) tal que v(0) = p, y

v es también una geodésica de (M, (-,-)1).

Definicién 24. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable que es al mismo tiempo

un grupo, de tal manera que las operaciones de grupo

GxG— G,
(g,h) — gh,

G — G,

g g,

son funciones diferenciables.

1.4.1. Mecanica geométrica

Definicion 25. Sean M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Decimos que G
actia diferenciablemente en M (por la izquierda) si existe una funcion diferenciable

D:Gx M — M tal que

1. ®(e,p) = p para todo p € M,

2. ®(g,®(h,p)) = ®(gh,p) para todo g,h € G yp € M.
Usaremos la notacion conveniente gp por ®(g,p).

Adicionalmente, si G es un subgrupo de isometrias de M, decimos que G es un grupo
de Lie actuando diferenciablemente en M.

Para cada p € M, la érbita de p es el conjunto Gp:={ gp | g € G }. Si Gp = {p}
entonces p es llamado un punto fijo de G. Decimos que G actiia libremente (es decir, sin

puntos fijos) en M si gp = p implica g = e. Si existe un punto p € M cuya 6Orbita es todo M
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(es decir, Gp = M), entonces la accion se dice transitivo. Notemos que cuando esto pasa
solo existe una oOrbita y, para cada p,r € M con p # r, existe un elemento del grupo g € G
tal que r = gp.

En la subseccion 3.2} utilizaremos el siguiente resultado (ver [20 Ejercicio 3-8]).

Proposicion 5. Sean (M, (-,-)1) una variedad riemanniana, N una variedad diferenciable
y f: M — N una submersion. Sea G un grupo de Lie actuando diferenciablemente en
M por isometrias de (-,-)1, y supongase que f o g = f para todo g € G y que G actia
transitivamente en cada fibra F, C M. Entonces existe una tnica métrica riemanniana

(-,-)2 en N tal que f es una submersion riemanniana.
Usaremos algunos resultados de la métrica de Jacobi-Maupertuis (ver [12], Capitulo 5]).

Definiciéon 26. Sea (M, (-, ), V) un sistema mecdnico conservativo y h € R tal que
My :={pe M |V(p) <h}#9,

conocido como h-espacio de configuracion. La métrica de Jacobi-Maupertuis en la

vartedad My, estd dado por

para todo v,w € T,My, yp € M.

Definiciéon 27. Sea M una variedad diferenciable. Dos métricas riemannianas (-,-)1 y (-, )2
en M son conformes si existe una funcion positiva p : M — R tal que (X,Y )1 = u(X,Y)q,

para todo X,Y € X(M).

Teorema 4 (Teorema de Jacobi). Las trayectorias fisicas del sistema (M, (-,-), V) con

valor total de energia h son geodésicas de la variedad riemanniana (Mp, (-,-)7).

Para demostrar el teorema necesitaremos los siguientes dos lemas.
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Lema 1. Sea (M, (-,-)) una variedad riemanniana con conezion Levi-Civita V y sea (-,-)? =

e2P(-,-) una métrica conforme relacionada a {-,-), donde p € C®(M). Entonces, la conexion

Levi-Civita de (-,-)7 estd dado por
VxY = VxY +dp(X)Y +dp(Y)X — (X,Y) grad p

para todo X,Y € X(M), donde el gradiente es tomado con respecto a (-,-).

Demostracion. Por la féormula de Koszul

2AVxY, Z2) = X (Y, 2)7+Y (X, 2)! - Z2(X,Y) — (X, Z),Y)) = (Y, Z), X)” + (X, Y], Z)”.

Como
X(Y,2)! = X(e?(Y, Z)) = e X (Y, Z) + 2dp(X)e* (Y, Z),
Y{(X,2) =Y (e*(X,2)) = Y (X, Z) + 2dp(Y)e* (X, Z),
Z(X,Y) = Z(e(X,Y)) = ¥ Z(X,Y) + 2dp(2)e* (X,Y),
entonces

2AVxY, Z2) = 2 X (Y, Z) + 2dp(X)e* (Y, Z) + *Y (X, Z)
+2dp(Y)e* (X, Z) — e* Z(X,Y) — 2dp(Z)e** (X, Y)
— (X, Z],Y) — (Y, Z], X) + (X, Y], Z)
= 2dp(X)e* (Y, Z) + 2dp(Y)e* (X, Z) — 2dp(Z)e* (X,Y) + e*P[X (Y, Z)
+Y(X,Z) - Z(X,Y) = ([X, Z],Y) —([\, 2], X) + ([X, Y], Z)]
= 2e*(VxY, Z) + 2dp(X)e* (Y, Z) + 2dp(Y)e* (X, Z) — 2dp(Z)e*’ (X, Y)

= 2VxY, Z) +2(dp(X)Y, Z)” + 2(dp(Y)X, Z)” — 2(grad p, Z)7 (X,Y).
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Ya que
e*(grad p, Z) = (grad p, Z)”.

Como Z es arbitrario obtenemos
VxY =VxY +dp(X)Y +dp(Y)X — (X,Y) grad p.

Lema 2. Una curva ¢ : I C R — M es una geodésica reparametrizada en una variedad

riemanniana (M, (-,-)) si y solo si satisface

D¢

— =Tf®e (1.4.2)

para alguna funcion diferenciable f: 1 — R.

Demostracion. Sean s : I — J un difeomorfismo y v : J — M la reparametrizacion de

¢: I — M definida por ¢(t) := v(s(t)). Tenemos
é(t) = 3((1)) 2 1 (1.4.3)

y por tanto

) ds . d?s\ . ds )
ve=v(50) = () 1+ (&) 7o

ds|\ . ds\? .
> ¢+ <dt> V7.

= ft)e+ (‘LS)QVW (1.4.4)

Como consecuencia,
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con
ds

=5 (1oe|%

Tt

> . (1.4.5)

Por lo tanto, si ¢ es una reparametrizacion de la geodésica v (V54 = 0), entonces c satisface
Dé
= f(t)e.

Por otro lado, si ¢ satisface ((1.4.2)) con f(¢) dado en ([1.4.5)), de la ecuacion ([1.4.4) se obtiene

directamente
ds\? .

De donde, « es geodésica y ¢(t) es una reparametrizacion vy(s) determinado por el cambio

5= s(t) = / exp ( / f(t)dt> dt.

de coordenadas

Demostracion del teorema de Jacobi. Seac: I C R — M una trayectoria fisica de (M, (-,-), V)
con energia mecanica h. Por lema

Dé  Deé

— = — + 2dp(¢)é — (¢, ¢) grad p, 1.4.6

o = g T 2dp(e)e— (¢ ¢)gradp (1.4.6)
donde th es la derivada covariante a lo largo de ¢ con respecto a la métrica de Jacobi y
e? = 2(h — V). Como c es una trayectoria fisica, la segunda ley de movimiento de Newton

se satisface, es decir,

Deé
cth = —grad V.
Por tanto,
Dé )
— = —grad V = e’ grad p. (1.4.7)

dt
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También, por la conservacién de la energia

(¢,¢) =2K =2(h — V) = €%, (1.4.8)

Luego, sustituyendo las ecuaciones (1.4.7) y (1.4.8]) en (|1.4.6) obtenemos

D .
— = 2p(e)¢,

lo cual significa, por lema [2] que ¢ es una geodésica reparametrizada de la métrica de

Jacobi. [ |

Observacion. Una demostracion alternativa del teorema de Jacobi la encontramos en [31)].
De la demostracion podemos ver directamente que el cambio de la reparametrizacion por

longitud de arco estd dado por

5= /tt 2 — V(e(r)))dr = /t exp (2p)dr.

0 to
Definicion 28. Un sistema mecdnico es una terna (M, (-,-),F), donde:

1. M es una variedad diferenciable, llamado el espacio de configuracion;

2. () es una métrica riemanniana en M produciendo el operador de masa pn: TM —
T*M, definida por

p(v)(w) = (v, w)
para todo v,w € T,M ype M;

3. F:TM — T*M es una funcion diferenciable que satisface F(T,M) C TyM para

todo p € M, llamado la fuerza externa.

Un movimiento de un sistema mecanico es una solucién ¢ : I C R — M de la ecuacion
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de Newton
D¢
— ) = F(¢).
w () =7

Ejemplo 8. Para el sistema mecdanico que comprende una sola particula moviéndose en un

espacio n dimensional, el espacio de configuracion es claramente R™. Si ponemos
((v,w)) == m(v,w) para todo v,w € R",

donde (-,-) es el producto interno euclidiano en R", entonces la conexion Levi-Civita de

((-,-)) sequird siendo la conexion trivial, y

Di .
— = &
Definiendo
F(z,v)(w) = (F(z,v),w) (1.4.9)

para todo v,w € R™, vemos que

" <l;f> — F(a,d) < u @j) (v) = F(z,4)(v) para todo v € R"

<~ m(&,v) = (F(x,%),v) para todov € R"

< mi = F(z,1).
Por lo tanto, los movimientos de la particula son los movimientos del sistema mecdnico
(R™, ((-,)), F) con F definido por (|L.4.9)).

Una expresion muy ttil para escribir la ecuaciéon de Newton en coordenadas locales es

la siguiente.

Proposicion 6. Sea (M, (-,-),F) un sistema mecdnico. Si (z1,...,T,) son coordenadas
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locales en M y (x1, ..., Xn, V1, ..., 0y) son las coordenadas locales inducidas en T M entonces

w(5) =35 (5 woamn) - 55 oy o) an.

=1

En particular, si (M, (-,-),F) es conservativo entonces las ecuaciones de movimiento son

d (0K oK oU
— t), z(t — t),z(t)) = t =1,...,n.
i (G @0.60)) = G2 @(0,60) = 5o @), i=Lon
A continuacién presentaremos el teorema egregium de Gauss con la notacion de for-
mas diferenciales. Ver [34, Capitulo 12| para los detalles. Antes de esto, veremos algunas

definiciones.

Definicién 29. Una seccion de un haz vectorial m : F' — M sobre un conjunto abierto
U C M es una funcion e : U — F tal que moe =Idy, o, equivalentemente, e(p) € F, para

todop e U.

Figura 1.3: Seccién de un haz vectorial.
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Definicion 30. Un marco para un haz vectorial w : F — M sobre un conjunto abierto
U C M es una coleccion de secciones eq, ..., e, de F sobre U tal que en cada punto p € U,

los elementos e1(p),...,ex(p) forman una base para la fibra F, = 7~ (p).

Sea U un conjunto abierto en M en el que el haz tangente TM tiene un marco di-
ferenciable eq,...,e,. Asociado a dicho marco estd el marco dual, que denotamos por

0, ...,0"; éstos son 1-formas diferenciables que satisfacen Hi(ej) = 5;

Teorema 5 (Theorema Egregium). Para una superficie diferenciable, si e1,ea es un
marco ortonormal sobre un subconjunto abierto U de la superficie con marco dual 0,602,

entonces la curvatura gaussiana K en U estd dado por
K = Ql(eq, e0) (1.4.10)

o por

dwd = K6' A 62, (1.4.11)
donde Q3 es una 2-forma (ver [, Capitulo 2]).

Notemos que la ecuacion ((1.4.10) puede ser tomada como definiciéon de curvatura de

Gauss para las variedades riemannnianas de dimension 2.

1.4.2. Curvatura gaussiana mecanica

Para estudiar la geometria de un sistema mecénico simple, estudiamos las curvaturas
de la variedad (M, (,);) relativo a un valor de energfa total h. La curvatura mecénica
refleja el comportamiento de las trayectorias fisicas, de modo semejante a como la curvatura
riemanniana lo hace en las geodésicas en la geometria riemanniana. Llamamos a estas
curvaturas las curvaturas h-mecanicas del sistema mecénico simple.

Tomemos como nuestro espacio de configuracion el plano euclidiano E?, y después use-

mos las coordenadas polares (r, #). Pongamos al origen como el centro de la fuerza central.
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La funcion potencial V' (r) es una funcion diferenciable, independiente de 6. Sea M la sub-
variedad de E? con las singularidades de V(r) removidas. Podemos suponer que la masa
del cuerpo es igual a uno, tal que la energia cinética K es K (v) = %(v, v) para todo v € E?,
donde (-, -) es el producto interno euclidiano. La métrica de Jacobi de este sistema mecanico

simple relativo al valor de energia h es

(h=2(h=V)(,).

En coordenadas polares,

(Vi =2(h—V)(dr? + r2db?).

Ahora calculemos la curvatura gaussiana de la métrica riemanniana (, )1 = f2(dr?+1r2d6?),
donde f es una funcién solo de r.

Tomemos las formas ortonormales w' = fdr y w? = frdf. Entonces

dw! = fedd A dr = 0,

dw? = (fr),dr A df

= —(fr),do A dr
_ (f}“)rde A wl
= —w% Awl.
Por lo tanto, wi = —%d&. Luego,
dwl = —% <(f}")’"> dr A do
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Por lo tanto, la curvatura gaussiana es

Colocando f? = 2(h — V') obtenemos

1 d —rV,
K=—— - 4 (" 14
2r(h — V) dr <2(h—V)+ )
1 2% ) g2 ()
~2r(h—=V) 4(h —V)?

= |0 Vs () (F)

Esto prueba la siguiente proposicion.

Proposicion 7. La curvatura gaussiana mecdnica Kp, es

1 d [ v av\?
Kn=——=|(h-V)— [r— — .
= vy | )dr<rdr>+r<dr>
Asi, considerando el potencial V = —lr%, con « # 0, la curvatura gaussiana es
Kh _ _a4hr2a72
4(arch 4+ 1)3
0
2
«
Ky=——-—7——.
T 2 (h— V)3V
Como caso particular, para el problema de dos cuerpos bajo la ley gravitacional de
Newton, la funcién energia potencial del problema de fuerza central es V(q) = —m,

eligiendo a las masas y a la constante gravitacional igual a uno. Usando la proposicién
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la curvatura gaussiana mecanica es

—h
Kh:4

W, donde r = Hq”

Por lo tanto, tenemos

h>0= Kp(r) <0,
h=0= Kp(r)=0,

h < 0= Kp(r) > 0.

Ademas, por [32], la clasificacion de las 6rbitas correspondientes son

h >0 orbita hiperbolica Kj <0

h =0 Orbita parabdlica K, =0

h <0 orbita eliptica K, >0

Observacion. 1. Para h < 0, todas las geodésicas (excepto las dirigidas hacia la singu-

laridad en el origen) son dérbitas cerradas.

2. Para h < 0, Ky(r) = oo cuando r — —%. Esto corresponde al momento angular

p— 0.

Para un sistema mecanico general, los resultados de la curvatura mecanica se obtienen
en una vecindad de los puntos criticos de V' y en una vecindad de la frontera M}, del

espacio de configuracion admisible
My :={q €M |V(q) <h},

esto es, OMy, = {q € M |V(q) = h}.

Supongamos que h es un valor regular de V', es decir, 1% # 0 en el anillo de la frontera
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{q € M|V(|lgll) = h}. Por continuidad, vemos que cerca de la frontera,

d [ dV dv\?

Por lo que se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 8. Supongamos que h es un valor reqular de V y que la frontera M), es no
vacia. Entonces existe una region anular que es una vecindad de la frontera OM,, en el cual

la curvatura gaussiana mecdnica Kj, es positivo. De hecho Kp — 0o cuando q — OMj,.

Ahora supongamos que rg es un punto critico de V, es decir, V(ro) = 0. Entonces, por
la proposicion [7],

Vi(r
Kh(T'[)) = 4(}1(_()&)2

Asi, el signo de la curvatura depende del tipo de punto critico que sea 1.

Proposicion 9. Si V' tiene un minimo local (o mdzimo local) en 1o, entonces Kp(r) > 0

(K1, < 0) en una region anular definida por |r —ro| < 9, para alguna 6 > 0.

Observacion. Si V(rg) = 0, por ejemplo, cuando o es un punto de inflexion, entonces

Kp(ro) = 0.



Capitulo 2

El problema de tres cuerpos en el

plano

En este capitulo introducimos algunas definiciones y funciones del problema planar
de tres cuerpos en el contexto de la masa métrica, que se usara posteriormente para la
construccion de la proyeccion de forma. Ademas, se identificardn los puntos de Euler y
Lagrange, y los puntos de colisién en la esfera de forma para cuerpos con masas unitarias

y con momento de inercia constante I = 2. Ver [27] [28].

2.1. Formulacién del problema y la masa métrica

Consideremos tres masas puntuales my, ms y ms moviéndose en el espacio R3, con vec-

tores posicion q1(t), qa(t), q3(t) € R3. Entonces, por (1.1.4), las ecuaciones de movimiento

44
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son

Gmami(qz —q1) , Gmami(qs —qi)

miqi =

a1 — qal[*+2 lar — qal|*+?

iy — Gmima(qi — qz) | Gmama(qs — da) (2.1.1)
a2 — quf|*F2 a2 — qal|*+2

iy = Gmams(q2 —q3) | Gmims(qi — q3)
|az — qzf|*F2 |az — quf|*F2

Las ecuaciones son un sistema de ecuaciones de segundo orden en nueve variables,
las nueve componentes de q(t) = (qi1(t), q2(t), qs(t)) € R? @ R3 @ R3.

Como en el caso general, notemos que las ecuaciones son invariantes bajo el
grupo de isometrias del espacio, esto es, el grupo de transformaciones de R? generado por
traslaciones, rotaciones y reflexiones.

Sea P C R? un plano y q(t) una solucién a las ecuaciones . Si existe un tiempo
to tal que los tres cuerpos se encuentran en P mientras las tres velocidades son tangentes
a P, entonces los tres cuerpos se encuentran en P para todo tiempo t en el dominio de la
soluciéon. Esta afirmacion restringe el problema espacial de tres cuerpos al plano, definiendo
asi el problema planar de tres cuerpos.

El plano P del problema planar de tres cuerpos se identificara con el plano complejo C
enviando un punto (z,y) € P al nimero complejo q = x + iy. Las ubicaciones q; € C de

las tres masas forman los vértices de un tridngulo euclidiano.

Definiciéon 31. Un tridngulo planar (localizado) estd representado por el vector q =
(q1,92,93) € C3, cuyas componentes son las ubicaciones de los tres vértices. El espacio vec-
torial complejo C? de todos los tridngulos planares q es llamado el espacio de tridngulos

localizados o el espacio de configuracion del problema de tres cuerpos.

Definicion 32. La masa métrica sobre el espacio de configuracion es el producto interno
hermitiano

<V, W> = M1 U1wW1 + MaUws + M3vV3Wws, V,W € C3. (2.1.2)
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Usando la masa métrica reescribamos las ecuaciones de la energia cinética, momento
de inercia, momento angular, momento lineal y centro de masa. La energia cinética de un

movimiento es

(mallén |” + mollée||® + msllas]|®) , (2.1.3)

N =

K@) = (a.4) =

donde § = (q1, 42, 43) € C3 representa el vector de velocidades de las tres masas. La energia

potencial correspondiente al problema de tres cuerpos, con a > 0y G = 1, esta dado por

aV(q) = *m;%zw - m:g?’ - mﬁg?’ (2.1.4)
Entonces, la energia total de un movimiento q(t) es
H(q,q) = K(q) +V(q). (2.1.5)
El momento de inercia
I(q) = {g,q) = mlai|* + ma|lqz|* + ms]|qs|® (2.1.6)
mide el tamafio total de un tridngulo localizado. EI momento angular
J =Im((q,q)) = miq1 A di +mad2 A d2 + m3q3 A d3 (2.1.7)
mide el giro instantaneo de un triangulo. El momento lineal
P =(q,1) = miq; + maq2 + m3qs € C, (2.1.8)

donde 1 = (1,1,1) € C3, mide la velocidad instantdnea de traslaciéon del sistema completo
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de tres cuerpos. El centro de masa de un tridngulo localizado q corresponde a

1
(@,1)  miqi + maqs +m3qs cC.

= = 2.1.9
=W T it ma g (2.1.9)
En la féormula para el momento angular, usamos la notaciéon
. . Ty
(x 4+ 1y) A (u+iv) = det = v — yu, (2.1.10)
U v

donde z = x + iy, w = u + iv € C. Esta operacion de cuna, (z,w) — z A w, es la version
planar del producto cruz. Si x denota el producto cruz usual de vectores en R3, entonces
(z,9,0) x (u,v,0) = (0,0,z A w) de modo que J es la tercer componente del momento

angular usual de fisica.

Definicién 33. El espacio fase del problema planar de tres cuerpos es TC? = C?xC3. Los
puntos de C3 x C® son de la forma (q,q). El primer vector q representa al tridngulo planar,
es decir, las posiciones de sus tres vértices. El sequndo vector q representa las velocidades

de sus tres vértices.

Las funciones del momento angular y energia estan definidas en el espacio fase. El
momento de inercia y el centro de masa también son funciones en el espacio fase, pero son
funciones independientes de ¢, por tanto pueden considerarse como funciones en el espacio
de configuracion. El momento lineal es otra funcion en el espacio fase pero independiente

de la posiciéon q.

2.2. Espacio y esfera de forma

La traslacion de un triangulo q = (q1,q2,q3) € C? por ¢ € C envia a q al tridangulo
planar q + c1, donde 1 = (1,1,1). La rotacion de # radianes alrededor del origen del

plano envia q a ¢q = (¢?qy, €qs, ¢??q3). Escalar el triangulo q por un factor positivo
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p corresponde a la multiplicacién por el ntimero real p, entonces p envia el tridngulo q a
pd = (pdi, pdz, pds)-

Definicién 34. El grupo Iso,(R?) de movimientos rigidos del plano es el grupo de

isometrias del plano que preservan la orientacion.
Cada elemento de I'so(R?) es composiciéon de una rotacion y una traslacion.

Definicién 35. Dos tridngulos planares (posiblemente degenerados) son congruentes orien-

tados si existe un movimiento rigido que lleva un tridngulo al otro.

Definicion 36. El espacio de forma es el espacio cociente
C3/Iso, (R?). (2.2.1)

Es decir, el espacio de forma es el espacio de clases de congruencia orientados de tridngulos

planares.

Aunque el espacio de forma es homeomorfa a R3, no es isométrico a R3: la geometria
del espacio de forma no es euclidiano. Sin embargo, la geometria tiene simetria esférica.
Cada esfera centrada en colision triple es isométrica a la esfera estandar (S? C R?), salvo
un factor de escala. Identificamos estas esferas con la esfera de forma.

Agregando escalas al grupo Isoy(R?) de movimientos rigidos obtenemos el grupo de si-

militudes G que preservan la orientacion.

Definicién 37. = FEl grupo de Lie G estd formado por composiciones de rotaciones,

traslaciones y escalamientos.

= Dos tridngulos planares q, q € C? son similares orientados si existe un elemento

de G tal que lleva un tridngulo al otro, esto es, si gq = q para algin g € G.

Definicién 38. La esfera de forma es el (sub)espacio cociente

(C3\ C1)/G c C3¥/a, (2.2.2)



2.2. Espacio y esfera de forma 49

donde C1 es el espacio de colisiones triples. Es decir, la esfera de forma es el espacio de
clases de similitud orientada de tridngulos planares donde no se permite que los tres vértices

del tridngulo coincidan.

Llamaremos al mapeo cociente correspondiente la proyeccién de forma:
7:C3\ C1-9 52 (2.2.3)

Topolégicamente, la esfera de forma es S? y el espacio de forma es R3. La esfera de forma
es una subvariedad y un (sub)cociente del espacio de forma.
El grupo G de traslaciones, rotaciones y escalamientos puede construirse a partir de una

sucesion de los subgrupos normales
R? C Iso, (R?) C G, (2.2.4)
cuyos grupos cociente correspondientes son
Isoy (R?)/R* =S G/Iso.(R?*) =R". (2.2.5)

Aqui R? denota el grupo de traslaciones del plano, Isoy (R?) el grupo de movimientos rigidos
del plano, S' el grupo de rotaciones del plano y RT el grupo de escalamientos. La relacion
entre los espacios cocientes y se entiende mejor implementando proyecciones,
en orden, para cada subgrupo de los subgrupos normales :

C3 - C? 5 R --» §2 (2.2.6)
R2 St R+

donde la flecha punteada final se utiliza para indicar que el dominio de este mapeo no
es todo R3, sino R? \ {0}. La proyeccién de forma ([2.2.3)) es la composiciéon de estos tres

mapeos.



2.3. Construccion de las proyecciones y las coordenadas de Jacobi 50

2.3. Construcciéon de las proyecciones y las coordenadas de

Jacobi

Construcciéon de la proyeccion C* — C2. El grupo de traslacion R? acttia mediante

q = (q1,92,93) — (91 + qo,92 + 90,93 + qo), qo € C,

y como tal es la accion de C1 € C? en C3 por adicién vectorial. Por lo tanto, el espacio
cociente es simplemente el espacio vectorial cociente C3/C1 de dimension (real) 4. Podemos
identificar este cociente con el complemento ortogonal a C1. Este complemento ortogonal es

el espacio de configuraciones planas de tres cuerpos cuyo centro de masa esta en el origen:
C:.=C1t ={q:(1,q) =0} = {q: miq1 + maqs + m3q3 = 0}. (2.3.1)

Entonces, el origen de C% corresponde a la colision triple C1.
Coordenadas de Jacobi: Necesitaremos nuevas coordenadas en el subespacio C3. La
forma cuadratica asociada a la masa métrica es el momento de inercia I = (q,q) de la

ecuacion (2.1.6]). Mas precisamente, buscamos coordenadas Z;, Zo en C? tal que
I =21 + | Z,)? cuando q L 1. (2.3.2)
Estas coordenadas se atribuyen tradicionalmente a Jacobi, a pesar de haber sido encontradas

antes y explicadas méas claramente por Lagrange [I§].

Proposicion 10. Los vectores 1 = (1,1,1), E1 = (1/m1,—1/m2,0) y B2 = (—1/(m;1 +

ma), —1/(m1 + ma),1/m3) forman una base ortogonal relativa a la masa métrica en C3.

Demostracion. Sean 1 = (1,1,1), By = (=, —-1.0), By = ( 1 L Lyec?

mi’  ma’ T mitmz’  mitmz’ mg

v «, 8, v € C. Entonces
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al +BE; +vE> =0

(aﬁ_vaﬁ_vaﬂ):o.

b )
mip  my1+mg mg M1+ me m3

Esto se puede ver como el sistema de ecuaciones

B v
a+ mi mi+ma 0,
- .
R mi+mo 0,

oz+ml3:0.

Resolviendo el sistema llegamos a la solucién trivial « = § =« = 0. Por lo tanto, 1, F,
FEs son linealmente independientes.

Ahora veamos que los vectores 1, F; y E5 son ortogonales respecto a la masa métrica

definido por la ecuacion (2.1.2). Entonces

(1,E})=1-140=0,

—-m —m
(1, By) = —— 2 +1=0,
m1+mg  mp+me
-1 1
(E1, Eq) = + +0=0.
m1+mg  mi+ me
Por lo tanto, 1, E7 y E2 son ortogonales respecto a la masa métrica. ]

Las coordenadas correspondientes (q, 1), (q, F1), (q, E2) son coordenadas ortogonales
para C3.

midi+maq2

Definicién 39. Las coordenadas (q,E1) = q1 — q2 = Q12 y (q, F2) = q3 — e

son las coordenadas de Jacobi para C2 = {q € C3 : q¢y = 0}.

Las coordenadas de Jacobi estan indicadas en la figura siguiente.
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Figura 2.1: Vectores de Jacobi

La normalizaciéon de las coordenadas de Jacobi produce las coordenadas de diagonali-

zacion unitaria Z; = (q, e;), i = 1,2 para CZ, donde e; = E;/||E;||. Calculando obtenemos

miqi + m2<l2> (2.3.3)

7] = — , Loy = —
1 Ml((h QQ) 2 = M2 <Q3 11 + g

donde 1/p? = ||E1||? = 1/my + 1/mo y 1/u3 = ||E2||> = 1/m3 + 1/(m1 + ma). Estas

coordenadas de Jacobi normalizadas definen la proyeccién lineal compleja
T C* = C* mp(ai,a2,q3) = (21, Z2), (2.3.4)

que realiza el cociente métrico de C3 mediante traslaciones.

Tomando en cuenta que el centro de masa esta en el origen, tenemos que

2
1 p1 15 1 mi P 12
w7y, Zy) = (HLz, — T, — ™ 122, , 227 9235
i (%1, 22) <m1 ! my + mo 2 my + mo <M1 LT H2 2) m3 2> ( )
= (q1,92,93).

Construccion de la proyecciéon C? — R3. Una rotaciéon de 6 radianes acttia en los
vértices del tridngulo q; por q; ewqj y por lo tanto acttia en las coordenadas de Jacobi

normalizadas por (Z1, Zo) + (e Z1,¢"% Z,). Las funciones Z;Zj, i,j = 1,2 son invariantes
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bajo rotacién. Colocando estas funciones en una matriz hermitiana 2 x 2 definimos

\Z1|? 212,
O(Z1,7Z2)= | _ =A (2.3.6)
717y | Zs)?
equivalentamente,
®(Z)=12"7Z, (2.3.7)
donde Z = (71, Z3),
Z _ o
27 =T vy Z=(24 2
Z3

De la factorizacion ([2.3.7)), vemos que ®(Z)Z" = (|Z1]? + | Z2|?)Z" mientras ®(Z)WT =0
para W L Z. Asi, ®(Z1,Zs) es la matriz de proyeccion ortogonal sobre la linea compleja
generada por Z, multiplicado por ||Z||?. Dos vectores no cero Z, U estan relacionados
por rotacion si y s6lo si generan la misma linea compleja y sus longitudes son iguales. Se
sigue que la imagen de ® representa al espacio cociente C2/S!, y ® puede ser considerado
como el mapeo cociente. Acabamos de mostrar que la imagen de ® consiste de matrices
hermitianas de rango 1 cuyo valor propio no cero es positivo (correspondiente a ||Z||?),
junto con la matriz cero (correspondiente a Z = 0). En términos del determinante y traza,
estas condiciones en A corresponden a det(A) = 0y tr(A) > 0. Reescribiendo las matrices
hermitianas como

wy +wp  wg + tws
A= ! para w; real, j=1,2,3,4, (2.3.8)

w9 —iwg w4 — W1

tal que det(A) = wi — w? — w3 — w3 y tr(A) = 2w,. Esta discusion prueba la siguiente

proposicion.

Proposicion 11. La imagen del mapeo ® es el cono de matrices hermitianas 2 X2 (ecuacion
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([2.5:8)) que satisfacen

wi —wi —wi —wi=0 y wy>0. (2.3.9)

Este cono realiza el cociente C2/S, mediante ® el mapeo cociente C? — C?/S1.

Ahora, se proyecta el espacio real de dimension 4 de matrices hermitianas sobre R3

usando la funcién
(w1, w2, w3, wy) — pr(wi, ws, ws,ws) = (w1, w2, ws3).

La restriccion de esta proyeccion lineal al cono dado por las ecuaciones ([2.3.9) es un ho-
meomorfismo sobre R3. De hecho, resuelve las ecuaciones del cono para w, para encontrar

Wy = —i—\/w% + w% + wg, y por lo tanto, la inversa de la proyeccion restringida es

(wlaw27w3) = (w17w27w37 \/m)

De esta forma, hemos probado el siguiente resultado.

Proposicion 12. La funcion
% =pro®:C? —» R3, (2.3.10)
dado por
721, Zs) = (;(|Zl|2 - |Zg]2),Re(ZlZg),Im(Z1Z2)> = (w1, wa, w3), (2.3.11)

realiza R3 como el espacio cociente de C? por el grupo de rotacion S*.

Observemos que la restriccion del mapeo (2.3.10) a la esfera wy = 1 es el famoso mapeo
de Hopf de S% a S2.
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Construccion de la proyecciéon R? --» S2. Este mapeo final es el cociente del espacio
de forma por el grupo de escalas RT. Un escalamiento A € R actia en C? por q — A\q
con acciéon de correspondencia en el espacio de forma w — A\?w, donde w = (wy, wa, w3).
Consecuentemente, podemos identificar la esfera de forma con la esfera {|w|? = 1} C R3. El

mapeo cociente correspondiente es la proyeccion radial, la cual es el mapeo final w — w/|w|

Teorema 6 (Teorema 1 de [28]). El espacio de forma es homeomorfo a R3. El mapeo
cociente desde el espacio de tridngulos localizados al espacio de forma se realiza mediante la
funcion 7 : C3 — R3 que es la composicion de una proyeccion lineal compleja my : C3 — C?

R.34) y el mapeo homogéneo cuadrdtico real 77 : C2 — R3 [2.3.11)). La funcion © =

7" o w4, satisface las siguientes propiedades.

(a) Dos tridngulos q, ' € C3 son congruentes orientados si y sélo si w(q) = m(q').
(b) 7 es sobreyectiva.
(c) 7 proyecta el lugar de la colision triple sobre el origen.

(d) 7 proyecta el lugar de tridngulos colineales sobre el plano w3z = 0, donde (wy,ws, w3)
son las coordenadas estindar en R3. Ademds, ws es el drea con signo del tridngulo

correspondiente, salvo una constante que depende de las masas.

(e) w? + w3 +w?=(1/2)% donde I = (q,q) (ecuacion (2.1.6)).

t

Demostracion. (a) Consideremos m = 7" o 7y, componiendo la proyeccion lineal 7y, de

la ecuacion (2.3.4) con el mapeo 7 de ([2.3.11)). El primer mapeo realiza el cociente

por traslaciones y el segundo el cociente por rotaciones, por lo tanto, juntos hacen el

cociente completo por movimientos rigidos.

(b) Por lo anterior, el espacio de forma es homeomorfo a R3, asi 7 es sobreyectiva.
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(c) Sea (q,q9,q) € C1 un tridngulo en colision triple. Entonces

_ miq -+ maq —0
mi + mo ’

Zi=ml@—q)=0 y Z2=u2<q

por tanto, m-(q,q,q) = (0,0). Luego 77°(0,0) = (0,0, 0).

(d) Sea (qi,q2,q3) € C3. Si Qij = a; — qj, Q12 + Q23 + Q31 = 0y Q;; = —Qj;. Entonces

Zi=mQi2 y Zy = pu2(p1Qs1 + p2Q32),

donde p1 = ;-7 pa = 7%~ Luego,
Zy = p2[p1@Q31 + p2(Qr2 + Q31)] = p2(Q31 + p2Q12).
Por tanto
Z1 N Zy = p1Qua A p2(Qs1 + paQi2) = —p1p2Q21 A Q3. (2.3.12)

La operacion de cuna de la ecuacion (2.1.10)) representa el area del paralelogramo con
aristas z = x 4+ iy y w = u + iv. Asi, el drea de nuestro tridngulo es %le A Qs1. Ya
que

wsy =Im(Z122) = —Z1 A Za, (2.3.13)

entonces

1
w3 = p1p2Q21 A Q31 = ¢ <2Q21 A Q31> ,

donde ¢ = 2pq po.
Notemos que ws = 0 si y sélo si el tridngulo correspondiente es degenerado, es decir,

los vectores qi, q2, q3 son colineales.

(e) De las ecuaciones (2.3.6) y [23.8), 2wy = |Z1> + | Z2*. Por £3.2) I = |Z1[* + | Z2]?,
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entonces wy = 31. Por la ecuacion (2:3.9) tenemos que w? + w3 + w3 = w?, por lo

(31)%

tanto w% + w% + w%

2.4. Puntos de colisién doble, Euler y Lagrange

Lagrange

Euler colision
]

colision Eu.l or

3 \VA 1
2
Lagrange

Figura 2.2: La esfera de forma, centrada en colision triple.

Ahora localicemos en la esfera de forma S? los puntos de colisién doble, los puntos
de Fuler y de Lagrange para tres cuerpos qi, q2, qs con masas unitarias. Ver figura [2.2
Los tres radios de colisiéon binaria atraviesan la esfera de forma en los tres puntos que se

encuentran en el ecuador colineal que a su vez también contiene los tres puntos de Euler.
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Como todos los meridianos, M une los dos puntos de Lagrange y pasa por un punto de
colision binaria.

Como los puntos (wy, ws,ws3) € S? deben satisfacer w? + w3 +w? = (I1/2)?, nos restrin-
giremos a I = 2. Sea q = (q1,q2,q3) un tridngulo planar. De las coordenadas de

Jacobi normalizadas Z7 y Z5 son

Zy = \}5(% —q2), Zy = \/g <Q3 — %((h + Cl2)> : (2.4.1)

Puntos de colision doble: Sea q = (q1,q2,qs3) un tridngulo planar tal que q; = qo,

entonces Z1 =0y Zy = \/g(qg —q1). Por lo tanto

1 2
w2 22) = (50 Sl - .00
1 2
= (~Z]as — 1] 0,0
( 3‘(—13 ql‘a ) )

1
= —=|=3aq1l%0,0
<3| ql’aa)

= (_3’(11‘2, 07 0)

= (-1,0,0).

Ya que Re(Z125) = Im(Z1Z5) = 0y, como q1 + q2 + q3 = 0 entonces 2q; + q3 = 0
y por tanto q3 — q1 = —3qi. Ademés, ya que I = |qi1]? + |q2]? + |a3]|? = 2 entonces

2lq1|? + |as|®* = 2|a1|* + | — 2q1|* = 6|q1|* = 2 y por tanto |q:[* = 3.
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Si q1 = q3 entonces Z; = %(ql —q2)y Zo = %(ql — q2). Por lo tanto,

1/1 1 1
7Tmt(ZlaZ2) = <2 (2’(11 - Q2|2 - 6|Q1 - OI2|2) ,Re mhl - QQ’ 1 2\f|011 CI2|2>

Ya que Z1Z5 = T\l/g(m—cm)(ql —q2) = T\l/glou—cu\Q € R. Ademaés, como q1+q2+qz =0
|2

> + |azf* =

2 =

entonces 2q; + g2 = 0 y por tanto 2(q; — q2) = —3qo. Luego I = 2|q

ol

2|q1]? + \%(ql —q)]? = % + %\ql — q2|? = 2, pues, sin pérdida de generalidad |q;
entonces |q; — qo|? =

(q1 — q2). Por lo

Sl

Anéalogamente, si q2 = q3 entonces Z; = %(ql — )y Zo = —

tanto,

1/1 1 —1
721, Zg) = <2 (2!011 —qf’ - *Iql - quQ) ,Re mlql —qof*1 2f|(l1 q2|2>
1 2 2
= ~ - ) 70
<6|Q1 q2| \[|Q1 q2| >

1 V3
-89

vaque 217> = —5 =1 — @2)(ar — 2) = —5 zlar — aof* € R.

Puntos de Euler: Para las soluciones de Euler, las masas se colocan en una linea en
cierto orden: q; < q; < q. Supongamos que ey, =q1 +q2 +qz3 =0e [ = 2.

Si @1 = 0, entonces q = (0,q2,q3) y 92 + g3 = 0. Luego, 7, = *%Om y Zo =
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% (q — %(12) = — %qg. Entonces,
1/1 3 V3 V3
721, Zy) = (2 <2IQQ’2 - 2\Q2|2) ,Re TQQQQva 2Q2Q2>

1 2 \/> 2
_<—2\Q2\ \Q2‘ )
(13,
202

Ya que si I = 2, entonces |qa|? + |qs|* = 2|qa|* = 2, pues g3 = —qa, y por tanto |qz|* = 1

Si g2 = 0, entonces q = (q1,0,q3) ¥y q1 + g3 = 0. Luego, Z; = %ql y Zo =

% ( — §q1 \/> q1. Entonces,
1/1 3 _\/g -
72y, Z2) = (2 (2\‘11\2 - 2’011’2) ,Re q1q1)

= | —slaul’, —"|aul*,0

3 _
q1q1,Im

Anélogamente, si I = 2, entonces |q1|? + |qs|? = 2|q1]? = 2, pues q3 = —qi, y por tanto
la1]? = 1.

Finalmente, si q3 = 0 entonces q = (q1,q2,0) y q1+q2 = 0. Luego, Z; = %((h —q2) =
\/5(311 y 4o = —%(ql + q2) = 0. Entonces

1
77y, Zo) = (2(2]q1]2 — 0),0,0)

= (’ql’zv 07 0)

— (1,0,0).
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Nuevamente, si I = 2 entonces |qi|? + |q2|> = 2|q1|> = 2, pues q2 = —q, y por tanto
lq|? = 1.

Puntos de Lagrange: Para las soluciones de Lagrange, la configuracién inicial es un
tridngulo equilatero con las tres masas colocadas en los vértices. Por un razonamiento similar
a los casos anteriores, de acuerdo a las proyecciones m,. y 7" los puntos de Lagrange son
Lt =(0,0,1)y L= =(0,0,-1).

Notemos que en la esfera de forma se tienen dos clases de orientaciéon: en el hemisferio
norte estan los tridngulos orientados positivamente (con area positiva) y en el hemisferio

sur tenemos los tridngulos orientados negativamente (con area negativa).

2.5. Descomposiciéon de Saari

El estudio de la velocidad de las soluciones invariantes por rotacion y traslacion se
realiza a través de la descomposicion de Saari. La cual es una férmula que utiliza un sistema
ortonormal de campos vectoriales a lo largo de la solucién para descomponer la velocidad
en las partes de traslaciéon y rotaciéon. Aunque en este trabajo no utilizaremos esta férmula,
haremos una breve revisiéon de este tema, enunciando y demostrando la ecuacién de Saari.

La descomposicién
K = parte traslacional + parte rotacional + parte de forma
aplicada a velocidades es algunas veces llamado la descomposicién de Saari:

q = (parte traslacional + parte rotacional ) + parte de forma
= T,(Gq) & (T,(Gq))*

= vertical @& horizontal. (2.5.1)
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En la geometria diferencial de los haces, tal descomposiciéon de vectores tangentes se conoce
como descomposiciéon vertical-horizontal. Esta descomposicién, que depende del punto

base q en el que se fijan las velocidades, es ortogonal y nos lleva a lo siguiente.
Proposiciéon 13. Supongase que el centro de masa de nuestro tridngulo localizado es cero.
Entonces, la descomposicion de Saari de la energia cinética es

1P 12 1w

1
K_QM 27 2 T’

(2.5.2)

donde P = P(q) y J = J(q,q) son los momentos lineal y angular, y w = %ﬂ'(q(t)). En

particular,
1 [lw|?

Kforma = 2 T (253)

donde I = 2./||w||.

Demostracion. Una base real para la parte traslacional bidimensional del movimiento con-
siste de 1 y ¢1. Una base real para la parte rotacional unidimensional es i¢q. La parte
rotacional es ortogonal a la parte traslacional ya que el centro de masa es ﬁ(q, 1), y por
hipétesis el centro de masa es el vector cero. Por lo tanto, 1, 71 y ¢q forman una base
ortogonal para la parte vertical T;(Gq). Normalizando obtenemos la base real ortonormal

1 11 iq
€1 = —F— €2 = €3 = ﬁ,

donde M = (1,1) = m1 +mg+ms, para el espacio vertical. Sea ¢ € C3 un vector arbitrario
basado en el triangulo localizado q € C3. Expandiendo el vector como una suma directa,

ortogonal obtenemos
q = (4, e1)re1 + (q, e2)re2 + (4, e3)res + (forma), (2.5.4)

donde (-, -)g denota la parte real del producto interno hermitiano (2.1.2)). Los primeros tres

términos forman la parte vertical de g en la ecuacion (2.5.1)), mientras que el tltimo término
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es, por definicion, ortogonal a los primeros tres términos y forma la parte horizontal.

Colocando q; = x;j + iy; obtenemos

(q,e1)re1 = Re <m1fl1 NiTi + m2512m + msfl:’)\/lM) \/IM
= (m1@1 + mado + msﬂ'ﬁz)Ma

(q, e2)re2 = Re (mlgll \/ZM + m2<32\/ﬁ + msﬁ:&jﬁ) \;]1\7
= (m1g1 +maye + m3y'3)%,

L LR S D m3q3m> iq
v VI VI) VI
1

= [mi(z191 — T1y1) + ma(22P2 — L2y2) + m3(w3y3 — 9'63y3)]7q~

(q,e3)res = Re (mléh

Por lo tanto

) . . o 1 . ) A | ) .
q =(my1 + mada + m3$3)M + (m1g1 + may2 + m3y3)M + [mi(z191 — T1y1)
+ mao(x2ye — L2y2) + ma(x3ys — :U3y3)]7q + (forma)

P J
i + 74 + (forma),

pues, por ecuaciones (2.1.7) y (2.1.8)), tenemos que

P=miqi+meqa+msas y J=mi(z101 —Z1y1) +ma(z292 — T2y2) +ma(z3y3 — E3Yy3).
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Entonces,

I
1 P1> + <P1 Jz'q> + <P1 forma>
M M7I M
< iq P1> + <Jiq Jiq> + <Jz'q forma>
"M "I I
<f0rma P1> + <f0rma Jz'q> + (forma, forma)
i 7 5
P

P JP J? iq
—(1,1 —(1, f 1 —

o (L) 7 (L) + (L o) + 7y (i 1)+ 7 (2
_I_

B1 + iiq + forma B1 + £iq + forma>
M I "M

P

M

P
Y(z’q, forma) + i (forma, 1)
_ PP

i —l— 7 —i—Hfo mal|?.

J
+ 7<forma, iq) + (forma, forma)

Ya que 1,iq € Ty(Gq), (forma) € (

que ||formal|? = w

Ty(Ga))*

y e1, e, eg son ortonormales. Resta mostrar
. Esto es, mostrar que

[w|? = llall?lal®* si P(@) =0, J(q,q =0 y W=dr(d).

(2.5.5)

Con este fin, escribamos a la funcién 77 en coordenadas reales usando Z; = x1 + iy,
Zy=xo+iya y Z=(Z1,722) = (x1,y1, %2, y2). Entonces

7_‘_7‘ot

<2(1’% + y% - 95% - y%), T1T2 + Y1Y2, T2Y1 — $1y2> .

Calculando la matriz jacobiana obtenemos

1 Y1 —T2 —Y2
—Y2 T2 WY —T1
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rot t

Sea dmq = dn” o my,., donde m = 7" o 1y, denota el mapeo cociente del teorema@, con Ty

lineal. Como las filas de dri’* son ortogonales y tienen longitud ||Z[|? = z% + y? + 23 + y3.

Ademis, q € CZ es tal que ||Z]|? = ||q||? y T es una isometria lineal de C3 a C2. Entonces
dry (dr?")" = ||q||” 1d = drgdrl .

Es conocido que el nicleo de dr = dmq es el espacio vertical T,(Gq). Asi, la imagen de
drT es el espacio horizontal, el cual es el complemento ortogonal a eq, ea, €3 y es el espacio
llamado “forma”. Por lo tanto, cualquier vector q de la forma requerida en la ecuacion (12.5.5))

puede ser escrito como ¢ = dnlv, para algtn v € R3. Asi,

lall* = (dn"v, dx"v)
= (v, drdnTv)
= (v, [la|*v)

= llal®[IvI.

Ademés, w = dr(q) tal que w = drdr” (v) = ||q||>v. Por lo tanto,

Il = llall*IvI* = llal*al*.

2 _ lwl?

Ast, ||q)* = HHZHQ = -, pues lql|? = I. Finalmente, por la ecuaciéon (2.1.3) sabemos que

2K = (q,q), por lo tanto

LIP|> 172 1 |w|?
K== —L 4z .
2 M * 21 * 2 I
Notemos que, por (e) del teorema@ se satisface I = 2,/||w]]. [ |

Como la energia cinética del espacio de forma esta dado en términos de la masa métrica

(la masa métrica da una norma al espacio), entonces podemos definir la métrica del espacio
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de forma.

Definicién 40 (Métrica del espacio de forma). La métrica del espacio de forma es el
doble de la energia cinética del espacio de forma Kforma, cuando es visto como una métrica

riemanniana en el espacio de forma.
Por la proposiciéon anterior, la métrica del espacio de forma esta dado por

_dwi 4 dw3 + dw}

ds? =
forma, .
2¢/w? + w3 + wi

Esta métrica define la longitud [ de una trayectoria ¢ en el espacio de forma como

b
l(C) = /dsforma = / V 2Ktormadt.

Ademas, define la distancia entre dos puntos del espacio de forma como el infimo de las

longitudes de todas las trayectorias que unen los dos puntos.



Capitulo 3

Construccion del plano hiperboélico
como reducciéon de un problema de

tres cuerpos en el plano.

En este capitulo mostraremos como construir el plano hiperbdlico a partir de un pro-
blema de tres cuerpos cuyo potencial es proporcional a I/A2, donde I es el momento de
inercia del tridngulo planar formado por los tres cuerpos y A es su area. En 2] [5 21, 26] los
autores nos muestran la reduccion del problema planar de tres cuerpos (con masas iguales)
a la esfera de forma con un potencial correspondiente a o« = 2. Finalmente, construimos el
espacio reducido para la configuraciéon de paralelogramos, subproblema del problema de los

cuatro cuerpos.

3.1. Planteamiento del problema

Como V,, es homogéneo de grado —a, la identidad de Lagrange-Jacobi ([1.2.4]) afirma
que a lo largo de las soluciones de energia H tenemos I = 4H — (4 —2a)Vy,, lo cual implica

que el tnico caso en el que podemos garantizar que I =0escuando o = 2 y H=0.5i

67
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ademas no queremos que el tamano del sistema cambie, entonces I=o.

Veamos el caso H = 0, =V > 0 con V homogéneo de grado —2 dado en .
Sin pérdida de generalidad, restrinjamonos al subespacio de centro de masa (Cg = {q:
miq1 +maqa +msqs = 0}. Por lo tanto, P = 0. Formalmente, la reduccion de la dinamica
requiere fijar el valor del momento angular J. Con J = 0, el problema consiste en resolver
las ecuaciones de Newton en la subvariedad del espacio fase enlacual H=0,P=0,J =0
el =0.

Tres particulas puntuales qi, g2 v g3 se mueven en el plano euclidiano R? = C segiin

las ecuaciones de Newton

0

mpqr = ——=—VI(q), k=123, 3.1.1
s V(@ (3.1.1)
donde V(q) es la funcién potencial, mj, son las masas y q; € R?> = C las posiciones
instantaneas de estas tres masas. Aqui,
71(q)
Via) =— , (3.1.2)
A(q)?

donde A(q) = %(qz —q1) A (g3 — q1) es el area del tridngulo con vértices q = (q1,92,93)
v I(q) = s My flap—au|?

m1+mae+ms

es el momento de inercia del tridngulo q respecto a su centro
de masa. Notemos que en el subespacio (Cg el momento de inercia se reduce a la ecuaciéon
(2.1.6). La constante v > 0 es una constante fisica necesaria para que las unidades del

potencial sean las de energia, por lo que 7 tiene unidades (longitud)?*/(tiempo)?.

Observacion. Una de las preguntas abiertas es saber si existen potenciales de la forma de

la ecuacion (3.1.1)) en algun problema fisico o quimico.

Las afirmaciones (A1) y (A2) de la seccion implican que el grupo G de movimien-
tos rigidos y escalamientos actiian por simetrias en las ecuaciones de Newton (3.1.1f): los
elementos del grupo transforman soluciones en soluciones. En particular, la G-accién resul-

tante en el espacio fase preserva el conjunto de nivel cero comtun de todas las invariantes H,
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P, J, I. Por lo tanto, el espacio cociente del conjunto de nivel cero {H =J =P = I= 0}
por G es un espacio en el que las ecuaciones de Newton mantienen una dindmica inducida

bien definida. Llamaremos a la dindmica en este espacio cociente la dindmica reducida.

3.2. Construccion del plano hiperbélico

La esfera de forma S? se encuentra dentro de R3 como el conjunto wf + w3 + w? = 1.
Asi, la métrica redonda estandar es la restriccion de la métrica dw? + dw3 + dw3 de R3
a la esfera S2. Multiplicando esta métrica por el factor conforme w%% se obtiene una métrica
en cualquiera de los hemisferios de la esfera que es isométrica al plano hiperbodlico estandar
(ver el apéndice [A|o [6] para méas detalles sobre los modelos hiperbolicos). Este modelo del

plano hiperboélico se conoce como el modelo Jemisphere. El siguiente resultado afirma

que conseguiremos el modelo Jemisphere por reduccion si tomamos el potencial (3.1.2)).

Teorema 7 (Teorema 1 de [27]). Cualquier solucion a las ecuaciones de Newton (3.1.1))
para la cual H=J =P =1 = 0, es proyectada, por la proyeccion del espacio de forma,
como una geodésica para el modelo Jemisphere. Inversamente, cada una de estas geodésicas

es la proyeccion de una solucion de las ecuaciones de Newton.

Demostracion. El teorema de Jacobi [4] se aplica a cada nivel de energia fijo. En el nivel
de energia H = 0, las soluciones a las ecuaciones de Newton con energia cero son, salvo

reparametrizacion, geodésicas de la métrica de Jacobi-Maupertuis

(a,9) =2U(q){(q,q) (3.2.1)

en C3\ {V = oo}, donde U = -V = ZI(E;)‘%. Aqui,

(q,q) = 2K (dq) := m1|dﬁll\2 + mzldq2!2 + ms\d(h!?

denota el producto interno euclidiano en C? asociado a la energia cinética, visto como una
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métrica riemanniana.
Notemos que el potencial (3.1.2) escrito en términos de Z; y Zo, usando (2.3.2)) y
(2.3.12)), puede escribirse como

(% + %)
l*Zl/\ZQ 2
2 pipe
_ 431217 +120%)
(Zl A Z2)2 '

V(Z1,25) =

(3.2.2)

Como el subespacio C2 = {q € C3 : qun = 0} = C? C C3 es totalmente geodésico
para la métrica (3.2.1)), entonces podemos restringir la métrica de Jacobi-Maupertuis a este

subespacio C3. Asf,
(Z,2)] =2U(Zy, Z2)(Z,Z), con Z=(Z,7Z) € C3. (3.2.3)

Usando la proyeccion 7y, : C3 — C2, definida por (2.3.4) y con inversa dada en (2.3.5),

podemos escribir las geodésicas en términos de las coordenadas Z; y Zo, y viceversa. De

hecho, puesto que m1|q1|> + malqa|? + ms|qs|* = |Z1|? + | Z2|?, tenemos que 7y, : C2 — C2
es una isometria.

Ahora, sea 77 : C?> — R3 dado por
1 _ _
"2y, Zy) = (2(|Zl|2 — Z2|2),Re(Z122),Im(Z122)> = (w1, wa, w3).

Como Z1Z3 y (3.2.2)) son invariantes bajo rotaciones, y por tanto también (3.2.3)), entonces

la métrica baja al espacio cociente C2/S! = R3. Mas atin, como (-, -)J es invariante bajo
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escalamiento complejo, pues para cualquier A € C\ {0} se tiene

(\a, A@)j = 2U(Aq)(Aq, Aq)
=2(-A"*V(a))\*(q,q)
=2(=V(a)){q,q)
=2U(a)(q, q)

= (q,q)]

Entonces, por la proposicion [5} existe una tinica métrica riemanniana (w,w)g en R3\ {V =

t

oo} tal que 77 es una submersion riemanniana, donde

(w,w)d = 2U(w){w,w) con w = (wy,ws,ws) €R3\ {V = o0}.

A continuacién encontraremos una expresion explicita para la métrica (w, w)g . Sea dWQOt

la matriz jacobiana ([2.5.6]), esto es

1 Y1 —T2 —Y2

dﬂ'%Ot = xo Y2 1 Y1 . (324)

—Y2 T2 Y1 —I1

rot

Asi, por lema 7 de [2], dnj" es suprayectiva con inversa lineal derecha

ry T2 Y2

(dnff) ! = 1 wooye w2 | (dmiet)T .
z |Z11% + | Zo? |21 + | Z2?

—X2 1 Y

—Y2 Y1 —I1

Sean w € R3 y Z € C? tal que 7"°(Z) = w. La fibra sobre w es la subvariedad F,, =

(m7°!)~L(w). El espacio vertical Vz en Z es el espacio tangente a su fibra. Ademas, por el
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teorema [3]

Vz = Tz(F,) = Ker(drif"),

con espacio horizontal
Hy =Vy ={Z2:(2,Z)=0 YV ZeVz}

Notemos que los complementos ortogonales de un subespacio con distintas métricas
conformes son iguales, esto es, Hz = {Z : (Z, Z)‘OI =0 V Ze€ Vz}. Ademaés, la restriccion
de dﬂ'g’t a Hyz es un isomorfismo lineal entre Hz v T,,R>. La métrica riemanniana en C? da
productos interiores a Hgz y a T,,R3, la primera por restricciéon y la segunda por restriccion
a la horizontal compuesto con el diferencial dr%’. Entonces, el producto interior para R3

(TLR? =R3), con Z = (21, Zs) € Hz v drif'(Z) = v = (v1,v2,v3) € R3, es
(dn"(Z), dm'(2)) = (Z, L)y,

donde (Z, Z>‘07 es la métrica en C3 restringida al espacio horizontal Hz.
Usando las expresiones w3 = —Z; A Zo (ecuacion [2.3.13), I = |Z1|> + |Z2|? para

cualquier Z € C? y w} + w3 + w? = (1/2)? (por teorema@, inciso e), obtenemos

(dry(Z), dny? (Z2))§ = (2, Z)
= 2U(Z1, Z2)(Z, Z)

T (AR
(Zl A Z2)2

2 2[
7:“’1/;2 T

1]

=38
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La propiedad de submersion riemanniana implica que m mapea geodésicas para (-, >g que

son ortogonales a las fibras a geodésicas en la métrica 77 (., >0‘] , por la proposicién@ Donde

779 (-, )J es la métrica Jemisphere

2 2 2
W:Ot<’y’ /U>g _ del + dWQ + d'UJg

, 3.2.5
2 (3.2.5)

con ¢ = 32yulu3. Inversamente, por la proposicion E', cada geodésica en la Jemisphere es

la proyeccién de una geodésica en C3\ {V = oo}. [
IG
% espacio de

configuracion
l T

[ =/

esfera de forma

Figura 3.1: La proyeccion del espacio forma es una submersién riemanniana.

Usaremos el siguiente resultado para obtener la curvatura de H, con métrica d§%{, usando

la métrica Jemisphere (3.2.5). Aqui, ds%, = cds?.

Lema 3. Dada una superficie dotada con métricas conformes ds® y ds? = Uds®. Entonces

sus curvaturas K y K estdn relacionadas mediante la igualdad

K:U*(K—éAbﬁ@),
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donde el laplaciano A es con respecto a la métrica ds®.
Del apéndice [A] sabemos que

dy3 + dy3
y?

o (cds?) = ¢ = cds?.

Como la curvatura K de la métrica de R? es K = 0, entonces, de acuerdo al lema

_ 1
K= fﬁU_lAlog(U) (3.2.6)

es la curvatura de H. Luego, tomando U = c/w?Q) Vv ya que

_ UAU VU2
_ UAU - IvUl*

A(log(U))

entonces,

NOTEANE: 41 G G L

w3 %)2
w3
c (6c) _ 4
_owy \wj3 w§
o <
w3
2
w3’
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OH

Jemisphere

Figura 3.2: Los modelos Jemisphere y semi-espacio H.

3.3. El subproblema del paralelogramo de cuatro cuerpos

En esta seccién introduciremos un subproblema invariante del problema de cuatro cuer-
pos con potencial fuerte donde las particulas se mueven en el plano y cuyas posiciones
son simétricas con respecto a los ejes en el plano, manteniendo asi la configuraciéon de un
paralelogramo. Para hacer esto definamos las superficies invariantes correspondientes a los

problemas del paralelogramo y colineal.

3.3.1. El problema de los cuatro cuerpos

Cuatro particulas puntuales qi, qz2, q3 ¥ q4 se mueven en el plano euclidiano R? = C

segiin las ecuaciones de Newton

0
My = =5 Va(@), b =1,23,4, (3.3.1)

donde my, son las masas, q; € R? = C las posiciones instantédneas de los cuatro cuerpos y

V2(q) la funcion potencial (1.1.3) (con oo = 2), esto es,

Z o iy (3.3.2)

q]HQ

Denotaremos una configuracion del problema planar de cuatro cuerpos como q =

(q1,92,93,94) € C*, con espacio de configuracion C* \ A, donde A = {q € C* : q; =
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q; para algin i # j} denota el conjunto de colisiones simultaneas de dos o més cuerpos.
Consideremos dos subproblemas invariantes para el problema planar de 4 cuerpos con

masas unitarias. Uno de estos subproblemas es el problema colineal de cuatro cuerpos cuyo

espacio de configuracién reducido es denotado por C. El otro corresponde al problema del

paralelogramo de cuatro cuerpos con espacio de configuraciéon reducido dado por

P:={(a,q2,a3,a4) €C*: q1 = —q3 y g2 = —qu}. (3.3.3)

Del ejemplo [6] sabemos que los conjuntos de puntos fijos de involuciones isométricas son

siempre totalmente geodésicos. Sean

¢P(q17q2aq37q4) = _(Q37CI4,Q17C12) y ®C(q17q27q37q4> = (QI7€127Q37€14)

involuciones isométricas. Definamos
P = n(Fix®p) = §%\ {4 puntos} y C = n(Fix®c) = RP?\ RPA, (3.3.4)

donde 7 es el mapeo de Hopf. Aqui, Fix (f) = {p € M | f(p) = p}, para cualquier funcion
f:M — M, S?\ {4 puntos} = CP! y RPA es la proyeccion real de A N 68, donde C} es
el espacio de configuraciones cuyo centro de masa es cero (ecuacion ([3.3.5))).

La superficie P es topolégicamente equivalente a S? menos 4 puntos, o una camisa.

Las perforaciones de S? son debido a dos colisiones binarias (q; = q3 y q2 = q4) y dos

colisiones binarias simultédneas (q1 = q4, Q2 = q3 y 41 = g2, 93 = qq). Ver ﬁgura
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3.3.2. Reduccién del problema

Considerando la simetria del problema: q1 = —q3 y q2 = —qu. El potencial (negativo)

(13.3.2)) se reduce a

1 1 1 1

Uz = + + + :
lar —azll?  llar —q4l*  2llar —asl/?  2[lg2 — qalf?

Comenzando la reduccién mediante el grupo de traslaciones R?, podemos identificar el
cociente (C*\ A)/R? con el espacio de configuraciones cuyo centro de masa estan en el
origen, esto es,

C3:={qeC*\A:q +qo+q3+aqs=0}. (3.3.5)

Notemos que de (Cg podemos concluir que el momento lineal total P es cero. Ademas, que
C3 = C3\ {r;; = 0}, donde r;; representa la distancia ||q; — q;||.

Consideremos las coordenadas de Jacobi

(a1,92,93,q4) = (a2 — a1, —q2 — q1) =: (21, 22) € C?, (3.3.6)

y el mapeo de Hopf
1 2 2y . = 3
(21,22) — 5(\21] — |22|%), 2122 | = (w1, wa, w3) € R, (3.3.7)

Ademaés, por teorema [0}

I=|5)?+ |2)* = 24/w} + wi + w3, I = constante. (3.3.8)

La siguiente proposiciéon describe la relacién entre los puntos del espacio de configuraciéon

P y las distancias mutuas r;;.
Proposicion 14 (Lema 6 de [16]). Para w = (w1, w2, w3) € P, tenemos

1. 73 = |z|* = % + wy,
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2.1}, =|2?= % —wq,
8. riy =21+ 2|? = I + 2w,
4. 13, =21 — 2> =1 — 2ws.

En particular, observemos que w; = 0 si y solo si la configuraciéon es un rombo. Por otra
parte, wy = 0 si y solo si la configuracién es un rectangulo. Asi, tenemos que en el polo

norte o sur la configuracion es un cuadrado. Ver figura [3.3]

Demostracion. 1. De (3.3.8) obtenemos |z|? = I —|21|%. Luego, sustituyendo la igualdad

anterior en £ (|z1|> — |22|%) = wy y despejando |z |?, obtenemos

I
|Zl‘2 = 5 +w1.

2. De la simetria del problema q4 = —q2 y de las coordenadas de Jacobi (3.3.6]) tenemos

por una parte que

riy = lan — aal]® = llay + @2f|? = | — 22)* = |22/

Por otra parte, sustituyendo [z1]? = I — |22/ en 3(|z1]% — |22|%) = w1 y despejando

|22|? llegamos a |2z2|> = £ — wy. Por lo tanto, 17, = [22]? = £ — wy.

3. De la simetria del problema q3 = —qq, y de las coordenadas de Jacobi ([3.3.6) obte-

nemos

A+zm=(@Q-—q)+ (- —-—q)=—-q —q1 =q3 — q1.

Por lo tanto, T%3 = |21 + 22/|%. De las propiedades de los niimeros complejos vemos que

1
Wy = Re(leg) = 5(2122 + lez) (3.3.9)
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|Z1 + 22‘2 = (21 -+ 22)(51 + 22) = |21|2 + 2129 + 2122 + |22|2.

Obteniendo asi |21 + 22|? = |21|> + 2ws + |22]2. Por lo tanto, tomando en cuenta a la

ecuacion (3.3.8)), 75 = I + 2ws.

4. Analogamente, de la simetria del problema q4 = —qs, y de las coordenadas de Jacobi
" obtenemos z; — 22 = q2 — qq. Entonces |21 — z2]2 = 7434. Luego, usando "
y (3.3.9), llegamos a

2zl — Z2!2 = (21 — 22)(Z1 — 22)
= 2121 — 2122 — 2122 + 2222
= |21)? — 2wq + |22

:I—2w2.

Por lo tanto 73, = I — 2ws.
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w3
cuadrado
\\
\
) rombos
\
‘\
4,3
1
I L e e \— _
=TT 00 T T--_
16 14 21 > 421 w2
3 se L
55 " colineales
ll
1
1
rectangulps
/I
/
w1 )
cuadrado

Figura 3.3: La esfera de forma para la configuracion de paralelogramos.

La esfera de forma o espacio reducido correspondiente a la configuracién de paralelo-
gramos en el caso de masas iguales. El ecuador corresponde a paralelogramos colineales.
Existen dos colisiones binarias y dos colisiones binarias simultaneas en el ecuador. Los rom-
bos y rectangulos son grandes circulos y estos intersectan en los polos, que corresponden a

cuadrados distinguidos solo por su orientacion.

Observacion. Usando un potencial similar (o igual) a descrito en el capitulo @ Y
por un procedimiento similar al realizado en la seccion[3.9, también es posible construir un
modelo del plano hiperbolico a partir del problema de cuatro cuerpos, con la configuracion de
paralelogramos, induciendo la métrica de Jacobi-Maupertuis al espacio cociente (C*\ A)/G
por medio del proceso de reduccion de C*\ A mediante el grupo G de traslaciones, rotaciones

y escalamientos.



Capitulo 4

Encaje del problema de Kepler como

una superficie de revoluciéon

Entre los ejemplos de variedades diferenciables, las superficies méas simples son las fun-
ciones real valuadas definidas en el plano y las gréaficas de funciones dentro del espacio
euclidiano tridimensional. Por otro lado, las superficies de rotacién son otra familia simple
de variedades en R?. En un contexto fisico, el problema de Kepler y la métrica de Jacobi
(métrica de Kepler) correspondiente también son invariantes bajo rotaciones del plano. Por
lo tanto, es natural preguntarse si esta métrica puede representarse como una superficie
de revolucion en R3. En este capitulo se estudiara la geometria de la métrica de Kepler
y el problema de encajamiento. Los encajes de las métricas con h > 0 como superficies
de revolucion en R3 son construidos explicitamente, sin embargo, el encaje global no existe
para h < 0 debido a la singularidad de la métrica en la frontera del espacio correspondiente.
Concluiremos el capitulo mostrando un teorema, debido a Richard Moeckel, (ver teorema
que afirma que el problema de no poder encajar el espacio de configuracion admisible

correspondiente a h < 0 no es exclusivo del problema de Kepler.

81
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4.1. El problema de Kepler

El problema de Kepler o problema de fuerza central (caso especial del problema de dos
cuerpos) se refiere al movimiento de una masa puntual en el plano bajo una fuerza central.

Denotemos como q = (z,y) la posicion de la masa m > 0. Las ecuaciones de Newton son
(4.1.1)

donde G es la constante de gravitacion universal.

Observacion. Notemos que si q(t) es una solucion de (4.1.1), entonces Q(t) = kq(t),
k > 0, resuelve una ecuacion similar con G reemplazado por k>G. Asi, podemos asumir que

G=1.

Usando (1.1.7) y definiendo p = ¢ el problema de Kepler con G = m = 1 se convierte

en el hamiltoniano

lpl* 1
H(q7 p) = - )
2 d
y ecuaciones de Hamilton
. . q
q=p, p=— . (4.1.2)
lall®

Veamos que la constante de movimiento h (la energia total H(g, p) = h es una constante

de movimiento) la podemos restringir a los niveles de energia h = 0,1, —1.

Proposiciéon 15. Si k312 =1, con k,l € R, k>0 y 1 # 0, y (q(t),p(t)) es una solucion
de (4.1.2) con energia h, entonces (Q(t), P(t)) = (kq(it), klp(it)) también es solucion de
[@.12) pero con energia k*1%h.

Demostracion. Si (q(t), p(t)) es una solucion, entonces se satisfacen las ecuaciones

o R ()
alt) =p(), () =1G(1t) = b -



4.1. El problema de Kepler 83

Por lo tanto, usando 12 = 1/k3, obtenemos

P q(lt)
la(lt)|?
L kq(lt)
— Bla@))?
L kq(lt)
(ka3
Q(t)
Q)P

Luego, usando nuevamente la hipotesis k212 = 1, llegamos a

I— [kp()|*> 1
2 |kq(lt)]]
_ RPp@)|* 1272 1
2 la(it)]]
= K*2H(q(It), p(it))
= k21%h.

Asi, eligiendo k, [ podemos escalar la energia por cualquier constante positiva para conseguir

h=0,1,-1. ]

2 2
Sean H(q,p) = @ +V(q) = ”sz — U(q) cualquier sistema hamiltoniano planar y h
un nivel de energia fijo. La correspondiente métrica de Jacobi-Maupertuis en el espacio de

configuracion admisible (o h-espacio de configuracion con desigualdad estricta)

Mh = {q: (.’E,y) : thU(.’E,y) > O}
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esta dado por

g =2(h+U(z,y))(dz? + dy?), U=-V>0.

Para el problema de Kepler, si (q(t), p(t)) es una solucion con energia h, el teorema de Jacobi
nos asegura que q(t) € M, es una geodésica de la métrica g. Inversamente, dicha geodésica
siempre puede ser reparametrizada para dar una solucion (q(t),p(t)) = (q(t),q(t)) de
con energia h. En este contexto, tenemos que

1 1
g=2(h+——|(d2* +dy*) =2 h+ - ) (d2® + dy?), (4.1.3)
Vaz+y? r
donde r = /a2 +y2 yU = -V = % Para h > 0 el espacio de configuraciéon admisible
corresponde a Mj, = R?\ {0}. Para h < 0 tenemos un disco, M}, = {7‘ < ‘—,1”} La métrica no

esta definida en la singularidad de colisién, r» = 0, y tampoco en la frontera de M), cuando

h < 0.

4.2. Geometria de la métrica de Kepler

Ahora estudiemos la geometria diferencial de la métrica . Eliminar el factor 2
de la métrica no afecta a las geodésicas, la métrica resultante sera llamada la métrica de
Kepler. Por la proposicion [I5] podemos restringir nuestra atencion a los casos h = 0,1, —1.
Para h = 0,1 tenemos una métrica en R?\ {0}, mientras que para h = —1 el espacio M}, es
el disco unitario ® = {r < 1}. Comencemos escribiendo la métrica de Kepler en diferentes
sistemas coordenados.

Debido a la simetria circular (invariante bajo rotaciones en el plano) de , es

natural comenzar con las coordenadas polares, entonces

g= (h + 1) (dr? +r2do?) = (h + 1) dr?® + r(hr + 1)d6>. (4.2.1)
T T
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Una forma estandar para una métrica rotacionalmente simétrica es
g = ds* + a(s)?db?,

donde s es el parametro de longitud de arco a lo largo de un segmento de linea radial.

Comparando las métricas anteriores e integrando el factor

1
ds = 1\/h+ —dr
r

obtenemos

NG h=0
s =3 AT 4 senh(yF) B 1
r(1—7r)+sen~(yr) h=-1

Ademas, a(r) = y/r(hr + 1). Para encontrar a(s) es necesario invertir las formulas de s(r),
y esto puede hacerse explicitamente solo para el caso h = 0. Como a(r) = /Ty s = 21
entonces a(s) = s/2, y por tanto

2
g:d52+szd92, h=0.

V3

Notemos que usando la parametrizacion (s, 6) — (5 cosf, 5 sen6, 733) de un cono circular,
su métrica inducida para la métrica euclidiana es igual a g. En efecto, los vectores tangentes
del cono son

ﬁ = ECOSG,lseHG,Q
2 2 2

— = <—§Siﬂ9,%€089,0> :



4.2. Geometria de la métrica de Kepler 86

Luego, (%, %) =1, <%, %) =s%/4y (%, 8@> =0.

Si una métrica general con simetria de rotaciéon en coordenadas polares es escrito como
g = E(u)du®+2F (u)dudf+ G(u)dh?, entonces las coordenadas isotérmicas son caracte-
rizadas por requerir que F'(u) = 0y E(u) = G(u). Asi, comparando g = G(u)du?+G (u)df?
con la métrica vemos que

r(hr + 1)du® = (h + i) dr?,
donde G(u) = r(hr 4+ 1). Integrando obtenemos
u=Inr, r=e",
y la métrica se transforma en
g = e“(1 + he")(du® + db?).

Para h = 0,1 tenemos —oo < u < oo, mientras que para h = —1 tenemos —oo < u < 0.
Finalmente, queremos coordenadas simplécticas (7, 6) tales que F(1) =0y E(1)G(7) =
1. Notemos que cuando h = 0, las coordenadas polares son siempre simplécticas con 7 = r,
E(t) =1y G(r) = 7. Usando vemos que G(7) = r(hr+1) y E(t)dr* = (h+ 1) dr®.
Como E(7)G(1) =1 entonces
dr = (hr + 1)dr,

que al integrar obtenemos 7 = hTTZ + 7. Asi, para h = +1

2
T:T:i:r—,
2

y por tanto, resolviendo la ecuacion cuadratica, r = +(—14+/1 &+ 27). Luego, como G(7) =
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+72 4+ r entonces

G(r)=4(-1+vV1£2r) F1+V1+2r
=+1F2V/I+2r+1+2rF1£VI£27
=+vV1+t2r4+ 271

=+v1E£27(v/1£27 - 1).

Si G(1) = ¢(7), la métrica toma la forma

1

2 2
¢(T)d7 + ¢(7)do".

g

El rango de 7 es (0,00) para h = 0,1y (O7 %) para h = —1.

La primera forma fundamental de una superficie proporciona informacién sobre algunas
propiedades geométricas tales como la longitud de una curva, el area de una regién, las
trayectorias més cortas y la curvatura gaussiana de la superficie. Veamos algunos invariantes
geométricos de la superficie de Kepler.

De las funciones G(1) = 7 (para h =0), ¢(7) = V1 +27(v/1+27—1) (parah=1) y

é(1) = —v/1—=27(/1 =27 — 1) (para h = —1) obtenemos la longitud de arco de los rayos
radiales, s = oo para h = 0,1 y s = w/2 para h = —1. El area del disco de radio r centrado
en el origen estd dado por

2r pr(r) 2
A(r) = // VEG — F2dtdf = / / dtdf = 2n7(r) =27 (hr + 7“) .
o Jo

2

Finalmente, la curvatura de Gauss puede ser calculada usando férmulas estdndares en cual-

quiera de los sistemas coordenados. El més facil es en las coordenadas simplécticas donde
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tenemos
0 h=20
K= _Lég(T) — -1 _ -1 h=1 (4.2.2)
2 2(1427)3/2 = 2(1+r)3 -
1 _ 1 _
2(1-27)3/2 7 2(1-r)3 h=-1
Notemos que en el caso h = 1 tenemos curvatura negativa, mientras para h = —1 tenemos

curvatura positiva con K(r) — oo cuando r — 1.
Finalmente, observemos que, para la energia negativa, la métrica de Kepler es un ejemplo

de la métrica de Zoll, esto es, una métrica cuyas geodésicas son todas cerradas [4, 35].

4.3. Encaje como superficie de revolucién en R?

Dado que la métrica de Kepler es rotacionalmente simétrica, es natural preguntarse si
puede realizarse como una superficie de revolucion en el espacio euclidiano R3. Este ejemplo
también esta discutido en [31) seccion 2.3].

Sean (p, 0, 2) las coordenadas cilindricas en R3, la métrica euclidiana es
gp = dp* + d2% + p*db>.
Buscamos un encaje de la forma p = f(r), z = g(r) que da la métrica
g = (f(r)* +g(r)?)dr® + f(r)*de?,

donde f y ¢ denotan la derivada usual de una funcion, es decir, f = % yg= %. Compa-

rando con tenemos que
: 1
fOP+9()? =h+—, Vr(hr+1) = f(r). (4.3.1)

Derivando la segunda ecuacién de arriba y substituyendo el resultado en la primera ecuacién
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de (4.3.1), obtenemos (para h = 0)
I =3 NG

Por lo tanto, por (4.3.1) e integrando ¢(r), cuando h = 0 llegamos a
,O:f(T‘):\/;, Z:g(r):\/377

el cual describe una linea en el plano (p, z) con pendiente v/3. De [31] sabemos que el mapeo
(r,0) — (p,0) es isométrico si y solo si f(r)2 + g(r)% = h + Ly r(hr+1) = f(r).

Entonces, rotando la linea alrededor del eje z obtenemos un cono circular isométrico a
la superficie de Kepler correspondiente. El d&ngulo entre el eje z y el cono es tan~'(1/v/3) =
/6. Si se corta el cono a lo largo de una curva radial y se aplana se obtiene un semiplano
perfecto, es decir, después del aplanamiento, el dngulo entre los dos bordes cortados es
exactamente m. Las geodésicas, que representan las érbitas parabolicas del problema de
Kepler, pueden representarse dibujando lineas rectas en una hoja de papel y pegar los bordes
del papel para formar un cono. La curva que genera la superficie est4 dado paramétricamente
como (p, z) = (y/r,V/3r). La superficie y una geodésica se muestra en

Ahora supongamos h = 1. Encontramos que

[ = D), g = oA

dr(r+1)°
Ocupando las identidades del libro [19, pags. 60-63] podemos integrar g(r). De la formula

t2 g — a? 20 b
VE =)+ Va2 b2 He Va2 + b2

'Si dos superficies M; y M, pueden parametrizarse de modo que sus primeras formas fundamentales
coincidan, entonces las superficies son isométricas. La isometria entre M1 y Ma> se define por una corres-
pondencia uno a uno de los puntos con coordenadas iguales. Inversamente, si M; y M2 son isométricas,
entonces pueden ser parametrizadas de tal forma que sus primeras formas fundamentales coincidan.

t =ancu, k=
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Figura 4.1: Encaje de la superficie de Kepler con h = 0.

y por el cambio de variable ¢(r) = /3 + 4r, obtenemos

(T)_/T ﬂdr—/t(r) i = §/nc2udu
= fo N+ " " s VB 3@+ 2 )

donde nc(u, k) = 1/1+ %’”. Luego, usando la identidad

/dn2udu=k2u+dnuscu—k2/n02udu

llegamos a

g(r) = g (u +4dnuscu — 4/dn2 udu) = ;u + 6dn(u, k)sc(u, k) — 6 E(u, k),

donde dn(u, k), sc(u, k), y nc(u, k) son funciones elipticas de Jacobi y E(u, k) = [ dn’u du

es la integral eliptica de Jacobi de segundo tipo con moédulo k& = 1/2. La curva que genera
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la superficie estd dado paramétricamente como (p, z) = (1/7(r + 1), g(r)) y la superficie se

muestra en

5

Figura 4.2: Encaje de la superficie de Kepler con h = 1

Finalmente, consideremos la superficie de Kepler con h = —1. Dado que la métrica de
Kepler se anula en la frontera del disco unitario © = {r < 1}, no es posible obtener un
encaje valido para 0 < r < 1. En cambio, podria ser valido para 0 < r < 1 usando el cambio
de coordenadas (p, z).

Un encaje con p = f(r), z = g(r) debe satisfacer

J0) = VrT=n), P g = -1

Substituyendo la primera de estas ecuaciones en la segunda obtenemos

) 3—A4r
§(r)* = ar(l—r)’
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Claramente, esto puede ser valido solo para 0 < r < 3/4, el cual nos indica que un encaje
para toda la superficie es imposible. Nuevamente, con ayuda de las identidades de [19]

podemos integrar g(r). De la formula

/ —
V=)@ + )

t=bcnu, k=

b? 9
———— | cn“udu, —_—,
vzl Ve

y con el cambio de variable t(r) = /3 — 4r, obtenemos

Tl 3—dr /W) t2dt 3 / )
r) = — dr=— = — [ ecn”udu,
9(r) /0 \/ 4r(1 =) i /B2 1+ 2

donde cn(u, k) = — 43—7" es la funcion eliptica de Jacobi. Luego, usando la identidad

/dn2u du = k*u + k2/0n2u du

llegamos a

4
g(r) = 3 (3 /anudu - u> =2F(u, k) — gu,

donde E(u, k) = [ dn? wdu es la integral eliptica de Jacobi de segundo tipo con modulo
k = /3/2. La curva que genera la superficie esta dada paramétricamente como (p, z) =
(v/7(1 —7),g(r)) y la superficie se muestra en .

La falta de un encaje global puede ser explicado de un modo diferente usando diferentes
coordenadas. En coordenadas simplécticas, el criterio para la existencia de un encaje como

superficie de revolucion es |¢| < 2, ver la Proposicion 2.3 en [I5]. Para la superficie de

Kepler con h = —1 tenemos ¢(7) = —/1 — 27(y/1 — 27 — 1) y por tanto

1

AN =2= =

Entonces, |¢| < 2 siy solo si 7 < 15/32. Como 7 = r — 12/2, entonces r — r2/2 < 15/32 si

y solo si r < 3/4.
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Figura 4.3: Encaje parcial de la superficie de Kepler con h = —1

La falta de un encaje cerca de la frontera del espacio de configuraciéon admisible no es
especial del problema de Kepler, sino una caracteristica general de los problemas de fuerza

central planar. Considerar la métrica de Jacobi-Maupertuis asociado al potencial U(r) con

r = /22 + y2. En coordenadas polares tenemos
g=(h+U)dr? +r*(h + U)db?, (4.3.2)

donde se ha eliminado el factor 2 como antes. En la frontera del espacio de configuracion
admisible podria estar una curva donde U (r)+h = 0 con un anillo o collar abierto alrededor

donde U(r)+h > 0. Resulta que generalmente es imposbible encajar tal anillo abierto como
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una superficie de revolucion.

Teorema 8 (Teorema 1 en [23]). Supongamos que U(r) es una funcion analitica tal que
U(r) + h tiene un cero aislado en r = rg > 0. Ademds, supongamos que existe un € > 0 tal
que U(r)+h>0enrg—e<r<rygoryg<r<ry+e o ambos. Entonces, existe § > 0 tal
que la métrica en la parte del espacio de configuracion My, = {U(r) + h > 0} con

0 < |r—1ro| < 0 no admite un encaje como una superficie de revolucion en R3.

Demostracion. Como en los casos anteriores, un encaje general toma la forma p = f(r),

z = g(r) en coordenadas cilindricas en R donde f(r), g(r) deben satisfacer
fr)y=rvVU+h  f(r)>+g(r)>=U+h.

Asi, de la segunda ecuaciéon obtenemos

rU(r)(rU(r) + 4(U + h))

Gy = 4(U + h)

(4.3.3)

Es suficiente mostrar que el lado derecho de esta ecuacion es siempre negativo en un intervalo
de la forma (rg — d,79) o (19,70 + 0) tal que U(r) + h > 0. Ya que U(r) es analitico y 79 es
un cero de orden finito [1], digamos d > 1, entonces podemos escribir

(r —70)"

U(r)=—-h+c 7

+O(|r —rol™)

para algiun ¢ # 0. Si d es par, entonces debemos tener ¢ > 0, asi U(r) + h > 0 en ambos
intervalos (rg — d,79) o (19,70 + 0). Si d es impar, entonces U(r) + h cambia de signo en g
y queremos encontrar el intervalo que cumpla U(r) + h > 0.

Denotemos como G(r) el lado derecho de la ecuacion y pongamos Ar =1 — 1.

De la serie de Taylor para U(r) obtenemos

G(r) = —icArd_2(dr2 + O(Ar))
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para Ar # 0. Si d es par, entonces ¢ > 0 y Ar¢=2 > 0 y por tanto G(r) < 0 para |Ar| < 0.
Asi, la métrica en (rg — d,79) o (9,70 + ) no puede ser encajada como una superficie de
revolucién. Si d es impar existen dos casos. Si ¢ > 0 queremos el lado de ry que satisfaga
Ar > 0, es decir, con r € (rg,79+0). Entonces, Ar?=2 > 0y por tanto G(r) < 0 para Ar > 0
suficientemente pequeno. Si ¢ < 0 nos interesamos en el lado de 1y con Ar < 0, es decir,
con 7 € (ro — d0,79). Asi, cAr¢=2 > 0 y por tanto G(r) < 0 para Ar < 0 suficientemente

pequeno. |



Apéndice A
Modelos hiperboélicos

A.1. Meétricas

La geometria riemanniana se ocupa principalmente de las propiedades que conservan
las isometrias. Si (M, g1) y (N, g2) son variedades riemannianas, un difeomorfismo ¢ de M
a N es una isometria si ¢*g2 = g1. Decimos que (M, g1) y (IV, g2) son isométricos si existe
una isometria entre ellos. Podemos encontrar tres clases de espacios modelo (o variedades
riemannianas modelo) altamente simétricos de la geometria riemanniana: el espacio eucli-
diano R"™, las esferas S™ y el espacio hiperbolico H". En este apartado s6lo se mencionan
algunas propiedades del espacio hiperbélico, ver [6] para mas detalles.

En el espacio hiperbolico H™ existen cinco modelos analiticos donde cada modelo tiene
su propia métrica, geodésica, isometria, etc. Ademas, cada uno esta definido en un subcon-

junto diferente de R™*!, llamado su dominio.

» El modelo del semi-espacio H = {(1,z2,...,Zp41) : Tnt1 > 0}, con métrica rieman-
niana
dz3 + -+ da?
dS%{ — 2 5 n+1 .
$n+1
= El modelo del disco de Poincaré I = {(x1,...,2,,0) : 22 +---+ 22 < 1}, con métrica

96
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riemanniana
d 2 . d 2
dsj =4 xl: - x,; 2
(1 Ty xn)
» El modelo Jemisphere J = {(z1,...,2p41) : 23+ + 22, = 1y 2,41 > 0}, con

métrica riemanniana

dsy = dx%_+.'.+_dx%+1.

2
xn+1

» El modelo de Klein K = {(z1,...,2,,1) : 23+ -+22 < 1}, con métrica riemanniana

052 — daf + -+ da? N (z1dar + -+ - + Tpdy)?
A-d— -2 " (- —a2p
» El modelo del hiperboloide L = {(z1, ..., %n, Tni1) : 23+ ~—|—x%—xfl+1 =—-1yzy >

0}, con métrica riemanniana
2 2 2 2
dsj =dxy +--- +dz;, —dx;, .

Para ver que estos cinco modelos son isométricamente equivalentes, necesitamos descri-
bir las isometrias entre ellos. Usemos el modelo de la Jemisphere como modelo central y

definamos para cada uno de los demas una funcién hacia o desde J.

» La funcion «: J — H es la proyeccion central desde el punto (—1,0,...,0), definida
por
219 2Tp41
.. — 1 .. .
(xla 7xn+1) < ’$1+1, 71:1_'_1

» La funcion 3 : J — I es la proyeccion central desde (0,...,0,—1), definida por

(xl,...,a;n+1)»—> < 1 .. In 0)

RS R
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s La funcién n : K — J es la proyeccion vertical, definida por

(T1y.e oy Tpy 1) — <x1,...,xn,\/l—mf—~-—x%>.

» La funcion ¢ : L — J es la proyeccion central desde (0, ...,0,—1), definida por
T x 1
(wl,...,$n+1)'—>( Sy n s )
Ln+1 Tn+1 Tntl

Cada funcion puede ser usada en el modo estandar para extraer la métrica riemanniana
del codominio al dominio y verificar asi que las funciones son isometrias. Se haran dos de
los cuatro célculos pullback correspondientes a las funciones a y .

Primero veamos que o*(ds%;) = ds%. Como

2x9 _237n+1
1Y T T

Y2 =

entonces

2dzi(x1 +1) — 2widxy 2 < . T dm1> .

dA: — —_
v (z1+1)2 x1+1 1+ 1
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Asi,

n+1
(r1+1)? [ 4 ( 5 2madxo x3 2)
= dxs — dxy + dx
42 [+ 12\ T (g 2
4 2T p41dTp11 22 1
o= (g2, = Sl g _ontl g2
(r14+1)2 4 ”i . 2dxy ”Z*:l y dx% ”Z*:l )
dap (e 4+ 1)\ & T Z 12
1 s, 2x1dx? dx?
= de + 1 + 1 1— 562
i (; oAl 1)2( 1
1 n+1
= (Z d:c? + daz%)
J)n+1 =2
1 n+1
N x’%ﬁ‘rl de?
=1
= ds?.

Yaquea:%+---+xi+1:1,

z1dxry = —(xedxg + - - + Tpq1dTpi1)

a3+ +ad =1-af
Ahora probemos que n*(ds?,) = ds%(. Como y; = x; para todo i = 1,...,ny ny_H =

l—y? - —y2 =1-22 —... — 22, Entonces, dy; = dz; para todo i = 1,...,ny



A 2. Geodésicas 100

Yn1dYnt1 = —(z1dw1 + - + 2pd2y). As,

dy? + -+ di? N dy2.,

* 2\ _

m(dsy) = ygz—i—l 3/7%+1
_odaf e dad (wdoy 4+ 2pdag)?
_1_35%_"'_$%+ Uni1
_dat e dad (wday 4+ xpdag)?
_1_53%_..._33% (1_53%_..._;5%)2

_ 7.2
= dsy.

A.2. Geodésicas

Es posible encontrar lineas rectas o geodésicas en los cinco modelos analiticos del espacio
hiperbdlico. Aunque las geodésicas pueden ser encontradas resolviendo ecuaciones diferen-
ciales, es posible deducir la naturaleza de todas las geodésicas mediante simples propiedades
de simetria de la métrica hiperbodlica una vez establecido la existencia de una geodésica en

el modelo del semiespacio.

Teorema 9. Las geodésicas en el modelo del semi-espacio H del espacio hiperbdlico son
lineas verticales en H y semicirculos (con la distancia o métrica euclidiana) cuyos puntos
extremos se encuentran e intersectan la frontera {(1,x2,...,zy,0)} del espacio hiperbdlico

H ortogonalmente.
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vertical

OH semicirculo
Figura A.1: Los dos tipos de geodésicas en H

Definiciéon 41. Sea S™ una esfera de dimension n en el espacio euclidiano (n+1)-dimensional
R"*1. Sea P un plano tangente a la esfera S™ en el punto S, que tomamos como polo sur
de S™. Sea N el punto de S™ opuesto a S, punto que consideraremos el polo norte de S™. Si
x € S"\ {N} es cualquier punto, existe un unico punto w(x) € P en la recta que contiene

a N yu.

La definicién anterior se conoce como proyeccion estereografica de x en P. Notemos
que 7 tiene una extension natural, denotada también por 7, la cual toma todo R* ! excepto

el plano {z : x,, 41 = 1} en P.

Teorema 10 (Conformidad o la preservaciéon de angulos). Sean S™ C R"T! P,

S, N y m (extendido) como en la definicion. Entonces m preserva dngulos entre curvas en

S7\ [N,

Teorema 11 (Preservacion de esferas). Suponiendo la configuracion del teorema an-
terior. St C' es una esfera en S™ que pasa por el polo norte N € S™ y tiene dimension c,
entonces la imagen w(C) C P es un plano en P de dimension c. Si por el contrario C no

pasa por N, entonces la imagen 7(C') es una esfera en P de dimension c.

Por los teoremas |10y los semicirculos (ortogonales en la frontera) en J correspon-

den a semicirculos (ortogonales en la frontera) y lineas verticales en H. Por lo tanto, las
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geodésicas en J son los semicirculos (ortogonales en la frontera) en J.

H

geodésica vertical M

a(M') = imagen
semicircular de M’

semicirculo a~1(M)

M' = rotaciéon semicircular de o~ (M)

Figura A.2: Geodésicas en H

Los semicirculos en el modelo Jemisphere corresponden, bajo proyecciéon vertical, a

segmentos de rectas en K.

Figura A.3: Isometria entre los modelos de Klein y Jemisphere.
La proyeccion a lo largo de la vertical es una isometria entre los modelos de Klein y
Jemisphere del plano hiperbélico.
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Para describir las geodésicas en la métrica Jemisphere en términos de las coordenadas de
Hopf-Jacobi usemos la isometria 1 con n = 2. Esto es, el modelo de Klein se encuentra como
el disco w? + w2 < 1 perteneciendo al plano w3 = 1, tangente a la esfera |w| = 1 en el polo
norte (recordemos que I = 2). Los puntos (wy,ws, 1) del modelo de Klein son proyectados
a puntos (wi, wy,ws) de la Jemisphere, donde w3 = m . Considerando que las
geodésicas del modelo de Klein son las cuerdas Aw;+ Bwy = C'y ya que se mapean sobre las
geodésicas de la Jemisphere, entonces las mismas ecuaciones lineales en w1, wsy caracterizan

a las geodésicas en el modelo Jemisphere.
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