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Resumen

Para describir el flujo de un fluido entre dos regiones homogéneas adyacentes, particularmente en-
tre una regién de fluido y una medio poroso, es indispensable conocer a las variaciones espaciales
de la permeabilidad en la inter-regién fluido-medio poroso. En el contexto del método del promedio
volumétrico, la determinacion de las variaciones espaciales de la permeabilidad requiere el plantea-
miento y solucién de un problema de cerradura local para dicha inter-regién. Desafortunadamente, las
predicciones de la permeabilidad sin la imposicion de restricciones de longitudes de escala o supo-
siciones sobre el problema de cerradura local, no estan disponibles hasta el momento. Este hecho ha
dado lugar a la incertidumbre sobre la validéz de un problema de cerradura local simplificado para
dicho fin. Para responder a esta pregunta en este trabajo se utilizé una simulacion analitica directa que
permitié obtener de manera exacta a los perfiles de velocidad local y promedio, los cuales a su vez
permitieron determinar a las variaciones espaciales de permeabilidad con la misma precisién. Como
consecuencia, se obtuvo un marco de comparacién y una forma cerrada de las ecuaciones promedio
(i.e., los modelos de uno y dos dominios). En general, los resultados aqui presentados indican que un
problema de cerradura local simplificado es una alternativa adecuada para determinar a las variacio-
nes espaciales de la permeabilidad, aunque tambien sugieren que este podria estar limitados a cierta

valores de la porosidad del medio poroso.
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Capitulo 1

Generalidades

1.1. Introduccion

El flujo de un fluido sobre y a través de un medio poroso se encuentra en muchas situaciones
o aplicaciones de la ingenieria quimica. Ejemplos de estas aplicaciones son reactores de lecho fijo
(Duarte et al., 1984; Froment et al., 2011), procesos de secado (Shukla, 1990; McCabe et al., 1993),
procesos de adsorcién (Seader et al., 1998), intercambiadores de calor (Alkam y Al-Nimr, 1999; Targui
y Kahalerras, 2013, 2014), sistemas de filtracién, aislamiento térmico, transporte de nutrientes hacia
estructuras celulares (Yu, 2012), por decir algunos. La importancia del flujo de un fluido en estas
aplicaciones, recae en la influencia que tiene sobre la transferencia de masa y calor desde o hacia el
medio poroso, lo cual puede favorecer o perjudicar a sus desempefios. Este hecho resalta la necesidad
de conocer de manera precisa el campo de la velocidad del fluido y a su vez del desarrollo de modelos
matematicos que conduzcan a predicciones confiables del mismo.

El estudio de la velocidad de un fluido en la configuracién antes mencionada, usualmente se ha
llevado a cabo mediante el uso de modelos en términos de ecuaciones de medio efectivo, donde uno
de los principales objetivos ha consistido en describir a la velocidad en la zona de transicién entre la
regién homogénea del fluido y la del medio poroso (i.e. inter-regioén). Dentro de esta zona de transicién
la microestructura del medio poroso puede cambiar drasticamente, lo cual puede tener efectos signi-
ficativos en la descripcién del transporte (Beaver y Joseph, 1967). Entre los estudios reportados en la
literatura se pueden identificar dos alternativas de modelado para esta situacion. La primera se conoce

como el modelo de un dominio (ODA por sus siglas en inglés, The One-Domain Approach), donde



el transporte se describe mediante una ecuacién promedio que es vélida en todos lados (i.e., fluido
homogéneo, medio poroso homogéneo e inter-regiéon) debido a que considera variaciones espaciales
de sus coeficientes efectivos en la inter-region (i.e., la permeabilidad y la porosidad). La segunda al-
ternativa se conoce como el modelo de dos dominios (TDA por sus siglas en inglés, The Two-Domain
Approach), donde el transporte se describe mediante una ecuacién promedio con coeficientes cons-
tantes para cada regiéon homogénea y ademas la inter-region se reemplaza por una superficie divisoria.
Esta alternativa involucra el desarrollo de condiciones de salto para acoplar a las ecuaciones en la
superficie divisoria, las cuales a su vez contienen coeficientes de salto cuya prediccién requiere de
las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos involucrados en el ODA. Sin embargo, una de
las principales dificultades tanto en el ODA y por consecuencia en el TDA, consiste en determinar
a las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos. Es a partir de estos coeficientes que se in-
corpora el efecto de la microestructura en la inter-region sobre la descripcion del transporte en todo
el sistema. Para el transporte de cantidad de movimiento, se han utilizado interpolaciones heuristi-
cas entre las propiedades de la regién de fluido homogéneo y del medio poroso para describir a las
variaciones espaciales de la permeabilidad (Goyeau et al., 2003), pero dichos modelos no garantizan
una prediccion precisa de este coeficiente y asi como del transporte dentro y fuera de la inter-region.
Este problema se puede tratar mediante el planteamiento y solucién de un problema de valor a la
frontera, que en el contexto del método de promedio volumétrico (Whitaker, 1999) se conoce como
un problema de cerradura local (PCL). Recientemente, para la inter-region fluido-medio poroso se ha
desarrollado el PCL para determinar a las variaciones espaciales de la permeabilidad (Valdés-Parada
et al., 2007a, 2009a). No obstante, las soluciones exactas de los PCL pueden ser muy complicada de
obtener, lo cual a obligado a proponer versiones simplificadas de estos. Dichas versiones simplificadas
se obtienen al filtrar informacién redundante mediante el uso de postulados de escalamiento (Wood y
Valdés-Parada, 2013) en la forma de restricciones temporales y de longitudes de escala. Debido a lo
anterior y al reconocer que en la inter-region un medio poroso puede presentar cambios drasticos de
su microestructura, hay razones para dudar sobre la utilidad de un PCL simplificado para determinar
a las variaciones espaciales de la permeabilidad en una inter-region fluido-medio poroso.

Con respecto a lo anterior, en este trabajo se propone analizar los alcances y efectos que tiene el
hecho de utilizar un PCL simplificado para determinar a las variaciones espaciales de la permeabili-
dad. Para ello se considera un modelo de medio poroso idealizado que consiste en un arreglo de placas

paralelas. Esta configuracion permitird obtener expresiones analiticas del perfil de velocidad promedio



como resultado de promediar el perfil de velocidad local y determinar de manera exacta a las varia-
ciones espaciales de la permeabilidad y de la porosidad. A partir de estas informacion serd posible
llevar a cabo una comparacién con los resultados que se obtendrian con el método clésico utilizado
para describir la transferencia de cantidad de movimiento en un sistema fluido-medio poroso.

Con ese fin, este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el resto de este capitulo se
presenta una revision bibliografica de los trabajos relacionados con los modelos de uno y dos domi-
nios propuestos para describir a la transferencia de cantidad movimiento entre una regién de fluido
y una de medio poroso. Particularmente dicha revision estd orientada a mostrar como habitualmente
se han determinado a las variaciones espaciales de los coeficientes de transporte efectivos del ODA
y a los coeficientes de salto presentes en las condiciones de frontera en el TDA. En el Capitulo 2 se
presentan los modelos de uno y dos dominios para el transporte de cantidad de movimiento entre una
region de fluido y una medio poroso. Ademas se presenta una alternativa que permite obtener el perfil
de velocidad promedio al promediar volumétricamente al perfil de velocidad local y no por la solucién
de las ecuaciones promedio. A esta forma de obtener el perfil de velocidad promedio, en este trabajo,
se conoce como una simulacién analitica directa. En el Capitulo 3 se determinan las variaciones es-
paciales de la porosidad y de la permeabilidad que son necesarios para proporcionar la forma cerrada
del ODA y para determinar a los coeficientes de salto que cierran a las condiciones de salto en el
TDA. Aqui la porosidad se obtiene directamente al relacionar la geometria del medio de medio poroso
utilizado, mientras que las variaciones espaciales de la permeabilidad se obtienen de dos maneras: a
partir de la informacién de una simulacién analitica directa y mediante la solucién de un problema
PCL simplificado. En el Capitulo 4 se evaltian los efectos que tiene sobre la transferencia de cantidad
de movimiento el hecho de utilizar un PCL para determinar las variaciones espaciales de la permea-
bilidad. Esto se lleva a cabo comparando los perfiles de velocidad obtenidos del ODA, del TDA y de
la simulacién analitica directa. Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones generales y

comentarios relativos con este trabajo.

1.2. Antecedentes

Los fendmenos de la transferencia de cantidad de movimiento en la zona de transicién entre una
region de fluido homogéneo y un medio poroso son importantes en muchas aplicaciones de la inge-

nierfa quimica, ya que pueden influenciar a lo que ocurre en las regiones homogéneas. En vista de



ello, muchos esfuerzos han sido enfocados a entender y describir a estos fenémenos, principalmente
mediante el desarrollo de ecuaciones macroscépicas. Como se menciono en la introduccidn, entre los
estudios reportados en la literatura, se pueden distinguir dos alternativas de modelado que hacen uso
de estas ecuaciones (ver Figuras 1.1). Estas alternativas se conocen como los modelos de uno y dos

dominios y se describen a continuacién.

= En el ODA se supone que el sistema fluido-medio poroso estd compuesto por dos regiones
homogéneas y una zona de transicién. Esta zona de transicién se conoce como inter-region
o frontera macroscopica. El transporte se describe mediante una ecuacién promedio conocida
como ecuacién de transporte generalizada (GTE por sus siglas en inglés, Generalized Transport
Equation). El término generalizada significa que la ecuacién es valida en todo el sistema (i.e.,
en las regiones homogéneas y en la inter-region) debido a que en la inter-region sus coeficientes
efectivos son dependientes de la posicion. Esto es consecuencia de que en la derivacién de la
ecuacion promedio no se involucra alguna suposicién o restriccién de longitud de escala. Una
ventaja del ODA es que no requiere de condiciones de frontera dentro de la inter-regién, aunque

ello no evita el hecho de determinar la dependencia espacial de sus coeficientes efectivos.

= En el TDA se supone que el sistema fluido-medio poroso se compone por dos regiones ho-
mogéneas separadas por una superficie divisoria, la cual reemplaza a la inter-regién. El trans-
porte se describe mediante una ecuacién promedio escalada con coeficientes efectivos constan-
tes (i.e., independientes de la microestructura del medio poroso) para cada regién homogénea.
Ademais se requiere el desarrollo de condiciones de frontera conocidas como condiciones de
salto para acoplar a las ecuaciones en la superficie divisoria. Estas condiciones de salto con-
tienen coeficientes de salto que tienen el objetivo de incorporar los efectos del cambio de la

microestructura en la inter-regién sobre la descripcién del transporte.

El ODA y el TDA se pueden obtener mediante el marco tedrico del método del promedio vo-
lumétrico (Whitaker, 1999), donde el uso de cualquiera de ellos puede depender de diversos factores
(e.g., del nivel de descripcién que se necesite o de las capacidades computacionales con las que se
cuente). En la prictica es més frecuente encontrar el modelado de sistemas compuestos al menos por
dos regiones homogéneas mediante el TDA, de hecho, las primeras propuestas de modelado fueron en
términos del TDA en lugar del ODA. En ese caso dos de las principales dificultades han sido estable-

cer adecuadas condiciones de frontera en la superficie divisoria, asi como, de la ecuacion que describe
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a la transferencia de cantidad de movimiento en la regién de medio poroso. A continuacién se men-
cionan algunos de los trabajos mds importantes que hacen uso del ODA o del TDA para describir a
la transferencia de cantidad de movimiento en un sistema fluido-medio poroso, haciendo énfasis en
las alternativas que se han propuesto para determinar a las variaciones espaciales de sus coeficientes

efectivos y coeficientes de salto.

A A

Ecuacion de

¢ Region > Transporte

homogénea —T1|

Superficie divisoria

Ecuacién de

Transporte o(r) ¥ Condicidnes de
Generalizada A Salto
B Ecuacion de
Region Transporte
homogénea —
\ \ 4
(a) One-Domain Approach (ODA) (b) Two-Domain Approach (TDA)

Figura 1.1: Modelos de uno y dos dominios para la transferencia de cantidad de movimiento entre una regién

de fluido y un medio poroso.

Inicialmente Beavers y Joseph (1967) estudiaron tedrica y experimentalmente los efectos de una
frontera permeable sobre el flujo de un fluido. Como sistema fisico consideraron el flujo de un fluido
a través de un canal parcialmente lleno con un medio poroso en condiciones de flujo uniforme, uni-
dimensional y por efecto de una caida de presion constante. Para modelar a la velocidad del fluido
utilizan a la ecuacidn Stokes en la regién de fluido homogéneo y a la ley Darcy en el medio poro-
so. Ademds, para acoplar a estas ecuaciones y tratar de incorporar el efecto de la microestructura de
la inter-region, proponen una condicién de frontera semiempirica de la velocidad de deslizamiento,
la cual es similar a una ley de enfriamiento de Newton. Esta condicidon de frontera esta escrita en
términos de un coeficiente ajustable «, el cual supuestamente es una cantidad adimensional que s6lo
depende de la microestructura del medio poroso en la inter-regién, aunque esto no fue demostrado.
Al fijar el valor de « entre 0.1 y 4, dependiendo del material utilizado, encuentran que su modelo es
capaz de describir las observaciones macroscépicas experimentales. Este amplio rango de valores del

coeficiente & muestra la importancia de la microestructura del medio poroso en la inter-regién para



describir el flujo del fluido. Estudios experimentales de Beavers et al. (1970) proporcionaron eviden-
cia adicional sobre la utilidad de dicha condicion de frontera. En ese caso, utilizan el mismo sistema
experimental, pero con instrumentos de medicién mds sofisticados.

El trabajo de Beaves y Joseph (BJ) fue el punto de partida de un gran niimero de investigaciones
acerca del flujo de un fluido sobre y través de un medio poroso. Muchos trabajos se enfocaron en
dar una justificacién matematica de su condicién de frontera, debido a su origen semiempirico y a su
utilidad mostrada para reproducir datos experimentales. Taylor (1971) y en un trabajo complementa-
rio por Richardson (1971) mostraron tedrica y experimentalmente que el coeficiente de deslizamiento
a no sélo depende de la microestructura del medio poroso en inter-region, sino también de la altura
del fluido que fluye sobre el medio poroso. Estos autores consideraron un medio poroso simplificado
que consiste en una placa ranurada, la cual les permitié obtener expresiones analiticas del coeficiente
a. Concluyen que un incremento en la altura del fluido genera un decremento del valor de ¢, hasta
alcanzar un valor constante. Al comparar la teoria con datos experimentales, estimaron que los valores
de o asociados a la geometria simplificada se encuentran entre 1.308 y 7 para porosidades cercanas
a la unidad. Al mismo tiempo, Saffman (1971) dedujo teéricamente la condicién de frontera de BJ,
utilizando un método estadistico y un andlisis de tipo capa limite. En ese trabajo se obtiene una ex-
presion del coeficiente ¢ en términos de una constante de integracion, por lo que su dependencia con
la microestructura del medio poroso en la inter-region no esta definida explicitamente. Sin embargo,
se menciona que su valor depende de la posicion de la superficie divisoria, atn incierta hasta ese mo-
mento. Otros estudios mostraron la utilidad de la condicion de frontera de BJ para modelar el flujo de
un gas sobre un material poroso. Tal anélisis se presenté por Beavers et al. (1974) al hacer pasar una
corriente de aire sobre un medio poroso hecho de fibras metalicas de niquel (Ni).

A pesar de que en varios estudios se mostré la utilidad del modelo de BJ, este no proporciona
informacion de los fendmenos que ocurren en la regién de la frontera, ya que la ley de Darcy no invo-
lucra algun término de esfuerzo viscoso. Esto motivé a Neale y Nader (1974) a sugerir a la ecuacion
de Darcy-Brinkman en lugar de la ley de Darcy para describir a la velocidad del fluido en el medio
poroso. Ademads proponen a la continuidad de la velocidad y del esfuerzo en la superficie divisoria co-
mo condiciones de frontera con un sentido fisico mds realista a aquella propuesta por BJ. Al resolver
analiticamente a las ecuaciones obtienen un perfil de velocidad suavizado en la inter-regién, mientras

que al comparar las expresiones con las obtenidas en el trabajo de BJ se percatan que las soluciones



son idénticas, siempre y cuando que o sea igual a y /U.rr/tg. Donde Ly es la viscosidad efectiva
y Up es la viscosidad del fluido. De esta manera, Neale y Nader (1974) admiten que la condicion de
frontera de BJ es una buena aproximacion, aunque fisicamente incorrecta, para estudiar el flujo de
un fluido sobre y a través de un medio poroso cuando los efectos de capa limite son despreciables.
La principal limitacién en el trabajo de Neale y Nader (1974) consiste en el hecho de qué todavia no
es posible predecir de manera precisa a la U.ry del medio poroso. Ademads la validez del término de
correccién de Brinkman a la ley de Darcy ha sido el objeto de extensa y controversial literatura (Vafai
y Kim, 1990, 1995; Nield, 1991).

Motivado por el trabajo Whitaker (1969), Ross (1983) desarroll6é una ecuacién para describir a la
velocidad promedio entre una regién de fluido homogéneo y un medio poroso anisétropo. La ecuacién
es valida tanto en las regiones homogéneas como en la inter-region, pero los coeficientes son indepen-
dientes de la posicién. Ademads consideran el caso donde el medio poroso es isotrépico, como el del
trabajo de BJ, obteniendo una expresion del pardmetro & en términos de un tensor de segundo orden.
Este tensor tiene como objetivo relacionar a la velocidad promedio con la velocidad local (i.e. mapear).
Posteriormente, Beckermann et al. (1987) estudiaron numérica y experimentalmente a la conveccion
natural entre una regién de fluido y un medio poroso isétropico, ambas en posicién vertical dentro
de una cavidad rectangular. Ellos plantean un ODA que resulta de combinar un TDA con la ayuda
de una funcién escalén unitario, la cual adquiere el valor de uno o cero para recuperar a la ecuacién
asociada a cada regién. Esto significa que su modelo no considera el efecto de la microestructura de
la inter-region. El TDA involucrado consiste en la ecuacion de Navier-Stokes para la region de fluido
homogéneo y la ecuacién de Darcy-Brinkman-Forchheimer (DBF) para el medio poroso. Lo valores
de la permeabilidad se obtienen usando la ecuacién de Ergun para lechos empacados (Ergun, 1952).
Aqui las predicciones tedricas presentan un buen ajuste con los datos experimentales, mostrando que
la cantidad de fluido que se transporta de la regién de fluido al medio poroso depende en gran me-
dida de los nimeros adimensionales de Darcy (Da) y Rayleigh (Ra). Cabe sefialar que, el sistema
experimental utilizado no satisface una separacion de longitudes caracteristicas.

Desde otra perspectiva, Sahraoui y Kaviany (1992) estudiaron el efecto del flujo paralelo y per-
pendicular sobre el coeficiente . Para ello resuelven numéricamente a la ecuacién de Navier-Stokes
cerca de la frontera entre una regién de fluido y un medio poroso que consiste en un arreglo de cilin-

dros. El estudio numérico indica que el coeficiente @ ademas de ser dependiente de la microestructura



del medio poroso en la inter-region, también depende de la direccién de flujo, de la porosidad, del nu-
mero de Reynolds (Re), de la altura del fluido sobre el medio poroso y de la posicién de la superficie
divisoria. Estos resultados y al igual que los de Taylor (1971) contrastan con la idea propuesta por BJ,
de que el coeficiente de deslizamiento ¢ s6lo depende de la microestructura del medio poroso en la
inter-regién. Esta discrepancia puede ser consecuencia de las geometrias simplificadas de los medios
porosos considerados.

En los trabajos mencionados hasta este punto, las condiciones de frontera utilizadas para acoplar a
las ecuaciones promedio son condiciones de frontera semiempiricas, por lo que no hay garantia de que
los modelos proporcionen una descripcién precisa de los fendmenos dentro y fuera de la inter-region.
Usando el método del promedio volumétrico, Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) estudiaron la configu-
racion del sistema propuesto por BJ y proporcionaron dos alternativas para superar a este problema.
En la primera dedujeron una GTE que se obtiene al promediar volumétricamente a la ecuacién de Sto-
kes. Esta ecuacidn es similar a la ecuacién de Darcy-Brinkman y posee dos caracteristicas principales:
a) la permeabilidad en el término de Darcy depende de la posicién y b) contiene un segundo término
conocido como la segunda correccion de Brinkman que se obtiene de considerar a las variaciones es-
paciales de porosidad. A partir de dicha GTE estos autores presentan un ODA y exploran su utilidad
para reproducir los datos experimentales de BJ (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995b). En ese caso las
variaciones espaciales de la porosidad y de la permeabilidad se obtienen a partir de un polinomio de
tercer orden y de la ecuacién de Blake-Kozeny con la porosidad variable, respectivamente. Desafortu-
nadamente, el ODA no proporciond una representacion satisfactoria de todos los datos experimentales,
aunque aportd una perspectiva de la importancia de la inter-region. En la segunda alternativa Ochoa-
Tapia y Whitaker (1995a) desarrollaron una metodologia para obtener una condicién de frontera de
la transferencia de cantidad de movimiento. La metodologia se basa en usar dicha GTE, que también
tiene la propiedad de reducirse la ecuacion de Stokes en la regién de fluido homogéneo y a la ecuacién
de Darcy-Brinkman en la regién de medio poroso homogéneo, las cuales constituyen las ecuaciones
del TDA. El desarrollo dio lugar a una condicién de salto del esfuerzo que esta escrita en términos de
un coeficiente ajustable f3, cuyo valor estimado es del orden de uno y se debe determinar del ajuste
de datos experimentales. Ademas para completar el modelo impusieron la continuidad de la veloci-
dad promedio en la superficie divisoria. Aqui Ochoa-Tapia y Whitaker (1995b) también hicieron una
comparacion de estos resultados con los datos experimentales obtenidos por BJ. Fijando el valor del

coeficiente de salto 3 entre -1 y 1.47, dependiendo de la naturaleza del material poroso utilizado, re-



produjeron satisfactoriamente a los datos experimentales. Ello sugiri6 la validez de 1a metodologia de
condiciones de salto de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a).

Relacionado con lo anterior, Kuznetsov (1996) utilizé la condicién de salto de Ochoa-Tapia y
Whitaker (1995a) para acoplar la ecuacion de Darcy-Brinkman con la ecuacién de Stokes y modelar
el flujo a través de una serie de configuraciones de un canal parcialmente lleno con un medio poroso.
Particularmente analizo el efecto del nimero de Darcy (Da) y del coeficiente de salto 3 sobre los perfi-
les de velocidad promedio, mostrando que un incremento en el nimero de Darcy genera un incremento
en la velocidad dentro de los canales y que un incremento en el coeficiente B provoca un decremento
de la velocidad dentro de los mismos, lo cual es especialmente notable para valores negativos de f3.
Mas tarde Ochoa-Tapia y Whitaker (1998b) utilizaron su metodologia de condiciones de salto para de-
ducir una condicién de frontera de transferencia de cantidad de movimiento entre una regién de fluido
homogéneo y un medio poroso, cuando los efectos inerciales son importantes. En ese caso se utiliza
una GTE que resulta de promediar a la ecuacion de Navier-Stokes, la cual se reduce a la ecuacion de
Navier-Stokes en la regiéon de fluido homogéneo y en la ecuacién de Darcy-Brinkman-Forchheimer
en el medio poroso homogéneo. La condicion de salto esta escrita en términos de los coeficientes f3; y
B2, cuyas interpretaciones fisicas se asociaron a esfuerzos viscosos en exceso y a esfuerzos inerciales
en exceso, respectivamente. Se estimé que ambos coeficientes también son del orden de la unidad y
se deben de determinar del ajuste de datos experimentales.

El trabajo de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) proporciond una alternativa para el desarrollo teéri-
co de condiciones frontera para la transferencia de masa, calor y cantidad de movimiento entre una
region fluido homogéneo y un medio poroso. Sin embargo, estas condiciones de frontera involucran
coeficientes de salto cuyas dependencias en la microestructura de la inter-regién no fueron definidas
y sus interpretaciones fisicas no estaban bien entendidas, por lo que las condiciones de frontera son
condiciones de frontera abiertas. Una alternativa para esto fue propuesta por Wood et al. (2000), quie-
nes desarrollaron una metodologia para obtener una condicién de salto cerrada para la transferencia
de masa en una superficie catalitica no uniforme adyacente a una regién de fluido. La condicién de
frontera estd en términos del coeficiente de reaccidn efectiva, cuya dependencia con las propiedades
superficiales se determiné mediante el planteamiento y solucién de un problema de valor a la frontera
similar a los asociados a las regiones homogéneas, aunque el dominio de solucién en este caso es una
regidn representativa de la superficie catalitica no uniforme. En el contexto del método del promedio

volumétrico dicho problema de valor a la frontera se conoce como problema de cerradura local (PCL)



(Whitaker, 1999). Por su parte, para la transferencia de cantidad de movimiento, Goyeau et al. (2003)
propusieron una metodologia que permite obtener una expresion semi-analitica del coeficiente de salto
B de la condicién de salto del esfuerzo. Su metodologia consiste en acoplar un ODA que considera a la
inter-regién mediante la variaciones de sus coeficientes de transporte efectivos y un TDA compuesto
por la ecuacién de Stokes y la ecuacidon de Darcy-Brinkman. En su trabajo indican que el coeficiente de
salto B depende de las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos y de la velocidad promedio
en la inter-regién. En ese caso debido a la falta de informacién relacionada con la microestructura de
la inter-regidn, sugirieron representar a las variaciones espaciales de la fraccién volumétrica mediante
funciones Heaviside, lineal, sinusoidal y error. Ademas utilizaron a la ecuacion de Carman-Kozeny
con la porosidad variable para describir a las variaciones de la permeabilidad. Las predicciones del
coeficiente B se compararon con los valores estimados por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995b) para re-
producir los datos experimentales de BJ, encontrando predicciones similares. Asimismo Goyeau et al.
(2003) analizaron la configuracién del sistema propuesto por BJ mediante el ODA. Estos resultados
también se compararon con los obtenidos por BJ y Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a), encontrando
predicciones muy parecidas. Estos autores indican que para tener una descripcion detallada de los
fendmenos en todo el sistema es necesario que el ODA considere a la inter-regién y concluyeron que
su andlisis constituye un paso intermedio hasta la determinacién exacta del coeficiente de salto 3, el
cual puede involucrar el desarrollo de un PCL, cuyo dominio de solucién debe incluir a la inter-region.

Motivados por el trabajo de Wood et al. (2000), Valdés-Parada et al. (2006) reformularon la meto-
dologia de condiciones de salto de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) para un problema de transferencia
de masa entre una regién de fluido homogéneo y un medio poroso catalitico, obteniendo una condicién
de salto de transporte de masa libre de coeficientes ajustables (i.e., condicion de frontera cerrada). La
condicién de frontera estd escrita en términos de un coeficiente de reaccion efectiva, cuyo objetivo es
incorporar el efecto de la microestructura de la inter-regién sobre la descripcién del transporte en todo
el sistema. Para determinar a este coeficiente se planted y resolvié un PCL simplificado, cuyo dominio
de solucidn consiste en una muestra representativa de la regién de la frontera que incluye a la inter-
regién. Siguiendo la misma idea, Valdés-Parada et al. (2007a) desarrollaron una condicién de salto del
esfuerzo libre de coeficientes ajustables. En ese caso, el coeficiente de salto es un tensor de esfuerzos
mixto que combina los llamados esfuerzos de Brinkman y globales (i.e., el inverso del tensor de per-
meabilidad). Para determinar a las variaciones de la permeabilidad se desarrollé un PCL, aunque en

ese momento sélo se propuso una metodologia aproximada, debido a la complejidad de su solucion.
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Dicha metodologia aproximada se basa en utilizar a la ecuacién de Carman-Kozeny con la porosidad
variable. Ademas, para completar el modelo, impusieron la continuidad de la velocidad en la superfi-
cie divisoria. No fue hasta que Valdés-Parada et al. (2009b) resolvieron una versién simplificada del
PCL y determinaron a las variaciones espaciales de la permeabilidad que cierran el ODA propuesto
en Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b). Al mismo tiempo se propuso una metodologia para determinar
al coeficiente de salto . Para ello, fue necesario introducir a las variaciones espaciales de la permea-
bilidad, la fraccién volumétrica, la solucién del ODA y del TDA en una definicién del coeficiente de
salto B proporcionada en Valdés-Parada et al. (2007a). Esto condujo a una expresion semianalitica de
dicho coeficiente, encontrando que sus valores calculados son idénticos a los obtenidos mediante la
metodologia propuesta en Goyeau et al. (2003). Por dltimo, muestran que la rugosidad de un medio
poroso en la inter-region posee efectos relevantes sobre los cambios espaciales de la permeabilidad y
en consecuencia sobre el coeficiente de salto 3, para valores intermedios del nimero de Darcy (Da),
i.e, Da~10"*—107°,

Para problemas de almacenamiento de granos en silos, Jiménez-Islas et al. (2009) estudiaron
numéricamente a la conveccién natural en una cavidad cuadrada que contiene una regién de fluido
y un medio poroso isotrépico. Ambas regiones se colocaron de manera horizontal y se considerd una
generacion de calor en el medio poroso. Para modelar a la velocidad del fluido se propuso un ODA
siguiendo las ideas Beckermann et al. (1987), por lo que los coeficientes efectivos son constantes y no
se considera a la inter-regién. Aqui el TDA consiste en la ecuacidon de Navier-Stokes para la region de
fluido homogéneo y la ecuacién de Darcy-Brinkman para el medio poroso. Concluyeron que el ODA
propuesto es una buena alternativa para describir a la conveccidn natural y evitar la necesidad de im-
poner condiciones de frontera en la superficie divisoria entre la regidn de fluido y el medio poroso. Las
principales limitaciones de este trabajo consiste en que no se considera el efecto de la microestructura
de la inter-regién sobre el transporte, que ciertamente los trabajos anteriores han mostrado que sus
efectos son importantes.

Los trabajos de Valdés-Parada et al. (2007a; 2009) aportan una metodologia de condiciones de
salto cerradas que completan el TDA, el cual para la transferencia de cantidad de movimiento en un
sistema fluido-medio poroso consiste en las ecuaciones de Stokes y Darcy-Brinkman, de acuerdo con
Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a). Sin embargo, su metodologia tiene varias limitaciones, los cuales
se mencionan a continuacién. Primero, el hecho de que determinar el coeficiente de salto S depende

de resolver el ODA, hace que la metodologia de condiciones de salto sea poco atractiva. Esto se debe
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a que si se cuenta con la solucién del ODA, no tiene sentido hablar de un TDA, debido a que el
perfil de velocidad promedio del TDA siempre es y serd una aproximacion al obtenido por el ODA.
Segundo, la metodologia de condiciones de salto sélo esta relacionada con el salto en el esfuerzo,
ya que usualmente se impone la continuidad de la velocidad. Por dltimo, la posicién de la superficie
divisoria se desconoce aun en ese momento. Estos y otros problemas fueron atendidos recientemente
por Valdés-Parada et al. (2013), quienes desarrollaron una metodologia de condiciones de salto mas
general. Estd metodologia consiste en derivar un problema de cerradura macroscépico y utilizar dos
restricciones integrales. Este dltimo permite obtener tanto a la condicién de salto del esfuerzo como
a la de la velocidad. Para determinar a los coeficientes de salto ahora s6lo es necesario resolver los
problemas de cerradura macroscépicos, los cuales a su vez requieren conocer los cambios espaciales
de la fraccién volumétrica y de la permeabilidad en la inter-regién involucrados en el ODA. Cabe
sefalar que los coeficientes de salto, de alguna manera, colapsan la informacién de microestructura
de la inter-regién en el TDA, la cual estd dada explicitamente por las variaciones espaciales de los
coeficientes efectivos.

Recientemente, Chavarria-Ornelas (2016) obtuvo el perfil de velocidad promedio correspondiente
al ODA de un sistema compuesto por dos medios porosos, al promediar el perfil de velocidad local y
no por la solucién de la ecuacién promedio. Esto se llevé a cabo al considerar a los medios porosos
como arreglos periddicos de placas paralelas. Una contribucién similar fue presentada por Ochoa-
Tapia et al. (2017), quienes determinaron el perfil de velocidad promedio correspondiente al ODA
en un sistema fluido-medio poroso. Aqui el medio poroso se considera como un arreglo peridédico
de tubos capilares del mismo didmetro. Ambos estudios, a pesar de las geometrias simplificadas,
demuestran la transicion suavizada del perfil de velocidad promedio (capa de Brinkman ) cerca de las
fronteras y su consistencia con el término de correccién Brinkman a la ley de Darcy. Es importante
resaltar que, ambos perfiles de velocidad promedio no estdn sujetos a suposiciones o restricciones de
longitudes de escala mas alld a las de los sistemas originales. Con esto en mente, estas ideas ofrecen
la oportunidad de determinar de manera exacta a las variaciones espaciales de la permeabilidad para
cerrar el ODA. Esta idea se retomard mds adelante.

A lo largo de esta revision se enfatiza la importancia de la microestructura de la inter-regién en
el modelado de los fendmenos de transporte, en particular para la transferencia de cantidad de movi-
miento, ya sea mediante un ODA o un TDA. Estos efectos son capturados a través de las variaciones

espaciales de coeficientes de transporte efectivos. Esto hace evidente la necesidad de contar con una
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metodologia que permita determinar de manera rigurosa a las variaciones espaciales de dichos coefi-
cientes. Actualmente esto se puede lograr mediante el planteamiento y solucién de un PCL, como lo
describen Valdés-Parada et al. (2007a, 2009) y como lo enfatizan Goyeau et al. (2003) en su trabajo.
Sin embargo, la solucién exacta de un PCL es muy complicada de obtener, por lo que en los trabajos
descritos arriba han optado en proponer versiones simplificadas estos. Estas simplificaciones se basan
en suposiciones o restricciones de longitudes de escala, los cuales se conocen como postulados de
escalamiento (Wood y Valdés-Parada, 2013). Hasta el momento no se tiene la certeza de cuanta infor-
macioén se pierde al hacer dichas simplificaciones. Este hecho ha proporcionado razones para dudar
sobre la utilidad y eficiencia de un PCL para determinar a la dependencia espacial de los coeficientes

de transporte efectivos.

1.3. Motivacion del trabajo

En el modelado de la transferencia de cantidad de movimiento en sistemas compuestos por una
region de fluido y una de medio poroso, ya sea mediante el ODA o el TDA, es imprescindible conocer
a las variaciones espaciales de la permeabilidad en la inter-regién fluido-medio poroso. Esto con el
objetivo de incorporar el efecto de la microestructura de la inter-region para una descripcién precisa
del transporte en todo el sistema. Actualmente en el contexto del método del promedio volumétrico,
este hecho requiere el planteamiento y solucién de un problema de cerradura local, cuyas principales
ventajas son que permite determinar a las variaciones espaciales de la permeabilidad de manera tedrica
y que no esta limitado por la geometria del medio poroso.

Sin embargo, la determinacién de las variaciones espaciales de la permeabilidad sin la imposicién
de restricciones de longitudes de escala o suposiciones sobre el PCL no estidn disponibles hasta el
momento. Esto ha puesto en duda la utilidad de un PCL simplificado para determinar a las variaciones

espaciales de la permeabilidad.

1.4. Hipotesis

Un problema cerradura local simplificado permite determinar adecuadamente a las variaciones

espaciales de la permeabilidad en una inter-regién fluido-medio poroso.
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1.5. Objetivos

1.5.1. General

Analizar el alcance y los efectos de un problema de cerradura local simplificado en el modelado
de la transferencia de cantidad de movimiento entre una regién de fluido y una de medio poroso.
1.5.2. Particulares

1. Determinar los cambios espaciales de la permeabilidad y de la fraccién volumétrica de manera

exacta y aproximada.

2. Predecir los coeficientes de salto considerando a las variaciones espaciales de la permeabilidad

exactas y aproximadas.

3. Comparar los perfiles de velocidad del modelo de un dominio, que considera a las variaciones
espaciales de la permeabilidad exactas y aproximadas, con los obtenidos mediante una simula-

cion analitica directa.

4. Comparar los perfiles de velocidad del modelo de dos dominios, que usa a los coeficientes de

salto exactos y aproximados, con los obtenidos mediante una simulacién analitica directa.
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Capitulo 2

Modelos microscopico y macroscopico

En este capitulo se presentan las ecuaciones de los modelos de uno y dos dominios que describen
el flujo de un fluido sobre y a través de un medio poroso. En el modelo de un dominio la ecuacién
promedio se obtiene del promediado de las ecuaciones que gobiernan el transporte en la microescala,
junto con la ayuda del teorema del promediado espacial. Por otro lado, en el modelo de dos dominios
las ecuaciones promedio se obtienen imponiendo un conjunto de suposiciones clasicas en el método
del promedio volumétrico sobre la ecuacién del modelo de un dominio. Ademads, para completar este
dltimo se desarrollan las condiciones de salto que permiten acoplar a las ecuaciones en la posicién
de la superficie divisoria. Posteriormente, para cerrar el modelo de un dominio y a las condiciones de
salto, se presenta el problema de cerradura local que permite determinar a las variaciones espaciales de
la permeabilidad en la inter-region fluido-medio poroso. Por tiltimo, se determina el perfil de velocidad
promedio correspondiente al modelo de un dominio, del promediado del perfil de velocidad local y no

por la solucién de la ecuacién promedio.

2.1. Problema local

Para analizar los efectos que tiene sobre el perfil de velocidad promedio, el hecho de utilizar
un PCL simplificado para determinar a las variaciones espaciales de la permeabilidad en una inter-
region fluido-medio poroso, se considera convenientemente como caso estudio el sistema fisico que se
muestra en la Figura 2.1. El sistema consiste en el flujo de un fluido a través de un canal parcialmente

lleno con un medio poroso, de tal manera que, el fluido fluye sobre y través de dicho medio poroso.
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El sistema se compone por dos regiones y tres fases como se describe a continuacién:
1. Regiones

» Regién de fluido (regién—mn), zona que contiene Gnicamente a la fase fluida, cuya longitud

caracteristica es L.

= Regién de medio poroso (region—m), zona que contiene a la fase s6lida y a la fase fluida,

cuya longitud caracteristica es L.
2. Fases

= Fase fluida, denotada como la fase—f3.
= Fase s6lida del medio poroso, denotada como la fase—o'.

» Fase sélida de las paredes que limitan al sistema, denotada como la fase—W.
Ademas, se considera que el sistema estd sujeto a las siguientes suposiciones:

1. Flujo incompresible, i.e., la densidad del fluido (pg) se mantiene constante con respecto al

tiempo y a la posicion.

2. Fluido Newtoniano, i.e., que la relacion entre un esfuerzo cortante aplicado sobre el fluido y la

velocidad de deformacion asociada es una constante. Esta constante es la viscosidad dinamica

(1p)-

3. Medio poroso rigido y homogéneo, i.e., que los coeficientes de transporte efectivos se mantienen
constantes con respecto al tiempo y a la posicién dentro de una regién de promediado localizada

suficientemente lejos de las fronteras.
4. Efectos inerciales despreciables con respecto a los esfuerzos viscosos, i.e. Re < 1.
5. Proceso de transporte en estado estacionario.

Bajo estas suposiciones iniciales, las ecuaciones locales que gobiernan el transporte de masa total

y de cantidad de movimiento de la fase—f3 son
V-vg=0 enlafase—f8 (2.1a)
0=—-Vpg +Pﬁg+NBV2VB en la fase — 8 (2.1b)
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las cuales estdn sujetas a la condicién de frontera de no deslizamiento en la interfase sélido-fluido
(Mﬁo')-
vg=0 en g, 2.1¢)

y a las condiciones de frontera de entradas y salidas del sistema macroscépico, que se pueden escribir

como
Vg =Vg, en g, 2.2)
Inter-region
n-w
Ln
N
X
L(D

Region homogénea —n)

Fase — B

Inter-region
n—-—o
Fase — g

Region homogénea —

Inter-region
o-W

Figura 2.1: Configuracion del sistema fluido-medio poroso.

Debido a que el anélisis en términos de las ecuaciones antes mencionadas puede llegar a ser muy

complicado, en las siguientes secciones se derivan los modelos macroscépicos con el objetivo de
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mostrar sélo la informacién esencial del transporte en la microescala. Esto se lleva a cabo usando

como marco de referencia al método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999).

2.2. Promediado

El primer paso para el desarrollo de los modelos macroscépicos consiste en localizar una regién
de promediado ¥/, de volumen V, en cada punto del sistema como las que se muestran en la Figura
2.1. Notar que ¥ puede estar localizada tanto en las dos regiones homogéneas (regién homogénea—n
y regién homogénea— @) como en las tres inter-regiones (i.e., inter-regién 11 — W, inter-regién 1 — @

e inter-regién @ — W), por lo que la regién de promediado se puede expresar como
V= V(x) + Vo (x) + Y (x) (2.3)

donde 73 (x), ¥5(x) y 7w (x) son las regiones ocupadas por la fase—f3, por la fase—c y por la fase—W
dentro de #'. Cabe sefialar que, para proporcionar adecuadas cantidades promedio, la regién de pro-

mediado debe satisfacer la siguiente desigualdad
fﬁ<<l’0<<Ll, A:n,(l) 2.4)

donde /g es la longitud caracteristica del tamafio de poro, ry es la longitud caracteristica de la region
de promediado y L; son las longitudes caracteristicas del sistema macroscépico. A continuacién, en
términos de dicha regién de promediado, se definen los siguientes operadores de promedio superficial

y de promedio intrinseco como

1
o=y [ wsley, @V @250
YpEVB(X)
B 1
() szﬁ(x) / Vsl gy, 4V (2.5b)
yp€Yp(x)

en este caso Yg = pg 6 vg. En las definiciones de arriba se han utilizado vectores de posicion asociados
a la regién de promediado, los cuales se detallan en la Figura 2.2. El vector x localiza el centroide de
la region de promediado relativo a un sistema de referencia fijo, el vector rg localiza cualquier punto
de la fase—f3 dentro de la regién de promediado relativo al mismo sistema de referencia y el vector

yp = rg — X localiza a la fase—f relativo al centroide de la regién de promediado. Los operadores
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de promedio superficial e intrinseco estdn relacionados mediante la ecuacién de Dupuit-Forchheimer

dada por
(), = e30) (vp)” | 26)

donde €g(x) es la fraccion de volumen de la fase—f3 contenida en la regién de promediado definida

como

1 v
ep(x) =, / 1dV = B‘EX) 2.7)
Vg (y)

Es claro que £g(x) depende de la posici6n del centroide de la regién de promediado. Particularmente

en las regiones homogéneas, £g(x) adquiere los siguientes valores

x) 1 en la regién homogénea—n 2.8)
8[3 X) = .
€3 en laregion homogénea—m

donde &g, es la fraccion volumétrica o porosidad de la regién homogénea—@.

2r,

Figura 2.2: Vectores de posicion en la regién de promediado.

Se debe hacer notar que, aqui se consideran tres inter-regiones, en donde es necesario determinar
las variaciones espaciales de los coeficientes de transporte efectivos. Sin embargo, para cumplir con el
objetivo de este trabajo, el anélisis se enfoca en la inter-regiéon 11 — @. Adicionalmente, los resultados

se restringirdn desde la localizacion de la pared inferior (y = —Lg,) hasta la pared superior (y = Ly).
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2.3. Modelo de un dominio (ODA)

El siguiente paso consiste en obtener a la ecuacién macroscépica del modelo de un dominio, usan-
do los operadores definidos anteriormente y con ayuda del teorema del promediado espacial (Howes y
Whitaker, 1985). Estas ecuaciones fueron derivadas inicialmente por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a)
y mds recientemente por Valdés-Parada et al. (2007a), aunque el desarrollo detallado también se puede
encontrar en el Apéndice A de este trabajo. Para conservar la brevedad en la presentacién del mismo,

se tiene que la ecuacién promedio resultante estd dada por

V- (vg)| =0 (2.9a)
0=—V{(ps)’ +ppg-+25' (X)usV* (vp)|,

— pe; ' (X)Ves -V (e[;l(x) (vg) ‘) —f5 (x) (2.9b)

donde se ha introducido la siguiente definicién

—fp(x) = /nﬁo'[—'(Pﬁ\rﬁ—<Pﬁ>ﬁ‘x>+ﬂﬁ(Vvﬁ\rﬁ—v<vﬁ>ﬁ)x)}dfl (2.10)

B

Las Ecs. (2.9) se conocen como las GTE de la transferencia de masa total y de cantidad de mo-
vimiento, debido a que pueden describir el transporte en todo el sistema puesto que contienen coefi-
cientes efectivos dependientes en la posicion. Es importante mencionar el significado fisico de cada
término de estas ecuaciones, particularmente de la Ec. (2.9b). El primer término del lado derecho de
la Ec. (2.9b) corresponde a las fuerzas normales debidas al gradiente de la presién macroscépica, el
segundo término es la fuerza volumétrica debida a la gravedad y el tercer término se refiere a las
fuerzas viscosas macroscépicas debidas al fluido, el cual se conoce en la literatura como el término
de correccién de Brinkman a la ley de Darcy. El pendltimo término involucra a las fuerzas viscosas
macroscépicas debidas a la variacién de la porosidad, el cual se conoce como la segunda correccién de
Brinkman. Finalmente, el término fg (x) se refiere a las resistencias interfaciales que ejerce el medio

poroso al flujo del fluido, aunque para darle un significado fisico mds facil de entender, se supone que

este término se puede escribir como

— 5 (%) = —ppep (x) Ky (x)- (vg)” @.11)

X

el cual es un término de Darcy con las variaciones espaciales del tensor de permeabilidad Kg(x). El
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inverso de este tensor en las regiones homogéneas adquiere los siguientes valores

0 regiéon homogénea —
K.!'(x)= s s 1 (2.12)
KE({) region homogénea —®

donde Kg,, es el tensor de permeabilidad en la region homogénea—, el cual se puede obtener al

resolver un problema de cerradura local como lo muestra Whitaker (1999).

2.4. Modelo de dos dominios (TDA)

Por otro lado, cuando en las regiones homogéneas se satisfacen las siguientes restricciones de

longitudes de escala (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995a)
13 < Ly Ly; 1t < LyiLy; ro < Ly,Ly; g < (2.13)

de las Ecs. (2.9) se pueden obtener a las ecuaciones promedio escaladas del TDA, las cuales estdn

dadas por
V. <V,3>17 =0 Region homogénea—n (2.14a)
0=-V <pB >E] +ppg+ Ug V2<Vﬁ >n Regién homogénea—n (2.14b)
V-(vg), =0 Regién homogénea—® (2.14¢)

0=-V <p5>f) +ppg+ gz Vi (vp), — lp K[;clo<vlg>w Regién homogénea—w  (2.14d)

donde contrario a la ecuacion del ODA, todos los coeficientes efectivos involucrados en las ecuaciones
anteriores son constantes. Estas ecuaciones deben acoplarse en la posicion de la superficie divisoria;
sin embargo, no son vélidas en la inter-regién debido a las variaciones de la microestructura del medio
poroso. Por esta razén, es necesario el desarrollo de condiciones de salto para la transferencia de
cantidad de movimiento (Ochoa-Tapia y Whitaker 1995a). Cabe sefalar que las Ecs. (2.14b) y (2.14d)

son las ecuaciones de Stokes y Darcy-Brinkman, respectivamente.

2.5. Flujo unidireccional y completamente desarrollado

Con el fin hacer el andlisis mds sencillo y contar con un problema similar a la configuracién

experimental estudiada por BJ, se supone que €l flujo es unidireccional y completamente desarrollado.
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De esta manera, con ayuda de la Ec. (2.6), la Ec. (2.9b) se reduce a

B 201\ B
d d deg d
0= _ (pg) + g {vg) +upey! e d{vp)

dx dy? dy dy
L dg B —1/ \B
THpEs (vp)" —mpepKy ' (vp)" W€ (~Lo,Ly) (2.15)

donde (vg) = <V/3>B -e; y Kg(y) = e, Kg(x) - e, son las componentes tangenciales de la velocidad y
de la permeabilidad a la frontera macroscopica. Esta tltima se puede obtener a partir de la Ec. (2.10)

como

\/,31(y) / nBG'|:—5xjej'<pl3—<p/3>ﬁ‘y>—,ul3<VVB—V<Vﬁ>B‘y>:|dA (2.16)

Aqui se supuso que la componente Kx_y1 (y)<vﬁ>ﬁ ey K Kﬁ_1 (y) <v/3>ﬁ, lo cual es valido para flujo
completamente desarrollado. Andlogamente, bajo las suposiciones antes mencionadas, las ecuaciones

(2.14b) y (2.14d) adquieren la siguiente forma

d2p B d2V B
- <ﬁ>,~,+u (V8 )y

0= d B 2 en la regién homogénea — n (2.17a)
X y
dz B d2 v B
0=— <5f o + g §1y§>w _ gﬁwKﬁ_al) <v,3>f) en la regién homogénea — (2.17b)

No obstante, como se menciond anteriormente, las Ecs. (2.17) no son validas en la zona de
transicién debido a las variaciones de la microestructura del medio poroso. Este problema se aten-
deré en la siguiente seccion, al desarrollar las condiciones de salto para la transferencia de cantidad
de movimiento mediante la metodologia propuesta en Valdés-Parada et al. (2013), aunque como el
sistema fisico y las condiciones de salto necesarias son idénticos a los presentados en Valdés-Parada
et al. (2013), s6lo se mencionan los pasos y argumentos més relevantes para el desarrollo de dichas

condiciones de salto.

2.5.1. Condiciones de frontera

Antes de derivar a las condiciones de salto, se debe notar que para el tipo de flujo y configuracién
experimental estudiada por BJ, se puede suponer que las caidas de presion son constantes e iguales en

todo el sistema

B
d(pg)’ _d{pp)y _d{pp)l,
dx dx dx

(2.18)
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por lo que a partir de la velocidad de Darcy, la caida de presion se puede escribir como

d(pp)y _ Mppa

B
I Kpo (VB) e (2.19)

Entonces las ecuaciones anteriores del ODA y del TDA toman la siguiente forma

()’ degd(p)’ ([ de - p

+ep0Kpe (vp)o . WVE(-LarLy)  (220)

2 (vg)P
TDA 0= 211 4o Kol ()P vy € Oo.Lr) .
dy PoRBo \VB/ e y € oLy 2la
d (vp ), .
0= 2" ~ &Ko ((e)h— (i) e (—La) (2.21b)

En las ecuaciones anteriores del TDA, yg indica la posicién de la superficie divisoria en la direccién
normal a la frontera macroscépica. Cabe sefialar que, al utilizar el TDA especialmente dentro de la
inter-regién 11 — @, es inevitable introducir errores o desviaciones macroscopicas en la prediccion de
la velocidad con respecto al ODA. Con esto en mente, en la Figura 2.3 se muestra que la zona donde
las desviaciones macroscépicas son diferentes de cero, estd limitada por y € (—ye,yn), la cual no
necesariamente coincide con la zona donde los coeficientes efectivos sufren cambios drésticos, i.e., la
inter-regién N — @ que estd limitada por y € (—ro,r9).

De acuerdo con Valdés-Parada et al. (2013), el primer paso para desarrollar y cerrar a las condicio-
nes de salto, consiste en cuantificar a las desviaciones macroscdpicas de la velocidad en cada regidn,

las cuales se definen como
=) =) A=n0 (2.22)
A este paso se le denomina como el problema de cerradura macroscopico, cuyo desarrollo detallado

se presenta en el Apéndice C de este trabajo. Con el objetivo de mantener fluidez del mismo, basta

con escribir que la solucién formal de las desviaciones macroscdpicas de la velocidad estd dada por

d (vg)} d{vg)h
\717 =SIn <Vﬁ>g ‘yo + 827 <vﬁ>€)‘yo +b1n dy U —I—bzn <dl3y>w (2.23a)
Yo Yo
d(vp)n d{vg)h
%:s1w<vﬁ>f"m+s2w<vﬁ>f)(y0+blw LY QS <d‘;>°° (2.23b)
Yo

Yo
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T V=K

d =y, +V,

—t y :—ym

Figura 2.3: Perfiles de velocidad del ODA y del TDA en la frontera macroscépica.

donde los coeficientes que multiplican a la velocidad promedio y su derivada evaluadas en yq (i.e.,
términos fuente) se denominan como variables de cerradura macroscépicas, las cuales se obtienen
al resolver los problemas de cerradura macroscépicos asociados. La derivacién y solucién de estos
problemas de cerradura también se pueden encontrar en el Apéndice C. Conviene enfatizar que para
resolver a los problemas de cerradura macroscépicos, se debe conocer a las variaciones espaciales de
los coeficientes efectivos, la posicion de la superficie divisoria (yp) y las posiciones de los limites de la
zona donde las desviaciones macroscopicas son diferentes de cero (yy y yn). Todos estos parametros
se desconocen hasta este punto del desarrollo. En la siguiente seccion se presenta el desarrollo de las

condiciones de salto que acoplan las Ecs. (2.21) en la posicion de la superficie divisoria.

Condiciones de salto

El objetivo de las condiciones de salto es que el TDA satisfaga en promedio el ODA (Ochoa-Tapia
y Whitaker, 1995a, b), por lo que deben minimizar los errores introducidos de usar el TDA fuera
de su dominio de validez, i.e., en la inter-regién 1) — . Para llevar a cabo esto, Valdés-Parada et al.
(2013) proponen dos restricciones promedio que permiten obtener tanto a la condicién de salto de la
velocidad como la del esfuerzo, las cuales se mencionan a continuacion.

Primera restriccion promedio

Esta restriccion requiere que el promedio de los campos de las desviaciones macroscdpicas de la
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velocidad sea cero en la zona comprendida eny € (—yw,yn), Le,

1 Y0 n
Pody + /\9 dy=0 (2.24)
yw+yn/ T voty )T

donde al sustituir las Ecs. (2.23), conduce a la siguiente condicion de salto de la velocidad

d(v)y  d{vs)’
e n —e <d§/> =e <<Vﬁ>g —e3 <Vﬁ>€)) (2.25)

en y=JYo

Aqui ey, €3, y e3 son los coeficientes de salto para la velocidad, los cuales estdn definidos en términos

de integrales de las variables de cerradura macroscépicas de acuerdo a

Yo In
[ brody+ [ bandy
_*}’w Yo

Yo Yn
f blwd}’"‘fblndy
Vo Yo

Yo In
f S]wdy+ fs]ndy

_ e Yo

Yo yn

S blwdy—l—fbmdy

Yo Yo

Yo In

| $20dy+ [ sandy
Yo Yo

) Yn

/ slwdy—i—fsmdy

Yo Yo

e =

(2.262)

e = (2.26b)

(2.26¢)

e3 —

Segunda restriccion promedio
Esta restriccion requiere que el promedio de las ecuaciones gobernantes de las desviaciones macros-

copicas sea cero en la regién comprendida en y € (—yq,yy). i.e.,

Yo Yn
o/
Ec. C.2a)dy+ / Ec.C.2b)dy=0 2.27)
Yo +Yn ¢ ( ) Yo ‘|‘)’ny ( )
Yo 0

donde al reemplazar a las Ecs. (C.2a) y (C.2b), se obtiene la siguiente condicion de salto para el

esfuerzo

d(vg)?  d{vp)!
<dl; — 81 dy T=g¢ <<Vﬁ>€,_83 <Vﬁ>g> (2.28)

Similarmente g1, g2 y g3 son los coeficientes de salto del esfuerzo definidos en términos de las varia-

en Y=o

bles de cerradura macroscopicas como

q Z Z
g1 =—-"1 =2 gr=—21 (2.29)
do qdo Zw



donde por simplicidad se han utilizado las siguientes definiciones

Yo n
8ﬁ<y0)) ( dll‘lSﬁ d dlnsﬁ d
gn=|1—-In——= +/ Mg + — |b dy+/ Mg + — | bipdy (2.30a)
m ( €y J B dy dy lo B dy dy tn
Yo Yo
Yo n
Sﬁ(y0)> ( d1n£[; d dlneﬁ d
go=—{1—1In +/ Mg + — | b dy—l—/ Mg + — | bapdy (2.30b)
¢ ( g ) J P dy ay) Py ay)
Yo Yo
/ynMd+7<M | dineg d> d+77(M | ding d) y 2300
n = y — | S10dy — | sipdy .30c
" P J Pr "y ay) J P dy ay)"m

Y0

y dineg d g dingg d
0
— M, K;! / M, B2 /M Al 2.
Z0 [>~m( 5+ E50 ﬁw)dyfy ( bt dy)sz@dwr{b bt gy gy ) Sy (2300

De esta manera, las condiciones de salto que acoplan a las ecuaciones del TDA en la posicién de la
superficie divisoria estan dadas por las Ecs. (2.25) y (2.28). Es importante notar que, los coeficientes
de salto dependen de conocer a los campos de las variables de cerradura macroscépicas, los cuales a
su vez dependen de conocer a las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos y a las posiciones
Y0, Yn Y Yo- En el Apéndice C se describe el procedimiento para determinar tanto a los coeficientes de
salto como a las posiciones yo, yo Y Y- A continuacion, se presenta el PCL que permite determinar a

las variaciones espaciales de la permeabilidad en la inter-regién 1 — .

2.6. Problema de cerradura local (PCL)

En el contexto del método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999), la determinacién de las
variaciones espaciales de la permeabilidad en la inter-regién 11 — @, requiere el planteamiento y solu-
cién de un PCL. Tal estudio fue presentado recientemente por Valdés-Parada et al. (2007a, 2009). El
desarrollo detallado del PCL puede seguirse en dicha referencia o en el Apéndice B de este trabajo.
Con el fin de conservar la brevedad en la presentacion, basta con mencionar que bajo las siguientes

restricciones de longitudes de escala

52

ro ro B
1: . P« 231
L, < L, roL < ( )

el tensor de permeabilidad puede calculase a partir de la siguiente expresion

1
~ e (K 09 = | o (~tby+VBg)an (2.32)
.Q{ﬁg(x)
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donde el vector by y el tensor Bg son variables de cerradura locales que indican cémo los términos
fuente se distribuyen en las desviaciones locales de la velocidad y la presién. Las variables de cerradura

se pueden obtener al resolver el siguiente PCL

V-Bg=0 en Vg (2.33a)
0=—Vbs +V°Bj +e5(x)K;' (x) en (2.33b)
CF1l: Bg=-I en A (2.33¢)
0B by
C.F2: en y = hy —L =0 —L£ =0 (2.33d)
dy dy
dBg b
CF3: en y=—h —=0 — =0 (2.33e)
dy dy
Periodicidad :  Bg(r+1;) = Bg(r) i=1,2,3 (2.331)
Periodicidad :  bg (r+1;) =bg (r) i=1,2,3 (2.33g)
Promedio:  (Bg)P =0 (2.33h)
Promedio:  (bg)P =0 (2.33i)

de donde se puede notar que la permeabilidad es una propiedad intrinseca, i.e., que no depende de las
propiedades del fluido. El PCL se debe resolver en una celda unitaria representativa que incluya la
inter-regién 11 — @, como la que se muestra en la Figura 2.4. El tamafio de la celda unitaria se denota
como 2hy, cuyo valor se desconoce en esta etapa. Para resolver el PCL es conveniente utilizar los

siguientes cambios de variables sugeridos por Whitaker (1999)
dg = &' (x)bg - Kp(x); Dp = &5 (x) (Bg +1)-Kp(x) (2.34)

los cuales permiten escribir a las Ecs. (2.33a) de la siguiente forma

V-Dg=0 en g (2.35a)
0=—-Vdg+V*Dg+1 en ¥ (2.35b)
CF1: Dg=0 en s (2.35¢)
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C.F2: en

C.F3: en

Periodicidad :

Periodicidad :

Promedio :

9D, ddg
Dy Jdg
S
Dﬁ(l’—Fl,‘):Dﬁ (I‘) i:1,2,3
dg (r+1;) =dg (r) i=1,2,3
(d5)f =0

Abhora el tensor de permeabilidad se puede calcular como

Kg(x) = (Dg)

(2.35d)

(2.35¢)

(2.35f)
(2.35¢)

(2.35h)

(2.36)

Aqui el PCL se present6 en forma vectorial debido a que en ocasiones para determinar a una sola de

las componentes del tensor de permeabilidad, tal como Kg(y) = e, - Kg(X) - €,, son necesarias al menos

dos de las componentes del tensor Dg.

2h

Figura 2.4: Muestra representativa de la region de la frontera.

Como ya ha mencionado anteriormente, las predicciones del tensor de permeabilidad sin la impo-

sicién de restricciones de longitudes de escala o suposiciones sobre el PCL, no estdn disponibles hasta

el momento. Esto ha motivado a dudar sobre la utilidad de un PCL para dicho fin. Con el objetivo de

responder a esta pregunta, en la siguiente seccién se obtiene el perfil de velocidad promedio del pro-

mediado del perfil de velocidad local. Esto proporciona un marco de comparacién a partir del cual se
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puede obtener una perspectiva de la utilidad del PCL para determinar a las variaciones espaciales de la
permeabilidad. Ademds, en el siguiente capitulo con esta informacion se determinardn las variaciones

espaciales de la permeabilidad de manera exacta.

2.7. Simulacion analitica directa

Con el objetivo de obtener un marco de comparacién que permita analizar los efectos que tiene
sobre los perfiles de velocidad predichos por los modelos de uno y dos dominios, el hecho de utilizar un
PCL simplificado para determinar la funcionalidad espacial de la permeabilidad, se propone obtener el
perfil de velocidad promedio de promediar directamente el perfil de velocidad local. Esto requiere de
la solucidn del problema local dado por las Ecs. (2.1) en todo el sistema bajo estudiado. Sin embargo,
la solucidén de dichas ecuaciones puede llegar a ser muy complicado o muchas veces imposible debido
a la compleja estructura de un medio poroso. De hecho, esta es una de las principales motivaciones
de utilizar ecuaciones promedio. Este inconveniente se puede evitar si se utiliza una representacion
simplificada del medio poroso que conserve las principales caracteristicas del mismo y que ademas la
velocidad local se pueda determinar analiticamente. Como se mencioné anteriormente, tal analisis fue
llevado a cabo por Ochoa-Tapia et al. (2017) al considerar el medio poroso como un arreglo periédico
de tubos capilares del mismo didmetro y por Chavarria-Ornelas (2016) al considerar a dos estratos
porosos como arreglos periddicos de placas paralelas.

Con el fin de obtener perfil de velocidad promedio a partir del promediado del perfil de veloci-
dad local, en este trabajo se considera que el medio poroso estd compuesto por un arreglo de placas
paralelas del mismo espesor y separadas entre si por la misma distancia {3, tal como se muestra en
la Figura 2.5. La separacion entre una placa y otra se considerard como cada poro que compone a
la regién homogénean. Al usar esta configuracion, el flujo en la region—n y en cada poro de la re-
gién— @, estan conectados tinicamente en las entradas y salidas del sistema. Como consecuencia, bajo
las suposiciones iniciales de flujo unidireccional y completamente desarrollado, el perfil de velocidad

local en la regién—n corresponde a la expresion bien conocida de flujo de Poiseuille dada por

2
Vb= Ve [1—(2”) } —B<y;<+B (2.37)
donde v,’;mx es la velocidad maxima del fluido en la regién—m, la cual estd definida como
dpg B>
fo_ TP 2.38
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Figura 2.5: Configuracién simplificada del sistema fluido-medio poroso.

donde a su vez B = L; /2 es la mitad de la longitud caracteristica de la regién—1. Analogamente, la

velocidad local del fluido en cada poro puede determinarse mediante la siguiente expresion

2
vh = VD [1 - (%") } —b<y,<+b (2.39)
donde Vi, es la velocidad maxima del fluido en cada poro y esta dada por
dpﬁ b?
p __ P T 2.40
Vmax dx 2ug (2.40)

Aqui b = g /2 es la mitad de la longitud caracteristica de cada poro que constituye a la region—.
Cabe sefalar que en las Ecs. (2.37) y (2.39), yr y y, son los ejes verticales del los sistemas de coor-
denadas locales, cuyos origenes se localizan en la mitad de la regién—mn y en la mitad de cada poro,

respectivamente. Lo anterior se muestra en las Figuras 2.6.
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Figura 2.6: Sistemas de coordenadas locales para la velocidad local en la regién—1 y en cada poro de la regién

homogénea—w

2.7.1. Prediccion de la velocidad promedio

Debido a que tanto en la region—7 como en cada poro de la region—@ existe un sistema de
coordenadas local asociado a cada perfil de velocidad local, primero es conveniente escribir a cada
expresion de la velocidad local y a la posicién del centroide de la regién de promediado con respecto
a un sistema de coordenadas global. El origen de este sistema de coordenadas se muestra en la Figura
2.5, el cual estd localizado en donde la regién—1) se une con la region—m. De esta manera, la relacién

entre los ejes de coordenadas yy y y estd dada por
yy=y—B (2.41)

la cual permite escribir a la Ec. (2.37) como

: 2
Vb=V [1—(2—1) ] 0<y<Ly (2.42)
Por otro lado, es conveniente definir que la regién de promediado es un paralelepipedo, cuyo volumen
estd dado por

V = 2rg (L:L,) (2.43)

donde L,L, es el drea de la base y 2r¢ es la altura del volumen de la regién de promediado. Esté
ultimo se supone que estd compuesto por un niimero entero (rng) de celdas unitarias de altura ¢, de
modo que

2rg = no! (2.44)

Como consecuencia, los operadores de promedio superficial y de promedio intrinseco dados por las
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Ecs. (2.5) adquieren la siguiente forma

! E=y+ro
) =5 [ vs(§)aC 2.45)
¢=y—ro
I C=y+ro
<vﬁ>l3 — Vl:(;)g_y ) vg(8)d¢ (2.46)

En las ecuaciones anteriores se ha tomando en cuenta que la velocidad local s6lo depende de la
direccién y. A continuacion se presenta el promediado del perfil de velocidad local en las cinco zonas
del sistema aqui estudiado, las cuales estan limitadas por las posiciones del centroide de la region de
promediado y se han clasificado en zonas independientes y dependientes de la microestructura del

medio poroso.

2.7.2. Zonas independientes de la microestructura del medio poroso
Inter-region fluido-pared superior

La primera zona independiente de la microestructura del medio poroso es la inter-regién fluido-
pared superior (inter-region n — W), la cual estd definida por las siguientes posiciones del centroide
de la region de promediado

Ly—ro<y<Ly+ro 2.47)

de modo que 7 contendra porciones de la region—n y de la pared impermeable. Al introducir la Ec.

(2.42) en la Ec. (2.45), conduce a

3 B 3

(ve)gw B2 o ' e
B

3
(W _ i Q=y—B— 2.48
‘Uf, 2r0 ) :| f=Y ro ( )

max

donde la integracién se ha llevado a cabo tomando en cuenta que vg =0 paray > Ly. Aqui se debe
notar que, la velocidad promedio puede considerarse igual a cero en y = Ly sélo si rg < B, de lo
contrario la velocidad promedio serd igual a cero hasta y = Ly, + r(. Esta tltima posicion es cuando la
region de promediado se localiza completamente dentro la pared impermeable. Esta es la condicion

de frontera superior que se utilizara para resolver a la ecuacién promedio del ODA.
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Regién homogénea de fluido

La segunda zona independiente del medio poroso es la regiéon homogénea de fluido (regiéon ho-
mogénea—1), la cual estd restringida por las posiciones del centroide de la regién de promediado
dadas por

ro<y<2B—ry (2.49)

en este caso, ¥ contendra tinicamente a la regiéon—1. Al reemplazar a la Ec. (2.42)) en la Ec. (2.45),

[ B

Se debe notar que, esta expresion se puede reducir a la Ec. (2.42), siempre que la longitud caracteristica

se obtiene

de la regién de promediado sea mucho menor a la mitad de la longitud caracteristica de la region de
fluido, i.e., ry < B.

2.7.3. Zonas dependientes de la microestructura del medio poroso

Region homogénea del medio poroso

Por otro lado, la primera regién que depende de la microestructura de medio poroso es, por su-
puesto, la regién homogénea del medio poroso (i.e., regiéon homogénea— w). Esta zona estd acotada

por las siguientes posiciones del centroide de la region de promediado
—Lo+ro<y<-—r (2.51)

Aqui, uno debe recordar que la regién de promediado consiste en un nimero entero de celdas unitarias
(np) de altura ¢ y que el campo de velocidad local se repite en cada celda. Como consecuencia, la Ec.

(2.46) se puede escribir como

1 i=ng p=+b
(v8)0 =107 L / vg (vp)dyp (2.52)
0t =1
Yp=—
donde al introducir la Ec. (2.39), conduce a
(vg), 2
V3P0 53
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Adicionalmente, es conveniente expresar a la velocidad médxima del fluido en cada poro en términos

de la velocidad maxima del fluido en la regién homogénea de fluido mediante la siguiente relacién

Viax _ (sﬁ‘*’>2 (2.54)
v;nax 2N

donde N = % es la relacion entre la longitud caracteristica de la region de fluido y el tamafio de poro.

Asi, la Ec. (2.53) se puede escribir como

(U)o _ 2 (o)’

Cabe sefialar que, la Ec. (2.53) o 1a Ec. (2.55) se conocen como la velocidad de filtracién, que bajo las

suposiciones antes mencionadas es una constante.

Inter-region fluido-medio poroso

La segunda zona dependiente de la microestructura del medio poroso es la inter-regién fluido-
medio poroso (i.e., inter-regién 11 — ). Esta zona estd limitada por las posiciones del centroide de la
regién de promediado dadas por

—rn<y<rn (2.56)

En esta zona ¥ incluira porciones de la region—n y de la region—, de tal manera que, el volumen
se puede descomponer en

V =Vy(y)+Vo(y) = LL;2rg 2.57)

Sin embargo, Vi, (y) puede estar compuesto por un niimero entero de poros (n,(y)) y por una fraccion

de poro (f(y)) como se muestra en la Figura 2.7(b). El valor de n,(y) se obtiene usando la funcion

np(y) = {— (y _/O)J (2.58)

entero mayor como

mientras que f(y) estd dada por

— T
f)=- (y ; °> —ny (2.59)
aunque la porcién de f(y) que contribuye a la velocidad promedio se define como
0 si f < (1-gp0)
fp(y) = (2.60)

f—(1—ggp) si f>(1—¢€p)
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Figura 2.7: Regi6n de promediado en la inter-region: a) pared superior-fluido, b) fluido-medio poroso y c)

medio poroso-pared inferior.

Tomando en cuenta lo anterior, la Ec. (2.45) se puede escribir como

p=+b =+b E=y+ro

1
(V)00 = 5, 0 / VF (vp)dyp + / (p)dyp+ / £)dg 2.61)
)’p:_b Yp=0p C 0
o de otra forma
(08) 0 = - 1ot (0B + S C5 ™+ -+ ) 5] 262
La primera contribucion de la ecuacion anterior se obtiene de <vl3> = <vﬁ> / €pw» donde <1)13 >w

esta dada por la Ec. (2.55). Por su parte, la segunda contribucién se puede obtener al usar la Ec. (2.39)

en la siguiente definicién

yp=>b
opne ﬁe / Op)dyp, 0y =b— fsl (2.63)
Yp=0p
lo cual conduce a
ol (€80\° 2 « 1 7,2
o —f ZPem(Pe 2 Py (P 2.64
Tf0 ™ = e\ 2n ) |37 % 3(19) 2.64)

Finalmente, la tercera contribucion de la Ec. (2.62) se puede derivar al reemplazar a la Ec. (2.39) en
la siguiente expresion
E=y+ro

grmo _ 1 f
0 S C_/O vi($)dg (2.65)
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para obtener

2
srno _of )" [ 1y no
(+10) 01 = v 2 [1 = (3+3) (2.66)

Inter-region medio poroso-pared inferior

La dltima zona dependiente de la microestructura del medio poroso es la inter-regiéon medio
poroso-pared inferior (inter-region N — ®) , la cual estd circunscrita a las posiciones del centroide

de la region de promediado expresadas como
—Ly—1r0<y<—-Ly+ro (2.67)

En esta zona, 7 estard compuesta por porciones de la region—@ y de la pared inferior, por lo que el

volumen se puede expresar como sigue
V =Vu(y)+Vw(y) = Ly, L;2r9 (2.68)

De manera similar a la inter-regiéon n — @, el volumen V,,(y) puede contener un numero entero de
poros (n,(y)) y una fraccién de poro (f(y)) como se muestra en la Figura 2.7(c). En este caso n,(y)

se puede obtener de

+ Ly +r
npl(y) = PKOJ (2.69)
y ademas f(y) estd dada por
+Ly+r
) ===, (2.70)

Usando la expresion anterior se puede determinar que la porcién de f(y) contribuye en la velocidad

promedio estd determinada por

f st f <&y

fpy) = (2.71)
o SI [f2>Eg
Como consecuencia, la Ec. (2.45) se puede reescribir como
1 _
(V) aw = 3,7 ot (o), + fp 05" | 2.72)

La primera contribucion en la ecuacién anterior se obtiene de <UB >€) = <Dﬁ>w /€pw> donde <“ﬁ>w

también estd dada por la Ec. (2.55). Por otro lado, la segunda contribucién se puede determinar al
introducir la Ec. (2.39) en la siguiente definicién
yp=/Spl—b

1
-p,0W __ p
Tptvg™" = 75t / v (vp)dyp (2.73)

Yp=—
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para obtener

2 2
fplof " = vl (‘Z‘j;’) U gﬁ) [3 — ffﬂ (2.74)

A diferencia de la inter-regiéon 1 — w, no hay contribucién de la regién—mn. Se debe notar que, la
velocidad promedio es cero en y = —Lg, — 1y, i.e., cuando la regidon de promediado se localiza comple-
tamente dentro de la pared impermeable inferior. Esta es condicion de frontera inferior que se utilizard

para resolver la ecuacién promedio del ODA.

2.7.4. Observaciones de la simulacion analitica directa (DAS)

En esta seccién se obtuvo analiticamente el perfil de velocidad promedio, para el sistema fluido-
medio poroso aqui estudiado, a partir del promediado del perfil de velocidad local. Como consecuen-
cia, el perfil de velocidad promedio obtenido es un resultado exacto, ya que no se impuso alguna
restriccion de longitud de escala o suposicién més alld a las del sistema original. A esta forma de
obtener el perfil de velocidad promedio se le denominard, de aqui en adelante, como una simulacién
analitica directa (DAS por sus siglas en inglés, Direct Analytical Simulation). En este punto se debe
sefalar que, a pesar de que la configuracién utilizada parece una simplificacién exagerada, los mode-
los simples de medios porosos han sido ampliamente utilizados en la literatura (Eidsath et al., 1993;
Larson y Higdon, 1989; Prat 1989, 1990, 1992; Min and Kim, 2005; entre muchos otros). Ciertamente
se pueden utilizar configuraciones més complicadas del medio poroso para las cuales la velocidad lo-
cal atin se pueda obtener analiticamente. Algunas de estas configuraciones se discuten en Ochoa-Tapia
et al. (2017). A continuacidn, se presentan los perfiles de velocidad promedio descritos a partir de la
DAS para un sistema fluido-medio poroso con Ly = Ly = 10379 y considerando diferentes tamafios de

la regién de promediado para dos valores de la porosidad de la regién homogénea del medio poroso.

= Las Figuras 2.8 muestran los perfiles de velocidad promedio en la inter-regiéon fluido-medio
poroso. De estos perfiles, se puede apreciar que la velocidad promedio incrementa sibitamente
de la velocidad de Darcy (i.e., en y = —rp) a una velocidad asociada a la primera posicién de
la regién homogénea de fluido (i.e., en y = ry). Claramente, se observa una zona de transicion
suavizada entre ambos valores de la velocidad, cuya amplitud incrementa con el tamafio de la
region de promediado. De acuerdo con Ochoa-Tapia et al. (2017), esta zona es consistente con

los términos de correccién de Brinkman a la ley Darcy en el TDA y en el ODA.
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Figura 2.8: Perfiles de velocidad promedio en la inter-regién medio poroso-fluido para (a) € =04y (b)

Ew = 0.8.

= Andlogamente, las Figuras 2.9 muestra los perfiles de velocidad promedio en la inter-regién
medio poroso-pared inferior. En este caso, el perfil de velocidad promedio presenta oscilacio-
nes desde la localizacién de la pared inferior (i.e., y = —Lg,) hasta alcanzar a la velocidad de
Darcy (i.e., y = —Lg + 19). Las amplitudes de las oscilaciones disminuyen cuando incrementa
la porosidad de la regién homogénea del medio poroso y el nimero de oscilaciones incrementa
conforme crece el tamafio de la regiéon de promediado, hasta comportarse como una linea recta
para rp = 100£. Este hecho resalta la importancia del tamafio de la region de promediado para
suavizar las no uniformidades del medio poroso. Para cumplir con esto, rg debe ser mucho mas
grande que la longitud caracteristica mas grande de la escala de poro (¢) y a su vez mucho mas

pequeiio que la longitud caracteristica mas pequefa asociada al sistema macroscépico (Ly).

= Por otro lado, las Ecs. (2.48) y (2.50) indican que la velocidad promedio adimensional en la
inter-regién fluido-pared superior y en la region homogénea del fluido son independientes de
la porosidad y del tamaio de la regién de promediado. Por su parte, la Ec. (2.55) indica que la
velocidad promedio adimensional en la regién homogénea del medio poroso es una constante

que sélo depende de la porosidad.

= Siguiendo a Ochoa-Tapia et al. (2017) para determinar el tamafio apropiado de rg, uno puede

tomar como criterio la media de los perfiles de velocidad promedio para diferentes valores de
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Figura 2.9: Perfiles de velocidad promedio en la inter-regién medio poroso-pared inferior para (a) € =04y

(b) £ = 0.8.

la relacién ry /4. El valor adecuado de ry serd aquel donde la media de la velocidad promedio
comience a comportarse como una constante. Con esto en mente, en las Figuras 2.10 se muestran
las medias de la velocidad en la inter-regién fluido-medio poroso y medio poroso-pared inferior
como funcién de ry/¢, respectivamente. En ambos casos se encuentra que para proporcionar
adecuadas cantidades promedio, con la configuracién del medio poroso utilizada, el tamaiio de
ro debe ser al menos 20¢. Sin embargo, debido a que en la Figura 2.9a el perfil de velocidad

promedio atin presenta oscilaciones para ry = 20/, en este trabajo se utilizara a ro = 10%(.

Como se menciond anteriormente, la informacion de la DAS es un resultado exacto, a partir del
cual se puede determinar de manera exacta a las variaciones espaciales de la permeabilidad para cerrar
el ODA y determinar a los coeficientes de salto con las misma precision. Esto se puede llevar a cabo
al calcular a cada término de la definicion de la permeabilidad dada por la Ec. (2.16) en cada zona del

sistema fluido-medio poroso, tal como se mostrara en el siguiente capitulo.

39



—
o
N2
x
>
&
—
o
=
x
1o

: ; . ;
@ 1 1
1.3325 1 1 L] 1
1 25+ : i
L 1 4 —~~
/?31.3325 : 3 .
S 1 2 Ll ! ]
513324 1 1 3 2 1
5 ! S !
3 L 1 i !
e 1 315} ! i
—~
5 ' 3 :
L 1 4
£ 1024 ' 2 )
: - T - |
S 13324 ' 1 S 1
= e 1 < [ ] 1
A 13324 : i A, 05T : i
] [ ]
1 1
L ] [ ]
1.3323 ® o ° 6 e o ° ok L ) Ib o o o
L L 1 L L L Ll L
0 1 2 10° 10 102
10 10 10
’r‘o/f T()/f

Figura 2.10: Tamafio de la regién de promediado en las inter-regiones (a) fluido-medio poroso y (b) medio

poroso-pared inferior.

40



Capitulo 3

Coeficientes de transporte efectivos

En este capitulo se determina la dependencia espacial de la componente tangencial de la permea-
bilidad y de la porosidad, los cuales esta involucrados en el ODA y en las condiciones de salto del
TDA presentados en el capitulo anterior. La permeabilidad se obtiene de dos maneras, utilizando la
informacién de la DAS y mediante la solucién del PCL simplificado, ambos también presentados en el
capitulo anterior. Por su parte, la porosidad se obtiene al relacionar directamente el volumen del fluido
contenido en la regién de promediado con el volumen total del mismo. Para mantener la consistencia
entre las predicciones, en todos los casos se considera la geometria del medio poroso que consiste en

un arreglo de placas paralelas.

3.1. Permeabilidad basada en la simulacion analitica directa (DAS)

En el capitulo anterior, se definié un término de Darcy con las variaciones espaciales de la com-

ponente tangencial de la permeabilidad, el cual estd dado por

~f5(y) = — g5 (K5 ' () (vp)’ =

1
Vs (y) / ngo - [&jej (PB - <PB>B‘y> — Ug (Vv,; V<Vﬁ>ﬁ‘yﬂ dA (3.1)
P VQ{BG()’)
Cabe sefialar que, a partir de esta expresion se puede determinar de manera exacta a la dependencia

espacial de la permeabilidad. Para llevar a cabo a esto, es necesario determinar a los términos invo-

lucrados dentro de dicha expresidn. Sin embargo, al considerar al medio poroso que consiste en un
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arreglo de placas paralelas, la Ec. (3.1) se reduce a

_ _ B dvg  d(vg)"
—fp() = —eg (K5 () (vp)" = Vﬁ(y)Aﬁ/(y) ny <dy =% ) dA (3.2)

De esta manera, s6lo queda determinar a la porosidad, el promedio intrinseco de la velocidad y a
todo el término de integral superficial. El promedio intrinseco de la velocidad se obtendrd a partir
de las expresiones del promedio superficial de la velocidad predicha a partir de la DAS junto con la
ecuacién de Dupuit-Forchheimer, por lo que es necesario determinar de antemano a la dependencia
espacial de la porosidad. En ese sentido, la porosidad se puede obtener evaluando a la Ec. (2.7) en
cada posicion de la region de promediado. Para mantener la fluidez en la presentacion de este trabajo,
basta con mencionar que para el sistema fluido medio poroso aqui estudiado la dependencia espacial

de la porosidad estd dada por la siguiente expresién

Ly+r1ry—
T Ly—ro<y<Ly+rg
0
1 ro<y<Lnp—ry
nylg+ fgl+y+ro
gg(y) =4 P Zﬁr —r<y<ry (3.3)
0
o —Lp+ro<y<-—r
nylsg + fgt
M —Ly—rg<y<—Ly+rg
2ro

El desarrollo detallado de €g(y) se encuentra en el Apéndice D de este trabajo, pero se debe notar que,
para expresar a €g(y) se utiliz6 la notacion involucrada en la DAS del capitulo anterior. En las Figuras
3.1 se muestran las variaciones espaciales de £g(y) en las inter-regiones medio poroso-pared inferior y
fluido-medio poroso para diferentes valores de la porosidad en la regién homogénea del medio poroso.
Donde, en general, se puede notar que €g(y) varfa linealmente con la posicion en ambas inter-regiones.
Particularmente en la inter-regién medio poroso-pared inferior, €g(y) crece del valor de &g, /2 en
y = —Lg al valor de &g, en y = —Lg, + ro, mientras que en la inter-regién fluido-medio poroso, &g(y)
aumenta del valor de &g, en y = —rp al valor de 1 en y = ry. Adicionalmente, se encontré que en la

inter-region fluido-pared superior el valor de &g (y) no dependen de la porosidad, aunque también varfa
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linealmente del valor de 1 en y = Ly, — r¢ al valor de 0.5 en y = L. Estas tltimas variaciones no son
presentadas. En los siguientes apartados se determina de manera exacta a las variaciones espaciales de

la permeabilidad en cada zona del sistema fluido-medio poroso.

(a) 08 T T T T T T T T T (b) 1

0.7 1 09r

0.8

o T
1000 -999.9 -999.8 -999.7 -999.6 -999.5 -999.4 -999.3 -999.2 -999.1 -999 408 06 04 02

0
y/ro y/ro

Figura 3.1: Variaciones espaciales de la porosidad en las inter-regiones (a) medio poroso-pared inferior y (b)

fluido-medio poroso para diferentes valores de &g, y con ro = 1020y Ly= 103rg

3.1.1. Inter-region fluido-pared superior

En la inter-regién fluido-medio poroso, la Ec. (3.2) toma la siguiente forma

B
1 dvg d<vﬁ>nw
- RERNLAA/ LA I 7Y 4
/ "y dy dy d (34)

%ﬁG(Y) y

— sﬁnw()’)KEq;W(y) <Vﬁ>f1W - Venw ()

donde &g, (y) es la variacion de la porosidad en esta zona de transicion, la cual estd dada por la Ec.
(3.3). Aqui el promedio intrinseco de la velocidad se obtiene usando a la Ec. (2.48) en <v5>g 0=
<Vﬁ>nw /€pnw(y). Por otro lado, la integral superficial se toma como la suma de las derivadas de las
velocidades local y promedio evaluadas en las dreas interfaciales contenidas en la regién de prome-
diado. En la configuracion del placas paralelas, todas las dreas interfaciales son iguales y se pueden
expresar como

Aﬁc}yf:iB = AﬁG yp=tb LiL, 3.5
Sin embargo, en esta zona de transicion s6lo hay un drea interfacial contenida en la regién de prome-

diado como se muestra en la Figura 2.7(a), la cual se localiza en y; = +B. Como consecuencia, la Ec.
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(3.4) se puede escribir como

dvl, d<v >ﬁ 1
—1 B _ B B/nw
—&pnw (") Kgw () (VB )y = s - V0] / dA (3.6)
y=tB y o ()
donde se debe reconocer que
! / dA ! ar=y—B—r (3.7
EYITnY = 5 =yY—b—n .
Vﬁ (y) B — OCf g
Aﬁc(y)
Por lo que la Ec. (3.6) se transforma en
v’ d<v >ﬁ
-1 g 1 B B/nqw
—&pnw () Kgw () (VB )y = el e ——5 (3.8)
yr=+B y

donde la derivada de la velocidad local en la regién de fluido estd dada por

v, )
B f
Y (3.9)
d mx B
S

mientras que la derivada del promedio intrinseco de la velocidad se puede encontrar en el Apéndice
77. La Ec. (3.8) describe de manera exacta a las variaciones espaciales de la permeabilidad en la

inter-region fluido-pared superior, que esta acotada por Ly —ro <y < Ly + ro.

3.1.2. Inter-region fludio-medio poroso

Enfocando ahora la atencién a la inter-region fluido-medio poroso, la Ec. (3.2) toma la siguiente

forma

B
d(vg)
_ -1 B _ 1 dvg B B/ne
€00 (Ko () (V8 ) yo = Vo0 / e I K (3.10)
<Q{ﬁo’()’) y

donde €gpq(y) es la variacion de la porosidad asociada a esta zona, la cual estd dada por la Ec.
(3.3). El promedio intrinseco de la velocidad se obtiene introduciendo a la Ec. (2.62) en <Vﬁ>g 0=
<Vﬁ>nm /€gnw (). Por otro lado, el nimero total de dreas interfaciales contenidas en la region de pro-
mediado estd compuesto por las dreas en el nimero entero de poros, en la fraccién de poro y por
aquella en donde la regién—n se une con la region—@. De esta forma, la Ec. (3.10) puede escribirse

como

_8[57160 ﬁna) < ﬁ>

1 5 y dvﬁ
+ -
nplg + fpl+y+ro @yt o) dyp

S
Y

d
y[):+b

(3.11)

yr=+B
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donde la derivada de la velocidad local en la region de fluido estd dada por la Ec. (3.9), mientras que

la derivada de la velocidad local en cada poro de la regién de medio poroso es

p Ly 2 (B 3.12
ay, = “Vmixp | 2N (3.12)
P yp=tb

La derivada del promedio intrinseco de la velocidad se puede encontrar en el Apéndice ??. Ademas,
en la Ec. (3.11) Ay es una funcién indicadora del drea interfacial asociada a la fraccion de poro, la

cual se define como
0 si f<(l—¢gp)

o = (3.13)
1 osi f>(1—¢gy)
Uno debe recordar que esta zona de transicion estd restringida por —rp <y < ryp .
3.1.3. Region homogénea del medio poroso
En la regién homogénea de medio poroso, la Ec. 3.2 toma la siguiente forma
—€ v =— | | ————"—"7 .
BB \YB /e Vio y dy, dy

Do
Sin embargo, la derivada de la velocidad promedio es igual a cero, por lo que la ecuacion anterior se
reduce a
1 dvg
—e5uKg,) :;——f/" —£ ) dA 3.15
Bw ﬁa)<vﬁ>a) vﬁw ny < dy > ( )
po

Por otra parte, se debe recordar que en esta region el perfil de velocidad local se repite en cada poro y

que el nimero de poros contenidos en la regién de promediado es un nimero entero, por lo que con
una sola celda unitaria se puede determinar a la permeabilidad en esta regién. Cabe sefialar que, cada
poro contiene dos dreas interfaciales, las cuales se localizan en y, = +b. Como consecuencia, la Ec.

(3.15) toma la siguiente forma

dvh
1y 81 B
_SﬁwKﬁa) <Vﬁ>w = EB 2dyp (316)
Yp=-=+b

Donde al reemplazar a la derivada de la velocidad local de un poro dada por la Ec. (3.12) y al promedio
intrinseco de la velocidad obtenida con ayuda de la Ec. (2.55), se obtiene que la permeabilidad en el

seno del medio poroso es
sg o
Kp,, = 3.17
Bo 12 ( )
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Esta expresion indica que la permeabilidad en la regién homogénea del medio poroso es una constante
para un valor de la porosidad de la regién homogénea del medio poroso y un tamafio de celda unitaria.

Este resultado estd acotado por —Lg 419 <y < —rp

3.1.4. Inter-region medio poroso pared inferior

Finalmente, en la inter-regiéon medio poroso-pared inferior, la Ec. (3.2) se puede escribir como

B

—1 B 1 dvlg d<Vﬁ>

_SﬁwW(y)KﬁwW(y) <Vﬁ>ww = m / ny d—y — T“’W dA (3.18)
Mﬁo‘(Y) y

siendo €gw (y) la porosidad asociada a esta zona de transicion. Andlogamente, el promedio intrinseco
de la velocidad se puede obtener al introducir a la Ec. (2.72) en <Vﬁ>f’ 0= <v5>nw /€nw(y). En este
caso, el nimero total de dreas interfaciales estard dada por las areas contenidas en el nimero entero de

poros y en la fraccién de poro, lo cual conduce a escribir a la Ec. (3.18) como

—&paw (V) K g () <Vﬁ>€>w =

B
d
— (Aow +1) <V£y>‘°w (3.19)

p yl):J,»b y

1 A dvl’;
— | Cnp+Aow +1) =2
n pf g+ fﬁﬁ ( P oW )
donde A, es una funcién indicadora del drea interfacial asociada a la fraccidn de poro contenida en

la parte superior de la regién de promediado, la cual se define como

0 si <€
Aow = <o (3.20)
1si f> g0

La derivada de la velocidad local esta dada por las Ec. (3.12), mientras que la derivada del promedio
intrinseco de la velocidad se puede encontrar en el Apéndice ??. El dominio de validez de la Ec. (3.19)

estd restringida por —Lgy —rg <y < —Lg + 19.

3.1.5. Observaciones sobre la permeabilidad basada en la simulacién analitica directa

Con base en lo anterior, la dependencia espacial del Kg(y) en cada zona del sistema fluido-medio
poroso se puede obtener a partir de las Ecs. (3.8), (3.11), (3.17) y (3.19). Conviene enfatizar que, las
predicciones que se obtendrdn de estas ecuaciones son exactas, al menos para la configuracién del

medio poroso utilizada. Dichas ecuaciones se resumen en la siguiente expresion
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B
—1 d<vﬁ> W
/ L Ly— <L
B—(Xf dy n ro<y< n+r0
y
0 ro<y<Lp—ro
1 -1 d<vﬁ>f]a)
Kg'0)(vp) =1 G | @r+ine) 9"+ = (o—1) — == | —ro<y<no (321)
no y
) y
T‘Pp —Ly+rp<y<-nry
B
B
—1 d{v
Dun ((2n,,+/1ww+1)<pﬂ—(/1ww+1)<§y>“’w —Lo—19 <y < —Lo+7g

donde, por simplicidad, se definieron

q)nw(y) :I’lpgg +f5€+y+ro; Dy (v) :npﬂﬁ +f[;€;

P f
_ 4 . B
= 5 (p = dy
Y yp=1b yr=+B

(pp

En las Figuras 3.2 se muestran las predicciones de la dependencia espacial del inverso de la per-
meabilidad normalizada en las inter-regiones medio poroso-pared inferior y fluido-medio poroso to-
mando a Ly =Ly = 103rg, ro = 10?¢ y diferentes valores de la porosidad de la regién homogénea del
medio poroso. En la primera zona de transicién, el inverso de la permeabilidad normalizada decrece
suavemente en todos los casos del valor de 2 en y = —L, hasta 1 en y = —L, + rp, ver Figura 3.2(a).
Esto indica que hay mayores resistencia al flujo cerca de la pared inferior con respecto a las que se
encuentran en la region homogénea de medio poroso. Nétese que estas resistencias varian de la misma
forma para cualquier valor de la porosidad. En la segunda zona de transicion, el inverso de la permea-
bilidad normalizada decrece rapidamente del valor de 1 en y = —rg hasta un valor muy cercano a 0
en y = ry, ver Figura 3.2(b). Esto indica que las resistencias al flujo disminuyen conforme la region
de promediado pasa de la regiéon homogénea del medio poroso a la regién homogénea de fluido, los
cual se debe a que el volumen del fluido contenido en la region de promediado incrementa. Esta ulti-
ma caracteristica también la comparte la permeabilidad en el seno del medio poroso. Por otra parte,
las variaciones espaciales del inverso de la permeabilidad normalizada en la inter-regién fluido-pared
superior no son afectadas por el tipo de medio poroso y su porosidad asociada, lo cual se debe a que
hay una separacién de longitudes caracteristicas. Estds variaciones del inverso de la permeabilidad
normalizada no son presentadas.

Es importante mencionar que, a pesar de que las variaciones espaciales tanto de £g(y) como de
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Kg(y) se obtuvieron partir de considerar una geometria simple del medio poroso, pueden proporcionar
una perspectiva del porqué las ecuaciones del TDA no son vdlidas dentro de las inter-regiones, i.e.,

debido a los cambios rdpidos que sufre £(y) y Kp(y) dentro de dichas zonas.

(a) 2 T T T T T T T T T (b) 100
19f 1
—cp, =02
18F fw 107
. —ep. =04
~
S ——e5, = 0.6 S
16 | £
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Figura 3.2: Variaciones espaciales de la permeabilidad en las inter-regiones (a) medio poroso-pared inferior y

(b) medio poroso-fluido para rg = 102/, Ly = 1037y y diferentes valores de -

3.2. Permeabilidad basada en el problema de cerradura local (PCL)

Para cumplir con el principal objetivo de este trabajo, en esta seccion se determina la dependencia
espacial de la permeabilidad tal y como lo indican Valdés-Parada et al. (2007a), i.e., mediante la
solucién del PCL dado por las Ecs. (2.35). En este caso, el PCL debe resolverse en una celda unitaria
representativa del sistema fluido-medio poroso, la cual debe ser lo suficientemente grande de tal modo
que incluya a la zona donde los coeficientes efectivos sufren cambios rapidos de una regién homogénea
a otra, i.e., la inter-regiéon. Notese que la celda unitaria de la inter-regién fluido-medio poroso puede
ser tan compleja como la que se muestra en la Figura 2.4. No obstante, para ser consistentes con la
forma en que se obtuvo la dependencia espacial de la fraccién volumétrica y de la permeabilidad en la
seccion anterior, se considera una celda unitaria como la que se muestra en la Figura 3.3. Con esto en
mente, la componente tangencial de la permeabilidad que se puede extraer de la Ec. (2.36) estd dada

por

Kz (y) = (Dg) = / Dg(&)dé (3.22)
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donde KgCL =e,- Kﬁ exyDg =e- Dﬁ -e,. A continuacion el PCL dado por las Ecs. (2.35) se reduce

a

d*Dg
= 02 +1 en Vg (3.23a)
CF1: Dg=0 en ,Qf'ﬁc, (3.23b)
dDg
CF2: en y=h, ——=0 (3.23¢)
dy
dDg
CF3: en y=-h, ——=0 (3.23d)
dy
y= hs T
Region—n
y
Region —p” Regién —(
y:_hs -

Celda unitaria de la
Region homogénea —() (b)

Figura 3.3: Celda unitaria representativa del sistema fluido-medio poroso donde el medio poroso estd com-
puesto por un arreglo de placas paralelas.

Una gran ventaja de dicha configuracién del medio poroso utilizada para la solucién del PCL es
que, el campo de la variable de cerradura local en la region de fluido y en cada poro de la region de
medio poroso no estd conectado, lo cual es similar al campo de la velocidad local descrito en la DAS.
Al resolver el PCL dado por las ecuaciones de arriba, se tiene que el campo de Dg en la regién de
fluido estd dada por

2

D} (y) = —% + hyy; 0<y<h (3.24)
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mientras que en cada poro es

b? Vp\ 2
P = — j— 7[) . _ < <
D () = 5 [1 ( p ) ] ; b<y,<+b (3.25)

Una vez hecho esto, se debe aplicar la Ec. (3.22) en cada posicién de la region de promediado para
obtener la dependencia espacial de la permeabilidad. Esto se llevard a cabo en los siguientes apastados.
Conviene recordar que, en la regién homogénea del fluido el inverso de la permeabilidad es igual a

Cero.

3.2.1. Region homogénea del medio poroso

En la regién homogénea del medio poroso, el promedio superficial del campo de la variable de

cerradura Dg se puede escribir como

(Dp)o=7>2 / Dl (yp)dy, (3.26)
i=1

Donde al reemplazar a la Ec. (3.25) y efectuar la integral conduce

o [ 8ol \>
<Dﬁ>a):§< Bz ) (3.27)

Cabe senalar que aqui se ha tomado en cuenta que sélo es necesario utilizar a una celda unitaria para
determinar a la permeabilidad en la regién homogénea del medio poroso. Por lo tanto, la permeabilidad

en esta region a partir del PCL estd dada por

€
KiCr = Pe 3.28
ps 2 (3.28)

Nétese que esta ecuacion es idéntica a la Ec. (3.17), la cual fue obtenida mediante la DAS. Esto
siguiere que el PCL es una buena alternativa para determinar la permeabilidad en el seno del medio
POroso.

3.2.2. Inter-region fluido-medio poroso

En la inter-regién fluido-medio poroso, la Ec. (3.22) se puede escribir como sigue

l _ —
K 0) =5 Wﬁ (Dg)P + f3tDY™ + (y+ o) Dg"ﬂ (3.29)
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Se debe notar que esta expresion es similar a la Ec. (2.62), ya que los términos dentro de los corchetes
son las contribuciones del campo de la variable de cerradura debido a: 1) el nimero de celdas unitarias
enteras, 2) la fraccién de poro y 3) la porcién de la region homogénea—n. Todas ellas contenidas en
la regi6én de promediado. La primera contribuci6n estd dada por (Dg >’g = (Dg),,/€pw> donde (Dg)
se obtiene de la Ec. (3.27). La segunda contribucién se puede obtener usando a la Ec. (3.25) en la

siguiente definicion

yp=b
BOF = [ Dpodv: ot =b-fy0) (330
Yp=0,
para obtener X
po () 3] e
Por ultimo, la tercera contribucion se puede derivar al introducir la Ec. (3.24) en
E=y+ro
() D™= [ DG)as (3.32)
¢=0
la cual conduce a
v+ ro)Dg’nw (y+ro) [}; - é(Y‘i‘ ”0)2} (3.33)

3.2.3. Inter-region medio poroso-pared inferior

Finalmente, en la inter-regiéon medio poroso-pared inferior, la Ec. (3.22) se puede escribir como
sigue

Koo 0) = 3.~ [npﬁﬁ (Dg)l+ 13D | (3.34)

Este resultado es similar al obtenido en la inter-regén fluid-medio poroso, con la excepcién de que

no hay contribucién de la regién de fluido. El primer término dentro de los corchetes estd dada por

<Dﬁ>€> = <Dﬁ>w /€pw> mientras que la segunda contribucién se puede obtener al introducir la Ec.

(3.25) en la siguiente expresion

yp=fpl—b
Drov — fﬁe / D5 () dy, (3.35)
yp=—b
para obtener
FstDy = (f50)* [l’—fge] (3.36)
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3w =04 SﬁwZO.S

y/ro Kg*S(v/ro) Kp(y/ro) % Error KZ(v/r0) K (v/ro) % Error
—1 533x107  533x107 0 427x107°  427x107° 0
—0.8 9.19x1072  1.93x1072  78.95 1.64x1072  1.93x107%  18.26
—0.6 4.15x1072  7.47x1072  79.76 6.70x107%  7.47x1072  11.43
—0.4 1.04x107"  1.62x10~"  55.40 1.54x10~"  1.62x10~"  4.92
—0.2 2.04x10~"  2.77x107'  35.61 2.81x10°"  2.77x10°"  1.27
0 3.49x10°"  4.17x10°"  19.22 4.49x10°"  4.17x10°'  7.19
0.2 5.46x107"  576x107!  5.41 6.61x10~"  5.76x107!  12.86
0.4 8.02x10°' 7.51x107!  6.37 9.19x10"!  7.51x107!  18.28
0.6 1.12 9.39x10~"  16.55 1.23 9.39x10~"  23.48
0.8 1.52 1.13 25.43 1.59 1.13 28.46
1 2 1.33 33.24 2 1.33 33.24

Tabla 3.1: Comparacién de las variaciones espaciales de la permeabilidad en la inter-regién fluido-medio po-
roso para €g = 0.2y €, = 0.8.
3.2.4. Observaciones sobre la permeabilidad basada en el problema de cerradura local

En sintesis, la dependencia espacial de la permeabilidad en todo el sistema fluido-medio poroso,

obtenida mediante la solucion del PCL simplificado estd dada por la siguiente expresion

0 rn<y<Lp—ro
1 _ .,
% [I’lpfﬁ <Dﬁ>€) —|—f3€Dg'nw + v+ Vo)D{;’nw} —rp<y<rp
K= (3.37)
€p!
2 —Ly+ro<y<-—rp
1 _
T {nl,ﬁﬁ <Dﬁ>f) JrfﬁéDg’wW —Ly—1r0<y<—Ly+ro

Con ayuda de esta expresion, en las Figuras 3.4 se muestran los cambios espaciales del inverso
de la permeabilidad normalizada en las inter-regiones medio poroso-pared inferior y fluido-medio
poroso para cuatro valores de la porosidad de la regién homogénea del medio poroso. Asimismo, en
estas figuras se esboza la dependencia espacial de mismo coeficiente, pero obtenida mediante la DAS.
Esto con el objetivo de conseguir una perspectiva del alcance del PCL simplificado para predecir los

cambios espaciales de la permeabilidad. En la inter-regiéon medio poroso-pared inferior, mostrada en

52



la Figura 3.4(a), es claro que ambas predicciones son idénticas para cualquier valor de la porosidad.
Esto sugiere que el PCL simplificado puede ser eficaz para determinar la dependencia espacial de
la permeabilidad en esta zona de transicidn, aunque originalmente el PCL fue desarrollado para la
inter-regién fluido-medio poroso. Por su parte, en la inter-regién fluido-medio poroso, mostrada en la
Figura 3.4(b), se observan diferencias entre ambas predicciones. Estas diferencias disminuyen cuando
incrementa la porosidad de la regién homogénea del medio poroso y cuando la regién de promediado

se desplazada de esta misma regién a la regiéon homogénea de fluido.

(a) = (b)
191
18
€so = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8
—~ 17 ! — 10'2
o
<.l <
16 =
S >
~— 15} ~
B 3
S14f g 10
~ 13f \3
< —— DAS o
M2k = = poL 108
11r
1 L L L L L L L L L 10.5 L L L L L L L
-1000 -999.9 -999.8 -999.7 -999.6 -999.5 -999.4 -999.3 -999.2 -999.1 -999 4 08 06 04 -02 0 02 04 06 08 1
y/mo y/mo

Figura 3.4: Dependencia espacial de la permeabilidad en las inter-regiones (a) medio poroso-pared inferior y

medio poroso-fluido para ro = s =Ly = 1o 1ferentes valores de €g,-
(b) medio p fluido p 1020, Ly = Ly = 10°r¢ y dif lores de &g,

Con el fin de tener una mejor idea de la magnitud de las diferencias entre ambas predicciones de
la permeabilidad en la inter-regién fluido-medio poroso, se propone calcular el porcentaje de error

relativo de acuerdo a DAS () PCL(y)
Kg™(y) — Kz (y

% Brror = 100% x —b—— P
Kg™ ()

B
En la Tabla 3.1 se presentan los valores de estos porcentajes para €, = 0.4 y €, = 0.8. Notese

(3.38)

que, para €g, = 0.4 el porcentaje cambia del 78 % en y/ro = —0.8 hasta un valor del 33% en y/ro =
1, mientras que para €g, = 0.8 el porcentaje cambia del 18% en y/ro = —0.8 hasta un valor del
33% en y/ro = 1. Esto confirma que las diferencias entre ambas predicciones disminuyen cuando
incrementa la porosidad de la regiéon homogénea del medio poroso. Ciertamente las diferencias entre
ambas predicciones son considerables, pero se debe notar que ambas predicciones logran conservar el

mismo orden de magnitud, lo cual puede indicar que los errores inducidos en las predicciones de los
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perfiles de velocidad obtenidas ya sea mediante el ODA o el TDA pueden minimos con respecto al
obtenido mediante a 1a DAS. En el siguiente capitulo se evaluaran los modelos desarrollados hasta este
punto, con el fin de analizar los efectos que tiene sobre los perfiles de velocidad predichos por el ODA

y el TDA, el hecho de utilizar un PCL para determinar la dependencia espacial de la permeabilidad.
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Capitulo 4

Discusion de resultados

En este capitulo se evaliian los efectos que tiene el hecho de utilizar a un PCL simplificado para
determinar a las variaciones espaciales de la permeabilidad. Esto se lleva a cabo comparando a los
perfiles de velocidad que resultan de resolver el ODA y el TDA con el obtenido mediante la DAS. Las
soluciones del ODA y del TDA primero se efectian tomando en cuenta a las variaciones espaciales de
la permeabilidad obtenidas con la informacion de la DAS y posteriormente con aquellas que fueron
obtenidas mediante la solucién del PCL simplificado. Ademads, se debe mencionar que en ambos casos
se utilizan las mismas expresiones de las variaciones espaciales de la porosidad. Cabe recordar que,
en el TDA las variaciones espaciales de la permeabilidad y de la porosidad se utilizan en la solucién

de los problemas de cerradura macroscépicos y con ello determinar a los coeficientes de salto.

4.1. Solucion del modelo de un sélo dominio (ODA)

Como primer paso hasta el andlisis de los efectos que tiene sobre el ODA el hecho de utilizar a
un PCL simplificado, se propone evaluar la validez de la igualdad expresada por la Ec. (2.10). Para
este fin, es necesario resolver el ODA con las variaciones espaciales del término fg (y) = fg(x)-e, y
con el término de Darcy que considera a las variaciones espaciales de KEAS (y). Ambas dependencias
espaciales estdn dadas por la Ec. (3.21), la cual se obtuvo con la informacién de la DAS, por lo que

las predicciones son exactas. Con esto en mente, la ecuacién promedio del ODA para el sistema bajo

consideracion puede escribirse como sigue

Plg) | degd(vg)’ | ey, 1B
02724'331@)7)) dy +3,31()’)Ty2<"[3> —nﬁ(y)+€ﬁwKﬁc})<vﬁ>a),oo (4.1)
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donde se introdujo el término g (y), el cual para cada caso se transforma como sigue

() Caso 1

; 4.2)
ep (y)KEl(y)<vﬁ> Caso 2

np(y) =

Con el fin de completar el ODA, es preciso imponer condiciones de frontera en los limites superior
e inferior que restrinjan el dominio de validez de la Ec. (4.1). Aqui, uno puede sugerir condiciones
de frontera macroscopicas de no deslizamiento en las posiciones y = —Lg y y = Ly, debido a que
estas localizan a las paredes impermeables del sistema fisico. Sin embargo, la velocidad promedio no
necesariamente es cero en dichas posiciones. Esto s6lo es cierto si rg < Ly, lo cual puede demostrarse
usando la Ec. (2.48). Para superar a esta dificultad y al mismo tiempo conservar generalidad, uno debe
recordar que la velocidad promedio es cero tinicamente cuando el volumen de la regién de promediado
no contiene a la fase—f, lo cual se satisface cuando las posiciones del centroide de la region de
promediado se localizan por lo menos eny = Ly +79y y = —Lg — 9. De esta manera, las condiciones

de frontera que completan el ODA estan dadas por

<vﬁ>ﬁ =0 en y=Ly+ro (4.3a)

()P =0 en y=—Lo—ro (4.3b)

Ciertamente estas condiciones de frontera estdn localizadas en los limites inferior y superior de
las inter-regiones medio poroso-pared inferior y fluido-pared superior, respectivamente. No obstante,
la presentacion de los resultados se acotard desde la localizacién de la pared inferior hasta la pared
superior. Para asegurar que el sistema ilustrado en la Figura 2.1 satisface la separacién de longitu-
des caracteristicas dada por £ < rp < L, en todos los casos se fijé a Ly = Ly = 1037 y ro = 10%¢.
Esto implica que hay tres 6rdenes de magnitud entre las longitudes caracteristicas de la regién de
promediado y la del sistema macroscépico, mientras que hay dos 6érdenes de magnitud entre las lon-
gitudes caracteristicas del poro y de la region de promediado. Debido a la dependencia no trivial con
respecto a la posicién de los coeficientes efectivos, para resolver ambos ODA se utilizé un esquema
de diferencias finitas con suficientes nodos computacionales, de tal manera que las soluciones fuesen
independiente de dicho nimero de nodos. Ejemplos de los perfiles de velocidad promedio obtenidos
se muestran a continuacion.

En las Figuras 4.1(a) y (d) se muestra la comparacion de los perfiles de velocidad obtenidos me-

diante el ODA con el término fg(y), el ODA con el término de Darcy que considera a K[?AS y la DAS
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para dos valores de la porosidad. Una primera apreciacion de estos resultados sugiere que los perfiles
de velocidad predichos por ambos ODA tienen un buen ajuste entre ellos mismos y estos a su vez con
el descrito por Ia DAS. Con la finalidad de tener una mejor distincién de las predicciones, en las Figu-
ras 4.1(b) y (d) se presentan ampliaciones de los perfiles de la velocidad en la zona donde la velocidad
es maxima, mientras que en las Figuras 4.1(d) y (f) se presentan ampliaciones de los perfiles de ve-
locidad en la inter-region fluido-medio poroso. Es interesante notar que, atin con estos acercamientos
no se pueden observar desviaciones significativas entre los tres perfiles de velocidad dibujados.

Para tener una mejor idea de las capacidades predictivas de ambos ODA con respecto a la DAS,
se considera conveniente calcular el porcentaje de error relativo para describir a la velocidad en la

inter-regién fluido-medio poroso de acuerdo a la siguiente expresion

(p)?| = ()|
(vp)"|

En Tabla 4.1 se presentan estos porcentajes de error para diferentes valores de la porosidad de la regién

y=-+ro
% Error = 100 % x

ODA ‘ dy 4.4)

DAS

homogénea del medio poroso. Donde se puede notar que, para el ODA con el término fg(y) el orden
del porcentaje de error es O(10~!), el cual decrece en un orden para el ODA con el término de Darcy.

Con base en estos resultados, se pueden hacer los siguientes comentarios:

= El término fg(y) se puede expresar como un término de Darcy con las variaciones espaciales de
KI?AS (v) sin la imposicion de suposiciones o restricciones de longitudes de escala. Esta idea fue
inicialmente propuesta por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995b), aunque no fue demostrada. Por el
contrario, Valdés-Parada et al. (2007a) presentaron dicha demostracién, aunque fue necesario

imponer suposiciones y restricciones de longitudes de escala.

= El hecho de que las desviaciones entre el ODA con respecto a la DAS sean despreciables, sugiere
que la metodologia utilizada para determinar a las variaciones espaciales de la permeabilidad,
permite incorporar de manera exacta el efecto de la microestructura del medio poroso sobre
la predicciones del perfil de velocidad promedio. Sin embargo, esta metodologia esta limitada
por la geometria del medio poroso utilizada en la DAS. Como ya fue mencionado, algunas

geometrias mas complicadas a la aqui utilizada se discuten en Ochoa-Tapia et al. (2017).

57



y/70

-600
-800

-1000

(b) 560
540

520

480

460

440
0.99 0.991 0.992 0.993 0.994 0.995 0.996 0.997 0.998 0.999 1

(©) 1

0.5

y/70

-0.5

Figura 4.1: Perfiles de velocidad del ODA con el término fg(y), el ODA con el término de Darcy y la DAS

—DAS
=== 0DA con f3
= = ODA con K?AS

1 1 1 1 1 1

03 04 05 06 07 08
(9)" Vs

1

1

1 1 1 1 1 1

1

1

(08)° [Vh102

%1073

para(a,byc) egy =04y (e, fyg) ego, =0.38.

y/70

600

-800 [

-1000

——DAS
=== 0DA con fj
= = ODA con K?AS

1 1 1 1 1 1

03 04 05 06 07
(V8)° [V

(e) 560
540

520

480

460

1

1

1 1 1 1 1 1

1

1

440
0.99 0.991 0.992 0.993 0.994 0.995 0.996 0.997 0.998 0.999

<’Ug> d/’vr{mz

1

(£) sf

051

y/7ro
o

05

58

2 3 4
(03)" v}

mazxr

x1078




£Bw ODA con f5(y) ODA con Kp*%(y)

0.1 3.33x107! 1.18x10~!
0.2 4.01x107! 1.38x107!
0.3 2.28x107! 7.49x1072
0.4 2.36x107! 7.61x1072
0.5 9.49x10! 2.97x107!
0.6 1.93x10~! 6.41x1072
0.7 2.13x107! 6.75x1072
0.8 1.39x107! 4.40x1072
0.9 1.49x107! 4.52x1072

Tabla 4.1: Porcentajes de error relativo de ambos ODA con respecto a la DAS para predecir a la velocidad en

la inter-region fluido-medio poroso para diferentes valores de la porosidad.

4.1.1. Analisis del modelo de un dominio (ODA)

Dirigiendo la atencién a los perfiles de velocidad descritos por el ODA que utiliza a las variacio-
nes espaciales de la permeabilidad predichas mediante la solucién de un PCL simplificado (K;;CL (y),
en las Figuras 4.2(a) y (b) se presenta la comparacion de los perfiles de velocidad de dicho ODA con
aquellos que surgen cuando las variaciones espaciales la permeabilidad se predicen con la informacién
de la DAS (KEAS (y)) para dos valores de la porosidad de la regién homogénea del medio poroso. Cabe
seflalar que, la solucion de ambos ODA también se llevo a cabo usando un esquema de diferencias
finitas con suficientes nodos computacionales, de tal manera que las soluciones fuesen independiente
de dicho ntimero de nodos. Una primera valoracién de los resultados obtenidos, indica que los per-
files de velocidad de ambos ODA son similares. Sin embargo, las ampliaciones presentadas tanto en
las Figuras 4.2(b) y (e) como en las Figuras 4.2(c) y (f), muestran que los perfiles de velocidad de
ambos ODA poseen desviaciones en la zona donde la velocidad es maxima y asi como también en la
inter-regién fluido-medio poroso. Nétese que, cuando la porosidad de la regién homogénea del medio
poroso incrementa, las desviaciones entre los perfiles de la velocidad disminuyen. Esto es consistente
con el hecho de que la diferencia entre las predicciones de la permeabilidad a partir del PCL sim-
plificado y las obtenidas con la informacién de la DAS disminuye cuando la porosidad de la regién
homogénea del medio poroso incrementa.

Para cuantificar las capacidades predictivas del ODA que considera a K g CL(y) con respecto a aquel
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que considera KEAS (), se define el porcentaje de error relativo para predecir a la velocidad promedio

en la inter-regién fluido-medio poroso como sigue

y=-+ro

()’ | s = (8"
% Error = 100 % x d

B
y=—ro <Vﬁ >

En la Tabla 4.2 se muestran los valores de este porcentaje de error para varios valores de la porosidad

PCL
Kg

dy 4.5)

-DAS
Kg

de la regiéon homogénea del medio poroso. Como puede notarse, el porcentaje de error es menor al
10% cuando &g, se encuentra entre 0.3 y 0.9, presentando una valor minimo para ggg, = 0.5. Sin
embargo, para €g, < 0.3 el porcentaje de error incrementa hasta alcanzar un valor del 29 %, lo cual
sugiere que el uso de PCL simplificado para predecir a las variaciones espaciales de la permeabilidad

podria estar acotado a ciertos valores de €g,.

€ Inter-regionn — @ Vrfnéx

0.1 29.25 6.85x1072
0.2 19.46 5.14x1072
0.3 12.17 3.76x1072
0.4 6.54 2.61x1072
0.5 2.19 1.66x10~2
0.6 2.21 7.48x1073
0.7 5.69 2.80x1074
0.8 8.87 7.35x1073
0.9 11.64 1.37x1072

Tabla 4.2: Porcentajes de error relativo del ODA que considera a KgCL (y) con respecto aquel que considera a

KﬁDAS (v) en la inter-regién fluido-medio poroso.

Para finalizar esta seccion, cabe recordar que, los errores en las predicciones de los coeficientes
efectivos en la inter-region fluido-medio poroso pueden tener efectos significativos sobre las predic-
ciones en las regiones homogéneas del campo que se esté estudiando. Esto fue mostrado para el caso
de difusién pasiva dentro de un sistema compuesto por una regiéon de fluido adyacente a un medio
poroso por Valdés-Parada et al. (2007b). Con el fin de tener una idea de la magnitud de estos efectos
para el caso del campo de velocidad promedio, en la Tabla 4.2 también se presenta el porcentaje de

error del ODA que toma en cuenta a Kg CL(y) con respecto a aquel que toma en cuenta a KgAS () para
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predecir a la velocidad maxima (vﬁm) para diferentes valores de la porosidad. Dicho porcentaje de

KDAS) — max <<Vﬁ>ﬁ KPCL) ‘
d d (4.6)
K[?AS)

En este caso, el orden del porcentaje de error es cercano a O(1072), lo cual indica que los errores en

error se calcul6 de acuerdo a la siguiente expresion

N

% Error = 100 % x

las predicciones de KgCL (y) para la inter-regién fluido-medio poroso, no tienen efectos significativos
para predecir a la velocidad médxima. Esto puede atribuirse principalmente a la geometria simplificada
del medio poroso y a que se satisface una separacién de longitudes caracteristicas. En condiciones
opuestas, dichos errores podrian incrementarse considerablemente.

Los resultados de esta seccidn indican que un PCL simplificado puede ser, en general, aceptable
para predecir a las variaciones espaciales de la permeabilidad en la inter-regién fluido-medio poroso.
Sin embargo, también indican que su uso puede estar limitado a cierto rango de valores de la porosidad
de la regién homogénea del medio poroso, debido a que los errores en las predicciones los perfiles de
velocidad promedio se vuelven considerables (i.e., con un porcentaje de error mayor al 10%). Una
forma de respaldar a estos resultados puede ser considerar configuraciones mads realistas del medio
poroso, tales como un sistema particulado o como un arreglo de capilares, con las cuales se lleven a
cabo simulaciones numéricas directas (DNS por sus siglas en inglés, Direct Numerical Simulations)
para determinar a las variaciones de la permeabilidad. Esta idea estd fuera del los objetivos planteados

en este trabajo, aunque se retomara en trabajos futuros.

4.2. Solucion del modelo de dos dominios (TDA)

Para iniciar el andlisis del TDA que describe el sistema bajo consideracién, cave recordar que

dicho enfoque estd compuesto por las ecuaciones de Stokes y Darcy Brinkman, las cuales estdn dadas

por
a2 (vg)}
1\
0=— " +eoKso ()0 (4.72)
& <Vﬁ>ﬁ _ B B
0= Tyzw — €0k, (<Vﬁ>w - <Vﬁ>w,m) (4.7b)
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Ademds, puesto que estas ecuaciones no son vélidas dentro de la inter-regién fluido-medio poroso,
debido a que no consideran a las variaciones de la microestructura del medio poroso cerca de las
fronteras, fue necesario derivar a las condiciones de salto asociadas esta zona de transicion. De acuerdo

a la Seccién 2.5.1, estas condiciones de salto pueden escribirse como

d{vg), _ d(w)h

02 el dy =e) <<Vl3>ﬁ —e3 <v[3>i) en y=yp (4.8a)
B
d(vg)  d{v)
dy ©—gi dy =g (<Vﬁ>5) - &3 <Vﬁ>ﬁ> en  y=yo (4.8b)

Sin embargo, para resolver el TDA, atin es necesario especificar condiciones de frontera en los limites
inferior y superior que restrinjan el dominio de validez de las Ecs. (4.7). Para este fin, se proponen a

las siguientes condiciones de frontera

(vg)n =0 en y=1Ly 4.9)

f™ S™

()l = (). e y=—Lo+70 (4.10)

Nétese que, contrario a la ecuacion del ODA, el dominio de solucién de las Ecs. (4.7) inicia desde el
limite inferior de la region homogénea del medio poroso (y = —Lg, + rg) hasta la localizacion de la
pared superior (y = Ly), donde se impusieron como condiciones de frontera a la velocidad de Darcy y
a la velocidad no deslizamiento, respectivamente. Esto se debe a que las Ecs. (4.7) no consideran a las
variaciones espaciales de los coeficientes efectivos incluso en las inter-regiones fluido-pared superior
y medio poroso-pared inferior. De esta manera, el TDA puede resolverse analiticamente, lo cual da

como resultado a las siguientes expresiones

()0 (B

Sﬁa) 8[3(0
tea [exp | = (=)o) | —ex 2taf — Yo — (4.11a)
oo p( Kﬁa,(y yO)) P( KBw()’nf Y0 y))]
B B
<vﬁ>n <vﬁ>w_oo 8/3(0 2 2
v — Hsup v ' 2Kz, (Vsup = %) e (v = Ysup) (4.11b)

donde cq y ¢y son constantes de integracion dadas por

k3 ka
tn = ki _Cwa (4.12)
dr
=2 4.13
Co d; ( )
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en las cuales se han utilizado las siguientes definiciones

| €34 [ €5 | &g
A= Kl;a, Kiw exp ( (ymf — yo)) (4.14a)
Ay =1-—exp (21 [ — X ()’mf )’0)> (4.14b)
B

ki=1-e (yO _ysup) (4.140)
ko = —e1A1 + eze3A, (4.144)
K
ks = e <§ (Vaup = Y0) + tsup — egp[’:) + pyo (4.14e)
w
ko ko
dy = |A T8 82 A teag (yo — Ysup) (4.14f)
Kg p k3
dy = {pﬁ -8 <2 (Yo —20) + . (0= ysp) + Msup)] (4.14g)
o 1
VB)o o €
_S Bf>“’* “bo (4.14h)
Vinax Kﬁw

Los detalles de esta solucién analitica se pueden encontrar en el Apéndice D. Con el fin de obtener el
perfil de velocidad y al mismo tiempo analizar los efectos que tiene sobre el TDA, el hecho de utilizar
a un PCL simplificado para determinar a las variaciones espaciales de la permeabilidad, es necesario
determinar tanto a la posicién de la superficie divisoria (yg) como a los coeficientes de salto. Esto
se llevé a cabo siguiendo el algoritmo descrito en la Figura C.2, donde primero se considerd a las
variaciones espaciales de €g(y) junto con las de KgCL () y posteriormente a las variaciones de &g(y)
junto con las de KgAS(y), lo cual dio lugar a dos conjuntos de parametros de salto. Cabe recordar que
las variaciones espaciales de la fraccién volumétrica y de la permeabilidad se utilizan, en general, para
resolver a los problemas de cerradura macroscopicos, los cuales se pueden encontrar en el Apéndice
C. Usando este procedimiento, se obtuvieron los resultados presentados en las Figuras 4.3 y 4.4, donde

se pueden hacer los siguientes comentarios:

= EnlaFigura 4.3 se muestran los valores de la posicion de la superficie divisoria considerando las
dos predicciones de las variaciones espaciales de la permeabilidad mencionadas anteriormente
para diferentes valores de €g,. Como puede notarse, en todos los casos de ambas predicciones
de la permeabilidad, yy se localiza dentro de la regién de medio poroso, lo que implica que yg
siempre es negativa. Ademads, cuando la porosidad incrementa, yg se desplaza hacia adentro de la

region de medio poroso. Estos resultados contrastan con los presentado por Valdés-Parada et al.
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(2013), ya que en su trabajo muestran que la posicion de la superficie divisoria es, para cualquier
valor de &g, positiva e igual a yo = 1.02ry. Esta discrepancia se atribuye principalmente a la
configuracién del medio poroso utilizada por dichos autores. Ellos emplean un medio poroso
que consiste en un arreglo de cuadrados que no se tocan entre si, lo cual permite que el flujo
en las dos regiones homogéneas esté conectado. En nuestro caso, el flujo no estd conectado,
debido a que el medio poroso consiste en un arreglo de placas paralelas. Por otra parte, en la
Figura 4.3 se puede ver que los valores de yg son sensibles al origen de las predicciones de las

KPC L

variaciones espaciales de la permeabilidad. Cuando se utiliza a B (v), las posiciones de yy

se localizan por debajo de aquellas que se obtienen utilizando a K[?AS (y). Al mismo tiempo,
cuando g, incrementa, las diferencias entre ambas predicciones de yo decrece. Notese también
que la pendiente de las predicciones cuando se utiliza a K EAS (y) es mayor con respecto a cuando

se utiliza a K;;CL (y).

—e—Usando K?AS ]

——Usando KL |

03t J
04F B

051 1

-06[ 1

0.7 1
081 1

09 1

yo/m

Figura 4.3: Predicciones de la posicién de la superficie divisoria considerando la variacién espacial de KﬁDAS (y)

y de KgCL (y) para diferentes valores de &g,.

= Por otro lado, en las Figuras 4.4 se presentan los valores de los coeficientes de salto considerando
las dos predicciones de la permeabilidad para diferentes valores de €g,. Donde se puede ver que,
en la mayoria de los casos, los valores y las magnitudes de los coeficientes de salto obtenidos
cuando se utiliza a K;“"(y) son similares a aquellas obtenidas cuando se usa a K**(y), lo
cual es mds notorio al incrementarse la porosidad de la regién homogénea del medio poroso.

Esto sugiere que, el hecho de utilizar a un PCL simplificado para determinar a las variaciones
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espaciales de la permeabilidad, tiene efectos tenues sobre las predicciones de los coeficientes de
salto. Este comportamiento puede ser, en parte, consecuencia de la forma en que fue expresada
la idea de que el ODA sea satisfecho en promedio por el TDA, i.e., a las dos restricciones
integrales propuestas por Valdés-Parada et al. (2013) para este fin. Por otra parte, para cada
coeficiente de salto se pueden hacer las siguientes observaciones: 1) los coeficiente e; y e
crecen con la porosidad y ambos son del mismo orden de magnitud siempre que ry sea al menos
1004, 1o cual sugiere que la principal causa del salto de la velocidad en la superficie divisoria es
el esfuerzo de la regién de fluido; 2) el coeficiente e3 decrece sustancialmente con la porosidad,
advirtiendo que la diferencia entre las velocidades decrecen de la misma forma; 3) en valor
absoluto, el coeficiente g; disminuye con la porosidad hasta alcanzar un valor cercano a la
unidad, indicando que los esfuerzos en la superficie divisoria son similares cuando la porosidad
crece; 4) en valor absoluto, el coeficiente g, también disminuye con la porosidad, aunque los
valores que alcanza son del orden de O(103) siempre que que ro sea al menos 100¢; 5) por
dltimo, el coeficiente g3 si bien crece ligeramente con la porosidad, es cercano a cero, lo cual
insinda que el salto en el esfuerzo es causado principalmente por la velocidad promedio de la

regién homogénea del medio poroso.

4.2.1. Analisis de modelo de dos dominios (TDA)

Una vez determinado los pardmetros de salto (i.e., la posicién de la superficie divisoria y los co-
eficientes de salto) para cada una de las predicciones de la la permeabilidad (i.e., KEAS (y)y KgCL (y),
se puede evaluar los efectos que tiene sobre el TDA el hecho de utilizar a un PCL para determinar a
la permeabilidad. Aqui se considera que el sistema fluido-medio poroso tiene el mismo tamafio que el
propuesto en el ODA (L = Ly = 10°rg y a rg = 10?/). De esta manera, en las Figuras 4.5(a) y (b)
se muestra la comparacion de los perfiles de velocidad resultantes del TDA que considera a los dos
conjuntos de pardmetros de salto y del ODA que considera el término de Darcy con KI?AS (y) para dos
valores de la porosidad de la regién homogénea del medio poroso. Ciertamente, como en los casos
anteriores, a esta escala es dificil apreciar las desviaciones entre los perfiles de velocidad resultantes
de ambos enfoques. Al hacer acercamientos en la zona donde la velocidad es maxima, los cuales se

presentan en las Figuras 4.5(b) y (e), se puede notar que las predicciones del TDA tienen una so-

breestimacion de velocidad maxima con respecto al ODA para ambos valores de €g,. Sin embargo,
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las magnitudes de estas sobreestimaciones corresponden, en todos los casos, a un porcentaje de error
menor al 0.2%. Por otro lado, los acercamientos en la inter-region fluido-medio poroso, esbozados
en las Figuras 4.5(c) y (f), muestran que las predicciones del TDA no reproducen a detalle gran parte
del ODA dentro de esta zona de transicion, pero si sus caracteristicas principales. Este resultado es de
esperarse, puesto que el TDA no considera de manera explicita a la inter-region fluido-medio poroso,
debido a que sus coeficientes efectivos son independientes de la posicién. Lo anterior enfatiza que,
el TDA siempre serd una aproximacién del ODA, a pesar de que las variaciones espaciales de los
coeficientes de transporte efectivos utilizados para determinar a los coeficientes de salto sean exactos.

Dirigiendo la atencion a las predicciones del TDA para cada valor de &g, se puede notar que los
perfiles de velocidad obtenidos cuando el TDA utiliza a los pardmetros de salto asociados a Kg L(y)y
a aquellos asociados a KgAS(y) se encuentran muy cercanos entre si. Evidentemente hay ligeras des-
viaciones entre los perfiles de velocidad, aunque estas desviaciones disminuyen cuando incrementa
la porosidad de la regiéon homogénea del medio poroso, conduciendo a que dichos perfiles se super-
pongan. Esta situacién se atribuye a la proximidad de los valores de los valores de los coeficientes
de salto, pero no necesariamente a la posicién de la superficie divisoria. Por otro lado, también se
puede ver que el salto de la velocidad en la superficie divisoria es menor cuando el TDA utiliza los

coeficientes de salto asociados a KgCL (y) con respecto a cuando este mismo utiliza a los coeficientes

de salto asociados KﬁDAS (y).

Ahora, uno debe recordar que el propédsito de las condiciones de salto es que el TDA satisfaga en
promedio el ODA (blackOchoa-Tapia y Whitaker, 1995a). Con el fin de apreciar los efectos que tienen
sobre la veracidad de esto, el hecho de utilizar a un PCL para predecir a la permeabilidad, se propone
calcular las velocidades de deslizamiento dado por ambas predicciones del TDA y el promedio de

la velocidad del ODA en la inter-regién fluido-medio poroso. Esto tltimo se lleva a cabo usando la

siguiente expresion
y=+ro

() /udy donde u:<vﬁ>l3 v/ (4.15)

2 VO max
y==ro

En la Tabla 4.3 se muestran los valores de (u), y las velocidades de deslizamiento del TDA con
los dos conjuntos de pardmetros de salto para diferentes valores €g,. Como puede notarse las velo-
cidades de deslizamiento de cada regién homogénea obtenidas por ambos casos del TDA, si bien no
son iguales, comparten el mismo orden de magnitud para cada valor de €g,. Ciertamente este hecho

puede atribuirse a la diferencia entre las posiciones de la superficie divisoria obtenidas usando las
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Figura 4.5: Perfiles de velocidad obtenidos del ODA que considera al término de Darcy con K§*%(y) y del

TDA con los dos conjuntos de coeficientes de salto para (a, by c) €g, = 0.4y (e, fy g) €5, =0.8.
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dos predicciones de la permeabilidad (ver Figure 4.3). Por otro lado, se puede ver el valor de (u) es
cercano a las velocidades de deslizamiento uw]yo también predichas por ambos casos del TDA para
cualquier valor de &g, Lo anterior sugiere que ambos casos del TDA satisfacen en promedio el ODA,
lo cual a su vez indica que, el hecho de utiliza a un PCL simplificado para determinar a las variaciones
espaciales de la permeabilidad tiene efectos minimos para que el TDA satisfaga en promedio al ODA.
Caber sefialar que, estos resultados contrastan con los presentados por Valdés-Parada et al. (2013),
debido a que su trabajo encuentran que el valor de (u), estd aproximadamente a la mitad de las dos

velocidades de deslizamiento predichos por el TDA.

ODA con K[?AS () TDA con KI’;AS () TDA con KgCL (y)

Ew (U)o Uoly, Un |y0 Ualy, Un |y0

0.2 1.75x1073 8.80x107° 2.96x103 7.37x107°  1.86x1073
0.3 1.67x1073 1.94x1078  2.48x1073 1.89x107%  1.51x1073
0.4 1.60x1073 3.45x107%  1.97x1073 3.64x10°%  1.22x1073
0.5 1.54x1073 4.76x107%  1.30x1073 6.14x107%  9.57x107*
0.6 1.49x1073 7.14x1078  9.93x10~* 9.60x10~%  7.22x107*
0.7 1.45x1073 1.13x1077  6.92x10~* 1.48x10°7  5.11x107*
0.8 1.40x1073 1.83x1077  4.54x10~* 2.35x1077  3.22x107*
0.9 1.37x1073 3.38x1077  2.14x10~* 4.30x1077  1.50x107*

Tabla 4.3: Predicciones de las velocidades de deslizamiento mediante el TDA con los dos conjuntos de parame-

tros de salto.

De acuerdo con Valdés-Parada et al. (2013), no es posible hacer una comparacién punto por punto
entre los perfiles del ODA y el TDA cerca de las fronteras, debido a que el ODA involucra una inter-
regidn, mientras que el TDA reemplaza a esta zona por una superficie divisoria (Ver Figura 2.1). Sin
embargo, en problemas de flujo de fluidos en ocasiones uno estd interesado en conocer a las cantidades
globales (i.e., flujo volumétrico, flujo mésico, fuerza ejercida por el fluido, por decir algunos) donde el
TDA es usualmente utilizado. Con el fin de comparar las capacidades predictivas de ambos TDA con
respecto al ODA para la medicidn de una cantidad global, en la Tabla 4.4 se muestran los valores del

flujo volumétrico por unidad de ancho del canal para diferentes valores de la porosidad de la regién

70



homogénea del medio poroso, los cuales fueron obtenidos mediante la siguiente expresion

=0

y=Ly
- /u,-(y)dy donde u=(vg)!" /v, (4.16)
y=0

De estos resultados, se puede ver que los valores de % predichos por ambos casos del TDA son
idénticos a aquellos obtenidos del ODA. El porcentaje de error relativo con respecto a la ODA es, en
todos los caso, igual a O(10~1), lo cual indica que los errores introducidos por utilizar cualquiera de
los dos casos del TDA son despreciables. Por lo tanto, se puede decir que el enfoque del TDA puede ser
tan bueno como el ODA para determinar a los valores de las cantidades globales antes mencionadas.
En efecto, esto es cierto principalmente cuando se satisface la separacion de longitudes caracteristicas

dada ry < Ly, ya que de lo contrario el error puede incrementar considerablemente.

6w ODA TDA con K" (y) TDA con K (y)
0.2 669.664 669.265 669.012
0.3 669.664 669.024 668.818
0.4 669.664 669.807 668.670
0.5 669.664 668.511 668.560
0.6 669.664 668.420 668.483
0.7 669.664 668.389 668.437
0.8 669.664 668.390 668.423
0.9 669.664 668.430 668.457

Tabla 4.4: Prediccién del flujo volumétrico en la regién de fluido a partir de del TDA y del ODA para diferentes

valores de €.

4.3. Otra alternativa para cerrar el modelo de un sélo dominio (ODA)

En su forma actual, no es tarea facil encontrar una solucion analitica de la Ec. (4.1), debido a la
dependencia espacial no trivial de la porosidad y de la permeabilidad. Al respecto, Aguilar-Madera
et al. (2011b) usaron formulaciones de ecuaciones integrales en términos de funciones de Green pa-
ra resolver analiticamente a dicha ecuacién. Sin embargo, la solucién obtenida en su trabajo es una

solucidén analitica implicita, por lo que todavia se requiere de un método iterativo para encontrar el
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campo de velocidad. Una alternativa para proporcionar una solucion analitica explicita de la Ec. (4.1),
puede consistir en cerrar a dicha ecuacién por sélo determinar la variacién espacial de las contribu-
ciones locales (hg(x)) del vector de esfuerzos superficiales (fg(x)). De acuerdo a la Ec. (2.10), dicha

contribucidn estd dada por

hg (x) = / ngo- (— pgl,, +HgV g, )da 4.17)
dﬁo‘(x)

La gran ventaja de esto es que la Ec. (2.9) se puede escribir de forma conservativa como sigue

0=—V(ps)’ +ppg-+e; sV (vg) —hg(x) (4.18)

Resultado que, bajo las suposiciones de flujo unidireccional y completamente desarrollado, se reduce

d*(vp)
dy?

0=ppg +1pes (NKp (VB oo — €5 AE(Y) V¥ E (—LarsLn) (4.19)

Notese que la forma de esta tltima ecuacion es mucho mas simple a la ecuaciéon del ODA que estd
dada por la Ec. (4.1). Adicionalmente, bajo las suposiciones antes mencionadas, el coeficiente /g (y)
toma la siguiente forma
Hp / dvp
h = ——dA 4.20

Vs (y)
BYY )

Cabe mencionar que la variacion espacial de este coeficiente se obtuvo de manera similar a la
variacion de la permeabilidad definida por la Ec. (3.21). En la Figura 4.6(a) se muestra la variacién es-
pacial del coeficiente /15 (y) en la inter-region fluido-medio poroso para diferentes valores de la porosi-
dad de la region homogénea del medio poroso. Como puede notarse este coeficiente varia linealmente
de una region homogénea a otra cuando €g, > 0.6, mientras que para €g, < 0.6 los cambios este
coeficiente son de tipo parabdlicos. Por otro lado, en la Figura 4.6(b) se puede ver el cambio espacial
del producto &g (y)hg(y) es lineal para cualquier valor de €g,,. Esta caracteristica se aprovechard para
la solucion de la Ec. (4.19). Cabe sefalar que, las predicciones del coeficiente /15 (y) proporcionan una
nueva forma cerrada del ODA de la transferencia de cantidad de movimiento.

Con base en lo anterior, por primera vez y aunque para un sistema muy sencillo, se tiene la opor-
tunidad de obtener la solucién analitica explicita del ODA. De esta manera, al considerar a las condi-
ciones de frontera dadas por las Ecs. (4.3), las variaciones espaciales de /g(y) y de €(y), la solucién

analitica del ODA puede expresarse como sigue
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Donde ¢y, ¢2, ¢3 y ¢4 son constantes de integracion, mientras que Az (y), Ba(y), D2(y), E2, J2(y) y
P>(y) son las integrales del producto &g(y)hg(y) en cada zona sistema fluido-medio poroso aqui consi-
derado. Los detalles de su desarrollo se pueden encontrar en el Apéndice D de este trabajo. Ejemplos
de los perfiles de velocidad predichos por la solucién analitica del ODA y la DAS se presentan en
la Figura 4.7 para dos valores de €g4,. Aqui se considerd que el dominio de solucion tiene el mismo

tamafio que el propuesto en los casos anteriores (Ly = Ly = 10%r y ro = 10%0).
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En general, las Figuras 4.7 muestran que la solucién analitica predice el perfil de velocidad tanto
en las regiones homogéneas como en la inter-regién fluido medio poroso.

Con el fin de tener una idea cuantitativa de las capacidades predictivas de la solucién analiti-
ca del ODA aqui obtenida con respecto a la DAS para reproducir a la velocidad en la inter-regién
fluido-medio poroso, en la Tabla 4.5 se muestra el porcentaje de error relativo obtenido mediante una
expresion similar a la Ec. (4.4) para diferentes valores de €g,,. N6tese que en todos los casos el por-
centaje de error es del orden de O(10~4), lo cual indica la nueva forma de cerrar el ODA puede ser

adecuada para resolver analiticamente el ODA.

€gp ODA con hg(y) ODA con K;PAS(y)

B
0.1 3.52x10°* 2.49x1073
0.2 5.63x107* 2.49x1073
0.3 6.87x107% 2.49x1073
0.4 7.41x1074 2.49x1073
0.5 7.36x107* 2.49x1073
0.6 6.79x1074 2.49x1073
0.7 5.73x107* 2.49x1073
0.8 4.23x107* 2.49x1073
0.9 2.31x107* 2.49x1073

Tabla 4.5: Porcentaje de error relativo del ODA que considera a g (y) con respecto a la DAS para predecir a la

velocidad promedio en la inter-region fluido-medio poroso para diferentes valores de £g,.

Conviene enfatizar que, la importancia de contar con una solucién analitica explicita puede con-
sistir en la reduccidn del costo computacional para resolver problemas que involucren la dispersion de
masa o de calor donde la velocidad promedio se considere como un dato de entrada, tal como aquellos
presentados por Aguilar-Madera et al. (2011a,b).

Una situacién interesante que se encontrd en esta seccién es que, el coeficiente /15 (y) también se

puede escribir como un término de Darcy con las variaciones espaciales de un coeficiente KEDAS (

),
el cual se denominé en este trabajo como un coeficiente de permeabilidad aparente. Estos resultados
también se pueden observar en las Figuras4.7. Ademas, en la Tabla 4.5 se muestra el porcentaje de

error asociado a dicho ODA que considera a dicho término de Darcy velocidad en la inter-regién

fluido-medio poroso. Donde se muestra que el orden del porcentaje de error es O(1073).
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Figura 4.7: Perfiles de velocidad obtenidos del ODA con el coeficiente /g (y), el ODA con el término de Darcy
aparente y la DAS para (a, by c) &g, =0.4y (e, f'y g) €55 = 0.8.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estudi6 el alcance y los efectos que tiene el hecho de utilizar a un problema
de cerradura local (PCL) simplificado, derivado en el contexto del método del promedio volumétrico,
para determinar a la permeabilidad en la zona de transicion (i.e., inter-regién) entre dos regiones
homogéneas, en particular entre una regién de fluido y un medio poroso saturado por el mismo fluido.
Cabe recordar que, la importancia de la determinacién de este coeficiente efectivo consiste en que
permite cerrar a la ecuacién del modelo de un dominio (ODA) y a las condiciones de salto del modelo
de dos dominios (TDA), ambos para la transferencia de cantidad de movimiento. Algunos comentarios

y conclusiones que surgen en el desarrollo de este trabajo se presentan a continuacion:

= Con el fin de proporcionar un marco de comparacion para el perfil de velocidad promedio del
ODA y del TDA, se llev acabo una simulacion analitica directa (DAS por sus siglas en inglés,
Direct Analytical Simulation). Esta alternativa de modelado consistié en considerar una geo-
metria simplificada del medio poroso, la cual permitié obtener el perfil de velocidad promedio
como resultado de directamente promediar el perfil de velocidad local y no por la solucién de
las ecuaciones promedio, por lo que el resultado obtenidos es exacto. Usando dicha alternativa
se confirmé que existen tres zonas de transicién en el sistema tipo Beavers y Joseph (1967) aqui
considerado (i.e., fluido-pared superior, fluido-medio poroso y medio poroso-pared inferior ),
cuyos tamafios estan determinados por el tamafio de la regién de promediado. De acuerdo con
Ochoa-Tapia et al. (2017), estas zonas de transicién son consistentes con el término de correc-

cién de Brinkman a la ley de Darcy.
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» Para mostrar el alcance y limitaciones del uso del PCL para determinar a la permeabilidad
(KZ; CL(y)) en las tres inter-regiones antes mencionadas, se planteé una metodologia para calcular
de manera exacta el mismo coeficiente efectivo (KI?AS (v)). Esta metodologia se basé en utilizar
la informacion de la DAS en la definicién implicita de la permeabilidad dada por la Ec. (3.2).

KgCL(y) y KI?AS (y), se encontré que en

Comparando ambas predicciones de la permeabilidad,
la inter-regién medio poroso-pared inferior el PCL proporciona excelentes predicciones de este
coeficiente efectivo, con un porcentaje error menor al 1 %. Por otro lado, se encontr6 que en la
inter-region fluido-medio poroso el uso del PCL puede estar limitado a ciertos valores €g,. Sin

embargo, se debe mencionar que ambas predicciones conservan el mismo orden de magnitud,

sugiriendo que sus efectos sobre los perfiles de velocidad podrian ser despreciables.

= Con el fin de evaluar el alcance del ODA para reproducir el perfil de velocidad en las tres inter-
regiones antes mencionadas, se compararon los perfiles de velocidad del ODA que considera a
KII;AS (v) con aquellos obtenido mediante la DAS. Los resultados muestran que el ODA puede
describir de manera exacta el perfil de velocidad promedio en cualquier zona del sistema aqui
estudiado, ademds se demuestra que el término de esfuerzos superficiales fg (v) =fg(x) - €, pue-
de escribirse como un término Darcy con las variaciones espaciales de la permeabilidad sin la
imposicidn de restricciones de longitudes de escala. Cabe sefialar que esto ultimo no necesaria-
mente tenia que ser cierto, debido a que esta suposicién se llevé a cabo con base en la definicion

de la permeabilidad de regién homogénea del medio poroso. Ciertamente, Valdés-Parada et al.

(2007a) demostraron esta idea, aunque fue con la ayuda de restricciones de longitudes de escala.

= Por lo que se refiere a los perfiles de velocidad del ODA cuando este utiliza a KgCL, se encontrd

que el porcentaje de error de las capacidades predictivas del ODA en la inter-regién fluido-
medio poroso son menores al 12 % cuando el valor de g, se encuentra entre 0.3 y 0.9, mientras
que cuando el valor de g, esta fuera de este rango el porcentaje puede incrementar hasta un
29%. Estos resultados, a pesar de aquellos obtenidos en la Seccién 3.2.4, indican que el uso
del PCL para determinar a la permeabilidad en la inter-region fluido-medio poroso podria ser

adecuado para el rango de valores de &g, antes mencionados.

» En relacién con los parametros de salto, se encontré que la posicion de la superficie diviso-
ria depende de la prediccion de las variaciones espaciales de la permeabilidad considerada en

la solucién de los problemas de cerradura macroscopicos. Cuando se considera a KgCL (), los
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valores de yy se encuentran alejados de aquellos que se obtienen considerando a KI?AS (y). En
contraste, los valores los coeficientes de salto cuando se considera a K;;CL (y) son bastante cerca-
nos a aquellos que se obtienen cuando se considera a KEAS (y). Cabe sefalar que las desviaciones

en cada uno de los pardametros de salto disminuyen cuando incrementa el valor de €g,.

= Comparando los perfiles de velocidad del TDA que considera a los dos conjuntos de pardme-

KI?AS, se mostré que ambos TDA

tros salto con los obtenidos mediante ODA que considera a
reproducen el ODA con un porcentaje de error menor al 0.2 % para cualquier valor de €g,. Por
otro lado, se hall6 que los perfiles de velocidad del TDA con los pardmetros de salto asociados a
K;;CL(y) reproducen a aquellos obtenidos del TDA con los pardmetros asociados a KI?AS (y) con
un porcentaje de error menor 1x10~2. Estos resultados se atribuyen a la proximidad de los valo-
res de los coeficientes de salto, los cuales indican que los errores introducidos por utilizar a un

PCL para determinar a la permeabilidad en la inter-region fluido-medio poroso son atenuados.

Para finalizar, se debe mencionar que, se reconocen las limitaciones de la configuracién del medio
poroso utilizada en este trabajo.Sin embargo, se puede decir que los resultados aqui presentados, aun-
que de manera aproximada, proporcionan una perspectiva de los alcances y efectos que tiene el utilizar
al PCL simplificado para determinar los cambios espaciales de la permeabilidad en una inter-regién
fluido-medio poroso. Un andlisis mds riguroso para respaldar a estos resultados puede ser considerar
geometrias m4s realistas donde se determine a las variaciones de la permeabilidad mediante simulacio-
nes numéricas directas (DNS por sus siglas en inglés, Direct Numerical Simulations), i.e., determinar
a la permeabilidad por la solucién del modelo local en dominios representativos que incluyan a la
inter-regién fluido-medio poroso. Sin embargo, se espera que esos resultados sean idénticos a los aqui

presentados.
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Apéndice A
Ecuaciones promedio

En este apéndice se presentan los detalles relacionados con el desarrollo de las ecuaciones prome-
dio del ODA y del TDA. El desarrollo se lleva a cabo usando un marco teérico proporcionado por el
método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999), el cual parte del planteamiento del modelo que
gobierna el problema en la escala local. Con esto en mente, para el problema aqui estudiado, se tiene

que el modelo local estd dado por

V.vg=0 en la fase — (A.1a)
0=—Vpg+ppg++usVvg en la fase — B (A.1b)
vg =0 en g, (A.1¢)

Vg =Vvg, en g, (A.1d)

A.1. Ecuaciones del modelo de un dominio (ODA)

A.1.1. Ecuacion de continuidad

La ecuacién de continuidad macroscdpica, se puede obtener al aplicar el operador de promedio

superficial a la Ec. (A.1a), lo cual da como resultado a

(V-vg)| =0 (A.2)
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Abhora para intercambiar integracién por diferenciacién espacial, se utiliza el teorema del promediado

espacial (Howes y Whitaker, 1985) en la ecuacion anterior para obtener
V- (vg)| =0 (A.3)

Cabe sefialar que en la ecuacién anterior se ha tomado en cuenta a la condicién de no deslizamiento
dada por la Ec. (A.1c). Adicionalmente, al emplear la relacién de Dupuit-Forchheimer, la Ec. (A.3) se

puede escribir en términos de promedios intrinsecos como

Ve (vg)P| = —Vingg(x)- (vg)P

X

(A4)

X
A.1.2. Ecuacion de movimiento

Dirigiendo la atencién a la deduccién de la ecuacién macroscépica de cantidad de movimiento, el

desarrollado inicia al aplicar el operador de promedio superficial a la Ec. (A.1b), lo cual conduce a

0=—(Vpp)+(pps)+ (V- Vvp) (A5)

donde al considerar como constantes a la densidad, viscosidad y gravedad dentro de la regién de

promediado toma la forma

0=—V{pp)+egppg+up(V-Vvg) (A.6)

Usando el teorema del promediado espacial (Howes y Whitaker, 1985) en el primer término del lado

derecho de esta ecuacién da lugar a
1
(Vpg) =Yg+ | mporpl,da A7)
WBG (X)
Con ayuda de la ecuacion de Dupuit-Forchheimer para la presion y el teorema del promediado espacial

para yg = 1, 1a Ec. (A.7) puede escribirse como
Vo) = eV (ps)® 4~ —{pp)P)da A8
(Vpg)=gVirg) +3 | mpo(pel,,—(Pp) (A8)
,Q/ﬁo-(x)
De forma similar, al utilizar al menos dos veces el teorema del promediado espacial en el dltimo

término de la Ec. (A.3) se obtiene

1 1
(V-Vvg)=V- V(vﬁ>+v / ngoVpdA | +; / ng, - VvgdA (A9)

%/36 (x) 'Q{ﬁc(x)
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Resultado que, después introducir a la condicién de frontera de no deslizamiento, se reduce a

<V.Vvﬁ>:v2<vﬁ>+é / ng, - VvgdA (A.10)
'Q{ﬁa(x)

De esta manera, al reemplazar a las Ecs. (A.8) y (A.10) en la Ec. (A.5) da lugar a

0=—V(pp)’ +ppg-+e5' 1V (vp)

— B aa s M8
Vg (x) / nﬁ"(pﬁhﬁ <Pﬁ>)dA+VB(X) / ngGVvﬁ\rﬁdA (A.11)

Mﬁo (x) Mﬂo(x)

De donde al usar la ecuacién de Dupuit-Forchheimer para la velocidad y el teorema del promediado

espacial para Y = 1, se puede deducir la siguiente ecuacion macroscopica de cantidad de movimiento

0= —V{pp)’ +ppa+e5 ' upV* (vg) — ppey ' Veg -V (g5 (vg) ) ~f5(x) (A.12)

donde se ha introducido la siguiente definicién

e == Vﬁl(x>;yﬁ1x) e [_I (pﬁ}rﬁ B <pﬁ>ﬁ‘x) +Hp <Vvﬁ‘rﬁ _V<Vﬁ>ﬁ‘x)}dA (A-13)

De acuerdo con Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b) y Valdés-Parada et al. (2007a), un forma mads

conveniente de escribir al vector fg(x) es

—fp(x) = —ppK5' (x) - (vp) (A.14)

el cual es un término de Darcy con las variaciones espaciales del tensor de permeabilidad, lo cual

permite escribir a la Ec. (A.12) como
0= —V<pﬁ>ﬁ +pﬁg+£ﬁ’1uﬁV2 <Vﬁ> — ,LL[;SEIVSﬁ -V <8§1 <Vﬁ>> — ‘UﬁKlgl<X) . <Vﬁ> (A.15)
o en términos de promedios intrinsecos como

0=—V{pp)’ +ppg+upV3(vp)’

+ Hﬁ&‘[;lv&‘ﬁ . V<Vﬁ>l3 —HL,;e[;lesﬁ <Vﬁ>ﬁ — UBEp Kgl(x) . <VB>B (A.16)

A.2. Ecuaciones del modelo dos dominios (TDA)

A continuacion, cuando las siguientes restricciones de longitudes de escala se satisfacen en ambas

regiones homogéneas (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995a)
12 < Ly Ly; 1t < LyiLy; ro < Ly,Ly; lp < rg (A.17)
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las Ecs. (A.3) y (A.15) toman la siguiente forma
= Regién homogénea—n

V-(vg), =0 (A.18a)

0=—V(pp)b +ppe+e0usV: (vp), (A.18b)
= Regién homogénea— @

V- (vg),=0 (A.18c)

0=~V (ps)h +ppg+usgV? (vp)h —ugKsl - (vg), (A.18d)

Sin embargo, como las restricciones de longitudes de escala dadas por la Ec. (A.17) no se satisfacen
dentro de inter-egién fluido-medio poroso, las ecuaciones anteriores no son validas dentro de dicha
zona de transicion. Esto hace necesario derivar las condiciones de salto para unir €l transporte de can-
tidad de movimiento en la regién homogénea del fluido con el transporte de cantidad de movimiento

en la regién homogénea del medio poroso.

A.3. Caso de estudio

Con el fin de hacer el andlisis mds sencillo en el sistema aqui considerado, se supone que el
flujo es unidireccional y completamente desarrollado, por lo que los cambios mds importantes de las
cantidades se llevan a cabo en la direccion vertical (i.e., en la direccion x) y la inica componente de la
velocidad que existe es la que va en la direccidn del flujo (i.e., en la direccién x). Notese que el sistema
considerado es similar a la configuracién experimental estudiada por Beavers y Joseph (1967). Con
base en lo anterior, se lleva a cabo el producto escalar de la Ec. (A.15) con el vector unitario ex, para
obtener, después de usar la ecuacién de Dupuit-Forchheimer, la siguiente forma de la ecuacién del

ODA

_ dlpp)” )" deg d(vg)”
0T T T T TS gy Ty
d’e
+Hpeg! dyf (vp)’ — pepKy ' () (vp)" (A.19)
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donde (vg) = (v >ﬁ -, y Kg(y) = e,-Kg(x) - €, son las componentes tangenciales de la velocidad
y de la permeabilidad a la frontera macroscépica. Andlogamente, al tomar el producto escalar de las

Ecs. (A.18b) y (A.18d) con el vector unitario ey, da lugar a las siguiente forma de las ecuaciones del

TDA
d*(pg)y 4 (vp)}
0= o ul Hp e en la regién homogénea — (A.20a)
d2 B d2 v B
0=— <5f Jo fly§>w - 8130,1([;5) (vg >f) en la regién homogénea — @ (A.20b)
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Apéndice B
Problema de cerradura local

En este apéndice se presentan los detalles relacionados con el desarrollo del problema de cerradura
local (PCL) obtenido por Valdés-Parada et al. (2007a), el cual permite determinar a las variaciones

espaciales del tensor de permeabilidad y asi cerrar el ODA.

B.1. Uso de la descomposicion espacial

En este punto, se debe notar que la ecuacién promedio del ODA (Ec. A.15) estd en términos
de cantidades locales y cantidades promedio a través de la Ec. (A.13). Con el fin de eliminar a las

cantidades locales, se propone utilizar la descomposicion espacial definida por Gray (1975) como

Vsl = <‘/’ﬁ>ﬁ’rﬁ + V., (B.1)

Sin embargo, nétese que los promedios en esta ecuacion estan evaluados en rg, mientras que los
promedios en la ecuacién del ODA estan evaluados en x. Debido a esto, es necesario aproximar los
valores promedio evaluados en rg con su valor en x mediante una expansion en series de Taylor como
sigue

1
<‘Vl3>ﬁ’rﬁ = <‘Vﬁ>ﬁ‘x+Yﬁ ~V<Wﬁ>ﬁ’X+§y3yﬁ :VV<w;;>BL+... (B.2)
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donde el estimado de orden de magnitud de cada término de la serie anterior es

(vs)’| =0 ((vp)") (B.3)
vs-V (vp)’| =0(£°<w/s>ﬁ> (B.4)
X A
1 2
gyﬁyﬁ3w<‘l’ﬁ>ﬂ’ =0 (fi(wmﬁ) (B.5)
¥ A

Al utilizar la restriccién de escala definida anteriormente por

1o
—<1, A=o0
L <L N
se pueden despreciar todos los términos del lado derecho de la Ec. (B.2) con respecto al primero.

Esto permite hacer la suposicion de que el promedio intrinseco en la descomposicion espacial de Gray

(1975) estd evaluada en x, i.e.

B B ~ B
()| = (ws)’| =~ (vp) B.6)
B X+yg X
Como consecuencia, dicha descomposicion espacial se puede expresar de la siguiente forma
B _
Wﬁ‘rﬁ = <Wﬁ> ‘X +ll’.3‘rﬁ (B7)
B

En particular, las descomposiciones espaciales de la presion y velocidad local pueden escribirse como

poly, = (pp)°| + o, (B.8a)

val, = (vg)| + ], (B.8b)

Usando estos resultados, la Ec. (A.13) se reduce a

_ B 1 - -
—Hp2pKy' (9 (vp)" = 5 /()nﬁo'(—'Pﬁ\rﬁ#ﬁwﬁ\rﬁ)fm (B.9)
palx

De esta manera, la ecuacién del ODA ahora estd definida en términos de promedios y desviaciones.
En otras palabras, la ecuacion del ODA ahora es una ecuacién abierta debido a que involucra a dos
incégnitas y s6lo una ecuacién. Para superar a esto, es necesario deducir y resolver el problema de
valor a la frontera asociado a las desviaciones, lo cual se logra convencionalmente mediante un proceso

conocido como problema de cerradura.
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B.2. Problema de cerradura local (PCL)

Con el fin de obtener el problema de valor a la frontera asociado a las desviaciones de V5 y pg, es

necesario introducir las Ecs. (B.8) en las Ecs. (A.1) y posteriormente restar a este resultado las Ecs.

(A.4) y (A.15), para obtener

V-9 :Sﬁlvgﬁ -V<Vﬁ>ﬁj en la fase — B

g

fuente

0= —Vﬁﬁ + ,UBVZVﬁ — uﬁel;lv% . V<Vﬁ >I3

fuente

B

J/

_“ﬁgﬁlV28B<Vﬁ>li+“ﬁKﬁl (vp)

fuente fuente

(B.10)

en la fase — 8 (B.11)

Por otro lado, al introducir la descomposicién espacial de la velocidad en la Ec. (A.1), se obtiene la

condicion de frontera interfacial para el problema de las desviaciones

(B.12)

2h

Figura B.1: Muestra representativa de la inter-regiéon medio poroso-fluido

Ademads, para completar el problema de las desviaciones, se pueden imponer las siguientes condi-
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ciones de frontera

en y=h Vg =V =0, Pg=Ppn= (B.13)
en =—h Vg =Vo; P =Dp.o (B.14)
pp (r+1;) = pg (r) i=1,2,3 (B.15)
Vg (r+1;) =95 (r); i=1,2,3 (B.16)

Dichas condiciones de frontera se basan en que el dominio de solucién del problema de las des-
viaciones es una celda unitaria periddica de tamaifio 2/, como la que se muestra en la Figura B.1. Esta
celda unitaria debe ser lo suficientemente grande, de tal forma que incluya a la inter-regién fluido-
medio poroso y que las desviaciones en las fronteras superior e inferior correspondan a las asociadas
en las regiones homogéneas. Con esto en mente, debido a la linealidad del problema de las desvia-
ciones se puede utilizar el principio de superposicién para escribir la siguiente solucidon formal de los

campos de las desviaciones
V5 =Cp:V(vg)’ +Bg- (vp)” (B.17a)
Pp = UghAg: V<Vﬁ>ﬁ + Ugbg - <Vﬁ>l3 (B.17b)

donde Aﬁ, Cﬁ, B BY bﬁ se conocen como variables de cerradura locales. Ahora al introducir las

Ecs. (B.17) en las Ecs. (B.10)-(B.16), se pueden extraer los siguientes PCL

Problema 1
V-Bg :8[;1V8B en la fase — (B.18)
0=—Vbs +V’Bp — g5 ' VZesl+ 5Ky ! en la fase — 8 (B.19)
Bs = I en Ao (B.20)
en y=h Bs=0 bg =0 (B.21)
en y=—h Bs =Bg bg =bg (B.22)
Bg (r+1;) =Bg(r) i=1,2,3 (B.23)
bg (r+1;) =bg (r) i=1,2,3 (B.24)
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Problema Il

V.-Cg=0 en la fase — (B.25)
0=—-VAg+ Vzcﬁ — SEIVZSBl en la fase — (B.26)
Cs=0 en Ao (B.27)
en y=nh Cs=0 Az =0 (B.28)
en —_h Cs=0 Ag=0 (B.29)
Cs(r+1;) =Cg(r) i=1,2,3 (B.30)
Ag (r+1) = Ag (r) i=1,23 (B.31)

No obstante, de acuerdo con Valdés-Parada et al. (2007a), si se satisface la siguiente restriccioén de
longitud de escala
€2
2«1 (B.32)
roL

los campos de desviaciones se pueden reducir a

W5 =Bg-(vg)’ (B.33a)

pp = by - (vp) (B.33b)

lo cual sugiere que para determinar los campos de las desviaciones sélo serd necesario resolver el
Problema 1. Por Gltimo, al introducir a las Ecs. (B.33) en la Ec. (B.9) se obtiene que el tensor de

permeabilidad es
1

6Ky (0= [ g (~Iby+VBy)da (B.34)
ﬁ(X)% o

el cual proporciona la forma cerrada de la ecuacién promedio del ODA dada por la Ec. (A.15).

97



98



Apéndice C
Problema de cerradura macroscopico

C.1. El problema de cerradura macroscopico

Para cuantificar las desviaciones macroscdpicas de la velocidad entre el ODA y el TDA, es necesa-
rio plantear y resolver formalmente los problemas de valor a la frontera que gobiernan los campos de

estas desviaciones. Para ello, se introducen las siguientes variables de las desviaciones macroscépicas

B B, B B |
(vg)” = (vp)y +0n  (vp)" =(vp)yt 0 (C.1)
Estas definiciones sugieren que las ecuaciones que gobiernan a las desviaciones macroscépicas

pueden obtenerse al substraer las Ecs. (2.17) a la Ec. (2.15), lo cual da como resultado a

o degd{vp), B
0=L(y)+g o dy +M,3<v,3>n . vy € (yo,yn) (C.2a)
2 Fuente
Fuente
B
de d<v >
N —149¢B B —1 B
0=L(0n)+g5"" 0 =0 + (Mg + ep0K;, ) <vﬁ>w‘y0 W e (—yoryo)  (C2b)
y
: Fuente
Fuente
donde se han utilizado las siguientes definiciones
> _|deg d
L()=<—-—5+¢€ ———+Mg,( C3
O={ 5 re Pt O )
Mp=¢5 0 —&Kp (C.3b)

Notese que, en las Ecs. (C.2) se ha considerado que la longitud caracteristica de la regién donde las

desviaciones macroscépicas son diferentes de cero [O(8 =y +yy)], €s mucho menor que la longitud
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caracteristica asociada a los cambios de las cantidades promedio [O(L, )], i.e., 8 < L, . Lo anterior
permite aproximar mediante una expansion en series de Taylor, a los valores de los términos que invo-
lucran a la velocidad promedio y su derivada en la posicién de la superficie divisoria y tratarlos como
fuentes constantes dentro de la regién donde las desviaciones son deferentes de cero. Para completar
el problema de las desviaciones macroscépicas de la velocidad, es razonable imponer las siguientes

condiciones de frontera

0
en  y=y,  Pg=0; diy" —0 (C.42)
0

en  y=—yg —_ dLy“’ ) (C.4b)
en y=>Y <VB>B N = <vB>ﬁ N (C.4o)

B B

d (vg) d(vp),
_ C.4d
en y=>Yo dy dy (C.4d)

Yo Yo

Las primeras dos condiciones de frontera estdn basadas en que fuera de la zona localizada en
¥ € (—Yw,yn), las desviaciones entre el ODA y el TDA deben ser despreciables. Por su parte, las
ultimas dos condiciones de frontera se basan en que la velocidad y el esfuerzo dados por el ODA son
cantidades continuas dentro de la zona ubicada en y € (—ye,yn). Adicionalmente, usando a las Ecs.

(C.1), las Ecs. (C.4c) y (C.4d) pueden escribirse como

en y=y ()| =Tt () (C:52)
B B
B dvg  dp)y|  av,  d{vp),
en Yy =XYo 7y+7dy = Ty + dy (C.5b)
i) Yo

Por lo tanto, el problema de valor a la frontera de las desviaciones macroscépicas de la velocidad
estd dado por las Ecs. (C.2), las cuales estdn sujetas a las condiciones de frontera dadas por las Ecs.
(C.4a)), (C.4b) y (C.5). Debido a la linealidad de este problema de valor a la frontera, se puede usar el
principio de superposicion para expresar los campos de las desviaciones macroscépicas de la velocidad

en términos de las fuentes constantes como

A afply| ()l
Vn =S1n <Vﬁ>g ‘yo + 52 <vﬁ>€"yo +b1n dy 1 -l-bzn Tyw (C.6a)

Yo Yo
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B
d
b <:ll; Vo

Yo Yo

d(vp)h

P = S10 <vﬁ>ﬁ‘y0 +s2w<vﬁ>f)(yo +big (C.6b)

donde los coeficientes que multiplican a los términos fuente se denominan como variables de
cerradura macroscopicas, las cuales se obtienen al resolver los problemas de cerradura macroscopicos
asociados. La derivacién y solucién de estos problemas de cerradura se presentan en la siguiente

seccion.

C.2. Problemas de valor a la frontera de las variables de cerradura ma-

croscopicas

Con el fin de obtener los problemas de cerradura macroscopicos, es necesario introducir los cam-
pos de las desviaciones macroscdpicas (Ecs. C.6) en las ecuaciones que gobiernan a estas mismas
desviaciones (Ecs. C.2) y asi como a sus respectivas condiciones de frontera (Ecs. C.4a, C.4by C.5).

Lo anterior permite extraer los cuatro problemas de cerradura macroscépicos siguientes

Problema I
L(sin)+Mp=0 vy € (yo,¥n) (C.7a)
L(s10) =0 vy € (—yo,Y0) (C.7b)
en Y=Y Sin =S10 — 1 (C.7¢)
dS]w dSIn

= =— C.7d
cn Yy=>Yo dy dy (C.7d)
en y=>yn s1p =0 (C.7e)
en Yy="Yo s10 = 0; (C.71)
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Problema Il

Problema 111

Problema IV

L(SZn) =0

Yy € (yo,¥n)

L(s20)+Mg +8ﬂwK§al, =0 VYye (—yw,0)

en Y=Y s =20+ 1
en o dSZw . dSZn
Yy=Yo dy = dy
en Y= n son =0
cn y="Yo 520 =0
L(biy)+g5 75:0 vy € (Yo, ¥n)
L(biw) =0 vy € (—yo,Y0)
en Yy =Yo bin =bie
pr— = — 1
en Y=Y dy dy +
en Y= "Yo bip =0
L(bay) =0 vy € (yo,yn)
de
—1%<B
L (bw) +€ﬁ dy 0 Yy € (—Yw:)0)
en Y=y bon = baw
Yy=Yo dy = 7dy
en y - yn an - O
en y="Yo by =0

(C.8a)
(C.8b)

(C.8¢c)

(C.8d)

(C.8¢)

(C.8f)

(C.9a)

(C.9b)
(C.9¢)
(C.9d)

(C.9¢)
(C.91)

(C.10a)
(C.10b)
(C.10c)
(C.10d)

(C.10e)

(C.10)

Como se ya se ha mencionado anteriormente, para resolver a los problemas de cerradura macroscopi-

cos se debe contar con las variaciones espaciales de la fraccion volumétrica (€g(y)) y de la permea-

bilidad (Kg(y)) en la inter-regién fluido-medio poroso. Para este fin, el coeficiente £g(y) se obtiene
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directamente de relacionar la geometria del medio poroso utilizado en la DAS, el cual consiste en un
arreglo de placas paralelas. Por otro lado, el coeficiente de permeabilidad se obtiene mediante dos

alternativas: a partir de la informacion de la DAS y del problema de cerradura local (PCL).

Problema I Problema II
. . . : . . : 1600 : : ; , : . .
or ’ ] 1400 1
’
’
1200 1
02+ 4 1
’
’ 1000 1
’
0.4 V4 800 - i |
< 4 <
b ’ & !
600 1
06 ,' 1 !
i
4 400 1
’ \
08} 4 ] ~
0.8 , 200 Se ]
/ -~
’
AF 7’ | or ~ |
. . . . . . . -200 . . . L . . .
-20 15 10 5 0 5 10 15 20 20 15 10 5 0 5 10 15 20
y/70 y/ro
Problema III Problema IV
. . : Fans . . oF ; ; : : : . JERRE
.09 F I ]
0.09 N B
008 I | 001 ]
I PR
\ L
007 1 \ g -0.02 1 1
g
]
\
0.06 \ 1 -0.03F 1 1
~: \ o l
L oosp \ 1 S 004f 1
< \ 3 i
S 0.04 1
o \\ = 005k |
003 \ ]
\ -0.06 1
002 \ i
\ -0.07 F 1
001 | \ 1
\ 0.08 | 1
or A )
15 10 5 0 5 10 15 20 20 15 10 5 0 5 10 15 20
y/’l"() y/Tn

Figura C.1: Ejemplo de los campos de las variables de cerradura macroscopicas para €g, = 0.8, yo =

—0.75y 6 = 32ry.

Una vez determinadas las variaciones espaciales tanto de la porosidad como de la permeabilidad,
se puede resolver a los problemas de cerraduras antes mencionados. Debido a la dependencia no trivial
con la posicion de los coeficientes efectivos, los problemas de cerradura macroscépicos se resolvieron
numéricamente utilizando un esquema de deferencias finitas con suficientes nodos computacionales,
de tal manera que la solucién fuese independientes de dicho nimero de nodos. Un ejemplo de los

campos de las variables de cerradura macroscopias se muestran en las Figuras C.1 para &g, = 0.8,
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yo = —0.75 y 8 = 32ry. Donde puede notarse que en la parte del dominio que corresponde a la re-
gién homogénea —m (y < —rp), en general, el campo de las variables de cerradura se comporta como
una constante cercana a cero. En contraste, en la parte del dominio que corresponde a la regién ho-
mogénea—1, el campo de las variables de cerradura se comporta como una linea recta que tiende a
cero. Ademds, se puede ver que los mayores cambios en el campo de las variables de cerradura se
presentan dentro del dominio correspondiente a la inter-region fluido-meido poroso (—ry <y < ry),

donde ciertamente los coeficientes efectivos tienen cambios dréisticos de una regiéon homogénea a otra.

C.3. Determinacion de los parametros de salto

Ademds de las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos, para resolver a los problemas
de cerradura macroscépicos también se requiere conocer la posicion de la superficie divisoria (yg)
y las posiciones de los limites donde las desviaciones macroscpicas entre en ODA y el TDA son
diferentes de cero (y y yn). Sin embargo, los valores de estas posiciones no se conocen a priori. Con
el fin de determinar a dichas posiciones y al mismo tiempo a los coeficientes de salto, se debe utilizar
las condiciones de frontera de tipo Neumann dadas por las Ecs. (C.4a) y (C.4b). Donde al introducir a

las Ecs. (C.6), conducen a

B B
dsiy gl dsay gl dbig| 4OBNy|  dbay| d(vp)e
_ . L &my + n =0 (C.11a)
I dy " < ﬁ>n Yo dy v < /3>w o dy - dy dy " dy
Yo Yo
L A Aply | o] A0 0 (Cllb)
= v + v + + = .
© dy VYo B " Yo dy Yo ﬁ @ Yo dy Vo dy dy VYo dy
Yo Yo

De esta manera, estas ecuaciones deben ser satisfechas en el algoritmo que se muestra en la Figura
C.2. Por simplicidad se puede asumir que yg, = yn. Notese que todos los valores de las incognitas

antes mencionadas se determinan simultineamente.
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Proponer valores de
pruebade Y, Y Vo

Proponer un valor
de prueba de Yo

Resolver los problemas de

cerradura macroscopicos

y calcular los coeficientes
de salto.

Resolver el TDA

Calcular las expresiones
fo ¥ fo

N

Se definen:
Recalcular los coeficientes
de salto

Los coeficientes de salto,
Yor Vo ¥ Wy

Figura C.2: Algoritmo para determinar tanto a la posicién de la superficie divisoria (yg) como a los

coeficientes de salto.
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Apéndice D

Solucion analitica de los modelos de uno y

dos dominios

D.1. Solucion analitica del modelo de un dominio

Para resolver el ODA con el término /15 (y) = hg(x) - ,, es conveniente escribir la ETG en términos
de promedio superficial como

d*{vp)

dy?

0= pp +&5 (1K (V8) oo — E8(V)AE(Y) (D.1)
la cual estd sujeta a las siguientes condiciones de frontera

en Y=Ln+rp (vg)=0 (D.2)

en Y=—Ly—ro (vg)=0 (D.3)

Ademas considerando la siguientes variables y pardmetros adimensionales

y % . Ks(y) h(y)r3
s L 0 N0 . B )
"o Vméx rO 'uﬁvméx

el ODA toma la siguiente forma

dzwﬁ ~1
0= 72 +ép (Y)Kﬁwwa,,oo +F(Y) (D.5)
en Y=Hy+1 wg =0 (D.6)
en Y=—-Hy—1 wg =0 (D.7)



Como consecuencia, la solucién analitica del ODA en cada zona del sistema fluido-medio poroso

aquin estudiado estd dada por

= [Inter-region fluido-pared superior

Wﬁ(Y) = [Y—(Hn—i-l)]—mzAg(Y)—Bz(Y) HT] —1<Y SHn-i-l

donde
a2(1) = 5 (V3 =ty 1)) = 1y = 12 (= a1+ 1)
+by [1 ( >~ (Hy + 1)2> — (Hy = 1) (Y — (Hy +1))]

Ba1) = Fi |5 (V2= (i +17) = (b = ) 3 (g 4 )

1
c1 = F] — = <W1 +m2A2‘Y:HU—1>

2
A2’Y:Hn—l = gal —2]91 —2Hna1

B -2
Hy

[\

[\

F
» Region de fluido homogéneo
mpé€
wﬁ(y):wﬁ%(l—yz)wzw—l) 1<Y<H;—1

donde

1 my€
c [wl — Wy — 21317 (1 — (Hp — 1)2)]

" Hyp—2
Wi = 2('21{”‘2) [Fl - %mzAzyy:Hn_l + maegy (Hy — 1)}
+ ;n [wz + ngﬁ” (1= (Hy - 1)2)}
» [nter-region fluido-medio poroso
wg(Y) =wa+cq (Y —1) —myBy(Y) — Da(Y) —-1<r<1
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donde

C4 = 5 [—Wﬁw+W2 —ny BZ|y:—1 - DZ’Y:—l] (D.18)
4(Hy —2) 1
4 ma€gy ( ) HWZ
1 (Hy —1)?) D.1
+H,%—4[ 2 Uy =1 | ¥ g2 =5 (B-19)
2 | maggy 2
CS:_H{ . (1—(H,7—1) )
2(Hy—2) [ dB, dD,
T, ["” dy ay |, ™
H —
+(1}{) [Wﬁw+szzly}1 + Daly_ ] (D.20)
n

» Region de medio poroso homogéneo

Como se sefialé anteriormente lejos de la region de la frontera la velocidad en el seno del medio

poros es constantes y estd dada por

2\ /€ \ 2
w,;(Y)zsﬁw( )(hZ:> —Hp+1<Y <1 (D.21)

» [nter-region medio poroso-pared inferior

Wﬁ(Y) = WBp T C5 (Y+Hw — 1) —mZJQ(Y) —PZ(Y) —Hy—1<y<—-Hp+1 (D.22)
donde
L(Y) = %3 E (Y3 ~( —Hw)3) — (Hy—1)> (Y + Hp— 1)}
+bs B (YZ—(l—Ha,)z) +(Hw+1)(Y+Hw—1)] (D.23)
Py(Y) = % [; (Y3 —q —Hw)3) —(Ho—1)*(Y +Hp— 1)]
s B (V2= (1= Ho)?) + (Ho+ 1) (Y + Ho — 1) (D.24)
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En resumen, el perfil de velocidad promedio en forma adimensional estd dado por

Cl[Y—(Hn—}—l)]—mzAz(Y)—Ez(Y) Hn—1<Y§Hn+1
wa+ % (1=Y2) +er (Y —1) 1<Y<H,;-1
Wﬁ(Y) = wy +C3 (Y— 1) —I’)’lsz(Y) —DZ(Y) —-1<Yy<l1 (D.25)
2 o) 2
ego (3) (%) CHp+1<y< -1
WB(D+C4(Y+HQ)71)7m2J2(Y)7P2(Y) —Hy,—1<Y<-Hy+1

D.1.1. Integrales en la inter-region fluido-medio poroso de g (5o) and R (&)

En esta seccion se desarrollan las expresiones de las integrales definidas por

20=+& =20
Ino [ (S0)] = / / v (o) d&odzo (D.26)

20=+710 {o=—ry

donde (&) puede ser ya sea &g (&) o R(&p), las cuales estan dadas por

n, (&) lg +Lfg+ro+&
ep (&) = p(0)lp 2r0ﬁ 0= (D.27)
1 _ dve dv!
R(&) = T 21, (o) +ip (&0)] &’ya:b + @\W:B (D.28)
Al aplicar el operador integral, definido en la Ec. (D.26), a las Ecs. (D.27) y (D.28) se obtiene
lg 14 1
o [ (80)] = 5,Ino 117 (80)] 45 ~Ino [ 5 (80)] + 5 ~Tno [0+ o] (D.29)
1 , dv* dv!
Iy [R(&)] = T [{211160 [ (0)] + Ino [ip (€0)] }T;‘yc-:b + o (1] dyzclyf=B] (D.30)
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Las expresiones de las contribuciones Ine [, (§0)]. Inw [ /3 (§0)] ¥ Inw [ip ()] se desarrollan en las

siguientes paginas. Sin embargo, los resultados son los siguientes

Il (&0)] =50 (n0— 1) (&0~ o)

52 2

12 0?2 1
o [fﬁ (50)] = Egéwno (50 —r0) + 581230) |:7’lpnp —G—npf]

2
2

/
¢ 1080+ (f —€00) %{f o0}

ol +&] = ¢ [+ &) 8]

Ine [ig (§0)] = fnogpn (&0 — 10) + €0 {”p

np—1

52 2 2
-1-5 [eﬁwnp—k(f—gcw) @/{f—&m}}

holl]= |5 (8- +r& 13

ny— Vo z §0J

_n—%
=2 )

donde

f

Derivacion de la formula para I, [n,, (&))]

Aqui se necesita obtener la integral dada por

20==+& Go=20
Ine [ny (80)] = / /np(Co)dCodzo

20="+710 {o=—ry

donde

(@) = 1252

Es conveniente escribir la Ec. (D.38) en términos de la variable yy dada por

_n—%

X0 7
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(np—l)(l—an)—%npf(l—np—f)

+npf}

(D.31)

(D.32)

(D.33)

(D.34)

(D.35)

(D.36)

(D.37)

(D.38)

(D.39)

(D.40)



y el diferencial
d&o = —tdxo
De esta manera la Ec. (D.38) toma la forma

20=—+& Xo=np(20)+f

ol @)l ==t [ [ Laolddz

0="+ro  Xo=no

donde
_To—20 To—Z0, _To—2Z0
fla) = B = (B = B (20)
Entonces es posible escribir la integral en términos de ¥, como
Xo=np(z0)+f Xo=np(20)+f Xo=no
Lx0]d2o = / L20]d 2o — / [20]d 20
Xo="no 2X0=0 20=0

La primera integral del lado derecho se puede escribir como

Xo=np(z0)+f n=n,—1 Xo=n-+1 Xo=np+f
oldxo=). / ndyo+ / npdxo
X0=0 n=0 Xo=n Xo=np
donde
Xo=n+1 Xo=np+f
ndyo=n and / npdyo =np f
Xo=n Xo=np
Por lo tanto X
n=n,—1 Xo=n+ n=n,—1 n=np—1 n (I’l _ 1)
Y [ ndn= Y oa= Y oa="r2
n=0 ’ n=0 n=1
Xo=n

(DA41)

(D.42)

(D.43)

(D.44)

(D.45)

donde la férmula (19.9) de Spiegel (1968) fue utilizada para reemplazar la suma de n. Usando este

resultado en la Ec. (D.44) rinde

Xo=np(z0)+f

-1
[ xo0ldxo = np(n;) +npf
%0=0
Que con f'= 0y ng en lugar de n, toma la forma
Xo=no
-1
Lxo)dxo = o (n; )
X0=0

112

(D.46)

(D.47)



Por lo tanto, el resultado de la integral dada por la Ec. (D.44) es

Xo=np(z0)+f

1
| xoldxo = 5[(np—l)np—(n0—l)no—l—anf] (D.48)
X0=0
Esto permite escribir
fo=20 ’
n,(Go)do = 5[(no—l)no—(np—l)np—anf] (D.49)
Go=—r0

Con este resultado, la Ec. (D.38) se puede escribir como

z20=+& 20="+%
Inw[”P@O)]:E / no(no—l)dz()—i / nf,(z())dzo
0=170 20=+ro
), 20=+& 20=+&
w5 [ mdn—t [ () f)dz (D.50)
20=-+710 20=+710

Un cambio de variable andlogo, al indicado por la Ec. (D.40), permite escribir las dltimas tres integra-

las en el lado derecho de la Ec. (D.50) en la siguiente forma

ZO:+§0 XOan)(Z0)+f
> (20)dzo = —¢ / Lo %dxo (D.51)
Z0=-+r9 Xo=0
20=+& Xo=np(z0)+f 0 ( N
n,(n,—
np(z0)dzo = —¢ / L xo)dxo = -5 [”; +n, f] (D.52)
20=-+ro X0=0
20=+& Xo=np(20)+f 20=1+&
[ me) fada=—t [ Golwdo- [ ) d (D.53)
20="=T0 X0=0 ="+

Donde para el resultado mostrado en la Ec. (D.52) se utiliz6 la Ec. (D.46). Ademas, previamente al
cambo de variable en la Ec. (D.53), f(zo) fue reemplazado con la Ec. (D.42). La integral dada en el

lado derecho de la Ec. (D.51) se puede escribir como

Zo=np(20)+f n=n,—1 Xo=n+1 Xo=np+f
Lx0)dxo = / n*dyo+ / nd o
%0=0 n=0 Xo=n Xo=np
n=np—1
_ 2 2
— Y A4nlf (D.54)
n=0
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Qué después de usar la férmula (19.10) (Spiegel, 1968) da lugar a

Xo=np(z0)+f

[ lwPdn=" ==l e g (D55)

X0=0
Por lo tanto, el resultado de la integral mostrada en la Ec. (D.51) es

20=+&o Xo=np(z0)+f

n,(n,—1)(2n,—1
B@)dn =~ [ LoPdn=- [ au g( =g (D.56)
20=-ro Xo=0
Ahora, volviendo a la primera integral en el lado derecho de la Ec. (D.53)
XOan(ZO)+f n=n,—1 Xo=n+1 XOanJff
olx0dxo =Y, / nxodxo+ / np Xod Xo
%0=0 =0 yo=n Xo=n,
n=n,—1 n 5 n 5
e
n=0
1 n=np—1 n
=5 Z n(2n+ 1)—i-?17 (2npf+f2)
n=0

n=n,—1 n=np—1
{ Z n’ + Z } 2npf+f)

1 n,(n,—1)2n,—1 n,(n,—1 n
:2{2p<p ) ity =) 1S

Por lo tanto
Xo=np(z0)+f

—1)(4
LXoJ%odXZ;{np(np lé( n”+1)+npf(2np+f)} (D.57)

2%0=0
Hacia la derivacién de I [n, (§o)], es conveniente usar la Ec. (D.53) en la Ec. (D.50) para obtener

¢ 20==+&
Il (€0l =g (= 1) Go=m) 5 [ 2 (z0)day
z0=-"ro
20==+Eo Xo=np(z0)+f
+5 / np (20)dzo + £ / [X0) x0dx0 (D.58)
20=-=ro 20=0

Que después del uso de las Ecs. (D.55), (D.52) and (D.57) conduce a

Il (&0)] =570 (n0— 1) (&~ o)
02 |:n ( 1)(2np ) :| 02 [ ( p—l) :|
2 e e R
2

2 6 "
2 _
+ % { iy (1p é(4nf’ Y fony + f)} (D.59)
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Inw [y (S0)] :gno (no —1) (& — o)

2
2 2n,—1 1 4n,+1] £
—Enp(np—l) p6 +§—pT —Enpf[np—l—l—(an—i—f)]
0
L
Ino[np (80)] =510 (n0 1) (&0 — o)
72 22
—Enp(np—1)(1—2np)—5npf(1—np—f) (D.60)
Derivacién de la formula para I,), [ f3 (&)]
En este apartado se obtiene la integral dada por
20=+& C=2
Ine [f5 (80)] = / / 5 (&) d&odzo (D.61)
20="110 §o=—ry
donde
ro — ro —
fp (%) == ECO—L - ECOJ_EG(» (D.62)

que existe siempre que fg ({o) > 0. Entonces usando la variable yo, definida en por la Ec. (D.40), la

Ec. (D.42) se puede escribir como

I8 (x0) = X0 — [ X0] — €] % {X0 — [ X0) — €50} (D.63)

donde % [t — a] es la funcién Heaviside definida como

0,ift <a
Ut—a)= (D.64)
1,ift > a

De esta manera la primera integral en la Ec. (D.61) se puede escribir como

So=20 Xo=np(20)+f
[ f@aa=- [ fyan
So=—ro Xo=no
Xo=np(20)+f
== [ Do) el % (10— 1o ~ealldre (D65
Xo=no
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En esta expresion, la integral en términos de )y se puede escribir, en términos de la suma de dos

integrales como sigue

Xo=np(z0)+f Xo=no Xo=np(z0)+f
- / I (xo0)dxo = / 15 (xo0)dxo — / I8 (x0)dx0 (D.66)
Xo=no 20=0 X0=0

La segunda de estas integrales tambien se puede descomponer como

Xo=np(20)+f n=n,—1 X0=n+1
fwmndn= Y [ o-n-eol % {to-n- s}z
%0=0 "0 yo=n
xOan+f
+ / (X0 —1p — €0] % {Xo —1p — €50 })dX0 (D.67)
Xo=np
donde
Xo=n+1 Xo=n+1
[Xo—n—eow]% {Xo—n—Scw})dXo = / [Xo—n—Scw]dxo
Xo=n Xo=n+&se
1 1 1
=5 (0 —n—260) {0t = 55w (D.68)
y
l():anrf XO:inLf
[XO —np— 860)]% {XO —np— gow}d%O = / [XO —hp— gca)] dxo
Xo=np X0=np+€san
1 —n 1
=5 (0 —n—too) ity = 5 (f~€0) U{f ~ €00} (D69)

Usando los resultados de las dos udltimas ecuaciones en la Ec. (D.67) da lugar a

Xo=np (Z(i)+f

1
fﬁ (XO) dyo = E Séwnp + (f - gcw)z %{f - Scco} (D.70)
X0=0

Este resultado también se puede utilizar para evaluar la integral con limites [0,70] y posteriormente
con la Ec. (D.70) de 1a Ec. (D.66)
Xo=no 1
- / T (o) dxo = ) [gﬁw (no—np) = (f — €o0)’ U{f - gcw}} (D.71)
X0=0
Por lo tanto, el resultado de la integral en la Ec. (D.65) es

=20
5 (80)d% = 5 [ (r0 1) — (F ~ €602 U/ — o0} (D.72)

So=—ro0
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La combinacién de este resultado con la Ec. (D.61) da lugar a

¢ 20=+E& 20=+&
Ino [f5 (%0)] 258[23@"0 / dzo — 58[%@ / np (20)dzo
0="+70 0="+70
2=+
zo=-+ro

Se debe notar que en el lado derecho de esta ecuacion, los primera integral se puede obtener directa-
mente y el resultado de la segunda ya fue obtenida en la Ec. (D.52). Por lo tanto, ahora se obtendr4 el

resultado para la tercera integral; primero se debe escribir en términos de la variable )y como

20=+&

(f (ZO) - gcw)z%{f (ZO) - gcw}dZO =

z0=+ro
XO:”IH’f
0 [ - L)~ e U0~ L00) ~s0}dz T4
X0=0
h(&)
Pero
n=n,—1 Ko=n+l1
i (§0) = Z / (Xo—n—8ow)2%{(lo—n—80w}dzo
n=0 Xo=n
XO:n[7+f
+ / (X0 — np— 86(0)2 UA{ (o0 — np— €50 }d20 (D.75)
xXo=np
donde
Xo=n+1
(%0 —n— 80‘0))2 %{(XO —n— gow}dZO =
Xo=n
Xo=n+1 1 !
(o1~ €0) dz0 = 5 (X0 1~ €00)’ [t "0, = 3600 (D.76)
Xo=n+&n
Anélogamente
Xo=np+f Xo=np+f
(xo—np— gca))z%{(xo —np — €50 ydzo = / (xo—np— 8660)2dZ0
Xo=np Xo=np+éce

=n 3 1
(0 =1y = 00) (oot Tl = 3 (F —00) Z{f ~ €00} (DTD)

W =
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Por lo tanto

1
11(80) = 3 |18+ (f — €00)’ U {f — €00} (D.78)
Yy como consecuencia
2=+ 0
(f (z0) — Scw)z U{f(20) — €0 }dzo = -3 [”psgw +(f— 860))3 U{f— Ecw}} (D.79)
z0=-+ro

Por lo tanto, el uso de esta ecuacion junto con la Ec. (D.52), permite escribir a la Ec. (D.73) como

y4 0?2 1
Ino [ (§0)] =5€50m0 (80— 10) + 5 €5 [npn”z +n,,f]

2

+% [n,,egw+(f—sm)3ﬁ2/{f—sm}] (D.80)

-Derivacién de la formula para I, [ig ()]

Por dltimo, para determinar la siguiente integral

20==+& Co=z0

Ino [ig (&0)] = / /iﬁ(Co)dCodZo (D.81)

20=-+ro cO:—rO

donde
0,if f < ¢
i = S < oo (D.82)
Lif f > €50
o en términos de la funcion Heaviside
ig (o) = % [f (&) — €50 (D.83)
donde
ro— ro —
P =" @) @) =" 084
Usando el cambio de variable indicado por la Ec. (D.40)
Go=20 Xo=np(z0)+f
[ is@aa=— [ igdn
Go=—10 xX=no
Pero
Xo=np(20)+f Xo="0 Xo=np(z0)+f
- / ig (X0)dxo0 = / ig (X0)dxo — / ig (x0)dxo (D.85)
Xo=no X0=0 X0=0
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Como antes, la segunda integral se puede escribir como

Xo=np(20) n=n,—1 Xo=n+1
/ s () dxo=Y. / U {x0—n—€s0})d0
0=0 n=0 Xo=n
X():np+f
+ / U{x0o—np—Esw})dXo
xXo=np
donde
Zo=n+1 Zo=n+1
U {xo—n—ese})dyo = / dyo = Xo|10_n,,+sm = &g
Xo=n Xo=n+E&w
y
XO:”p‘f‘f 10:”p+f
U {x0—np—Esw})dYo = / dxo = (f —€0) % {f — €0}
Xo=np Xo=np+é€son

Por lo tanto, la Ec. (D.86) toma la forma

Xo=np(20)
/ 8 (X0) dxo =np€go+ (f — €c0) # {f — €0}

Este resultado se puede usar para obtener

Xo=no
ig (X0) A0 =10 &g
X0=0

Las ultimas dos ecuaciones se pueden utilizar en la Ec. (D.85) para obtener

fo=20
ip (Co)d&o = E{gﬁw (no—np) = (f — €cw) % f —&0l}

So=—r0

So=z20
ig (Co)dGo = t{€pe (n0 —np) — fp (20)}

So=—ro

(D.86)

(D.87)

(D.88)

(D.89)

(D.90)

donde f3 fue previamente definida por la Ec. (D.62). Ahora la combinacion de las Ecs. (D.90) y (D.81)

da lugar a
20=+& 20==+&
Inw [iﬁ (50)] :fé‘lgwno (50—1’())—[8/3(0 / np (Zo)dZ()—f / f[g (Zo)dZo
0="+70 20="+70

119

(D.91)



En esta expresion el resultado de la primer integral estd dada por la Ec. (D.52) y la segunda, sunado el

cambio de variable yo = r()%m y la Ec. (D.63), toma la forma

20=+& Xo=np(20)+f
£3 (z0) dzo = / £5 (o) dxo (D.92)
z0=+"ro Xo=0

El resultado de la integral en el lado derecho estd dada por la Ec. (D.70). Por lo tanto usando la Ecs.

(D.52), (D.92) y (D.70) en la Ec. (D.91) se obtiene el siguiente resultado

n,—1

Inw [iﬁ (50)] = €8ﬁwno (50 — r()) —1—528560 [np L

EZ
+5 [egwn,,+ (f—scw)z%{f—sw}] (D.93)

—|—npf}

D.2. Solucion analitica del modelo de dos dominios

Para el sistema fluido-medio poroso aqui estudiado, se tiene que las ecuaciones del TDA estdn

dadas por
d2 <V >ﬁ
0= dyﬁn +£poKpq <Vﬁ>fa,m vy € (yo,Ln —ro) (D.94a)
a*{v
0= fzyg% —~ €K, (<Vﬁ>f> - <Vﬁ>ﬁ7w> ¥y € (Lo + 70, Y0) (D.94b)

las cuales estdn sujetas a las siguientes condiciones de frontera

d(vgyy  d{vs)
en  y=y P <d/;>w —ex ((vg)h —e3 (vp)h) (D.952)
d(v d(vg)
en  y=y <d[;>“’ —s g T = g2 ((vg) — 85 (1) (D.95b)
en Y =Ysup =Ly (vg >ﬁ = Vgup =0 (D.95¢)
en  y=yur=—Lotro  (vp)h =viy=(up)b (D.95d)

Conviene subrayar que las primeras dos condiciones de frontera corresponden a las condiciones de
salto desarrolladas mediante la metodologia propuesta en Valdés-Parada et al. (2013). Esto se debe
a que el TDA no es valido dentro de la inter-regién fluido-medio poroso. Por su parte, las dltimas
dos condiciones de frontera son la de no deslizamiento localizada en la pared impermeable superior

y de la velocidad de Darcy localizada en limite inferior de la region de medio poroso homogéneo.
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Lo anterior es porque el TDA también no considera las variaciones espaciales de sus coeficientes

de transporte efectivos en las inter-regiones fluido-pared y medio poroso-pared. Considerando a las

variables y parametros adimensionales dados por las Ecs. (D.4), las Ecs. (D.94) y (D.95) toman la

siguiente forma

dz”n *x—1
0= W +8ﬂwKﬁ(D U oo VY € (Y07Y5up)
duy, el
0= W — SBwKBw (Ma) — uw,w) VY € (anf, Y())
du du
en Y:YO T;—elT;:Ez(un—83uw
dug duy
en Y:YO dT—gldT:F(uw—g3un
en Y = Ysup = Hn Un = Usup
cn Y:Ylnf_HCO+1 Ma):uinf

Como consecuencia, la solucion analitica del TDA es

Uy =B+ co [exp (ﬁ(Y - Yo) —exp (\/13(2me— Yo— Y))}

PB

Uy = tsup + - (Yap—Y?) +cn (Y —Yap)

donde ¢y, y ¢ son constantes de integracion definidas como

k3 )
C1 _kil_C?’E
C3_a

el los cuales se han utilizado las siguientes pardmetros

A} =P+ VPexp (2\/13(anf— YO))
Ar=1—exp (2\/ﬁ(me - YO))
k1 =1 —EQ(YO - Ysup)

ko = —ejA1 + Eze3A;

PB
k3 :E2 (2 ( S%lp _YOZ) —|-I/lsup —63B> +PBY()
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(D.99)
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ko

G =1A
1 [ 1+glk1

—F <A1+g3E(YO_Ysup)>:| (DIOOf)

PB k
G2=F[3g3 (2 (Ys%pYoz)Jrki(YOYsup)+”sup>]

k
vor (~pan+ ) (D.100g)
1
con
B =g (D.101)
P =ep0Kp,! (D.102)

D.3. Variaciones espaciales de la fraccion volumétrica

Para el caso del medio poroso aqui considerado, el cual consiste en un arreglo de placas paralelas,
la fraccién volumétrica sélo depende de la direccion vertical (i.e., direccién y). Por lo tanto, la Ec.
(2.7) se reduce a

eg(y) = - — (D.103)
Donde volumen total de la regién de promediado (V'), como se menciond anteriormente, esta dado por
V =L.L,(2rp) (D.104)

Entonces, para determinar a las variaciones espaciales de €g(y) en todo el sistema fluido-medio
poroso aqui considerad, s6lo que determinar el volumen de la fase del fluido (V3 (y)) contendido en

cada posicion de la regién de promediado. Esto se llevar cabo en las siguientes apartados.

D.3.1. Inter-region fluido-pared superior

En la inter-region fluido-pared superior el volumen ocupado por la fase—f3 es igual al volumen de

la region regién—1 contenido en la regién de promediado, el cual se puede expresar como
Vp(y) = Lil:(B—0y), ar=y—B—ro (D.105)

Reemplazando la Ec. (D.105) en la Ec. (D.103) se obtiene que

2B+ry—y
epnw () = =, — (D.106)

Se debe recordar que estd inter-region estd restringida por la Ec. (2.47).
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D.3.2. Inter-region fluido-medio poroso

En la regiéon homogénea—m, el volumen ocupado por la fase—f serd igual al volumen de la region
de promediado, por lo que la fraccion volumétrica es igual a la unidad, i.e., €g,, = 1. Enfocando ahora
la atencién en la inter-regién fluido-medio poroso, el volumen ocupado por la fase—f consiste en el
volumen de la fase—f3 dentro la region—m y en la region—1 contenidos en la regién de promediado ,
ie.

VB(y) = Vgn () + Vo () (D.107)

donde facilmente se puede encontrar que
Vn (v) = LeL, (y+10) (D.108)

La parte del fluido correspondiente al medio poroso, Vg, (y), es un poco mas complicado que
eso, ya que puede consistir en el volumen de la fase—f3 en el nimero entero de poros (1,(y)) y en la

fraccion de poro (f(y)), i.e.

Vo (y) = Ve, (V) + Vs, (v) = wL (nplp + fpt) (D.109)

Introduciendo las Ecs. (D.108) y (D.109) en la Ec. (D.103) se £g(y) es

nylg + fal+y+ro
Egno(y) = L Zﬁm (D.110)

Los limites de esta zona estan dadas por la Ec. (2.56).

D.3.3. Region homogénea de medio poroso

Aqui es conveniente recordar que la altura de la regién de promediado consiste en ng celdas uni-

tarias de longitud de lado #, por lo que el volumen de la fase—f3 se puede escribir como
Vo = Lil;nolg D.111)
De tal forma que la fraccién volumétrica en la regién de medio poroso homogéneo estd dada por
L

€50 = 7" (D.112)

La validéz de esta expresién estd limitada por la Ec. (2.51).
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D.3.4. Inter-region medio poroso-pared inferior

Finalmente, en la inter-region medio poroso-pared inferior el volumen ocupado por la fase—f3

consta del volumen de la fase—f3 dentro de la regién—® contenido en la regién de promediado, i.e.

V(y) = Vo (y) (D.113)

que andlogamente a la inter-region 1 — @, Vg, (y) puede estar compuesto por el volumen de la

fase—f contenido en el numero entero de poros (1,,) y en la fraccion de poro (f(y)) como

Vo = Vo, (V) +Vps, (v) = LeLe (nplp + f5l) (D.114)

Al introducir la expresién anterior en la Ec. (D.103) conduce a

nylg + fgl
g (v) = (D.115)

Esta expresion estd acotada por la Ec. (2.67). Con base en lo anterior, las variaciones espaciales

de la fraccion volumétrica en todo el sistema fluido-medio poroso se pueden resumir en siguiente

expresion

2B+ry—

72”) 4 Ly—ro<y<Lyg+ro
0
1 ro<y<Ln—rno

npylg + fpl+y+ro
ep(y) =9 L 2’3r0 —ro<y<ro (D.116)

€ —Ly+r<y<—n

nylg + fgl

M —Ly—ro<y<-Lep+ro
21
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