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Nomenclatura 

o QDT:  Teoría  Cuasidet)erminista 
(Quasideterministic  Theory) 

o NLRT:  Tiempos  de  Relajación no Lineales 
(Nonlinear  Relaxation  Time) 

o TVIFPT: Tiempos Medios de Primer Paso 
(Mean  First-Passage  Time) 

0 SFQDT: Formulacicin Estandar de la Teoría  Cunsidcterminista 
(Standar I;'orrnulat,ion of Quasideterminist ic Theory) 

o RBG: R.uido 131ancx1 Gausinno 
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CAPITULO 1 

Introducción 

1.1  Objetivo Principal 

El  objetivo  principal  de est,e trabajo de tesis consiste  en  extender el formalismo de la 

teoría  cuasidet,erminist,a (QDT) y su conexión  con los tiempos  de  relajación 110 lineales 

(NLRT). de sist.erna.5 estocásticos t,ransit,orios con parámet,ros  de cont,rol  c:onst,antes al 

caso de parámet,ros de control  dependientes  del  tiempo. 

1.2 Introducción 

1 
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inestal>ilidatl l l idrodinhica [lo]: y en el  encendido  de un laser semiconductor a partir de 

un t.iempo  umbral [ 2 2 ] .  Estos sistemas han sido también  estudiados por otros autores a 

travks de MFPT y QDT [25]-[27]. 

Por  ot,ro  lado el formalismo  de QDT desarrollado  para  caracterizar  la  dinámica  tran- 

sit,oria: a través de NLRT o bién a través  de MFPT, ha sido  hecho en el  contexto  de  la 

dinámica de Langevin,  cuya fuerza sistemática es derivable  de un potencial.  De  este modo 

podemos acordar en nombrar a este formalismo  como  la  formulación  estandar  de  la  teoría 

cuasideterminista (SFQDT),  en el  sentido  de  que es posible  hacer  una  generalización  de 

ést,a formulación [28]. 

El contenido de este  t,rabajo se desarrolla  de  la  siguiente  manera: en el Cap. 2 ,  se 



CAPITULO 2 

Formalismo de NLRT y QDT con 
parámetros  de  control  constantes 

2 .1  Descripción  de la dinámica  de  Langevin con RBG. 

2. l .  1 Condiciones iniciales f i jas 

( 2 . 2 )  



711 ( t )  = 1 t = O  
O f = c c  

(2 .4 )  
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Fig. 2.1: Evolución dinámica de la función m(t)  



c 

De esta solución podemos  notar  que en t = O, el sistema  tiene el valor  inicial r(O), y 

por tanto está localizado en el punto  inestable (X = O, O , .  . . , O) del  potencial  asociado al 

proceso (2.6). Por lo  tantzo, en la  descripción  determinista, r(0) = O,  lo que significa que 

el sist.ema  permanecerá en el estado  inestable inicial  del  pot.encial por  tiempo  indefinido, 

sin que  ocurra  ninguna  relajación  dinámica. Sin embargo, si suponemos que alrededor de 

. éste est,ado  inestable  existen  fluctuaciones  de  cualquier  tipo,  una  pequeña  perturbación 

será suficient~c para provocar  la  relajación  dinámica  del  sistema  alrededor  de  este  puntso 

de inest,abilidad. 

Esth  suposición  de la fluctuación de la condición  inicial es  justamente la hipótesis de la 

kor ía  c.uasidetcrnlirlista. Por lo t,anto,  la concxi6n de la dinámica (2.7) con QDT se hace 

incorporando la hip6tcsis  antes  mencionada, la c:ual consiste en hacer  que  la condici6n 

1.0 = h 2 .  donde  ahora Ir cs una  variable  aleat,oria. Luego entonces  la  dinámica (2.7) 

atlcluiorcl t’ l  carActer tit. 1111 proceso cuasideterminista dado por 



Fig. 2.2:  Evolución  dinámica  de < r'(t) > asociado al proceso (2.10) 

>' ( t )  = 1, e O ( t i  - t )  + Q ( t  - t * )  ! 
I 21  21al 1 (2.10) 

(2.11) 



L 

Debernos notar quc el promedio de ti  se  debe al caracter  aleatorio del mismo, como 

podemos ver de (2.9).  El tkrmino t o  se  conoce en la  literatura  como el t.ienlpo  medio de 

primer paso (MFPT). Este  en  esencia,  mide los  primeros  tiempos  de  la  relajación  dinámica 

del sistema  alrededor del estado  inestable y por lo tanto, es la contribución  relevaute  de 

NLRT. puesto que toma en cuenta el efecto  de las fluctuaciones  iniciales  responsable  de 

la  de la relajación  dinámica. De ahí  que tl es la escala de  tiempo  que  el  sistema  toma en 

alcanzar  la  barrera  de  potencial T , ~ .  Esta es la región donde el efecto de las fluctuaciones 

va no son relevantes. 

Vamos ahora a justificar la  hipótesis de la fluctuación  de las condiciones  iniciales 

int,roducida en la  solución de la ecuación  deterninista (2.8) de la sección  anterior. L a  

justificación de éstla  hipót,esis se obt.iene a través del  formalismo  de QDT, el cual  basa s u  

estudio en términos  dc  la  dinámica  lineal  de  Langevin. El análisis  inicia con la  solución 

formal de la ccuaci6n  lineal  de  Langevin  asociada  a (2.1): dada por 

(2.14) 

(2.15) 



.. 

El siguiente puso consiste en obtener  la  densidad  de  probabilidad  marginal P ( h ) .  que 

a s11 vez n o s  permitirá  obtener la estadística  de  la  variable h ,  necesaria para el ccilculo de 

(2.11). Esto sc logra de  la  siguiente manera: dado  que  cada  variable h, es una VAG. su  

estadística  está  determinada  por  sus  dos  primeros  momentos < h, > y < h? >. El primer 

momento  se  obtiene a partir  de la ecuación (2.15), ya que < .,(O) >= O para condiciones 

iniciales fijas y < E i ( t )  >= O, entonces < h i ( 0 0 )  >S< h ,  >= O. Para el segundo moment,o 

obtenemos 

< h?(t)  > = 2 0  e-2as ,is ! (2.18) l 
así  que  en el límit,e  de  tiempos largos tales que at S> 1, la int,egral es convergente. es decir. 

Por  tant1o,  para  t,iempos  largos el proceso est,ocástico (2.15) se tnnsforma en u n  c.011- 

j u I l t o  de VAG h ,  cm11 valor medio < h i  >= O y varianza 

rr2 = < h i  > - < h i  > = - , 2 2 u  
U 

(2.20) 

. J ( u )  = 



I' 

~n nuestro caso, la regibn /) 5 JhT + . . . + h: 5 11 + d h  es un  cascarón esférico c ~ c  

radio  interuo h y radio  est,erno h + dh. Se sabe que el volumen  dV  de  dicho  cascarón ('S 

proporcional a S U  grosor dh, y a la  pottencia h'"' de  su  radio, es decir dV = cteh^"dh. 

Finalmente  la  densidad  de  probabilidad  marginal  para  el  modulo de h se calcula  entonces 

de (2.22)  junto con (2.21) y con  ello, se llega al  result.ado 

(2.24) 

Habiendo  const,ruido el formalismo de QDT y su  correspondiente  conexión con NLRT, 

estarnos ahora  en  condiciones  de  calcular  la  escala de tiempo  (2.11),  para los casos en clue 

las condiciones  iniciales  son fijas. En  este  caso h10 = -rfit, y (2.11) está  dada por 

1 
2a 

TL = - { l n ( a 2 ~ $ t )  - < ¿n(cr2h2) > } - C , (2.25) 

2.1.2 Condiciones iniciales distribuidas 

11 



una  línica fuente dc  ruido, así que ellas  pueden  ser  del  mismo  orden  de  magnitud. De ahí 

la  necesidad de  introducir  las  condiciones iniciales, con lo que  podrán  describirse mejor 

los resultados  experimentales. 

Nosot,ros tambikn  est,amos  interesados  en el estudio  del  efecto  de las condiciones ini- 

ciales  en  la relajación  del  estado  inestable.  Para ello, vamos a describir  la  forma  de 

preparar al sistema en el estado inicial al tiempo t = O; dado  que la parte lineal de la 

ecuación (2.1) define la  dinámica del sistema  para  tiempos t > O. Esto se puede  lograr: 

asumiendo  que 01 sistema  se  encuentra  localizado  en t = O! alrededor  de un estado  esta- 

cionario  estable.  Por lo tanto,  podemos  definir  en  forma  matemática la evolución dinámica 

del sistema para tiempos t < O. desde un estado  arbitrario en t = -m. L a  preparacibn 

de  las  condiciones  iniciales  del  sistema  en t = O, será  entonces el estado  estacionario  de la 

siguiente  ecuacitin dinámica 

i 2.30) 

1 2  



. 

clollde u; =< r:(O) > - < ~ ~ ( 0 )  > 2 .  corresponde al  efect,o  de las fluctuaciones  de las 

condiciones  iniciales en f == O,  y est,á dada por ni =< r?(O) r= . Así que  ahora 
ao 

sustit,uyendo  este valor en  (2.30)  tenemos 

u = C D ,  2 (2.31) 

donde C = (& + i) 
La  densidad  de  probabilidad  asociada  a  la  variable hi será  una  Gaussiana  de la forma 

P s t ( h i )  0: e-a2'1f , donde  ahora a* = & = Por t,ant,o, la densidad  de  probabili- 

dad  conjunt,a  es  la  misma  que  la  expresión  dada  en (2.21), con la diferencia de  que  aquí 

u2 est,á dada  por  (2.31). De aquí concluimos que  la  densidad  de  probabilidad  marginal 

P ( h )  es también  la  misma  que (2.24). Siguiendo  los  mismo pasos que  se hicieron para 

encontrar P ( h )  en la seccicin anterior,  podemos  también  obtener  la  densidad  de  proba- 

bilidad marginal P(X0) donde definimos X0 E X(0)  como X: = s:(O) + . . . + rZ(0). 
Est;a densidad  de  probabilidad se calcula  usando  la  densidad  de  probabilidad  conjullt,a 

Pst(z1(O), . . . , r , (O)) ,  y también la densidad  de  prohabilidad PSt(zi(O)), dada  anterior- 

ment,e. Por lo tant,o 

2CD ' 

(2 .33)  

( 2.34 



2 . 2  Descripción  de la didmica  de Langevin  con 
RCG. 

2.2.1 Condiciones iniciales  fijas y distribuidas. 

En esta seccihn vamos ha  estudiar  la  caracterización  de  la  dinámica  lineal  asociada a 

(2.  l), asumiendo  ahora  que el ruido  es  Gaussian0  de color [19]. En este est>udio  vamos a 

generalizar  los  result,ados ya obt.enidos  en  la  en  dicha  referencia para  un  conjunto  de n, 

variables físicas y para cualquier  orden 1 del momento  relajante. 

Para  este  tipo  de  ruido t.enenlos que el valor  medio < Ei( t )  >= O,  y func:ión de 

correlación dada por 

(2.35) 



(2.33 

(2.39 



(2.40) 

donde ahora < ? ~ i ( t ) q j ( t ' )  >= 2D&jS(t  - t ' ) .  La densidad  de  probabilidad estacionaria 

asociada al proceso (2.40) es la Gaussiana P,t(si(O)) N e-agz:(o) 7 donde a;: = 2<z;(o)> = 

+ OoTl. De  manera  que, de ésta densidad  de  probabilidad  concluimos  que el valor 

medio < .*(O) >= O ,  y por  tanto de (2 .37)  se  obtiene que el valor  medio  de < hi >= O.  

El segundo  moment,o < z?(O) > = 

2 0  

aO(1 i- W T ) '  
así que la  varianza o; sera 

"02 = < s:(o) > - < q ( 0 )  > 2 = co(7)D . (2 .41)  

donde c o w  = + W r ) .  
.1 De  manera  que el efect,o del  ruido  de  color  con  respecto al ruido 

blanco  para la fluctuación  de las condiciones iniciales,  consiste en la renorrnalización  de 

la  intensidad  del  ruido D por el factor + sor), es  decir D' = + D a o 7 ) .  

Analicemos  ahora los t,res  casos  de la ecuación (2.37).  

i )  Condiciones iniciales fijas (CIF) 

Para  este caso simple  tenemos  que el unico tCrnlino diferenk de cero  será cl segundo 

t6rrnirlo de ( 2 . 3 7 ) ,  así que 



donde ~ ( r )  c l ( ~ >  ya han sido  definidos, el subíndice d denota el caso  desacoplado. 

iii) Condiciones  iniciales  distribuidas. Caso acoplado 

Aquí  debemos  de  tomar  en  cuenta los tres  términos  de  la  ecuación  (2.37),  de  modo 

que 

2 0 7  + 1 - e-(" + f " ) t  

(1 + uo7)(1 + U T )  
(2.46) 

para  t.iempos  largos  tales  que at  >> 1 garantizamos  que el  proceso  (2.46) llega a ser una 

variable  aleatoria  Gaussiana con valor medio < hi >= O, y varianza 

donde' c ~ ( T )  = ( 1  + noT)(1 + aT) 

Para cualquiera  de los tres casos la  densidad  de  probabilidad P ( h , ) ,  t,iene la forma de 

P(i l i )  e . donde a2 = &, y u2 corresponderá  a los casos i) ,  ii) y iii). La estructura 

de la ecuación para la  densidad  de  probabilidad  conjunta P(h1 , .  . . ! h n )  es la misma  quc 

(2 .24) ,  sal\x) la expresih  para 0'. Así que  la  densidad do probabilidad r n a r g i d  p;tra la 

\.ariahltl ;tlc;ttoria Gaussimla h c s t c i  dada  nuevarnmte  por 

2r y el subíndice u denota al  caso acoplado. 

-.cr'hT 

(2 .48)  

('2.49) 



. 

< h2'  > se  obtiene  que < h2' >N (c(7)D)' y  para < ¿ n . ( ~ * h . ~ )  >= ,$(n/2).  Nuevamente 

hacemos uso de  la  aproximación  de  intensidad  de  ruido  pequeño, tal que ( c (T )  D )  << 1: 

donde C ( T )  dependerá  del  caso  que  se desee estudiar. Por lo tanto, el primer  término  de 

h l o  y tkrmino < h2' > se  puede  despreciar. Así que el tiempo  característico  asociado  a 

la cantidad < 7.' >, para  caracterizar el decaimiento de  estados  inestables  inducidos  por 

ruido  Gaussian0  de  color,  puede  escribirse  de  la  siguiente  forma 

TL = - In - + B ( r )  + Bo + O(D) . 
2a (;DI 

(2.51) 

El primer  t,érmino  de  éstla  expresión  contiene al término  logarítmico  que es  universal de 

los estados  inest.ables.  El  t,érmino B ( r )  da  cuenta  de las contribuciones no Markovianas, 

y su  forma exp1ícit.a dependerá  de los tres casos  ya  mencionados. Bo es  una  constante  que 

depende  de los parámetros  involucrados  en el sistema. 

i )  Con,diciones iniciales fijas. 

Para e s k  caso la c.ont,ribución no Markoviana 

obt,ener con ayuda  dc (2 .43 ) .  Ellos están  dados  por 

1 
2a 

B ( T )  = - In. (1 + 

B ( 7 )  y  la  constante 130, se  pueden 

U T )  1 (2 .52)  

(2 .53)  

1 (1 + U T ) ( 1  f U " T )  
D ( T )  = - In 

2n [l  + (u2 + u ; ) / ( n o  + a)r 
(2 .54 )  

(2.5.5) 

1s 
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y BO es igual a ( 2 . 5 5 ) .  

2.3 Descripción  de la dinámica  de  Langevin no li- 
neal 

En las  secciones  anteriores, hemos  estudiado  la  caracterización,  a  través  de NLRT, de 

sistemas  estocásticos  inestables  unicament,e en el regimen  lineal. En el lenguaje  de po- 

tencial  dijimos  que  el  potencial  lineal  asociado a la  dinámica  lineal  asociada  a (2.1) tenia 

su barrera en el  estado  estacionario  correspondiente de un potencial no lineal, es decir en 

7' = ?-,t. 

En esta  sección veremos ahora  que si, estudiamos  la  caracterización de  cualquier  sis- 

tema  dinámico no lineal, con su correspondiente  potencial no lineal, no necesitamos im- 

poner ninguna  barrera  al  potencial,  puesto que las no linealidades  de  la  misma son una 

barrera  natural. En este  sentido NLRT caract,eriza  la  relajación  completa del sitema no 

lineal desde el punt.0  inicial  de  inestabilidad hast.a el est-ado  estacionario  de dicho sistema. 

Est,e est ado estacionario (:S cx)llocitlo  t,ambidn como  régimen de sat,uración. 

Dc1)crnos rwnarcw quo la  caracterización de la  relajación  complct,a dol sistcxna a travds 

(l(> QD'I' y SLIU cs posiblc. siomprc y cuando el parámet.ro de cont,rol asociudo a la fu(q-m 

sistemAtic,a l i n c d  s(:a c . o r l s t a l l t c : .  Por el cont,rario, sí el par-árnet.ro do control es fuIlc.iGI1 

t lc .1  ticmpo. l a  c.ílrac.tc,riz;lt.itirl di11A1~1ic.a so  puedc 11ac:erse unicarnent.e m c l  r6giIrlc:n l i l~( : :~1 .  

( ' O I I I O  \ Y ~ I ( ~ I I I O S  ( 1 1 1  (.1 C a 1 ) .  3 .  POI lo tant,o, la dináIr1ic:a 1 1 0  lilleal (:o11 ruido  aditivo S(' tbscriI)c. 

al igual quc  ( 2 . 1  ) ,  tal qut '  

19 



de la ec.uaci6n de evoluci6n no lineal y determinista  para  la  variable r ,  esto es 

donde f ( r )  es una función que t.iene dos raices. Una  raíz es para r = 0 que  corresponde 

al est.ado  inestable, luego f'(r)I,=o > O. La  otra  será  cuando T = r s f ,  la cual  corresponde 

al estado  estable,  tal  que f ' ( ~ - ) l , = , ~ ~  < O. Por lo tanto, f ( r )  puede  escribirse  en  forma 

general  como 

(2.59) 

donde la constante co = y g ( r )  una  función  polinomial  dada por g(r) = g n r  . 

Por ot,ro lado,  la  ecuación  determinista  asociada con (2.56) para la variable r es 

n 

+ = 2ar + 27-747.) . (2.60) 

Esta ecuacicin es  cornpat,ible  con  (2.58) y (2.59),  puesto  que  de  acuerdo con Is forma 

analítica d~ ? ) ( Y ) .  (2.60) podrA escribirse en la  forma  de  (2.59). En general podemos 

escribir la escala de tiernpo  (2.5)  asociado  a la cantidad < T' >, para  la  dinámica (2 .56 j  

como 

2 0  



CAPITULO 3 

Formalismo de NLRT Y QDT con 
parámetros de control dependientes 
del tiempo 

3.1 . Descripción  de la dinámica  de  Langevin con 
RBG. 

3.1.1 Condiciones iníciales distribuidas 

. 
< < J f ) [ j ( t ’ )  >= 2DS7,6(t - t ’ )  , ( 3 . 2 )  

donde D es la intensidad del ruido. 

El ticmpo de  rcla jacih no lineal  asociado a  la  cantidad < T ‘  > cs otra vez 

21 



La  conesión ent,re NLRT y QDT se  realiza  siguiendo los mismos  pasos de  la sec. '2.1 

del Cap. 2.  De  manera que la  ecuación  determinista  para la variable T será 

r = 2 4 t )  T .  (3.4) 

cuya  solución  es 

T ( t )  = T ( 0 )  e P W y  

donde 
r t  

W ( t )  = J . ( S )  ds 
O 

(3.5) 

De lo anterior  podemos  observar  que W ( 0 )  = O ,  por lo que  el  sistema se  localiza en 

r ( 0 )  que  corresponde  al origen de  coordenadas X = ( O ,  O,. . . , O),  del potencial  inestable 

asociado al proceso (3.4), es decir U = -?T. En esta descripción  determinista r ( 0 )  = O ,  

por lo que el sistema  permanecerá en el estado  inestable  inicial del potencial, y ninguna 

relajación  dinámica de dicho sistema  podrá  ocurrir. Sin embargo, si suponemos que 

existen  pequeÍias  pert,urbaciones  alrededor del estado  inestable,  estas serán  suficientes 

para  desencadenar  la  relajación dinámica del sistema (181. Por lo tanto, la conesión 

d c l  procxx)  ( 3 . 5 )  ('on u n  proceso cuczsideterminista. se hace introducielldo  la llipót,esis (I(?  

f I1 l c . t  uaciol1c.s (I(> i n s  c.olldic.ior1t.s iniciales,  que  consisten en suponcr  que I . ( ( ) )  = / j 2 !  sic.n(Jo 

1) u l l a  v:tria\)l(, alcatoria. En ('stas condiciones el proceso (3 .5)  se convierto (:11 1111 protrcw 

cuasidctor~lli~list.a t i a d o  por 

r ( t )  = I, e . 2 2I1.!1) ( 3 . 7 )  



retraso,  para  que el sistema  abandone el estado inicial y evolucione  nuevament,e  hacia un 

valor de  referencia  que  se le impone al sistema.  Podemos  decir  entonces,  que el estudio 

de la dinámica estocásstica transitoria  de  sistemas  cuyos  parámetros  de  control  exhiben 

un  ret,raso  en la inestabilidad  nos  conduce a un  análisis  más  interesante  que  cuando  no  se 

tiene el retraso.  Esto  se  verá con más  detalle  en el siguiente  capítulo,  cuando  se  estudien 

algunos  modelos específicos. El mecanismo  que  requerimos  para  vencer  dicho  retraso  será 

nuevamente  la  presencia  de l a s  fluctuaciones  que  deberán  satisfacer  ciertas condiciones 

junto con los parámetros  involocrados  del  sistema  para  que  ocurra el rompimiento  del 

ret,raso  en  la  inestabilidad, y a su vez induzca la relajación  dinámica  del  sistema. 

Para la dinámica lineal (3.1), el  proceso  (3.7)  crecerá  indefinidamente  una vez que el 

sistema  abandone al estado  inestable  inicial,  por lo que  requerimos  detener  dicho creci- 

mient,o por  un valor referencia1 rs t ,  tal que rSt = r ( t i ) ,  donde t i  es  un  conjunto  de  tiempos 

aleatorios.  Por lo trant,o, el proceso  completo  de (3.7) tomando  en  cuenta el orden 1 del 

moment,o, sc puede escribir  como 

r ( 1 )  = h 1 21 ,21W(t )0  (.; - t )  + rst8(t  - t , ) ,  1 (3 .8)  

(3.10) 
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dintimica al rededor del estado  inestable. La segunda escala de  tiempo t l  es la nuel-a 

contribución de  NLRT, y corresponde al tiempo  durante el cual el sistema se aproxima 

a la barrera  del  potencial  localizado  en  t. A esta  zona,  se le puede  considerar  como 

una región de  aproximación  determinista,  donde el ruido  practicamente  no  afecta a la 

evolución del  sist,ema. 

Lo que  sigue  es  desarrollar  la  teoría  que  justifique la hipótesis de las fluctuaciones  de 

las  condiciones  iniciales r ( 0 )  = h2,  hecha  en  la sección anterior. Esto se  hará  a  través 

del formalismo de  QDT,  también ya  estudiado  en  capítulos  anteriores, con  la  diferencia 

de  que  ahora  tenemos que el parámetro  de  control  es  en  general  dependiente  del  tiempo. 

Nuevamente  partiendo  de  la solución formal  de (3 .1) ,  dada  por 

z$) = hl(t) eW(') ,  (3.12) 

donde 

I?.i(t) = q ( 0 )  + e (3.13) 

De est,a  expresión  podemos  obtener  fácilmente  (2.15) con la sustitución  directa  de 

W ' ( t )  = a t ,  entonces  (3.13) es la  generalización del caso  const,ant,e. 

Como lo sciiala QDT, cl proceso h , ( t )  deberá  ser  una VAG en el límite  dc tiempos 

largos. D(.l)icIo a I R S  propiocl;des asignadas a la  función It ' ( t )  y al hecl~o  dc asulnir v n l o r ~ s  

pcquc4ios t l c  < , ( f ) .  garant,izanlos  la  convergencia  del i n t q p n d o  y tlc> la integral dc (3.13). 

Dc r l l o t l o  ( 1 1 1 ~  c'ntoncc t,arnhidll 
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momento  es < hi > = < ~ ~ ( 0 )  > . Para el segundo  momento se requiere  de  la expresión 

< h?( t )  >=< .;(o) > + 2 0  e-2w(s) ds. J,' (3.16) 

Que  vendría a ser la generalización de (2.28) para el caso constante. 

El primer  término  (3.16)  corresponde al efecto de l a s  fluctuaciones de l a s  condiciones 

iniciales  en t = O. El segundo  término  proviene  de l a s  fluctuaciones  inducidas  por el ruido. 

Puesto  que  éste  término  es  convergente  en el límite  de  tiempo  largos,  entonces definimos 

Por lo tanto:  la  varianza u2 = < h: > - < hi > 2  será  igual a 

(3.17) 

(3.18) 

donde 002 =< z?(O) > - < ~ ~ ( 0 )  > 2 .  

El primer  término  de  (3.16)  se  calcula a través  de  un  estudio  de  condiciones iniciales 

t,ipo estado  estacionario,  como  ya  se  ha hecho en capítulos  previos.  En este caso, el 

par,irnclt ro ( 1 ~  control  dependiente del t,iempo  puede verse en la siguiente  situación  física. 

Para el ticmpo f < O cl parámetro a ( t )  tiene cl valor -no con ug > O ,  y cl sist,olna esth 

locxl iza t lo  ( '11  1111 (1st u 1 0  (>stable. Por lo tanka, para \dores  del ticmpo f < O. (11 sistcyll;l 

estíí clcwrito por  l a  c l inh ica  

J . ,  = "WL', + ( , ( t ) ,  i = l .  . . . . I >  . (3.19) 

Dc la socción 2.1.2 t.cllomos que (T: = 2, donde l a  intensidad  del  ruido D del sistcma 

para t < O y t > O hemos  asumido  que son  iguales.  Con lo cual  concluimos 

(T 2 = (a;' + 21io) D ,  (3.20) 

(3.21) 
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Por  otro  lado, la densidad  de  probabilidad  asociada a las condiciones  iniciales,  para la 

variable ~ ~ ( 0 )  también  será  del  tipo  Gaussiano, con lo cual  concluimos  nuevamente  que 

(3.22) 

donde 0 ;  = 1 - " 2ao.  D 

De esta  ultima  expresión  podemos  calcular el primer  término  de la constante Ado, 

dando  como  resultado < rh >N ( G )  D l  . 

Habiendo  construido el formalismo de QDT y su  conexión  con NLRT cuando el 

parámetro  de  control  es  función  del  tiempo,  nos  encontramos  en condiciones de calcu- 

lar las escalas  de  tiempo T = t o  + t l .  Estas  escalas  de  tiempo  serán  calculadas  en  la 

Sec. 4.2 del  Cap. 4 ,  donde  se  estudian los modelos  dinámicos  con  partimetros  de  control 

dependientes del tiempo e inducidos  con  ruido  blanco. 



3.2  Descripción  de la dinámica  de Langevin con 
RCG. 

3.2.1 Condiciones iníciales distribuidas. 

Lo mismo que  en la sección anterior,  queremos  caracterizar  la  relajación  dinámica  de 

estsados  inestables  gobernados  por l a  ecuación (3.1), pero  ahora  inducido  por  ruido  de 

color Gaussiano [27]. Partiendo  de  nueva  cuenta  de la  expresión (3.1) 

x i  = a(t) 2, + c,(t), i = 1,2, - , n . (3.23) 

El término <i(t)  es un ruido Gaussiano con media cero y función  de  correlación 

(3.24) 

donde D es la intensidad  del  ruido y T es el tiempo de correlación. 

La  est,ruc:t ura algebraica  definida  para NLRT y QDT, en  la  sección (3.1) en principio 

I ? , ( t )  = X j ( 0 )  + 6' e - w ( s )  &(S) d s  (3.25) 



. 

(3.26) corresponde a las fluctuaciones  de las condiciones  iniciales del  sist,ema. El segundo 

término  proviene  de las fluctuaciones  inducidas  por el ruido. El tercer  término  contiene 

el acoplamiento  entre  estado inicial  del sistema .*(O) y del  ruido s i .  

El comportamiento  asintótico del segundo  momento  dado  por  (3.26)  se  puede  analizar 

cualitativamente a partir  de  la condición impuesta en la  función W ( t )  > O [25, 271 . Para 

ello, podemos definir lo siguiente:  sea lo(t, T )  la integral del segundo  t,érmino de  (3.26)  e 

independiente  de  la  intensidad del ruido D. La segunda definición Il(t, 7 )  es la integral del 

tercer  término de la expresión  en  cuestión y nuevamente es independiente  de D.  Ambos 

términos son  convergentes  en el límite  de  tiempos  largos,  por  lo  que  ahora  definimos 

kO(7) = lim lo(t, T )  , 
t-m 

(3.27) 

(3.29) 
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que se obt,uvo en la  sección (2 .1 .  l), y est,á  dada  por 

donde cr2 = &, y o2 corresponde  ahora  a (3.30). 

Por  otra  parte,  la densidad de  probabilidad  asociada a l a s  condiciones  iniciales,  para 

la  variable xi(O), es también 

(3.32) 

donde ai  = &, y 002 corresponde  a  la  expresión (2.40) del Cap. 2. 

El cálculo  del  primer  término  de M0 se puede calcular usando (3.32) y se obtiene como 

resultado < .'(O) >N (D' lao) ' ,  donde D' = 0. D 

Una vez, construido el formalismo  de QDT y su conexión  con NLRT cuando el 

par;irnet,ro de control es función del tiempo, nuevamente nos encontrarnos en condiciones 

de calcular las escalas de  tiempo T = t o  + t l .  Estas  escalas de  t,iempo  serán  calculadas 

en la  Sec.  4.2.2 del Cap.  4, donde se est,udian los modelos  dinámicos  con  parálnetros de 

cont,rol depcndientes del t i empo  e inducidos  con  ruido  de color. 
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CAPITULO 4 

Modelos dinámicos inestables 

4.1 Modelo con parámetros  de  control  constantes 

4.1 .1  Cálculo de  NLRT para el modelo de Landau con RBG 

En esta sección vamos a  calcular el NLRT asociado a sistemas no lineales (2.57) para 

u n  modelo específico,  conocido  como el modelo de Landau o también conocido  como el 

modelo  de potencial  biestable [IS]. Este modelo es típico en el marco de  nuestra  teoría, 

por  tener u11 estado  inestable y dos est,ados estables.  La  ecuación  de Langevin  asociada  a 

este modelo para 1111 c*onjunto de x, variables  independient.es est.á dada por 

< [i(t)<j(t’) >= 2Db,jb( t  - t ’ )  

y el l d o r  tic1 cstado estacionario será rSt  = E.  Tambikn  la Ec. (4.3) puede escribirse de  

(4.4) 
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De donde  concluimos  que g ( T )  = O y Co = 2. Por lo tanto, el NLRT asociado  al 

moment,o < T'  >, de  acuerdo  con  la Ec. (2.62) del Cap. 2 ,  está dado  por 

Haciendo el algebra  pertinente, y tomando en cuenta  que < h2' > es despreciable en el 

1ímit.e de  intensidad  de  ruido  pequeño,  concluimos  que (4.5) se puede  escribir  con  ayuda 

de (2.50) como 

donde Q(z) es la función  digamma y "y = 0.577 es la  constante  de  Euler, y a* = & 
dependerá  de  las  condiciones  iniciales  del  sistema. 

La expresión (4.6) también puede adoptar  la  forma 

1 
2a 

+ B o + O ( D )  

El primer  término es 

ineshbles. La const,ant.e 

Las sit,uaciones (m las 

el t,érmino  universal y característico del decaimiento  de  estados 

Bo contiene los parámetros  asociados  al  modelo. 

quc estamos interesados  para l a s  condiciones  iniciales son: condi- 

i i )  Condiciones  iniciales  distribuidas 

Para este caso sc t,iene que u2 = (A + i ) D  de (2.31) .  Por lo tant,o Bo es igual a 

( 4 . 9 )  
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4.1.2 Cálculo de NLRT para el modelo de Landau con RCG 

Partimos  nuevamente  de la ecuación  de Lagevin (4.1) 

(4.10) 

ahora el valor medio  del  ruido < <, >= O y  su  función  de  correlación  es 

D It-t'l 
< <i(t)<j(t') >= -bije- 7 . (4.11) 

Donde D es la  intensidad del ruido y 7 es el tiempo  de correlación (191. El NLRT tiene 

7 

la misma  est>ructura  algebraica  que (4.6) 

Esta  escala  de  tiempo  puede  también  escribirse  como 

T = -ln($) 1 + B ( T )  + Bo + O(D) 
2a 

(4.12) 

(4.13) 

1 
2a 

B ( 7 )  = " I n ( 1  + U T )  . 

In(ur,t) - &(n/2) + L ' ( I )  + -/ . 
2a I 

(4.14) 

i i )  C ' O T L ~ ~ C ~ O T L L ' S  iniciales  distribuidas,  cuso  desacoplado 

(4.16) 
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P 

(4.17) 

iii) Condiciones  iniciales distribuidas,  caso  acoplado 

Este caso es el más  realista  que  se  pudiera  considerar  físicamente. Su varianza  viene 

dada  por (2.47): haciendo el algebra  correspondiente  obtenemos 

1 [ (1 + u o r ) ( l  + U T ) ]  
B ( 7 )  = “In 

2a 1 + (u0 + u)7 
(4.18) 

La  expresión de Bo es la  misma que (4.17). 

Si hacemos  un  análisis  de las expresiones de B ( T )  anteriores,  podemos  obtener  en el 

límit,e de  t,iempo  de correlación  pequeño tal  que 7 < < 1, las siguientes  aproximaciones 

haciendo uso de la  propiedad In (1 + x) M x. Por lo tanto,  para  cada caso tenemos lo 

siguiente.  para el caso i) tenemos B(7)  = 5; para el caso  ii) B ( r )  = z, y finalmente 

para iii) se  t,iene B ( 7 )  = O. Por  tanto  el  caso  acoplado  corresponde  en estle límite  de 

aproximación  para T al caso de  ruido  blanco. 

4.2 Modelos con parámetros  de  control dependi- 
entes  del  tiempo 

4.2.1 Cálculo de NLRT para el modelo de rampa con RBG 

C:orrospolltlicllltc. a ost.a part(> vamos a estudiar el decaimiento  de la dinámica  est,ocástica 

lineal (3.1) modulada  por variaciones lentas  en el tiempo,  de los parámetros  de cont,rol 

que clcfinc.11 1 1 1 1  retraso en la incstahilidad [25]. Entre estos  modelos,  podernos clllcont rar. 

~1 moddo t l c  r a m p a ,  cuya oxprcsión  analít,ica  est,á dada por 

u ( t )  = bt - a0 , (4.19) 
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para romper cl retraso  en la inestabilidad. 

Si asumimos  que el sistema  abandona el estado  inestable  por  efecto  de las fluctuaciones, 

y  relaja  hacia  un valor previamente  establecido,  entonces  nosotros  queremos  caracterizar 

esta  relajación  dinámica a través  de  NLRT dado por (3.9) y analizar  bajo  que condiciones 

esto es posible. 

Primerament.e,  para el. modelo (4.19), el NLRT  puede  ser  formulado  en  términos  de la 

diferencia  de  tiempos S = t - f, donde la función W ( t )  puede  escribirse  en  términos de S 

como W ( s )  = 5 Is2 - ?]. Esta función es positiva  para S > f. 
Así que  en  términos  de S el NRLT puede  escribirse  como 

. 

Y 

1 
t o  = ” f s t  

< S ; > ,  
M0 

(4.20) 

(4.21) 

El proceso cuasidet~erminist,a  para un conjunto  de  tiempos  aleatorios S, en el cual el 

sistema,  alcama el valor del estado estable  está  dado  por 

?‘,t = h 2  eh(s ; - r ‘ )  (4.22) 

(4 .23)  
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donde henlos usado el resultado < lna2h2 >= @ ( n / 2 )  con  la  ayuda  de (3.21), siendo d ( z )  

la función digama.  La  expresión  (4.24) se justifica solo si $ << In.$. 
La  relajación  completa  hacia el valor rSt se hará calculando la otra escala  de  tiempo t l  

dado  en (4.21). El cálculo  explícito  de tl está  dado  en el apéndice  (A.4)  donde se muest.ra 

que en el límite  de  tiempos  largos  tal  que d% S, >> 1 

(4.25) 

Finalment,e, el t,iempo  caract.erístico NLRT asociado a la  relajación  dinámica  de est,a- 

dos  inestables  modulado por variaciones lentas  del  modelo  de  rampa, se obtiene  sumando 

(4.24) y (4.25),  dando como resultado 

4.2.2 Cálculo de NLRT para el modelo general con RBG 

El parámetro dc control que generaliza el modelo  anterior es aquel que es modulado por 

U I M  familia (k fuuciollc>s dcpcndicnt,es  del  tiempo dc la  forma 

I1 ( f ) = hf - (1 [) . c (4.27) 



donde ,B F g? y t i  es un  conjunt,o  de  tiempos  aleatorios  para los cuales el sist,ema  alcanza 

el valor r S t .  
P 

Haciendo uso de Ec. (4.28), tenemos 

1 U P  
t o  = -"( M0 [$ln (S)] ). (4.29) 

Para  hacer el  cálculo de t o ,  definimos un nuevo parámetxo X6 G ln$, donde 762 = &! 

y C b  es una  constante cuyo resultados  se  encuent.ran  en el apéndice (A.2), y se realizan, 

en el límit,e de  tiempos  largos  tal  que P t P  > > 1. De nueva  cuenta  la  condición X6 >> 1, 

se  sat,isface si 72 >> 1 en el límite  de  intensidad  de  ruido  pequeño  tal  que D << a0 

y D << , O ' l P ,  donde  esta ult,ima  desigualdad  nos da  la condición principal  para vencer 

el aplazamiento  de  la  inestabilidad.  En  éste mismo límite el primer  término  de M0 es 

despreciable,  por lo que M0 zz -&. El tiempo t o  se  construye  haciendo  una  expansión 

en serie de  potencia  de X,'? teniendo  como  resultado 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 
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NLRT 

p 1 . 0  - .  ' 

p l - 5 "  - -  , 

,p=2.0 - 12 - 
' p 2 . 5  - - 

10 

O "" "" 

2 3 4 5 6 7 e 9 10 
Log ( 1 ID)  

" . - - "" " - " . - - "" . 

Fig. 4.1: Comport,amient,o de NLRT (4 .32)  rescalado  como S = TP como  función de la 
inte~~sidad del ruido D, para el caso  particular  de  una  variable física n = 1. Los valores 
de 6 son: 6 = O. 0 .5 ,  1.0 y 1.5. Los valores de los otros parámetros  son: b = 2,  ug = 1 y 
7',q1 = 1. Para c:stos valores se observa un  comport,amient,o  lineal. 

4.2.3 Cálculo  de NLRT para el modelo de rampa con RCG 
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siendo las dos Últimas  condiciones el criterio  principal  para  romper el aplazamiento  de  la 

inestabilidad.  Nuevamente M 0  x -&. Haciendo una  expansión  en  serie  de  potencias  en 

AT', obtenemos  para to  lo siguiente 

donde Al se  puede  expresar  de la forma  siguiente 

donde 

Y 

Go = ¿n[?] a0 Tat . 

(4.33) 

(4 .34)  

(4 .35)  

(4 .36)  

El primer  término  de (4 .34)  contiene  la  contribución  dominante  de  la  relajación  dinámica. 

El  segundo  término  contiene las contribuciones no markovianas, así como  el  acoplamiento 

entre el ruido y el sistema  en t = O. El tercer  término Bo es a una  constante  típica del 

modelo.  Estos mismos resultados  para to han  sido  ya  obtenidos  por medio de los h4FPT 

~ 7 1 .  
La escala  de t!icrnpo t l  se obtiene  de  nueva  cuenta  de (4 .21) ,  en el límite de tiempos 

largos tal que &S >> 1. En el apéndice (A.4.1)  se  encuentra el  cálculo  explícito de f i )  
t,eniendo  como  resultdado 

(4 .37)  

donde X1 se ha  sustituido  por 1 1 1 .  Finalmente, el NLRT asociado a la dinámica  lineal, 

para el modelo  de  rampa est,á dado  por 

4.2.4 Cálculo de NLRT para el modelo general con RCG 

Al igual que en  la  sección anterior, vamos a calcular e l  NLRT del  sist,ema lincal (3.1), 

tomando en  cuent,a que  ahora el parámetro  de  control es modulado por una familia de  
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funciones  dependientcs  del  t.iempo,  como  se  expresa en  (4.27). L o  mismo  que en la Sec. 

(1.2.1.1) de  ruido  blanco, la expresión para W ( t )  es aproximada  en el límite  asintótico  tal 

que t > > t. para  poder  obtener  resultados  explícitos  de t o  y t l .  La estruct'ura  algebraica 

de t o  y t l  es la misma  que (4.30) y (4.31) respectivamente. 

Para el  cálculo  de t o  se requiere  de un  nuevo parámetro  que  generaliza  al  parámetro 

anterior  del  modelo  de  rampa,  que  a su vez deberá  cumplir con ciertas condiciones. Dicho 

parámetro está definido  como A b  ln(ri), siendo = 26;{T,D, y C~(T) es  una  constante 

dada  por  (B.21)  del  Apéndice  B,  en el límite  de  tiempos  largos tal que p o t p  >> 1. 

?r:uevament,e la condición 126 >> 1 se  satisface  si I?; > > 1. La última  desigualdad es 

cierta  en el límite  de  intensidad  de  ruido  pequeño  tal  que D << ag, D << TP:'~ y 

D << PA". Estas  dos  últimas condiciones corresponden a l  criterio  principal  para  romper 

el aplazamiento  de  la  inestabilidad.  También M0 -&. Realizamos otra vez la  expansión 

en serie  de  potencias en A;', para  obtener 

(4.39) 

(4.40 

(4.4 1 

( 3 . 3 2 )  

(4.43) 

(4 .44)  

-1 o 



O - 7  

2 3 4 S 6 

Log( UD) 

Fig. 4.2: C!omport,amient,o de NLRT (4.44) rescalado  como S = TP como función de  la 
intensidad  del  ruido D, para el caso particular de una variable  física T) = 1. Los valores de 
6 son: 6 = 0, 0.5 y 1.0. Los valores de los otros  parámetros  son: h = 4, a0 = 1, T = 0.5 y 
T = 0.9. Para estos valores se  observa  un  comport,amient,o  lineal de la  escala de t.iempo. 
Las lineas  corrtsl)olldicnt,es a T = 0.5 están por encima  de  las  lineas que corresponclclll ;t 

T = 0.9. 



CAPITULO 5 

Conclusiones y Perspectivas 

5.1 Conclusiones 

En est.e t.rabajo  de  tesis  hemos  desarrollado el formalismo de QDT y su correspondient'e 

conexión  con NLRT, para  caracterizar  la  relajación  dinámica de sist,emas  estockticos  tran- 

sitorios con parámetros  de cont,rol constantes y parámetros  de  control  dependientes del 

t,iempo,  e  inducidos  por  ruido  blanco y ruido  de color Gaussianos.  Un  aspecto  import,ant,e 

que  dchemos  mencionar en este  t,rabajo,  es el hecho  de  asumir  que la fuerza  sistemática 

asockla  a l a  ccuaci(j11 dc I.,a~lgevin que  describe cl comporta1nient.o tliI11-imico d t ~  los sis- 

tc111a.q antcls  Itlc!Ilc.ioIlados, os derivable de u n  potencial.  En csto contosto  acordamos ('11 

1101111~raI a l a  for1tlulatc:i611 QDT para estos sistemas,  como la formulación cst.arldar ( l e  1;t 

teoría cxasidot cr~rlinista (SFCJD'T), ya  que  recientemente se: ha podido  generalizar SFQD'I' 

a sist O ~ R S  I t l l 1 1 t  ivariaI)l(~s quo  no  son clcrivablcs dc 11na funcici~l potctncial [28] .  

Los reslllt arios originales de esta t,esis wtán contenidos csctnt.ial~nc~lte ('11 los Caps. 
3 y 4. EN o1 Cap. 3 dcsarrollarnos la formulaciGn estandar  dc CJDT y rcdizanlos su 

correspondioIltc conoxicin  con NLR,T para  caracterizar  la relajacicin dincirnica t l c  sist P I I I ~ S  

estoc6sticos Iin(?ales (:on parA1netros de control  dependientes del ticmpo. Sc. I I ~ U ( W  r t t  ( 1 1 1 o  

e l  SLRT para tales sisternas,  se  puede  escribir  en  t,érminos de dos escalas cl(> tiempo 

7- = t o  + t l .  donde t o  es el tkrmino relevant,e  conocido como los tiempos de primcxr paso. y 

f l  es el término  que da  cuent,a de la relajación  dinámica en el rkgimen asinthtico. i . c .  e11 

la rogi611 wrcana a la harrcra d o l  potencial r S t .  

EII la priItlcxra mitad dttl  Cap. 3 .  mostramos  tarnbikn que so la r~~ t~n tc~  ('11 v l  ca.w t l c  sis- 

terms no lineales con p a r h e t r o s  dc control  constant,es la carac:tt.rizacicirl de l a  relajaci611 

dinámica. ~ I I ( Y I C  llacorsc c11 forma  completa.  En la segunda  mitad ~ 1 ~ 1  Cap. 1. cstudiumos 
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5.2 Perspectivas 

El estudio  de  SFQDT  para  sistemas  estocásticos  transitorios  en  presencia  de  fuerza  externa 

no se hizo en  este  trabajo,  sin  embargo  no  se prevee dificult,ad alguna para realizar  est,e 

análisis.  Podemos  citar  por  ejemplo, el trabajo realizado  por  Jiménez-Aquino [22] ,  en el 

que  se  est,udia SFQDT  para un  laser semiconductor,  en  presencia  de  un  campo  eléctrico 

externo. 

Existe la posibilidad de  estudiar  SFQDT  para  sistemas  transitorios  en  presencia  de 

ruidos  no  Gaussianos, y poder  comparar con el formalismo  de  NLRT  para  tales  sistemas  ha 

sido  ya  estudiado  en  términos  de la formulación de Fokker-Planck [29]-[32]. En el rnarco 

de  SFQDT  estamos  por  investigar su aplicación a otros  sistemas físicos y químicos de 

interés,  como  pueden ser los cristales  líquidos y las reacciones químicas  respectivament,e. 

La formulación  estandar  de QDT se puede  generalizar a sistemas  multivariables  donde 

la fuerza  sistemát,ica  de la ecuación de Langevin no es precisamente  derivable de un 

potencial [28]. Este formalismo  teórico  generalizado o matricial  constituye t a m b i h  una 

alternativa  para  estudiar  sistemas físicos de  dos y t,res  variables que no son  derivables de u n  

potcllcial. Para cl  so (IC dos variables) la  aplicacihn iwncdiat,a  la  podernos  cllwntrar ( ’ 1 1  

los sistcmas laser cn prcsicmc.ia dc fuerzas  externas c,onstwntc-.s [33] y fuctrzas dc~)(’~ldic.~ltcls 

del tiempo [ 3 4 .  Es m11y posildc  quc  t~ambikn c l  forInalismo  rnat,riciaI pueda a p l i c ~ a r w  al 

estudio de ot,ros sist,cwas físicos y químicos  mencionados  en el parrafo anterior. 



APENDICE A 

Cálculo de las varianzas o2 con RBG 

A . l  Cálculo de la  varianza a; para el modelo de 
rampa 

Definamos la  varianza n2 para el caso 6 = 1 como of, que debe  calcularse de (3.20).  La 

constante k.0 de (3.20) para estle modelo se define  como k; ,  el cual  debe ca1c;ularse de 

(3.17).  El término integral  de  la Ec. (3.17) será 

I@) = I' e -hz2+2aoz f i z .  

(A.2)  

( A . 4 j  



A.2 Cálculo de la varianza 062 para modelo general 

Definamos la  varianza u* para  el  caso 5 > O como u:, que  t.ambién debe  de  obtenerse  de 

(3.20).  En  este  caso  la  constante ko se define  como kt y el término  integral  correspondiente 

a  (3.17)  será 

I(t> = / t  e 2 ~ z - ~ z p  d 2, ( A . 8 )  
O 

esta  integral  nos  da  como  resultado 

donde ,(a, z )  es  la función gamma  incompleta [35]. De  la  Ref. [35],  observamos  que  en 

el límite de z tendiendo  a  infinito la función ~ ( a ,  z )  se reduce a  la función gamma l?(u).  

En nuestro caso en el límite de  tiempos  largos, t,al que , O t p  >> 1 ,  la constant,e ki t,orna la 

forma  de 

("1.11) 

A.3 Comparasión de la  varianza o; con o: 



nos lle\:a de  inmediato a un  análisis  entre las expresiones (A.lO) y (A.4) .  De modo que, 

si en (A.lO) hacemos 6 = 1 ésta ecuación  puede  escribirse  de la siguiente  forma 

donde 

(A.13)  

(A.15) 

Usando l a s  indentidades r(n + (1/2)) = (.Jir,/2)(2n - l)!! y r ( n )  = (71 - l ) !  [35], podemos 

mostrar que 

Y 

Por lo tantto 
7 

(A.16) 

(-4.17) 

como podernos  apreciar, la Ec. (A.18) corresponde a la Ec. (A.4)  que se  obt,uvo en el 

modelo de  rampa,  por  tanto la varianza (A.12) se  reduce a (A.5) .  

Debemos checar  también  que si 6 = O ,  la varianza (A.12) debe corresponder al resul- 

tado csperado cuando el parámetro  de  control  es  const.ant,e  dado  por a = h - ag. Est,o es 

posi1)lc ya que si 6 = O,  l a  Ec. (A.10) se reduce. a 
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A.4 Cálculo de la escala de tiempo tl 

A.4.1 Modelo  de rampa 

En est,e  Apéndice  vamos a calcular la escala  de  tiempo  (4.21) del Cap. 4, cuando 6 = 1. 

Para  esta  cantidad  tomamos  en  cuenta la expresión  exacta  de W ( s ) ,  de  manera  que (4.21) 

se puede  escribe  como 

( A  .20) 

('4.21) 

Esta  integral  es  similar a la función  generalizada  de Dawson F ( z )  defineda  como [35] 

~ ( z )  = e-2' iz etp dt , ( A . 2 2 )  

donde p 2 2. Por lo tanto,  para  obtener t debemos  calcular el promedio  de la función 

Dawson (A.22) para p = 2. Esto es 
1 

( A  .23) 

La Ec. (A.20) muestra la escala  de  tiempo  tl  en el régimen cercano a su estado  estable. 

Est,a evolución asintótica  sugiere  escribir la función de Dawson  en la  siguiente  forma 

F ( z )  = ho + z 1 

-n (.J .21) 



En el caso  de la escala  de  tiempo (A.23),  el límite  de  aproximación  es  tal  que &S > > 1. 

y por tant,o 
1 1 1/2 

tl = “ (-) ((& S;)”) 2 hl 
- 1/2 

- - -’ 21 h + 1 n ( z ) j  ) ( A . 2 S )  

Haciendo una expansión en serie de  potencias  de A;’, obt,enemos la  expresión  andlitica 

de f l :  la cual toma l a  forma 

(A.29) 

A.4.2 Modelo general 

Para el modelo (4.27)  que  responde al caso general 6 > O ,  la escala  de t.iempo (4.21) 

t,ambién sc’ puede  expresar como (A.20), con la diferencia  de  que  ahora 

( A  3 0 )  



APENDICE B 

Cálculo de las varianzas o2 con RCG 

B.1 Cálculo de la varianza 0 ;  para el modelo de 
rampa 

de S = t - 7, dando  como  resultado 

y 

L a  constante X.;(T) para est’e modelo se obt’iene en el límite de tiempos largos! t,a1 que 

“G .S >> 1 ,  y por tanto (B.2) se  reduce a 
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donde I(co, T) es  igual a 

siendo @,(S) la función complemento  de  la función error. 

Por  otra  parte,  la  constante k ; ( ~ )  de  (3.28) se obtiene  de  acuerdo con 11 ( t ,  r ) ,  que 

puede  expresarse como 

Esta expresión  puede  escribirse  en  términos  de S = t - f, dando  como  resultado 

Nuevamente  en el límite de  tiempos largos, tal  que fl S > > 1, la  constante IC:(7) 

es  entonces 

k;(T) = 
1 

e 
' 2 b  (1 + U O T )  

Por lo tanto,  la  varianza  para el modelo  de  rampa  puede  escribirse  como 

donde 

CI(T) = co(7) + IC&) t 2 k i ( r )  (B.lO) 

Teniendo  en  cuenta  la  expresión  de (B.9), el parámetro cx2 de  (3.31)  toma  la  siguiente 

expresión af = & = 2c1(7) 1 D .  

B.2 Cálculo  de la variaza o: para el modelo  general 

La  varianza c2 para el caso  general (4.27), se define  como ai; que  deberá  calcularse  de 

(3.30). Las  constantes k ~ ( r )  y k l ( ~ )  se  definen ahora  como kt(.) y k f ( r )  de  acuerdo con 

(3.27) y (3.28)  respectivamente. Para el cálculo  de X$(r) requerimos  del  término lo(t, T )  

de  (3.27),  donde  este  término  tiene  la  siguiente  expresión 

(B.ll) 



con ,BO = p/2 ,  A = a0 - 7"' y B = a0 + r-'. Esta  integral  puede  reducirse  a 

donde I ( t )  es 

(B.13) 

siendo ? (a ,  x) la función gamma  incompleta. Por lo tanto,  la  constante ki (r )  para el 

modelo  general  será  obtenida  evaluando  la  integral (B.13), en el límite  de  tiempos  largos, 

tal  que p o t p  >> 1. Esto  da como resultado [36] 

donde  la  cantidad 

(B.14) 

(B.15) 

siendo S I  = (m + l ) / p ,  s2 = ( k  + l ) / p ,  y 2Fl(a, b; c; 2 )  es  la  función hipergeométrica. 

La inspección analítica  de  la convergencia de la doble  serie se  muestra  complicada.  Sin 

embargo  mediante  un  cuidadoso  análisis  numérico,  podemos verificar la convergencia de 

la doble  serie,  junto con la  condición  suficiente  de  que AP < ,O0 y BP < 00, y también Í- > 
l/[#p - ao]. Esto  puede  observarse en  la  Fig. B . l ,  donde  se  muestra el comportamiento 

de IC:(.) como una función de T ,  para  ciertos valores de los parámetros ao, b y p, en  el 

régimen  permitido  de T .  La  constante k;(r) se  calcula  usando I l ( t ,  r )  de (3.28), donde 

ahora 

(B .16)  

Esta doble  integral nos conduce  al  siguiente  resultado 

En el límite  de  tiempos  largos  tal  que p o t p  >> 1,  la  constantet Icf(r) se  reduce  a 
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0 . 3  0 . 4  0.5 0.6 0.7 0.8 0 . 9  

Fig. B . l :  Muestra  la  convergencia de la  doble  serie de k i  en el  régimen permitido de 7 ,  

para los valores  de los parámetros de p = 1.0, p = 1.5, p = 2.0, b = 4.0 y a0 = 1.0. 

La convergecia  de  esta  serie  se puede checar  aplicando el criterio de D'Alambert  (cri- 

terio  de  comparasión),  junto con la condición necesaria A < p,"", y usando  además la 

identidad 

(B.19) 

Por lo tanto,  para S > O ,  la varianza (3.30) puede escribirse  como 

o; = C&) D, (B.20) 

donde ahora 

Cg(7) = cfJ(7) + ki(7) + 2 k f ( 7 ) .  (B .21)  

Para  este  caso, el parámetro a2 de (3.31)  será definido  como a% 3 i& = 2ca[T) u. 

B.3 Comparasión de la varianza 012 con ah 2 

Al  igual  que el caso  de ruido blanco,  también vamos a  comparar los resultados obtenidos 

de o: y of en el caso  de  ruido  de  color. Para  este  propósito,  nosotros debernos comparar 

las cantidades k g ( 7 )  con k;(-r),  y A?(.) con k i ( ~ ) ,  cuando  hagamos S = 1.  Para el caso 
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S = O el parámetro  de  control es una  constante,  en  este caso las  cantidades k t ( . )  y k f ( 7 )  

deberán coicidir  con las  obtenidas  en la Ec. (2.46) del Cap. 2. 

Hagamos  prirnero  la  comparación  entre  (B.18) y (B.8), ya que  esto  puede  hacerse en 

forma  análitica. Así que  para 6 = 1, (B.18) se puede  escribir corno 

(B.22) 

O 

(B.23) 

donde 

(B .24) 

00 1 fi A 2n"1 

H2 = n=l (an - l)! (7) r(ll,). (B.25) 

Haciendo uso de las identidades r(n + (1/2)) = ( f i / 2 ) ( h  - I) ! !  y r(n) = (TL - I)!  

[36],  podemos  concluir  que 

I ,  ( 8 . 2 6 )  

Y 
00 2k+l 

H 2  = e A2 /2b  
7 (B.27) 

por lo tanto 

(B.28) 

que corresponde a la misma  expresión (B.8). 

Para el caso 6 = O, el resultado (B.18) deberá coincidir  con 4 7 )  obtenido en la Ec. 

(2.46)  del  Cap.  2,  puesto que (B.18) se  puede  reducir a 

(13.29) 

O 

( E  .30) 

donde a = b - ao, y A < b.  El resultado (B.30) es entonces el mismo que se  tiene en la 

Ec.  (2.46),  para el término ~ ( r ) .  ! 
1 
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Como  segunda  parte,  debemos  mostrar  ahora que la Ec. (B.14) se  reduce  a  la Ec. (B.4) 

si S = 1. E n  este caso, debido a lo complicado de la expresión  de (B.14), la  demostraci6n 

análitica  hasta  ahora no ha sido  posible  obtenerse.  Sin  embargo,  mediante un cálculo 

numérico, es posible  realizar  dicha  comparación.  Por  ejemplo en la  Fig. B.2, se muestra 

la  comparasión  numérica  entre k;'l(~) y k ; ( ~ )  de (B.14) y (B.4) respectivamente. La 

concordancia  es  exacta, e.d. que k ; = l ( ~ )  = k ; ( ~ )  en el régimen permitido de T .  

Por otro lado, si 6 = O ,  la  doble  serie de (B.14) deberá converger  al  valor c ~ ( T )  = 1 

de la Ec. (2.46), con a = h - ao. En este  caso,  la  Fig. B.3 muestra que ambas curvas 

tambien  coinciden  para  valores  permitidos  de 7 .  

Por lo tanto, concluimos que la  varianza de ambos modelos  est,udiados en este  trabajo 

coinciden,  cuando S = 1. 
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0 . 3  0 . 4  0 . 5  0 . 6  0 . 7  0 . 3  0 . 9  

z 

Fig. B.2: Se  muestra  la  comparasión  cuando 6 = 1 ,  de kiZ1(7) del  modelo  general y kA(7) 
del modelo de  rampa,  para los mismos  valores de los parámetros b y aO. Los resultados 
numéricos  muestran  absoluta  concordancia  entre  ambas  curvas,  en el  régimen  permitido 
de T .  

b64 
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Fig. 13.3: La figura  muestra  la  comparasión  entre k i ( 7 )  del  modelo  general y k t ( 7 )  con 
par,imet,ro de  control  constalte.  Nuevamente,  ambas  curvas  coinciden  en  el rkgimen 
permitido  de T 
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