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Resumen

En este trabajo se analiza el efecto de limitacion espacial sobre las propiedades electro-
nicas de atomos multielectréonicos empleando la implementacion variacional del funcional
de la densidad de Thomas-Fermi-Diract-Weizsicker (TFDW). Dentro de este esquema,
se considera al d4tomo confinado por fronteras geométricas (impenetrables y penetrables)
de simetria esférica y esferoidal prolata (fronteras cerradas), asi como una frontera abier-
ta representada por un plano infinito. En todos los casos, se muestra que una eleccion
adecuada de las funciones ansatz para las densidades orbitales, de acuerdo con la sime-
tria de la frontera de confinamiento y condiciones de frontera correspondientes, lleva a
un tratamiento consistente para la evaluacién de la energia basal total en funcion de las
condiciones de confinamiento. Asi mismo, como una contribuciéon novedosa reciente de
este trabajo, en el caso de confinamiento por cavidades esferoidales prolatas penetrables,
se analizan efectos de presion isotropica y anisotrépica sobre la evolucion de la energia,
potenciales de ionizacién, escape electronico y momento dipolar del sistema confinado.

Para dar un caracter autocontenido a este trabajo, ademéas de los aspectos centrales
mencionados arriba, se ha incorporado una discusién previa sobre tratamientos exactos y
aproximados para atomos de uno y dos electrones bajo confinamiento. Esto, debido a que el
estudio de estos sistemas ha servido como guia 1til para comprender el comportamiento
de sistemas multielectronicos méas complejos y que en nuestro caso ha sido referencia
para generar densidades orbitales ansatz. Asi mismo, se considerd pertinente incluir una
revision del formalismo de Hartree-Fock como una metodologia autoconsistente y precisa

para el estudio de atomos multielectronicos confinados, para finalmente contrastarla con
el alcance del método TFDW.
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Introduccion

En la actualidad la humanidad enfrenta enormes desafios en incontables ambitos. La
creciente y acelerada demanda de nuevas tecnologias que puedan ayudar a mitigar las
problematicas actuales en cuestiones de comunicacion, nuevas fuentes de energia, instru-
mentacion, asi como tantas otras. Esto exige el desarrollo y disenio de materiales que sean
mas eficientes y que puedan presentar nuevas y extraordinarias propiedades tanto fisicas
como quimicas. Esto ha propiciado un notable incremento en el interés, por parte de la
comunidad cientifica, en torno a la investigacion de sistemas cuanticos confinados debido
a la posibilidad de disefiar materiales nano-estructurados novedosos. En este sentido, se
ha alcanzado gran éxito dentro del campo de la fisica de estado sélido, en donde se ha
encontrado que el comportamiento de electrones y pares electrén-hueco (excitones) pre-
sentan una gran sensibilidad a las dimensiones y a la composiciéon del medio en el que se
encuentran. Este tipo de sistemas han sido ampliamente estudiados y documentados [1].
Investigaciones correspondientes al desarrollo de materiales comprende el estudio de nano-
tubos y sintesis de fullereno que actiian como trampas para atomos o moléculas [3,14-18],
también canales zeoliticos [19,20] y puntos cudnticos semiconductores [4,21-23]. A pesar
de ello, un tépico de especial interés es el que corresponde al desarrollo de modelos que
permitan describir el comportamiento de propiedades electrénicas y 6pticas como funcion
de las condiciones de confinamiento (geometria), de sistemas tales como nano-particulas
y sistemas nano-porosos.

Por otra parte, sistemas atomicos y moleculares bajo efectos de limitacién espacial
resultan de gran interés, ya que es posible explorar el comportamiento de su estructura
electrénica y su conformacion (en el caso molecular) debidos a un estado de agregacion
no convencional (por ejemplo atomos embebidos en plasmas), materia sometida a altas
presiones o por atrapamiento en nano-cavidades. Como resultado de estas condiciones
extremas, se tiene que tales propiedades mostradas por los sistemas son muy distintas a
las que presentan en su estado libre [2-5]. Las investigaciones relacionadas con este tipo de
sistemas se centran principalmente en el estudio de la evolucion del estado fundamental de
atomos hidrogenoides y helioides [6,7,39] modelados como sistemas dentro de cavidades
rigidas con diferentes geometrias o préximos a fronteras rigidas semi-infinitas que simulan
una superficie.

Los métodos que se utilizan para resolver este tipo de problemas van desde las soluciones
exactas para sistemas hidrogenoides [24,26,28,29,32,33], hasta tratamientos mas simples
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y aproximados tales como el variacional utilizado en sistemas de uno y dos electrones
[30,31,34,38,39,44].

Mientras tanto, en lo referente al caso de a&tomos multielectrénicos atrapados dentro de
cavidades esféricas rigidas, las teorias utilizadas para cuantificar la energia y las propie-
dades electronicas del estado base son aquellas que implican calculos ab initio como es
el caso del método de Hertree-Fock [8,68], y otros basados en la teoria del funcional de
la densidad, tales como el modelo de Kohn-Sham [9] y el formalismo de Thomas-Fermi-
Dirac-Weizsécker [58,61]. En cada uno de los casos mencionados, la evolucion de la energia
y de las propiedades electrénicas es descrita como funcién del radio de la cavidad de con-
finamiento. Esto ha contribuido con informacién importante sobre la ecuacién de estado
de materia a altas presiones [68], el colapso orbital [8], asi como de energias de excitaciéon
obtenidas a partir de la aproximacion de plasma local [10].

No obstante, atin existen problemas por resolver, entre ellos podemos encontrar el tra-
tamiento de atomos multielectréonicos confinados por cavidades penetrables con el sub-
secuente escape electronico para presiones criticas, la evolucién de estados excitados y
el correspondiente tratamiento espectroscépico. A este respecto, apenas se han reporta-
do los primeros estudios de efectos de confinamiento en estados excitados para atomos
bi-electronicos atrapados en cavidades esféricas rigidas o barreras de potencial armoni-
cas [11-13].

Ademas del régimen esférico de confinamiento espacial, otra geometria que ha permi-
tido la exploraciéon de propiedades de atomos multielectronicos es la correspondiente a
cavidades esferoidales prolatas [61,69]. Este tipo de confinamiento permite comprender
la importancia que tiene y representa la forma de la cavidad de confinamiento sobre la
energia y propiedades electronicas del estado base del sistema.

El presente trabajo se centra en el estudio de atomos multielectronicos confinados dentro
de cavidades esferoidales prolatas penetrables desde el enfoque de la teoria del funcional
de la densidad (DFT por sus siglas en inglés: Density Functional Theory) y el modelo
estadistico del atomo de Thomas-Fermi-Dirac-Weizsédcker (TFDW) (seccién 3.4). Lo
cual nos ha permitido representar el comportamiento de algunas propiedades de interés
(tales como: energia, presion, potenciales de ionizaciéon y momento dipolar) relacionadas
con los sistemas sujetos a estas condiciones de confinamiento. Como resultado de esta
investigaciéon se ha publicado un articulo en colaboracién [69] del cual se adjunta una
copia, para su consulta véase el apéndice J.

La manera en que presentamos el material es de tal modo que tenga un caracter au-
tocontenido. Por lo que, su estructura general nos lleva a explorar diferentes enfoques
bajo los cuales se estudian distintos sistemas atéomicos bajo una variedad de situaciones
de confinamiento espacial, tales como la limitacién por fronteras cerradas y abiertas.

En primer lugar, el capitulo 1 versa sobre dtomos hidrogenoides (seccién 1.1) inmersos
en el centro de una cavidad esférica de paredes impenetrables y penetrables. También se
aborda la situacion cuando el atomo se encuentra proximo o sobre una pared impenetrable.
En todos los casos se muestra el tratamiento exacto y los resultados se comparan con el
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método variacional. Asi mismo, se estudia la evolucién energética como funcién del tamano
de la cavidad y de la altura de la barrera de confinamiento. Aqui se hace una revisiéon de
las metodologias utilizadas y de los resultados obtenidos para cada tipo de confinamiento,
ademads se reproducen algunos calculos, tanto exactos (secciones 1.1.1) como variacionales
(seccion 1.1.1). Incluso se hace una contribucién adicional al caso variacional del sistema
frente al plano (seccién 1.1.3). En este mismo capitulo, propiamente en la seccién 1.2, se
aborda el caso de atomos de dos electrones limitados por fronteras cerradas y abiertas.
Una contribucién novedosa que presenta este trabajo, y que atn es objeto de estudio, se
relaciona con sistemas helioides atrapados por cavidades esféricas impenetrables (seccién
1.2.1). Asi mismo, se presentan nuevos calculos variacionales para el caso de cavidades
esféricas penetrables (seccion 1.2.2).

El capitulo 2 presenta una revision general de los aspectos tedricos importantes detras
de dos de las principales teorias que permiten el tratamiento de atomos multielectrénicos,
la teorfa de Hartree-Fock (HF') y el modelo de Thomas-Fermi-Dirac-Weizsécker (TFDW).
Ademas, se revisan algunos resultados pioneros de la implementacién del modelo TFDW
para sistemas libres.

Posteriormente, el capitulo 3 se centra en los resultados obtenidos a partir del modelo
TEFDW para sistemas bajo diferentes condiciones de confinamiento debido a fronteras ce-
rradas, como es el caso de esféricas (secciones 3.1y 3.2) y esferoidales (secciones 3.3 y 3.4),
y abiertas, el caso de un plano infinito penetrable e impenetrable (seccién 3.5). Donde
la principal contribucion y tema central de esta tesis es el referente a atomos multielec-
trénicos dentro de cavidades esferoidales penetrables (seccién 3.4), lo cual ha permitido
explorar los efectos del confinamiento isotropico y anisotrépico sobre las propiedades elec-
trénicas de los sistemas atémicos.

Finalmente, en el capitulo 4 se comentan las principales conclusiones a las que ha con-
ducido este trabajo de investigacion, asi como el desarrollo actual y las proyecciones a
futuro del estudio y nuevos aspectos relacionados con estos sistemas. Los cuales ayuda-
ran a dilucidar caracteristicas importantes sobre la naturaleza de los fendmenos que se
intentan modelar.
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Capitulo 1

Atomos de uno y dos electrones
confinados

El d4tomo de hidrégeno (H) es el sistema atémico més simple de la tabla periddica cuyo
estudio ha llevado a confirmar las predicciones de la teoria de Schrodinger de la Mecénica
Cuéntica y a comprender la estructura electrénica y comportamiento de atomos mas
complejos. En general, un sistema tipo hidrogenoide consiste en la interacciéon coulombiana
entre dos particulas, una de carga +@ (masa M), y la otra de carga —¢ (masa m). En
el caso del sistema libre, la simetria esférica del potencial de interaccién coulombiana
permite resolver de manera exacta la ecuacién de Schrodinger, de donde se obtiene el
espectro completo de eigenfunciones y eigenvalores de energia. Sin embargo, cuando el
sistema se somete a condiciones de limitacién espacial definidas por una frontera fisica (la
cual el electrén percibe como una pared penetrable o impenetrable), con una geometria
especifica, las propiedades electronicas pueden cambiar considerablemente respecto de las
del sistema libre.

En el mismo tenor, el siguiente sistema mas simple de la tabla periddica es el dtomo
de helio (He), el cual se caracteriza por la incorporaciéon de la repulsién coulombiana
electron-electréon, ademas de las interacciones electron-ntcleo, lo cual no permite resolver
exactamente la ecuacion de Schrodinger y hace necesario recurrir a métodos aproximados,
inclusive para el sistema libre. Al igual que en el caso anterior, un sistema tipo helioide
consiste en la interaccién coulombiana entre tres particulas, una de carga +Q (masa M)
y dos particulas de cargas —¢q; (masa m;) y —qo (masa ms). Al igual que en el caso
hidrogenoide, las propiedades del sistema helioide sometido a limitacion espacial cambian
respecto al sistema libre.

En este capitulo analizamos el efecto de la limitacién espacial en las propiedades elec-
tréonicas de estos sistemas simples, debido a fronteras penetrables e impenetrables con
diferentes geometrias. Esto permitirda comprender mejor el comportamiento de sistemas
multielectrénicos.
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1.1. Atomo hidrogenoide

Sabemos que para el atomo de hidrégeno libre la ecuacion de Schrodinger tiene solucion
exacta, y en general para cualquier sistema hidrogenoide con carga nuclear Z, dicha
solucion es de la forma

Vnem () = Ny pée_pmﬁ?fjfl—l(p) Yém(@a b), (1.1)

donde £2*}! | (r) son los polinomios asociados de Laguerre, Y;™(, ¢) los arménicos esféri-

cos v N, la constante de normalizacién. Con

2z B {QZT’/Q (n—£—1)! (12)

= — N, = _—
P=h " 2n[(n+0)!]3

Ademas el espectro de energias permitidas del sistema esta cuantizado y unicamente
depende del niimero cuantico principal n, un nimero entero positivo,

ZQ
En = —2777/2 (’n,: 172,3,...), (13)
que para n > 1, resulta ser un espectro degenerado para el niimero cuantico orbital ¢
(¢ =0,1,2,...,n—1) y para el nimero cudntico magnéticom (m = —¢, —0+1,...,0—1,7¢).

A continuacién veremos que estos sistemas también tienen solucién exacta cuando se
encuentran bajo efectos de confinamiento espacial, fronteras cerradas (esféricas) y fron-
teras abiertas (planos), y que ademads estos efectos rompen con la degeneracion en las
energias. Y en contraste también se explora la solucion a partir de métodos aproximados
para comparar la eficiencia de estos.

1.1.1. Confinamiento por una cavidad esférica impenetrable

Supongamos que confinamos al atomo de hidrégeno dentro de una cavidad esférica
impenetrable, lo cual significa que el potencial de confinamiento V(r) es infinito fuera de
la cavidad esférica. Consideremos ademas la aproximaciéon de Born-Oppenheimer, en la
cual la masa del ntcleo es mucho mayor que la del electron, ademas, el nticleo se encuentra
en el centro geométrico de la esfera de radio r,.

De manera que el hamiltoniano, expresado en en unidades atémicas (m. = 1, A = 1,
le] =1,), que describe al sistema es

N 1 N
H = —§v2 +V(r), (1.4)

donde se ha usado la aproximacién m, ~ p (4 la masa reducida del sistema). Dado que
para r > r, el potencial es infinito, es decir,

Z

~ -, r<T,

V(r) = r , (1.5)
00, 2T,
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con Z la carga nuclear. Esta forma del potencial implica que la funcién de onda es nula
fuera de la esfera de radio r,.

Solucién exacta de la ecuacion de Schrodinger

De acuerdo con el trabajo realizado por Goldman y Joslin [24], para encontrar las
soluciones al problema del atomo de hidrégeno bajo efectos de confinamiento esférico im-
penetrable, presentamos algunos aspectos importantes de lo que mencionan en su articulo,
asi como la reproduccion de algunos de sus célculos para las energias.

Retomando lo anterior, recordemos que en coordenadas esféricas el operador laplaciano
se representa por la siguiente expresion

L, 1o [(,0\ 1[1 a(. o 1o
() s o gne L) —— | 1.
v 2ar \| or + 2 |singog \> 80 + sin? 6 02 (16)

Ademas sabemos que el cuadrado del operador de momento angular, en unidades até-
micas, tiene la siguiente forma

) 1 o 0 1o
2 _ . : . _
L= lsmeae (Sme ae) * sin290¢2] ’ (1.7)

de tal modo que ahora podemos reescribir al operador laplaciano, ecuacién (1.6), en
términos del operado de momento angular, lo cual nos conduce a la siguiente expresion

V2_18l2a]_1z2. (1.8)

= — — |r°—
r2 or or 72

Puesto que tenemos simetria esférica conviene usar separacion de variables para nuestra
funcién de onda, la opcién més apropiada para ello es tomar el producto de una fun-
cién radial R(r) y una funcién angular, los armonicos esféricos Y;™(0, ¢), de esta manera
tenemos representada nuestra funcién de onda como un producto de funciones

P(r) = R(r)Y;"(6, ¢). (1.9)

Por lo que podemos hacer uso del hecho de que los arménicos esféricos son eigenfunciones
c}el operador de momento angular con eigenvalor ¢(¢ + 1), en unidgdes atomicas, es decir,
L2Y;™(0,¢) = £( + 1)Y;™(0,$). La ecuacién de eigenvalores es Hi(r) = Et(r), lo que
nos lleva a la siguiente ecuacion diferencial
10,0 1., 27 " m
oo ] - i 2 R 0.0) = —28RGY 0.0, (110
entonces, al operar L2 sobre los arménicos esféricos es posible factorizarlos y simplificar la

ecuacion, puesto que, como ya mencionamos, son eigenfunciones del operador de momento
angular.
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Asi llegamos a una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden conocida como
ecuacion radial del atomo de hidrégeno

{1dl2d]_w+2z+2E}R(m:0. (1.11)

re—
r2dr dr 72 r

Si realizamos el cambio de variable, como lo hacen Goldman y Joslin [24],
p=2V-=2Er A= Z/V—-2E, (1.12)

finalmente obtenemos una ecuacion diferencial en la variable p, y ésta es la siguiente

diRJFQdR (+1) A 1
dp*  pdp

— 24+ 2| R= 1.1
5 p+4]R 0, (1.13)

para la cual la solucion general es de la forma
Rue(p) = Nup'e ™ 1 Fi(a,b, p), (1.14)

donde N, es la constante de normalizacién que se determina de la condicién (|) = 1,
que resulta en que

/ " 12| R ()2 = 1, (1.15)
0
vy 1Fi(a,b, p) es la funcién hipergeométrica confluente

a ala + 1) p?
1Fi(a,b,p) =1+ -p+ ( )7

e A T (1.16)

cona="{+1—XNyb=20+2. La solucién que hallamos, ecuaciones (1.14) y (1.16), es
general; dicha solucién se aplica tanto al atomo libre como al 4tomo confinado por una
cavidad esférica. La diferencia es que las condiciones de frontera cambian de un sistema
a otro, lo cual resulta en diferentes expresiones para la funcién radial R(p). Notamos que
R(p) es finita cuando p = 0, y para el caso del atomo libre la condicién de que la funcién
sea cuadrado integrable en todo el espacio, es decir, que en el limite p — oo la funciéon
R(p) sea finita, esto conduce a que la serie hipergeométrica sea truncada y se convierta
en un polinomio de grado A — (¢ + 1), que son los polinomios asociados de Laguerre, con
A ahora identificado como el nimero cuantico principal n. Por otro lado, para el caso en
el cual el &tomo se encuentra sujeto a condiciones de confinamiento espacial, la funcion
radial sigue siendo no singular en el origen, pero la condiciéon de p — oo ya no aplica,
ya que R(p) es no singular en la frontera (r = r,) que la delimita, sino que ésta debe
cumplir con la condicién de frontera tipo Dirichlet R(p)|,—., = 0, por consecuencia A no
es necesariamente un nimero entero como ocurre en el caso libre. La manera de proceder
para hallar los valores de A, y en consecuencia las eigenenergias, es encontrar los ceros de
la funcion radial, esto se hace numéricamente.



1.1. Atomo de hidrégeno confinado 5
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(a) Funcion de onda radial (b) Amplitud de probabilidad radial

Figura 1.1. (a) Se muestra la grafica de la funcién radial normalizada para los estados tipo s (¢ = 0) y
ro, = 1.0, donde se pueden apreciar algunos de los ceros correspondientes a las eigenenergias para dichos
estados, en el orden: 1s, 2s, 3s, etc. (b) Se muestran las eigenenergias correspondientes a los ceros el
moédulo cuadrado de la funcién radial normalizada.

Dado que tenemos que R(p) es una funcién de la variable radial r y ademéas de los

pardmetros ¢ y E (ver ecuaciones (1.12) y (1.14)), si r es igual al radio de la cavidad
de confinamiento r,, entonces ¥ (r,, #, ¢) se anula para todos los valores de 0 < 0 < 7wy
0 < ¢ < 2w, y por lo tanto R(p)|,=., se anula para todos los valores permitidos de ¢ y
E. Sin embargo, de la expresién para la funcién de onda radial (1.14) y la definiciéon de
p, ecuacion (1.12), se observa que para valores de energia negativos R(p) es una funcién
puramente real, lo cual no ocurre para valores positivos de energia (F > 0) ya que se
tienen dos casos dependiendo del valor de ¢, primero, R(r,) es puramente real solo para
valores pares de ¢ pero para valores impares de ¢, R(r,) es puramente imaginaria, este
pequeno inconveniente se evita al tomar el médulo cuadrado de dicha funcion.
De manera que si graficamos r2|R(r,)|? como funcién de la energia F para un valor
dado de 7, y un valor dado de ¢, los valores de E que corresponden a los ceros de la
funcién r2|R(r,)|? son las eigenenergias, esto se puede apreciar en la figura (1.1b). Por
ejemplo, para el caso £ = 0 correspondiente a los estados con simetria s, el primer nodo
corresponde a la energia del estado 1s, el segundo nodo a la energia del estado 2s, y asi
sucesivamente. El siguiente caso es ¢ = 1, estados con simetria p, el primer nodo nos da la
energia del estado 2p, el segundo nodo la energia del estado 3p, etc., de igual modo para
los demaés valores de . Nétese que para una simetria dada (por £), el orden de aparicién
de los ceros va del estado méas bajo al estado mas alto, y dicho orden se denota con la
letra n.

La tabla (1.1) muestra las energias del atomo de hidrégeno (Z = 1) para diferentes
valores de ¢ y distintos tamanos de cavidad de confinamiento r,. Estos calculos fueron
realizados a partir de una rutina hecha en MATHEMATICA 12, los cuales coinciden con
todas las cifras significativas reportados por Goldman y Joslin [24]. De los resultados
mostrados en la tabla (1.1) podemos apreciar el comportamiento asintético de las energias
para radios de confinamiento grandes, las cuales tienden a las energias correspondientes
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H Vo = 00

To Eys Ess E2p E3s E3p E3q
0.10 468.9930 1942.7204 991.0076 4406.1217 2960.4623 1644.5299
0.20 111.0699 477.8517 243.1093 1092.7127 734.2292 407.0429
0.40 24.6338 115.5278 58.4481 268.7565 180.6081 99.7131
0.60 9.5277 49.5847 24.9369 117.4747 78.9560 43.4051
0.80 4.5434 26.8943 13.4393 64.9660 43.6714 23.9015
1.00 2.3740 16.5703 8.2231 40.8631 27.4740 14.9675
2.00 -0.1250 3.3275 1.5760 9.3142 6.2690 3.3275
4.00 -0.4833 0.4202 0.1435 1.8727 1.2615 0.6214
8.00 -0.4999 -0.0847 -0.1045 0.2465 0.1574 0.0461
25.00 -0.5000 -0.1250 -0.1250 -0.0546 -0.0549 -0.0553
50.00 -0.5000 -0.1250 -0.1250 -0.0556 -0.0556 -0.0556
o0 -0.5000 -0.1250 -0.1250 -0.0556 -0.0556 -0.0556

Tabla 1.1. Energias del atomo de hidrégeno para algunos tamanos de cavidad esférica seleccionados, y

para algunos valores de /.

del sistema libre, del cual sabemos que solo dependen del nimero cuantico principal

n =1,2,3..., ecuaciéon (1.3).

12

10

E [u.al

r[ual

Figura 1.2. Niveles energéticos del &tomo de
hidrégeno en funcién del radio de confina-
miento r, de una cavidad esférica impene-
trable.

Con apoyo de la tabla (1.1) y de la figura (1.2)
podemos apreciar claramente coémo es que los efec-
tos del confinamiento espacial inciden directamen-
te sobre el comportamiento de las energias del sis-
tema. Lo primero que observamos es que al confi-
nar al atomo los niveles energéticos van creciendo
conforme disminuye el valor de r,. Nétese que pa-
ra confinamiento moderado y fuerte (r, < 6.0) las
energias se tornan positivas, incluso para el nivel
mas bajo que corresponde al orbital 1s.

Otra caracteristica importante a destacar es que
el confinamiento rompe con la degeneracion de las
energias del sistema. En la figura (1.2) podemos
observar que la energias del orbital 1s (linea azul)
siempre se mantiene por debajo de las deméas para
cualquier tamano de cavidad, mientras que con-
forme confinamos més al sistema los estados 2s
y 2p (lineas negras) y 3s, 3p y 3d (lineas verdes)
rompen con su respectiva degeneracion.

Para el caso de los estados 2s y 2p, dicha ruptura
de la degeneracién se puede notar para un radio
de r, &~ 8.0 (ver tabla (1.1)), la cual se mantiene
para radios aun menores y no solo persiste sino

que ademas la brecha que separa a los estados se incrementa. Notese ademéas que ahora
el estado 2p evoluciona por debajo del estado 2s, es decir Ey, < FEss. Por otro lado si
ahora nos concentramos en los siguientes niveles energéticos, 3s, 3p y 3d, notamos algo
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similar, aunque en este caso la ruptura de la degeneracién se hace evidente para radios
de confinamiento atiin més grandes r, ~ 25.0 (ver tabla (1.1)), y al igual que en el caso
anterior, la brecha entre estos estados se incrementa conforme reducimos el tamano de la
cavidad y el orden de los niveles de energia toma la siguiente disposicion Esq < Ej, < Ess.

Ademas mencionaremos lo que ocurre, en este caso, con los estados 2s y 3d, los cuales
se pueden observar, de la figura (1.2), en donde para r, > 2.0 el estado 2s evoluciona
por debajo del estado 3d hasta que, alrededor de r, = 2.0, estos se cruzan. A este fenoé-
meno se le ha denominado como "degeneracion incidental" [25], para después (r, < 2.0)
invertir su orden de apariciéon. Este tipo de cruces e intercambio de orden ocurre con
otros niveles energéticos conforme el confinamiento se hace mas fuerte [25]. Ahora bien,
nos hemos dado cuenta cémo es que el confinamiento altera el orden de ocupaciéon orbi-
tal del atomo de hidrégeno, el cual ya no es el mismo que conocemos para el caso libre
(1s,2s,2p,3s,4s,3d, ...).

Para explicar el ordenamiento de los niveles energéticos observados bajo confinamiento
es conveniente analizar la evolucion de los diferentes niveles energéticos del atomo de
hidrégeno y los de un electrén bajo las mismas condiciones de confinamiento. En este
caso nos interesa ver el comportamiento de estos dos sistemas para las condiciones de
confinamiento fuerte (r, < 1.0) y confinamiento moderadamente fuerte (1.0 < r, < 6.0).
Con este proposito resolvemos la ecuacion de Schrodinger para una particula dentro de
una cavidad esférica impenetrable (ver apéndice A) y los resultados se muestran en la
tabla (1.2).

Electrén Vo = o0
To Eys Eag E2p FE3s E3p E3q
0.10 493.4802 1973.9209 1009.5364 4441.3220 2983.9758 1660.8731
0.20 123.3701 493.4802 252.3841 1110.3305 745.9939 415.2183
0.40 30.8425 123.3701 63.0960 277.5826 186.4985 103.8046
0.60 13.7078 54.8311 28.0427 123.3701 82.8882 46.1354
0.80 7.7106 30.8425 15.7740 69.3957 46.6246 25.9511
1.00 4.9348 19.7392 10.0954 44.4132 29.8398 16.6087
2.00 1.2337 4.9348 2.5238 11.1033 7.4599 4.1522
4.00 0.3084 1.2337 0.6310 2.7758 1.8650 1.0381
8.00 0.0771 0.3084 0.1577 0.6940 0.4662 0.2595
10.00 0.0493 0.1974 0.1010 0.4441 0.2984 0.1661
25.00 0.0079 0.0316 0.0477 0.0711 0.0951 0.0266
50.00 0.0020 0.0079 0.0040 0.0178 0.0119 0.0066

Tabla 1.2. Eigenenergias de un electron bajo efectos de confinamiento dentro de una cavidad esférica de
radio 7, con barrera de potencial infinito.

Al comparar los resultados numéricos de las energias del atomo de hidrégeno (tabla
(1.1)) con las correspondientes al electrén (tabla (1.2)), se ve claramente que para radios
pequenos (r, < 0.6) las energias de ambos sistemas tienden a aproximarse al mismo valor
conforme se reduce el radio de la cavidad r,.

En la figura (1.3) se muestra el comparativo de la evolucién de los diferentes niveles
energéticos del &tomo de hidrogeno (lineas sélidas) y los de un electrén (lineas punteadas)
bajo las mismas condiciones de confinamiento. Lo primero que podemos resaltar es que,
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(a) Confinamiento intermedio a débil (b) Confinamiento fuerte

Figura 1.3. Niveles de energfa del 4tomo de hidrégeno (lineas sélidas) y los de un electrén dentro de una
caja (lineas punteadas), bajo las mismas condiciones de confinamiento.

conforme se reduce el tamaiio de la cavidad los niveles energéticos de los dos sistemas
convergen al mismo valor (figura (1.3b)), lo cual no ocurre para r, — 0o, ya que para la
particula en la caja todos sus estados tienden a cero, esto lo podemos apreciar en la tabla
(1.2). La convergencia para r, pequenos se debe, en el dtomo de hidrégeno, al efecto de la
caja sobre la energia cinética del electrén la cual domina sobre el potencial coulombiano.

También podemos visualizar como es que los niveles atémicos mas extendidos n = 2,3
convergen con mayor rapidez a las energias de la particula en la caja, esto aunado a lo
mencionado anteriormente de la ruptura de la degeneracién, nos indica que entre mas
grande sea el niimero n mas sensibles al confinamiento son los niveles energéticos. Para
tamanos de caja mas grandes (1.0 < r, < 6.0), podemos apreciar de la figura (1.3a), como
es que el potencial coulombiano es el que domina sobre la energia cinética del electron
ligado al niicleo atémico. También se puede apreciar con mayor claridad la sensibilidad al
confinamiento de los estados més extendidos.

Tratamiento variacional

Hemos visto el procedimiento formal de soluciones a la ecuacién de Schrodinger para
obtener las eigenfunciones y el espectro de energias del sistema hidrogenoide confinado
por una cavidad esférica impenetrable. Desde luego, podemos apreciar una labor numérica
importante involucrada en la solucién. A continuacion exploraremos la capacidad del
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M¢étodo Variacional Directo para estudiar el mismo problema [30], lo cual permitird valorar
su utilidad en el estudio de sistemas atémicos en situaciones no convencionales.

Ahora bien, retomando nuestro sistema a estudiar, recordemos que, de acuerdo con el
hamiltoniano y el potencial, dados por las ecuaciones (1.4) y (1.5), la funcién de onda
debe cumplir con las condiciones de frontera (tipo Dirichlet), ¥(r)|,—,, = 0.

La funcién de onda propuesta es de la forma
Ut () = Uy (1) f(r,75), (1.17)

donde prl%n(r) denota la funcién de onda del sistema libre y la funcién f(r,r,) = (1—71/1,)
[27,67] es una funcién de corte, la cual se elige de tal manera que ésta cumple con las

condiciones de frontera (¢yem(r)|r=, = 0).

El método variacional (apéndice B) nos indica que el valor esperado de la energia lo
obtenemos de la siguiente manera

(E) = wiHy) (1.18)

(Yly)

Ademas, deseamos que la funciéon de prueba esté normalizada, por lo cual se impone las

condicién de normalizacion, (¢[¢) = 1, recordemos que la funcion de onda para el atomo
0)

ném

de hidrégeno libre (que ahora denotaremos como v, (r)) estd dada por

P (x) = Rue(r) Y0, ), (1.19)

donde la funcién radial R,(r), de acuerdo con las ecuaciones (1.12), (1.14) y (1.16), con
A = n para el caso libre, es

27 1
Roe(r) = N, [nr} e~ 2 Ry (—n 40+ 1,20+ 2,277 /n), (1.20)

con N, la constante de normalizacion y 1 Fi(a, b, z) la funcién hipergeométrica confluente
(1.16). Con el fin de aplicar el método variacional directo al sistema confinado, mante-
nemos la estructura de la ecuacion (1.20), excepto que ahora definimos los parametros
variacionales oy, los cuales sustituyen a la cantidad Z/n que aparece en el argumento
de la exponencial y los parametros 3,, a los nodos de la funcién hipergeométrica. Esta
sustitucion conserva las caracteristicas de la funcién de onda, de manera que la forma
general de la funciéon de onda ansatz del sistema libre (ecuacion (1.19)) es [30]

DO (1 g, Brt) = Nugrle ™" [ Fy(—n+ €+ 1,20+ 2, Br)YE(6, ¢). (1.21)

ném

Asi pues, las funciones de onda de prueba para el estado base y algunos estados excitados
para el sistema confinado (1.17) se toman como el promedio angular de la ecuacién (1.21)
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multiplicado por el factor de corte f(r,r,), entonces,

1s(r) = Nge ™" [1 - :] : (1.22)
Pas(r) = Nage™ (2 — [asr) [1 — :] : (1.23)
aplr) = Noy v e 1= L. (1.21)
V35(1) = N3ge (27 + Bagr + kizer?) [1 - :O] , (1.25)
Usp(r) = Ngpe™ " (6 — Pspr) :1 - ” , (1.26)
V3a(r) = Naq rie 3" {1 - :J , (1.27)

con {aug, Bre, kne} los pardmetros variacionales. Recordemos que el nimero de nodos en
la funcién de onda es igual a n — ¢ — 1, de aqui que podemos percatarnos que para los
estados cuya funcion de onda presenta cero nodos, solamente requerimos de un parametro
variacional, mientras que para las funciones con un nodo requerimos de dos parametros
y cuando son dos nodos, tres parametros variacionales, y asi sucesivamente.

Hasta aqui ya hemos construido las funciones de onda las cuales es posible normalizar,
pero ademas de esto, dichas funciones de onda deben ser mutuamente ortogonales, por lo
que deben satisfacer la condiciéon de ortonormalidad dada por

(nelYnrer) = SnnrOuer. (1.28)

Estas condiciones de ortonormalidad nos permiten determinar las relaciones funcionales
para los parametros variacionales y reducir el nimero de éstos a la hora de minimizar las
energias. Por ejemplo, consideremos el caso de los estados base (1s) y el primer estado
excitado con simetria esférica (2s), la condicién de ortonormalidad sobre estos dos estados
nos conduce a que el pardmetro fa5 (que nos da la posiciéon del nodo) lo podemos expresar
en funciéon de los parametros ais y o, es decir,

(1s5|thas) =0 = Bas = Pas(0us, ras), (1.29)

este ejemplo lo retomaremos unas lineas mas adelante.

Por ahora toca dar paso al estudio del estado base 1s y el primer estado excitado
2s del atomo hidrogeno, cuyas funciones de onda ansatz estan dadas por las ecuaciones
(1.22) y (1.23), respectivamente, y recordamos la condicién de ortonormalidad entre estos
dos estados, ecuacion (1.29), lo cual nos permite obtener una relacién funcional entre
los parametros variacionales respectivos a estos dos estados, es decir, podemos expresar
Pas = Pas(ais, (as), lo cual implica que tenemos una reduccién en el nimero de pardmetros
variacionales con respecto a los cuales se minimizaran las respectivas energias.
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H Vo = 00
VAR EXACT

To Els E25 Als Q2 Els EQS
0.10 474.9017 2059.4165 0.3933 0.4000 468.9930 1942.7204
0.20 112.4006 507.3657 0.3977 0.2967 111.0699 477.8517
0.40 24.8982 122.4652 0.4070 0.2802 24.6338 115.5278
0.60 9.6180 52.4662 0.4168 0.2814 9.5277 49.5847
0.80 4.5808 28.4048 0.4271 0.2841 4.5434 26.8943
1.00 2.3906 17.4683 0.4378 0.2867 2.3740 16.5703
2.00 -0.1250 3.4750 0.5000 0.2990 -0.1250 3.3275
4.00 -0.4811 0.4307 0.6550 0.3164 -0.4833 0.4202
8.00 -0.4997 -0.0848 0.8448 0.3347 -0.4999 -0.0847
10.00 -0.4999 -0.1124 0.8815 0.3498 -0.5000 -0.1128
25.00 -0.5000 -0.1250 0.9574 0.4490 -0.5000 -0.1250
50.00 -0.5000 -0.1250 0.9794 0.4776 -0.5000 -0.1250
00 -0.5000 -0.1250 1.0000 0.5000 -0.5000 -0.1250

Tabla 1.3. Resultados numéricos obtenidos mediante el método variacional directo para los dos primeros
estados con simetria esférica (¢ = 0) del d4tomo de hidrégeno confinado (VAR). Energias de la solucién

exacta (EXACT) [24].

Entonces, consideremos la energia correspondien-
te al estado 1s, es decir, Fig, dicha energia depen-
dera explicitamente del parametro variacional aqsg,
los cual significa que E13 = Ej4(aqs), por lo tanto,
la minimizacion de esta energia sera

0FE1s
80413

=0,

mientras que para la energia Fs,, en principio ten-
driamos que dependeria de dos parametros variacio-
nales Qos Y 525; pero, dado que /628 - 528(05157 a28)7
finalmente tenemos que Fos = Fas(ss), lo cual con-
duce a que la optimizacion de esta energia se ha-
ce con respecto a un solo parametro variacional.
De la misma manera ocurre con los demés estados
energéticos.

La tabla (1.3) muestra los resultados numéricos
obtenidos para dos niveles energéticos del atomo de
hidrégeno confinado esféricamente, a partir del uso
del método variacional directo, asi como también la
evolucion de sus respectivos parametros variaciona-
les, esto para algunos tamanos de caja de confina-
miento seleccionados. En esta misma tabla inclui-
mos algunos de los resultados que obtuvimos en la
seccion anterior para la solucion exacta a este siste-

20+ 1
EXACT

- === VAR

15+

E [u.a.]

T [u.al]

Figura 1.4. Evolucion de los niveles ener-
géticos 1s y 2s del atomo de hidrogeno
en funcién del radio de confinamiento r,
de una cavidad esférica impenetrable. Se
comparan los resultados obtenidos de la
solucién exacta (linea continua negra) con-
tra aquellos obtenidos del método varia-
cional (linea punteadas azul).

ma. Noétese que el acuerdo, tanto cuantitativo como cualitativo, con los valores exactos
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de energia [24] es particularmente notable tomando en cuenta la simplicidad del método
empleado. Con la ayuda de estos resultados (tabla (1.3)) graficamos el comportamiento
de estos dos estados energéticos, dicha grafica se muestra en la figura (1.4). Los resulta-
dos para los calculos variacionales son los representados por las lineas punteadas en color
azul, mientras que los resultados para las soluciones exactas quedan representados por las
lineas so6lidas en color negro.

Con apoyo de la figura (1.4) y la tabla (1.3) nos podemos dar cuenta que el método
variacional directo nos brinda muy buenos resultados, ain cuando se trata de un tra-
tamiento sencillo. Podemos notar céomo las curvas de las energias conservan el mismo
comportamiento y una gran cercania entre si (tal es asi que éstas se superponen difi-
cultando su diferenciacion, principalmente para el estado base). Para el estado 1s, por
ejemplo, tenemos que la diferencia con respecto a la energia exacta es de alrededor del
1%, mientras que para el caso del estado 2s la diferencia se hace un poco mayor conforme
el radio de la cavidad de confinamiento se hace mas pequeno, dicha variaciéon va de un
valor < 1%, para radios grandes, hasta un valor de alrededor 6 %, para radios pequenos.
En el caso de confinamiento fuerte (r, < 1.0), las diferencias pueden ser debido a im-
precisiones de caracter numérico en el calculo de las energias variacionales, dado que la
expresion que relaciona los pardmetros variacionales es un tanto complicada, y ademas
incluyen imprecisiones numéricas que provienen de calcular las constantes de normaliza-
cion, que para el caso del estado 2s tiene una expresion mas complicada y extensa que la
correspondiente para la constante de normalizacién del estado 1s.

1.1.2. Confinamiento por una cavidad esférica penetrable

Una generalizaciéon natural y mas realista del
modelo de confinamiento por una cavidad esféri- V(r)
ca impenetrable es considerar una barrera de po-
tencial finito en su frontera. Consideremos ahora Vo
al atomo de hidrégeno en el centro de una ca-
vidad esférica con una barrera de potencial tipo
escaléon de altura finita y constante en su exterior
(figura (1.5)). Fisicamente, esto representaria el
efecto promedio del medio circundante sobre los
estados electronicos del dtomo.

To

A\
<

Figura 1.5. Diagrama del potencial para una

Tal y como se hizo en la seccion anterior, aqui ) o X
cavidad esférica penetrable de radio r,.

revisaremos el tratamiento exacto para la solu-
cién a la ecuacion de Schrodinger para estas con-
diciones [28] para posteriormente contrastarlo con el correspondiente tratamiento variacio-
nal [31]. Este anédlisis permitird definir criterios para la eleccién adecuada de una funcién
ansatz variacional para este problema, basada en la forma funcional de la solucién exacta.
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La ecuacién de Schrodinger estacionaria para el sistema es

[—;VQ + V(r)} Y(r) = E(r), (1.30)

donde el potencial coulombiano para el sistema hidrogenoide con carga nuclear Z queda
definido dentro de la cavidad y una barrera de altura constante V, fuera de ésta, es decir,

Vie)=4{ reTe (1.31)

Vo, r>T,

con r, el radio de la cavidad esférica. Nuevamente suponemos al nticleo del atomo ubicado
en el centro geométrico de la esfera que lo contiene. Debido a la forma del potencial tene-
mos que ahora la funcién de onda no es nula en el exterior de la cavidad de confinamiento
ya que el potencial es finito, por lo cual ahora tendremos una funciéon de onda interior
Yint(r) y una funcién de onda exterior 1., (r). Para este caso la ecuacién de Schrodinger
también admite solucién exacta, la cual se discute a continuacion.

Solucion exacta de la ecuacion de Schrodinger

En este, caso la simetria esférica del problema también permite la separaciéon de varia-
bles, esto es, en su parte radial y su parte angular, de manera que la funcién de onda tiene
la misma estructura general que en el caso anterior: Vint/eat (r) = Rint/eat ()Y (0, ¢). Re-
cordemos que los armonicos esféricos son eigenfunciones del operador de momento angular
L2, con eigenvalor £(£ 4 1), es decir, L2 Y;™(0, ¢) = £(£ 4+ 1) Y;™(0, ¢).

Siguiendo el trabajo de Ley-Koo y Rubinstein [28]. Después de la separacion de variables,
operar con L? y simplificar, se tiene que la ecuacién diferencial radial dentro de la cavidad
esférica es de la forma

> 2 d (l+1) 2w
—t - — ———+ —* 1| R(z)=0 1.32
dz?  z dx 2 * T () =0, (1.32)
. zr : 72
donde se definen las cantidades r=— y v = iﬁ’ (1.33)
v

los signos positivo y negativo, en la ecuaciéon diferencial y en la definiciéon de v, son usados
para energia positiva y energia negativa, respectivamente, por lo cual v es real.

Luego, la ecuacion diferencial fuera de la region esférica de confinamiento es de la forma
d? N 2d (l+1)

dy*>  ydy y?
donde y = kr y k> =2V, - E). (1.35)

— 1| R(y) =0, (1.34)
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Para la solucién de la primera ecuacién (1.32), la funcién de onda dentro de la caja, se
utiliza una serie de potencias de x, tal que

Rye(z) = Ay 2°0,0(), (1.36)
donde ue(z) = Oz, (1.37)
s=0

y se encuentra que la ecuacion diferencial que se satisface por la funcién ¢,.(z) es

d? 20+2d 2v
Wt e @ T e =0 (1:3%)

de aqui se llega a que las relaciones de recurrencia para los coeficientes de la serie para
wue(x) son las siguientes

‘ ¢
C(Z) _ QVCSV) + CEV)—I C(g) _ 14 C(g)
N+ (N 4+ 1)(N +20+2) ! (41 0

~ 1, (1.39)

donde todos los coeficientes con subindice negativo son nulos. Es importante hacer notar
que en la solucién dada por la ecuacién (1.36) se ha separado explicitamente el comporta-
miento cerca del origen r = 0, y no asi el comportamiento para » — oo, ya que la solucion
es valida solo dentro de la esfera.

Para la solucién a la ecuacion (1.34) fuera de la cavidad, tenemos que ésta es de la
forma

Rie(y) = Brey e ¥ fi(y), (1.40)

donde los términos y~ 1 y e~¥ nos garantizan que esta solucién sea cuadrado integrable
en el intervalo r, < r < oo, donde ademds encontramos que la funcién fy(y) satisface la
ecuacion diferencial

d(2y)?

que podemos identificar como la funcién hipergeométrica confluente

(=20~ 20) 53— €] fily) =0, (1.41)

2y

ff(y) - 1F1<_€7 _267 2y)7 (142)

la cual, al tomar en cuenta y aplicar las condiciones de frontera en r — o0, se reduce a
un polinomio de grado /.

Ahora bien, los eigenvalores de la energia son determinados mediante las condiciones
de continuidad, es decir, la funciéon de onda, tanto en exterior como en el interior, debe
ser igual en la frontera (r = r,), para todo valor de 0 v ¢ (Vint(10,0,P) = Vert(10,0, 0)),
asi como su derivada normal a dicha superficie de confinamiento (0, (7, 0, ¢)|r=r, =
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Orthext (1,0, 0)|r=r, ). Lo cual se traduce en que la funcién radial y su derivada deben ser
continuas en la frontera r = r,.

Rue(o) = Rie(Yo), f [CZR:;’@)L- O =k [Cl]%c’;i(y)] o (1.43)

Esto es equivalente a resolver la derivada logaritmica, y ademas, la ventaja es que es
independiente de la constante de normalizacion. Entonces la ecuacion a resolver es

AR R Ry | i

En este punto es conveniente trabajar con valores especificos de ¢, y de acuerdo con la
ecuacién para fy(y) (1.42) obtenemos

folyo) =1, fi(yo) =0 para los estados s,
1

f1(yo) = 1+ y,, f(yo) = para los estados p.

K = kv y =k (1.45)

Entonces, a partir de la derivada logaritmica, ecuacion (1.44), definimos la funcién
Z |/ (X (+1
V | Ty @uﬁ(xo) Yo ka( )

asi pues, las soluciones asociadas a las eigenenergias son equivalentes a encontrar los ceros
de la funcién Gy(z). Por ejemplo, para £ =0

Gol(z) = 2plo(x) + (1 + K'z)p,0(z) = i [d0(s +1) + e, ] o,

s=0

y para £ =1
Gi(z) = z(1+ Kz)l (x) + (3 + 3Kz + k?2*) 1 (2)

Z{cgl (s+3) + kel (s +2) + K2 2}:1:5.

De acuerdo con Ley-Koo y Rubinstein [28], las energias correspondientes pueden obte-
nerse siguiendo la siguiente estrategia. Primero se dan valores a v, es decir, las energias
(ecuacién (1.33)), esto permite generar los coeficientes () (1.39). Después se dan valores a
k', que se relaciona con el potencial de confinamiento V,, mediante las ecuaciones (1.35) y
(1.45), lo cual permite determinar los coeficientes en el desarrollo en serie de potencias de
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la funcién G(z). Finalmente, los ceros de esta funcién son determinados con la precision
deseada mediante la inclusion de un ntimero finito de términos. Cada uno de estos ceros
determina el radio r, = vz,/Z de una caja para la cual el problema de eigenvalores ha
sido resuelto. Las constantes de normalizacién A,, y By, son determinadas a partir de las
condiciones de continuidad y de normalizacién de la funcién de onda

<w1nt’wmt> + <wext|wegﬁt> = 17 (147)

lo cual se traduce en que

/ "\ Ryo() Pr2dr + / | Ruoly)|Pr2dr = 1. (1.48)
0 To

De la evaluacion numérica para estas funciones se obtiene que la energia F es funcion
del radio de la caja r, y de la barrera del potencial V,, esto es, E = FE(r,,V,). La tabla
(1.4) muestra algunos de los eigenvalores de las energias para el estado fundamental del
atomo de hidrégeno (Z = 1) confinado en cavidades esféricas penetrables.

Vo =0.0 Vo =0.5 Vo = 2.0 Vo =5.0 Vo = o0

To E To E To E To E To E
5.77827 -0.49990 5.72834 -0.49970 5.75669 -0.49950 5.49360 -0.49900 5.80119 -0.49900
4.87924 -0.49950 5.13967 -0.49920 4.90402 -0.49800 5.06334 -0.49800 5.37065 -0.49800
4.08889 -0.49800 4.57972 -0.49800 4.46820 -0.49600 4.36843 -0.49405 4.93358 -0.49600
3.45203 -0.49405 4.14964 -0.49600 4.02695 -0.49210 3.59604 -0.48060 4.08671 -0.48535
3.15412 -0.49015 3.57457 -0.49015 3.44041 -0.48060 3.01893 -0.45350 3.04187 -0.42865
2.51847 -0.47130 3.13886 -0.48060 3.00290 -0.46230 2.24485 -0.34720 2.44558 -0.32000
2.04918 -0.43670 2.46766 -0.44500 2.45688 -0.41320 1.55982 -0.02470 2.00000 -0.12500
1.43831 -0.32000 1.96281 -0.37805 1.99133 -0.32000 1.03994 0.78125 1.90192 -0.05555
1.25921 -0.25510 1.72210 -0.32000 1.54709 -0.12500 0.73848 2.00000 1.71208 0.12500
1.00000 -0.12500 1.53583 -0.25510 1.00791 0.50000 0.50502 3.85800 1.51301 0.41320
0.96240 -0.10330 1.25130 -0.10330 0.79465 1.02040 0.42945 4.59135 1.41279 0.61730
0.85089 -0.04080 1.03054 0.08000 0.68261 1.38890 0.35670 5.00000 1.22195 1.18345
0.83155 -0.03125 0.83807 0.29585 0.59179 1.71450 1.05486 2.00000
0.72288 0.00000 0.73918 0.41320 0.52480 1.92235 0.91333 3.12500
0.61543 0.50000 0.50746 1.96060 0.53622 12.50000

0.47007 2.00000

Tabla 1.4. Energia del estado fundamental del &tomo de hidrégeno en funcién del radio de confinamiento
r, para distintas barreras de potencial V, = 0.0, 0.5, 2.0, 5.0, co. Tabla tomada de referencia [28].

Adn cuando en el trabajo de Ley-Koo y Rubinstein [28] se presentan resultados sola-
mente para los estados 1s y 2s, para varias alturas de barrera, la estrategia que presentan
es general para cualquier otro estado. Mas recientemente H. E. Montgomery Jr. y K. D.
Sen [29] han presentado una manera alternativa de solucién basada en las condiciones de
continuidad de la funcién de onda y su derivada, asi como la condiciéon de normalizacion
siguiendo un esquema parecido al propuesto por Goldman y Joslin (ver seccién 1.1.1) para
obtener las eigenenergias para cualquier estado.

En la figura (1.6) se puede ver como es que cambian las propiedades de los niveles
energéticos del atomo de hidréogeno conforme cambia el radio de confinamiento r, para
diferentes alturas de barrera de potencial. En esta grafica, tinicamente se representa el
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estado base 1s. En ella podemos observar cémo es que las energias aumentan de manera
monotona conforme la cavidad va reduciendo su tamano. Noétese que, para el caso de
barrera de potencial infinito la energia para el estado base crece sin una cota maxima,
mientras que para el caso de barreras de potencial finito la energia crece solo hasta cierto
limite, dicho limite corresponde a la altura de la barrera del potencial.

Nuevamente tenemos el caso de la competencia
entre el efecto de la pared sobre la energia cinética
del electron, contra el potencial coulombiano. Para 6
el caso en que la energia de un estado se mantiene :
negativa, el electrén en ese estado se mantiene li- i ,
gado al nticleo, pero cuando esta energia pasa a ser .
positiva, entonces el electréon se desliga del nticleo y i “.‘
coexiste con éste dentro de la cavidad, hasta el pun- Lo
to en el que la energia del electron iguala a la altura E !
de la barrera del potencial de confinamiento y éste \ |
escapa de la cavidad, esto es algo que no ocurre en NN
el caso impenetrable.

V,=00

V,=0.5

V,=20

---= V=50

E

En la tabla (1.4) se pueden encontrar los radios
criticos en los cuales ocurriria el escape electrénico.
Por ejemplo, para el estado 1s: para un potencial :
Vo = 0.0 el radio critico es 7, ~ 0.72, para un po- )
tencial V, = 0.5 el radio critico es r,. ~ 0.61, para ’ ' rz wa] ’ !
un potencial V, = 2.0 el radio critico es r,. ~ 0.47, h
etcétera. De manera que, podemos concluir que con- Figura 1.6. Evolucién de la energia ba-
forme la barrera de potencial aumenta el radio cri- S8l del dtomo de hidrogeno en funcion del
. .. .. radio 7, de la cavidad esférica para dife-
tico de escape electronico r, . disminuye. No ocurre o o0 o oq e indicadas,
asi para el radio critico de ionizacién, pues como po-
demos observar claramente de la figura (1.6), estos
aumentan conforme aumenta la barrera de potencial.

Hasta aqui hemos mostrado el tratamiento para hallar la soluciéon de manera exacta a
la ecuacion de Schrodinger para el &tomo de hidrégeno confinado por una cavidad esférica
con altura de barrera de potencial finita que viene a completar el panorama respecto al
caso de altura de barrera de potencial infinita. A continuacién discutiremos la aplicacién

del método variacional al mismo problema para comparar sus predicciones con respecto
a los calculos exactos para la energia.

Tratamiento variacional

La solucién formal a la ecuacion de Schrodinger para el problema de un sistema hidroge-
noide confinado por una cavidad esférica penetrable nos ha mostrado una labor matema-
tica y numérica importante. Nos interesa ahora, en esta seccién, explorar una alternativa
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variacional [31] que permita estudiar el mismo problema empleando como referencia de
calibracién con los resultados exactos.

La eleccion de la funcion ansatz adecuada, para la region interior y exterior, es funda-
mental para el tratamiento variacional. Para la regiéon interior emplearemos la expresion

Dt (1) = O () f (r,7), (1.49)

donde ¢,(L%) (r) nuevamente es la funcién de onda variacional para el sistema libre (1.21)
promediada angularmente, en donde ahora f(r,7,) es una funcién de acoplamiento que
permitirda garantizar la continuidad de la funcién de onda en la regién interior y en la
exterior, asi como de su derivada. En este caso, esta funcion de acoplamiento esta definida
como

r

flryry)=1— yr—, (1.50)

donde v es un parametro variacional restringido a los valores 0 < v < 1, de manera que
cuando v = 0 se recupera el sistema libre y si v = 1 se trata del sistema confinado por
una altura de berrera infinita.

Por otra parte, la funciéon de onda ansatz para la region exterior, es decir para r > r,,
se elige de tal manera que ésta cumpla con la condicién de que en infinito decaiga a cero
de manera exponencial y, de acuerdo con las solucién exacta reportada por Ley-Koo y
Rubinstien [28], ecuacién (1.40), la propuesta para la funciéon de onda en el exterior es

—0—1 _—FKper
wnf,ezt(r) = Nné,eaztr e "t y (151)
siendo K,y un parametro variacional.

Para el estado fundamental 1s (¢ = 0) la correspondiente funcién de onda, en el interior
y en el exterior, es
_ r
Qﬁlsyint(r) = ]\fls,int6 ara” l:l - ’Y’I“:| (T < To)7 (152)
o
wls,ext(r) = le,extr_le_ﬁlsr (T’ 2 ro); (153)
con Nigint ¥ Niseat 1as constantes de normalizacién. Notese nuevamente que, la eleccién
de la funcién de prueba conserva la estructura de las soluciones exactas (ecuaciones (1.14)
y (1.40)), con la obvia excepcién de que ahora hay una dependencia en los pardmetros
variacionales.

Ahora bien, las condiciones de contorno para este caso son que la funcién de onda dentro
y fuera de la cavidad debe ser continua en la frontera r = r,, esto significa que

wls,int (T) |r:ro = wls,ext (7”) |r:rg s

de aqui obtenemos una relacién entre las constantes de normalizacion

(1 _ 7)67(04137”13)7’0

To

le,ext = le,int-
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Mientras que, por otra parte, se impone la continuidad para la primera derivada de la
funcién de onda evaluada en r = r,

awls,int (T) o a¢ls,ert (’l”)
or or ’

r=ro r=ro

de aqui obtenemos que estos tres parametros variacionales no son linealmente indepen-
dientes, ya que de esta condicién se obtiene que k14 se relaciona directamente con los
pardmetros ays v v de la siguiente manera

A agsto(l =)+ 2y -1
e To(1 =) ’

por lo cual, la optimizacién de la energia para este estado FEi se realiza con respecto a
los parametros oy v 7y, es decir,

OF1s OF, 0
8Oéls 67 .
H Vo < o0
VAR EXACT
To Ens Als Y Eis
Vo =0.0 0.83155 -0.0313 0.4684 0.4500 -0.0313
1.00000 -0.1250 0.4999 0.5000 -0.1250
1.25921 -0.2551 0.5522 0.5460 -0.2551
2.04918 -0.4366 0.6651 0.6030 -0.4367
3.15412 -0.4900 0.7716 0.6000 -0.4902
4.08889 -0.4979 0.8453 0.5450 -0.4980
5.77827 -0.4999 0.9223 0.4050 -0.4999
Vo =2.0 0.50746 1.9607 0.1139 0.5203 1.9606
0.59179 1.7149 0.1659 0.5747 1.7147
0.68261 1.3892 0.2295 0.6160 1.3889
1.00791 0.5003 0.3852 0.7035 0.5000
3.00290 -0.4615 0.6471 0.8360 -0.4623
4.90402 -0.4973 0.7870 0.8150 -0.4980
5.75669 -0.4992 0.8397 0.7550 -0.4995
Vo =5.0 0.42945 4.5927 0.0453 0.5770 4.5914
0.50502 3.8593 0.0530 0.6350 3.8580
0.73848 2.0018 0.2522 0.7261 2.0000
1.55982 -0.0247 0.4832 0.8392 -0.0247
3.01893 -0.4525 0.6236 0.8895 -0.4535
5.06334 -0.4971 0.7741 0.8760 -0.4980
5.49360 -0.4983 0.7991 0.8610 -0.4990

Tabla 1.5. Energia para el estado base del atomo de hidrégeno como funcién del radio de confinamiento
r, para algunas alturas de barrera de potencial V, = 0.0, 2.0, 5.0. VAR [31]. EXACT [28].

En la tabla (1.5) se muestran los resultados reportados por Marin y Cruz [31] para la
energia del estado base del hidrogeno confinado esféricamente por una barrera de potencial
finito y constante mediante el método variacional directo, Ei,(VAR). Estas se comparan
con aquellas obtenidas a partir de la solucién exacta F1,(EXACT) reportadas por Ley-Koo
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y Rubinstein [28], las barreras de potencial evaluadas son V, = 0.0, 2.0, 5.0. Nuevamente
podemos notar lo bien que ajustan los resultados del método variacional con respecto
a los correspondientes de la solucién exacta, aunque se nota que conforme aumenta la
barrera de potencial de confinamiento aumentan un poco las diferencias entre las energias
obtenidas por uno y otro método.

1.1.3. Limitacién espacial por un plano impenetrable

En las secciones anteriores hemos analizado el comportamiento de los estados electro-
nicos de un sistema hidrogenoide ubicado en el centro de una cavidad que guarda las
mismas propiedades de simetria que el potencial coulombiano. Esto corresponde al caso
del confinamiento isotropico para un atomo embebido en el bulto de un medio uniforme.
Existen, sin embargo, situaciones en que la limitacién espacial del sistema es fuertemente
anisotropica, como sucede para el atomo ubicado en la superficie de un material o bien
dentro de las primeras mono-capas cercanas a la superficie. En este caso, los electrones
del atomo cercanos a la superficie estan sujetos a una barrera de potencial en la interfaz
sélido-vacio mayor (funcién trabajo) que la que se les presenta en el bulto del material [32].

En esta seccion abordaremos el problema correspondiente a los efectos de limitacién
espacial por una frontera plana impenetrable sobre los estados electrénicos de un sistema
hidrogenoide. Este problema fue originalmente tratado por J. D. Levine en 1965 [32]
para el estudio de las propiedades electrénicas y épticas de impurezas hidrogenoides en
la superficie de un semiconductor. Posteriormente, en 1983 S. Satpathy [33] generaliz6
el tratamiento para una impureza hidrogenoide ubicada a una distancia arbitraria de la
superficie. En ambos casos se resuelve la ecuacién de Schréodinger de manera exacta, de
tal forma que resulta pertinente revisar ambos enfoque para conocer su desarrollo, tal y
como lo hemos hecho para confinamiento esférico.

Finalmente, analizaremos este problema variacionalmente como lo propusieron Marin y
Cruz [28] para el estudio del sistema hidrogenoide limitado por dos planos paralelos, el
cual muestra buena correspondencia con los calculos exactos de Levine y Satpathy cuando
uno de los planos es llevado al infinito. Aqui cabe mencionar que se incluye una propuesta
variacional alternativa desarrollada en esta tesis para el caso de un plano, comparando
sus predicciones con los trabajos anteriores.

Sistema hidrogenoide sobre una superficie. Solucién exacta a la ecuacion de
Schrodinger

De acuerdo con Levine [32], consideremos al sistema hidrogenoide con su nicleo ubicado
sobre el plano z = 0 como se muestra en la figura (1.7). Para el planteamiento del
problema trabajaremos con el espacio dividido por un plano impenetrable, de esta manera
la mitad del espacio se mantiene inaccesible para el sistema, digamos que este plano es
el plano z = 0, es decir § = 7/2, asi la mitad del espacio accesible es tal que z > 0
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V(r)
) Sw
|.

V74 > 2

(a) (b)

Figura 1.7. (a) Esquema de un dtomo hidrogenoide con carga nuclear Z ubicado sobre un plano infinito
impenetrable. (b) Diagrama del potencial del sistema.

o bien 0 < 0 < 7/2. Entonces consideremos a la carga nuclear Z ubicada en el origen
de coordenadas ry = 0, justamente sobre el plano divisor, en coordenadas esféricas la
representacion del potencial es

Vir)=1{ r : (1.54)

como podemos apreciar en la figura (1.7b).

La ecuacién de eigenvalores a resolver es H W(r, 0, ¢0) = E(r,0,¢), donde las funciones
de onda que satisfacen la ecuaciéon de Schrodinger, con el potencial dado por la ecuacion
(1.54), son las funciones de onda hidrogenoides que tengan un nodo en el plano z = 0, es
decir, en § = /2. Las soluciones para z > 0 son de la forma

Yuen(r,0,0) = Nug p'e 2 LI5L (p) Y/ (6,9), (1.55)

donde Efffél_l(p) son los polinomios asociados de Laguerre y ademas la definicion de p
y las constantes de normalizacién son

27
p=—r, (1.56)
n

22}3/2 (n—£—1)! (1.57)

2n[(n+ O3

Nn@Zﬁ[

n

Dado que las funciones de onda deben anularse en § = 7/2, la constante de normalizacién
debe multiplicarse por un factor v/2, este factor se incluye explicitamente en la ecuacién
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(1.57). Recordemos que los armonicos esféricos se expresan en términos de los polinomios
asociados de Legendre

Y0, ) = J (254;(?f|;||;?|)! P (cos ) e, (1.58)

de aqui que de las propiedades conocidas de P;*(cos 6) se sigue que la condicion de frontera
en el plano z = 0, ¥(r, 0, ¢)|0:§ = 0, sea precisamente equivalente a

¢+ m = impar, (1.59)

esto como resultado del efecto de rompimiento de simetria debido a la presencia del plano.

Lo anterior nos conduce a cinco consecuencias importantes, las cuales enumeramos a
continuacion

a). Todas las funciones de onda con simetria esférica s ({ = 0 = m = 0) estan prohi-
bidas, ya que el plano rompe con dicha simetria en la distribucion electrénica del
atomo, en consecuencia solo tendremos funciones de onda con n > 2.

b). El estado base, para este caso particular, estd conformado por un 16bulo de una
funcion de onda 2p, los estados permitidos son np, nd, nf, etcétera. Todas las
funciones de onda permitidas dan lugar a momentos dipolares distintos de cero.

c¢). La degeneraciéon de un subnivel con nimero cudntico de momento angular ¢ es
g(¢) = ¢, que es menor a g(¢) = 2¢ + 1 para el caso en ausencia de la regla (1.59).

d). La totalidad de estados electrénicos con espin arriba y espin abajo en un nivel con
nimero cudntico principal n es g(n) = n(n — 1) que es menos de la mitad del valor
g(n) = 2n? en ausencia de la regla (1.59).

e). Las transiciones entre estados excitados estan permitidas bajo la restriccion Al =
+1, Am = £1, correspondiente a luz polarizada en la superficie plana. Las transicio-
nes para Al = +1, Am = 0, correspondiente a luz polarizada perpendicularmente
al plano z = 0 estan prohibidas.

Claramente, de acuerdo con Levine, las propiedades electronicas y opticas de una im-
pureza hidrogenoide superficial seran muy distintas a las del mismo sistema en el bulto
de un semiconductor. El mismo efecto es de esperarse para el comportamiento de atomos
superficiales de mas de un electron.

Sistema hidrogenoide cercano a una superficie. Soluciéon exacta a la ecuaciéon
de Schrodinger

Una extensién del tratamiento de Levine [32] para el caso en que la impureza hidro-
genoide se encuentra dentro del sélido a una distancia D arbitraria de la superficie fue
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desarrollada por S. Satpathy [33], quien consideré que el rompimiento de la simetria esfé-
rica impuesto por el plano sobre las propiedades electronicas del sistema atéomico sugieren
una simetria azimutal en el que la ecuacion de Schrodinger resulte separable. Esto se logra
empleando las coordenadas esferoidales prolatas.

La figura (1.8) muestra un esquema de las coordenadas esferoidales prolatas, las cuales

se definen de la siguiente manera (apéndice C)
r1+ 7o T — T2

=52, n =" 0=, (1.60)

donde los intervalos de definicién son £ € [1,00), n € [—1,1] v ¢ € [0, 27]. Este sistema
de referencia estd conformado por una familia de elipsoides y una de hiperboloides de
revolucién mutuamente ortogonales y confocales, 2D es la distancia interfocal.

Figura 1.8. Diagrama de las coordenadas esferoidales prolatas. Carga nuclear Z (ubicada en z = D)
cercana a una pared impenetrable (linea continua azul) localizada en 1 = 0.

En este sistema coordenado el plano que delimita el espacio esta definido por la coor-
denada 1 = 0, mientras que la carga nuclear Z se ubica en uno de los focos, en z = +D,
y de acuerdo con la figura (1.8) la coordenada relativa entre el electrén y el niicleo es

re = D(§ — ), (1.61)
asi que la representacién para el potencial en estas nuevas coordenadas es el siguiente
A
¥ T e\ 776 (Ou 1]7 56 [1700)
V(En¢) =1 DE—n) , (1.62)
00, n e [-1,0], £ €[1,00)

mientras que el operador laplaciano en estas coordenadas queda expresado como se mues-
tra a continuacién (apéndice C, ecuacion (C.10))
1 0 0 0

a 52 _7]2 82
e - e Ve ta et @mna - e

V= (1.63)
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La ecuacién de Schrodinger correspondiente es

1 Ja, aw 0, ,0b . @-p o] Zu
e =) |oe© ~Vae T oy - Moy T @-Da-w 00| DE—n)

= By,

y en estas coordenadas esta ecuacion es separable, por lo que se propone como solucion
un producto de funciones, esto es,

P(&,m, 0) = X(E)Y (n)@(¢), (1.64)

lo cual conduce a las ecuaciones para cada una de las variables

d*0(¢)

d 2 dX(§) 242 m?
— 1 — — 2D+ —— | X(§) = —AX 1.
@ 0B - e —oper S5 xo ——axie, o)
d 2 dY (n) 2 2 m®
— —1)——| - 2D Y(n)=-AY 1.
o =0T e ooy S v = —av, e
con k* = —2D?E. Para los estados ligados E < 0, por lo que k* > 0. Ademds las
condiciones de contorno son las siguientes
P(9)]s=0 = P(¢)]g=2n, X(§)lgmo0 = 0, Y(n)lp=o=0.  (1.68)

La solucién para la ecuacion angular (1.65) en ¢ es ampliamente conocida

—_

() = eme (m=0,%1,4£2,43,...). (1.69)

Noétese que las ecuaciones (1.66) y (1.67) tienen el mismo eigenvalor A y, aunque tie-
nen una estructura similar, el dominio de las variables £ y n es diferente y requieren de
soluciones distintas. Las soluciones aceptables son aquellas que cumplan con la condicion
de frontera Y (n)|,=0, ¥ cuyo eigenvalor A coincida con el de la ecuacién (1.66). A conti-
nuacién esbozaremos el tratamiento para la construccion de las soluciones X (§) y Y(n)
de acuerdo con el trabajo de Satpathy [33].

De las condiciones de contorno para la parte en la variable £ (1.68), la solucién a la
ecuacién diferencial (1.66) en la variable ¢ es la siguiente (solucién de Jaffé)

£~ 1]”

S (1.70)

X&) = (&€ —-1)"2(¢+1)% "“be [

2D
con o= —— — (|m| +1). La ventaja de representar a X (&) como una serie de potencias

de (£ —1)/(£ + 1) es que esta serie es rapidamente convergente.
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La relacién de recurrencia para los coeficientes b,, es

bn+1 - pnbn + ann—b
para n > 0, con b_; = 0. Los términos p,, v ¢, son respectivamente

A+ E —2ko — (0 +m)(m+1) —2n(c — 2k)

B (n+1)(n+m+1)

mn—1—0)(m+o+1—n)
(n+1)(n+m+1) ‘

Pn ,

Gn =

Para la solucién a la ecuacién diferencial (1.67) en la variable 7, se propone que
Y(n) = (n* = 1) D3 b (n — 1), (1.71)
n=0

la cual lleva a la relacion de recurrencia de tres términos dada por
anrl = 7ﬁnbn + Snbnfla
conn >0yb_y=0,en donde

A+ +(D)2) — (m—2k)(m+1) —2n(1 — 2k +m) —n(n — 1)
B 2(n+1)(n+m+1)

n

~ (D/2) +2k(m +n)
" 2n+D(n+m+1)

Y

Y que de acuerdo a Satpathy, la condicién de frontera Y (n)|,—0 = 0 en la ecuacién
(1.71) implica que la siguiente relacién entre sus coeficientes se cumple

bo—b1+b2—b3+...:0. (172)

Dado un estado m y una energia E es posible encontrar los eigenvalores A al diagonalizar
la matriz asociada a la ecuacién (1.66). Las soluciones viables son aquellas en las que el
valor de A sea consistente con el valor obtenido de la ecuacion (1.72).

La figura (1.9) muestra graficamente los resultados obtenidos por Satpathy para la
evolucion de la energia del estado basal y dos primeros estados excitados de un atomo de
hidrégeno en funcién de su distancia al plano (superficie).

Los estados del atomo de hidrogeno frente a una pared impenetrable son conocidos en
los dos casos limite: cuando el ntcleo se encuentra lejos de la pared, que corresponde a los
estados del atomo libre, y cuando el nticleo se ubica justo sobre la pared, que corresponde
a los estados encontrados por Levine [32]. Para el estado 1s cuya energia para el caso libre
(D — o0) es E; = —1/2, éste se convierte en un estado hidrogenoide 2p, con una funcién
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0.0

Estado base

Estado excitado m=0

[w.a.]

—03- = === Estado excitado m=1 |

E

-0.4+

-0.5- Jo——

D [u.al]

Figura 1.9. Energias del estado base y de los dos primeros estados excitados del &tomo de hidrégeno como
funcién de la distancia D del ntcleo con respecto a la pared. La gréafica se construyé con los resultados
reportados por S. Satpathy [33].

de onda que se anula en la frontera y con una energia Fy = —1/8, esto se puede observar
en la figura (1.9).

En la figura (1.9) también se muestra la evolucién de las energias de los dos primeros
estados excitados. Cuando el niicleo se encuentra justo sobre la pared el primer estado
excitado estd triplemente degenerado y consiste de los estados hidrogenoides 3p,, 3d,,
y 3d,, con una energia igual a E5 = —1/18. Aqui los estados 3p,, 3p, vy 3d,, no estan
permitidos puesto que sus funciones de onda no se anulan en la pared. Cuando el nticleo se
encuentra muy lejos de la pared, el estado triplemente degenerado se divide en un estado
degenerado simple y un estado doblemente degenerado. En el limite D — oo el estado no
degenerado 3p, cambia paulatinamente a un estado tipo 2s + 2p,, mientras que el estado
doblemente degenerado, 3d,. y 3d,., cambian a los estados 2p, y 2p, respectivamente.

En la figura (1.10a) se presentan los contornos de la funcién de onda del estado base para
cinco diferentes valores de la distancia entre la pared y el nicleo. Alli se puede observar
como es que el estado base 1s se convierte gradualmente en un estado 2p, conforme el
nicleo se aproxima a la pared.

La figura (1.10b) muestra los contornos para el primer estado excitado y como es que
este cambia de un estado 3p, con una energia F3 = —1/18, con el niicleo justo sobre la
pared, a un estado 2s+ 2p, con una energia Fy = —1/8, cuando la pared y el ntcleo estan
muy alejados. De manera semejante, en la figura (1.10c) se representan los contornos para
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D=20

el |

1234567
D [ual]

01234567

D [ual] D [u.al]

(a) Estado base
m =20

, ] /
0 3 6 9 12150 3 6 9 1215
D [u.al]

(b) Primer estado excitado

0 4

8 12 16 20
D [u.al]

27

%o 4 8 12 16 20

D [ual]

(c) Segundo estado excitado

m=1

Figura 1.10. Contornos de las funciones de onda del 4&tomo de hidrégeno: (a) estado base, (b) el primer
estado excitado y (c) el segundo estado excitado, para diferentes distancias D entre el nticleo y la pared.

Gréficas de S. Satpathy (1983) [33].

el estado doblemente degenerado m = 1, en este caso el estado 3d,, cambia a el estado

2p, conforme el niicleo se aleja de la pared.

Sistema hidrogenoide cercano a una superficie. Tratamiento variacional

Ahora toca el turno para el tratamiento variacio-
nal, para ello consideremos un caso un poco mas
intrincado, un atomo de hidrégeno limitado por dos
paredes paralelas impenetrables. Este problema fue
abordado por Marin y Cruz [30] en su trabajo publi-
cado en 1991. Dada la simetria del problema, sime-
tria cilindrica, y al hecho de que ésta es incompatible
con la simetria radial del potencial coulombiano, la
ecuacion de Schrodinger asociada no es separable.

Consideremos dos planos paralelos separados por
una distancia L y perpendiculares a la direccién Z,
figura (1.11). Por simplicidad, sean dichos planos
el plano z = 0 y el plano z = L, de manera que
la ubicacién del nicleo atéomico es en z = D < L.
La distancia relativa entre el electréon y el nucleo

es r = 4/r2 4 (z — D)2, donde 7, es la coordenada

v

N>

V, =

Vo =00

Figura 1.11. Diagrama de representacion
de un atomo de hidrégeno entre dos pare-
des paralelas impenetrables (lineas conti-
nuas azules).

radial de las coordenadas cilindricas. El potencial V(r) en el hamiltoniano (1.4) queda
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representado de la siguiente manera

Z
. - , O<z<L
Vi(r) = re+ (2= D)? : (1.73)

0, z2<0yL<z

De acuerdo con este planteamiento del problema, podemos observar que en el limite
cuando D < L recuperamos el caso del atomo limitado por una plano, se reduce al
problema de la seccién anterior 1.1.3.

La funcién de prueba nuevamente es de la forma
Une(re, &, ) = Ui (1) (2, L), (1.74)

donde ¥9(r) es la funcién ansatz variacional para el atomo libre (1.21) promediada
angularmente y expresada en las nuevas coordenadas, mientras que la funcién de corte
f(z,L) debe cumplir con las condiciones de frontera en z = 0y z = L, donde la funcién
de onda ansatz debe ser nula, dichas condiciones de contorno se expresan como

¢n€(rc> ¢7 Z)|Z=0 = 07 %m(?"c, ¢> Z) ’z:L = 07 wné(rcy ¢a Z)

re—o0 7 0.
Una funcién de corte propuesta [30] y que cumple con las condiciones de contorno es

f(z,L) =sin(nz/L). (1.75)

De acuerdo con los resultados de Levine [32] y Satpathy [33] en los cuales los estados
evolucionan de 1s — 2p, y de 2p — 3d conforme el nticleo se acerca a la pared, las
propuestas hechas para las funciones de onda deben ser lo suficientemente flexibles para
permitir esta evolucion entre estados. En este caso, para propésitos practicos, se eligieron
solo estados sin nodos, el estado base 1s y el segundo estado excitado 2p.

Asi pues, de acuerdo con el método variacional directo y con la ecuaciéon (1.74), la
funcién de onda propuesta para el estado base 1s del atomo de hidrégeno es la siguiente

U15(re, 2) = N, e @s(ret(z=D)?)!/2 sin(mz/L), (1.76)
analogamente para el segundo estado excitado 2p la funcién de onda de prueba es
WPop(re, 2) = Nop ree™ @2t ED 2 gipy (2 /1), (1.77)

donde ai5 y ag, son los pardmetros variacionales. La optimizacién para las energias co-
rrespondientes se hace con respecto a estos dos parametros, es decir,

aEls -0 aEQP

= 0.
80415 ’ 805210
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Una manera de comparar los resultados obtenidos por este método y verificar sus pre-
dicciones es tratar el caso cuando D < L, es decir, cuando tenemos solo una pared. De
esta manera es posible comparar contra los resultados reportados por Satpathy [33], don-
de se resuelve el sistema de manera exacta. Los resultados obtenidos mediante el método
variacional directo y que fueron reportados por Marin y Cruz [30] se pueden ver en la tabla
(1.6), donde las energias con las etiquetas E,,(VAR1) son las energias variacionales que
se acompanian con sus respectivos parametros variacionales ¢, mientras que las energias
E,(EXACT) son las energias obtenidas de la solucién exacta [33].

Como una pequena contribucién adicional de nuestra parte, realizamos un pequeno
calculo variacional para el estado base, con una funciéon de onda de prueba muy simple,
de la forma ¥4(r) = O (r)f(n) = Nise= " f(n), pero expresada en coordenadas esfe-
roidales prolatas, que conforme lo muestra la figura (1.8), al utilizar estas coordenadas
tenemos que r — D(£—n) y f(n) es la funcién de corte. Y la forma mas simple para dicha
funcién de corte, de manera que cumpla con las condiciones de contorno, es f(n) =7, asi
que en la frontera delimitada por el plano n = 0 la funcién de onda se hace cero. Entonces
nuestra funcién ansatz es

—a1.D(E—

Pis(€,m) = Nige =Py, (1.78)
con a4 el parametro variacional.
H 0 = 00

VAR2 VARIL EXACT

D Eys Qls Eys a1s E2p Q2p Eys E2p
0.0 -0.1250 0.4892 -0.0555 0.3246 -0.1250 -0.0555
0.1 -0.1100 0.2239 -0.1317 0.5172 -0.0565 0.3305 0.1318 -0.0565
0.2 -0.1220 0.2530 -0.1397 0.5512 -0.0575 0.3365 -0.1401 -0.0575
0.5 -0.1736 0.3836 -0.1750 0.7020 -0.0607 0.3563 -0.1805 -0.0608
0.8 -0.2484 0.5566 0.2314 0.8875 -0.0643 0.3779 -0.2533 -0.0645
1.0 -0.2991 0.6484 -0.2733 0.9682 -0.0669 0.3932 -0.3087 -0.0674
1.2 -0.3419 0.7113 -0.3110 1.0119 -0.0697 0.4088 -0.3572 -0.0705
1.5 -0.3895 0.7689 -0.3561 1.0392 -0.0741 0.4316 -0.4111 -0.0755
2.0 -0.4365 0.8181 -0.4057 1.0455 -0.0816 0.4641 -0.4609 -0.0846
3.0 -0.4744 0.8628 -0.4536 1.0305 -0.0949 0.4994 -0.4927 -0.1013
5.0 -0.4925 0.9069 -0.4841 1.0094 -0.1106 0.5105 -0.4998 -0.1186
00 -0.5000 -0.1250

Tabla 1.6. Energias y pardmetros orbitales para el estado base y el segundo estado excitado (|m| = 1)
del 4tomo de hidrégeno cercano a una pared impenetrable. VAR1 [30]. EXACT [33] corresponde a las
energias de la solucién exacta. VAR2 funcién ansatz ecuacién (1.78).

De la optimizacion de la energia para el estado 1s usando la nueva funcién de onda,
ecuacién (1.78), se obtienen las energias y los pardmetros que las minimizan para algunos
valores de la distancia D entre la pared y el nticleo. Estos resultados se muestran explici-
tamente en la tabla (1.6), se pueden identificar por las etiquetas E15(VAR2) y a15(VAR2)
para la energia y el parametro, respectivamente. Asi que ahora es posible comparar tres
diferentes resultados para la energia del estado 1s y dos para la energia del estado 2p.

Ademas, para ayudar a visualizar los resultados obtenidos de los dos métodos estudia-
dos, para el orbital 1s, se muestra una grafica que nos ayuda a comprender de mejor
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manera coOmo es que evoluciona la energia y que tan alejados se encuentran los resultados
correspondientes al método variacional con respecto a las energias exactas.

Entonces, en la figura (1.12) se grafican los
tres resultados para la energia correspondiente H
al estado base del hidrégeno frente a una pa- —oaf
red, la linea sélida en azul corresponden a los
resultados de Marin y Cruz [30], E15(VAR1), en
negro con la linea solida la energia exacta [33], o - VAR2
E,(EXACT), y finalmente en azul con linea '
punteada la correspondiente a la propuesta da-
da por la ecuaciéon (1.78), E15(VAR2).

Con apoyo de esta grafica podemos distinguir H
tres regiones muy claramente, la primera en el
intervalo D > 1.1, distancias grandes, este es el
régimen cuasiesférico del atomo y vemos coémo
la curva punteada en color azul (VAR2) se acer-
ca mucho més, que la linea azul sélida (VAR1),

a la curva negra de la energia exacta, en este
intervalo la precision de E;,(VAR2) es de una -05
cifra decimal o incluso dos con respecto a la o 1 2 3 a4 s
energia exacta, esto debido a que la funcién de D [ua]

onda en la expresion (1.78) es esféricamente si- Figura 1.12. Grafica que compara las energias
métrica lo cual nos arroja un buen resultado ohtenidas de la solucién exacta y del método
cuando el atomo se encuentra lejos y percibe variacional para el estado base del dtomo de
débilmente a la pared, lo cual conlleva una muy hidrégeno frente a una pared impenetrable. Ver
leve deformacion en la distribucién electrénica, deseripeion en el texto.

VARI1

EXACT

-0.4

Para distancias dentro del intervalo 0.6 <

D < 1.1, donde los efectos de la pared ya son mas evidentes, las diferencias entre la
curva negra de la energia exacta y la curva punteada azul de la variacional (VAR2) se ven
reducidas, mostrando una precision de hasta dos cifras decimales con respecto a las ener-
gias de la solucion exacta, hasta llegar e la regién de distancias muy pequenas D < 0.5, en
donde las diferencias entre estas dos curvas se ven muy marcadas, esto debido a dos facto-
res principalmente, uno a la simetria esférica que mantiene con cierta rigidez a la funciéon
de onda de prueba (1.78) y dos, a la sencillez en su propia estructura; cosa que no ocurre
con la funcién de onda propuesta para este estado en la ecuacién (1.76), la cual posee
mayor flexibilidad que en buena parte proviene de la funcién de corte f(z, L) = sin(nz/L)
la cual es una funcién mas suave comparada con f(n) = 7.

Para la energia variacional E,,(VAR1) del estado base y del segundo estado excitado (ver
tabla (1.6)) se observa un buen acuerdo tanto cualitativo como cuantitativo con respecto a
las energias exactas. Para el estado base, cuando el &tomo se encuentra sobre la superficie
del plano (D = 0) se predice con gran precisién (cuatro cifras decimales) la energia, de
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igual manera que para el sistema libre, mientras que para distancias intermedias D =~ 2.0
se observan mayores diferencias (~ 10 %). Algo semejante ocurre para el estado excitado
2p a pesar de que las diferencias relativas con los calculos exactos se vuelven mas evidentes
para distancias grandes debido a la naturaleza méas extendida de dicho estado (ver tabla

(1.6)).

Finalmente en la figura (1.13) aparecen los contornos de la densidad electrénica para
la funcién de onda dada por la ecuacion (1.78), para algunos valores seleccionados de la
distancia D entre la pared y el nticleo. Estos contornos nos permiten ver el comportamiento
de la distribucién electrénica conforme el atomo se acerca a la pared. Para distancias
grandes D = 5.0 practicamente tenemos simetria esférica, la cual se rompe conforme esta
distancia se reduce, hasta que finalmente obtenemos en l6bulo 2p, cuando el nicleo se
ubica sobre la pared. Nétese que a pesar de lo simple de la funcién de onda variacional
los contornos para ésta son muy parecidos a los correspondientes para los calculos exactos
mostrados en la figura (1.10).

4 4 4 4
2 2 2 2
< S < <
= 0 = 0 = 0 = 0
-2 -2 -2 -2
-4 -4 -4 -4
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
z [u.a.] z [u.a.] z [u.a.] z [u.a.]
(a) D=0.1 (b) D=0.5 (c) D=2.0 (d) D=5.0

Figura 1.13. Contornos de la densidad electrénica del dtomo de hidrégeno correspondientes a la funcién
de onda (1.78), para diferentes distancias entre el micleo y la pared (plano z = 0).

Hasta aqui hemos estudiado el atomo de hidrégeno bajo diferentes efectos de confina-
miento espacial, dentro de cavidades cerradas (esféricas) con diferentes alturas de barrera
de potencial, y limitacién espacial por un plano impenetrable. Hemos puesto particular
atencién tanto en la evolucion de las energias como en la forma que tienen las eigenfun-
ciones de los hamiltonianos asociados que vienen de los calculos exactos. La estructura de
estas eigenfunciones nos brinda claridad para asi poder proponer funciones variacionales
que cumplan con los criterios impuestos por el tipo de problema que se desea abordar.

Asi mismo, al tener un punto de referencia y poder comparar los cdlculos variacionales
contra los exactos, y ver los buenos resultados que se obtienen a partir del método va-
riacional, nos da la confianza de poder extender este tipo de tratamiento para sistemas
mucho mas complejos que los sistemas hidrogenoides, por ejemplo sistemas de dos elec-
trones, tipo helioides, para los cuales sabemos que no hay solucién exacta. A continuacién
abordaremos el problema de sistemas de dos electrones desde diferentes enfoques para
construir sus soluciones de manera aproximada, las cuales se comparan ahora contra los
resultados experimentales.
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1.2. Atomo helioide

El siguiente dtomo en la tabla periddica es el helio (He), el cual se constituye de cuatro
nucleones (dos protones y dos neutrones) y dos electrones. El hamiltoniano para este
sistema bajo la aproximacion de Born-Oppenheimer corresponde a la siguiente expresion

A 1 1 N
H= —§V% - §V§ + V(rl,rg), (179)

donde los subindices 1 y 2 corresponden a las coordenadas del primer y segundo electron,
respectivamente, mientras que el potencial, que incluye las condiciones de confinamiento,
es V(rl,rg), que para los casos que se van estudiar en las siguientes secciones es un
potencial constante tipo escalén.

Recordemos que la ecuacion de Schrodinger asociada a este hamiltoniano no es separa-
ble debido al término de interaccién electrénica (rpy ), por lo que no es posible resolverla
de manera exacta y por este motivo se recurre a métodos de solucién aproximada, tales
como métodos perturbativos independientes y dependientes del tiempo, métodos auto-
consistentes, métodos variacionales, entre otros. Para ello es necesario construir funciones
de onda antisimetrizadas de dos electrones, esto lo indicamos a continuacion.

Funciones de onda de dos electrones

De acuerdo al principio de exclusion de Pauli, dos electrones no pueden tener los mismos
numeros cuanticos para un estado dado. Ademas, por ser particulas fermiénicas su funcion
de onda total debe ser antisimétrica. Esto se concreta construyendo el determinante de
Slater de las funciones espin-orbitales que, en general, se describen a continuacion.

Para un sistema de N electrones la funcién de onda total tiene la estructura general
que se muestra a continuacion

Ya(x1)  Up(x1) -0 Pu(x1)

U(x1, X, . Xx) = \/% ¢a(SX2) ¢b(:><2) 1/Jz<:X2) 7 (1.80)

Ya(Xn) Yo(xXn) -0 a(xn)
donde las coordenadas x; denotan el conjunto de tres coordenadas espaciales r; y una
coordenada espinorial s del j-ésimo electrén. Las funciones espin-orbitales 1, (x;) denotan

un estado conjunto de espin-espacial del electrén, es decir, dichas funciones se conforman
de una funcién orbital espacial y una funcién espin, esto es,

%(Xj) = ¢a(rj)a(j)7 %(Xj) = %(I‘j)ﬁ(j), s (181)

donde ,(r;) son las funciones orbitales espaciales para el j-ésimo electrén, las cuales
suponemos estan normalizadas, mientras que las funciones de espin son a(j) y 8(j),
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las cuales denotan el estado de espin +1/2 y —1/2, respectivamente, para el j-ésimo
electrén. Para los fines de este trabajo nos centraremos en el estudio del estado base (1s?)
y los primeros estados excitados con simetria esférica (1s2s y 2s%) de un sistema tipo
helioide (un nicleo con carga Z y dos electrones). De acuerdo a la ecuaciéon (1.80), las
correspondientes funciones de onda de dos electrones antisimetrizadas son:

e Estado base (1s?)
U 0y, 10, {@, B}) = thra(r1) 14 (r2) (0, B) (singulete). (1.82)

e Para el estado excitado (1s2s)

UEu(rrsra, {a, BY) = —= [$ro(r)¥ns (r2) — (v b1 (r2)] XD, 8) (triplete),

Sl

2
(1.83)
Ui (v, 12, {0, B)) = 12 (115 (r1) 825 (ra) + s (r1)115(r2)] X (a, B) (singulete).
(1.84)
e Estado excitado (2s?)
\Ifé‘:g(rl,rz, {a, B}) = vas(r1)1has(r2) X9 (e, B) (singulete), (1.85)

donde las funciones de espin asociadas a cada estado, que dan origen a su nombre, deno-
tadas como x*¥)(a, B) (singulete) y x')(a, B) (triplete) estan dadas por

XF(a, ) = Z51(DAR) = B(1)a(2)] (1.86)
a(la(2)
A D(a, B) = Bil)/i(l) , (1.87)

Estas funciones de espin estan normalizadas y son ortogonales, ademas obedecen las
siguientes reglas de ortonormalidad

> la(m)|* =1, 3 1Bm)* =1, S o (my) B(my)| = 0.

Con esto ya tenemos los elementos generales necesarios sobre el hamiltoniano y la cons-
truccién de las funciones de onda para un sistema helioide de carga nuclear 7, lo cual
nos permite abordar el problema desde diversas metodologias y asi poder comparar los
diferentes resultados obtenidos de éstas.
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A continuacién abordamos algunas de estas metodologias para el estudio del atomo de
helio su serie isoelectrénica con Z = 1, 3,4, 5. Primero emplearemos el método perturbati-
vo a primer orden independiente del tiempo para obtener las energias correspondientes a
estos sistemas, para comparar estos resultados con los obtenidos por el método variacional
perturbativo y el método variacional directo cuando confinamos a dichos sistemas dentro
de una cavidad esférica impenetrable. Después analizaremos el caso del helio dentro de
una cavidad esférica penetrable. Finalmente concluiremos este capitulo con el problema
del helio frente a un plano impenetrable (andlogo al d&tomo de hidrégeno estudiado en
secci6n 1.1.3).

1.2.1. Confinamiento por una cavidad esférica impenetrable

Consideremos el caso de un atomo bi-electrénico con carga nuclear Z ubicado en el
centro de una cavidad esférica impenetrable de radio r,, que satisface la ecuaciéon de
Schrodinger

1 1 N
—§V% - §V§ + V(I‘l, I'2) \I/(rl,rg) = E\IJ(I‘l, I‘Q), (188)

donde el potencial al que estan sometidos los

z electrones se expresa de la siguiente manera
A
YAA 1
N —— — 4 — r1,79 < Ty
Y )
V(ry,ry) = T2 T2 )
0, r1,T2 > T,
(1.89)

lo cual implica que las condiciones de contorno
sobre la funcion de onda hace que ésta se anule
en la frontera r,, esto es,

\I;<I'1,I'2)|T2:TD = 0. (190)

\I[(rla I'2>|7‘1=7"o =

Dada la expresiéon para el hamiltoniano de un

Figura 1.14. Esquema de confinamiento esféri-
co para un atomo bi-electrénico de carga nu-
clear Z ubicado en el centro geométrico de una
cavidad esférica impenetrable (indicada con la
linea solida azul).

sistema helioide (ecuacién (1.79)) y la forma del
potencial (ecuacién (1.89)), es facil apreciar que
éste se puede expresar como la suma de dos
hamiltonianos hidrogenoides,

N 1 A 1 A 1
i 2] 2
[ 2V1 r1 * 2V2 () +7”12
(1.91)

uno para cada electrén, mas el término que involucra la repulsion electrénica. La variable
r12 denota la coordenada relativa entre los dos electrones que explicitamente se escribe
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como 11y = |[ro — r1|. Entonces, podemos reescribir este hamiltoniano como
H=HY + H (1.92)

donde hemos definido los siguientes operadores que nos permiten simplificar la expresion
para el hamiltoniano helioide

A 1 .\ N N 1 Z 1 Z
i =—, BO =7+ 7 = |3V - 2]+ [5v5- 7).

1.93
(&1 T9 ( )

En seguida presentamos tres diferentes maneras de abordar este problema que hemos
planteado. En primer lugar trataremos el caso del método perturbativo independiente del
tiempo.

Método perturbativo

Consideremos que en el hamiltoniano completo del sistema, ecuacién (1.92), la primera
contribucién, es decir H ©) corresponde al sistema no perturbado, mientras que dicho
sistema es sometido a una perturbacién en su potencial, esta perturbacion al sistema es
la que estamos denotando como H', ecuaciones (1.92) y (1.93).

Ahora bien, H©® (1.93) involucra una ecuacién de Schrédinger separable en las coor-
denadas respectivas a cada uno de los electrones, y las soluciones a cada uno de los
hamiltonianos de particula independiente, 7:150) y 7:[50), son conocidas. Recordemos que
estamos tratando sistemas confinados, de manera que las funciones de onda espaciales de
particula independiente para cada electrén son representadas en términos del producto
de una funcién radial (ecuaciéon (1.14)) y los arménicos esféricos correspondientes, dicha
funcién de onda espacial para cada electron estard sujeta a las mismas condiciones de
confinamiento que el sistema completo de dos electrones. Para el caso de orbitales con
simetria s (¢ = 0) tenemos que las funciones de onda espaciales de un electrén tienen las
estructura ¢,(r) = Ri,(r)YY(0, @) v thas(r) = Roy(r)YY(0, ¢), donde la representacién de
la ecuacién (1.14), en funcién de la coordenada radial 7, el niimero cudntico A y la carga
nuclear Z, queda como

22 1
Ruslrg) = Nt [Soms] WFi(=A+ € 1,204 2,22,/ €200, (1.94)

con j = 1,2y Ny la constante de normalizacién (1.15). De esta manera ya nos es posible
construir las funciones de onda antisimetrizadas, dadas por la ecuaciones (1.82)-(1.85),
que requerimos para obtener las energias del estado base, los estados excitados 1s2s y el
estado excitado 2s2, de los sistemas de interés. De acuerdo con lo anterior, a continuacién
evaluaremos mediante este método perturbativo el efecto del confinamiento sobre estos
estados para diferentes valores de la carga nuclear Z.

La aproximacion a la energia por el método perturbativo independiente del tiempo que
vamos a hacer sera a primer orden, es decir,

E~E® + ED, (1.95)
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donde la aproximaciéon a orden cero esta dada por el valor esperado sobre el hamiltoniano
del sistema no perturbado H®, mientras que la aproximacién a primer orden segtn la
teoria de perturbaciones es el valor esperado sobre el término perturbativo, que en este
caso esta dado por el potencial repulsivo entre los electrones A , esto es,

EO® = (HO) = (3O FOy©), (1.96)
EW = ('Y = (0O 7| w©), (1.97)

donde \\II(O)> son soluciéon al hamiltoniano no perturbado y que ademés conocemos el
espectro de eigenenergias, en otras palabras, sabemos que

HO[GO) = 5Oy ©), (1.98)

Lo cual nos conduce a que las energias a orden cero, para los estados en los que estamos
enfocados, son

EY) = (w1 a0y = 28,
Egg;s = < (T/S |H(O |\II(T/S > = Els + EQS

1s2s

Ef% = (U2 HO|W3) = 2E,,
con F; y Es las correspondientes energias hidrogenoides obtenidas en la seccién (1.1.1).

Por otro lado, recordemos que el término perturbativo H = 5 lo podemos representar
en funcién de las coordenadas de cada uno de los dos electrones, esto es posible si hacemos
uso del desarrollo multipolar y el teorema de adicién de los arménicos esféricos (apéndice
H), de tal manera que el inverso de la coordenada relativa entre electrones la podemos
representar como

l +4

o
T r *
=rp = Z i1 Pelcosy) = > gil Y Y01 00)]" Y (02, ¢2),  (1.99)
20+1
=0 "> =0 m=—L

lo cual nos permitirda evaluar las integrales asociadas a la perturbaciéon de una manera
mas simple. Los resultados de la evaluacion del término perturbativo para cada estado
que estamos estudiando son los siguientes

E(l) = J1527 E1525 Jls2s + Klst; Egsz = J252

1s2

donde el signo negativo en la energia Eg%s corresponde al estado triplete mientras que

el signo positivo al estado singulete. Las integrales etiquetadas como J, son llamadas
integrales de Coulomb mientras que las integrales de intercambio se denotan como K,
las expresiones explicitas para estas contribuciones a la energia son

Jab = // ¢Z(F1)¢b(1‘2);wi(YQ)wa(rl)drldr% (1.100)
Koy = [[ 4260005 02) () (e1 ) s, (1.101
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que son las energias potenciales promedio de interaccién entre un electrén en v, (r) y un
electrén en iy (r).

De esta manera hemos podido construir las energias para la serie isoelectronica (Z =
1,2,3,4,5) del helio para los primeros estados con simetria esférica, dichas energias estan
dadas por las expresiones

Ei;s;) = 2B+ ‘]152 Eﬁjz)s = Eis + Eas + Jisos — Kisos
Efo)s = Els + E28 + Jls?s + Kls2s EéfQ) = 2E2s + J252

La tabla (1.7) muestra los resultados obtenidos mediante el método perturbativo para
los estados mas bajos singulete y triplete del atomo de helio para diferentes radios de
confinamiento 0.1 < r, < 6.0. Las columnas 2-5 son los resultados que obtuvimos de los
calculos realizados con apoyo del software MATHEMATICA 12, para el estado base (1s%) y
los primeros estados excitados con simetria esférica (1s2s y 2s?), mientras que las tltimas
tres columnas muestran los resultados publicados por Flores-Riveros y colaboradores [34]
calculados con el mismo método.

Lo que podemos observar de la comparacion directa de nuestros resultados contra los
ya publicados hace méas de una década, es que logramos unas leves mejoras en algunos de
ellos, por ejemplo para el estado base en el intervalo 0.1 < r, < 2.0 se pueden apreciar
diferencias (de mayor a menor) que van desde decimales para r, = 0.1 hasta los milésimos
para r, = 2.0. Para el primer estado excitado 1s2s triplete las diferencias solo estan
presentes en el intervalo 0.1 < r, < 0.4, finalmente para el estado excitado 1s2s singulete
tenemos diferencias en el intervalo 0.1 < r, < 1.5.

En la figura (1.15a) graficamos las curvas de energia para el helio a partir de los re-
sultados que obtuvimos. Al igual que ocurre con el atomo de hidrégeno bajo las mismas
condiciones de confinamiento, al reducir el tamano de la cavidad la energia crece sin cota
maxima para cada uno de los estados que estamos estudiando, esto debido nuevamente a
que se trata de una barrera de potencial infinito.

Ademés del estado base (linea color negro), en la figura (1.15a) también observamos
la evolucién de los estados 1s2s singulete (linea continua azul) y triplete (linea punteada
azul), asi como la del estado singulete 2s? (linea verde) en funcién del radio de confina-
miento. En el caso del estado 1s2s se observa que el estado triplete se mantiene por debajo
del singulete para todas las condiciones de confinamiento. Esto también se observa en los
resultados de la referencia [34] (ver tabla (1.7)). Esto debido a la energia de intercambio,
la cual en todo momento se resta al término de Coulomb. Sin embargo, es importante ob-
servar de la tabla (1.7) que las diferencias relativas entre las energias de estos dos estados
aumenta notablemente conforme el radio de confinamiento se reduce.

Al igual que ocurre con el &tomo de hidrégeno confinado, vemos que conforme el radio de
confinamiento 7, crece los valores de las energias tienden asintéticamente a sus respectivos
valores de sistema libre. Ademas, el confinamiento afecta en mayor grado a aquellos estados
con mas alta energia, dado que se trata de estados con funciones de onda més extendidas o
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He Vo = o0
PT

- N 5 R mn
0.1 906.6319 2370.7422 2376.4921 3841.6644 906.7444 2370.8673 2376.8368
0.2 206.2212 568.2025 571.1539 933.6486 206.2344 568.2066 571.1854
0.3 82.4041 241.5063 243.5265 402.9596 82.4081 241.5068 243.5355
0.4 41.0502 129.5581 131.1141 219.8624 41.0520 129.5583 131.1179
0.5 22.8117 78.8352 80.1134 136.3238 22.8119 78.8352 80.1154
0.6 13.3893 51.8709 52.9645 91.5984 13.3899 51.8709 52.9658
0.7 7.9973 35.9651 36.9273 65.0239 7.9977 35.9651 36.9282
0.8 4.6837 25.8693 26.7333 48.0314 4.6839 25.8693 26.7338
0.9 2.5379 19.1029 19.8904 36.5568 2.5381 19.1029 19.8908
1.0 1.0921 14.3733 15.0995 28.4750 1.0922 14.3733 15.0998
1.1 0.0872 10.9549 11.6308 22.5890 0.0872 10.9549 11.6310
1.2 -0.6284 8.4162 9.0497 18.1839 -0.6283 8.4162 9.0499
1.3 -1.1482 6.4877 7.0848 14.8119 -1.1481 6.4877 7.0894
1.4 -1.5318 4.9947 5.5598 12.1814 -1.5317 4.9947 5.5600
1.5 -1.8185 3.8199 4.3566 10.0962 -1.8184 3.8199 4.3567
2.0 -2.4980 0.5733 0.9977 4.2312 -2.4979 0.5733 0.9977
3.0 -2.7335 -1.3562 -1.0937 0.6518 -2.7335 -1.3562 -1.0937
4.0 -2.7492 -1.8569 -1.6913 -0.2589 -2.7492 -1.8569 -1.6913
5.0 -2.7500 -2.0250 -1.9051 -0.5454 -2.7499 -2.0250 -1.9051
6.0 -2.7500 -2.0880 -1.9880 -0.6456 -2.7500 -2.0880 -1.9880
oo -2.7500 -2.1241 -2.0364 -0.6992 -2.7500 -2.1241 -2.0364
[e%¢) -2.9037* -2.1752* -2.1460*

Tabla 1.7. Energias del dtomo de helio confinado en cavidad esférica impenetrable calculadas por el
método perturbativo: estado base y primeros estados excitados con simetria s (¢ = 0). PT [34]. *Energia
més precisa del 4tomo libre [36,37].

deslocalizadas, es decir, el o los electrones en estados excitados se encuentran mas alejados
del niicleo, lo que representa que estos percibiran mas fuertemente los efectos de la pared
sobre su funciéon de onda, compactandola o localizandola més hacia el origen, lo cual se ve
reflejado inmediatamente en esa subida en su energia respectiva, al reducir el Ar aumenta
Ap y se satisface el principio de incertidumbre.

Este efecto de localizacién de las funciones se evidencia con mayor claridad cuando
comparamos directamente el comportamiento de las energias del iéon de hidrégeno H™ y
el i6n de boro B**, el sistema mds ligero Z = 1 y el més pesado Z = 5, respectivamente,
de la serie isoelectronica del helio que estamos estudiando. Como se muestra en la grafica
(1.15b), las curvas de evolucién energética correspondientes al i6n H™ y al ién B3*, siguen
con la convencion: el color negro es para el estado base, la linea azul punteada para el
primer estado excitado singulete y la linea continua azul para el primer estado excitado
triplete (para fines de una mejor apreciacion no hemos graficado el estado excitado 2s% para
estos dos sistemas, pero las energias correspondientes se encuentran enlistadas en la tabla
(1.8)). Las energias de los estados mds bajos de un sistema helioide caen rapidamente
conforme aumenta el radio de confinamiento y conforme aumenta la carga nuclear Z.
Esto debido a que el potencial coulombiano atractivo entre el niicleo y los electrones es
proporcional a Z. De esta manera, entre mayor sea la carga nuclear los electrones se
ven mucho mas atraidos hacia el nucleo, lo cual compacta en mayor grado su funcion
de onda debido al término exponencial que va como e~Z("1+72)/A Egto significa que dicho
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Figura 1.15. Evolucién de las energias del estado base y primeros estados excitados con simetria s
(¢ = 0) del (a) atomo de helio neutro y (b) i6n H™ y i6n B3t confinados dentro de una cavidad esférica
impenetrable de radio r,.

incremento en la atraccién nuclear mantiene a los electrones cada vez mas cerca del nicleo.

De tal forma que al ser mas atractivo el potencial electrén-nucleo, los electrones se en-
cuentran mas cercanos al origen, y como resultado, los efectos de la pared sobre la energia
cinética de los electrones se comienzan a notar para radios r, cada vez mas pequenos entre
mayor sea Z, lo cual implica que las energias del H™ crecen con mucha mayor rapidez
en comparacion con las respectivas del B**. Como ejemplo comparemos los estados base
de estos sistemas, con apoyo de la gréfica (1.15b) y de la tabla (1.8), notamos que el H™
percibe cambios significativos en su energia debido a los efectos del confinamiento para
un radio de r, ~ 4.0, mientras que para el B>" lo propio ocurre alrededor de un r, ~ 1.2,
que si comparamos contra el He con r, ~ 2.5.

Como complemento a nuestros resultados, en la tabla (1.8) presentamos aquellos que
obtuvimos para la serie isoelectrénica del helio con Z = 1,3,4,5, para el estado base y
los estados excitados 1s52s y 2s% a partir de la aproximacién a primer orden del método
perturbativo independiente del tiempo. Los resultados entre paréntesis corresponden a
los proporcionados por N. Aquino [35] los cuales también fueron calculados con el mismo
método. En esencia, ambos calculos son muy parecidos a excepcion de algunas pequenas
diferencias apreciables en los estados singulete y para radios pequenos (r, < 1.0) prin-
cipalmente, esto para cada uno de los sistemas. La concordancia para el estado triplete
entre ambos cédlculos es muy buena en todo el intervalo de valores de r, que se comparan,
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1.2. Atomos bi-electrénicos confinados 41

y para todos los sistemas. En general, al igual que para el atomo de He, las diferencias
encontradas indican que hemos obtenido mejoras en las energias correspondientes, aunque
como ya mencionamos son minimas.

Lo siguiente es explorar el método variacional perturbativo para estudiar estos sistemas
y ver como se pueden comparar los resultados obtenidos a partir de ambas metodologias.

Método variacional perturbativo

Como su nombre lo indica, para llevar a la practica el método variacional perturbativo
procedemos de manera andloga que en el método perturbativo pero con la gran diferencia
de que ahora usaremos funciones de onda espacial de una particula tipo hidrogenoides en
su forma variacional. Las cuales construiremos a partir de la solucién variacional al sistema
hidrogenoide, para diferentes cargas nucleares Z y diferentes radios de confinamiento
o, €s decir, las energias del sistema no perturbado las obtenemos a partir del valor de
expectacion del hamiltoniano de particula independiente 7—150) 0 7:[50) (ecuacién (1.93)).

Esto se traduce en resolver, mediante el método variacional directo, el problema de un
sistema tipo hidrogenoide (como se hizo en la seccién 1.1.1 en el tratamiento variacional)
bajo las mismas condiciones de confinamiento que el sistema bi-electronico del cual desea-
mos conocer su espectro energético. Para recapitular un poco, conocemos la ecuaciéon de
Schrodinger y el hamiltoniano (por simplicidad denotaremos el hamiltoniano hidrogenoide

como A = H\” = #)
A ~ 1 R
H‘wn€> = Enf’wn€>a H = —§V2 + V(I‘),

donde ahora 1,(r) y E,, son las funciones de onda variacionales y las energias variacio-
nales, respectivamente. Aqui el potencial V(r) es

N -, 0<r<nr,

00, To <17 < 00

Debido al hecho de que estamos interesados en el estado base y los primeros estados ex-
citados con simetria s de atomos bi-electrénicos, las funciones de onda tipo hidrogenoide
y sus respectivas eigenenergias son las correspondientes a los orbitales 1s y 2s hidrogenoi-
des, por lo tanto, las funciones de onda variacionales que hemos venido trabajando son
las correspondientes a las ecuaciones (1.22) y (1.23), en este caso

dua(r) = Nuge™ [1= 2 au(r) = Nao(2 = ) [1 = L]

To To

recordemos que g, Qs v [os SOn parametros variacionales con respecto a los cuales se
optimizaran las energias, y f(r,r,) = (1 —r/r,) el factor de corte.
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Para obtener las constantes de normalizaciéon Ny, y Nos integramos en el intervalo
r € [0,7,), esto es, (15]1h1s) = (Wag|thas) = 1 de donde obtenemos Ny = Nig(aqs, 7o) ¥
Nog = Nog(vas, Pas, o). A partir de la condicién de ortogonalidad entre estos dos orbitales,
(15|thas) = 0, encontramos una expresion que relaciona los tres pardmetros variacionales,
asi podemos representar a (a5 en funcién de los otros dos pardmetros, o = fas(as, o),
los cual reduce el ntmero total de parametros de tres a tinicamente dos de ellos.

Con estas condiciones sobre las funciones de onda espaciales, ya estamos en posicion
de calcular las energias hidrogenoides, tal como lo hicimos en la secciéon 1.1.1. Para la
energia del estado base 1s, Fi4(ays, 1) = <¢13|7:l\¢13>, y para la energia del estado 2s,
Esg(0rag, 7o) = (1has|H|12s), que al optimizarlas nos brindan los valores de los parametros
con los cuales podemos determinar nuestras funciones de onda orbitales para después
poder construir las funciones espin-orbital y a la postre las funciones singulete y triplete
de dos electrones (1.82)-(1.85).

Entonces, sean o, y o) los pardmetros que optimizan las energias hidrogenoides, tales
que,

a Ve .
Dovr Eis(ais, ) =0 = E15(O/15, T,) = minima,

A1s

8 / /.
Dorre Eas(ags,m,) =0 = Ess(ag,, ) = minima,

Qg

por lo cual las funciones orbitales evaluadas con los pardmetros optimizados son

Unarg) = Nage b (1= D) () = Nau(@ = )0 (1= 2] (1109
(7 =1,2) donde B, = 5, (o, o). Con ellas (1.102) ya es posible determinar las funcio-
nes de onda singulete y triplete de dos electrones como en las ecuaciones (1.82)-(1.85). A
partir de aqui se sigue el mismo proceso que para el caso del método perturbativo, que ya
hemos descrito, dado que estamos interesados en la aproximacién de la energia a primer
orden, para, de esta manera poder hacer una comparacion entre estas dos metodologias.

Finalmente, después de seguir este sencillo procedimiento hemos logrado calcular, en
una aproximacion a primer orden del tipo variacional perturbativo, las energias del esta-
do base 152, de los dos estados excitados 1s2s y del estado excitado 2s? del d&tomo de helio
confinado esféricamente por una barrera de potencial infinito. Estos resultados se encuen-
tran plasmados en la tabla (1.9), donde ademéds se muestra la evolucion de los pardmetros
variacionales que se utilizaron para las respectivas funciones de onda hidrogenoides. Estos
calculos los hemos realizado en MATHEMATICA 12.

Al comparar los resultados obtenidos para las energias del atomo de helio empleando
el método perturbativo (tabla (1.7)) y el método variacional perturbativo (tabla (1.9)),
observamos un buen acuerdo cualitativo y cuantitativo en su evolucion en funcion del
radio de confinamiento.

Sin embargo, notamos que las energias obtenidas a partir de método variacional per-
turbativo son un poco mas altas que sus contrapartes del método perturbativo, lo cual es
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He Vo = 00
" P P e e
0.1 0.7955 0.7000 917.2653

0.2 0.8141 0.5581 208.3336 597.1816 600.5165

0.3 0.8336 0.5627 83.1242 253.3601 255.5012 435.3274
0.4 0.8541 0.5681 41.3469 135.7249 137.3619 232.5869
0.5 0.8757 0.5733 22.9424 82.4774 83.8129 143.6203
0.6 0.8983 0.5784 13.4461 54.1992 55.3340 96.3085
0.7 0.9220 0.5835 8.0198 37.5361 38.5278 68.2315
0.8 0.9469 0.5884 4.6905 26.9716 27.8559 50.2982
0.9 0.9729 0.5932 2.5388 19.8995 20.7001 38.2029
1.0 1.0000 0.5979 1.0921 14.9623 15.6958 29.6946
1.1 1.0282 0.6024 0.0891 11.3987 12.0768 23.5059
1.2 1.0575 0.6068 -0.6233 8.7557 9.3870 18.8803
1.3 1.0877 0.6109 -1.1391 6.7507 7.3418 15.3443
1.4 1.1188 0.6148 -1.5184 5.2006 5.7562 12.5896
1.5 1.1504 0.6184 -1.8010 3.9825 4.5065 10.4091
2.0 1.3100 0.6328 -2.4656 0.6272 1.0257 4.3028
3.0 1.5569 0.6502 -2.7067 -1.3511 -1.1200 0.6403
4.0 1.6896 0.6693 -2.7363 -1.8557 -1.7105 -0.2626
5.0 1.7630 0.6997 -2.7433 -2.0219 -1.9150 -0.5406
6.0 1.8085 0.7393 -2.7460 -2.0831 -1.9916 -0.6365
0o 2.0000 1.0000 -2.7500 -2.1241 -2.0364 -0.6992
o] -2.9037* -2.1752* -2.1460*

Tabla 1.9. Energias del atomo de helio confinado en cavidad esférica impenetrable calculadas por el
METODO VARIACIONAL PERTURBATIVO: estado base y primeros estados excitados con simetria s (£ = 0).
*Energia més precisa del atomo libre [36,37].

de esperarse ya que las energias hidrogenoides variacionales son mayores que las exactas
(con las cuales se estimaron las energias perturbativas de sistemas helioides), y al sumar
dos energias hidrogenoides también se suman esas pequenas desviaciones, lo propio ocurre
con el término perturbativo, asi que en total son tres desviaciones que se suman para dar
una diferencia neta.

Un andlisis cuidadoso de las diferencias entre los valores de la energia para los dife-
rentes estados reportados en las tablas (1.7) y (1.9) indican que para las condiciones de
confinamiento fuerte (0.1 < r, < 0.6) se tienen mayores deferencias (entre 1.2% y 8%
en general), las cuales se reducen conforme el radio de confinamiento crece debido a que
cuando r, — oo las funciones de onda coinciden en ambos tratamientos.

Cabe mencionar aqui que, en el caso variacional perturbativo, los valores de la energia
de los estados singulete y triplete (1s2s y 2s?) para radios de confinamiento pequefios
(r, < 0.2) no se muestran en la tabla (1.9) debido a inestabilidades numéricas en el
c6digo MATHEMATICA empleado para estas condiciones extremas. Por tanto se incluyen
solamente aquellos resultados confiables y consistentes con aquellos obtenidos con el mé-
todo perturbativo.

Es de interés ahora estudiar los alcances del método variacional perturbativo para eva-
luar las energias de los estados singulete y triplete de los sistemas isoelectréonicos del helio
con Z = 1,3,4,5 y compararlos con los calculos perturbativos del apartado anterior (tabla
(1.8)). La tabla (1.10) muestra estos resultados para las energias correspondientes en
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funcién del radio de confinamiento r,. Primeramente, observamos que las inestabilidades
numéricas mencionadas para el calculo de las energias para radios de confinamiento pe-
quenos se van reduciendo conforme el valor de la carga nuclear Z se incrementa. Es por
esta razon que para el ion H™ (Z = 1) las energias reportadas para los estados 1s2s se
dan a partir de un valor r, > 0.4 y para el estado 2s% a partir de r, > 0.7. Para el resto
de los sistemas con Z = 3,4, 5 dichas inestabilidades numéricas inicamente se presentan
para el estado 2s? y r, < 0.2.

Hasta ahora hemos tratado el problema de un sistema atémico bi-electréonico emplean-
do el método perturbativo directo como variacional. En el primer caso, se han empleado
las funciones hidrogenoides de un electrén, soluciones exactas de la ecuacién de Schro-
dinger bajo las mismas condiciones de confinamiento, para construir la funcién de onda
del sistema de dos electrones confinado. En el segundo caso se han empleado las fun-
ciones hidrogenoides variacionales ortogonales debidamente optimizadas bajo las mismas
condiciones de confinamiento para construir la funcién de onda del sistema.

Una caracteristica de los dos métodos discutidos hasta ahora es el uso de funciones
hidrogenoides asociadas a hamiltonianos de particula independiente. Una tercera alter-
nativa es emplear el método variacional directo en el que se considera un hamiltoniano
completo del sistema y una funcién variacional para los electrones que permita optimizar
la energia global del sistema. A continuaciéon abordaremos este enfoque.

Método variacional directo

Conviene considerar nuevamente la ecuacion de Schrodinger estacionaria para un sis-
tema helioide centrado dentro de una cavidad de confinamiento esférica impenetrable de
radio 7, (ver ecuacion (1.91))

1 1 N
—§V% - ivg + V(I‘l,rg) \Il(rl,rg) = E\I/(rl, 1'2), (1103)

con V(ry,r5) el potencial dado por la ecuacién (1.89).

Sean n5(r;) v Y2s(r;) la parte espacial del espin-orbital del j-ésimo electrén (j =
1,2) para los estados 1s y 2s. Ademds recordemos que, las funciones de onda totales
antisimetrizadas para los estados singulete y triplete 152, 1s2s y 252 son las representadas
en las ecuaciones (1.82)-(1.85), y las cuales reproducimos por conveniencia

Wi, v, f, 1) = v (r) xS (e, B).
\Ijgjsgs(rlﬂ Ia, {a7 ﬁ}) = \}E [wls(rl)wZS(rQ) - wQS(rl)wlsO‘?)] X(T) (a7 B)>
Wi, (v, 12, {0, B}) = \}5 [U15(r1)thas(r2) + Yo (r1)thrs(r2)] X (e, B),

W) (11,19, {0, B}) = thaa(11) s (r2) X (e, B),

(1.104)



46 Capitulo 1. Atomos de uno y dos electrones confinados

donde las funciones de espin x*¥(a, 8) y x™(a, B) estan dadas por la ecuaciones (1.86)
y (1.87), respectivamente.

Para propositos de este trabajo, en las expresiones anteriores emplearemos funciones de
onda de un electrén no correlacionadas dadas por los orbitales hidrogenoides (ecuaciones
(1.22) y (1.23))

P1s(rj) = Nise " [1 — Tj] : (1.105)
To
Vos(15) = Nog(2 — Pogrj)e " [1 — 7“]] , (1.106)
7/‘O
con 7 = 1,2. Dentro de este enfoque, las cantidades aq,, aos v (2s se determinan va-

riacionalmente a través de la optimizacion de la energia total segun la ecuaciéon (1.103)
para cada uno de los estados dados por las funciones de onda (1.104), consistentes con el
principio de exclusién de Pauli. Notese que el parametro (o, se relaciona con aqs y augg
mediante la condicion (11,]1es) = 0.

A diferencia de los métodos perturbativo y variacional perturbativo, en este caso em-
plearemos las funciones ansatz dadas por la ecuaciones (1.104) junto con (1.105) y (1.106)
para evaluar el valor esperado de la energia total dada por las ecuaciones (1.103) y (1.89),
y optimizarla con respecto a los parametros ag, (o5 v o5 Esto quiere decir que para cada
estado se obtendran una triada de valores para ai,, aos v P25 que optimicen su energia.
Por este motivo nos vemos en la necesidad, primero, de diferenciar entre las funciones para
cada uno de los estados, etiquetando sus parametros variacionales respectivos, y segundo,
imponer las condiciones de ortonormalidad entre ellas para poder determinar si es que
existen condiciones sobre los parametros variacionales que estamos considerando.

En primer lugar, para poder distinguir entre las diferentes funciones de estado usaremos
la siguiente convencion para etiquetar los pardametros:

e a;, — para el estado base 1s? singulete,

o aﬁ?, ag), 5? — para el estado excitado 1s2s triplete,

° ag), aé‘?, éf) — para el estado excitado 1s2s singulete, y

o (B2 — para el estado excitado 2s? singulete,

por lo cual de estos nueve parametros, tenemos siete que son linealmente independientes.

Para la condicién de normalizacién del estado base, \Ilgfg(rl, ), v el estado excitado

S , . -~
252, \1/;53 (r1,r2), notamos que éstas se satisfacen automaticamente dado que son producto
de tres funciones (dos espaciales y una de espin) normalizadas, mientras tanto para los
estados excitados 1s2s obtenemos la misma condiciéon sobre los parametros variacionales

que surge de la ortogonalidad entre sus orbitales hidrogenoides, es decir,
T T T T), (T) (T
(PaTia) =1 — b = 052 (a1, ),

S S S S S S
(UnTin) =1 — B =50 (e as)).
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Por otra parte, luego de verificar la normalizacién, lo siguiente que nos preguntamos es
qué resulta de la ortogonalidad entre los diferentes estados. Primero, de la ortogonalidad
entre el estado triplete con todos los demas tenemos que, por construccion de las funciones
de onda ésta se satisface automaticamente sin arrojar ninguna nueva condicién sobre

] de 1 ‘et decir. (UG Yy — g gDy g g™y g
alguno de los parametros, es decir, (¥ 2|¥iy,) (U1 o205 Visas) (V50| Vi) :
Después, de la ortogonalidad entre el estado base y el estado excitado 2s? resulta la
misma condicion que obtenemos de la ortogonalidad entre orbitales hidrogenoides, esto

es,

<\I’§§g|qjg§3> = <wls|¢25> =0 — 525 = /825(61157 a25)7

lo cual reduce nuevamente el nimero de parametros linealmente independientes, ahora
son seis. De donde obtenemos informacion adicional es de la condicién de ortogonalidad
entre el estado 152s singulete y los estados base 1s% y excitado 2s2, de donde obtenemos
dos ecuaciones con seis incognitas

<\I’§§g’qjg§%s> =0 — Fl(alsyagf)7 éf)) = 07
<\I’g§3’qjg§%s> =0 — f?(a2sa 6257 CYS'), Oééf)7 g?) = 0.

Al resolver estas dos ecuaciones obtenemos dos posibles soluciones, la primera y mas

simple de ellas es que agf) = ay,, entre tanto, la segunda solucién es de la forma agj) =

ozéf) (15, ios, Pas), que resulta ser una expresiéon un tanto intrincada y es por esta razon
que los resultados que presentamos a continuacién los hemos calculado a partir de la
primera de las soluciones, es decir, en la funcién de onda del singulete 1s2s hemos usado
que

(S
a]_s) 7 alS’

lo cual reduce el niimero total de parametros a tinicamente cinco.

Siendo asi que, para optimizar las respectivas energias lo hacemos con respecto a los
siguientes parametros:

e Primero, para la energia del estado base se optimiza con respecto a aq,

0B :
St donde B\ = (v A1),
A1

con H el hamiltoniano dado por la ecuacién (1.91). Al obtener la energia minimizada
y el parametro a5 que la minimiza,

e S . .
e reemplazamos o, que minimiza a Efsg en las funciones de onda de los estados exci-

tados \Ifgigs(rl, re)y \Iféfg(rl, rs), asi que la optimizacion de sus respectivas energias



48 Capitulo 1. Atomos de uno y dos electrones confinados

solo se hace en funcién de un parametro libre, dicho de otra manera

OEL) R
— 5 =0 donde B3, = (Vi3 H|WE,),
804( )
2s
OEL) R
57282 =0 donde Eéfg) = (\Ifgjg|H|\I/§fg>
Qg

e Finalmente, para el estado triplete 1s2s, sus pardametros se mantuvieron sin con-
dicionamiento de los parametros de otras funciones de estado, asi que su energia

d. . . d 4 l"b (T)
correspondiente se optimiza con respecto a dos parametros libres que son aj,” y

as,’

0B op!h). T ) | f1a (T
=T =0 donde  Ejgj, = (W, |H|VT,).
0oy Ocvs,

La tabla (1.11) muestra los resultados obtenidos mediante este método para las energias
de los estados mas bajos singulete y triplete del atomo de helio en funciéon del radio
de confinamiento. Se incluyen también los resultados variacionales obtenidos por Flores-
Riveros y colaboradores [34], para los estados 1s® y 152s, quienes emplean una funcién de

He Vo = 00
HG SCF
- R B2 em mm g
0.1 917.2256 906.6575 2388.7273 1995.2692
0.2 208.3181 569.3527 599.8330 991.2362 206.1696 572.3488 485.3350
0.3 83.1075 253.3468 255.4463 426.1433 82.3403 243.1949 209.3899
0.4 41.3290 135.7030 137.3412 232.0966 40.9826 130.4223 114.0633
0.5 22.9229 82.4713 83.7935 143.5536 22.7423 79.3341 70.6581 22.7910
0.6 13.4250 54.1937 55.3148 96.2981 13.3186 52.1803 47.4173
0.7 7.9969 37.5314 38.5088 68.2345 7.9254 36.1657 33.6553
0.8 4.6657 26.9678 27.8374 50.3071 4.6105 26.0029 24.8168
0.9 2.5117 19.8963 20.6824 38.2136 2.4633 19.1929 18.7857
1.0 1.0626 14.9583 15.6792 29.7075 1.0158 14.3599 14.5358 1.0612
1.1 0.0570 11.3930 12.0617 23.5210 0.0091 10.9417 11.3766
1.2 -0.6582 8.7481 9.3738 18.8978 -0.7087 8.4030 8.9401
1.3 -1.1771 6.7412 7.3309 15.3641 -1.2309 6.4746 7.0158
1.4 -1.5597 5.1893 5.7483 12.6118 -1.6172 4.9816 5.5009
1.5 -1.8457 3.9698 4.5018 10.4334 -1.9067 3.8068 4.3045 -1.8642
2.0 -2.5285 0.6119 1.0424 4.3329 -2.6036 0.5603 0.9639 -2.5625
3.0 -2.7935 -1.3635 -1.0793 0.6505 -2.8718 -1.3705 -1.0991 -2.8308
4.0 -2.8302 -1.8708 -1.6838 -0.2717 -2.8997 -1.8746 -1.6949 -2.8585
5.0 -2.8392 -2.0433 -1.9095 -0.5574 -2.9028 -2.0480 -1.8684 -2.8613
6.0 -2.8426 -2.1123 -2.0062 -0.6574 -2.9033 -2.1178 -1.9136 -2.8615
0o -2.8477 -2.1720 -2.0971 -0.7316 -2.9035 -2.1752 -1.9264
oo -2.9037* -2.1752* -2.1460*

Tabla 1.11. Energias del dtomo de helio confinado en cavidad esférica impenetrable calculadas por el
METODO VARIACIONAL DIRECTO: estado base 1s? y primeros estados excitados 1s2s y 2s2. Se comparan
con las energias obtenidas variacionalmente con una base Hylleraas generalizada HG [34]. Energfa SCF [67]
del estado base. *Energia més precisa del dtomo libre [36,37].
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onda correlacionada generalizada (HG) que consiste en una expansién de funciones tipo
Hylleraas con 14 a 20 términos. Estos cédlculos sirven como referencia mas precisa para
comprobar las predicciones del método variacional directo. Por completez, se incluyen
también calculos SCF sin correlacién para el estado base publicados por Ludena [67].
De esta tabla se puede observar, en general, un acuerdo cuantitativo razonable entre
los calculos obtenidos mediante el método variacional directo (VAR) y los cdlculos més
precisos HG. Las diferencias numéricas mas notables se dan para radios de confinamiento
pequenos, lo cual es de esperarse dada la menor flexibilidad de la funcién de onda ansatz

VAR (ecuaciones (1.104)-(1.106)).

He, estado base He, estados excitados 1s2s
0.5~

-1.0

0.0

—~1.5F+

-0.5

§ El
= -20f =
S| m -10
25+ -1.5
-2.0
-3.0
1 2 3 4 5 6
ro [u.a] ro [u.al]
(a) He, estado base (b) He, estados excitados 1s2s, triplete

y singulete

Figura 1.16. Energfas (a) del estado base de 4tomo de helio, resultado de diferentes modelos y metodolo-
gias. HG: Hylleraas generalizado, VAR: variacional, VARPT: variacional perturbativo y PT: perturbativo.
(b) y estados excitados 1s2s singulete y triplete.

La figura (1.16) muestra graficamente una comparacion entre los resultados obtenidos
con el método perturbativo (PT), variacional perturbativo (VARPT) y variacional directo
(VAR) en relacién con el cdlculo mds preciso (HG) para los estados 1s? y 1s2s.

En la figura (1.16a) se muestra la evolucién del estado base 1s* en funcién del radio de
confinamiento r, obtenida con los diferentes métodos. Se observa que el método variacio-
nal directo VAR (curva continua negra) corresponde més cercanamente a los calculos HG
(curva azul punteada). Por otra parte, los cdlculos perturbativos PT (curva azul continua)
y variacional perturbativo VARPT (curva negra punteada) quedan en general muy por
arriba de los anteriores. Ademas, en la figura (1.16b) también se muestra la evolucién
energética de los estados 1s2s singulete y triplete en funciéon del tamano de la cavidad,
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obtenidos mediante los métodos VAR (curvas punteadas negras) y HG [34] (curvas con-
tinuas azules). Aqui puede observarse una muy buena correspondencia entre los estados
triplete para todos los valores de r,. Es interesante ver que para el estado singulete, ade-
mas de existir un buen acuerdo para r, < 4.5, el calculo VAR muestra valores de energia
notablemente mas bajos que los del calculo HG para valores mayores a este radio de
confinamiento. La razén de este comportamiento es todavia motivo de investigacion.

Finalmente y por completez, en la tabla (1.12) se muestran los resultados correspon-
dientes obtenidos mediante el método variacional directo para las energias de los sistemas
isoelectrénicos helioides con Z =1, 3,4, 5. Los correspondientes resultados mostrados en-
tre paréntesis provienen de célculos con funciones tipo Hylleraas HG [38]. Nuevamente
notamos un muy buen acuerdo cualitativo y numérico para los sistemas involucrados y
los dos estados que se pueden comparar (base-1s? y triplete-1s2s). De manera similar
como ocurre en el He, los resultados para el estado triplete tiene una mejor concordancia
numérica con los calculos HG.

Es importante sefialar aqui que, en el caso del ion H™, los efectos de correlacién son su-
mamente relevantes debido a la competencia comparable entre las interacciones electron-
electrén y electron-niicleo. Se sabe que el uso de una funcién ansatz variacional que incluya
correlaciéon electrénica proporciona la energia correcta para el tinico estado estable 152 del
ion H™ (B2 = —0.52775) [40,41]. Igualmente, se ha demostrado que este sistema es ines-
table para otros estados excitados aun incluyendo efectos de correlacion [42,43].

Por lo anterior, en el caso del ion H™, y de acuerdo con las tablas (1.8), (1.10) y (1.12),
es explicable el pobre comportamiento cuantitativo de las energias obtenidas mediante los
tres métodos discutidos aqui para el estado base, singulete y triplete de este sistema atn
en su estado libre. Esto, debido a que no se han considerado efectos de correlacion.

Todos estos resultados, asi como los obtenidos para el helio son nuevos, y cuyo analisis
requiere de un tratamiento mas detallado, por ahora fuera de los propésitos de este trabajo.
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1.2.2. Confinamiento por una cavidad esférica penetrable

Ahora toca el turno de considerar este
mismo sistema atémico de carga Z y de z
dos electrones confinado ahora por un po-
tencial finito y constante, esto es, las pa-
redes de la esfera seran penetrables, por lo
cual podemos estudiar el problema conside-
rando dos regiones espaciales: una donde el
potencial de confinamiento sea nulo y otra
donde éste se encuentre presente, al igual
que en el caso del atomo de hidrégeno bajo
las mismas condiciones de confinamiento.
Asi que, al igual que en aquel caso tendre-
mos que la funciéon de onda respectiva no
se anulard en la frontera.

Bajo estas nuevas condiciones de confi- Figura 1.17. Esquema de confinamiento esférico para

namiento espacial, el potencial al que estd 1% atomo de carga nuclear Z ubicado en el centro
. . T . s geométrico de una cavidad penetrable (representada
sujeto el sistema, segun la ecuacion (1.79)

; > ) ) por la linea azul punteada).
que describe al hamiltoniano, ahora tiene

la siguiente expresion

Z 7 . 1 _
N —_ - — 4 — T, T o
Vir,ry) =39 mn  r9 T2 b (1.107)
Vo(1) + Vo(2), LTy > T

donde V,(1) y V,(2) denotan la altura de barrera de potencial constante y finita, que cada
uno de los dos electrones percibe, y dado que es la misma altura para ambos tenemos que

Vo(1) = Vo(2) = Vs, (1.108)

de manera que V,(j) actia dnicamente sobre las funciones espaciales del j-ésimo electrén
(1=1,2).

Ahora bien, como ya habiamos mencionado, la funciéon de onda en la regién exterior a
la cavidad no se anula. De esta manera, si consideramos el estado fundamental 1s* (¢ = 0)
y su funcién de onda, tanto en la regién interior como en la exterior, obtenida a partir del
determinante de Slater (1.80) de funciones espin-orbital de un electrén, dicha funcién es

‘1’152,mt<1'17 rs, {047 5}) = wls,mt(h)wls,mt(rz) X(S)(Oé, 5) (7’1, ro < 7’0), (1-109)
\11132,e:rt(r17 ro, {Oé, 6}) = wls,emt (rl)wls,ert (rQ) X(S) (Oé, 5) (le T2 Z To)7 (111())
donde Y (a, ) denota la funcién de espin de un estado singulete de acuerdo con la

ecuacién (1.86). Aqui hemos omitido etiqueta a la funcién de onda con el superindice (5)
ya que solo estamos considerando el estado base.
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A diferencia del caso anterior en el que estudiamos una altura de barrera de confinamien-
to infinita mediante tres diferentes metodologias, ahora solo veremos la implementacion
del método variacional directo para resolver de manera aproximada el problema en cues-
tion.

Método variacional directo

Ya hemos visto cémo emplear el formalismo del método variacional para el caso del
atomo de hidrégeno bajo diferentes condiciones de confinamiento espacial, y como las
soluciones exactas a los problemas nos han servido como modelo para poder hacer una
buena eleccion de la funcion de onda de prueba, de manera que la funcién de onda espacial,
definida por partes, ¥, (r) ¥ ¥es(r), debe cumplir con las condiciones de contorno que
exija el problema.

Trataremos primeramente la propuesta original de Marin y Cruz [31], en este caso, pri-
mero proponen como funciones de onda de prueba aquellas tipo hidrogenoide de particula

independiente para la region interior a la frontera esférica, de acuerdo con las ecuaciones
(1.21) y (1.49),

,@Z}lsjnt(fr’j) = lejnte_alsrjf(rja ro) (] = 1a 2)7

donde f(r;,r,) es la funcién de acoplamiento, que a diferencia de la ecuacién (1.50) ahora
ésta tiene el mismo parametro variacional que la exponencial, dicho de otra manera

T _

f(rire) =1— a2 (1=1,2), (1.111)

o
donde el parametro variacional en la funciéon de acoplamiento ya no va a estar acotado
en el intervalo 0 < ajs < 1 como ocurre cuando estos pardmetros son distintos (como
es el caso para el atomo de hidrégeno confinado en cavidad esférica penetrable, seccién
1.1.2). Asi que la funcién de onda de dos electrones para el estado base del He en la regién
interior es

7’2} (o, 8)  (1.112)

o

\IllsQ,int (r17 Iy, {Oé, B}) = N1287int6—0115(7‘1+7”2)

1-— Oéls,rlil [1 — (s
To

Luego, para la funcion de onda de prueba de particula independiente en la regién exte-
rior, se elige de tal modo que ésta conserve el comportamiento asintético adecuado cuando
r — 00, que de acuerdo con la solucién exacta hallada por Ley Koo y Rubinstein [28],
ecuacién (1.40), y en su forma variacional, ecuaciéon (1.51), dicha funcién es

(] =1, 2)7

y explicitamente la funcién de onda exterior de dos electrones queda como

wls,ext<7'j) = le,ezt Tjileimsrj

Uy (11,12, {0, f}) = Nf&extrflr;le”“s(””2) X(S)(a, B). (1.113)
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Téngase en cuenta que en este caso estamos usando solo dos pardmetros variacionales. Sin
duda, esta eleccion hara que la funcion de onda ansatz sea demasiado rigida, sin embargo,
incluso con esta aproximacion se pueden obtener buenos resultados tanto cualitativa como
cuantitativamente.

Para poder determinar las constantes de normalizacién imponemos la condicion sobre la
funcién de onda total, de modo que ésta debe ser normalizada a la unidad de la siguiente
manera

<‘11152,int|\p132,int> + <111152,ezt|111152,ext> - 17

lo cual es equivalente a que la funcién de onda espacial de cada uno de los electrones esté
normalizada, (Y15 int|V1s,int) + (V15 eat|P1s,eat) = 1. De aqui'y de la condicién de continuidad
de la funcion de onda evaluada en la frontera, es posible obtener una expresiéon que
relacione las dos constantes de normalizacién. Ademas, se debe satisfacer la condicién de
continuidad en la derivada de la funciéon de onda en la frontera, que se cumplen pidiendo
la igualdad de la derivada logaritmica sobre la superficie de la esfera que actia como
cavidad de confinamiento, es decir,
1 8q]152,int 1 8\11182,€xt

= . 1.114
qJISQ,ext arj ( )

\11152,int arj

Ti=To ri=To

Lo cual conduce a una relacién funcional entre los dos parametros variacionales, lo que a su
ves, lleva a que unicamente tenemos un parametro variacional linealmente independiente,
puesto que podemos expresar a kis como funciéon de aq4, o dicho de otra manera k5 =

/{ls(als)-
Asi pues, la energia se optimizan con respecto al pardmetro ay, para un valor dado de

Toy Vo
OF,

80&18

=0.

Con lo anterior se obtienen los valores de la energia variacional para el estado base del
sistema de interés, resultados publicados por Marin y Cruz [31] para la serie isoelectrénica
del helio con Z = 1,2,3,4 (H™, He, Li* y Be?"), estos se muestran en la tabla (1.13), donde
algunos de ellos son comparados con los obtenidos con el método SCF [68] (resultados
entre paréntesis), esto para el caso de Li* y Be?" y con un potencial de confinamiento
infinito V, = oo.

En un trabajo mas reciente realizado por Diaz-Garcia y Cruz [39], los autores proponen
una funcién de prueba en el interior con dos parametros variacionales, aqs y 7, lo cual
vuelve dicha funcion maés flexible, lo que a su vez resulta en una mejor aproximacion a
las energias de los sistemas reales, de modo que la funcién de onda en el interior cambia
en las funciones de acoplamiento donde a5, — 7, con v que ahora si varia en el intervalo
0 <~ < 1. Asi que la funcién de acoplamiento (1.111) ahora cambia como

T

f(rj7ro) =1 -7,

To
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Vo=0 Vo=15 Vo = 00
To Eq 2 Qais E ;2 ais B2 Qais
H™ 0.4 9.9141 0.5007 54.3573 0.3392
0.6 7.4652 0.5923 22.3108 0.2693
0.8 0.0000 0.4040 4.5285 0.6319 11.4966 0.2620
1.2 -0.0199 0.4271 1.7001 0.6567 4.1492 0.3163
1.6 -0.1160 0.4550 0.6222 0.6583 1.7765 0.3272
2.0 -0.2373 0.4703 0.1330 0.6507 0.7677 0.3389
4.0 -0.4433 0.5040 -0.4198 0.5862 -0.3295 0.4054
6.0 -0.4655 0.5676 -0.4650 0.5725 -0.4406 0.4746
He 0.5 -0.2412 0.5199 4.6722 0.6218 22.9229 0.7465
1.0 -2.0522 0.6081 -1.4621 0.6918 1.0626 0.8320
1.5 -2.5086 0.6592 -2.4201 0.7329 -1.8456 0.9330
2.0 -2.6184 0.8438 -2.6179 0.8465 -2.5285 1.0435
3.0 -2.7579 1.0746 -2.7579 1.0476 -2.7935 1.2428
4.0 -2.8054 1.2264 -2.8054 1.2264 -2.8302 1.3701
6.0 -2.8341 1.3855 -2.8341 1.3855 -2.8426 1.4924
Lit 0.4 -2.1084 0.5818 1.6199 0.6338 27.8079 1.2102 (27.6302)
0.6 -4.8914 0.6346 -3.7712 0.6819 3.9773 1.2979 (3.9284)
0.8 -5.8925 0.6661 -5.4793 0.7126 -2.8064 1.3962 (-2.8612)
1.2 -6.1460 0.8201 -6.1414 0.8363 -6.3075 1.6171 (-6.4047)
1.6 -6.4588 1.0854 -6.4588 1.0854 -6.9780 1.8383 (-7.0869)
2.0 -6.6033 1.2347 -6.6008 1.2296 -7.1370 2.0190 (-7.2356)
4.0 -7.1300 1.9591 -7.1300 1.9591 -7.2154 2.3967 (-7.2783)
6.0 -7.1979 2.2081 -7.1979 2.2081 -7.2201 2.5037 (-7.2784)
Be?t 0.4 -8.1952 0.6374 -6.3628 0.6669 13.7130 1.7401 (13.6356)
0.6 -10.9415 0.6835 -10.4348 0.7128 -6.1782 1.9233 (-6.2402)
0.8 -11.1498 0.7324 -11.0389 0.7623 -11.1522 2.1300 (-11.2658)
1.0 -11.1894 0.9958 -11.1894 0.9958 -13.2248 2.5486 (-13.3701)
2.0 -11.5445 1.4081 -11.4901 1.3810 -13.5616 3.0595 (-13.6493)
4.0 -13.4399 2.6901 -13.4399 2.6901 -13.5931 3.4089 (-13.6539)
6.0 -13.5595 3.0308 -13.5595 3.0308 -13.5959 3.5087 (-13.6539)

Tabla 1.13. Energias y pardmetros variacionales para el estado base de los sistemas H™, He, Lit y Be?*
como funcién del radio de la cavidad r,, para varias alturas de barrera de potencial V. Los valores dentro
de los paréntesis para LiT y Be?* corresponden a los célculos del método SCF [68]. Tabla tomada de
referencia [31].

que coincide con (1.50). Entonces, la funcién de onda de dos electrones en la region interior
es

\1115271‘,-“5(1'1, o, {O[, 5}) = N1257mt6—0415(7"1+7’2) {1 - 'le] {1 - ’7::2] X(S) (O'/a 5)7 (1115>

o o
mientras que la funciéon de onda en el exterior (1.113) se mantiene sin cambios.

Asi, de las condiciones de continuidad en la frontera (ecuacion (1.114)) existe una rela-
cién entre los pardmetros variacionales, en este caso una funcién del tipo k15 = k1s(a1s, ),
que permite optimizar la energia con respecto a los parametros libres a4 y . Dichas ener-
gias, y sus respectivos parametros (que hemos calculado con MATHEMATICA 12 utilizando
el modelo de Diaz-Garcia y Cruz [39]) los podemos apreciar en la tabla (1.14), para dos
diferentes alturas de barrera de potencial, V, = 0.0 y V,, = 5.0, y para cuatro diferentes
sistemas isoelectrénicos, H™, He, Lit y Be?*.

En principio de cuentas, ya podemos observar como es que el comportamiento del pa-
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rametro v es el que esperariamos en acuerdo con las condiciones de contorno impuestas a
los sistemas. En primer lugar notamos que vy crece proporcionalmente con la berrera de
confinamiento V,,, por lo que podemos anticipar que en el limite cuando V,, — oo entonces
v — 1, que corresponde al caso de confinamiento impenetrable. Por otro lado, también
podemos notar que para radios de confinamiento grandes r, — oo tenemos que v — 0,
por consiguiente recuperamos la funciéon de onda de los sistemas libres.

Vo = 0.0 Vo = 5.0
To Eq 2 als % Ei g2 a1s v
H~™ 0.4 9.5214 0.0204 0.5057
0.6 7.4245 0.1476 0.6384
0.8 0.0000 0.9180 0.2099 4.5160 0.4420 0.6566
1.2 -0.0225 0.0274 0.5560 1.6929 0.5300 0.6815
1.6 -0.1161 0.4948 0.4338 0.6153 0.5370 0.6921
2.0 -0.2409 0.6803 0.2950 0.1271 0.5380 0.6938
4.0 -0.4533 0.6929 0.0009 -0.4200 0.6110 0.5493
6.0 -0.4700 0.6912 0.0000 -0.4688 0.7013 0.0032
He 0.5 -0.2450 0.1520 0.5609 4.6434 0.9789 0.5896
1.0 -2.2171 1.6470 0.2606 -1.6288 1.3757 0.5564
1.5 -2.7556 1.6857 0.0005 -2.6254 1.6140 0.3217
2.0 -2.8277 1.6654 0.0001 -2.8126 1.7120 0.0019
3.0 -2.8460 1.6873 0.0000 -2.8460 1.6873 0.0011
4.0 -2.8475 1.6876 0.0000 -2.8475 1.6876 0.0002
6.0 -2.8477 1.6875 0.0000 -2.8477 1.6875 0.0000
Lit 0.4 -2.1872 1.4879 0.5011 1.3396 1.7740 0.5475
0.6 -5.4508 2.3932 0.3505 -4.4616 2.2090 0.4955
0.8 -6.7323 2.8193 0.0008 -6.3522 2.5012 0.3440
1.2 -7.1810 2.6302 0.0005 -7.1533 2.6851 0.0006
1.6 -7.2145 2.6770 0.0001 -7.2137 2.6791 0.0003
2.0 -7.2211 2.6863 0.0001 -7.2210 2.6863 0.0002
4.0 -7.2227 2.6875 0.0001 -7.2227 2.6875 0.0002
6.0 -7.2227 2.6875 0.0000 -7.2227 2.6875 0.0001
Be?t 0.4 -9.2151 3.0119 0.4123 -7.6639 2.9354 0.4822
0.6 -12.8657 3.8199 0.0006 -12.4690 3.7628 0.1439
0.8 -13.4931 3.5880 0.0004 -13.4249 3.6729 0.0006
1.0 -13.5700 3.6387 0.0003 -13.5634 3.6504 0.0003
2.0 -13.5976 3.6874 0.0000 -13.5976 3.6874 0.0001
4.0 -13.5977 3.6875 0.0000 -13.5977 3.6875 0.0001
6.0 -13.5977 3.6875 0.0000 -13.5977 3.6875 0.0000

Tabla 1.14. Energias y pardmetros variacionales del estado base para los sistemas H™, He, Lit y Be?*
como funcién del radio de la cavidad r, para dos alturas de barrera de potencial. Estos calculos los hemos
realizado con el uso de MATHEMATICA 12.

En la figura (1.18) se muestra la evolucion de las energias para tres diferentes sistemas
(H™, He y Be*") con el siguiente cédigo de colores: azul para una altura de barrera
V, = 0.0, negro para V, = 5.0 y verde para V, = oco. Las lineas continuas para el He y
Be?", las lineas punteadas para el ién H™, mientras tanto los simbolos corresponde a las
energias reportadas por Marin y Cruz [31].

Al igual que ocurre con el atomo de hidrégeno bajo estas mismas condiciones de confi-
namiento, podemos ver, para estos tres sistemas, que sus respectivas energias crecen con
mayor rapidez conforme aumenta el tamafio de la berrera y para barreras finitas dichas
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Figura 1.18. Evoluciéon de la energia del estado base de algunos sistemas atéomicos bajo condiciones
de confinamiento con diferentes alturas de barrera de potencial V,. Las lineas (continuas y punteadas)
corresponden a la propuesta de funcién de onda de referencia [39], mientras que los simbolos (circulos,
tridngulos y diamantes) corresponden a la propuesta de referencia [31]).

energias tienen una cota maxima conforme se reduce el tamafio del radio de confinamiento
y todas tienden al valor de la energia del sistema libre conforme r, — oco. Esta tendencia
asintética es mas o menos rapida en funcién de la altura de barrera de que se trate, mas
rapida para alturas de barrera pequenias.

Ahora bien, si centramos nuestra atencion en el comportamiento de las energias que vie-
nen de las dos elecciones de funcién de onda de prueba, una funcién de onda rigida (1.112)
con tnicamente dos pardmetros (simbolos) y otra mds flexible (1.115) con tres pardme-
tros (lineas continuas y punteadas), podemos notar ciertos detalles que puntualizaremos
a continuacion.

Para el ién H™ observamos una muy buena correspondencia entre ambos resultados (ver
figura (1.18b)), tanto en su comportamiento cualitativo como cuantitativamente, aunque
con una eleccion de funciéon de onda con tres parametros las energias mejoran un poco,
puesto que estan por debajo de las obtenidas de la funcién de onda rigida en 0.01-0.02
Hartrees en todo el intervalo de valores de r,. Lo cual podria llevar a pensar que no existe
mucha diferencia entre las funciones de onda dadas por (1.112) y (1.115), y esto se debe
a que el pardmetro variacional aqs en la funcién de acoplamiento (1.111) de la funcién
rigida se encuentra dentro del intervalo 0 < a5 < 1 que cumple con los limites adecuados
ya antes mencionados.
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En el caso del atomo de He nos podemos percatar de una cosa, para alturas de barrera
finita el comportamiento de las energias, calculadas con la funcién de onda rigida (1.112),
pareciera ya no ser el mas adecuado (ver figura (1.18a)), porque a pesar del hecho de
que ésta decrece al aumentar r, no lo hace con la suficiente rapidez. Lo que hace muy
evidentes las diferencias con respecto a las energias obtenidas de la funcién de onda mas
flexible (1.115), esto en el intervalo 1.0 < r, < 3.0, donde se combinan dos efectos. Uno,
el decaimiento de la exponencial aiin no es tan pronunciado y dos, que aunque el factor
a1, en la funcién de acoplamiento se encuentra en el intervalo [0, 1] éste sigue siendo un
poco grande cercano a la unidad y va en aumento con r,, contrario a lo que esperariamos.
Para r, > 3.0, nuevamente vemos que el comportamiento vuelve a ser el adecuado sin
importar que, en la funcién de acoplamiento a;, > 1, y es que el decaimiento exponencial
en la funciéon de onda interior domina sobre el efecto que pueda tener dicha funcién de
acoplamiento.

Para los sistemas mas pesados que estamos contemplando bajo estas condiciones de
confinamiento, a saber, los iones Li* y Be?*, ocurre algo muy parecido a lo mencionado
para el He, pero dichas diferencias son mucho mas evidentes conforme la carga nuclear Z
se incrementa. Por ejemplo, para el He tenemos una maxima diferencia de energia < 0.5,
la maxima para el Lit es de ~ 1.0, mientras que para el Be?" se va hasta ~ 2.0. Y para
estos dos sistemas mas pesados el parametro ay, en la funcién de acoplamiento es mayor
a uno en el intervalo de radios de confinamiento r, reportados.

Esta sencilla diferencia entre las funciones de onda elegidas, una con dos parametros
variacionales y otra con tres, pone de manifiesto la importancia que tiene una buena
eleccion en las funciones ansatz que se utilizaran para estudiar los sistemas de interés.
Ademas, esto nos brinda un buen ejemplo de por qué es relevante conocer las soluciones
exactas que se tienen para el sistema mas simple, el &tomo de hidréogeno bajo diferentes
efectos de limitacion espacial, para tomarlas como punto de partida y poder proponer
posibles soluciones aproximadas para sistemas mas complejos, como lo son sistemas de
dos o més electrones.

1.2.3. Limitacién espacial por un plano impenetrable

En secciones anteriores ya hemos considerado el atomo de hidrégeno en el espacio semi-
infinito y cercano al plano que lo divide, dicho plano es considerado como una pared
rigida, impenetrable e infinita. Pudimos estudiar el problema y ver que éste admite solu-
cion exacta, ademas de poder comparar los resultados contra los obtenidos del tratamiento
variacional utilizando dos diferentes funciones de onda ansatz que nos permitieron perca-
tarnos de la importancia en la buena eleccién de éstas.

Ahora corresponde estudiar al atomo de He bajo estas mismas condiciones de confina-
miento. Aqui estamos interesados en la evolucion de la energia del estado fundamental y
en la distribucion electrénica del sistema, ambas como funcién de la distancia perpendi-
cular entre la pared y el niicleo atémico con carga Z. Al tratarse de un sistema de dos
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electrones sabemos que éste no admite solucion exacta por lo cual el tratamiento con
el que se aborda el problema es el modelo variacional, basado en el trabajo realizado
por Cruz, Ley-Koo y Cabrera-Trujillo [44], donde la propuesta de las funciones de onda
de prueba es la misma que ya hemos usado para el atomo de hidrégeno en esta misma
configuracion.

Método variacional directo

Recordemos que, dada la configuracion del sistema completo conviene el uso de las
coordenadas esferoidales prolatas (ecuaciones (1.60)), la figura (1.8) muestra un esquema
de este sistema de coordenadas de revolucion, las cuales ya hemos visto con anterioridad.

El potencial en el hamiltoniano (1.79), al cual estd sometido el sistema tiene las con-
tribuciones de los dos electrones atraidos por el niicleo méas el potencial de repulsién
electrénica, esto en el semi-espacio definido por 0 < 7 < 1, mientras que la otra mitad
del espacio (—1 < 1 < 0) se encuentra inaccesible al sistema debido a una barrera de
potencial limitante impenetrable en n = 0. En la representacion de las coordenadas que
utilizaremos la expresion para el potencial es la siguiente

VA VA 1

Vienra)={ D& —m) D&—m) mom € (01 &8 efliod) e

00 m=mn2=0; &,&% €[1,00)

donde la coordenada relativa interelectronica es funciéon de la coordenadas de ambos
electrones, es decir, r12 = r12(£1, 1M1, &2, 12), de manera que, para representar el potencial
repulsivo entre electrones es necesario hacer uso del desarrollo multipolar en coordenadas
esferoidales prolatas, que mostramos en la siguiente expresién

o0 —m)! 2
= B X o [ P PR ) QP (EIQR 6 costm (61— )
m=0

T12 +m)!
(1.117)

con og = 1y 9, = 2 para m > 0, y las funciones asociadas de Legendre de primera
y segunda especie respectivamente, P;"(z) y Qj*(x), recordemos que estamos interesa-
dos en el estado base, lo cual significa que m = 0 y la expresién (1.117) se simplifica
considerablemente y resulta en

f: 20+ 1)Pe(m)Pe(n2) Qe(€<) Qe(§>)- (1.118)

7‘12

En acuerdo con las condiciones de frontera impuestas por la geometria del problema,
la solucién a la ecuacién de Schrodinger asociada tiene que satisfacer que la funcién de
onda se anule sobre el plano que divide al espacio, esto es en 7 = 0 y/o 1, = 0, lo cual
conduce a que

‘I’(§1>771»f2a772)|m=0 = \11(51,771,52,772”,72:0 =0,
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ademds la otra condicion necesaria es que en el limite {; — oo (j = 1,2) la funcién de
onda debe tender a cero, lo cual permite que ésta sea cuadrado integrable,

Hm W(&,m,&,n2) = Hm W(&,n, &, ne) = 0.
§1—00 £a—00

Ya con las condiciones de contorno y el comportamiento de la funcién ansatz bien
establecidas, recordemos que el laplaciano en coordenadas esferoidales prolatas esta dado
por las ecuacién (C.10) (apéndice C), pero cabe aclarar que como estamos tratando con
dos particulas ahora cada uno de los dos laplacianos en el hamiltoniano (1.79) actuara
sobre las funciones de onda orbitales correspondientes a las coordenadas respectivas para
cada uno de los electrones.

Para construir la funcién de onda del estado base, de acuerdo con la ecuacién (1.82),
esta funcién de dos electrones se expresa en las nuevas coordenadas, y es de la forma
Wy (ry, ro, {, BY) = Urs(€1, m)b1s (€, m2) X (o, B) (nuevamente, como solo se trata del
estado base hemos omitido el superindice (S) para distinguir entre estados singuletes y
triplete), que recordemos se construye a partir del determinante de Slater (1.80) y las
funciones espin-orbital. Aqui la propuesta [44] para los orbitales espaciales de un electrén
estdn dadas por la ecuacién (1.78) que incluye un factor de corte que permite cumplir
con las condiciones de contorno tipo Dirichlet impuestas por la geometria del problema,
entonces, dichos orbitales son

P1s(&,m) = N156_a“D(€1_m)f(Th), Yrs(&a, 1) = N1s€_a“D(£2_n2)f(772)7 (1.119)

donde Ny, es la constante de normalizacion, a;s el pardmetro variacional, f(n) = m;
y f(n2) = 9 las funciones de corte que cumplen con las condiciones de frontera en
m="mn= 0.

La energia del estado base es entonces, Fie(ays) = (Uye2|H|Vq,2), y como podemos
observar, dicha energia tnicamente depende de un parametro variacional y es por eso
que optimizamos con respecto a éste, asi que para una distancia nicleo-pared dada la
optimizaciéon de la energia es

OF

80613

=0.

La tabla (1.15) presenta los valores de energia del estado base del He y del ién He't y
su evolucion como funciéon de la distancia entre la carga nuclear Z y la pared, ademas
de los respectivos parametros variacionales que las optimizan. Estos resultados son los
reportados por Cruz y colaboradores [44].

Ademés de la tabla (1.15), una cosa mas que nos ayuda a visualizar el comportamiento
energético de estos sistemas es la grafica que se muestra en la figura (1.19). Aqui es
posible observar un comportamiento similar a lo que ocurre con el atomo de hidrégeno
bajo estas mismas condiciones de limitacién espacial, un mondétono crecimiento en la
energia conforme el nicleo de cada uno de los sistemas se acerca a la pared, para el He la
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He He't

D B2 Qai1s B2 Qai1s
0.01 -0.4950 0.3181 -0.4070 0.4088
0.05 -0.5310 0.3449 -0.4400 0.4477
0.10 -0.5830 0.3844 -0.4880 0.5061
0.50 -1.4100 0.9771 -1.1960 1.2068
1.00 -2.3110 1.3394 -1.7460 1.6363
2.00 -2.7280 1.4762 -1.9490 17771
3.00 -2.8010 1.5333 -1.9810 1.8411
4.00 -2.8240 1.5680 -1.9900 1.8781
5.00 -2.8330 1.5906 -1.9940 1.9015
10.00 -2.8460 1.6415 -1.9980 1.9502

o0 -2.8570 1.6764 -1.9990 1.9950

Tabla 1.15. Energfa del estado fundamental del He y He™ como funcién de la distancia D a la pared de
potencial infinito, ademas de los correspondientes pardmetros variacionales. Resultados publicados por

Cruz y colaboradores [44].

linea continua azul y para el He' la linea punteada negra. Y no solo eso, sino que ademads
las energias entre estos dos sistemas se acercan entre si conforme la distancia entre los

nucleos y la pared tiende a cero.

De lo aprendido en el estudio del hidrégeno y
como es de esperar, la energia del estado fun-
damental de ambos sistemas evoluciona de un
estado con simetria s a un estado con simetria
2p, cuando el sistema estd muy cercano a la pa-
red. Sin embargo, como hemos visto de la solu-
cién exacta [32,33], el estado base de los sistemas
hidrogenoides situados sobre la pared (D = 0)
corresponden a un estado 2p, con energia F =
—7?/8 = —0.5 para el He™, mientras que aqui
vemos una pequena diferencia contra el calculo
variacional que tiende a un valor un poco mas al-
to E(D = 0.01) ~ —0.4. Esta diferencia se debe
a la rigidez de la funciéon de onda espacial de un
electron, ecuacion (1.119), que ha sido utilizada
en este caso para construir la funcién de onda to-
tal, este efecto se evidencia cuando tratamos con
distancias muy pequenas (D < 1) entre la pa-
red y el niucleo. A pesar de de este hecho, este
modelo (ecuacion (1.119)) de orbital espacial de-
muestra ser lo suficientemente adecuado y simple
como para poder obtener resultados confiables en
el rango de distancias de interés.

He, He', estado base

0.0

-3.0 !
2 4 6 8 10

D [u.a)

Figura 1.19. Energia del estado base de los
sistemas He y He™ como funcién de la distan-
cia nucleo-pared.

La figura (1.20) muestra los contornos de densidad del 4&tomo de He para un conjunto de
posiciones relativas niicleo-pared, donde se puede apreciar la evolucion del tipo de simetria
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a la cual es sometida la nube electronica, que va de una simetria tipo s (esférica) a una
simetria p,, lo cual resulta en una fuerte deformacién de la nube que a su vez conlleva
a un incremento en el momento dipolar del atomo ya sea neutro o una vez ionizado.
Mas adelante estudiaremos como es que evoluciona el momento dipolar para sistemas
multielectrénico sometidos a diferentes condiciones de limitacién espacial.

3 3
2 2 2
o o o
g g g
= 0 = 0 =0
S S S
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-3 -3 -3 -3
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
2 [u.a.] 2 [u.a.] 2 [u.a.] z [u.a.]
(a) D=0.01 (b) D=0.05 (c) D=1.0 (d) D=3.0

Figura 1.20. Contornos de la densidad electronica para el estado base del He que muestran la distorsién
de la nube electrénica conforme el 4tomo se acerca a una pared impenetrable ubicada en el plano z = 0.



Capitulo 2

Dos enfoques originales en el estudio
de atomos multielectronicos

Ahora bien, hasta aqui ya hemos analizado (y en algunos casos se han reproducido
algunos resultados ya publicados con anterioridad, ademas de varios otros nuevos resul-
tados de interés) las soluciones exactas a las eigenenergias para el dtomo de hidrégeno.
Ademas hemos hecho una revision de algunos de los métodos aproximados, tales como
el perturbativo y el variacional, para analizar sistemas cuanticos de uno y dos electrones
bajo diferentes condiciones de confinamiento. Esto a manera de entender cémo es que fun-
cionan los métodos aproximados cuando tratamos con sistemas que no admiten solucion
exacta. También pudimos comprobar la eficacia de estos métodos alternos para obtener
resultados lo bastante confiables que nos permiten conocer el comportamiento de sistemas
mas complejos e intrincados y con geometrias distintas a la esférica.

A continuacién abordaremos el problema de atomos multielectronicos sometidos a di-
ferentes condiciones de confinamiento espacial, para ello haremos un breve repaso sobre
algunas de las teorias utilizadas para estudiar este tipo de sistemas multielectrénicos (ato-
mos), centrando nuestra atencién en la teoria del funcional de la densidad (DFT por sus
siglas en inglés: Density Functional Theory) [72].

En el caso de un sistema atémico aislado formado por un niicleo de carga Z y N
electrones, la ecuacién de Schrodinger estacionaria electrénica estd dada por

HU(xV) = BOxV), (2.1)

donde E es la energia electrénica para un estado dado por la funciéon de onda W(x*)
debidamente representada para el sistema de N electrones

U(xN) = U(x,X,...,Xy), (2.2)

donde las coordenadas x incluyen las coordenadas espaciales (r) y las coordenadas de
espin («, f), y H es el operador hamiltoniano electrénico no-relativista, el cual estd dado
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dentro de la aproximacion Born-Oppenheimer y se expresa como

R 1N ) N Z N 1
-3 w3248y

J
=1 =1k Tik

(2.3)

en donde se tienen los términos correspondientes al operador de energia cinética de los
electrones (primer lugar), en segundo lugar a la interaccién coulombiana electrén-nicleo
y en tercer lugar a la interacciéon coulombiana entre electrones.

Como puede apreciarse de la estructura del hamiltoniano (2.3), la solucién exacta a la
ecuacién de Schrodinger (ecuacién (2.1)) para el sistema multielectrénico es imposible de
obtener debido al término de interaccién electron-electrén. Esto fue posible constatarlo
en el caso del atomo de helio. Para sistemas de més de dos electrones el problema se
vuelve atin més complejo y es necesario, entonces, recurrir a metodologias mas poderosas
para obtener la solucién de la ecuacién de Schrodinger mas proxima a la exacta, en este
caso, aun para el sistema libre. En este contexto, nos referimos al método de campo auto-
consistente de Hartree y de Hartree-Fock. Sin embargo, no siempre es necesario resolver
la ecuacion de Schrodinger para lograr una descripcion fisicamente plausible de las pro-
piedades electrénicas del sistema, por lo que, en el curso del tiempo se han desarrollado
teorias aproximadas bien fundamentadas fisicamente, como lo es la teoria del funcional
de la densidad DF'T.

Con el fin de apreciar los aspectos tedricos mas relevantes de los principales enfoques
arriba mencionados, en este capitulo haremos una revision resumida de sus caracteristicas
para asi comprender la complejidad de su implementacion para estudiar el efecto de
confinamiento de atomos multielectrénicos por fronteras con diferentes geometrias.

2.1. Campos autoconsistentes SCF

La mayoria de las descripciones de la estructura atémica se basan en la aproximacion
orbital. En ésta se supone que cada electron ocupa su propio orbital atémico y ese orbital
se asemeja en gran manera a uno de los orbitales hidrogenoides. Esta es la justificacion de
expresar la estructura electrénica de un 4tomo en término de una configuracion 1s22s22p°
tal como para el &tomo de neén (Ne). Asi que la funcién de onda para este sistema bajo
esta aproximaciéon se escribe de acuerdo con el principio de exclusion de Pauli, dado por
la ecuacion (1.80), con N = 10.

En este sentido, tenemos que la estructura electréonica de un atomo multielectronico
consiste de una serie concéntrica de capas de densidad electrénica, donde una capa se
conforma de todos los orbitales con un valor dado de n (ntimero cudntico principal). Asi
pues, nos referimos a la capa-K para n = 1, la capa-L para n = 2, la capa-M para
n = 3, y asi sucesivamente. A su vez, cada capa estd conformada por n subcapas, que
son los orbitales con un valor comun de ¢, y hay 2¢ + 1 orbitales independientes en
una subcapa. En un atomo hidrogenoide todas las subcapas estan degeneradas, pero en
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atomos multielectréonicos esto no ocurre asi, ya que la degeneracion se remueve debido
a la interaccion interelectronica, aunque no del todo, y a pesar de que los miembros
de una subcapa determinada permanecen degenerados (por lo que los tres orbitales 2p
estdan degenerados en todos los 4tomos), las subcapas corresponden a energias diferentes.
Por lo general, para los electrones de valencia, al menos, las energias de las subcapas se
encuentran en el orden s < p < d < f, pero hay desviaciones a esta regla simple.

La explicacion del orden de las subcapas se basa en la aproximacion de campo cen-

tral. Aqui el potencial repulsivo entre electrones Z rjfkl, que es altamente complicado, se
k>
suple por un potencial central debido a una carga puntual negativa efectiva —o,, centrada

en el niicleo. Asi, el potencial central que repele al j-ésimo electrén es o, /r;, donde la can-
tidad o, es conocida como la constante nuclear de apantallamiento. Como resultado
de esta aproximacion, la carga nuclear Z es reducida a Z.ff = Z — 0y,

Los orbitales atémicos 6ptimos son obtenidos como resultado de resolver numéricamente
la ecuacion de Schrodinger (2.1). La idea original fue propuesta por Hartree en 1928, y
es conocida con el nombre método de campo autoconsistente (SCF por sus siglas en
inglés: Self-Consistent-Field) [76], que después fue mejorado por Fock y Slater en 1930
cuando incluyeron los efectos debidos al intercambio de electrones, los orbitales obtenidos
por estos métodos son conocidos como orbitales Hartree-Fock (HF).

La suposicién sobre la cual estd fundamentada esta metodologia es que: “cualquier
electron en un dtomo se puede considerar moviéndose bajo la accion de un potencial central
promedio, el cual es considerado esféricamente simétrico, debido a los demds electrones
y al nicleo, y que ademds dicho potencial puede ser expresado como el de una tunica
carga centrada en el nicleo” (Zeysy). Esta es la aproximacién de campo central, pero no se
asume que la carga Z. ;¢ tenga un valor fijo. Entonces, la ecuacién de Schrédinger se puede
resolver numéricamente para el electrén de interés y para el potencial central promedio,
esto tomando en cuenta que la carga total dentro de la esfera, definida por la posicion del
electron, varia segin la distancia del electron al ntcleo.

Este enfoque supone que las funciones de onda de los demas electrones son todas co-
nocidas, lo cual permite calcular el potencial central promedio. En general esto no es
asi, por lo cual, para comenzar el calculo se debe partir de alguna aproximacion para las
funciones de onda desconocidas, y una buena aproximacion para comenzar el calculo son
los orbitales tipo Slater (STOs por sus siglas en inglés: Slater Type Orbitals. Apéndice
I). De esta manera se puede resolver la ecuacién de Schrédinger para este electrén y el
proceso se repite para todos los demas electrones en el atomo. Al final de esta primera
ronda de calculos obtenemos un conjunto de funciones de onda mejoradas para todos los
electrones, las cuales se utilizan luego para calcular el potencial central promedio y el ciclo
de céalculos se vuelve a realizar.

Este ciclo es repetido hasta que el conjunto de funciones de onda mejoradas no difiera
significativamente de las funciones de onda con las cuales se inici6 el tltimo ciclo. Las
funciones de onda son entonces autoconsistentes y son consideradas como una buena
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aproximacién a la funciéon de onda real de un sistema de varios electrones.

En las siguientes dos secciones presentamos de manera més formal los elementos de la
teoria de Hartree y de Hartree-Fock arriba descritas.
2.1.1. El método de campo autoconsistente de Hartree

De acuerdo con la ecuacion (2.3), el hamiltoniano de un 4tomo multielectrénico se puede
expresar como

. T - - Tik

j=1 J j=1k>j"J

N v (2.4)
=2 Hi+> D> —,

j=1 j=1k>j ' ik

donde # es el operador hamiltoniano hidrogenoide.

En el método de campo autoconsistente de Hartree se procede de la siguiente manera
[76, 77]. Primero queremos encontrar un potencial central promedio que acttia sobre el
j-ésimo electrén, el cual denotaremos como Uo(rj), tal que podamos reescribir la ecuacién
(2.4) de la siguiente manera

N N
N N N 1 N
H =3 [H;+0u(c)] + 30 |3 — = Ulxy)]|
=1 j=1 |k>j ik
de tal manera que se impone la condicién
S PN 1
(WD |Us(ry) = _— W) ~ 0,
j=1 k>j ' gk

de modo que el potencial central promedio represente lo mejor posible a la interaccion

electron-electron, es decir, Uo(rj) ~ Z —, con la funcién de onda del sistema igual a
- Tik
k>j5 "]
U(rN) = 1y (r1)p(r2) . .. Y. (ry), el producto de N funciones orbitales de un solo electrén,
las cuales se encuentran normalizadas y poseen la estructura ,(r;) = Ra(rj)YgTj (05, 05).
Esto como resultado de que el potencial efectivo es un potencial central, es decir, V. 7(rj) =
Ver(rj). A pesar de la forma general de estas funciones de onda, éstas no son necesaria-
mente tipo hidrogenoides. Asi que el problema se reduce al de N electrones en un campo

central efectivo, esto es,

Ver(ry) = Uolry) = =, (2.5)
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tal que el hamiltoniano del sistema de los N electrones (ecuacion (2.4)) se puede repre-
sentar como una suma de hamiltonianos de particula independiente

ﬁ =3V Vi) (2.6

Para llevar a cabo la autoconsistencia, inicialmente se propone una funciéon de onda.
Una eleccion razonable es utilizar un producto de orbitales tipo hidrogenoide, esta fue la
propuesta hecha por Hartree, lo cual conduce a que la funcién de onda total inicial es la
que denotamos como

VOEN) = O () (ra) .. O (xy). (2.7)

Con esta funcién de onda propuesta es posible calcular el potencial central promedio para
el electron etiquetado con el subindice 1, como muestra la siguiente ecuacion

A

<U 7”1 | Z \II(O)

k>1

Con lo cual ya podemos determinar el potencial efectivo (2.5) sobre el primer electrén
V.;(r1) y resolver la ecuacién de Schrédinger para ¥{V(r1), que serd una funcién orbital
mejorada para el electrén 1,

1 ~
—§V% + V(1) oM (ry) = eMyD(ry), (2.8)

donde €M) es la energia orbital del estado a del primer electrén en esta etapa de la
aproximacion. Nétese que, el nimero de ecuaciones a resolver es N para los N orbitales
ocupados.

De aqui, obtenemos un conjunto de soluciones para (" (r;) donde el niimero de nodos
7T =mn—{f—1en el intervalo 0 < r < 0o es cero para el estado mas bajo de energia
y aumenta en uno para cada estado superior. Asi se puede definir el nimero cuantico
principal n = £+ 147 (7 = 0,1,2,...) y tenemos orbitales 1s, 2s, 2p, etcétera, al igual
que en los atomos tipo hidrogenoides, aunque la funcién radial R,(r) no es una funcién
hidrogenoide (como la de la ecuacién (1.9)). Del conjunto de soluciones ¥{"(r;) tomamos
la que corresponde al orbital que estamos mejorando, por ejemplo, si el electron 1 es un
electrén 1s en el atomo de Be (1522s%), entonces V(1) se calcula a partir de los orbitales
supuestos de un electrén 1s y dos electrones 2s y usamos la solucién 1M (ry) con 7 = 0
para encontrar un orbital 1s mejorado.

Para calcular el potencial efectivo sobre el electrén 2, V. 7(rg), ahora la nueva funciéon
de onda es ¥ (rV) = wgl)(rl)wéo) (r2) ... ¥ (ry), para después resolver la ecuacién de

Schrodinger para el orbital mejorado @/Jél)(rQ). El proceso se continua asi hasta tener un
conjunto de orbitales mejorados para los N electrones. Después regresamos al electron
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1 y repetimos todo el proceso. Continuamos el calculo de los orbitales mejorados hasta
que ya no existan cambios significativos en la funciéon de onda total y las energias entre
una iteracion y la siguiente. El conjunto final de orbitales nos da la funcién de campo
autoconsistente de Hartree.

Cabe mencionar algo de suma importancia, y es que la suma de las energias orbitales
no es la energia total del atomo, dado que para tal suma se toman en cuenta todas
interacciones electron-electrén dos veces, es por esto que para obtener la energia total
necesitamos eliminar los efectos del doble conteo, lo cual se hace de la siguiente manera [77]

En=3% ¢ =2 > Jir: (2.9)

j=1k>j

donde Jj; son las integrales de Coulomb y estan dadas por la expresiéon (1.100).

2.1.2. El método de campo autoconsistente de Hartree-Fock

La repulsion electron-electrén es de suma importancia y debe ser incluida en cualquier
tratamiento de estructura electrénica precisa. En el método de Hartree-Fock se utiliza
una funcién de onda construida a partir del determinante de Slater (ecuacion (1.80)), con
los espin-orbitales como elementos que lo conforman, con los que ya hemos trabajado con
anterioridad. de tal modo que la funcién de onda inicial es denotada como ¥ (xV) y de
la misma manera los espin-orbitales que la conforman se denotan como % (x).

Los espin-orbitales que generan la funcién de onda determinante mejorada de N elec-
trones se encuentra utilizando la teoria variacional, que implica minimizar la relaciéon de
Rayleigh E = (WO [H| W) /(TO)|F©) sujeto a la condicién de que los espin-orbitales
son ortonormales. Esta metodologia fue introducida por Fock y Slater en 1930, y un calcu-

lo SCF que utiliza espin-orbitales antisimetrizados se llama calculo de Hartree-Fock
(HF-SCF) [76,77].

Para realizar un célculo HF para el estado fundamental de un atomo comenzamos con
la funcién de onda antisimétrica, ¥(®)(x") construida a partir de la ecuacién (1.80), luego
llevamos a cabo el proceso iterativo SCF hasta que no obtengamos mas mejoras de los N
espin-orbitales. Esto da como resultado la funcién de onda de HF del estado fundamental.

La aplicacion de este procedimiento de minimizacién conduce a las ecuaciones de HF
para los espin-orbitales individuales, la ecuacién de HF para el espin-orbital mejorado del
electron 1 es

ﬁ1¢[(11)(X1) = 5511)@/’511)(&)7 (2.10)

donde &) es la energia orbital, mientras que ) es el operador de Fock (o Hartree-Fock)
del electron 1, que corresponde al hamiltoniano efectivo de HF, sin embargo, el operador
FY contiene términos adicionales en comparacion con el hamiltoniano de Hartree efectivo
dado por los términos entre corchetes en la ecuaciéon (2.8). La expresion de HF para la
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energfa total del &tomo involucra integrales de intercambio K, (al igual que ocurre para
el caso del dtomo de helio, ecuacién (1.101)), que proviene de la antisimetria de la funcién
de onda, en adicién a las integrales de Coulomb, ecuacion (1.100), que surgen en la energia
de Hartree, de manera que la energia total de HF es

EHF:Z@_ZZ(JM_KM)’ (2.11)

j=1k>j

El operador de Fock, definido en la ecuacién (2.10), depende de los N espin-orbitales
ocupados, sin embargo, una vez determinados estos espin-orbitales, el operador de Fock
puede ser tratado como un operador hermitiano bien definido y, como otros operadores
hermitianos, tiene un ntimero infinito de funciones propias, en otras palabras, hay un nt-
mero infinito de espin-orbitales 1),(x) con una energia propia ¢, que resuelven la ecuaciéon
de eigenvalores. En la practica tenemos que conformarnos con resolver esta ecuacién de
eigenvalores para un ntimero finito M de espin-orbitales, con M > N.

Los M espin-orbitales optimizados obtenidos al completar el procedimiento HF-SCF se
arreglan en orden de energia orbital creciente, y los N espin-orbitales de menor energia
se denominan orbitales ocupados. Los espin-orbitales M-N restantes que quedan desocu-
pados se denominan orbitales virtuales, que también son accesibles al sistema. La funciéon
de onda determinante de N electrones compuesta por los N espin-orbitales ocupados es
la correspondiente al estado fundamental de HF para el 4tomo, y la denotaremos ¥ (x').
Al ordenar las energias orbitales y analizar los patrones nodales radiales y angulares de
las partes espaciales de los espin-orbitales, podemos identificar un espin-orbital como un
1s-espin-orbital, un 2s-espin-orbital, etc.

Las densidades electronicas calculadas a partir de las funciones de onda de HF son
bastante precisas y esto lo podemos observar de la figura (2.1), que compara la funcién
de distribucion radial del argén (Ar) calculada por el método de HF con la funcién de
distribucion radial experimental encontrada por difraccién de electrones.

Otra cosa importante a mencionar es que se puede demostrar que la energia orbital ¢,
en las ecuaciones de Hartree-Fock (2.10), es una buena aproximacién al negativo de la
energia necesaria para ionizar un atomo de subcapa cerrada al eliminar un electron del
espin-orbital 1,(x) (teorema de Koopmans)

[a N —Eq,

con [, la energia de ionizacién.

Originalmente los calculos HF para atomos se realizaban mediante el uso de métodos
numéricos para resolver la ecuacién de eigenvalores (2.10) y los orbitales resultantes eran
dados como tablas de funciones radiales para varios valores de r. Tiempo después, en
1951, Roothaan propuso representar los orbitales HF como combinaciones lineales de un
conjunto completo de funciones conocidas, llamadas funciones de base ¢;(r). De manera
que la parte espacial de los espin-orbitales se puede expresar como una combinacion lineal
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Radial distribution function

(el
—
[N}

Figura 2.1. Funcién de distribucién radial del argén en funciéon de r. La linea punteada corresponde al
célculo HF, la linea continua es el resultado de datos de difraccién de electrones. Imagen tomada del libro
de Quantum Chemistry, Ira N. Levine [77].

de dichas funciones de base
Ya(r) =D cjip;(r), (2.12)
j=1

donde las funciones ¢;(r) son algin conjunto completo de funciones. Los coeficientes c¢;
son determinados mediante el procedimiento iterativo SCF, y ya que las funciones ¢;(r)
forman un conjunto completo este desarrollo en serie es valido. Este procedimiento es facil
de implementar computacionalmente y permite encontrar las funciones de onda de HF
mediante técnicas convencionales de algebra matricial.

Un conjunto base de funciones de onda espaciales propuesta para los calculos HF es
el conjunto de orbitales tipo Slater STOs (Apéndice I). Para obtener una representacién
verdaderamente precisa de los orbitales Hartree-Fock-Slater (HFS) tendriamos que incluir
un nimero infinito de orbitales de Slater en las expansiones. En la practica, se pueden
obtener resultados muy precisos utilizando solo unos pocos orbitales de Slater elegidos
(otra posibilidad es utilizar funciones de base de tipo gaussianas, GTOs por sus siglas en
inglés: Gaussian Type Orbitals).

El conjunto de orbitales tipo Slater ya normalizados son

20t0)" 4 _
Onem(r) = (((;n;?r” e WY, (0, ¢), (2.13)

con v, el parametro orbital.

En 1974 Clementi y Roetti [62] realizaron cdlculos HF para el estado base y algunos
estados excitados de los primeros 54 elementos de la tabla peridédica, por ejemplo, la
funcién HF para el estado base del He es

\1’152 (I‘l, ry, {CY, B}) = ¢1s(1‘1)¢1s(1‘2)X(S) (CY, B))
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con x*)(a, ) dada por la ecuacién (1.86). Clementi y Roetti expresaron las funciones
orbitales 1s como una combinacién lineal de cinco orbitales 1s tipo Slater,

(4)

5 5
: 1 (G)\3/2 —
() = Yol (1) = = (o)) e
j:l ! ﬁj:l !

donde los coeficientes en el desarrollo son ¢; = 0.76838, ¢ = 0.22346, c3 = 0.04082,
cy = —0.00994, c5 = 0.00230 y los parametros orbitales a&) = 1.41714, ag) = 2.37682,
al¥ = 4.39628, oY = 6.52699 v o\? = 7.94252, v la energfa HF es Eyp = —77.9eV
mientras que la energia experimental es E,, = —79.0eV, asi mismo la energia orbital HF
es 15 = —25.0eV y el potencial de ionizacién del He es I.,, = —24.6eV. Lo cual demuestra
que con el uso de unos pocos términos se pueden obtener resultados adecuados.

Calculos Hartree-Fock restringidos y no restringidos

En los célculos HF-SCF [76] es usual que cuando se trata con atomos cuyos estados
corresponden a capas cerradas, es decir, que el niimero total de electrones N siempre es
par, la suposicion que se hace sobre la componente espacial de los espin-orbitales es que
éstas sean idénticas para cada miembro de un par de electrones, lo que lleva a tener N/2
orbitales espaciales de la forma v, (r) y la funcién de onda HF se denomina funcién de
onda restringida de Hartree-Fock (RHF por sus siglas en inglés: Restricted Hartree-
Fock).

Para los calculos de atomos con estados de capa abierta se procede de dos maneras.
La primera dentro del formalismo restringido de capa abierta, aqui todos los electrones,
excepto los que ocupan orbitales de capa abierta, son forzados a ocupar orbitales espaciales
con la misma funciéon de onda orbital. Por ejemplo, en el atomo de Li neutro, la funcién de
onda RHF es ¥(x3) = ﬁ det |12 (r1) 17 (rs) S, (rs)|, donde los dos primeros electrones
tienen la misma funciéon de onda orbital, esto impone una grave restriccion sobre la funcion
de onda total, ya que mientras que el electrén 1s-a tiene una interaccién de intercambio
con el electrén 2s-a, el electrén 1s-5 no la tiene. Esto da como resultado que la energia

variacional del estado fundamental generalmente no es muy precisa.

La otra manera de abordar estos calculos es a través del formalismo Hartree-Fock no
restringido (UHF por sus siglas en inglés: Unrestricted Hartree-Fock) de capa abier-
ta, en el cual los electrones 1s no estan sujetos a la misma funciéon de onda espa-
cial. Por ejemplo, la funcién de onda UHF para el Li neutro es de la forma ¥(x?) =
ﬁ det |1)%(r1) ¥f (ra) 1%(rs)|, en donde las tres funciones orbitales son diferentes, 1, (r)
y 1p(r) son versiones diferentes de orbitales 1s y ¢.(r) un orbital 2s. Al tener una funcién
de onda mas flexible, el formalismo UHF de capa abierta resulta en una energia mas baja
que al utilizar una funciéon de onda RHF de capa abierta. Sin embargo, cabe mencionar
la desventaja de utilizar una funcién de onda UHF, y es que éstas no son eigenfunciones
del operador de espin SQ, mientras que las funciones de onda RHF si lo son. Esto significa
que el momento angular de espin total del sistema no esta bien definido para la funcion

de onda UHF.
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La descripcion que se ha hecho sobre los métodos de Hartree y de Hartree-Fock mues-
tran el nivel de dificultad que representa el estudio de sistemas multielectronicos para
obtener soluciones precisas a la ecuacién de Schrodinger (2.1). En particular, el método
de Roothaa-Hartree-Fock-Slater (RHS) representa un tratamiento ventajoso al combinar
las funciones analiticas tipo Slater dependientes de parametros variacionales optimizados
en combinacién con el proceso autoconsistente. Esto permite construir representaciones
analiticas para las funciones de onda de los diferentes estados atémicos. Desde luego, para
obtener estas soluciones se requiere de un tratamiento numérico formidable.

Evidentemente, en el caso de atomos multielectronicos sujetos a condiciones de fron-
tera no usuales, como el caso de sistemas confinados espacialmente, estos tratamientos
requieren de un gran esfuerzo computacional para resolver el problema de manera auto-
consistente con las nuevas condiciones de frontera.

2.2. Teoria del funcional de la densidad

Ya hemos visto como es que se pueden utilizar métodos ab-initio tales como el de
Hartree-Fock, que actualmente es altamente utilizado en la quimica cuantica, pero que po-
see limitaciones, tales como la dificultad computacional que conlleva para realizar cdlculos
precisos con conjuntos muy grandes de funciones base en sistemas atomicos conformados
de muchos electrones o moléculas formadas de muchos dtomos. Ademaés del hecho de que
la funcién de onda electrénica de un sistema de N electrones depende de 3N coordenadas
espaciales y N de espin. Es por esta razén que se han buscado opciones que simplifi-
quen los célculos correspondientes y puedan representar de buena manera las propiedades
electronicas de un sistema como el que se ha descrito.

Una de ellas se basa en el hecho de que el operador hamiltoniano (2.3) unicamen-
te contiene operadores espaciales de uno (operador de energia cinética y de interaccién
electrén-nicleo) y dos electrones (interaccién electron-electrén), por lo que se encuentra
que la energia del sistema se puede escribir en términos de integrales que involucran solo
seis coordenadas espaciales. Esto ha impulsado la busqueda de funciones que involucren
menos variables que la funciéon de onda y que puedan usarse para calcular tanto la energia
como otras propiedades.

De tal manera que una alternativa a los métodos HF es la teoria del funcional de la
densidad DFT [72]. La idea detras de la DFT es que la energia de un sistema electronico
se puede escribir en términos de la densidad de probabilidad electrénica p(r). Para un
sistema de N electrones, p(r) denota la densidad total de electrones en un punto del
espacio con radio vector r. Se dice que la energia electrénica E es un funcional de la
densidad electrénica y se representa como E|[p(r)], en el sentido de que existe una tnica
energia para una funcién p(r) dada.

A continuacién exploraremos la teoria original propuesta por L. H. Thomas y E. Fermi
y algunos modelos relacionados para el tratamiento de atomos multielectrénicos.
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2.2.1. La idea original. El modelo de Thomas-Fermi

Entre 1927 y 1928 L. H. Thomas [45] y E. Fermi [46] desarrollaron, de manera indepen-
diente, el modelo estadistico del &tomo considerando a la nube electréonica como un gas de
fermiones no interactuantes altamente degenerado. Las suposiciones basicas en este mode-
lo consisten en considerar la densidad electronica local en una regién del atomo mediante
la cual se pueda construir un funcional de la energia total (cinética y coulombiana), en
donde el potencial efectivo niicleo-electrones sea consistente con la ecuacion de Poisson
(primer tratamiento autoconsistente).

A continuaciéon enfocaremos nuestra atencién a la construcciéon del funcional de energia
cinética [70,72] dentro de esta teoria para finalmente construir el funcional de energia
total, mismo que constituye el origen de la teoria del funcional de la densidad DFT.

En este modelo consideraremos a los electrones como una densidad de carga negativa que
rodea al nticleo atémico. Pues bien, primero, consideremos al espacio dividido en pequenas
celdas ctibicas, cada una de ellas de arista a y volumen AV = @2, lo suficientemente alejada,
del nicleo de manera que los cambios en el potencial coulombiano debido al niicleo sean
despreciables en esa regién, como se puede apreciar en la figura (2.2). Cada una de ellas
contiene algin nimero fijo de electrones AN (el cual puede tener diferentes valores para
diferentes celdas), y vamos a suponer que los electrones en cada celda se comportan como
fermiones independientes a la temperatura T' =~ 0K, y las celdas son independientes entre
si.

z
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Figura 2.2. El potencial Coulombiano a distancias r lo bastante grandes se puede aproximar mediante
un potencial constante. Una celda de volumen AV = a® que contiene AN electrones independientes.

Consideremos a un solo electrén atrapado dentro de una celda, asi que el problema se
reduce al de una particula atrapada en un pozo infinito en tres dimensiones, entonces la
ecuacion de Schrodinger estacionaria para este electron es

Ay(r) = — V() = BU(r),
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donde estamos considerando que dentro de la caja el potencial es constante e igual a
cero, y fuera de la caja el potencial es muy grande, por lo que la funcién de onda de un
electrén se anula en las fronteras de la celda. Asi, la ecuacién a resolver es la ecuacién de
Schrédinger en coordenadas rectangulares, V¢ (r) = —k%)(r), donde k es la magnitud
del vector de onda y queda definido como k% = 2F, de donde, la solucién en coordenadas
rectangulares y con las condiciones de contorno tales que ¥(x,y, 2)|,—0 = ¥(2, Y, 2)|y=0 =
U(z,y, 2)|.=0 = 0, obtenemos

O(@,y,2) = Nighyk. sin(kex) sin(kyy) sin(k:z),

con Ny, ik, la constante de normalizacion. Y con las restantes condiciones de contorno
Y(x, Y, 2)|ama = (2, Y, 2)|y=a = ¥(2, Y, 2)|:2¢ = 0, obtenemos las componentes del vector
de onda en términos de los nimeros cudnticos correspondientes, ng, n, y n,

s s s
kx = Ny, ky = TNy, kz = —Ng,
a a a
conng, = 1,2,3,...,n, = 1,2,3,... y n, = 1,2,3, .... Por lo tanto las eigenenergias estan
dadas por
k? 72

_ _ 2 2 2
Enznynz - ? - Tag(naf + ny + nz) ;

donde hemos usado que k* =k -k = k2 + k; + k2. Y la energia Erynyn. esta asociada a la
energia cinética del electrom.

Pues bien, sabemos que los fermiones obedecen el principio de exclusiéon de Pauli y por
ende sus funciones de onda son antisimétricas. Asi que, para los fermiones la funcién de
distribuciéon de energia es

1

HE) = G 1

2.14
1 (2.14)

la cual es conocida como funciéon de distribucién de Fermi-Dirac, con p el potencial
quimicoy 3 = (kgT)™!, kp la constante de Boltzmann y T la temperatura. Es conveniente
definir la energia de Fermi Ep como Ep = p(T = 0).

Ahora bien, para T — 0, o bien § — oo, la funcién de distribucién para fermiones se
comporta como una funcién de Heaviside o funcién escalén

, E < Ep
— . 2.15
AR CES 2.15)

Y la densidad de estados en el espacio de energias es (apéndice D, ecuaciones (D.4) y

(D.5))

(25 + 1)‘13 1/2
E)E = =" E'Y2(E, 2.16
9(E) 72/2 (2.16)
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con (2s + 1) el factor de degeneracién de espin para un sistema con espin s.
Ahora podemos calcular el valor esperado de la energia, y éste esta dado por la expresion
o0 (25 + 1)a® 3/ V2(2s+1)a® 5
E:/E E)g(E)dE = / B2p = VAL T T a2

Luego, el nimero AN de estados disponibles para los electrones dentro de la celda es

AN:/OOO F(E)g(E)dE = (2?\} / EV?dE — \/5(2;;)@/2.

Del cociente entre estos dos tltimos resultados podemos reescribir el valor de expectacién

de la energia en funciéon del nimero de estados disponibles

(E) 3 3

— =-F — E)=-ANEp, 2.17

AN 5 F (E) 5 F ( )
pero la pregunta ahora es, jcuanto vale la energia de Fermi Er? Pues la energia de Fermi
es funcion del vector de onda de Fermi kg, es decir, Ep = Er(kp) y satisface la expresion
Er(kp) = k%/2. Por otro lado podemos calcular el nimero de estados disponibles como
funcién de la magnitud del vector de onda de Fermi, esto de la siguiente manera

[ [k  (@2s+1)a? R, (254 1)d® 4
AN _/0 FR)g(k)dk _/0 g(k)dk = W/O Kok = =k,

donde f(k) se representa como la funcién de Heaviside (2.15), andlogamente a la funcion
de distribucién de la energia, de manera que al despejar kr y reemplazar en la energia de

Fermi obtenemos
17 672 12 TAN]Y?
Er=—
212s+1 al

Finalmente, al reemplazar la energia de Fermi en la ecuacién (2.17) obtenemos el valor
esperado de la energia en forma explicita, y se representa por la siguiente expresion

3AN l 62 r“ [ANFB

(E) =

10 |2s+1 ad

Asi, el valor esperado de la densidad volumétrica de energia cinética, definido como (g) =

(E)/a’, es
2 12/3 5/3 9 12/3

10 |25+ 1 as 10 [2s + 1

de manera que la razén AN/a®> = AN/AV es una densidad volumétrica de particulas, la
cual definimos como p = AN/a®. Nétese que, para diferentes celdas puede haber una den-
sidad de particulas distinta, ahora bien, dado que dichas particulas son fermiones, entonces
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el factor de degeneracion de espin es (2s + 1) = 2. Cuando sumamos las contribuciones
de todas las celdas podemos encontrar la energia cinética total

Tipw)] = o5 (37)"" [ 700) i, (2.19)

Esta expresion es conocida como el funcional de energia cinética de Thomas-Fermi.

Sin considerar términos de intercambio y correcciones a la energia cinética, y inicamente
tomamos en cuenta los potenciales coulombianos clasicos para las interacciones electron-
nucleo y electréon-electrén, la expresion para la energia de un atomo en funciéon de la
densidad electrénica p(r) es

Erelp(r)] = f;) (372)"" / P (x)dr — Z / 'Osf) dr + ; / / ’Wdrldr% (2.20)

donde el segundo término corresponde a la energia electrén-nicleo mientras que el ultimo
es el término clasico de la energia electron-electron mejor conocido como la energia de
Coulomb y denotado como J[p(r)]. Este es el funcional de energia de la teoria de Thomas-
Fermi (TF) del 4&tomo, un modelo exquisitamente simple. Innumerables modificaciones y
mejoras de la teoria de Thomas-Fermi han sido hechas a lo largo de los anos, algunas de
ellas seran discutidas mas adelante.

2.2.2. El modelo Thomas-Fermi-Dirac-Weizsacker TFDW

La teoria de Thomas-Fermi ha permitido expresar la energia de un atomo multielectro-
nico en funcién de la densidad electrénica (ecuacién (2.20)). Esta constituye la primera
teoria del funcional de la densidad, en donde la energia total del sistema esta dada por

Elp(r)] = Tlp(r)] + Venlp(r)] + Veelp(r)], (2.21)

donde T[p(r)] es el funcional de energia cinética, V., [p(r)] el de energia de interaccién
electrén-nicleo y V. [p(r)] es el correspondiente a la interaccién interelectrénica.

Aun cuando este modelo del &tomo aportd una descripcion razonable para la energia de
amarre de atomos de muchos electrones, para sistemas con menor nimero de electrones se
observan mayores discrepancias con el experimento. Habia entonces que considerar otros
aspectos ausentes en la teoria original, tales como:

e el hecho de que los electrones son fermiones indistinguibles, por lo que la interaccién
coulombiana electron-electréon debe incluir un término de intercambio, ausente en
el tratamiento clasico, y

e la energia cinética de los electrones méas proximos al niicleo debe obedecer a varia-
ciones mas fuertes del potencial nuclear en esa regién local del atomo, a diferencia
de la suposicién inicial de una regién con potencial constante.
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La primera de las problematicas anteriores fue abordada por Dirac [47] en 1930, con-
tribuyendo a la llamada correccién de energia de intercambio (modelo de Thomas-Fermi-
Dirac TFD). La segunda problemaética fue tratada por Von Weizsicker [48] en 1935 y es
llamada la correccién al término de energia cinética debida a la inhomogeneidad en el po-
tencial. Estas correcciones mejoran notablemente las predicciones del modelo original. La
inclusion de estas correcciones a la teoria original se conoce como la teoria de Thomas-
Fermi-Dirac-Weizsiacker (TFDW) [65,72]. La cual describiremos a continuacion.

Ahora bien, para comenzar a derivar apropiadamente el modelo TFD [72] de una manera
simple, comencemos por considerar un estado base no degenerado de capa cerrada descrito
por una funcién de onda antisimétrica dada por el determinante de Slater (1.80), una
matriz de densidad de primer orden de Fock-Dirac (apéndice E, ecuacion (E.20)), y una
matriz de densidad sin espin de primer orden de la forma

N/2

py(ry,T1) =2 Z e (r))y (r1), (2.22)

donde 1),(r1) son orbitales doblemente ocupados

Entonces, recordemos que el segundo término en la teoria original de TF correspondiente
al potencial coulombiano atractivo que existe entre los electrones y el nucleo, y cuyo
operador asociado, de acuerdo con la ecuacion (2.3), es

V) = =3 2, (223)

por lo que al utilizar el dlgebra de matrices y operadores de densidad (ver apéndice
E, ecuaciones (E.23) y (E.27)), al calcular el promedio de este operador obtenemos el
funcional de la energia de interaccion electron-nicleo

Valp(w)] = (Vo) = 2 [ ", (2.24)

este es el segundo término en la teoria del funcional de la energia de TF que se hereda
también al modelo de TFD.

Para el operador de interaccion electréon-electron, el cual es un operador de dos electrones
(apéndice E, ecuaciones (E.24) y (E.28)),

. N
Vee= : (2.25)

Vaelp(v)] = (Vee) = [| = peay (1, w2) s, (2.26)
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aunque esto todavia presenta ciertas dificultades, dado que V.[p(r)] involucra una matriz
de densidad de segundo orden de seis coordenadas ps)(r1,rs). Por lo cual debemos ser
cuidadosos y abordar esto con mayor detalle, puesto que si este término fuese puramente
clasico deberfa reducirse nicamente a la energia de Coulomb J[p(r)], que es el tercer
término en la teoria original de TF, ecuacién (2.20), pero lo cierto es que es un poco mas
complicado.

Para hallar una expresién completa y explicita de la ecuacién (2.26) debemos hacer
uso de las matrices de densidad reducidas sin espin, para ello, primero consideremos a la
matriz de densidad p(1)(r},r1), que para cualesquiera valores de r} y ry, la suma sobre las
coordenadas de espin de la parte diagonal de p(1)(x],x;) es

/
y(ry,11) =D pay (x4, x1) —P(l)(rl’rl)‘f‘P( )(r17r1)7
ms1
donde hemos separado las coordenadas de espin, a(1) y 5(1) que ahora indicamos como
superindices, de las coordenadas espaciales, ry. Esto arroja como consecuencia que la
densidad electrénica es en si una suma de dos componentes

plr) = p*(x) + p°(r). (2.27)

De manera similar para p()(rirsy, rire), encontramos que

p2)(rirh,rirs) Z Zp X X5, X1X3)

ms2 Ms2

Ba,Bo

o, 88,88 ﬂ’aﬁ(r’lré, rlrQ) + P2) (I‘,II'IQ, 1'11'2),

= Pl (X115, T112) + proy " (X1, T1x2) + piy)

ademas, estas matrices de densidad de segundo orden las podemos expresar en término
de matrices de densidad de primer orden (ver apéndice E, ecuacién (E.21)), entonces,

o,

1 (8707 (6707 (8707 (6707
P2) (rirh,1irs) = ) {p(1)<r/17r1>p(1)(r/27r2) - p(1)<r/17r2>p(1)(r/2:r1)}7

1
p(ﬁéﬁ)’ﬁﬂ(rir;, riry) = 3 {p(ﬁlﬁ)(r'l, rl)p’(Bf) (rh,rs) — p(ﬁlﬁ)(r’l, rz)p(ﬁg(ré, rl)} 7
P, 1 ao
Py (¥irh, riry) = B (e ) p) (), r2),
o, Bo 1
p(ﬂ2)7ﬁ (rllr,27 r1r2) = 5 ?16) (rlly I'1)p?f§(r/2, I'Q).

Con estas expresiones para las matrices de densidad, la ecuaciéon (2.27) y al simplificar
términos obtenemos que

1 1 ax (670
p(2)(rirs) = 5/?(1“1)/0(1“2) ) {p(l)(rla 1‘2)0(1)(1“2, i)+ P'(Blﬁ)(rb 1“2)/?(615) (r2, 1"1)} ;

finalmente para un estado de capa cerrada con un nimero par de electrones, y con los
N/2 orbitales espaciales doblemente ocupados por dichos electrones, se cumple que

1

7p(r17 1'2)7

P (r1,12) = pf)(r1,12) = 5
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lo cual nos conduce a la expresién final de la matriz de densidad de segundo orden sin
espin que estabamos buscando,

p)(rirs) = ;p(rl)p(rz) - ip(rl, r5)p(r2,T1). (2.28)

Al reemplazar esta expresion en la ecuacién (2.26) obtenemos

Veelp(r)] = ;// Wdrldrz - i// p(rl’rzgg(“’rl)drldr% (2.29)

el primer término es el correspondiente a la energia de Coulomb J[p(r)] del modelo original

de TF (2.20)

Jp(r)] = ;// p(rlil's(r?)drldrg, (2.30)

mientras que el segundo término, el cual ya proviene de una teoria cuantica, es conocido
como la energia de intercambio de Dirac

K[p(r)] = -1/6/ plror)p(a v (2.31)

4 T12

Pero atn falta representar esta energia de intercambio en término de densidades de
un solo electréon. Para ello comenzaremos a partir de la funciéon de onda que es solucion
al problema de un electrén atrapado en un pozo cibico infinito de longitud a (ver figura
(2.2)), como el que ya hemos abordado en la seccién 2.2.1 correspondiente al gas de Fermi,
en donde encontramos como solucién general

1 ikr
¢(I‘) = W € )
con k = [k;, ky, k] el vector de onda y a la longitud del arista del cubo (figura (2.2)).
Entonces, la matriz de densidad sin espin de primer orden para este sistema es

2 )
p(l)(rl’rz) = — Z 6zk-(r1—1r2) )

estados k

en el caso de existir muchos estados ocupados, entonces la suma la podemos reemplazar
con una integral, dada por

p(rnrs) = —— [emrnge = L[ [T ene g2 G 0anaade (2.32)
(mH\t, 12 47T2 47'('3 .
0 0 0

con ris = r; — ry v ademas hemos usado que el diferencial del nimero de ocupacion
es dN = g(k)dk = a*dk/873, con el factor 1/8 que viene del hecho de que tinicamente
consideramos el primer octante en el espacio de momentos.



80 Capitulo 2. Atomos multielectrénicos

Para definir la magnitud el vector de onda de Fermi kr que puede ser funcién de la
posicién, esto lo conseguimos al igualar r = r; = ry que conduce a que rj5 = 0. Ademas
recordemos que pa)(r,r) = p(r) (apéndice E), entonces tenemos que al reemplazar esto
en la ecuacion (2.32) obtenemos p(r) = kr/37? de aqui despejamos y ya tenemos el valor
para kg (r) = [372p(r)]/3 en funcién de la densidad electrénica.

Para evaluar la integral (2.32) conviene elegir ri5 a lo largo de la direccién Rz, asi

tenemos k - r1o = krip cosf y de esta manera obtenemos como resultado

kF Sln(l{fprlg) ]{ZFTlg COS[]CFT’IQ]

krp
poy(rirs) = / / / 12 sin k9 = =5
™

kFTm

Para un sistema inhomogéneo, la eleccién natural del argumento de kp(r) para ser usado
en la ecuacién (2.32) es el promedio de ry y rq, por lo que se introduce la coordenada
r = (ry+712)/2 y ademads definimos una nueva variable t = r12kp(r), tal que pp)(r1,r2) —
pa)(r,m12). Por lo que tenemos

sint — tcost

G (2.33)

P(l)(h 7”12) = 3/)(1')

con t = t(r12). Esta ecuacién es la expresion exacta importante para la matriz de densidad
sin espin de primer orden para un gas uniforme, expresada en funcién de las coordenadas

ryri = |I‘12|.

Al reemplazar esta expresion para la matriz de densidad (2.33), dentro de la ecuacién
correspondiente a la energfa de intercambio de Dirac (2.31), obtenemos

Klp(r)] = — /\p Tu)‘ddlg _gr /k2 d/ Slnt—tcost) gt

B /3 (sint — tcost)
s o [ L,

de la evaluacién para la segunda integral en la variable ¢ resulta ser (ver apéndice G)

% (sint — tcost)? 1
/ (sin cost) =L
0 5 4

finalmente el resultado es la energia de intercambio de Dirac

kit = =2 ()" [ i (234)

™

Hasta aqui ya hemos visto los componentes de la teoria original de TF y con la nueva
contribucién realizada por Dirac [47] en 1930 que viene a modificar el modelo original para
dar lugar a un nuevo modelo, el cual es conocido con el nombre de modelo tradicional
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de Thomas-Fermi-Dirac (TFD), que explicitamente se representa como se muestra a
continuacion

Erpplp(r)] = 130 (3?) 2/3 / ,)5/3 (r)dr — Z / pr)

r 33\
2 /p ) drldrz ~1 <7r) /p4/3(r)dr.

Cabria esperar una mejor aproximacion del funcional de la energia, para sistemas reales,
si éste exhibiera los efectos de la inhomogeneidad de la densidad electrénica cerca del ni-
cleo (ver figura (2.3)). Este punto de vista fue tomado por primera vez por von Weiz-
sacker [48] en 1935, quien consider6 modificaciones en las ondas planas de la forma
(1 + a-r)e’®* donde a es un vector constante y k es el vector de onda local. El re-
sultado de la correccion de Weizsécker a la energia cinética del modelo TF considera un
término adicional en la aproximacion del desarrollo del gradiente a primer orden, lo cual
da como resultado para la energia cinética total

Tlp(r)] = To[p(r)] + AT p(r)], (2.36)

(2.35)

con T,,[p(r)] la correccién de Weizsécker a la energia
cinética, donde el pardmetro A\ es igual a 1 en el
trabajo original de Weizséicker [48], pero que maés
tarde se demostré que era 1/9 desde el enfoque del
desarrollo en serie del gradiente [52].

El término de correccién de Weizsacker surge co-
mo una consecuencia del desarrollo en serie del gra-
diente del funcional de la energia cinética, es decir,

Tlp(r)] = To[p(r)] + Ta[Vp(r)] + To[VZp(r)] + .
(2 37) Figura 2.3. Esta grafica muestra como cer-

ca del ntucleo el potencial electrén-nicleo

Para deducir el término de correccién de 1o puede aproximarse por un potencial
Weizsicker usaremos el enfoque presentado en el constante, y la forma del potencial pro-

. . . duce una inhomogeneidad en la densidad
trabajo de Z. Romanowski y S. Krukowski [65] ba- . trénica que se encuentra cerca del i

sado en el teorema de Green-Gauss. cleo del dtomo.

Primero, consideremos un sistema de un solo elec-
trén, denotemos por ¢ (r) una funcién real que des-
cribe a dicho sistema, entonces 1*(r) = 1(r). De aqui que la energfa cinética del sistema
esta dada por

= (¥] - *V2I¢ /w )V24h( (2.38)

De la definiciéon habitual de densidad electrénica p(r) = | (r)]?, podemos calcular el
laplaciano de esta densidad, y eso lo hacemos de la siguiente manera. Teniendo en cuenta
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que 9(r) es una funcién real, VZp(r) = V2|¢h(r)|> = 2V(r) - Vi(r) + 2¢(r)V2(r), si a

este tltimo resultado lo integramos con respecto al volumen obtenemos

[ V2ow)dr =2 [ V() - Volr)de +2 [ 4r)VH(r)dr,

donde podemos identificar el segundo término en la suma como la energia cinética mul-
tiplicada por un factor de —4, tal que al reordenar términos y al despejar a la energia
cinética obtenemos

=& [ Vo) oy [ Vplryr (2:39)

Pero atn falta por expresar a la energia cinética como funciéon tinicamente de la densidad
p(r), para esto consideremos el gradiente de la densidad Vp(r) = V] (r)|> = 2¢(r)Vi(r)
y enseguida calculamos

Vp(r) - Vp(r)

Vp(r) - Vp(r) = 4p(r)Vi(r) - Vi(r) — Vi(r) - Vip(r) = PO

al reemplazar este resultado en la ecuacion (2.39) obtenemos una expresién en funcién de
la densidad electrénica p(r)

Tlo(x)] = 5 / Vp Vp -7 / V2 (2.40)

Hemos encontrado que la energia cinética esta dada en funcién de un desarrollo en serie
del gradiente de la densidad. Se puede mostrar que la segunda integral en el funcional de
energia cinética (2.40) es nula (ver apéndice F). Asi que el término que sobrevive es el
denominado término de correccién de Weizsacker a la energia cinética y se denota como

Tulp(r)];

T [p(r)] = é / Wdr. (2.41)

Asi es como finalmente se llega al modelo del funcional de la densidad con el cual
trabajaremos para determinar propiedades electrénicas de sistemas de interés, el modelo
de Thomas-Fermi-Dirac-Wiezsicker (TFDW), dado por la expresion

Elp(r)] = Tolp(r)] + ATw[p(r)] + Veelp(r)] + J[p(r)] + K[p(r)], (2.42)

que viene del modelo original TF (2.20), la energia de intercambio de Dirac (2.34) y la
correccién de Weizsdcker (2.41).
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2.3. Implementacién variacional del modelo TFDAW

El formalismo de Thomas-Fermi-Dirac-Weiszacker (TFDW) se puede considerar como
la primera propuesta completa de la teoria del funcional de la densidad, en la que se incor-
poran las contribuciones a la energia atémica total considerando el caracter fermiénico de
los electrones, asi como las variaciones en su energia cinética segin su posicion respecto
del niicleo. Explicitamente, en este formalismo la energia queda expresada como

(37) 2/3/p5/3 Vr + 2 /Vﬂ (VP Z/P

3 /3\ /3
+ 5 /7p rlrl’z 2 dridry — 1 <W> /p4/3(r)dr,

donde el primer término corresponde a la energia cinética del gas homogéneo de electrones,
el segundo a la correccion de Weizsacker a la energia cinética, el tercero y cuarto a la
interaccién coulombiana electron-ntcleo y electron-electréon, y el quinto a la energia de
intercambio de Dirac.

Elp(r)] =
10! (2.43)

Evidentemente, el funcional TFDW (2.43) depende de la densidad electrénica, la cual se
habra de determinar mediante un procedimiento fisicamente plausible, como el principio
variacional, en el que mediante argumentos fisicos razonables se proponga una funcién
ansatz apropiada para la densidad electrénica, misma que lleve a una optimizacién de la
energia consistente con los calculos mas precisos.

A continuacién revisaremos la implementacién variacional del funcional TFDW, para
lo cual se muestran primero varios esfuerzos encaminados a la generaciéon de una repre-
sentacion adecuada de la funcion variacional ansatz para la densidad electronica, tal que
permita describir de buena manera las propiedades de la distribucion electréonica y la
energia, al compararse con metodologias numéricas mas sofisticadas, como los calculos
Hartree-Fock, asi como con el experimento.

2.3.1. Densidad electréonica y estructura de capas

Anteriormente, cuando hablamos sobre la aproximacion de campo central autoconsis-
tente SCF, vimos que la estructura electronica de un atomo se da en forma de capas.
Ademas pudimos observar cémo es que los calculos HF-SCF arrojan como resultado fun-
ciones de distribucién radial que exhiben el modelo de capas electronicas, que reproducen
con gran precision los resultados obtenidos de manera experimental.

En la concepcién original de los modelos de TF y TFDW, la densidad electréonica se
considera como la de un gas de electrones bajo la accién del potencial coulombiano nuclear
incluyendo las interacciones interelectréonicas. En este sentido, estos modelos no contem-
plan la descripcion de la estructura de capas atémicas.

Sin embargo, en 1977 W. P. Wang y R. G. Parr [53] mostraron que si es posible incorpo-
rar la estructura de capas en la funcién de densidad p(r) al imponer ciertas restricciones.
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Radial distribution function

t

Figura 2.4. Funcién de distribucién radial del argén (Ar:1s22522p83s23p®) en funcién de 7. La linea pun-
teada corresponde al calculo de HF, la linea continua es el resultado de datos de difraccién de electrones.
Imagen tomada del libro de Quantum Chemistry, Ira N. Levine [77].

Las ideas que ellos propusieron se basan en las funciones de distribucién radial obtenidas
de calculos HF para sistemas de varios electrones, donde se alcanza a apreciar que la
densidad electronica del estado fundamental de un dtomo es una funcién monétonamente
decreciente de la distancia r entre el nicleo y los electrones, ésta queda bien representada
como una funcién continua de exponenciales por partes, con tantas regiones exponenciales
diferentes como ntimeros cuanticos principales.

Tanto en un atomo real como en uno modelado por el método HF, las transiciones
de una exponencial a la siguiente ocurren en ciertos intervalos que varian de acuerdo
al sistema con el cual se esté trabajando. A pesar de esto, los minimos en la densidad
radial son puntos bien definidos y fisicamente significativos, los cuales permiten separar a
dicha densidad del 4tomo en diferentes regiones exponenciales. Dichas regiones se pueden
apreciar en la figura (2.4), que corresponde a la densidad radial del 4tomo de Ar. Este
fue el punto de partida que llevé a Wang y Parr a imponer las restricciones sobre las
densidades electronicas.

La primera propuesta con estas restricciones fue la siguiente

Nye 27, 0<r<mnr (capa-K, n=1)
Nye=2027 r <r<ry (capa-L, n=2)

= 2.44
p(r) Nye=2as7 re <1 <1 (capa-M, n=3) ' (2.44)

con 0 <ry <ry <rg<etc.,y a; > as > ag >etc. Los pardmetros a determinar mediante
la optimizacion variacional del funcional de la energia son: las constantes de normalizacion,
N1, Ns, Ns,..., los factores en las exponenciales oy, as, as,..., las posiciones correspon-
dientes a los minimos 7, 79, 73,..., y las poblaciones electréonicas por capa wy, ws, ws,....
Todos estos parametros estan sujetos a condiciones de continuidad y de normalizacién.
En este postulado se asume que p(r) es continua pero dp(r)/0r no necesariamente lo es.

Mientras que la ortogonalidad entre las diferentes capas permite reescribir la condicion
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de normalizacién sobre la densidad total (ver apéndice E, ecuaciones (E.9) y (E.25))

/ p(r)dr = N, (2.45)

como

occ

N:w1 +CU2+CO3+...:ZW”, (246)
n
con n el nimero cuantico principal y las ocupaciones orbitales

Wy = 47r/0 1 p(r)ridr,  wy, = 47r/ : p(r)ridr, w3 = 47r/ ’ p(r)ridr, ... (2.47)

1 2

Otra forma para la densidad electrénica en la ecuacién (2.44), es considerar el mo-
mento angular, por lo que cada exponencial por partes seria multiplicada por un factor
r?"=2 1o cual conduce a la forma general de las densidades orbitales radiales tipo Slater
N2, r?n=2¢=20n" on donde e es un parametro variacional.

Unos afios mas tarde en 1982, Wen-Ping Wang [54] propuso un modelo modificado, el
modelo de capa fija, en el cual el postulado imponia la condicién de que el niimero de
electrones en cada regién exponencial es fijo. Cada regién puede tener tantos electrones
como permita el niimero cuantico principal correspondiente, lo cual lleva a que para la
capa-K el maximo nimero de ocupacién es dos, para la capa-L el maximo nimero es
ocho, para la capa-M el méaximo es de dieciocho, etc. Esto en contraste con la propuesta
original de Wang y Parr [53] en la cual las ocupaciones electrénicas en capas diferentes
son consideradas como parametros variacionales y que ademaés no estaban restringidas a
un nimero maximo de electrones.

Los modelos de capa fija no solo tienen un ntimero menor de parametros variacionales,
lo cual conlleva una reducciéon importante en los calculos a la hora de minimizar la ener-
gia, sino que ademas producen funciones de densidad muy buenas cerca de los nicleos,
y las energias totales que se pueden calcular a partir de ellos tienen un acuerdo muy
razonable con los resultados obtenidos del método HF para dtomos libres. Quizas un gran
inconveniente de este procedimiento fue la necesidad de recurrir a densidades electrénicas
radiales HF para separar las diferentes regiones exponenciales para definir cada capa.

Mientras tanto en ese mismo ano (1982), E. Hernandez y J. L. Gazquez [55] presenta-
ban su trabajo en el cual imponian la estructura de capas desde un inicio, mediante la
propuesta de una densidad electronica la cual fuese idéntica en su forma funcional a la de
un célculo HF con un conjunto base minimo (MBS por sus siglas en inglés: Minimal Basis
Set)!, para, de esta manera poder probar la precisién del funcional de la densidad para
determinar la densidad electrénica, esto de la comparacion directa de los valores de los
parametros con aquellos obtenidos de calculos Hartree-Fock con un conjunto base minimo

'Un conjunto base minimo es aquel en el que se usa como base una sola funcién para cada orbital en
un calculo de Hartree-Fock en el dtomo.
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HF-MBS. Clementi y Raimondi [56] optimizaron los exponentes orbitales o, de dtomos
multielectréonicos con calculos HF-SCF para asegurar el minimo de la energia.

En un cédlculo HF-MBS cada orbital ocupado es aproximado por una sola funcién or-
bital tipo Slater STOs (2.13), @nem(r) = Nyer™ e @TY;™(0, ¢), con ay,, un pardmetro
variacional cuyo valor es fijado de la minimizaciéon del valor esperado de la expresion
de la energia correspondiente a una funcién de onda determinante, con la condicién de
ortogonalidad del conjunto de orbitales {t¢,em(r;)}.

Después de la integracion sobre todo el angulo soélido, la densidad electrénica resultante
de dicho conjunto base minimo esta dada por

occ

pr) = > nyf(r)is(r), (2.48)

j=1s

con n; el nimero de electrones en el j-ésimo orbital.

En los célculos de Herndndez y Géazquez [55], utilizan esta forma de la densidad elec-
tronica total (2.48) compuesta como una combinacion lineal de densidades orbitales, y
las condiciones de ortonormalidad se cumplen al realizar una ortogonalizacion de Schmidt
entre aquellos orbitales con el mismo valor de niimero cuantico azimutal ¢. Dicha densidad
queda determinada de la optimizacion del funcional de la densidad. Una ventaja de esta
propuesta en la densidad sobre los modelos de exponencial por partes, propuestos por
Wang y Parr [53], es que con este postulado se tiene continuidad de la primera y la segun-
da derivada. Sin embargo, llegaron a la conclusién de que aunque se observa una mejora
para las densidades radiales y las energias del He y del Ne, para Ar y Kr se observan
grandes discrepancias con los calculos de HF tanto en las densidades radiales como en las
energias.

Posteriormente en 2005, S. A. Cruz, C. Diaz-Garcia y G. Covarrubias [58] presentan otro
enfoque para explorar la robustez del funcional de energia TFDW (2.43). Su propuesta
es que la funcién de densidad para cada orbital atémico se construye a partir de orbitales
tipo Slater (2.13), y la densidad electrénica total es

occ

p(r) = > pulr), (2.49)

nl=1s
con la densidad orbital definida como pu¢(r) = |¢ne(r)]?, v que deben cumplir que la
integral sobre todo el espacio debe ser igual al niimero de ocupacion orbital w,,,

/png(r)dr = Wy (2.50)

Como primer ansatz, utilizan orbitales tipo Slater (2.13) no ortogonales sin nodos y
promediados angularmente, los cuales denotaremos como

Une(r) = Npgr™ e ", o (1) = N2, =2~ 20mr, (2.51)
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Por otra parte, con el fin de ver el efecto de utilizar orbitales con nodos y mutuamen-
te ortogonales, emplearon orbitales tipo hidrogenoide basados en la idea propuesta por
Csavinsky [57] en su estudio de energias orbitales, donde se considera el cardcter de nodo
de los diferentes orbitales a partir del ansatz

wls(r) = leea1.§T7 %s(ﬂ = NZS(TZS - 7,)601237”’
7v/JQp(T) = ngreoc2pr7 ¢38(,',,) — N35(7” —ar + br2)6a3sr’

¢3p(r) = N3p(r3p - T>€assr’

los cuales, bajo la condicion de ortogonalidad entre orbitales con la misma simetria, de-
terminan las constantes y las posiciones nodales, esto es, el nodo 794 viene de la condicion
(115]Y2s) = 0, de manera similar, las constantes a, b y rs, son definidas de las condiciones

<wls|¢35> = <w25’w35> =0y <w2p|w3p> =0.

Las conclusiones a las que llegaron fueron que: el uso de las funciones con nodos dentro
del enfoque TFDW da un resultado mas pobre en las energias en comparacién con el
de las funciones sin nodos, la cual produce mejores energias totales, en comparacion con
los célculos de HF correspondientes [62]. La razén de esta diferencia proviene de las
restricciones adicionales impuestas a los parametros orbitales al requerir la ortogonaliza-
cion, lo que vuelve a las densidades orbitales mas rigidas al momento de llevar a cabo la
optimizacién.

Si, estado base
‘ ,

15H

HFS
TFD1/8W-sin nodos
10 Y . TFD1/8W-con nodos |

4rrp(r) [u.a.]

r[u.al

Figura 2.5. Densidad radial TFDW del 4tomo de Si construida de orbitales ortogonales con nodos (curva
punteada color azul) comparada con aquella construida de orbitales no ortogonales sin nodos (curva
continua color azul) y de funciones de onda HFS [62] (curva continua color negro).

En lo que concierne con la aproximacién de la densidad electrénica radial total y la
estructura de capas, la densidad electronica radial obtenida de las funciones con nodos
muestra una ligera mejora con respecto a las funciones sin nodos, principalmente para las
capas internas. Este hecho se puede apreciar en la figura (2.5), en la cual se representan
las densidades electrénicas y la estructura de capas para el dtomo de silicio (Si) libre. La
curva punteada en color azul representa a la densidad electronica obtenida de las funciones
con nodos, la cual muestra una ligera mejora en la definiciéon de la capa-K y la capa-L con
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respecto a la densidad correspondiente a las funciones sin nodos, representada por la curva
continua color azul, pero ambas funcionan casi igual para la capa de valencia (capa-M).
Ambas densidades TFDW se comparan con la densidad HFS [62] (curva continua negra)
para este mismo sistema.

De esto se concluye que para el tratamiento variacional TFDW es mas apropiado y
practico emplear las funciones ansatz tipo Slater sin nodos.

2.3.2. Atomos multielectrénicos libres

Para sistemas atomicos libres, varios valores para el pardmetro A fueron usados por
diferentes autores para comparar las estimaciones a la energia atémica de los sistemas
tratados. Dichos valores para A provienen de diferentes formalismos para encontrar el
término de correcciéon de Weizsacker a la energia cinética.

Por mencionar algunos ejemplos, tenemos que el parametro A es igual a 1/9 dentro
del formalismo convencional de la expansién del gradiente [52], pero también hay otros
valores empiricos para A que han sido utilizados, por ejemplo, A = 1/5 por Yonei y
Tomishima [51] en 1965, basado en un ajuste para dtomos hidrogenoides, A = 0.186 por
Lieb [50] en 1981, obtenido del andlisis del limite de nimeros atéomicos grandes de los
atomos, y A = 1.4/9 ~ 1.5/9 ~ 1/6 por Brack [49] en 1985.

Errp1/ow Errp1/sw Errpi/sw E* E® Enpr
He -2.62 -2.59 -2.42 -2.886 -2.862
Li -7.10 -7.01 -6.58 -7.565 -7.433
Be -14.29 -14.13 -13.31 -14.670 -14.573
B -24.51 -24.24 -22.90 -24.580 -24.529
N -55.18 -54.63 -51.85 -53.670 -54.401
Ne -129.59 -128.40 -122.43 -123.100 -127.353 -128.547
Mg -201.16 -199.41 -190.62 -199.615
Ar -531.98 -527.85 -506.20 -527.562 -526.817
K -605.60 -600.98 -577.09 -599.165
Ca -684.77 -679.62 -653.77 -676.758
Y -956.42 -949.52 -915.05 -942.884
Fe -1282.27 -1273.37 -1228.56 -1262.443
Cu -1663.83 -1652.65 -1596.35 -1638.962
Zn -1803.56 -1792.01 -1731.63 -1777.848
Ge -2104.34 -2090.62 -2019.64 -2075.359
Kr -2787.12 -2769.44 -2681.33 -2793.115 -2752.055

Tabla 2.1. Energia total Erppaw (A = 1/9,1/8,1/5) del estado fundamental para un conjunto de
atomos de los primeros tres renglones de la tabla periédica. La energia de Coulomb J[p(r)] es la obtenida
a partir de la solucién a la ecuacién de Poisson. Erppaw de referencia [58]. E¢ referencia [53,54], E®
referencia [55], Epp referencia [62].

La tabla (2.1) muestra los valores de la energia del estado fundamental para un con-
junto de atomos neutros obtenidos por Cruz y colaboradores [58] mediante el método
TFDW (2.43), etiquetados ahora como TFDAW, para diferentes valores del factor A
(A =1/9,1/8,1/5), comparados con los célculos mas precisos HFS de Clementi y Roet-
ti [62] y los obtenidos por Wang y Parr [53,54], y Herndndez y Gazquez [55]. En todos los
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casos, las densidades orbitales empleadas por los primeros autores [58] son del tipo Slater,
dadas por la ecuacién (2.51)

2 2n—2_—2a,
Pre(r) = Nypr™"“e” ",

y que cumple con las condiciones dadas por las ecuaciones (2.45), (2.49) y (2.50), con ay,
los parametros variacionales, por lo que la optimizaciéon de la energia se da de la siguiente
manera

OFE
o = 0. (nl = 1s,2s, ..., 0cc)

Los resultados de la tabla (2.1) muestran la sensibilidad de la energia a la eleccién
del factor A de Weizsicker en la ecuacion (2.43). La eleccion de este factor inclusive
llevar a energias menores que la obtenida mediante el calculo més preciso HFS, lo cual
sugiere que este factor debe ser juiciosamente definido para cada sistema, de manera que
el tratamiento sea consistente con el principio variacional (ver apéndice B).

Es importante mencionar que en estos primeros calculos, el potencial electrostatico
involucrado en el término de repulsién coulombiana en la ecuacién (2.43) fue evaluado a
través de la ecuacion de Poisson, lo cual requiere de un criterio apropiado para definir el
valor de la constante aditiva resultado de la solucién de dicha ecuacién [58]. Esto se superd
posteriormente al emplear la expansién multipolar, como indicamos a continuacién.

Errp1/sw Qais Qags azp asgs Qasp Qgs aszq
He -2.5885 1.5754
Li -7.0126 2.5524 1.0569
Be -14.1280 3.5484 1.4218
B -24.2598 4.5585 2.0553 0.9937
C -37.6827 5.5757 2.7084 1.2404
N -54.6261 6.5976 3.3827 1.4650
Ne -128.4035 9.6758 5.4875 2.0617
Mg -199.4093 11.7615 6.8201 2.9050 1.3392
Ar -527.8465 18.0000 10.7264 5.4967 3.8985 2.1832
K -600.9812 19.1373 11.3510 5.9419 4.3270 2.5556 1.3225
Ca -679.6265 20.2044 11.9700 6.4148 4.5807 2.9501 1.5679
\% -946.2013 25.0000 15.0000 8.0000 5.5377 4.1316 1.7755 2.0000
Fe -1273.3724 26.6028 15.6680 9.2242 6.0000 5.3771 1.5349 1.5349
Cu -1643.6833 27.0000 17.0000 10.0000 6.0000 6.8271 1.4483 2.8639
7n -1772.4360 27.0000 17.0000 10.0000 6.0000 7.0000 1.4350 2.9735

Tabla 2.2. Energfa total Erppaw (A = 1/8) y pardmetros orbitales del estado fundamental de &dtomos
multielectrénicos. Para estos calculos se uso el desarrollo multipolar para la interaccién electréon-electron.

En la tabla (2.2) se presentan las energias y los pardmetros variacionales orbitales ob-
tenidos de la minimizacién del funcional de la densidad TFDAW. Estos céalculos fueron
realizados a partir de una rutina hecha en MATHEMATICA 10, y a diferencia de los resul-
tados TEDAW de la tabla (2.1), en este caso usamos el desarrollo multipolar para evaluar
la energia de Coulomb (apéndice H)

Iplw) =82 [~ raptra) { [ riotrdry +1 [

(e 9]

Tlp(rl)drl} dry. (2.52)

2
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Una revision de estos valores indica una estrecha correspondencia entre los orbitales de
la capa-K y los obtenidos originalmente por Clementi y Raimondi [56]. Sin embargo, los
parametros para otros orbitales difieren sustancialmente, lo que indica un apantallamiento
diferente, lo que podria atribuirse al cardcter no ortogonal y sin nodos de los orbitales
atomicos utilizados en este estudio.

Ya hemos visto que el parametro A puede tomar distinto valores que dependeran del tipo
de enfoque que se le dé al tratamiento del problema. A pesar de esto, otros valores para A
han sido utilizados de manera ad-hoc para obtener una estrecha correspondencia con las
energias obtenidas a partir del método HF. Esta eleccion, aunque empirica, afiade cierta
flexibilidad a la configuracién de la energia, de manera que pueda ajustarse con una cierta
precisién con respecto a las energias HFS calculadas por E. Clementi y C. Roetti [62].

A Errpaw Eur
He 0.02544 -2.862 -2.8616
Het 0.32448 -1.999 -2.0000
Li 0.06122 -7.432 -7.4327
Lit 0.04745 -7.236 -7.2364
B 0.11109 -24.529 -24.5289
C 0.12479 -37.688 -37.6886
ct 0.12986 -37.292 -37.2922
Cc2+ 0.12881 -36.408 -36.4084
e} 0.13411 -74.809 -74.8093
Ne 0.12331 -128.547 -128.5470
Net 0.13309 -128.817 -127.8177
Ne2+ 0.14340 -126.372 -126.3721
Ne3+ 0.15334 -124.104 -124.1042
Mg 0.12335 -199.615 -199.6146
Al 0.12438 -241.877 -241.8766
Si 0.12545 -288.854 -288.8543
Sit 0.12573 -288.572 -288.5728
SiZ+ 0.12479 -287.995 -287.9955
P 0.12636 -340.719 -340.7187
Cl 0.12831 -459.481 -459.4819
Ar 0.12854 -526.817 -526.8174
Ca 0.13289 -676.758 -676.7580
Ge 0.14122 -2075.359 -2075.3591

Tabla 2.3. Energias Erppaw de sistemas atémicos libres con respectivos pardmetros A optimizados.
Resultados Fpp publicados por E. Clementi y C. Roetti [62]. Tabla tomada de referencia [69].

En la tabla (2.3) se encuentran los distintos valores de A correspondientes a diferente
sistemas atémicos neutros y ionizados en estado libre, asi como la energia TFDAW y
la energia HE'S [62] respectiva, todos estos sistemas en su estado base. Estos valores se
pueden encontrar en la referencia [69]. Dichos valores para A fueron optimizados de manera
que la energia TFDAW se ajuste a la energia HFS con tres cifras decimales de precision
para estos sistemas libres.

Esto es de suma importancia puesto que estos valores de A optimizados nos seran de
utilidad para calcular las energias TFDAW de los sistemas de interés bajo diferentes
condiciones de confinamiento espacial, esto asegura que los resultados obtenidos ofreceran
confiabilidad y precision.
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Atomos multielectronicos confinados

En esta seccién mostramos como es que funciona el modelo del funcional de la densidad
TEFDAW para sistemas atomicos confinados por potenciales externos finitos e infinitos, y
bajo diferentes geometrias (esférica y esferoidal). Esto nos permitird visualizar el efecto
que provocan tanto el confinamiento isotrépico (esférico) y el confinamiento anisotrépico
(esferoidal) sobre algunas propiedades de interés dentro de este trabajo.

Y al igual que hemos venido explorando las diferentes condiciones de confinamiento
para los sistemas mono- y bi-electrénicos, ahora toca el turno de hacer la revision del
tratamiento y resultados de sistemas multielectronicos que nos permitiran establecer los
antecedentes para finalmente desembocar a los nuevos resultados en los que se centra el
presente trabajo [69].

Primeramente revisaremos el caso de atomos multielectronicos bajo condiciones de con-
finamiento esférico impenetrable [58,61]. En segundo lugar, la extension natural al caso
anterior es el confinamiento esférico penetrable [59,61]. Después para el confinamiento
anisotropico esferoidal abordaremos, en primer lugar, el caso de barrera de potencial in-
finito [61]. Posteriormente trataremos el confinamiento de dtomos multielectronicos en
cavidades esferoidales penetrables [69]. Y finalmente, haremos una revisién del traba-
jo realizado en cuanto a la limitacion espacial de atomo multielectréonicos por fronteras
abiertas [61,66].

3.1. Confinamiento por una cavidad esférica impene-
trable

Consideremos un sistema multielectronico confinado, un atomo, por una frontera geo-
métrica impenetrable, una esfera de radio r,. La carga nuclear Z se localiza en el centro
geométrico de la cavidad de confinamiento, el cual coincide con el origen de coordenadas.

De lo aprendido anteriormente de los tratamientos variacionales para sistemas de uno y
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dos electrones bajo efectos de confinamiento espacial. Recordemos que las funciones ansatz
utilizadas corresponden a la funcién de onda del sistema libre multiplicada por una funciéon
de corte, que para el caso de una barrera de potencial infinito ésta es f(r,r,) =1 —r/r,,
la cual cumple con la condicién de contorno de Dirichlet.

Analogamente, para las densidades orbitales la propuesta es similar, y corresponde al
producto de las densidades orbitales del sistema libre (ecuacion (2.51)) multiplicadas por
el término de corte f(r,r,) = (1 —r/r,)%. Asi, las densidades orbitales ansatz son

2
pni(1) = N2r2n—2e=20mer {1 — r} , (3.1)
To
que cumple con las condiciones dadas por las ecuaciones (2.45), (2.49) y (2.50). Con la
diferencia de que el intervalo de validez en la integracion ya no es todo el espacio sino
que ahora se integra tinicamente en el interior de la esfera de radio r,, es decir, los limites
de integracion en la coordenada radial son 0 < r < r,. Con estas densidades orbitales es
posible conformar el funcional de densidad TFDAW (2.43), que se optimizaré con respecto
a los parametros o,

oF
— =0. (nl = 1s,2s, ..., 0cc)
80./ng
To “ETFrD1/sW YErpp1/sw a1s azs azp Enr
B 1.5 -18.468 -16.830
2.0 -21.845 -21.604
3.0 -23.689 -23.945
4.0 -24.074 -24.389
5.0 -24.176 -24.492
C 1.5 -30.472 -30.217
2.0 -34.793 -36.738 5.3137 1.6735 1.6735 -35.059
3.0 -36.971 -37.516 5.3975 2.4383 1.0312 -37.257
4.0 -37.407 -37.603
5.0 -37.567 -37.673 5.4705 2.5935 1.0654 -37.668
Ne 1.5 -115.009 -123.310
2.0 -122.787 -127.073 9.4216 5.1995 1.6632 -127.231
3.0 -127.232 -128.415 9.5014 5.3068 1.7959 -128.415
4.0 -128.101 -128.523
4.5 -128.238 -128.535 9.5607 5.3700 1.9094 -128.535
Ca 2.0 -662.176
2.5 -670.968
3.0 -674.738
4.0 -677.708
5.0 -678.713
5.5 -678.969

Tabla 3.1. Energias TFDAW y HF [67] del estado base para un conjunto de varios dtomos multielectré-
nicos y para varios radios de confinamiento.

@ Energia de Coulomb calculada a partir de la ecuacién de Poisson [58].

b Energia de Coulomb calculada a partir del desarrollo multipolar [61].

Un primer célculo exploratorio con A = 1/8 [58,61] se muestra en la tabla (3.1) para
varios sistemas confinados por cavidades esféricas con radios de confinamiento r,, estos
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resultados se comparan con los célculos HF correspondientes realizados por Ludena [67].
La primera columna de energias TFD1/8W corresponde a los resultados obtenidos por
Cruz y colaboradores [58], en donde resolvieron la ecuacién de Poisson para calcular la
energia de Coulomb (2.30) de la interaccién electron-electron. Las siguientes columnas
corresponden a la energia y parametros variacionales optimizados empleando el desarrollo
multipolar en la energia de Coulomb, esto es,

To 72 To
2 2
J[,o(r)]:&r/o rgp(rg){/o rlp(rl)drl—i—rg/ rlp(rl)drl}dm, (3.2)
T2

para algunos radios de confinamiento seleccionados [61].

o Erppiw o1 azs Q2p a3s a3p asd 71 Q4p
0 2.0 -73.722  7.0202 34502 0.4906
A=0.134105 3.0 -74.603  7.2065  3.6895  1.0365

5.0 74776 7.3537  3.8527  1.3839

8.0 74799 74336 3.9373 15184

o0 -74.809 75619 4.0689  1.6733
Ne 20  -127.147  9.1552  4.9282  1.0327
A=0.12331 3.0  -128235  9.3390  5.1261 15172

50  -128.484 94836 52777  1.7982

80  -128528  9.5625  5.3597  1.9143

oo  -128547  9.6902 54894  2.0614
Si 20  -287.033  13.3320  7.5785  3.0668  0.3795  0.3776
A=0.12545 3.0  -288.579  13.5098  7.7727  3.3416  1.3060  0.7342

50  -288.825  13.6502  7.9190  3.5333  1.7680  1.1573

80  -288.846  13.7280  7.9971  3.6287  1.8732  1.3958

oo -288.854  13.8542  8.1245  3.7660  1.9996  1.6066
Ge 2.0 2072432  32.0767  18.9467 114185  7.1686  7.1707 25666  1.4378  1.4367

A=0.141215 3.0 -2074.914 32.2496 19.1069 11.6232 7.3861 7.3853 3.0591 1.0982 1.0978
5.0 -2075.323 32.3862 19.2417 11.7735 7.5482 7.5481 3.3023 1.5318 1.3908
8.0 -2075.351 32.4623 19.3175 11.8542 7.6349 7.6330 3.4097 1.6843 1.6554
oo -2075.359 32.5850 19.4475 11.9829 7.7450 7.7704 3.5526 1.8794 1.8270

Tabla 3.2. Energias del estado base Erppw [61] y pardmetros variacionales optimizados oy, para
algunos radios de confinamiento r, seleccionados. La energia de Coulomb fue calculada mediante el
desarrollo multipolar.

De este comparativo podemos notar que las energias TFD1/8W muestran una buena
concordancia tanto cualitativa como cuantitativa con respecto a las obtenidas a partir del
método HF por Ludena [67]. Para los resultados TFD1/8W de la solucién a la ecuacion
de Poisson se observa una concordancia cuantitativa buena para radios de confinamiento
ro, > 2.0 con una diferencia creciente a medida que 7, se hace mas pequeno. Mientras
tanto para aquellas energias TFD1/8W, obtenidas del desarrollo multipolar (ecuacién
(3.2)), son mas precisas incluso para radios de confinamiento r, < 2.0. Esto es debido
a que cuando se resuelve el potencial electrostético para la energia de Coulomb J[p(r)]
(2.30) dentro de la regién de confinamiento, demanda la apropiada evaluaciéon de dos
constantes de integracion, de manera que el potencial electrostatico no tiene una solucion
Unica. Puesto que la primera constante esta bien definida a partir del comportamiento
del potencial cercano al origen, la determinaciéon de la segunda constante de integracion
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esta sujeta a una eleccion juiciosa, debido a que ésta resulta tener un caracter arbitrario
particularmente en r = r, y tal que tiende a cero mas rapido que 1/r, en el limite
r, — 00, y mantiene el comportamiento adecuado para valores pequenos de r,. Lo que
hacen estos autores [58] es una aproximaciéon en dicha constante como una exponencial
decreciente simple que permita mantener el comportamiento asintotico del potencial en el
limite r, — oo y el comportamiento no divergente en r, — 0 (los detalles de esta discusién
se pueden ver en la referencia [58]).

Si bien el método de Poisson permitié un trata-
miento analitico y simplificado de la integral de o
Coulomb J[p(r)] (2.30), lo siguiente es resolver
esta integral de manera exacta mediante el uso
de la ecuacion (3.2), correspondiente al desarro- 70!
llo multipolar en coordenadas esféricas.

Posterior a estas conclusiones y ya con los para-
metros A optimizados para cada sistema (ver ta-
bla (2.3)), Cruz [61] calculd las energias y los pa-
rametros variacionales optimizados para los ato-
mos neutros de oxigeno (O), neén (Ne), silicio
(Si) y germanio (Ge), para varios radios de confi- -120}
namiento, sus resultados numéricos los podemos
observar en la tabla (3.2).

Energy (hartress)
I
©
S

-100

—110 1

-130

0

R (au)

La figura (3.1) muestra la evolucion de ener-
gla del atomo de Ne ne,utro confinado Comoﬁ fun- 0.12331) para la evolucién del estado base ba-
cion del radio d‘? la cavidad R [61]‘ Con el fin 'de se del Ne como funcién del radio de confina-
obtener una mejor comparacion de las correccio- miento R para el caso esférico impenetrable.
nes mencionadas en el modelo TEFDAW, la figu- La linea continua corresponde al célculo de
ra (3.1) muestra el comparativo entre las ener- 12 energia de Coulomb a partir del desarro-

gias TEFDAW obtenidas por el método de Pois- o multipolar mientras que la hgea punt,eada
corresponde a la solucién de Poisson. Célcu-

son (linea punteada) y los obtenidas de la ecua- |4 gF (cruces) por Ludeia [67]. Grafica fue
cién (3.2), ambas calculadas con el pardmetro de tomada de la referencia [61].

Weizsdcker optimizado (A = 0.12331) y que final-

mente se comparan con aquellos valores obtenidos

por Ludena del método HF [67] (cruces).

Figura 3.1. Predicciones TFDAW (A =

Lo primero que observamos es que la energia crece sin cota maxima conforme se reduce
el radio de la caja de confinamiento, que es el mismo fenémeno que observamos en sistemas
mono- y bi-electrénicos. Los efectos de confinamiento empiezan a ser claramente evidentes
para radios r, < 3.0, mientras que para radios de confinamiento grandes r, > 3.0 la
energia del sistema tiende asintéticamente a la del sistema libre. De estas dos ultimas
observaciones podemos percatarnos que estos son los limites de precision del método de
Poisson, en particular para este sistema, ya que para radios de confinamiento grandes
se ajusta muy bien con relacion a los calculos HF, pero conforme se reduce el radio de
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confinamiento va perdiendo precision.

Asi que, algunas conclusiones a las que se pueden llegar son que, claramente se observa
una mejora en los valores de energia TFDAW con relacion a los calculos HF. Sin embargo,
y a pesar de que el método de Poisson es una aproximacion mas simple para un sistema
confinado, la evaluacién de la energia de Coulomb (2.30) mediante la utilizacion del de-
sarrollo multipolar (3.2) resulta ser la mejor opcién para evitar imprecisiones en todo el
intervalo de posibles valores de 7,,.

Finalmente, después de haber eliminado las deficiencias cuantitativas existentes ya se-
naladas, el método TFDAW parece haber mejorado en sus predicciones, pero sigue siendo
lo suficientemente simple como para explorar la evolucion de la energia del estado funda-
mental de sistemas atémicos de muchos electrones bajo efectos de confinamiento espacial.

3.2. Confinamiento por una cavidad esférica penetra-
ble

Al considerar una barrera de potencial fini-
to se pretende presentar una descripciéon mas V(r)
realista de sistemas multielectrénicos bajo con-
diciones de confinamiento, que es la generaliza- Vo
cién natural al caso de altura de barrera infi-
nita. En este caso, la altura de barrera de po-
tencial es considerada como una funcién tipo
escalon de altura finita V,,, como se puede apre-
ciar en la figura (3.2). Esta suposiciéon obliga
a una descripcion mas apropiada del funcional
TFDAW para la energfa, esto para cada una de Figura 3.2. Diagrama del potencial para una
las dos regiones, interior y exterior, ademds de :f;’é?;d esférica, de radio 7o, de paredes pene-
las correspondientes modificaciones a las densi- ’
dades orbitales ansatz sujetas a las condiciones
de continuidad sobre la superficie de confinamiento.

T'o

De acuerdo con la descripcion y el planteamiento del problema de un dtomo de carga
nuclear Z centrado en el centro de una esfera de radio r,, y bajo condiciones de confina-
miento con un potencial finito, el cual queda representado por la expresion
N 0, 0<r<r
V - o, (3.3)

Vs, 7, <1 < 00

y debido al hecho de que ahora existen dos regiones con probabilidad no nula de poder
hallar electrones en ellas, la propuesta [59] para modificar el funcional de la densidad
TEDAW (2.43) es la siguiente:
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e Fuera de la region de confinamiento la energia total sera comprendida por la energia
cinética mas la energia debida a la barrera de potencial. Esto corresponderia a con-
siderar un potencial efectivo constante actuando sobre cada electrén una vez fuera
de la cavidad (analogo a lo ocurrido para sistemas atémicos de uno y dos electrones
donde habia un hamiltoniano interno y uno externo, que quedaban determinados
por el potencial),

Eext [pext(r)] - To,emt [pemt(r)] + )\Tw,emt [pemt(r)] + ‘/barr [pext<r)], (34)

con el funcional Vigpr[pest(r)] dado por
%arr[pe:ct(r)] = ‘/o-/pext(r)dr' (35)

e Mientras que dentro de la region de confinamiento el funcional TFDAW mantiene su
estructura habitual aunque con los respectivos cambios en los limites de integracién
(al igual que sucede para una altura de barrera infinita),

Eint [)Oint(r)] = To,z’nt [l)mt(r)] + /\Tw,int [pint(r)] + Ven [pint(r)] +J [pint(r)] + K [pmt<(;)6])

e Por lo tanto, el funcional de densidad de energia TFDAW correspondiente puede
escribirse genéricamente en términos de una contribucién interior y una exterior

E[,O(I')] = Eint[pint(r)] + Eext[pe$t<r)]- (37)

Para la construccion del funcional TFDAW dado por las ecuaciones (3.4)-(3.7) y por
las condiciones impuestas por el potencial V(r), ecuacién (3.3), se hace necesario una
traduccion adecuada para pasar de las amplitudes de probabilidad respectivas a cada una
de las regiones a las correspondientes densidades electronicas orbitales. En primer lugar la
primera modificacion a la densidad electrénica es entorno a la densidad electréonica total
(2.49), donde ahora se tienen dos contribuciones

occ

p(I') = Z [pnf,int(r) + pné,ea:t(r)] ; (38)

nl=1s

cuya normalizacion es al nimero total de electrones N (2.45) que constituyen al sistema
en cuestion. De aqui es posible definir las correspondientes densidades, interior y exterior,
las cuales serviran para la evaluacion de las diferentes contribuciones al funcional TEDAW
en cada una de las regiones del espacio,

pz’nt(r) - Z pnf,int(r)a pext(r) - Z pnf,ezt(r)u (39)
nl=1s nl=1ls

por lo que la densidad total (3.8) se puede expresar como la suma de dos contribuciones,
la densidad interior méas la densidad exterior, p(r) = pin(r) + pest(r).
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Por otro lado, la normalizacién de las densidades orbitales (2.50) se modifica de la
siguiente manera

/ tpnf,int(r)dr + / tpné,ext(r)dr = Wne, (31())

con wyy la poblacion orbital.

Aligual que ocurre con el tratamiento variacional y ahora con el funcional de la densidad
TFDAW. La distincién entre una region interior y una regién exterior conduce a una
propuesta apropiada para la representacion de las densidades orbitales ansatz definidas por
sus correspondientes parametros variacionales, y que ademéas cumplan con las condiciones
impuestas por las ecuaciones (3.8)-(3.10).

Una propuesta razonable para la densidad orbital interior, de acuerdo con el analisis
previo realizado en la seccién anterior, es construir ésta como el producto de dos funciones,
una la densidad tipo Slater para el sistema libre (2.51) multiplicada por un factor de
acoplamiento, que de acuerdo con lo que hemos venido revisando para atomos de uno y
dos electrones bajo estas mismas condiciones de confinamiento, dicho factor es de la forma
f(r,ry) =1 —~r/r,, por lo cual la densidad orbital interior propuesta queda como

pne,mt(r) — Nsé mtr2n—2€—2aner [1 _ ,-YT] , (3.11>
K ,r,o

con oy v 7y los parametros variacionales correspondientes. Notese que nuevamente el
pardmetro « tiene un intervalo de validez entre cero y uno, que en el casos limite v = 0
se recupera el sistema libre, y para v = 1 el sistema confinado por una altura de barrera
infinita. Por otro lado, para la densidad orbital exterior se recurre a una forma funcional
que proviene de la soluciéon exacta a la ecuacion de Schrédinger para el atomo de hidrogeno
confinado por una caja esférica penetrable, ecuaciéon (1.40), la densidad exterior propuesta
es

pné,ext(r) - Nié,emtr_ze_Qe_zﬁT (312)

con £ el nimero cudntico de momento angular y § es un pardmetro variacional, Ny int ¥
Ny ezt SON constantes de normalizacién sujetas a la condicién dada por la ecuacion (3.10).

Por el hecho de tratarse de una barrera de confinamiento de altura finita, tanto las
densidades orbitales como sus derivadas, deben satisfacer las condiciones de continuidad
en la frontera de la cavidad esférica. De la condicién de continuidad en las densidades
orbitales encontramos una relacion funcional entre las constantes de normalizacion

pné,int(r”r:ro = pnf,ext(r>’7‘=% — Niﬁ,ext = rg(n+€)672r0(aneiﬁ)(1 - V)Ngé,mt'

Mientras que de la continuidad en la primera derivada normal a la superficie de confina-
miento conduce a una expresion que relaciona a los pardmetros variacionales, de manera
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que es posible elegir al parametro 8 en funciéon de los otros parametros variacionales, o,
Yy

) %) gl n+¢
Epne,mt(r) B E'One’ext(r) — f=aut 2ro(1—7) 71,

r=ro r=ro

y asi se ve reducido el nimero total de parametros libres con respecto a los cuales se
minimizara la energia. Y dado que el pardmetro 3 debe satisfacer que 5 > 0, entonces,
los parametros o, y v deben cumplir la siguiente condicién

(2n 4+ 20+ 1)y 4 2r,(1 — ) e > 2(n + £).

Con lo anterior ya es posible calcular la energia total E[p(r)] (ecuaciones (3.4)-(3.7) y
(2.43)) y optimizarla con respecto a los parametros variacionales libres, a,,¢ y v, dado un
valor de r, y V,

oE oE
—=—=0. (nl = 1s,2s, ..., occ)
Oy Oy
To Errpaw il Als Q2s Q2p Q3s Qa3p Qa3d Q4s Q4p
V, = 0.0
Ne 2.0  -128451 0.0132  9.6918  5.4748  2.1279
2=0.12331 (-128.392)
3.0  -128.546 0.0324  9.6849  5.4838  2.0572
(-128.537)
4.0  -128.547 0.0324  9.6862  5.4851  2.0573
(-128.546)
10.0  -128.547 0.0322  90.6886  5.4872  2.0599
(-128.547)
V, = 1.0
o) 2.0 -73.854 0.0187  7.4046  4.0808  1.8505
A=0.134105 3.0 74701 0.0262  7.5628  4.0391  1.7679
5.0 -74.808 0.0478  7.5573  4.0637  1.6703
7.5 74.809  0.0480  7.8577  4.0657  1.6701
Si 2.0  -287.835 0.9334 13.6078  7.8741  3.4558 1.1932 1.0973

A=0.12545 3.0 -288.687  0.9592  13.6879 7.9442 3.5597  1.7001  1.0228
5.0 -288.848  0.3184  13.8269 8.0873 3.7362 1.8035 1.7569
7.5 -288.852 0.3978  13.8225 8.0966 3.7396  1.8421 1.7143

Ge 3.0 -2075.030 0.9566  32.4287 19.2934 11.8110 7.5428 7.6035 3.3290 1.5764 1.1590
A=0.141215 3.5 -2075.180 0.9419 32.4442 19.3656 11.8295 7.2975 7.7374 3.3664 1.9089 1.4674
5.0 -2075.340 0.5916 32.5265 19.4091 11.9152 7.6372 7.7209 3.4843 1.8361 1.7883
7.5  -2075.357 0.1869  32.5752  19.4713 11.9580 7.5744 7.8216 3.5397 1.8900 1.8070

Tabla 3.3. Energias del estado base Erppaw [61] y pardmetros variacionales optimizados (ay,e, v) para
algunos radios de confinamiento r, seleccionados y dos alturas de barrera de potencial V.
Los resultados entre paréntesis corresponden a cdlculos HF [60].

En la tabla (3.3) se muestran los resultados obtenidos por Cruz [61] para algunos atomos
multielectrénico y para dos distintas alturas de barrera de confinamiento. Para el &tomo de
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Ne con una barrera de V,, = 0.0, se comparan las energias del modelo TFDAW con aquellas
calculadas por Rodriguez-Bautista y colaboradores [60] a partir del método HF (nimeros
entre paréntesis). Donde cabe senalar la buena concordancia entre ambos resultados,
aunque se notan pequenas diferencias conforme disminuye r, donde se mantienen por
debajo las energias TFDAW con respecto a las HF. Y con una barrera de V, = 1.0 los
atomos neutros de O, Si y Ge, sistemas de la segunda, tercera y cuarta fila de la tabla
periodica.

Al comparar estos resultados (tabla (3.3)) con los obtenidos en el caso de la caja esférica
impenetrable (tabla (3.2)) podemos observar una menor variacién en la energia conforme
el radio de la caja se reduce. Recordemos que para dtomos de uno y dos electrones el
crecimiento en la energia total estaba estrechamente relacionado con la altura de barrera
de confinamiento, esto conforme se reduce el radio de la cavidad r,. De manera que para
valores pequenios de V, los cambios en la energia son apenas perceptibles, mientras que
en el limite V, — oo las energias crecen sin cota maxima. Asi mismo vemos que este
fenémeno se refleja ahora en sistemas atomicos con mayor niimero de electrones.

Otro hecho interesante que se puede estudiar en estos sistemas, con los resultados ob-
tenidos de la teoria TEFDAW, es que, dada una altura de barrera V, se pueden estimar los
valores para el tamano critico de la cavidad de confinamiento para producir que uno o
mas electrones sean desligados del niicleo (ionizacion del sistema), pero confinados por la
caja, hasta alcanzar valores de tamano umbral para los cuales se produce el escape de la
regién de confinamiento de dichos electrones [59]. El punto critico al cual puede ocurrir
este proceso depende estrechamente de la evolucion de la energia como funcién de r, y V.
Es importante mencionar que los tamanos criticos para la ionizacion y el escape de elec-
trones se obtienen del andlisis de la evolucion de los diferentes potenciales de ionizacion
en funcién del tamafio de la cavidad. Un analisis de este tipo se abordard mas adelante
cuando tratemos el caso de atomos confinados por cavidades esferoidales penetrables.

3.3. Confinamiento por una cavidad esferoidal prola-
ta impenetrable

Un problema desafiante y completamente diferente es el estudio referente al caso de
atomos multielectronicos confinados por una cavidad con una simetria que no sea esférica.
Los antecedentes sobre el estudio de sistemas confinados por cavidades con geometrias
diferentes a la esférica solo han incluido a atomos de uno y dos electrones, los cuales han
presentado propiedades interesantes de estos sistemas en contraste con su contraparte
esférica. En esta secciéon, centraremos nuestra atencion en el trabajo realizado por Cruz
[61], en el cual trata el caso de atomos multielectrénicos confinados dentro de una cavidad
esferoidal prolata impenetrable a través de resultados obtenidos del modelo TFDAW.

Consideramos un atomo de carga nuclear Z confinado por una cavidad esferoidal pro-
lata de paredes impenetrables, para ello, una suposicion es que el niicleo del atomo esta
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emplazado en uno de los focos de las coordenadas esferoidales prolatas, especificamente
en z = D, como se puede observar en la figura (3.3), y con la superficie de confinamiento
definida por la coordenada &,. Lo novedoso en este planteamiento es el uso de una geo-
metria diferente a la esférica y que ademas ahora el niicleo del &tomo no se localiza en el
origen de coordenadas, y es por esta razon que se utiliza este tipo de sistema coordenado.

i

Figura 3.3. Esquema de un atomo con carga nuclear Z localizada en el foco z = D dentro de una caja
esferoidal prolata impenetrable £ = £, (representada por la linea azul sélida). El plano xy corresponde a
n=0.

Para el caso del estudio de atomos de uno y dos electrones limitados por planos ya
hemos recurrido al empleo de las coordenadas esferoidales prolatas de revolucion, pero
ahora conviene recordar nuevamente su definicién

L+ T2 T =T
2D "= "op

§= =09, (3.13)

donde los respectivos intervalos de definicién de las variables son £ € [1,00), n € [—1,1]
y ¢ € [0, 27].

Ahora bien, el potencial de confinamiento para este problema y este tipo de simetria se
puede representar como un pozo de potencial infinito en una dimensién pero ahora en la
coordenada elipsoidal &, es decir,

== (3.14)

Recordemos que en estas coordenadas, y en acuerdo con la configuracion del problema,
ro denota la distancia de separacién entre nicleo y electrén. De manera que de la definicion
de las coordenadas £ y n es posible representar a ro como combinacion lineal de estas dos,
ro = D(§ — 1), asi tenemos que, cuando pasamos de coordenadas esféricas a coordenadas
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esferoidales prolatas,la densidad también pasa a ser representada en términos de de &, n
y ¢, p(r) = p(&n,9).

Debido a este cambio de coordenadas, uno de los elementos del funcional de la densidad
TFDAW (2.43) que se ve modificado en su estructura es el correspondiente a la interaccién
electron-ntucleo

p(&;m, cb
1
Valpto) = 5 [ 25 (3.15)
donde el elemento de volumen en estas coordenadas es
dr = D*(&% — n?)dédndo. (3.16)

Mientras que para el término de la energia de Coulomb J[p(r)] (2.30), el factor que se
ve modificado es el que involucra a la coordenada relativa rq5, que al utilizar el desarrollo
multipolar y el cambio de variables correspondientes queda expresado de la siguiente
manera

2
B m>‘ m m m m

712 *Z (20+1) Z O™ [(€+m)!] P (m) P (n2) Q7 (€<) Qi (&5) cos(m(er — ¢2)),

(3.17)

representado en términos de las funciones asociadas de Legendre de primera y segunda

especie, P;"(z) y QJ*(x) respectivamente, con 6, = 1, §,, = 2 para m > 0. Que para

el caso de sistemas atémicos en su estado base corresponde un valor de m = 0, lo cual
simplifica la expresion anterior y resulta en

1

- i@“ D)Pe(m)Pe(n2) Qe(§<) Qe(€>)- (3.18)

2 D5

Finalmente la energia de Coulomb queda representada en coordenadas esferoidales pro-
latas de la siguiente manera

r)] = i D5(20 +1)x
£=0

27 2w 1 1 o € €
/O /O [lpé(nl)llPe(nz)[ (fgng)P(Q)Qe(&){/l ]:d§1+/52 ]-'d&}d&dnzdmdqbld@,

(3.19)
donde F = (¢ — ni)p(r1) Qe(&1).

Otro cambio importante es el operador nabla, para calcular el término de correccién de
Weiszéicker a la energfa cinética T, [p(r)] (2.41), que en este sistema coordenado tiene la
siguiente expresion (apéndice C)

&1 1 B
~&p\ e o o) e a_p oo O
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con &, N1y ¢ los vectores unitarios.

Particularmente para este caso, la eleccion en las densidades orbitales ansatz corres-
ponde a un producto de funciones, una la densidad orbital que proviene de los orbitales
radiales tipo Slater (2.51), ahora expresadas en coordenadas esferoidales prolatas con la
identificacion de r — D(€ — ), y otra la funcién de corte adecuada que permita cumplir
con las condiciones de frontera, que de acuerdo con la forma del potencial de confinamien-
to se elige como f(§,&,) = (1 —&/&,)Y, la cual cumple con la condicién de anularse en la
frontera cuando £ = &,. En la referencia [61] el autor utiliza una potencia de v = 2, lo que
conduce a que las densidades orbitales tengan la forma

2

n— n—2 —%a B f
pre(€,m) = N2,D**2(¢ — )22 20meD(En) 1 _ 5

&l

donde &, denota la superficie de confinamiento y a,,, son los parametros variacionales.
Después de evaluado el funcional de la densidad TFDAW (2.43) con estas densidades
orbitales, se optimiza para un valor dado de r,, de acuerdo a la condicién ya conocida,

(3.21)

OF
— =0. (nl = 1s,2s, ..., 0cc)
aanf
C (A=0.12479) Ne (A= 0.12331)
o Errpaxw o1s Qs a2y Errpaxw o1 a2s azp
D =0.5 1.5 35.6790 4.5653 2.7130 0.1965 36.4104 8.4121 5.7740 1.3457
2.0 -11.8682 4.8437 2.6344 0.0709 -70.7819 8.9268 5.3815 1.4083
3.0 -31.4156 5.0924 2.2655 0.1000 -114.8696 9.2227 5.1000 1.3241
4.0 -35.5428 5.2141 2.2229 0.2400 -123.8773 9.3440 5.1545 1.3552
5.0 -36.7912 5.2907 2.2997 0.3642 -126.5049 9.4189 5.2152 1.4704
D=1.0 1.5 -22.5580 4.7213 2.3082 0.3477 -92.9959 8.7880 5.1118 1.2949
2.0 -33.2152 5.0973 2.3998 0.5604 -118.2870 9.2221 5.0981 1.5922
3.0 -36.8077 5.3152 2.4268 0.7327 -126.5474 9.4365 5.2374 1.7030
4.0 -37.3991 5.3968 2.5080 0.8259 -127.8223 9.5165 5.3144 1.7972
5.0 -37.5556 5.4406 2.5578 0.9226 -128.1784 9.5589 5.3559 1.8628
D =20 1.5 -34.5638 5.0860 2.3708 0.5551 -120.3883 9.2079 5.1058 1.5714
2.0 -36.9437 5.3233 2.4636 0.8928 -126.7862 9.4415 5.2466 1.7745
3.0 -37.5519 5.4468 2.5718 1.0321 -128.2028 9.5626 5.3616 1.9010
4.0 -37.6359 5.4898 2.6172 1.1010 -128.4049 9.6048 5.4032 1.9551
5.0 -37.6606 5.5115 2.6398 1.1391 -128.4686 9.6261 5.4244 1.9825

Tabla 3.4. Energia del estado base y pardametros orbitales de los atomos de C y Ne neutros confinados
en cavidades esferoidales definidas por &, y localizados a una distancia D. Se utilizé una funcién de corte
cuadrética (v = 2). Resultados publicados en la referencia [61].

Asi es posible calcular los diferentes valores para la energia y parametros orbitales que
se muestran en la tabla (3.4), esto para el estado base de los 4&tomos de C y Ne neutros.
Estas energias se encuentran como funcién de la cavidad de confinamiento denotada por
la coordenada &, mientras se mantiene fija la distancia interfocal 2D, los valores fijos para
la distancia semifocal son D = 0.5, D = 1.0 y D = 2.0 [61]. A diferencia del caso de
confinamiento esférico aqui ya es posible observar cambios en la evolucién de las energias,
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no solo debido a un cambio en el tamano de la caja de confinamiento sino que ademas se
revela la importancia en la forma de dicha cavidad.

Mientras tanto, de las figuras (3.4a) y (3.4b), se muestra el comportamiento y evolucién
de la energia para el C y el Ne como funcién del semieje mayor (DE,) del elipsoide. Lo
primero a destacar es que las dos graficas muestran un comportamiento cualitativo muy
similar, recordemos que para una barrera de potencial infinito la energia crece sin cota en
cada uno de los casos que hemos abordado, lo mismo ocurre para este caso particular a
medida que se va reduciendo el valor del semieje mayor. Mientras que para valores grandes
de D&, (> 4) las curvas de energia tienden a juntarse hacia el correspondiente valor de
energia del sistema libre. Esto ocurre ya que la cavidad tiende a un régimen mas esférico
en cuyo caso el radio de confinamiento se aproxima al valor del semieje mayor r, ~ DE,.

10
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Figura 3.4. Evolucién de la energia del estado base como funcién del semieje mayor (D¢E,) para los dtomos
de C y Ne neutros confinados por cavidades esferoidales prolatas y localizados a diferentes posiciones
focales: D = 0.5 (linea punteada de trazo corto), D = 1.0 (linea punteada de trazo largo) y D = 2.0
(linea continua). Graficas tomadas de referencia [61].

Ademaés, dependiendo del valor de la posiciéon focal D, un cambio rapido en la ex-
centricidad 1/, de la cavidad genera grandes cambios en la energia, de manera que si
aumentamos la excentricidad hay un aumento en la energia. Por ejemplo, tomemos un
caso particular para ambos sistemas, concentrémonos en un valor fijo del semieje mayor,
digamos D¢, = 2.0, esto significa que (de mayor a menor a menor) para D = 2.0 tenemos
un valor de £, = 1.0 y una excentricidad de 1, para D = 1.0 un valor de £, = 2.0 y una
excentricidad de 1/2, y finalmente para D = 0.5 un valor de £, = 4.0 y una excentricidad
de 1/4, esto nos permite apreciar mejor que entre mayor sea la excentricidad de la cavidad
el cambio en la energia es mas grande. Esto indica una relacion directa y estrecha entre
las propiedades fisicas de un sistema confinado y la forma de la cavidad de confinamiento.
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Estos efectos de confinamiento isétropo y anisétropo los exploraremos con mayor dete-
nimiento en la siguiente seccion, en la cual las energias son calculadas mientras se varia
la distancia semifocal D y se fija la excentricidad (1/¢,) de la cavidad de confinamiento,
esto para el caso de una cavidad de confinamiento penetrable.

3.4. Confinamiento por una cavidad esferoidal prola-
ta penetrable

El siguiente caso a explorar es la generalizacién del caso anterior, atomos multielec-
trénicos delimitados por cavidades esferoidales prolatas pero ahora por una barrera de
potencial finito y constante, una funcién tipo escalén.

Es importante senalar que buena parte del material presentado en esta seccién ha sido
recientemente publicado [69] y es también consecuencia del desarrollo de este trabajo de
tesis. Por completez, se ha incluido copia del articulo en el apéndice J para su consulta.
A continuacién se describen en detalle los aspectos relevantes de esta investigacion.

Podemos decir que en la actualidad éste es un trabajo pionero, y los resultados pre-
sentados aqui no se restringen unicamente al caso de la optimizacion de la energia, sino
que ademas mostramos resultados interesantes sobre los potenciales de ionizacién y escape
electrénico, presiones criticas y el momento dipolar. Para lo cual tomamos al &tomo de Ne
neutro y sus primeras tres especies iénicas como un ejemplo representativo de estos siste-
mas atomicos de muchos electrones. Ademas de todo, se comparan los efectos sobre estas
propiedades electrénicas debidas al tamano y a la forma de la cavidad de confinamiento.

La configuracion del sistema comprende a un atomo multielectronico dentro de una
cavidad esferoidal prolata con su niicleo ubicado en uno de los focos, en particular en el
foco con coordenada z = D. Fuera de la cavidad denotada por el elipsoide &, se considera
un potencial promedio V, responsable de las condiciones de confinamiento, como se puede
apreciar en la figura (3.5), dicho potencial se puede representar como

) = {o, 1Sg<& —1=n=1 (322

‘/07 §O§§<OO, —1§7l<1

esto significa que la densidad en el exterior (§, < £ < o0) no es nula. De manera que
una buena eleccion en las densidades orbitales se hace necesaria a fin de obtener una
buena estimacion de las energias y una buena representacion en las densidades mediante
los parametros orbitales optimizados, esto para poder determinar algunas propiedades
electrénicas de interés.

De lo aprendido en el caso anterior, recordemos que de acuerdo con la definicién de
las coordenadas esferoidales prolatas (ecuaciones (3.13)), ro = D(§ — 1) corresponde a la
coordenada relativa entre el nicleo y un electron. De manera que las densidades orbitales
en la region interior (1 < ¢ < &,) son el producto de dos funciones, una la densidad orbital
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Figura 3.5. Esquema de un atomo con carga nuclear Z localizada en el foco z = D dentro de una caja
esferoidal prolata penetrable & = &, (representada por la linea azul punteada). El plano xy corresponde
an=0.

tipo Slater (2.51) expresada en las coordenadas £ y 7, y otra la funcién de acoplamiento
f(&,&) =1 —~E/&,, por lo que las densidades orbitales en la regién interior son de la
forma

n— n—2_ —2« - g
Prtyint(§:0) = N2y 1y D2 (€ — m)*n2e20meDIE=T) [1 —1z | (3.23)

donde a,,y y v son parametros variacionales.

Por otra parte, para las densidades orbitales exteriores, una buena eleccion es igualmente
el producto de las densidades tipo Slater (2.51), que conserva el comportamiento radial en
torno el nicleo, y un factor exponencial decreciente en la variable ¢ (e=¢). La funcién e=#¢
resulta de imponer la condicién de continuidad en el gradiente de las densidades (interior
y exterior) evaluado en la frontera & = &,, asi, dicha funcién satisface las condiciones de
continuidad requeridas por el problema. Ademas, otra justificacion para el uso de esta
funcién de acoplamiento proviene de la solucion a la ecuacion diferencial en & para el
i6on molecular de hidrégeno, esta soluciéon fue propuesta por Jaffé y es la utilizada por
Satpathy [33] en el problema de un sistema hidrogenoide cercano a un plano infinito
impenetrable, ecuacién (1.70).

Por lo tanto, el ansatz para las densidades orbitales exteriores es

pnf,ext(§> 77) = N; DzniQ(f - 77)2n72€72an4D(§—n)6—[35’ (3'24)

nl,ext

con ayy v [ parametros variacionales. En adicién, podemos verificar el comportamiento
asintotico adecuado de estas densidades orbitales exteriores py;e.t(€,n) cuando considera-
mos distancias lejanas al nticleo del atomo en cuestién, de manera que en el limite cuando
& — o0

flirgo pnﬂ,ea:t<r) ~ 67&7 (325)
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tenemos que el factor dominante es e ¢ y que satisface las condiciones de contorno para
distancias grandes. Al igual que ocurre en los casos anteriores tenemos que v € [0, 1],
de manera que cuando v = 1 recuperamos el caso de la cavidad de potencial infinito,
mientras que para el caso con 7 = [ = 0, es facil ver que se recupera el caso de sistema
libre.

Con estas propuestas de densidades orbitales electrénicas sujetas a las condiciones de
normalizaciéon dadas por la ecuaciones (2.45) y (3.8)-(3.10), es posible construir el funcio-
nal de la densidad TFDAW para cada una de las regiones. Al igual que ocurre en el caso
esférico con potencial finito, ahora las expresiones para el funcional, ecuaciones (2.43) y
(3.4)-(3.7), quedan representadas en las coordenadas &, 'y ¢.

Las condiciones de continuidad a las cuales se sujetan las densidades orbitales, (3.23)
y (3.24), dan como resultado expresiones que relacionan, por un lado, las constantes de
normalizacién

pnﬁ,int(§7 77)|£:£o = pnf,@xt(&v 77)|£:§o — Ngl,ext = (1 - ’Y) eﬁsoNsl,inw
y por otro los parametros variacionales

vpnﬂ,int (6, 77) ] [vpn€7ext (57 77) ] _ 505
[ Pnt,int (57 77) Pnt.ext (f, 77) =&, — 7 1 + 506

=6

Asi que el total de parametros linealmente independientes se ve reducido en nimero.
De este modo, la optimizacion variacional de la energia se lleva a cabo con respecto a los
parametros orbitales a,,, y al parametro de acoplamiento 5, para un valor dado de &, y
Vo,

o8 _ 0B _
aané N aﬁ N

0. (e = 1s,2s, ..., 0cc)

Es importante mencionar que todas las integrales dentro de este planteamiento del
problema fueron evaluadas numéricamente en FORTRAN mediante la cuadratura de Gauss-
Legendre con 96 puntos. Y ademés en este proceso de optimizacién se usé un valor de
¢ =30 en el desarrollo multipolar dado por la expresion (3.18).

Como habiamos mencionado en la seccién anterior, uno de los objetivos de este trabajo
es presentar evidencia de los efectos del confinamiento espacial en la energia y otras
propiedades electronicas del estado base de algunos sistemas atémicos dentro de cajas
esferoidales con diferentes caracteristicas como excentricidad, tamano y altura de barrera
de potencial. Esto nos permitirda observar las diferencias entre efectos de confinamiento
isotrépico (cercano al esférico) y los efectos de confinamiento anisotrépico (més esferoidal).
Con estas condiciones lo que se intenta es representar sistemas de una forma un poco mas
realista y cercano a lo que ocurre en la naturaleza, lo cual permite entender con mayor
claridad las propiedades de estos sistemas bajo dichas condiciones de limitacion espacial.

Con este proposito mostramos los resultados obtenidos para los atomos de C y Ne
para tres diferentes alturas de barrera V, = 0.25, 1.0, 5.0, para tres excentricidades
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C o Errpaxw ats Q2s Qz2p B
Vo = 0.25 D=0.5 2.0 -32.909 5.4058 2.9287 1.5550 0.7404
2.5 -35.146 5.4301 2.6826 1.3227 0.6494

5.0 -37.511 5.5818 2.5897 1.5765 1%10~7

D=1.0 2.0 -36.691 5.4868 2.5606 1.5550 0.7191

2.5 -37.360 5.5593 2.5432 1.6371 0.1213

5.0 -37.683 5.5771 2.7024 1.2657 1%10°5

D=2.0 2.0 -37.581 5.5610 2.6279 1.4177 0.1693

2.5 -37.667 5.5745 2.6875 1.3028 0.0269

5.0 -37.689 5.5767 2.7084 1.2404 0.0005

Vo =1.0 D=0.5 2.0 -24.710 5.3201 2.4485 1.1108 4.0556
2.5 -32.157 5.3617 2.0870 1.3799 3.0515

5.0 -37.309 5.5833 2.1247 2.1246 0.0030

D=1.0 2.0 -35.849 5.3760 2.4390 1.0563 4.7969

2.5 -37.036 5.4273 2.4598 1.0883 3.9544

5.0 -37.671 5.5770 2.6896 1.3060 0.0030

D=2.0 2.0 -37.468 5.4693 2.5558 1.1354 5.1478

2.5 -37.635 5.5604 2.6421 1.3563 0.1990

5.0 -37.693 5.5780 2.7079 1.2401 0.0030

Vo =5.0 D=0.5 2.0 -23.129 5.2727 2.4559 0.9972 7.8534
2.5 -31.278 5.3235 2.2051 1.0971 7.4930

5.0 -37.276 5.4342 2.4594 0.8578 8.9826

D=1.0 2.0 -35.479 5.3460 2.4444 0.9476 14.7027

2.5 -36.900 5.4092 2.4639 0.9885 14.6860

5.0 -37.634 5.5687 2.6362 1.4108 0.0431

D=2.0 2.0 -37.419 5.4518 1.0532 2.5510 26.1663

2.5 -37.609 5.4928 1.0947 2.6086 19.7832

5.0 -37.693 5.5780 1.2404 2.7079 0.0030

Tabla 3.5. Energia Erppaw del estado base del atomo de C neutro confinado en cavidades esferoidales
prolatas definidas por &, de diferente tamano y excentricidad para tres alturas de barrera de confinamiento
V, seleccionadas.

seleccionadas definidas por &, = 2.0, 2.5, 5.0 y posiciones focales D = 0.5, 1.0, 2.0. En la
tabla (3.5) se pueden encontrar los resultados que obtuvimos para el &tomo de C neutro,
tanto para la energia como los parametros variacionales que la optimizan. Como era de
esperarse, y de acuerdo con el comportamiento de otros sistemas que hemos estudiado, la
dependencia de la energia con respecto a la altura de barrera de confinamiento también
es evidente para estos sistemas, ya que podemos observar que para valores iguales de
& y D la energia es mayor conforme aumenta V,. Como ejemplo tomemos el caso de
& =20y D = 0.5, para estos valores dados de tamafio y forma tenemos que las energias
correspondientes para las distintas alturas de potencial son: £ = —32.909 para V, = 0.25,
E = —24710 para V, = 1.0 y E = —23.129 para V, = 5.0, asi que es de esperar que
para una altura de barrera infinita la energia sea atn mayor. Ademas de esto, y con
un poco de detenimiento, es posible comprobar que para una altura de barrera V, y
una excentricidad 1/&, fijas la energia decrece asintéticamente conforme el tamano de
la cavidad (D¢&,) incrementa hasta alcanzar el valor de la energia del sistema libre en el
limite D&, — oo.
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Puesto que hasta el momento no se han publicado resultados obtenidos de otras teorias
que involucren este tipo de condiciones de limitacion espacial para estos sistemas, y para
poder comprobar la autoconsistencia del modelo TFDAW, lo que podemos hacer es el
comparativo entre estos resultados y los obtenidos en el caso esférico penetrable [59].
Para ello conviene elegir una cavidad esferoidal que se asemeje mucho a una cavidad
esférica, de manera que para una cavidad con &, = 5.0 tenemos que el cociente entre
el semieje menor y el semieje mayor es 0.98, lo cual significa que estd muy cercano al
caso esférico. De esta manera podemos aproximar el radio de confinamiento esférico como
ro A DE,.

Entonces, para una altura de barrera V, = 5.0 el valor de la energia para D = 1.0 (D¢, =
5.0) es E = —37.634, mientras que para D = 2.0 (D¢, = 10.0) es E = —37.693, que
podemos apreciar en la tabla (3.5). Estos resultados muestran gran acuerdo con aquellos
publicados en la referencia [59] para el confinamiento esférico penetrable obtenidos del
modelo TFDAW, donde encontramos que las energias para esta altura de barrera son:
E.sy = —37.682 para r, = 5.0 y E.sy = —37.689 para r, = 10.0. Las diferencias entre
estos valores de energia para los dos tipos de geometria son absolutamente comprensibles,
ya que en el caso perfectamente esférico el nicleo se encuentra en el centro de la cavidad
de radio r,, mientras que en el caso esferoidal cuasiesférico el nticleo del atomo se ve
desplazado de centro del esferoide, lo cual evidencia el hecho de que existen cambios en
la energia cuando se rompe con este tipo de simetria.

En general, la tabla (3.5) proporciona informacion sobre el comportamiento de la energia
del atomo de C neutro para distintos tamanos y formas de cavidades como funcién de la
altura de barrera de confinamiento. Por otro lado, para un valor de potencial V, dado y
una forma fija £, =constante, se puede estudiar el comportamiento de la energia en funcion
del tamano al variar D. Finalmente, al fijar D y variar &, se obtiene un cambio tanto en el
tamano como en la forma de la cavidad. Estos mismos comportamientos generales aplican
para el otro sistema del cual hacemos referencia en la siguiente tabla de resultados, el
atomo de Ne neutro, tabla (3.6).

La tabla (3.6) presenta los resultados obtenidos del modelo TFDAW para las energias
del estado base y los parametros variacionales optimizados del atomo de Ne, que en
general muestran un comportamiento cualitativo similar a lo que ocurre con el atomo de
C bajo estas mismas condiciones de limitacién espacial. Si hacemos un breve comparativo
entre estos nuevos resultados y los ya existentes en la literatura para el caso esférico
impenetrable [59] con un altura de barrera V,, = 5.0, encontramos que para un radio r, =
5.0 la energia correspondiente es E,s; = —128.5468, y para un radio 7, = 10.0 una energia
E.sy = —128.5470, mientras que los resultados aqui calculados para el confinamiento
esferoidal para una forma de cavidad cuasiesférica &, = 5.0, son, para D = 1.0 (D¢, = 5.0)
la energia es £ = —125.545, y para D = 2.0 (D&, = 10.0) tenemos £ = —128.547.

Estos acuerdos cualitativos y cuantitativos entre los resultados comparados nos dan
la seguridad de que hemos hecho una buena elecciéon en las densidades orbitales ansatz
para este tipo de geometria, ya que en los casos limite permite recuperar el régimen de
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Ne &o Errpxw o1s Qs a2y B
Vo, =0.25 D=0.5 2.0 -116.990 9.5312 5.4877 2.1399 0.7891
2.5 -123.826 9.6366 5.2877 2.3910 0.2973

5.0 -128.460 9.6935 5.4845 2.0982 ~ 107

D=1.0 2.0 -126.956 9.7192 5.4292 2.3539 ~ 10713

2.5 -128.247 9.6957 5.4724 2.1504 0.0114

5.0 -128.546 9.6902 5.4894 2.0615 ~ 107

D=2.0 2.0 -128.503 9.6919 5.4870 2.0804 ~10-13

2.5 -128.545 9.6903 5.4893 2.0625 ~10-13

5.0 -128.547 9.6902 5.4894 2.0614 ~ 1079

Vo=1.0 D=0.5 2.0 -114.808 9.5221 5.4297 2.1819 0.9411
2.5 -122.427 9.6109 5.2022 2.3984 0.4535

5.0 -128.322 9.6978 5.4771 2.1440 0.0020

D=1.0 2.0 -126.240 9.6228 5.3134 2.2387 0.6076

2.5 -127.931 9.7051 5.4597 2.2230 0.0005

5.0 -128.546 9.6902 5.4894 2.0617 0.0020

D=2.0 2.0 -128.426 9.6880 5.4769 2.1000 0.0500

2.5 -128.541 9.6904 5.4889 2.0651 0.0005

5.0 -128.547 9.6901 5.4893 2.0613 0.0005

Vo =5.0 D=0.5 2.0 -106.227 9.4686 5.2114 2.1613 2.0936
2.5 -117.789 9.4856 5.0927 2.0011 2.4247

5.0 -127.778 9.7126 5.4373 2.2976 0.0005

D=1.0 2.0 -124.425 9.4915 5.2395 1.8755 5.9591

2.5 -127.148 9.5463 5.3204 1.8852 4.5895

5.0 -128.545 9.6903 5.4892 2.0629 0.0020

D=2.0 2.0 -128.123 9.6428 5.4107 2.1042 0.8181

2.5 -128.536 9.6943 5.4852 2.0787 0.0020

5.0 -128.547 9.6901 5.4893 2.0613 0.0005

Tabla 3.6. Energia ErTppaw del estado base del atomo de Ne neutro confinado en cavidades esferoidales
prolatas definidas por £, de diferente tamano y excentricidad para tres alturas de barrera de confinamiento
V,, seleccionadas.

confinamiento esférico.

3.4.1. El atomo de Ne como caso particular de estudio

Para explorar mas a detalle los efectos que se presentan en los atomos debido al tamano
y la forma de la frontera geométrica que los contiene, hemos elegido un sistema particular
como un ejemplo que nos permita evidenciar de mejor manera las propiedades electrénicas
en las cuales estamos interesados. Dicho sistema es el 4&tomo de Ne neutro y sus tres
primeras especies iénicas, Net, Ne?* y Ne3*. Recordemos que este 4tomo neutro pertenece
a la familia de los gases nobles, por lo tanto, cuenta con una estructura de capa cerrada,
15225225,

En el estudio de estos sistemas consideramos una altura de barrera fija V,, = 0.25, que
fue elegida de manera que represente de buena manera un valor realista de acuerdo con la
mediciones de la energia del umbral fotoeléctrico en varios materiales semiconductores [79].
Con esta altura de potencial calculamos las energias del estado base para el a&tomo de Ne
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y tres de sus primeros estados iénicos, para dos excentricidades fijas extremas, una para el
caso cuasiesférico &, = 5.0 (régimen isotrépico) y para una cavidad més esferoidal £, = 2.0
(régimen anisotropico). Algunos de los resultados de estos célculos se encuentran en la

tabla (3.7).

Vo =0.25 D E(Ne) E(Net) E(Ne?t) E(Ne3T)
£ =20 0.4 -109.857 -110.889 -111.722 -112.188
0.8 -125.262 -125.013 -124.215 -122.675
1.2 -127.794 -127.182 -125.932 -123.872
2.0 -128.503 -127.784 -126.355 -124.099
€0 =5.0 0.4 -128.200 -127.539 -126.204 -124.036
0.6 -128.525 -127.803 -126.366 -124.103
0.8 -128.546 -127.817 -126.372 -124.104
1.0 -128.546 -127.817 -126.372 -124.104

Tabla 3.7. Energia Erppyw del estado base para sistemas confinados, Ne y algunos de sus primeros
estados i6nicos para dos excentricidades extremas y una altura de barrera fija V, = 0.25.

En la figura (3.6a) se muestran las curvas de evolucion energética para el estado base del
atomo de Ne neutro como funcién del semieje mayor DE, para valores de &, = 2.0, 2.5, 5.0
(de mayor a menor excentricidad). Es importante notar que la posicién del foco, y por
tanto del nicleo, es diferente en cada uno de los casos, tal que el semieje mayor es el
mismo para cada una de las curva.
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Figura 3.6. Energia del estado base (a) del Ne (para tres diferentes excentricidades) y (b) de Ne, Ne™,
Ne?T y Ne?t (para dos excentricidades extremas, £, = 2.0 en color negro y &, = 5.0 en color rojo) en
funcién del tamano del semieje mayor DE, de una cavidad esferoidal penetrable.

Lo primero que podemos observar en la figura (3.6a) es que entre mayor es la excentri-
cidad 1/, mayor es la energia del d&tomo, de manera que para una geometria mas esférica
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&, = 5.0 los correspondientes valores de energia son mas bajos. Por otra parte, si conside-
ramos un valor de semieje mayor, por ejemplo DE, = 2.0 para valores de &, = 2.0, 2.5, 5.0
tenemos que las respectivas posiciones del ntcleo son D = 1.0, 0.8, 0.4, lo cual nos pue-
de dar informacion sobre los efectos que se perciben conforme el nicleo se va alejando
del centro geométrico de la cavidad. Otra cosa importante a senalar es que, para valores
grandes de D&, las curvas de energia convergen asintoticamente al valor de la energia del
sistema libre sin importar la forma de la cavidad, mientras que conforme se va reduciendo
el valor de D¢, las diferencias aumentan dramaticamente, dejando ver que el efecto que
mas domina es el de la forma de la cavidad.

Este comportamiento también se observa en los iones del atomo de Ne, figura (3.6b),
donde hemos utilizado tinicamente dos valores extremos para la forma de la cavidad,
& = 2.0y & = 5.0. Claramente, se nota una fuerte dependencia de la energia en torno
a la forma de la cavidad de confinamiento conforme el tamano de ésta se reduce. En
esta misma figura alcanzamos a notar que, para una forma de cavidad dada, se dan
algunos cruces entre las curvas de energfa de los diferentes sistemas (Ne, Net, Ne* y
Ne3t) conforme el tamaifio de semieje mayor se hace mas pequenio. Este fenémeno es de
gran importancia para el andlisis de las presiones que provocan tanto la ionizacién de
los sistemas como el posible escape electronico, y de donde se pueden estimar tanto las
presiones criticas como los tamanos de cavidad criticos.

Por esta razon, y como veremos mas adelante, hemos realizado un ajuste no lineal
para las curvas de energfa de la figura (3.6b) para Ne y para los iones NeT, Ne?T y
Ne?*, y para una cavidad dada por & = 2.0. El modelo que usamos para llevar a cabo
este ajuste fue elegido de tal manera que pudiésemos representar a la energia como una
funciéon de la distancia semifocal D, con la consideracion de que esta funcién pudiese
representar el comportamiento asintotico de las curvas para tamafios grandes de la cavidad
de confinamiento, asi que la expresion propuesta es de la forma

E(D) = E, 4+ aye P + aye™"2P + age™ %P, (3.26)

con E, la energia de sistema libre y {a;,b;} los coeficientes a ajustar. Este ajuste fue
realizado para un conjunto de datos de 40 puntos dentro del intervalo 0.4 < D < 5.0. Un
ajuste similar fue realizado para el Ne y &, = 5.0 dentro del intervalo 0.1 < D < 1.0.

€0 = 2.0 €0 = 5.0
Ne Net Ne2+ Ne3+ Ne

E, -128.5470 -127.8177 -126.3721 -124.1040 -128.5470
ay 65.1416 83.1194 88.9319 46.2202 0.7322
a2 156.2746 40.2197 88.8740 87.5840 69.3310
as 156.4027 83.0735 41.6279 87.5802 69.3310
by 3.7025 7.9758 8.6607 4.4267 5.1017
ba 10.9688 3.4568 8.6607 9.4183 15.8898
bs 10.9789 7.9758 3.8049 9.4184 15.8898

Tabla 3.8. Coeficientes del ajuste para la energfa de acuerdo con el modelo dado por la ecuacién (3.26).

Para ambas excentricidades, el ajuste tiene una precisiéon de hasta tres cifras decimales
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con respecto a los valores de energia calculados para estos sistemas. La tabla (3.8) muestra
el conjunto de coeficientes del ajuste para cada uno de los sistemas y cada una de las
excentricidades ya mencionadas.

Presién

Para estudiar los efectos que genera la presién sobre las propiedades electrénicas de un
atomo, recordemos que el promedio de la presion ejercida por la cavidad de confinamiento
sobre la nube electronica esta dada por el negativo de la razéon de cambio de la energia
con respecto al volumen, es decir,

oF
P=— 3.27
8‘/ ) ( )
donde E es la energia del estado base y V' el volumen, en cuyo caso, para una cavidad
esferoidal este tiene la siguiente expresion en términos de la coordenada &,, que define al
esferoide de confinamiento y D la distancia semifocal

V= 4§D350(§§ —1). (3.28)

Y dado el hecho de que estamos considerando las variaciones de energia manteniendo
la forma de la cavidad constante (£, =constante), entonces D es la variable con respecto
a la cual podemos calcular la presion, y después de usar la regla de la cadena obtenemos

1 oF

P="hpe@ nop (829)

que después de hacer uso de las ecuaciones (3.26) y (3.28) es posible expresar a la presién
como una funcién en término de la variable D, para cada uno de los sistemas y las
excentricidades antes mencionadas,

1

P(D) = g @= |

alble*le + CZngeibQD + &3b3€7b3D:| , (330)

de esta expresion se obtiene la presién en unidades atémicas cuya equivalencia es €2 /al =
2.94 x 10*GPa, con los coeficientes {a;, b;} dados por la tabla (3.8).

En la figura (3.7a) se muestran las curvas de evolucion de la presién para dos cavidades
con diferente forma, con &, = 5.0 para el 4tomo de Ne neutro (linea gruesa continua),
que ejemplifica los efectos de presién debidos a un régimen de confinamiento isotrépico
(muy cercano al caso esférico). Mientras que para &, = 2.0 se muestran las curvas de
la presién para los sistemas Ne, Net, Ne?t y Ne3*t, que evidencian los efectos debidos
a un confinamiento anisotrépico. Estas curvas de presion estan graficadas en funcion del
tamano del semieje mayor D¢, de la cavidad.

La figura (3.7a) muestra el comportamiento asintotico esperado para la presion de los
diferentes sistemas bajo confinamiento. Para tamanos grandes de cavidad la presion tiende
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Figura 3.7. (a) Curvas de presién como funcién del tamafio de cavidad para Ne, Ne, Ne?t y Ne3* con
&o = 2.0 (régimen anisotrépico). Y para &, = 5.0 (régimen isotrépico). (b) Curvas de presion en funcién del
volumen de la cavidad para dos regimenes de confinamiento, anisotrépico &, = 2.0 e isotrépico &, = 5.0,
ambos para el &tomo de Ne neutro.

a cero, que es como esperariamos encontrar a un sistema libre. Esto también se puede
ver de la ecuacién para la presién (3.30), donde en el limite P(D — oo) = 0. Por otro
lado, conforme el tamafnio de semieje mayor decrece las diferencias en la presion entre los
diferentes sistemas se va haciendo mas evidente, lo cual lleva a la cavidad de confinamiento
a ejercer una mayor presion sobre el sistema conforme ésta va reduciendo su tamafo.

Tomemos en cuenta de la figura (3.7a) que, para los sistemas con el mismo tamano de
cavidad D¢, los correspondientes valores de presion son mas bajos a medida que aumenta
el estado de ionizacién. Por otro lado, se requieren tamanos de cavidad mas pequenos para
conservar la misma presiéon a medida que aumenta el estado de ionizacién del sistema.
Estos dos efectos pueden ser atribuidos al hecho de que la distribucién electrénica es
mas compacta en los sistemas confinados cuyo estado de ionizaciéon es mayor. En otras
palabras, el sistema es menos sensible a los efectos de confinamiento entre mayor sea su
estado de ionizacion. Una tendencia similar se observa para todos los sistemas dentro de
una cavidad cuasiesférica £, = 5.0, que en este caso solo hemos representado la curva
correspondiente al Ne neutro (linea gruesa continua), pero que es suficiente para mostrar
lo que consideramos relevante, como por ejemplo, el hecho de que se observan valores de
presién mas bajos que en el caso de &, = 2.0, para un mismo valor del semieje mayor DE,.

Desde luego que, un mismo semieje mayor no significa un mismo volumen para ambas
simetrias. Por lo que resulta interesante plantearse la pregunta acerca de la implicacién de
variaciones en el volumen sobre la presion que se ejerce sobre los sistemas por efecto de la
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cavidad y de su excentricidad. Para ello conviene comparar las curvas de presion para las
dos diferentes simetrias y para un mismo sistema, Ne neutro, pero ahora en funcion del
volumen de la cavidad. Esto lo podemos observar en la figura (3.7b), donde se presenta el
comportamiento de la presion para el confinamiento isotropico &, = 5.0 y el anisotrépico
&, = 2.0. Claramente se observan presiones méas altas para la compresién anisotrépica con-
forme el volumen se reduce, pero para volumenes pequenos tanto la compresion isotrépica
como la anisotropica tienden a valores del mismo orden de magnitud.

Ya con estas diferencias identificadas en el comportamiento de las presiones generadas
por los dos regimenes de confinamiento, lo siguiente a explorar son las implicaciones que
tiene la presion sobre la ionizacién de los sistemas y el escape electronico.

Potenciales de ionizacién y escape electréonico

A diferencia del hecho de que en el método de Hartree-Fock las energias de ionizacién se
pueden estimar a partir del negativo de las energias orbitales, de acuerdo con el teorema
de Koopmans, en el modelo TFDAW lo que es posible calcular son las energias totales del
estado base del sistema y sus especies idnicas, y con ellas se pueden calcular los potenciales
de ionizacién definidos como

Iy = EN7VT _ pY+ (N =1,2,3,..). (3.31)

Cada potencial de ionizaciéon corresponde a la energia necesaria para remover a un
electron del sistema en consideracion. Es por esta razén que en el estudio de los sistemas
confinados de interés bajo confinamiento, hemos centrado nuestra atencién tanto en el
atomo de Ne neutro como en sus tres primeras especies idnicas, que nos permitiran calcular
los tres primeros potenciales de ionizacion.

Ahora estamos interesados en entender los mecanismos de ionizacién y de escape electré-
nico, asi como los tamanos criticos y presiones criticas a los cuales ocurren estos fenémenos
para las dos diferentes geometrias extremas que hemos mencionado anteriormente, y es
para esto que hacemos uso de los potenciales de ionizacién.

La figura (3.8) muestra: (a) las curvas de evolucién energética del estado base del Ne
y sus tres primeras especies i6nicas tanto para £, = 2.0 como para para &, = 5.0, y (b)
las correspondientes curvas de los tres primeros potenciales de ionizacion Iy, I, I3 para
ambas simetrias. Todas estas gréaficas estan en funciéon del tamano del semieje mayor DE,.

En este momento conviene hacer una breve descripcion de la interpretacion fisica sobre
la evolucion de los potenciales de ionizaciéon para un sistema confinado. Conforme la
intensidad del confinamiento incrementa, el potencial de ionizacién aumenta monotona-
mente hasta alcanzar un valor igual a cero, en este punto un electréon correspondiente
a su sistema padre se desliga del nicleo (ioniza) pero permanece confinado dentro de la
cavidad. A partir de este momento, a medida que aumenta el grado de confinamiento, el
potencial de ionizacién evoluciona hasta alcanzar la altura de la barrera de confinamiento
V,, en cuyo caso el electron que se encontraba no ligado al nicleo escapa de la cavidad
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dejando asi un nuevo sistema confinado, el cual resulta ser la siguiente especie idénica
con respecto al sistema anterior, cuya evolucion energética en términos de la intensidad
del confinamiento continua hasta que el préoximo escape electrénico tiene lugar, y asi
sucesivamente. En cada uno de los casos podemos estimar las presiones correspondientes
para cada uno de los procesos, esto mediante la ecuacién para la presion (3.30) y los
coeficientes de la tabla (3.8).
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Figura 3.8. (a) Curvas del estado base de energia del Ne y sus tres primeras especies iénicas como funcién
del tamartio de la cavidad para una excentricidad fija, (b) y los correspondientes primeros tres potenciales
de ionizacién. A la izquierda &, = 2.0 (caso anisotrdpico) y a la derecha &, = 5.0 (caso isotrépico). Los
puntos a los cuales los electrones son ionizados y finalmente escapan de la regiéon de confinamiento son
indicados por las lineas verticales.

En las graficas de la izquierda (figura (3.8)), que corresponden a una forma de cavidad
con &, = 2.0, la linea vertical discontinua de trazo largo identificada con la letra "a” sefiala
el punto en el cual el primer electrén del atomo de Ne se desliga del nicleo (D&, ~ 1.36)
pero aun permanece dentro de la region de confinamiento. Esto tiene lugar cuando el
primer potencial de ionizacién es igual a cero I; = 0, de manera que ahora el sistema
confinado estd conformado por Ne™ + e~, por lo que, conforme el tamano de cavidad
disminuye, la evolucién de la energia del nuevo sistema completo sigue la curva del Ne
neutro hasta el punto en el que ocurre el escape electronico en DE, ~ 1.19 con una presion
Py. = 35907 GPa y un volumen de cavidad de V' = 5.29a3, este punto estd senialado por
la linea vertical continua con la letra ”b” y ocurre cuando el primer potencial de ionizacion
alcanza la altura de barrera del potencial, es decir, cuando I, =V, = 0.25.

Es importante hacer notar que al producirse el escape electronico la presion sufre un
cambio repentino y pasa a tomar un valor mas bajo, Py._,ne+ = 32315 GPa, y es aqui
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donde el sistema se transforma en tinicamente Ne™, que es la curva de energia representada
por la linea punteada de trazo largo (azul) en la grifica (a) de la izquierda. Al seguir
reduciendo el tamano de la cavidad llegamos al punto "c¢”, que es donde el segundo
electrén es ionizado pero se mantiene confinado hasta el punto ”d”, con D¢, = 1.0,
Pye+ = 76828 GPa y V = 3.14a3, donde el segundo potencial de ionizacién iguala a la
barrera de potencial I, = V, = 0.25 y se produce el segundo escape electrénico, el cual,
nuevamente genera una abrupta caida en la presion del sistema hasta Pyo+_ ye2+ = 68487
GPa. Después de estos procesos el sistema que permanece ahora es el Ne*™, cuya curva
de energia corresponde a la linea punteada (roja) en la gréafica (a) de la izquierda.

Finalmente, el punto al cual se da el tercer escape electronico es D&, ~ (.85, con
Pyez+ = 151624 GPa 'y V = 1.19a2, cuando I3 = V, = 0.25, este punto estd senalado con
la letra "f”. Este proceso de escape tiene como consecuencia la nueva caida en la presion
que queda como Pyt _nes+ = 132335 GPa, dejando asi al sistema como Ne3*t, linea
punteada de trazo corto (negra) en la grafica de energia (a) de la izquierda.

En la misma figura (3.8), en las graficas de la derecha se observa un comportamiento
similar para los diferentes etapas de escape electrénico para una cavidad con forma mas
esférica &, = 5.0. Con el fin de hacer una comparaciéon mas directa entre los efectos
del confinamiento isotropico y el anisotropico sobre el escape electrénico, fijemos nuestra
atencion en las condiciones en las que ocurre el primer escape electrénico, este tiene lugar
en D&, ~ 0.98 con una presion Py, = 50352 GPa y con un volumen de V = 3.78a3, que
al comparar con las condiciones de presion y volumen en el caso anisotropico &, = 2.0,
notamos que el confinamiento anisotropico requiere una presion mas baja y un volumen
méas grande para generar este primer escape electronico. La misma situacion se presenta
para los subsecuentes procesos de escape electronico. Esta es una consecuencia importante
que se deriva de la geometria de la cavidad de confinamiento.

Resultados de esta naturaleza pueden ser de utilidad para explicar la emision de exo-
electrones como resultado de materiales altamente comprimidos isotrépica y anisotropi-
camente, tales como la fractura de rocas que ocurre en sectores profundos del ntcleo
terrestre [78]. Este problema también fue estudiado en la referencia [59] con respecto al
confinamiento esférico, por lo que estos nuevos resultados vienen a complementar dicho
estudio, ahora para los efectos de confinamiento anisotropico.

Momento dipolar

Otra de las propiedades que nos permiten dilucidar los efectos del confinamiento espacial
sobre las propiedades electronicas de un sistema es el momento dipolar p, que se define
€como

p= /rp(r)dr, (3.32)

donde r es el radiovector que va de la carga negativa a la carga positiva, por lo que, de
acuerdo con la figura (3.9), para calcular el valor de expectacion del momento dipolar, el
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vector que corresponde es el negativo de ro = r —rz. Donde, en coordenadas cartesianas,
r; = Dz es el vector de posicion del nticleo con carga Z, mientras que r = X + yy + 22
es el vector de posicién de un elemento de carga electrénica. Con estas consideraciones
podemos expresar el valor esperado del momento dipolar como

/,0 (r—ry dr—NrZ—/p )rdr, (3.33)

con p(r) la densidad electrénica total dada por las ecuaciones (3.8)-(3.10), (3.23) y (3.24).
Y dado que rz es un vector constante, entonces, la integral sobre todo el espacio de la
densidad total se normaliza al nimero de electrones N del sistema (ecuacién (2.45)).

Figura 3.9. Esquema de un atomo con carga nuclear Z localizada en el foco z = D dentro de una caja
esferoidal prolata penetrable £ = £, (linea azul punteada). El plano zy corresponde a n = 0.

Para integrar las componentes x, y, z, recordemos que las reglas de transformaciéon son

r =D&~ 1)(1 1) cos,
y=Dy/(&—1)(1—n?) sing, (3.34)
z = D¢,

esto sumado al hecho de que las densidades orbitales, ecuaciones (3.23) y (3.24), poseen
simetria angular en la variable ¢ que se integra en el intervalo 0 < ¢ < 27, implica que
las componente z, y son nulas. Por lo que la tnica que sobrevive es la componente z, la
cual queda expresada en coordenadas esferoidales prolatas como

& 1
(1) = ND = 2" [* [ proi( men(e® —n)dedn

o (3.35)
- 27TD4/§ [1 pext(ga 77)577(52 - 772>d€d77>
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donde pini(€,m) ¥ pext(&,m) son las densidades interior y exterior dadas por las ecuaciones
(3.9). Recordemos que el elemento de volumen en este sistema de coordenadas es dr =

D*(&* — n?)dgdndg.

El sistema para el cual se ha calculado la evolu-

25 : YA : : cién del momento dipolar bajo efectos de confina-

miento espacial es el atomo de Ne neutro, que co-
mo sabemos al poseer todos sus orbitales comple-
0 tamente ocupados y con capa cerrada lo convierte

------------ £,=2.5 en un gas inerte, éste tiene un momento dipolar
nulo cuando se encuentra libre y aislado. La figura
(3.10) muestra el comportamiento del momento
dipolar de dicho sistema en funciéon del tamaifio
del semieje mayor D¢, de la cavidad de confina-
miento, para dos diferentes excentricidades y tres
alturas de barrera de potencial. Para una forma
< de cavidad dada por £, = 2.0 (caso anisotropi-
co) corresponden las lineas continuas rojas, mien-
tras que para una forma dada por &, = 2.5 (caso
5 medianamente anisotrépico) son las lineas negras
Dg, punteadas. Los calculos realizados fueron hechos
) . para tres distintos valores del potencial de con-
e 310 Moment diplr i Ne o0 fpinty 1, = 025, V, = 10 y 1, ~ 0. Un
mas de cavidad y tres alturas de barrera de aspecto importante a resaltar es que las curvas

potencial V,. Las unidades del momento di- se cortan un poco antes de que ocurra el escape
polar son de carga por unidad de longitud, electrénico.
1] = €ao.

N
T

9

o)
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=N
(9]
T
!

Dipole Moment (ea

0.5

Lo primero que se puede notar de estas curvas
de evolucién del momento dipolar, figura (3.10),
es que para un mismo valor del potencial de confinamiento el momento dipolar se incre-
menta mas rapidamente para una cavidad con mayor excentricidad conforme el tamano
de dicha cavidad decrece, poniendo de manifiesto el dominio del caso anisotrépico sobre
el medianamente anisotrépico. Este resultado se puede entender debido a la geometria de
la frontera de confinamiento, la cual genera una deformacion en la distribucién de la nube
electronica que esta ligada al nucleo. De manera que, entre mayor sea la excentricidad
de la cavidad esferoidal que contiene el atomo, mayor sera la deformacién que sufrira la
nube electronica, y dado que el nicleo se encuentra fijo en la posicion focal z = D, la
redistribucién de la carga negativa hard que esta se concentre hacia los valores negativos
del eje z, de acuerdo con el sistema de coordenadas (figura (3.9)). Asi pues, la pared se
encarga de mantener lejos del niicleo una gran cantidad de carga electronica cuanto mayor
sea la excentricidad, lo cual resulta en un aumento en la magnitud del momento dipolar
del sistema.

También se puede observar el papel que juega la altura de barrera de potencial. Ya que
al comparar las curvas del momento dipolar para una misma excentricidad, éste crece con
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mayor rapidez entre mas grande sea el valor del potencial de confinamiento, lo cual se
debe a que la capacidad de confinamiento de la cavidad aumenta con el potencial V,. Esto
significa que, a mayor capacidad de confinamiento menor es la probabilidad de la densidad
de permear la pared, manteniéndose asi dentro de la cavidad. Todo esto se traduce en que
la redistribucion de la carga electrénica va a estar dictada por la forma de la cavidad que
la esté conteniendo.

Si concentramos nuestra atencion en la evolucién del momento dipolar para valores de
altura de barrera V, = 0.25 y V, = 1.0, estas curvas tienen un comportamiento de creci-
miento totalmente mondtono el ser reducido el tamano del semieje mayor de la cavidad
para ambas excentricidades. Esto no ocurre asi para el caso de una altura de barrera de
potencial mas alta, como es para V, = 5.0, donde claramente no ocurre de esta misma
manera. Primero, para una forma de cavidad £, = 2.5 (caso medianamente anisotrépico),
el momento dipolar crece y su curva de evolucién muestra un punto de inflexién después
del cual se muestra un comportamiento totalmente diferente, ya que a pesar de que el
valor del momento dipolar aumenta ya no lo hace con tanta rapidez, incluso se alcanza
a percibir como la curva empieza a mostrar una tendencia asintotica o hacia un maximo
el cual ya no se alcanza a observar debido a que se llega al punto de escape electrénico
como resultado del confinamiento.

Un hecho ain ma&s sobresaliente ocurre con la curva correspondiente a esta ultima
barrera de potencial, V, = 5.0 y una forma de cavidad &, = 2.0 (caso méas anisotrépico),
donde notamos que ademas del punto de inflexién y un crecimiento mas acelerado que en
el caso medianamente anisotrépico, el momento dipolar muestra un maximo bien definido,
y después de este punto, si se sigue reduciendo el tamano de la cavidad, la curva muestra
un rapido descenso hasta llegar al punto donde tiene lugar el escape electronico.

En las figuras (3.11) y (3.12) se muestran los
perfiles de densidad electrénica sobre el eje ma- 4
yor de simetria y los contornos de densidad en el
plano z = 0, respectivamente. Las cuales seran
de utilidad para comprender de mejor mane-
ra los efectos del confinamiento sobre la nube
electrénica, el momento dipolar y el porqué del
comportamiento observado.
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Los perfiles de densidad que se muestran en T ST T S T
la figura (3.11) corresponden a los tamanos de > [ual

cavidad, etiquetados como a) D&, = 3.0 (li-
’1 l()l DE = 20 (1 ) o ( Figura 3.11. Perfiles de densidad para tres di-
nea azu )’ ) 50 -~ ( mea negra) y c) ferentes tamanos de cavidad con la misma ex-

D¢, = 1.0 (linea verde) en la figura (3.10), que centricidad &1 = 1/2 y para la misma altura
corresponden a cavidades con una misma ex- de barrera de potencial V, = 5.0, a lo largo del

centricidad &' = 1/2 y una misma altura de eje mayor, direccion .
barrera V, = 5.0. En estos perfiles se aprecia
que la carga electronica se concentra mayormente cerca del nucleo, recordemos que la po-
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sicién del nucleo esta dada por el valor de D, pero esta concentracién en torno al nicleo
se reduce al considerar cavidades de confinamiento mas pequenas. Dado que la densidades
electrénicas correspondientes p(r) estan normalizadas a N (niimero total de electrones del
sistema), esto nos indica que para tamanos pequenios de cavidad corresponden densidades
mayormente extendidas en todo el espacio, y dado que se trata de una altura de barrera de
confinamiento finita, esto también significa que la densidad estd permeando fuertemente
a la pared, lo que desencadena en el escape electronico.

Los contornos de las figuras (3.12a)-(3.12¢) (en los cuales los colores mas claros indican
una mayor concentracién de densidad electrénica) evidencian este mismo comportamiento
de una manera que pudiese resultar un poco més clara. Para una cavidad de tamatio a)
D¢, = 3.0, contorno de la figura (3.12a) y correspondiente a la misma etiqueta a) en la
figura (3.10) (a la derecha del maximo), se nota que a pesar de que la nube electrénica ya
estd siendo deformada en las cercanias al niicleo por efecto de la cavidad, ésta se mantiene
lo méas esféricamente distribuida en torno a la posicién de ntcleo, sin llegar a disponer
de todo el espacio dentro del esferoide. Cerca del méximo, etiquetado con la letra b), el
contorno de densidad correspondiente (figura (3.12b)) indica que la densidad alcanza su
mayor deformacién, ocupando todo el espacio disponible y toma la forma de la cavidad
que la contiene. Es aqui donde se da el mayor distanciamiento relativo en el centro de
carga negativa de la nube electronica y el nicleo, lo cual conduce a que el momento dipolar
adquiera su maximo valor para este sistema bajo estas condiciones. Cerca del momento
de ionizacién, etiqueta c¢) en la figura (3.10), el contorno respectivo es el de la figura
(3.12¢), en el cual ya se puede ver que la densidad se vuelve mas extendida y comienza
a redistribuirse lo mas cercano al nucleo posible, intentando recuperar esa distribucion
esférica del caso libre, esto sumado al hecho de que la nube electréonica contenida en la
cavidad se va compactando debido a la reduccion en el tamano de dicha cavidad, lo cual
provoca que se de un acercamiento entre el nicleo y el centro de carga negativa, y por
ende el momento dipolar se ve disminuido.

a) D=15, &=20, V,=50, {u:) =169 b) D=10, &=20, V,=50, (u.) =240 ¢) D=05, &=20, V,=50, (u.) =194 d) D=05, &=25, V,=10, (u:) =065

3 3 3
-3 -2-1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

z [u.a.] z (u.a) z |u.a) z [u.al

Figura 3.12. Contornos de densidad electrénica total dentro de una cavidad esferoidal (linea azul) para
diferentes alturas de barrera y diferentes excentricidades.

Por ultimo para el punto etiquetado con la letra d) en la figura (3.10), le corresponde
el contorno de la figura (3.12d), también se trata de un punto cercano al punto de escape
electrémico, lo que significa que la densidad de electrones ha permeado el esferoide que
lo contiene. Este caso es para una simetria un poco maés esférica (£, = 2.5) y una altura
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de barrera pequena, V, = 1.0. Al tratarse de una cavidad con poca capacidad de confi-
namiento, la densidad es una funciéon atin mas extendida espacialmente y como podemos
ver, aun conserva una distribucion bastante esférica, inclusive se alcanza a percibir que el
contorno de densidad mas externo tiende a estar centrado en el origen de coordenadas.

3.5. Limitacién espacial por un plano

Como vimos con anterioridad para sistemas de uno y dos electrones limitados por un
plano, las coordenadas esferoidales también nos permiten tratar el caso de sistemas mul-
tielectronicos bajo estas mismas condiciones limitantes. Pero a diferencia de lo ya citado
para sistemas hidrogenoides y helioides, el enfoque utilizado para abordar este problema
es a partir del modelo TFDAW, para ello recordemos nuevamente que las coordenadas
esferoidales prolatas se definen como

1+ T2 1 —T9

€: 2D Y ?7: 2D Y

¢ =9, (3.36)

con £ € [1,00), n € [-1,1] y ¢ € [0,27]. Entonces, consideremos un plano infinito que
divide el espacio en dos regiones, dicho plano estd definido por la coordenada n = 0
como se puede ver de las ecuaciones (3.36). El niicleo del atomo se localiza en el foco con
coordenada z = D, de manera que la distancia perpendicular del ntcleo al plano queda
determinada por el valor de D, como se puede observar de la figura (3.13).

Figura 3.13. Esquema de un d4tomo con carga nuclear Z localizada en el foco z = D cercano a un plano
infinito n = 0 (linea azul). El plano zy corresponde a n = 0.

Aqui podemos distinguir entre dos diferentes casos dependiendo el tipo de limitacion
espacial, el primero de ellos es el de un plano impenetrable, este problema fue aborda-
do hace algunos anos por Cruz [61], y el otro caso corresponde al del plano penetrable
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estudiado por Cruz y colaboradores [66]. De manera que comenzaremos por hacer una
revision del caso del plano impenetrable para después pasar al caso penetrable, lo cual
nos permitira apreciar la importancia sobre una buena eleccién en las densidades orbitales
ansatz.

3.5.1. Limitacién espacial por un plano impenetrable

En principio de cuentas, al tratarse de un plano infinito impenetrable significa que el
sistema atomico no tiene acceso a una parte del espacio, que en acuerdo con la figura
(3.13), en este caso es a la regién definida por el intervalo —1 < 7 < 0. Entonces el
potencial de confinamiento con el que podemos describir estas condiciones es

~ 0 0<n<l1 1<€<
V(r):{, n<1, << oo

: (3.37)
o, —1<n<0, 1<€<00

lo cual significa que la densidad electrénica inicamente puede ocupar la region dada por
los intervalos 0 < n < 1y 1 < ¢ < 0o. De modo que lo que resta por hacer es una
propuesta para las densidades orbitales que cumpla con las condiciones de frontera que
impone el plano limitante, de manera que las densidades orbitales ansatz [61] son de la
forma

pre(€,m) = N2,D*2(¢ — )2 2emeDEm (3.38)

donde podemos reconocer que una parte de estas es la correspondiente a las densidades
radiales que vienen de los orbitales tipo Slater (2.51), pero expresadas en las coordenadas
esferoidales prolatas, mientras que el otro factor es el relacionado a la funcién de corte,
que en este caso esta funcion de corte es f(n) = 7, que resulta ser la misma utilizada en
el caso de sistemas mono- y bi-electronicos, ambos en su solucién variacional bajo estas
mismas condiciones de confinamiento. Dicha funcién de corte cumple inmediatamente con
las condiciones de frontera ya que en n = 0 las densidades orbitales se anulan, es decir,

Pne(§5M) |ln=0 = 0.

Con estas densidades orbitales y las condiciones dadas por las ecuaciones (2.49) y (2.50)
es posible evaluar el funcional de la densidad TFDAW, dado por la ecuacién (2.43), en
este sistema de coordenadas y con los respectivos cambios en los limites de integracion
que ahora son 0 < <1y 1 <€ < oo. La evaluacion de la integrales involucradas y la
optimizacién de la energia se realizan numéricamente como en el caso del confinamiento
esferoidal. Y los parametros con respecto a los cuales se optimiza la energia, para un valor
dado de D, son «,,, es decir,

oF
80%

=0. (nl = 1s,2s, ..., 0cc)

En la tabla (3.9) se muestran los calculos obtenidos para la evolucién del estado base de
los atomos neutros de C y Ne para un conjunto seleccionado de distancias entre la pared
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C Ne

D Errpw a1s s a2p Errpw a1s Qs a2y
0.001 -12.225 1.8605 1.0605 0.2879 -43.248 3.2444 2.4377 0.6805
0.100 -22.549 3.6684 1.4074 0.3723 -92.378 5.9936 2.8986 0.8027
0.250 -31.670 4.7177 1.8551 0.4673 -113.686 8.7451 4.6466 1.1700
0.500 -35.274 5.1014 2.3203 0.6192 -121.790 9.1935 5.1769 1.5420
1.000 -36.897 5.3335 2.5608 0.6191 -126.431 9.4476 5.2757 1.8566
1.500 -37.343 5.4138 2.5773 1.0667 -127.720 9.5272 5.3330 1.9173
2.000 -37.514 5.4537 2.5920 1.1270 -128.150 9.5668 5.3697 1.9433
3.000 -37.627 5.4943 2.6259 1.1594 -128.405 9.6070 5.4085 1.9773
5.000 -37.672 5.5271 2.6590 1.1875 -128.508 9.6403 5.4406 2.0103
10.000 -37.686 5.5521 2.6836 1.2143 -128.544 9.6656 5.4649 2.0360

Tabla 3.9. Energia Erppaw del estado base y parametros orbitales del C y el Ne como funcién de la
distancia D del nticleo al plano limitante. Resultados de referencia [61].

y el nicleo atémico, ademas de los parametros orbitales respectivos. De estos resultados
se puede apreciar como es que se obtiene un rapido ascenso en los valores de energia para
para distancias D < 2.0 del nucleo a la pared, de tal modo que conforme esta distancia
se aproxima a cero D &~ 0 la energia llega a alcanzar un valor de E(C) = —12.225
para el dtomo de C, mientras que para el atomo de Ne la energia que se alcanza es
E(Ne) = —43.248. Recordemos que este comportamiento también lo hemos observado en
el caso de sistemas hidrogenoides y helioides en presencia de un plano impenetrable, y esta
relacionado con los efectos de ruptura de simetria que aparecen en los estados atomicos
debido a la presencia de la pared. Para continuar con este andlisis conviene complementar
estos resultados con aquellos que corresponden al caso de un plano definido por una altura
de barrera finita.

3.5.2. Limitacion espacial por un plano penetrable

Asi que para generalizar y complementar los resultados de la seccién anterior, un caso
mas general del problema es considerar el mismo plano que en el caso anterior (en n = 0)
pero ahora definido por una barrera de potencial finito que se encuentra presente en la
mitad del espacio, la representacién funcional de este potencial es el de una funciéon tipo
escalén como se muestra en la siguiente ecuacion

~ 0 0<n<l1 1<€<
Vi) =1 =4 s&<oo (3.39)
‘/07 _1§7]§07 1S£<OO

con V, una constante.

Semejante a lo que ocurre con los sistemas dentro de cavidades de confinamiento geomé-
tricas y en vista del tipo de potencial que limita al sistema, aqui también conviene definir
dos regiones, lo cual conduce a tener diferentes densidades orbitales en cada dominio de la
coordenada 7). Estas dos regiones son: la region interior definida en el intervalo 0 <n <1
y la region exterior en el intervalo —1 < n < 0. Por consiguiente, un anélisis cuidadoso
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para definir y elegir la mejor forma de las densidades orbitales ansatz para el problema
del plano penetrable nos lleva a la forma funcional para las densidades orbitales interiores
(0<n<1)

Pné,mt(f, n) = NQe,mtD%iQ(f - 77>2n72€72a"w(£777)<1 — e "), (3.40)

n

mientras que para las densidades orbitales exteriores (—1 <7 < 0)
Prtcat(§:1) = Nigem DP" (€ — )2 2ane DI P, (3.41)

Son las propuestas para las densidades orbitales hechas por Cruz y colaboradores [66].

Estas densidades orbitales corresponden, cada una, al producto de dos funciones, la
primera parte en ambas es la densidad proveniente de los orbitales radiales tipo Slater
(2.51) expresados en las coordenadas esferoidales prolatas, mientras que el siguiente factor
en cada una de ellas corresponde a las funciones de acoplamiento. Dichas densidades
orbitales deben cumplir con las condiciones dadas por las ecuaciones (3.8)-(3.10). Un
detalle a rescatar es que en la funcién de acoplamiento f(n) = 1 — ve™", el pardmetro ~y
nuevamente adquiere valores en el intervalo 0 < v < 1, de donde, si 7 = 0 se recupera el
caso libre, mientras que cuando 7 = 1 y la aproximacién a orden lineal de la exponencial
se recupera el caso del plano impenetrable.

Ademas, otras caracteristicas importantes a satisfacerse, por parte de las densidades
orbitales, son las condiciones de continuidad en la frontera, en este caso en el plano
definido por la coordenada n = 0. A partir de éstas se pueden encontrar las expresiones
que relacionan las constantes de normalizacion, por una parte, al exigir continuidad en
las densidades

Pné,int(fa 77)’7]=0 = pn@,ext(fv 77)‘77=0 - st,int = (1 - 7)N2€,ext7 (3'42)

mientras que de la continuidad en el gradiente se obtiene una relacion entre dos de los
parametros variacionales, los cuales vienen de las funciones de acoplamiento

vpnﬁ,int(ga 77)|7]=0 = vpn@,ext(£7 77)|77=0 — ﬁ = 1177 (343)

lo cual también contribuye a reducir el niimero de parametros variacionales libres.

Una vez ha sido construido el funcional de la densidad TFDAW, de acuerdo con las
ecuaciones (2.43) y (3.4)-(3.7) para una distancia D dada y una altura de barrera V, la
optimizacién se lleva a cabo con respecto a los parametros variacionales «,,, y 7, para asi
obtener el estado base de energia del sistema

OE OE

Doy o 0 (nt = 1s,2s,2p, ..., 0cc).

Como referencia numérica de los resultados obtenidos por Cruz y colaboradores [66], la
tabla (3.10) muestra algunos de los cdlculos que los autores respectivos obtuvieron para
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Ne Ne™t

Vo D  Errpw a1s s a2y vy Errpw a1s Qs a2y ol
0.1 0.01 -75.851  6.6596  3.6126  1.3044 0.7334 -75.090  6.5707  3.5554  1.4508 0.7371
0.10  -109.721 8.7829 4.6361  1.5140 0.6962 -108.853  8.6711  4.5846  1.6739 0.7099

0.25 -121.297 9.3606  5.3202  1.7770 0.6342 -120.579  9.2570  5.2485  1.9622 0.6693

0.50 -126.042 9.5641 5.4211  2.0069 0.5509 -125.399  9.4727 5.3281  2.2230 0.6123

0.60 -126.831  9.5980 5.4140  2.0480 0.5120 -126.179  9.5088  5.3189  2.2698 0.5819

1.00 -128.150 9.6636  5.4469  2.0910 0.3042 -127.438  9.5807 5.3584  2.3270 0.3976

2.00 -128.538  9.6906  5.4889  2.0655 0.0003 -127.809  9.6192  5.4224  2.3149 0.0107

3.00 -128.547 9.6902 5.4894  2.0615 ~ 1077 -127.817  9.6191  5.4242  2.3106 ~ 105

10.00 -128.547 9.6902 5.4894 2.0614 ~ 10~10 -127.817  9.6191  5.4242 2.3105 ~ 10~1!

10.0 0.01 -68.157  5.9351  3.2255 1.0313 0.8700 -67.924 5.9016 3.2136  1.1881 0.8626
0.10 -104.322 8.2228 4.2155 1.1961 0.8936 -103.981  8.1761  4.2229  1.3816 0.8849

0.25 -117.893  9.0547 4.9802  1.4257 0.9235 -117.733  8.9950 4.9807  1.6496 0.9149

0.50  -123.946  9.4008 5.2638  1.7281 0.9360 -123.846  9.3357  5.2176  1.9793 0.9291

0.60 -125.079 9.4552 5.2887  1.7987 0.9386 -124.931  9.3885  5.2302  2.0504 0.9324

1.00 -127.275 9.5544 5.3461 1.9176 0.9459 -126.876  9.4846  5.2764  2.1650 0.9394

2.00 -128.359 9.6301 5.4242  2.0016 0.8824 -127.709  9.5757  5.3689  2.2840 0.7165

3.00 -128.532 9.6874 5.4845  2.0668 0.1137 -127.813  9.6189  5.4228  2.3136 0.1490

10.00 -128.547 9.6902 5.4894 2.0614 ~ 10~10 -127.818  9.6191  5.4242 2.3105 ~ 101!

Tabla 3.10. Energia Erppaw del Ne y Ne™ en su estado base como funcién de la distancia ntcleo-pared
D para algunos valores seleccionados de altura de barrera de potencial V,. Resultados de referencia [66].

el 4tomo neutro de Ne y su primer i6n Ne™, para un conjunto seleccionado de distancias
nicleo-pared D y para dos alturas de barrera de potencial, V, = 0.1 y V, = 10.0. De aqui
se aprecia que para valores grandes de D se recuperan las energias del estado libre para
ambos sistemas, mientas que conforme el nicleo del &tomo se acerca a la pared la curva de
energia crece monétonamente hasta un valor finito de ésta. Esto ocurre para cada sistema
y para cada altura de barrera. También notamos que entre mayor es la altura de barrera
de confinamiento mayor serd el valor de la energia cerca de la pared (n =~ 0), lo que indica
una dependencia del crecimiento de la energia como funcién de la altura de barrera V.

Para mayor detalle sobre el comportamiento de la evolucion energética del estado fun-
damental de estos dos sistemas mencionados, se puede recurrir a la figura (3.14a) donde
se encuentran graficadas las curvas de energia como funcién de la distancia D. En ésta se
puede observar como es que las curvas de energia tienen un subito acrecentamiento para
valores menores a D =~ 2.0. Sin embargo, en todos los casos no aparecen cruces entre las
respectivas curvas de Ne y Ne' para la misma berrera de confinamiento, lo cual indica
una falta de ionizacién del Ne debido a la limitacion espacial. De hecho, el atomo de Ne
neutro parece ser un sistema mads estable que el de Net cuando se encuentra méas cercanos
a la pared, esto se puede apreciar de la figura (3.14b) en la cual se muestra la energia de
amarre como funciéon de la distancia entre la pared y el niucleo para algunas alturas de
barrera de potencial V. La energia de amarre se define como

E, = E(Ne) — E(Net), (3.44)
que es equivalente al primer potencial de ionizacién, ecuacion (3.31).

De la figura (3.14b) se puede ver que conforme la distancia nicleo-pared se reduce, la
energia de amarre disminuye (se vuelve menos negativa) hasta alcanzar un valor minimo
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Figura 3.14. (a) Energia del estado base del Ne y Ne*t y (b) energfa de amarre del &tomo de Ne en funcién
de la distancia D entre la pared y el nicleo atémico, para diferentes alturas de barrera de potencial.
El orden de las curvas sigue los correspondientes valores de V, que se muestran. Graficas tomadas de
referencia [66].

cerca de D = (.5, pero sin llegar al valor de E, = 0 que es donde tendria lugar la ionizacion.
De manera que entre mayor sea la altura de barrera de potencial menor es la energia de
amarre. Después, en el intervalo 0.05 < D < 0.5 hay un repentino incremento en la energia
de amarre que llega a un maximo alrededor de D =~ 0.05 para posteriormente disminuir un
poco al llegar a la pared (n = 0). Estos resultados sugieren que debido a la deformacién de
la nube electrénica, el electrén comienza por perder fuerza de amarre conforme el nticleo
se acerca a la pared, pero como ya mencionamos sin alcanzar a ser ionizado, luego de
que el sistema se acerca un poco mas a la pared el electron se siente mucho méas atraido
hacia el nticleo, lo que indica una nueva distribucién de la carga electrénica, la cual, en
el caso de altura de barrera finita, comenzaria a permear la pared provocando asi que
el apantallamiento que siente el electrén se reduzca en gran medida, y que finalmente
cuando el ntcleo se coloca justo sobre la pared se alcanza cierta estabilidad.

Para finalizar con este pequeno andlisis de las condiciones de confinamiento espacial
definidas por un plano infinito sobre las propiedades electrénicas conviene recordar que,
para el caso de sistemas hidrogenoides, este tipo de limitacién espacial rompe con la si-
metria de la nube electronica conforme el atomo se acercaba a la pared, lo cual provocaba
que el estado base del sistema evolucionara de uno con simetria s (¢ = 0), para valores
grandes de D, a un estado 2p, cuando D = 0. Este tipo de comportamiento es esperado
también en el caso de atomos multielectronicos al analizar la distorsién de la nube elec-
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trénica en funcién de la distancia a la pared, como se mostrd en el caso del atomo de
He y también como lo sugiere el tratamiento de confinamiento esferoidal. Desde luego, es
deseable contar con un calculo de energias orbitales para este caso empleando métodos
mas sofisticados como el HF, lo cual no es posible con el método TFDAW.
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Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

Este trabajo nos ha permitido apreciar, de manera amplia, las implicaciones que tienen
los efectos de confinamiento y de limitacién espacial sobre sistemas atémicos de uno,
dos y varios electrones. Hemos centrados nuestra atencién principalmente en los cambios
de la energia de dichos sistemas al variar las condiciones de confinamiento, lo que nos
ha permitido notar la importancia que representan las restricciones externas al sistema,
digase el volumen y la forma de la cavidad de confinamiento, asi como la intensidad de la
barrera de potencial responsable de dichas condiciones.

En primer lugar, hemos estudiado los sistemas mencionados contenidos por cavidades
geométricas cerradas (esféricas y esferoidales), que intentan representar algin tipo de
impureza dentro del bulto de algin material. Asi, el medio circundante provee de las
condiciones necesarias para el confinamiento del sistema en cuestion. Por otra parte, si
pensamos en las condiciones bajo las cuales estaria este sistema cuando se encuentra
cerca o sobre la superficie del material que lo contiene, podemos compararlo directamente
contra los casos que hemos abordado sobre dtomos limitados por un plano. Esto nos
permite comprobar las diferencias que existen entre las diferentes condiciones de limitacion
espacial, ya sean fronteras abierta o cerradas, e incluso poder contrastar los cambios en
las propiedades electrénicas con respecto a sus contrapartes libres.

Al poder explorar diferentes metodologias de solucion para los distintos sistemas, tanto
soluciones exactas como aproximadas, nos podemos dar cuenta de la relacién tan estrecha
que existe entre ellas. Dado que las funciones de onda, resultantes de las soluciones exac-
tas al atomo hidrogenoide bajo ciertas condiciones de confinamiento, proveen la forma
funcional que marca la pauta para poder proponer las funciones orbitales ansatz para
el tratamiento variacional, no solo para sistemas de un tnico electrén, sino que se pue-
den extrapolar a sistemas atémicos multielectronicos que se encuentren bajo las mismas
condiciones de confinamiento.

En lo referente a atomos mono-electronicos solubles exactamente bajo ciertas condicio-
nes de confinamiento, brindan los resultados contra los cuales comparar aquellos obte-
nidos de las respectivas soluciones aproximadas y asi poder verificar la confiabilidad de
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estas aproximaciones. Ademads, estas soluciones aproximadas son muy eficientes puesto
que demandan (en general) un menor esfuerzo numérico y matemético con respecto a las
soluciones exactas, especialmente cuando se sale del régimen de la geometria esférica. Lo
cual conlleva a que, incluso es posible abordar situaciones mas complejas e intrincadas, en
las cuales la geometria del problema es incompatible con la geometria radial del potencial
electrostatico electrén-nicleo, que hace imposible resolver el problema de manera exacta.

Asi pues, estas metodologias de soluciones aproximadas nos brindan las herramientas
para abordar diferentes planteamientos relacionados con sistemas que resultan imposibles
de resolver de manera exacta, digase sistemas atémicos de mas de un electrén.

En este sentido, el principal objetivo de este trabajo se ha centrado en el estudio de
atomos multielectrénicos confinados por cavidades esferoidales prolatas penetrables, bajo
el enfoque de la teoria del funcional de la densidad DFT y del modelo de Thomas-Fermi-
Dirac-Weizsacker TFDW. Que como hemos podido observar, el funcional TFDAW ha
resultado ser lo suficientemente versatil y ttil para abordar problemas relacionados con
sistemas atomicos de varios electrones bajo diferentes condiciones de confinamiento y con
distintas geometrias.

Esta versatilidad que mencionamos, en adicién a la enorme eficiencia que posee el mo-
delo TEFDAW en su forma variacional, nos ha permitido explorar un tipo de confinamiento
mas alla del esférico, en este caso el esferoidal con el niucleo atémico emplazado en uno
de los focos. Esto ha puesto de manifiesto las enormes diferencias existentes entre las
distintas condiciones que impone el tipo de limitacion espacial sobre los sistemas estu-
diados. Condiciones que constituyen un primer paso para entender los efectos sobre las
propiedades electrénicas debidos al confinamiento, no solo en términos del volumen y de
la intensidad del potencial de confinamiento, sino que ademés en términos de la forma de
cavidad que confina al sistema.

En consecuencia, el estudio del confinamiento isotrépico y el anisotropico ha evidenciado
la estrecha relacion entre estas condiciones y sus efectos sobre las propiedades electronicas
del 4tomo, tales como la energia, la presion, el momento dipolar, la ionizacion del sistema
y el escape electrénico. Sobresale el hecho de que mientras mas lejos del régimen esférico
se encuentre el sistema, debido al confinamiento, mayores seran las diferencias en los
resultados que se tendran sobre las propiedades electrénicas entre éste y el régimen de
confinamiento esférico.

En general, fue hallado que el confinamiento anisotrépico tiene un efecto dominante
sobre la evolucion de la energia, la presion y el momento dipolar, en términos del tamano de
la cavidad. Como ejemplo de esto tenemos al &tomo de Ne neutro (elemento perteneciente
al grupo de gases inertes o nobles), que demuestra los notables cambios en sus propiedades
fisicas, tal como lo es el momento dipolar, al ser sometido a diferentes condiciones de
confinamiento.

Estos resultados obtenidos a partir del modelo TFDAW son una primera contribucion en
la exploraciéon de las propiedades fisicas que caracterizan a los sistemas multielectronicos
(dtomos) sujetos a condiciones de confinamiento diferentes al del caso esférico, y que
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ademés complementan a aquellos correspondientes al caso esferoidal impenetrable [61].
De tal manera que estos sirvan como punto de referencia y de comparaciéon al momento
de que se aborde y resuelva el mismo problema mediante teorias mas sofisticadas tales
como el método Hartree-Fock o la teoria de Kohn-Sham.

Al considerar cavidades esferoidales y en consecuencia, al hacer uso de las coordenadas
elipticas, es natural explotar las simetrias propias de este sistema de referencia y ubicar al
nicleo atémico en uno de los focos. Y aunque esto ya representa una gran diferencia con
respecto al caso esférico en donde el niicleo siempre es ubicado en el centro de la cavidad.
La extension natural al problema esferoidal es estudiar el comportamiento del atomo
cuando su nucleo se localiza en una posicioén arbitraria a lo largo del eje mayor de simetria
del elipsoide que actiia como cavidad de confinamiento, asi como las correspondientes
propiedades electronicas en términos de confinamiento isotrépico como anisotropico. Este
planteamiento de niucleo fuera de foco es trabajo en progreso actualmente.

Finalmente, como ya mencionamos, las densidades orbitales utilizadas para evaluar
el funcional TEFDAW, en los diferentes casos de limitacion espacial, requieren de una
adecuada eleccion de acuerdo con los dominios del potencial y las condiciones de contorno
impuestas por el problema. Y esta eleccién se basa en las soluciones exactas (expresadas
como funciones de las variables del problema) a la ecuacién de Schrodinger del dtomo
de hidrogeno bajo las mismas condiciones de confinamiento. En este sentido, esto resulta
en una limitante para el modelo TFDAW en su forma variacional. Asi pues, surge una
pregunta interesante sobre los alcances del modelo TFDAW que involucra el tratamiento
de atomos multielectronicos atrapados dentro de cavidades esféricas definidas por un
potencial, repulsivo [84-87] o atractivo [80-83], de altura y espesor finito. Esto en un
esfuerzo por modelar atomos dentro de jaulas tipo fullereno.

Y aunque es cierto que existen soluciones exactas a la ecuacion de Schrodinger del
atomo de hidrogeno con estas especificaciones en torno al confinamiento, éstas resultan
ser de naturaleza numérica [82,85]. Por lo cual, el tratamiento para este tipo de sistemas,
desde el enfoque del funcional TFDAW, resulta una manera interesante de explorar las
capacidades que tiene esta teoria.
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Apéndice A

Particula dentro de una caja esférica
impenetrable

Para una particula atrapada, consideremos el caso de un electréon, dentro de una caja
esférica con barrera de potencial infinito

tenemos que el hamiltoniano (expresado en unidades atémicas) dentro de la cavidad
solo posee contribucion debido a la energia cinética de la particula

g lgro L[1 0,0 1,
= QV B 2{T28T[r or TQL]}’ (8.2)

de manera que nuestra ecuacion de eigenvalores es Hi)(r) = E)(r). Si separamos variables
de igual manera que en la ecuacién (1.9), obtenemos que la funcién radial obedece la
siguiente ecuaciéon diferencial ordinaria

d*R(r) N 1dR(r) lf(ﬁ—l— 1)

dr? r dr

+ QE] R(r) =0, (A.3)

r2
la cual tiene solucion

Roo(r) = Anege(kner) + Brong(kner), donde kne = \/2E,,;, (A.4)

donde j,(x) son las funciones Bessel esféricas de primera especie y ny(x) las funciones
Neumann esféricas, ambas soluciones linealmente independientes. De las condiciones de
contorno en el origen, donde la funcién radial R,.(r) debe ser finita en r = 0, la solucién
fisicamente aceptable resulta ser la relacionada con las funciones Bessel, por lo que los
coeficientes B, tienen que ser cero. Ademads, la funcién de onda debe ser nula en la
frontera r = r, para todo valor de 6 y ¢, por lo cual R,(r,) = Nyeje(knero) = 0. Y la
manera de proceder para encontrar las energias es calcular los ceros de las funciones de
Bessel, que resultan en los valores de k,, relacionados con las energias correspondientes.
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Apéndice B
Principio variacional

La idea fundamental dentro del principio variacional [75] es considerar un ket (funcién de
onda) de prueba, digamos |0), y evaluar el valor esperado del hamiltoniano de la siguiente
manera

@)
= o)

Si el ket de prueba tiene parametros, podemos variarlos para encontrar aquellos que
minimizan (F), y esto da una estimacion para la energia del estado base.

(B.1)

El siguiente teorema garantiza que (F) es siempre una cota superior para la energia real
FE, del estado base.

Teorema Variacional:

(E) > E,. (B.2)

Demostraciéon: Ain cuando podemos no conocer los eigenkets del hamiltoniano, al ser
éste una observable debe cumplirse que

H|k) = Exlk), (B.3)

donde |k) son los eigenkets, que desconocemos, del hamiltoniano H y E} las eigenenergias.

De manera que, si hacemos uso de la relacién de completez [ = > |k)(k|, podemos
k=0
representar nuestro ket de prueba de la siguiente manera

10) = ;%I@!k% (B-4)
entonces tenemos lo siguiente
Q) ICXZ%EAM@M@I@ ) ];)(Ek — E,)[{0k)?
(010) > [(0[k)[* > [(0[k)]”

k=0 k=0




138 Principio variacional

donde usamos que el término E, — E, es necesariamente positivo, es obvio, ya que en
el caso de que |0) = |0) entonces los coeficientes (0]k) son nulos para k # 0.

En la practica, el ket de prueba puede depender de varios parametros, es decir,

0) = | A1, Mgy M), = (E)Y = (EY(A1, Aoy oy An), (B.5)

de tal modo que para minimizar la energia tomamos las derivadas con respecto a los
parametros variacionales y se igualan a cero

o
8/\S<E>:O (s=1,2,...,n). (B.6)




Apéndice C

Coordenadas esferoidales prolatas

Figura C.1. Coordenadas elipticas cilin-
dricas.

Las coordenadas esferoidales prolatas también son
conocidas con el nombre de coordenadas elipticas, y
son un sistema de coordenadas curvilineas ortogo-
nales en los que las lineas de coordenadas son elipses
e hipérbolas confocales.

Las coordenadas elipticas cilindricas o coordena-
das esferoidales prolatas son un sistema tridimen-
sional que se obtiene cuando se hace rotar el siste-
ma en torno al eje que une los focos de la elipse,
y ademads se anade una coordenada polar adicional,
figura (C.1). La definiciéon de coordenadas esferoida-
les prolatas [63,64] en términos de las coordenadas
rectangulares es

x = Dsinhusinwv cos ¢,

y = D sinh u sin v sin ¢,

z = D coshucoswv,
donde D es la distancia del centro del esferoide pro-
lato a cualquiera de sus focos, y los dngulos varian
como u € [0,00), v € [0,7] y ¢ € [0,27]. Con los
siguientes cambios de variables

& = cosh u, 1N = cosu,

es posible reescribir las reglas de transformacion como

r=D\/(€ - 1)(1 - 1) cosé,

y=D\(& - 1)(1—n2) sing,  z=De,

mientras que los nuevos intervalos de validez para las nuevas variables son: £ € [1, 00),

ne [_Ll] y ¢ € [Oa 27T]
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Figura C.2. Coordenadas esferoidales prolatas.

Las coordenadas & y 7 se visualizan mejor en términos de las distancias r; y 3, como
se puede ver en la figura (C.2).

¢ =

r1+ 1o T1 — T2
= . C.1

Lo siguiente que necesitamos saber es como cambia el elemento de volumen, el cual en
su forma mas general es

oz,
drdydz = Jdédnde = 81: dédndao, (C.2)
Yj
donde el Jacobiano de la transformacién es
— D/ cos ¢ ~Dny/$asing D¢
PO 1 A
=|5-| = |9 Oy Ocz| = D&V S cos ¢ DEV/ S sin ¢ Dn
Oyj Opx  Opy 0Oy et &1
—Dsing\/(§2 -=1)(1 =7?) Dcosg/(2—-1)(1—-n%) 0
J =D& —n?).

Asi que el elemento de volumen en las coordenadas esferoidales prolatas es

dV = D3(¢2 — i?)dédnde. (C.3)

Otra cosa que necesitamos conocer es la estructura del operador gradiente, pero en
coordenadas esferoidales prolatas. Pues bien, para coordenadas rectangulares, el operador
gradiente tiene la estructura

0 0 0 0

V:ﬁz—:f{l +5\(2 +)A(3

8xi c%l 8x2 81'3’
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pero si z; = x;({y;}), entonces

8yj8_|_ 6’y]8+ dy; 0

V= 8951 0y; 8952 0y; 81'3 dy;’

de aqui se llega a que el gradiente en las nuevas coordenadas tiene la forma

1 0
V=%¢,— —
donde los h; son los factores de escala, los cuales son combinaciones lineales de los términos

Jy;/0x1, Oy;/0xy y Oy;/0x3 y de los propios vectores unitarios. En este caso particular
el operador tiene la forma

0 19
an o (C4)

577 he 06

1
he 9 Thy,

Para encontrar los factores de escala primero encontremos los vectores &, n y ¢ que nos
serviran para determinar dichos factores, para ello partiremos de la expresion

a$1 81‘2 81‘31
y‘ - ) b ) C5
’ [3% dy; * Oy; (C5)
asi pues, los vectores son
&= chos¢ 52 Dfsmqﬁ” ]
- =
n = |—Dncos¢ T —Dnsingy| ——~ , D¢,
Ui —1?
¢ = —Dan¢¢@2—1xr—m>,Daﬁ¢¢@2—1x1—n%,o].
Los factores de escala son:
e para el primero hg¢
2 2 2
D D2 2 D2€ _77 he = D 6 -1 )
—eg— 55 aor 0 h=D\m—p (CO)
e para h,
2 2 _ 2
h2 D2 25 —D2£ Ui ho—D 3 n ‘
T’n 1 § 1_,'72 — n 1_7727 (C7>

e y para hy

R=¢-¢=DE-1(1-n*) — KB=DJE@-1D1-n). (C8
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Con estos factores de escala ya es posible escribir la expresion del operador gradiente
en coordenadas esferoidales prolatas

1 fe—1 o0 1 [1-92 0 1 0
V=¢— S R — —. C.9
D g—p o "DVe—y 377+¢D\/(52—1)(1—772) 99 (©9)

Mientras que el operador laplaciano es

1 ) 9 22 P
e la&? R T S R ro gy TGty

V= (C.10)



Apéndice D
Estadistica de Fermi

Sabemos que los fermiones [70, 72] obedecen el principio de exclusiéon de Pauli y por
ende sus funciones de onda son antisimétricas, esto es, para el operador de intercambio P
que actia sobre una funcién de onda antisimétrica se satisface que

Pw(rlvrQ) = _w(r%rl)?
donde r; y ry denotan las posiciones respectivas de dos electrones.

De los modelos estadisticos para fermiones sabemos que la gran funciéon de particion
para particulas idénticas es

z=3 He—njﬂ(Ej—H) 7 (D.1)
{ni} J

donde £ denota el estado de energia del sistema, n; es llamado el nimero de ocupacion del
j-ésimo estado de energia, el cual denota un conjunto de niimeros de ocupacién permitidos
por la simetria de las particulas, u es el potencial quimico y § la denotamos como la
definicién usual 8 = (kgT) .

Puesto que estamos tratando con particulas fermionicas, tenemos que el nimero de
ocupacién solo puede adquirir dos posibles valores n; € {0,1}, ya que en cada estado solo
podemos tener dos electrones, uno con espin +1/2 y otro con espin -1/2, por lo que estos
numeros de ocupacion son independientes de j, lo cual nos permite permutar la suma
con el producto de funciones de particion, asi que escribimos nuestra funcién de particion
como

z=1] i e A E) — [T (14 1)

J n;=0 J
lo cual nos conduce a que el logaritmo natural de la gran funcién de particion es

InZ = Zln (1 + e_B(Ej_“)> .
J
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Ahora ya podemos calcular el nimero de particulas en cada nivel de energia, esto lo
hacemos mediante el valor esperado de n;, es decir,

_ 19mz e BEj—n) B 1
<n.7> - _E aEJ - 1 + e—,@(Ej—/L) - e,B(Ej_:u‘) + 1

Si consideramos el potencial quimico p y la temperatura 7' fijos para un sistema par-
ticular, entonces el valor esperado de ocupacion del j-ésimo estado (n;) es, inicamente,
funcién de la energia ;. Es por esto que es conveniente considerarla como una funcién
de distribucion. Asi que, para fermiones la funciéon de distribucién se define como

1

f(E) = B 11 (D.2)
la cual es conocida como funcién de distribucién de Fermi-Dirac.

Para estudiar como es que se comporta esta funcién de distribuciéon, podemos reescribirla
de otra manera, definamos = = S(E — ) tal que

1 1—tanh(z/2)
er+1 2

fz) =

Consideremos dos posibles limites, estos bajo la suposicion de temperaturas bajas, pri-
mero cuando F < u, lo que implica que x < 0, entonces

1 1e—1
M1ﬂﬂ:1m.[—e ]:L

T——00 z——00 | 2 2 et +1

el otro caso es cuando F > pu, lo cual implica que = > 0, y para el otro limite tenemos

I 1 1—-e™
li = lim |- — = =0
Jn, /(@) xgalo[g QHM] ,

aqui es conveniente definir la energia de Fermi Er como Ep = u(T = 0).

Ahora bien, de lo anterior tenemos que para 7" — 0, o bien f — oo, la funcién de
distribucién para fermiones se comporta como una funcién de Heaviside o funcién escalon

1, F < Er

0. BB, (8 — o). (D.3)

En el modelo de un gas altamente degenerado de electrones consideremos al espacio
dividido en pequenas celdas ctibicas, cada una de ellas de arista a y volumen AV = a?, lo
suficientemente alejada del nticleo de manera que los cambios en el potencial coulombiano
debido al nicleo sean despreciables en esa region, como se puede apreciar en la figura
(2.2). Cada una de ellas contiene algin nimero fijo de electrones AN (el cual puede tener
diferentes valores para diferentes celdas), y vamos a suponer que los electrones en cada
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Ky

Figura D.1. Aqui se muestra el espacio de vectores de onda, en el cual las k estdn medidas en unidades
/a.

celda se comportan como fermiones independientes a la temperatura 7' ~ 0K, y las celdas
son independientes entre si.

Ahora consideramos que en una celda existe una densidad electrénica p = AN/AV,
donde, en el espacio de momentos p = fik, el valor de AV}, es 72/a?, ver figura (D.1),
puesto que AV} es una celda unitaria ctbica de lado 7/a, entonces la densidad de estados
es

dVy
g(k)dk = (2s + 1)Avk,
donde dV} es el diferencial de volumen del primer octante de la esfera de radio k, en
el espacio de momentos, se toma el primer octante porque las k,,., son estrictamente
positivas. El factor 2s + 1 corresponde a la degeneracién de estados debido al espin de los
electrones. Entonces tenemos que, el elemento diferencial de volumen del primer octante
en el espacio de momentos es

1
dVy = §47rk2dk.

Y la densidad de estados en el espacio de momentos es

é47rk;2dk (25 + 1)a®
(r/a)® 22

g(k)dk = (25 + 1) k*dk. (D.4)

Pero aqui resulta necesario pasar del espacio de momentos al espacio de energias, esto
para poder calcular el valor esperado de la energia. Partiremos de la ecuaciéon que nos
relaciona a la energia E con la magnitud del vector de onda, k? = 2F, con k = k(FE), de
aqui se sigue que kdk = dF, por lo cual obtenemos que dk = dFE/ V2E, 1o cual nos conduce



146 Estadistica de Fermi

a que la densidad de estados en el espacio de momentos se transforma en una densidad
de estados en el espacio de energias, g(k)dk — g(F)dE, y la podemos representar como

(2s + 1)a®

9(E)IE = =

E'V2dE. (D.5)



Apéndice E

Matrices de densidad

Una matriz de densidad se define de la siguiente manera [72], si se tiene un sistema de
N electrones con funcién de onda antisimétrica dada por la expresion (2.2), la matriz de
densidad se define como

PNy (X X5 Xy, X1Xg... Xy ) = U(X], X5, ..., Xy ) V¥ (X1, X, ..., Xn), (E.1)

que es la llamada matriz de densidad de orden N para un estado puro de un sistema de
N electrones, y que al sumar sobre todas las coordenadas de espin obtenemos una matriz
de densidad que tinicamente depende de las coordenadas espaciales, esto es,

Py (BT Py, Tiraty) = D povy(X)Xh. Xy, X1 X0 XN ). (E.2)
all mg

Es fécil observar que cuando el conjunto de coordenadas x; = xj para toda j, se obtiene la
diagonal de dicha matriz, la cual resulta ser la densidad de probabilidad que ya conocemos
pon (XN, xN) = p(x") = U(xV) T (x7).

Asi como es posible representar el operador de densidad como
Py = W)W, (E.3)

el cual cumple con la condicion de normalizacién, es decir,
Te(py) = / U(xV ) (xM)dxV = 1. (E.4)

Ademés, para calcular el valor esperado de un operador G mediante el operador de den-
sidad se tiene que

(G) = Tr(pn)G) = Te(Ghw))- (E.5)

También es posible definir la matriz de densidad reducida de orden p < N, para sistemas
fermionicos, como

N
Py (X7, xP) = (p) /.../p(N)(X’l...x;po...xN,x1...xppo...XN)dpo...de, (E.6)
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donde (N ) es el coeficiente binomial. En particular estamos interesados en dos matrices
de densidad reducidas, la de primer y la segundo orden, que son, respectivamente

py (X7, %x1) = N/.../p(N)<X/1X2...XN,X1X2...XN>dX2...dXN, (E.7)

N(N -1
<2)/.../p(N)(XIIXéX;J,...XN,X1X2X3...XN)dX3...dXN. (E.8)

! !
P(2) (X)X, X1X2) =
Notese que la matriz de densidad de segundo orden se normaliza al niimero de pares de
electrones, mientras que la matriz de densidad de primer orden se normaliza al ntimero
de electrones

Te(py) = [ ool xi)dx = N, (E.9)

) N(N —1
Tr(p(2)) = // p(z)(XIIX/27X1X2)dX1dX2 = Q

5 (E.10)

Las matrices de densidad reducidas pg1)(x},%x1) ¥ pe)(x]X5, X1X2) como se acaban de
definir, son representaciones en coordenadas espaciales de los operadores pg1) y p(2), los
cuales actiian sobre los espacios de Hilbert de una y de dos particulas, respectivamente.
Y al igual que p(y), estos operadores son definidos semipositivos, puesto que sus matrices
de densidad lo son

p1(x1,x1) >0, pa2(XX5, X1%X2) > 0, (E.11)

y ademas son hermitianos, dado que sus correspondientes matrices de densidad satisfacen
que

pr1(x1,x1) = pi(x],x1), p2(X1X5, X1X2) = p3(X)X5, X1X3), (E.12)

La antisimetria de la matriz de densidad de orden N, p(ny(x]X5...X}y, X1Xz...Xy ), tam-
bién requiere que cualquier matriz de densidad reducida cambie su signo bajo el inter-
cambio de indices entre particulas primadas y no primadas

pa(X1X5, X1X2) = —pa(X5X], X1X2) = —p2(X|X), XoX1) = p2(X5X], X2X1). (E.13)

Los operadores hermitianos de densidad reducida p; y po admiten eigenfunciones y
también sus eigenvalores respectivos

ﬁl%’(xl) = njwj(xl), P2pj (x1%2) = 9iPj (x1%2). (E.14)

Para py, las eigenfunciones 1;(x) son conocidas como espin-orbitales naturales, mien-
tras que los eigenvalores n; como niumero de ocupacién, estos son dos conceptos muy
importantes. Mientras que las eigenfunciones ¢;(x;x2) (funciones antisimétricas de dos
particulas) son conocidas como gemelas naturales (natural geminals) y los eigenvalores
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g;j sus respectivos nimeros de ocupacion. Y dado que es posible expresar a un operador
en término de sus eigenvectores, entonces,’
pr = _mnili) (W, p2 = gilei) (e, (E.15)
J J

donde n; > 0y g; > 0 de acuerdo con las ecuaciones (E.11), de aqui que las matrices de
densidad de primer y segundo orden son

p1(x),%1) = Z”ﬂ/}j(xi)%@;(xl)a p2(X)X5, X1Xg) = Zgj%(xllxlz)@(xlx2)~ (E.16)

J

El operador de densidad del ensamble

Una descripcion del operador de un estado cudntico se hace necesario cuando el estado
no puede ser representado por una superposicion lineal de eigenestados de un hamiltoniano
particular. Esto ocurre cuando el sistema de interés forma parte de un sistema cerrado mas
grande, como por ejemplo un electrén individual en un sistema de muchos electrones. Para
tal sistema no se puede tener un hamiltoniano completo que contenga solo sus propios
grados de libertad, excluyendo asi la descripcion de la funcién de onda.

Se dice que un estado es puro si éste estd descrito por una funciéon de onda, y un estado
mixto es aquel que no puede ser descrito por una funcién de onda.

Un sistema en un estado mixto puede ser caracterizado por una distribucion de pro-
babilidad sobre todos los estados puros accesibles, para lograr esta descripcién se puede
generalizar al operador de densidad, ecuacién (E.3), y definir el operador de densidad del
ensamble

0= ZPH‘I’J‘)(‘I’J'L (E.17)

donde P; es la probabilidad de encontrar al sistema en el estado |V;) (eigenestado orto-
normal), y la suma es sobre el conjunto completo de todos los estado puros accesibles, las
reglas de probabilidad imponen que P; sea real y ademés P; > 0, y Z P, =1
J
De un analisis similar a los operadores de densidad, se llega el resultado para el operador
reducido a primer orden

oy = D_ml) (W51, (E.18)

con la condicién
0<n; <1, (E.19)

para todos los eigenvalores del operador (1), esto coincide muy bien con la regla de que
un orbital no puede ser ocupado por mas de un electréon, el primitivo principio de Pauli.

"Donde A = Al = AZ EINCHES Zaj|0zj><aj|, con |a;) eigenkets del operador A, A|a;) = aj]a;).
J J
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Matriz de densidad de Fock-Dirac

Las matrices de densidad tienen una forma simple cuando ellas son obtenidas a partir
de un determinante de Slater (1.80), la matriz de densidad reducida de primer orden,
llamada la matriz de densidad de Fock-Dirac es

N
P (1, 30) = 3 45 (x1)¢5 (x1), (E.20)

donde 1 (x) son los espin-orbitales, esta expresién se obtiene a partir del determinante de
Slater, ecuacion (1.80), al considerar solo el primer renglén.

Para la matriz de densidad reducida de segundo orden tenemos la siguiente expresion

1 / /
p(g)(XiXé,Xl)(Q) N p(l)(Xth) p(1)<X17X2) ) (E21)

2! p)(Xh, x1)  pay (x5, X2)

Mientras que la de orden p es

P(l)(X'p X1) P(1)(X'17 Xz) ... P(l)(X'p Xp)
1 X5, X X, Xa) ... x5, X
P (X, x7) = = Py ( 2 1)yl 2 2) ‘ P 2 o) (E22)
p- : : . :
p(l)(X;m X1) P(l)(lem Xg) ... P) (X;w Xp)

Si consideramos el valor esperado de un operador de un solo electréon que sea local, en
el sentido de que puede expresarse como A(r’,r) = A(r)d(r’ —r), lo cual significa que el
N

operador es diagonal y de la forma A = > A(x;), con A(x;) funciones de las coordenadas

Jj=1
del j-ésimo electron, entonces tenemos que dicho valor esperado es

(A) = Tr(pn A) = Tr(pA) = [ oy () Ax)dx, (E.23)

mientras que para un operador de dos electrones que también sea local y con la siguien-
N

te estructura B = > > B(xj,xy), con B(x;,x;) funciones de dos electrones, el valor
j=1k>j
esperado es

<B> = Tr(ﬁ(N)B) = Tr(ﬁ@)é) = / P(z)(XhXQ)B(X1,X2)dX1dX2- (E.24)

Dado que varios operadores de interés en los hamiltonianos que manejamos no involucran
coordenadas de espin, buscamos una mayor reduccion de las matrices de densidad dadas
por la expresiones (E.7) y (E.8), esto se puede llevar a cabo cuando se suma sobre las
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coordenadas de espin s y ss, lo cual nos conduce a poder definir las matrices de densidad
reducidas sin espin de primer y segundo orden, respectivamente,

pay(rh,T) =N /p(N)(XIIXQ...XN,X1X2...XN)dX2...dXN, (E.25)
N(N -1
pe2)(rirh, riry) = (2) Z /p(N)(xllx’QX;;...xN,X1X2X3...XN)dX3...dXN, (E.26)

ms1,Ms2

noétese que el elemento diagonal de p(;y(ry,r;) es justamente la densidad electrénica
p(r) = pay(ri,ry). Ademés los valores esperados para los operadores locales de uno y

dos electrones A y B, ecuaciones (E.23) y (E.24), donde sus funciones de onda no actiian
sobre las coordenadas de espin, es decir, A(x;) = A(r;), B(x;,x;) = B(r;, 1), se pueden
calcular de manera analoga

(A) = Te(pn A) = Te(py ) = [ plr)Awr, (E27)

(B) = (o) B) = T B) = [[ peoy(re, ) Blr, xo)drdrs, (E-28)
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Apéndice F

Correccion a segundo orden a la
energia cinética

En la aproximacién a la energia cinética dada por la expresién

1 1
T = 5/w(r) - V(r)dr — Z/VQp(r)dr, (F.1)
.qué es lo que pasa con el término de la energia que depende del laplaciano de la densidad
TL[V?p(r)] [65]7

Para esto, primero consideremos dos funciones integrables, f(r) y g(r), mas la siguiente
identidad vectorial V - [f(r)Vg(r)] = V f(r) - Vg(r) + f(r)V?g(r), que al integrar sobre el

volumen obtenemos
[V @) Veldr = [ Vi) Voydr + [ £r)T2g(x)dr,

en el lado izquierdo de la igualdad usamos el teorema de la divergencia de Green-Gauss,
el cual nos indica que

/V.Fdr:]{}?.ﬁds,
S

donde 11 es el vector normal a la superficie S que encierra al volumen V', dS el diferencial
de superficie, para el caso particular en el cual f(r) = 1, tenemos que V f(r) = 0, por lo
que nuestra expresion se reduce a

745 Vg(r) - 2dS = / V2¢(r)dr, (F.2)

esta expresion nos va a ser de gran utilidad para lo que pretendemos demostrar.

Anteriormente habiamos supuesto a 1(r) como una funcién real, entonces ahora justi-
ficaremos esa suposicion. Pues bien, ya que sabemos que para un sistema finito y para r
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muy grande (r — oo) la funcién de onda 1(r) se comporta como una exponencial decre-
ciente, esto es ¥(r) = Ce™*", con C,a > 0. Por lo tanto la densidad se comporta como
p(r) = C?e¢72". Si V es un volumen esférico de radio r y suponemos que p(r) es la densi-
dad electrénica de un sistema multielectrénico finito tal que la integral [ p(r)dr = N, debe
ser finita e igual al nimero de electrones N del sistema. Entonces tenemos que nuestra
identidad vectorial, ecuacién (F.2), es

/VQp(r)dr = }év,o(r) -ndS, (F.3)

que al multiplicar por -1/4 obtenemos el término T5[V2p(r)] e integrar

1 1 1.0 w o
BV(r)] = — / Vp(r)dr = fg Vp(r) - dS = —~f 2 ap(r) - 12 /0 /0 sin 0dfde

4 Or
= 21 C?r? e_Zw,

pero cuando consideramos distancias muy grandes, esto es en el limite cuando r — oo,
tenemos que

7 2 _ 1z 2.2 —2ar\ __
lm T5[V7p(r)] = lim (2raC%rie™™") = 0.

Esto significa que el funcional de la energia cinética T'[p(r)] para sistemas multielectré-
nicos no requiere tomar en cuenta el término de la energia que depende del laplaciano de
la densidad y unicamente tomamos en cuenta la aproximacién a orden cero y a primer
orden, en el desarrollo en serie de potencias del gradiente, para la energia cinética.



Apéndice G
Integral en la energia de intercambio

Para evaluar la integral que surge en la energia de intercambio de Dirac,

* (sint — tcost)?
/ (sin cost) n
0 to

es conveniente realizar un cambio de variable, de la siguiente manera, ¢ = sint/t, entonces

(G.1)

dg  sint—tcost d?q 2 dq

dt 2 ) aw” ta ?©

al escribir y evaluar la integral indefinida encontramos el siguiente resultado

(sint — tcost)? dg [1dgq dg [ 1 1 d?%q
dt:/— - dt:/— S 7
/ 5 dt |t dt at \ 297 2ap

Covlgpd |, (dg\| 1|, (dg)’
_4dt[q+<dt>]dt_4q+dt’

por lo cual la integral definida resulta ser

. 2 o
% (sint — tcost)? 1|, [dq
dt = —- — . G.2
/0 = 2T\ (G.2)
0
Para evaluar los limites de integracion volvemos a usar la definicién de ¢
. 9 9
; 2 smt_ i 2 1 su1t_
e b e =i = =0
dq\? int — tcost)? dq\? int — tcost)?
lfm <q> gy SIREZECOST lfm <q> _ g SISt
t—0 \ dt t—0 t4 t—oo \ dt t—o0 t4
finalmente el resultado es
% (sint — t cost)? 1 1
dt=—10—-140-0]=-. G.3
| - J0-1+0-0] = (G:3)
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Apéndice H

Desarrollo multipolar y energia de
Coulomb

La funcién generadora de los polinomios de Legendre es riy, que se conoce como el
desarrollo multipolar

— = Z €+1P5 (cos7), (H.1)

2 = ">
con rip = |I'2 — I'1|.
Sean
r1 = ri[sin 0y cos ¢1, sin 0y sin ¢y, cos 4], ry = ro[sin Oy cos ¢g, sin O sin ¢o, cos bs].
Si el angulo que se forma entre estos dos vectores es vy, entonces
Iy - Ty = riT9 COS7Y = T173[cos 0 cos Oy + sin 0y sin Oy cos(py — @),
lo que nos lleva a una expresiéon para cos -y

cosy = cos 6 cos O3 + sin 01 sin 05 cos(p; — ¢2). (H.2)

Ahora lo que pretendemos hacer es escribir a los polinomios de Legendre Py(cos~y)
en término de los angulos (61, ¢1) v (02, ¢2), los cuales indican las direcciones de ry y
ro respectivamente. Recordemos que los armoénicos esféricos estan relacionados con los
polinomios asociados de Legendre mediante la ecuacion

Y (y7) = (—1)’”4 P cos )™ (13)

si tomamos m = 0, tenemos que Py (cos~y) = Py(cos~), entonces obtenemos que

47
20+ 1

Pi(cosy) = Y (v, 7), (H.4)
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T Yo

Figura H.1. Direcciones de los vectores ry y ro separados por un angulo ~.

pero hasta aqui atn tenemos dependencia en los dngulos (7, 7). Pues bien, ahora vamos
a considerar dos sistemas de coordenadas Op(z1,y1,21) y Oa2(xa, Y2, 22), como el que se
muestra en la figura (H.1).

Elegimos el sistema coordenado Os(z2,ys, 22) de tal manera que el vector ry coincide
con la direccién Zs, lo cual implica que el angulo azimutal, en el sistema O,, es . Ahora
bien en O, la direccion de ry es v = 0 y 7 = 0. Si ahora escribimos los armoénicos esféricos
asociados a r; y ry en el sistema O; como funciéon de sus armoénicos esféricos en O,
tenemos que

‘91 ¢1 Z azm’YVE ’777_)’ (H5)

m/=—/{

no escribimos ninguna suma sobre ¢ en esta ecuacion porque se conserva el momento
angular ¢ de Y;"(01, ¢;). Como arménico esférico, Y™ (61, ¢1) es una funcién propia de L?
con valor propio ¢(¢ + 1).

Si ahora multiplicamos por [Y?(v,7)]* (ya que Py(cosvy) ~ Y (7,7)) e integramos en
todo el angulo sélido, tenemos

/Q}/Em(elaqbl)[}/ﬂo(’%T)]*dQ'yT: Z aem/}/ﬂ ’Ya )[sz ('77 )] dQ'yT: Z aem/5€€5 05

m'=—¢ m'=—{

entonces ap — /Q Y701, 60)[Y2 (7, 7)) .

De igual manera podemos expresar P;(cos~y) en término de los arménicos esféricos de ry
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Cco1mo

AT
20+1

Pe(cosy) = Z bem Y™ (01, 1), (H.6)

m=—/

multiplicamos por [Y,™(6;, ¢1)]* e integramos en todo el dngulo sélido

|, Pelcos )" (00, 0)] a = > b ¥ O o007 6, o)) an

m=—/
4 ¢
YO ym *101 = mm
25+1/§21 v (7, )Y (01, 01)]"d Y " bonded™™,

m=—/{

[ 4
entonces bem = 2611 o, Y (y, 1) Y™ (01, 1)),

noétese que, como estamos integrando en todo el angulo sélido entonces

. | 47 0 S om | AT

Ahora evaluamos Y™ (0, ¢2) usando la ecuacién (H.5) y notando que los valores de
(v, T) correspondientes a (01, ¢1) = (62, ¢2) son (0, 0), el resultado es

12041 m 47
Y, (02, ¢2) = aone (0,0) = ay “ar — Qpy = 2011 Y, (02, ¢2),

todos los términos con m’ distinto de cero no contribuyen. Finalmente podemos escribir
los polinomios de Legendre como

¢ 47

Pu(cos ) m;gbngg (01,61) = m;g[a%]* or 1V (0r.00)
47
2€+1 Z Y™ (01, ¢1) [Y{"(02, 62)]".

Este es le teorema de adicién de los armodnicos esféricos
¢

f—z S Prleos) =3 Z %L G000V 00" ()

r12 {=0m=

Energia de Coulomb

Recordemos la expresion para el funcional de densidad correspondiente a la energia de
Coulomb

17 p(r)p(ra)
- = / PR s, (H.9)
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al reemplazar la expresién para 77, en términos de los arménicos esféricos, ecuacion (H.8),
y sumado a la consideracion de que la densidad de onda tiene simetria esférica, p(r) = p(r),

2//2 Z 2g+1 4+1 7" (01, 01)[Y" (02, 02)]" p(11) p(r2)dr1drs,

ahora usaremos que Y (6, ¢) es una constante real, por lo que

1
AT

y podemos usar la propiedad de ortonormalidad de los armoénicos esféricos para realizar
la integrales sobre todo el angulo sélido

YP(0,¢) = = 1= VaArY(0, ¢) = VAr[Y{ (0, 6)]",

ool = ¥ s // Y (0 0 01, 01)) Y 02, 0a) V" 02, 02))plr1 ) )

Z 2£+ 5g05m0 // Z+1p 1) p(re)riridridre = 87° / —p 1) p(re)riridrydrs,

el factor 2! nos da dos posibilidades, una que r; > ro y otra que r; < r2, de manera que
tenemos dos contribuciones en esta integral. Suponemos que integramos en una esfera de
radio 7, (donde el limite r, — oo corresponde a la evaluacién sobre todo el espacio)

Jlp(r)] = 872/0 ’ p(r1) {/o P(T2)7’§d7”2 + 7 /mo p(r2)7’2d7”2} ridry,

y al permutamos 1 con 2, es decir 7, <— 72, obtenemos

J[p(r)] = 87* /OTD p(rs) {/07’2 p(r)ridr, +ry /ro p(rl)rldrl} rodrs. (H.10)

T2

Este es el desarrollo multipolar en coordenadas esféricas para la energia de Coulomb
Jlp(r)].



Apéndice 1

Orbitales atomicos de Slater

Para atomo multielectrénicos es imposible dar soluciones exactas a los orbitales atémicos
y las aproximaciones a estos orbitales son muy primitivas, sin embargo, siempre es ttil
tener disponible un conjunto de orbitales atéomicos aproximados, calculados a partir de
técnicas numéricas sofisticadas, que puedan modelar funciones de onda reales. Un ejemplo
son los orbitales tipo Slater STOs [73,77].

Los orbitales aproximados propuestos por Slater son funciones analiticas tipo hidro-
genoide, cuya parte angular es idéntica a la del atomo de hidrogeno, y la parte radial
depende tnicamente del nimero cuantico principal n y no de ¢, de manera que tiene igual
valor para los diferentes orbitales (s, p, d, f,...) de un mismo nivel.

La forma de los orbitales aproximados de Slater es la siguiente
Ontm (T) = Npgr"Le™ Y, ™(0, ¢), (L1)
donde N, son las constantes de normalizacion y «,,; los parametros orbitales definidos

como

Ze Z — Un
g = 2618 27 (1.2)
n n

con Z.¢s la carga nuclear efectiva, Z la carga nuclear y o,, la constante de apantallamiento,
la cual dependera del valor de n.

o, es una cantidad aditiva cuyo valor se calcula al sumar las contribuciones dadas por J.
C. Slater, en 1930, las cuales son una serie de reglas empiricas para calcular esta constante
de apantallamiento, dichas reglas son las siguientes:

a). Cero por los electrones situados en orbitales més externos que el electrén que estd
en consideracion.

b). 0.35 por cada uno de los electrones situados en el mismo grupo de orbitales que el
electrén para el cual se desea calcular Z. s, salvo que se trate de un electrén situado
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en el orbital 1s, en cuyo caso éste aportara solo 0.31 y no 0.35. Debido a este efecto
los orbitales se distribuyen en los siguientes grupos: {1s}, {2s,2p}, {3s,3p}, {3d},

{4s,4p}, {4d}, ...

¢). 0.85 por cada uno de los electrones situados en orbitales s o p de la capa n — 1
inmediata al electrén en consideracion, el cual ocupa una capa de niimero cuantico
principal n.

d). 1.0 por cada electron situado en orbitales d o f de la capa n — 1, y por cada uno de
los electrones de las capas mas interiores que la n — 1 citada.

Al reemplazar los orbitales de Slater en la ecuacion de onda de Schrodinger se llegara a
soluciones exactas de la misma en el caso en que se tome como potencial

Zeff 7r(n+1)(n—€—1)
+ 2
r r

Vir) = , (L3)
de donde podemos notar que el primer término es el potencial central de un nicleo con
carga Z.s¢. En consecuencia, cuando r — 00, entonces podemos despreciar el segundo
término de potencial, es decir,

V(r) erf (1.4)

112

y de esta manera se puede obtener que las eigenenergias son

Zess
n2 -

E,=— (L5)

Conviene indicar que conforme n aumenta llega un momento en que las aproximaciones
anteriores dejan de ser validas, pues el segundo término en el potencial va como n?, esto
ocurre para n > 4. En consecuencia los orbitales aproximados de Slater solo son aplicables
a los atomos de la primera mitad de la clasificacion periddica de los elementos quimicos.
Por 1ultimo, es preciso indicar que los orbitales aproximados de Slater tienen, para los
atomos multielectronicos, la misma forma geométrica que para el atomo de hidrégeno.
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Abstract. Confinement effects on the ground-state energy of many-electron atoms located inside a pene-
trable prolate spheroidal cavity are studied within a variational treatment of the Thomas—Fermi-Dirac—
Weizsicker density functional scheme. Given a confining cavity size and shape as well as barrier height,
isotropic and anisotropic confinement effects on the energy evolution, ionization potentials and pressure are
discussed as well as their different conditions for electron escape. Comparison of the spheroidal box results
for the energy evolution with corresponding ab initio calculations for endohedral confinement of Ne within
the supermolecule approach Ne@Nejo (Heip) suggests that reasonable agreement between both types of
calculation is achieved provided the atom-in-a-box model incorporates the mean size of surrounding atoms
with nuclei positioned at the spheroidal baseline of the cavity and a realistic choice of the mean confining

barrier height.

1 Introduction

The wealth of studies on quantum confinement effects
in the properties of electronic systems has increased
enormously during recent years. This kind of stud-
ies has proven to be highly relevant for the design of
modern materials with unusual physical and chemical
properties [1-6]. Indeed, , the electronic and structural
properties of atoms and molecules submitted to spatial
constraints change considerably relative to their free
counterparts [7-9] as evidenced in a variety of stud-
ies ranging from giant resonant photoionization cross
sections due to endohedrally caged-in atoms [10], non-
conventional chemical reactions within nano-zeolitic
channels [11-13], and atom-squeezing effects due to
high pressures [14] to mention a few. It is not our
purpose here to make a thorough historical account of
the many relevant contributions related to this topic.
The interested reader is kindly addressed to a series of
important review papers where more detailed informa-
tion may be found [15-21].

In this contribution, we will focus on the study of
many-electron atoms located inside a prolate spheroidal
cavity limited by a repulsive step barrier potential of
finite height. Unless otherwise stated, in the forego-
ing discussion we shall refer to this type of confine-
ment as “soft boundaries”. Confinement effects on the
properties of many-electron atoms have been mainly
addressed within the atom-in-a-box model through

*e-mail: cruz@xanum.uam.mx (corresponding author)

Published online: 29 April 2021

different methodologies for spherical hard and soft
boundaries [22-29]. Although there are reports on the
use of other closed confinement geometries different
from the spherical one, the majority of those stud-
ies have been carried out for hydrogen inside hard
spheroidal boxes [30-32], cylindrical hard [33,34] and
soft [35] boxes and hard polyhedral [36,37] ones. For
many-electron atoms (including helium-like) under non-
spherical confinement, however, only a scarce number
of reports mainly dealing with hard spheroidal confine-
ment are available in the literature [27,38].

The problem of many-electron confinement by a soft
spheroidal box has not been tackled so far, and this is
the purpose of the present contribution. Our work is
based on a previously developed methodology within
the Thomas—Fermi-Dirac-Weizsécker (TFD A W) den-
sity functional formalism for the study of many-electron
atom confinement by closed and open boundaries [27].
A first successful extension of this method in the study
of many-electron atom spatial limitation by a soft pla-
nar surface [39] using prolate spheroidal coordinates
constitutes also a landmark reference for the develop-
ment of the work to be presented here. In this work,
the Thomas—Fermi-Dirac-Weizsécker (TFD A W) den-
sity functional formalism is used to construct an appro-
priate variational energy functional in terms of pro-
late spheroidal coordinates with a careful choice of the
ansatz orbital densities to comply with the different
boundary conditions. After proper choice of variational
ansatz orbital densities, energy optimization relative to
the associated variational parameters yields the correct

@ Springer
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representation of orbital and total densities in terms of
barrier height, cavity size and shape.

It is worth pointing out here that, since this is a first
study of this kind, our results are restricted to the case
of an atom with its nucleus clamped at one of the focal
positions in the ellipsoid.

A first set of calculations for the ground-state energy
evolution of carbon, neon and silicon, as sample sys-
tems, is carried out for a set of cavity sizes and shapes
with different confining barrier heights. It is shown that,
for the nearly spherical geometry, good agreement with
corresponding energy values for the spherical case with
the same confinement conditions, thus giving confidence
on the method here proposed.

Thereafter, the neon atom and its first three ionic
states are considered as representative many-electron
systems for a detailed analysis of isotropic versus
anisotropic confinement effects on energy and pressure,
defining different critical conditions for electron escape
from the confining cavity. In this connection, a discus-
sion is presented after analyzing the evolution of the
ionization potentials concomitant with the energy evo-
lution of neutral and ionic states for a given barrier
height and shape.

Additionally, considering the ground-state energy
evolution of the neutral Ne atom, a comparative study
with generated Hartree—Fock ab initio calculations of
endohedral confinement of Ne by inert-gas atoms Ne
(He) forming a rectangular cage with the same geomet-
ric characteristics and focal position as the atom-in-a-
box model used in this work is carried out. A discussion
is presented on the need to include the mean atomic
size of neighboring atoms and appropriate mean bar-
rier height into the atom-in-a-box model to yield good
agreement with the ab initio calculations.

Finally, with resource to the ab initio calculations as
reference for further refinements of the atom-in-a-box
model presented here for off-focus positions, prelimi-
nary results are presented for the energy evolution of
the Ne atom located at different positions along the
major symmetry axis of an endohedral cage of fixed
size formed by Ne (He) atoms.

The paper is structured as follows: In Sect. 2, the
theoretical aspects related to the implementation of
the TFD A W method for soft-spheroidal confinement
are presented. In Sect. 3 and different subsections, the
results of this work are presented, together with a dis-
cussion on the energy evolution of different atomic
and ionic species as well as isotropic and anisotropic
effects on pressure and ionization potentials and condi-
tions for electron escape. Finally, in this section, the
ab initio results of endohedral confinement are pre-
sented. In Sect. 5, the conclusions of this work are pre-
sented. Atomic units are used throughout unless other-
wise specified.

@ Springer
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2 Theory

Following our previous studies on this subject [27,39],
here we present the relevant aspects of the theory spe-
cific for the problem at hand. Consider a many-electron
atom of nuclear charge Z located at one of the foci of
a prolate spheroidal cavity of eccentricity . The cav-
ity geometry is properly represented by using the pro-
late spheroidal coordinate system, defined by mutually
orthogonal families of confocal ellipsoids and hyper-
boloids whose foci are separated a distance 2D so that
any point in space is defined by its distance r; and 7o
to the foci for which a corresponding ellipsoid (£) and
hyperboloid (n) is associated according to the defini-
tion:

1+ 1o
— (1< :
é‘ 2D 7( —€<OO)7
L — T2
= (-1<p<l1 = 1
n 5 (Clsnsllep=¢ (1)

In this coordinate system, a given ellipsoid corre-
sponds to a value £ = &j thus defining a cavity of eccen-
tricity € = 1/& and semi-major axis a = D¢&y. Hence,
&o defines the shape of the cavity and for §, >> 1 it
becomes closest to a sphere of radius a.

Let us locate the atomic nucleus at the focal position
z = D > 0 such that o = D(§ — n) denotes the posi-
tion of an electron relative to the nucleus. Furthermore,
for each of the n-atomic electrons, the confining poten-
tial consists of a step barrier of constant height V4 in
the entire region outside the cavity whose boundary is
defined by the ellipsoid £ = &y and zero in the interior
region such that:

Vo (§0 <& <oo, —1<m <1)
V(g n) = D i=1,....,n.

0 (1<& <€, —1<n; <)

(2)

Within the TFDAW density functional theory, the
energy functional is given as [27]:

E[p] = T[p] + V:en[p] + ‘/ee[p] +Ebarr[p]7 (3)

with T'[p] the kinetic energy functional:

A [Vp-V
Tlp| = 1%(37r2)2/3/p5/3d7+§/%d7, (4)

where the first term corresponds to the free-electron gas
kinetic energy and the second term is the Weizsacker
inhomogeneity correction. The factor A before the
Weizsdcker term has been used in an ad hoc manner
so that close correspondence with Hartree-Fock (HF)
energies [40] for a free atom/ion is obtained.

The second and third term in Eq. (3) correspond
to the electron-nuclear attraction and electron-electron
repulsion energies given, respectively, as:
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Vil = =2 [ prstae )
Vol = 5 [ [ otradotrt) vt dradr
_%(3/7T)1/3/p4/3d727 (6)

where ro9/ is the electron-electron separation and the
second term being the Dirac exchange energy. The
electron-electron repulsion integral may be evaluated
using the multipolar expansion for r.,,, which in the
new coordinates reads (for the ground state) [27]:

rap ' = DTNy (204 1) Pelé<) Qe(€>) Pe(2) Pe(n2r)
4
(7)

with Py(z) and Q(z) the Legendre functions of the first
and second kind, respectively.

Finally, the last term in Eq. (3) corresponds to the
energy contribution due to the confining barrier:

Ebarr = Vb/pdT (8)

All of the above energy terms must be evaluated
considering different spatial domains namely, interior
(1 < ¢ < &) and exterior (§, < £ < o0), where cor-
responding different density distributions pins and pext
must be defined [27].

Appropriate variational ansatz representations for
the interior (pint) and exterior (pext) electron densities
are proposed as:

occ

pint(&m) =Y pini(&m) (1<E<&;-1<n<1), (9)
=1

occ

pext(ﬁvn)zzpexti(gvn) (£0§£<OO;_1S77S1)7
i=1
(10)

With pint,; and pext ; the orbital densities for the interior
and exterior regions, respectively, and the sum is carried
out over all occupied orbitals.

In contrast with a previous study within the same
scheme for spatial limitation by a soft planar bound-
ary [39], for the spheroidal cavity, the best choice of
the ansatz orbital densities becomes:

pint,i(gvn) = Nint,ifi(ga 77) <1 - ’7£> 5

€o
(1<E<&;—1<n<, (11)
Pext,i (ga 77) = Next,ifi (5, 77) 6_66;
(fo <& <oo; —1<n<). (12)

where

fi(€,m) = D?i72(g — )i 22 DE) - (13)
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are the free atom-centered Slater-type densities [27] in
terms of prolate spheroidal coordinates. The third fac-
tor in Eqgs. (11) and (12) constitutes a coupling term
between the interior and exterior densities required to
comply with the boundary conditions.

In Egs. (11)—(13), n; is the principal quantum num-
ber of orbital “i” and «;(i = 1,...nocc),

v and 3 are variational parameters. Nint ;i , Next,i are
normalizing constants satisfying the condition:

/ prus (€, )T + / posEom)dr = w;  (14)

I, Te

where w; is the ith orbital population and I';, I'. the
range of definition for the interior and exterior orbital
densities, respectively.

On the other hand, the boundary continuity condi-
tions:

Pint,i(§ = &0,1) = Pext,i(§ = &0, 1) (15)

and

Vsmpint,i
Pint,i £=¢o

_ mepext,i (16)

pext,i £=¢o

together with the subsidiary condition given by Eq. (14)
lead to the following relationships to be satisfied for all
orbital densities:

Next,'i = (1 - V)eﬁgoNint,i (17)
T f%{o' (18)

At this point we indicate that, according to our
model, the electron—nucleus and electron—electron inter-
action terms given by Eqs. (5) and (6), respectively, are
evaluated considering only the interior region (pint;)-

Once the energy functional Floy,~,3; Vo, D, & has
been constructed as prescribed by Eq. (3) for a given
focal position D | eccentricity (1/£y) and barrier height
Vb, its optimization relative to the variational param-
eters {a;,7, 8} yields the total ground state energy
as well as the corresponding set of orbital parameters
{a;, i =1,...,0cc; 8,7} for all occupied states consis-
tent with the boundary condition.

3 Results and discussion

For completeness and future reference, in Table 1 we
present the A-factors required in Eq. (4) for a selected
set of atomic and ionic systems in their ground-state.
These factors have been obtained such that the TFD A
W energies for the free-atom match to three digits the
corresponding Roothaan—Hartree—Fock energies [40].

@ Springer
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It is worth mentioning here that all integrals involved
in this work were evaluated numerically using a 96-
point Gauss—Legendre quadrature during the optimiza-
tion process and £, = 30 was set in the /-multipolar
expansion given by Eq. (7).

Our first goal is to give evidence of the ground-state
energy evolution of many-electron atoms located at the
focal position of spheroidal cavities with different eccen-
tricities, sizes and confining barrier heights. To this end,
sample calculations were performed for the ground-
state energy of carbon, neon and silicon for three barrier
heights Vo = 0.25,1.0 and 5.0 a.u. with selected eccen-
tricities defined by £, = 2, 2.5 and 5 and focal positions
D = 0.5, 1.0 and 2.0 a.u. (different semimajor axis).

Table 2 displays the corresponding results for the
ground-state energy of carbon. The values of the opti-
mized orbital parameters are also displayed for numer-
ical reference. It is observed in general that for a
fixed barrier height Vo and eccentricity (1/&) , the
energy decreases as the cavity size (D&p) increases ,
as expected. We note at this stage that for {, = 5
the ratio between semi-minor axis b and semi-major
axis a (b/a = 0.98) corresponds to a nearly spheri-
cal cavity. In this case, proper comparison with pre-
viously published results for soft spherical confine-
ment [27,28] can be done to gain confidence on the
consistency of the method. To wit, for a barrier height

Eur. Phys. J. D (2021)75:143

work show reasonable agreement with previously pub-
lished TFD A W results [28] for spherical confine-
ment with equal cavity radius as the semimajor axis:
Esphcrical(R =5.0 a.u.) = —37.682 a.u., Esphcrical(R =
10.0a.u.) = —37.689 a.u. The observed differences in
energy values between the perfectly spherical cavity
geometry and the spheroidal (nearly spherical) one are
expected. In the former case, the atom is located at the
center of the cavity of radius R, whereas in the latter
case the atom is located off-center a distance D of a
nearly spherical cavity of radius R = D&y. In general,
the results in Table 2 provide information on the energy
behavior of carbon for different cavity sizes and shapes
as function of the confining barrier height. Indeed given
a barrier height Vj , for a fixed shape (£, = constant) ,
different values of D provide corresponding cavity sizes
with the same eccentricity. On the other hand, for a
fixed value of D, varying values of £, provide cavities of
different sizes and shapes. This general behavior applies
also for the results to be presented for neon and silicon
as follows.

Tables 3 and 4 provide the calculated values for the
ground-state energy of neon and silicon, respectively,
for the same conditions as before. The same trend in
the energy values as discussed for carbon is observed in
terms of barrier height, eccentricity and cavity size.

For the neon case (Table 3), for Vj = 5 a.u. and

Vo = 5.0 a.u. the energy values for D = 1.0 a.u. & = 5 (nearly spherical) the energy values at D =

(E = —37.634a.u.; D = 5.0a.u.) and D = 2.0 a.u. 1.0 a.u. (F = —128.545a.u.; D& = b5a.u.) and D =

(F = —37.693a.u.; D& = 10.0a.u.) obtained in this 2.0 a.u. (F = —128.547a.u.; D¢y = 10a.u.) obtained
Table 1 Weizsécker A-factors for a set of neutral and ionic systems

System A Errp,w (hartrees) FEu_r (hartrees )*

He 0.025440 — 2.862 — 2.8616

Het 0.324480 —1.999 —2.0000

Li 0.061215 —7.432 —7.4327

Lit 0.047450 —7.236 —7.2364

B 0.111090 —24.529 — 24.5289

C 0.124790 — 37.688 — 37.6886

ct 0.129856 —37.292 —37.2922

a2t 0.128807 — 36.408 — 36.4084

O 0.134105 —74.809 —74.8093

Ne 0.123310 — 128.547 — 128.5470

Net 0.133090 — 128.817 — 127.8177

Ne? ™ 0.143400 —126.372 —126.3721

Ne3 ™t 0.153340 —124.104 —124.1042

Mg 0.123350 —199.615 —199.6146

Al 0.124380 —241.877 — 241.8766

Si 0.125450 — 288.854 — 288.8543

Sit 0.125728 — 288.572 — 288.5728

Si?* 0.124790 — 287.995 — 287.9955

P 0.126360 —340.719 —340.7187

Cl 0.128310 —459.481 —459.4819

Ar 0.128543 —526.817 —526.8174

Ca 0.132890 —676.758 —676.7580

Ge 0.141215 —2075.359 —2075.3591

These factors are obtained so that the TFD A W energy for the free-system matches the corresponding Roothaan—Hartree—

Fock values indicated in the fourth column
*Roothaan Hartree—Fock values from Ref. [40]

@ Springer
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Table 2 Calculated ground-state energy of carbon confined by spheroidal cavities of different size and eccentricity for

three selected confining barrier heights V4

D Carbon
Vo =0.25 Vo =1.0 Vo =5.0
& = 2 2.5 5 2 2.5 5 2 2.5 5

0.5 —FETrpAw 32.909 35.146 37.511 24.710 32.157 37.309 23.129 31.278 37.276
a1 5.40578  5.43010  5.58177 5.32011 5.36166  5.58331  5.27274 5.32354 5.43415
Qg 2.92868 2.68259 2.58973 2.44846 2.08704 2.12465 2.45586 2.20512 2.45940
Q2p 1.55496  1.32272  1.57654 1.11076 1.37988  2.12464  0.99719 1.09707 0.85776
B8 0.74044  0.64944  1.07x10~7  4.05557 3.05149  0.00300 7.85339 7.49296 8.98263

1.0 —FErrpaw  36.691 37.360 37.683 35.849 37.036 37.671 35.479 36.899 37.634
Qs 5.48684 5.55925 5.57713 5.37599 5.42726 5.57703 5.34597 5.40921 5.56870
Qo 2.56064  2.54318  2.70235 2.43901 2.45975  2.68959  2.44435 2.46394 2.63615
Q2p 1.55496  1.63709  1.26568 1.05632 1.08833  1.30595  0.94756 0.98849 1.41084
154 0.71914  0.12133  1.07x107°  4.79685 3.95436  0.00300  14.70266  14.68597  0.04306

2.0 —FETrpAwW 37.581 37.667 37.689 37.468 37.635 37.693 37.419 37.609 37.693
a1 5.56096  5.57446  5.57671 5.46925 5.56036  5.57802  5.45178 5.49281 5.57803
Qo 2.62788  2.68746  2.70842 2.55578 2.64207  2.70793  2.55104 2.60856 2.70787
Q2p 1.41767 1.30282 1.24035 1.13541 1.35634 1.24010 1.05321 1.09470 1.24036
154 0.16932  0.02685  0.00050 5.14780 0.19901  0.00300 26.16625  19.78322  0.00300

The optimized orbital parameters are also shown for numerical reference. All values are given in atomic units

Table 3 Calculated ground-state energy of neon confined by spheroidal cavities of different size and eccentricity for three

selected confining barrier heights Vj

D Neon
Vo =0.25 Vo=1.0 Vo =5.0
&o = 2 2.5 5 2 2.5 5 2 2.5 5

0.5 —FErrpaxw  116.990 123.826 128.460 114.808  122.427 128.322 106.227 117.789  127.778
o1s 9.53121 9.63656 9.69346 9.52210  9.61087  9.69779  9.46862  9.48560  9.71259
Qo 5.48770 5.28769 5.48454 5.42967  5.20222 547709 5.21135 5.09272  5.43733
Q2p 2.13991 2.39100 2.09816 2.18188  2.39842  2.14403 2.16128 2.00111  2.29755
I3 0.78906 0.29725 1.07x1077 0.94112  0.45354  0.00200  2.09359  2.42469  0.00050

1.0 —FErrpaw  126.956 128.247 128.546 126.240 127.931 128.546  124.425 127.148  128.545
Q1s 9.71917 9.69574 9.69015 9.62275  9.70514  9.69018  9.49149  9.54633  9.69029
o 5.42921 5.47237 5.48944 5.31339  5.45967  5.48936  5.23946  5.32043  5.48922
Q2p 2.35387 2.15036 2.06146 2.23874  2.22299 2.06168 1.87546  1.88523  2.06288
8 3.8x10713 0.01135 1.07x10~7 0.60758  0.00050  0.00200 5.95910 4.58952  0.00200

2.0 —FErrpaxw  128.503 128.545 128.547 128.426  128.541  128.547  128.123  128.536  128.547
o1s 9.69189 9.69027 9.69020 9.68797  9.69043  9.69010  9.64282  9.69425  9.69010
Qo 5.48698 5.48927 5.48944 5.47691  5.48888 5.48933 5.41071 5.48522  5.48933
a2p 2.08038 2.06249 2.06139 2.10001  2.06511 2.06130 2.10415 2.07868 2.06130
153 3.77x107 25x107 2.0x 1072 0.04996  0.00050 0.00050  0.81808  0.00200  0.00050

The optimized orbital parameters are also shown for numerical reference. All values are given in atomic units

in this work compare favorably with the correspond-
ing cases of spherical confinement [28] Egpherical(R =
ba.u.) = —128.546(8) a.u. and Egpherical(R = 10a.u.) =
—128.547 a.u., respectively. The same reasonable agree-
ment is observed for silicon (Table 4) when taking
points of comparison with the spherical case. Indeed,
for Vg 1.0 a.u. and & 5 with D = 1.0 a.u.
(E = —288.842a.u.; Dy = ba.u.) while the spheri-
cal confinement value reported in [27] is Espherical (R =
ba.u.) = —288.848 a.u. All of the above points of com-
parison with previous independent calculations for the

corresponding spherical counterparts give us confidence
on the reliability of the present method and calcula-
tions.

For completeness and numerical reference, Table 5
shows , as an example, the calculated ground-state
energy values for Ne’, Ne™, Ne?t, Ne?™ and Si°0, Si™,
Si2* for a selected set of focal positions D, considering
two extreme eccentricities given by £y = 2 and 5 with a
confinement barrier height V5 = 0.25 a.u. In all cases,
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Table 4 Calculated ground-state energy of silicon confined by spheroidal cavities of different size and eccentricity for three

selected confining barrier heights Vj

D Silicon
Vo =0.25 Vo =1.0 Vo =5.0
o = 2 2.5 5 2 2.5 5 2 2.5 5

0.5 —FErrpaw  272.490 281.731 288.434 269.124 279.250 288.046 255.154 272.117 287.031
a1s 13.71525 13.77024 13.85696 13.69908 13.74740 13.85773 13.64099 13.64020 13.76831
Qo 7.59374 7.90563 8.12582 7.56525 7.90161 8.13186 7.44023 7.78236 8.05476
Q2p 4.02658 3.83908 3.77729 4.01022 3.79837 3.77896 3.95392 3.61297 3.64113
Q3s 2.23408 2.91041 2.04257 2.24323 3.09646 2.18342 2.03002 2.14482 2.20397
asp 1.80697 2.11180 2.04232 2.12820 1.54508 2.18350 2.01551 2.14488 2.20397
154 0.81198 0.35970 1.2x10~7 0.96023 0.49080 5.0x 107%  1.95369 2.19539 0.50000

1.0 —FErrpaw  286.053 287.980 288.850 284.917 287.390 288.842 282.281 286.444 288.805
a1 13.79538 13.83869 13.85505 13.75905 13.81469 13.85519 13.65024 13.70052 13.85550
Q2 8.02730 8.10714 8.12265 7.99607 8.08884 8.12220 7.86158 7.95105 8.12240
2p 3.76418 3.76061 3.76721 3.71576 3.73066 3.76824 3.56499 3.58468 3.77043
35 2.23188 2.11139 1.91896 2.24303 2.20872 1.82491 1.83005 1.62987 1.87076
Qasp 2.15742 2.11180 1.70601 2.24320 2.20880 1.82490 1.57155 1.62542 1.87075
154 0.39557 0.08584 1.07x10™7  0.74666 0.23098 1.0x 1078  6.75661 8.61050 0.00050

2.0 —FErrpaw 288.621 288.828 288.855 288.371 288.781 288.855 287.957 288.611 288.855
a1s 13.84816  13.85522  13.85487 13.83094 13.85166 13.85487 13.73789  13.83253  13.85487
Q2 8.11506 8.12219 8.12385 8.09947 8.11849 8.12385 7.99964 8.10025 8.12384
Q2p 3.76502 3.76868 3.76565 3.74816 3.76633 3.76565 3.63434 3.74867 3.76566
Qass 1.93584 1.83697 2.00748 2.00808 1.87038 2.00745 1.68465 1.95570 2.00727
asp 1.93518 1.83165 1.59714 2.00833 1.86996 1.59718 1.66840 1.95562 1.59741
B8 0.07007 0.00050 2.0x107°%  0.25878 0.03417 5.0x 107  13.30686 0.26277 0.00050

The optimized orbital parameters are also shown for numerical reference. All values are given in atomic units

Table 5 Ground-state energy values for confined Ne and Si and some of their first ionic states for two extreme eccentricities

and a fixed barrier height

Vo =0.25
D E(Ne) E(Ne') E(Ne?t) E(Ne*™) E(Si) E(Sit) E(Si*T)
fo=2 0.4 —109.857 —110.889 —111.722 —112.188 — 262.669 — 263.080 —263.729
0.8 —125.262 —125.013 —124.215 —122.675 — 283.567 — 283.863 — 284.096
1.2 —127.794 —127.182 —125.932 —123.872 —287.254 — 287.247 — 287.042
2 —128.503 —127.784 —126.355 —124.099 —288.621 —288.395 — 287.892
¢o=5 0.4 —128.200 —127.539 —126.204 —124.036 — 287.809 — 287.763 — 287.480
0.6 —128.525 —127.803 —126.366 —124.103 — 288.685 —288.454 —287.934
0.8 —128.546 —127.817 —126.372 —124.104 —288.828 — 288.558 — 287.989
1.0 —128.546 —127.817 —126.372 —124.104 — 288.850 — 288.570 — 287.995

All quantities are given in atomic units

the associated A parameters given in Table 1 were used
in the energy calculations.

3.1 The Neon atom as a case study

From now on we shall concentrate on the Ne atom and
its first three ionic species confined by spheroidal cavi-
ties with fixed confinement barrier height V4. This sys-
tem will serve as a case study which may shed impor-
tant information on the behavior of (on-focus) many-
electron atoms under penetrable spheroidal confine-
ment envisaged through the TFD A W method. In this
study, the barrier height V) = 0.25 a.u. is selected con-
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sidering it a realistic value according to photoelectric
threshold energy measurements in several semiconduc-
tor materials [41].

Figure 1 shows, as an example, the ground-state
energy behavior of Ne as a function of the semi-major
axis a = D¢y for & = 2,2.5 and 5. Note that the
focal position is different in each case, such that the
semi-major axis a = D&; is the same for each curve.
As may be gathered from this figure, the higher the
eccentricity (1/&y) the higher the energy in terms of
a = D¢ . Hence, the nearly spherical geometry (§, = 5)
presents corresponding lower energy values. For a =~ 5
a.u. all energies merge toward the free-atom value inde-



Eur. Phys. J. D (2021)75:143

-123 1

Neon
-124

V0=0.25 a.u.

-125 -

-126

Energy (hartrees)

-127

-128

-129 1 I I I
0

D& (a.u.)

Fig. 1 Ground-state energy behavior of Ne as a function
of length of the semimajor axis for spheroidal cavities with
three different eccentricities defined by the spheroidal coor-
dinate &g
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Fig. 2 Energy evolution curves for Ne and its first three
ionic states in terms of semimajor axis length for two
extreme eccentricities of the spheroidal cavity & = 2
(black), & =5 (red)
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pendently of the cavity shape. This behavior is also
observed for the first three ionic species of Ne as may
be gathered from Fig. 2, where the two extreme val-
ues & = 2 and & = 5 for the cavity shape have been
selected. Clearly, a strong dependence of the energy evo-
lution on the shape of the confining cavity is observed
as its size is reduced. Furthermore, for a given cavity
shape, the crossing of energy levels between different
ionic states as the cavity size is reduced will be of pri-
mordial relevance for the analysis of pressure-induced
ionization as will be discussed further below.

For the sake of completeness and discussion purposes,
a nonlinear fit to the energy values presented in Fig. 2
for Ne” and its ionic species Ne™ ™ (n = 1,2, 3) for & = 2
was performed using the analytical expression:

E(D) = Ey + aje P 4+ age 2P 4 aze7P (19)

with Fy the free-system energy and a database of
40 calculated points for 0.4 a.u. < D < 5.0a.u. was
used to obtain the best fitting parameters {a;, b;}. A
similar parametrization was carried out for Ne® and
& = 5 in the interval 0.1a.u. < D < 1.0a.u.. Fur-
ther parametrization of the ionic species in the latter
case was not deemed necessary for the purposes of our
discussion. In all cases, the best fit reproduced the cal-
culated values up to the third decimal digit. Table 6 dis-
plays the best values for the fitting parameters {a;, b; }
in Eq. (19) for the aforementioned systems and eccen-
tricities.

4 Pressure evaluation

The average pressure exerted by the cavity on the elec-
tronic cloud is given by the well-known expression:

oE

pP=_=
ov’

(20)

where F is the total ground-state energy and V' the vol-
ume, which in the case of a spheroidal cavity becomes:

V= ngSgO@g —1).

(21)

We are interested in energy changes with volume
of cavities with a fized shape (£, = constant). Hence,
D becomes the main variable defining the cavity size
and the calculated energy for given values of {&y, Vo}
depend exclusively on D. Hence, Eq. (20) may be cast
in terms of D as:

1 OF
P mpg@ -1 -

Using Egs. (19) and (22), the explicit expression
for pressure becomes (in atomic units e?/aj = 2.94 x
10 GPa) :
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Table 6 Best fitting parameter values obtained to be used in Eq. (19) for the reproduction of the energy values of the

systems shown

§o=2 & =5
Ne? Ne™ Ne?t Ne3+ Ne?
Ey — 128.547 — 128.817 —126.372 —124.104 — 128.547
ai 75.3530 82.5858 41.1889 87.2884 0.7321
as 75.3845 82.7294 88.4782 86.7364 69.3310
as 48.9103 42.2306 88.4845 45.6469 69.3310
by 7.8255 8.0654 3.7938 9.3672 5.1016
ba 7.8255 8.0654 8.6234 9.3672 15.8897
b3 3.4912 3.5114 8.6234 4.4134 15.8897
10° : ;
14
10°
1.2 10*
© ©
S &
S o
o 3 1000
? 08 ®
8 a
o
100
04 L
10 | 1
O 1 1 1 1 -
05 1 15 2 0 50 100 150 200
D &0 (a.u.) Volume (aoa)
Fig. 3 Pressure dependence on cavity size with & = 2 Fig. 4 Pressure dependence on cavity volume for isotropic

for Ne and its first three ionic species. The thick continuous
curve corresponds to Ne for a quasi-spherical cavity (§o = 5)
with the same semimajor axis length

1
T 4rD26 (€ — 1)

[alble_le + agbze_bQD + a3b3€_b3D] . (23)

P(D)

with {a;, b;,&} given in Table 6.

For cavities with fixed shape, varying values of
the focal position D correspond to self-similar cavity
geometries of different size (volume).

Figure 3 shows the pressure dependence on cavity size
with & = 2 for a relevant range of values for the semi-
major axis a = D&, for Ne and its three ionic species.
Note that lower pressure values correspond to each sys-
tem with the same cavity size (D&p) as the ionization

@ Springer

(¢ = 5) and anisotropic (§, = 2) confinement of Ne

state increases. On the other hand, smaller cavity sizes
are required to preserve the same pressure as the ioniza-
tion state increases. These two effects may be attributed
to a more compact electronic distribution of the con-
fined system as its ionic state increases. A similar trend
is observed for all systems within the nearly spherical
cavity with £ = 5. In this case, for comparison, only
the Ne’ curve (thick-continuous line) is shown in this
figure. Lower pressure values are observed relative to
the corresponding curve for § = 2 for the same val-
ues of semimajor axis. Of course, the same semimajor
axis for both symmetries does not mean same volume.
It is therefore interesting at this stage to ask about the
difference between isotropic and anisotropic effects on
pressure in the light of the results obtained so far. To
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this end we focus on the pressure-volume behavior of
the Ne” systems for isotropic (£, = 5) and anisotropic
(& = 2) confinement. Figure 4 shows the correspond-
ing results. Clearly, higher pressures are observed for
anisotropic compression as volume is reduced. However,
for small cavity volumes both isotropic compression and
anisotropic compression merge toward pressure values
of the same order of magnitude.

4.1 lonization potential and electron escape

Having discussed the trend of the ground-state energy
and pressure of Ne” and its first three ionic states inside
soft spheroidal cavities of different shape and size, we
now look for the conditions at which electron escape
from the cavity takes place, as previously discussed in
Ref. [28] for spherical confinement. To this end, it is
necessary to account for confinement effects on the evo-
lution of the various ionization potentials (IP) defined
as I, = E(anlH — EZ*(n=1,2,3...) which involve
the energy evolution of the different ionic states of an
atom with nuclear charge Z under the same confinement
conditions. Before proceeding to the description of the
results to follow , a brief interpretation of the overall
behavior of the IP curves is on call. As the confinement
strength increases, the IP increases monotonically until
reaching its zeroth value. At this point, an electron cor-
responding to its parent system becomes unbound but
still remains confined by the cavity. From this point
onwards, as the confinement strength increases, the IP
curve evolves until it reaches the barrier height V. At
this point an electron escapes from the confining cav-
ity thus leaving the confined system as the next ionic
species, whose energy evolution curve in terms of con-
finement strength immediately follows until the next
electron escape takes place, and so on. In all cases,
we have estimated the corresponding pressures for each
process through Eq. (23) and the data of Table 6.
Figure 5 shows (a) the ground-state energy evolu-
tion of Ne and its three ionic states for £y = 2 and (b)
the corresponding evolution of the first three ionization
potentials Iy, I, I3 for a relevant region of cavity sizes
D&y . The long-dashed vertical line “a” corresponds to
I; = 0 at which an electron is unbound but still confined
by the cavity up to a point (D& ~ 1.19a.u., pressure
Pyeo = 35907 GPa, volume V = 5.2943 ) indicated by
the continuous vertical line “b” where I; reaches the
barrier height V5 = 0.25 a.u. and an electron escapes
from the cavity. Notice that at this point the electron
escape produces a sudden change to a lower pressure
Ppneo_yne+ = 32315 GPa (see Fig. 3), the confined sys-
tem becoming Ne™ [long-dashed curve in panel (a)] up
to point “c” where a second electron is unbound but
yet confined until point “d” (D& ~ 1.0a.u., Py.+ =
76828 GPa, V = 3.14a3) where I, reaches the barrier
height and the second electron escapes, again producing
a sudden drop in pressure to Pyo+_, ne2+ = 68487 GPa.
From this point the confined system remains as Ne*™
[short-dashed curve in panel (a)] up to the point for
ejection of the third electron (D& &~ 0.85a.u., Py2+ =
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Fig. 5 a Ground-state energy evolution of Ne and its first
three ionic states as a function of cavity size for a fixed
eccentricity (§o = 2). b Corresponding evolution of the first
three ionization potentials. The points at which an electron
is unbound and ultimately leaves the confining cavity at
different stages of compression are indicated by the vertical
lines (see text)

151624 GPa , V = 1.19a}) when I3 reaches the bar-
rier height at “f” with a consequent drop in pressure
t0 Pye2+ s nes+ = 132335 GPa to evolve as a confined
Ne*T system.

A similar trend for the different stages of electron
scape is observed in Fig. 6a, b for the nearly spherical
cavity (9 = 5). In order to assess and idea of isotropic
versus anisotropic effects on electron escape, here we
consider only the conditions for the first electron escape
to compare with the corresponding situation for the
already discussed anisotropic case (£, = 2). Indeed, in
the former case the first electron escape takes place
at D& ~ 0.98a.u.(Py. = 50352GPa, V = 3.78a).
Comparing with the anisotropic pressure and volume
values to produce the same electron escape within a
cavity with the same confining barrier height, we notice
that anisotropic confinement requires a lower pressure
and larger cavity volume. The same situation prevails
for subsequent stages of electron escape. This is again
an important consequence arising from the geometry of
the confining cavity.

The results of this section may be useful to explain
exo-electron emission from isotropically and anisotropi-
cally highly compressed materials such as rock fracture
occurring in deep sectors of the earth core [42]. This
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Fig. 6 The same as in Fig. 5 for the quasi-spherical cavity
& = 5 (see text)

issue was also pointed out in [28] with regard to spheri-
cal confinement. Here we have complemented such stud-
ies for anisotropic confinement effects.

4.2 Ab-initio calculations

All of the results presented so far in this work are based
on the atom-in-a-box model whereby an inert geomet-
ric permeable boundary is considered as the source of
spatial limitation. It is worth here to ask how reliable
is this model to account for its predictions as compared
with more realistic situations. After all, a geometric
boundary does not incorporate the dynamical response
of the neighboring atoms as in the case of a real system
whereby the surrounding medium reacts accordingly.
In this section, we survey the response to this ques-
tion. A Hartree-Fock (HF) ab initio calculation was
performed within the supermolecule approach consid-
ering a rectangular endohedral cage formed by ten
X =Ne, He atoms with fixed positions as shown in
Fig. 7a. The cage was built keeping the same aspect
ratio as the geometric ellipsoidal box with £y = 5 so that
the ratio between minor and major dimensions corre-
sponds to an eccentricity b/a = 1/&; (see Fig. 7b). The
confined Ne atom was located at the equivalent distance
from the center of the cage as that of the focal position
D for the ellipsoidal case. The cage size was consistently
varied keeping the same aspect ratio (eccentricity) as
the focal position changed, and corresponding changes
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(a) OX={He,Ne} ® ~

2a

a=a-<r> a=Dg,

Fig. 7 a Endohedral cage model used in the ab initio cal-
culation within the supermolecule approach. b Cross view
of the atom arrangement in the x — 2z plane. Note that
the continuous-line ellipse passes through the center of the
cage atoms, defining the spheroidal baseline. The dotted-line
ellipse represents an effective confinement region considering
atomic size (see text)

in the electronic energy of the confined system were
recorded as follows.

Considering either X = Ne, He as the cage atoms, the
ground-state energy of the supermolecule E(Ne@X;q;
D) was calculated within a full electron restricted
Hartree—Fock (RHF) scheme using the GAUSSIAN-09
package with a 6-311G basis set representation [43].
This level of calculation was chosen since correlation
effects are not incorporated as in the case of our
spheroidal box model treatment.

The energy changes of the confined Ne atom were
obtained as:

E(Ne;D) = E(Ne@X,,; D) — E(X10;D)  (24)

where E(X10; D) is the cage energy.
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Table 7 Hartree— Fock results for the total energy E(Ne@X;o; X = Ne, He) , cage energy E (X109 ) and energy of the
confined atom Ex (Ne) for a given endohedral cavity size specified by D. Also shown is the confining barrier height potential
ViX . as a function of D . The HF energy obtained for the free Ne atom at this level of calculation is also shown at the

bottom of the table. All quantities are given in atomic units

§o=5

D E(Ne@Nem) E(Nelo) Ene (Ne)

E(Ne@Heio)  E(Heio) Ere(Ne) ViNe ViHe

0.3 —1355.2156
0.4 — 1396.5000
0.5 — 1408.6406
0.6 —1412.2427
0.7 — 1413.3069
0.8 —1413.6235
0.9 —1413.7166
1.0 — 1413.7416
Efree(Ne) = —128.5226

—1243.8511
—1274.2203
—1282.2980
— 1284.4578
—1285.0304
—1285.1804
—1285.2184
—1285.2259

—111.3645
—122.2797
—126.3427
—127.7849
—128.2765
—128.4431
—128.4982
—128.5156

—147.6020
—153.9503
— 156.0469
—156.7604
—157.0018
—157.0827
—157.1094
—157.1180

—24.6375
—27.3831
—28.2257
— 28.4866
— 28.5661
— 28.5897
— 28.5965
—28.5984

—122.9645 17.158 5.558
—126.5673 6.243 1.955
—127.8212 2.180 0.701
—128.2739 0.738 0.249
—128.4357  0.246 0.087
—128.4930 0.079 0.030
—128.5129 0.024 0.010
—128.5196 0.007 0.003
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Fig. 8 Comparison between spheroidal box model results
and the endohedral ab initio calculations (full triangles: He
cage atoms; full circles: Ne cage atoms) for the confined
Ne energy evolution as a function of cage size for £ = 5.
Curve “a”: box model with V5 = 0.25a.u.; “b” : box model
including He atom-size and Vo = 0.25a.u.; “c”: box model
including Ne atom size and V = 0.25a.u.; “d”: box model
including He atom size and mean He-cage barrier height;
“e” box model including Ne atom size and mean Ne-cage
barrier height (see text)

Also, the confinement barrier height for each cage size
with X = Ne, He was estimated as:

Viarrier(X; D) = E(Ne@X10; D) — E(X10, D) — E(Ne; free)
(25)

Table 7 displays the HF values for E(Ne@X;q; D),
E(X10; D) and corresponding Ne energies with X =
Ne, He obtained for a set of cage sizes defined by D
consistent with the spheroidal semimajor axis a = D&
(& = 5). Also, the estimated barrier heights as given
by Eq. (25) are displayed in each case. Figure 8 shows
a comparison between the HF calculations for Ne (full
circles) and He (full triangles) cages with the purely
geometric spheroidal one (§y = 5; Vp = 0.25a.u.) (con-
tinuous curve labeled “a”). Although a similar qualita-
tive behavior is observed, noticeable differences appear
quantitatively. The reason for this quantitative discrep-
ancy is twofold: First, the electronic density distribu-
tion of the cage atoms is absent in the purely geomet-
rical box model. Second, as the cage size is reduced,
Pauli forces between cage atoms and the confined one
increase leading to a variable barrier height as may be
gathered from Table 7, in contrast with the constant
value (Vo = 0.25a.u.) assumed in the purely geometri-
cal case.

A first approach to amend the above-mentioned
quantitative discrepancies between both types of calcu-
lations is as follows. Consider the mean atomic radius of
the cage atoms [44] < ry. >= 0.68a.u. and < ry. >=
0.59 a.u. In this case, the semimajor axis of the effective
spheroidal cavity is reduced to D&y— < rx > [dotted
curve in Fig. 7(b)].

This consideration brings the original energy values
in “a” to the energy curves labeled “b” (for He cage
atoms) and “c” (for Ne cage atoms) in Fig. 8. If addi-
tionally, we consider the arithmetic mean of the barrier
height potential (see Table 7) as < Viy. >= 3.3 a.u. for
the Ne cage and < Vg, >= 1.1a.u. for the He cage,
curve “a” gets better quantitative correspondence with
the HF results as shown by the thick curves labeled
“d” (for He cage atoms) and “e” (for Ne cage atoms) in
Fig. 8. This analysis points to an important conclusion,
namely pure geometric boundary confinement models
should include the mean atomic size of surrounding
atoms as well as better criteria to select the average
barrier height in order to yield better quantitative pre-
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Fig. 9 HF results for the ground-state energy evolution of
Ne for arbitrary positions along the major axis of symmetry
of an endohedral cavity Neio (Heig) of fixed eccentricity
&o = 5 and semimajor axis a = 2 a.u

diction of confinement effects on the energy evolution
(and pressure) as compared with more realistic situa-
tions.

To conclude this section, it is worth mentioning that,
considering the ab initio treatment discussed so far, it
is possible to calculate the energy evolution of the con-
fined species in terms of its position along the major
axis of symmetry of the cage. Following the same pro-
cedure as described here, we have calculated the Ne
energy as a function of its axial position for the rect-
angular cage with fixed eccentricity & = 5 and semi-
major axis a = 2a..u.. Figure 9 shows the results of
this calculation. This kind of calculation will certainly
serve as important reference to improve the atom-in-a-
box-model for arbitrary positions along the spheroidal
major axis for geometrical confinement.

5 Conclusions

Anisotropic confinement effects on the ground-state
energy behavior of many-electron atoms due to padded
cavities of prolate-spheriodal geometry have been stud-
ied variationally within the TFDW density functional
approach. Although this first study considers the con-
fined atom with its nuclear position clamped at the
focal position of the spheroidal cavity, it constitutes a
necessary first step to understand how the confinement
strength in terms of barrier height, volume and shape of

@ Springer
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the confining cavity influences the electronic energy and
pressure evolution with the final outcome of electron
escape. The Ne atom in its neutral and first three ionic
states were chosen as sample systems confined within
cavities of varying size for two fixed extreme eccen-
tricities to survey differences between isotropic and
anisotropic confinement effects on energy and pressure.
It was found in general that anisotropic confinement
has a dominant effect on the energy and pressure evo-
lution in terms of cavity size (volume). However, as the
cavity size is reduced, the difference between isotropic
and anisotropic confinement effects become noticeably
smaller. In this context, the different stages at which
electron escape takes place require higher isotropic pres-
sures and smaller cavity volume as compared to the
anisotropic ones. Sudden changes in pressure are pre-
dicted as electron escape takes place.

Finally, ab initio calculations of endohedral confine-
ment by inert-gas atoms Ne (He) forming a rectan-
gular cage with the same geometric characteristics as
the atom-in-a-box model used in this work point to the
need to include an effective cavity size due to the mean
radius of neighboring atoms as well as their dynamic
response leading to a varying barrier height concomi-
tant with confinement strength. Inclusion of reasonable
assumptions on mean atomic size of neighboring atoms
and mean barrier height into the atom-in-a-box model
yields good agreement with the more realistic ab initio
calculations.

Future work based on the atom-in-a-box model
within the TFD XA W approach as proposed here
involves the generalization of this study for confined
atoms located at arbitrary positions along the cavity
major symmetry axis, as well as estimates of corre-
sponding properties, such as dipole moment and polar-
izability in terms of isotropic and anisotropic confining
conditions.

Finally, it is worth pointing out the actual limita-
tions of the method here proposed for the study of
other confinement conditions. So far we have stud-
ied, within the TFD A W density functional method,
confinement effects on the ground-state energy behav-
ior of many-electron atoms inside padded spheroidal
cages whereby a repulsive step barrier potential of finite
height is assumed. The same assumptions have been
done by some of the present authors in previous stud-
ies for padded spherical cages [27,28] and planar sur-
faces [39]. In all these cases, the correct choice of ansatz
orbital densities outside the confining boundary has
been selected in consistency with the exact solutions of
the Schrodinger problem for the hydrogen atom under
the same confinement conditions [45,46]. Accordingly,
the yield of the TFD A W method discussed here is
restricted to confinement effects due to a repulsive step
barrier potential of finite height.

An important question arises on the adequacy of
the TFD X W approach to treat, e.g., atoms inside
fullerene-like cages whereby the confining potential is
modeled by an attractive [10,32,47,48] or repulsive [49—
52] shell potential of finite height and width located at
a distance d from the center of the cavity. This is an
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open question which is worth exploring. Following the
discussion in the previous paragraph, in order to con-
struct appropriate ansatz orbital densities in this case,
auxiliary information is required from wavefunctions
obtained from a full quantum treatment of the hydrogen
atom under such confinement conditions accounting for
tunneling effects on the host-atom electrons across the
barrier. Exact numerical solutions to this problem exist
for both attractive [47] and repulsive [50] shell poten-
tials dependent on its height/depth and width. Within
the TFD A W approach, the problem is then transferred
to an appropriate—physically sound—analytical repre-
sentation of the ansatz orbital densities in the different
potential domains, satisfying the corresponding bound-
ary conditions. From the authors’ point of view, this
would be a way to explore the capabilities of the TFD
A W approach for finite shell-like confining potentials.

Data Availability Statement This manuscript has no
associated data or the data will not be deposited. [Authors’
comment: All data generated in this work have been incor-
porated in this published paper.]

References

1. E. Degoli, S. Ossicini, Advances in Quantum Chemistry
58, 203 (2009)

2. T. Sako, G.H.F. Diercksen, J. Phys. B 36, 1681 (2003)

3. R.J. Hemley, Ann. Rev. Phys. Chem. 51, 763 (2000)

4. M. Bayer, O. Stern, P. Hawrylak, S. Fafard, A. Forchel,
Nature 405, 923 (2000)

5. R. Cammi, J. Comput. Chem. 36, 2246 (2015)

6. D.K. Spaulding, G. Weck, P. Loubeyre, F.
Datchi, P. Dumas, M. Hanfland, = Nature
Communications —5:5739— https://doi.

org/10.1038 /ncomms6739—www.nature.com/
naturecommunications

7. J.P. Connerade, AIP Conference Proceedings 1197, 1
(2009)

8. J. Kozowska, R. Zaleny, W. Bartkowiak, Chem. Phys.
428, 19 (2014)

9. U. Sarkar, S. Giri, P.K. Chattaraj, J. Phys. Chem. A
113(40), 10759 (2000)

10. V.K. Dolmatov, S.T. Manson, Phys. Rev. A 82, 023422
(2010)

11. A. Borgoo, D.J. Tozer, P. Geerlings, F. De Proft, Phys.
Chem. Chem. Phys. 11, 2862 (2009)

12. Z.K. Tang, Y. Nozue, T. Goto, J. Phys. Soc. Japan 61,
2943 (1992)

13. O.A. Yeshchenko, .M. Dmitruk, S.V. Koryakov, L.P.
Pundyk, Y.A. Barkanov, Solid State Comm. 133, 109
(2005)

14. M. Rahm, R. Cammi, N.W. Ashcroft, R. Hoffmann, J.
Am. Chem. Soc. 141, 10253 (2019)

15. P.O. Froman, S. Yngve, N. Froman, J. Math. Phys. 28,
1813 (1987)

16. W. Jaskolski, Physics Reports 1, 271 (1996)

17. J.P. Connerade, Journal of Physics: Conference Series
438, 012001 (2013)

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.
42.

43.

Page 13 of 14 143

. J.R. Sabin, E. Brandas, S.A. Cruz (eds.), Advances

in Quantum Chemistry, vol. 57 (Academic Press, New
York, 2009)

J.R. Sabin, E. Brandas, S.A. Cruz (eds.), Advances
n Quantum Chemistry, vol. 58 (Academic Press, New
York, 2009)

K.D. Sen (ed.), Electronic Structure of Quantum Con-
fined Atoms and Molecules (Springer, Cham, Switzer-
land, 2014)

E. Ley-Koo, Revista Mexicana de Fisica 64, 326 (2018)
S.A. Cruz, C. Diaz-Garcia, G. Covarrubias, Int. J.
Quantum Chem. 102, 897 (2005)

J. Garza, R. Vargas, N. Aquino, K.D. Sen, J. Chem. Sci.
117, 379 (2005)

M. van Faassen, J. Chem. Phys. 131, 104108 (2009)
J.A. Ludlow, T.G. Lee, Phys. Rev. A 91, 032507 (2015)
A. Sarsa, E. Buendia, F.J. Gélvez, J. Phys. B: At. Mol.
Opt. Phys. 47, 185002 (2014)

S.A. Cruz, Adv. Quantum Chem. 57, 255 (2009)

C. Diaz-Garcia, S.A. Cruz, Int. J. Quantum Chem. 108,
1572 (2008)

M. Rodriguez-Bautista, C.
Navarrete-Lépez, R. Vargas,
Phys. 143, 034103 (2015)
Shuai Kang, Qiang Liu, Hui-Yan Meng, Ting-Yun Shi,
Physics Letters A 360, 608 (2007)

S.H. Patil, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 34, 1049
(2001)

J.P. Connerade, A.G. Lyalin, R. Semaoune, S.K.
Semenov, A.V. Solovyov, J. Phys. B: At. Mol. Opt.
Phys. 34, 2505 (2001)

P.V. Yurenev, A.V. Scherbinin, V.I. Pupyshev, Int. J.
Quantum Chem. 108, 2666 (2008)

S.A. Ndengué, O. Motapon, R.L.Melingui Melono, A.J.
Etindele, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 47, 015002
(2014)

R. Cabrera-Trujillo, R. Méndez-Fragoso, S.A. Cruz, J.
Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 49, 015005 (2016)

V.I. Pupyshev, Int. J. Quantum Chem. 111, 2510 (2011)
G.Micca Longo, S. Longo, D. Giordano, Phys. Scr. 90,
085402 (2015)

A. Corella-Maduerno, R.A. Rosas, J.L. Marin, R. Riera,
Int. J. Quantum Chem. 77, 509 (2000)

S.A. Cruz, C. Diaz-Garcia, H. Olivares-Pilén, R.
Cabrera-Trujillo, Rad. Eff. and Defects in Solids 171,
123-134 (2016)

E. Clementi, C. Roetti, Atomic Data and Nuclear Data
Tables 14, 177 (1974)

F.G. Allen, G.W. Gobeli, Phys. Rev. 127, 150 (1962)
F. Freund, Journal of Asian Earth Sciences 41, 383
(2011). and references therein

Frisch, M.J., Trucks, G.W., Schlegel, H.B., Scuseria,
G.E., Robb, M.A., Cheeseman, J.R., Scalmani, G.,
Barone, V., Mennucci, B., Petersson, G.A., Nakatsuji,
H., Caricato, M., Li, X., Hratchian, H.P..Izmaylov,
A.F., Bloino, J., Zheng, G., Sonnenberg, J.L., Hada,
M., Ehara, M., Toyota, K., Fukuda, R., Hasegawa, J.,
Ishida, M., Nakajima, T., Honda, Y., Kitao, O., Nakai,
H., Vreven, T., Montgomery, Jr., J.A., Peralta, J.E.,
Ogliaro, F., Bearpark, M., Heyd, J.J., Brothers, E.,
Kudin, K.N., Staroverov, V.N.; Keith, T., Kobayashi,
R., Normand, J., Raghavachari, K., Rendell, A., Burant,
J.C., Iyengar, S.S., Tomasi, J., Cossi, M., Rega, N., Mil-

Diaz-Garcia, A.M.
J. Garza, J. Chem.

@ Springer



143

44.

45.

46.

47.

Page 14 of 14

lam, J.M., Klene, M., Knox, J.E., Cross, J.B., Bakken,
V., Adamo, C., Jaramillo, J., Gomperts, R., Strat-
mann, R.E.; Yazyev, O., Austin, A.J., Cammi, R.,
Pomelli, C., Ochterski, J.W., Martin, R.L., Morokuma,
K., Zakrzewski, V.G., Voth, G.A., Salvador, P., Dan-
nenberg, J.J., Dapprich, S., Daniels, A.D., Farkas, O.,
Foresman, J.B., Ortiz, J.V., Cioslowski, J., Fox, D.J.,
Gaussian 09, Revision B.01, Gaussian Inc.: Wallingford,
CT, (2010)

R.L. DeKock, J.R. Strikwerda, E.X. Yu, Chemical
Physics Letters 547, 120 (2012)

E. Ley-Koo, S. Rubinstein, J. Chem. Phys. 71, 351
(1979)

S. Mateos-Cortes, E. Ley-Koo, S.A. Cruz, Int. J. Quan-
tum Chem. 86, 376 (2002)

J.P. Connerade, V.K. Dolmatov, P.A. Lakshmi, S.T.
Manson, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 32, 1239
(1999)

@ Springer

48.

49.

50.

51.

52.

Eur. Phys. J. D (2021)75:143

E.M. Nascimento, F.V. Prudente, N.M. Guimaraes,
A.M. Maniero, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 44,
015003 (2011)

J.P. Connerade, V.K. Dolmatov, S.T. Manson, J. Phys.
B: At. Mol. Opt. Phys. 33, L275 (2000)

V.K. Dolamtov, J.L. King, J. Phys. B: At. Mol. Opt.
Phys. 45, 225003 (2012)

V.K. Dolmatov, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 46,
095005 (2013)

F. Arias de Saavedra, E. Buendia, F.J. Gélvez, Chem.
Phys. Lett. 763, 138197 (2021)



178 Apéndice J. articulo



Bibliografia

0 N OO Wi

10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.
20.

21.
22.
23.
24.
25.

26.
27.
28.

. G. H. Cocoletzi, L. W. Mochan, Surf. Sci. Rep. 57 (2005), 1

. W. Jaskolski, Phys. Rep. 271 (1996), 1

. V. K. Domatov, A. S. Baltenkov, J. P. Connerade, S. Manson, Radiat. P 70 (2004), 417.
. T. Sako, G. H. F. Diercksen, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 36 (2003), 1681.

. S. A. Cruz, J. Soullard, Chem. Phys. Lett. 391 (2004), 138.

. A. L. Buchachenko, J. Phys. Chem. 105 (2001), 5839, y referencias alli incluidas.

. K. D. Sen, J. Garza, R. Vargas, N. Aquino, Phys. Lett. A 295 (2002), 299.

. J. P. Connerade, V. K. Dolmatov, P. A. Lakshmi, J. Phys. B:At. Mol. Opt. Phys. 33
(2000), 251.

J. Garza, R. Vargas, A. Vela, Phys. Rev. E 58 (1998), 3949.

S. A. Cruz, C. Diaz-Garcia, A. P. Pathak, J. Soullard, Nucl. Instrum. Methods B 230
(2005), 46.

N. Aquino, J. Garza, A. Flores-Riveros, J. F. Rivas-Silva, K. D. Sen, J. Chem. Phys. 124
(2006), 054311.

A. Banerjee, C. Kamal, A. Chowdhury, Phys. Lett. A 350 (2006), 121.

X. Wen-Fang, Chin. Phys. Lett. 23 (2006), 1742.

J. J. Cioslowski, Am. Chem. Soc. 113 (1991), 41309.

O. Shameema, C. N. Ramachandran, N. Sathyamurthy, J. Phys. Chem. A 110 (2006), 2
M. E. Madjet, H. S. Chakraborty, S. T. Manson, Phys. Rev. Lett. 99 (2007), 243003.

A. Kaczmarek, R. Zalesny, W. Bartkowiak, Chem. Phys. Lett. 449 (2007), 314 and refe-
rences therein.

P. V. Yurenev, A. V. Scherbinin, V. I. Pupyshev, Int. J. Quantum Chem. 106 (2006), 2201.
Z. K. Tang, Y. Nozue, T. Goto, J. Phys. Soc. Japan 61 (1992), 2943.

O. A. Yeshchenko, I. M. Dmitruk, S. V. Koryakov, I. P. Pundyk, Y. A. Barkanov, Solid
State Comm. 133 (2005), 109.

M. Bayer, O. Stern, P. Hawrylak, S. Fafard, A. Forchel, Nature 405 (2000), 923.

J. L. Marin, R. Riera, S. A. Cruz, J. Phys. C 10 (1998), 1349.

P. Hawrylak, Phys. Rev. B 60 (1999), 5597.

S. Goldman and C. Joslin, J. Phys. Chem. 96 (1992), 6021-6027.

Ayala Moreno, Armando. (2019). “Estudio Variacional del Atomo de Hidrégeno Confinado
por Fronteras Cerradas y Abiertas” [Tesis de Maestria, UNIVERSIDAD AUTONOMA
METROPOLITANA - IZTAPALAPA].

J. M. Ferreira and C. R. Proetto, American Journal of Physics 81 (2013), 860.

B. M. Gimarc, J. Chem. Phys. 47 (1967), 5110.

E. Ley-Koo and S. Rubinstein, J. Chem. Phys. 71 (1979), 351-357.



180

29
30
31
32
33
34

35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.

50.
ol.
52.
93.
o4.
25.
96.
57.

o8.

59.
60.

61.
62.
63.
64.

65.
66.

Bibliografia

rin and S. A. Crugz, J. Phys. B: At. Mol. Opt. 24 (1991), 2899-2907.

rin and S. A. Cruz, J. Phys. B: At. Mol. Opt. 25 (1992), 4365-4371.

Levine, Phys. Rev. 140 (1965), A586.

Satpathy, Phys. Rev. B 28 (1983), 4585.

. A. Flores-Riveros, N. Aquino and H. E. Montgomery Jr. Physics Letters A 374 (2010),
1246-1252.

N. Aquino. Comunicacién privada.

A. Frankowski and C. L. Pekeris, Phys. Rev. 146 (1966), 46.

Y. Accad, C. L. Pekeris and B. Schiff, Phys. Rev. A 4 (1971), 516.

A. Flores-Riveros and A. Rodriguez-Contreras, Physics Letters A 372 (2008), 6175-6182.
C. Diaz-Garcia and S. A. Cruz, Phys. Lett. A 353 (2006), 332-336.

C.L. Pekeris, Phys. Rev. 115 (1959), 1216.

E. A. Hylleraas, Astrophys. Norvegica 32 (1964), 345.

C.L. Pekeris, Phys. Rev. 126 (1962), 1470.

A.R.P. Rau J. Astrophys. Astr. 17 (1996), 113.

S. A. Cruz and E. Ley-Koo, R. Cabrera-Trujillo, Phys. Rev. A 78 (2008), 032905.

L. H. Thomas, Proc. Camb. Phil. Soc. 23 (1927), 542-548.

E. Fermi, Rend. Accad., Lincei 6 (1927), 602-607.

P. A. M. Dirac, Proc. Cambridge Phil. 25 (1930), 376-385.

C. F. Von Weizsicker, Z. Physik 96 (1935), 431-458.

M. Brack (1985). Semiclassical description of nuclear bulk properties. In Density Functional
Methods in Physics. Dreizler, R. M. and da Providencia, J. (eds.). New York: Plenum, 331-
379.

E. H. Lieb, Rev. Mod. Phys. 53 (1981), 603-641.

K. Yonei and Y. Tomishima, J. Phys. Soc. Jpn. 20 (1965), 1051-1057.

W. Yang, Phys. Rev. A 34 (1986), 4575-4585.

W. P. Wang and R. G. Parr, Phys Rev A, 16, (1977), 891.

W. P. Wang, Phys Rev A, 25, (1982), 2901.

E. Herndndez and J. L. Gazquez, Phys Rev A, 25, (1982), 107.

E. Clementi and D. L. Raimondi, J. Chem. Phys. 38, (1963), 2686.

P. Csavinsky, Int. J. Quantum Chem. Quantum Chem. Symp. 15, (1981), 387 and refe-
rences therein.

S. A. Cruz and C. Diaz-Garcia, G. Covarrubias, Int. J. Quantum Chemistry, 102, (2005),
897-910.

C. Diaz-Garcia and S. A. Cruz, Int. J. Quantum Chem. 108, (2008), 1572.

M. Rodriguez-Bautista, C. Diaz-Gracia, A. M. Navarrete-Lépez, R. Vargas and J. Garza,
J. Chem. Phys. 143, (2015), 034103.

S. A. Cruz, Advances in Quantum Chemistry, 57, (2009), 255-283.

E. Clementi and C. Roetti, At. Data Nucl. Data Tables, 14, (1974), 177.

Villegas S. Fulgencio, Revista de investigacién Fisica, 5, (2002), 48-50.

A. Castellanos Moreno y A. Castellanos Jaramillo, Revista Mexicana de Fisica, E58,
(2012), 24-35.

Z. Romanowski and S. Krukowski, Acta Physica Polonica A, 115, (2009), 663-665.

S. A. Cruz, C. Diaz-Garcia, H. Olivares-Pilén and R. Cabrera-Trujillo, Radiation Effects
& Defects in Solids. 171 (2016), 123-134.

. H. E. Montgomery Jr. and K. D. Sen, Phys. Lett. A 376 (2012), 1992-1996.
. J. L. Ma

. J. L. Ma

. J.D.

. S.



Bibliografia 181

67
68
69

70.

71.

72.

73.

74.

75.
76.
77,
78.
79.
80.
81.
82.
83.

84.

85
86
87

E. V. Ludena, J. Chem. Phys. 69 (1978), 1770.

E. V. Ludenia and M. Gregori, J. Chem. Phys. 71 (1979), 2235.

S. A. Cruz, C. Diaz-Garcia, D. Garrido-Aguirre and R. Reyes-Garcia, Eur. Phys. J. D 75
(2021), 143.

Blundelle, Stephen J. and Blundelle Katherine M. Concepts in Thermal Physics. Oxford
University Press. New York, 2006.

Arfken, George B. and Weber, Hans J. Mathematical Methods for Physicists. Sixth Edition.
Elsevier Academic Press. San Diego CA, USA.

Parr, Robert G. and Yang, Weitao. Density functional theory of atoms and molecules.
Oxford University Press. New York, 1989.

Valenzuela Calahorro, Cristobal. Quimica General. Introduccion a la Quimica Tedrica.
Primera Ediciéon. Ediciones Universidad de Salamanca. Espana, 1995.

Abramowitz, Milton and Stegun, Irene. Handbook of mathematical functions whit formulas,
graphs and mathematical tables. United States Department of Commerce, National Bureau
of Standards (NBS). United States, 1964.

Sakurai J. J. and Napolitano J. Modern Quantum Mechanics. Segunda Ediciéon. Editorial
Pearson.

Atkins, Peter and Friedman, Ronald. Molecular Quantum Mechanics. Oxford University
Press Inc., New York 2005.

Ira N. Levine. Quantum Chemistry. Septima Edicién. Editorial Pearson.

F. Freund, Journal of Asian Earth Sciences 41 (2011), 383-400.

F.G. Allen, G.W. Gobeli, Phys. Rev. 127 (1962), 150.

V. K. Dolmatov, S. T. Manson, Phys. Rev. A 82 (2010), 023422.

J. P. Connerade, A. G. Lyalin, R. Semaoune, S. K. Semenov, A. V. Solovyov, J. Phys. B:
At. Mol. Opt. Phys. 34 (2001), 2505.

J. P. Connerade, V. K. Dolmatov, P. A. Lakshmi, S. T. Manson, J. Phys. B: At. Mol. Opt.
Phys. 32 (1999), L239.

E. M. Nascimento, F. V. Prudente, N. M. Guimaraes, A. M. Maniero, J. Phys. B: At. Mol.
Opt. Phys. 44 (2011), 015003.

J. P. Connerade, V. K. Dolmatov, S. T. Manson, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 33
(2000), L275.

V. K. Dolamtov, J. L. King, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 45 (2012), 225003.

V. K. Dolmatov, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 46 (2013), 095005.

F. Arias de Saavedra, E. Buendia, F. J. Galvez, Chem. Phys. Lett. 763 (2021), 138197.






	Resumen
	Introducción
	Átomos de uno y dos electrones confinados
	Átomo hidrogenoide
	Confinamiento por una cavidad esférica impenetrable
	Confinamiento por una cavidad esférica penetrable
	Limitación espacial por un plano impenetrable

	Átomo helioide
	Confinamiento por una cavidad esférica impenetrable
	Confinamiento por una cavidad esférica penetrable
	Limitación espacial por un plano impenetrable


	Dos enfoques originales en el estudio de átomos multielectrónicos
	Campos autoconsistentes SCF
	El método de campo autoconsistente de Hartree
	El método de campo autoconsistente de Hartree-Fock

	Teoría del funcional de la densidad
	La idea original. El modelo de Thomas-Fermi
	El modelo Thomas-Fermi-Dirac-Weizsäcker TFDW

	Implementación variacional del modelo TFDW
	Densidad electrónica y estructura de capas
	Átomos multielectrónicos libres


	Átomos multielectrónicos confinados
	Confinamiento por una cavidad esférica impenetrable
	Confinamiento por una cavidad esférica penetrable
	Confinamiento por una cavidad esferoidal prolata impenetrable
	Confinamiento por una cavidad esferoidal prolata penetrable
	El átomo de Ne como caso particular de estudio

	Limitación espacial por un plano
	Limitación espacial por un plano impenetrable
	Limitación espacial por un plano penetrable


	Conclusiones y perspectivas
	Apéndices
	Partícula dentro de una caja esférica impenetrable
	Principio variacional
	Coordenadas esferoidales prolatas
	Estadística de Fermi
	Matrices de densidad
	Corrección a segundo orden a la energía cinética
	Integral en la energía de intercambio
	Desarrollo multipolar y energía de Coulomb
	Orbitales atómicos de Slater
	Artículo publicado
	Bibliografía


