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Resumen

Los semigrupos cuédnticos de Markov son la herramienta matematica que per-
mite describir la evolucidn de sistemas cuénticos abiertos, es decir, que interaccio-
nan con su entorno o medio ambiente. En el presente trabajo, se estudia la estructu-
ra de los estados estacionarios de semigrupos cuanticos de Markov del tipo limite
de acoplamiento débil. Mas concretamente, se demuestra que cualquier estado es-
tacionario se escribe como una combinacion convexa de dos estados, el primero
con soporte en el subespacio libre de interaccion Wy, y el segundo soportado en
el complemento ortogonal del primero. Ademés, como aplicacion de los resulta-
dos previos, se describe en detalle la estructura de los estados estacionarios de un
modelo de transporte cudntico motivado por el trabajo de Aref’eva, Kozyrev y Vo-
lovich [6], en términos de operadores de aniquilacion y creacion generalizados.
Este modelo se estudi6 por primera vez en [28].

Palabras Claves: Semigrupos cuanticos de Markov, Limite de acoplamiento
débil, Estados estacionarios, Generadores de Markov, Transporte cudntico.






Introduccion

Los Semigrupos Cudnticos de Markov (QMS por sus siglas en inglés) -conoci-
dos también como Semigrupos Dindmicos Cudnticos- son la herramienta fun-
damental para el modelado matematico de sistemas cudnticos abiertos que inte-
ractian con entornos externos (medio ambiente). El creciente interés en fendmenos
como la decoherencia [12,|17], ruido blanco e informacién cuantica [39], compu-
tacion cudntica y control [2], convergencia al equilibrio [[10} [15 21} 27], produc-
cién de entropia [13}23} 24,132, 133]], entre otros, motivan la investigacion sobre los
QMS vy sus propiedades. En 1976, Gorini, Kossakowski, Sudharshan [31]] y Lind-
blad [38]] caracterizaron la estructura del generador infinitesimal de un semigrupo
cuantico de Markov uniformemente continuo. Sin embargo, esta estructura es bas-
tante general y necesita una mayor especializacion si se requiere estudiar ciertos
fenémenos y/o problemas fisicos concretos como el transporte cudntico.

Los semigrupos cuénticos de Markov del tipo limite de acoplamiento débil
(QMS-WCLT por sus siglas en inglés) (ver [1]]), son una clase especial de QMS
uniformemente continuos, para ser mds precisos, son semigrupos de transforma-
ciones completamente positivas, estrechamente relacionados a un Hamiltoniano
de referencia H con espectro discreto y notables propiedades estructurales. Los
generadores de estos semigrupos se escriben como una suma de otros generado-
res, uno para cada frecuencia de Bohr. Su estructura es lo suficientemente simple
que permite el cdlculo explicito de sus estados estacionarios (invariantes), pero lo
suficientemente rica como para mostrar estados de balance detallado (estados de
equilibrio), asi como estados invariantes sin balance detallado pero de equilibrio
local.

En [1], los autores introducen la estructura de generadores de Markov del tipo
limite de acoplamiento débil mediante técnicas de limite estocdstico y comienzan
a estudiar la estructura de los estados estacionarios de estos generadores, clasifi-
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Introduccién

cando subclases especiales de estados estacionarios con propiedades que sean lo
suficientemente ricas como para ir mas alla de la situacion de equilibrio.

Una caracterizacion de esta clase de semigrupos con Hamiltoniano de refe-
rencia no degenerado, en términos de un dlgebra maximal puramente atémica y
ciertos subespacios de operadores asociados de manera natural e invariantes bajo
la accion del semigrupo, se realiz6 en [20]]. Por otra parte, en [17] se caracteriza la
estructura de los estados estacionarios de semigrupos cudnticos de Markov unifor-
memente continuos con una subdlgebra atomica libre de decoherencia y un estado
invariante fiel.

En [9], se caracteriza la estructura de los estados invariantes de semigrupos
cudnticos de Markov del tipo limite de acoplamiento débil cuando estos admiten
una tUnica frecuencia de Bohr.

En [28], los autores estudian un modelo de transporte cuantico motivado por
el trabajo de Aref’eva, Kozyrev y Volovich [[6]. En particular, caracterizan los es-
tados estacionarios que pertenecen al conmutante del Hamiltoniano {H}'".

Con esta motivacion, el enfoque del presente trabajo es estudiar la estructu-
ra de todos los estados estacionarios de semigrupos cuénticos de Markov del tipo
limite de acoplamiento débil, propiedades especificas y relevantes de los mismos,
por ejemplo, distinguir los estados estacionarios extremos. Finalmente, aplicar los
resultados previos para estudiar los estados estacionarios del modelo de transporte
cuantico estudiado en [28]].

El contenido del presente trabajo se ha organizado de la manera siguiente. El
capitulo (1| contiene los preliminares de la teoria de semigrupos cudnticos de Mar-
kov uniformemente continuos y del tipo limite de acoplamiento débil. El capitulo
estd dedicado al estudio de los estados estacionarios de generadores de Markov
del tipo limite de acoplamiento débil en dimensiones bajas y existencia de estados
estacionarios de balance detallado local. En el capitulo |3|se describe la estructura
de los estados estacionarios de generadores de Markov del tipo limite de acopla-
miento débil. En particular, se describe detalladamente la estructura de los estados
estacionarios del modelo de transporte cuantico estudiado en [28]], en términos de
operadores de aniquilacion y creacion generalizados. Finalmente, se presentan las
conclusiones y perspectivas del trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se estudian los elementos necesarios sobre la teoria de
semigrupos cuanticos de Markov uniformemente continuos y del tipo limite de
acoplamiento débil, la estructura de sus generadores y otras herramientas necesa-
rias para el desarrollo de este trabajo.

1.1. Semigrupos cuanticos de Markov

Sea h un espacio de Hilbert complejo separable con producto interno (-, -).
B(h) denota el dlgebra de von Neumann de operadores lineales acotados actuando
sobre h; (L1 (h), ||p||l1 = tr|p|) denota el espacio de Banach de operadores lineales
acotados actuando sobre h cuya traza es finita.

Definicion 1.1. Una transformacion lineal acotada T, : B(h) — B(h) es comple-
tamente positiva, para cada t > 0 si y sélo si para cualquier par de sucesiones

finitas {x:}iLy {y;}5-1 € B(h),

>y Ti(aiz)y; > 0.

,5=1

Definicién 1.2. Un semigrupo cudntico de Markov uniformemente continuo so-
bre B(h), es una familia {1} };>o de transformaciones (operadores) lineales aco-
tadas actuando sobre B(h) que satisface las propiedades siguientes:

L] TQ:]

» Ty =TT}, para todo s,t > 0. (Propiedad de Semigrupo)
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1.1 Semigrupos cudnticos de Markov

lim || T3 — I||gsm)) = 0. (Continuidad Uniforme)
t—0t

T:(1) = 1, para todo t > 0. (Propiedad de Markov o Conservatividad)

T} es una transformacién completamente positiva, para cada t > 0.

T} es una transformacion continua con respecto a la topologia o-débil sobre
B(h), para cada t > 0.

Definicion 1.3. El operador lineal L : D(L) C B(h) — B(h) definido por:

D(L) :={z € B(h) : lim Ti(x) = existe}
t—0+
g +
L() = i @) =2 dTT(@)
t—0+ t dt  li=o

para x € D(L), es el generador infinitesimal del semigrupo (T;,0 < t < o0),
D(L) es el dominio de Ly un subespacio vectorial de B(h).

Teorema 1.1. Un operador L es el generador infinitesimal de un semigrupo uni-
formemente continuo si 'y solo si L es un operador lineal acotado (ver [30, 41]).

Observacion 1.1. Si L es el generador infinitesimal de un semigrupo uniforme-
mente continuo, el semigrupo {T;}>¢ tiene la expresion explicita

L= L
n=0
donde para cada t, la serie converge en la norma de operadores sobre B(h).
Ejemplo 1.1. Sea H un operador autoadjunto en B(h). El semigrupo {T,}cr

asociado al grupo unitario uniparamétrico {e™*! },cr y definido mediante T;(x) =

et yet o5 un QMS uniformemente continuo con generador infinitesimal L

definido como:
L(x)=—iHr +ixH = —i[H,x], para cada x € B(h),

donde [-,-] denota al conmutador, definido como [x,y| = zy — yx, para todo

z,y € B(h).

12



Capitulo 1. Preliminares

Mas ejemplos de QMS uniformemente continuos pueden encontrarse en los
capitulos |2 y |3| del presente trabajo, y en [14, [19]. Ademds, en [3] se encuentran
ejemplos provenientes de ciertos modelos fenomenolégicos de dptica cudntica,
estudiados a partir de técnicas del limite estocéstico. El resultado siguiente es una
caracterizacion del generador infinitesimal de un semigrupo cuantico de Markov
uniformemente continuo (ver [31, 135} 38]]).

Teorema 1.2. Un operador lineal acotado L actuando sobre B(h) es el genera-
dor infinitesimal de un semigrupo cuantico de Markov uniformemente continuo si
y s6lo si existe un operador completamente positivo ® definido sobre B(h) y un
operador G € B(h) tal que:

» L(z) =P(x) — Gz — 2@, paratodo x € B(h).
» G+ G < L(D).

Al generador infinitesimal de un semigrupo cudntico de Markov uniformemente

continuo se le conoce como generador GKSL, por sus creadores Gorini, Kossa-
kowski, Sudarshan [31] y Lindblad [38]].

Definicion 1.4. Un estado o sobre B(h) es un funcional lineal continuo, positivo
y de norma uno. Ademds, o es normal si 'y sélo si (0(a))a converge a o(a), para
cada red creciente de operadores (a), con supremo a.

Observacion 1.2. Cada estado normal se identifica con un operador p definido
sobre h, positivo y de traza uno, llamado densidad en analogia con las funciones
de densidad en probabilidad clasica, que satisface o(x) = tr(pz) para todo x €
B(h). Por esta razon, denominaremos estados a los operadores p sobre h, positivos
y de traza uno (ver [44]).

Definicion 1.5. Sea p un estado, se dice que p es fiel si ker p = {0} .

Definicion 1.6. B(h). es el espacio de funcionales lineales o—débilmente conti-
nuos sobre B(h) y se llama espacio predual de B(h).

Observacion 1.3. El teorema de Schatten [42|] establece la existencia de dos iso-
morfismos isométricos, el primero entre B(h) y Li(h)" y el otro entre B(h), y
Ly(h), por tal motivo, para cada t, al operador T, : B(h) — B(h) le corresponde
un tinico operador T, : B(h). — B(h). definido mediante la relaciéon de dualidad

tr(zT (o)) =tr(Ty(z)o), x € B(h), o€ Li(h).
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1.2 Semigrupos del tipo limite de acoplamiento débil

Con base en lo anterior, tenemos que {T\ }1>0 es a su vez un QMS uniformemente
continuo sobre Ly (h), llamado semigrupo predual asociado a {T}}>o. L. es el
generador del semigrupo predual y la relacion entre éste y L, el generador del
semigrupo directo, estd dada por la relacion de dualidad

tr(zLi(0)) =tr(L(x)o), x € B(h), o€ Li(h).

Definicion 1.7. Un estado p se dice estacionario (invariante) respecto a un QMS
{T}; }+>0 con generador predual asociado L., si'y sélo si L.(p) = 0.

Definicion 1.8. Un estado estacionario p es extremo si no puede escribirse co-
mo una combinacion convexa de dos estados estacionarios, es decir, si no puede
escribirse como p = \p1+(1—M\) pa, con py, ps estados estacionarios y ) < A < 1.

Definicion 1.9. Un observable x € B(h) es un punto fijo de un QMS {1 }1>0 si'y
solo si L(z) = 0.

Definicion 1.10. Sea M un subconjunto no vacio de B(h). Se define el conmutante
de M por M' .= {x € B(h) : ma = am paratodo m € M}. El doble
conmutante M" de M se define de forma recursiva como M" := (M),

1.2. Semigrupos del tipo limite de acoplamiento débil

Consideremos generadores de Markov del tipo limite de acoplamiento débil
L, asociados con un operador positivo autoadjunto H (llamado Hamiltoniano de
referencia), con descomposicion espectral discreta

H= Y ceul.,, (1.1)

emESp(H)

donde ¢,,, son los valores propios y F.
pacio propio asociado a &,,.

es la proyeccion espectral sobre el subes-

m

El subconjunto de pares ordenados de valores propios
By :={(en,em) : wi=¢e, — &y >0}
es el conjunto de frecuencias de Bohr y
By =A{(en,em) € By : €y — ey =w}

14



Capitulo 1. Preliminares

es el conjunto de pares de valores propios asociados con la frecuencia w.
Un generador de Markov del tipo limite de acoplamiento débil (abreviado por
generador de Markov de WCLT) tiene la estructura

L= L.,

weB

donde para cada frecuencia de Bohr w y para cada x € B(h) el generador direc-
to L, tiene la estructura candnica de Gorini-Kossakowski-Sudarchan-Lindbland
(estructura GKSL), definida mediante

L, (x) :=i[A,, ]
1 1
o (AP0 v} = DiaD,) = T ({DuD w0} = Do)

con operadores de interaccion parcial (u operadores de Kraus) D, definidos como

D,= Y  P,DP.,, (12)

(enem)€B+

donde D € B(h) y es llamado operador de interaccién. El Hamiltoniano efectivo
es el operador A, que satisface

A, =N e {HY,

donde {H}' es el conmutante de H y los coeficientes se definen de la misma forma
que en [1], es decir, por

1 eBlw)w

I'_,:=5b

Bl _ 1 ! w o —10 w20 (1.3)

donde [ es una funcién suficientemente regular (temperatura inversa) con
Blw) >0; Yw € B;.
El generador de Markov de WCLT predual tiene la forma

L0 se conoce como la parte disipativa y §a se conoce como la parte hamiltoniana.

15



1.2 Semigrupos del tipo limite de acoplamiento débil

con
nyw * *
L.o(p) = Z T {D,Dw, p} + Ty DGpD,
weB4 (1.4)
F w * *
N (_%{DWDW oY+ r,wapr)
y

alp) =D 6a.(p),  Oa.lp) =[Au, gl

weBy

En el caso cuando el conjunto de las frecuencias de Bohr es infinito, para que £
sea el generador de un QMS uniformemente continuo, la serie

> (DD, +T.,D,D})

w€B+

debe ser fuertemente convergente en B(h) (ver corolario 30.13 p. 268 y teorema
30.16 p. 271 en [40]).

Definicion 1.11. Sea L un generador de Markov, se dice que L es genérico si

(1) el Hamiltoniano de referencia H es no degenerado ( equivalentemente, todas
las proyecciones ortogonales en la descomposicion espectral de H son de
rango uno).

(2) para cada frecuencia de Bohr w existe un uinico par de valores propios
(€ny €m), m < n tal que w = €, — €.

Consideraciones 1.  a) A partir de ahora vamos a escribir simplemente P, en
lugar de P. siempre que no exista confusion.

b) Dado un estado py un subespacio V', “p esta soportado en'V'” significa que
“el soporte de p es un subespacio de V.

c) SeaT € B(h)unoperador arbitrario, el soporte de T (denotado porsupp T')
se define como “la cerradura de su rango”, es decir, supp T = Ran T.

d) Denotaremos por {e, },>o una base ortonormal de h de vectores propios de
H (i.e. una base ortonormal del Hamiltoniano de referencia H), siempre
que no exista confusion.

16



Capitulo 1. Preliminares

e) Consideraremos h = C% cuando el espacio de Hilbert h sea de dimension
finita. En este caso, B(C?) = M 4.4(C) es el dlgebra de matrices cuadradas
con entradas complejas.

Ahora poseemos los elementos necesarios para comenzar el estudio de la es-
tructura de los estados estacionarios de generadores de Markov del tipo limite de
acoplamiento débil. El capitulo siguiente esta dedicado al estudio de los estados
estacionarios en dimensiones bajas.
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Capitulo 2

Estados estacionarios de
generadores de Markov del tipo
limite de acoplamiento débil en
dimensiones bajas

En este capitulo se presentan algunos resultados acerca de la estructura de esta-
dos estacionarios de generadores de Markov del tipo limite de acoplamiento débil
en dimensiones bajas, y la existencia de estados estacionarios que satisfacen la
condicién de balance detallado local. En la seccion 2.1] se estudian las microco-
rrientes en los estados estacionarios de QMS-WCLT. En la seccién[2.2] se exhibe la
estructura explicita de estados estacionarios de QMS-WCLT en dimensiones bajas.
Finalmente, en la seccion se demuestra la existencia de estados estacionarios
que satisfacen una condicion de equilibrio local, pero que no satisfacen la condi-
cion de balance detallado. A continuacion, se enuncian algunas consideraciones
necesarias para el desarrollo del capitulo, mismas que pueden consultarse en [[1].

Consideraciones 2. a) V, := Sp(H)y Er=Uen, re>0 Ber

b) Un estado p € {H}", satisface la condicién de balance detallado (equili-
brio) si las ecuaciones siguientes se satisfacen:

Per Tt w = pe, T 0 Vw € By, Y(en, €m) € By,

'Sp(H) denota el espectro del Hamiltoniano de referencia H.
2B+7w denota el conjunto de aristas (con salida en €, y llegada en ¢,,) de longitud w.

19



2.1 Los estados estacionarios de generadores de Markov de WCLT tienen microcorrientes constantes en ciclos

¢) Unestado p € {H}", satisface la condicién de balance detallado local si
se satisfacen algunas de las ecuaciones anteriores, pero no todas.

2.1. Losestados estacionarios de generadores de Mar-
kov de WCLT tienen microcorrientes constantes
en ciclos

El caso cuando H tiene espectro no degenerado se caracteriza por la condi-
cién {H} = {H}" o equivalentemente, todas las proyecciones ortogonales en la

descomposicion espectral de H son proyecciones de rango uno. En este caso, la
proposicion siguiente fue demostrada en [/1]].

Proposicion 2.1. Con las notaciones e hipotesis del teorema 4.1 en [[I)], sea H un
Hamiltoniano de referencia no degenerado. Si

p = Z p€77L|em><€m|’
EmESp(H)

entonces,

Lin(p) = Xienemenyn Penltw = pel'—w) [{em, Den)* (Jen) (en] — lem){eml) - (2.1)
Algunos de los resultados siguientes fueron demostrados en [[1].

Teorema 2.1. Asuma que h tiene dimension finita. Sea H un Hamiltoniano de
referencia no degeneradoy p = Z Pe, |€n) (€| una funcion del Hamiltoniano.

en€Sp(H)
Si L es un generador de Markov de WCLT asociado con H, entonces

(i) La ecuacion L.(p) = 0 tiene la forma
QJ =0, (2.2)
donde Q es la matriz de incidencia de la correspondiente grdfica de inte-

raccion G(L) (ver [I]]) y I = ( e(:i.)en,

i a)1§z‘3d,1§jszi
impl j } [ si p=23 licit t
(0 simp emente corrzente) que satisface el sistema p explicitamente,

es el vector de corriente

JE(:;)EnJ = (pﬁm] F“F,UJ'L - pfnj Ff»wi) <€mj7 Den]>|27 (2'3)

3T es una matriz que tiene como entradas los coeficientes o tasas de transicién Iy ’s.

20



Capitulo 2. Estados estacionarios de generadores de Markov del tipo limite de acoplamiento débil en dimensiones bajas

para (e, €y,) € By . Por lo tanto, cualquier solucion positiva 'y de traza
uno p, del sistema lineal I'p = J (con vector de corriente J satisfaciendo
en el rango de la matriz I del sistema T'p = J), es un estado invariante.

(ii) La ecuacion tiene como maximo |E;| — |V;| + k soluciones lineal-
mente independientes, donde k es el niimero de componentes conexas de la
correspondiente grdfica de interaccion G(L) (ver [1]). Ademds, cada ciclo
c = (enj)lgjgl de G tiene asociada una solucion J. de , siempre que
el operador de interaccion no se anule en los vértices del ciclo, es decir,
[(em,, Den,)|*? #0, YO<j <L

(iii) Bajo las hipétesis del inciso (i), la condicion
|Ec| — Ve + k>0

se satisface. Si |V;| = |E¢| + k, cualquier estado de la clase descrita en (1)
satisface una condicion de balance detallado.

Demostracion. (1) y (iii) se probaron en [1]. Para probar (ii), sea Q la matriz de
incidencia de la correspondiente gréfica de interacciéon G(L). Por el teorema del
rango-nulidad, se tiene que rango(Q) +nulidad(Q) = |E|. Basta demostrar que
cada ciclo ¢ = (e,,)1<j< en la gréifica de interaccién G tal que |(e,,,, De,,)|* #
0, V 0 < j < [, corresponde a un elemento en el ker(Q). En efecto, sea
J. = (J&o,

manera siguiente: J

)1 <i< d 1<) < el vector de corriente asociado con ¢ definido de la

= O silaarista (€, €y;) € Ec; Jlwi

ta (en].,em].) € [, y tienen la misma orientacion; y Jem )en = —1 si la arista

(€n,, €m;) € E.y las orientaciones son opuestas (se puede eleglr J. de esta mane-
ra, puesto que ](emj,DenjHQ #0, V0 <75 <1I).Porlo tanto,

(wsi) _ w;) _ _
E JEm e (enj emj JEm en, enj emj) = 0.

(én; 767"]')6B+(Wi)§1§1§d (€njsem ;)€ Be

= 1 si la aris-

mg EVLJ m; €n

Es bien sabido que el rango de una matriz de incidencia Q con |V | vértices es igual
a |V;| — k, donde k es el nimero de componentes conexas de la correspondiente
gréfica de interaccion G(L£). Por lo tanto, se obtiene que nulidad(Q) = |E.| —
|Vz| + k. El ndmero méximo de soluciones |E:| — |V| + k se alcanza cuando el
operador de interaccion no se anula en cada vértice de un conjunto completo de
ciclos. Esto termina la prueba. O]
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2.1 Los estados estacionarios de generadores de Markov de WCLT tienen microcorrientes constantes en ciclos

Los elementos del ker(Q) serdn llamados vectores de corrientes admisibles.

Corolario 2.1. Asuma que para cada vértice de un conjunto completo de ciclos de
longitud minima (con solo tres vértices), los correspondientes elementos de matriz
del operador de interaccion no se anulan. Entonces, existe una base {C;; }1<j<i<a—1
del ker(Q) asociada con ese conjunto de ciclos. Consecuentemente, cada solucion
Jde puede ser escrita en la forma

J - Z Jijoij

1<j<i<d—1
con Jij € Rparacadai,j e {1,2,..,d—1}ei > j.

Demostracion. Bajo las hipdtesis, para cada i,j € {1,2,...,d — 1} coni > j se

i’j 2, 3 .
definen las componentes CEW) del vector C; ; = (cek,e)l)ogk,lgd,l como sigue:

—

(1 si (€, €1) = (€&is€5)

1 si (e, €)= (€,¢€0)

€ks€l

—1 si (e, €)= (€&,¢€0)

\ 0 en otro caso

Cada C; ; es un vector asociado al ciclo ¢ = (¢;¢;). Por lo tanto, por (i) del teo-

rema anterior, C; ; es una solucion de 1i Asimismo, nulidad(Q) = &2(‘1_2)

(donde d = dim(h)) y el conjunto C = {C;; ; : 1 < j < i < d — 1} es linealmente
independiente, pues para cada (k,l), 1 <k, <d — 1 se tiene que

iJ) _
0= ( E az}ﬁiu’) = E az‘,jcﬁki)l = Q-

€k ,€ .
1<j<i<d—1 A 1 <<i<d—1

Ademas, |C| = w;d_m. Esto finaliza la prueba. O

Bajo las hipétesis del corolario fijando el orden lexicografico en C y des-
pués de reenumerar, podemos escribir cada vector de corriente J en la forma

J= Z t:Cl,

1<k<d
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Capitulo 2. Estados estacionarios de generadores de Markov del tipo limite de acoplamiento débil en dimensiones bajas

con d := |C|. Identificando cada vector C}, = C;; con el correspondiente ciclo y
nombrando al ndmero real ¢, la corriente (constante) o flujo a lo largo del ciclo Cj,.
Por lo tanto, en el caso cuando todas las componentes del operador de interacciéon
coinciden con una constante diferente de cero, el resultado (i) del teorema[2.1]pue-
de ser reescrito como: Los generadores de Markov del tipo limite de acoplamiento
débil tienen estados estacionarios con corrientes constantes en ciclos basicos.

Suponga que un vector de corriente J es asociado con un estado estacionario
de L., asi que las coordenadas de J y los valores propios de p satisfacen el sistema
lineal I'p = J. Por lo tanto, bajo las hipdtesis del corolario [2.1} si

J = (J“)

€m;€n; ) 1<i<d,1<j<l;

entonces, paracada 1 < k < d se tiene que Je(f,f;)enj = 1. si C}, es el vector asociado

con el ciclo (egen, €m,) ¥, J. (i)

€ Ep -
mg =y

es una combinacion lineal de los vectores en C

en otro caso. De hecho, si Je(:;)enj no corresponde con un ciclo bésico, entonces

Je(:;)enj :< Z tka) = Z Cﬁ’j)tk (2.4)

1<k<d mieny 1<k<d
i.d) B
donde ¢,/ € {1, —1}.

Notese que el sistema ['p = J es un sistema de ecuaciones lineales de di-

.2 d(d—1 - . . .
mension % X d, que estd sobredeterminado cuando d > 3. Sin embargo, bajo
condiciones naturales sobre el operador de interaccion D y un vector de corriente

admisible J, se demuestra la existencia de estados invariantes para cada d > 3.

Teorema 2.2. Sean d > 3y H € B(C%) un Hamiltoniano de referencia no dege-
nerado, entonces:

(i) Si las hipotesis del corolario 2.1 se verifican 'y d = 3, existe un estado in-
variante p para cualquier vector de corriente admisible J si det(I') # 0,
donde 1" es la matriz del sistema I'p = J.

(ii) Si d > 3, podemos elegir un operador de interaccion D € B(C?) (por
lo tanto, un generador de Markov de WCLT Lp) y un vector de corriente
admisible J, de tal forma que exista un estado L p-invariante p, que no estd
en equilibrio.
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2.1 Los estados estacionarios de generadores de Markov de WCLT tienen microcorrientes constantes en ciclos

Demostracion. En el caso d = 3, bajo las hipdtesis, el sistema ['p = J es un
sistema cuadrado que tiene una tnica solucién para cualquier vector de corriente
admisible J, si la condicién (violacion de la condicion de reversibilidad de Kol-
mogorov) det(I") # 0 es vilida. Esto prueba (i).

Sid > 3, el sistema I'p = J estd sobredeterminado. Témese cualquier ci-
clo minimo, digamos ¢ = (€g€1€2), elija un operador de interaccién D tal que
(e, Dey) =1, 1 <1 <d—1, (er,Dey) = 1,y (e;, De;) = 0 de otra mane-
ra. Sea J. el correspondiente vector de corriente solucién de (2.2). Por lo tanto,
se sigue de que existen Unicamente tres componentes distintas de cero del
correspondiente vector de corriente J., de hecho, todas las componentes de J.
son cero con excepcion de Je ¢y, Jepe,s ¥ Jepes» 1as cuales son de la forma (7 con
¢ =1y 7 € R\{0}. Porlo tanto, estableciendo el orden lexicogrifico, todas las
ecuaciones en el sistema ['p = J son cero con excepcion de las primeras d ecua-
ciones. Queda por demostrar que el sistema cuadrado restante tiene una solucion.
Claramente, se tiene que

p :F-l-,wl _ Cl .
1 F77w1 0 Ff,wl ) (2 6)
p _F+,w2p _ <2 . '
2T, T,
y
Pl oy — P2l ) = Q1T (2.7)

con (1, (2, (o1 = £1. Por lo tanto,

I w r w\ !
Po = ( - F-i-,o.121 F+7 - + F—,wzl %) (CZl + C1F+,w21 + C2F—,w21>7_'
—HW1 w2
La condicién de traza permite fijar el valor de la corriente (o flujo) 7 de modo que
p es un estado. Esto finaliza la prueba. ]

Observacién 2.1. Si " es la matriz del subsistema 42_5‘)42_7]) en la demostracion
del teorema anterior, la condicion det(I') # 0, corresponde con la violacion de
la condicion de reversibilidad de Kolmogorov, consecuentemente, el estado in-
variante no estd en equilibrio. Ademas, de las ecuaciones (2.6)-(2.7) se verifica

inmediatamente que el estado invariante no estd en equilibrio, ya que T # 0.

24



Capitulo 2. Estados estacionarios de generadores de Markov del tipo limite de acoplamiento débil en dimensiones bajas

2.2. [Estados estacionarios de generadores de Mar-
kov de WCLT en dimensiones bajas

2.2.1. Caso d=3

Sean d = 3, H un Hamiltoniano de referencia no degenerado y p una funcién
del Hamiltoniano, por la proposicion p es invariante si para cada frecuencia
de Bohr w,

pemF—hw - penF—,w =0, V (em em) € B+,w-
Por lo tanto,
I-‘-l—,odl,opm - F—7W1,0p61 =0
F+,w2,opeo - Fﬂwz,opez =0 (2.8)
F+,w2,1p61 - F—7w2,1p€2 =0

con coeficientes I'1 ,,’s descritos en (1.3), para cada w € B, . Por lo tanto, se tiene
que
Pey = e—ﬁ(w,o)m,opeo
Pey = e_ﬂ(wZO)wZOpeo
es una solucion no trivial de (2.8) si la condicion de reversibilidad de Kolmogorov
e Blw20)w20 — g=Blw21)w21=Bwio)wio ge satisface. Consecuentemente,
P = Pey <|€0><€0| + e Plro)role) ()] + 6_6(‘“2*0)”2’°|€2><€2|>-

La condicién 1 = tr(p) = pe, + pe, + pe,» permite fijar el valor de p,, de
hecho, esta condicién implica que

Pey = (1 + e—ﬂ(wLo)wl,o + e—ﬂ(wZo)wQ,o)—l.
Reescribiendo el Hamiltoniano en términos de las frecuencias, se obtiene que

ea){ea|. 2.9

HH = 0leq) (eo| + wioler)(e1] +wap
Entonces,

eI = [e)(eo] + e Prkole ) er] + 20420 cy) ey |

4La ecuacién || es una traslacién del Hamiltoniano de referencia por —eq 1, es decir, H —¢g 1.
5La funcién ﬁ H)H = [3(0)0|60><60| + 6(w170)w170|61><61| + B(WQ’O)CUQ’0|€2><€2|.
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2.2 Estados estacionarios de generadores de Markov de WCLT en dimensiones bajas

Consecuentemente,
1
_ —B(H)H
= —e
p Z Y
donde
Z =1+ e—ﬁ(m,o)wl,o + B—B(u&,o)wz,o — tr(e_ﬁ(H)H).

Por lo tanto, se concluye que p es un estado de Gibbs.

2.2.2. Casod=4

Sead = 4y H € B(C*) un Hamiltoniano de referencia no degenerado, es
decir,
3

H = Z equ:ZGi‘eixei"

e;€Sp(H) =0

donde 0 < ¢y < €1 < €2 < €3 son los cuatro valores propios de H y {|e;) }o<i<3
es la base canénica de C*. En este caso, hay a lo més seis frecuencias de Bohr y se
asume que todas las frecuencias de Bohr son diferentes, asi que

By = {M,o; W20, W30, W21, W3 1, Wg,z},

donde w;; = €, —¢;, 0<j <i<d—1.SeaL un generador de Markovde WCLT
asociado con H y p una funcién del Hamiltoniano. £,(p) = 0 es equivalente al
sistema QJ = 0, donde Q es la matriz de incidencia de la correspondiente grafica
de interacciéon G(£) y J = (Je(:;)enj)l _icd1<;<, €8 €l vector de corriente que
satisface el sistema ['p = J, explicitamente,

Je(wi.)e = (e, T = Pe, T )
m;En; J ’ J ’

(€m;, Den,)|? (2.10)

para (€, €n;) € By .,. Ademds, suponga que todas las componentes del operador
de interaccién D coinciden, digamos |(e,,,, De,)|* = 1 paratodo 0 < j < d—1.
Por lo tanto, el conjunto solucién de QJ = 0 es

{J :7’021—|—8031—|—t032 T8t € R},
donde el conjunto
C = {021 = (17 _1707 17070)7 C%)1 = (1707 _1707 170)7 032 = (07 17 _170707 1)}

es la base del ker(Q). Equivalentemente, cada solucién J de QJ = 0 es de la
forma
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J=(r+s,t—r,—s—t,rs,t)

conr,s,t € R. Ademds, los ciclos basicos asociados alabase C = {Cyy, C51, C3a }
son: co; = (€g€z€1), c31 = (€p€3€1) Y c32 = (€pez€z). Posteriormente, fijando el
orden lexicografico en el sistema (2.10), para cada vector de corriente admisible
J asociado con p y la matriz I' satisfaciendo la ecuacién (2.10), el sistema no
homogéneo ['p = J estd sobredeterminado porque tiene seis ecuaciones y cuatro
incOgnitas, explicitamente,

_F+,W1,0 I w1,0 0 0 J61€0
_F+,w2,0 0 F—,w2,0 0 Po J6260
_F+,w3,0 0 0 F—,wg,o P1 _ JE3€0
0 _F+7W2,1 F—,W2,1 0 P2 J6261
0 _F+,w3,1 0 F—,w3,1 P3 ‘]6361
0 0 _F+,w3,2 F*,ws 2 J63€2

Considere la matriz I' = [I'|J]. Después de aplicar eliminacién Gaussiana a la
matriz I se obtiene

7F+,w1,() Ff,wu) 0 0 r+s
| SR A Ty o (1= 4T 4wy o (r—s)
0 _ er,ro.’wLO 1,0 F—,wzo 0 _ 1,0 o 2,0
L T wg o (58 —Tp wg o (r+t)
0 0 _ 1‘1(1,2.0 2,0 F_’u&o _ 2,0 T~ 3,0
0 0 0 _F—wl,or'*'ws,or—vwzo ]\/[l
0 0 0 0 My
0 0 0 0 0
donde

2012 = F+7w1,0F*7w2,oF+,w2,1 - F*7W1,0F+7W2,0F*aw2,1
o7 + 095 + o3t

Ml =
F*,wl,orﬁw&orﬁwzo
M 017” + 928 + 93t
2 =
(2012)1'— .0
y

o1 = F—7W1,0F+,w3,or—,w2,o + F—,w1,0F-i-,uJ3,0F—,w2,1 - F—,wQ,oF-l-,uJ3,0F-i-,w2,1
02 = Zo12+ Ff,wz,oFJr,w&oFﬁWQ,l
03 = %012 — F—,w1,oF+7w3,0F—,w2,1
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0 = zos1(P_ sy + F—,wm) + 20312
Oy = zo12(D— sy +T—wy,) + 20312

05 = 2012F—,W3,1 - 2031F—,wu
<0312 — F—,wz,or-&-,ws,orhwllF—,w3,1 - F+,w2,0F—M3,0F—,w2,1F+,w3,1
2031 = F—,w1,or+7w3,or—7w3,1 - F+7W1,OF_7W3,OF+7W3,1

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones lineales no homogéneo I'p = J estd de-
terminado (y es un sistema cuadrado) si y sélo si se satisfacen las condiciones
siguientes:

2012 = F+7w1,or—,w2,or+,w2,1 - F—7w1,or+,w2,or—yw2,1 7é0

T g0 70 (2.11)
917’ + 928 + th =0

Bajo las condiciones 1) el sistema restante es un sistema cuadrado lN“p =J

que tiene una unica solucion si y sélo si det(I") # 0. Mediante calculos directos
se obtiene que

pi =L + Fir

paratodo 0 < i < 3, donde E;, F;, 0 < ¢ < 3 son funciones de las 6’s y de los
coeficientes I'y , ,’s. La positividad de los valores propios de p implica que

para todo i = 0,1,2,3. La condicién 1 = tr(p) fija el valor de r = (1 —
Z?:o E;) (Z?:o F;)~1. El pardmetro r corresponde al valor de la microcorriente
(o flujo). _

La condicion det(I") = 2912 # 0 corresponde con la violacién de la condicién
de reversibilidad de Kolmogorov. Por lo tanto, el estado no satisface una condi-
cion de balance detallado, pero si de equilibrio local. A este tipo de estados se les
llamara (de ahora en adelante), estados localmente de Gibbs.

2.3. Existencia de estados estacionarios de balance
detallado local

Existen generadores de Markov del tipo limite de acoplamiento débil con es-
tados estacionarios que no satisfacen la condicion de balance detallado, pero son
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Capitulo 2. Estados estacionarios de generadores de Markov del tipo limite de acoplamiento débil en dimensiones bajas

de equilibrio local. En esta seccion, se muestra como construir tales generadores
eligiendo operadores de interaccion D apropiados y coeficientes I'y ,’s.
Considere estados que satisfagan la condicién pD, = c,D,p con ¢, = ?;—::,
para casi todo w con excepcion de algunos w’s. Se dice que los estados de esta clase
satisfacen una condicion de balance detallado local o que son estados de balance
detallado local. De hecho, la terminologia anterior estd motivada por elegir ¢, =
11:;: para casi todo w con la excepcion de las frecuencias asociadas a un ciclo
(€0 €j€), j < i. Mds precisamente, el resultado se prueba en el teorema siguiente.

Teorema 2.3. Sea L un generador de Markov de WCLT con Hamiltoniano de
referencia H = ), €, P, y denote por r, = r(e,) < oo el rango de P,. Elija
el ciclo (ey €1 €3), sea D = |x){x| con x el vector de entrelazamiento mdximo
(maximally entangled) x = ), e;, donde {ey,- - ,e,,- - } es la base ortonormal
del Hamiltoniano H. Entonces, existe L, un generador de Markov de WCLT con
un estado estacionario de balance detallado local

p=> puPne{H} (2.12)

n>0

. r_ . iy

satisfaciendo pD,, = c,D,p, con c, = F+—“ para casi todo w con la excepcion de
,w

W1p = €1 — €0, Woo = €2 — €g Y Wo1 = €2 — €1, € < €1 < €.

., g r_ -
Demostracion. Asuma que la condicion pD,, = c¢,D,p con ¢, = m—’“, es valida
w

para todas las frecuencias w # w;j, coni > j, 7,5 = 0,1, 2. Se verifica inmedia-
tamente que

Lo(p)=0, VwF#wy, i>7, 1,7=0,1,2.

Ademas, cdlculos simples muestran que la condiciéon pD,, = ¢, D, p implica que
— F+’wn0 ]
pn = F—2po paran > 3, consecuentemente, todos estos valores propios de p se
~ono

pueden calcular en términos de 00-
Por lo tanto, resta calcular los primeros tres valores propios de p tal que

E*(:O) - EWlO*(p) + 'CwQO*(IO) + £w21*(p> =0

con

Lolp) =(~ 5

| -
4 ( — %{Dtz,p} + F_,wapDZZ> —i[Au, 7]

{DDu, p} + F+7tzpDUJ>

29



2.3 Existencia de estados estacionarios de balance detallado local

paraw = wj;, ©>7, 1,7 =0,1,2.
La condicién pD,, = ¢,D,,p implica que [p, D,D}| = 0 = [p, D} D,,], conse-
cuentemente [A,,p] =0y

Lo(p) =— I wDLDyp + col'y wD3Dyp
- F+,waDZ:p + Co:lrf,waD:;p'

Ahora, paracada w = w;; =€ — €5, > J, 1,5 = 0,1,2 se tiene que

DD, = P,D*P;DP; = Bi|x){(x|P;|x)(x|P: = | Pix||* | Pix)(Pix]|
DD}, = P;DP,D*P; = P;|x){x|Pi|x) (x| P = | Pax||* |Pix){P;x.

Por lo tanto, mediante célculos directos y utilizando que pP,x = pn Py X, se ob-
tiene que L. (p) = 0siy sélo si

0 == Ty + ConaT o0 ) IPXI pol B (Pox]
(= Dy + 2T ) | POXI 1l Pr) (P
(= T + Cona T ) IPX2 ol Pox) (o]
(= Do + €T ) | PXI2 2l PoxH(Pox
(= T+ Con Ty ) IBXI? o1 PP

X

+ < - I‘-+-7w21 + C;211F_7wm) HP1X||2 :02|P2X P2X|‘

Notese que || P, x|| = r(e,) = r, es el rango de P,. Entonces, agrupando térmi-
nos y de la ortogonalidad de los rangos, se verifica que la ecuacién anterior es
equivalente al sistema

2 2 02 2
rlcmeJr,wlo + 7’200-?201—14r,u120 - rlrﬁwlo + T2F77w20
2 —1 2 _ .2 2
TOCme—,wlo + TQCW21F+7W21 - TOF-i-,ww + T2F—7w21 (213)

2 —1 2 —1 2 2
Tocwzor—,u&o + Tlcwzlr—,wm - T0F+,W20 + T1F+,w21

Ademas,

pOwa = prlo = CWIOle()Ia = plcwloleo = p1= C;110p0
P0 Dy = PDuny = Curgg Diogo P = P2Cusng Divgy = p2 = Cujzlopo
plDw21 = pr21 = Cw21DW21:0 = p20w21Dw21 = P1 = Cuy P2
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Consecuentemente,

P1 Cung

Cpy = — = ) (2.14)
“ P2 Cung

De la primera ecuacidn en el sistema (2.13) se obtiene que

Cug = <<T1/r2)2(r—,w1o - Cw10P+,w10) + F—1w2o>r—7-,1w20

y de la tercera ecuacidén, usando la relacion (2.14)), se obtiene que

~1
2 2 2 2
Cugo = (Torﬁwzo + rlcwlorﬂwm) <TOF+,M20 + 701F+7w21) :
Las dltimas dos ecuaciones implican que

2 2 2
TOF—,me-&-Mzo + (TIF—Mlo + T2F—,w20)r+7w21
2 2 2 :
(T0F+7w20 + 1 F+,w21)1_‘+7w10 + T2F—7w21r+,w20

Cwip =

Por lo tanto, de este valor de ¢, y de la primera ecuacién en (2.13)), se obtiene
que

(.2 2 2 -1
Cuwzg = (Tlr—,wlo + T2F—7WQ0) (T2F+7w20)

2 2 2

< 2 <TOF—M10F+,w20 + (Tlr—,mo + T2F—,w20>r+,w21 )F ) (721—1 )—1

o 1 2 2 2 +,w10 2+ +,w20
(TOF-l—,wzo + 1 F+7w21)r+7W10 + TQF—,w21F+,w20

El valor restante c,,, se puede calcular a partir de (2.14). La segunda ecuacion
en (2.13) produce una condicién de compatibilidad que deben satisfacer los coefi-
cientes I'y .. ’s. Esta condicion de compatibilidad distingue aquellos generadores
de Markov de WCLT que tienen estados de balance detallado local de la forma
(2.12).

Por lo tanto, si se cumplen las condiciones anteriores, se obtiene un estado
invariante p de la forma (2.12), donde los valores propios p,, para n > 3 estan
dados por las relaciones de balance detallado p,, = lr,f—:”z po y los valores propios

. . —1 . —1 ’
restantes satisfacen p; = ¢, PO Y P2 = Cy Po, asl que

w20

Li
p=po(Po+ Ll PL+ O P+ > P

n>3 = 7m0
~ o ( S Sy Z o~ B(@n0)wno pn>_
n>3
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El primer valor propio pg se determina a partir de la condicion de normalizacioén
tr(p) = 1. En efecto,

po = (ro + 7 05110 + 79 05210 + Z T e—ﬁ(wno)wm>

n>3
Claramente el operador p es positivo. Esto termina la prueba. ]

El teorema anterior es una version del teorema 3.1 en [[16] para la clase de todos
los generadores de Markov de WCLT genéricos. Para aquellos estados estaciona-
rios que no satisfacen la condicion de balance detallado (pero de equilibrio local),
la pregunta sobre los valores asociados a los flujos (o corrientes) de energia surge
naturalmente. Por definicion, el flujo de energia (o corriente) entre los niveles de
energia €,, y €, serd dado por

Jmn = pmr—l-,w - pnF—,w

paraw = €, — ¢, > 0. Por lo tanto, J,,,,, = Jo, = 0 paran > 3y m > 0. Pero
en los tres primeros niveles de energia, es decir, en el ciclo ¢ = (¢ € €3) se tienen
flujos distintos de cero:

Jor =pol'y o — p1l -0y = pO(F-hwm - C;llor—,wm%
J02 :pOF+,w20 - p2F—,w20 = pO(F-‘r,on - 052101"_#)20)7

_ o —1 —1
J12 _p1F+,W21 - p2F—,w21 = Po (Cwlor-l-,wzl - ngor—,wm)'

En el capitulo siguiente, se presenta nuestra principal contribucién sobre la
estructura de los estados estacionarios del tipo limite de acoplamiento débil y mo-
delos de transporte cudntico.

32



Capitulo 3

Estados estacionarios de
generadores de Markov de WCLT y
modelos de transporte cuantico

En este capitulo se describe la estructura de los estados estacionarios en el ani-
quilador de todos los operadores de Kraus (u operadores de ruido), de la clase de
generadores de Markov del tipo limite de acoplamiento débil introducidos en [1].
En particular, se describe en detalle la estructura de los estados estacionarios de
un modelo de transporte cuantico estudiado en [28], en términos de operadores de
aniquilacion y creacion generalizados.

Un espacio natural para buscar estados estacionarios de generadores de Markov
de WCLT es el aniquilador de todos los operadores de Kraus u operadores de ruido,
definido mediante

Ann(D) :={p: tr(pD,,) = 0, para cada frecuencia de Bohr w},

que contiene (algunas veces propiamente) al conmutante del Hamiltoniano de re-
ferencia { } . Se demuestra que los estados estacionarios en Ann(D) consisten
de dos partes, una parte soportada en la interseccion de los nucleos de todos los
operadores de Kraus y sus adjuntos, denotado por Wy, y llamado subespacio libre
de interaccién y, otra parte soportada en W3 . La parte soportada en W, pertenece
a la subdlgebra de puntos fijos del semigrupo, la otra parte es mucho mds intere-
sante e incluye estados estacionarios de balance detallado, asi como también sin
balance detallado, pero de balance detallado local.
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Para el modelo de transporte cudntico, los estados estacionarios soportados en
W3, poseen una estructura muy interesante descrita explicitamente mediante el
uso de un operador Z, llamado operador de interferencia [28]], y su adjunto Z*. El
operador Z envia el subespacio soporte P»(h) de la segunda proyeccion espectral
del Hamiltoniano de referencia degenerado H, en el subespacio soporte Ps(h) de
la tercera proyeccion espectral. Los operadores Z y Z* realizan transiciones entre
Py(h) y Ps(h), similar a las transiciones de nacimiento y muerte en los proce-
sos estocdsticos cldsicos u operadores de creacion y aniquilacién en el escenario
cudntico. Se demuestra en el teorema que cualquier estado estacionario so-
portado en W3 NV, es una combinacién convexa de un estado o soportado en
un subespacio de P5(h) y su conjugacién por Z, ZoZ*, que esta soportada en un
subespacio de Ps(h). Resulta ser que en el modelo de transporte cuantico de [28],
la masa total de probabilidad de cualquier estado inicial puede ser redistribuida
cuando ¢ — oo, eligiendo valores apropiados de los pardmetros del modelo (los
coeficientes [’s), de modo que la mayor parte de la probabilidad total del estado
final se concentra en la parte soportada en Ps(h), a pesar de que el soporte del
estado inicial no este contenido en P3(h) -hay una “huella” no nula en P (h)- (ver
observacién y figura[3.1). Ademds, la energia del sistema pequefio se incre-
menta durante la evolucién: cuando estd inicialmente en un estado soportado en
un subespacio distinguido de P,(h), hay una ganancia de energia cuando ¢t — oo
proporcional a (N — 1) = dim P(h), véase la observacién [3.19]

La estructura del presente capitulo es la siguiente. En la seccion se define
el aniquilador de todos los operadores de Kraus y se verifica que es un conjunto
més grande que { H}' . Posteriormente, en la seccién se describe a los estados
estacionarios con soporte en el subespacio libre de interaccion W p. En la seccion
se demuestra que la estructura de los estados estacionarios de generadores de
Markov del tipo limite de acoplamiento débil, es una combinacion convexa de un
estado con soporte en el subespacio libre de interaccion Wy, y otro con soporte
en el complemento ortogonal W3 . En la seccién se muestran algunos ejem-
plos. Finalmente, en la seccién[3.5]se aplican los resultados de la seccién [3.3|para
estudiar los estados estacionarios del modelo de transporte cuantico, mediante un
método considerablemente mas corto que el utilizado en [28]. En contraposicion
con la referencia anterior, donde se asume que cualquier estado estacionario per-
tenece a {H}, se comienza con el cilculo de proyecciones subarménicas y se
demuestra que cualquier estado estacionario soportado en W5 N V pertenece a
{H}', no obstante, existen estados estacionarios en Ann(D)\{H}  (ver corolario
y observacion [3.15). Ademads, se identifica el subespacio de recurrencia répi-
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Capitulo 3. Estados estacionarios de generadores de Markov de WCLT y modelos de transporte cudntico

da, se estudia la propiedad de aproximacion al equilibrio para este semigrupo, se
caracteriza el dominio de atraccién de cualquier estado estacionario, se estudia el
transporte de estados y la ganancia de energia.

3.1. Estados estacionarios en el aniquilador de todos
los operadores de Kraus
En esta seccion se estudian los estados estacionarios de generadores de Markov

de WCLT que pertenecen al aniquilador de todos los operadores de Kraus, definido
como

Ann(D) :={p : tr(pD,) = 0, para cada frecuencia de Bohr w}. 3.1)

Observe que
{H} < {H}

con igualdad si H es no degenerado. Ademads, para la clase de generadores de
Markov de WCLT la inclusion

{H} c Ann(D)
se verifica. En efecto, sea w € B, para cualquier p € {H }',
tr(pD,,) = tr(p Z P,DP,) = Z tr(P,PnpD) =0,
(Enysm)€B+,w (En,Em)€B+,w

pues m # n. Sin embargo, existen generadores de Markov de WCLT con estados
estacionarios p € Ann(D)\{H} como se muestraen el corolario observacion

y ejemplo [3.3]al final del capitulo.

Observacion 3.1. Notese que en la definicién del Ann(D) (3.1), p € Ann(D)
es equivalente a que p 1 D, para cada frecuencia de Bohr w, con respecto al
producto interno Hilbert-Schmidt.

3.2. Estados estacionarios con soporte en el subes-
pacio libre de interaccion

A continuacion, se describe la clase mas simple de los estados estacionarios en
el aniquilador de todos los operadores de Kraus, dichos estados estacionarios se
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3.2 Estados estacionarios con soporte en el subespacio libre de interaccién

caracterizan por la condicion pD,, = 0 = D,,p, para todo w. El subespacio soporte
de estos estados estacionarios estd contenido en la interseccién de los nicleos de
todos los operadores de Kraus; ademads, estos estados estacionarios no dependen
de los coeficientes I'y. ,’s.

Definicion 3.1. (i) Cualquier subconjunto © C B(h) es singular si 'y sélo si

ker © := () ker 6 # {0}.

0cO

(ii) El subespacio libre de interaccion (también llamado subespacio libre de
decoherencia [36,137]), se define mediante

Wp = ﬂ (ker D, Nker D)) .

weB

Proposicion 3.1. Sea £ un generador de Markov de WCLT y D € B(h) un ope-
rador de interaccion. Entonces,

(i) Wp # {0} siy sélo si el subconjunto
O = {PDP,, P.D*F : | < k}
es singular.

(ii) 0 #u e Wpsiysolosiu=>y_,Pu=>,u, con

w eV = (ﬂ ker(P.DP) () ker(PkD*Pl)> N P(h)

k<l k>l

para cada l.
(iii) Vi, LV sik #1lyWp =D, V.

Demostracion. Basta probar que

kerD,= () ker(P,DP,) (3.2)

(€nsem)€EB+,w

paracadaw € B,.

36
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Por definicion

D, = Z P.DP, (3.3)

(En 75m)€B+,w

asi que es suficiente probar la inclusién C. Por el lema 3.1 en [[1], la condicién
(€ny€m), (6w, €m) € By, implica que €, = €,. Por lo tanto, para cada m tal que
(€n, €m) € By ., la proyeccion espectral P, aparece en a la izquierda de un
solo sumando. Esto implica que los operadores P,,DP,, (e,€n) € By, tienen
rangos mutuamente ortogonales. Por consiguiente,

0= Dyu= Z P,,DP,u

(en 7€m)EB+,w

implica que P,,DP,u = 0 para cada par (¢,,¢,) € B, . La identidad se
sigue inmediatamente. De manera similar, usando el mismo lema, se verifica la
identidad ker D, = (., . )e B, ker (P,D*P,,). Esto prueba (i). Ahora, cada
u # 0 puede ser escrito en la forma u = ), w;, con u; = Fju. Supongamos que
w € Vi = Mg ker(Py D P) Mg ker( Py D*P) N Py (h), para cada ! > 0. Entonces,
si m # [ se obtiene que P,DP,,u; = 0y P.D*P,,u; = 0, puesto que P,u; = 0
para cada m # [. Consecuentemente, u; € Wp para cada u; € V. Por lo tanto,
u =Y, u € Wp.Reciprocamente, si u € Wp, entonces u; = Pju € V; para cada
[ > 0dado que u € Wp C Mgy ker(PyDP)) Ngsy ker( P, D* P,). Por lo tanto, u =
>, u; con cada u; € V;. Esto prueba (7). El inciso (ii7) se sigue inmediatamente
de (i7) y del hecho que las proyecciones espectrales P, tienen rangos mutuamente
ortogonales. Esto termina la prueba. L

Observacion 3.2. Identificando cada sumando de los operadores de Kraus como
la matriz P,,DP,, m < n, con su uinico bloque no trivial de tamario r,, X ry,
donde r; = rango(P,), se obtiene la matriz autoadjunta

Dy, i= Y (PuDPy+ PD" Py (3.4)

m<n
como una matriz de bloques iguales a P,,DP,, m # n.:
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3.2 Estados estacionarios con soporte en el subespacio libre de interaccién

0 PyDP, PyDP, PyDPs e PyDP,
AD R 0 PDP PDP; . PDP,
P,D*F, P,D*P 0 P,DPs B P,DPy
PD*Ry PD* P PD* P 0 e PsDP;

0
P,D*Py P,D*P, P,D*P, P,D*Ps cee 0

Observacion 3.3. Notese que la matriz D, es autoadjunta, consecuentemente,
los subespacios V;, ¥ | > 0, definidos en el inciso (ii) en la proposicion
también pueden ser definidos como

V= (ﬂker(PlD*Pk) ﬂker(PlDPk)> NPt  VYI>o0.
k<l k>l

Teorema 3.1. Con las notaciones de la proposicion anterior, sea L, := L,o— 10
un generador de Markov de WCLT asociado con un Hamiltoniano de referencia

H € B(h) y Hamiltoniano efectivo A = ) A,,. Sea D € B(h) un operador de
interaccion satisfaciendo que Wp # {0}. Entonces, para cada estado

pi= ) Ajlug)(ul (3.5)
j

conu; € V; CWp, |lusll =1y >, \; = 1, se satisface L.o(p) = 0. Ademds, si
da.(p) = [Au, pl, donde

A, =C DD, + (4 wD,D

Y (—w, C+w € R, entonces p es un estado estacionario.

Demostracion. Para cada u; € V;, el operador |u;)(u;| satisface L.o(|u;)(u;]) =
0, es decir, para cada u; € Vj, el operador |u;)(u;| € ker(L,o). El generador
L.y es un operador cerrado en el espacio de Banach de los operadores de traza
finita en h. Siendo p el limite de una sucesion de aproximaciones de rango finito
pn € dom(L,) y la identidad L.o(p,) = 0 para todo n > 0, implican que p €
dom(L.o) y L.o(p) = 0. Ademds, la condicién u; € W), para cada j, implica que
A, conmuta con p. Esto termina la prueba. O]

38



Capitulo 3. Estados estacionarios de generadores de Markov de WCLT y modelos de transporte cudntico

Observacion 3.4. Para cada 0 # u; € V}, el operador p,, := PjpP; = \j|u;) (u;]
actiia de manera no trivial sélo sobre el subespacio soporte P;(h) de la proyeccion
ortogonal P;. Por lo tanto, se puede identificar p,; con su inico bloque no trivial.
Ademds, dado que h = @, P;(h), la identidad p = €D; p., se satisface. Por lo
tanto, el estado dado por en el teorema tiene la siguiente estructura
matricial explicita,

PopFo

PipP

PQpPQ

PjpP;

con cada P;jpP; = \;|u;)(u;| un bloque de dimension r; x r;.
Observacion 3.5. (i) Notese que la condicion u € Wp, implica que el estado

puro |u)(u| es un estado estacionario extremo. Ademds, este operador per-
tenece a la subdlgebra de puntos fijos F (T ), del semigrupo directo (T;) -

(ii) En el caso cuando h tiene dimension finita, se puede escribir B(C?) =
{H}Y @ ({H})*Y, con respecto al producto interno Hilbert-Schmidt. En-
tonces, para cada D € B(CY), existen tinicos D, € {H} y Dy € ({H}')*
tal gue D = Dy + D,. Por lo tanto, para cada frecuencia de Bohr w :=
€n — €m > 0 se tiene que

D,:= Y  Pu.DP,= Y  Pu(Di+DyP,
(ensem)€B (ensem)€B+
= ). PuDiPi+ > PuDiP,
(ensem)€B+ (ensem)EBot.
= )  P.D,P.

(fn 7€m)EB+,w
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3.2 Estados estacionarios con soporte en el subespacio libre de interaccién

Esto implica que los operadores de interaccion relevantes son aquellos que
pertenecen a ({H}')*-. Mas aiin, la definicion de los operadores de Kraus
, implica que basta considerar a las matrices triangulares superiores
(o triangulares inferiores) como operadores de interaccion.

Observacion 3.6. Obsérvese que ({H} ) es el aniquilador de {HY}', dado que
({H}Y)L :={AcB(CY :tr(B*A) =0, VB € {H}'}.

El teorema siguiente caracteriza a los estados estacionarios soportados en Wp
en términos de su producto con los operadores de Kraus.

Teorema 3.2. Un estado estacionario p tiene la forma para algunos u; € Wp
y ;> 0siysolo si

pD,=0= D,p
para cada frecuencia de Bohr w.

Demostracion. Si p tiene la forma (3.5) entonces inmediatamente se sigue que
pD, = 0= D,p, dado que el soporte de p es un subconjunto de Wp.
Reciprocamente, sea p un estado, entonces p = >, pi|uy) (uy| para algin sistema
ortonormal completo (u) de hy p,. > 0. Ademds, si para cada frecuencia de Bohr
pD, =0 = D,p entonces

Z pr|Doug)(ug| = Dyp = 0.
p

Por lo tanto, para cada w; se tiene que

0= ZPHDwuk)(UHW = pD,uy,
P

lo cual implica que u; € ker D,, para cada frecuencia de Bohr w. Igualmente, de
pD,, = 0 = D p se obtiene que

0=D:p =Y ol Dlu) (uy
k
y para cada u;, se implica que

0= Zpk<uk,ul>D:uk = plDZ:ul.
k

Consecuentemente, u; € ker D para cada frecuencia de Bohr w. Se concluye
que u; € Wp para cada [. Por lo tanto, p tiene la estructura (3.5)). Esto termina la
prueba. O]
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3.3. Estados estacionarios de balance detallado local

Los estados estacionarios de la forma (3.5) en el teorema 3.1} son los estados
estacionarios mds simples de generadores de Markov de WCLT, pero no todos
los estados estacionaros pertenecen a esta clase. Por ejemplo, si el Hamiltoniano
de referencia es no degenerado, existen estados de Gibbs o estados estacionarios
localmente de Gibbs, que dependen de los coeficientes I'y ,,’s (ver las secciones
y[2.3). Por otra parte, en el caso de un Hamiltoniano de referencia degenerado, los
estados estacionarios exhiben una estructura matricial a bloques, dichos bloques
pueden depender o no de los coeficientes I';. ,,’s (ver secci6n [3.5]y ejemplos en la

seccion [3.4).

A continuacion, se generaliza el teorema de la seccion previa.

Teorema 3.3. Con las notaciones del teorema[3.1] sea L. = L.o — ida un gene-
rador de Markov de WCLT asociado con H. Entonces,

(i) un estado p conmuta con la proyeccion ortogonal sobre el subespacio Wp,
Py, siy solo si p tiene la estructura

p = Pw,pPw, + PW5 pré (3.6)
donde PW3 es la proyeccién ortogonal sobre W 3.
(ii) Si ademas p es estacionario, entonces
p= GPWD + (1 - G)pr)-v 0 € [07 1] (3.7

con pyy,, un estado estacionario soportado en Wp'y Py un estado estacio-
nario soportado en Wp.

Demostracion. Dado que Py, + PW]% = 1, entonces para cualquier estado p,

Pwpp+ Pyip=p=pPw, + pPy..

Por consiguiente, p conmuta con Py, si'y s6lo si conmuta con Py ..
La hipétesis p conmuta con Py, y calculos simples muestran que

p= (PWD +PW5—)p(PWD +PW1J5) = PWDIOPWD +PW$pPW5-

Reciprocamente, si p tiene la estructura (3.6)), entonces los subespacios Wp y W5
son invariantes bajo la accion de p, consecuentemente, p conmuta con la proyec-
cioén ortogonal Py . Esto prueba (7).
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3.3 Estados estacionarios de balance detallado local

Si p conmuta con Py, donde p = >, pj|u;)(u,| para algunos u; € h, p; > 0,
entonces

Pwpp = PwppPw, = ij‘PWDuj><PWDuj|
J

es invariante, dado que Wp C ker D, N ker D}, para cada frecuencia de Bohr w
yA, = wDiD,+ (4 DDy con(_ , Ct . € R, para cada frecuencia de Bohr
w. Consecuentemente, si p es invariante entonces

Py opPys = p — Pw,pPw,

es invariante debido a la linealidad del generador infinitesimal £,. Ademas, el so-
porte de Py, pPw,, = Py, pesunsubconjuntode IV y el soporte de Pwﬁ prﬁ =
PWLL) p es ortogonal al primero. Para completar la prueba de (i7), sea

pwp = (D pill Pwpui|®) ™ Py pPiv,
j

-1
Pwk = (ZPjHPW,%Uj‘P) Py ipPys.
J

Claramente estos operadores son estados estacionarios y mediante la normaliza-
- 2 ;
cién 0 = >, p;|| Pw,u;||* se obtiene que

p="0pw, + (1= 0)pw,.
Esto termina la prueba. ]
Lema 3.1 Wp = (\ep, ker (DD} + D5D,).
Demostracién. La inclusién Wp C (), p, ker <DwDZ + D;Dw> es inmediata.
Ahora, si D, D}u + D} D,u = 0, entonces la igualdad
0 = (u, Dy Du) + {u, DL Dou) = || Djul|* + || Doul*

implica que | DXul|* = 0y ||Dyul|* = 0. Por lo tanto, u € ker D, N ker Df.
La inclusion Wp D () cp,
termina la prueba. O]

ker ( D, D} + D} D,, ) se sigue inmediatamente. Esto
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Teorema 3.4. Sea L, un generador de Markov de WCLT asociado con un Hamil-
toniano de referencia H y sea p un estado. Si para cada frecuencia de Bohr w se
satisface la condicion

pr - Cwapa (3.8)

para alguna constante real c,, # 0 que puede depender de las frecuencias de Bohr,
entonces,

(i) p conmuta con D,D; y D} D, para cada w,
(ii) p tiene la estructura (3.6) en el teorema anterior,

ey , r_ . .
(iii) si ademas, c,, = F+—’“, Y w, entonces p es un estado estacionario.
,w

T .

En particular, cualquier estado p que satisfaga la condicion con c, = w5,

Y w, pertenece al aniquilador de todos los operadores de Kraus.

Demostracién. De (3.8)), al tomar adjuntos se obtiene pD} = ¢,' D¥ p, entonces

pD,D? = c,D,pD? = c,D,c,'D*p= D,D"p.

Andlogamente se prueba que pD* D, = D> D,,p. Esto prueba (7).
El inciso (i) implica que p conmuta con D, D? + D’ D, para cada frecuencia
de Bohr w, entonces,

(DD, + D! D,)pu= p(D,D: + D:D,)u=0

si u € ker(D,D* + D*D,), probando que ker(D, D’ + D*D,,) es invariante
bajo la accion de p para cada frecuencia de Bohr w. Consecuentemente, del lema
se obtiene que W es invariante bajo la accion de p. Ademas, puesto que p
es autoadjunto, se implica que W3 también es invariante bajo la accién de p. En
efecto, si u € W5, entonces

(pu,v) = (u,pv) =0, YoveWp

prueba que pu € W3. Por lo tanto, se concluye que p conmuta con la proyeccién
ortogonal Py, consecuentemente, del inciso (1) en el teorema 3.3|, p tiene la es-
tructura (3.6). Esto prueba (7).
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3.3 Estados estacionarios de balance detallado local

Para probar (iii), observe que para cualquier estado que satisface (3.8) con ¢, =
—= para todo w, se verifica que

P

Euw(ﬁ) :< - F;

'y, . . .
n ( _ %{Dwa,p} i r,,wapr) —i[A, p]
:( —T_,+ CWFJDW)DZDW,O + ( —Tiu+ c;lF,M)pD:Dw
—ip (g,,wD:Dw + CowDuD — ¢ eu(_wDED,

- g+,wcwc;1DwD;;) —0

“{D. Do p} + T DipD.)

para cada frecuencia de Bohr w. Esto prueba que p es invariante.

Finalmente, la desigualdad I'_ ,, > I' ,, implica que c,, # 1 para todo w, entonces
la condicién pD,, = ¢, D, p implica que tr(pD,,) = c,tr(Dyp) = c tr(pD,), 1o
que a su vez implica que tr(pD,,) = 0. Consecuentemente, p pertenece al aniqui-
lador de todos los operadores de Kraus. Esto termina la prueba. [

Definicion 3.2. (i) Cualquier estado L.-invariante satisfaciendo se lla-
mard estado invariante de balance detallado local.

o , r_ . ) .
(ii) Si ademas, c, = =, V w, el estado L.-invariante serd llamado estado
w

Iy,
invariante de balance detallado.

Observacion 3.7. Cualquier estado invariante de balance detallado es de balance
detallado local, no obstante, existen estados invariantes de balance detallado local
que no son de balance detallado (ver teorema|2.3|y las referencias [16] 29]).

Proposicion 3.2. La proyeccion ortogonal Py, sobre Wp, pertenece al conmu-
tante de . Consecuentemente, Py, . € {HY.

Demostracion. Del lema 3.1 en [1], 1a condicién (€, €,,) = (€, €,) € By,
implica que €, = ¢, . Por lo tanto, cada proyeccion ortogonal P, aparece a la
izquierda de un sélo sumando de (1.2)). Ademds, ordenando el conjunto B, :=
{€m : €m +w € Sp(H)} se obtiene que B, = {¢(w) < e(w) < ---} A
partir de ahora, simplemente se escribird e, en lugar de €, (w) y por consiguiente,
se reescribe D, = Zem B, ., P. DP, ... Mediante calculos directos se obtiene
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que

D,Dy= »_ Y P,DP, P +.DP,

€m€B+1‘—U €"L/€B+’w

= Y P,DP, .DP,

€m€B+,w

(3.9)

con cada proyeccion ortogonal P, apareciendo del lado derecho y del lado izquier-
do a lo més en un sumando. Andlogamente,

DiDy= Y PosuDPo, DP . (3.10)

emGBJﬁw

con cada proyeccion ortogonal F, 1, apareciendo del lado derecho y del lado iz-
quierdo a lo més en un sumando.

Ahora, para cada P, y cualquier w se obtiene P, D,D; = P, DF,, +,D*F,, si
€m = € paraalgine,, € B, ,y P, D,D} = 0 en otro caso. De forma similar,
D,D:P, = P, DP, . ,D*F, sie, = ¢, paraalgine,, € B,y D,D P, =0
en otro caso. Entonces, cada proyeccion ortogonal P, conmuta con D, D, para
cualquier w. Andlogamente, se verifica que cada proyeccion ortogonal P, conmu-
ta con D] D, para cada w. En consecuencia, cada proyeccién ortogonal P, con-
muta con (D, D! + D! D,), para cada w, implicando que ker(D,D* + D*D,,))
es invariante bajo la accion de cada proyeccion ortogonal P, , para cualquier w.
Consecuentemente, por el lema Wp es invariante bajo la accion de F,, pa-
ra cada ¢;. Ademds, puesto que P, es autoadjunto, se implica que W3 también
es invariante bajo la accién de P, , para cada €. Por lo tanto, se concluye que
la proyeccion ortogonal Py, conmuta con cada proyeccion espectral P, , conse-
cuentemente, Py, € {H} . Finalmente, la identidad Py, + Py = 1limplica

que Py1 € {H }'. Esto termina la prueba. O

Observacion 3.8. Como consecuencia de la proposicion anterior, si p € {HY,
entonces se puede agregar el término i[Ay, p| (con Ay cualquier funcion real del
Hamiltoniano de referencia H) al generador de Markov de WCLT, de tal forma
que el estado Py, pPy,, sea invariante.

Observacion 3.9. (Balance detallado cudntico) En el caso cuando un estado p
de balance detallado es fiel, la condiciéon produce una representacion GKSL
privilegiada de L, en el sentido de la referencia [25]]. Por lo tanto, en este ca-
so, la condicion de balance detallado implica la condicion de balance detallado
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cudntica

L—L=2i[A,],
donde L es el generador de Markov 0-dual. Ademas, en este caso,

» El semigrupo 0-dual T es un semigrupo cudntico de Markov y

» El generador de Markov L conmuta con o_;, donde (o) es el grupo modular
asociado oy(x) = p"xp~™ (ver [23]).

Observacion 3.10. Como se mostré en el teoremal3.4} la condicion (3.8) implica
que el estado p pertenece al Ann(D). El reciproco no es verdadero, de hecho,

tomando H = egleg){eo] + €1 <|61><61| + |62><62\> y D = |eg){er] + |er){eal,
se verifica que el estado p = %leo)(eo| + tler + €“es)(er + e?es| pertenece al

Ann(D), pero no existe una constante real c,, tal que pD,, = c,D,p, para toda
w.

3.4. Ejemplos

Ejemplo 3.1. (H degenerado) Considere un Hamiltoniano de referencia con la
propiedad siguiente: para cada frecuencia de Bohr w, existe un tinico par de valo-
res propios (€, €,,) tal que w = €, — €,, (si ademds H es no-degenerado, L se lla-
ma genérico). Sea L un generador de Markov de WCLT asociado con H, entonces
D, = P, DP, siw = €, —¢€,, con proyecciones espectrales P} no necesariamen-
te de rango uno. Sea p un estado invariante fiel perteneciente a {H} C {H Y,
dado que para cada w, pD,, = p o pr, la condicion de balance detallado

se satisface si y solo si ’;} m— F
invariante y tiene la estructura de blogues dada en el teorema 3.4} Ademas esta
condicion produce el estado de Gibbs a bloques

1

_ L BUDH

p=e

Ejemplo 3.2. (Estados oscuros en la fotosintesis cuantica (Modelo de KV)) Los
estados estacionarios de un generador de Markov que modela el fenomeno de la
Jotosintesis, propuesto por Kozyrev y Volovich [34l] en el contexto del limite es-

tocastico de sistemas cuanticos abiertos degenerados, fue estudiado en [28]. A
continuacion, se demuestra que los llamados estados estacionarios oscuros de
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este modelo corresponden con los estados soportados en el subespacio libre de
interaccion.
En este caso, el Hamiltoniano de referencia tiene la descomposicion espectral

H = 60P0+€1P1+62P27

donde Py = |eg)(eo|, P = |e1){e1], Py = ZjVZQ lej)(ejlyea > €1 > € = 0. El
conjunto de las frecuencias de Bohr es B, = {wy = €3,wy = €3 — €1,w3 = €1}
En el segundo nivel hay dos vectores de entrelazamiento maximo linealmente de-
pendientes: el vector fotonico brillante x = Z;Vﬂ e; y el vector fonoénico brillante
U = ey, 0 € (0,2m) \ {n}, de manera que los correspondientes estados puros
coinciden |x) (x| = W) {¥|.

Salvo algunas constantes, los operadores de interaccion parcial son:

D, =leo){x|,
Dwz :|61><\I]|’
D,y =leo){ex]-

Por lo tanto, Wp = {eq, e, x}*. Consecuentemente, cualquier estado estacio-
nario soportado en el subespacio libre de interaccion Wp, es ortogonal al esta-
do foténico brillante |x){x|, asi como también con los estados puros |ey){eo| y
le1)(e1|. Por tal motivo, es un estado oscuro global en el sentido de la referen-
cia [34], es decir, es oscuro con respecto al generador completo L. Este resultado
coincide con el resultado encontrado en [28|], donde se demostré que cualquier
estado invariante tiene la descomposicion espectral

1
N -1

P:)\<7"0P0+7"1P1+ |x><x|) + (1= Aro+7m1— 1) pwp,

donde py,, es un estado oscuro, ro 'y r1 son funciones de los coeficientes 1'’s y,
0 <A< (1+7ry+7r1)"". De hecho, asumiendo que p es invariante y definiendo

)

(1 —Aro+r — 1))pWD =p— )\<7’0P0 +r P+
se verifica que py,, es:

» soportado en Wp = {eg, e1, x}* (sélo basta completar la diagonalizacién
de p), consecuentemente es invariante Yy,

» es ortogonal (con respecto al producto Hilbert-Schmidt) con Py, Py y |x)(x|-
Por lo tanto, es oscuro global.
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3.5. Estados estacionarios del modelo de transporte
cuantico de [28]

En [28] los estados invariantes del modelo de transporte cudntico ahi descri-
to, se caracterizaron en términos de algunas condiciones, incluyendo relaciones de
conmutacion con ciertos operadores del modelo. En esta seccidn, se describe com-
pletamente el conjunto de todos los estados invariantes del modelo, incluyendo su
parametrizacién en términos de estados soportados en el rango de |Z|* = Z*Z,
donde Z es el llamado operador de interferencia. Resulta que Z juega el papel de
un “operador de creacion generalizado” enviando el segundo subespacio propio del
Hamiltoniano de referencia H en el tercero, esta analogia permite calcular todos
los estados invariantes mediante un método simple y considerablemente menos
calculos que los realizados en la referencia [28]]. Ademas, se identifica el subespa-
cio de recurrencia rapida, se estudia la convergencia al equilibrio, se caracteriza el
dominio de atraccion de cualquier estado estacionario, se estudia el transporte de
estados y la ganancia de energia.

La principal motivacion de estudiar este tipo de modelos es tratar de compren-
der el proceso de la fotosintesis. Es bien sabido que la conversion natural de la
energia solar en la fotosintesis es uno de los procesos biol6gicos mas importan-
tes en los que la transferencia de energia electronica juega un papel decisivo. El
objetivo de la fotosintesis es producir energia bioldgica, la cual es generada en pro-
porcidn directa a las reacciones fotoinducidas de separacion de carga que ocurren
en complejos centros de reaccion. Mas concretamente, el fascinante mecanismo de
la fotosintesis se inicia con absorcién de luz (fotones), continda con el transporte de
energia y culmina con su almacenamiento en un centro de reaccion. Por otra parte,
dicho proceso ha atraido la atencién de investigadores de diversas dreas: Fisica,
Quimica, Biologia y Matematicas, entre otras, quienes han producido una impor-
tante cantidad de trabajo cientifico experimental o teérico enfocado a comprender,
describir y modelar este complejo mecanismo.

Nota. Modelos de transporte cudntico y fotosintesis fueron introducidos en [I6,
34\, y posteriormente estudiados en [28]. Es relevante mencionar que el modelo
de transporte cuantico desarrollado en [28|] es ligeramente diferente del modelo
presentado en [6]. Explicitamente, las estructuras de los generadores asociados
a la frecuencia ws = €3 son diferentes, en particular, la parte que involucra el
Hamiltoniano efectivo.
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3.5.1. El modelo de transporte cuantico

El correspondiente generador de Markov L, pertenece a la clase de generadores
de Markov de WCLT y el Hamiltoniano de referencia que describe el modelo de
transporte cudntico de [28], estd dado por

H=0Fy+ e P+ &P+ e3P (3.11)

N N+M
con Py = leg)(eol, P = [en){eal, P = 2.0, les)esl, P = Y050 lei) (el
M < N — 1y los valores propios satisfacen las desigualdades 0 < €3 < €3 < €.
El operador de interaccion es

D= ’T€N+1><T€1| + VA + |T€0><T€N_1‘,

donde Z es un operador de interferencia realizando transiciones entre los niveles
€2y €3,

Z : Py(h) — Ps(h)

definido en términos de algunos coeficientes de interferencia g, (ver observacion
2.2 en [28]]) como
N+M N

1
Z = Naes) Z Zgab|b><a|
b=N+1 a=2
yT = FPy+ P+ Z+ Z* un operador de transporte. Los estados de entrelazamiento
maximo (maximally entangled) se definen, salvo normalizacién, como [) (¢)| con
=N la)y [ (@] conep = S +NA11 |b). Escribiendo simplemente 7, en
lugar de T'|a), se verificaque VN —1Zy_; = ¢ y VN — 125, = 9.

De las desigualdades entre los valores propios, se verifica que existen seis fre-
cuencias de Bohr: w; = €1 — €3, wy = €9 — €3, W3 = €3, W4 = €1, W5 = €9,
wg = €1 — €3. No obstante, solo tres frecuencias de Bohr tienen asociados genera-
dores de Markov no triviales, asi que

L=Ly + Ly, + Ly,
y Ly, =Ly, =Ly, =0.

Observacion 3.11. Las relaciones T = T*, 7Z* = 0y Z** = 0 se verifican
inmediatamente. Ademds, mediante cdlculos directos se verifica que |Z| es una
proyeccion ortogonal, TP,T = Py = ZZ* y TPT = |Z| = Z*Z (ver corolario
2.1 en [28]).
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Por otra parte, se tiene que

D ><€1‘7

1
w = \/ﬁw
D,, =7,

D ICE

w3 — \/%ko

De manera que los operadores de Kraus son,
Lt = Vel e
L = /2N~ V)lp 0,2
LS = /2T ke~ g le0) (¥
L5 = /2T Re 4w, 1) (¢
L5 = /2N ~ DT e 2"
L3 =0

con todos los coeficientes I'g. + ., positivos, paracadal <[ < 2,I'g. ., >0y
I'Re 4+ ws = 0 (ver [28]).

El Hamiltoniano efectivo estd dado por:

Hepp = Flm,+,w1|¢><¢| — (N - 1)F1m,—,w1|61><61|
+ (N - 1)Flm,+,w2P3 - (N - 1)Flm,f,w2|Z| (312)

- Flm,f,w:), ’¢/> W,‘

con todos los coeficientes I'7,, 1, positivos, para cada 1 <[ < 3 (ver [28]).
Mediante calculos directos, se verifica que

Wp = {eo, 1,0, Y Nker Z Nker Z*
2{60,61,1/),1&/}LO{Z*6]- j=N—+1,--- ,N+M}Lﬂ{Zej 1§ =2 N}

Ademds, los vectores 1 y Z*¢)" son puntos fijos de la proyeccién ortogonal | Z|. En
efecto,
|Z|77Z) = Z*ZVN — 1Z*€N+1 =V N — 1Z*6N+1 = @Z)
2120 = 222" = 2,
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donde se utilizaron las identidades ZZ* = Py y Z*Z = |Z|. Por consiguiente, se
puede escribir

Im|Z| = span{y, Z*¢'} ® Im|Z| N {y, Z*¢ '} (3.13)

Asimismo, la identidad P»(h) = I'm|Z| @ ker | Z| permite la descomposicién
Poh) = span{v. Z°0'y & (Im|Z| 1 {. 20} ) @ ker| 2],

Anilogamente, la definicién de ¢’ y | Z|+) = 1) implican que 1/’ y Z1) son puntos
fijos de P;. Consecuentemente, se obtiene la descomposicion

Py(h) = span{t)’, Z} & ImPy 0 {4, Zy Y. (3.14)

3.5.2. Proyecciones subarménicas y estructura de estados esta-
cionarios

Definicion 3.3. Un operador positivo a es subarménico (resp. superarmonico,
resp. arménico) para un semigrupo cudntico de Markov T = (T¢)i>o si Ti(a) > a
(resp. Ti(a) < a, resp. Ti(a) = a), para todo t > 0.

Las proyecciones subarmonicas juegan un papel fundamental en el estudio de
la irreducibilidad del semigrupo [22]. En particular, las proyecciones ortogonales
sobre los subespacios soporte de estados invariantes son subarmoénicas. Aunque el
reciproco no es cierto, el conocimiento de la proyecciones subarménicas propor-
ciona informacion relevante acerca de los estados estacionarios. A continuacion,
se calculan las proyecciones armoénicas y subarmonicas del modelo de transporte
como primer paso en la caracterizacion de estados estacionarios.

Proposicion 3.3. Cada proyeccion de rango uno |w)(w| conw € Wp, es arménica
para el semigrupo del modelo de transporte cudntico. Consecuentemente, Py y
ng son por si mismas proyecciones armonicas.

Demostracion. Basta demostrar que cada proyeccion de rango uno |w)(w/|, con
w € Wp conmuta con el Hamiltoniano efectivo H.;y = H,, + H,, + H,,. Pe-
ro claramente |w){w| conmuta con H,, pues w € {e;,1}*. También, conmuta
con H,, pues w L 1. Ahora, para cada v € Ps(h), la igualdad Z*v = 0 im-
plicaque v = Psv = ZZ*v = 0, por lo tanto, ker Z* = ker P5 y por consi-
guiente Psw = 0. Ademds, ker |Z| = ker Z. En efecto, si |Z|u = 0, entonces
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0=20=Z|Z\u=ZZ*Zu = PsZu = Zu, es decir, ker |Z| C ker Z, la otra
inclusion es evidente. Por lo tanto, w € ker |Z]. Esto implica que |w)(w| conmuta
con H,,, consecuentemente, conmuta con H.ss. Se concluye que cada |w)(w| es
armonica. Al ser Py, una combinacion lineal de proyecciones de rango uno como
las anteriores, se implica que Py, es armonica por si misma. Ademads, puesto que
Py, + PWI% = 1y aplicando la conservatividad del semigrupo, se concluye que

7Z(PW$) = 7;(]1) _ﬁ(PWD) =1- PWD = PWI%
Esto termina la prueba. O]

Observacion 3.12. Obsérvese que en la demostracion anterior se verifica que
ker Z* = ker Py y ker |Z| = ker Z. Consecuentemente, de y se veri-

fica que
W5 = spanf{eg, e1} ® Im|Z| ® ImP;.

Ademads de las proyecciones descritas previamente, el correspondiente semi-
grupo del modelo de transporte cudntico tiene otras proyecciones subarmonicas,
como se muestra a continuacion.

Proposicion 3.4. La proyeccion ortogonal py sobre el subespacio V= {ey, €1, 1,
AT A *wl}L es subarmonica para el semigrupo cuantico de Markov del mo-
delo de transporte cuantico.

Demostracion. Por el teorema III.1 en [22], basta demostrar que la proyeccion
ortogonal py satisface que Ran(py) es invariante bajo la accién del semigrupo
generado por el Hamiltoniano efectivo y satisface

Lyu=pyLyu, 1<j<3, 1<k<2 V uéc Ran(py).

Estas condiciones son verdaderas si y s6lo si V' = Ran(py) es invariante bajo la
accion del semigrupo generado por el Hamiltoniano efectivo H ¢y = H,,, + H,,, +
H,,, y las relaciones siguientes son vélidas para todo u € V:

(1) <€l> U>¢ = <617 u>pra
(11) <w7 U>€1 = (M U’)pvel’
(iii) pyZu = Zu,

V) pvZu=2"u,
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V) (', u)eq = (¥, u)pveo.

De la forma explicita del Hamiltoniano efectivo H ;¢ = H,, + H,,, + H,,, resul-
ta que las condiciones (i) — (v) implican que V' es invariante bajo la accién del
grupo unitario generado por este operador. De hecho, la tnica parte no trivial por
demostrar es que py conmuta con

Hy,, = (N -1y, TPT — (N — 1) 0, TP5T.

Pero TR,T = P3, TPsT = |Z|y para u € V se obtiene que Psu = ZZ*u =
ZpyZru = pyLpy Z*u = py4Z*u = py Psu, por consiguiente Pspy = py Ps.
Anélogamente, para u € V, usando que |Z| es una proyeccion se tiene que | Z|u =
Z*Zu = Z*py Zu = py Z*py Zu = py|Z|u, es decir, | Z|py = pv|Z|.

Ahora, si py es la proyeccion ortogonal sobre el subespacio V/, las condiciones
(1), (i7), (v) se verifican facilmente para cada v € V. Para demostrar que las condi-
ciones (i7i) — (iv) son validas, basta probar que Zu, Z*u € V paracadau € V.En
efecto, para cadau € V, se sigue inmediatamente que Zu, Z*u € {eg, 1, 1,9’} +.
Ademds, note que (Zu, Zv) = (u,|Z|*y) = (u,v) = 0 dado que |Z]* = |Z]
es una proyeccién ortogonal y 1) es punto fijo de |Z]| (es decir, |Z]p = 1)y,
(Zu, Z*Y")y = (Z?u, ') = 0, yaque Z* = 0, por lo tanto, Zu € V. Finalmente,
Z* = 0 implica que (Z*u, Zv) = (u, Z?¢) = 0y (Z*u, Z*Y') = (u, ZZ*)') =
(u, P3¢’y = (u, ) = 0, esto muestra que Z*u € V' y termina la prueba. O

3.5.3. Estados invariantes

En la presente seccion se buscan estados invariantes asociados con las proyec-
ciones subarménicas no triviales. Como consecuencia del teoremal[3.1} cada estado
soportado en un subespacio de I/, es necesariamente invariante. La existencia de
estados invariantes con soporte contenido en W7 es una pregunta que surge de
forma natural. Para responder a esta pregunta se comienza con lo siguiente.

Lema 3.2. Sea p un estado soportado en un subespacio de V- N\ W. Entonces,
p es invariante si'y sélo si {ey, 1, w,} C ker p, p pertenece al conmutante del
Hamiltoniano de referencia {H}', conmuta con |Z| y satisface

I e,—,w
Z*pZ = Bemez ) 7 (3.15)
FRe,Jr,wg

Demostracion. Sea p un estado soportado en un subespacio de V' N W[L,, es decir,
Ran p C VN W3 C V, lo cual implica que V* = {eg, e1, ¥, %", Z9, Z*'} C
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(Ran p)+ = ker p. Por lo tanto,

{er, 0,9} C kerp.

Consecuentemente,
p € ker L. Nker L,,...

Por lo tanto, si p es invariante, entonces

0= EwQ* (P) - i(rlm,—l-,wgp?)p - Flm,—,wg |Z’P)
+ i<Flm,+,wsz3 - Flm,—,w2p|Z|>
~Tre (1210 = 22p2" + pl2))

Y <P3P —2Z"pZ + PP3)~

(3.16)

Mediante cdlculos directos, usando que |Z| es una subproyeccion de P; (es decir,
|Z| < Py), P,Z =0,Z*P3 =0y Py = |Z| + (P, — | Z]) se implica que

0= PoLa (p)Ps = —i( = T a| ZIpPs) = Trei s (1210 )
+ i<F1m,+,w2 P2PP3> — I'Re, 4 ws <P2,0P3>
= < - FRB,*,UJQ + Z.FIm,f,t.ug - FR6,+,WQ + irlm,+,w2) |Z‘pP3

+ ( — DPRe o + irlm,+,w2> (P2 — |Z])pPs.

La positividad de los coeficientes I ’s y la ortogonalidad de los rangos implican que
|Z|pPs = 0y (Py—|Z|)pPs = 0. Por consiguiente, PopP3; = 0y tomando adjuntos
se verifica que P3pP, = (. Posteriormente, utilizando que p estd soportado en un
subespacio de VN W3 C (P, + P3)(h) se obtiene

[p, P3| = (P2 + P3) p, P5](P2 + P3)
= (Py+ P3)(pPs — P3p)(Py + P3)
= (PopPs + PspPs — Psp)(Ps + Ps)
= PypPs — PspPy = 0.

Por lo tanto, p conmuta con Ps.
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Por otra parte, usando la conmutatividad de p con P, de (3.16) se obtiene que
0= Loy (p) =Tt (1210 = p121) = Te,- (1210 = 222" + 9 2]

+ 2 e (297 = Pip). (3.17)

Multiplicando por P; ambos lados de la ecuacion anterior y utilizando nuevamente
la conmutatividad de p con Ps, se implica que

0= P3'Cw2* (:O)P?) - FRe,—,wQZpZ* - FRe,+,w2P3p~

Por consiguiente,

F e w:
ZpZ* = %ng. (3.18)

R677:w2

Multiplicando (3.18]) por Z* ala izquierda 'y Z ala derecha, es decir, Z*ZpZ* 7 =

—iRH’“’z Z*P3pZ y usando que |Z| = Z*Z se obtiene que

Re,—,w

F e,—,Ww:
ZpZ = FR’ 22\ 71pl Z). (3.19)
Re,+,w2

Para probar (3.15) resta demostrar que p conmuta con |Z]|.
De (3.17) y usando (3.19)) se obtiene que

0= PL,,.(p)P:
= iT i (1 Z10Ps — Pop|Z)) = T (1 Z10Ps + Pop|Z)) + 2T pos i Z°pZ
= 1L, (| Z]pPs — PoplZ]) = Ure,— o, (| Z]pP2 + Papl Z]) + 20 Re,— | Z|p| Z|
= —Lre,— | Z]p(P2 = | Z]) = The,—n (P2 — | Z])p] Z]
+ il i, o | 2 p(P2 = | Z]) = iL - o (P2 — | Z])p] Z].
Una vez mads, de la positividad de los coeficientes ["’s y de la ortogonalidad de los
rangos se obtiene que |Z|p(P, — |Z|) = 0 (equivalentemente, | Z|pPs = |Z|p|Z]|)
y (P2 — |Z])p|Z| = 0 (equivalentemente, Pop|Z| = |Z|p|Z|). Consecuentemente,
|Z|pPy = |Z|p|Z| = Pap|Z|. Posteriormente, usando que (P, — |Z|) < Py
[p, P3] = 0 se obtiene
[0, P = |Z|] = (P2 + Bs)lp, P — | Z||(P2 + P)
= (B + B3)(p(Pr — |Z]) = (P2 = |Z])p) (P + Ps)
= Pop(P = |Z]) = (P2 — | Z])pP2
=|Z|pP, — Pp|Z| = 0.
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Esto demuestra que p conmuta con P, — |Z|. De forma similar, usando que p
conmuta con Fs, se obtiene que

[o:12]] = (B2 + Ps)p, | Z]}(P2 + P)
= (P2 + B3)(plZ| = |Z|p) (P2 + P3)
= Pyp|Z| = |Z|pP, = 0.

Por lo tanto, p conmuta con P, y con |Z|. La conmutacion de p con Py y P son
inmediatas. Por lo tanto, se concluye que p € {H} .

Reciprocamente, si p es un estado soportado en un subespacio de V N W3,
perteneciendo a { H}', conmutando con |Z| y satisfaciendo (3.19), entonces p €
ker L., Nker L, Nker L,,.. Esto termina la prueba. O

En seguida, se caracteriza el conjunto de estados invariantes del modelo de
transporte cudntico, soportados en un subespacio de V N W3.

Teorema 3.5. Sea p un estado soportado en un subespacio de V N\ W. Entonces,
p es invariante para el modelo de transporte cudntico siy solo si tiene la estructura

FRe,Jr,wQ FRG,*&Jz

o+

= ZoZ*, 3.20
FRe,+,wz + FR@,*,UJQ FRe,Jr,ng + FRE,*,WQ ( )

p

donde o : Im|Z| — Im|Z| es un estado soportado en un subespacio de V N
Im|Z|.

Demostracion. Como consecuencia del lema cualquier estado invariante p
soportado en V N W3 pertenece a {H,|Z|}"y, puede escribirse en la forma

p =121+ P)p(|Z] + Ps) = |Zp|Z] + PspPs = | Z|p| Z| + Psp

FRe,—,w *
= | Z0pl2] + =2 7
Re,+,ws
F €,—,w2 *
=\|Z|p|Z] + —FR ——=P3ZpZ" P3
Re,+,ws
FRG,—,U& * * *
= \Zp|Z|+ =22 ZpZ*ZZ
FRe,Jr,wz
FR@,—,w *
= | Z0pl2| + L2222 771\ 2|2

Re,+,w2
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FRe—w FRe+w +FRe—w
— Z p Z + s W2 Z( 5T ,W2 y W2 Z ,0 Z )Z*
| | | | FRe,—i—,wz + FRe,—,wg FRe,+,w2 ‘ | | |

|
— o + €,—,w2 ZO-Z*,
FR€7+,UJ2 + FR€7—,UJ2 FRE,"F,WQ + FR@,—,wQ

FR6,+,WQ

donde g = “hecteatTRemn 7)) 711 7 7% — Py ZpZ* Py y se ha utilizado (3.18).

FRe,+,w2
Claramente, salvo normalizacion, o : I'm|Z| — Im|Z| es un estado soportado en

un subespacio de V N Im|Z|, puesto que p esté soportado en V N W5
Reciprocamente, si p es de la forma (3.20), entonces e; € kerpy pip =

r . L
P Refr"‘lf o, entonces para cualquier v € h se implica que (u,ov) =
e,+,wo e,—,wg

(ou,1) = 0 dado que ou € V N Im|Z|, por lo tanto oy = 0, probando que
Y € kerp. De forma similar, se prueba que ¢ € ker p. Consecuentemente,
p € ker L. NkerL,,.. Por otra parte, mediante cdlculos directos se verifica
que p conmuta con H y con |Z|. En efecto, |Z| < P, implica que o conmuta con
Pyyusando P2/ = 0= Z2"P,, PsZo/Z* = ZoZ* = ZoZ* Ps, entonces

FR@:—!—,wz

ng: P2UZPP27 Yy

FR€,+,W2 + FRS,—,wz

[Mge.—
Pyp = “2  767% = pPs.
37 FRe,—i—,wz + FRe,—,wg s

La conmutacién de p con Py y P; son inmediatas. La conmutacién de p con | Z] se
sigue de

FR@ +,w
Zlp = ARt o= plZ|.
| |p FR@,+,w2 + ]‘—‘R€7—,UJ2 pl |

Resta verificar (3.15), de [p, |Z|] = 0y Z*|Z| = 0 = | Z| Z, se implica que

P e,+,w F e,—,w:
Z*pZ:Z*< R7+a2 O_+ R, ;W2 ZO'Z*)Z
FR€7+7W2 + FR67—7W2 FRG,+,W2 + FRG,—,M

I e,—,w
— fe—w2 77077
FRe,—l—,wg + FRe,—,wz

r e, —.w r e,+,w r e,—,w
=l (Lt TR 71,1 7)) 7
FReHr,wz + FRe,*,wz FR€,+7W2
FRe—wz
FRe,—l—,wQ | |
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Por lo tanto, el lema[3.2]implica que p es invariante. Ademds, p estd soportado en
V N W3. Esto termina la prueba. O

Observacion 3.13. Recordemos que cualquier estado p soportado en un subes-
pacio de Wy es invariante. Ademas, la dinamica de los estados soportados en
W es intrascendente o trivial. Entonces, como consecuencia del teorema ante-
rior, los estados que se escriben como una combinacion convexa de dos estados,
explicitamente,

T=Aw, + (1 — )\)TVQWLL), 0< A<, (3.21)
con Ty, un estado soportado en Wp'y

FR6,+,WQ FR@,*,UJQ

o+

ZoZ*
)
,+,wa + FRG,*,UJQ FR@,Jr,wQ + FR@,*,CAJQ

T 1L =
VQWD FRe
son invariantes para el modelo de transporte cudntico. Ademadas, el soporte de los

estados T descritos por la ecuacion esV.

El resultado siguiente describe los puntos extremos del subconjunto de estados
invariantes que tienen la estructura (3.21)).

Teorema 3.6. Un estado invariante p de la forma es extremo para el modelo
de transporte cuantico si'y sélo si tiene una de las estructuras siguientes:

(i) p = |u)(u| conu € Wp = {eq, e1,, %' }* Nker Z Nker Z*,
(ii)

FRe—l-wg FRe—wg
L u) (u| + - Zluw)lu|Z* (3.22
] + 2 )2 (322

10 e
FR8,+7w2 + FRe,—7w2

conu €V NIm|Z|

Demostracién. Del teorema [3.1] cualquier estado de la forma |u) (u| con u € Wp
es invariante y extremo. Reciprocamente, si p es un estado invariante extremo so-
portado en WWp, entonces es necesariamente un estado puro, es decir, p = |u) (u|
para algun u € Wp.

Por otra parte, se verifica inmediatamente que cualquier estado p de la forma
(3.22)) estd soportado en V NW 5. Por consiguiente, del teorema p es invariante
ya que tiene la estructura con A\ = 0y o = |u)(u|. Ahora, sea

p=Ap1+ (1= A)pa (3.23)

58



Capitulo 3. Estados estacionarios de generadores de Markov de WCLT y modelos de transporte cudntico

con p;, i = 1,2 estados invariantes soportados en V N W3, digamos

FRe +,wso FRe —,w2 * .
pi = — o + — Zo; 4", i =1,2.
' FRB,-&-,MQ + FRB,—,M ' FRB,-!-,wz + PRB,—,wQ o 7
con o; = |u;){u;| soportadoen VN Im|Z|,i =1,2.
Posteriormente, multiplicando por | Z| la ecuacién (3.23)) se obtiene

|u)(u| = Aoy + (1 — A)oo.

Por lo tanto, A = 1y 07 = |u){u] 0 A = 0y o3 = |u)(ul, pues |u)(u| es un estado
puro. Esto prueba que p es extremo. Reciprocamente, si p es un estado invariante
extremo soportado en V' N Wl%, entonces tiene la estructura con A = 0. Por
lo tanto, necesariamente

FR@,Jr,oJQ FR@,*,OJQ

o+

= ZoZ* 3.24
FRe,+,w2 + FRE,*,UJQ FRe,Jr,wQ + FRe,f,wg ( )

con o un estado soportado en VN Im|Z|, digamos o = } . o;|u;) (u;| con (u;); C
V' N Im|Z| la base ortonormal de 0y ) _; 0; = 1. Consecuentemente,

F €, ,W2 F €,—,w2
p =3 o5 (R )y + 1Zu;)(Zujl) (3.25)

J FRe,+,wz + FRemwz FRe,Jr,wz + FRemwz

Pero p es extremo, entonces s6lo hay un sumando no trivial en (3.25)). Esto termina
la prueba. L

Hasta ahora hemos encontrado y estudiado estados soportados en Wp & W3 N
V = hnNV = V. La pregunta acerca de la existencia de estados soportados en
VL = {eo, e1,%, LAV *@D/} surge de manera natural. Comenzaremos con el
resultado siguiente.

Proposicion 3.5. El estado |ey){eo| es invariante para el modelo de transporte
cudntico. Ademds, |eg){eo| es extremo.

Demostracion. Claramente, el soporte de |e)(eg| es F o := span{eg}. La estruc-
tura del Hamiltoniano efectivo (3.12) implica que [H.yy, |eo)(eo|] = 0. Por otra
parte, la estructura de los operadores de Kraus implican que

Ly L eg){eo| = 0, V1<k<2 V1<j<3.
Ly |eo){eo| Ly = 0, Vi<k<?2 V1< <3
leo){eo| Ly Ly = 0, Vi<k<?2 V1<j<3.
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Consecuentemente, |eg) (o] es invariante. Ademds, |eg) (eo| es un estado invariante
puro. Por lo tanto, |eg) (ep| es un estado invariante extremo. Esto termina la prueba.
O

Proposicion 3.6. No existen estados invariantes para el modelo de transporte
cudntico soportados en [, := span{u}, para cada v € {ey, v, , Zv, Z*)'}.

Demostracion. Fijemos u = e; y sea p = p;; P, un estado soportado en f; :=
span{e; }. La estructura del Hamiltoniano efectivo (3.12) implica que [H,y, p] =
0. Consecuentemente,

‘C*(p) = 2I—‘Re,—7w1p11|w> <77ZJ| - QFRe,—,w1p11<¢a 1/)>P1
= 2T e, — o, p11| V) (W] = 2(N = )T e~ 0y p11 P2

Dado que |¢))(¢| y P tienen rangos mutuamente ortogonales y la positividad del
coeficiente I'g. _ ,,, implican que £,(p) = 0 <= p;; = 0. Consecuentemente,
p = 0, lo cual es imposible puesto que p es un estado. Por lo tanto, no existen
estados invariantes soportados en f 1 := span{e;}. Ahora, fijemos u = 1 y sea
p = py|Y) (| un estado soportado en f  := span{}. La estructura del Hamil-
toniano efectivo implica que —i[H.f, p| = 0. En efecto,

_Z[Heffap] = Z<N - 1)F1m,7,w20w|¢><¢| - Z(N - 1)F1m,+,w1p¢’w><w‘
+i(N = Dl it oo [0) (W] = i(N = 1) 1, o ps [10) (9] = 0.

Consecuentemente,

L.(p) = 2(N = 1) Tge + wnpsler)(er] = 2(N = 1)L ge y w pul0) (¥

+ 2(N = DI Re,—wn Py | Z0) (23] = 2(N — 1)T e, — o puo| 1) (]
= 2(N = 1)’ T Re, wn puler) (er] + 2(N = 1)Dre - | Z0) (Z9)]
= 2(N = 1)(Tre,+ w1 + TRe,— wn) pus|[t0) (V]

La positividad de los coeficientes [’s y la ortogonalidad de los rangos implican
que

L.(p) =0<«= py, =0.
Entonces, p = 0, lo cual es imposible, puesto que p es un estado, mas atin, p,;, =

1/(N — 1). Consecuentemente, no hay estados invariantes soportados en f , :=
span{1}. Andlogamente, se verifica que no existen estados soportados en f W=

span{'}, F gy := span{Zy} y F 4.,y == span{Z*¢'}. Esto termina la prueba.
O]
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Proposicion 3.7. No existen estados invariantes para el modelo de transporte
cudntico soportados en | := span{ey, 1, V', Z, Z*'}.

Demostracion. Fijemos u = ae; + v conv = by + e + dZ¢ + 2y
a,b,c,d, f € C. Consideremos el estado p, = |u){u| = |al?|e;){e1| + alei)(v] +
alv)(e1| + |v)(v|. Célculos directos verifican que L. (p,) = 0 si y s6lo si

i) <¢/,U> = 0.
ii) PR@,+,w1|<77/}7'U> 7= |CL|2(N - 1)FR€7—7UJ1'
iii) £2(p,) = 0, donde

£8(pu) = =ai[ = (N = D nler) (0] = Tron 00, 0 e) (01
= (N = DIt wslen) (Pso] + (N = DI - w,e1) (| Z]v]
o im0, 0 e}
— S [2OV = Dl e0) 0] + 20 e 0, e (0

+ 2(N = D)l re,—wplen) (| Z]v] + 2(N = D)l re 1w, |e1) (P3v]

2 e (0,0 e )0

= [ Dm0 (0, 0)ENer] + (N = s s P e

— (N = Dl | Z10)er] + (N = 1)t ) e

T (0 0) [0 el

— S [20V = Dk o) {er] + 2L et (0, 0) 0 |

+ 2N = D keallZI0) (e1] + 2(N = Dl ket nl P} e
2, (0, )| M

= 1| Pt @0 ) 0] 4+ (N = Dt n Prv)

— (N = D1~ | Z[0) (0] = Trin (8, 0) [0 ) (0]
= Tt (0, 00} (W] = (N = D)t 10 [v) (P

(N = a0 Z10] + g, 9 e (]
5 [P e (5, OB + 2, 9D
+ 2(N - 1)FR6,7,w2||Z|U> <v| - 4(N - 1)FR6,770J2|ZU><ZU|

+ 2N = DT e a0} Z]0] + 2(N = DT et | Pr0) 0]
— 4(N — 1)FR€’+’W2|Z*U><Z*U| + 2(N — 1)FR€7+M2|U><P311|

+ 20 R,y (W, 0) [0 ) (0] + (0,9 [0) (W) = 4la\21“1ze,7,w1|¢><¢|]
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Supongamos a # 0. Obsérvese que LE(p,) = (Pi+ Po+P3) LE(p, ) (P + Py +
P3) = Plﬁf(pu)Pl +P1£§(pu)P2‘l’Pl*Cf(pu)P?»“‘PQ*Cf(pu)Pl +P2£f(pu)P2+
Py LE(p ) Ps+ P3LE(py) Pr+ PsLE(py) Py +PsL.(py) Ps. Por lo tanto, LE(p,,) =
0 siysélosi PLE(p,)P, = 0,V 1 < [,k < 3. Mediante cdlculos directos se
obtiene que

PiL(pu)Ps = a(N —1) [i(rlm,—,wl + i) = (PRe,— o + FRe,+,w1)] |e1)(Psvl.

Consecuentemente, Plﬁf(pu)Pg = 0 siy solo si P3v = 0. Entonces, P3v = cw/ +
dZ1 = 0, ademds, ¥ y Z1) son linealmente independientes, entonces ¢ = d = 0.
Consecuentemente, v = by + fZ*'.

Por otra parte, recordemos que Z*¢)' = v/N — ley_; y reescribiendo a ¢) =
&+ |len—1), donde & = Z,ILZ,#NA lex), entonces v = by + fZ*" = b + (b+
fVN —1)|enx_1). Consecuentemente,

PLLE(py) Py = afi(N = 1) (Drm, s, = Trin )b + im0 (0, )
— (N = )T e, + The,-)b = Dt (0,6} [en) (€
iV = )T = D) O+ VN = 1) T, (0,0)

— (N = )T + Trev )+ TVN = 1) = T (0,6} | JerMew1.

Dado que € y |ey_1) son ortogonales, se verifica que P, L% (p, )P, = 0siy sélo si

1) Z(N - 1>(Flm,7,w1 - FI’I’I’L,*,LUQ)I_) + irlm,+,w1 </077v/}> - (N - 1)<FRe,f,w1 +

FReﬁ,wz)b - FRE,Jr,wl <U7 1P> =0.

i) i(N = 1) (Crm—w — Dimimn) (0 + FVN = 1) + il 1 10, (0,00) — (N —
1)(FR67—,w1 + FR@7_7W2)(b + VN —=1) - L' Re+ w1 (v,9) = 0.

Entonces, mediante cédlculos directos se verifica que
(N - 1) |:Z.<Flm,f,w1 - Flm,f,w2> - (FRe,f,wl + FRe,f,wz)]?V N—-1=0.
La positividad de los coeficientes I'’s, implica que f = 0, Consecuentemente,

v = bi). Finalmente, dado que Zv) = /N — leny1 y |Z|Y) = Pyp = 1), entonces

PoLE(pu) P = |20l T = 2(N = 1) (Cet oy + D) | [4) (00
+2(N = 1)?[DP°T e, wolens1) (ens1]-
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Por lo tanto, la positividad de los coeficientes ["’s y la ortogonalidad de los rangos
de [¢)(¥] y lens1)(eny1| implican que PLE(p, )P, = Osiysélosib = 0y
a = 0. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, @ = 0. Fijemos v = by) 4 ¢’ +
dZy + fZ*)" conb,c,d, f € C. Consideremos el estado p, = |v)(v|. Entonces,

ﬁ* (pv> = 2FR6,—,m3 ’ <¢/, U> ’2P0
+ 2FR€,+,w1 ‘ W, U> ’2P1

= i Dt (0, )Y (0] + (N = Dl | Po0) (0]
— (N = Dt | 2100 0] = Tt (0 0} ) 0
— it (0:0)[0) (U] = (V= 1) g [0) (P

+ (N = Dl 0) ([ Z|0] + Tt g (%%)I@WI}

1

— 5 |:2FR€7+7W1 <77Z1, U> |7/)> <U| + 2FR€,+,w1 <U> ¢> |U> <¢‘

+2(N — DI ge— o || Z]0) (v] = 4N — 1) ge,— w, | Zv) (Z0]
2N — Dl e} (1 Z10] + 2N = DT sl Pov) (0]
— 4N = D)l re 4w, | Z70)(Z70| + 2(N — 1) ge 4 w0, |0) (P30

+ 2T e, (0 0) |10 ) (0] = 4T Re, oy [0} (0] + 2T R, g (0, WIU)WI} :
Consecuentemente, L. (p,) = 0 siy sélo si
i) (v,v) =0.
ii) (', v) =0,

iii) £(p,) = 0, donde

Li(ps) = —Z[(N = Dl b, 0o [ Pa0) (0] = (N = DT g — || Z]0) (0]

— (N = )T a0} (Pt + (N = )T o) {|Z 0]

1
— 5 |2V = DT e 1Z10) (0] = 4N = 1T | Z0)(Z0]
2N = Dl [0) (| Z]0] + 2N = 1) ey sl Py} 0]

— AN = V)T el Z°0)(Z70] + 2N = 1) e o) (Pl |.
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Por otra parte, L'(p,) = (Pa+P3) LT (py)(Pa+Ps) = PoLE(po) Po+ PoL (o) Ps
+P3LE(p,) Py +P3LE(p,) P3. De los rangos mutuamente ortogonales, £(p,) =
0 si y solo si cada bloque P,L.(p,) P, = 0,V 2 <[,k < 3. Entonces,

PoLa(po)Po = 2N = 1) [T sl 20} (PoZ70] = Tl | 2101 Z 0]
m%f%NrWMWmem—mﬁM&M%ﬂ
po)Ps = (N = ) [i(Dtm, oz + T 2) = (P + Trest.0)| 1P20) (P

PP = (N = )| = i(Ttm s Tt n) = (T s + D) | | Pro}{Povl.

L.(

L.(
(3.26)

L.(

L.(

La positividad de los coeficientes [’s y las dltimas dos ecuaciones anteriores im-
plican que P,v = 0 0 Psv = 0. Si P3v = 0, entonces de la segunda ecuacién en
se obtiene que Zv = 0. Consecuentemente, = 7Z*Zv = 0. Ademds,
P = (3.26) implica que P,Z*v = Z*v = 0. Por
lo tanto, v = (P, + P3)v = Pov + Psv = |Z|v + Psv = 0. Andlogamente, si
Pyv = 0y dado que |Z|v = Pov = 0, la primer ecuacion en (3.26) implica que
P, Z*v = Z*v = 0, consecuentemente, Psv = ZZ*v = 0, la segunda ecuacioén
en implica que Zv = 0. Por lo tanto, v = (P> + P3)v = Py + Pyw =
|Z|v + Psv = 0. Consecuentemente, no hay estados invariantes soportados en
F = span{ei, v, Z1p, Z*'}. Esto termina la prueba. ]

Corolario 3.1. Todos los estados invariantes conocidos para el modelo de trans-
porte cudntico son |eg){eg| o tienen la estructura :

Corolario 3.2. Todos los estados invariantes conocidos del modelo de transporte
cudntico son de balance detallado (de acuerdo a la definicion[3.2)).

Demostracion. Si p = |eg){ep| el resultado se sigue inmediatamente. Sea p un
estado invariante de la forma (3.21)). Claramente la parte de p soportada en Wp
satisface una condicion de balance detallado, por lo que se puede suponer que p
estd soportado en VV N W 3. Por otra parte, recordemos que {e, e1,v,v¢'} C ker p
si p es un estado invariante soportado en V N W3 y | Z|v) = 1. Mediante célculos
directos se verifica que pD,, =0= D, py pD,, =0 = D,,p. Ademas,

F@ w:
pD,, = =——=Zp

L' Re 4w
y
D,,p= Zp.
Por lo tanto, pD,, = EZ " :2 D, p. Como consecuencia de la definicién se
concluye que p es un estado de balance detallado. O]
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3.5.4. Subespacio de recurrencia rapida

El subespacio de recurrencia rdpida de un semigrupo cudntico de Markov se
define como

R :=sup{s(p) : s(p) es el soporte de un estado invariante }

En esta seccion se caracteriza el subespacio de recurrencia rdpida del modelo de
transporte cudntico de [28]].

Lema 3.3. Con las mismas notaciones de antes, se verifica que:
(i) Pw, =P, —1|Z|.
(ii) Pyyp =P+ P+ |Z| + Ps.
(iii) Wp C V.
(iv) VOWg =Im|Z| 0 {y, 29} @ ImPs 0 {, Zy}t.

Demostracion. Para probar (i) basta probar laidentidad Wp = {(P,—|Z])v : v €
h}. En efecto, si u = (P, — |Z|)v con v € h claramente u L {eg,e;} yu L o,
dado que ¢/ € ImP;. Célculos simples verifican que

(¥, u) = (¥, (P2 = [Z])v) = (P2 = |Z])¢, u) = O,

puesto que Pyip = ¢ = |Z|i, consecuentemente v L . Ademas, |Z|lu =
|Z|(Py — |Z])v = 0 implica que u € ker |Z| y claramente Z*u = 0. Esto prueba
que {(P» — |Z])v : v € h} C Wp. Para probar la otra inclusion, observe que
cualquier u € h puede escribirse en la forma v = Pyu + Pyu + Pyu + Psu, pero
ademds, si u € Wp, entonces Pyu = 0y Pyu = 0. La condicion u € ker |Z] y la
igualdad P, = Im|Z| & ker | Z|, implican que u = (P, — | Z|)v para algin v € h.
Por lo tanto, Pyu = 0. Esto prueba (3).

(17) es consecuencia inmediata de (7). Ahora, para demostrar (iii), seau € Wp,
digamos u = (P> — | Z|)v, v € h, entonces claramente u L {eg, €; } y usando que
Py =9 = |Z]|), se obtiene que

(¥, u) = (¢, (P = [Z])v) = (P2 = |Z])¢), u) = 0,

es decir, v L 1. Andlogamente, las identidades P,Z*¢)' = Z*) = |Z|Z*
implican que (Z*¢',u) = (Z*¢', (P, — | Z|)v) = ((P» |Z|)Z ,u) = 0, es
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decir, u L Z*¢'. Ademis, u € {¢', Zy}*, pues o', Z1) € ImPs. Esto prueba que
Wp CV.
Finalmente, usando (i7) se obtiene que
VAW = {eo, e1, 0,0, 2, Z9H 0 (P + 2] + Py) (h)

= {0, 20, 270} 0 (12 + Py)(h)

=Im|Z|n{e, 20} @ ImPy 0 (Y, Zy}
Esto prueba (iv) y termina la prueba del lema. O
Observacion 3.14. Si M = N —1, equivalentemente Py = |Z|, entonces Py, = 0
y Py1 = 1 (equivalentemente, Wp = {0} y W5 = h). Consecuentemente, todos
los estados invariantes del modelo de transporte cudntico pertenecen a {HY .

Corolario 3.3. Si M < N — 1, existen estados invariantes en el modelo de trans-
porte cudntico que pertenecen a Ann(D)\ {HY .

Demostracion. Seau = (P, — |Z|)v € Wp con v € h. Entonces,
Bolu)(u| Py = |u) (ul
= [(P2 = |Z])o) (P2 = |Z])v|
= |Pyv = [Z|v){Pyv — [ Z]v]
= [Pov — | Z]v) (Pyv| — [Pov — | Z]v){| Z 0]
= [Pv)(Pyo| = [[Z]o)(Pyv] — [Pyv)(|Z o] + [[Z]v) (| Z]v|
Por lo tanto, el estado invariante |u) (u| no pertenece a { H} siv # 0y Pyv # | Z|v,
es decir, | Z| < P, (equivalentemente M < N — 1, ver proposicién 2.2 en [28]]). No

obstante, del teorema|[3.2]y corolario[3.2] se sigue que todos los estados invariantes
del modelo de transporte cudntico pertenecen a Ann(D). ]

Observacion 3.15. Note que en contraposicion con la referencia [28|], no se asume
que cualquier estado invariante T pertenece a {H },. De hecho, existen estados
invariantes T fuera de {HY cuando |Z| < P, (equivalentemente, M < N — 1),
pero pertenecen al Ann(D) como se mostré previamente.

Proposicion 3.8.

(i) Las restricciones de los operadores (sobre los dominios correspondientes)
7 Im|Z|0{ap, Z°0' Y = ImPsn{y', Zp}yry Z* - ImPsn{y)’, Zy} v
Im|Z| N {4, Z*'}* son isometrias. Consecuentemente,

dim ([m|Zy N {v, Z*z//}L) — dim <ImP3 n{w, Zzp}l).
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(ii) El estado

1 F e w F €,—,w
= (g e 7q7°)
tr(q)

FRe,—‘r,wg + FRe,—,wg FRe,—l—,wg + FRe,—,wQ
es invariante para el modelo de transporte cudntico, donde q = |Z ]P{w’ Zey' L
es la proyeccion ortogonal sobre V N\ Im|Z|, con proyeccion soporte PVQW3
= q + ZqZ*. Por lo tanto, p es un estado fiel en la subdlgebra hereditaria

PWE;OVB(h)PWf;ﬂV'

Demostracién. Nétese que Z envia Im|Z|N{s), Z*' Y- en ImPsn{y)’, Z¢)}*+. En
efecto, seau € Im|Z|N{v, Z*'}* entonces PsZu = Zu, (V', Zu) = (Z*),u)
=0y (Z¢, Zu) = (|Zp,u) = (,u) = 0.Porlotanto, Zu € ImPsN{’, Zy}+.
Ademas, (Zu, Zv) = (|Z|u,v) = (u,v), significando que Z es una isometria.
Andlogamente se prueba que Z* envia ImPsN{v’', Zy}+en Im|Z|N{y, Z*¢'}+.
En efecto, sea v € ImP3 N {4y, Zy}* entonces | Z|Z*v = Z*v, (¢, Z*v) =
(Zp,v)y = 0y (2%, Z*v) = (Ps)',v) = (', v) = 0. Por lo tanto, Z*v €
Im|Z|0 {3, Z*'}+. Ademds, (Z*, Z*v) = (u, Pyv) = (u,v), es decir, Z* es una
isometria. Esto prueba (7).

Sea ¢ la proyeccion ortogonal sobre el subespacio V' N I'm|Z|. Observe que
q = |Z| sobre Im|Z| N {1, Z*)' }*. De hecho, dado que ¢/ y Z*1" son puntos fi-
jos de | Z|, este operador | Z| envia Im|Z|N{+, Z*¢'}* en si mismo y la condicién
|Z|u = 0,u € Im|Z|N{y, Z*y'}*, implican que u = | Z|u = 0, por consiguiente
es inyectivo. Consecuentemente, el operador ZqZ* envia ImPs N {1, Z1}*+ en si
mismo y es inyectivo, pues las condiciones ZqZ*u = 0y u € ImPsN{¢’, Zy}+,
implican que 0 = ZqZ*u = Z|Z|Z*uw = ZZ*ZZ*u = Psu = u. Ademds,
ZqZ* es una proyeccion ya que ZqZ*ZqZ* = Zq|Z|qZ* = ZqZ* y para cual-
quier u € P3(h) = ZZ*(h) se tiene que ZqZ*u = ZqZ*ZZ*vw = Zq|Z|Z*u =
Z7Z* 7 Z*u = u. Por lo tanto, coincide con la proyeccion ortogonal sobre Im P3N
{4, Z1p}*+. Consecuentemente, por el inciso (iv) del lema se concluye que
Pyawy = q+ ZqZ". Finalmente, el resultado se sigue del teorema Esto ter-
mina la prueba. L

p

Corolario 3.4. El subespacio de recurrencia rdapida del modelo de transporte
cudntico contiene a V& span{ey}, explicitamente,

R D {er, ¥, 29, 2} =V @ spanfeo}.

Demostracion. Por el teorema [3.5] cada estado invariante con la estructura (3.21))
esta soportado en un subespacio de R. El mismo teorema y el inciso (ii) en la pro-
posicién[3.8]implican que existe un estado invariante con soporte igual a V', pues p
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es fiel en la subalgebra hereditaria PWﬁmVB(h)PwﬁmV- De las proposiciones ,
y el corolario [3.1] se sigue el resultado. Esto termina la prueba. (]

Observacion 3.16. Sean k, = Im|Z| N {4, Z*' Y y ke = ImPs 0 {0, Zp}+.
Dado que la restriccion del operador de inferencia Z : ki — ko es un isomorfismo
isométrico entre dos espacios de Hilbert, la transformacion o — ZoZ* es una
parametrizacion de todos los estados en B(ks) en términos de estados o € B(k,).
Por este hecho, la estructura del estado invariante Tyt esta profundamente rela-
cionada con el operador de interferencia Z y con el operador de transporte T'. Sin
embargo, la estructura de Ty coincide con la estructura general de los estados
invariantes de semigrupos cuanticos de Markov uniformemente continuos descri-
tos en el teorema 4.3 en [|17]. En efecto, definiendo isomorfismos U; : k; — k; ® C,
1 = 1,2 mediante Uyu; = u; @ e con e el vector base de C, se obtiene que el
isomorfismo U = Uy @ Us, U : ky @ kg — (k1 ® C) @ (ko ® C) satisface

UryiU* = tr(qrys)o @ L+ tr(ZqZ ry i) ZoZ" @ 1,

donde
FRe +,w2 FRe +,w2
tr(qmyL) = — tr(oq) = — ,
( WD) FRe,—I—,wz + FRe,—,wz ( ) FRe,—l—,wg + FRe,—,wg
F e,— W F €,—,Ww:
tr(ZqZ Ty ) = fie,— s tr(ZoZ*ZqZ") = fie. s

FR@F",WQ + FR@7—7W2 FR@,+,UJ2 + FRe,—wz

Las relaciones anteriores son validas debido al hecho de que o es un estado so-
portado en VNV Im|Z| y Pyrys = q+ ZqZ™.

3.5.5. Aproximacion al equilibrio y dominios de atraccion

La subdlgebra libre de decoherencia N (7)) del QMS, T, del modelo de trans-
porte cuantico fue estudiada y caracterizada en [5]. Se demostré que N (7) C
F(T), donde F(T) es el subconjunto de puntos fijos de 7, consecuentemente,
N(T) = F(T), dado que la inclusién opuesta siempre es verdadera. Si existie-
ra un estado invariante fiel en B(h), de un resultado de Frigerio y Verri [26} [27]
se podria concluir que para cualquier estado normal € B(h) existe el limite
7 = limy_,o Tst(n). Desafortunadamente, como consecuencia del teorema y
observacion cualquier estado invariante 7 del modelo de transporte cuédntico
es singular. De hecho, V*\{eo} = span{ei,, ", Z1p, Z*"} C ker (7). Por con-
siguiente, para analizar la propiedad de aproximacion al equilibrio y dominios de
atraccion, es necesario restringir el anélisis a la evolucion en las subdlgebras here-
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Observacion 3.17. La dindmica en las subdlgebras hereditarias Ay = PyB(h) P,
y Aw, = Pw,B(h)Pw, es irrelevante o trivial. La dindmica en la subdlgebra
hereditaria Awﬁmv = PWI%QV,B (h)Pwﬁmv es mas interesante 'y significativa para
analizar la propiedad de aproximacion al equilibrio y dominios de atraccion. Por
lo tanto, nos restringiremos a estudiar inicamente esta subdlgebra hereditaria y
comenzamos con el resultado siguiente.

Lema 3.4. Sea Ty 1y, = PyinyTiPy sy el semigrupo hereditario actuando

sobre la subalgebra Ay, .. Entonces N(TW30V> C f(wa)_mv>.

Demostracion. Sea a € AWﬁmV un elemento autoadjunto, entonces a esta sopor-
tado en un subespacio de V/, significando que {eq, e1, v, %", Z1, Z*¢'} C ker(a).
Entonces a conmuta con Py y con P;. Ademds, sia € N Twinv | implica que

a € Cy, dado que N(Twiav) C C, (ver teorema 3.2 en [18]]), donde
C() - {DWND:JZ . 1 S l S 3}
= {[o)(eal, lea) (W], Z, Z7, o) eol [eo) (¥}

consiste de los operadores de Kraus del modelo junto con sus adjuntos, restringidos
a la subdlgebra Awﬁmv- En particular, « conmuta con Z y con Z*, por lo tanto

a(ker|Z\> C ker|Z|y a([m|Z|> C Im|Z|. Entonces, a conmuta con P, =

Im|Z| @ ker | Z|, y consecuentemente, conmuta con Py = [ — Py — P, — P». En
conclusiéon, a conmuta con H.

Por otra parte, la condicién {eq, e1,v, v, Z¢, Z*'} C ker(a) implica que
a € ker £, Nker L,,,. Ademas, dado que @ conmuta con P3 y con |Z| se obtiene
que [H,,,a] = 0. La conmutacién de a con Z y Z* implica que a € ker L,,,. Por
lo tanto, a es un punto fijo de ngmv Considerando que cualquier operador es
una combinacion lineal de cuatro elementos autoadjuntos, el mismo resultado es
vélido para cualquier elemento a € Awﬁmv- Esto termina la prueba. Ol

Corolario 3.5. Para cualquier estado inicial n € Awﬁmv existe un estado inva-
riante oo = Mmoo Ty Loy (0) € Ap iy

Demostracion. Es consecuencia inmediata del lema[3.4] el inciso (ii) en la propo-
sicién [3.8]y del resultado de Frigerio y Verri previamente citado [26] [27]. ]

A continuacidn, se da una descripcion completa de la evolucioén de cualquier
estado soportado en W3 N V. Para hacerlo, se comienza por describir explicita-
mente la evolucién de los estados soportados ya sea en Im/|Z| N {1, Z*¢'}*+ oen
ImPysn{y', Zy}+.
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Lema 3.5.
(i) Sea o un estado soportado en Im|Z| N {a), Z*' }*. Entonces T.,(c) con-
verge a
F e W F e,—,w:
fie s o+ fre.—con ZoZ*
FRe,—‘r,wg + FR€7—,UJ2 FRe,-‘,—,wz + FRe,—,wz

cuando t — oo.

(ii) Sean un estado soportado en ImPsN {3, Z1p}*. Entonces T,,(n) converge

a
FR€7+7w2

FRe —,w
zZ*nZ + 2 n
FRe,—l—,wg + FRe,—,wg FRe,—i—,wg + FRe,—,wg

cuando t — oo.

Demostracién. Sea o un estado soportado en I'm|Z| N {4, Z*¢'}+. Mediante
calculos directos se verifica que

L.o)=—ac+aZoZ*; a=2(N—1)Tge_ 0,
-1

3.27
L(ZcZ*)=bo—bZoZ", b=2(N (3:27)

)FRe,—l-,wz'

Ahora, para cualquier observable x € B(h) se definen x; = tr(z7.(0))y
Yy = tr(xT.u(ZoZ*)). Posteriormente, derivando x; con respecto a t y utilizando
(3.27), se obtiene

= tr(Ti(x)Lu(0))
=tr(T(z)(—ac + aZcZ™))
= —atr(Ty(z)o) +atr(T(z)ZcZ")
= —atr(aTu(o)) +atr(xTu(ZoZ"))
= —ax; + ay;.

De forma similar, se calcula la derivada de ¥, con respecto a ¢. Por consiguiente,

Ty = —axs + ayy

) (3.28)
U = by — by,

cona =2(N —1)T're—w, yb = 2(N — 1)['ge 1w, Por lo tanto, (z,y;) es una
caminata aleatoria cldsica con la matriz (),

o=y 5)
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y distribucion de probabilidad estacionaria m = (a%b, +43)- Resolviendo el sistema
(3.28) se obtiene,
b —t(a+b) _ 4 po—t(a+d)
xt:tr<x( +ae 0+a ac ZJZ*))
a+b a-+b
lo cual implica que
b+ ae~tlatd) a — ae Hath) b a
T. = ZoZ* — ZoZ*
(o) atb T T At ’ ar’ Ta’
cuando t — oo.
Anélogamente,
h— beft(cﬁb) a -+ beft(aer)
— ( ( Z Z)) ,
Yt rlx P o+ P o
consecuentemente
b — pe—tlatd) he—t(a+b) b
T(Zoz*) = 2—C o4 2% 267" = ——0 + —— 702"
a+b a+b a+b a+b

cuando ¢t — oo. Esto prueba (7).
Para probar (i7) basta tomar 0 = Z*nZ y aplicar (7). Esto termina la prueba.

[
Teorema 3.7. Sea 1 un estado inicial soportado en W3 N V. Entonces
1—‘R +,w FRe —,w
h/m Tt(’r]>: €,T,w2 0_+ s HW2 ZUZ*
o0 FR@,+,w2 + PR@,—,wz FRE,-‘,—,UJQ + FRe,—,wg
_ 1 1
Con o = gigy M9+ tripa) ZnZ.
Demostracion. Por el corolario[3.5] existe un estado invariante
FRe +,w2 FRe —,w2 *
Noo = s o+ — ZoZ (3.29)
OO FRe,Jr,wg + FRe,f,wg FRe,+,w2 + FRe,f,wz ’

donde ¢ es un estado soportado en I'm|Z| N {1, Z*'}*, tal que lim,_,o Toi(n) =

Too-
Abhora, del inciso (i7) en la proposicic’)n cada estado inicial  soportado en
W3 NV puede escribirse en la forma

n=1(q+2qZ"n(q+ ZqZ") = qnqg + ZqZ*nZqZ" + ZqZ ng + qnZqZ".
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tr(qn)

El estado —'—~qnq esta soportado en Im|Z| N {4, Z*¢'}* y por el lema es
conducido por el semigrupo al estado limite

1 < FR€,+,w2 FR&*,U&

anq + ZgZz')  (3.30)
tr(qn)

FR@,—i—,wQ + FR@,—,wQ FRe,—i—,u)Q + FRe,—,WQ

cuandot — co. Andlogamente, del mismo lema(3.5| el estado —+— ZqZ*nZqZ* =

tr(Psn)
mPy]Pg esta soportado en ImPs N {?ﬂ/a Zpyty

lim Tkt( Z*P377P3Z
t—00

1 1 FRe +,w!
L popy— ( i
tT(Pim) ’ 3) tr(PS"?) FR6,+,UJ2 + FR@,*,“& (3 31)

FRe —, w2
n = PP )
PRretws + T'Re,— s S

Comparando (3.29) con (3.30) y (3.31), se concluye que

Jim Tw(qnZqZ* + ZqZ nq) = 0,

1
o= qnq + 7 PsnPsZ
tr(gn) T (P

consecuentemente,

1
JoZ* = ZqnqZ* + PsnPs.
tr(qn)

1
tr(Psn)
Esto termina la prueba. [

Corolario 3.6. El dominio de atraccion del estado invariante

FR@,—I—,wQ FRe,—,wz

o+

= ZoZ*,
FR€,+,w2 + FR@7_7W2 FR€7+7w2 + FR&—,W

p

donde o es un estado soportado en Im|Z|N{y, Z*y' }*, consiste de todos aquellos
estados iniciales 1 tal que

1 1
o= gnqg + ———Z"PsnP3 7.
tr(gn) T (P T

Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema [3.7] O
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Observacion 3.18. (Transporte de estados) Del resultado del teoremal3.7] la pro-
babilidad total de un estado inicial 1 es redistribuida en el limite cuando t — oo;
asi que la probabilidad en la porcion del estado final 1., soportado en Im|Z| N
{0, Z¢' Y es

FRe,+7w2

t o) =
T(qn ) FRe,—l—,wQ + FRe,—,wQ

y la probabilidad en la porcién del estado final 1), soportado en Im PN {4, Z}+
es

FRe —,w
tr(Psns) = 2 .
FRe,—l—,uJQ + FRe,—,wg
. . . y F LE w
Sin embargo, ajustando los valores de los coeficientes I'’s, de modo que FR# =

Re,—,wo
e~ Blw2)w2 5 0 (equivalentemente B(wy) — 00), se puede “transportar” cualquier
estado inicial n a un estado limite 1., concentrado (pero no necesariamente so-
portado) en el subespacio I'm P3N {1&’, Z}*. En particular, cualquier estado ini-
cial soportado en Im|Z| N {1, Z*y'}* puede ser transportado, cuando t — o<,
a un estado limite concentrado en el subespacio ImP3; N {w/, Zy}t (ver figu-
ra[3.1). En este sentido, el modelo de transporte cudntico permite “transportar”
la masa de probabilidad de cualquier estado inicial a un estado concentrado en

ImP; N {y', Zy}t.

- —

P,(h) P3(h)

Figura 3.1: Transporte de masa de probabilidad

Definicién 3.4. Sea p un estado, la energia en el estado p se define como tr(pH.y).

Observacion 3.19. (Ganancia de energia) A continuacion, se verifica que si en
t = 0, el sistema se encuentra en cualquier estado inicial p soportado en un subes-
pacio de Im|Z| N {ap, Z*'}*, entonces, cuando t — oo la energia del sistema
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crece y la ganancia de energia durante el proceso estd dada por

FRe,f,w
tr(pocHess) — tr(pHess) = (N — 1) :

T T (Ffm,-i-,wz + FIm,—,w2>,
Re,+,wa + Re,—,w2

la cual es independiente de p. En efecto, sea p un estado inicial soportado en
Im|Z| N {y, Z*' }-. El lemaimplica que

FRe +,wso FRe —,w2 *
poo — )Ty p _|_ ’ Ty ZPZ .
FRe,Jr,oJQ + FRE,*,WQ FR6,+,WQ + FRG,*,L&JQ

De la forma explicita del Hamiltoniano efectivo se verifica que

FRe—w 'Flm—i—wz * FRe—i—wg'FIm—uJQ
proHeps = (N — 1) (e matss 7y ek =2 pl7])
1 ( ) FR@,-‘,—,wg + FR67—,UJ2 FR@,—I—,wQ + FRe,—,wQ | |

pHepp = —(N = DI i, — | Z].
Consecuentemente,

FR@,—,wQ
pooHepp = pHepp = (N —1)

Flm, W ZPZ* +Flm,—,w P Z )
FR67+7w2 + I._‘Re7_7w2( +,w2 2 | |>

calculando la traza se obtiene el resultado. Obsérvese que este comportamiento
es una indicacion de que los sistemas abiertos degenerados (con un Hamiltoniano
de referencia degenerado), parecen ser apropiados para modelar efectivamente la
transferencia de energia cuantica en la fotosintesis (ver [43l] y sus referencias).

Observacion 3.20. Notese que los resultados en el transporte de estados y en la
ganancia de energia estan en dependencia de los coeficientes I'g. 1 s, lo cual es
consecuencia de que el sistema es abierto. Asimismo, los coeficientes I'rp, 1 o,’s,
I're+w,’s en la ganancia de energia, muestran la interaccion entre el sistema ce-
rrado (descrito por el Hamiltoniano efectivo H.z¢) y su entorno o medio ambiente.

Ejemplo 3.3. (Un estado invariante p ¢ {H}') Fijemos N = 4y M = 2 en el
modelo de transporte cuantico. Entonces,

le =V GFRe,f,wl |T€5><€1|, Dwg =V 6FRe,f,w2 27
Dy, = V 6FR€,—M3 |60><T63|'
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Considere el Hamiltoniano efectivo A = A, + A, + A, donde

Awl = _BFRe,—,wl Pla
Awg - 3P]m,+,w2 P?n
AWS = —3F1m’,7w3 ‘T€3><T€3‘.

Mediante calculos directos se verifica que

Wp = span{eo, e, Y, wl}J‘ Nker Z Nker Z*
={u2(0,0,1,k,—(k+1),0,0) : us € C}

amiy

con Kk = % # 0. Ademas, el estado p, = |u)(u| conu € Wp, |u| =
3

1, conmuta con Py, Psy con |Tes)(Tes|. Consecuentemente, [A, p,] = 0. Esto

demuestra que p, es invariante. Ademas, Wp = (P, — |Z|)(h) con |Z| < P,
entonces |Z|u # Pyu. Finalmente,

Bolu)(u| Py = |u) (ul
= [(P2 = |Z])v){(P2 — | Z])v]
= [Pyv = [Z]v)(Pyv — | Z]v|
= [Pyv — | Z]v)(Pv| = [Pyo — | Z|v){| Z|v]
= [Py) (Pyv| — || Z]0) (Pyv] — [Pa) (| Z]v] + || Z]v) (| Z]]

Consecuentemente, p, no conmuta con H, i.e., p, ¢ {H} . Por lo tanto, en general,
{H} < Ann(D). No obstante, dado que p, = |u)(u| esta soportado en Wp, del
teoremase implica que p, € Ann(D). Obsérvese que M =2 <3 =N — 1,
mostrando un caso particular del corolario
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Conclusiones y perspectivas

La primera parte de este trabajo contribuye a completar el estudio de la estruc-
tura de los estados estacionarios de generadores de Markov del limite de acopla-
miento débil en dimensiones bajas. En [l1], los autores introdujeron esta clase de
generadores de Markov y obtuvieron estados estacionarios con estructura matri-
cial a bloques que dependen de los coeficientes I'y ,,’s. Por otra parte, los estados
estacionarios descritos en el teoremal(3.1/de la seccién[3.2ltienen forma matricial a
bloques, pero estos estados no dependen de los coeficientes I'y. ,,’s. A partir de lo
anterior y de los dos casos estudiados en el capitulo[2] donde se calculan explicita-
mente este tipo de estados en dimensiones bajas, se concluye que entre los estados
estacionarios de generadores de Markov de WCLT tenemos: estados de Gibbs, es-
tados localmente de Gibbs y estados en forma matricial a bloques dependientes (o
independientes) de los coeficientes '+ ,,’s (ver tabla[A.T|en apéndice A).

Tomando en cuenta la informacién obtenida en dimensiones bajas, en el capitu-
lo |3 teoremas y logramos describir la estructura de cualquier estado es-
tacionario que conmuta con la proyeccion ortogonal sobre el subespacio libre de
interaccién Py, como una combinacion lineal convexa de un estado soportado
en Wp y otro soportado en W5, y que pertenece al aniquilador de todos los ope-
radores de Kraus, Ann(D). Ademds se demostré que Py, € {H} . Mediante la
aplicacion de los resultados previos, se caracterizd la estructura de estados estacio-
narios del modelo de transporte cudntico estudiado en [28] en términos del opera-
dor de transicién o transporte Z, concluyendo que los estados estacionarios son de
balance detallado y por consiguiente pertenecen al Ann(D), aunque no necesa-
riamente pertenecen a { 1} . Ademds, se estudiaron las proyecciones arménicas y
subarmonicas, el subespacio de recurrencia rapida, la convergencia al equilibrio y
los dominios de atraccion de los estados estacionarios de este modelo, mostrando
en qué sentido la evolucién reducida del sistema pequefio exhibe el fendmeno de
transporte cudntico y ganancia de energia .
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Conclusiones y perspectivas

Profundizar en el estudio del modelo de transporte cuéntico de [28], fue esen-
cial y de suma importancia para comprender mas acerca de los generadores de
Markov de WCLT. Ademads, el andlisis del modelo presenta un hilo conductor de
como abordar la busqueda de estados estacionarios. No obstante, atin queda traba-
jo por desarrollar, tanto para los generadores de Markov de WCLT asi como para
el modelo de transporte cuantico.

A continuacion se enuncian algunas sugerencias de estudio y perspectivas:
(I) Con relacién a generadores de Markov de WCLT

I.1.- Investigar si todos los estados estacionarios que conmutan con Py,
(equivalentemente, tienen la estructura (3.7))) pertenecen a Ann(D).

I.2.- Investigar si existen estados estacionarios que no conmuten con Py, 0
equivalentemente, existencia de estados estacionarios cuya estructura
difiera de (3.7)). En caso de existir estos estados estacionarios, es natural
preguntarse si pertenecen o no a Ann(D).

[.3.- Investigar la relacion del subespacio libre de interacciéon W con la
nocién de decoherencia para los semigrupos cudnticos de Markov [7, 18,
11]]. En particular, con el subespacio libre de decoherencia [4, 36, 37].

(IT) Con relacién al modelo de transporte cudntico.

II.1.- Profundizar en el estudio de la transferencia y ganancia de energia.

II.2.- Como consecuencia del teorema estudiar la velocidad de conver-
gencia hacia el estado invariante 7).

I1.3.- Investigar la posibilidad de realizar una generalizacion del modelo de
transporte, en términos del operador de transporte 7. Esto dltimo en
analogia con las notables propiedades que poseen el operador de inter-
ferencia Z y su adjunto Z*.
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