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Capítulo 1 

Introducción 

El problema de dcLern1im1r el movimiento de u11a partícula cargac.la. eu el 
campo de u11 dipolo magnético puJJtual es muy a11tiguo y l1a sido <le mucho in ­
terés debido a. que es la. primera aproxima.ció11 para el estudio del rnovimi e11Lo 
de partículas cargadn,s en el campo rnag11ético de la. ti erra. El problc1w1. fue~ 
formulado por primera vez por Stünuer [~rn] en 1907, y posLeriorllle11Le estu ­
diado por él y otros debido a. su concxióll con las auroras polares , la ra.d.ia ció 11 
cósmica. y los cinturones de Van J\llen. Ha.y gran cantidad de literatura. acerca. 
de este problema. Eu la Libliografía enlisto algunas referencias importa,uLes. 

El movimiento de una. partícula en un campo magnético es por lo general 
muy complicado y debe obtenerse por iutcgración nutTtérica. de las ecuacio11es 
diferenciales de movimiento. Dragt y Finu [12] rnostraron desde difere11t.es 
puntos de vista por qué puede esperarse que el problema de Stormer 110 

tenga m~s i11t.egrales de rnovitlli cnLo que la. energía. y la. proyección del rno­
mento a.ugular cu la. <lireccióu del dipolo. Una. demostración rigurosa. sobre 
la. no integrabilida.d fué da.da. por Noguera. [34] en un ca.so particular. Él 
demuestra la incusión <le! shift de Bernoulli como un subsistema. de las rnrie­
dades invariantes de la órbita. de Lya.puJJov en el punto de equilibrio a.isla.do 
(ver capítulo 3). 

En el caso especial de un campo rnaguét.ico uniforme, las tra.yect~ria.s se 
pueden obt.c11er explícit.a.me11Le. Como se sabe, las partículas girnn e11 u1Ja 
hélice alrededor de las líneas de campo magnético, cou frecuencia y radio 
de giro constantes. De mucho interés ha sido el movimiento de partícula.:; 
cargadas en campos que varían lentamente ( comparado con el radio <le giro 
y el período). Esto significa. que en el tra.uscurso de un giro alrededor de 
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Fig11r;1. 1. 1: Carga e léd ri u1 en uu campo mag11éLi co co ust.,lllte 

una línea. de campo, la pé.1rtículé1. H ? un campo aproxirnadamc11Lc collsLante, 

moviéndose a.proxirnaclamente en u11 círc11lo cuyo ceJJLro se des plaza lcllta ­

mente a lo largo de la s lín eas de fuerza y se rnu cve ní.pida1ue11Lc alrededor 

de las líJJeas. A ésta aproxiaw.c ióu se le llarné1. adiaLá.ti ca o del cellLro guía 

[l], [19], [3.S] . En er1rn¡>os magn ét icos dollcl e la.s lí11er1s de carnpo convergen 
(espejos 111ag11 é t.i cos) , las pa.rl.Ículas cargadas se re flejan e11 las regi oJJ cs de 
campo magnético fuerte y puede esperarse un movimieuto atrapado entre 

<los puntos espejo. 

Braun [5] demostró que el espacio fase d e una partícula rnovi é-mlose lJa.j o 

la influencia de un campo rnag11<~Lico d e un dipolo contien e un,1 rcgió11 que 

incluye la regióll adiabática, <loude l;is partículas está.n ,ürapa.das para tod o 

tiempo. La base de esta demostración es usar un teorema el e l'v1ose r que 

garantiza la existencia de soluciones cuasi-periódicas de las ecuaciones dife­

renciales de moviruie11to. Así , muestra que las partículas que está11 atrapadas 

adiabáticamentc está.11 <le hecho atrapadas para. todo tiempo. 

Vallarta y Lc111aitrc [2,1] , ['12] estudiaron el problc11Ja de SU,rrner y calcu­

laron la oricnt.aci6n en la cual podían i11cidir las partículas cÓsJ1Jicas sob re la 

superficie terrestre, llamado el cono permitido de la ra<liacióu cósmica. 

Graef y K usaka [1 G] resolvieron el caso ecuatorial explícitamente en té r­

minos de funciones elípticas. Sin e111bargo, el problema tridime11siona.l no es 
integrable. Frecuentemente se rcstri.nge el estudio del problern;i de Stünner a.l 
movimiento en el pl,1110 meridiano usando el hecho de que la variable a.7, im11La.l 
es ignora.ble en e l riarniltonia.110. El problema queda. reducido a. un sis tern;-1 
con <los grados <le libertad y una. co11sta.nte de movimiento (ver capítulo 2 ). 

Markellos y sus colaboradores estudiaron este ca.so [15], [27]- [33] y obtuvieron 

órbitas periódicas simétricas simples y múltiples en el pla.110 rneridia.uo, así 
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como sus parámetros ele esta.bilida.d e hicierou una clasificacióll en familias. 

Estudiaron talllbién la familia. asimétrica. pri11cipal [29] ( ver capítulo 5 ). 

Anteriormente, De Vogebere [I J] (basa.do e11 las ideas de Birklioff [2]) 

había int.rod11cido el conccpf.o de líneas de sirncLría en rnapeos de Poincaré 

para obt.c11er órbitas periódicas. Aullquc este 1nótodo fué poco usa.do e11 el 

pasado, lia resmgido rcciclltcrnellf.e corno un poderoso método p;-i.i·a obtener 

órbitas periódict1s y comprender 111cjor la di11é1mica de los sistemas din;1rnicos 

con <los grr1dos de liherf.ad y una, integra.] de rnovimient,o: el rnapeo estáJJdard 
[23] [3G], el prnblc111a. de tres cuerpos [7], el estudio de caos c11 dispersión 
clásica. pé1r;1 el prohlc1m1 d<'. St.éiruwr [22], <'1 trompo silllét.rico co11 un pu11t.o 

fijo en 1111 c;1111¡H) gravit.acio11al constante [8], el est.u<lio del rnapeo cuasicrisUd 

[37], el estudio <le una bolél de billar moviéndose entre una pared vertical y 
un plano i11cli11;ido bajo la acció11 del campo gravitacio11a.l [:JS], y final1nent.e 

en el estudio y clasificación de órbitas periódio1s en el problema. de Storrner 
[20], [21], qm.· se presenta e11 esta tesis. 

Eu este tn-1.li,1jo utilizo el n1é·todo de De Vogclaerc para estudiar el movi­

mie11Lo en el plallo 111eridia110, calculando varias líneas <le sirncLrÍ,t c11 el plé1110 

ele Poincaré (ec11a.torié1l) para diferentes valores <le) parámetro de Siéirmer. 

Queda aquí n1a11ificst.r1 lr1. irnport.r111cia de las líneas de simcLrÍél pues si11t.c­

iiza muchos t.ralia.jos a11teriorcs sobre bifurcaciones y a.parició11 de órbitas 

periódicas. Aclcmá.s proporciona una clasificación natural en familias. 

En el capítulo 2 presento las ecua.ciones de movimieut.o del problema.. Se 
analiza el ca.so ecua.t.oria.l y se pla.uiean las ecuacio11es de !llovirniento c11 el 

plano meridiano. En el capítulo 3 present.o una. descripción cua.lit.él.Liva. del 

movimiento y calculo las curvas de vcloci<la.d cero en el plano mcridia.uo. En 

el capítulo 4 utilizo el plano ecuatorial para iutroducir el mapeo de Poi11ca.ré 

y una factoriza.ción de este rnapeo en el producto de dos involucio11es básicas. 

Se definen entonces Ull co11juuto infinito de involuciones en términos <le las 

básicas, así como su conjunto de puutos fijos (líneas de simetría) y se demues­

tra.u varias propiedades irnportauLcs. EJJ el capítulo 5 presento u11 análisis 

de la dinámica de ciertas líneas de simetría. para estudiar la llama.da familia. 
principal y entender la. clasificación de las órbitas periódicas simples (períodos 

1 y 2) en el problema de Stürmer, (incluyendo las a.simétricas simples). Se 
hace una correspo11de11cia. con los trabajos <le Markellos y sus colabora.dores. 

Finalrneute, e11 el capítulo 6 estudio las órbitas de período 3, pa.ra las que 

obtengo la estructura. global en el espacio de parámetros. 
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Capítulo 2 

Ecuaciones de rnovin1.ier1to 

Considérese una, carga. q de masa. m rn ov ién<l osc e n el campo de uu dipolo 
magnético de 111ome11Lo l\1 , cowo se muestra. e 11 la figura (2.1 ). 

El Ha.milL011i a 110 es: 

con 

111 = ~[P - qA) 2 

2m 

mi·= P - qA 

donde res el vecLor de posición de la carga 111edi<lo desde e l dipolo (supuesLo 

puntual); Pes su momeuto conjugado y A= (M x r)/r3, el potencial <l .ipolar. 

Nótese que v = ji·I = J2n1 /m es consta.u te. El que la euergía ciuética 
se conserve se debe al hecho <le que la. fuerza. de Lorcntz es perpc11dicular al 
movimie11Lo el e lr1. ¡rnrtículé1 y entonces no efectúa trabajo. Se tienen entonces 

dos constantes de movimiento: el IIamiltoniano ( debido a que es indepen-

, .. 
/ 1 

/ / 1 

/ ' 
M .e __ __, 

I .-., 
/-·· ; ' . : 

/

' r - , ' 
·- ' ' J 

X 

Figura 2.1: Coordenadas de la carga en el campo magnético dipolar 
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diente del tiempo), y la proyccc1011 del rnomeuto allgula.r en la direcciÓll de 
M. 

lutro<lu;1,co a.hora un cambio a. variables a.dirneusio11ales, origiuaJ11Jc11te 

debido a Stornic r , q11e cli11JÜia. todas las cantidades físicas qu e enLra.11 c1 1 estas 

ccua.ciolles ( lll , l'vl y q). Esto se logra. utiliza.11do corno 1rnida.d de longitud la 
ca.n tida<l 

e intro<lucie udo bi.s rn.riables a.dimensionales u y s, definidas por: 

r = u C:1 vl = sC:1 (2. J) 

En estas variables el Ilarniltoniano resulta.: 

l[ Mxu] 2 J-1 = 2 p - _u_
3
_ (2.2) 

con 
/ A 3 

u = p - M x u/u 

donde pes el momento conjugado a u , y u'= du/cls es unitario ya que: 

dr du 
-=v-
dt ds 

así, H. de la ecuación (2.2) Lom,L numéricamente el valor l /'2. 
En seguida. introduzco coordenadas esféricas (u,,\, <p) con el ej<" z c11 la. di­

rección del mornc11to magnético dipolar, siendo ,\ la. latitud o variablr zcnital 

y <p la. longitud o w1ria.ble azimutal (figura. (2.1)). El Ha.miltoniano es: 

Ji = ! [p/ + 71~ + (71<P - cos
2
(,\)/u)

2
] = ! 

2 tL 2 tL 2 cos2(,\) 2 
(2.3) 

donde puede observarse <lirccta.rncnte la conservación del morne11Lo angular 

en la dirección del dipolo, ya que H no depeu<le explícitamente de <p. De las 

ecuaciones de Hamilton se obtiene que: 

2 2 d<p cos2 ( ,\) 
p<p = u cos (,\)-d + --- = 2,1 

s u 
(2.4) 

donde se lrn definido a. 11 c11 términos de la constantr. ])-.p - 11 se conoce como 

el parámetro de Storrncr y scrú de rnuclrn importancia en este traba.jo. 
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Una consec11cncia inmedir1.ta de !;1. existcllcia de la. iutegra.l (2. 11) es qu <> el 
movimiento de una. partícula cu el espa.cio puede resolverse como un movi­

miento con dos co11iponentcs: 

l. Un mc)\·iu1ienlo cu el pla110 meridiano co!l coorde11a<las {u , ,\) golicr11a<lo 
por la.s ccu;tcio11cs 

,, , 12 (211 )
2 G,1 2 cos2 

,\ 
ll - 1lA - ---'----'- + - - --- = Ü (2.5) 

u·3 cos2 ,\ u'1 u 5 

\ // '> , \' SÍll ,\ cos ,\ 4-y~ sin,\ O (º}_(lº) 
1l , + -1l , - , + ---- _ 

v ·' v 3 cos2 ,\ 

doude pri11la. sig11ifica derivadc1 respecto de s. 

2. El moviJ11ic11t.o de rotación del plano m e ridiano alrededor Je] eje ;;; ( di­
rección de M). Esta. rol.ación csl.;1r,Í dacia por 

211 
<p'= ---­

u2 cos2 ,\ 

1 
(2.7) 

Supóngase que se hau resuelto las ccuacio11es (2.5) y (2.6), <le 111a11era q11e 
el movimiento eu el plano meridia.no es conoci<lo. Para. especifi.ca.r comple­
tamente la dirección de la partícula. viajando en el espacio , se necesitará.u 

conocer dos a.ngulos [42), que pueden ser el ángulo O entre la tangente de la 
trayectoria T cu el espacio y el plano rncridia110 M, y el á.ngu]o 1¡ que fornw 

la proyección de T sobre M cou la. <lirccciÓJJ <lcl zeu.il (direccióu de ir eu la 
figura (2.2)). 

Pue<le demostrarse [42] que: 

2,1 cos ,\ ± sin O = --- - --
u cos >. u 2 

<londe + es para partículas pos.itiva.s y - para negativas, y que 

d>. 
ta11 17 = u -d 

1l 

(2.8) 

(2.9) 

Por lo La.nlo, si se conoce la. trayedoria. en el plano meri<lia.no, su direccÍÓJJ 
en el espacio en cualquier punto se podrá. conocer mediante (2.8) y (2.9) sin 

necesidad de resolver la ecuación (2.7). 
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Figura 2.2 : A11gulos O y 1¡. 
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2.1 Movimiento en el plano ecuatorial 

Si el rnovirnie1J L0 se limüa al plrtno ernatorial /\ = O, habrán <los co1J stanics 
de movirni c1 1to: 11 y 71<{:, y <l os grados de libcita.d v. y '-P, así que el 1novi 111ic-:: 11 Lo 
es integrable. Las crnaciones (2.3) y (2 .,J) con ,\= O se reducen a: 

I 

'-P 

/ 2 uu 

112 t/.3 

±(u'1 -41,¡u2 + 1l, 1u -1) 112 

<londe se lia. usa.do que p,, = 1.1
1 y ]}.\ = u 2 

).' = O. 

(2.10) 

(2.11) 

Puede verificarse l"éí.cilmcnt.e que Ull a soluciÓIJ de es tas ecuaciones es u = 1, 

11 = 1 y 1.p' = 1 que es una órbita periódica. ci rcular. Esta órbita es ii1cstable 
debido a que para 1 1 = 1, e l poteucia.l Licue u11 punto sill a eu u = J (ver 
capítulo 3) . Gracf y Kusalrn [J.G] c11coJ1traron la solución explícita ¡Mra el 
caso ecuatoria.l en términos <le funciones elípticas. Ellos demostraron que 
hay una regióu acotada de movimiento úni camente para 11 2: 1, y,-q_ue en 
esta región existe1J uu conjunto 1111rnerable de wdores de 11 > 1 para los que 
existen órbitas periódicas cerradas , mientras que para todos los otros valores 
de 11 > ] el movimi ento es cuasiperiódico. 

La ecuación diferencial de la trayectoria en el ecuador se obtiene clirni-
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nan<lo s <le (2 .10) y (2.11 ): 

du ✓ (-l )(21'1 - 1/u) = ±u4 
- 411u 2 + 41 1u - l 

( tp 

y por lo t.a11t.o: 

(2.12) 

<lon<le los dos signos se debe a q11e la. t.rayect.oria es silllét.rica. respecto a Ullé1 

líHea radial. Hest.ringien<lo la a.t.en ció11 a la. ra1m1 ele signo positivo, lé\. int.egral 
en (2.12) se silllplifirn illtroduciemlo la variable y <ldiHi<la por: 

y 2 = 1 + 2,J/u - l/u2 

es decir 
u-1 = (,-i) ± J, i 2 + l - y2 

La ecuación (2.12) queda: 

1/ 1 1 
tp = sin- 1

( '1o) =t= ( ~)( J 2 )1 + e 
v2 v2 1 + ,1 

donde 

I -J dy - J(l - y2/2)(1 -y2/(1 + 112)) 

El signo de (2.Jtl) está <let.errninado por la elección de signo en (2.13). 
Consideraré por separa.do los t.res ca.sos: 11 < 1, , 1 = l y 11 > l. 

l. /1 < 1 

Ponieudo 

cnt.ouccs 

y 
--;:==~ = sin 1/; 
JI+ 11 2 

I = J1 +,1
2 F(n,-¡f,,) 

donde F es la i11tegral elíptica de primera clase y 

~ 
sin a = k = V~ 

8 
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Entonces (2.13) y (2.14) resultan 

. -1 ( ¡ . . ) ')' 1 1,( / c.p = s111 .:s 1111/ · ::¡: J1 1 n,1 1
) + e (2.15) 

y 

(2.1 G) 

La.s ccllé1cioncs (2. J 5) y ( 2.1 G) s011 las ecuaciones para111dri cas de l..i 
Lra.ycct.m i a. 

De lc1 cc11ació11 (2.1 G) \'emos q11c u es 110 a cut.a.da y que la. Lrayectoria 
tiene dos direcciones a.si11t.óticas: 

y 

2. /] = ] 
En este cr1.so 1 Loma la forma.: 

J ch¡ 1 J2 + 1¡ 
1 = ' = -111 . 

l - y2 /2 J2 ( J2 - y) 

y de (2.14) y (2.13) 

. -J V l h + V 
c.p = s111 In ::¡: In lu ( v12 ) + e 

v2 2v2 2-y 
(2.17) 

y 

(2.] 8) 

Obsérvese que c11audo u - 1, y - h y c.p - CX). Puesto que la veloci­
dad es cousLa.nLe, a. la. partícula. le toma. u11 Liern.po inriuit.o alca.mmr el 
círculo uniJa<l. La. órbita no a.cotada ( externa al círculo) es asi11t.óLica 
al círculo unida.el y a. una línea recta. 



3. ,1 > ] 

Ponic11do y = ./2 siu -¡/J se obtiene: 

1 = V2F( n, -¡/·) 

donde 

sin a= J1/(1 + 11 2
) 

Por lo ta11 Lo (2.1:J) y ( 2. H) resultan 

( '2. J 9) 

(2.20) 

El rno\'i1nicnto t.cmlrá lugar eJJ uua de dos zo11as sepa.radas. Un,1. aco­
tada. por: 

(2.2J) 

y otra 1w acotada.: 

(2.2_2) 

En la. zolla. acotada. podrá haber movimiento periódico y cuasi periódico. 
Pa.r<1 que exista una órbita periódica., los períodos en u y <,-0 deben ser 
conrnc11sura.blcs. De (2.19) y (2.21) se obtie11e que 

(2.23) 

así qtH' si h(, 1) = 71/q , co11 7, , q u umeros enteros primos cHtrc sí, la órbita. 
te11dr¡.i q rizos y se cerrará. después de 71 vueltas. Puesto que h es una 
funciÚJJ mo11ÓLona dccrecicJJl.c de 11 [Hi] (ver figura (2.3)), e uto¿i ccs los 
valores de 11 que corresponden a órbitas periódicas forma.u un conjunto 
numera.be. En la. figura. (2.4) 1 se muestra. una trayectoria periódica. con 

p/q = 1/5. 

1 La figura (2.4) se obLuvo uLilizando alguuas iden(.idadcs de las funci oues elípLi cas y u11 
método iterativo <le funciones racionales desarrollado por el Dr . E. Piiia. 

10 



.. . }f 

., . 

.. 

:\ 
·' 

xí ________________ _ 

,,. 

.,, 

r, 

. Y:- . 
,: IJ " , .~ ~: .:..s Jfl 
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Figura 2.4: Órbita periódica con p/q = ] /5, en 1 1 l.037GS 
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2.2 Ecuaciones d e 1n ov im ie nto e n e l p lano 
m erid iano 

Si se supone <!'lC el IL11nilLonia110 en (2.:3) depende única.me11Le de las va.ria.bles 
(u , >-) que ddi11c11 el plano rneridia110, ltabr.í, que resolver un problcuia con 
dos grados de libcrl.ad _y u11a co11sl.;111Lc de 111ovi111ie11Lo: lJ . En lu qu e signe. 
enfocaremos ];1 ;1Le11ción al movi1nic11Lo c11 el plano rneri<li,1110. Debe t.cnersc 
en meJJte, si11 Clllba.rgo, que uua. órbiL,1 que es periódica. cu el pla110 lllcri<liano , 
genera.lmeni,c 110 lo será e11 el espacio t.ri<lime11sio11al. 

Las ecuacio1l('S de movimienLo e11 el plano rneri<lia.110 (2.5) _v (2.G) 110 so11 
in Legra.bles c11 térn1i110s de funciones couocidas ( excepLo en el ca.so A = O 
anLes rne11cio11,1do ). Puesto que uti]i ✓,aré métodos nurnóricos para resol vcrl,1. 
será conve11ic11Lc cfcc.t.uar una úlLima trasforn1,1ció11 debida a. Stormcr: 

]_ X 
-e 
2,1 
>, (2.24 ) 

1 S 3 -2.1' 1 
1 .(7 1 l e < .S 

con el 11uevo Ilmniltoniano: 

] llC2,· ] ( J ) 2 
E= ;:-[11;. + p_, 2] - - + - (A) - e-,: cos(>-) = O 

2 2 2 cos 
(·) ')'-) ~-~<> 

donde ::i; = Jln ,\ = 71,, y a= 1/(211 )'1. Aquí un pu11Lo sobre una ldra sig11ific..1 
derivada rcspcdo de e7. Esta es una tra.usformació11 conforme de Gomsat 
que cambia. coordenadas polares (r, ,\) en el pla.110 meridiano a coordcna,clas 
cartesianas (:i:, >-), y t.iene la ve11Lr1.ja de sacar la singularidad u = O de la. 
regió11 fin ita. Lis cc1rncioues de movimiento resu ltan: 

• ('.L2G) 

con la i11Legral de movimiento (2.25 ). 
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Capítulo 3 

Curvas de velocidad cero y 
descripciór1 cualitativa del 
movi1nie11to 

El Harniltoni a.11 0 (2.'.1) describe el 111ovi1uie11Lo Je uua parUculét. e11 el plano 

meri<lia.no con JJ .. ,., = 211 un par~mctrn. Éste se pueJ e escribir como 11 
T + V <loncle el pot.cncia.l es 

V_! ( 211 _ cos( ,\))
2 

· - 2 11. cos(A) u. 2 
(3.1) 

Calcula.mio la. Jeriva.da, direccional de \/ en la clirecciÓll de u, se obLie11 c: 

21 1 cos,\ - 2,1 2cos,\ 
u · vv = (-- - --)(--- + --) 

'll cos ,\ u2 u 2 cos ,\ 1/1 

que correspo!ldc a uua fuerza. ra.dia.l repulsiva (da.da. por - u· v\/ > O) si 

11 < O, a.sí que no pueden existir órbi Las a.trapa.das ni periódi cas. En lo 
sucesivo consideraré sólo valores positivos el e 1·1 . 

Obsérvese también que V es 110 negativa. y que Lom a su valor 111ínimo 

V= O cuando 
2,1 cos ,\ 

------=0 
u cos ,\ u 2 

es decir, a. lo largo de la línea de puntos críticos 

21·1 u = cos2 
,\ (:J.2) 
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que es t.arnliié11 l,1 ecuación de una lí11ca ele c.;:irnpo y a Ja. que se le d enoinina el 

"ilwlweg" <lcsdc Stclrn1er. Cuando ')'i = l, lia.y a.demás u11 punto de equilibrio 

aisla.do e11 11. =],,\=O (ó :i: = log2, ,\=O). 
La partí cu l;-1 es Lar~ rcst. ri11gida a moverse en la región O ~ \/ ~ fj . 8s t;-1 

región k11dní tres f'orn1<1s dependiendo ele- ~i 11 es 1neuor que, igual a o 111a.yor 

que l. 
Para analizar ésto, calculernos h1s curvas de velocidad cero haci endo 'J' = U 

o V= 1/2 : 

( 
21 1 cos.\) 2 _ 

------ _] 
1/. cos ,\ u 2 

entonces 

'l,·,11 ·1L¡ COSA - COSA = (U'l 

donde e= ±l. Si defino w = 21,111 y b = 1/(21 1)2 c11Louces: 

cl,w2 
- w / cos(,\) + e.os{,\) = U (:_L:] ) 

Esta ecm1ci<Í11 tiene cuatro soluciones , pero una. de ellas 110 tiene signiftcaclo 

físico pues dá w < O ( es decir u < O). Las otras 3 son 

] / cos(,\) - J] / cos2 (,\) + 4b cos(,\) 

-2/, 

l / cos(,\) - J l / cos2 (,\) - 4b cos(,\) 

2b 

1/ cos(,\) + J.1/ cos2
(,\) - 1Jbcos(.\) 

2b 

(3. 11) 

El radical en w 1 es positivo cuando,\ E (-1r/2,1r/2). El ra<liud c11 w2 y 

w3 será positivo si 1/4b > cos3 ( ,\). Cuando b 2 1/4 (ie. 11 ~ 1) , las curvas 

w2 y w3 se tocan eu un punto, y cuando b < 1/LJ, no se tocan cu uinguu 

punto y resultan dos zonas <liscouexas. 

En coordenadas cilíndricas 

(' = 1L cos ,\ 

u sin,\ 



111 ,-----------------, 

'" 1 

1 

, .. ' ~-, 
1-----:::::________ 
; --...______ 

·111 I ""--" 
¡ ' 
1 
1 

l . ~ 1.1, p !. •i 

Figura 3.]: Hcgió11 de llill para. 1·1 - •· O.S (111 a.rc.1dc1 con X ). SI Ll1alweg se 
muestra. co11 lí11cc1 i11l.errurnpida 

l.?a--------------~ 
I 

,' ! , 

f.?!-

/ 

\ 

-1.u--------------~ 
1.11: ti! l .! l ,.:"! f :.!! 

figurél. 3.2: Región J e Uill pa.ra 1·1 = J.O. 

!.Z:..--------------~ 

/ 
/ 

, 
/ 

,/ 1 
/ ! 

'"¡~ .!~XI i 

··¡ ~ 
-f-'¡_~::------Ll-1 ---,~..,----,_,,.___ __ __,Z.E 

5' 

Figura. 3.3: Región de Hill para. 1·1 = 1.1. 
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las ecuaciones (3 .4) resullan 

w 1 (u/p-Ju2/p 2 +4bp/v)/(-2b) 

w2 (n/p-Ju 2/p2
- 1lbf1/v)/(- 2b) 

H 1 1 (11./ p + Ju2 
/ p2 

- '1 1ip/u )/(-2b) 

donde u = J ¡,'2 + z 1 . Est.a.s coorde na das las utilizaré para. g raJica.r la s Lra­

yectori as e n el es pacio de confi gura ción (pl a.11 0 rn e ridi a.uo ). 

En las fi g urétS (3. J) a (3 .3) rnu cst. rn cu 1Tas Lípi ca.s corrcs po ll(li e 11 Les ¿-1 

1'1 < 1, 1 1 = 1 y 1 1 > J respccL ivé1111 c nLc eu e l pl a.uo J1Je ricli a 11 0 (p, .:-) (o 
(u , >.)). La. regic',n pc nni t ida \i ~ JI es l,1 ll a rm1 da reg ión de ll i ll , es dec ir , la 
r egión en el cs p,1r io de c:o nfi g 11rn ció11 d o nde e l 111ovi1J1i c 11Lo csLÚ. pcrrni Lido. 

En el c ,1.so e n <JII C 1 1 >> l , la pa.rLícul a es La.rá a.tr,1.pa.da cerca. de l rn í11i1110 
<lel poteu ciéd y oscilará. alred edor d el U1a.l weg , ec. (3.2). B r ,w11 [5] es tu dió 

es te ca.so , y de JJJ os tró varios hechos que inLui Livame11 Le pued cll esperarse. La 
carga se mueve cnLre <los pun tos espej o en la.dos opuestos a l pla.11 0 ecuato­

rial. PucsLo q11 e s u ve locidad v es con s t a.111.e, cuando la carga se 1J111 eve él 

regiones d e l,üit.ud eleva.da , la. rnagniLu<l d el campo magn ético y la frecuen­

cia de ciclotrón se elevan mic11tr<1s que e l radio <l e giro disminuye a.s í qu e la 

partícula. gira. r,ípicla.rnente en u11 movirniento oscila.torio alred ed o r <le l Ll rnl­

weg. En és ta. aproximación, Bra.un muestra que los cruces con secu t ivos <l e 

la trayectoria con el tba.lweg forman una. succsió11 monóton a qu e ti e nde a 

7r /2 conforme a.umellta. la latitud . Cuando la. carga. regresa. ba.cia. el ec 11 a.cl or, 

estos ángulos d e cruce decrecen 111onótona.rneu t.e (figura. (3.4)). E l rcs ul ta<lo 

más importante a.l q11 c él llega. es qu e cxis tc 11 movimientos cuas ipcri ó cl icos 

(toros inva.ri a.nLcs ) mny próximos al thalweg (o lín ea. de campo) qu e p11 edeJ1 

a.cerca.rse a.l dipolo tanto como se quiera., y que atrapan a. la. carga. pe rma.­

nentemeute. Un corolario de ésto es que d eben existir infinitas solu cion es 
periódicas en la. zona. acota.da. de la. región d e Ilill cuaudo 11 ~ ] . 

Otra. cuestión de mucho interés ha. sido la. exisLeu cia. y uni c id a d ( para 
cada valor del pa ra.metro 1 ,) <l e una. órbiLa que e J1Lre a.l dipol o. SL<>rn1cr [<J]] 
encontró un d esarrollo form al e n series que , s i converge, re presenta.ría. uu a 

trayectoria que ll ega. a. la singula.ricla.cl u= O,>.= ±1r/2 (ver capítulo 5 ). C on 

este desarrollo, auna.do a. una gran cantida.<l d e cálculos numéri cos, él conj e­

turó la existencia y unicidad de una órbita que e 11Lra. al dipolo. Mahnqui sL 

[26] probó la existencia. de al menos una. de La.les soluciones cuyo <l esa.rroll o 
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Figura. 3.'J: Tr;i._vcct.oria de lél cñrga p<1.ra. 1·1 ~ l. La. carga oscila nípid.-1.111e11tf' 
alrededor de t.l1alweg y rclJOLa c11Lrc dos puntos espc~jo c 11 la.dos opuestos al 
ecuador. 

asi11t.ót.ico f11c~ d;ido por lrt S<'l' Jc forrllal de Stürrncr. Fi11<1l111cJ1Le. Br;w11 [G] 

dió una dcrnostració11 é1.llcrnativ,1 para la existencia de una órbit..1 que entra 
al dipolo y unél. c1u e sale de él, y luego mostró s11 Ullicidad. 
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Capítulo 4 

Secciór1 de Poincaré y líneas de 
sin1.etría 

l'vli objclivo es estudiar las órbitas periódi cas en el plano meridiano, cuyas 

ecuaciones de n.10vi11Jicnto está11 da.das por la ecuación (2.'.W) con la cv11 sLéu1Le 
<le movimic11t.o (2.25 ). Para. ello , introduzco la sección <le Poiurnrf· en el pla110 

>. = O (ecuatorial) que denotaré por p, intersecta1?<lo la. tra.yectoria. fose de 

coordenadas :r 1 = :i: , .1: 2 = >. , :r3 = :i: y :i· ,1 = >. con el plano ri. Cada 
intersección del puJLto fa.se cou el pla.no de PoinC<1ré deja u11 punto c11 p. 

Un pu11t.o x = (:i: 1,:i::j) e11 pes suficiente pa.ra d efinir la.s co11diciones 

iniciales ele la. órbita. en el espacio fa.se puesto que x2 = O y x.1 se d cri va. de 

la ecuación (2.2.J) salvo un signo. Escogeré e l signo positivo de :z:,1 en las 

condiciones ini c iales. 

Sea x un p1111t.o e11 el plano de Poinca.ré ~0, y sea.n Tx , T2x , ... , ctc.!;1.s 

interseccio11cs sttcesiva.s de la. trn.yectoria. fa.sc con ri. 1' es el operador de evo­

lución temporal y es uua. transformación ca.nó11ica.. Coucret.amente, aplicar 1' 
a un punto en p significa int.egra.r numéricamente la.s ecuaciones diferenciales 

(2.26) co1i ese punto como condiciones inicia.les , hasta encontrar el siguiente 

punto de cruce con el plano p. 
El problema. <l e eucontra.r solucio11es periódicas d e las ecuacioucs. difere 11 -

ciales (2.26) es equivalente a determinar los punt.os fijos de la tra.nsror111aci<Í11 
T del plano >. = O cu sí mismo. 

Si n es el entero positivo más p equeño tal que Tnx = x, se <li ce que el 
conjunto O= {x, Tx , . .. , Tn- 1x} es una. órbita periódica. de período n en e l 

plano de Poi1Jca.ré. 
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Si se paramcl.ri7,a la. matríz <le Floquei L <le la órbita periódica. en la. 
forma de Caylcy-l\lein [3G]: 

L=(a+d c+b) 
c-b a-d 

cou la condición <le que se preserve el ,Í.rca. dada por: 

ª2 + b2 _ c2 _ d2 = J 

se t.e11drá.11 t.r<'s <'i1sos p;ira los <'XpoIJe11Lcs característicos de Floqud: 

] . Esta.l,le ú elíptico: Los é1.11Lova.lorcs de L s011 complejos coJ1j11gados 

o = exp(±i A) 

y el pé.1rá.111ct.ro a= (l/2)LrL se puede expresar eJJ Lérmiuos del éÍugulo 

A COllJO (/ = cos 11. 

2. liiestablc o hiperbólico: Los auiovalores de L son reales y diferentes 

o= Eexp(±A) (E=l o -1) 

y a= E cosh A. 

3. Parabólico: Los autovalores ele L son rea.les, iguales y de rna.guiiud 1 

o·=E=a 

lniroducic11do otrns dos parámetros reales fl y C por 

b si11 A cosh B 

e sin A sinh B sin C 

d sin Asinh B cos C 

L(A, B, C) es u11a. representación del grupo de roia.ción pues 

L 7 (A,B,C) = L(qA,B,C) ( 4.1) 

Considerando e11 4.1 los va.lores de q y p tal que 

qA = 21rp (p < q; p, q coprirnos) 
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entonces la potencia q de ], resulta la ma.tríz uJ1iclad 

Lq(A,B,C) = L(21r,B,C) = 1 

Así, 11 <·s d ;Í11gulo promedio que rot.a.n los puut.os vecinos a.l pu11to 
periúdico (de período q), cuando los ¡>t11ltos vecinos se tra11sfon11a11 111cdia.nte 
la rnatríz li11cariza.da L de 1'q en el pu11l.o periódico. 

Cuando l;1 transformacióu '1' se puede escribir como el pro<foct.u de dos 
involucio11es: 

clou<le 11 11 = 10 / 0 = J (ic. 10 e / 1 son i11,·olucio11cs), se Jic1· q11< · './ ' es 
re\'crsiblc. Es!c tc~rmino es 1111a µ;c11cr,1.liz,1ci¿Jll d<· tlll ca.so que SC' 1~11cu c11t.ra 
frccue1d-c11H . .' 11t.e en la física: si la tnu1sfornmció11 ]' <'st..-í ddcrmin,1d;-1. ¡ior 1111 
lla.milto11ia110 cu;-1driÍ.t.ico en li1s velocidades, cn1.011ces ]0 e 11 = '1']0 so11 l,1 
illversión c11 l.i. vclocid;id y en el t.ic111po respcc-t,i,·a.rnc111.c, pues J'- 1 = /0 7'[0 , 

y el siste111a es reversible. 
A 'J' se le ll,111i,1 u11,1 t.ra11sforn1ació11 si111<~tric;1. respecto de 10 . 

El problema de Stormer Licue la simetría. 

o en el pla.110 de Poincaré: 

10 es una. involución pues 

lulo = 1 

(4.2) 

La fadoriz,1ci<Jn de Ten el producto de <los involuciones fu<~ iutroduci<la 
por Birkhoff [2], [3] y ampliamente estudiada. por De Vogela.ere [11]. Si 1' se 
fadoriza., se puede definir la transformación Ji pa.ra. j 1111 entero .-ubilrario 
por: 

l_i =Tilo 

que tarnbié11 es tilla. iJ1volución pues: 

Nótese que T- 1 

(lol1)T = 1 

]Ji= 1 

lof 1 pues 'f'(/u./i) 
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El co11ju11to de transformaciones {J_¡, T"}, con j y/.: en Z (corno es usual 
Z es el co11ju11Lo de los enteros) , es un grupo infinito discreto [:JG] con la 

representació11 

'J'.1 h 
1)1. 
l ·Tk 

.1 

J_i+k 
Tj-k 

lj-k 

(,1.1) 

(4.5) 

( 4.G) 

Se <leíi11<' al1ora el suhco11ju11lo I'j ele p co11Jo el co11junto de puntos fijos 

bajo lj: r.i = { X E PI l _jX = X}. rj es UJ)il. lí11ea que puede ser disco11Lí11ua1 

corno e11 el prol,lc111,1 resf.ri11gido de tres cuerpos [7]. J\ r j se le lla.rna b1 
línea <le silllct.rí,1 j [:.lG] . En el problc111.i. de St.é,rnwr las líucas de simetría s011 

contínuas. De11of.a11do adcrnás por Pn al co11juuto de puntos fijos Gajo 7'": 

Pn = {x E pjT"x = x} 

se puedell clcn1ostrar ;i.lgu11a.s prnpicda.<lcs importaJJtes , par;:i j, k , l y 11 enteros 
arbitrarios: 

l. Si X E I'j n l\ :::} 7'1.i-klx = X. 

Esto se sigue direcLa.me11te <le que J_ih = '.l'j-k_ Si x E l'j n l\ ⇒ 
ljX = X y J kX = X:::} rj-/;x = X :::} X E pb-kl. 

Por lo tanto , si un punto está en la interseccióu <le <los líueas de silllelría, 

<ligarnos rj y rk, entonces el punto x es periódico y su período divide 

a IJ - /,j. 

2. Líneas de simetría se nrnpc,rn bajo 1' ó 1 en líneas de simetría: 

DEMOSTRACIÓN 

T"fk 

],J\ 
I'2n+k 

f2n-k 

(4.8) 

(4.9) 

S E I, l - - I I) · J - 7in+k1 - · l· ea X k =} 1.X - X - n+k-nX. el O n+k-11.X - -nX pol el 

ecuación (11A), y entonces x = T"+"J-nx = yn+k l 0Tnx. Aplicando T" 

1 Condicio11es para. la continui<la<l de rj están dadas ell [J J) pag . 7'2 

21 



en a111bos la.dos: 1'2"+"J 0 T"x = 'l'" x. E11tonces 1211+1.-'l'"x 

clecir l'"x E l 2n+k· Por lo t.a11to 

1 '"x , es 

( '1. 1 O) 

J\ lwr;1. S<',1 x E !"2,,+J.·· Veré que T-"x E f 1. . Se tiene que 12,,+1.- X = 
X ⇒ 111+1.-'/ '- nx = X por (11.0) , entonces rn+k fu7'- " x = X. j\pli c-amlo 
r-ll C ll a111bos lodos : 'J'l.- luT-n.x = r-"x , por lo tanto r-"x E l 'k, es 

dec ir : 

con lu que qued a. deuwst r;1du (,1.~)- Aná.loga.rnent.e se J e11111 cstr.i (4 .9 ). 

La cc 11<1 c i<Jll (·J. S) es mu y útil pu es perrnit.f' calcular todas las lí11 c;is 
pa.rcs e11 l1ase a. la línea 1'0 , silllplemc nt.e itcníudola. co11 './' : 1'2 = './'1'0 , 

I',1 = 7T2 • . .. de. Sin1ilarrncnt.e, r'¡ genera !.odas lcts lín eas iJJ1pares: 

f :1 = '.lT 1 , r\ = 1T3 , . .. etc. 

Como 111 1 ca.so p a.rLi cula.r de (4.!J), se t.icnc ]¡¡, siguiente propiedad . 

3. loI'n = f'_,, 

Esta prnpicdad dá. una manera. sc11cilla J e calcular las líJJ eas ucgativa.s. 

4. Si x E I'j n I'_; +k cut.onces x E I'j+lk para todo l E Z ( corno es usual, Z 
de11ota. el conjunto de enteros). 

DE~IOSTHACIÓN 

Si x E 1\ n l'j+k ⇒ l _¡ x = x y I i+kx = x. Por ( 4 .5) se tiene que : 
lj+klj X = '1'1.-x = x , es decir x es un punto fijo de '.7' \ a u11qu e su 
período puede ser un divisor de k. Así , T/1.-x = x pa.rn todo l E Z. 

Además , puesto que x E I'j ⇒ 7'-i J 0x = x y aplicando T 1
" eu ambos 

la.dos de la. igua.lcla.d se obtiene: 

111·+11.-1 I ylk 
uX = j+JkX = X = X 

por lo ta.11to X E rj+lk· 

5. Sea x 1111 punto de una órbita de período k e11 el plano de Poin ca.ré p. 
E11tonces la. órbita es invaria11tc respecto de 10 si y solo si x está en la 

línea. de simetría I'j, donde O ~ j ~ k - 1. 
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DEMOSTHACIÓN 

La. órbit.;i O de x es invarÍélllk respecto de 10 {=? 10x E O {::? :3j E Z, 
O :S .i :S /,: - 1 tal que lux= T-ix {=? T i lux= x = Jj x ic. x E r.i· 

G. Sea x E 1 '., un pnnto d<' u11t1 órbi(.¿1 de período k:, con O :S s :S k -
y S<'a / nn e n(.cro ,HIJitra.rio dado. E111.once.s algun puuto de la órbita 
ele x csl.;1r,i sobre la línea r,, siendo l,1 ú11i ca resl.ricción svbr(' l que 

( t + /, - s) sea. pa.r. 

DEi\1C>STHA C IÓN 

Corno X E 1\, l sX = X, y c 11(011ces J.,x 
Aplicando 11 en arnhos lnclos se olJl.icrw: 

Ahora , debido a (4.'1) , 

J 'J '(/+k-.<)/2 ¡ 
tX = .. (t.-k+s)/2 X 

pa.ra. l E Z t.a.l que ( l + k - s) sea par. 

Usando (,1.G) en (G) se tiene q11e 

y susLiLuyen<lo en (G): 

Por otro la.do, T 1' x = x , así que b1 ccua.ció11 a.uLerior resulta y puesto 

que Tkx = x, se tiene que: 

y por lo (.a.n Lo: 
T(t+k-s)/2x = liT( t+k-.<)/2 

es decir , T(t+k-s)/ 2x E I t, domle k es el período de la. órbita. de x , s es 

un euLero La! que O :S s :S k -1 y t es cualquier entero La] que (i + k- s) 
es par. Como corolario se tienen las Lrcs siguieul.es propiedades. 
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7. St1pó11gt1se q11c x es 1rn pu1l10 de 1111a órliit.rl i11va.riél11t.e con respecto a. 

10 eJJ el pléll!o Je Poi11 ca.rt y co11 período k. E1Jt.onccs ocurre una. y solo 
una de las siguicJJtes posibiliJa.<les: 

La. órlJita tic11e 

(a) Uos p1111tos , y solo dos, sobre I' 0 y ninguno sobre 1\ si k. es par. 

(l.,) Dos puntos, y solo dos, sobre 1' 1 y uinguuo sobre T'0 si k. es pM. 

( e) ll 11 1ínico punto solJl'e 1'0 y otro tÍJJi co punto sobre r 1 si k. es irnpar 

(cxc-pto c11 el caso n = ] , do11ck· el lllislllo punto estri r.n 1'0 y e11 
1'1). 

DEl\JüSTH 1\ C JÓN 

(i!.) S11pó11gasc q11e /.; <'S par y que x E 1\, s péi.r. E11t.011ccs f + /,: - s 

es p;ir sólo si l es péH o cero , ic., por !;1 órbita periódica. d<.:: x sólo 
p;1.s;111 líneas p,1.res O la cero. l)or lo 1.éi.11Lo liay llll p1111t.o )' = 'J'"-x 
de la órbita que está en l'0 : ] 0y = y, y por (4. 11) 

'] ,1;¡21 - - '],/: -k/'2Y - Y - · Y 

j' aplicando r-k/2 rcsult.a 

J 1•k/2 
-l.-/2Y = Y 

y por (11.G) 
luTkf2y = Tkf2y 

es decir, 7•k/2y E I'0 y la órbita Licue <los puntos en J'0 y ninguno 

c11 J'1 (lli c11 ninguna. línea. impar) . 

(b) Supóngase que k. es par y que x E r . ., s impar. Entonces l + k: - s 
es pa.r sólo si tes impar, es decir , por )a, órbita. periódica. de x sólo 
p;1.sa11 líneas i111pares. E11 partic11l,1r, el p1111Lo y = '.7'( 1+k-.,J/2x E 

1 '1 : 11 y = y y por ( 1J .'I) 

'J,kf2¡ 'J'k 
J-k/2Y =Y= y 

entonces 

1 1,k/2 
1-1./2Y = Y 



y aplicando (4.G) 
li Tkf2y = 1'k/2y 

es decir, 7'k/2y E 1'1 y la órbita tiene dos puntos en 1' 1, y 11inguno 

CII ro (ni en 11i11gu1Ja. IÍllCél par). 

(c) S11póngase que k es impar y que x E r .,. 
Si ,<; es p.1.r , e11t.onccs l + /.~ - s es par si l es 1111p,u . Sl'a y 
'/ '1 ➔ k- s x E r1 l ic. 1 tY = y . J\ plirnJJdo ( 1.G) 

](k+ 1 ¡¡/f'(k- 1 )/2y = y 

y por (4.11) 
7'(/.+J)/2 fuT(k-1)/2y =y= Tky 

pues y c·s de período k. J\plicamlo 7'-(l.-+l)/2 se obti e ne 

es d ecir, 7'(k-J)/2y E r1. 
J\11áloga111e11te se demuestra que si s es impar, l1a.y mi punto y = 
Tk-sx E I'o y otro punto T(/.+J)/2y E J"'¡. 

8. Por los puntos de período 1 simétricos respecto a ]0 pa.san todas la.s 
líneas de simetría 

9. Las líneas r11 y 1'"+1 sólo se i11tersccta.n eu puntos sobre 1'0 

Como ya se l,a.bía dicho , el problerna. ele Stormcr tiene la. simct.rh: 

de manera. que I'0 es la. lí11ea :i: 3 = O. 

Por otro la.do , si un punto fa.se (x 1 , x 2 = O, x 3 , x 4) E p al tiernpo t = O 

evoluciona con el flujo al punto (:1:1 , :r 2 = O, -.-r3 , -:r,i) E r éd tiempo t = r, 
ie. Tx = 1'( :r1 ,:r:i) = (:1; ¡,-X::i), cnt.011ccs e11 l = r/2 el punto r,1.sc toca. la. 
curva. de velocidad cero, y la partícula regresará por la. misma trayectoria con 
velocidad opuesta.. Nótese que x E r _1 pues L 1x = 10Tx = 10(:i.:1, - :1:3 ) = 
(xi, x3) = x. Se sigue también que Tx E r 1. 

Por lo tanto, para calcular f 1 , sirnplemente se toman puntos cou con­
diciones iniciales sobre la curva. de velocidad cero y se eucuenLra su primer 
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cruce con la secc1on de Poinca.ré. La.s otnis líneas se calcula.n utilizando las 

propiedades 2 y :J. La. propicda.<l 8 se muestra. en forma. gráfica c11 la sección 

5.1. 
Se utilizó u11 métoclo Runge l< uUa. orden 4 para. integrar la.s ecuacioucs 

de movirnic11to (2.'.W) y calcular el JJ1a.p<·o T de Poincaré. 

La.s órliif.as ele período impa.r n se dcbeu it.crn.r 2n veces para obtener 

la. órbita periódica completa. en el espacio fase: cuando la. órbita se itera. 

n veces, rcgrcs;1 a.l rnisrno punto e11 el pla.110 de Poincaré pero con .T ,1 de 

signo o¡rnesl o ,d origi11al ( pues 11 es impar). Estas órbita.s periódic,).s so11 

tra.yectorir1s l.;1111bic:11 si111él.ricr1s r·11 el espacio de configuración pues tic11e11 

uu puuto x E 1'0 do11d<· l,1 p,i.rtícula crnza perpc11dicularme11Le ;il ccu.idor, y 
otro p1111Lo ' f'(ll ·) IJ/2x E r,. así <¡11<' c11t.n· 7'(>1-IJ/ 2x .)' 'f'(n+IJ/2x la Lr;1y<'dori,1 

de la. partíc1il;1 t.o, ;a la curva de velocidad cero y regresa sobre sí 111is111;1 

produciendo un ext.r<'tnO abierto de la. trayectoria. Al iterarse '1n veces, La. 

trayectoria. se reconc cu sentido opuesto, produciemlo el otro extrcrno abierto 

simétrico al pri111ero. Por lo ta11to, lci.s órbitas de período impar son abiertas 

[30] y simétricas en el espacio de co11íig11ra.ció11. 
Las órbitas de período par n con dos pu u tos X E fo y T"l 2x E ro. 

cruzan en esos pu11tos a.! ecuador perpendicularmente, a.sí que son cerradas 

y simétricns en el espacio de configmación. 

Las órbil.a.s de pC'ríodo par n con dos pu u tos x E r'1 y T"l 2 x E l 'i to­

can la. curva. de vclocida.d cero en dos puntos no simétricos en el espacio de 

configuración. Puesto que 110 ticue11 ningún punto en r 0 , nunca crú ✓,a.n al 

ecuador perpe11dicula.nnente. S011 órbitas abiertas y a.simétricas en el espacio 

de configura.ciún, a.1111c1ue son simétricas respecto a lu en el plano de Poinca.ré. 

En lo sucesivo, cuando se diga que una órbita. es simétrica. o a.simétrica 

se entendení que lo es en el espacio de coníigura.ción (u, A) : coordeua.da.s 

polares ( en el pl,1no meridia.uo ); (fl, z) : coordenadas cartesianas. 

Finalmente, puesto que E= O y x/ 2: O e11 la. ec (2.25), la. región permi­
tida en el pla.110 de Poinca.ré es: 

• (4.13) 

Todas las líneas <le simetría. deben de estar en el interior de esta. región. 

Forma.s típicas se rn11estra.n en las figuras ( 4.1) a. ( 4 .3) para 11 < 1, 11 = 1 y ,1 > 1 respcctivamen te. 
La frontera de la región permiticla ( cuando se cumple la igualdad e11 la. 
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ccuac1011 (·'l. 1:J)) c11 p se dc110Larcí. por E y rcprcsc11l.a. llloviu1icnt.o ecuatorial 
pues >. = O _,. :!' 1 = ]' ,\ = O. 

28 



Capítulo 5 
, 

Orbitas periódicas 

Stormer [40] encontró que había una infinidad de movimientos periódicos 
en el plano meridiano, entre los que cabe distinguir las órbitas que tienen 
la propiedad de intersectar al ecuador en ángulos rectos (órbitas simétricas). 
Sus cálculos numéricos le dieron una estimación de que estas órbitas deberían 
existir para 11 > 0.3535, refinándolo después a 11 > 0.5. 

Lemaitre y Vallarta. [24] demostraron que no podían existir órbitas pe­
riódicas para 11 < O. 783. También encontraron que la llamada órbita "prin­
cipal" externa (ver sección 5.1) sólo existía. en el rango 0.783 < 11 < l. 
El límite inferior fué refinado posteriormente por Lemaitre [25) a O. 78856. 
El valor 11 = 1 corresponde a la órbita circular en el plano ecuatorial. Fi­
nalmente, Godart [14] demostró la existencia. de soluciones periódicas para 
11 > ,1· = 0.788541. 

En lo que sigue presentaré un análisis de 1-as líneas de simetría y órbitas 
periódicas cuando el parámetro de Stormer 11 cambia. 

Se relaciona también la forma de las órbitas periódicas con el estudio de 
regiones hecho por Graef [17]. 

En la primera sección se calculan las líneas r _6 , •.• , r 0 , •.• , r 6 para al­
gunos valores de 11 y se estudia la llamada. familia. principal fo de órbitas 
periódicas. Como se verá, muchas de las propiedades presentadas por Piña 
et. al. [36) se aplican a este problema. Así mismo, muchos de los resulta.dos 
conocidos para el problema. de Stormer y sus órbitas periódicas se obtienen 
de manera natural en base al estudio de las líneas de simetría. Se hace una 
correspondencia con los estudios del grupo de investigadores griegos [28]-[31] . 
Se muestran las líneas de simetría. cuando 1·1 es cercano a 11 •. Después se 

29 



presenta el nacimiento de la familia principal fo y sus bifurcaciones. Se verá 
que la tangencia entre líneas de simetría indica un punto de bifurcación. 

En la segunda y tercera sección se enfoca el análisis a dos líneas particu­
lares: r 1 y f 2 . El seguimiento de estas líneas al cambiar el parámetro 11 dá 
la estructura global de las llamadas órbitas periódicas simples 1 

: 

l. De período 1 .- Son órbitas simétricas abiertas denotadas por fo , f2 , . . . , 

Í2n • 

2. De período 2 con dos puntos sobre r O .- Son órbitas simétricas cerradas 
denotadas por f1 , Í3 , . . . , Í2n+1 • 

3. De período 2 con dos puntos sobre r 1 .- Son órbitas asimétricas abiertas 
denotadas por a1,1, 02 ,1, .. . , a n, I (l E Z ). 

En el siguiente capítulo se estudiarán las órbitas de período 3. 

5.1 La familia principal 

Se calcularon varias líneas de simetría para. diferentes valores del parámetro 
(ver figuras de este capítulo y el siguiente). 

f 1 está formada por dos ramas espirales que corresponden a las dos ra­
mas de la curva de velocidad cero que convergen a la singularidad u = O, 
A = ±1r /2 . Malmquist [26) demostró que existe al menos una órbita que 
va a la singularidad para cada valor fijo de 11 , aunque la demostración de 
unicidad fué dada posteriormente por Braun [4). Esto es importante pues 
si únicamente una trayectoria -r llega a la singularidad y si se considera a 
la trayectoria que "sale" de la singularidad como la trayectoria -r recorrida 
en sentido opuesto, las dos espirales de r 1 convergen a un punto que denoto 
por 6 en en el plano p . Este punto es la primera intersección con el plano 
de Poincaré de la trayectoria que sale de la singularidad y que puede ser 
considerado como un punto de r 1 si se define r-16 = 10~1 . 

Puesto que ninguna trayectoria que vá. por la singularidad cruza por pri­
mera vez el plano A = O ortogonalmente, entonces f 2 no pasa por 6 (ni lo 
hace ninguna de las líneas pares) y es analítica [11) . 

1 Utilizaré la misma notación para las familias f que la de Markellos et . al. [30] 
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Figura 5.1: Líneas ro a f 6 para 11 = 0.7857 

r 3 tiene también dos ramas espirales que convergen a un punto que de­
notaré por 6 y que es la segunda intersección con el plano de Poincaré de la 
órbita que sale de la singularidad , es decir, T(1 = (3 . Las espirales alrededor 
de 6 alcanzan a ser apreciables hasta la. figura. (5.6). De hecho, todas las 
líneas impares r2n+l están formadas por dos ramas espirales que convergen 
a un punto 6n+l y que es la n 'esima intersección con el plano p de la órbi t a 
que sale de la singularidad. 

En la figura (5.1) se muestran las líneas f 0 a r6 para 11 = 0. 7857 en 
el plano de Poincaré (x 1,x2 = O,x3, x4 = x4(x1, x 2, x3)) , con x 1 en el ej e 
horizontal y x 3 en el eje vertical. Las líneas r -n para n = l , . .. , 6 son la 
reflexión respecto al eje x1 de r n respectivamente. En todos los dibujos 
de líneas de simetría (exepto figura. (5.2)) se utilizan los siguientes colores: 
r1 ,r_1 azul ; r2 ,r_2 rojo; r3 ,r_3 verde; f 4 ,r_4 naranja; r5 , f_ 5 amarillo; 
r6, r -6 negro. 

Como puede verse en la figura, las líneas f 2, r3 , ... , etc. se encuent ran 
una dentro de otra y todas ellas dentro de los dos brazos salientes de f 1 , de 
tal forma que no se produce ninguna intersección y no pueden existir órbit as 
periódicas. 

Cuando 11 = 11 * = 0.788541 , todas las líneas se hacen tangentes en un 
solo punto parabólico. 

Para valores de 11 que son un poco mayores que 11 • se producirá la 
intersección y nacerán ( en parejas de puntos) infinitas órbitas periódicas. 
Particularmente, habrá dos órbitas de período 1 que forman una famili a con 
la variación del parámetro 11 y que se le llama la familia principal .fo [1 5] [28] 
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Figura 5.2: Líneas f 2 , f 4 y f 6 para 11 = 0.788541 

[30] (33) [42]. Estas dos órbitas nacen en sentidos opuestos y en la dirección 
tangente a todas las líneas de simetría ( el eje x1 ) en el punto de bifurcación. 

Todas las líneas de simetría deben pasar por los dos puntos de período 
1 de la familia principal (propiedad 8 cap. 4). El análisis de estabilidad 
muestra que la órbita de período 1 del lado izquierdo f 0

1 (el superíndice l ó 
r indica que se trata de el punto sobre r O que tiene coordenada :r 1 menor ó 
mayor respectivamente) , es estable y la. del lado derecho .for es inestable. 

En la figura (5.3) se muestran las líneas r _6 , ... , r 0 , ... , f 6 para 11 = 0.8 
(C ~ 0.07629) y en la (5.4) una magnificación que incluye a las dos órbitas de 
la familia principal marcadas por f 0

1 y J;, así como órbitas de períodos 4, 5, 
6, 7 y 8 marcadas con un círculo pequeño. Las correspondientes trayectorias 
se encuentran en la figura (5.5). 

Cabe hacer notar que la pareja. de puntos de período par, por ejemplo 41 

y 4r son de hecho la misma órbita. (simétrica de período par con 2 puntos 
sobre r 0 ), mientras que la pareja de puntos de período impar por ejemplo 51 

y 5r son necesariamente órbitas diferentes , por la propiedad 7 cap. 4. 
Cerca del punto elíptico de la famila principal JJ, el ángulo de rotación 

promedio A (ver capítulo 4) da el ángulo promedio entre las líneas pares 
... r4,r_ 2 , f 0 , f 2 , f 4 o las impares ... f _3 , f _1 ,r1 ,f3 , .... Este ángulo está 
relacionado con la traza del mapeo linea.rizado L alrededor de la órbita. estable 
fo: 

trL = 2 cosA 

Además, al igual que en el mapa estándárd [36), las líneas de simetría rotan 
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marcadas . 

34 



I.IJ 

• . 11 

, .n 
e a) 

1.n 

LD 

◄.-

◄,U 

1~ 

! / ! 
~ ! 

◄- 41.n=-----=-,.--=-,,---~,.~ .. ----, ...... ,.----',.,1 
'.e) 

Figura 5.5: Órbitas periódicas en el plano meridiano para 11 = 0.8 con 
períodos 1, 4, 5, 6, 7 y 8 en el espacio de configuración usando coordenadas 
cilíndricas p (eje horizontal) y z (eje vertical). 

35 



alrededor de f 0
1 en el sentido de las manecillas del reloj cuando , 1 aumenta: 

las de subíndice mayor giran más rápido y rebasan a las de subíndice más 
bajo. Se generan así órbitas periódicas que nacen de f 0

1 con número de 
rotación p/q (llamado el residuo en [18]) : 

R = ! (2 - trL ) = sin 2 A/2 
4 

En el momento que dos órbitas de período q están bifurcando de f 0
1
, las 

líneas f 9 y fo son tangentes de inflexión en el punto f 0
1
. 

Si el parámetro aumenta. ligeramente, se producirán dos puntos nuevos de 
intersección entre f 9 y r 0 , que son las dos órbitas de período q que acaban de 
bifurcar de f 0 . Esas órbitas permanecerán sobre r O al cambiar el parámetro 
, 1 y forman una familia . Algunas familias de órbitas periódicas múlt iples 
han sido estudiadas por Markellos et. al. [31] en un pequeño intervalo de 
valores de , 1 . 

De esta manera, cuando , 1 y A crecen en forma continua, se obtendrán 
nuevos racionales p/q dando infinitas órbitas periódicas , todas ellas nacidas 
de fo 1 por resonancia. 

En la figura ( 5.4) , la intersección del lado izquierdo de r 3 con r O es casi 
tangente, lo cual indica que un par de órbitas de período 3 está próximo a 
bifurcar de la órbita elíptica de la familia principal. Por otro lado, r 4 , r 5 

y r 6 intersectan en cuatro puntos a r 0 . Dos de ellos son las órbitas de la 
familia principal (por donde pasan todas las líneas de simetría) , y los otros 
dos son órbitas de períodos 4, 5 y 6 respectivamente, que bifurcaron de f 0

1
. 

Las órbitas periódicas de períodos 2 y 3 aún no han nacido para este valor 
del parámetro (,1 = 0.8). 

Si se continúa aumentando , 1 , la intersección ( del lado izquierdo) ent re 
r 2 y r O se vuelve una tangencia de inflexión, y la correspondiente órbita. de 
la familia principal se desestabiliza. Dos puntos de período 2 nacen en la 
dirección de la tangencia ( el eje x 1 ) , y determinan la. llamada famili a f1 ( que 
bifurca de la familia principal). Así , la última órbita que nace de f 0

1 es la 
de período 2. Para , 1 un poco mayor aún , la órbita f 0

1 será hipefüólica, y 
habrán cuatro puntos de intersección de f 0 con f 2: dos de ellos inestables 
y pertenecientes a fo , con período 1, y dos de período 2 pertenecientes a la 
familia f1 . 

En la figura (5.6) se muestran las líneas r j con j de -6 a 6 cuando 
11 = 0.85. La órbita J1 ya está presente y f 0

1 es inestable. En la figura (5.7) 
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o a 4 para ,1 = 0.9 . Figura 5.7: Líneas r r 
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Figura. 5.8: a) Órbita. de período 4 en el plano p con dos puntos x y T
2
x sobre 

r 
0

. b) La. trayectoria. correspondiente en el plano meridiano M es simétrica 

y cerrada. 

sólo se muestran las líneas r O a f 4 para ,1 = 0.9. 
De acuerdo a la propiedad 9 del capítulo 4 , la línea. r 2 se intersecta con f1 

sólo en puntos sobre f 0 , como puede verificarse en las figuras . La propiedad 
7 se ejemplifica. en las figuras (5.8) a. (5 .10) para. , 1 = 0.8, con sus respectivas 
trayectorias en el espacio de configuración. En la figura. ( 5.8) se muestra 
una órbita de período par ( 4) con dos puntos sobre r 0 . La trayectoria en el 
espacio de configuración Mes simétrica. cerrada. La figura (5.9) muestra una 
órbita de período par ( 4) con dos puntos sobre r 1 . Esta órbita es asimétri ca 
abierta en M. Finalmente, en la figura (5.10) se muestran una órbita de 
período impar (5) con un punto sobre fo y otro sobre f 1 . Estas son órbitas 

simétricas abiertas en M. 
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Figura 5.10: a) Órbita de período 5 en el pl ano p con un punto x sobre ro 
y otro T 3x sobre r 1 . b) La. trayectoria en 1\1 es simétrica y abierta. 
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, 
5.2 Orbitas simétricas simples 

En esta sección y la siguiente se enfoca el estudio a las líneas f 1 y r 2 al aumen­
tar el parámetro para estudiar la estructura global de las órbitas periódicas 
simples. 

Introduzco el espacio de parámetros (que denotaré por ~ ) utilizado en 
Markellos et. al. [30] para hacer una correspondencia directa con ese estudio. 
donde el parámetro que se usa. es C = (1/2)(1/(211 )4) (la energía.). Para 
cada. valor de C, y por consiguiente de 11 , se grafica la coordenada radial 
211 u de las órbitas periódicas en el punto donde cruzan perpendicularme11lc 
al ecuador (ie. u' = O ó x 3 = O). Se obtiene así una gráfica global de las 
familias de órbitas periódicas en el espacio de parámetros ¿ _ 

Para. analizar la dinámica de las líneas f 1 y f 2 así como de sus intersec­
ciones, introduzco la siguiente notación: sea S1 la vuelta. más externa de f 1. 

y sea Sn la n'ésima vuelta de f 1 . Análogamente, sea S_ 11 la n'ésima vuelta 
de f _1 (ver figuras (5.11) y (5.12) ). 

El mecanismo por el cual na.ce cualquier familia hn (n E Z ) de período 1 
es esencialmente el mismo que el de la familia principal fo pero se presentará 
nuevamente para mayor claridad. 

Conforme el parámetro aumenta, el punto 6 baja hacia r 0 , produciéndose 
un número creciente de intersecciones entre f 1 y r 0 . Cuando S11 (y también 
S-n) es tangente ar o, nace la familia Í2(n-I) de órbitas de período l. Como en 
el caso de la familia principal , cuando una nueva familia Í2(n-l) na.ce , todas las 
líneas de simetría son tangentes en el mismo punto, el punto de bifurcación. 
Si el parámetro aumenta ligeramente, f 1 y r O se intersectan en dos puntos 
( de la familia Í2(n-1)): uno elíptico ( del lado izquierdo sobre el eje x 1 ) que 
denotaré por f2(n-i/ y otro hiperbólico ( del la.do derecho) que denotaré por 
f 2(n-I) r. Todas las líneas de simetría deben pasar por estos dos puntos. Cerca 
del punto f2(n-i)

1 cualquier línea f¡ rota en el sentido de las manecillas del 
reloj cuando 11 aumenta. Eventualmente, ésta se hace tangente de inflexión 
con r 0 , intersectándose después en dos puntos de período i que bifurcan de 
Í2(n-i{ Es así como el punto elíptico de la familia Í2(n-l) bombea órbitas 
periódicas múltiples. La última que nace es la de período 2: cuando r 2 se hace 
tangente ar 0 , que se conoce como la familia .f211 _ 1 de tra_vectorias cerradas 
[30]. 

En la figura (5.13) se ilustra la dinámica de las líneas de simetría en 
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Figura. 5.11: Líneas rj para j de -2 a 2 cuando 11 1.0 
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(tongenclo) 

Figura 5.13: Secuencia típica de bifurcación de dos puntos de período i alre­
dedor del período 1 

una secuencia típica de bifurcaciones que da lugar al nacimiento de un par 
de período 1 y de cualquier período i E N alrededor del período 1 estable 
cuando 11 aumenta. 

Por otro lado, se observa en la figura (5.11) que cuando 11 = 1 la órbita 
for alcanza el punto crítico x = log2, >. = O y se vuelve una órbita ecuatorial 
(la órbita circular, sección 2.1). Vallarta [42) le llamó la órbita periódica 
más externa. Todas las líneas de simetría. pasan por el punto crítico cuando 
¡1 = l. 

Para valores de 11 > 1, la región de Hill consta de dos zonas disconexas: 
una infinita y otra finita. En la región infinita no pueden existir órbitas 
periódicas [15], [30), por lo que ya no nos ocuparemos de ella. La región 
finita se hace más pequeña conforme 11 aumenta, a la vez que el punto ( 1 

se acerca ar O generándose nuevas familias J~, con n un número creciente, 
así como infinidad de órbitas periódicas múltiples que bifurcan de su parte 
estable. Por otro lado, conforme 11 aumenta desde su valor 1, las líneas 
parecen "desenredarse": el punto de intersección de r n con E (la frontera 
de la región permitida en el plano de Poincaré) se desplaza en el sentido de 
las manecillas del reloj a lo largo de E si n > O (y en sentido contrario si 
n < O) , y las órbitas periódicas externas empezarán a desaparecer del plan o 
g, para convertirse en órbitas ecuatoriales . Esto ocurre cuando el punto de 
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Figura 5.14: Familias fo , j 1 , ... , f 5 obtenidas por Markellos et. al. . El eje 
horizontal es 211 u, y el eje vertical C = (1/(211 )4)/2. El máximo de una 
familia Í2i corresponde a un punto en que todas las líneas de simetría son 
tangentes. 

intersección de r n con r O queda en la frontera de la región permitida E. Esto 
tiene conexión con el estudio de la ecuación de Hill para obtener órbitas 
infinitamente vecinas al ecuador hecho por De Vogelaere [10]. 

La no intersección de r 1 con r 2 excepto en puntos sobre f 0 , aunado al 
hecho de que una línea de simetría no se intersecta a sí misma, dan la base 
para calcular el orden de desaparición de las familias de órbitas simétricas 
simples en órbitas ecuatoriales cuando 11 aumenta: for, (.f/, J/ ),(hr, fo' ), 
.. . ,(fn1

, fnr),Un+l \ fn-/), etc. , (n impar) , donde ( , ) indica que este criterio 
no es suficiente para decidir cuál de ellas desaparece primero. En realidad , 
fn 1 y fnr son la misma órbita, y ambas desaparecen en el mismo valor de 11 . 
Por otro lado, Markellos et. al. [28] mostraron que fn+l r y fn .:. / (n impar) 
se vuelven ecuatoriales en el mismo valor de 11 aún cuando ellas pertenecen 
a diferentes familias. 

Cuando 11 ~ 1, la región finita en el plano de Poinca.ré tiende a x 1 = 
x 3 = O, y las órbitas en el espacio de configuración se mueven aproximándose 
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cerca del dipolo. 
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, 
5.3 Orbitas asimétricas simples 

Las órbitas de período par del tipo abierto con dos puntos sobre r 1 so11 
órbitas asimétricas en el espacio de configuración si bien son simétricas bajo 
10 en el plano de Poincaré p (ver figura (5.9)) . 

Al igual que las órbitas periódicas simétricas, las asimétricas pueden ser 
simples ó múltiples , según si su período es 2 ó un número par mayor que 2 
respectivamente. Todas las intersecciones de las líneas impares que no estén 
sobre r O serán órbitas asimétricas . 

Las órbitas asimétricas simples se obtienen de la intersección de f 1 co11 
r _1 • La primera órbita na.ce cuando 51 hace tangencia con S_ 2 , y conforme 
el parámetro crece, se producirán nuevas intersecciones entre S1 y S_n . 

Sea am,n (m y n enteros positivos) el par de órbitas que na.ce de la inter­
sección de Sm con S_n. Nótese que si m < n las intersecciones estarán en el 
semiplano inferior de p, y si m > n, en el superior. 

La órbita an,m es simétrica a am ,n en el plano p respecto a lo , puesto que 
an,m E f 1 n f -1. Puesto que X4 > Ü en las condiciones iniciales , Tan ,m = 
am,n tendrá. x4 < O. Por otro la.do, si am,n (x 4 > O) es el punto inicial , su 
correspondiente órbita en el plano (p, z) es la. reflexión con respecto al eje 
horizontal (el ecuador) de la órbita con punto inicial an,m (x 4 > O), y no son 
la misma órbita puesto que son asimétricas. 

Cuando S1 cruza J0 E,,i (= r-1 E,,i) , habrán nacido infinitos pares de órbitas 
asimétricas, y a partir de ese momento (conforme 11 aumente) comenzarán 
a desaparecer también en pares, debido a que S1 se mueve hacia abajo de t1 , 

perdiéndose intersecciones que se habían generado anteriormente. 
No obstante, un par de órbitas asimétricas simples que nacen juntas no 

desaparecen juntas, debido a la forma espiral de f 1 : si a1 ,nr y a1 ,n
1 son 

las órbitas del lado derecho e izquierdo de a1 ,n respectivamente, entonces 
a1 ,n

1 y a1 ,nr nacen juntas (por definición) , pero a1 ,n
1 desaparece con a 1,n+2'· , 

mientras que a 1,nr con ai,n-l Entonces, estas órbitas asimétricas simples son 
miembros de dos familias: a 1,2n y a 1 ,2n+i (para n cualquier entero positivo) , 
correspondientes a las intersecciones de las dos espirales de r 1 'con S1 . 

Un análisis similar se puede hacer para las intersecciones de Sm y S_n 
para m fijo y n cualquier entero positivo tal que n > rn. Habrán dos familias: 
am,par y am,impar , donde par e impar son cualesquier enteros positivos pares 
e impares mayores que m respect.i,·amente. 
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Markellos et. al. [29] encontraron órbitas periódicas a.simétricas simples, 
y denotaron por a(J2n) a la familia de órbitas asimétricas que bifurcan de 
la familia fin (n ~ O), ie. , aquellas que son las intersecciones de Sn+l con 
f _1 (o de s-(n+l) con I'1) )' que denoto por ªn+l,par ªn+l,impar · Particular­
mente, en ese artículo estudiaron la familia asimétrica principal a(J0 ), que 
corresponde a las familias a1 ,par y a1 ,impar• aunque no distinguen entre ellas . 
Ellos muestran gráficamente algunas órbitas asimétricas que pertenecen a la 
familia asimétrica principal, y una figura de la curva característica, de esta 
familia para afirmar que las órbitas dibujadas pertenecen a la misma familia. . 
Sin embargo , también anticiparon que la~ órbitas podrían no ser de la mis1m1 
familia . Por otro lado, también encontraron órbitas a.simétricas simples ce­
rradas, que no se pueden obtener de intersecciones de las líneas de simetría 
puesto que no son simétricas respecto a 10 en el plano de Poincaré, aunque 
podrían ser simétricas respecto a otra factorización del mapeo T en dos i1 i­
voluciones. De hecho, puesto que existen otras simetrías en el problema de 
Stormer, éste podría ser el caso. 

Obtuve también órbitas asimétricas múltiples ( de período par mayor que 
dos) intersectando l' ineas rn y rm con n y m enteros impares , In - mi> 2. 
De hecho, hay una infinidad de familias asimétricas múltiples , que pueden 
clasificarse en base a las líneas de simetría. Su estudio y clasificación se 
hará posteriormente. En la. figura (5.16) se muestran dos órbitas asimétricas 
múltiples con períodos 4 y 6. 
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Figura 5.15: Órbitas asimétricas simples para 11 1.1 
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Figura 5.16: Órbitas a.simétricas múltiples de períodos 4 y 6 
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5 .4 Forma de las trayectorias periódicas sim­
ples 

Graef [17] estudió los tipos de extremos de una variable con respecto a otra 
que pueden haber en el espacio de configuración (el plano meridiano): aplicó 
el principio de Maupertuis y encontró una ecuación para la trayectoria en 
el plano (p, z ). Después encontró tres curvas donde la primera y segunda 
derivadas de p con respecto a z y de z con respecto a p se anulan. Estas 
curvas dividen el plano en ocho regiones donde se encuentra un extremo de 
una variable respecto de la. otra . Dos de estas curvas son el ecuador y el 
thalweg. La tercera está. dada por: 

2,1 u = cos2 ..\ (3cos 2 
,\ - 1) 

o en coordenadas cilíndricas 

p2 p2 
-(3- - 1) = 2,1 
u3 u3 

donde u2 = p2 + z2 

Se obtuvieron las trayectorias de las órbitas periódicas simples en el plano 
meridiano (p, z ). Se observa que un miembro típico de la familia. fn+ 2 tiene 
una oscilación má.s alrededor del thalweg que un miembro típico de fn- En la 
figura (5.17) se muestran cuatro órbitas periódicas simétricas , pertenecientes 
a f4, fs , Í6 y f¡. En general, una órbita de la familia. hn+l tiene 2n + 1 
regiones interiores. Obsérvese por ejemplo la órbita f¡, que tiene 7 regiones 
interiores. Se observa que las formas de las trayectorias concuerdan con el 
estudio de Gra.ef. En la figura (5.18) se muestran las 8 regiones de Graef 
('Y1 = 1.1) con el tipo de extremo que debe haber en cada una mostrado en 
forma descriptiva, y las órbitas simétricas de la. figura (5.17) superpuestas. 

Con las órbitas asimétricas ocurre algo similar: las intersecciones de S 111 

y S_n para m fijo y cualquier n, ambos enteros positivos tales que m < 
n, producen órbitas periódicas en el plano (p, z) con un número creciente 
de oscilaciones alrededor del thalweg en el semiplano superior, cuando n 
aumenta. 

Esto era de esperarse debido a que conforme 11 aumenta, la curva S-11 
que intersecta a r O ( ó a S 111 ) tiene a n cada vez mayor (puesto que 6 se 
acerca a r 0 ), y las intersecciones que se producen están cada vez más cerca 
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Figura. 5.17: Trayectorias típicas de las familias f 4, .f5 , Í6 , h en el plano me­
ridiano (,1 = 1.1). 
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Figura 5.18: Regiones de Graef en el plano meridiano (p, z). En ca.da región 
se indica el tipo de extremo que puede haber, por ejemplo, C significa que 
la variable vertical (z) es la. variable independiente, y la. horizontal (p) la 
dependiente, y que el tipo de extremo es mínimo. Se muestran también 
cuatro órbitas periódicas simples: f 4 amarillo , J5 morado, f 6 verde, f¡ azul . 
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del punto ( 1 (la órbita que "sale" de la singularidad). También , conforme m 

aumenta, las trayectorias tienen más oscilaciones alrededor del thalweg en el 
semi plano inferior. En la. figura. ( 5.15) se muestran las órbitas a3 ,1, a7,2 , a 8,2 

y as,3 para. 11 = 1.1 
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Capítulo 6 
, 

Orbitas de período 3. 

En este capítulo se hace un seguimiento de la linear 3 al aumentar el paráme­
tro 11 para analizar la estructura de las órbitas de período 3 y su clasificación 
en familias. También se analiza la forma de las órbitas en el plano meridiano. 
Se encuentra que para una familia dada, permanece esencialmente sin cambio 
excepto por más ó menos oscilaciones alrededor del thalweg. 

6.1 Clasificación en familias 

Los cálculos numéricos muestran que las familias J y sus bifurcaciones de 
periodo 3 son esencialmente iguales al aumentar el parámetro 11 . Esto se debe 
a que el punto 6 de f 3 orbita alrededor de ~1 (en el sentido de las manecillas 
del reloj cuando 11 aumenta) de tal manera que las intersecciones que se 
producen en conexión con una farn.ilia f 2n son escencialmente las mismas 
que se producen en conexión con la Í2n+2. Además, para , 1 > 1 los puntos 
terminales de las líneas de simetría en la frontera de la región permitida se 
"desenredan" ( desplazándose en el sentido de las manecillas del reloj a lo 
largo de la frontera E al aumentar , 1 ) de tal manera que dejan la misma 
disposición exterior de las líneas al pasar de una familia f 2n a la. siguiente 

Í2n+2· 
Por otra parte, el análisis de estabilidad de las familias hn1 muestra que 

son estables en dos segmentos: el que va. del máximo de f 2 n al punto de 
intersección con f2n+I, y el segmento final cercano a la frontera de la región 
prohibida en el espacio :E. Ca.da uno de estos segmentos bombeará órbi t as d<" 
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período 3 por el mecanismo descrito en la sección 5.1 (ver figura. descriptiva 
(5.13)). Presentaré a.quí las órbitas de período 3 conectadas con fo al cambiar 

11 , en el entendido de que esta. misma dinámica se presenta. para. las familias 
de período 3 conecta.das con cualquier familia. Í2n· Algunas de esa.s familias 
ya fueron estudiadas por Markellos et. al. [30] en un pequeño intervalo , y se 
les llama (en forma genérica) las ramas j 3 , j/ y k3 de las familias j y k. 

En las figuras (6.1) a (6.3) se muestran las líneas f 0 , f 1 , f 2 y f 3 para 
valores crecientes del parámetro. Siguiendo la dinámica de las líneas al au­
mentar 11 , así como los cruces de r 3 con r 0 , se puede obtener una gráfica 
cualitativa de las órbitas de período 3 y su clasificación en familias en el 
espacio de parámetros I:. En la figura. ( 6.4) se muestra. el espacio I: pan1 
períodos 1, 2 y 3 conectados con fo y h- Como se verá, para cada familia 
f 2n se obtienen seis ramas diferentes, cuatro de las cuales están reportadas 
en [30] aunque no en forma global, sino únicamente en la vecindad de f2,, 

estable. 
Para 11 = 0.8 ( C = 0.076293), sólo una de las dos espirales de r 3 se ha 

intersectado con f 0 , en dos puntos por los que también pasa f 1 ( ver figurn 
(5.4)) . Estos puntos son las dos órbitas de período 1 que definen a .fo para 
ese valor de 11 . Al aumentar 11 se observa la dinámica. ya. descrita en la 
sección anterior, por la cual bifurca. una pareja ( que da dos órbitas diferentes 
de período 3: una del lado izquierdo de f 0

1 (rama a) y otra. del lado derecho 
(rama b). Esta bifurcación es la estudiada. en [30] como bifurcaciones "j/' de 
la rama "j" y que se muestra en el recuadro superior de la figura ( 6.4). 

En la figura. (6.1) se muestran las líneas r 0 , f 1 , f 2 y f 3 cuando 11 = 0.85 
( C = 0.05986). El punto f 0

1 se ha desestabilizado dando nacimiento a la 
familia f 1 • 6 se ha movido hacia la izquierda y hacia abajo ( aunque aún no 
se ve en la figura), de manera que la otra espiral de f 3 está muy próxima 
a tocar r O y generar otra familia. de período 3 que no bifurca. de fo y que 
denotaré por la rama e en el espacio de parámetros (marcada con una flecha.) . 

En la figura (6.2) se muestran las mismas líneas para 11 = 0.9 ( C = 
0.04762). El punto 6 continúa su rotación alrededor de (1 generándose nue­
vas intersecciones entre las dos espira.les alrededor de ( 3 y r 0 . Sin embargo, 
estas nuevas intersecciones no generan más familias que las ya existentes b 
y e, como quedará claro un poco más a.delante. Obsérvese que entre f 1

1 y 
fo', otre espiral de r 3 ya. se ha intersectado con r 0 , generándose una nueva 
familia denota.da por e que , como e, tampoco bifurca de J/ El siguiente 
brazo o vuelta de f 3 dará. lugar , cuando aumente 11 , a una nueva familia 
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Figura 6.1: Líneas r 0 , f1, r2 y f 3 para , 1 = 0.85 (C = 0.05986 ). Una nueva 
familia indicada con una flecha está próxima a nacer ( rama e). 

también espiral que denotaré por g pero que aún no aparece para 11 = 0.9. 
El punto 6 "orbita" alrededor de 6 al aumentar el parámetro, a.sí que 

eventualmente cruzará por primera vez a r 0 . En el espacio de parámetros 
denotaré por R.o 3 a la primera. intersección de (3 con r O ( ver figura. ( 6.4) , es 
decir, el centro del remolino forma.do por las ramas by c. Para ese valor del 
parámetro, infinitas parejas de órbitas habrán nacido entre Ji r y for , y en 
adelante comenzarán a desaparecer parejas de órbitas , tanto de la. familia b 
como c. 

Las parejas de período 3 que nacen entre las órbitas f1 r y for no generan 
nuevas familias ya. que f 3 es continua excepto en el punto ( 3 , con dinámica 
continua respecto a. la. variación de 11 [11], así que todas las intersecciones 
que se produzcan entre una. sola. espiral de f 3 con r 0 , están conectadas con­
tinuamente al cambiar 11 y formarán una sola. familia. Puesto que r 3 consta 
de dos espirales, habrán dos familias que sólo se tocan en el punto R.o 3 en la 
figura (6.4) . Éstas son la. rama b que bifurcó de f 0

1 y que termin a. en R 0
3

, 

y la. rama. e que no bifurca de f 0
1 pero que también espiralea alrededor de 

Ro3 en el espacio de parámetros E . Los cálculos numéri cos muestran que e 
termina ecuatorialmente. 
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Figura 6.2 : Líneas fo, f 1 , f 2 y f 3 para -;1 = 0.9 (C = 0.04762). Una nueva 
familia (rama e de la figura (9) ha. nacido entre f/ y f 0

1
• Las familias a , b, 

e, e, fo y f 1 se encuentran indicadas. 
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Figura 6.3: Líneas r0 , r1 , r2 y f 3 para 11 = 1.0 (C = 0.03125 ). 

Obsérvese también que un par de órbitas que nacen juntas pertenecien­
tes a. las ramas espirales b o e, no desaparecerán juntas: la del lado derecho 
desaparece con una. órbita que nació anteriormente (ie. para. un valor de 

11 menor) del lado izquierdo debido a. una. intersección de una. vuelta. más 
externa. del mismo brazo de r 3 con r 0 . Similarmente para las ramas e y g , 

la órbita del lado izquierdo desaparece con una órbita. que nace antes del 
lado derecho. Esta situación ya se ha analizado con respecto a la familia de 
órbitas asimétricas simples en la sección 5.3. 

El último valor de 11 para el que se presenta en forma gráfica a r 3 es para 

11 = 1.0 (C = 0.03125) en la figura. (6.3), ya que para valores superiores la 
gráfica se vuelve muy compleja. Puesto que aparecerán órbitas de período 
3 en conexión con h, denotaré por a2n, . .. , g2n a las ramas asociadas a las 
familias hn; Este subíndice también se .utilizará en R2n (n entero positivo o 
cero). 

Cuando , 1 = 1.0, el punto ( 3 ha continuado su movimiento alrededor de 
( 1 de manera que han desaparecido todas las parejas de las familias espirales 
bo y Co ( entre f 1 r y for) excepto una órbita perteneciente a Co y que está muy 
próxima. a desaparecer ecuatorialmente cuando se desenreden las líneas para 
")'1 > l. 
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Por otro lado, entre f 1
1 y f 0

1 se han producido muchísimas intersecciones 
entre la doble espiral de r 3 y f 0 , pues aparentemente el punto ( 3 se encuentra 
muy cerca de f 0 . Estas intersecciones pertenecen a las ramas eo y go que 
espira.lean alrededor del punto que denoto por L/ en :B y que coresponde 
a la segunda intersección de 6 con la línea f O en su movimiento "orbital " 
alrededor de ( 1 al aumentar 11 . 

La órbita perteneciente a la rama a0 ( que bifurcó de f 0
1 cerca del máximo 

en el espacio de parámetros) está aún presente y es la primera intersección 
entre f O y f 3 de izquierda a derecha en la figura (6.3 ). Las familias f 2 y h ya 
están presentes por un mecanismo descrito anteriormente (sección 5.2 ), así 
como las ramas a 2 y b2 de f2 . Además , la doble espiral de f 3 ya ha. genera.do 
nuevas intersecciones con f O entre los puntos hr y fzr, que son las órbitas b2 

, l , bº f I f I y c2 , as1 como as or itas e2 y 92 entre . 3 y 2 . 

Por otro lado,una nueva familia d0 nació antes ( en un valor de 11 menor ) 
que la familia fz , y después que la familia f 1 • Para. 11 = 1.0, do tiene un 
punto entre f 0

1 y a 2 y otro entre f 2 r y f1 r _ Los cálculos numéricos muestran 
que al aumentar el parámetro el lado derecho de la familia d0 termina ecua­
torialmente , mientras que el lado izquierdo bifurca de f 01 en su parte final , 
i.e. cerca a la frontera de la región permitida en el espacio de parámetros 
(bifurcaciones de la rama" k" en [30)). 

Sin embargo, las familias dm ( aquellas que nacen después que la familia 
fm y antes que la fm+ 2 (m par)) , no tienen la misma gráfica cualitativa eu 
el espacio de parámetros al pasar de una familia fm a la fm+ 2 - Por ejemplo, 
sólo hay una familia d0 para fo, mientras que hay dos independientes para fz: 
1) La que por la derecha termina ecuatorialmente y por la izquierda bifurca 
de f 0

1 
( en su parte final de la gráfica en el espacio de parámetros). Esta rama. 

será denotada por d2 °. 2) La que está formada por dos secciones que nacen 
en valores de 11 diferentes pero que al aumentar el parámetro 11 se ve que 
se conectan , primero por la izquierda y después por la derecha. Ver figura 
(6.5). Esta rama será denotada por d/. 

A las ramas d del primer tipo ( que terminan ecua.torialmente) las denotaré 
por <f1, y a las del segundo tipo que ni terminan ecuatorialmente ni bifurcan 
de ninguna familia f por d1

, d2
, etc .. 

Conforme 11 aumenta y van naciendo nuevas familias fm, las ramas am , 
bm, Cm , em y 9m (m par) son escencialmente iguales al cambiar m, mient ras 
que las ramas dm aparentemente aumentan en número de familias indepen-
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C=-½(&,'f' ,.,--,-------------------------~ 
XIO 

8 

6 

4 

2 

\. o \ .~ 1.8 -i;i,u.. 

Figura 6.4 : Familias fo , f 1 •.. f 6 y las ramas a, b, e, d, e y 9 de períod o 
3 asociadas a fo y f 2 en el espacio de parámetros C = ½(1/(2,1 ))

4 contra 
211 u = ex1 • Las 6 ramas se han dibujado sólo aproximadamente y se han 
deformado en la espiral para facilitar el dibujo. 

Figura 6.5: Familias d/ y d1 
2

. 
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dientes dm O, dm 1 , dm 2 , etc .. Estas requerirán un mayor estudio que el que se 
presenta aquí . 

Las familias a las que pertenecen los puntos de intersección de r 1 , r 2 y 

f 3 con f 0 para 11 = 1.0 (figura (6.3)) son , de menor a mayor valor para la 
coordenada horizontal x1 (ie. de izquierda a derecha): 

aofi 1eogoeogo ... eogoeogoeofo1 d/ azf/ e2g2g2e2f/ d2 ° 
d2 1 d2 1 d/ d2°d2 1 d/ h r b2c2b2c2c2b2czf2 r do O f1 r eofo'· 

Se calcularon las líneas r 1 a r 3 para valores 11 > l pero no se presentan 
aquí debido a su complejidad . Los resultados correspondientes a las familia ~ 
de período 3 en conexión con fo y h se muestran cualita.tivamente en lc1 
figura (6.4 ), y cabe remarca.r lo siguiente: 

l. La familia hn1 vuelve a ser estable en su segmento fiual cercano a la 
frontera de la región prohibida (recuadro inferior de la figura (6.4) ). 
Si ahora se analiza en forma inversa, es decir cuando 11 disminuye, 
se observa escencialmente la misma dinámica que en la parte estable 
cercana al máximo de fin 1

: ésta bombea órbitas periódicas de todos los 
períodos. La pareja perteneciente a las ramas g2n y d2n ° que bifurca. de 
JO 

I forman una familia. 

2. La familia e termina ecuatorialmente. Esto se debe a que el punto fina.] 
de la espiral correspondiente de f 3 ( que es un punto sobre la frontera 
de la región ·permitida en el plano de Poincaré) rota en el sentido de 
las manecillas del reloj al aumentar , 1 , hasta que pasa. por f 0 . En ese 
momento la órbita se vuelve ecuatorial. 

3. La rama a termina ecua.torialmente. 

4. Las ramas a y b pertenecen a la misma familia. 

5. Las ramas by e podrían considerarse de la misma familia. si se considera 
que se conectan en el punto R3 . Este punto corresponde a la trayec­
toria que sale de la singularidad y cruza por segunda. vez · el plano de 
Poincaré con x3 = O, i.e. ortogonalmente al ecuador. Lo mismo pueden 
considerarse e y g de la misma familia si se considera que se conectan 
en 1 3

• Así a , by e formarían una sola familia que bifurca de f 0
1 cerca 

de su máximo, y c/J , e y g otra familia que bifurca de f 01 cerca de la 
frontera. con la región prohibida .. 
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6. Las variedades dibujadas en el espacio de parámetros sólo se intersecta.n 
en puntos de bifurcación. 

7. En [31] sólo se reportan las partes cercanas a f 0
1 estables, que se mues­

tran en los recuadros de la figura (6.4) y que sólo incluyen pequeños 
segmentos de las ramas a, by g, <fJ. Aquí las he extendido a todo el 
espacio de parámetros obteniendo la forma espiral de b y g, así como 
dos nuevas ramas: la e y la e, también espirales, y que no se habían 
reportado anteriormente. También se ha visto que a , e, <fJ y e terminan 
ecuatorialmente, y se han encontrado nuevas familias d1 y d2 que no 
bifurcan de fo ni terminan ecuatorialmente. 

6.2 Forma de las trayectorias de período 3 

Las órbitas que pertenecen a la misma familia cambian su forma en el espacio 
de configuración de manera continua. Cuando la rama a bifurca de f 0

1 tiene la 
forma (Y. , y ésta se mantiene semejante a lo largo de toda la rama. La rama 
b de f 0

1 tiene la forma p cuando bifurca de f 0
1 y la mantiene prácticamente 

sin cambio a lo largo de la parte externa de la. espiral. Las órbitas que se 
producen por la siguiente intersección de una vuelta más interna de r 3 con 
r 0 , dá órbitas que tienen una oscilación más alrededor del thalweg en sus 
extremos que tocan la curva de velocidad cero. Órbitas muy cercanas a 
R 3 efectuarán un gran número de oscilaciones alrededor del thalweg hasta 
tocar la curva de velocidad cero y regresar sobre sí mismas ( en el espacio de 
configuración). 

Aunque los extremos de las órbitas que tocan la curva de velocidad cero 
pueden tener más o menos oscilaciones alrededor del thalweg para una familia 
espiral de período 3, la forma básica de la familia no cambia. Así , para 
las ramas b y e de f 0

1 la forma básica es .'b . De hecho, el punto R3 

corresponde a. una órbita de período 3 con la forma básica. X) y que llega a 
la singularidad. 

La forma básica de las ramas e y g de f 0
1 es D y el punto L3 corresponde 

a una órbita con esa forma básica que llega a la singularidad. 
Algunos aspectos que requieren más estudio o quedan por resolver son: 

1. Analizar la estabilidad de las ramas aquí presentadas. En la. región ( o 
regiones) donde se encuentre esta.ble, se tendrán órbitas con período 
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múltiplo de 3. 

2. Calcular las líneas f 4 , f 5 , etc y estudiar su dinámica al cambiar el 
parámetro. Se espera que las familias de período impar tengan espira.­
les. Es posible que haya un comportamiento común que permita enten ­
der en forma global la estructura de órbitas con período bajo. También 
es factible que las ramas de las familias de período m a.socia.das a h,, 
tengan conexión directa con la forma cualitativa de .f0 . 

3. Estudiar con precisión el mo\'imient.o de ( 1 , (3 .. . , 6 11 +1 . .. al aumentar 
el parámetro, pues esto dará información sobre la posi ción de los centros 
de las familias espira.les en el espacio de parámetros ( R3 y L3

) 

4. Estudiar las líneas de simetría en el límite en que 11 -+ oc, ( C -+ O) 
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Conclusiones 
En sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad y una constan te 

de movimiento para los que se puede definir una sección de Poincaré, puede 
obtenerse mucha información si el operador de evolución temporal en el plano 
de Poincaré se puede factorizar en el producto de dos involuciones . Órbitas 
periódicas simétricas y asimétricas se pueden obtener y analizar por medio de 
las líneas de simetría, que como hemos visto , contienen una gran información 
acerca del nacimiento ( ó desaparición ) y bifurcaciones de estas órbitas. 

Además la clasificación de las órbitas periódicas en familias en el contexto 
de las líneas de simetría es muy natural. Un hecho importante de notar es que 
las líneas de simetría proporcionan información global del sistema dinámi co. 
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