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INTRODUCCION

La teoria de sucesiones de polinomios ortogonales constituye un tema clésico del analisis mateméa-
tico y estéa relacionada con diversas e importantes ramas de la Matemaética, como por ejemplo, las
funciones especiales, las fracciones continuas, la interpolacién y la aproximacion, la integracién nu-
mérica, la probabilidad, los métodos numéricos, la combinatoria y las ecuaciones diferenciales y en
diferencias finitas. De hecho, su importancia dentro de la Fisica-Matemaética comienza a finales del
siglo XVIII, cuando se trataba de resolver problemas relativos a la mecanica celeste. La teoria de
fracciones continuas da lugar al nacimiento de la teoria general sobre polinomios ortogonales. Quizés
los trabajos de T. J. Stieltjes Jr. (1856-1894) sobre fracciones continuas permiten ver de una manera
clara dicha relacién con los polinomios ortogonales, ya que, Stieltjes en su famoso ensayo Recherches
sur les fractions continues [29], desarrollo la teoria general de las S-fracciones, demostrando que
bajo ciertas condiciones sobre sus parametros, la sucesion de denominadores, {py}n>0, de dichas
fracciones formaba una sucesion de polinomios ortogonales. Posteriormente el trabajo realizado por
el matematico ruso P. L. Chebyshev, el cual estudié una gran variedad de problemas relacionados
con los polinomios ortogonales, llegando a ellos al tratar de resolver ciertos problemas aplicados. Es
asi, que tanto a Stieltjes como a Chebyshev se les consideren los padres de la teoria de polinomios
ortogonales que estaba por llegar a principios del siglo XX quedando consolidada en 1939 con la
aparicion de la monografia Orthogonal Polynomials de Gabor Szeg6 [30].

Dentro de la gran familia que forman los polinomios ortogonales, se encuentran los polinomios
ortogonales clasicos (Hermite, Laguerre y Jacobi) los cuales satisfacen, segin probo E. J. Routh [27]
en 1885, una ecuacion diferencial. Anos mas tarde S. Bochner [7] en 1929 probé lo mismo. Es bien
conocido el hecho de que los teoremas de caracterizaciéon indican las principales propiedades que
caracterizan a las familias clasicas de polinomios ortogonales. Una de las versiones mas conocidas, y
a su vez de las méas antiguas, se debe a Sonin, la cual consiste en definir los polinomios clasicos como
los tnicos polinomios ortogonales que satisfacen la propiedad que sus derivadas, {p], }»>0, también
son ortogonales, demostrando que los polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite son clasicos.

Dicha propiedad, fue redescubierta por W. Hahn en 1935, quien también recuper6 los polinomios de
Bessel, no considerados por Sonin.

Es asi como muchos ejemplos particulares de polinomios ortogonales aparecieron, en diferentes lu-
gares y tiempos, al resolver problemas muy diversos y que se asocian con nombres como Stieltjes,
Gauss, Legendre, Jacobi, Hermite, Bessel, Laguerre y Tchebyshev. La teoria general se desarrolld
entre 1900 y 1935, pero el desarrollo de la computacién gener6 alrededor de 1960 un nuevo interés en
el tema, principalmente por las necesidades de los métodos numéricos y la teoria de aproximacion.
Desde entonces el estudio de los polinomios ortogonales, sus generalizaciones y sus aplicaciones, se
ha realizado de manera continua por un grupo cada vez mas numeroso de investigadores en diversas
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partes del mundo. Frecuentemente se realizan eventos internacionales sobre polinomios ortogonales
y temas afines.

Una caracteristica importante de las sucesiones de polinomios ortogonales se traduce en el hecho
de que cada sucesiéon de polinomios ortogonales estd determinada por una relacién de recurrencia,
llamada recurrencia de tres términos. Esto es equivalente a decir que cada sucesién de polinomios
ortogonales monicos queda determinada por un par de sucesiones de ntimeros {8y : k > 0} y
{ay : k > 0}, con la tnica condicion de que oy # 0 para k > 0. Tales sucesiones son los coeficientes
en la recurrencia de tres términos. Por lo tanto existe una infinidad de sucesiones de polinomios
ortogonales. Pero no todas son relevantes o ttiles. Por este motivo se estudian familias de sucesiones
que satisfacen algunas condiciones adicionales que las hacen relevantes. El ejemplo mas simple, como
ya se mencion6 anteriormente, es la familia de sucesiones {pi(t) : k > 0} de polinomios ortogonales
tales que la sucesion {p)(t) : k > 0} de derivadas es también ortogonal. Esta familia incluye las
conocidas sucesiones de Laguerre, Jacobi, Bessel y Hermite, que usualmente son llamadas sucesiones
clasicas. Los polinomios de Legendre y Tchebyshev son casos especiales de los polinomios de Jacobi.

En la literatura, un problema general en la teoria de polinomios ortogonales es la caracterizacion
de familias que satisfacen algunas condiciones adicionales, por ejemplo, una ecuacién diferencial o
en diferencias finitas. Este problema se comenzé a estudiar alrededor de 1925, por Bochner, Hahn y
Favard, y continta siendo de interés para muchos investigadores.

Debido al origen de los polinomios ortogonales dentro del anélisis matematico, la teoria se ha desarro-
llado utilizando herramientas analiticas, y los aspectos algebraicos del tema casi no se han estudiado.
Recientemente L. Verde mostro en [34] que una parte considerable de la teoria general se puede ob-
tener usando herramientas puramente algebraicas del algebra lineal en el contexto de una algebra de
matrices infinitas. En ese trabajo se caracterizan las sucesiones clasicas y se encuentra una férmula
explicita para los coeficientes de la relacién de recurrencia de todas las sucesiones clésicas. En el
articulo [36] se extiende ese trabajo para incluir a las familias de polinomios ortogonales discretos y
los g-ortogonales.

La organizaciéon de esta Tesis es la siguiente:

Capitulo 1

Se introduce el concepto de semi-matriz infinita inferior, y se define el indice para estas matrices
infinitas A asi como propiedades de éste. Se define el conjunto de las matrices semi-inferiores y se dan
ejemplos explicitos de matrices en dicho conjunto, asi como elementos particulares y caracteristicas
en este conjunto que seran usados con frecuencia. Se introduce el conjunto de matrices triangulares
inferiores invertibles y posteriormente las matrices banda y sus propiedades; asi como también se
habla de las matrices de Toeplitz, matrices moénicas y matrices diagonalmente similares. Mediante
la base de potencias se expresan sucesiones de polinomios con coeficientes reales construyendo una
matriz cuyas entradas son los coeficientes de los polinomios de la sucesion. Se demuestra que una
sucesion de polinomios moénicos cuya matriz asociada A es ortogonal con respecto a algin funcional
lineal si y s6lo si la matriz L es una matriz en banda. Ademés se obtiene una relacién de recurrencia a
tres términos igualando las k-ésimas filas de una ecuacion matricial y se obtienen formulas explicitas
para los coeficientes de la relacién de recurrencia.

Se introduce el concepto de matriz de polinomios ortogonales (MPO) ménicos y se demuestra cuando
una M PO cumple con ser clasica, se caracterizan las M PO clésicas por medio de un par de sucesiones
que corresponden a los coeficientes de la relaciéon de recurrencia a tres términos.
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Finalmente, se consideran familias de polinomios relativamente simples obtenidas al dar ciertos
valores a los pardmetros relacionados con la relacién de recurrencia.

Capitulo 2

Este Capitulo estda dedicado al estudio de ciertas familias de polinomios ortogonales discretos. Se
comienza definiendo el operador en diferencias A,, actuando sobre polinomios con coeficientes com-
plejos, utilizando la base de Newton se construye la representaciéon matricial de dicho operador asi
como la matriz de representaciéon del operador multiplicacién, se define la clase de Hahn y se ca-
racterizan sus elementos en términos de sus matrices de coeficientes de la relaciéon de recurrencia.
Posteriormente se demuestra que el conjunto de matrices de la clase de Hahn satisfacen una ecuacion
matricial caracterizada por una matriz diagonal y polinomios h y f, de grados uno y a lo més dos,
respectivamente. A continuacién se obtienen férmulas explicitas tanto para los elementos de dicha
matriz diagonal cuyos elementos son llamados los eigenvalores, asi como para los coeficientes de los
polinomios h y f. Se demuestra el usualmente llamado teorema de Hahn.

Capitulo 3

El Capitulo 3 contiene formulas explicitas para los coeficientes de la relacién de recurrencia de las
sucesiones de polinomios g-ortogonales de la clase de Hahn extendida. Se define la actuacion del
operador g-derivada, Dy, sobre el conjunto de los polinomios ortogonales con coeficientes complejos.
Se introduce la matriz de representacién de dicho operador, Dy, y se define la clase de Hahn para éste.
Se incluye un resultado que recoge la caracterizacion de los polinomios g-ortogonales, al construir una
matriz £, de representacion con respecto a la base canonica de monomios de la funcion p(z) — p(qx),
obteniendo que una matriz A se encuentra en la clase de Hahn extendida si satisface una ecuacion
matricial de la forma Y AE, = AB para alguna matriz B = Dy (h(X) + D, f(X)), donde h y f son
polinomios de grados uno y a lo més dos, respectivamente.

Capitulo 4

En el Capitulo 4 se estudian las sucesiones de momentos de polinomios ortogonales g-clésicos obte-
niendo una relacién de recurrencia de tres términos con coeficientes variables que dependen de los
coeficientes de la ecuaciéon en g¢-diferencias satisfecha por los polinomios y los resultados alcanzados
aparecen en [4]. Considerando los casos en los cuales la relacion de recurrencia se simplifica se ob-
tienen algunas familias de polinomios ortogonales ¢-clasicos que tienen féormulas explicitas simples
para los momentos, expresadas en términos de los parametros en la ecuaciéon en ¢-diferencias. Se co-
mienza definiendo una (0, 2)-matriz banda C, y se visualizan algunos de sus elementos, se introduce
la matriz diagonal de indice cero A, y se dice que una sucesiéon de polinomios g-clasicos es ortogonal
si la matriz A asociada a ellos, satisface una ecuacién matricial de la forma AC = AA, para algin
par de polinomios h y ¢g. Con ayuda de la matriz C' se demuestra que la sucesiéon de momentos i
satisface una relacion de recurrencia a tres términos.

Se construyen varios ejemplos de familias de polinomios ortogonales g-clasicos que tienen sucesiones
simples de momentos. Con ayuda de cinco pardmetros se encuentran férmulas explicitas para los
momentos y los coeficientes de la relacion de recurrencia. Se observa que dando un valor particular
a ciertos parametros la matriz C, se convierte en bidiagonal y entonces esto permite obtener una
relacion de recurrencia a dos términos. Asi, dando algunos valores apropiados a los parametros se
obtienen familias de polinomios g-ortogonales tales como: los polinomios g-Krawtchouk no estédndar,
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que no han sido considerados en la literatura de polinomios ortogonales, los polinomios ¢-Bessel, los
polinomios ¢-Laguerre/Wall pequenos y los polinomios ¢-Jacobi grandes.

Finalmente, se estudian familias de polinomios ortogonales que satisfacen la ecuacién en ¢-diferencias
donde los coeficientes de los términos constantes de dos polinomios h y f son iguales a cero, ob-
teniendo que todos los momentos con n impar son iguales a cero, llevando a obtener familias de
polinomios g-ortogonales con momentos muy simples.

Capitulo 5

En el Capitulo 5 se extiende el estudio de las matrices infinitas al estudio de matrices doblemente
infinitas, donde los indices de los elementos de éstas corren sobre el conjunto de los nimeros en-
teros, los resultados alcanzados aparecen en [5]. Se comienza presentando el conjunto de matrices
doblemente infinitas, £, y se mencionan propiedades y caracteristicas. Se definen dos conjuntos: un
conjunto de matrices diagonales de indice m, D,,, y el segundo, un conjunto de vectores columna in-
finitos, V, y se demuestra que los elementos de £ estén conectados con series de Laurent. Se presenta
la multiplicacién de matrices doblemente infinitas, y se habla de una traslaciéon por m posiciones en
direccion diagonal de los elementos de matrices bi-infinitas, y se define a A" como el desplazamien-
to diagonal de A por m pasos haciendo uso de matrices de desplazamiento S. Se enumeran algunas
propiedades béasicas del conjunto de matrices doblemente infinitas.

Se introduce una representacion por diagonales de los elementos de £, la cual parece una serie de
Laurent no-conmutativa, se encuentra una expresion para la multiplicaciéon en £ usando la repre-
sentacion por diagonales. Se demuestra una propiedad que permite hablar sobre la invertibilidad de
los elementos del conjunto de matrices doblemente infinitas.

Usando la representacion diagonal de los elementos de £, se demuestran teoremas con algunas
propiedades relacionadas con similaridad y conmutatividad. Se prueba que las matrices bi-infinitas
también se pueden expresar como una serie de Laurent con un desplazamiento ponderado en lugar
de usar matrices de desplazamiento S. Por ultimo, se definen dos tipos de derivadas para matrices
doblemente infinitas.

La presente Tesis ha sido escrita en LATEX. Cada uno de los Capitulos de la Tesis comienza con
una introduccién donde se describe el contenido del mismo. Se dividen éstos en secciones, que a su
vez pueden contener subsecciones. Las referencias bibliogréficas, preparadas con BibTEX aparecen
citadas en orden alfabético de acuerdo al idioma castellano.



CAPITULO 1

CARACTERIZACION Y CONSTRUCCION DE LOS POLINOMIOS
ORTOGONALES CLASICOS UTILIZANDO UN ENFOQUE MATRICIAL

Debido al origen de los polinomios ortogonales dentro del Anéalisis Matemaético, la teoria se ha
desarrollado utilizando herramientas analiticas, y los aspectos algebraicos del tema casi no se han
estudiado. En este capitulo, usando un enfoque matricial se estudian las sucesiones de polinomios
ortogonales, es decir, usando herramientas puramente algebraicas del algebra lineal en el contexto
de un algebra de matrices infinitas llamadas semi-matrices inferiores, se puede obtener una parte
considerable de la teoria general de los polinomios ortogonales. Se quiere mostrar que el enfoque
matricial produce resultados generales sobre sucesiones de polinomios. No se quiere reconstruir toda
la teoria de polinomios ortogonales, sélo queremos ocuparnos de la caracterizaciéon y construccion de
polinomios ortogonales clasicos. Se relacionardan matrices con sucesiones de polinomios y se carac-
terizaran las sucesiones ortogonales en términos de matrices. Se obtendran formulas explicitas para
los coeficientes de recurrencia de todas las sucesiones clésicas.

1.1. Semi-matrices infinitas inferiores

Se consideran matrices infinitas A = [a; ;] donde los indices corren en los enteros no negativos y las
entradas son ntmeros reales.

DEFINICION 1.1 Se dice que A es una semi-matriz inferior si existe un entero m tal que a;jj = 0
siempre que j — k < m. Se denota por L el conjunto de las semi-matrices inferiores.

Se dice que la entrada ajj, estd en la n-ésima diagonal de A si j —k = n. Ademas, si m > n entonces
la m-ésima diagonal se encuentra por debajo de (a la izquierda de) la n-diagonal. Se dice que un
elemento distinto de cero en L es una matriz diagonal si todo elemento distinto de cero se encuentra
en una sola diagonal. Se tiene que L es un espacio vectorial real con la adicién natural de matrices
y multiplicacién por escalares, ademas es cerrado bajo la multiplicaciéon de matrices.

DEFINICION 1.2 Sea A € L distinta de cero y sea m el entero minimo tal que A tiene al menos
una entrada distinta de cero en la m-ésima diagonal. Entonces se dice que A tiene indice m y se
denota por ind(A) = m. Se define el indice de la matriz cero como infinito.
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Sean A,B € L, con ind(A) = m y ind(B) = n. Entonces el producto de C' = AB es un elemento
bien definido de L y
—m
Cik = Z a,-vjb];k, 1—k >m—+n.
Jj=k4+n

Ademas el ind(AB) > m +n. Si A € £ entonces una condicion suficiente (pero no necesaria) para
que A tenga una inversa bilateral (funciona como inversa por la derecha e inversa por la izquierda)
es que ind(A) =0y agy # 0 para k > 0. En algunos de los ejemplos siguientes se representan las
semi-matrices infinitas escribiendo solamente una seccion finita de ellas, para simplificar la escritura.

EJEMPLO 1.1 La siguiente matriz A es una semi-matriz inferior infinita donde ind(A4) =0, j —k <
0, y cuenta con las diagonales 0,1,2,3, 4, ..., esto es:

apo 0 0 0 0
ajp aii 0 0 0
A= ax axn ax 0 0
azo asy asz asz O
aq0 Q41 Q42 Q43 Q44

EJEMPLO 1.2 Otra semi-matriz inferior es la siguiente matriz B, donde ind(B) = —1, j —k < —1
y cuenta con las diagonales —1,0,1,2, 3, ..., es decir, B tiene la siguiente forma:

boo bor O 0O
B bio b1 b2 0O

boo bo1 bz bo3

bso b1 b3z b3z

Denotando por G al conjunto de matrices triangulares inferiores invertibles, donde G es un grupo
bajo la multiplicaciéon de matrices, la unidad es la matriz identidad I cuyas entradas en la diagonal
0 (diagonal principal) son igual a 1 y todo el resto de las entradas es cero. Se definen a continuacion
algunos elementos particulares de £ que seran usados frecuentemente.

Sea. X la matriz diagonal de indice —1 con z; ;41 = 1 para j > 0. Denotando por X la matriz
transpuesta de X. Se observa que X es diagonal con indice igual a 1. Noétese que XX =1 y
XX = J, donde J es la matriz diagonal de indice cero cuya entrada en la posicion (0,0) es igual
a cero, y sus entradas en las posiciones (j,7) igual a 1 para j > 1. Es decir, J es diferente de la
matriz identidad I en la posicion (0,0). Ademaés, X es una matriz inversa derecha para X pero no
una matriz inversa izquierda.

01 00O R (1) 8 8
EJEMPLO 1.3 Sean X =| 0 0 1 0 |, v X = 01 0 , entonces
0 0 01 00 1
(oo o o100
XX=1010|=1, XX = - J
00 1 0010
0 001
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Si m es un entero positivo entonces X™ es la matriz diagonal de indice —m con todas sus entradas
en dicha diagonal iguales a 1. Analogamente, X" es diagonal de indice m y todas sus entradas en
la m-ésima diagonal son iguales a 1.

010
EJEMPLO 1.4 Sea X =| 0 0 1 | entonces
0 00
010 010 0 0 1
X?=[100 1 001]=f(000][,
000 000 000
como se puede observar, se tiene una matriz diagonal donde ind(X?) = —2. Luego, el indice de X2
R 000 000 000
X?=[100 100|=]1000
010 010 1 0 0

Por otro lado, se denota por D la matriz de indice 1 con entradas dj;_1 = j para j > 1. Denotando
por D la matriz diagonal de indice —1 con entradas dj_1; = 1/j para j > 1. Es decir,

00 00 0 01 O 0 0
1000 0 0 0 1/2 0 0
02 00 0 A 00 0 1/3 0
D=190903 0 o0 ; D=100 0 0 1/4
0004 0 00 0 0 0

Es facil ver que DD = 1, DD = J. Otras identidades ttiles son XD — DX = 1, JX = X, JD =D,
DJ=Dy XJ=X.

Sea A € G. Un simple calculo muestra que X A"'X es inversa bilateral (funciona como inversa
derecha e inversa izquierda) de X AX y también que DA~!D es inversa bilateral de DAD.

Obsérvese que X AX se obtiene de A, es decir, por desplazamiento de ésta una posicién a la iz-
quierda y después por desplazar una posicién hacia arriba, de manera que la 0-ésima fila y columna
desaparecen.

Es importante resaltar el efecto de multiplicar un elemento de £ por alguna de las matrices X o X ,
esta multiplicaciéon puede ser por la derecha o izquierda. Se quiere decir lo siguiente, sea B € L de
la forma

boo bor O 0O

biop b1 bz 0

bao ba1 baa bog

bso b31 b3z bss

el efecto de multiplicar B por X a la derecha, es que ésta traslada la matriz B una columna a la
derecha, y el efecto de multiplicar B por X a la izquierda es trasladar la matriz B una fila hacia
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arriba, esto es,

boo bor O 0 01 00 0 by bogn O
BYX — bigp b1 b2 0 0010 _ [0 bo bu bi
boo bo1 bo2 Dbog 00 01 0 b bar b2 |’
bso b1 bz b3z 0000 0 b3 b3 b2
01 00 boo bp1 O 0 bigp b1 b2 O
YB — 0010 bio b1 b2 O _ | D20 a1 Do bos
0 0 01 bao o1 ba2 bo3 bso b31 b32 b33
0000 bso b31 b3z b33 bio ba1 baz by3

Por otro lado, el efecto de multiplicar un elemento de £ por la matriz X esel siguiente, multiplicar B
por X a la derecha, traslada una columna a la izquierda las entradas de B; y el efecto de multiplicar
B por X a la izquierda traslada una fila hacia abajo las entradas de B, es decir,

boo bor O 0 0 0 0 O b1 O 0 O
BX — biop b11 b2 O 1 0 0 0 _ b1 b1z 0 O

bao ba1 baz bog 0100 bai baa bz 0 |

bso D31 b3z b33 0010 b31 b3z b3z O

00 0O boo bp1 O 0 0 0 0 0
XB _ 1 0 0 O bip b1 b2 O _ boo bo1 O 0

0100 bao bo1 boa Dbo3 bio b1n b2 0O

0010 bso b1 bsz b3z bao bor bz bos

Las matrices D y D producen los mismos efectos que las matrices X y X, respectivamente, claro
salvo unas constantes. Entonces el efecto de multiplicar un elemento de £ por éstas, es el mismo que
producen X y X, es decir, se tienen traslaciones por filas y columnas hacia arriba, abajo, derecha o
izquierda.

LEMA 1.3 Sea A € G. Entonces A~YJAD = D.

Demostracién. Véase que A~'J A es diferente de J sélo en la 0-ésima columna y entonces A~'JAD
es el producto de las matrices

00 00 00 00
* 1 0 0 1 0 00
x 0 1 0 0200
* 0 0 1 00 30
lo cual es igual a D. O

DEFINICION 1.4 Se dice que A € L estd en banda si existe un par de enteros (m,n) tal quen < m
vy todas las entradas distintas de cero de A se encuentran entre las diagonales de indices n y m. En
tal caso se dice que A es una (n, m)-matriz banda.
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Conviene destacar que el conjunto de matrices banda es cerrado bajo la multiplicacion y adicion,
pero una matriz banda puede tener una matriz inversa que no es matriz banda. La transpuesta de
una (n,m)-matriz banda es una (—m, —n)-matriz banda.

Por otro lado, el conjunto de las semi-matrices inferiores £ contiene a las matrices de la forma
chp €C-1 C_9 C_3

C1 Co C_1 C_9

o m
_ vk k _ ..
T = E cp X" + E c.pXP=1| &2 ca ¢ ¢ ,
k=0 k=1 3 C2 C1 co -

donde los coeficientes ¢; son reales y m es un entero positivo, a estas matrices se les conoce como
matrices de Toeplitz. Notese que, si c—,,, # 0 entonces ind(T) = —m. La 0-ésima columna y la
0-ésima fila de T son respectivamente,

(607017027"'7cn7"')t7 y (6070—170—27"'7c—mao707"'7)‘

PROPOSICION 1.5 Sea A € L con ind(A) = n tal que AX = XA. Sin < 0 entonces A es un
polinomio en X de grado —n, y sin > 1 entonces A = 0.

Demostracion. Como XX = I la ecuacién AX = XA produce
A=XAX,

entonces vemos que A debe ser una matriz de Toeplitz.

La 0-ésima columna de X A es (ayg, agg, aso, . .., ). Esta es la 0-ésima columna de A desplazada un
lugar hacia arriba. La 0-ésima columna de AX tiene entradas cero. Por lo tanto, ajo = 0 para j > 1,
y como A es Toeplitz, todas las entradas de A abajo de la diagonal de indice cero deben ser cero.
Por tanto, si n > 0 entonces A = 0y si n < 0 se debe tener

—n
A= Z appX®. O
k=0

COROLARIO 1.6 Sea L = B~'XDB para algiin B € G. Sea A € L tal que AL = LA. Entonces, si
ind(A) =n < 0 entonces A es un polinomio en L de grado —n, y si ind(A) > 1 entonces A = 0.

Demostracién. De AL = LAy L = B 'XB se obtiene que BAB~! conmuta con X, por la
Proposicion 1.5 ésta es cero cuando n > 0, y entonces A = 0. Si n < 0 la proposiciéon da como
resultado BAB~! = g(z), un polinomio en X de grado —n. En este caso se obtiene

A=Blg(x)B=g(B'XB)=g(L). O

DEFINICION 1.7 Sea A € L con indice m, decimos que A es mdnica si todas las entradas de la
diagonal de indice m son iguales a 1.

Se denota por T el conjunto de (—1, 1)-matrices banda cuyas entradas en las diagonales de indice 1
y —1 no son todas cero. Las (—1, 1)-matrices banda también pueden llamarse matrices tridiagonales.
Notese que el indice de T es —1 y que T es cerrado bajo transposicion.
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EJEMPLO 1.5 Sea C una matriz tridiagonal,

C =

o = O
= O =
o O O
o O O

entonces su matriz transpuesta sigue siendo una matriz tridiagonal, esto es,

010
| 1o
“=1000

000

DEFINICION 1.8 Sean A, B € L. Se dice que A y B son diagonalmente similares si y sélo si existe
una matriz diagonal invertible de indice cero T, tal que B = T~1AT.

PROPOSICION 1.9 (a) Si L € T entonces L es diagonalmente similar a un elemento ménico de

T.

(b) Si L € T es ménico entonces hay una tinica matriz ménica A € G tal que A~'LA = X.

(c) Si L,M €T entonces ellas son similares una a la otra.

(d) Si L € T entonces L es diagonalmente similar a L.

(e) Si L € T es moénico y tiene entradas positivas en la diagonal de indice 1 entonces L es

diagonalmente similar a un elemento simétrico de T .

Demostracion.

(a)

(b)

Definimos la sucesion p como sigue: pg = 1y pp = €p1l12...Lx—1 para k > 1. Sea J, =
diag(po, p1,p2,--.), la matriz diagonal de indice cero cuya entrada en (k, k) es px. Un calculo
simple muestra que 5PL5p_1 es un elemento monico de 7.

Sea L un elemento moénico de 7. Queremos encontrar un monico A = [a;x] en G tal que
LA = AX. La igualdad de las entradas en la posicion (j + k, k) de LA y AX nos dan la
ecuacion
Uik jrh—1 Qjk—1k T Cjthjrk Qb + ikt h = Qjrkk—1-

Resolviendo para a;ir4+1,, vemos que esta entrada en la j + 1 diagonal puede ser calculada
si tenemos aj4j—1 .k, la cual estd en la j — 1 diagonal, a1 la cual estd en la j diagonal, y
ajtkk—1, la cual estd en la entrada anterior en la j+1 diagonal. Ademas podemos encontrar la
entrada de A por diagonales, empezando con la diagonal de indice 1, porque todas las entradas
en la diagonal de indice cero son iguales a 1. Podemos también encontrar las entradas en A
por filas.

Se sigue inmediatamente de (b).

Sea pg=1y
~Lloalig - lpq g

_ L k>
Croloq - Ly r—1

Pk

Definimos A, = diag(po, p1, p2, - -.). Un céalculo simple da
A,LATT =L,
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(e) Seayy =1y = \/61,052,1 -+ -} p—1 para k > 1. Definimos 0, = diag(v0,71, 72, - - .). Entonces
es facil ver que AZ ILAV es simétrica. O

1.2. Sucesiones de polinomios

Sea {px }r>0 una sucesion de polinomios con coeficientes reales tal que grad(pg(z) — z*) < k, y por
esta razon, se dice que es una sucesion de polinomios ménicos. Se usa la base de potencias {z*, k > 0}
para expresar los polinomios p; de la forma

k
pr(x) = Zakja:j, ar =1, k>0.
j=0

Se usan los coeficientes ay; para formar la matriz infinita A = (ay;). Notese que A es un elemento
monico de G. Asi, se dice que A es la matriz asociada con la sucesion {py}r>0, y tiene la forma

1 0 0 00

ajo 1 0 0 0

A= a2y a921 1 0 0
10

azp asp as2

La k-ésima fila de A corresponde a los coeficientes del polinomio pg (). Es facil ver que la k-ésima fila
de AX corresponde a los coeficientes de xpi(x), v la k-ésima fila de AD corresponde a los coeficientes
de p).(z), como se puede ver enseguida:

0 1 0O 0 ... 0 0 00
0 aio 1 0 e 1 0 0 0
AX = 0 a0 a1 1 PN , AD = a1 2 0 0
0 30

azp azy azy ... az1  2a3o

DEFINICION 1.10 Sea p un funcional lineal definido en el espacio de todos los polinomios. La
sucesion de polinomios {py }r>0 es ortogonal con respecto a ju si y s6lo si

donde 7, son constantes reales distintas de cero. Si todos los 7y, son positivos se dice que | es un
funcional lineal positivo.

Los momentos de y son los nimeros p; = p(z7), para j > 0. Se define el vector columna de momentos
por v = (g, pi1, i2, - - -)¢. Entonces

k
p(pr(r)) = arjpg,
=0

es el k-ésimo elemento del vector columna Av y

k
p (2 pr(x)) =) akjttiim,
§=0
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es el k-ésimo elemento del vector columna AX™v.

Como cada z" es una combinacion lineal de pg,p1,...,pn, la condicién de ortogonalidad (1.1) es
equivalente a
0, si 0<m<k
m _ ) =
p (@ pr(x)) = { e si om=Fk (1.2)

TEOREMA 1.11 Sea {pj}r>0 una sucesion de polinomios moénicos y sea A la matriz asociada.
Entonces, la sucesion {p, }x>0 es ortogonal con respecto a algin funcional lineal si y sélo si la matriz

L=AXA""1estdaen T, es decir, L= AXA~! es una (—1,1)-matriz banda.

Demostracién. Suponga que la sucesion {py }r>0 es ortogonal con respecto al funcional p, con vector
de momentos v. Para j > 0 sea e; el vector columna infinito con la j-ésima entrada igual a 1 y todos
los otros elementos iguales a cero. De la definiciéon de L se tiene L™ A = AX™ para m > 0. Por lo
tanto L™ Ay = AX™v, para m > 0. Por la condicién de ortogonalidad (1.1) se ve que la k-ésima
entrada de AX™ es cero si 0 < m < k y ésta es v, # 0 si m = k. Por lo tanto, AX™v estd en

el subespacio generado por {eg,eq,..., ey, }. La condicion de ortogonalidad también da Av = vgep,
y ademas y9L™ey esté en el subespacio generado por {eg,e1,...,en} y se puede escribir como una
combinacién lineal de éstos
m—1
m
YL eg = Ymem + E Cm,j€j,
Jj=0
para algunos coeficientes ¢, ;. Entonces
m—1 m
m—+1 _ —
YL eg = ymem + L g Cm,j€j = Ym+1€m+1 E Cm41,j€5-
Jj=0 J=0

Por lo tanto

m
TYm+1
Le,, = m—em-i-l + ng,jej,
Tm —

7=0
para algunos coeficientes g, j. Esto significa que todas las entradas de L abajo de la diagonal de
indice 1 son iguales a cero, y sus elementos en la diagonal de indice 1 para m > 0 son
Tm+1

Em—l—l,m = .
m

Como A y A~! son moénicas de indice cero y X es moénica de indice —1, es claro que L es (—1,1)-
matriz banda, moénica y pertenece a T .

Ahora suponga que {py}r>0 es una sucesién de polinomios con matriz asociada A en G tal que
L = AXA™! es moénica de indice —1. Ademéas L es (—1,1)-matriz banda, L™ es (—m,m)-matriz
banda y tiene entradas distintas de cero en su diagonal de indice m. De las ecuaciones AX™v =
L™Av = L™eq se observa que la condicion de ortogonalidad (1.2) se satisface y los polinomios py
son ortogonales con respecto al funcional y cuyos momentos son las entradas en la 0-ésima columna
de A7, Luego, de la ecuacion L™ey = AX™v, se tiene

ebL™eq = (eh A) XMy = eh X ™,

y esto dice que la entrada (0,0) de L™ es igual a p,. Por lo anterior, la sucesion de momentos se
puede obtener de L, es decir, la entrada (0,0) de las matrices L™ corresponde al m-ésimo momento.
O
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La matriz L del teorema anterior tiene la forma

B 1 0 0 0 0
a1 ,81 1 0 0O
L= 0 az B 1 0 0 , donde oy = l, para k> 1. (1.3)
1 0 Yk—1

0 0 a3 53

Igualando las k-ésimas filas de la ecuacién matricial LA = AX, se obtiene la relacion de recurrencia

appr—1(z) + Bepe(x) + prsi1(x) = xpp(x), para k> 1. (1.4)

La relacion de recurrencia (1.4) se utiliza para calcular los polinomios cuando conocemos L. Notese
que se tienen las condiciones iniciales po(z) =1y p1(x) = = — So.

Para Z € Ly k > 1 se define la k-seccion de Z como la matriz finita k x k Z) = (2;;) donde
0<j<k—-1y0<i<k—1. Tomando el producto de la k-seccién de las matrices A=, L,y A se
obtiene

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
-1
ALy Aw) = Q Q 9 1 9 : (1.5)
—Aago0 —01 —Qg2 —ag3 - —Ag k-1

Esta es la matriz companera del polinomio ménico pg(z) = ak,o—l—ak@x—l—ak,gﬂ—l—- . -—I—ak7k_13:k_1—|—:nk.
Por lo tanto, pi(x) es el polinomio caracteristico de L. Es importante recordar que las matrices
companeras son no-derogatorias (una matriz cuyo polinomio caracteristico y polinomio minimo son
iguales, es decir los valores propios tienen todos multiplicidad geométrica 1) y en consecuencia, las
raices de pi(x) son simples. Por otro lado, si L tiene entradas positivas en la diagonal de indice
1, es decir, ap > 0 para k > 1, entonces L es similar a una matriz simétrica y entonces L(k) es

también similar a una matriz simétrica. Ademés, en tal caso todos los eigenvalores de L) son
reales y entonces py(z) tiene k raices reales distintas. En (1.5) usamos (Ag)) ™t = (A(_kl)), que se
cumple para A € G, pero en general, las operaciones de tomar la k-secciéon de matrices infinitas y la

multiplicacién, no conmutan.

Si A es la matriz asociada a una sucesion de polinomios ortogonales monicos, {p}r>0, se dird que
A es una matriz de polinomios ortogonales (mdnicos), lo cual se abrevia con MPO, tal notacion
serd aplicada para describir ciertas matrices y no usaremos la palabra abreviada para referirnos a
sucesiones de polinomios.

1.3. Sucesiones de polinomios ortogonales clasicos

Sea A una M PO asociada con la sucesion de polinomios ortogonales monicos {py }r>0. Entonces AD
tiene indice 1y su k-ésima fila es el vector (a1, 2ak2, 3aks, - .., kakg,0,...), la cual corresponde a la
derivada de py(z). Ademés la matriz DAD es un elemento ménico de G y su k-ésima fila corresponde
al polinomio moénico pj_ ,(x)/(k + 1). La MPO A es llamada cldsica si y solo si la matriz DAD es

también una M PO. Para cualquier matriz Z € L se escribira Z =DZD.
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TEOREMA 1.12 Sea A una MPO. Entonces A es clasica si y sélo si AA™! es una (0,2)-matriz
Prpa (7)
k+1

banda y estd en G, donde A = DAD es la matriz de derivadas con polinomios ménicos

Demostracion. Sea A una M PO y sea L un elemento moénico de 7 que satisfacen LA = AX. Se
definen U = AA™! y M = U~'LU. Esta claro que U € G y M es una matriz moénica de indice —1.
Por lo definido anteriormente se tiene MA = U"'LUA = U"'LA = U"'AX = AX. Por el Lema
1.3 se obtiene

A'DU'A=A""DA=A""DDAD = A"'JAD = D,

y por lo tanto ADA™! = DU, De la identidad basica I = XD — DX se obtiene
A=AXD — ADX = LAD — ADA™'AX = LAD — ADA™'LA = LAD — DU'LA.

Multiplicando por la derecha por A~ y usando ADA™! = DU~ se obtiene I = LDU~' - DU'L,
y multiplicando por U a la derecha se obtiene

U=LD—-DU'LU=LD - DM. (1.6)

Como L es un elemento moénico de 7 y D es diagonal de indice 1, la ecuacion (1.6) muestra que U
es (0,2)-matriz banda si y s6lo si M es un elemento moénico de T. Se concluye que A es una M PO
clasica si y solo si U es un elemento monico (0, 2)-matriz banda de G. O

Sea A una M PO clasica y sean L y M elementos moénicos de T tal que LA = AX y M A= AX.
Por el Teorema 1.12, la matriz U = LD — DM es equivalente a AAT! y satisface LU = UM. Esta
dltima ecuacién es igual a

L?*D + DM? = 2LDM,

y esto permite encontrar las entradas de M en términos de las de L y también produce férmulas
explicitas para las entradas de L, descrita en (1.3), en términos de Sy, 81,2 y «ai. Tales formulas
seran presentadas mas adelante. Por la Proposicion 1.9 (d) existen matrices diagonales invertibles
A,y A, tales que ApLAp_l =L'y A,MA;' = M. Entonces, de U = LD — DM se tiene

U'=D'L' = M'D"= D'A, LA — A, MAT' DY,
y ademas
AJ'U'A, = AJ'D'A,L — MA;'D'A,,.

Sea V = AJIU'A, y sea E = A;1D!A,. Entonces se obtiene V = EL — M E. Nétese que V es una
(0,2)-matriz banda con entradas distintas de cero en la diagonal de indice 0, y F matriz diagonal
de indice —1. Tomando transpuesta en ambos lados de LU = UM y usando la definicion de V, se
obtiene inmediatamente VL = MV. Ahora LUV = UMV = UV L y ademas UV conmuta con L.
De la misma forma se obtiene que VUM = VLU = MVU y entonces VU conmuta con M.

Notese que el ind(UV') > —2 y entonces, por el Corolario 1.6, se tiene UV = g(L) donde g es un
polinomio de grado a lo mas 2. Es importante recalcar que U esta en G y por lo tanto es invertible.
Entonces M = U~'LU y ademés

VU =U Y UV)U =U'g(L)U = g(U'LU) = g(M).
De las ecuaciones U = AA™!, MA=AX y VU = g(M) se obtiene

VA=VUA=g(M)A = Ag(X). (1.7)
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La igualdad de la k-ésima fila en la ecuacion (1.7) da como resultado

p;c+1($)
kE+1

9(x) = Vi ko (2) + Vi gr106+1(2) + Vi kraprr2(2).

La siguiente caracterizaciéon de polinomios ortogonales clésicos es esencialmente equivalente a la
caracterizacion obtenida por Al Salam-Chihara [2] y por Maroni [21], usando diferentes enfoques.

TEOREMA 1.13 Sea A una M PO. Entonces A es clésica si y sélo si existe una W (—2,0)-matriz
banda con entradas distintas de cero en la diagonal de indice cero, y un polinomio q(X) de grado a
lo més 2 tal que

WA= Aq(X). (1.8)

Demostracion. Se demostro en (1.7) que si A es clasica entonces (1.8) se cumple con W = V' y
q=9.

Ahora suponga que A es una MPO, AXA™! = L € T,y (1.8) se cumple. Sea U = AA~!. Es
claro que U € G. Se demostrara que U es (0,2)-matriz banda y ¢(X) tiene grado a lo méas 2, se
observa que todas las entradas no cero de g(L) se encuentran entre las diagonales de indices —2
y 2. Sea k > 3. Entonces la entrada (k,0) de la matriz UW, la cual es ug owo,0, debe ser cero.
Entonces uyo = 0, ademéas, por hipotesis wg o # 0. Sea ahora k > 4. La (k,1) entrada de UW, la
cual es ug owo,1 + up,1w1,1 debe ser cero. Por lo tanto, uy 1 debe ser cero. Procediendo de esta forma
se observa que todas las entradas de U, abajo de la diagonal de indice 2 son cero. Ademas, U es
(0,2)-matriz banda, y A es clasica, por el Teorema 1.12. O

Sea A una M PO clésica. Utilizando la notacion introducida anteriormente, recalcando que Ly M
son elementos moénicos de 7 tal que LA = AX y MA = AX. También se tiene

U=LD—-DM=AA"', V=EL-ME, LU=UM, VL=MV, y UV =g(L),

donde g es un polinomio de grado a lo méas 2. La ecuacién anterior permite escribir de dos formas el
producto UV,

UV=UEL-UMFE=UFEL-LUFE y UV =LDV — DMV = LDV — DVL.

Combinando estas ecuaciones se obtiene (UE + DV)L = L(UE + DV) y por el Corolario 1.6 se
debe tener UE + DV = h(L), donde h es un polinomio de grado 1, porque el indice de UE + DV es
igual a —1. Un simple calculo muestra que UE + VD conmuta con M y es un polinomio de grado

len M.
DeU=LD—-DMyV =FEL— MFE se obtiene UE = LDE — DME y DV = DEL — DME. De

lo anterior se tiene

UE—-DV =LDE - DFEL.

Se define la transformacion T4 : £ — £ por Ta(Z) = A" ZA para Z € £. Como A es invertible
y tiene indice cero, es claro que T4 es un isomorfismo de algebras que preserva indices. Notese
que T4(L) = X. Calculamos a continuacion T4(Z) para algunos valores particulares de Z. Como
UV = g(L), donde g es un polinomio de grado a lo mas 2, se obtiene T4 (UV) = g(Ta(L)) = g(X).
En la demostracion del Teorema 1.12 se obtuvo T4(DU~') = D. De DV = DU~'UV se tiene

T4(DV) = Ta(DU NTA(UV) = Dg(X).
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Escribiendo DE = DUT'UE = DU~Y(h(L) — DV), se tiene
TA(DE) = Ta(DU ™" )Ta(h(L) — DV) = D(h(X) — Dg(X)).
Por lo tanto, se ha obtenido la ecuacion diferencial de Bochner
AA = A(Dh(X) — D*¢(X)), (1.9)

donde A = DF es diagonal de indice cero. El polinomio g en (1.9) es el mismo que aparece en (1.7).
La ecuacion (1.9) dice que la k-ésima fila de A identificada con pg(x), satisface la ecuacion diferencial

Akpr(x) = h(z)py(z) — g(z)pg (), k>0,

donde Ay es la entrada (k, k) de la matriz diagonal DE. Notese que A\g = 0y Ax # 0 para k > 1.
Obsérvese también que Dh(X) — D?g(X) es una (0,2)-matriz banda y su entrada en la posicion
(0,0) es cero.

TEOREMA 1.14 Sea A una M PO. Entonces A es clésica si y sélo si existen polinomios 1 de grado
uno y ¢ de grado a lo méas 2, y una matriz diagonal A = diag(dy, 61,02, ...) tal que 6o =0 y d # 0
para k > 1, que satisface

AA = A(D)(X) — D*¢(X)). (1.10)

Demostracion.  Anteriormente se demostro que si A es clasica entonces (1.10) se satisface con A = A,
¥ = hy ¢ = g. Ahora suponga que (1.10) se cumple. Sea U = Ag_l, como de costumbre, e
introducimos la notacion B = Dy(X) — D?¢(X). Por hipétesis A = DE con E diagonal de indice
-1. Nétese que DA = DDE entonces DA = JE = FE, ademas F tiene inversa derecha. De la
ecuaciéon (1.10) T4(A) = A"'DEA = B. Entonces

TA4(DUT'UE) = T4(DUY)TA(UE) = DTA(UE) = B,

y por lo anterior tenemos T4(UE) = DB = )(X) — D¢(X). Sea V = D(y)(L) — UE). Entonces se
tiene

TA(UE+DV) =9¢(X) y Ta(DV) = D¢(X).
Por lo tanto TA(UE + DV) = (X) y Ta(DV) = D¢(X). En consecuencia
TA(UE — DV) = (X) — 2D¢(X).
Utilizando la identidad XD — DX = I es facil ver que XB — BX = (X)) — 2D¢(X). Como
XB — BX = T4(LA — AL) y Ty es inyectiva, obtenemos UE — DV = LA — AL. Se tiene que
UE+ DV =¢(L) y ademéas UE — (¢(L) — UE) = LA — AL entonces
QUE = (L) + LA — AL.

También se tiene que UE es una (—1, 1)-matriz banda, y como FE es diagonal de indice —1 y tiene
inversa diagonal de indice 1, se obtiene que U es (0,2)-matriz banda, y por el Teorema 1.12 se
concluye que A es clasica. O
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1.4. Construccién explicita de las matrices de polinomios ortogona-
les clasicos

Sea A una M PO clasica y sean L y M elementos moénicos de 7 que satisfacen LA = AX y
MA = AX, respectivamente. Escribiendo L como en (1.3) y M en una forma similar, con ﬁ] en
lugar de 3; y &; en lugar de o;. Se probo en la seccién anterior que U = LD — DM = AAT! y
también que LU = UM. Es claro que las entradas de U se pueden escribir en términos de las de L
y M, es decir, en términos de los Ej, Bj, @; v aj. Notese que U es moénico y (0,2)-matriz banda,
y como Ly M son (1,—1)-matriz banda se puede ver que LU y UM son (—1,3)-matrices banda
y moénicas. Ademés, la ecuacién matricial LU = UM es equivalente a cuatro ecuaciones vectoriales
que corresponden a la igualdad de sus correspondientes diagonales de indices 0, 1, 2 y 3. Resolviendo
estas ecuaciones se encuentran formulas explicitas para las sucesiones Bj, Bj, o y a;.

Para tal fin es conveniente definir las sucesiones s y di por

so=P00 V Skp=5s1+PB: para k>1,

do=p0 y dip=pr—PBr—1 para k>1.
Se observa que si es la suma de las 8, y dj es la diferencia de las S, y ademés

Br =58k —5Sk—1 vy sp=(k+1)dy+kdy + - +2di_1+d para k>0.

Se introducen estas sucesiones porque las s; son funciones simples en términos de 8, y escribiendo
las formulas para las sucesiones relevantes en términos de dy, d;, do se obtienen expresiones simples.
Reemplazando las S en la ecuacién LU = UM, por fr = s — Sx—1, y resolviendo las ecuaciones
resultantes se encuentra que s es una funcion racional de k con numerador de grado 2 y denominador
de grado 1, la cual estéd dada por

(1.11)

s = (k+1) <d0 1 ba(2d, + d2)>

2(w(k) — 3da)

donde w(k) = (di — d2)k + 4d;y + 2da. También se obtiene

— 2
ap = w(zkkiug’l;:w(;lz —5) <3(d1 +d2)aq + (K — Dw(k —3) <%> ) ; (1.12)

~ (k4 Dsper ks
_ _ 1.1

B k+ 2 kvl Y (1.13)
_ kw(k — 2)

U= e Dw(k — 3) Y

(1.14)

Notese que ay es una funcion racional de k, con numerador y denominador de grado 4. Obsérvese
que algunos denominadores en las féormulas anteriores son cero si d; = 0y do = 0. Luego un célculo
directo con (1.12) muestra que tomando d; = 0 y do # 0 se obtiene ag = —27c; — d% y ag = 0; lo
cual quiere decir que tales elecciones de d;i, do no dan valores positivos para todos los ag, ademas
algunos «j son cero, lo cual se debe evitar, y si di = 0 hay que tomar do = 0. Es posible hacer
frente a este caso de dos formas. Una es resolviendo la ecuacion que resulta de LU = UM haciendo
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di1 = dy = 0. Otra manera conveniente es eliminar ds de las férmulas anteriores usando un nuevo
parametro x de tal manera que las nuevas férmulas funcionen cuando se toma d; = dy = 0. Esto se

hace de la siguiente manera. Sea
4—-5
do = Sx di, (1.15)

esta funcion racional de x se obtiene al tomar x igual al coeficiente de «y en la expresion para oo
dada por la formula (1.12). Definiendo

u(k) =(2—2x)k +x + 4. (1.16)

Usando (1.15) se elimina dy en las formulas (1.11), (1.12) y (1.14), obteniendo respectivamente

sp=(k+1) <d0 — 2(35(1_1(22&{) 2))) ’ (1.17)

_ N p
a = u(zklﬂ,];u(;;z — <2(1 +x)ar + (k= u(k — 3) (%) ) .y (L18)
R L (1.19)

Pkt Dulk—3)

Notese que (1.13) no cambia introduciendo el pardmetro x. Es facil verificar que tomando z en el
intervalo (0, 2] entonces las sucesiones sj y ay dadas por (1.17) y (1.18), respectivamente, estan bien
definidas y todas las aj son positivas, siempre que « sea positiva.

La funcién racional de x que aparece en (1.15) se obtiene tomando al coeficiente de o en la ecuacion
para ag dada por la formula (1.12). Si d; = 0, entonces as = xay, y se observa que x es un parametro
razonable cuando d; = dy = 0.

Definimos el vector de parametros ¢t = (dy,dy,z, 1) y denotamos el lado derecho de (1.17) por
F(t,k) y el lado derecho de (1.18) por G(t,k). Esto es F(t,k) = sx y G(t,k) = aj. Definimos el
conjunto

T ={(y1,y2,y3,54) €R* | y3 € (0,2], ys > 0}.

Con esta notacion se puede resumir el resultado anterior como sigue, que también da una prueba
directa del Teorema de Hahn.

TEOREMA 1.15 Cada M PO clasica corresponde a un par de sucesiones S, oy, dadas por
Br = F(t,k)— F(t,k—1), k>0 v ar =Gt k), k>1,
para algin t = (dy,dy,z, 1) € T.

Definiendo la funciéon § : T — T por

d1 3d1:17 (05} d%
t) = = 771 i
Notese que § esta bien definida para ¢t € T y manda T sobre T. Un célculo directo usando (1.13) y
(1.19) produce

Br = F(5(t), k) — F(6(t),k—1), k>0, y ap=G6(t)k), k>1.
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Por lo tanto, la sucesiéon de derivadas de una sucesiéon de polinomios ortogonales clasica es también
clasica. Esto es una prueba directa del Teorema de Hahn. O

Notese que una vez que se tienen las s y las ay se puede calcular facilmente todas las matrices,
vectores y polinomios asociados con A y A, tales como M, U, V, E, A, el vector de momentos A~ e,
y los polinomios h y g que aparecen en la ecuacién diferencial de Bochner.

Consideramos ahora algunos casos particulares. Si d; = 0 entonces por (1.15) se debe tener dy = 0
y entonces [ = fy = dy para todo k > 0. Con estos valores la relacién de recurrencia (1.4) muestra
que en este caso todos los elementos de la sucesién de polinomios asociada son funciones de z — fg.
De (1.18) se observa que oy, en este caso es una funcion racional de k con numerador y denominador
de grado a lo méas dos, y estos grados se pueden reducir tomando valores apropiados del pardmetro
x.

Una familia de casos relativamente simples se obtiene cuando = = 2. De (1.16) se observa que tal
eleccion produce casos particulares simples. Si ¢ = (dy, dy,2, 1) entonces se obtiene

k41
sk:(k:+1)d0+< ; >d1

y entonces
By =dy+ kdy, k>0.

2
ak:k‘al—l—(k)ﬁ k> 1.

También se tiene
2 2’ -

Haciendo dy = a1 y di = 2 se obtienen los polinomios de Laguerre mdnicos. Ver las tablas en el
libro de Chihara [8]. Como §(a1,2,2,01) = (1 + a1,2,2,1 + 1) la sucesion de derivadas se obtiene
reemplazando aq con 1+ ;.

La interseccién de las dos familias descritas anteriormente corresponde a vectores de parametros
de la forma ¢t = (dp,0,2,a1). Como §(dp,0,2,a1) = (dp,0,2, 1) cada sucesion polinomial en esta
familia es igual a su sucesion de derivadas. Los polinomios de Hermite mdnicos pertenecen a esta
familia. Ellos se obtienen con t = (0,0, 2,1/2) y sus coeficientes de recurrencia son S = 0 para todo
k>0yar=k/2para k > 1.

Los polinomios de Jacobi mdnicos con pardmetros s y v — s forman otra importante familia. Dichos
polinomios se obtienen cuando se toman
v—2s —4(v — 2s) 2(v+2) A1+ s)(14+v—s)
(v+2)2(v+3)

d:— d:— = =
T2 T wtra T oys 0 M

En este caso se tiene
v(v — 2s)
; >0, y
(v + 2k) (v + 2k + 2)

k(v +k)(s + k) (v —s+ k)

Br =

= >1
% O F kDt kR 2k 1)
Tomando
J vy —4y G —y
T vx2 N w2+ 4) v+5 0 T wt2)2%(v+3)
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se obtiene una familia con pardmetros y y v que incluye los polinomios de Bessel.

Consideremos algunos ejemplos particulares. Los polinomios de Legendre mdnicos se obtiene con los
parametros t = (0,0,4/5,1/3). Como 6(dp, 0,0, 1) = (dp,0,4/5,1/3), y = 0 no corresponden a
una sucesion de polinomios con coeficientes de recurrencia positivos ay, se observa que los polinomios
de Legendre no son la sucesiéon de derivadas de una sucesiéon clésica.

Los polinomios de Tchebyshev de primer tipo ménicos corresponden at = (0,0,1/2,1/2). Su sucesiéon
de derivadas corresponde a los parametros (0,0,1,1/4) y estos son la sucesion de polinomios de
Tchebyshev de sequndo tipo mdnicos. Estas sucesiones estan incluidas en la familia de Jacobi. Por
ejemplo, tomando los parametros de Jacobi s = —1/2 y v = —1 tenemos los polinomios de Tchebyshev
de primer tipo mdnicos.

Los métodos matriciales que se han usado en este capitulo para estudiar los polinomios ortogonales
clasicos también se pueden aplicar para estudiar otras sucesiones de polinomios clasicos, las cuales
son basicamente sucesiones de polinomios que poseen la llamada propiedad de Hahn con respecto a
un operador similar a la derivada. En otras palabras, estos tltimos son esencialmente una coleccién de
sucesiones de polinomios ortogonales que permanece ortogonal después de la acciéon de un operador
lineal que decrece en una unidad el grado de un polinomio y produce 0 cuando acttia sobre una
constante. Ejemplos de tales operadores son el operador diferencia y el operador g-derivada de
Jackson.



CAPITULO 2

LLA CLASE DE HAHN EXTENDIDA DE SUCESIONES DE POLINOMIOS
ORTOGONALES DISCRETOS

En este Capitulo se amplian algunos de los resultados obtenidos en el capitulo anterior, donde
se obtuvieron varias caracterizaciones y férmulas explicitas para los coeficientes de recurrencia de
todas las sucesiones de polinomios ortogonales clasicos. Aqui se obtienen féormulas explicitas para los
coeficientes de recurrencia de ciertas familias de sucesiones de polinomios ortogonales discretos. La
estructura del Capitulo es la siguiente: en la seccion 2.1 se construye una extension natural H,, 4 de
la clase de Hahn H,, de sucesiones ortogonales con respecto al operador en diferencias A, usual en la
reticula uniforme con incremento w. Véase [8]. Luego se encuentran los coeficientes de recurrencia y
las ecuaciones en diferencias de valores propios para la clase extendida usando el método de matrices.
En la Seccién 2.2 se demuestra que la clase de Hahn H,, 1 es un conjunto de matrices monicas A
que satisfacen una ecuacion Y A(I + wD) = AD(h(Xy) + Df(Xy)) con h de grado uno y f de
grado a lo méas dos. Finalmente, resolviendo una ecuacién matricial y comparando ciertas entradas
se obtienen formulas para los coeficientes de f en términos de w y algunos coeficientes de la relaciéon
de recurrencia. Los coeficientes de h se obtienen de la ecuacién matricial LA = AX,,.

2.1. Construccién explicita de matrices de polinomios ortogonales
discretos

Sea w un numero complejo distinto de cero. Se define el operador diferencia A,, sobre el espacio de
polinomios con coeficientes complejos C[x] por

Aupla) = P =20)

Denotamos por N, la base de Newton de C[x] asociada con la sucesion 0, w, 2w, 3w,...,. Los
elementos de N, son los polinomios wuy definidos por ug(z) =1y

up(z) = z(x —w)(x —2w) -+ (x — (k— Dw), k>1.
Obsérvese que N, es una base triangular para C[z]. Un céalculo simple da

Ayug(z) = kug—1(x), k>0,

17
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zug(z) = ug+1 () + kwug(x), para k > 0.

Por lo tanto la representacion matricial de A,, con respecto a la base N,, es la matriz D definida
en el capitulo anterior, y la representacion del operador multiplicacion f(x) — xf(x) con respecto
a M, es la matriz

01 0 0 0
0w 1 0 0
X,=| 00 20 1 0
00 0 3w 1

Si A € G es una matriz cuya k-ésima fila es considerada como el vector de coeficientes de un polinomio
k
pe(x) = Zakjuj(x)a agr = 1, k>0,
J=0

con respecto a la base Ny, entonces la k-ésima fila de AD es el vector de coeficientes de Aypg(z) y
la k-ésima fila de AX,, es el vector de coeficientes de xpy(z), ambos con respecto a N,,. Es facil ver
que D y X,, satisfacen la identidad

XoD — DX, =1+ wD. (2.1)

Entonces D es la inversa izquierda de D, es decir, DD =1 , Y DD = J.Si A es un elemento ménico
de G definimos A = DAD. Notese que A es un elemento moénico de G y su k-ésima fila representa el
polinomio normalizado (monico)

Awpk-i-l
E+1"7

donde piy1 corresponde ala k4 1-ésima fila de A.

Se define el conjunto H,, llamado la clase de Hahn como el conjunto de todas las M PO A tales
que A es también una M PO. Se caracterizaran los elementos de H,, en términos de sus matrices de
coeficientes de recurrencia.

TEOREMA 2.1
L?’D — 2LDM + DM?* — w(LD — DM) = 0. (2.2)

Demostracién.  Suponiendo que A € H,, y suponiendo ademéas que L es el nico elemento de 7 tal
que LA = AX,,. Como A es una M PO hay una tnica M € T tal que MA = AX,,. Entonces se
tiene

M= AAT'LAATY,
Sea U = AA~'. De la identidad (2.1) se obtiene
U = A(XyD-DX, —wD)A™! = AX,DA™' — ADX,A~' — wADA™!

LADA™' — ADA='M — wADA™!
— LD — DM —wD

La igualdad anterior se sigue de

ADA™' = ADDA™'D = AJA™'D = D.
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Obsérvese que A y Ano aparecen en la expresion para U obtenida anteriormente. Como LU = UM

y U =LD — DM — wD se obtiene la ecuacion (2.2). O
Sean
Bp 1 0 0 0 - Bo 1 0 0 0
a1 ,81 1 0 0o - &1 ,81 1 0 0
L= 0 az B2 1 0 - , M = 0 ay By 1 O (2.3)
1 B3 1

0 0 a3 f3 0 0 a3 (3

De la ecuacion matricial (2.2) se obtienen todas las entradas de L y M en términos de Sy, 51, B2, a1
y w. Con el fin de obtener férmulas algebraicas simples se utilizan las sucesiones v; y dx, es decir,
la suma y diferencia de las i, respectivamente, definidas como sigue.

Y = Po+Bi+...+ Bk, para k>0,
0, = Br—PBr_1, para k>1, con = Ffp. (2.4)

Sea 7 la suma de los Ek Los Br y Ek en (2.2) son reemplazados por sus correspondientes expresiones
en términos de los 7y v los ;. Obteniendo primero

=y (-2 (25)
& = Aotk ) (2.6)

ECER O

donde g(k) = cok + ¢1, co = d1 — 62 y ¢1 = 91 + 5d2. Resolviendo las ecuaciones escalares de (2.2) en
un orden adecuado se obtiene

e = (k+1) (50 + %) oy (2.7)

kg(k — 1) (k —1)g(k) 619(3) '\
T ek YO TT Gf‘<mﬁ—n>> | 29

Notese que v depende solamente de dg, 61, d2 v k, mientras que aj depende solamente de 61, d2, a,
w?, v k. Como 6 = P — By_1 vemos que la matriz L estd completamente determinada por cinco
parametros 3o, B1, B2, a1 v w?, y las férmulas (2.7) y (2.8). Por lo tanto, para un niimero complejo
dado w cada M PO A € H, estd completamente determinada por los parametros gy, 81, f2 y aq.
Notese que Hy = H_vp-

De la ecuacion (2.7) se observa que si 01 = 0 entonces v, = (k+ 1)do y por lo tanto d2 debe ser igual
a 0. Como g(k) no puede ser cero, si d; # 0 entonces se debe tener
0y, k+1
0 " k-5
El caso limite §o = §; es aceptable. Se puede obtener una extension de la clase H,, usando en lugar
de la ecuacion (2.2), la ecuacion matricial

para k > 0.

L?’D —2LDM + DM? —w(LD — DM) = tD, (2.9)

donde t es un pardmetro complejo.
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DEFINICION 2.2 Se dice que una M PO A pertenece a H,, 4 llamada la extension de la clase de
Hahn de Ay, si'y sélo si, la matriz L de coeficientes de recurrencia de A satisface la ecuacion (2.9)
para alguna matriz M en T y algtin nimero complejo t. La clase H,, corresponde a t = 0.

Usando la Definicién 2.2 y resolviendo (2.9) se obtienen nuevamente las ecuaciones (2.5), (2.6) y
(2.7), pero en lugar de (2.8) ahora se obtiene

_ kgk—1) (k — 1)g(k) 619(3) \*
ap = S92k —2) g(2)a; — — <4t +w? — (m) > . (2.10)

Obsérvese que la tnica diferencia entre estas ecuaciones es que ahora tenemos 4t + w? en lugar de

w?.

Si z y w son ntimeros complejos y definimos ¢ = (22 —w?) /4, entonces se tiene 22 = 4t +w? y ademéas

si A € H, entonces estos coeficientes de recurrencia satisfacen la ecuacion (2.7) y la ecuacion (1.12)
con z en lugar de w, el cual coincide con la ecuacion (2.10).

Por lo tanto, se tiene H, C Hy 4. Por lo tanto, Hy + = Huy,+ para cualquier par de nimeros
complejos w y wi, por lo tanto, sélo hay una clase de Hahn extendida asociada con todos los
operadores en diferencia A,,, y es la union de todos los conjuntos H,, para w € C.

2.2. Ecuaciones en diferencias

A continuacién se mostrara que la clase de Hahn #H,, es el conjunto de las matrices moénicas A € G
que satisfacen una ecuacién matricial de la forma

YA(I +wD) = AB, (2.11)
donde, Y es diagonal de indice cero, la matriz B es de la forma
B =D (MXuy)+ Df(Xuw)),
con h un polinomio de grado uno y f es un polinomio de grado a lo més dos. Se escriben
WXu) =hol + Xy v f(Xu) = fol + fiXw+ X5,

Como A y I +wD son elementos moénicos de G es facil ver que Y debe ser igual a la diagonal de
indice cero de B. Sea Z = (I +wD)~!. Esta es una matriz invertible y triangular superior. Entonces
(2.11) también se puede escribir como YA = ABZ.

La derivada de Pincherle con respecto a X, de una matriz P en £ definida como
P = X,P - PX,.

Notese que (PQ) = P'Q+ PQ' y (XF) = 0 para k > 0. La identidad (2.1) es equivalente a
D' =1+ wD, y de esta ecuacion es facil obtener Z/ = —wZ.

Usando las propiedades de la derivada de Pincherle un sencillo calculo produce

B" — 3wB' 4+ 2u’B = 2f(X,,) — 2wh(X,), (2.12)
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y
(BZ)" = w?BZ = (I + wD) (2f(Xu) — wh(Xw)) Z = 2f(Xw — wl) — wh(Xy — wl).  (2.13)

Las igualdades anteriores se siguen de Z7'X,Z = X, — wl. La ecuacion (2.13) se puede escribir
como

X2BZ —2X,BZX, + BZX2 —w’BZ = 2f(Xy — wl) — wh(Xy — wl). (2.14)

Suponga que A es una matriz moénica en G que satisface (2.11) y sea F = AX,A~!. Obsérvese que
F' se puede escribir como F' = L + T donde L es como en (2.3) y T es una semi-matriz inferior de
indice 2. Como ABZA~! =Y, multiplicando ambos lados de (2.14) por A del lado izquierdo y por
A~! del lado derecho se deduce

F%Y —2FYF +YF? —w?Y = 2f(F — wl) — wh(F — wI). (2.15)

Hay que recordar que las entradas distintas de cero de Y son las entradas en la diagonal de indice
cero de By, por lo tanto, pueden expresarse en términos de w y los coeficientes de los polinomios
h'y f. Resolviendo la ecuacion obtenida y comparando las entradas (0,1), (1,2) y (0,0) en ambos
lados de la ecuacion (2.15) se obtienen los coeficientes f1, fo2, fo en términos de w, yo, y1, Y2 y @1. En
consecuencia, de las correspondientes ecuaciones para las diagonales de indices —1 y 0 en (2.15) se
obtienen las sucesiones v para k > 3, v ag, para k > 2 las cuales resultan ser las mismas sucesiones
dadas por las formulas (2.7) y (2.8). Las ecuaciones de las diagonales de indice 1, 2, 3, ..., producen
T = 0. Por lo tanto, ' =L € T y L es la matriz de recurrencia a tres términos de una M PO en la
clase H,,. Pero se tiene LA = AX,, y ademés A estd en H,,.

Luego, el coeficiente hy se obtiene de la entrada (0,0) de la ecuacion matricial LA = AX,, vy hy
permanece indeterminado y se puede considerar como un factor de escalamiento distinto de cero.
Los coeficientes de h y f obtenidos en el procedimiento descrito anteriormente son

h(] = hl(w — 50),

fo = Ggh(ll) (39(3)11)2 —wg(5)y2 + do (3019(3) + 6dpco) — 6g(2)a1) :
h
hio= 29(11) (81 (6w — 9(3)) — 4o ) (2.16)
hlc()

f2:ﬁ’

y hy es cualquier niamero distinto de cero tal que h; # —2fs, porque si hy + 2fs = 0 entonces
9(3) =0, y eso es no aceptable.

Q

Las entradas en la matriz diagonal Y, llamadas los eigenvalores, estan dadas por

Yir = hik <1 + (k- 1)%) . k>0 (2.17)

Ademas, se puede observar que los eigenvalores dependen de k, é1, d2 y hi, los cuales son esencial-
mente un factor de escalamiento.
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Si w y los coeficientes hg, fo, fi, fo son ntmeros dados entonces se pueden resolver las ecuaciones
(2.16) para obtener los valores de los elementos &g, d1, d2 y «;. Esto es, se obtiene

B hlw — h()
b = I )
5 — thofat hiw — 2hy f1
1 h1(2f2 + h1) ’
N (4ho fa + Wiw — 2hy f1)(hy — 2f2) (2.18)
hi(2f2 + h1)(4f2 + hi)
_ hohafi — hifa— foh?
a1 = :

h3(fo + h1)

Notese que el coeficiente h; se puede elegir tal que los denominadores en las ecuaciones (2.18) no se
anulen. Entonces las formulas (2.7) y (2.8) dan las sucesiones 7 y o, y por lo tanto la matriz de
coeficientes de recurrencia L esta completamente determinada. La correspondiente M PO A esta en
H., v satisface la ecuacion matricial (2.11).

Se ha demostrado el siguiente teorema.

TEOREMA 2.3 La clase H,, es el conjunto de todas las M POs A que satisfacen una ecuacién en
diferencias de la forma Y A(I +wD) = AB, donde Y es matriz diagonal de indice cero, y

B = D(hMXy) + Df(Xy)),

con h es un polinomio de grado uno y f es un polinomio de grado a lo més dos. O

Ejemplos de elementos en la clase de Hahn, H,,, son los siguientes.

Como bien se mencion6 si w y los coeficientes hg, fo, f1, fo de los polinomios h(X,) v f(Xy) son
numeros dados se obtienen los valores de los elementos dg, 1, d2 y a1, correspondientes a las entradas
de la matriz L cuyos elementos son los coeficientes de la relacion de recurrencia de tres términos
para la sucesion de polinomios.

Si el grado de f(X,,) es cero entonces f; = fo = 0y podemos elegir fo = 1. Por otra parte, si hy < 0
y ho = h1 +1y w =1 entonces de las ecuaciones (2.18) se tiene

hi — ho 1
0 I Bos 1=0h=w=1, o I
Por tanto, de la ecuacion (2.4) se obtienen
2hi — h 3h1 —h
Br=di+Bo="—2, Py=0+ph="
hl hl

Estos coeficientes de la relacion de recurrencia de tres términos coinciden con los obtenidos por las
formulas dadas para los coeficientes de la relacion de recurrencia para la familia de los polinomios
de Charlier en el libro [14, pag. 97|, tomando w = 1.

Otra familia de polinomios ortogonales discretos se obtiene cuando el grado de f(X,,) es uno, enton-
ces fo =0y eligiendo f1 =1, fo =ho—h1+ 1, hg > hy y w =1 las ecuaciones (2.18) se convierten
en
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hi —h hy —2 1 hy —h
=L =5, a=- by = —— al:_%.
1

0
0 hl hl ’

Asi, de la ecuacion (2.4) se obtienen

2y — hg — 2 2h1 — ho — 3

B1 =101+ Bo = I ; Po =062+ 1 = I

Los coeficientes obtenidos coinciden con las féormulas para la familia de los polinomios de Meixner
en el libro [14, pags. 98 y 103], tomando w = 1.

El estudio de los polinomios ortogonales discretos se encuentra en el Capitulo 5 del libro [14], las
formulas explicitas obtenidas en éste para la relacion de recurrencia y los coeficientes de la relacién
de recurrencia, los cuales son denotados por ¢, y d,, aparecen en la ecuacion (5.1.8) de la pagina 96.

El siguiente teorema es usualmente llamado el Teorema de Hahn.

TEOREMA 2.4 La clase H,, es cerrada bajo la transformacion que manda A en A = DAD.

Demostracién.  Sea A € H,,. Entonces A satisface la ecuacion (2.11), que es,
YA(I +wD) = AD (h(Xw) + Df(Xuw)),

donde Y, h y f son como se definieron anteriormente, (2.16) y (2.17). Multiplicando ambos lados de
la ecuacién del lado izquierdo por D y del lado derecho por D, de este modo se obtiene

DYDDAD(I +wD) = DAD (h(X,) + Df(Xy)) D.

Como Y es diagonal y su entrada (0,0) es cero, se tiene Y =Y J = Y DD. Esto justifica la presencia
del término DD justo después de la Y en la ecuacion anterior. Obsérvese que D conmuta con I +wD
y también se observa que Y = DY D es diagonal. Entonces se tiene

YA(I +wD) = A (h(Xy) + Df(Xy)) D. (2.19)

Usando la identidad X,,D — DX,, = I + wD se puede mover a D del lado izquierdo en la ecuacién
(2.19) obteniendo

(M(Xw) + Df(Xy)) D = Dhy(Xy) + D? f(Xy) + ha(I + wD),

donde
he(Xyw) = (ho + f1 +wfo)l + (h1 + 2f2) X,

Fo(Xw) = (fo+ whi+ w o) I+ (fi + 2wf2) X + X7
Sustituyendo en (2.19) se obtiene

VA(I+wD) = A (Dhu(X,) + Df.(Xu)) + b A(I + wD),

y por tanto
(V — hyI)A(I + wD) = A <Dh*(Xw) + sz*(Xw)) .
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Esto significa que A satisface una ecuacién en diferencias de la forma (2.11) y entonces A esta en
H.. Obsérvese que la entrada (0,0) de Y — hy[l es igual a cero y también que el coeficiente de X,
en hy esigual hy + 2f5, el cual no es cero, y entonces h, tiene grado igual a uno. O

Por ultimo, si A esté en la clase extendida H,, + entonces existe un nimero complejo z tal que A
pertenece a la clase de Hahn H, del operador en diferencias A,. Por lo tanto, con un adecuado
cambio de base en C[z| que involucra las bases de Newton N, y Ny, se observara que la sucesion
polinémica representada por A con respecto a la base N,,, esta representada por una matriz 7' con
respecto a la base NV, y T satisface una ecuacion en diferencias de la forma (2.11), donde 2z aparece
en el lugar de w.



CAPITULO 3

LLA CLASE DE HAHN EXTENDIDA DE SUCESIONES DE POLINOMIOS
Q-ORTOGONALES

El objetivo de este Capitulo es encontrar férmulas explicitas para los coeficientes de recurrencia
de todas las sucesiones de polinomios g-ortogonales en la clase de Hahn extendida del operador en
g-diferencias D,. El esquema del Capitulo es como sigue: en la Seccién 3.1 se definen el operador g-
derivada, su matriz de representaciéon y la clase de Hahn, asi como la clase de Hahn extendida cuyos
elementos son matrices de polinomios ortogonales tal que la matriz tridiagonal L de coeficientes
de recurrencia satisface una ecuacién matricial cuadratica, y se encuentran féormulas explicitas para
los coeficientes de la relacién de recurrencia. Finalmente en la Seccién 3.2 se caracteriza la clase de
Hahn de acuerdo a una ecuacion matricial de la forma YAE, = AD,(h(X) + D, f(X)) donde h es
un polinomio de grado uno y f un polinomio de grado a lo mas dos. Se obtienen férmulas para los
coeficientes de los polinomios h y f. Se muestra que es posible obtener los primeros coeficientes de
la relacion de recurrencia en términos de los coeficientes de esos dos polinomios.

3.1. Coeficientes de la relaciéon de recurrencia de sucesiones de po-
linomios g-ortogonales

Sea q € C # 0 que no es k-ésima raiz de la unidad. Se define el operador g-derivada sobre el espacio
de polinomios C[x] de la siguiente forma

plgz) — p(z)
D = —" 1
o ple) = 55—, ple) € Clal (3.1)
y los g-enteros como
= ¢ -1 keZ 3.2
[K] -1 € L. (3.2)

Sik>1setiene [k] =1+ ¢+ ¢?+...+¢" L La accion de D, sobre p(z) = z* es

D wk——qk_lwk_l—[k‘]wk_l k>0
« T = ) =2 L.

25
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Si p(x) es diferenciable el operador D, verifica

: d
lim D, p(x) = . p(x),

q—1

el cual es el operador de derivacién usual.

La matriz de representacion para el operado Dy con respecto a la base de monomios {z" },,>0, la cual
se denotara por Dy, estd dada por (Dq) ok = [k + 1] para k > 0 y todas las demés entradas son
cero. Es decir, se tiene 7

0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 M o0 0 0
0 1+gq 0 0 0 [2] 0 O
Di=10 0 1+q+¢ 0 =1 0 0 [3 o0
0 0 0 l+q+¢+¢ 0 0 0 [4

Como siempre, sea X la representacion matricial del operador de multiplicaciéon que manda p(z) a
xp(x) con respecto a la base {x*, k > 0}. Las matrices D, y X satisfacen la identidad

XDy —qDyX = 1. (3.3)

La matriz ﬁq es la inversa izquierda de Dy, esto es, ﬁqu =1y Dqﬁq =J,y ﬁq tiene la forma

|- o

o o
- o o

O

o O O O

o O O =

DEFINICION 3.1 Se define la clase de Hahn [J, de D, como el conjunto de todas las M PO A tal
que
A= D,AD,,

es también una M PO.
Sea A€ J;ysean L,M € T tal que LA=AXy MA = AX. Entonces
M =AATTLAATY
Sea U = AA~! usando la identidad (3.3) se tiene
U = AXD,—qD,X)A™?

= AXD,A"! - qAD,XA!

= LAD,A™! —qAD,A7'M

= LD, —qD,M.

Combinando las ecuaciones LU = UM y U = LD, — qD,M se obtiene el siguiente resultado.
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TEOREMA 3.2 Si A estd en [J, entonces
L?’D, — (¢ + 1) LD M + ¢D,M?* =0. O

DEFINICION 3.3 Se define la clase de Hahn extendida de D,, denotada por [J, , como el conjunto
de todas las M POs A tales que su matriz L € T de coeficientes de recurrencia satisface la ecuacién
matricial cuadréatica

L?D, — (¢ +1)LD M + gD ,M? = tD,, (3.4)

para alguna M € T y algiin niimero complejo t.

Sean B
Bo 1 0 0 0 Bo 10 0 0
(05} 51 1 0 0 5[1 51 1 0 0
L= 0 az B2 1 O , M = 0 ao BQ 1 0 , (3.5)
0 0 Qs ,83 1 A 1

0 0 a3 fs3

y sean o vy 0 la suma de los Bx v B, respectivamente. Se reemplazan los coeficientes Si v B con sus
correspondientes expresiones en términos de los o y 03 y entonces resolvemos la ecuaciéon escalar
obtenida por comparacion de las entradas correspondientes en ambos lados de (3.4). Obteniendo

primero
- [k +1]
= k>0 3.6
Ok [lﬁ T 2] Ok+1, = Y, ( )
’ [klg(k +1)
- gk +
=Ty , k=1, 3.7
PR (37
donde la funcién g esté definida por
g(k) =[k—2]co+c1, k=0, (3.8)

y las constantes ¢y y ¢; estan definidas por
co = [3](go0 — 01) + 02, c1 = [3](o0 + 01 — 02). (3.9)

Obsérvese que el parametro ¢ no aparece en las ecuaciones (3.6) y (3.7). Del resto de las ecuaciones
escalares obtenidas a partir de (3.4), se tiene

c2 + [k‘ + 1]63
=k+1]—= k> 3.10
y, para k > 1
oy = qlk]g(k — 1) 9(2)ay [k — (k) ((qk_l + 1)ooco — 03) <qk_2(0’000 —c3) + 0'004) .,
9(2k)g(2k —2) | ¢** ¢ (g(2k — 1))
(3.11)
donde las constantes auxiliares cg, c3, ¢4 estan definidas por
a19(3) o29(5)  019(3)
ca o O 3] 9 9(3) —qg(2) (3.12)

Notese que la sucesion ;. es independiente del parametro t.
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3.2. Caracterizacion de la clase de Hahn 7,

Se caracterizard la clase de Hahn J, como el conjunto de M PO que satisfacen cierto tipo de ecua-
ciones. Sea Y una matriz diagonal de indice cero y sea

B = Dy(h(X) + Dy f(X)),
donde h es un polinomio de grado uno y f es un polinomio de grado a lo mas dos, esto es, se escriben
WMX)=hol+mX y  f(X)=fol + /L1X+ faX>
Sea E, la matriz de representacién con respecto a la base candnica de monomios {z"},>o de la

funcion p(z) — p(gz). Obsérvese que E; es diagonal de indice cero y su entrada (k, k) es igual a q~,
para k > 0. Es decir, tiene la forma

_R.o o
oo o

E, =

OO O
o o O
o
O O O O

[es}
LR
w

Sea A un elemento moénico de G y considere la ecuacién en ¢-diferencias

YAE, = AB. (3.13)
Como Ej es invertible es posible escribir (3.13) en la forma

YA=ABE;".

Para simplificar la notacion, sea C'= BE_ 1. Como A es un elemento moénico de G se observa que Y
coincide con la diagonal de indice cero de C. Noétese que C' es una (0, 2)-matriz banda.

DEFINICION 3.4 Sean F' € L y v € C. Se define el (F,v)-operador de diferenciacién de Pincherle
como

Pry(Z)=FZ —vZF,
para Z € L.

La identidad (3.3) es equivalente entonces a Px (D) = 1.

Noétese que Py 4(X) = (1 —q) X2 Ademas que Px 1(Z) = 0 siy sélo si Z es una matriz de Toeplitz,
por la Proposiciéon 1.5.

Sea G = Px 4 (PX,l (C’)), realizando un calculo sencillo se obtiene el resultado Px 1(G) = 0. Como
G es una (—2, 0)—m;triz banda, ésta debe ser un polinomio en X de la forma

G =dol +d1 X + d X (3.14)
Como G es de Toeplitz, los coeficientes en (3.14) estan dados por

do = Gop = [2]fo,

2]

di = Go1= ?f1 + (1 — q)ho,
2 1-—
dy = Goa= [q—Q]fz + %hb
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LEMA 3.5 (i) Sea M = L+T, donde L es como en (3.5) y T' es una semi-matriz inferior de indice

(ii)

dos. Sea Y = diag(yo,y1,Y2,Ys,--.,) una matriz diagonal de indice cero con yo =0, y1 #0 y
tal que Py 4 <PM 1(Y) | conmuta con M. Entonces T = 0,
’q

Y = % k> 2, (3.15)

g(1)g*1’
donde g(k) = [k —2]co +c1, k>0, P4 (PL l(Y)) es un polinomio en L de grado a lo mas
q

dos, y L es la matriz de coeficientes de recurrencia de una M PO A en la clase de Hahn J, de
D,.

Sea A € J, yseaL € L tal que LA = AX. Sea y; # 0 y definimos Y = diag(0,y1,¥2,y3,--.,)

donde yy, esta dado por (3.15) para k > 2. Entonces Py, , (PL l(Y)) es un polinomio en L de
"q

grado a lo mas dos.

Demostracion.

(i)

Sea H = Py q(Py; 1(Y)). Por hipotesis se tiene que las matrices M y H conmutan, es decir,
’q

MH = HM. Recuérdese que S, = o — op_1. Comparando las diagonales de indice —3 en la
ecuacion matricial M H = HM se encuentra gy para k > 3, en términos de g, y1 v y2. Luego,
a partir de la ecuacion correspondiente a la entrada (0,2) se obtiene yo en términos de g, oy,
01, 02 v y1. La sustitucion de la expresion obtenida para ys en la féormula para las yg, para
k > 3, produce la formula (3.15).

De la diagonal de indice —2 se encuentra o para k > 3, en términos de ¢, o9, 01, 02, y de la
diagonal de indice —1 se encuentra aj para k > 2 en términos de q, o9, 01, 02 y «1. Luego,
resolviendo en forma recursiva las ecuaciones obtenidas de las diagonales de indices 0, 1, 2,. . .,
en MH = HM se observa que las diagonales de indices 2, 3, 4, ... de T son todas iguales a

cero y entonces T' =0y M = L. Asi P, (PL l(Y)) conmuta con L.
"q

Las expresiones obtenidas para las sucesiones oy y ay coinciden con las obtenidas en (3.10) y
(3.11), con t = 0, y ademés L es la matriz de coeficientes de recurrencia de una M PO A que
pertenece a J; vy LA = AX.

Como L es similar a X y Pr 4 <PL 1(Y) ) conmuta con L es facil ver que Pp,, <PL l(Y))
’q ’q

debe ser un polinomio en L de grado a lo méas dos. Ver Corolario 1.6.

Observando que las entradas de L satisfacen las ecuaciones (3.10) y (3.11), con ¢ = 0. Un

célculo sencillo muestra que Pr 4 <PL 1 (Y)> conmuta con L y tiene indice —2. Como L es
q

similar a X se concluye que P 4 <PL 1(Y) ) es un polinomio en L de grado a lo méas 2. O
’q
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TEOREMA 3.6 Sea A un elemento moénico de G. Entonces A estd en la clase J; si y solo si A
satisface la ecuacion matricial Y AE, = AB para alguna B = Dy(h(X) + D, f(X)) donde h es un
polinomio de grado uno y f un polinomio de grado a lo més dos.

Demostracién. Sea A € G monica que satisface Y AE, = AB para algin B como se definié ante-
riormente, y sea C = BEq_l. Entonces, por (3.14) se tiene

G =dol +d1 X +dyX? = Px, <PX’1(C)> : (3.16)

Sea M = AXA™!'. Notese que M = L+ T con L y T como en el Lema 3.5. Como ACA™! =Y y
AXA~! = M, de (3.16) se obtiene

AGA™! = APy, (PX . (0)> A~ =dol + dy M + dy M?. (3.17)

'q

Considérese que G = X2C — (%) XCX + CX?. Entonces es claro que
APx 4 (Px,%(0)> A7 =Py, <PM,%(Y)> :

De la ecuacion (3.17) se observa que Py g4 (PM 1 (Y)) conmuta con M. Como Y coincide con la
’q

diagonal de indice cero de C, es facil ver que las hipotesis del Lema 3.5 (i) se satisfacen y ademaés
se debe tener que A € J,.

Ahora suponga que A € J, y sea L € T tal que LA = AX. Sea y; # 0 y sea Y la matriz diagonal
dada por el Lema 3.5 (7). Definimos C = A~'Y A. Note que C tiene indice cero y su diagonal de

indice cero coincide con la de Y. Como P, <PL 1 (Y)> = dol 4 dy L+ doL? para algunas constantes
’q

do, di, dy que son faciles de calcular, multiplicando por A~! del lado izquierdo y multiplicando por
A del lado derecho ambos lados de la ecuacién anterior se obtiene

’q

Px, (PX l(Y)> =dol + d1 X + dp X*.
Este es un caso particular de la derivada de Pincherle

Px 4 <PX 1(R)> =eol +e1 X + €2X2, (3.18)

q

donde las constantes eg, e1, es estan dadas y la matriz desconocida R es de indice cero. Resolviendo
la ecuacion (3.18) por diagonales, iniciando con la diagonal de indice —2, se pueden encontrar todas
las entradas de R en términos de g, e, €1, €2, Roo, R10y R1,1. La solucion general R de (3.18) es
una (0, 2)-matriz banda. Si Ry = 0 entonces R se puede expresar como

Dy(h(X) + Dy f(X))E; ",

donde h es un polinomio de grado uno y f es un polinomio de grado a lo méas dos. Se puede expresar
de otras maneras, por ejemplo, como un operador diferencial en términos de las matrices Dy y D1.
q
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Puesto que la diagonal de indice cero de C coincide con la de Y, se tiene Cpo = 0y Ci11 = 1.

Comparando las entradas (1,0) en YA = AC se obtiene C; ¢ = —y100. Luego, usando los valores
conocidos de los parametros do, dy, d2, Co0, C1,0 y C1,1 se obtiene
C = Dy(h(X) + Dy f (X)) E; ™, (3.19)
donde h(X) = hol + i X, f(X) = fol + /1X + foaX?,y
ho = —y100, h1 = y1q,
Y1 2
= —[2]g(2
fo = Gaom (07190) — Rle@)(@ +d)) (3.20)
Yi€3 Y1Co
f = - ) f =
' qg9(1) 27 ()

Las constantes ¢y y cs fueron definidas por (3.9) y (3.12), respectivamente. Ademés A satisface
Y A = AC lo cual es equivalente a Y AE, = AB, y esto completa la demostracion del teorema. [

Es posible obtener o, o1, 02, a3 en términos de hg, fo, f1, fo resolviendo las ecuaciones (3.20).
Obteniendo

ho
oo = ——,
Y1
o — _Zalho+f1)
2 f2 4 gy
oy = ~ [Bla(ho + [21f1)
[4]f2 + g
o  fahd + ¢ foyi — ayrho fu
1

v (qy1 + f2)

Hacemos notar que la eleccion y; = g(1) simplifica los coeficientes en la expresion para la matriz C
y también simplifica la formula (3.15) correspondiente a los eigenvalores y.

Consideremos ahora las M PO en la clase extendida J, 1. Sea A; una M PO con coeficientes de
recurrencia L; cuyas entradas estan dadas por (3.10) y (3.11) para un t distinto de cero. Sea L la
matriz de coeficientes de recurrencia obtenida de L; haciendo t = 0. Obsérvese que L; y Lg difieren
sOlo en la diagonal de indice 1. Sea Ag una M PO que corresponde a Ly, es decir, el tnico elemento
moénico de G que satisface LoAg = ApX. Entonces Ay estd en J, y por el Lema 3.5 existe C' dada
por (3.19) tal que YAy = ApC, donde Y es la matriz diagonal de indice cero que coincide con la
diagonal de indice cero de C.

Definiendo
Cr=A7'YA, vy U=AA,.

Entonces se tiene YA, = A,C; y C; = UCU L. Nétese que U esta en G y que el mapeo que manda
Z € L a ZU se puede ver como un cambio de base. Obsérvese que la diagonal de indice 1 de U
es igual a cero. Dado que las ecuaciones anteriores arrojan Y A;U = A;UC, se ha demostrado el
siguiente teorema.

TEOREMA 3.7 Sea R un elemento de la clase extendida J, 4. Entonces existe una matriz moénica
U en G tal que RU esta en J, y por lo tanto RU satisface una ecuacion del tipo (3.13). O
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cAPITULO 4

POLINOMIOS ORTOGONALES Q-CLASICOS QUE TIENEN
SUCESIONES SIMPLES DE MOMENTOS

La importancia de las sucesiones de momentos asociadas con polinomios ortogonales es bien cono-
cida, puesto que todas las propiedades relevantes de los polinomios ortogonales pueden obtenerse a
partir de los momentos. También es bien sabido que para ser la sucesién de momentos de polinomios
ortogonales, una sucesiéon de ntimeros debe satisfacer ciertas condiciones expresadas en términos de
determinantes de Hankel. Si consideramos clases restringidas de polinomios ortogonales, por ejemplo
los polinomios ortogonales que satisfacen alguna ecuacion diferencial o en diferencias, entonces las
correspondientes sucesiones de momentos también estén restringidas de alguna manera. En el caso de
los polinomios ortogonales g-clasicos, que satisfacen una ecuacion en g-diferencias de segundo orden,
la sucesion de momentos estd completamente determinada por sus cinco términos iniciales. En este
Capitulo se estudian las sucesiones de momentos de polinomios ortogonales g-clasicos obteniendo
una relacién de recurrencia de tres términos con coeficientes variables que dependen de los coeficien-
tes de la ecuacion en g-diferencias satisfecha por los polinomios, presentado en [4]. Considerando los
casos en los cuales la relacién de recurrencia se simplifica se obtienen algunas familias de polinomios
ortogonales ¢-clasicos que tienen féormulas explicitas simples para los momentos, expresadas en tér-
minos de los parametros en la ecuacién en g¢-diferencias. Para cada familia, se encuentran férmulas
explicitas para los coeficientes de la relaciéon de recurrencia de tres términos que satisfacen los po-
linomios ortogonales. Tales formulas permiten identificar las sucesiones de polinomios ortogonales
g-clésicas que corresponden a nuestros ejemplos usando las relaciones de recurrencia normalizadas
listadas en el Capitulo 14 del libro [14]. Resulta que nuestros ejemplos estan relacionados con poli-
nomios g-Krawtchouk y algunos polinomios ¢-Krawtchouk no estandar para los cuales el pardmetro
N es un indice negativo, polinomios ¢-Bessel, polinomios ¢-Laguerre/Wall pequenos y polinomios
g-Jacobi grandes.

La estructura del Capitulo es la siguiente: en la Seccion 4.1 se obtiene la relacion de recurrencia de tres
términos satisfecha por los momentos, la cual se obtiene usando matrices infinitas. Los coeficientes
en dicha relacion de recurrencia son determinados por los coeficientes polinomiales de la ecuacion
en g¢-diferencias de segundo orden satisfecha por los polinomios ortogonales. En la Seccién 4.2 se
obtienen algunas familias de sucesiones de polinomios ortogonales g-clasicos que tienen sucesiones
simples de momentos. Esto se logra escogiendo de manera apropiada los parametros en la ecuacion
en g-diferencias. Se obtienen dos grandes familias de sucesiones de polinomiales g-ortogonales para
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las cuales la recurrencia de los momentos se convierte en una recurrencia a dos términos, lo que
produce formulas explicitas simples para los momentos. En la Seccion 4.3 se presentaran las familias
de sucesiones g-ortogonales que tienen momentos muy simples y ejemplos particulares.

4.1. Sucesiones de polinomios ortogonales ¢-clasicos

Se obtendra una relacion de recurrencia de tres términos para los momentos de sucesiones de poli-
nomios ortogonales g-clésicos.

Recuérdese que las matrices D, y X satisfacen la identidad X D, —¢D,X = I. Sean h(t) = ho+ hyt
v g(t) = go + g1t + got?, y considérese

C = Dy(h(X) + Dyg(X))(E,) "

Recuérdese también que C' es una (0, 2)-matriz banda. Realizando célculos sencillos es facil obtener
algunas de sus entradas

0 0 0 0
ho % 0 0
(g + 1)go (q+1)(§1+h0) (q+1)flg22+h1) 0
C= 0 (+D)(P+q+1)go  (@+a+1)(ho+(g+1)g1) (¢®+q+1) (h1+(g+1)g2)
q q? ¢
0 0 (P+P+q+1) (P +q+1)go  (@+P+a+1)(ho+(a®+q+1)g1)
q? ¢

Sea A una matriz diagonal de indice cero cuya entrada (k, k), denotada por A, es igual a la entrada
(k,k) de C, para k > 0. Es facil observar que

A = Dy(hX + g2D X*)E; .

La matriz A tiene la forma siguiente

0 O 0 0 0
0 L 0 0 0
0 0 W 0 0
A=1| ¢ o 0 (qz+q+1)(2;+(q+1)gz) 0
0 0 0 0 (q3+q2+q+1)(Zi+(q2+q+1)gz)

Sea A la matriz asociada con respecto a la base monomial de una sucesion de polinomios ortogonales
monicos {py}r>0 con respecto a un funcional regular p. Se sabe que {pj}r>0 es una sucesion de
polinomios ortogonales g-clasicos si A satisface la ecuacion matricial

AC = AA, (4.1)

para algin par de polinomios h y g. La ecuacion matricial (4.1) es equivalente a la ecuacion en

g-diferencias

k> 0.

h(x) Dypr(z) + g(z) Dgpk(x) = A\ pr(qx), (4.2)
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Esta forma de escribir la ecuacion en diferencias (4.2) es la misma que se utiliza en el Capitulo
10 de [14]. Si A es la matriz de coeficientes asociada a una sucesion ortogonal g-clasica entonces
L = AXA7! es la matriz tridiagonal en 7 cuyas entradas son los coeficientes de la relacién de
recurrencia de tres términos satisfecha por la sucesion polinomial.

TEOREMA 4.1 Sea {py}>0 una sucesién polinomial ortogonal g-clasica con respecto a un funcional
regular u y sea A su matriz asociada. Entonces la sucesién de momentos uy, satisface la relacion de
recurrencia

(h1 + g2[k]) pisr + (ho + 91[K]) ¢ e + golk] @ pr—1 =0, k>1, (4.3)

donde pg = 1, 1 = hog/h1 y ho, hi, g0, g1, g2 son los coeficientes de los polinomios h y g para los
cuales se satisface la ecuacion AC = AA.

Demostraciéon. Un calculo directo permite obtener las expresiones siguientes para las entradas de

la matriz C
(k] (h1 + g2k — 1])
%

Cek =M = . ; k>0,
k| (h k—1
Ck,k—l = [ ] ( ’ +kg_11[ ])7 k > 17
q
kllk —1
G = BE o0,

q

De la ecuacién matricial AC' = AA se obtiene CA™t = A7'A. Recuérdese que la entrada (k,0) de
A~! es igual al momento py,, para k > 0. Como Ay = 0 todas las entradas en la 0-ésima columna
de A='A son iguales a cero. Por lo tanto, para k > 0 la entrada (k,0) de CA~! es cero, es decir,
Aopo = 0, Cropo + Crap =0,y

Cik—2 pk—2 + Cr k-1 pg—1 + Cr ke k. = 0, k>2. (4.4)

Usando las formulas explicitas para las entradas de C' la ecuacion Cy o po + C1,1 1 = 0 se convierte
en hg + hig 'puy = 0, lo que implica 1 = —hg q/h1, y (4.4) se convierte en

(] [l;:k—_Ql]go gt (o ;kgill[k —1]) 2 1 (ha +qi2 [k — 1))

/’Lk:07 k227

la cual es equivalente a la relacion de recurrencia (4.3). n

El método utilizado en la demostracion del Teorema 4.1 puede utilizarse para obtener una relaciéon
de recurrencia para los momentos de las sucesiones polinomiales ortogonales clasicas en la clase
general de Hahn, que son las sucesiones que satisfacen una ecuacion en diferencias de segundo orden
con el operador de Hahn D, en lugar de D,. Véase [17]|, donde dicha relacion de recurrencia
se obtiene utilizando dualidad y ecuaciones funcionales satisfechas por el funcional de momentos.
Nuestra recurrencia no coincide con la obtenida tomando w = 0 en la recurrencia del Lema 3.2 de
[17] porque ahi consideran una ecuacion en diferencias que no coincide con (4.2) cuando w = 0.

De la misma forma que se obtuvo (4.4) de CA~! = A=A, ahora de AC = AA se obtiene

agj (Crp — Cjj) = arj1 Civ1j+ arjra Citaj, k>j>0. (4.5)
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Notese que se puede escribir (4.3) en la forma

(ho + g1lk]) ¢ pe + golkla® pe—1

(hl i [k]) ) k> 1. (4.6)

HE+1 = —

Esta relacion de recurrencia, con los valores iniciales ug =1y p1 = —hog/h1, determina de manera
dnica la sucesién de momentos normalizados en términos de los coeficientes de los polinomios h y g

de (4.1) y (4.2).

Una condicion necesaria para que el par h, g determine, mediante la ecuacion (4.1), una matriz A
de una sucesion polinomial g-ortogonal con respecto a un funcional regular p es que L = AXA™!
sea un elemento de T, y esto requiere que todos los elementos de L en la diagonal de indice 1 deben
ser distintos de cero, esto es, ay # 0 para k > 1.

Es conveniente expresar los coeficientes de h y ¢ en términos de los pardmetros ¢, u, v, ¥, z, como
sigue

ho=u—v,  hi=q(z—y), g=te-1), g=ulg-1), g=-yq¢—1). (47)
En términos de estos nuevos parametros la relacion de recurrencia (4.6) se convierte en

k k
ug® — v tq(q" —1)
Pl = —5—— Mk + ——F—— [k—1, k>1. 4.8
T ygh— 2 ygk — =z (48)

Un célculo directo permite obtener la matriz de coeficientes de la relaciéon de recurrencia de tres
términos, ya que L = AX AL

TEOREMA 4.2 Las entradas de la matriz L = AXA™! estan dadas por las formulas explicitas

ar = ¢*(d" — 1)(yg"? — 2) ¢" 2 (ug"t = v)(vyg" ! —uz) + t(yg* 2 — 2)? (4.9)
= )T = PP
qu —v

donde o, = By + B1 + -+ + B para k > 0, y por tanto B = o — Ok_1.

4.2. Familias de sucesiones ¢-ortogonales con sucesiones simples de
momentos

En esta Seccion se construiran varios ejemplos de familias de sucesiones de polinomios ortogonales
g-clasicos que tienen sucesiones simples de momentos. Para cada ejemplo se encontraran férmulas
explicitas para los momentos y los coeficientes de la relaciéon de recurrencia de tres términos, en
términos de cinco paradmetros: ¢, u, v, y, z. Dichos parametros determinan, mediante (4.7), los
coeficientes de los polinomios h y g de la ecuacion en g-diferencias (4.2).

De la ecuacién (4.8) se pueden encontrar condiciones sobre los pardmetros ¢, u, v, y, z que simplifiquen
la relacién de recurrencia y permita encontrar formulas explicitas para los momentos. Se considera
la familia de sucesiones g-ortogonales que satisfacen (4.2) con un polinomio g tal que g(0) = 0, es
decir, go = 0, lo que implica que ¢t = 0. Cuando t = 0, la matriz C es bidiagonal y entonces la
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relacion (4.5) se reduce a una relacion de recurrencia de dos términos para los elementos de A. Esta
familia fue estudiada por Maroni y Mejri en [22], quienes la llamaron la familia de los polinomios
ortogonales cldsicos de 1(q,w).

Sit = 0 entonces (4.8) se convierte

k
ugq® — v
Pht1 = ——— [k, k>0, po=1
yqr — =z

Esta relacion de recurrencia de dos términos produce inmediatamente

m—1 uqk v
P = , m > 1. 4.11
O V (4.11)

La ecuacion (4.9) con ¢t = 0 se convierte en

¢ 2(¢" — D(yg" 2 = 2)(ug*" — v)(vyg" " — uz)
(ya* =3 — 2)(yg* =2 — 2)2(yg** ' = 2) ’

y como las sumas de las oy son independientes de t, la ecuacion (4.10) se cumple cuando t = 0.

k>1, (4.12)

A —

Con el proposito de tener ay # 0 para k > 1, se observa de (4.12) que los parametros u, v, y, z
deben satisfacer las condiciones

uz — vy # 0, z#yq™, v # uq"™, uz # vyq™, m > 0.

Obsérvese que los momentos no cambian si los parametros u, v, y, z se multiplican por una constante
distinta de cero. Notese también que reemplazar ¢ por 1/q en (4.11) es equivalente a intercambiar u
con vy y con z.

La expresion explicita para los coeficientes de recurrencia «j dada por (4.12) es similar a la ex-
presion correspondiente en la relacién de recurrencia normalizada (14.15.4) para los polinomios
g-Krawtchouk en el libro [14, pag. 497].

Ahora se construiran algunos ejemplos interesantes de subconjuntos de la familia descrita anterior-
mente, dando algunos valores apropiados a los parametros u, v, y, z

EJeMPLO 4.1 Tomando y = ugq, z = v, y t = 0. Se obtiene

L, = UZW% m >0, (4.13)
2m—2 2 m—1 2
uvg™™ (¢ — 1) (ug™ ™ —v)
_ >1 414
R 7 07 ey M o
m+1 _ 1 m
o = ug™ Zv) Sy (4.15)

(4= DT =)

Estas formulas para ay, y o, coinciden con las formulas correspondientes obtenidas de (14.15.4)
de [14, pag. 497|, cuando se toman los parametros p = —u/v y N = —1. Obsérvese que para
los polinomios g-Krawtchouk habituales, el parametro N es un entero positivo y las sucesiones
polinomiales son finitas.
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Haciendo u = ¢ y v = 1 entonces se obtiene un elemento particular en esta familia y las ecuaciones
(4.13), (4.14), (4.15) se convierten respectivamente,

1
= >0
Nm [m —|— 1]7 m — 9
o = q2m—1(qm _ 1)4 _ q2m—1[m]4 -
T (@ =) - D)2 1) [2m = 1)2m2[2m + 1] T
m+1 _ 1 2 1 2
5 — ) m+1] m> 0.

(¢ = D@2 —=1) [2m+2)

El Ejemplo 4.1 se generaliza de la siguiente manera.

EJEMPLO 4.2 Sea z =v,t =0y y = uq", donde r es un entero positivo. Entonces se tiene

Yo = (u—v)(ug — U)(uq2 —v)--- (uqr’—l — )
" (ug™ — ) (ugmtt —v) - (ugmtr=1 —v)’

m > 1.

Obsérvese que el numerador no depende de m y el nimero de factores en el denominador es 7.

En este caso, los coeficientes de la relacion de recurrencia son

2m—2(qm o 1)(uqm—1 _ U)(qm—i-r—l _ 1)(qm+r—2 _ ?})
(uq2m+r—3 _ U)(uq2m+r—2 _ U)2(uq2m+r—1 _ ’U) ’

uvg

O, = m > 1,

(@™ = 1)(ug™ —v)
(g — 1) (ug>+ —v)’

Om = m > 0.

Estos se obtienen de (14.15.4) de [14, pag. 497|, tomando p = —uq¢"~'/v y N = —r. Parece que
tales polinomios g-Krawtchouk no estandar, no han sido considerados en la literatura de polinomios
ortogonales.

Un ejemplo particular en esta familia, con r = 3, u = ¢, y v = 1, tiene momentos y coeficientes de
la relacién de recurrencia dados por

N e [V Uin N [1][2][3] e
" @ D@ =)@ ) e dm 2w
- q2m—l(qm _ 1)2(qm+2 _ 1)2 _ q2m—1[m]2[m + 2]2 -

(@1 =)@~ D@ = 1) 2+ 12m + 2P 2m + 3]

B (qm—i-l _ 1)2 _ [m + 1]2
N mra MEY

EJEMPLO 4.3 Sit =0, v =2y u = q"y para algiin entero no negativo r entonces se obtiene una
familia de polinomios g-ortogonales tales que a,.+1 = 0 y todos los otros coeficientes aj son distintos
de cero. En este caso se obtiene una sucesion finita de polinomios g-ortogonales con momentos
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simples para los cuales

(yqg™ — 2)(yg™ ™ —2) - (yg" " = 2)

L, = — , m > 0,
" (y—2)(yg—2)- (yg'' —2)
2m—2(,m m—2 m—1-+r m—1 r
yzq”" (¢ — 1) (yq™ " — 2)(yq —2)(" —q")
o (> 1y — 2)(@* 2y — 2)*(¢*™ By — 2) o tEmen (416
m+1 _ 1 m—+r
5, = )(yq 2) m> 0.

(¢—D(yg*™ —z)

Obsérvese que el factor (¢ ' — ¢") en (4.16) desaparece cuando m = r + 1, lo cual implicaria
ar+1 = 0. Cuando 1 < m < r, estas sucesiones son las usuales sucesiones polindémicas finitas g¢-
Krawtchouk.

Un ejemplo concreto y simple se obtiene tomando u = ¢**", y=¢*>,v=1,2=1yt=0.

EJEMPLO 4.4 Siu=0yt=0 se obtienen

= (=)™ >0
(y—2)(yqg—2)(yg® — 2) -~ (ygm ' — 2)’ -
2 .3m—3/,m m—2
Yo (¢ — 1) (yq"m " — 2)
= — S 4.17
(Y>3 — 2)(yg®" =% — 2)(yg®" ! — 2) (417
m+1 _ 1

o = — 2l R ) (4.18)

(¢ — D (yg*™ — 2) yg>m — z

Los coeficientes de recurrencia dados en (4.17) y (4.18) coinciden con los obtenidos de (14.22.4)
en [14, pag. 527|, cuando el parametro a es igual a —y/(zq) y tomando v = z. Por lo tanto, las
sucesiones del Ejemplo 4.3 incluyen los polinomios g-Bessel.

Tomando ahora y =¢q, 2z =1, v =1—¢, u =0 y t = 0 se obtiene un ejemplo con momentos muy
simples. Esto es, los momentos y los coeficientes de la recurrencia son

1
Hm = Wa m > 07
A Ul VR C e 1 C e I G A e 1 U
R [ T e T R e [ 1 N

gntl —1 [m + 1]
- - > 0.
Im T @t 1 om0 T

Obsérvese que en (4.19) on = —.
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Si en lugar de y = ¢ se toma y = ¢", donde r es un entero positivo, se obtiene

1

= bl le?
b = T+ 0 +m — 1]
3m~+r—3 —9
T
[2m +r = 3][2m +7r — 2]2[2m + r — 1]
[m + 1]
= — > 0.
o 2m ) m=

EJEMPLO 4.5 Sean y =0y t = 0. Entonces (4.10), (4.11) y (4.12) permiten obtener

fim = (=2) "™ (u = v)(ug —v)(ug® = v) -+ (ug™ ' —v),  m>1,
Om = uz—2q2m—2(qm - 1)(uqm—1 - U)7 m > 17
Om = —[m + 1]z (ug™ — v), m > 0.

Estos coeficientes de recurrencia corresponden a los polinomios g-Laguerre/Wall pequenos. Véase
(14.20.4) en [14, pag. 519].
Para el caso particular con y =0,t=0,u=q,v=1y 2 =1 — g, se tiene

2m—1 [m]2

pm = [m]!, Om = (g ) Om = [m+1]2'

Este ejemplo es generalizado de la siguiente manera. Tomando y = 0, t =0, v =1, 2=1—-qy
u = ¢" para el mismo entero positivo 7, entonces se obtiene

fon = [r][r + 1] [r+m =1,  m=>1,
Q= [m][m +r — 1]q2m+r_2, m > 1,
om = [m+1][m+ 7], m > 0.

4.3. Otras familias de polinomios ¢-ortogonales con momentos sim-
ples

En esta Seccion se consideran familias de polinomios g-ortogonales que satisfacen la ecuacion en
g-diferencias (4.2) con los polinomios h y g tal que los coeficientes hg y g1 son iguales a cero.

Sean hg = g1 = 0, en este caso, la relacion de recurrencia (4.6) se convierte en

g0 k] ¢°
= - U1, k>1. 4.20
,uk—l-l hl + 92 [k] :uk 1 - ( )
En el caso general se tiene p1 = —hoq/h1, y entonces p; = 0si hg = 0. Por lo tanto, por la recurrencia

(4.20) todos los momentos p, con n impar son iguales a cero, y

m

2k — 1]
- 2m
pzm = ( Hh1+922k—1] "

v
=

(4.21)
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En este caso (4.7) se convierte en

ho=0,  hi=qz=y), go=tl¢g—1), @a=0 g2=—yqlg—1).
Obsérvese que u =0y v = 0.

EJEMPLO 4.6 En términos de los parametros ¢, y, z la ecuacion (4.21) se convierte en

g™ (q—1)(¢* = 1) (¢ = 1)

Wom = — , m > 1.
" (e -2y —2) - (Yt - 2)
Los coeficientes de recurrencia para este caso son:
ta™ (g™ — 1 m—2 _

(yg®> ™3 — 2)(yg*"~t — 2)’
y, como u =0y v = 0, se observa de la ecuacion (4.10) que todos los o, son cero.

Los coeficientes de recurrencia (4.22) y o, = 0 se obtienen cuando se toman a =by ¢ = —b en la
relacion de recurrencia normalizada (14.5.4) para los polinomios g-Jacobi grandes en [14, pag. 439],
y entonces se hace b = y/(2¢?).

Un caso concreto y simple se obtiene cuando y = ¢, 2 = 1 y t = ¢~'. Con esta eleccion de los
parametros se obtiene

1
ﬂ2m:[ mzoa

2m + 1]’

m—1 2

q" " [m]

m—12msy "o

Ay =

A continuacion se generaliza el Ejemplo 4.6.

EJEMPLO 4.7 Haciendo z =1, t = ¢~ ' y y = ¢*", donde r es un entero positivo. Se obtiene

[1)(3][5] - - - [2m — 1]
2r +1][2r +3] -+ [2r +2m — 1]’

uzmz[ m > 1,

¢ Um][m + 2r — 2]
[2m + 2r — 3][2m + 2r — 1]’

= m > 1. (4.23)

Si se permite que 7 sea un entero negativo, entonces soélo se obtiene una sucesién finita de polinomios
g-ortogonales, ya que en tal caso (4.23) da a_g,12 = 0. Obsérvese que el denominador de (4.23) no
desaparece cuando r es negativo.

Un ejemplo particular simple se obtiene cuando se toman y =0, 2 =1—qy t = ¢~'. En este caso
(4.21) y (4.22) se convierten respectivamente en

pom = B[] --- [2m — 1], m=>1,
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En [25] y [26] los autores encontraron los momentos de todos los polinomios ortogonales clasicos.
Para los polinomios ortogonales g-clasicos los momentos se presentan en los teoremas 38 y 40 de
[26], donde se puede observar que en la mayoria de los casos, las formulas de los momentos no son
simples e implican varios conjuntos diferentes de parametros. Seria dificil utilizar tales férmulas
para encontrar los casos en que los momentos tienen formas simples. Los polinomios ortogonales g-
clasicos han sido ampliamente estudiados por muchos autores, utilizando diversos enfoques. Véase,
por ejemplo, [3], [13], [17], [23], [24] y [36]. Algunos resultados interesantes sobre los momentos se
presentan en [9]. El libro [14] presenta un estudio muy detallado de las sucesiones g-polinomiales.
Una de las familias grandes que se considera en este Capitulo fue estudiada en [22]| utilizando el
enfoque de dualidad de Maroni.



CAPITULO B

REPRESENTACION DE MATRICES DOBLEMENTE INFINITAS COMO
SERIES DE LAURENT NO-CONMUTATIVAS

El objetivo de este Capitulo es extender el reciente desarrollo sobre la teorfa de matrices infinitas a
matrices doblemente infinitas, presentada en [5]. Esto se traduce en que los problemas analiticos que
aparecen en la multiplicaciéon de matrices infinitas, y la continuidad de los operadores representados
por tales matrices se estudiaron ampliamente, pero el estudio de las propiedades puramente alge-
braicas de las matrices infinitas no ha recibido la atencién que se merece. Los espacios de matrices
infinitas triangulares son los que se han estudiado con més detalle y se utilizan a menudo en com-
binatoria y algunas ramas del dlgebra. Por otro lado, la teoria de las matrices doblemente infinitas
lan, k], donde los indices corren sobre todos los enteros, estd subdesarrollada. Soélo se han estudiado
algunos tipos particulares de matrices bi-infinitas, tales como las matrices Toeplitz por bloques y las
matrices tridiagonales de Jacobi.

Algunos anillos de matrices doblemente infinitas libres de convergencia fueron estudiados por Kéthe
y Toeplitz en [15]. Jabotinky en [12] represent6 operadores de composicion por medio de matrices
doblemente infinitas para estudiar la iteracion de funciones analiticas. Barnabei, Brini y Nicoletti
estudiaron las propiedades de recurrencia y las conexiones con el calculo umbral de matrices doble-
mente infinitas en [6]. Mas recientemente, varios autores han extendido los grupos de Riordan, que
son generados por operadores de multiplicacion y composicion, al contexto bi-infinito. Véanse [19]

y [20].

Las matrices de Toeplitz bi-infinitas por bloques se han estudiado durante mucho tiempo. Véase
[31] y las referencias en el mismo. En [33] se utilizan matrices doblemente infinitas para obtener
resultados sobre grupos de matrices de Pascal generalizadas. Una versiéon multimatriz de matrices
doblemente infinitas se utilizo en [32] para estudiar las formulas de inversion de Lagrange. Una buena

referencia para la teoria de las series de potencias formales y las series de Laurent formales es el
libro de Henrici [11].

El esquema del Capitulo es como sigue: en la Seccién 5.1 se introduce una nueva forma de tratar
con matrices doblemente infinitas y se muestra que es una forma conveniente y efectiva de obtener
propiedades algebraicas de dichas matrices. Se presentan las definiciones bésicas y la notacion que
se utilizara en este Capitulo. La idea bdsica es bastante simple: se considera una matriz doblemente
infinita como la suma de sus submatrices diagonales. Tal idea fue motivada por el trabajo con el

43
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enfoque matricial de polinomios ortogonales introducido en [34], donde se consideran ecuaciones
en matrices infinitas que se resolvieron al encontrar las diagonales de las matrices desconocidas de
forma recursiva. Los resultados obtenidos para matrices doblemente infinitas arrojan inmediatamente
algunos resultados relacionados para matrices infinitas con indices en los enteros no negativos, por
medio de descomposicion y truncamiento de bloques. Por ejemplo, algunos resultados en [35] se
pueden obtener de esta manera.

En la Seccién 5.2 se da la representacion por diagonales de las matrices doblemente infinitas de
Hessenberg, lo que permite considerar el anillo de las matrices doblemente infinitas de Hesseberg
como un anillo de series de Laurent en términos de un simbolo indeterminado S (no es una variable,
so6lo nos ayuda a representar las series de Laurent no-conmutativas) con coeficientes que no conmutan
con S. También se muestra cémo usar la representacion diagonal para calcular multiplicaciones de
matrices y para encontrar inversas de algunas matrices. En la Seccion 5.3 se utiliza la representacion
diagonal para obtener algunas propiedades relacionadas con la similaridad y la conmutatividad de
las matrices doblemente infinitas.

5.1. Matrices doblemente infinitas

En esta Secciéon se da la definicién de anillo libre de convergencia de matrices doblemente infinitas,
se presentan definiciones de ciertos conjuntos de matrices diagonales y la notacion que sera utilizada
en este Capitulo. Cabe mencionar que es un desarrollo parecido a las series formales de Laurent, la
diferencia esta en que se reemplazan los coeficientes de la serie por matrices diagonales.

Sea R un anillo asociativo con unidad, denotada por e.

DEFINICION 5.1 Sea £ el conjunto de todas las matrices bilateralmente infinitas A = [an 1], donde
los indices n y k corren sobre todos los enteros y, o bien A = 0 o existe un nimero entero i(A),
llamado indice de A, tal que

i(A) =min{n — k: (n,k) € Z X Z,a,  # 0}.

Esto significa que el soporte de la funcion (n, k) = ap k, de Z xZ a R, esta contenido en el subespacio
{(n,k) €ZxZ:n—k>i(A)}.

Se dice que las entradas ay, ) estdn en la diagonal de indice j si n —k = j. Una matriz es diagonal
si todas sus entradas distintas de cero, si las hay, se encuentran en una sola diagonal.

DEFINICION 5.2 Sea D, el conjunto de matrices diagonales de indice m, para m € Z. La matriz
cero esta en D,, para cada m.

Las matrices en £ estan representadas de la manera habitual. El primer subindice corresponde a filas
y aumenta a medida que avanzamos hacia abajo, y el segundo subindice corresponde a columnas y
éste aumenta a medida que avanzamos hacia la derecha.
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EJEMPLO 5.1 La matriz A es una matriz doblemente infinita con i(A4) = —1
A_y_g 0 0 0 0 0 O
A_5_3 Q_3_9 0 0 0 0 O
A_9_ 3 Q_9_ 5 Q_9_; 0 0 0 O
A= G_1_3 Q_1_5 Q_q_q |G 9 O 0 0
Qo3 Qo2 Go—1 agy agy 0 0
Qy_3 Qy_o ay_y ayp Q17 Gz O

Ademés, si A es un elemento distinto de cero de £, entonces todas las entradas a, arriba de la
diagonal de indice i(A) son cero y hay al menos una entrada distinta de cero en la diagonal de indice
i(A). Decimos que £ es el conjunto de semi-matrices inferiores, o bien, también se llaman matrices
de Hessenberg infinitas. Es facil verificar que £ es un anillo con las operaciones usuales de suma y
multiplicacion.

Si A= (ank)y B = (bn) son elementos de £y AB = C = (¢, ;) entonces se tiene

n—i(A)

Cnk = Z an,jbj,ka (51)

j=k+i(B)

y esto muestra que las entradas ¢, j son distintas de cero solamente cuando n — k > i(A) + i(B),

esto es, i(C) > i(A) + i(B).

Notese que la multiplicacion de dos elementos de £ implica s6lo sumas finitas de elementos de R,
por lo tanto, no surgen problemas de convergencia. Koéthe y Toeplitz en [15] consideraron algunos
anillos libres de convergencia que son mas grandes que £. La identidad para la multiplicacién es
denotada por I y es el elemento de Dy tal que su entrada (k, k) es igual a e para cada k € Z.

Se muestra a continuacion que los elementos de £ estdn conectados con series formales de Laurent.

DEFINICION 5.3 Sea V el conjunto de vectores columna infinitos v = (v;) tal que v; € R para
cada j € Z 'y, o v= 0 o existe un entero i(v) tal que v; = 0 si j < i(v) y v;) # 0.

Notese que cada elemento A de £ tiene sus columnas en V y que el mapeo v — Av es un mapeo
aditivo bien definido en el conjunto V, donde

n—i(A)
(AV)n: Z Qn kVE- (5.2)
k=i(v)

Cada elemento v = (v;) de V se puede identificar con la serie formal de Laurent

v(z) = Z vizl, (5.3)

j=i(v)
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donde z representa un simbolo indeterminado y los coeficientes v; estdn en R. Por lo tanto, Av se
puede identificar con la serie de Laurent

n—i(A)
Av(z) = Z (Av), 2" = Z A Vi 2", (5.4)
n>i(A)+i(v) n2i(A)+i(v) k=i(v)
y para cada k € Z las series
Aezl = Z an 2", (5.5)

n>i(A)+k

correspondientes a la k-ésima columna de A, y se puede considerar a A como una sucesion doblemente
infinita de series formales de Laurent con coeficientes en R. Esta claro que las filas de los elementos
de £ pueden considerarse series de Laurent formales invertidas. Véase [11].

DEFINICION 5.4 Sea S la matriz de desplazamiento, la cual es un elemento de Dy tal que su entrada
(k4 1,k) es igual a e para cada k en Z.

Es facil verificar que S es invertible y su inversa S~! es un elemento de D_; con la entrada (k, k+1)
igual a e por cada k en Z.

00 0] 0 0 0 0 e 0 0] 0 0 0 0
00 0] 0 0 0 0 0 e 0] 0 0 0 0
e 0 0] 0 0 0 0 00 e| 0 0 0 0
S = 0 e O] 0 0 0 0 , STl= 0 00| e 0 0 0
00 e| 0 0 0 0 00 0] 0 e 0
0 0] e 0 0 0 00 0] 0 0 e 0

Si A es un elemento de £ entonces SA se obtiene trasladando A una posicién hacia abajo, AS se
obtiene trasladando A una posicion a la izquierda, S~'A es igual a A trasladada una posicion hacia
arriba, y AS™! es igual a A trasladada una posicion a la derecha. Obsérvese el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5.2 Sea A la matriz del Ejemplo 5.1, entonces las matrices SA, AS, S7'A y AS~! son
respectivamente de la forma:

-0 0 0 0 0O 0 O- -0 0 0 0 0O 0 O-
e 0 0 0 0 0 O0- e _g_g 0 0 0O 0 0 O0-
Q_g_3 (G_3_o 0 0 0O 0 O- @99 G_o_q 0 0 0O 0 O-
l_g_ 3 O_g9 o5 G_o5 4 0 0O 0 0. |, wl_q_9 G_1_1 G_10]| O 0O 0 0. |,
wQ_1_3 G_1_5 G_i_1 |G_; 0 0 O Qo2 Qo1 ago |Gy 0 0 O
o3 Qo2 Qo1 gy a1 0 0 Ay_o Gy_4 ay | @ a0 0
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Q_3_3 (_3_g 0 0 0O 0 O0- O_5_3 G_y4_3 0 0 0 0---
l_g_3 G_o_ o9 G_o 4 0 0 0 0. A_s_3 QA_5_3 GA_5_o 0 0 0.
“Q_1_3 G_1_5 G_j_; | G_;p 0O 0 0-- A 3.3 Qg3 A_3.2 | A2 0 0
Qo3 Qo2 Qo1 ago Aoy 0O 0. ) A_y_ 35 G_y_35 G_y 5| a1 Gy 0O
g Ay_o ay_y Qg Q1 Gz O G_y_3  Qo_3g Qo2 Qo1 Qoo Qo1+
wlg_g Ay_2 Aoy Qgo Qg1 G2z Aoz g3 Qj_g Qy_o Ay Q19 Qg

DEFINICION 5.5 Sea S™AS™™ una traslacién por m posiciones de A en la direccion diagonal, esto
es, la entrada (n, k) del producto S™AS™™ es igual a a,,—p, k—m. Se denota como

Al = gmpg—m
y se llama a Al™ el desplazamiento diagonal de A por m pasos.
Notese que (AB)™ = AlmIplm],

EJEMPLO 5.3 Sea A la matriz del Ejemplo 5.1 y sea m = 1, por lo tanto Al = §? 45~ el cual es
un desplazamiento diagonal de A por 1 paso, esto es,

A_5_4 0 0

0 0 0

A_s_y Q_4 3 0 0 0 O

A_5_4 Q_3_-3 G_3 o 0 0 0 O

SAS™'=1| - a,, ass assla,, O 0 0
G_1_y Q_i_3 Q_q_5 |Q_q1_y G_y9 O 0

Go—4  Qo-3 Qo2 Ao—1 agy gy 0

En la siguiente proposicién, se enumeran algunas propiedades basicas de los elementos del anillo £.
Las pruebas son calculos simples.

PROPOSICION 5.6 1. Si A € £ conmuta con S (o con S~!) entonces A es constante a lo largo
de sus diagonales, esto es, A es una matriz de Toeplitz.

2. Si A conmuta con S™ para algiin m # 0 entonces A es una matriz de Toeplitz por bloques de
tamano |m| x |m|.

3. El conjunto Dy es cerrado bajo adicién y multiplicacién y contiene la identidad I.

4. Un elemento U = [u,, ;] de Dy es invertible si y sélo si uyj, es invertible en R para cada k en
7Z, y en este caso U™' estd también en Dy.

5. Si W esta en D,,, entonces W = S™U donde U = S™™W y U esta en Dy.

6. Un elemento W de D,, es invertible si y sélo si su entrada (k + m, k) es invertible en R para
cada k en Z, y en ese caso W1 esta en D_,,.

7. Si Ay B estin en £ y m y k son enteros entonces ST AS¥B = Smtk A=k B,
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5.2. Representaciéon por diagonales y series de Laurent no-conmu-
tativas

Sea A un elemento de £ y sea m un entero. Se denota por d,,(A4) al elemento de D,, cuya entrada
en la (k + m, k) posicion es el elemento ajy, ; de A para cada k en Z, es decir, 0,,(A) es la matriz
diagonal de indice m que coincide con A sobre la m-ésima diagonal. Entonces se puede expresar una
matriz no cero A de la forma
A= 0k (A). (5.6)
k>i(A)

Esta es s6lo una manera conveniente de decir que A se construye colocando sus diagonales en los
lugares apropiados. Obsérvese el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5.4 Sea A € £ con i(A) = —1, construimos A utilizando a d,,(A) de la siguiente manera:
Ao 2 A_z_ 0 0
. a,l’,z a71771 a*l,O 0 . .
A= = ) 0k(A) = 6-1(A)+00(A)+01(A)+0a(A)+ - +
0 Qo2 Ao, Qoo Qo1 " po1
() ay 1 10 Q11 B
0 as, O 0 a_s s 0 0 0
- 0 0 a,0 O + 0 a,, 0 O
- 0 0 0 ao. 0 0 ao O
0 0 0 0 0 0 0 ai,
0 0 0 O 0 0 00
a, o O 0 0 0 0 00
+ 0 a1 0 0 * o 0 0 0 +
0 0 ayp O 0 a_, 00

Notese que en (5.6) colocamos el elemento (n, k) que corresponde a ese lugar en la diagonal de indice
n — k, asi en la suma sélo contribuye un elemento distinto de cero ya que en las posiciones restantes
los elementos son cero.



REPRESENTACION POR DIAGONALES SERIES DE LAURENT NO-CONMUTATIVAS 49

Ahora se define

Ym(A) =S "o (A), Aec g melZ (5.7)
Obsérvese que v, (A) esta en el anillo Dy para cada m y 0, (A) = S™ym(A). Por lo tanto,
A= (5.8)

Sky(4),  Aeg.
(4)

k>i

Decimos que (5.8) es la representacion por diagonales de la matriz A. Por lo tanto, el anillo de
matrices £ es el conjunto de matrices de la forma

A= (5.9)

SkUR, Uk € Do, Ujay # 0,
k>i(A)

junto con la matriz cero. Esta representacién de los elementos de £ parece una serie de Laurent
donde S desempena el papel de un simbolo indeterminado (no es una variable, s6lo nos ayuda a
representar las series) y las matrices Uy son los coeficientes, pero en general S no conmuta con
las matrices Uy. Obsérvese el siguiente ejemplo sencillo sobre representacion por diagonales de una
matriz A doblemente infinita.

EJEMPLO 5.5 Sea A € £ con i(A) = —1, asi su representacion por diagonales es como sigue
Ao 2 A_3 0 0
A= @12 o Goro 0 = 3 St = 57U+ U+ ST+ 52U+ +
Ao, _2 Ao, Qoo Qo1 Pt
Ay, 2 ay, 1 10 Q11 B
.0 e 0 0. g, 0 0 0... e 0 0 0. gy 0 0...
1 0 0 e O- -0 a0 O 0--- -0 e 0 O- -0 a1, 0---
| 0 0 0 e- -0 0 ay; O- -0 0 e O- -0 0 Qoo 0
-0 0 0 O- -0 0 0 ap, -0 0 0 e- -0 0 a1,
-0 0 0 O- a1, 5 0 0 0--- -0 0 0 O- Qg _g 0 0 0---
n e 0 0 O- -0 a1 0 0--- -0 0 0 O- -0 a;,, 0 0---
-0 e 0 O- -0 0 a,, O- ~e 0 0 O- -0 0  ay O
-0 0 e O- -0 0 0 ay, -0 e 0 O- -0 0 0 as.
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A continuacion se encontrard una expresion para la multiplicacion en £ usando la representacion
por diagonales.

TEOREMA 5.7 Sean A y B elementos de £

A= Y Sy,  Up€Dy,Uia) #0,
k>i(A)

Z S*Va, Vi € Do, Vi) # 0
k>i(B)

FEntonces

AB= Y &" Z Uy, (5.10)

n>i(A)+i(B) k=i(B)
Demostracién. Por la Proposicion 5.6, parte 7, se tiene
S, 1S Ve = 5" UYL nk ez,

donde U};_’Z} es el desplazamiento diagonal de U,_; por —k pasos y satisface

<Ur[z_—]7c]) LT (Un—k)j+k,j+k7

3:J
para j € Z. Los limites de la suma sobre k en (5.10) se obtienen de k > i(B) y n — k > i(A). O

El anillo Dy, el cual es un subanillo de £, es isomorfo al conjunto de funciones de Z al anillo R,
equipado con sus operaciones naturales de adicion y multiplicacion de funciones. Notese que este
anillo contiene muchos divisores de cero y que es conmutativo solo cuando R es conmutativo.

Del Teorema 5.7 se observa que £ es una modificaciéon no conmutativa del anillo de series formales
de Laurent con coeficientes que son funciones de Z a R. Considerando a S como un tipo de simbolo
indeterminado (no es una variable, sino que nos ayuda a representar las series formales de Laurent),
en general, S no conmuta con los coeficientes Uy, los cuales estdn en Dy, es lo que hace que los
desplazamientos diagonales aparezcan en la férmula de multiplicacion (5.10).

La representacién en serie de Laurent proporciona de inmediato una condicion suficiente para la
invertibilidad en £.

PROPOSICION 5.8 Sea A = 5. S*Uy, donde las matrices Uy estan en Dy, y supongamos que
k>i(A)
Uja) es invertible. Entonces A es invertible en £.

Demostracién. Sea

Z Ska, Vi € Dy.
k>—i(A)

Se mostrard que a partir de la ecuacion AB = I es posible obtener todas las matrices V de forma
recursiva. Por el Teorema 5.7 se tiene

n—i(A)

AB=Y"5" Y Ui

n>0 k=—i(A)
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Si AB = I entonces el sumando correspondiente a n = 0 en la suma anterior debe ser igual a la
matriz identidad I. Es decir, U[(( ))]V_Z( 4) = 1. Ademés V_;(4) debe ser igual a la inversa de U, [(Zf:)‘)}
la cual existe ya que Uj(,4) es invertible por hipotesis. Para n > 0 el coeficiente de S™ en la expresion

para AB debe ser cero, por lo tanto,

n—1—1(
[i(A)—n] [ k]
U,(A) Vo i(A) = Z
k=—i(A)

Como U;(A) es invertible, también lo son sus desplazamientos diagonales, y luego de la ecuacion
anterior se obtiene V,,_; 4y en términos de Vi, con —i(A) < k < n — 1 —i(A), y desplazamientos
diagonales de algunas matrices de coeficientes de A. Por lo tanto, todas las matrices de coeficientes
diagonales V}, se determinan de manera tnica de forma recursiva. Usando la sustitucion directa es
facil encontrar una expresion explicita, pero bastante larga, para las matrices Vj. Por ejemplo,

_ [i(A)]
Voitayrr = —Voi)Uiayor V=ica)

(2

Voigarse = Voia Uiy Voaa Uiy Veicn) = Ve Uyt Veica):
Si en lugar de la ecuaciéon AB = I se considera BA = I, usando induccién y algunos célculos
sencillos, es posible mostrar que los coeficientes de la matriz B obtenidos en este caso coinciden con
los correspondientes coeficientes de la matriz B obtenida anteriormente. Alternativamente, se puede
demostrar que la matriz B obtenida anteriormente satisface BA = I, por lo tanto, B es la tnica
inversa bilateral de A. Esto completa la demostracion. O

Para las series de Laurent en forma usual, el resultado analogo a la Proposicién 5.8 a menudo se
demuestra mediante el uso de series geométricas. Tal método de prueba también funciona en nuestro
contexto, como se mostrara a continuaciéon. Es decir, otra forma de demostrar la Proposiciéon 5.8 es
la siguiente:

Demostraciéon. Sea B = S~ AU -1 i(A)" Entonces

b= Z S"Unti(4) Uiz,»}l)’
n>0

y por lo tanto B = [ +C donde C' = ) S"V,, y las matrices coeficientes V;, = U, i A)U () estan en
n>1
Dy. Las potencias positivas de C' tienen indices crecientes, es decir, las potencias de C' estan bajando

de diagonal. Por lo tanto, los elementos f;; de la serie geométrica

F=) (-

n>0

son fij = (C)ij + (C?)ij + (C3)ij + - -+ + (C™);;. En cada diagonal solo contribuyen a la suma las
potencias anteriores desde la diagonal 1 hasta la diagonal m, entonces para cada m positiva sélo
los primeros m-términos de esta suma contribuyen a esa diagonal, ya que para los que siguen (las
potencias mayores a m), las entradas en esa diagonal son cero. Por lo tanto, F' esta bien definida y
es claramente una inversa bilateral de B y ademas es la tnica inversa bilateral de B. Ahora bien,
dado que A = S4B Uij(a), es facil ver que UZ.E}‘)F S~HA) es el tnico inverso bilateral de A. O
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La condicién para la invertibilidad de la Proposicién 5.8 no es necesaria. Considérese el siguiente
ejemplo sencillo.

EJEMPLO 5.6 Sea R un anillo de matrices 2 x 2 sobre R y sean

(1) (20)

Los elementos a y b son divisores de cero, ya que a®> = b> =0, y ab+ ba = e, la identidad en R. Sea
A = Ia+ Sb. Obsérvese que A es una matriz de Toeplitz. Un simple célculo muestra que Ib+ S~ 'a
es el inverso de A. La descomposicion en bloques de las matrices infinitas explica el porqué funciona
este ejemplo y también el porqué no es facil encontrar condiciones necesarias para la invertibilidad en
£, es decir, el problema de caracterizar los elementos invertibles en las matrices doblemente infinitas,
es un problema interesante y no trivial.

5.3. Algunas propiedades del anillo £

En esta seccion se usa la representacion diagonal de los elementos de £ con el proposito de obtener
algunas propiedades relacionadas con similaridad y conmutatividad.

TEOREMA 5.9 Sea
A= > ST, Uy €Dy,
k>i(A)

y suponemos que i(A) # 0 y cada entrada de Uj 4y es un elemento invertible del centro de R.
Entonces existe una matriz invertible P de indice cero tal que

-1 _ qi(A
PTIAP = STy ).

Demostracién.  Obsérvese que U;(4) es un elemento invertible del centro del anillo Dy. Sea

pP=>" 5",
k>0

donde las matrices de coeficientes Vj, estan en Dy. Considérese la ecuacion AP = PSi(A)UZ-( 4)- Se
encontraran matrices Vi que satisfacen esta ecuaciéon y tal que P es invertible. Por la féormula de
multiplicacion (5.10) la ecuacion AP = PS*A) Uij(a) se convierte en

n—i(A)
n -k r41 —i(A
Yoosn S Ul = S sy Wi,
n>i(A) k=0 r>0

Al igualar los coeficientes correspondientes de S7+44) en ambos lados de la ecuacion anterior se

obtiene )
[—F] _ 1[4
ZUr—k+i(A)Vk = VA 4. (5.11)
k=0
Cuando r = 0 se tiene Uj4)Vo = ‘/’()[_i(‘él)]UZ.(A)7 que se reduce a Vy = VO[—Z'(A)}7 ya que Uya) s

un elemento invertible del centro de Dy. Por tanto, cada elecciéon arbitraria de ‘z(A)! elementos
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invertibles de R produce una soluciéon para Vy. Una solucién obvia es Vo = I. Si r > 1 entonces el
lado izquierdo de la ecuacion (5.11) se puede escribir como

—i(A
V +Z r— k-i-z(A Vk = VT[ ( )}UZ(A)

Si Vo, Vi,...,Ve—1 han sido determinados entonces la ecuacién anterior puede resolverse para V. y

se obtiene una expresion que depende del desplazamiento diagonal ‘/T_i(A)], los Vi ya conocidos y
algunas de las matrices de coeficientes U, de A. Obsérvese que P no es tnica, ya que se pueden
elegir |Z(A)‘ entradas arbitrarias de V}, en cada paso. 0

Si la matriz Uj(4) del Teorema 5.9 es igual a la matriz identidad I, entonces
A=psiApt
y por lo tanto la matriz B = PSP~! satisface B4 = A. Es decir, B es una raiz de orden i(A) de
A. Notese que B depende de Py P no es unica.
Para matrices de indice cero se obtiene el siguiente resultado.
TEOREMA 5.10 Sea

A:ZSkUk, Ui € Dy,
k>0

y suponemos que Uy es un elemento del centro de Dy y Uy — U M) o5 invertible para cada entero m
distinto de cero. Entonces existe una matriz invertible P de 1nd1c:e cero tal que

PAP = U,.

Demostracion. Sea P = ) SkV, con Vp = I. La ecuacion AP = PUj es equivalente a
E>0

ZS”ZUn We =" 5"Vl
n>0 n>0

Igualando los coeficientes de S™ en ambos lados de la ecuacién anterior se obtiene

Uy ", +ZU Wi = Valo = UpVi.
k=0

Esta ecuacion es trivial si n = 0 y por la hipotesis, para n > 1 se puede escribir como

vV, = <U0 _ Ug—n}) Z vl My,
k=0

y por lo tanto las matrices V; se pueden calcular de forma recursiva. O
Notese que la matriz diagonal Uy del Teorema 5.10 no es necesariamente invertible. Puede tener una

entrada igual a cero en la diagonal de indice cero. Por ejemplo, (Up)y r = k para k en Z, con R = R.

TEOREMA 5.11 Sea U un elemento del centro del anillo Dy tal que para cada entero m distinto de
cero la matriz U — U™ no tiene divisores de cero en su diagonal de idice cero. Entonces, si B es
un elemento de £ que conmuta con U se debe tener que B € Dy.
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Demostracion. Sea B =) SkV;., donde las V, estan en Dy. Si UB = BU entonces
k>i(B)

> sfuthy = Y sMiu
k>i(B) k>i(B)
Por ende, igualando los coeficientes de ambos lados de la igualdad anterior se tiene,
UFHY, =V,U =0V, para k> i(B).
Si k # 0 se obtiene (U — U[_k])Vk =0 y entonces Vj, = 0, ya que por hipotesis U — U= no tiene
divisores de cero en la diagonal de indice cero. Por lo tanto, B = Vj y esta en Dy. ([l

El teorema siguiente es una generalizacién de la Proposiciéon 5.6, parte 2.

TEOREMA 5.12 Sean m un entero distinto de cero y U un elemento invertible de Dy. Sea B =

> SkV,., donde los Vi, € Dy. Si B conmuta con S™U entonces
k>i(B)

Vk[—m} =uHv,ut para k> i(B).

Demostraciéon. Si BS™U = S™U B entonces
Y SMSmU = Y STUSMK,
k>i(B) k>i(B)

o bien
Z Sk—l—mvk[—m]U: Z Sm—l—kU[—k]Vk_
k>i(B) k>i(B)

Comparando los coeficientes de la igualdad anterior se tiene,
Sk-}—mvk[—m}U — Sm-i—kU[—k}Vk’ k> Z(B),

y esto completa la demostracion. O

La ecuacion Vk[_m} = U=Fv,U1 significa que

(Vi)jamgrm = (U)jnj+k (Vi) (U5 § €L

Cuando U es la matriz identidad, esta ecuacion se reduce a (Vi)jym j+m = (Vk);,; entonces las
diagonales de B son periddicas, y B es una matriz de Toeplitz por bloques. Por lo tanto, en el
caso general, cada diagonal de B estd determinada por cualesquiera m entradas consecutivas de
la ecuacion anterior y se puede considerar a B como algin tipo de matriz Toeplitz por bloques
generalizada.

A continuacion se demostrara que los elementos de £ también se pueden expresar como series de
Laurent con un desplazamiento ponderado en lugar del desplazamiento S.

Sea W un elemento invertible de Dy. Definimos el desplazamiento ponderado T con peso W por
T=SW.

Entonces T2 = SWSW = S2wl-Uw y 73 = 3wl w1 w. Es posible encontrar una expre-
sion para T* de la siguiente forma:
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Se define W) =1 y para k > 1 se define
Wy = w=ktyyl=k+2 =2 =y

Esta es llamada potencia factorial ascendente de W. Asi se tiene T* = S¥ W) para k > 0. Por lo
tanto, para k > 1 se tiene

g
—k __ —1g—k _ o—kgk —1g—k _ ¢o—k -1
T = Wil sE = s WS = s 7E (W)

(k]
Se define W_y) = (W(;)l) para k > 1. Con esta notacién se obtiene
Tk = S* Wu) para k€ Z.

TEOREMA 5.13 Sea A = > SkUL, con Uy, € Dy. Sea W un elemento invertible de Dy y T =

k>i(A)
SW. Entonces A= Y. TFV;, donde Vj, = W(;)lUk para k > i(A).

k>i(A)
Demostraciéon. T*V,, = T* W(;)lUk = S*Uy para k > i(A). O

A continuacién se consideran algunos mapeos ttiles en el anillo £ relacionados con conmutadores.

Para cada A en £, se define la derivada de Pincherle de A por A’ = AS — SA. Es facil mostrar que
la derivada de Pincherle es una derivacion en £, es decir,

(ABY = AB' + A'B,  A,B,€ &.

Obsérvese que la derivada de Pincherle de cualquier matriz de Toeplitz es igual a cero.

Si A= Y SkUj entonces un calculo simple da
k>i(A)

A= Y s <U,£_1]—Uk).

k>i(A)

Notese que la entrada (j,j) de U,L_l] — Uy, es igual a (Uy)j11,j+1 — (Ug);,; para j en Z.

Ahora, se denotara la matriz diferenciacion D por D = S™'N, donde N € Dy y (N)gxr = k. La
derivada de Pincherle de D es

D'=DS—-SD=S"'NS—-N=N"U_N=T.

Usando induccién se puede ver que (D™) = mD™ ! para m > 1.

La derivada de Pincherle de sequndo tipo se define por
A°=DA—-AD, Aeg.
Esta es una derivacion sobre £ y es claro que S° = I y (§%)° = kS*~! para k en Z. Un simple

calculo da
(SkU)° = gk (NU _ylN 4+ k:U> . UenDy,
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y entonces, para A = ) SkU,, se tiene
k>i(A)

A= 5 gkt (N (v - o) + kUk> .
k>i(A)

Obsérvese que ambos tipos de derivadas de A € L involucran diferencias Uy — U Igl] de las matrices
de coeficientes de A.

Se ha demostrado que la representacion diagonal es una herramienta 1util para tratar los elementos
de £, para cdlculos y también para derivar propiedades generales.



CONCLUSIONES

El estudio y desarrollo de familias de sucesiones de polinomios ortogonales utilizando matrices infini-
tas tal y como se mencion6 en la Introduccion de la presente Tesis, L. Verde mostro en [34] que una
parte considerable de la teoria general se puede obtener usando herramientas puramente algebraicas
del algebra lineal en el contexto de una algebra de matrices infinitas.

Siguiendo con el trabajo iniciado, estudiamos las sucesiones de momentos de polinomios ortogonales
g-cléasicos obteniendo una relaciéon de recurrencia de tres términos con coeficientes variables que de-
penden de los coeficientes de la ecuacion en g-diferencias satisfecha por los polinomios. Consideramos
los casos en los cuales la relacion de recurrencia se simplifica y obtuvimos algunas familias de poli-
nomios ortogonales g-clasicos que tienen féormulas explicitas simples para los momentos, expresadas
en términos de los parametros en la ecuacion en g¢-diferencias.

Se construyeron varios ejemplos de familias de polinomios ortogonales ¢-clasicos que tienen sucesiones
simples de momentos. Con ayuda de cinco parametros se encontraron férmulas explicitas para los
momentos y los coeficientes de la relacion de recurrencia. Observamos que dando un valor particular
a ciertos parametros, la matriz C se convierte en bidiagonal y entonces esto permite obtener una
relacion de recurrencia a dos términos. Asi, dando algunos valores apropiados a los parametros
se obtuvieron familias de polinomios g-ortogonales tales como: los polinomios ¢-Krawtchouk no
estandar, y que no han sido considerados en la literatura de polinomios ortogonales, los polinomios
g-Bessel, los polinomios g-Laguerre/Wall pequenos y los polinomios ¢g-Jacobi grandes.

Por otro lado, se ha demostrado que la representacién diagonal es una herramienta wtil para tratar
los elementos del conjunto de matrices doblemente infinitas, £, para calculos y también para de-
rivar propiedades generales. También es importante mencionar que el problema de caracterizar los
elementos invertibles en las matrices doblemente infinitas, es un problema interesante y no trivial,
incluso cuando se este haciendo sobre un campo. Se presentaron algunos ejemplos de lo que se puede
hacer con la representacion diagonal, pero estd claro que muchas otras propiedades algebraicas de
las matrices infinitas se pueden obtener con nuestros métodos. Notese que el anillo R puede ser, por
ejemplo, el algebra de n x n matrices sobre algin campo.

El anillo de matrices doblemente infinitas £, ha sido poco estudiado, por ello se quiere primero
entender los casos méas simple, por ejemplo, cuando pasamos sobre un campo o un anillo de matrices
tales como matrices 2 X 2, pues esto ya es suficiente para tener problemas interesantes, ya que
la descomposiciéon por bloques es una herramienta poderosa en el estudio de matrices doblemente
infinitas. Es por esta razéon que pensamos en R como un anillo (mas o menos) arbitrario, porque
un caso interesante es que éste sea un anillo de matrices, para poder trabajar en matrices por
bloques. Ademas, cada una de las filas de las matrices doblemente infinitas esta representando series
de Laurent invertidas ortogonales (puesto que tenemos un ntimero finito de términos con potencias
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positivas), y cuando tenemos matrices doblemente infinitas en banda se tienen polinomios ortogonales
de Laurent (ya que se tiene un nimero finito de términos distintos de cero en cada fila). Para conocer
més sobre polinomios ortogonales de Laurent, véase [10] y sus referencias.

En el anillo £, es posible estudiar polinomios ortogonales de Laurent, grupos de Riordan genera-
lizados, formulas de inversion de Lagrange y céalculo umbral. Hasta aqui, no se ha considerado la
dualidad inducida por el reflejo de las matrices con respecto a la anti-diagonal n + k = —1. La
importancia de esa dualidad se ha demostrado en [6], [32] y [33].

Finalmente, la extension al caso de multi-matrices (indices en Z%) es un tema para futuras investi-
gaciones. Véase [32], donde se estudi6 la inversion de Lagrange en varias variables en un anillo de
multi-matrices.
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