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Departamento de Matemáticas
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a donde estoy.

A Carina, mi pareja académica y sentimental.
A Diego y Thiago que gracias a ellos me es posible pensar en un buen futuro.

A mis amigos por su compañia y lealtad.
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I



II
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2.0.4. Álgebras localmente m-convexas advertiblemente completas. . . . . . 30
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3.0.10. Generalización más reciente (T.Müldner) . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4. Resultados 101

III
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Introducción

El estudio de los ĺımites proyectivos, como concepto categórico, surgió en la teoŕıa de
conjuntos y la topoloǵıa; luego ha sido utilizado en varias áreas de las matemáticas. En este
trabajo estudiamos el ĺımite proyectivo topológico y el ĺımite proyectivo bornológico, en las
categoŕıas de las álgebras topológicas y de los espacios vectoriales bornológicos, respectiva-
mente.

Las álgebras localmente multiplicativamente convexas (l.m.c.) aparecieron en la literatu-
ra en el año de 1946 bajo el nombre de álgebras pseudo normadas; esta definición se debe
a R. Arens (ver [9]). Un resultado fundamental para este tipo de álgebras fue publicado en
1952 por R.Arens en [10] y E.Michael en [31] de manera independiente. Tal resultado se co-
noceŕıa más tarde como la descomposición de Arens-Michael. Se trata de la representación de
cualquier álgebra localmente m−convexa completa A como un ĺımite proyectivo de álgebras
de Banach y constituye una propiedad fundamental en la teoŕıa de las álgebras m-convexas.

Mediante esta poderosa herramienta varias preguntas básicas sobre las propiedades de
las álgebras m-convexas pueden ser reducidas a las preguntas y el estudio correspondientes
en los factores de dicha representación.

De 1952 a la fecha se han dado diversas generalizaciones de la descomposición de Arens-
Michael, entre las cuales mencionamos algunas a continuación. En 1989 M. Akkar, O.H.
Cheikh y M. Oudadess en [8] dieron la descomposición de las álgebras localmenteA−convexas
completas de Hausdorff (las cuales son más generales que las álgebras localmentem−convexas)
como ĺımite proyectivo de álgebras A−normadas. En el mismo año M. Abel en [1] dio la
descomposición de las álgebras localmente m−(k−convexas) completas de Hausdorff (que
también son más generales que las álgebras localmente m−convexas) como ĺımite proyectivo
de álgebras k−Banach. Para el año 2000 V.K. Balachandran en [12], generalizó los resultados
obtenidos en 1989 por Akkar, Cheikh y Oudadess por un lado y Abel por el otro, obteniendo
la descomposición de las álgebras localmente m−pseudoconvexas completas y de Hausdorff
como ĺımite proyectivo de álgebras kλ-Banach.
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En 1975 T. Müldner publicó un art́ıculo en donde mostraba la descomposición de las
álgebras completas de Hausdorff con multiplicación conjuntamente continua como ĺımite
proyectivo de álgebras de Fréchet. Sin embargo, utilizó fuertemente un lema, el cual, después
se supo, es verdadero, aunque la prueba que propuso era incorrecta. Por esta razón, en el año
2012, M. Abel en [3] corrigió el error de Müldner y obtuvo la descomposición más general
que hasta el momento se conoce. Todas estas descomposiciones utilizan argumentos similares
a los usados en la descomposición de Arens-Michael original.

Por otro lado, en el Análisis Funcional moderno, es importante considerar espacios vec-
toriales bornológicos, ya que esta teoŕıa permite el estudio de numerosas propiedades de las
funcionales lineales en un marco donde el concepto de función acotada sustituye al de función
continua. Este es el caso, por ejemplo, de la teoŕıa de las Distribuciones.

El estudio de los ĺımites proyectivos en la categoŕıa de las álgebras topológicas y de los
espacios vectoriales bornológicos no se limita sólo a la descomposición de Arens-Michael y
sus generalizaciones. En este trabajo también analizamos cuáles son las propiedades que se
preservan y cuáles son las que no lo hacen, bajo el proceso de tomar ĺımites proyectivos, en
cada una de las categoŕıas antes mencionadas.

Este trabajo se divide en cinco caṕıtulos:
En el caṕıtulo 1 introducimos las definiciones necesarias y los resultados fundamentales para
establecer las ideas y el desarrollo de todo el trabajo. También presentamos algunos resul-
tados de topoloǵıa que serán usados más adelante.

En el caṕıtulo 2 introducimos el concepto de sistema proyectivo y de ĺımite proyectivo
en la categoŕıa de las álgebras topológicas. Presentamos la versión que aparece en [30] de
la descomposición de Arens-Michael. Como ilustración de ésta, presentamos varias aplica-
ciones relacionadas con el espectro y el radio espectral de un álgebra m−convexa, aśı como
aplicaciones que involucran el concepto de ser advertiblemente completa y la propiedad Q.
Presentamos ejemplos donde se aplica la descomposición de Arens-Michael para mostrar
cómo algunas propiedades se preservan bajo esta descomposición.

En el caṕıtulo 3 mostramos la descomposición de Arens-Michael generalizada y presen-
tamos una aplicación de ella en el álgebra de Multiplicadores de un álgebra localmente
m−pseudoconvexa. Finalmente, enunciamos y demostramos, dando elementos originales, la
última y más general descomposición dada por M. Abel en el año 2012.

El caṕıtulo 4 está dedicado al estudio de algunas propiedades que se preservan bajo
el proceso de tomar el ĺımite proyectivo de un sistema proyectivo de álgebras topológicas.
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Aśımismo damos contraejemplos pertinentes para demostrar que algunas propiedades no se
preservan bajo la acción de tomar ĺımite proyectivo. La propiedad Q es muy importante; por
eso para esta propiedad se presentan condiciones adicionales de manera que bajo la acción
de tomar ĺımite proyectivo el resultado sea de nuevo un álgebra con la propiedad Q.

El último caṕıtulo está dedicado al estudio de los espacios vectoriales bornológicos;
ah́ı presentamos las nociones de sistema proyectivo bornológico y de ĺımite proyectivo bor-
nológico. Introducimos el concepto de Mackey Q-álgebra, el cual involucra a ambas, la to-
poloǵıa y la bornoloǵıa. Aqúı obtenemos un resultado original para el ĺımite proyectivo de
un sistema proyectivo de álgebras de este tipo.
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Resumen

En este trabajo se estudia a fondo la descomposición de Arens-Michael y sus generali-
zaciones más usadas en la literatura, aportando una prueba alterna para cada una de las
descomposiciones. Se obtienen algunos resultados originales para el caso de ĺımites proyec-
tivos de álgebras con propiedades como lo son las álgebras localmente m−pseudoconvexas,
álgebras espectrales, Q−álgebras y algebras topológicamente Q. Por último se prueba que
la bornoloǵıa del ĺımite proyectivo bornológico, coincide con la bornoloǵıa de Von-Newmann
del ĺımite proyectivo topológico.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se introducen las definiciones necesarias y los resultados fundamentales
para establecer las ideas y el desarrollo de todo el trabajo.

Definición.- 1.0.1 Un álgebra sobre el campo K es un K-espacio vectorial A en donde
está definido un producto asociativo

A× A −→ A
(a, b) 7−→ ab

que satisface las siguientes propiedades:

(ka)b = k(ab) = a(kb)

a(b+ c) = ab+ ac ; (b+ c)a = ba+ ca

para cualesquiera k ∈ K y a, b, c ∈ A.

Definición.- 1.0.2 Sea τ una topoloǵıa en un espacio vectorial X (sobre el campo K) tal
que:

a) Cada punto de X es un conjunto cerrado

b) Las operaciones de espacio vectorial son continuas con respecto a τ

Bajo estas condiciones se dice que τ es una topoloǵıa vectorial en X y que X es un espacio
vectorial topológico.
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2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Se dirá que la suma es continua si la función

+ : X ×X −→ X
(x, y) 7−→ x+ y

es continua; es decir , que si x1, x2 ∈ X y V es una vecindad de x1 + x2, entonces existen
vecindades V1 de x1 y V2 de x2 tales que V1 + V2 ⊆ V .
En forma similar, decir que la multiplicación por escalar es continua significa que la funcion

· : K×X −→ X
(k, x) 7−→ kx

es continua; es decir, si k ∈ K, x ∈ X y V es una vecindad de kx, entonces existe un número
real r > 0 y una vecindad W de x tales que tW ⊆ V siempre que |t− k| < r.

Definición.- 1.0.3 Un álgebra topológica sobre el campo K (donde K = R o K = C) es un
espacio vectorial topológico A en donde está definido un producto asociativo separadamente
continuo que hace de A un álgebra sobre K.

Decir que la multiplicación en A es separadamente continua significa que las funciones lx y
rx : A −→ A dadas por lx(z) = xz y rx(z) = zx son funciones continuas para cada x ∈ A.
Nótese que lx es continua si dada U una vecindad de 0, entonces existe V una vecindad de
0 tal que xV ⊆ U (y análogamente para rx).

Definición.- 1.0.4 Por otro lado, si la multiplicación del álgebra topológica dada es continua
en ambas variables (conjuntamente continua), se dirá que el álgebra tiene multiplicación
continua.

Decir que la multiplicación en A es continua (conjuntamente continua) significa que dada U
una vecindad de 0, entonces existe V una vecindad de 0 tal que V 2 ⊆ U .
En terminos de elementos, se tiene que si x, y ∈ A y U es una vecindad de 0 en A, entonces
existe V una vecindad de 0 en A tal que (x+ V )(y + V ) ⊆ xy + U

Definición.- 1.0.5 Una norma en el K-espacio vectorial X (K = R o C) es una función
|| · || : X −→ R+ ∪ {0} tal que:

1) ||x|| ≥ 0 para toda x ∈ X.

2) ||x|| = 0 si y sólo si x = 0.
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3) ||kx|| = |k|||x|| para todas k ∈ K y x ∈ X.

4) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| para todas x, y ∈ X.

La función || · || es una seminorma en X si cumple las propiedades 1, 3 y 4.

Definición.- 1.0.6 Un espacio normado es una pareja (X, || · ||) en donde X es un espacio
vectorial y || · || es una norma en X. Se sobreentiende que se dota a X de la topoloǵıa indu-
cida por la norma; aśı, X es un espacio vectorial topológico.

Un espacio normado sobre el campo complejo (A, || · ||) es un álgebra normada si es un
álgebra y la norma es submultiplicativa, es decir, si cumple:

5) ||xy|| ≤ ||x||||y|| para todas x, y ∈ A.

Definición.- 1.0.7 Un álgebra localmente convexa es un álgebra topológica A cuyo espa-
cio vectorial topológico subyacente es un espacio localmente convexo, es decir, cuya topoloǵıa
puede ser dada mediante una familia de seminormas (|| · ||α : α ∈ Λ) definidas en A.

Nota: Si el álgebra A es localmente convexa y la familia de seminormas que definen la to-
poloǵıa satisface que para cada α ∈ Λ, existe una β ∈ Λ tal que ||xy||α ≤ ||x||β||y||β para
todas x, y ∈ A. Entonces la topoloǵıa del álgebra A hace al producto conjuntamente continuo.

Se puede dar la toploǵıa de un álgebra localmente convexa mediante una base local de
vecindades del origen, es decir una familia N(0) formada por los conjuntos convexos que
contienen al 0 de manera que un conjunto que contiene al 0 es abierto si contiene a un
elemento de N(0). Los demás abiertos son trasladados (x + U) de los abiertos que cotienen
al 0.
Aśı pues, N(0) consiste de todas las intersecciones finitas de conjuntos de la forma

Bα,ε = {x ∈ A : ||x||α < ε}.

Estos son conjuntos balanceados (es decir, |λ| ≤ 1, entonces λB ⊆ B) y convexos (es
decir, 0 ≤ λ ≤ 1 y x, y ∈ B, entonces λx + (1 − λ)y ∈ B) y N(0) es una base local de la
topoloǵıa de A.
Rećıprocamente, si N(0) es una base local de vecindades convexas y balanceadas del 0,
entonces para cada Uα ∈ N(0), se define la α-seminorma como

||x||α = ı́nf{t > 0 : t−1x ∈ Uα}.
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Definición.- 1.0.8 Un conjunto es absolutamente convexo, si es balanceado y convexo.

Definición.- 1.0.9 Un subconjunto U de un álgebra topológica A es absorbente si para cada
x ∈ A existe un cx > 0 tal que, para cada λ ∈ K, con |λ| ≤ cx se tiene que λx ∈ U .

Definición.- 1.0.10 Sea E un álgebra topológica. Un subconjunto U de E se dice que es un
barril algebraico (a-barril), si es absolutamente convexo, absorbente y multiplicativo. Se
dirá que un subconjunto W es un barril topológico (m-barril) si es un a-barril cerrado.

Definición.- 1.0.11 Un álgebra es localmente multiplicativamente convexa (l.m.c.)
si es un álgebra, la cual es en particular un espacio vectorial topológico con una base local
que consiste de conjuntos multiplicativos y convexos.

Definición.- 1.0.12 Sea E un álgebra localmente m-convexa cuya topoloǵıa está definida
por una familia Γ = (pα)α∈I de seminormas submultiplicativas. Se dirá que Γ es una familia
fundamental de seminormas de la topoloǵıa de E si para cualquier conjunto finito de
ı́ndices H ⊂ I, existe un ı́ndice α ∈ I y un número real ε > 0, tal que

pα(x) ≥ εpi(x)

para cualquier i ∈ H y para cualquier x ∈ E.

Topoloǵıa producto: Sea {Xα, Tα} una familia arbitraria de espacios topológicos. Sea X
su producto cartesiano i.e.,

X =
∏
α∈A

Xα

y pα : X −→ Xα la proyección sobre el factor correspondiente. Es posible dotar a X de la
topoloǵıa producto, es decir aquella que tiene como sub-base a los conjuntos de la forma

{p−1
α (Uα)},

donde cada Uα es un abierto de Xα. Es decir, la topoloǵıa producto es la topoloǵıa generada
por los conjuntos de la forma

∏
α∈B

Uα ×
∏

β∈A−B
Xβ,
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donde B es algún subconjunto finito de A y Uα es abierto en Xα para cada α ∈ B. Las
intersecciones finitas de elementos de la sub-base darán lugar a los elementos de la base.

Lema 1.0.13 Sean (X, τ) un espacio topológico, Y un conjunto y
{(Zα, τα);α ∈ I} una familia de espacios topológicos. Si Y tiene la topoloǵıa inicial dada por
los morfismos gα : Y → Zα. Entonces f : X → Y es continua si y solo si gα ◦ f es continua
para toda α ∈ I.

Demostración: Supongamos que f es continua. Puesto que Y tiene la topoloǵıa inicial
dada por los morfismos gα, entonces gα es continuo para cada α ∈ I, de esta manera gα ◦ f
es continua para cada α ∈ I.
Ahora, supóngase que gα ◦ f es continua para cada α ∈ I. Sea O un abierto en Y , entonces
se puede suponer que

O =
⋂
α∈H

g−1
α (Uα),

con Uα abierto de Zα y H un subconjunto finito de I.
Dado que Uα es un abierto de Zα y gα ◦ f es continua para cada α ∈ I, se tiene que
(gα ◦ f)−1(Uα) es un abierto en X, entonces V =

⋂
α∈H

(gα ◦ f)−1(Uα) sigue siendo un abierto

en X. Sea x ∈ V , entonces x ∈ (gα ◦ f)−1(Uα) para cada α ∈ H, aśı (gα ◦ f)(x) ∈ Uα para
cada α ∈ H, luego f(x) ∈ g−1

α (Uα) para cada α ∈ H, de esta manera f(x) ∈
⋂
α∈H

(gα)−1(Uα).

Por lo tanto, f(V ) ⊆ O, lo cual implica la continuidad de f . �

Corolario 1.0.14 Si {(Xα, τα);α ∈ I} es una colección de espacios topológicos, y si (Y, τY )
también es un espacio topológico, entonces, una función g : Y →

∏
α∈I

Xα es continua si y

solo si π ◦ g es continua para cada α ∈ I.

Nota: Si A es un álgebra topológica y U es un subconjunto balanceado, entonces U es
balanceado, si y solo si para cada x ∈ A existe δx > 0 tal que x ∈ δU.

Lema 1.0.15 Sean E y F dos álgebras y u : E −→ F un morfismo de álgebras y B un
subconjunto absolutamente convexo, absorbente y multiplicativo del álgebra F . Entonces, el
conjunto u−1(B) ⊂ E tiene las mismas propiedades; en otras palabras la imagen inversa por
un morfismo de álgebras de un a-barril es de nuevo un a-barril. En particular, si E y F son
álgebras topológicas y dado un morfismo

u : E −→ F
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continuo, entonces la imagén inversa por u de un m-barril de F es un m-barril de E también.

Demostración: Sea B ⊂ F un a-barril. Sean x ∈ u−1(B) y λ ∈ K tal que |λ| ≤ 1.
Como x ∈ u−1(B), entonces u(x) ∈ B, luego λu(x) ∈ B, ya que B es balanceado, entonces
u(λx) ∈ B, aśı λx ∈ u−1(B). Por lo tanto u−1(B) es balanceado.
Sean x, y ∈ u−1(B) y 0 ≤ t ≤ 1, considérese tx+ (1− t)y, entonces se tiene

tu(x) + (1− t)u(y) ∈ B

por ser B convexo, entonces u(tx)+u((1− t)y) ∈ B, aśı u(tx+(1− t)y) ∈ B, de esta manera
tx+ (1− t)y ∈ u−1(B). Por lo tanto, u−1(B) es convexo.
Sea x ∈ E, entonces u(x) ∈ F , de esta forma existe γ > 0 tal que u(x) ∈ γB, aśı x ∈ u−1(γB);
dado que u−1(γB) = γu−1(B), entonces x ∈ γu−1(B). Por lo tanto, u−1(B) es absorbente.
Sean x, y ∈ u−1(B), entonces u(x) ∈ B y u(y) ∈ B, luego u(x)u(y) ∈ B, aśı u(xy) ∈ B, es
decir xy ∈ u−1(B). Por lo tanto, u−1(B) · u−1(B) ⊂ u−1(B).
Por último si el morfismo u es continuo, entonces, la imagen inversa de un conjunto cerrado
es cerrado, es decir la imagen inversa continua de un m-barril es nuevamente un m-barril. �

Definición.- 1.0.16 Sea E cualquier conjunto. Una colección no vaćıa F de subconjuntos
no vaćıos de E es llamado un filtro si satisface:

1) Si A ∈ F y B ∈ F , entonces A
⋂
B ∈ F .

2) Si A ∈ F y A ⊆ B, entonces B ∈ F .

Definición.- 1.0.17 Una subcolección F0 de F es un filtro base (base de filtro) para F , si
y solo si cada elemento de F contiene algún elemento de F0

Definición.- 1.0.18 Un subconjunto no vaćıo B del conjunto potencia de un conjunto E es
llamado filtro base (base de filtro) de algún filtro G en E si satisface las siguientes condiciones:

1’) La intersección de dos conjuntos de B contienen un conjunto de B;

2’) el conjunto vaćıo no pertenece a B,

Y aśı G consiste en todos aquellos subconjuntos de E que contienen un conjunto de B.
Es decir G = {F} tal que B ⊂ F , B ∈ B. Por esto, tal colección es llamada un filtro-base.

Definición.- 1.0.19 El conjunto Ux de todas las vecindades de x ∈ X es un filtro en X y
cualquier base de vecindades de x es un filtro base para Ux. Este filtro es llamdo el filtro de
vecindades de x.
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Definición.- 1.0.20 Sea E un espacio vectorial topológico. Se dice que el filtro F converge
a a si cualquier vecindad de a contiene algún conjunto de F . Esta situación se denota de la
siguiente manera:

F → a.

Definición.- 1.0.21 Sea (E,E ′) un par dual. Si A es un subconjunto de E, el subconjunto
de E ′ que consiste de aquellos x′ para los cuales

sup{| < x, x′ > | : x ∈ A} ≤ 1

es llamada la polar de A (en E ′) y denotada por A◦

Definición.- 1.0.22 Sean E y F espacios vectoriales topológicos y sea H un conjunto de
morfismos de E en F . Se dirá que el conjunto H es equicontinuo en el punto a ∈ E si para
cualquier vecindadW de cero en F existe una vecindad V de a en E tal que f(x)−f(a) ∈ W
para toda x ∈ V y f ∈ H. Se dice que H es equicontinuo en E si es equicontinuo en cualquier
punto de E.

Lema 1.0.23 Un subconjunto M del dual topológico E ′ de un espacio vectorial topológico
E es equicontinuo si y sólo si está contenido en la polar V ◦ de una vecindad de cero en E.

Demostración: Supóngase que M ⊂ E ′ es equicontinuo. Entonces para todo ε > 0 existe
una vecindad V de cero en E tal que | < x, u > | ≤ ε para todo x ∈ V y u ∈ M . Tomamos
si ε = 1, entonces se tiene

| < x, u > | ≤ 1 para todo x ∈ V y u ∈M

aśı M ⊂ V ◦.
Inversamente, sea M ⊂ V ◦, donde V es vecindad de cero en E. Entonces, tomando U = εV ,
se tiene que U es una vecindad de cero para la cual | < x, u > | ≤ ε, para todo f ∈M y para
todo x ∈ U . Aśı M es equicontinuo en el cero, entonces es uniformemente equicontinuo. Por
lo tanto, es equicontinuo.�
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Caṕıtulo 2

Ĺımites Proyectivos de Álgebras

En el transcurso de este capitulo se considerarán álgebras topológicas con producto se-
paradamente continuo, en caso contrario se hablará de un producto continuo. Sea E un
Álgebra y {(Eα, fα)}α∈I una familia de pares (Eα, fα) donde, para cada ı́ndice α ∈ I, Eα es
un álgebra topológica y

fα : E −→ Eα

es un morfismo de álgebras.
Aśı, se puede considerar la topoloǵıa inicial en E definida por los morfismos fα;α ∈ I, a
la cual se le llama la topoloǵıa débil en E para la cual estos morfismos son continuos. Por
supuesto, esta topoloǵıa es compatible con la estructura de espacio vectorial del álgebra E
dada, haciendo de E un espacio vectorial topológico.
En efecto una base local de E consiste de conjuntos de la forma

n⋂
i=1

f−1
αi

(Uαi) (2.1)

donde los conjuntos Uαi corren sobre las bases locales de las álgebras topológicas Eα, α ∈ I.
Más aun, el mismo espacio vectorial topológico en E es también compatible con la estructura
de álgebra de E, es decir E se convierte en un álgebra topológica sobre la base de la siguiente
proposición.

Proposición 2.0.24 (Proposición 1.1, p.79 en [30]) Sea E un álgebra dada, (Eα)α∈I una
familia de álgebras topológicas y para cada ı́ndice α ∈ I, un morfismo de álgebras

fα : E −→ Eα.

9
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Entonces, la topoloǵıa inicial definida en E por los morfismos fα, α ∈ I, hace de E un álgebra
topológica. En particular, el álgebra E aśı topologizada tiene una multiplicación continua si
las álgebras topológicas dadas Eα, α ∈ I la tienen.

Demostración: Por el comentario anterior, la topoloǵıa bajo consideración es una topoloǵıa
de espacio vectorial sobre E con una base local dada por (2.1). Además, para cualquier x ∈ E,
el endomorfismo

lx : E −→ E (2.2)

lx(y) := xy

es continuo. Por el lema 1.0.13 es suficiente probar que para cualquier α ∈ I el morfismo
composición

fα ◦ lx

es continuo. Sean y ∈ E, Oα una vecindad de fα ◦ lx(y), lo cual implica que Oα es vecindad
de fα(xy) = fα(x)fα(y), pero el producto es continuo en cada Eα.
Aśı, existen U ,W vecindades de fα(x) y fα(y) respectivamente tales que

U · W ⊂ Oα

De esta manera, si V = f−1
α (W) por continuidad de fα, V es vecindad de y.

Luego,

(fα ◦ lx)(V) = (fα ◦ lx)(f−1
α (W)) = fα(x · f−1

α (W)) ⊂ fα(x) · W ⊂ Oα

Entonces, fα ◦ lx es continuo para todo α. Por lo tanto lx es continuo.�

Ahora, si las álgebras topológicas Eα, α ∈ I, son localmente convexas, se concluye por (2.1)
que la topoloǵıa inicial en E definida por los morfismos fα, α ∈ I, hace del álgebra E un
álgebra localmente convexa también.
Se sigue de la proposición 2.0.24 que el álgebra localmente convexa E aśı definida tiene una
multiplicación continua si las álgebras Eα la tienen.
Con respecto a esto, la misma proposición implica que cualquier subálgebra de un álgebra
topológica dada con multiplicación continua es en la topoloǵıa relativa (i.e., la “topoloǵıa de
imagen inversa”definida por la inyección (inclusión)) un álgebra topológica del mismo tipo
que la dada.
Similarmente se concluye que cualquier subálgebra de un álgebra localmente convexa es, en
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la topoloǵıa relativa, un álgebra topológica del mismo tipo que la original.
Por otro lado, se obtiene que:

La topoloǵıa inicial definida en un álgebra E dada por los morfismos fα, α ∈ I, como
arriba, en caso de que las álgebras Eα, α ∈ I sean l.m.c. hace de E una álgebra l.m.c. tam-
bién.
Esto se sigue de la proposición 2.0.24 y el lema 1.0.15.

De hecho, se prueba que la topoloǵıa de imagen inversa, correspondiente al morfismo de
álgebra dado

h : E −→ F

con F siendo un álgebra l.m.c., todavia define a E como un álgebra l.m.c.. En particular se
concluye de nuevo que cualquier subálgebra de un álgebra l.m.c. es, en la topoloǵıa relativa,
un álgebra topológica del mismo tipo.
Sea E un álgebra topológica dotada con la topoloǵıa inicial definida por la familia {(Eα, fα)},
α ∈ I, como antes, donde la topoloǵıa de cada una de las álgebras Eα, α ∈ I es de Hausdorff.
Entonces la topoloǵıa de E es de Hausdorff si y sólo si para cualquier elemento x 6= 0 en E,
existe un ı́ndice α ∈ I tal que fα(x) 6= 0 en Eα.
En efecto, si E es de Hausdorff y x 6= 0 en E, entonces existe una vecindad U de cero en E
con x /∈ U , entonces por (1.1)

x /∈
n⋂
i=1

f−1
αi

(Uαi) ⊆ U ,

con Uαi un elemento de la base local de Eαi . Aśı

x /∈ f−1
αi

(Uαi) para algún αi ∈ I,

luego

fαi(x) /∈ Uαi para algún αi ∈ I,

entonces

fαi(x) 6= 0 en Eαi .

Inversamente, sea x 6= 0, entonces fα(x) 6= 0 para algún α ∈ I, entonces existe Uα vecindad
de cero en Eα, tal que fα(x) /∈ Uα, pues Eα es de Hausdorff. Entonces
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x /∈ f−1
α (Uα).

Mientras que el último conjunto pertenece a la base local de E, lo cual es lo deseado.
En particular en el caso que (Eα)α∈I es una familia de álgebras topológicas y se considera el
respectivo producto cartesiano.

E =
∏
α∈I

Eα (2.3)

definido por los conjuntos Eα, α ∈ I. Aśı, con las operaciones coordenada a coordenada, el
conjunto (2.3) se convierte en un álgebra, de modo que los respectivos “morfismos canónicos
proyección”

πα : E −→ Eα, α ∈ I

son usados para definir la topoloǵıa inicial en E, la cual da, por definición, la “Topoloǵıa de
producto cartesiano” en E definida por los espacios topológicos Eα, α ∈ I.

Por otro lado, por definición de la operación en el álgebra E, se ve fácilmente que los
morfismos proyección πα, α ∈ I, son morfismos de álgebra de las respectivas álgebras. Aśı,
se concluye que E dotado con la topoloǵıa de producto cartesiano se convierte en un álgebra
topológica, la cual tiene multiplicación continua si este es el caso para cada una de las
álgebras topológicas dadas Eα, α ∈ I.
En este sentido, se tiene una base local para el álgebra topológica E asi definida.

n⋂
i=1

π−1
αi

(Uαi) (2.4)

donde los conjuntos Uαi corren sobre las bases locales de las álgebras topológicas Eα, α ∈ I.
Equivalentemente, se consideran conjuntos de la forma.

∏
α∈I

Uα, con Uα = Eα

excepto para un número finito de ı́ndices α ∈ I, para los cuales los respectivos conjuntos Uα
estan variando como en (2.4).
Similarmente se sigue de la discusión precedente que el producto cartesiano de álgebras
localmente convexas (respectivamente con multiplicación continua) es álgebra topológica del
mismo tipo que las álgebras factores.
En particular esto es válido para álgebras l.m.c. como se sigue del siguiente:

Lema 2.0.25 Sea (Eα)α∈I una familia de álgebras l.m.c., entonces el álgebra producto car-
tesiano



13

E =
∏
α∈I

Eα

dotada con la topoloǵıa de producto cartesiano es un álgebra l.m.c. Además, cualquier sub-
álgebra de E es un álgebra l.m.c.

Demostración: Por el comentario anterior, una base local para la topoloǵıa producto
está dada por (2.4); de esta manera, basta con probar que los elementos de (2.4) son mul-
tiplicativos y convexos, pero por 1.0.15 se tiene que π−1

αi
(Uαi) es un m-barril ya que cada

Uαi lo es. Por otro lado se sabe que la intersección finita de m-barriles es un m-barril, aśı la
base local para la topoloǵıa producto consta de m-barriles. Por lo tanto, el álgebra producto
cartesiano con la topoloǵıa producto es un álgebra l.m.c.
Por otro lado, si A es una subálgebra de E, entonces si A es dotada con la topoloǵıa inicial
dada por el morfismo inclusion, se tiene que A es un álgebra localmente m−convexa. En
efecto, sea U una vecindad de cero, entonces

U = V ∩ A,

donde V es una vecindad de cero en E. Aśı, si x, y ∈ U , entonces x, y ∈ V y x, y ∈ A. De
esta manera, como V es submultiplicativa se tiene que xy ∈ V y ya que A es una subálgebra,
se sigue que xy ∈ A. Por lo tanto xy ∈ U .
Para la convexidad, sean x, y ∈ U y λ, µ ∈ K tales que λ+ µ = 1, entonces

λx+ µy ∈ V y λx+ µy ∈ A.

Por lo tanto λx + µy ∈ U . Con lo cual se concluye que U es un conjunto multiplicativo y
convexo. �

Por otro lado, el álgebra topológica dada por el producto cartesiano es de Hausdorff si y sólo
si cada uno de los factores lo es; aqui se aplica un argumento similar que para el producto
cartesiano de espacios.
Finalmente, un álgebra topológica producto cartesiano es completa si y sólo si cada uno de
los factores es completa. Esto es consecuencia del caso mas general del producto cartesiano
de espacios completos.

2.0.1. Sistemas Proyectivos de Álgebras Topológicas

Definición.- 2.0.26 Dado un conjunto parcialmente ordenado I, un sistema inverso de
álgebras topológicas es un par ordenado ((Eα)α∈I , (fαβ)β≥α), donde
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(Eα)α∈I

es una familia indexada de álgebras topológicas y

(fαβ : Eβ → Eα)β≥α

es una familia indexada de morfismos continuos para los cuales fαα = idEα para toda α ∈ I
y tal que el siguiente diagrama conmuta siempre que
γ ≥ β ≥ α

Eγ

fβγ   

fαγ // Eα

Eβ

fαβ

>> (2.5)

Definición.- 2.0.27 El ĺımite proyectivo (ĺımite inverso) del sistema proyectivo ((Eα)α∈I , (fαβ)β≥α)
es un álgebra lim←−Eα y una familia de proyecciones (fα : lim←−Eα → Eα)α∈I tales que

• fαβ ◦ fβ = fα

• Para cualquier álgebra topológica A y morfismos gα : A→ Eα que satisfacen fαβ ◦gβ =
gα para todo α ≤ β existe un único morfismo θ : A → lim←−Ei que hace conmutar al
siguiente diagrama.

lim←−Eα
fα

##

fβ

��

A
θoo

gα

��
gβ

��

Eα

Eβ

fαβ

OO

(2.6)

Si se considera el álgebra producto cartesiano F =
∏
α∈I

Eα.

En la categoŕıa de las álgebras topológicas, el ĺımite proyectivo de cualquier sistema proyec-
tivo ((Eα)α∈I , (fαβ)β≥α) de álgebras topologicas existe. Más aun está dado por

lim←−Eα = {x = (xα)α∈I ∈ F : xα = fαβ(xβ), si α ≤ β en I} (2.7)

Aśı, por definición de las operaciones de álgebra en F y la hipótesis de los morfismos fαβ,
lim←−Eα es una sub-álgebra de F .
En efecto sean x, y ∈ lim←−Eα, λ ∈ K y α, β ∈ I, tales que α ≤ β, considérese lo siguiente
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1) (x+ y)α = xα + yα = fαβ(xβ) + fαβ(yβ) = fαβ(xβ + yβ) = fαβ((x+ y)β).

2) (λx)α = λxα = λfαβ(xβ) = fαβ(λxβ) = fαβ((λx)β).

3) (xy)α = xαyα = fαβ(xβ)fαβ(yβ) = fαβ(xβyβ) = fαβ((xy)β).

Esto hace de lim←−Eα una subálgebra del álgebra producto cartesiano, la cual puede ser la
trivial. Con respecto a esto, si las álgebras Eα, α ∈ I tienen elementos identidad, por decir
1α, α ∈ I y el morfismo de álgebra fαβ, con α ≤ β preservan la identidad (la cual se supo-
ne), la identidad 1 = (1α) en F pertenece también a la sub-álgebra E de F definida por (2.7).

El álgebra lim←−Eα aśı definida es el álgebra ĺımite proyectivo del sistema proyectivo dado
(Eα, fαβ) y usualmente es denotada por

E = lim←−(Eα, fαβ).

Por otro lado, dado un sistema proyectivo de álgebras, se define una familia (fα)α∈I de
morfismos dados por la siguiente relación

fα = πα|E : E → Eα, (2.8)

para cualquier α ∈ I, donde el morfismo πα es el morfismo proyección canónica.

La respectiva álgebra ĺımite proyectivo lim←−Eα está dotada con la topoloǵıa inicial defi-
nida por los morsfismos fα, α ∈ I. El álgebra topológica aśı definida es llamada el álgebra
ĺımite proyectivo o inverso del sistema proyectivo dado.

Por lo anterior y el lema 2.0.25 se concluye que:
Un ĺımite proyectivo de álgebras localmente m-convexas es un álgebra del mismo tipo (Pues
es una subálgebra de un álgebra l.m.c.)
Por supuesto si las álgebras Eα, α ∈ I son normadas, entonces la respectiva álgebra ĺımite
proyectivo es un álgebra l.m.c. Más aun, si las álgebras Eα, α ∈ I son álgebras de Banach
como será el caso en la sección siguiente, entonces el álgebra ĺımite proyectivo es un álgebra
l.m.c.
Lo importante aqui es que el rećıproco es verdad; es decir las álgebras l.m.c. parecen ser sólo
las de este tipo de (o al menos subálgebra apropiada de ese tipo, si no son completas). Esto
es en efecto un resultado fundamental de toda la teoŕıa de álgebras l.m.c.

Finalmente se resaltará que un álgebra topológica ĺımite proyectivo E = lim←−(Eα, fα,β) es
de Hausdorff si este es el caso para cada una de las álgebras Eα, α ∈ I (pues es una subálge-
bra de F =

∏
α∈I

Eα).

Se concluye esta sección con el siguiente.
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Lema 2.0.28 Cualquier álgebra topológica ĺımite proyectivo E = lim←−(Eα, fα,β) es una subálge-
bra cerrada del álgebra topológica producto cartesiano F =

∏
α∈I

Eα. En particular, E es com-

pleta, si este es el caso para cada una de las álgebras topológicas dadas Eα, α ∈ I.

Demostración: El hecho de ser subálgebra se ha demostrado anteriormente. Para ver que
es cerrada, sea (xn) sucesión de elementos de E tales que
(xn)→ x, aśı

ĺım
n→∞

xn = x

entonces, por la continuidad de fα

ĺım
n→∞

xnα = xα

luego

xα = ĺım
n→∞

xnα = ĺım
n→∞

fαβ(xnβ) = fαβ( ĺım
n→∞

(xnβ)) = fαβ(xβ).

Por lo tanto, el álgebra E es una subálgebra cerrada del álgebra producto cartesiano F . �

2.0.2. Representación de Algebras localmente multiplicativamen-
te convexa como ĺımite proyectivo (Descomposición de Arens-
Michael)

El objetivo principal en la siguiente discusión es dar una representación de cualquier
álgebra l.m.c. completa E como un ĺımite proyectivo de álgebras de Banach.
Como se acaba de mencionar esta representación constituye una conclusión fundamental de
toda la teoŕıa de las álgebras l.m.c.
A través de esta herramienta, preguntas básicas sobre un álgebra l.m.c. pueden ser en muchos
casos reducidas a sus análogas para los respectivos factores que son álgebras de Banach,
donde tal vez ya se sabe la respuesta.
Se comienza con suponer que se da un álgebra E l.m.c. junto con una base local N = (Uα)α∈I
de E que consiste de m−barriles.
Ahora se consideran las respectivas funcionales de Minkowski de los miembros de N; de esta
manera se obtiene una familia P = (pα)α∈I de seminormas submultiplicativas (continuas)
que definen la topoloǵıa de E.
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Por otro lado, para cualquier ı́ndice α ∈ I, el par (E, pα) es un álgebra seminormada, tal
que se puede definir la respectiva álgebra normada (cociente) Eα.

Eα = E/p−1
α (0) (2.9)

Donde p−1
α (0) = ker(pα) = {x ∈ E : pα(x) = 0} ≡ Nα el cual es un ideal bilateral cerrado

(del álgebra topológica) E.
Cuya norma está dada de la siguiente mamera

||xα||α = pα(x),

donde xα = x+ ker pα.
Entonces, tomando la completación de (2.9) se obtiene para cualquier α ∈ I la correspon-
diente álgebra de Banach

Ẽα = ˜(E/p−1
α (0)).

Además, se considera el respectivo morfismo (canónico) cociente

ρα : E −→ Eα := E/Nα, α ∈ I,

el cual es un morfismo suprayectivo de álgebras y también ρ̃α el morfismo definido por

E

iα◦ρα=ρ̃α ��

ρα // Eα

iα
��

Ẽα

(2.10)

el cual es, de nuevo, un morfismo de álgebras del álgebra dada E en el álgebra de Banach
Eα, α ∈ I.
Ahora se define un orden parcial en el conjunto de ı́ndices I por la siguiente relación:
Si α y β son elementos de I, se dice que

α ≤ β si Uβ ⊆ Uα;

equivalentemente, si

pα(x) ≤ pβ(x) para todo x ∈ E

Entonces se concluye que I, dotado del orden parcial anterior, se convierte en un conjunto
dirigido, pues basta considerar Uγ = Uα ∩ Uβ, si α, β ∈ I.
Nota: Un conjunto es dirigido si para todo α, β ∈ I existe γ ∈ I tal que α ≤ γ y β ≤ γ.
Aśı para cualquier α, β ∈ I con α ≤ β, se obtiene que pα(x) ≤ pβ(x) para cada x ∈ E.
Luego
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Nβ ≡ ker(pβ) ⊆ kerpα ≡ Nα

por lo tanto la relación

fα,β : x+Nβ = [x]β 7−→ fα,β(x+Nβ) : x+Nα = [x]α

con x ∈ E define un morfismo de álgebra suprayectivo

fα,β : Eβ −→ Eα.

Se concluye que la familia {(Eα, fα,β)}, con α ∈ I, define un sistema proyectivo de álgebras
normadas, correspondiente a la base local dada N de E. Además, considerando la extensión
continua

fα,β : Ẽβ → Ẽα

del morfismo fα,β, se obtiene un sistema proyectivo de álgebras de Banach

{(Ẽα, fα,β)} α ∈ I.

De la discusión anterior, se sigue que el álgebra

lim←−Eα

es un álgebra l.m.c., aśı como el álgebra l.m.c. completa

lim←− Ẽα.

El objetivo principal en lo que sigue es encontrar la conexión entre las dos álgebras prece-
dentes y el álgebra dada E.

Lema 2.0.29 Sea E = lim←−(Eα, fαβ) un ĺımite proyectivo de álgebras topológicas. Entonces
una base local de E está dada por la familia

{f−1
α (Uα) : Uα ∈ Nα α ∈ I}

donde Nα es una base local del álgebra Eα con α ∈ I.
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Demostración: Por (2.4) y (2.8) se obtiene que una base local de E es de la forma

n⋂
i=1

f−1
αi

(Uαi)

donde los conjuntos Uαi corren sobre las bases locales de las álgebras Eα, es decir Nα, α ∈ I.
Por otro lado, ya que I es un conjunto dirigido existe un ı́ndice α ∈ I tal que αi ≤ α, con
i = 1, 2, ..., n entonces se obtiene

fαi = fαiα ◦ fα,

luego, se tiene

n⋂
i=1

f−1
αi

(Uαi) =
n⋂
i=1

f−1
α (f−1

αiα
(Uαi)) = f−1

α (
n⋂
i=1

f−1
αiα

(Uαi)) = f−1
α (Vα)

donde el conjunto Vα =
n⋂
i=1

f−1
αiα

(Uαi) es una vecindad de cero en Eα. Aśı, existe Uα ∈ Nα,

con Uα ⊆ Vα lo cual prueba la afirmación. �

Ahora, debido al lema anterior, también se tiene el siguiente resultado el cual se aplicará en
el siguiente teorema

Lema 2.0.30 Sea E = lim←−(Eα, fαβ) un álgebra ĺımite proyectivo como en el lema anterior
y B cualquier subespacio vectorial de E. Entonces, se tiene

B =
⋂
α∈I

f−1
α (fα(B)) = lim←− fα(B) (2.11)

donde los morfismos fα, α ∈ I, están dados por (2.8). En particular si B es cerrado se
obtiene

B = lim←− fα(B) = lim←− fα(B) (2.12)

Demostración: Obsérvese que la familia

{(fα(B), fαβ|fβ(B))}, α ∈ I (2.13)

define un sistema proyectivo de espacios vectoriales topológicos, para esto se tiene que ver
que satisface lo siguiente

1) fαβ|fβ(B) : fβ(B) −→ fα(B)
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2) fαα|fα(B) = idfα(B)

3) fαγ|fγ(B) = fαβ|fβ(B) ◦ fβγ|fγ(B)

4) fαβ|fβ(B) es continuo.

En efecto,

1) fαβ(fβ(b)) = fα(b)

2) fαα|fα(B)(fα(b)) = fα(b) = idfα(B)

3) fαβ|fβ(B) ◦ fβγ|fγ(B)(fγ(b)) = fαβ|fβ(B)(fβ(b) = fα(b)

4) fαβ|fβ(B) es continuo ya que fαβ lo es.

Por lo tanto, {(fα(B), fαβ|fβ(B))} es un sistema proyectivo de espacios vectoriales topológicos.
Por otro lado, ya que

fαβ(fβ(B)) ⊆ fαβ(fβ(B)) = fα(B) para toda α ≤ β

se obtiene que la familia
{(fα(B), fαβ|fβ(B))}, α ∈ I (2.14)

define también un sistema proyectivo de espacios vectoriales topológicos.
Ahora la segunda igualdad de (2.11) es consecuencia directa de la misma definición. Para la
continuidad de una función se conoce la siguiente caracterización f : X −→ Y es continua si
y sólo si para cualquier A ⊂ X se tiene que f(A) ⊂ f(A) si y sólo si para cualquier B ⊂ Y
se tiene f−1(B) ⊂ f−1(B).
Se sabe que B ⊂ f−1

α (fα(B)) para todo α ∈ I.
Entonces B ⊂ f−1

α (fα(B)), de esta manera, por la equivalencia arriba mencionada se tiene
que por la continuidad de fα

f−1
α (Y ) ⊂ f−1

α (Y )

aśı, si

Y = fα(B)

se tiene que

f−1
α (fα(B)) ⊂ f−1

α (fα(B))
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entonces

B ⊂ f−1
α (fα(B)) para todo α ∈ I

por lo tanto

B ⊂
⋂
α

f−1
α (fα(B)).

Sea x ∈
⋂
α

f−1
α (fα(B)), entonces x ∈ f−1

α (fα(B)) para toda α ∈ I, aśı fα(x) = xα ∈ fα(B),

para todo α ∈ I. Entonces para cualquier (abierto básico) vecindad Uα de xα en Eα (i.e.,
un elemento del sistema fundamental de vecindades abiertas del punto en cuestión), se tiene
que

Uα ∩ fα(B) 6= ∅, aśı f−1
α (Uα) ∩B 6= ∅

donde f−1
α (Uα) es una vecindad abierta básica de x ∈ E (por el lema 2.0.29) lo cual prueba

la afirmación, es decir B =
⋂
α

f−1
α (fα(B)). Por otro lado, se tiene que

B ⊆
⋂
α

f−1
α (fα(B)) ⊆

⋂
α

f−1
α (fα(B))

entonces, por lo anterior,(2.13) y (2.14) se tiene que

B ⊆ lim←− fα(B) = lim←− fα(B) = B = B. �

Ahora se presenta el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.0.31 (Teorema 3.1, p.88 en [30]) Sea E un álgebra l.m.c. (de Hausdorff) y
N = (Uα)α∈I una base local de E que consiste de m-barriles. Más aun, se denota por Ẽ
la completación de E y sea Eα (respectivamente Ẽα), α ∈ I las correspondientes álgebras
normadas (respectivamente de Banach)

Eα = E/p−1
α (0) (Ẽα = ˜E/p−1

α (0)).

Entonces se tienen las siguientes relaciones

E ⊆ lim←−Eα ⊆ lim←− Ẽα = Ẽ
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salvo un isomorfismo de álgebras topológicas.
En particular, para cualquier álgebra l.m.c. completa E con N como antes, se tiene la relación

E = lim←−Eα = lim←− Ẽα

salvo un isomorfismo de álgebras topológicas.

Demostración: Teniendo en cuenta las álgebras l.m.c.

lim←−Eα y lim←− Ẽα

se tiene el siguiente morfismo

φ : E −→ lim←−Eα : x 7→ φ(x) := (ρα(x))α∈Λ,

donde se establece que

ρα(x) = x+ ker(pα) = [x]α, α ∈ I

aśı, φ(x), x ∈ E, es un elemento de lim←−Eα pues

ρα = fαβ ◦ ρβ

y entonces ρα(x) = (fαβ ◦ ρβ)(x) = fαβ(ρβ(x)). Aśı, el morfismo está bien definido, ahora es
sencillo ver que φ define un morfismo entre las respectivas álgebras. Entonces se probará que
φ define de hecho un isomorfismo algebraico (inyectivo).
En efecto, si φ(x) = 0, entonces [x]α = 0 para todo α ∈ I es decir x ∈ ker(pα) para todo
α ∈ I, entonces

pα(x) = 0 para todo α ∈ I

por lo tanto

x ∈ p−1
α (0) para todo α ∈ I

aśı, ya que E es de Hausdorff se tiene que x = 0. Entonces, el morfismo φ es uno a uno;
además se obtiene



23

fα ◦ φ = ρα, α ∈ I

es decir, el siguiente diagrama conmuta

E

ρα ""

φ // lim←−Eα
fα
��
Eα

(2.15)

lo cual implica que φ es continuo, pues ρα es continuo para todo α ∈ I,
es decir

fα ◦ φ es continuo para todo α ∈ I

y dado que lim←−Eα tiene la topoloǵıa inicial dada por los morfismos fα, entonces por el teo-
rema 1.0.13 se sigue que φ es continuo.

Además, el morfismo φ−1 es continuo, pues basta ver la conmutatividad del siguiente
diagrama

lim←−Eα

fα ##

φ−1
// E

ρα

��
Eα

(2.16)

y observar que E tiene la topoloǵıa inicial dada por los morfismos ρα. Por el teorema 1.0.13
se sigue que el morfismo φ−1 es continuo.

Finalmente, se ha probado que φ define un isomorfismo de álgebras topológicas del álge-
bra dada E en lim←−Eα.

Por otro lado se tiene

fα(φ(E)) = ρα(E) = Eα para todo α ∈ I

aśı, por el lema 2.0.30

E ⊆ E = φ(E) = lim←− fα(φ(E)) = lim←−Eα = lim←− Ẽα.
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Aśı, ya que el último espacio es completo, finalmente se concluye que

Ẽ = E = lim←−Eα = lim←−Eα = lim←− Ẽα

salvo un isomorfismo de álgebras topológicas.�

El siguiente diagrama ilustra las álgebras involucradas en el teorema anterior

l.m.c.-Álgebras localmente multiplicativamente convexas

N-Álgebras normadas

B-Álgebras de Banach

Se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.0.32 Cualquier álgebra (de Hausdorff) l.m.c. es, salvo un isomorfismo de álge-
bras topológicas, una subálgebra de un producto cartesiano de álgebras de Banach. Estas pro-
porcionan de hecho, un sistema proyectivo de álgebras de Banach, tal que el álgebra dada es
también una subálgebra densa en la respectiva álgebra ĺımite proyectivo.

Definición.- 2.0.33 Un álgebra topológica es de Fréchet si su espacio vectorial topológico
subyacente es metrizable y completo.
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En particular, si E tiene una base local numerable N = (Un)n∈N (es claro que se puede asumir
la base local N, la cual consiste de una sucesión decreciente de subconjuntos de E) i.e., E
es una álgebra l.m.c. metrizable, se obtiene el siguiente corolario del teorema 2.0.31.

Corolario 2.0.34 Cualquier álgebra de Fréchet l.m.c. es (salvo un isomorfismo de álgebras
topológicas) el ĺımite proyectivo de una “sucesión decreciente”de álgebras de Banach.

NOTA: La sucesión En, n ∈ N de álgebras de Banach consideradas en el corolario anterior
es tal que para todo m ≤ n, m,n ∈ N, se tiene un morfismo (continuo) de álgebra

fmn : Ẽn −→ Ẽm .

el cual por lo general no es uno a uno; es por esta razón que aparecen las comillas.
Se destacará para uso posterior la situación descrita por el teorema anterior a través de la
siguiente definición.

Definición.- 2.0.35 Sea E un álgebra completa l.m.c. y una base local N = (Uα)α∈I que con-
siste de m-barriles. Se llamará una descomposición de Arens-Michael de E, correspondiente
a la particular base local N bajo consideración a una expresión de la forma

E = lim←− Ẽα

válida para el teorema anterior salvo un isomorfismo de álgebras topológicas.

Además, por abuso de terminoloǵıa, se hará referencia a una descomposición de Arens-
Michael de cualquier álgebra l.m.c. E dada, no necesariamente completa.

2.0.3. Aplicaciones de la descomposición Arens-Michael

Sobre la base del teorema 2.0.31 de la sección anterior se logra obtener varios resultados
en la teoŕıa clasica de álgebras de Banach para clases más generales de álgebras topológicas
representadas como ĺımite proyectivo de álgebras de Banach. Entonces, por este procedi-
miento las propiedades deseadas de las álgebras bajo discusión son reducidas de hecho, a la
cuestion análoga para álgebras de Banach, donde puede ser conocido o incluso tener una res-
puesta simple. Como una básica aplicación de esta tecnica, considérese el siguiente teorema
2.0.41
En lo que sigue se aplica repetidamente la notación y la terminoloǵıa del teorema 2.0.31.
Más aun, al referirse a la base local N de un álgebra l.m.c.E dada, siempre se entenderá que
N consiste de m-barriles.
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Definición.- 2.0.36 Dada un álgebra E sin unidad, se dice que un elemento x ∈ E es
casi regular derecho (respectivamente izquierdo) o casi invertible derecho, si se tiene la
relación

x+ y − xy = 0 (y + x− yx = 0) (2.17)

para algún elemento y ∈ E; el elemento x ∈ E es casi invertible si es casi invertible izquierdo
y derecho. Tal elemento y ∈ E, si existe, es necesariamente único (es el casi inverso o adverso
de x). Aśı, la operación binaria, la cual está definida en E por

x ◦ y := x+ y − xy (2.18)

con x, y ∈ E, es usualmente llamado la operacion circulo (o casi multiplicación) en E.

Observación 2.0.37 Un elemento x ∈ E es casi invertible, si y solo si x− e es invertible.

Observación 2.0.38 Un elemento x ∈ E es casi invertible, si y solo si λx es casi invertible,
para λ 6= 0.

Definición.- 2.0.39 Sea E un álgebra con un elemento identidad y x cualquier elemento
de E. Entonces, el espectro de x es

SpE(x) = {λ ∈ C : λe− x no es invertible}

es decir, el conjunto de todos los números complejos λ tales que λe− x no es invertible. El
complemento de SpE(x) es el conjunto resolvente de x; está formado por todos los λ ∈ C
para los que (λe− x)−1 existe.
Si el álgebra E no tiene elemento identidad, se define el espectro de la siguiente manera

SpE(x) = {λ ∈ C \ {0} : 1
λ
x ∈ E no es casi invertible}

⋃
{0}.

El radio espectral de x es el número rE(x) = sup{|λ| : λ ∈ SpE(x)} . Es el radio del
menor disco circular en C con centro en cero, que contiene a SpE(x).

Observación 2.0.40 De la observaćıon 2.0.37 y 2.0.38, se tiene que las definiciones ante-
riores de radio espectral son equivalentes en presencia de un elemento identidad.

Aśı se tiene el siguiente

Teorema 2.0.41 (Teorema 4.1, p.91 en [30]) Sea E un álgebra l.m.c. completa y E =
lim←− Ẽα una descomposición de Arens-Michael de E correspondiente a la base local N =
(Uα)α∈I de E. Entonces se concluye lo siguiente:
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1) Un elemento x ∈ E es casi regular si y sólo si [x]α es casi regular en Ẽα, para cualquier
α ∈ I.

2) El álgebra E tiene un elemento identidad si y sólo si es cierto para cada una de las
álgebras Ẽα, α ∈ I.

3) Si E tiene identidad, entonces un elemento x ∈ E es invertible si y sólo si [x]α es
invertible en Ẽα, para cualquier α ∈ I.

Demostración: Como se sigue de la misma definición y de la discusión en la sección previa

1) Supóngase que x = ([x]α)α∈I ∈ E = lim←− Ẽα, es tal que x es casi regular. Entonces

fα(x) = [x]α

es un elemento casi regular de Ẽα. En efecto, como x es casi regular, existe y ∈ E tal
que x ◦ y = e, aśı fα(x ◦ y) = fα(x) ◦ fα(y) = f(e) = e. Por lo tanto, el elemento [x]α
es casi regular, donde el casi inverso esta dado por fα(y) = [y]α.
Rećıprocamente, supóngase que x = ([x]α)α∈I ∈ E = lim←− Ẽα, con [x]α un elemento casi

regular de Ẽα para todo α ∈ I. Por lo tanto, existe un elemento y = (yα) ∈
∏
α

Ẽα tal

que

[x]α ◦ yα = yα ◦ [x]α = 0 para todo α ∈ I

además, para cualquier α ≤ β en I, se tiene la relación

[x]α ◦ fαβ(yβ) = fαβ([x]β) ◦ fαβ(yβ) = fαβ([x]β ◦ yβ) = 0

mientras una relación similar es también válida para la multiplicación por la izquierda
para fαβ(yβ).
Aśı, se obtiene

fαβ(yβ) = yα para todo α ≤ β en I

entonces y = (yα) ∈ lim←− Ẽα = E, por lo tanto, se concluye la relación

x ◦ y = y ◦ x = 0

2) Ahora, supóngase que e = (eα) ∈
∏
α

Ẽα, con eα el elemento identidad en Ẽα para todo

α ∈ I. Por lo tanto, ya que por (fα(φ(E)) = ρα(E) = Eα)

Eα = ρα(E), si xα = ρα(x) ∈ Eα
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entonces se tiene por hipótesis y (ρα = fαβ ◦ ρβ) las siguientes relaciones

[x]αfαβ(eβ) = ρα(x)fαβ(eβ) = fαβ(ρβ(x))fαβ(eβ) = fαβ(ρβ(x)eβ) = fαβ(ρβ(x)) =
ρα(x) = [x]α para todo α ≤ β en I.

Similarmente para la multiplicación por la izquierda por fαβ(eβ), aśı el último elemento

es una identidad del álgebra Eα, también Ẽα = Eα. Aśı por hipótesis se concluye que
fαβ(eβ) = eα para todo α ≤ β en I. Luego e = (eα) ∈ lim←− Ẽα = E. Entonces se ve que
e es un elemento identidad de E.

3) Si x = ([x]α) ∈ E = lim←− Ẽα, con [x]α un elemento regular de Ẽα para todo α ∈ I,

entonces existe y = (yα) ∈
∏
α

Ẽα tal que

[x]αyα = yα[x]α = eα

donde por (2), (eα) = e es un elemento identidad de E. Ahora, para toda α ≤ β en I
se tiene

[x]αfαβ(yβ) = fαβ([x]β)fαβ(yβ) = eα = fαβ[x]α;

lo cual implica que fαβ(yβ) es un inverso de [x]α en Eα. Esto implica que

fαβ(yβ) = yα para todo α ≤ β en I

por lo tanto

y = (yα) ∈ lim←− Ẽα = E

se concluye que y es inverso de x en E.�

NOTA: Se ha usado la hipótesis de completitud del álgebra E en el teorema anterior sólo
en lo que se refiere a la relación

E = lim←− Ẽα

Corolario 2.0.42 Sea E un álgebra l.m.c. completa. Entonces aplicando la notación del
teorema anterior se obtiene

SpE(x) =
⋃
α∈I

SpẼα([x]α) (2.19)

para cualquier elemento x ∈ E. Más aun, el radio espectral de un elemento x ∈ E es dado
por

rE(x) = sup rẼα([x]α) = sup
α

ĺım
n→∞

(pα(xn))1/n (2.20)
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Demostración: Supóngase que λ 6= 0, entonces λ ∈ SpE(x) si 1
λ
x es casi singular, entonces

por el teorema anterior, el elemento

[ 1
λ
x]α = 1

λ
[x]α para algún α ∈ I

debe ser casi singular. Por lo tanto,

λ ∈ SpẼα([x]α) para algún α ∈ I

λ ∈
⋃
α

SpẼα([x]α)

Además, si 0 ∈ SpE(x), entonces x debe ser un elemento singular de E. Entonces por
el teorema 2.0.41 (3) esto debe ser cierto para algún elemento [x]α ∈ Ẽα y por lo tanto
0 ∈ SpẼα([x]α), y rećıprocamente por el teorema 2.0.41.

Por otro lado, por la definicion de radio espectral y la igualdad anterior se concluye la
primera de las relaciones

rE(x) = sup{|λ| : λ ∈ SpE(x)}

rE(x) = sup{|λ| : λ ∈
⋃
α

SpẼα([x]α)}

rE(x) = sup
α

sup{|λ| : λ ∈ SpẼα([x]α)}

rE(x) = sup
α
rẼα([x]α)

Más aun, la segunda es consecuencia de la respectiva fórmula dada para el radio espectral
de un elemento xα en el álgebra de Banach

(Ẽα, || · ||α), α ∈ I

Por otro lado, por

(Eα = E/p−1
α (0))

(ρα(x) = x+ ker pα = [x]α)
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se tiene
||[x]nα||α = ||ρα(x)n||α = ||ρα(xn)||α = pα(xn), n ∈ N (2.21)

aśı, se tiene que para cualquier x ∈ E y α ∈ I

||[x]nα||
1/n
α = (pα(xn))1/n, n ∈ N.

Pero como Ẽα es un álgebra de Banach, se sabe que el radio espectral esta dado de la siguiente
manera

rẼα([x]α) = ĺım
n→∞

||[x]nα||
1/n
α ,

de esta manera,

rẼα([x]α) = ĺım
n→∞

(pα(xn))1/n

tomando supremos sobre alfa de ambos lados se obtiene lo deseado.�

En la siguiente sección se considerará una situación más general, a saber, álgebras l.m.c.
advertiblemente completas.

2.0.4. Álgebras localmente m-convexas advertiblemente comple-
tas.

En esta sección se da un análisis más fino de la situación descrita por el teorema anterior.
Se ha señalado que el hecho de que las álgebras involucradas en el teorema 2.0.41 sean
completas no es necesario en la parte de la suficiencia de la afirmación. Ahora, el objetivo
en lo que sigue es dar una caracterización de las condiciones que son, de hecho, necesarias
en la parte de la necesidad del mismo teorema en lugar de considerar álgebras completas.
Aśı se demuestra que las álgebras advertiblemente completas son suficientes; Además, esto
también caracteriza la situación respectiva.

Definición.- 2.0.43 Un álgebra topológica E es advertiblemente completa si para cada
filtro de Cauchy F en E que converge (a algún elemento x′) en E, existe un elemento x ∈ E,
tal que se cumplen las siguientes condiciones:

x ◦ F → 0 y F ◦ x→ 0
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Definición.- 2.0.44 Sean E un álgebra l.m.c. y lim←− Ẽα una descomposición de Arens-Michael
de E. Un elemento x ∈ E es “casi-regular coordenada a coordenada” si para cualquier
α ∈ I, el elemento ρα(x) es casi regular en Ẽα, o equivalentemente, existe un elemento

z = (zα) ∈
∏
α

Ẽα

tal que
ρα(x) ◦ zα = zα ◦ ρα(x) = 0 (2.22)

para cualquier α ∈ I.

Lema 2.0.45 Sean E un álgebra l.m.c. y lim←− Ẽα una descomposición de Arens-Michael de
E correspondiente a la base local N = (Uα)α∈I de E y x un elemento de E. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes

1) El elemento dado x ∈ E es casi regular coordenada a coordenada.

2) Existe un filtro de Cauchy F en E tal que

ĺım(x ◦ F) = ĺım(F ◦ x) = 0 (2.23)

y más aun
ĺım ρα(F) = zα ∈ Eα (2.24)

para todo α ∈ I. En particular, F converge al elemento z = (zα) en
∏
α

Ẽα.

Demostración: Supóngase que ρα(x) ◦ zα = zα ◦ ρα(x) = 0 es cierto; entonces se tiene que

ρα(x) ◦ fαβ(zβ) = fαβ(ρβ(x)) ◦ fαβ(zβ),

luego

ρα(x) ◦ fαβ(zβ) = fαβ(ρβ(x) ◦ zβ),

aśı

ρα(x) ◦ fαβ(zβ) = fαβ(zβ ◦ ρβ(x))

y entonces
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ρα(x) ◦ fαβ(zβ) = fαβ(zβ) ◦ ρα(x) = 0.

Por lo tanto, por la unicidad de la operación circulo, se tiene fαβ(zβ) = zα para todo α ≤ β
en I.
De esta manera z = (zα) ∈ lim←− Ẽα. Ahora, si G(z) denota el filtro de vecindades de z en el
álgebra ĺımite proyectivo, ya que E = φ(E) es una subálgebra densa del ĺımite proyectivo,
se concluye que

φ−1(G(z)
⋂
φ(E))

es un filtro base de Cauchy en E.
Sea F el respectivo filtro de Cauchy en E generado por el filtro base.
Se mostrará que

ĺım ρα(F) = zα ∈ Eα para todo α ∈ I

se satisface, lo cual dirá que el filtro F en E aśı construido converge al elemento

z = (zα) ∈ lim←− Ẽα ⊆
∏
α

Ẽα

En efecto, si W es una vecindad de zα ∈ Ẽα el conjunto

V =
∏
β∈I

Vβ

con Vα = W y Vβ = Ẽβ para todo β 6= α en I define una vecindad de z = (zα) ∈
∏
α

Ẽα.

Entonces φ−1(V ∩ (lim←− Ẽα) ∩ φ(E)) pertenece a F .
Luego, se obtiene

ρα(φ−1(V ∩ (lim←− Ẽα) ∩ φ(E))) = πα(V ∩ (lim←− Ẽα) ∩ φ(E)) ⊆ πα(V ) ⊆ Vα = W

lo cual prueba la afirmación. Además

ĺım ρα(x ◦ F) = ĺım(ρα(x) ◦ ρα(F))

ĺım ρα(x ◦ F) = ρα(x) ◦ ĺım ρα(F)
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ĺım ρα(x ◦ F) = ρα(x) ◦ zα = 0 = zα ◦ ρα(x)

ĺım ρα(x ◦ F) = 0 = zα ◦ ρα(x) = ĺım ρα(F ◦ x) para todo x ∈ I

lo cual prueba (2.23), aśı 1) implica 2)
Inversamente, supóngase que 2) se cumple es decir (2.23) y (2.24) son válidas.
Entonces, ya que el morfismo ρα es continuo, se tiene

0 = ρα(ĺım(x◦F)) = ĺım ρα(x◦F) = ρα(x)◦ ĺım ρα(F) = ρα(x)◦zα = ρα(ĺım(F◦x)) = zα◦ρα
para todo α ∈ I �

NOTA: Concerniente al elemento z = (zα) ∈
∏
α∈I

Ẽα en el lema anterior, se concluye en

ambos enunciados que z ∈ lim←− Ẽα tal que el filtro F en (2) converge a z con respecto a la

misma álgebra lim←− Ẽα. Además, se obtiene por

ĺım(x ◦ F) = ĺım(F ◦ x) = 0

que

ĺım(x ◦ F) = x ◦ ĺımF = x ◦ z = 0

y similarmente z ◦x = 0, es decir z es el casi inverso en Ẽ = lim←− Ẽα del elemento dado x ∈ E.
Aśı, el lema anterior proporciona un fortalecimiento del teorema 2.0.41 (1) y dice que si un
elemento x ∈ E es casi regular coordenada a coordenada, entonces tiene casi inverso, por
decir z, pero pertenece a la completación del álgebra E, que es

z ∈ Ẽ = lim←− Ẽα

De hecho se tiene una mejor información (que es la ubicación del elemento z en cuestión).
A través del siguiente corolario se verá que z ∈ E, si el álgebra dada E es advertiblemente
completa, es decir, “completa con respecto a tomar adversos”

Corolario 2.0.46 Sea E un álgebra l.m.c. Entonces, las siguientes proposiciones son equi-
valentes

1) E es advertiblemente completa

2) Un elemento x ∈ E es casi-regular si (y sólo si) es casi-regular coordenada a coordenada
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Demostración: Si un elemento x ∈ E, con φ(x) = (ρα(x)) ∈ lim←− Ẽα es casi-regular, enton-
ces existe un filtro de Cauchy F en E que satisface

ĺım(x ◦ F) = ĺım(F ◦ x) = 0.

Por lo tanto, si E es advertiblemente completa, F converge a un elemento y ∈ E, aśı x ◦ y =
y ◦ x = 0. Por lo tanto, y es el casi-inverso de x en E, lo cual prueba que 1) implica 2)
Ahora, supóngase que F es un filtro de Cauchy en E, el cual satisface

ĺım(x ◦ F) = ĺım(F ◦ x) = 0

para algún elemento x ∈ E. Por otro lado, por hipótesis F converge a un elemento z =
(zα) ∈ lim←− Ẽα

∼= Ẽ, entonces se tiene

z ◦ x = x ◦ z = 0 en Ẽ

por lo tanto también la relación

ρα(x) ◦ zα = zα ◦ ρα(x) = 0

es decir x ∈ E es casi-regular coordenada a coordenada, como 2) es válido, se tiene que x es
casi-regular en E; es decir existe

y ∈ E ⊆ Ẽ , x ◦ y = y ◦ x = 0

aśı por la relación probada se tiene que z = y ∈ E �

El siguiente lema expone una condición mas fuerte para la casi-regularidad que las 2 propo-
siciones equivalentes en el corolario anterior. Aśı se tiene el siguiente

Lema 2.0.47 Sean E un álgebra l.m.c.
Un elemento x ∈ E es casi regular si (y sólo si)

f(x) 6= 1 (2.25)

para cualquier caracter (funcional multiplicativo) continuo f de E. Entonces, (2.25) implica
cualquiera de las dos proposiciones equivalentes del corolario anterior.

Demostración: Sea F un filtro de Cauchy en E tal que para algún elemento x ∈ E, la
siguiente relación es cierta



35

ĺım(x ◦ F) = ĺım(F ◦ x) = 0.

Aśı, si (2.25) es válido se deberá probar que x es casi-regular en E. De otra manera, si (2.25)
no sucediera, debeŕıa existir un elemento f ∈M(E), con f(x) = 1. Por la continuidad de f ,
el conjunto

U = {y ∈ E : |f(y)| < 1}

es una vecindad abierta de cero en E. Por hipótesis para F , existe B ∈ F , con

x ◦B = {x ◦ y : y ∈ B} ⊆ U

por lo tanto

|f(x ◦ y)| < 1 para cualquier y ∈ B.

Pero

f(x ◦ y) = f(x+ y − xy) = f(x) + f(y)− f(x)f(y) = 1 + f(y)− f(y) = 1

para cualquier y ∈ B, lo cual implica que |f(x ◦ y)| = 1, y esto es una contradicción.
Aśı f(x) 6= 1 para todo f ∈ M(E), lo que implica que x es un elemento casi-regular de E.
Por lo tanto existe z ∈ E, con x ◦ z = z ◦ x = 0. Entonces se tiene

ρα(x) ◦ ρα(z) = ρα(z) ◦ ρα(x) = 0 para todo α ∈ I.

Además, por hipótesis para F , ρ(F) es un filtro de Cauchy en Ẽα (la imagen directa de un
filtro de Cauchy bajo un morfismo continuo es un filtro de Cauchy), pero Ẽα es completa,
entonces

ĺım ρα(F) = yα ∈ Ẽα para todo α ∈ I (2.26)

lo cual implica que

ĺım ρα(x ◦ F) = ĺım(ρα(x) ◦ ρα(F)) = ρα(x) ◦ ĺım ρα(F) = ĺım ρα(F) ◦ ρα(x) = 0

es decir, ρα(x) ◦ yα = yα ◦ ρα(x) = 0 para todo α ∈ I, consecuentemente se tiene yα = ρα(z),
α ∈ I.
Aśı, finalmente se tiene que y = (yα) = (ρα(z)) = z ∈ E. Entonces por (2.26) el filtro F
converge a un elemento y ∈ E, es decir el álgebra E es advertiblemente completa, por lo
tanto se tiene que (2.25) implica 1) del corolario anterior. �
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Si ahora se añade la condición de conmutatividad se obtiene el siguiente

Teorema 2.0.48 (Teorema 5.1, p.97 en [30]) Sea E un álgebra l.m.c. conmutativa. Enton-
ces los siguientes enunciados son equivalentes

1) E es advertiblemente completa.

2) Un elemento x ∈ E es casi-regular si (y sólo si) se tiene la relación siguiente:

f(x) 6= 1 (2.27)

para todo caracter continuo f de E.

Demostración: Se observa que por el lema anterior y la condición f(x) 6= 1 para todo ca-
racter continuo f de E siempre implica 1) es decir independientemente de la conmutatividad
del álgebra E. Entonces lo único que hay que probar es que bajo la hipótesis suplementaria,
i.e., que el álgebra sea conmutativa, 1) implica 2).
Sea x un elemento de E el cual satisface

f(x) 6= 1 para todo f ∈M(E)

supóngase por otro lado, que x no es casi-regular. Entonces por el lema y el corolario anterior
debe existir un ı́ndice α ∈ I tal que ρα(x) es un elemento casi-singular del álgebra de Banach

conmutativa Ẽα. Entonces debe existir un caracter de Ẽα es decir un funcional continuo tal
que

hα : Ẽα −→ C con hα(ρα(x)) = 1.

Aśı se obtiene un elemento

f = hαρα ∈M(E) tal que f(x) = 1

lo cual contradice la hipótesis para x �

En particular para álgebras que tienen elemento identidad se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.0.49 Sea E un álgebra l.m.c. conmutativa, advertiblemente completa con ele-
mento identidad. Entonces un elemento x ∈ E es invertible si (y sólo si) se tiene

f(x) 6= 0 para todo f ∈M(E) (2.28)
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Demostración: Ya que la condición (2.28) necesaria sucede (incluso para álgebras no con-
mutativas), sólo se tiene que probar la condición suficiente. Aśı, si (2.28) es válida para algún
x ∈ E y e denota el elemento identidad de E, entonces para cualquier f ∈M(E) se tiene la
relación

f(e− x) = f(e)− f(x) = 1− f(x) 6= 1 (2.29)

por el teorema anterior e − x es un elemento casi-regular, por lo tanto x es un elemento
regular (invertible) de E. �

En conexión con el resultado anterior, se enfatiza que en presencia de un elemento identidad
en el álgebra l.m.c. conmutativa E las dos condiciones (2.27) y (2.28) son equivalentes: El
hecho de que (2.27) implique (2.28) se sigue de la prueba anterior. Más aun, si (2.28) es
válido, entonces aplicando un resultado similar a (2.29) se tiene que

f(e− x) = f(e)− f(x) = 1− f(x) 6= 0 (2.30)

para todo f ∈M(E); por lo tanto, por hipótesis e− x es un elemento regular de E. Aśı x es
un elemento casi regular. Por lo tanto (2.28) se satisface.
Entonces se concluye que bajo la hipótesis suplementaria de que E es un álgebra conmutativa,
ya sea una de las condiciones (2.27) o (2.28) pueden tomarse como hechos equivalentes a la
hipótesis de que el álgebra E sea advertiblemente completa.
NOTA: La discusión anterior proporciona una generalización de los enunciados 1) y 3)
del teorema 2.0.41 al caso de las álgebras l.m.c. advertiblemente completas. Aśı el primer
enunciado del teorema 2.0.41 está contenido en el corolario 2.0.46, el mismo corolario también
indica que para un álgebra l.m.c. la propiedad en cuestión constituye, una caracterización
de ser “advertiblemente completa”. Además, el enunciado 3) del teorema 2.0.41 se puede
obtener mediante la observación que se hace con respecto al corolario anterior.

2.0.5. Propiedades espectrales de álgebras advertiblemente com-
pletas localmente multiplicativamente convexas

En esta sección se extenderán las relaciones (2.19) y (2.20) a álgebras l.m.c. adverti-
blemente completas, en particular si las álgebras en cuestión son conmutativas; también se
obtendrán más caracterizaciones de la misma clase de álgebras.

Teorema 2.0.50 (Teorema 6.1, p.99 en [30]) Sea E un álgebra l.m.c. advertiblemente com-
pleta. Entonces, considerando una descomposición de Arens-Michael de E, el radio espectral
de un elemento x ∈ E está dado por

rE(x) = sup
α
rẼα([x]α) = sup

α
ĺım
n→∞

(pα(xn))1/n (2.31)

En particular, si E tiene un elemento identidad, entonces el espectro de un elemento x ∈ E
satisface la relación
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SpE(x) =
⋃
α∈I

SpẼα([x]α)

Demostración: Si λ 6= 0, entonces λ ∈ SpE(x) si y sólo si 1
λ
x es casi singular. Por lo tanto,

existe un α ∈ I tal que [ 1
λ
x]α = 1

λ
[x]α es casi singular, aśı λ ∈ SpẼα([x]α); inversamente si

λ ∈
⋃
α

SpẼα([x]α), entonces λ ∈ SpẼα([x]α) para algún α ∈ I, de esta manera 1
λ
[x]α es casi

singular, aśı λ ∈ SpE(x). Por otro lado, por definición

rE(x) = sup{|λ| : λ ∈ SpE(x)}

rE(x) = sup{|λ| : λ ∈
⋃
α

SpẼα([x]α)}

rE(x) = sup
α

sup{|λ| : λ ∈ SpẼα([x]α)} = sup
α
rẼα([x]α)

por (2.21) y debido a que Ẽα son álgebras de Banach para cada α ∈ I, se sigue que

sup
α
rẼα([x]α) = sup

α
ĺım
n→∞

(pα(xn))1/n

Por otro lado, si E tiene un elemento identidad, el argumento anterior concerniente a un
elemento λ 6= 0 en SpE(x), con x ∈ E, sigue siendo válido, más aun, si 0 ∈ SpE(x), entonces
x es singular, por lo tanto lo mismo es cierto para algún [x]α, con α ∈ I. Esto completa la
prueba. �

Corolario 2.0.51 Sea E un álgebra l.m.c. advertiblemente completa. Entonces concerniente
al radio espectral rE(x) de un elemento x ∈ E, se tienen las relaciones:

1) rE(λx) = |λ|rE(x), λ ∈ C

2) rE(xy) = rE(yx), para cualesquiera x, y ∈ E

3) rE(xn) = (rE(x))n, para todo n ∈ N

En particular, para cualquier par (x, y) de elementos que conmuten de E se obtiene

4) rE(x+ y) ≤ rE(x) + rE(y)

5) rE(xy) ≤ rE(x)rE(y)
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Demostración: Recuérdese que las afirmaciones 1)− 3) se satisfacen para álgebras norma-
das; si además el álgebra normada es conmutativa, entonces 4) y 5) también son ciertas. De
esta manera considérese una descomposición de Arens-Michael de E. Entonces se tiene que

rE(x) = sup
α
rẼα([x]α) x ∈ E.

Por lo tanto,

1) rE(λx) = sup
α
rẼα([λx]α) = sup

α
|λ|rẼα([x]α) = |λ| sup

α
rẼα([x]α) = |λ|rE(x).

2) rE(xy) = sup
α
rẼα([xy]α) = sup

α
[rẼα([yx]α)] = rE(yx).

3) rE(xn) = sup
α
rẼα([xn]α) = sup

α
[rẼα([x]α)]n = [sup

α
rẼα([x]α)]n = (rE(x))n.

Si además xy = yx, entonces

4) rE(x+ y) = sup
α
rẼα([x+ y]α) ≤ sup

α
[rẼα([x]α) + rẼα([y]α)]

≤ sup
α
rẼα([x]α) + sup

α
rẼα([y]α) = rE(x) + rE(y).

5) rE(xy) = sup
α
rẼα([xy]α) ≤ sup

α
[rẼα([x]α)rẼα([y]α)] = sup

α
rẼα([x]α) sup

α
rẼα([y]α)

= rE(x)rE(y). �

Lo siguiente es ahora una consecuencia inmediata del corolario anterior.

Corolario 2.0.52 Para cualquier álgebra conmutativa advertiblemente completa l.m.c. E,
el radio espectral rE define una seminorma submultiplicativa en el conjunto

B(E) = {x ∈ E : rE(x) < +∞},

la cual por lo tanto es en una subálgebra de E.

Demostración: Se sigue de los incisos (1), (4), (5) del corolario anterior. Además el radio
espectral es no negativo por definición. �

Proposición 2.0.53 (Proposición 6.1, p.101 en [30]) Sea E un álgebra l.m.c. advertible-
mente completa, el conjunto
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N = {x ∈ E : rE(x) < 1}

está contenido en el grupo Gq de elementos casi regulares de E.

Demostración: Sea x ∈ N y considérese una descomposición de Arens-Michael de E, luego
por el teorema 2.0.50 se tiene que

rE(x) = sup
α
rẼα([x]α), x ∈ E.

De esta manera

rẼα([x]α) < 1 para toda α ∈ I,

ya que rE(x) < 1. Aśı, [x]α es un elemento casi regular del álgebra de Banach Ẽα para toda
α ∈ I. Por tanto, por el corolario 2.0.46 se tiene que x es un elemento casi regular en E.
Más aun, el casi inverso está dado por

rẼα([x]α) = −
∞∑
n=1

rn
Ẽα

([x]α).

Esta serie converge ya que ĺım
n→∞

||rn
Ẽα
||1/n < 1; además por ser álgebra de Banach la serie

converge en Ẽα. De esta manera ro
Ẽα

está bien definido.
El resultado requerido se sigue del corolario 2.0.46. �

Como una aplicación del resultado anterior se tiene el siguiente:

Corolario 2.0.54 Sea E un álgebra l.m.c. advertiblemente completa. Además, sea

Γ = {pα}, α ∈ I

una familia fundamental de seminormas submultiplicativas que definen la topoloǵıa de E.
Entonces la siguiente condición se satisface

* Para cualquier elemento x ∈ E, la relación pα(x) < 1 para todo α ∈ I, implica que x
es un elemento casi regular de E.

Demostración: Debido a que
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||[x]α||α = ||ρα(x)||α = pα(x)

y la hipótesis, se tiene

rẼα([x]α) ≤ ||[x]α||α = pα(x) < 1 para todo α ∈ I.

La desigualdad anterior se debe a que las normas son submultiplicativas pues las seminormas
de las cuales se desprenden son submultiplicativas. Aśı, basta con considerar lo siguiente

||xn|| ≤ ||x||||x||...||x|| = (||x||)n.

Se calcula la raiz enésima de ambos lados y se toma ĺımite, de esta manera se obtiene lo que
se desea. Aśı, [x]α es un elemento casi regular de Ẽα para toda α ∈ I. �

La siguiente observación es ahora otro resultado de la terminoloǵıa previa.

Observación 2.0.55 Supóngase que se tiene la siguiente relación

rE(x) = sup
α
rẼα([x]α).

Entonces se tiene que para cualquier álgebra l.m.c. E y para cualquier elemento x ∈ E, con
rE(x) < +∞, existe λ ∈ SpE(x) tal que

rE(x) ≤ |λ|.

Se sigue del hecho que la última relación es válida para álgebras Normadas ver [37, pag. 28].
En efecto, como Ẽα es álgebra de Banach para cada x ∈ E y cada α ∈ I, se tiene que

rẼα([x]α) = |λα| para algún λα ∈ SpẼα([x]α),

luego, λα ∈ SpE(x).
Por otro lado

rE(x) = sup
α
rẼα([x]α) = sup

α
|λα|.

Aśı, si se supone que para cada λ ∈ SpE(x) se tiene que rE(x) > |λ|, entonces
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rE(x) < rE(x).

Lo cual es una contradicción. De esta manera se tiene que para cada x ∈ E, existe λ0 ∈
SpE(x) tal que rE(x) ≤ |λ0|.

De esta manera se obtiene lo siguiente:
Para cualquier álgebra advertiblemente completa l.m.c. E y para cualquier x ∈ E, con
rE(x) <∞, se tiene la relación

rE(x) = sup
λ∈SpE(x)

|λ| = |λ0| para algún λ0 ∈ SpE(x).

La relación anterior es un hecho muy conocido en la teoŕıa clasica de álgebras de Banach.

Proposición 2.0.56 (Proposición 6.2, p.103 en [30]) Sea E un álgebra l.m.c. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes

1) El conjunto

S(E) = {x ∈ E : rE(x) ≤ 1}

es una vecindad de cero en E.

2) E es una Q-álgebra.

3) El radio espectral rE es continuo en el 0 ∈ E.

En particular, si el álgebra E es también conmutativa, entonces los tres enunciados anteriores
son equivalentes al siguiente.

4) El radio espectral rE es una función (real valuada) uniformemente continua.

Demostración: Para ver que 2) implica 1), se considera lo siguiente.
Si E es una Q-álgebra, entonces, Gq es vecindad de cero en E, luego existe una vecindad
balanceada U de cero en E contenida en Gq. Mostraremos que U ⊆ S(E). Supóngase lo
contrario, es decir existe x ∈ U tal que rE(x) > 1, entonces, deberá existir un λ ∈ SpE(x),
con |λ| > 1, dado que E es Q-álgebra satisface las hipótesis anteriores y por el comentario
anterior existe un λ ∈ SpE(x) tal que |λ| = rE(x) > 1, pero entonces 1

λ
x es casi singular

(pues λ ∈ SpE(x)) lo cual es una contradicción al hecho de que, como λ > 1, entonces
1
|λ| < 1 y aśı 1

λ
x ∈ 1

λ
U ⊆ U ⊆ Gq dado que U es una vecindad balanceada. De esta manera

U ⊆ S(E), aśı 2) implica 1).

Por otro lado si 1) es válido, entonces 0 ∈ E es un punto interior de S(E); por lo tan-
to, el conjunto
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1
2
S(E)

tiene interior no vaćıo también, más aun está contenido en Gq. En efecto, ya que de otra
manera, si un elemento 1

2
x ∈ 1

2
S(E) es casi singular, entonces 2 ∈ SpE(x) y aśı rE(x) ≥ 2 lo

cual es una contradicción, ya que x ∈ S(E). De esta manera 1) implica 2).

Por otro lado 2) implica que el álgebra E es advertiblemente completa, luego por el co-
rolario 2.0.51, aplicando la propiedad 1) se sabe que rE(0) = 0 y también se sabe que S(E)
es una vecindad de cero en E, entonces basta tomar la vecindad εS(E) para probar la con-
tinuidad de rE en el cero, pues rE(εS(E)) ⊂ Bε(rE(0)). Aśı 2) implica 3).

Además si 3) es cierto entonces por la relación

rE(0) = 0

se tiene, por la continuidad de rE en el cero, que para todo ε > 0 existe V vecindad de cero
en E tal que

rE(V) ⊂ Bε(0).

Basta ahora considerar a ε < 1 y aśı V ⊂ S(E) probando aśı que S(E) es una vecindad de
cero y por lo tanto una Q-álgebra, es decir 3) implica 2).

Por otro lado, si el álgebra E es conmutativa, entonces 3) implica 4). En efecto, si 3) es
válido, entonces 2) es válido, es decir E es Q-álgebra y del corolario 2.0.46 se sabe que si un
álgebra es Q-álgebra, entonces rE(x) < +∞ para todo x ∈ E, es decir E = B(E). También
por ser E una Q-álgebra, E es un álgebra advertiblemente completa y siendo por hipótesis
E conmutativa, por el corolario 2.0.46, rE es una seminorma submultiplicativa en E, ya que
rE es subaditiva, entonces |rE(x)− rE(y)| ≤ rE(x− y), entonces 3) implica 4).

Por último 4) implica 3) siempre sucede, por lo tanto en caso de E ser además conmutativa
se tiene que los cuatro enunciados son equivalentes. �

Como otra aplicación de la discusión precedente se considera las siguientes caracterizaciones
de ser advertiblemente completa tanto como de ser Q-álgebras; en particular, cuándo las
álgebras involucradas son conmutativas, primero se tiene el siguiente:

Teorema 2.0.57 (Teorema 6.2, p.104 en [30]) Sea E un álgebra l.m.c. más aun, considéren-
se las siguientes dos afirmaciones:

1) SpE(x)
⋃
{0} = x̂(M(E)+); x ∈ E
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2) E es advertiblemente completa

Entonces 1) implica 2). En particular, si el álgebra E es conmutativa, entonces las dos
afirmaciones anteriores son equivalentes.

Demostración: Se afirma que 1) implica f(x) 6= 1 para todo f en M(E). Aśı, si f(x) 6= 1,
para cualquier f ∈ M(E), entonces por (1) 1 /∈ SpE(x), esto quiere decir que x es un ele-
mento casi regular de E, lo cual prueba la afirmación. Aśı por el lema 2.0.47 1) implica 2).

Además si el álgebra E es conmutativa y advertiblemente completa, entonces por el teo-
rema 2.0.48, λ ∈ SpE(x) si y sólo si existe un elemento f ∈M(E), con f( 1

λ
x) = 1. Es decir,

f(x) = x̂(f) = λ. Entonces λ pertenece al segundo miembro de (1). Aśı, en caso de que E
sea conmutativa, entonces 2) implica 1) y esto finaliza la prueba. �

Como corolario se tiene el siguiente resultado muy usado.

Corolario 2.0.58 Sea E un álgebra l.m.c. conmutativa con un elemento identidad. Enton-
ces, E es advertiblemente completa si y sólo si se tiene la relación

x̂(M(E)) = SpE(x) 6= ∅ para todo x ∈ E (2.32)

Además se obtiene el siguiente corolario del teorema anterior.

Corolario 2.0.59 Sea E un álgebra l.m.c. conmutativa advertiblemente completa (por lo
tanto, un álgebra topológica para la cual (1) del teorema anterior es válido). Entonces se
tiene la relación

rE(x) = sup
f∈M(E)

|f(x)|

para cualquier elemento x ∈ E. Más aun se tiene

S(E) = (M(E))o;

Aśı el conjunto S(E) es un m-barril del álgebra m-convexa B(E) cuándo este último está do-
tado con la topoloǵıa relativa de E.

Demostración: Por definición de radio espectral se tiene
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rE(x) = sup
f∈M(E)

|f(x)|

y por el teorema anterior

SpE(x)
⋃
{0} = x̂(M(E)+).

Aśı

rE(x) = sup
λ∈SpE(x)

|λ| = sup
f∈M(E)

|f(x)|.

Mientras que S(E) = (M(E))o se sigue de lo anterior y de la misma definición

(M(E))o = {x ∈ E” : | < x, f > | ≤ 1 para todo f en M(E)}.

Sea x ∈ S(E); esto es equivalente a

rE(x) ≤ 1

si y sólo si

rE(x) = sup
f∈M(E)

|f(x)| ≤ 1

si y sólo si

| < x, f > | ≤ 1 para todo f en M(E)

por lo tanto x ∈ (M(E))o. Aśı se concluye que S(E) es un subconjunto de E cerrado,
absolutamente convexo e idempotente, más aun, es por definicion, un subconjunto de B(E),
con rE(x) = α > 0 y se tiene por homogeneidad que

1
α
x ∈ S(E);

entonces el último conjunto es un subconjunto absorbente del álgebra (l.m.c.) B(E), luego,
por lo que se ha demostrado, es un m-barril en la misma álgebra. �

En particular se tiene el siguiente resultado
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Corolario 2.0.60 Sea E un álgebra l.m.c. conmutativa advertiblemente completa. Entonces,
las siguientes propiedades son equivalentes:

1) E es una Q-álgebra

2) M(E) (el espectro topológico de E) es un subconjunto equicontinuo de E ′

Demostración: Sea U vecindad balanceada de cero en E que consiste de elementos casi
regulares de E, entonces se tiene la relación

U ⊆ (M(E))o.

En efecto, sea x ∈ U y supongamos que x /∈ (M(E))o, es decir |f(x)| > 1 para algún
f ∈ M(E); entonces f(x) = λ 6= 0 y | 1

λ
| < 1, aśı 1

λ
x ∈ U y f( 1

λ
x) = 1 lo cual es una

contradicción al hecho que 1
λ
x es casi regular. Por lo tanto |f(x)| ≤ 1 para todo f ∈M(E)

y aśı x ∈ U ; de esta manera (M(E))o es una vecindad de cero en E, además

M(E) ⊆ (M(E))◦◦ = ((M(E))◦)◦.

Por lo tanto M(E) es equicontinuo. �

La siguiente es una aplicación del corolario 2.0.58

Lema 2.0.61 Sea E un álgebra conmutativa advertiblemente completa m-barrilada l.m.c.
Entonces las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

1) E es una Q-álgebra.

2) E = B(E).

Demostración: Como E es una Q-álgebra, entonces Gq es vecindad de cero; aśı sea U
vecindad de cero balanceada y absorbente de cero tal que U ⊆ Gq. Si x ∈ E, existe α > 0
tal que αx ∈ U , aśı rE(x) ≤ 1

α
. De otra manera, rE > α, implicaŕıa que existiŕıa λ ∈ SpE(x)

tal que |λ| > 1
α

, aśı | 1
αλ
| < 1; de esta manera 1

αλ
αx ∈ U entonces 1

λ
x ∈ U ⊆ Gq, lo cual es

una contradicción; por lo tanto rE(x) ≤ 1
α

.
Inversamente, si 2) es válido, entonces por el corolario 2.0.59 S(E) es un m-barril de E, que
por hipótesis es vecindad de cero en E. Aśı E es una Q-álgebra. �

Se concluirá esta sección suministrando una nueva caracterización de Q-álgebras conmuta-
tivas.
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Definición.- 2.0.62 Un ideal regular I de un álgebra E es un ideal bilateral I de E de
tal manera que el álgebra cociente E/I tiene un elemento identidad.

Teorema 2.0.63 (Teorema 6.3, p.106 en [30]) Sea E un álgebra l.m.c. cuyo espectro (to-
pológico) es M(E). Además, considérense las siguientes afirmaciones:

1) M(E) es un subconjunto equicontinuo de E ′ y un elemento x ∈ E es casi regular si y
sólo si

f(x) 6= 1 para todo f en M(E).

2) E es una Q-álgebra.

3) E es advertiblemente completa y tiene un espectro equicontinuo M(E).

4) M(E) es equicontinuo y cualquier ideal regular máximo de E es cerrado.

Entonces se tienen las siguientes implicaciones

1) implica 2) implica 3) y 2) implica 4)

En particular, si el álgebra E es conmutativa, entonces todas las afirmaciones anteriores son
equivalentes

Demostración: Si 1) es válido, entonces U = 1
2
(M(E))◦ es una vecindad de cero en E,

ya que por el lema 1.0.23 M(E) ⊂ V ◦ para alguna vecindad V de cero en E, luego V ⊆
(V ◦)◦ ⊆ (M(E))◦, lo cual implica que (M(E))◦ es vecindad de cero; luego U es tal que si
x ∈ U , entonces |f(x)| ≤ 1

2
, lo que significa que

f(x) 6= 1 para todo f en M(E).

Esto implica que x es un elemento casi regular de E y entonces U ⊆ Gq; por tal razón E es
una Q-álgebra.
Por otro lado ya se demostró que ser Q-álgebra implica ser advertiblemente completa y que
M(E) es equicontinuo por 2.0.60, aśı 2) implica 3).
Ahora se probará que 2) implica 4)
Considérese un ideal regular máximo M de E y supóngase que M = E. Aśı si a es una
identidad de E módulo M y Gq el conjunto de los elementos casi regulares de E, el conjunto
a+Gq es una vecindad abierta de a en E. Por lo tanto, se obtiene

(a+Gq) ∩M 6= ∅
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es decir, existe un z ∈ Gq tal que a + z ∈ M , lo cual implica que a + z = m para algún
m ∈M ; aśı a−m ∈ Gq. Por lo tanto, si y es el casi inverso de a−m, se tiene

(a−m) ◦ y = (a−m) + y − (a−m)y = 0

lo cual implica que

a = m+ (ay − y) +my

debido a que a es unidad de E módulo M , entonces ay− y es un elemento de M , aśı se tiene
que a ∈ M , lo cual es una contradicción al hecho de que a es unidad de E módulo M . Por
lo tanto M 6= E, ya que M es también ideal de E y M ⊂M , entonces M = M .
Ahora, si E es conmutativa, entonces por el teorema 2.0.48, 3) implica 1). Además en ese
caso también 4) implica 1). En efecto, supóngase que f(x) 6= 1, para cualquier f ∈ M(E),
mientras que x es un elemento casi singular de E. Aśı x pertenecerá a un ideal regular
máximo, por decir M de E, siendo también una identidad de E módulo M . Por lo tanto, ya
que por hipótesis M es cerrado da lugar a un carácter continuo [30, pag. 72], por decir f de
E tal que f(x) = 1, lo cual es una contradicción para x. Entonces x debe ser un elemento
casi regular de E y esto termina la prueba. �

NOTA: Se sigue de la discusión anterior que, considerando una álgebra E l.m.c. y un
elemento x ∈ E, si x es casi regular en E, entonces es también casi regular coordenada a
coordenada, en el sentido que tomando una descomposición de Arens-Michael en el álgebra
E, por decir lim←− Ẽα, [x]α es un elemento casi regular de la respectiva álgebra de Banach Ẽα,
para cualquier α ∈ I. Consecuentemente se obtiene que⋃

α∈I

SpẼα([x]α) ⊆ SpE(x), (2.33)

para todo x ∈ E y que
rE(x) ≥ sup

α
rẼα([x]α), (2.34)

para todo x ∈ E. Por otro lado, si el álgebra l.m.c. es secuencialemente completa, se puede
probar que (2.34) es, en efecto, una igualdad.

2.0.6. Ejemplos

Ejemplo 2.0.64 Sea C(R) el álgebra de todas las funciones continuas con la topoloǵıa de
convergencia uniforme en compactos (ver [pag. 3][13]). Esta topoloǵıa está definida por las
seminormas
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pK(f) = sup
x∈K
|f(x)| con K ∈ ∆

donde ∆ es el conjunto de todos los conjuntos compactos de R. Esta topoloǵıa hace de C(R)
un álgebra l.m.c. completa. En efecto, sean f, g ∈ C(R)

pK(fg) = sup
x∈K
|(fg)(x)| = sup

x∈K
|f(x)g(x)| ≤

sup
x∈K
|f(x)| sup

x∈K
|g(x)| = pK(f)pK(g).

Ahora se probará que es completa. Sean K ∈ ∆ fijo y (fn) una sucesión de Cauchy. Entonces
dado ε > 0, existe N ∈ N tal que para todo n,m ∈ N, con n,m ≥ N

||fn − fm||K ≤ ε

aśı

|fn(x)− fm(x)| ≤ sup
x∈K
|fn(x)− fm(x)| = ||fn − fm||K ≤ ε.

Por lo tanto, (fn(x)) es una sucesión de Cauchy en C, ya que C es completo, se tiene que
existe f(x) tal que fn(x) −→ f(x) o lo que es equivalente
f(x) = ĺım

n→∞
fn(x).

Por otro lado, como fn es continua para cada n ∈ N, se tiene que para cada ε > 0, existe δ
tal que si |x− x0| < δ, entonces |fn(x)− fn(x0)| < ε. Aśı

|f(x)− f(x0)| = |f(x)− fn(x) + fn(x)− fn(x0) + fn(x0)− f(x0)| ≤
|f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f(x0)| ≤ 3ε

lo cual prueba que f es continua.
Ahora considérese lo siguiente

|fn(x)− f(x)| = |fn(x)− ĺım
m→∞

fm(x)| ≤ ĺım
m→∞

|fn(x)− fm(x)| ≤ ĺım sup
m→∞

||fn − fm||K ≤ ε.

Por lo tanto, ||fn − f ||K ≤ ε, lo cual prueba que el álgebra C(R) es completa.
Se dará el siguiente orden en ∆, para K,L ∈ ∆ K ≤ L si y solo si K ⊆ L, en ese caso se
define la función

fKL : C(L)→ C(K)
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como fKL(φ) = φ|K, donde C(K) es el álgebra de Banach de todas las funciones continuas
con la norma del supremo en K.
Nótese que C(R)/ ker pK ∼= C(K). En efecto, si se toma ψ : C(R)/ ker pK → C(K), dado de
la siguiente forma ψ(f+ker pK) = f |K. Para ver que esta asignación está bien definida, sean
f = g, entonces f − g ∈ ker pK, aśı pK(f − g) = 0, de esta manera sup

x∈K
|f(x) − g(x)| = 0,

es decir |f(x) − g(x)| = 0 para todo x ∈ K lo cual implica que f |K = g|K. Por lo tanto, ψ
queda bien definida.

Ahora, sea f ∈ C(R)/ ker pK tal que ψ(f) = 0, entonces f |K = 0, lo cual implica que
f ∈ ker pK, entonces f está en la clase del cero módulo ker pK. Por lo tanto, ψ es inyectiva.
Por otro lado ψ es suprayectiva, pues por el teorema de extension de Tietze, para cada
f ∈ C(K), existe F ∈ C(R) tal que F |K = f , de esta manera basta tomar F = F + kerPK.
Con lo anterior se obtiene que ψ es un isomorfismo algebraico.
Por otro lado, ψ es una isometŕıa, ya que ||ψ(f)||K = pK(f) esto último por definición de la
norma en el espacio C(R)/ ker pK. Entonces como ψ es una isometŕıa sobreyectiva, entonces
es un isomorfismo topológico. Aśı, por el teorema de descomposición de Arens-Michael, se
tiene que C(R) es isomorfo a el ĺımite proyectivo del sistema proyectivo {C(K), fKL,∆}, es
decir C(R) ∼= lim←−C(K).

Ejemplo 2.0.65 Sea C∞([0, 1]) el álgebra de las funciones infinitamente diferenciables en
el intervalo cerrado [0, 1]. Dotada con las operaciones algebraicas puntuales, C∞([0, 1]) se
convierte en un álgebra con unidad. Si el álgebra C∞([0, 1]) está dotada de la topoloǵıa
definida por la familia de seminormas

pn(f) =
n−1∑
k=0

1
k!

sup{|f (k)(t)| : t ∈ [0, 1]}, n ∈ N

el álgebra se vuelve un álgebra l.m.c. (aqúı f (k) significa la k−ésima derivada de f y f (0) = f).
En efecto, usando la formula de Leibnitz para la k−ésima derivada de un producto de ele-
mentos de C∞([0, 1]), se prueba que las seminormas pn son submultiplicativas.
Sean f, g ∈ C∞([0, 1]). Entonces

(fg)(k)(t) =
k∑
l=0

(
k

l

)
f (l)(t)g(k−l)(t), t ∈ [0, 1], k = 0, 1, 2, ... (2.35)

si
ak = sup{|f (k)(t)| : t ∈ [0, 1]} y bk = sup{|g(k)(t)| : t ∈ [0, 1]}, (2.36)

usando (2.35) y (2.36) se tiene

pn(fg) =
n−1∑
k=0

1
k!

sup{|(fg)(k)(t)| : t ∈ [0, 1]} =
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n−1∑
k=0

1
k!

sup{|
k∑
l=0

(
k
l

)
f (l)(t)g(k−l)(t)| : t ∈ [0, 1]} ≤

n−1∑
k=0

1
k!

sup{
k∑
l=0

(
k
l

)
|f (l)(t)g(k−l)(t)| : t ∈ [0, 1]} =

n−1∑
k=0

1
k!

k∑
l=0

(
k
l

)
sup{|f (l)(t)g(k−l)(t)| : t ∈ [0, 1]} =

n−1∑
k=0

1
k!

k∑
l=0

(
k
l

)
albk−l =

n−1∑
k=0

k∑
l=0

1
l!(k−l)!albk−l ≤

n−1∑
k=0

k∑
m=0

1
k!m!

akbm ≤ pn(f)pn(g), para toda n ∈ N.

Para cada n,m ∈ N, con m ≤ n, se define el morfismo

ϕmn : Cn([0, 1]) −→ Cm([0, 1])

Como ϕ(f) = f , donde Cn([0, 1]) es el álgebra de todas las funciones n−veces diferenciables
en el intervalo [0, 1] con la siguiente norma.

||f ||Cn([0,1]) =
n−1∑
k=0

1
k!

sup{|f (k)(t)| : t ∈ [0, 1]}.

Nótese que

˜C∞([0, 1])/p−1
n (0) ∼= Cn([0, 1]),

donde˜significa la completación del álgebra C∞([0, 1])/p−1
n (0). Para probar lo anterior, basta

considerar la siguiente isometŕıa

ϕ : ˜C∞([0, 1])/p−1
n (0) −→ Cn([0, 1])

f +Nn 7−→ f .

El morfismo ϕ está bien definido, ya que si f = g, entonces f−g ∈ ker pn, es decir pn(f−g) =
0, entonces

n−1∑
k=0

1
k!

sup{|(f − g)(k)(t)| : t ∈ [0, 1]} = 0
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aśı, (f − g)(t) = 0 para todo t ∈ [0, 1], de esta manera el morfismo ϕ queda bien definido.
Ahora, sea f ∈ C∞([0, 1])/p−1

n (0) tal que ϕ(f) = 0. Entonces f = 0, aśı f = 0 módulo ker pn,
de esta manera, el morfismo ϕ es un morfismo inyectivo.
Por otro lado, por el teorema de Weierstrass, se tiene que para cualquier número natural n
el espacio P de polinomios es denso en Cn([0, 1]), aśı para cada f ∈ Cn([0, 1]), existe una

sucesión de polinomios fn ∈ ˜C∞([0, 1]) tal que fn −→ f , ya que ˜C∞([0, 1]) es completa,

f ∈ ˜C∞([0, 1]), aśı, basta con tomar la clase de f , es decir f , de esta manera ϕ es un
morfismo suprayectivo.
Es isometŕıa, ya que

||ϕ(f)||Cn([0,1]) = pn(f) = ||f ||n.

Por lo tanto, ya que el morfismo ϕ es una isometŕıa suprayectiva, se tiene que el morfismo ϕ
es un isomorfismo topológico. Aśı, por el teorema de descomposición de Arens-Michael, se tie-
ne que C∞([0, 1]) es isomorfo al ĺımite proyectivo del sistema proyectivo {Cn([0, 1]), ϕmn,N},
es decir

C∞([0, 1]) ∼= lim←−C
n([0, 1]).

Definición.- 2.0.66 Un espacio topológico X es σ−compacto si y solo si es la unión de una
familia numerable de subconjuntos compactos (ver [26, pag. 172]) y [17, pag. 240]).

Ejemplo 2.0.67 El álgebra C∞(R). Ahora considérese el caso de las funciones de orden
C∞ en R denotada por C∞(R). Con las operaciones algebraicas definidas puntualmente y la
topoloǵıa de convergencia uniforme en todas las derivadas dada por la familia de seminormas

pK,l(f) = sup
x∈K
|f (l)(x)|,

donde K es un compacto de R y l ∈ N, C∞(R) se convierte en un álgebra de Fréchet.
En efecto, ya que R es σ-compacto, existe una familia numerable {Km}, m ∈ N ∪ {0} de
compactos, los cuales cubren a R. Más aun Km ⊂ Km+1, aśı R =

⋃
m≥0

Km y para cada

compacto K ⊂ R, existe Km tal que K ⊆ Km. De esta manera se obtiene la siguiente
familia de seminormas

pm(f) = sup{|f (n)(x)| : x ∈ Km, n ≤ m},

la cual es equivalente a la familia de seminormas pKl; para ver esto, basta considerar lo
siguiente: Si K es compacto y l ∈ N, entonces por el comentario anterior existe m ∈ N∪{0}
tal que K ⊆ Km. Sea s = máx{l + 1,m}, se tiene que
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pKl(f) ≤ ps(f) para cada f ∈ C∞(R),

por otro lado, si m ∈ N ∪ {0}, entonces

pm(f) ≤
m∑
l=0

pKml(f).

Esto prueba que las familias de seminormas {pKl} y {pm} son equivalentes y por lo tanto el
álgebra C∞(R) con la topoloǵıa de convergencia uniforme en todas las derivadas es metriza-
ble.
Ahora se probará que el álgebra C∞(R) con la topoloǵıa de convergencia uniforme en todas
las derivadas es completa. Sea {fn} una sucesión de Cauchy. Esto significa que {fn} es de
Cauchy en cualquier seminorma pm, entonces la restricción de {fn} a Km es una sucesión
de Cauchy en el álgebra de Banach Cm(Km) (ver [27, pag. 73]), cuya norma está dada por

||f ||m = sup
r≤m

sup
x∈Km

|f (r)(x)|, (2.37)

Por lo tanto, existe una función Fm ∈ Cm(Km) tal que fn|Km → Fm en la topoloǵıa de
Cm(Km). Debido a que

||f ||Cm(Km) ≤ ||f ||Cm+1(Km+1),

entonces, es claro que las funciones Fm coinciden en el siguiente sentido

Fm+1|Km = Fm.

Esto último se da, pues si τm es la topoloǵıa dada por la norma || · ||Cm(Km). Entonces se sigue
que si fn converge a Fm+1 en τm+1, entonces converge a Fm+1 en la topoloǵıa τm, pero fn
converge a Fm en la topoloǵıa τm. Puesto que el álgebra Cm(Km) es de Hausdorff, el ĺımite
es único, es decir Fm = Fm+1 sobre Km. Por lo tanto, existe una sola función f de tal forma
que f |Km = Fm, de esta manera por construcción de f se tiene que

pm(fn − f)→ 0, cuando n→∞.

Esto significa que f ∈ C∞(R) y que fn → f en la topoloǵıa de C∞(R). Es decir, C∞(R) es
completa.
Por otro lado, se tiene que las seminormas son submultiplicativas. En efecto, sean f, g ∈
C∞(R), entonces

pm(fg) = sup{|(fg)(n)(x)| : x ∈ Km, n ≤ m}
≤ sup{|f (n)(x)| : x ∈ Km, n ≤ m} sup{|g(n)(x)| : x ∈ Km, n ≤ m}
= pm(f)pm(g).

Aśı, la seminormas pm son submultiplicativas para cada m ∈ N.
Por el teorema de descomposición de Arens-Michael, se tiene que
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C∞(R) ∼= lim←−C
∞(R)/ ker pm

Sean n,m ∈ N, tales que m ≤ n. Entonces se define el morfismo

ϕmn : Cn(Kn) −→ Cm(Km)

Como ϕ(f) = f |Km, donde Cn(Kn) es el álgebra de todas las funciones n−veces diferenciables
sobre el compacto Kn, con norma dada por (2.37).
Nótese que

˜C∞(R)/p−1
n (0) ∼= Cn(Kn),

donde ˜ significa la completación del álgebra C∞(R)/p−1
n (0). Para probar lo anterior, basta

considerar la siguiente isometŕıa

ϕ : ˜C∞(R)/p−1
n (0) −→ Cn(Kn)

f +Nn 7−→ f .

El morfismo ϕ está bien definido, ya que si f = g, entonces f−g ∈ ker pn, es decir pn(f−g) =
0, entonces

sup{|(f − g)(r)(x)| : x ∈ Kn, r ≤ n} = 0

aśı, (f − g)(x) = 0 para todo x ∈ Kn, de esta manera el morfismo ϕ queda bien definido.
Ahora, sea f ∈ C∞(R)/p−1

n (0) tal que ϕ(f) = 0. Entonces f = 0, aśı f = 0 módulo ker pn,
de esta manera, el morfismo ϕ es un morfismo inyectivo.
Por otro lado, por el teorema de Weierstrass ([27, pag. 80]), se tiene que para cualquier
número natural n el espacio P de polinomios es denso en Cn(R), aśı para cada f ∈ Cn(Kn),

existe una sucesión de polinomios fn ∈ C∞(R) tal que fn −→ f , ya que C̃∞(R) es completa,

f ∈ C̃∞(R), aśı, basta con tomar la clase de f , es decir f , de esta manera ϕ es un morfismo
suprayectivo.
Es isometŕıa, ya que

||ϕ(f)||Cn(R) = pn(f) = ||f ||n.

Por lo tanto, ya que el morfismo ϕ es una isometŕıa suprayectiva, se tiene que el morfismo
ϕ es un isomorfismo topológico. Aśı, por el teorema de descomposición de Arens-Michael, se
tiene que C∞(R) es isomorfo al ĺımite proyectivo del sistema proyectivo {Cn(R), ϕmn,N}, es
decir
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C∞(R) ∼= lim←−C
n(Kn).

Definición.- 2.0.68 Un conjunto B de un álgebra E es Borńıvoro si absorbe a cualquier
subconjunto acotado de E.

Ejemplo 2.0.69 Se denota a S(R) = S como el espacio de funciones infinitamente dife-
renciables tales que pm,n(f) <∞ para todos m,n = 0, 1, 2, ...
donde

pm,n(f) = sup
x∈R
|xmf (n)(x)| (2.38)

El espacio S es llamado el espacio de Schwartz o espacio de funciones rápidamente decre-
cientes. Aśı S es un álgebra topológica con la multiplicación puntual.
Verifiquemos que la multiplicación es continua.
Consideremos las siguientes vecindades

V (k, ε) = {f ∈ C∞ : pm,n(f) < 2−kε n ≤ k}

se afirma que

V 2(k, ε) ⊂ V (k, ε).

En efecto,

pm,n(fg) = sup
x∈R
|xm(fg)(n)(x)| = sup

x∈R
|xm

n∑
q=0

(nq )f (n)g(n−q)(x)| ≤
n∑
q=0

(nq ) sup
x∈R
|xmf (n)(x)| sup

x∈R
|xmg(n−q)(x)| =

n∑
q=0

(nq )pm,n(f)pm,n−q(g) <
n∑
q=0

(nq )2−kε2−kε <

2k2−kε2−kε = 2−kε2 < 2−kε

pues n − q < k; de aqúı se sigue que la multiplicación es continua. De esta manera se
tiene que el espacio S de Schwartz es un álgebra topológica con la topoloǵıa inducida por las
seminormas pm,n. Se verá que el álgebra S es localmente convexa y de Hausdorff.
Para que sea localmente convexa basta con ver que cada una de las vecindades dadas por
las seminormas pm,n(f) es un conjunto convexo. En efecto, sean f, g ∈ Vm,n,ε = {f ∈ C∞ :
pm,n(f) < ε} y α, β ∈ R tal que α + β = 1.
Entonces

pm,n(αf + βg) ≤ pm,n(αf) + pm,n(βg)
= αpm,n(f) + βpm,n(g) < αε+ βε = (α + β)ε = ε
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lo cual dice que αf + βg ∈ Vm,n,ε. De esta manera, el espacio S es localmente convexo.
Para ver que es de Hausdorff, basta tomar f 6= 0 y encontrar vecindades disjuntas de f y 0
respectivamente. Sea f 6= 0 es decir existe x0 ∈ R tal que f(x0) 6= 0, aśı, si |f(x0)| = r basta
tomar Vm,n,ε y Um,n,ε donde ε = r

2
, estas vecindades son disjuntas. De otra manera, existiŕıa

h ∈ Vm,n,ε ∩ Um,n,ε, aśı

|xmh(n)(x)| < ε y |g(x)− xmh(n)(x)| < ε

y de esta manera

|g(x)| = |g(x)− xmh(n)(x) + xmhn(x)| ≤ |g(x)− xmh(n)(x)|+ |xmh(n)(x)| < ε+ ε = 2ε = r

lo cual es una contradicción. Por lo tanto el espacio es de Hausdorff.
Es metrizable, ya que existen un número numerable de seminormas que dan su topoloǵıa.
Esta álgebra S es un álgebra de Fréchet
Nótese que S es subespacio vectorial de C∞(R), pero que su topoloǵıa es estrictamente mas
fina que la inducida por C∞. Sea {fl} una sucesión de Cauchy en S; por el comentario
anterior, la sucesion dada es también una sucesión de Cauchy en C∞, pero este espacio es
completo. De esta manera existe un elemento f ∈ C∞ tal que fl −→ f en la topoloǵıa de
C∞.
Para m,n arbitrarios, existe una constante Mm,n tal que para toda l

pm,n(fl) ≤Mm,n,

es decir,

|f (n)
l (x)| ≤Mm,n|x|−m.

Por la convergencia uniforme de fl se tiene que

|f (n)(x)| ≤Mm,n|x|−m

y de esta manera

|xmf (n)(x)| ≤Mm,n.

Aśı f pertenece a S.
Por lo tanto S es completo; más aun S es de Fréchet.
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El álgebra S es barrilada

Sea (Un) una base de vecindades, con Un+1 ⊂ Un para toda n ∈ N, esto lo podemos hacer
porque el álgebra es de Fréchet y sea B un barril en S. Si B no es vecindad de cero, existe una
sucesión (fn) con fn ∈ Un; pero fn /∈ nB. Entonces fn −→ 0 y se sigue que A = {fn} ∪ {0}
es compacto. Por lo tanto, la envolvente convexa de A, que es un cerrado, es compacto. Aśı,
es absorbido por B, aśı existe algún r > 0 tal que fn ∈ rB para toda n ∈ N, lo cual es una
cotradicción.
Aśı S es barrilada.

Se afirma que el álgebra S es bornológica.

Sea (Vn(n≥1) un sistema fundamental numerable decreciente de vecindades balanceadas
de cero en S y sea U un conjunto convexo balanceado y borńıvoro de S. Supongamos que U
no contiene conjuntos de la forma ( 1

n
)Vn. Para cada n ≥ 1 sea fn un punto de ( 1

n
)Vn, el cual

no pertenece a U . La sucesión (nfn)n≥1 converge a cero y aśı el conjunto B = {nfn|n ≥ 1}
es acotado. Sin embargo U no absorbe a B ya que si nfn ∈ λU , λ > 0 para todo n ≥ 1
y entonces fn ∈ (λ

n
)U ⊂ U para n ≥ λ, lo que contradice la elección de fn. Pero esto es

imposible ya que U es borńıvoro, entonces se ha probado que U contiene un conjunto ( 1
n
)Vn,

el cual es una vecindad de cero. Se introducen los siguientes espacios

Sαm: El espacio de todas las funciones continuas α veces diferenciables f ∈ R tales que
|xmf (n)(x)| −→ 0 cuándo |x| −→ ∞, con n ≤ α.

Sm: El espacio de todas las funciones infinitamente diferenciables f ∈ R tales que
|xmf (n)(x)| −→ 0 cuándo |x| −→ ∞, para todo n ∈ N.

Sα: El espacio de todas las funciones continuas α veces diferenciables f ∈ R tales que
|xmf (n)(x)| −→ 0 cuándo |x| −→ ∞, para todo m ∈ N con n ≤ α.

Con esta notación, es claro que el espacio S de Schwartz es un subespacio de cualquiera
de los tres espacios anteriores. Por otro lado se tiene que para α fijo, Sα ⊂ Sαm para toda
m ∈ N y la inyección Sα ↪→ Sαm es continua ya que la familia de seminormas las cuales
definen la topoloǵıa de Sαm es una subfamilia de la familia de seminormas que definen la
topoloǵıa de Sα.
También notamos que si m ≥ ḿ, entonces Sαm ⊂ Sαḿ y el morfismo Sαm ↪→ Sαḿ es continuo;
esto se sigue de la desigualdad |xm| ≥ |xḿ|.
Por los comentarios anteriores, se tiene que S ⊂ Sαm para cualquier α,m ∈ N. La topoloǵıa
de S es idéntica con la topoloǵıa inicial dada por la familia de los morfismos

fmα : S ↪→ Sαm (α,m ∈ N)
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Si m, ḿ, α, ά ∈ N y satisfacen m > ḿ y α > ά, entonces el morfismo Sαm ↪→ S άḿ es continuo
ya que es la composición de los siguientes morfismos continuos Sαm ↪→ S άm ↪→ S άḿ. Notamos
que S =

⋂
α,m

Sαm, más aun, como los morfismos fα,mά,ḿ : Sαm ↪→ S άḿ y fmα : S ↪→ Sαm son

continuos y además f ḿά = fα,mά,ḿ ◦ fmα .
De esta manera, se tiene que:

S = lim←−{S
α
m, f

α,m
ά,ḿ}

Aśı, S es ĺımite proyectivo de las álgebras Sαm.
Por otro lado la topoloǵıa de las álgebras Sαm está definida por una familia finita de semi-
normas, entonces puede ser definida por una sola seminorma. Dado que la topoloǵıa es de
Hausdorff, se tiene que la seminorma obtenida es en realidad una norma, de tal forma que
los espacios Sαm son normados y de forma análoga al caso cuándo el espacio es S, se tiene
que Sαm son completos, por lo tanto se trata de álgebras de Banach.
Resumiendo, se tiene que el álgebra S es el álgebra ĺımite proyectivo del sistema proyectivo
{Sαm, f

α,m
ά,ḿ}, donde cada álgebra factor es un álgebra de Banach.



Caṕıtulo 3

Descomposición de Arens-Michael
Generalizada

Como se ha mencionado, de 1952 a la fecha se han dado diversas generalizaciones de la
descomposición de Arens-Michael, en esta sección se presentan algunas de las más recientes
y usadas en la literatura.

Definición.- 3.0.70 Sea K el campo R de los números reales o C de los números complejos
y X un espacio lineal topológico sobre K. Una vecindad O ⊂ X de cero es absolutamente
k-convexa, si λu+ µv ∈ O para todo u, v ∈ O y λ, µ ∈ K, con

|λ|k + |µ|k ≤ 1

y es absolutamente pseudoconvexa si O es absolutamente k-convexa para algún k ∈
(0, 1], que depende de O.

Definición.- 3.0.71 Un subconjunto O ⊂ X es pseudoconvexo si O define un número
kO ∈ (0, 1] tal que

O +O ⊂ 2
1
kOO.

Nótese que cualquiera de esas vecindades O de cero en X es balanceada. En efecto, basta
con tomar µ = 0 y k = 1.

También se puede verificar que cualquiera de esas vecindades del cero en O es pseudo-
convexa. Para probar que O es pseudconvexa, sólo se necesita ver que 1

2
1
ρ

+ 1

2
1
ρ
≤ 1 para todo

59
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ρ ∈ (0, 1]. En efecto, ya que si 1

2
1
ρ

+ 1

2
1
ρ
> 1, entonces 2

2
1
ρ
> 1, aśı 2 > 2

1
ρ luego aplicando

logaritmo se tiene log 2 > 1
ρ

log 2 lo cual es una contradicción al hecho de que ρ ∈ (0, 1], por

lo tanto O
2
1
ρ

+ O
2
1
ρ
⊂ O lo cual es el resultado deseado.

Definición.- 3.0.72 Un álgebra topológica A sobre K con multiplicación separadamente
continua es localmente pseudoconvexa si tiene una base LA de vecindades de cero que
consiste de conjuntos absolutamente pseudoconvexos. Si además

ı́nf{kO : O ∈ LA} = k > 0,

entonces A es un álgebra localmente k-convexa y cuándo k = 1, entonces A es un álgebra
localmente convexa.

Definición.- 3.0.73 Un subconjunto V ⊂ X es multiplicativamente absorbente, si
para cada a ∈ A existe un número N(a, V ) > 0 tal que

aV
⋃
V a ⊂ N(a, V )V .

Definición.- 3.0.74 Un álgebra localmente pseudoconvexa A es localmente multiplica-
tivamente absorbentemente pseudoconvexa (localmente A-pseudoconvexa), si A tiene
una base LA de vecindades de cero pseudoconvexas, multiplicativamente absorbentes y A es un
álgebra localmente multiplicativamente pseudoconvexa (localmente m-pseudoconvexa),
si cualquier O ∈ LA es idempotente.

Nota: En el caso cuándo k = 1, estas álgebras son llamadas localmente A-convexas y local-
mente m-convexas, respectivamente.

Es posible definir la topoloǵıa de cualquier álgebra A localmente pseudoconvexa a través
de una colección PA = {pλ : λ ∈ Λ} de seminormas kλ-homogéneas, donde kλ ∈ (0, 1] para
cada λ ∈ Λ ([42] y [12]).

Definición.- 3.0.75 Sea A un álgebra topológica. Una seminorma p en A es k-homogénea
si p(µa) = |µ|kp(a) para cada a ∈ A y µ ∈ K.

Definición.- 3.0.76 En el caso en que para cualquier a ∈ A y cualquier pλ ∈ PA existen
números positivos M = M(a, λ) y N = N(a, λ) tal que pλ(ab) ≤ Mpλ(b) y pλ(ba) ≤ Npλ(b)
para cada b ∈ A, entonces A es localmente A-peudoconvexa y cuándo M = N = pλ(a)
para cada a ∈ A y λ ∈ Λ, entonces A es un álgebra localmente m-peudoconvexa.



61

Definición.- 3.0.77 Sea A un álgebra topológica, A es un álgebra A-(k-normada), cuan-
do la topoloǵıa de A es definida por una norma k-homogénea || · ||, k ∈ (0, 1], tal que pa-
ra cualquier a ∈ A existen números positivos M(a) y N(a) tal que ||ab|| ≤ M(a)||b|| y
||ba|| ≤ N(a)||b|| para cada b ∈ A.
A es un álgebra m−(k-normada), si N(a) = M(a) = ||a|| para cada a ∈ A.

Definición.- 3.0.78 Un álgebra topológica A es un álgebra localmente idempotente si
tiene una base de vecindades de cero idempotentes.

Las álgebras topológicas localmente idempotentes fuerón introducidas en [46]. Las álgebras
localmente m-convexas se han estudiado con profundidad en [13],[10],[15],[31],[30] y las álge-
bras localmente m-pseudoconvexas en [12], las álgebras localmente idempotentes se han
estudiado en [33],[46],[5].

Definición.- 3.0.79 Se dirá que el álgebra topológica A es

a) Un álgebra localmente absorbente si A tiene una base de vecindades multiplicativa-
mente absorbentes de cero.

b) Un álgebra localmente uniformemente absorbente si A tiene una base de ve-
cindades uniformemente multiplicativamente absorbentes de cero (es decir, para cada
a ∈ A fijo y cada vecindad O de cero en A existe un número positivo λ(a) (el cual no
depende de O) tal que aO

⋃
Oa ⊂ λ(a)O);

3.0.7. La topoloǵıa definida por una colección de
F-seminormas

Definición.- 3.0.80 Sea X un espacio lineal sobre K. Una F-seminorma es una función
q : X → R+ la cual tiene las siguientes propiedades:

(q1) q(λx) ≤ q(x) para todo x en X y λ en K, con |λ| ≤ 1;

(q2) ĺım
n→∞

q( 1
n
x) = 0 para toda x en X;

(q3) q(x+ y) ≤ q(x) + q(y) para todo x, y en X.

Si se cumple que q(x) = 0 implica que x = 0, entonces q es llamada una F-norma en X.

En este caso d(x, y) = q(x − y) para cada x, y ∈ X, define una métrica d en A la cual
tiene la propiedad
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d(x+ z, y + z) = d(x, y) para cada x, y, z en X.

Es sabido que la topoloǵıa de cualquier espacio lineal topológico X coincide con la topo-
loǵıa inicial definida por una colección de F-seminormas en X (ver [pg. 39][25]). Para mostrar
que la misma situación sucede en el caso de álgebras topológicas, se probará primero el si-
guiente resultado.

Proposición 3.0.81 (Proposición 2.1, en [6]) Sea A un álgebra sobre K, Q = {qλ : λ ∈ Λ}
una colección no vaćıa de F -seminormas en A y τQ la topoloǵıa inicial en A, definida por la
colección Q. Entonces (A, τQ) es un álgebra topológica si Q satisface las condiciones:

(q4) Para cada a ∈ A fijo y para cualquier ε > 0 y cualquier λ ∈ Λ, existe δa > 0 y λa ∈ Λ
tal que qλ(ab) < ε y qλ(ba) < ε, siempre que qλa(b) < δa.

Más aun, (A, τQ) es un álgebra topológica con multiplicación continua si Q satisface la con-
dición

(q5) Para cualquier ε > 0 y cualquier λ ∈ Λ existe un δ > 0 y un λ′ ∈ Λ tal que qλ(ab) < ε
siempre que qλ′(a) < δ y qλ′(b) < δ.

Y (A, τQ) es un álgebra localmente idempotente si Q satisface la condición

(q6) Para cualquier ε > 0 y cualqier λ ∈ Λ qλ(ab) < ε siempre que qλ(a) < ε y qλ(b) < ε.

Demostración: Ya que τQ es la topoloǵıa inicial en A definida por la colección Q, entonces

{Oλε : λ ∈ Λ, ε > 0}

es una sub-base de vecindades de cero en (A, τQ), donde

Oλε = {a ∈ A : qλ(a) < ε}

son conjuntos balanceados y absorbentes para cada ε > 0 y cada λ ∈ Λ. En efecto, sean
x ∈ Oλε y γ ∈ K, con |γ| ≤ 1, aśı qλ(γx) ≤ qλ(x) < ε (esto pasa por q1), entonces qλ(γx) < ε.
Por lo tanto, γOλε ⊂ Oλε siempre que |γ| ≤ 1. Veamos que Oλε es absorbente; sea x ∈ A,
entonces ĺım

n→∞
qλ(

1
n
x) = 0 (por q2), lo cual implica que para Bε(0), existe un N ∈ N tal que

qλ(
1
n
x) ∈ Bε(0) siempre que n > N , de esta manera el escalar que sirve para absorber a x es

η = N + 1.
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La suma (a, b) 7−→ a+ b en (A, τQ) es continua por (q3). En efecto, sea Oλε, basta tomar
U = V = Oλ ε

2
, aśı U + V ⊂ Oλε.

Y la multiplicación sobre K es continua en (A, τQ) por (q1).
Si además, Q satisface la condición (q4), entonces la multiplicación (a, b) 7−→ ab en (A, τQ)
es separadamente continua. Para mostrar esto, sea O una vecindad arbitraria de cero en la
topoloǵıa τQ en A. Entonces existe ε > 0, n ∈ N y λ1, ..., λn ∈ Λ tal que

n⋂
k=1

Oλkε ⊂ O (3.1)

para cada a ∈ A fijo y cada k ∈ N existen por la condición (q4) un número δa(k) > 0 y un
ı́ndice λa(k) ∈ Λ tales que qλk(ab) < ε y qλk(ba) < ε siempre que qλa(k)(b) < δa(k). Sea ahora
δ(a) = mı́n{δa(1), ..., δa(n)} y

Va =
n⋂
k=1

Oλa(k)δa .

Entonces Va es una vecindad de cero en A en la topoloǵıa τQ y

aVa ∪ Vaa ⊂
n⋂
k=1

[aOλa(k)δa(k) ∪ Oλa(k)δa(k)a] ⊂
n⋂
k=1

Oλkε ⊂ O.

Luego la multiplicación en (A, τQ) es separadamente continua. Consecuentemente, (A, τQ) es
un álgebra topológica.
Si además Q satisface la condición q5, entonces la multiplicación (a, b) 7−→ ab es continua en
(A, τQ). Para mostrar esto, sea de nuevo O una vecindad arbitraria de cero en la topoloǵıa
τQ en A. Entonces existe ε > 0, n ∈ N y λ1, ..., λn ∈ Λ tal que (3.1) se satisface. Ahora, para
cada k ∈ Nn = {1, 2, ..., n} existen por condición (q5), un número δk > 0 y un ı́ndice λ′k ∈ Λ
tal que qλk(ab) < ε, siempre que qλ′k(a) < δk y qλ′k(b) < δk. Sea ahora δ = mı́n{δ1, ..., δn} y

V =
n⋂
k=1

Oλ′kδ.

Entonces V es de nuevo una vecindad de cero en A en la topoloǵıa τQ y

V · V ⊂
n⋂
k=1

Oλ′kδkOλ′kδk ⊂
n⋂
k=1

Oλkε ⊂ O.

Esto significa que la multiplicación en (A, τQ) es continua.
En caso que Q satisfaga la condición (q6). Entonces OλεOλε ⊂ Oλε para cada ε > 0 y cada
λ ∈ Λ. Por lo tanto, (A, τQ) tiene una base de vecindades idempotentes del cero. Entonces,
(A, τQ) es un álgebra localmente idempotente. �
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Teorema 3.0.82 (Teorema 2.2 en [6]) Cualquier álgebra topológica (A, τ) define una co-
leccion Q de F -seminormas en A tal que (A, τQ) es un álgebra topológica (en particular,
cuándo (A, τ) es un álgebra topológica con multiplicacion continua, entonces (A, τQ) es un
álgebra con multiplicación continua) y τ = τQ.

Demostración: Sea M un subconjunto denso de R+ el cual consiste de todos los números
racionales no negativos, que tienen una expansión diádica finita, es decir, podemos escribir
a cualquiera de esos números ρ en la forma

ρ =
∑∞

n=0 δn(ρ) · 2−n,

donde δ0(ρ) ∈ N0 = N ∪ {0}, δn(ρ) ∈ {0, 1} para cada n ∈ N y δn(ρ) = 0 para n suficiente-
mente grande.
Sea L(A,τ) una base de vecindades de cero en (A, τ), que consiste de conjuntos balanceados,
cerrados y S = {Sλ : λ ∈ Λ} el conjunto de todas las cadenas Sλ = (Un(λ)) en L(A,τ), es
decir

1) Un(λ) ∈ L(A,τ),

2) Un+1(λ) + Un+1(λ) ⊂ Un(λ) para cada n en N0.

Para cada λ ∈ Λ, Sλ = (Un(λ)) ∈ S y ρ ∈M sean

Vλ(ρ) = U0(λ) + · · ·+ U0(λ) +
∞∑
n=1

δn(ρ) · Un(λ) (3.2)

y

qλ(a) = ı́nf{ρ ∈M : a ∈ Vλ(ρ)}

para cada a ∈ A y para cada λ ∈ Λ. Cualquier qλ es una F -seminorma en A. Para ello se
probará que la relación siguiente es verdadera

Vλ(ρ) + Vλ(σ) ⊂ V (ρ+ σ) para todo ρ, σ ∈M. (3.3)

La prueba se realizará mediante inducción sobre N , donde N es el primer entero tal que a
partir de ese número, δn(ρ) = δn(σ) = 0, ρ, σ ∈ M . Si ρ, σ ∈ N, entonces δn(ρ) = δn(σ) = 0
para n > N , con N = 0 y aśı la relación (3.3) se satisface. Ahora, supóngase que para algún
N ∈ N0, la relación (3.3) se satisface y ρ, σ ∈ M son tales que δn(ρ) = δn(σ) = 0 siempre
que n > N . Sean ρ, σ ∈ M tales que δn(ρ) = δn(σ) = 0 para n > N + 1, considérense los
siguientes números
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ρ′ = ρ− 2−N−1 · δN+1(ρ)

y

σ′ = σ − 2−N−1 · δN+1(σ).

Entonces ρ′, σ′ ∈ M , más aun, ρ′ =
N∑
n=0

δn(ρ) · 2−n y σ′ =
N∑
n=0

δn(σ) · 2−n, entonces δn(ρ′) =

δn(σ′) = 0, con n > N . Por lo tanto,

V (ρ′) + V (σ′) ⊂ V (ρ′ + σ′)

por hipótesis de inducción. Nótese que V (ρ) = V (ρ′) + δN+1(ρ)UN+1 y V (σ) = V (σ′) +
δN+1(σ)UN+1.
Aśı, se sigue que

V (ρ) + V (σ) ⊂ V (ρ′ + σ′) + δN+1(ρ)UN+1 + δN+1(σ)UN+1. (3.4)

Ahora se analizarán las cuatro posibles soluciones para δN+1(ρ) y δN+1(σ) en la relación
(3.4).

1) El primero y más sencillo es cuándo ambos son cero. Aśı la relación (3.4) se convierte
en la relación (3.3).

2) Si δN+1(ρ) = 1 y δN+1(σ) = 0, entonces por definición de V se tiene que

V (ρ) + V (σ) ⊂ V (ρ′ + σ′) + UN+1 = V (ρ′ + σ′ + 2−N−1) =
V (ρ− 2−N−1δN+1(ρ) + σ + 2−N−1) = V (ρ+ σ)

lo cual es exactamente la relación (3.3).

3) Si δN+1(ρ) = 0 y δN+1(σ) = 1, la prueba es análoga al caso anterior.

4) Sólo falta probar el caso cuándo δN+1(ρ) = δN+1(σ) = 1. De la relación (3.4) y el hecho
de ser UN+1 un elemento de una cadena, se sigue que

V (ρ) + V (σ) ⊂ V (ρ′ + σ′) + UN = V (ρ′ + σ′ + 2−N) = V (ρ+ σ).

Aśı la condición (3.3) queda probada. Ahora nótese que si ρ ∈M \ {0}, V (ρ) es absorbente.
De esta manera, dado x ∈ A, existe t > 0 tal que x ∈ tVλ(ρ); usando (3.3) se tiene que
x ∈ V (tρ). Aśı qλ(a) está bien definida.
Además qλ satisface (q1) ya que Vλ(ρ) es balanceada, aśı, si x ∈ Vλ(ρ), entonces ηx ∈ Vλ(ρ),
siempre que η ∈ K tal que |η| ≤ 1 lo cual implica
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{ρ ∈M : x ∈ Vλ(ρ)} ⊆ {ρ ∈M : ηx ∈ Vλ(ρ)}

tomando ı́nfimos en ambos lados de la relación anterior se obtiene que

qλ(ηx) ≤ qλ(x).

Sean x ∈ A y ρ ∈M \{0}, como Vλ(ρ) es absorbente, entonces existe t > 0 tal que x ∈ tVλ(ρ),
es decir x

t
∈ Vλ(ρ), lo cual implica que qλ(

x
t
) < ρ. Por otro lado, si n ≥ t y como Vλ(ρ) es

balanceada, se tiene que

tVλ(ρ) ⊂ nVλ(ρ),

aśı, qλ(
1
n
x) ≤ qλ(

1
t
x) y por lo tanto

qλ(
1
n
x) ≤ qλ(

1
t
x) ≤ ρ para todo n ≥ t;

de esta manera se satisface (q2).
Para probar (q3) sean x, y ∈ A fijos y ε > 0. Sean ρ, σ ∈M tales que

x ∈ V (ρ), y ∈ V (σ),

ρ ≤ qλ(x)+ 1
2
ε y σ ≤ qλ(y)+ 1

2
ε. Por (3.3) x+y ∈ V (ρ+σ). Por lo tanto, qλ(x+y) ≤ ρ+σ ≤

qλ(x) + qλ(y) + ε. Como ε > 0 fue arbitrario, se obtiene lo deseado.
Además

ker qλ =
∞⋂
n=0

Uλ
n ;

en efecto, si a ∈ ker qλ, entonces qλ(a) < 2−n para toda n ∈ N0, por lo tanto, a ∈ Vλ(2−n) =
Uλ
n para toda n ∈ N0. Por otro lado, si a ∈ Uλ

n para toda n ∈ N0, entonces qλ(a) ≤ 2−n para
toda n ∈ N0. Por lo tanto, qλ(a) = 0, es decir, a ∈ ker qλ.
Para mostrar que Q = {qλ : λ ∈ Λ} satisface la condición (q4), sea a ∈ A, λ ∈ Λ (para
este λ, se fija una cadena Sλ = (Uλ

n ) en L(A,τ)) y ε > 0. Entonces existe un número nε ∈ N
tal que 1

2nε
< ε. Ya que la multiplicación (a, b) 7−→ ab en (A, τ) es separadamente continua,

entonces existe una vecindad Va ∈ L(A,τ) tal que

aVa
⋃
Vaa ⊂ Uλ

nε .
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Sea (Un) una cadena en L(A,τ) generada por Va, es decir U0 = Va y los otros miembros de
esta cadena están definidos por Va. Por lo tanto, existe un ı́ndice λa ∈ Λ tal que Sλa = (Uλa

n )
donde Uλa

0 = Va y Uλa
n = Un si n ≥ 1. Ahora, Va = Vλa(1) y aVa

⋃
Vaa ⊂ Uλ

nε = Vλ(
1

2nε
). Por

lo tanto, para cualquier a ∈ A fijo y para cualquier λ ∈ Λ, ε > 0 existe un ı́ndice λa ∈ Λ y un
número εa > 0 tal que qλ(ab) ≤ 2−nε < ε y qλ(ba) ≤ 2−nε < ε siempre que qλa(b) < εa = 1. De
esta manera Q satisface la condición (q4). Por lo tanto, por la proposición anterior (A, τQ)
es un álgebra topológica.
En particular, cuándo (A, τ) es un álgebra topológica con multiplicación continua, entonces
la multiplicación en (A, τQ) es también continua. En efecto, sea λ ∈ Λ (para este λ se fija
nuevamente una cadena Sλ = (Uλ

n ) en L(A,τ)) y ε > 0. Entonces, existe un número nε ∈ N
tal que 1

2nε
< ε. Ya que la multiplicación (a, b) 7−→ ab en (A, τ) es continua, entonces existe

un elemento V ∈ LA tal que V V ⊂ Uλ
nε . Sea ahora (Un) la cadena en (L(A,τ)) para la cual

U0 = V . Entonces existe λ′ ∈ Λ tal que

Sλ′ = (Uλ′
n ), donde Uλ′

0 = V ,

si a, b ∈ V = Vλ′(1). Entonces qλ′(a) < 1, qλ′(b) < 1 y de la siguiente relación

ab ∈ V V ⊂ Uλ
nε = Vλ(

1
2nε

),

se sigue que qλ(ab) ≤ 1
2nε

< ε. Por lo tanto, para cada λ ∈ Λ y ε > 0, existe un λ′ ∈ Λ y
ε′ > 0 tal que qλ(ab) < ε siempre que qλ′(a) < 1 y qλ′(b) < 1 (aqúı ε′ = 1). Esto muestra
que Q satisface la condición (q5). Consecuentemente por la proposicón anterior (A, τQ) es un
álgebra topológica con multiplicación continua.
Ahora se mostrará que τ = τQ. Para esto, sea U ∈ L(A,τ), Sλ0 = (Uλ0

n ) una cadena en L(A,τ)

para la cual Uλ0
0 = U y sea u ∈ Oλ0,1, donde Oλ,ε = {x ∈ A : qλ(x) < ε}. Entonces qλ0(u) < 1,

aśı u ∈ Vλ0(1) = Uλ0
0 = U . Por lo tanto, se tiene que Oλ0,1 ⊂ U . Luego, εOλ0,1 = Oλ0,ε, de

esta manera Oλ0,ε ⊂ U , ya que εOλ0,1 ⊂ Oλ0,1 ⊂ U . Entonces τ ⊂ τQ. Sea ahora O ∈ L(A,τQ),
entonces existen ε > 0, m ∈ N y λ1, ..., λm ∈ Λ (con los λ′s anteriores, se fijan m cadenas
Sλ1 = (Uλ1

n ), ..., Sλm = (Uλm
n ) en L(A,τ)) tales que

m⋂
k=1

Oλk,ε ⊂ O.

De nuevo existe un número nεN tal que 1
2nε

< ε. Ahora, sea

U =
m⋂
k=1

Uλk
nε ,

la cual es una vecindad de cero en A en la topoloǵıa τ . Ya que Uλk
nε = Vλk(

1
2nε

) para cada
k ∈ Nm, entonces si u ∈ U se sigue que qλk(u) ≤ 1

2nε
< ε para toda k ∈ Nm. Por lo tanto,

U ⊂ O es decir, τQ ⊂ τ , aśı τQ = τ . �
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Corolario 3.0.83 Sea (A, τ) un álgebra localmente pseudoconvexa; P = {pα : α ∈ A} la
coleccion de seminormas no homogéneas en A, la cual define la topoloǵıa τ ; τP la topoloǵıa
en A, definida por la colección P; LA la base de vecindades de cero en A, para la cual
los conjuntos son cerrados y balanceados; Q = {qS : S es una cadena en LA} y τQ la
topoloǵıa en A definida por la colección Q de F -seminormas en A. Entonces τ = τP = τQ.

Demostración: Por definicion τ = τP y por el teorema anterior τ = τQ. Por lo tanto, estas
tres topoloǵıas coinciden.�

En el punto de vista de álgebras es importante saber, cuándo cualquier F -seminorma definida
por una cadena de LA es submultiplicativa.

Proposición 3.0.84 (Proposición 2.4, en [6]) Sea A un álgebra topológica, LA la base de
todas las vecindades cerradas y balanceadas de cero en A y S = (Un) una cadena en LA.
Entonces la F -seminorma qS, definida por S, es submultiplicativa si y solo si los eslabones
Un de S satisfacen la condición

Un · Um ⊂ Un+m (3.5)

para todo m,n ∈ N.

Demostración: Sea S = (Un) una cadena en LA tal que la F -seminorma qS, definida por
S, es submultiplicativa, es decir

qS(ab) ≤ qS(a)qS(b) para toda a, b ∈ A.

Sean n,m ∈ N fijos, a ∈ Un = VS( 1
2n

) y b ∈ Um = VS( 1
2m

). Entonces qS(a) ≤ 1
2n

y qS(b) ≤ 1
2m

.
Por lo tanto,

qS(ab) ≤ 1
2n

1
2m

= 1
2n+m

o

ab ∈ VS( 1
2n+m

) = Un+m.

Aśı, Un · Um ⊂ Un+m.
Rećıprocamente, sea ahora S = (Un) una cadena en LA tal que los eslabones Un de S
satisface la condición (3.5) para todo n,m ∈ N. Más aun sean ρ, σ números diádicos tales
que a ∈ VS(ρ), ρ ≤ qS(a) + ε, b ∈ VS(σ) y σ ≤ qS(b) + ε. Entonces ab ∈ VS(ρ)VS(σ).
Para cualquier s ≥ 1 y l ≥ 0 sea
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Ul(s) = Ul + · · ·+ Ul.

Ya que

VS(ρ)VS(σ) = [U0(δ0(ρ))+
∞∑
n=1

δn(ρ)Un][U0(δ0(σ))+
∞∑
n=1

δn(σ)Un] ⊂ U0(δ0(ρ)δ0(σ))+T1+T2+T3

donde

T1 =
∞∑
n=1

δn(ρ)Un[U0(δ0(σ))] ⊂
∞∑
n=1

δn(ρ)[Un(δ0(σ))] = T ′1

T2 = [U0(δ0(ρ))]
∞∑
n=1

δn(σ)Un ⊂
∞∑
n=1

δn(σ)[Un(δ0(ρ))] = T ′2

T3 =
∞∑
n=1

[
n∑
k=1

δk(ρ)δn−k+1(σ)UkUn−k+1] ⊂
∞∑
n=1

[
n∑
k=1

δk(ρ)δn−k+1(σ)Un+1] = T ′3

por la condición (3.5).

Por lo tanto,

ab ∈ U0(δ0(ρ)δ0(σ)) + T ′1 + T ′2 + T ′3 ⊂ VS(δ0(ρ)δ0(σ)) + VS(Kρ) + · · ·+ VS(Kρ) + VS(Kσ) +
· · ·+ VS(Kσ) + VS(Kρσ) ⊂ VS(δ0(ρ)δ0(σ)) + δ0(σ)VS(Kρ) + δ0(ρ)VS(Kσ) + VS(Kρσ) =

VS([δ0(ρ) +Kρ][δ0(σ) +Kσ]) = VS(ρσ)

Pues VS(α) + VS(β) ⊂ VS(α + β) para cada α y β números diádicos, donde

Kl =
∞∑
n=1

δn(l) 1
2n

y Klm =
∞∑
n=1

[
n∑
k=1

δk(l)δn−k+1(m)] 1
2n+1 .

Por lo tanto,

qS(ab) ≤ ρσ ≤ (qS(a) + ε)(qS(b) + ε),

de lo cual se sigue que qS es submultiplicativa (pues ε es arbitrario). �

Corolario 3.0.85 Sea A un álgebra topológica, LA la base de vecindades cerradas y balan-
ceadas de cero en A y
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QA = {qS : S es una cadena en LA}

la colección de F -seminormas submultiplicativas en A, la cual define la topoloǵıa de A.
Entonces A es un álgebra localmente idempotente.

Demostración: Sea A un álgebra topológica tal que cualquier F -seminorma qS en QA es
submultiplicativa, O ∈ LA un elemento arbitrario y S = (Un) la cadena en LA con U0 = O.
Ya que qS es submultiplicativa, entonces todos los elementos Un de la cadena S satisfacen la
condición (3.5), por lo tanto O es un conjunto idempotente, ya que

OO = U0U0 ⊂ U0+0 = U0 = O.

Por lo tanto, A es un álgebra localmente idempotente.�

NOTA: Recordemos que un álgebra topológica, para la cual cualquier F -seminorma en QA
es submultiplicativa, es una m-álgebra en (ver [pag. 767][33]) y una álgebra topológica m-
convexa en ([pag. 335][45]). W.Żelazko y Murali en [46] y [33] respectivamenete se pregutaron
si cualquier álgebra localmente idempotente es una m-álgebra. Por la proposicion 3.0.84, la
respuesta es no, pues los elementos idempotentes de una cadena no necesariamente satisfacen
la condición (3.5).

3.0.8. Generalizaciones de la descomposición de Arens-Michael.

Para representar a las álgebras topológicas mediante ĺımites proyectivos, serán necesarios
los siguientes resultados.

Lema 3.0.86 Sean A un álgebra topológica, LA una base de vecindades balanceadas del cero
y M un subconjunto de A. Entonces la cerradura de M está dada por

M =
⋂

U∈LA
(M + U)

Demostración: x ∈M si y solo si (x−U)∩M 6= ∅ para cada U ∈ LA, si y solo si x ∈M+U
para cada U ∈ LA, si y solo si x ∈

⋂
U∈LA

(M + U). �

Nota 1: En particular, si el conjunto M es el conjunto {0}, se tiene que

{0} =
⋂

U∈LA
(U).
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Nota 2: La cerradura es en la topoloǵıa dada por la base de vecindades LA.

Lema 3.0.87 Sean A un álgebra topológica con multiplicación continua e I un ideal bilateral
de A. Entonces Ies también un ideal bilateral en A.

Demostración: Sean x ∈ I, a ∈ A y W una vecindad de xa. Como la multiplicación es
continua, se tiene que existen U, V vecindades de x y de a respectivamente, tales que

U · V ⊂ W .

Dado que x ∈ I, entonces U ∩ I 6= ∅, es decir existe x0 ∈ U tal que x0 ∈ I, luego x0 · V ⊂ I,
de esta manera se tiene que (U · V )∩ I 6= ∅ y aśı W ∩ I 6= ∅. Entonces xa ∈ I y por lo tanto
I es un ideal derecho en A. Análogamente se prueba que I es un ideal izquierdo en A. Por
lo tanto I es un ideal bilateral en A. �

Nota 3: La prueba anterior se puede reproducir para el caso cuando el álgebra tiene multi-
plicación separadamente continua.

Lema 3.0.88 Sea A un álgebra sobre K localmente uniformemente absorbente (localmente
idempotente) de Hausdorff, LA la base de todas las vecindades de cero cerradas, balanceadas
y uniformemente absorbente (respectivamente, cerradas,balanceadas e idempotentes) de A y
SA = (Un) una cadena en LA. Entonces el núcleo

N(SA) =
∞⋂
n=1

Un

de SA es un ideal bilateral cerrado en A.

Demostración: Se sigue de los lemas anteriores �

Teorema 3.0.89 (Teorema 3.2 en [6]) Para cualquier álgebra A (real o compleja) localmente
uniformemente absorbente de Hausdorff existe un sistema proyectivo

{Aλ;hλµ,Λ}

de álgebras metrizables localmente uniformemente absorbentes y homomorfismos continuos
hλµ de Aλ a Aµ (siempre que λ ≤ µ) tal que A es topológicamente isomorfa a una subálgebra
densa del ĺımite proyectivo lim←−Aλ de ese sistema. En el caso particular cuándo A es com-
pleta, entonces A y lim←−Aλ son topológicamente isomorfas.
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Si A es un álgebra localmente A-pseudoconvexa (localmente A-convexa) de Hausdorff, enton-
ces A es topológicamente isomorfa a una subálgebra densa del ĺımite proyectivo de lim←−Aλ de
álgebras A-(kλ normadas) (respectivamente, álgebras A-normadas). En particular, cuando
A es completa, entonces A y lim←−Aλ son topológicamente isomorfas.

Demostración: Sea A un álgebra localmente uniformemente absorbente de Hausdorff, LA
la base de vecindades de cero cerradas, balanceadas y uniformemente absorbentes en A y
SA = {Sλ : λ ∈ Λ} la colección de todas las cadenas en LA. Es decir, cualquier Sλ ∈ SA es
una suceción (Oλ

n) ∈ LA, donde sus elementos satisfacen la condición

Oλ
n+1 +Oλ

n+1 ⊂ Oλ
n

para cada n ∈ N. Se define el orden ≺ en Λ de la siguiente manera: se dice que λ ≺ µ en Λ
si y solo si Sµ ⊂ Sλ, es decir, si Sλ = (Oλ

n) y Sµ = (Oµ
n), entonces Oµ

n ⊂ Oλ
n para cada n ∈ N.

Aśı definido es un orden parcial. En efecto,

i) Es reflexiva, ya que Oλ
n ⊂ Oλ

n para toda n ∈ N.

ii) Es antisimétrica, ya que si λ ≺ µ y µ ≺ λ, entonces Oµ
n ⊂ Oλ

n y Oλ
n ⊂ Oµ

n para toda
n ∈ N, aśı Oµ

n = Oλ
n.

iii) Es transitiva, ya que si λ ≺ µ y µ ≺ λ, entonces Oµ
n ⊂ Oλ

n y Oγ
n ⊂ Oµ

n para toda n ∈ N,
de esta manera Oγ

n ⊂ Oµ
n ⊂ Oλ

n para toda n ∈ N, lo cual implica que Oγ
n ⊂ Oλ

n para
toda n ∈ N. Por lo tanto, λ ≺ γ.

Con lo cual (Λ,≺) es un conjunto parcialmente ordenado. Para mostrar que (Λ,≺) es un
conjunto dirigido, sea Sλ1 = (Oλ1

n ) y Sλ2 = (Oλ2
n ) cadenas arbitrarias pero fijas en SA y

sea Sµ = (Oµ
n) una cadena en SA la cual se define de la siguiente manera: sea Oµ

1 ∈ LA
tal que Oµ

1 ⊂ Oλ1
1 ∩ Oλ2

1 para cada n ≥ 1, sea Un+1 una vecindad de cero en LA tal que
Un+1 + Un+1 ⊂ Oµ

n y Oµ
n+1 una vecindad en LA tal que

Oµ
n+1 ⊂ Un+1 ∩Oλ1

n+1 ∩Oλ2
n+1.

Entonces

Oµ
n+1 +Oµ

n+1 ⊂ Un+1 ∩Oλ1
n+1 ∩Oλ2

n+1 + Un+1 ∩Oλ1
n+1 ∩Oλ2

n+1 ⊂ Un+1 + Un+1 ⊂ Oµ
n+1

para cada n ∈ N. Ya que Sµ ∈ SA y Oµ
n ⊂ Oλ1

n ∩ Oλ2
n para cada n ∈ N, entonces λ1 ≺ µ y

λ2 ≺ µ. En efecto, ya que Oµ
n ⊂ Oλ1

n ∩ Oλ2
n ⊂ Oλ1

n y Oµ
n ⊂ Oλ1

n ∩ Oλ2
n ⊂ Oλ2

n con lo cual se
prueba que (Λ,≺) es un conjunto dirigido.
Para cada λ ∈ Λ sea qλ la F -seminorma en A, definida por la cadena
Sλ = (Oλ

n),
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Nλ =
∞⋂
n=1

Oλ
n

donde Nλ es un ideal bilateral cerrado por el lema 3.0.88, Aλ = A/ ker qλ y πλ el homomor-
fismo canónico de A sobre Aλ. Más aun, sea qλ(πλ(a)) = qλ(a) para cada a ∈ A. Ya que
ker qλ = Nλ, entonces qλ es una F -norma en Aλ. En efecto, sea a ∈ Aλ tal que qλ(a) = 0,
entonces qλ(a) = 0, aśı a ∈ ker qλ = Nλ, por lo tanto a es congruente con cero módulo Nλ,
de esta manera qλ es una F -norma.
Sea τAλ la topoloǵıa en Aλ definida por qλ. Aśı (Aλ, τAλ) es un álgebra metrizable localmente
uniformemente absorbente para toda λ ∈ Λ.
Para cualquier λ, µ ∈ Λ con λ ≺ µ, sea hλµ el morfismo definido por hλµ(πµ(a)) = πλ(a) para
cada a ∈ A. Entonces hλµ es un homomorfismo continuo de Aµ sobre Aλ, hλλ es el morfismo
identidad en Aλ para toda λ ∈ Λ y hλµ ◦hµγ = hλγ para toda λ, γ, µ ∈ Λ, con λ ≺ µ ≺ γ. En
efecto, dado que λ ≺ µ, entonces qλ(a) ≤ qµ(a) para toda a ∈ A, se sigue de tomar ı́nfimos
en la siguiente contención

{ρ ∈M : a ∈ Vµ(ρ)} ⊂ {ρ ∈M : a ∈ Vλ(ρ)},

luego

qλ(hλµ(πµ(a))) = qλ(πλ(a)) = qλ(a) ≤ qµ(a) = qµ(πµ(a))

lo cual prueba la continuidad de hλµ.
Aśı {Aλ, hλµ,Λ} es un sistema proyectivo de álgebras metrizables localmente uniformemente
absorbentes Aλ con homomorfismos continuos hλµ y

lim←−Aλ = {(πλ(a))λ∈Λ ∈
∏
λ∈Λ

Aλ : hλµ(πµ(a)) = πλ(a), siempre que λ ≺ µ}

es el ĺımite proyectivo de ese sistema.
Sea e el morfismo definido por e(a) = (πλ(a))λ∈Λ para cada a ∈ A y Prλ la proyección de∏
µ∈Λ

Aµ sobre Aλ para cada λ ∈ Λ. Ya que Prλ(e(a)) = πλ(a) para cada a ∈ A y cada λ ∈ Λ

y πλ es continuo para cada λ ∈ Λ, entonces e es un morfismo continuo de A en
∏

µ∈ΛAµ.
Más aun, si a, b ∈ A son tales que e(a) = e(b), entonces πλ(a) = πλ(b) para cada λ ∈ Λ. Por
lo tanto, a+Nλ = b+Nλ, lo cual implica que a− b ∈ Nλ para toda λ ∈ Λ. Entonces

a− b ∈
⋂
λ∈Λ

Nλ =
⋂

O∈LA
O = 0A

dado que A es un espacio de Hausdorff. Lo cual significa que a = b. Aśı e es un morfismo
inyectivo.
Por otro lado, el morfismo inverso
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e−1 : e(A) −→ A

es también continuo. En efecto nótese que el siguiente diagrama conmuta

e(A)

Prλ ""

e−1
// A

πλ
��
Aλ

(3.6)

de esta manera se tiene que e−1 es continuo, ya que Prλ es continuo para todo λ ∈ Λ; es
decir,

πα ◦ e−1 es continuo para todo λ ∈ Λ

y dado que A tiene la topoloǵıa inicial dada por los morfismos πλ, entonces por el teorema
1.0.13 se sigue que e−1 es continuo.
Para mostrar que e(A) es denso en lim←−Aλ, sea (a)λ∈Λ ∈ lim←−Aλ un elemento arbitrario y
O una vecindad arbitraria de (aλ)λ∈Λ ∈ lim←−Aλ. Entonces existe una vecindad U de (aλ)λ∈Λ

en
∏

λ∈ΛAλ tal que O = U ∩ lim←−Aλ. Entonces existe un subconjuto finito H ⊂ Λ tal que
U ′ =

∏
λ∈Λ Uλ ⊂ U , donde Uλ es una vecindad de aλ ∈ Aλ, si λ ∈ H y Uλ = Aλ si λ ∈ Λ \H.

Sea µ ∈ Λ tal que λ ≺ µ para toda λ ∈ H y

V =
⋂
λ∈H

h−1
λµ(Uλ).

Entonces V es vecindad de aµ ∈ Aµ. Sea a ∈ π−1
µ (V ). Entonces πµ(a) ∈ V . Por lo tanto,

πλ(a) = hλµ(πµ(a)) ∈ Uλ para toda λ ∈ H. Lo cual significa que e(a) ∈ U ′ ∩ lim←−Aλ ⊂
U ∩ lim←−Aλ = O. Aśı, e(A) es denso en lim←−Aλ.

Si ahora A es un álgebra completa, localmente uniformemente absorbente de Hausdorff,
sea (e(aα))α∈Λ una red de Cauchy en e(A) y O cualquier vecindad de cero en (A, τ). Ya
que e es un morfismo abierto de A sobre e(A), entonces e(O) es una vecindad de cero en
e(A). Aśı, existe un ı́ndice α0 ∈ Λ tal que e(aβ) − e(aγ) ∈ e(O) o aβ − aγ ∈ O siempre que
β, γ ∈ Λ, con α0 ≺ β y α0 ≺ γ. Lo cual significa que (aα)α∈Λ es una red de Cauchy en A.
Ya que A es completa, entonces existe un elemento a0 ∈ A tal que (aα)α∈Λ converge a a0 en
A. Aśı (e(aα))α∈Λ converge a e(a0) en e(A) pues e es continuo. Consecuentemente, e(A) es
completo y por lo tanto es cerrado en lim←−Aλ. Debido a que e(A) es denso en lim←−Aλ, entonces
e(A) = lim←−Aλ.

Sea ahora A un álgebra localmente A-pseudoconvexa (localmente A-convexa) de Hausdorff
y P = {pλ : λ ∈ Λ} una colección saturada de seminormas Kλ-homogéneas en A con
Kλ ∈ (0, 1] para cada λ ∈ Λ (respectivamente una colección de seminormas homogéneas en
A) la cual define la topoloǵıa de A. Se toma a Aλ = A/ ker pλ y las normas pλ en Aλ se
definen de la siguiente manera:
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pλ(πλ(a)) = pλ(a) para cada a ∈ A y λ ∈ Λ,

donde πλ es el homomorfismo canónico de A sobre Aλ.
Entonces ker pλ es un ideal bilateral cerrado en A y Aλ es un álgebra A-(kλ-normada) (si A
es un álgebra localmente A-convexa, entonces Aλ es un álgebra A-normada) para cada λ ∈ Λ
fijo. El orden ≺ en Λ se define de la siguiente manera: λ ≺ µ si y solo si pλ(a) ≤ pµ(a) para
cada a ∈ A. Entonces (Λ,≺) es un conjunto dirigido. En efecto

1) Es reflexiva, ya que pλ(a) ≤ pλ(a), entonces λ ≺ λ.

2) Es antisimétrica, ya que si α, β ∈ Λ, tal que α ≺ β y β ≺ α, entonces pα(a) ≤ pβ(a) y
pβ ≤ pα, aśı pα = pβ y de esta manera α = β.

3) Es transitiva, ya que si α, β, γ ∈ Λ, son tales que α ≺ β y β ≺ γ, entonces pα(a) ≤ pβ(a)
y pβ(a) ≤ pγ(a), aśı pα(a) ≤ pγ(a), lo cual implica que α ≺ γ.

Como antes, para cada λ, µ ∈ Λ con λ ≺ µ, se define el homomorfismo hλµ de Aµ en Aλ por
hλµ(πµ(a)) = πλ(a) para cada a ∈ A. Entonces hλµ con λ ≺ µ es un morfismo continuo, pues

pλ(hλµ(πµ(a))) = pλ(πλ(a)) = pλ(a) ≤ pµ(a) = pµ(πµ(a))

para cada a ∈ A. De nuevo, en forma similar, {Aλ : hλµ,Λ} es un sistema proyectivo de
álgebras A-(kλ-normadas) (respectivamente, álgebras A-normadas) y A es topológicamente
isomorfa a una subálgebra densa del ĺımite proyectivo lim←−Aλ de ese sistema. En el caso
cuando A es completa, A y lim←−Aλ son topológicamente isomorfas. �

Teorema 3.0.90 (Teorema 3.3 en [6]) Para cualquier álgebra A (real o compleja) localmente
idempotente de Hausdorff existe un sistema proyectivo

{Ãλ; h̃λµ,Λ}

de álgebras de Fréchet localmente idempotente y homomorfismos continuos h̃λµ de Ãλ a Ãµ
(siempre que λ ≤ µ) tal que A es topológicamente isomorfa a una subálgebra densa del ĺımi-
te proyectivo lim←− Ãλ de ese sistema. En el caso particular, cuándo además, A es completa,

entonces A y lim←− Ãλ son topológicamente isomorfas.
Más aun, si A es un álgebra localmente m-pseudoconvexa (localmente m-convexa) de Haus-
dorff, entonces A es topológicamente isomorfa a una subálgebra densa del ĺımite proyectivo de
lim←− Ãλ de álgebras kλ-Banach (respectivamente, álgebras de Banach). En particular, cuándo

además A es completa, entonces A y lim←− Ãλ son topológicamente isomorfas.
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Demostración: Sea A un álgebra localmente idempotente de Hausdorff, LA la base de
vecindades cerradas y balanceadas de cero en A y SA = {Sλ : λ ∈ Λ} la colección de todas
las cadenas en LA. Similarmente como en la prueba del teorema anterior, se define el orden
≺ en Λ de la siguiente manera: se dice que λ ≺ µ en Λ si y solo si Sµ ⊂ Sλ. Entonces (Λ,≺)
es un conjunto dirigido.
Para cada λ ∈ Λ, sea qλ la F -seminorma en A definida por la cadena Sλ = (Oλ

n),

Nλ =
∞⋂
n=1

Oλ
n

(por el lema 3.0.88 Nλ es un ideal bilateral cerrado en A), Aλ = A/Nλ y sea πλ el homo-
morfismo canónico de A sobre Aλ. Más aun, sea qλ(πλ(a)) = qλ(a) para cada a ∈ A, Ãλ la
completación de Aλ, νλ el isomorfismo topológico de Aλ sobre una subálgebra densa de Ãλ
(definida por la completación de Aλ), q̃λ la extensión de qλ ◦ ν−1

λ a Ãλ y τ̃λ la topoloǵıa en
Ãλ, definida por q̃λ. Entonces

q̃λ[(νλ ◦ πλ)(a)] = qλ(πλ(a)) = qλ(a)

para cada a ∈ A y ker qλ = Nλ. Por lo tanto, q̃λ es una F -norma en Ãλ. Ya que Aλ es un
álgebra metrizable localmente idempotente, entonces la multiplicación en Aλ es continua,
por lo cual Ãλ es un álgebra. Por lo tanto, (Ãλ, τ̃) es un álgebra localmente idempotente de
Fréchet para cada λ ∈ Λ.
Similarmente como en la prueba del teorema aterior para cada λ, µ ∈ Λ, con λ ≺ µ, se define
el morfismo hλµ por hλµ(πµ(a)) = πλ(a) para toda a ∈ A. Entonces hλµ es un homomorfismo
continuo de Aµ en Aλ, hλλ es el morfismo identidad en Aλ para cada λ ∈ Λ y hλµ ◦hµγ = hλγ
para cada λ, µ, γ ∈ Λ con λ ≺ µ ≺ γ. Ya que νλ ◦ hλµ ◦ ν−1

µ es un homomorfismo continuo

de νµ(Aµ) en Ãλ, entonces existe una extensión continua h̃λµ de Ãµ en Ãλ tal que h̃λµ es un
homomorfismo y

h̃λµ[νµ(πµ(a))] = νλ[hλµ(πµ(a))] = νλ[πλ(a)]

para cada a ∈ A y λ, µ ∈ Λ con λ ≺ µ. Ya que h̃λλ es el morfismo identidad en Ãλ para cada
λ ∈ Λ y h̃λµ ◦ h̃µγ = h̃λγ, siempre que λ, µ, γ ∈ Λ y λ ≺ µ ≺ γ, entonces {Ãλ; h̃λµ,Λ} es un
sistema proyectivo de álgebras localmente idempotentes de Fréchet Ãλ con homomorfismos
continuos h̃λµ de Ãµ en Ãλ y

lim←− Ãλ = {(νλ[πλ(a)])λ∈Λ ∈
∏
λ∈Λ

Ãλ : h̃λµ[νµ(πµ(a))] = νλ(πλ(a)), siempre que λ ≺ µ}

es el ĺımite proyectivo de ese sistema.
Sea ẽ el morfismo definido por ẽ(a) = (νλ[πλ(a)])λ∈Λ de A en

∏
µ∈Λ

Ãµ para cada λ ∈ Λ. Simi-

larmente como en la prueba del terorema anterior, se puede mostrar que ẽ es un isomorfismo
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topológico de A sobre un subconjunto denso de lim←− Ãλ.
Más aun, A y lim←− Ãλ son topológicamente isomorfos, si A es completa.
Sea ahora A un álgebra localmente m-pseudoconvexa (localmente m-convexa) de Hausdorff.
Entonces cualquier álgebra Aλ en la primera parte de la prueba es un álgebra kλ-normada
(respectivamente normada) pues la completación Ãλ de Aλ es un álgebra kλ-Banach (res-
pectivamente de Banach). Como en la primera parte de la prueba, se puede mostrar que A
es topológicamente isomorfa a una subálgebra densa del ĺımite proyectivo lim←− Ãλ de álgebras

kλ-Banach (respectivamente de Banach). Más aun A y lim←− Ãλ son topológicamente isomorfas
si A es completa. �

El siguiente diagrama ilustra las álgebras involucradas en el teorema anterior

l.m.p-c..-Álgebras localmente multiplicativamente pseudo-convexas

Kλ-N.-Álgebras normadas

Kλ-B.-Álgebras de Banach

A la última parte del teorema anterior se le conoce como la descomposición de Arens-Michael
generalizada.

Corolario 3.0.91 Sea A un álgebra de Hausdorff con unidad, LA la base de vecindades
cerradas y balanceadas de cero en A y

QA = {qS : S es una cadena en LA}

la colección de F -seminormas, la cual define la topoloǵıa de A. Si toda qS es submultiplicativa,
entonces A es localmente m-pseudoconvexa.
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Demostración: Sea A un álgebra de Hausdorff con elemento unidad eA tal que toda F -
seminorma qS en QA es submultiplicativa. Entonces, por el corolario 3.0.85 A es un álgebra
localmente idempotente. Para cualquier S en LA, sea AS = A/ ker qS, πS el homomorfismo
canónico de A sobre AS y qS el morfismo definido por qS(πS(a)) = qS(a) para toda a ∈
A. Entonces qS es una F -norma submultiplicativa en AS. Por lo tanto, la extension q̃S es
una F -norma submultiplicativa en la completación ÃS. Para mostrar que ÃS es un álgebra
localmente acotada (es decir, ÃS contiene una vecindad acotada de cero); sea

OS = {x ∈ ÃS : q̃S(x) ≤ 1},

x0 un elemento arbitrario en OS y (αn) una sucesión arbitraria en K la cual converge a
cero. Podemos suponer que |αnn| ≤ 1 para cada n ∈ N (en caso contrario, se puede usar
la subsucesión (αkn) en lugar de (αn), para la cual |αknn| ≤ 1, pues (αkn) converge a cero
también). Ya que

0 ≤ q̃S(αnx0) = q̃S((αneA)x0) ≤ q̃S((αnn) 1
n
eA)q̃S(x0) ≤ q̃S( 1

n
eA),

entonces

0 ≤ ĺım
n→∞

q̃S(αnx0) ≤ ĺım
n→∞

( 1
n
eA) = 0

se sigue que (αnx0) converge al elemento cero de A. Lo cual significa que OS es una ve-
cindad acotada de cero en ÃS. Por lo tanto, AS es un álgebra localmente acotada y por
consiguiente localmente m-pseudoconvexa. Consecuentemente, por el teorema 3.0.90 A es to-
pológicamente isomorfa a una subálgebra densa W del ĺımite proyectivo lim←− ÃS de álgebras

localmente m-pseudoconvexas completas ÃS. Por lo tanto, W es subálgebra del producto∏
S⊂LA

ÃS. Ya que el producto de álgebras localmente m-pseudoconvexas es localmente m-

pseudoconvexa en la topoloǵıa producto y cualquier subálgebra de un álgebra localmente m-
pseudoconvexa es localmente m-pseudoconvexa en la topoloǵıa relativa, entonces W es local-
mente m-pseudoconvexa. Consecuentemente, A es también localmente m-pseudoconvexa.�

Corolario 3.0.92 Cualquier m-álgebra de Hausdorff con unidad es localmente m-pseudoconvexa.

Demostración: Sea S = (Un) una cadena en LA, aśı Un ⊂ Un+m y Um ⊂ Un+m, luego

Un · Um ⊂ Un+m · Un+m ⊂ Un+m

lo anterior debido a que A es una m-álgebra. Por lo tanto, Un·Um ⊂ Un+m y por la proposición
3.0.84, qS es una seminorma submultiplicativa. Aśı por el corolario anterior, el álgebra es
localmente m-pseudoconvexa. �
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3.0.9. Aplicaciones

En esta sección, se consideran álgebras topológicas dotadas de una topoloǵıa de Hausdorff
que hace que la multiplicación sea continua.

Definición.- 3.0.93 Un multiplicador izquierdo (derecho) en E es un morfismo lineal
T : E → E tal que T (xy) = T (x)y(= xT (y)) para cada x, y ∈ A.
T es llamado un multiplicador bilateral (o un multiplicador) en A si es un multiplicador
izquierdo y derecho. Se denota comoMl(E)(Mr(E)) el conjunto de todos los multiplicadores
izquierdos (derechos) en E y por M(E) el conjunto de todos los multiplicadores en E.

Definición.- 3.0.94 Un álgebra E es propia si xE = {0} implica que x = 0 (o Ex = {0}
implica que x = 0), donde 0 denota el elemento cero de E.

Sea E un álgebra propia. Para x ∈ E y debido a la asociatividad de la multiplicación en
E, los operadores lx y rx dados por

lx(y) = xy y rx(y) = yx para cada y ∈ E,

respectivamente, definen inclusiones de E enM(E) de tal manera que E es identificado con
un ideal bilateral de M(E).

Definición.- 3.0.95 Una identidad aproximada en un álgebra E es una red {eδ}δ∈Λ en
E tal que

xeδ −→
δ
x y eδx −→

δ
x

para cada x ∈ A.

Nótese que cualquier álgebra con una identidad aproximada es propia. En efecto, sean {eδ}
una identidad aproximada en E y x ∈ E tal que xE = {0}, entonces

xeδ = 0 para cada δ ∈ Λ,

pero xeδ → x, aśı x = 0. De forma análoga se tiene que Ex = {0} implica que x = 0.

Sean p1, p2, ..., pn una colección de kpj -seminormas en E y sea k = mı́n
1≤j≤n

{kpj}; entonces

la función q = p1 ∨ p2 ∨ ... ∨ pn definida como
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q(x) := máx{p
k
kp1
1 (x), p

k
kp2
2 (x), ..., p

k
kpn
n (x)}

es también una pseudo-seminorma en E (con ı́ndice de homegeneidad k).
Para demostrar esto, considérese lo siguiente

1) Por definición, q : E → R+

2) Se probará que q(x+ y) ≤ q(x) + q(y). En efecto, sean x, y ∈ E, entonces

q(x+ y) = p
k
kpi
i (x+ y) = (pi(x+ y))

k
kpi ≤ p

k
kpi
i (x) + p

k
kpi
i (y).

3) Sea λ ∈ K y x ∈ E, entonces

q(λx) = p
k
kpi
i (λx) = (pi(λx))

k
kpi = (λkpipi(x))

k
kpi = λkp

k
kpi
i (x) = λkq(x).

Por lo anterior q es una pseudo-seminorma con ı́ndice de homogeneidad k.

Definición.- 3.0.96 Una familia P de pseudo-seminormas es llamada saturada si satisface
la siguiente condición

p1, p2, ..., pn ∈ P entonces p1 ∨ p2 ∨ ... ∨ pn ∈ P . (3.7)

Sea G el conjunto de todas las pseudo-seminormas en E.

Definición.- 3.0.97 Para cualquier subconjunto P de G, sea

P = {q ∈ G : q = p1 ∨ p2 ∨ ... ∨ pn, pj ∈ P}.

El conjunto P satisface la condición (3.7) y es llamada la cerradura saturada de P.

Lema 3.0.98 P y P inducen en E la misma topoloǵıa.

Demostración: Es suficiente observar que

p(xα − x)→ 0 para cada p ∈ P

si y solo si



81

q(xα − x)→ 0 para cada q ∈ P .

En efecto, supongamos que

p(xα − x)→ 0 para cada p ∈ P .

Sea q ∈ P , entonces q(xα − x) = máx{p
k
kp1
1 (xα − x), ..., p

k
kpn
n (xα − x)}.

Sea q(xα − x) = p
k
kpi
i (xα − x), pero

pi(xα − x)→ 0,

entonces, para cada ε > 0 existe γ tal que

pi(xα − x) ≤ ε siempre que γ < α,

lo cual implica que

p
k
kpi
i (xα − x) ≤ ε

k
kpi < ε siempre que γ < α.

Por lo tanto,

q(xα − x)→ 0 para cada q ∈ P .

Rećıprocamente, supóngase que

q(xα − x)→ 0 para cada q ∈ P .

Sea p ∈ P ⊆ P , entonces p ∈ P .
Aśı

p(xα − x)→ 0 para cada p ∈ P . �

Serán necesarias algunas proposiciones para obtener el resultado deseado.
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Proposición 3.0.99 (Proposición 3.2.10 p.113 en [12]) Sea (E,P) y (F,Q) dos espacios
localmente convexos, donde P = {pα : α ∈ Λ} es un conjunto saturado de kα-seminormas en
E que definen su topoloǵıa, y Q = {qβ : β ∈ Λ} es un conjunto de kβ-seminormas en F que
definen su topoloǵıa. Entonces una transformación lineal T : E → F es continua si y solo si
para cada qβ ∈ Q, existe un pα ∈ P y una constante C = Cαβ > 0 tal que

qβ(T (x)) ≤ C · p(x)
kβ
kα para cada x ∈ E. (3.8)

Donde, kα y kβ son los ı́ndices de homogeneidad de pα y pβ respectivamente.

Demostración: Suponiendo verdadera la relación (3.8) se probará la continuidad de T . En
efecto, sea V una vecindad de cero en Y , donde

V = {y ∈ Y : qβ(y) ≤ ε},

entonces, basta considerar a U la vecindad de cero en X, la cual está dada por

U = {x ∈ X : pα(x) ≤ ( ε
C

)
ρα
ρβ },

con C la constante que existe por (3.8). Por lo tanto, se tiene que

qβ(T (u)) ∈ V ,

lo cual implica la continuidad de T en el cero y por lo tanto T es continua.
Rećıprocamente, por la continuidad de T en el cero, se tiene que dados qβ y ε > 0, existen
pα y δ > 0 tales que

pα(x) ≤ δ implica que qβ(T (x)) ≤ ε. (3.9)

Para un x con pα(x) 6= 0, se escribe x1 = ( δ
pα(x)

)
1
ρα x. Entonces pα(x1) = δ, de esta manera,

por (3.9), se tiene que qβ(T (x1)) ≤ ε. Aśı, la relación (3.8) se satisface, con C = εδ
ρα
ρβ .

Ahora, si pα(x) = 0, se tendŕıa que p(nx) = 0 para cada n entero, entonces pα(nx) ≤ δ, lo cual
implicaŕıa que qβ(nT (x)) ≤ ε, por lo tanto qβ(T (x)) ≤ ε

n
ρβ . De esta manera qβ(T (x)) = 0.

Con lo cual se cumple la relación (3.8). �

En el caso cuándo E = (E, p) es un espacio kp−seminormado y F = (F, q) es un espacio
kq−seminormado, la relación (3.8) toma la forma

q(T (x)) ≤ C · p(x)
kq
kp para cada x ∈ E. (3.10)

Se denotará por L(E,F ) el espacio de todas las transformaciones lineales continuas de (E, p)
en (F, q). Para T ∈ L(E,F ) se establece

||T || = ı́nf{C > 0 : q(T (x)) ≤ C · p(x)
kq
kp para cada x ∈ E}. (3.11)

De aqúı se deriva la siguiente proposición.
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Proposición 3.0.100 La relación (3.11) define una kq-seminorma en L(E,F ). Por lo tan-
to, L(E,F ) es un espacio kq-seminormado.

Demostración: De la definición se sigue que

1) || · || : L(E,F )→ R+ ∪ {0}

2) Se probará que || · || es subaditiva.
Sean T, S ∈ L(E,F ) y considerense

H = {B > 0 : q(T (x)) ≤ B · p(x)
kq
kp para cada x ∈ E},

I = {C > 0 : q(S(x)) ≤ C · p(x)
kq
kp para cada x ∈ E}

y

J = {D > 0 : q((T + S)(x)) ≤ D · p(x)
kq
kp para cada x ∈ E}.

Nótese que ı́nf H = ||T ||, ı́nf I = ||S|| e ı́nf J = ||T + S||.
Por otro lado, sea A ∈ H + I, entonces A = B + C, con B ∈ H y C ∈ I. Aśı

q((T + S)(x)) = q(T (x) + S(x)) ≤ q(T (x)) + q(S(x)) ≤ B · p(x)
kq
kp + C · p(x)

kq
kp =

(B + C) · p(x)
kq
kp = A · p(x)

kq
kp .

Por lo tanto, q((T + S)(x)) ≤ A · p(x)
kq
kp para cada x ∈ E. Entonces A ∈ J , lo cual

implica que H + I ⊆ J , de esta manera ı́nf J ≤ ı́nf H + I = ı́nf H + ı́nf I.

3) Sea λ ∈ K y T ∈ L(E,F ), entonces

||λT || = ı́nf{B > 0 : q(λT (x)) ≤ B · p(x)
kq
kp para cada x ∈ E}

= ı́nf{B > 0 : λkqq(T (x)) ≤ B · p(x)
kq
kp para cada x ∈ E}

= λkq ı́nf{B > 0 : q(T (x)) ≤ B · p(x)
kq
kp para cada x ∈ E} = λkq ||T ||.

Por lo tanto, || · || define una kq−seminorma y en consecuencia el espacio L(E,F ) es un
espacio kq−seminormado. �

Se puede decir más en el caso particular del álgebra de operadores lineales acotados L(E)
en el espacio kp-seminormado (E, p).
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Proposición 3.0.101 Sea (E, p) un espacio kp−seminormado. Entonces L(E), el álge-
bra de todos los operadores lineales acotados en E, es un álgebra kp-seminormada bajo la
kp−seminorma

||T || = sup
p(x)≤1

p(T (x)).

Más aun, si p es una kp−norma en E, entonces también lo es || · || en L(E), y si (E, p) es
kp-normada y completa, entonces || · || también lo es en L(E).

Demostración: Para probar que || · || es una kp−seminorma de álgebra, por la proposición
anterior solo queda por probar que la kp−seminorma || · || es submultiplicativa. En efecto,
sean T1, T2 ∈ L(E), entonces

p(T1T2x) ≤ ||T1||p(T2x) ≤ ||T1||||T2||p(x).

Pero ||T1T2|| es la constante positiva más pequeña que satisface la desigualdad anterior, por
lo tanto ||T1T2|| ≤ ||T1||||T2||.
Ahora, supóngase que p es una kp−norma, entonces si ||T || = 0, se tiene que p(T (x)) = 0
para cada x ∈ E, lo cual implica que T (x) = 0 para cada x ∈ E. Por lo tanto, T ≡ 0, aśı || · ||
es una kp−norma.
Ahora, supóngase que p es también completa, si (Tn) ∈ L(E) es una sucesión de Cauchy,
entonces se tiene que

||Tn − Tm|| ≤ ε (3.12)

siempre que n > m > N , con N ∈ N. Esto implica que

p((Tn(x)− Tm(x)) ≤ p((Tn − Tm)(x)) ≤ ||Tn − Tm||p(x) < εp(x)

siempre que n > m > N , con N ∈ N.
Lo cual implica que Tn(x) es una sucesión de Cauchy en E. Entonces, sea Tx = ĺımTnx (este
ĺımite existe, ya que E es completo). Aśı, T es lineal. Sea Ty = ĺımTny y Tx = ĺımTnx,
entonces Tx+Ty = ĺım(Tnx+Tny) = ĺımTn(x+y) = T (x+y). Por unicidad del ĺımite (por
ser E de Hausdorff), se tiene que T (x + y) = T (x) + T (y). Similarmente, Tλx = λTx. Por
último, si m tiende a infinito en (3.12), entonces se tiene

||Tn − T || ≤ ε,

siempre que n > N , con N ∈ N. Por lo tanto, ĺımTn = T ∈ L(E). �



85

Proposición 3.0.102 Si (E, p) es un álgebra kp−Banach (kp−normada y completa), propia
y T es un multiplicador en E, Entonces T es acotado. Más aun M(E) es una subálgebra
cerrada y conmutativa de L(E). Por lo tanto, una subálgebra kp−Banach conmutativa.

Demostración: En efecto, si el álgebra E es propia, sean T un multiplicador bilateral de
E y x, y, z ∈ E, entonces

x[T (ay + bz)] = T (x)[ay + bz] = T (x)ay + T (x)bz = xaT (y) + xbT (z) = x[aT (y) + bT (z)],

aśı

T (ay + bz) = aT (y) + bT (z).

Aśı T es lineal. Más aun, si y, z ∈ A y {yn} ⊂ E sucesión tal que

p(yn − y)→ 0 y p(Tyn − z)→ 0,

entonces para cada x ∈ E

p(xz − xTy) = p(xz − Txyn + Txyn − xTy) ≤ p(xz − xTyn) + p(Txyn − xTy) ≤
p(x)p(z − Tyn) + p(Tx)p(yn − y).

Por lo tanto, xz = xTy y dado que E es propia, se tiene que z = Ty.
Por el teorema de la gráfica cerrada, el multiplicador T es continuo. De esta manera M(E)
es una subálgebra de L(E). �

Proposición 3.0.103 Si (E,P) es un álgebra localmente m−pseudoconvexa, entonces el
álgebra L(E) es también un álgebra localmente m−pseudoconvexa bajo la topoloǵıa definida
por el conjunto de pseudo-seminormas Ṗ = {ṗ : p ∈ P}, donde, para T ∈ L(E), se define

ṗ(T ) = sup
p(x)≤1

p(T (x)).

Demostración: Como (E,P) es un álgebra localmente m−pseudoconvexa, entonces su
topoloǵıa puede ser dada por una familia de pseudo-seminormas, donde cada pα ∈ P es
submultiplicativa. Considérese las algebras kpα-seminormadas

Eα = (E, pα)
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Por la proposición 3.0.101 se tiene que el algebra L(Eα) es un álgebra kpα-seminormada bajo
la kpα−seminorma

||T || = sup
pα(x)≤1

pα(T (x)).

Luego, si L(E) está dotada de la topoloǵıa inicial dada por los morfismos

iα : L(E)→ L(Eα),

entonces L(E) se vuelve un álgebra localmente m−pseudoconvexa bajo la topoloǵıa definida
por el conjunto de pseudo-seminormas Ṗ = {ṗ : p ∈ P} donde,

ṗ(T ) = sup
p(x)≤1

p(T (x)). �

Teorema 3.0.104 Sea (E,P) un álgebra completa localmente m-pseudoconvexa de Haus-
dorff, donde P = {pα : α ∈ Λ} es una familia saturada de Kλ-seminormas en E; supóngase
que E tiene una identidad aproximada (eδ)δ∈∆ y que cada factor Eα = E/ ker pα en su
descomposición de Arens-Michael generalizada es completa. Entonces

M(E) ∼= lim←−M(Eα)

salvo un isomorfismo de álgebras topológicas.

Demostración: Nótese que bajo las hipótesis anteriores, los morfismos fα del siguiente
diagrama

lim←−Eα

fα ##

ϕ−1
// E

ρα

��
Eα

(3.13)

resultan ser suprayectivos para cada α ∈ Λ. Aśı, para cada xβ ∈ Eβ, existe un elemento
(wα)α∈Λ ∈ lim←−Eα tal que fβ((wα)α∈Λ) = xβ consecuentemente
fαβ(xβ) = fαβ(fβ((wα)α∈Λ)) = wα, entonces

wα = fαβ(xβ) siempre que α ≤ β.

Para cada α ≤ β, se define el morfismo hαβ :M(Eβ)→M(Eα) por
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[hαβ(Tβ)](xα) = fαβ(Tβ(xβ))

para ver que hαβ está bien definido, primero se verificará que ker fαβ es Tβ-invariante para
cada Tβ ∈M(Eβ), es decir

Tβ(ker fαβ) ⊆ ker fαβ si α ≤ β

Sea yβ ∈ Tβ(ker fαβ), entonces yβ = T (xβ), con xβ ∈ ker fαβ, luego fαβ(yβ) = fαβ(T (xβ)) =
fαβ(T (ĺım

δ
xβeδ)) = fαβ ĺım

δ
T (xβeδ) = ĺım

δ
fαβT (xβeδ) = ĺım

δ
[fαβ(xβ)fαβ ◦ Teδ] = 0. Por lo

tanto, Tβ(ker fαβ) ⊂ ker fαβ.
Ahora se verificará que hαβ está bien definido. En efecto, si α ≤ β, x ∈ ker pα y Tβ ∈M(Eβ).
Entonces

0Eα = ker pα = x+ ker pα = ρα(x) = (fα ◦ ϕ)(x) = (fαβ ◦ fβ ◦ ϕ)(x)

lo cual se ilustra en el siguiente diagrama

E

ρβ

��

ρα

��

ϕ // lim←−Eα

fβ

��

fα

{{
Eα

Eβ

fαβ

OO

(3.14)

donde ρα(x) = x+ ker pα y fα = Prα|lim←−Eα . Lo anterior implica que

(fβ ◦ ϕ)(x) ∈ ker fαβ.

Ya que ker fαβ es Tβ invariante, entonces Tβ(fβ ◦ ϕ(x)) ∈ ker fαβ, aśı

fαβ(Tβ(fβ ◦ ϕ)(x)) = 0,

entonces fαβ(Tβ(xβ)) = 0Eα , es decir [hαβ(Tβ)](xα) = 0Eα .
Además, se probará que hαβ(Tβ) es de hecho un multiplicador en Eα:
En efecto, sean xα, yα ∈ Eα. Entonces

[hαβ(Tβ)](xαyα) = fαβ(Tβ(xβyβ)) = fαβ(xβTβ(yβ)) = fαβ(xβ)fαβ(Tβ(yβ)) = xα[hαβ(Tβ)](yα).
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Entonces hαβ(Tβ) es un multiplicador derecho. De manera similar se prueba que es un mul-
tiplicador izquierdo.
El morfismo hαβ es un morfismo lineal:
En efecto, sean Tβ, Sβ ∈M(Eβ) y xα ∈ Eα. Entonces

[hαβ(Tβ + Sβ)](xα) = fαβ(Tβ + Sβ)(xβ) = fαβ(Tβ(xβ) + Sβ(xβ)) =
fαβ(Tβ(xβ)) + fαβ(Sβ(xβ)) = [hαβ(Tβ)](xα) + [hαβ(Sβ)](xα).

Por lo tanto, hαβ(Tβ + Sβ) = hαβ(Tβ) + hαβ(Sβ).
Más aun, hαβ es multiplicativo.
Ahora se verá que hαβ es continuo. Ya que fαβ : Eβ → Eα es un morfismo continuo entre
álgebras kα-normadas, entonces para cada ṗα, existe ṗβ y una constante C = Cαβ > 0 tal
que

ṗα(fαβ(yβ)) ≤ C(ṗβ(yβ))
kα
kβ para toda yβ ∈ Eβ (3.15)

en particular, sea yβ = Tβ(xβ), tomando el supremo en el lado derecho de (3.15) y conside-
rando que M(Eβ) es un álgebra kβ-Banach, se tiene que

ṗα(fαβ(Tβ(xβ))) ≤ C sup
ṗβ(xβ)≤1

{(ṗβ(Tβ(xβ))
kα
kβ } ≤ C(||Tβ||β)

kα
kβ

para cualquier xβ ∈ Eβ con ṗβ(xβ) ≤ 1 y donde || · ||β es la kβ-norma en el álgebra de
multiplicadores M(Eβ). (Lo anterior ya que T es acotado en una k-Banach)
Ya que fαβ(Tβ(xβ)) = [hαβ(Tβ)](xα) siempre que α ≤ β
(por lo tanto ṗα(xα) ≤ ṗβ(xβ)), entoces

ṗα([hαβ(Tβ)](xα)) ≤ C(||Tβ||β)
kα
kβ

para cualquier xα ∈ Eα, con ṗα(xα) ≤ 1. Tomando el supremo del lado izquierdo se tiene
que

sup
ṗα(xα)≤1

ṗα([hαβ(Tβ)](xα)) ≤ C(||Tβ||β)
kα
kβ

aśı

||hαβ(Tβ)||α ≤ C(||Tβ||β)
kα
kβ .

Por lo tanto, cada hαβ es continuo.
Hasta este momento se tiene la familia de álgebras topológicas {M(Eα)}α∈Λ y la familia de
morfismos lineales, multiplicativos y continuos
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hαβ :M(Eβ)→M(Eα), α ≤ β.

Además

[hαα(Tα)](xα) = fαα(Tα(xα)) = Tα(xα),

es decir hαα es la identidad en el álgebra MEα . Por otro lado, si α ≤ β ≤ γ, se tiene
fαβ ◦ fβγ = fαγ y por lo tanto

[(hαβ ◦ hβγ)(Tγ)](xα) = [hαβ(hβγ(Tγ))](xα)

como hβγ(Tγ) es un multiplicador, por decir Tβ, entonces

[hαβ(hβγ(Tγ))](xα) = [hαβ(Tβ)](xα) = fαβ(Tβ)(xβ) = fαβ[hβγ(Tγ)](xβ) = fαβ ◦ fβγ(Tγ)(xγ) =
fαγ(Tγ)(xγ) = [hαγ(Tγ)](xα).

Por lo tanto, hαβ ◦ hβγ = hαγ.
Es decir el siguiente diagrama conmuta

M(Eγ)

hαγ %%

hβγ //M(Eβ)

hαβyy
M(Eα)

(3.16)

De esta manera {(M(Eα), hαβ)}α∈Λ es un sistema proyectivo de álgebras kα−Banach y es
posible considerar su ĺımite inverso.

Sea T ∈M(E), entonces induce un morfismo bien definido

Tα : Eα → Eα,

dado por

Tα(xα) = (T (x))α o Tα(ρα(x)) = ρα(T (x))

Lo cual se ilustra en el siguiente diagrama

E
T //

ρα
��

E

ρα
��

Eα //
Tα

// Eα
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Ahora se probará que Tα es un multiplicador. En efecto, sean xα, yα ∈ Eα, luego

Tα(xαyα) = Tα((xy)α) = (T (xy))α = (xT (y))α = xα(T (y))α = xα(Tα(yα)).

De esta manera Tα es un multiplicador derecho; de manera similar se puede probar que es
un multiplicador izquierdo.
Nótese que (Tα)α∈Λ es de hecho un elemento del lim←−M(Eα).
En efecto, para α ≤ β y ρα(x) = xα ∈ Eα se tiene que

(hαβ(Tβ))(ρα(x)) = (hαβ(Tβ))(xα) = fαβ(Tβ)(xβ) = fαβ((Tβ)(ρβ(x)) = fαβ(ρβ(T (x))) =
fαβ((fβ ◦ ϕ)(T (x)) = ((fαβ ◦ fβ) ◦ ϕ)(T (x)) = (fα ◦ ϕ)(T (x)) = ρα(T (x)) = Tα(ρα(x)).

Por lo tanto, hαβ(Tβ) = Tα.
Ahora es posible definir el morfismo

φ :M(E)→ lim←−M(Eα) (3.17)

por

φ(T ) := (Tα)α∈Λ

Este es un morfismo lineal. Sean T, S ∈M(E), luego

((φ(T ) + φ(S)(x)))α = (φ(T ) + φ(S))α(xα) = ((Tα)α∈Λ + (Sα)α∈Λ)α(xα) = (Tα + Sα)(xα) =
Tα(xα) + Sα(xα) = (T (x))α + (S(x))α.

Más aun, para T, S ∈M(E) y xα ∈ Eα, se tiene que

((φ(TS))α)(xα) = (TS)α(xα) = ((TS)(x))α = (T (S(x)))α = Tα((S(x))α) = Tα(Sα(xα)) =
TαSα(xα).

Lo cual implica que (TS)α = TαSα para cada α ∈ Λ. Por lo tanto,

φ(TS) = φ(T )φ(S)

es decir φ es multiplicativo.

Ahora se probará que φ es uno a uno. Para eso, se toma T, S ∈M(E) tales que
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(Tα)α∈Λ = φ(T ) = φ(S) = (Sα)α∈Λ

entonces

(T (x))α = (S(x))α

esto para cada α ∈ Λ y cada x ∈ E. Por lo tanto,

ρα ◦ T = ρα ◦ S para cada α ∈ Λ.

Por lo tanto, T = S.
Más aun φ es un morfismo suprayectivo. En efecto, sea (Wα)α∈Λ ∈ lim←−M(Eα), se define el
morfismo W : E → E mediante

W (x) = ϕ−1((Wα(xα))α∈Λ)

nótese que (Wα(xα))α∈Λ ∈ lim←−Eα. En efecto

fαβ(Wβ(xβ)) = [hαβ(Wβ)](xα),

como Wβ ∈ lim←−M(Eα), entonces

hαβ(Wβ) = Wα

aśı

fαβ(Wβ(xβ)) = Wα(xα).

Por lo tanto, (Wα(xα)) ∈ lim←−Eα.
Se probará que W es un multiplicador. Para esto, sean x, y ∈ E

W (xy) = ϕ−1((Wα(xy)α)α) = ϕ−1((Wα(xαyα))α) = ϕ−1((xαWα(yα))α) =
ϕ−1((xα)α)ϕ−1((Wα(yα))α)xW (y).

Similarmente se puede probar que W es un multiplicador izquierdo, aśı W es un multiplica-
dor en E.
Para la continuidad del morfismo φ se tienen que tomar en cuenta cómo son las topoloǵıas
de M(E) y de M(Eα).

Por un lado la topoloǵıa de M(E) puede ser dada por el conjunto de kα-seminormas
(pα, α ∈ Λ). Donde
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pα(T ) = sup
pα≤1

pα(T (x)).

Por otro lado la topoloǵıa deM(Eα) puede estar dada por la kα−norma || · ||α definida como

||S||α = sup
ṗα≤1

ṗα(S(x)),

donde ṗα es la kα−norma inducida por la kα−seminorma en Eα dada por ṗα(xα) = ṗα(x +
ker pα) = pα(x).
Por lo anterior se tiene que

Uα = {T ∈M(E) : pα(T ) < ε}

es una vecindad sub-básica de M(E).
Y los básicos de M(Eα) son de la forma

Wα = {Sα ∈M(Eα) : ||Sα||α < ε}.

Se afirma que T ∈ Uα si y solo si Tα ∈ Wα.
En efecto, sea T ∈ Uα, si y solo si pα(T ) < ε, si y solo si sup

pα(x)≤1

pα(T (x)) < ε, si y solo si

sup
ṗα(xα)≤1

ṗα((T (x))α) < ε, si y solo si sup
ṗα(xα)≤1

ṗα(Tα(xα)) < ε, si y solo si ||Tα||α < ε, si y solo

si Tα ∈ Wα.
En estos momentos se puede probar la continuidad del morfismo φ; para ello se considerará lo
siguiente:
Sean gα : M(E) → M(Eα) y hα : lim←−M(Eα) → M(Eα) dos morfismos definidos de la
siguiente manera

gα(T ) = Tα y hα((Tβ)β∈Λ) = Tα

respectivamente. Más aun, sea T ∈M(E) y x ∈ E, entonces

(hα ◦ φ)(T ) = hα(φ(T )) = hα((Tβ)β∈Λ) = Tα = gα(T ).

De esta manera se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

M(E)
φ //

gα &&

lim←−M(Eα)

hα
��

M(Eα)

.
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Para probar la continuidad del morfismo φ, por el teorema 1.0.13 basta con probar que los
morfismos gα son continuos para cada α ∈ Λ.
Para ello, sea Wα una vecindad básica de cero en M(Eα), por decir

Wα = {Sα ∈M(Eα) : ||Sα||α < δ}.

Sea Uα = {T ∈M(E) : pα(T ) < δ} la vecindad de cero en M(E) tal que

gα(Uα) ⊆ Wα.

En efecto, sea Tα ∈ gα(Uα), entonces Tα = gα(T ), con T ∈ Uα, entonces Tα ∈ Wα, es decir
gα(T ) ∈ Wα, de esta manera se tiene que

gα(Uα) ⊆ Wα.

Por lo tanto, gα es continuo para cada α ∈ Λ, con lo cual, el morfismo φ resulta ser continuo.
Ahora se probará que el morfismo φ−1 es continuo. Para ello nótese que dado (Tβ)β∈Λ ∈
lim←−M(Eα), se tiene que

gα ◦ φ−1((Tβ)β∈Λ) = gα(φ−1((Tβ)β∈Λ)) = gα(T ) = Tα = hα((Tβ)β∈Λ).

Por lo tanto, gα ◦ φ−1 = hα. De esta manera el siguiente diagrama conmuta

lim←−M(Eα)
φ−1

//

hα &&

M(E)

gα

��
M(Eα)

.

Ahora se probará que la topoloǵıa de M(E) coincide con la topoloǵıa inicial dada por los
morfismos gα. En efecto, sea Wα una vecindad básica en M(Eα), de esta manera g−1

α (Wα)
es un sub-básico de M(E) en la topoloǵıa inicial dada por los morfismos gα, luego

g−1
α = {T ∈M(E) : gα(T ) ∈ Wα}

= {T ∈M(E) : Tα ∈ Wα}
= {T ∈M(E) : T ∈ Uα} = Uα,

donde Uα es un sub-básico de la topoloǵıa original de M(E). Por lo tanto, las topoloǵıas
coinciden y entonces se puede considerar que M(E) tiene la topoloǵıa inicial dada por los
morfismos gα.
Aśı, por el teorema 1.0.13 basta con probar que gα ◦φ−1 es continuo para cada α ∈ Λ. Por la
conmutatividad del diagrama gα ◦ φ−1 = hα y dado que lim←−M(Eα) tiene la topoloǵıa inicial
dada por los morfismo hα, entonces hα resulta continuo para cada α ∈ Λ. Por lo tanto, el
morfismo φ−1 es continuo y aśı φ es un isomorfismo de álgebras topológicas. �
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3.0.10. Generalización más reciente (T.Müldner)

En 1975 T. Müldner trató de generalizar la descomposición de Arens-Michael. La prueba
del resultado principal se basa fuertemente en un lema, el cual es verdadero, pero la prueba
conteńıa un error; es por esto que en el año 2012 M. Abel dio una prueba alterna, en la
cual subsanó los detalles que exist́ıan en la prueba de T. Müldner. Dichos resultados son los
siguientes:

Lema 3.0.105 Sea A un álgebra topológica T1 con multiplicación continua, LA la base de
todas las vecindades balanceadas, cerradas de cero en A y SA = (Un) una cadena algebraica
en LA. Entonces el núcleo

N(SA) =
∞⋂
n=1

Un

de SA es un ideal bilateral cerrado en A.

Demostración: Por 3.0.86, se tiene que

0 =
∞⋂
n=1

Un,

donde la cerradura se considera en la topoloǵıa dada por la cadena SA. Por otro lado se sabe
que {0} es un ideal bilateral. Por 3.0.87, se tiene que 0 es un ideal bilateral cerrado en A,
con la topoloǵıa dada por la cadena SA. �

Teorema 3.0.106 (Teorema 2.2 en [3]) Para cualquier álgebra topológica de Hausdorff A
(real o compleja) con multiplicación continua existe un sistema proyectivo {Ãλ; h̃λµ,Λ} de
álgebras de Fréchet y homomorfismos continuos h̃λµ de Ãµ a Ãλ (siempre que λ ≺ µ) tal que
A es topológicamente isomorfa a una subálgebra densa del ĺımite proyectivo lim←− Ãλ de ese

sistema. Si A es completa, entonces A y lim←− Ãλ son topológicamente isomorfas.
Más aun, si A es un álgebra localmente pseudoconvexa (en particular localmente convexa)
de Hausdorff con multiplicación continua, entonces A es topológicamente isomorfa a una
subálgebra densa del ĺımite proyectivo lim←− Ãλ de álgebras de Fréchet localmente pseudocon-

vexas (respectivamente localmente convexas). Si A es completa, entonces A y lim←− Ãλ son
topológicamente isomorfas.

Demostración: Sea A un álgebra topológica de Hausdorff con multiplicación continua, LA
la base de todas las vecindades de cero en A que son cerradas y balanceadas y SA = {Sλ :
λ ∈ Λ} la colección de todas las cadenas algebraicas en LA. Es decir cualquier Sλ ∈ SA es
una sucesión (Oλn) en LA, cuyos elementos satisfacen las siguientes condiciones
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Oλn+1 +Oλn+1 ⊂ Oλn

y

Oλn+1 · Oλn+1 ⊂ Oλn

para cada n ∈ N0. Se define el orden ≺ en Λ de la siguiente forma:
Se dice que λ ≺ µ en Λ si y solo si Sµ ⊂ Sλ, es decir Oµn ⊂ Oλn para cada n en N0. De
esta manera (Λ,≺) es un conjunto parcialmente ordenado. Para mostrar que (Λ,≺) es un
conjunto dirigido se fijarán Sλ1 = (Oλ1n ) y Sλ2 = (Oλ2n ) dos cadenas arbitrarias en SA y sea
Sµ = (Oµ

n) la cadena algebraica en SA la cual se define de la siguiente manera: sea Oµ
0 ∈ LA

tal que

Oµ
0 ⊂ Oλ1

0 ∩Oλ2
0 .

Además, para cada n ≥ 0, sea Un+1 una vecindad de cero en LA tal que

Un+1 + Un+1 ⊂ Oµ
n

y

Un+1 · Un+1 ⊂ Oµn.

Sea ahora Oµ
n+1 una vecindad en LA tal que

Oµ
n+1 ⊂ Un+1 ∩Oλ1

n+1 ∩Oλ2
n+1.

Entonces

Oµ
n+1 +Oµ

n+1 ⊂ Un+1 ∩Oλ1
n+1 ∩Oλ2

n+1 + Un+1 ∩Oλ1
n+1 ∩Oλ2

n+1 ⊂ Un+1 + Un+1 ⊂ Oµ
n

y

Oµn+1 · O
µ
n+1 ⊂ (Un+1 ∩ Oλ1n+1 ∩ Oλ2n+1)2 ⊂ Un+1 · Un+1 ⊂ Oµn

para cada n ∈ N. Ya que Sµ ∈ SA y Oµ
n ⊂ Oλ1

n ∩ Oλ2
n para cada n ∈ N0, entonces λ1 ≺ µ y

λ2 ≺ µ. Entonces λ1 ≺ µ y λ2 ≺ µ. Esto prueba que (Λ,≺) es un conjunto dirigido.
Sea qλ la F -seminorma en A, la cual es definida por la cadena Sλ = (Oλn) para cada λ ∈ Λ y
sea QA = {qλ : λ ∈ Λ}. Como ha sido mencionado anteriormente, se puede considerar en A
la topoloǵıa que es definida por QA. Entonces ker qλ es un ideal bilateral cerrado en A. Para
cada λ ∈ Λ, sea Aλ = A/ ker qλ y sea πλ el homomorfismo canónico de A sobre Aλ. Más aun,
sea qλ(πλ(a)) = qλ(a) para cada a ∈ A. Entonces la multiplicación en Aλ es continua.
En efecto, para cada ε > 0, existe nε ∈ N tal que 2nε < ε, ya que
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U = {x ∈ Aλ : qλ(x) < 1
2nε+1}

es una vecindad de cero en Aλ y del hecho que, si x, y ∈ U , se sigue que

xy ∈ Vλ( 1
2nε+1 )2 = Unε+1(λ)2 ⊂ Unε(λ) = Vλ(

1
2nε

).

Entonces

qλ(xy) ≤ 2−nε < ε para toda x, y ∈ U

esto quiere decir que la multiplicación en Aλ es continua en (0Aλ , 0Aλ). Consecuentemente,
la multiplicación en Aλ es continua.
Sea Ãλ la completación de Aλ, νλ el isomorfismo topológico de Aλ sobre una subálgebra
densa de Ãλ, q̃λ la extensión de qλ ◦ ν−1

λ de Ãλ y τ̃λ la topoloǵıa en Ãλ, definida por q̃λ.
Entonces

q̃λ[(νλ ◦ πλ)(a)] = qλ(πλ(a)) = qλ(a) para cada a ∈ A

es decir

A
πλ //

qλ
''

Aλ
νλ //

qλ

��

Bλ
iλ // Ãλ

q̃λ
wwC

(3.18)

donde Bλ es la subálgebra densa de Ãλ.
Por lo tanto, q̃λ es una F -norma en Ãλ, de lo cual se desprende que Ãλ es metrizable.
Aśı (Ãλ, τ̃λ) es un álgebra de Fréchet para cada λ ∈ Λ.
Para cada λµ ∈ Λ con λ ≺ µ se define el morfismo hλµ de la siguiente manera

hλµ(πµ(a)) = πλ(a) para cada a ∈ A.

Entonces hλµ es un homomorfismo continuo de Aµ sobre Aλ,

1) hλλ es el morfismo identidad en Aλ para todo λ ∈ Λ

2) hλµ ◦ hµγ = hλγ para cada λ, µ, γ ∈ Λ, con λ ≺ µ ≺ γ.

Ya que νλ ◦ hλµ ◦ ν−1
µ es un homomorfismo continuo de νµ(Aµ) en Ãλ, entonces existe una

extensión continua h̃λµ de Ãµ en Aλ la cual es un morfismo lineal y submultiplicativo, por
la continuidad de la multiplicación en Ãµ.
Más aun
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h̃λµ[νµ(πµ(a))] = νλ[hλµ(πµ(a))] = νλ[πλ(a)]

es decir

A
πλ

  

πµ

~~
Aµ

hλµ //

νµ

��

Aλ

νλ

��
Bµ

iµ
��

hλµ // Bλ

iλ
��

Ãµ
h̃λµ // Ãλ

(3.19)

para cada a ∈ A y λ, µ ∈ Λ con λ ≺ µ. Ya que h̃λλ es el morfismo identidad en Ãλ para cada
λ ∈ Λ y h̃λµ ◦ h̃µγ = h̃λγ siempre que λ, µ, γ ∈ Λ y λ ≺ µ ≺ γ, entonces {Ãλ; h̃λµ,Λ} es un
sistema proyectivo de álgebras de Fréchet Ãλ con homomorfismos continuos h̃λµ de Ãµ en Ãλ y

lim←− Ãλ = {(νλ[πλ(a)])λ∈Λ ∈
∏
λ∈Λ

Ãλ : h̃λµ[νµ(πµ(a))] = νλ(πλ(a)), siλ ≺ µ}

es el ĺımite proyectivo de ese sistema.
Sea ẽ el morfismo de A en

∏
µ∈Λ

Ãµ, definida por

ẽ(a) = (νλ[πλ(a)])λ∈Λ para toda a ∈ A

y P̃ rλ la proyección de
∏
µ∈Λ

Ãµ en Ãλ para cada λ ∈ Λ. Ya que P̃ rλ(ẽ(a)) = νλ[πλ(a)] para

cada a ∈ A y cada λ ∈ Λ y además νλ ◦ πλ es continua para cada λ ∈ Λ, entonces ẽ es un
morfismo continuo de A en

∏
µ∈Λ

Ãµ. Más aun, si a, b ∈ A son tales que ẽ(a) = ẽ(b), entonces

νλ[πλ(a) = νλ[πλ(b) para cada λ ∈ Λ. Por lo tanto, πλ(a) = πλ(b), aśı a − b ∈ ker qλ para
cada λ ∈ Λ, entonces

a− b ∈
⋂
λ∈Λ

ker qλ =
⋂
O∈LA

O = {0A}

pues A es de Hausdorff, esto significa que a = b. Aśı ẽ es un morfismo uno a uno.
Por otro lado, el morfismo inverso

ẽ−1 : ẽ(A) −→ A
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es también continuo. En efecto nótese que el siguiente diagrama conmuta

ẽ(A)

P̃ rλ !!

ẽ−1
// A

νλ◦πλ
��

Ãλ

(3.20)

de esta manera se tiene que ẽ−1 es continuo, ya que P̃ rλ es continuo para todo λ ∈ Λ; es
decir,

νλ ◦ πλ ◦ ẽ−1 es continuo para todo λ ∈ Λ

y dado que A tiene la topoloǵıa inicial dada por los morfismos νλ◦πλ, entonces por el teorema
1.0.13 se sigue que ẽ−1 es continuo.
Tomando esto en cuenta, ẽ es un isomorfismo topológico de A en ẽ(A).
Para mostrar que ẽ(A) es denso en lim←− Ãλ, sea (ãλ)λ∈Λ ∈ lim←− Ãλ un elemento arbitrario y O
una vecindad arbitraria de (ãλ)λ∈Λ en lim←− Ãλ. Entonces existe una vecindad U de (ãλ)λ∈Λ en∏
λ∈Λ

Ãλ tal que

O = U ∩ lim←− Ãλ

aśı, existe un subconjunto finito H ⊂ Λ tal que

U ′ =
∏
λ∈Λ

Uλ ⊂ U ,

donde Uλ es una vecindad de ãλ en Ãλ, si λ ∈ H y Uλ = Ãλ, si λ ∈ Λ \H. Sea µ ∈ Λ tal que
λ ≺ µ para toda λ ∈ H y

V =
⋂
λ∈H

h̃λµ(Uλ),

entonces V es vecindad de ãµ en Ãµ. Tomando un elemento a ∈ (Vµ ◦ πµ)−1(V ). Entonces

νµ ◦ πµ(a) ∈ V

aśı

νµ ◦ πµ(a) ∈ h̃λµ(Uλ) para toda λ ∈ H,
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es decir,

νµ ◦ πµ(a) = h̃λµ(νµ ◦ πλ(a)) ∈ Uλ para cada λ ∈ H,

lo cual dice que

ẽ(a) ∈ U ∩ ẽ(A).

Consecuentemente ẽ(A) es denso en lim←− Ãλ. �

El siguiente diagrama ilustra las álgebras involucradas en el teorema anterior

A.-Álgebras con multiplicación continua

F.-Álgebras de Fréchet
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Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo se presentan algunas propiedades de las álgebras topológicas que se
preservan bajo la acción de tomar ĺımites proyectivos o, en su defecto, se presentan contra-
ejemplos de aquellas propiedades que no se preservan.

Cabe mencionar que los resultados marcados con ∗ se han obtenido en el transcurso del
estudio y desarrollo de la tesis.
En el transcurso de la sección anterior se ha hablado acerca de la importancia de las álgebras
l.m.c. y por ende, de la importancia de las álgebras l.m.p − c.; de esta manera, el primer
resultado que se presenta está relacionado con este tipo de álgebras.

*Proposición 4.0.107 Sea {Aα, fαβ; I} un sistema proyectivo de álgebras localmente m−pseudoconvexas.
Entonces el álgebra ĺımite proyectivo asociado al sistema proyectivo es localmente m−pseudoconvexa.

Demostración: Por el Lema 2.0.29 una base de la topoloǵıa de A = lim←−Aα está dada por

{f−1
α (Uα) : Uα ∈ Nα, α ∈ I},

donde Nα es una base de vecindades de cero enAα. Pero comoAα es localmentem−pseudoconvexa,
entonces los conjuntos que forman la base local de Aα son conjuntos absolutamente pseudo-
convexos multiplicativos (idempotentes), es decir, si

x, y ∈ Uα y λ, β ∈ K,

entonces

λx+ βy ∈ Uα, siempre que |λ|k + |β|k ≤ 1 para algun k ∈ (0, 1].

101
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Para probar que el álgebra ĺımite proyectivo es localmente m−pseudoconvexa, basta con
probar que f−1

α (Uα) es un conjunto absolutamente pseudconvexo.
En efecto, sean z, w ∈ f−1

α (Uα) y λ, β ∈ K tales que |λ|k + |β|k ≤ 1, entonces fα(z) ∈ Uα y
fα(w) ∈ Uα, de esta manera

λfα(z) + βfα(w) ∈ Uα,

luego

fα(λz) + fα(βw) ∈ Uα,

entonces

fα(λz + βw) ∈ Uα,

aśı

λz + βw ∈ f−1
α (Uα).

Por lo tanto, f−1
α (Uα) es un conjunto absolutamente pseudoconvexo.

Por último, nótese que zw ∈ f−1
α (Uα)f−1

α (Uα), pero

fα(zw) = fα(z)fα(w) ∈ UαUα ⊆ Uα,

con lo cual se tiene que

zw ∈ f−1
α (Uα).

Por lo tanto, el conjuto f−1
α (Uα) es un conjunto idempotente. Lo cual implica que el álgebra

ĺımite proyectivo es localmente m−pseudoconvexa. �

En el caṕıtulo anterior también se habló de las álgebras advertiblemente completas y su
importancia, el siguiente resultado es acerca de este tipo de álgebras.

*Proposición 4.0.108 Sea {Aα, fαβ;α ∈ I} un sistema proyectivo de álgebras topológicas,
donde cada Aα es advertiblemente completa de Hausdorff con unidad eα e I es un conjunto
dirigido. Entonces el álgebra ĺımite proyectivo A = lim←−Aα es advertiblemente completa.
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Demostración: Sea (xγ) una red de Cauchy en A y sea x ∈ A tal que

xγ · x −→ e.

Entonces, aplicando fα, se tiene que

fα(xγ · x) −→ fα(e) = eα,

lo cual es lo mismo que

fα(xγ) · fα(x) −→ eα.

Ahora se probará que fα(xγ) = xγα es una red de Cauchy en Aα.
Sea O una vecindad de cero en Aα, entonces por la continuidad de fα se tiene que f−1

α (O)
es una vecindad de cero en A, debido a que xγ es una sucesión de Cauchy en A, entonces
para f−1

α (O) existe δ ∈ I tal que

xγ − xη ∈ f−1
α (O)

siempre que γ, η ≥ δ.
De esta manera

xγα − xηα ∈ O,

siempre que γ, η ≥ δ. Por lo tanto, xγα es una sucesión de Cauchy en Aα.
Por lo anterior y debido a que

xγα · xα −→ eα,

se tiene que xγα −→ xα, con xα ∈ Aα, pues cada Aα es un álgebra advertiblemente completa.
Se demostrará que

xγ −→ x

con x = (xα)α∈I , donde xα es el correspondiente ĺımite de la red xγα.
Sea V una vecinda de cero en A, ya que la topoloǵıa de A es la topoloǵıa incial dada por los
morfismos fα, entonces se puede suponer que

V =
⋂
β∈H

f−1
β (Uβ),
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donde cada Uβ es un abierto de Aβ y H ⊂ I, con H finito.
Como Uβ es una vecindad de cero en Aβ y xγβ −→ xβ, se tiene que existe νβ ∈ I tal que

xγβ − xβ ∈ Uβ para cada γ ≥ νβ.

Por lo tanto, existe un número finito de νβ (tantos como β ∈ H), puesto que el conjunto I
es dirigido, entonces existe θ ∈ I tal que νβ ≤ θ para cada β ∈ H. Luego, si γ ≥ θ, entonces

xγ − x ∈
⋂
β∈H

f−1
β (Uβ),

pues

fβ(xγ − x) = fβ(xγ)− fβ(x) = xγβ − xβ ∈ Uβ

ya que γ ≥ θ ≥ νβ. Por lo tanto, xγ −→ x.
Solo queda por demostrar que el elemento x está en el álgebra ĺımite proyectivo. En efecto,
considérese lo siguiente

fαβ(xβ) = fαβ(ĺım
γ
xγβ) = ĺım

γ
(fαβ(xγβ)) = ĺım

γ
(xγα) = xα.

Entonces x ∈ A. �

Los siguientes resultados son extensiones de resultados presentados en el capitulo 2, en el
sentido que se cumplen para el caso general cuando se parte de un álgebra, la cual es el
ĺımite proyectivo de cierto sistema proyectivo.

*Proposición 4.0.109 Sea E un álgebra topológica tal que E es el ĺımite proyectivo de un
sistema proyectivo {Eα, fαβ;α ∈ I} de álgebras topológicas sin unidad. Entonces un elemento
x = (xα)α∈I ∈ E es casi invertible si y solo si xα es casi invertible en Eα para cada α ∈ I.

Demostración: Supóngase que x ∈ E es casi invetible, entonces, existe y = (yα)α∈I ∈ E
tal que x ◦ y = 0.
Luego

0 = f(0) = fα(x◦y) = fα(x+y−xy) = fα(x)+fα(y)−fα(x)fα(y) = xα+yα−xαyα = xα◦yα,

entonces xα es casi invertible para cada α ∈ I.
Ahora, supóngase que xα es casi invertible para cada α ∈ I, entonces, para cada α ∈ I existe
yα ∈ Eα tal que xα ◦ yα = 0 para cada α ∈ I. Sea y ∈

∏
α∈I

Eα tal que y = (yα)α∈I , de esta

manera se tiene que
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(x ◦ y)α = (x+ y − xy)α = xα + yα − xαyα = 0, para cada α ∈ I.

Por lo tanto, x ◦ y = 0. Resta probar que el elemento y ∈ E, pero

xα ◦ fαβ(yβ) = fαβ(xβ) ◦ fαβ(yβ) = fαβ(xβ) + fαβ(yβ)− fαβ(xβ)fαβ(yβ) = fαβ(xβ ◦ yβ) =
fαβ(0) = 0.

Dado que el casi inverso es único, se tiene que fαβ(yβ) = yα. Por lo tanto, y ∈ E. �

*Corolario 4.0.110 Sea E = lim←−Eα un álgebra ĺımite proyectivo sin unidad. Entonces,
para un elemento x ∈ E

SpE(x) =
⋃
α∈I

SpEα(xα)

para cualquier elemento x ∈ E. Más aun, el radio espectral de un elemento x ∈ E está dado
por

rE(x) = sup rEα(xα)

Demostración: Supóngase que λ 6= 0, entonces λ ∈ SpE(x) si 1
λ
x es casi singular, entonces

por la proposición anterior, el elemento

1
λ
xα

debe ser casi singular para algún α ∈ I. Por lo tanto,

λ ∈ SpEα(xα) para algún α ∈ I

λ ∈
⋃
α

SpEα(xα)

Además, si 0 ∈ SpE(x), entonces x debe ser un elemento singular de E. Entonces por
la proposición anterior esto debe ser cierto para algún elemento xα ∈ Eα y por lo tanto
0 ∈ SpEα(xα), y rećıprocamente por la proposición anterior.

Por otro lado, por la definicion de radio espectral y la igualdad anterior se concluye la
primera de las relaciones

rE(x) = sup{|λ| : λ ∈ SpE(x)}
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rE(x) = sup{|λ| : λ ∈
⋃
α

SpEα(xα)}

rE(x) = sup
α

sup{|λ| : λ ∈ SpEα(xα)}

rE(x) = sup
α
rEα(xα)

Ahora se darán algunos resultados relativos a la propiedad Q y TQ. Con respecto a esto,
se ha mostrado en los ejemplos de la sección anterior que en general, el ĺımite proyectivo de
álgebras topológicas con la propiedad Q no necesariamente es un álgebra con la propiedad
Q. Aún no ha sido posible poder decir qué hipótesis se necesitan pedir para que el resultado
anterior sea válido, pero aqúı se muestran resultados parciales con respecto a ello.

*Proposición 4.0.111 Sea {Eα; fαβ, I} un sistema proyectivo finito de Q−álgebras. En-
tonces el álgebra ĺımite proyectivo E asociado a ese sistema es una Q−álgebra.

Demostración: Dado que Eα es una Q−álgebra para cada α ∈ I, entonces existe Uα
vecindad de cero en Eα tal que

Uα ⊂ Gq(Eα).

Sea

W =
⋂
α∈I

f−1
α (Uα),

de esta manera, se tiene que W ⊂ Gq(E). En efecto, si x ∈ W , entonces

x ∈
⋂
α∈I

f−1
α (Uα)

aśı

xα = fα(x) ∈ Uα ⊂ Gq(Eα).

Por 4.0.109, se tiene que x es casi invertible si y solo si xα es casi invertible en Eα para cada
α ∈ I. Por lo tanto, E es una Q−álgebra. �
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Como una generalización del concepto de ser casi invertible, M. Abel estudio la noción
de ser topológicamente casi invertble. Estos conceptos se definen de la siguiente manera

Definición.- 4.0.112 Sea A un álgebra topológica, un elemento x ∈ A es topológicamente
casi invertible en A si existe una red (yλ)λ∈Λ de elementos de A tal que

(yλ ◦ x)λ∈Λ

converge a cero en A.

Se denotará al conjunto de los elementos topológicamente casi invertibles por

Tqinv(A)

Observación 4.0.113 Si A un álgebra topológica, entonces

Qinv(A) ⊂ Tqinv(A).

Definición.- 4.0.114 Un álgebra topológica A es una TQ−álgebra si el conjunto Tqinv(A)
es abierto en A.

Definición.- 4.0.115 Un álgebra topológica A es advertiva si

Tqinv(A) = Qinv(A).

Proposición 4.0.116 Sea {Aα, fαβ; I} un sistema proyectivo de álgebras advertivas. En-
tonces A = lim←−Aα es un álgebra advertiva.

Demostración: SeaA = lim←−Aα el álgebra ĺımite proyectivo del sistema proyectivo {Aα, fαβ; I},
donde cada Aα es un algebra advertiva (aqúı πβ denota el morfismo proyección de

∏
α∈I

Aα

sobre Aβ y fα = πα|A para cada α ∈ I). Para probar que A es un álgebra advertiva es
suficiente mostrar que TqinvA ⊂ QinvA. Sea a = (aα)α∈I ∈ TqinvA. Entonces existe una
red (aλ)λ∈Λ ∈ A tal que (a ◦ aλ)λ∈Λ y (aλ ◦ a)λ∈Λ convergen a 0Aα . Ya que fα es conti-
nuo para cada α ∈ I, entonces (fα(a ◦ aλ))λ∈Λ y (fα(aλ ◦ a))λ∈Λ convergen a 0A para cada
α ∈ I. Por lo tanto, aα ∈ TqinvAα para cada α ∈ I. Por suposición, cada Aα es advertiva.
Aśı aα ∈ QinvA para cada α ∈ I, ahora para cada α ∈ I existe un elemento bα ∈ Aα tal que
aα ◦ bα = bα ◦ aα = 0Aα . Ya que
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aα ◦ fαβ(bβ) = fαβ(aβ) ◦ fαβ(bβ) = fαβ(aβ ◦ bβ) = fαβ(0Aβ) = 0Aα

y de forma similar

fαβ(bβ) ◦ aα = 0Aα

siempre que α ≤ β, entonces bα = fαβ(bβ) (pues el casi inverso es único) siempre que α ≤ β.
De esta manera b = (bα)α∈I ∈ A. Por lo tanto, A es advertiva. �

Lema 4.0.117 Cualquier Q−álgebra es advertiva.

Demostración: Nótese que Qinv(A) ⊂ Tqinv(A) siempre sucede. En efecto, sea a ∈
Qinv(A), entonces existe b ∈ A tal que a ◦ b → 0, luego si se considera la red constante
(bλ)λ∈Λ, con bλ = b para cada λ ∈ Λ. Se tiene que (a ◦ bλ)λ∈Λ converge a cero. Por lo tanto,
a ∈ Tqinv(A).

Sea a ∈ Tqinv(A), entonces existe una red (bλ)λ∈Λ tal que (a ◦ bλ)λ∈Λ converge a cero.
Aśı para cada vecindad de cero V , existe un λ0 ∈ Λ tal que a ◦ bλ ∈ V siempre que λ > λ0.
Dado que el álgebra es Q, se tiene que Qinv(A) es una vecindad de cero, por lo tanto existe un
γ ∈ Λ tal que a◦bλ ∈ Qinv(A) siempre que λ > γ. Luego, existe c ∈ A tal que (a◦bλ)◦c = 0,
entonces a ◦ (bλ ◦ c) = 0. Por lo tanto, a ∈ Qinv(A). �

Corolario 4.0.118 Si A es una Q-álgebra, entonces A es una TQ-álgebra.

Demostración: Por el lema anterior, se tiene que A es advertiva, entonces

Tqinv(A) = Qinv(A),

ya que el conjunto Qinv(A) es abierto en A, entonces Tqinv(A) es abierto en A. Por lo tanto,
A es una TQ-álgebra. �

*Observación 4.0.119 Sea {Aα, fαβ; I} un sistema proyectivo de TQ-álgebras. Entonces
el álgebra ĺımite proyectivo del sistema no necesariamente es TQ-álgebra.

En efecto, supongase que si es cierto, es decir el álgebra ĺımite proyectivo de un sistema
proyectivo de TQ-álgebras es una TQ-álgebra. Sea {Eα, gαβ; J} un sistema proyectivo de
Q-álgebras. Entonces Eα es una TQ-álgebra para cada α ∈ J . Aśı por la suposición inicial,
se tiene que E = lim←−Eα es una TQ-álgebra.
Por 4.0.117 se tiene que cada Eα es advertiva y por la proposición 4.0.116 se tiene que
E es advertiva. Entonces Qinv(A) = TQinv(A). Ya que E es TQ, entonces Qinv(A) es
abierto en A, lo cual dice que el ĺımite proyectivo de un sistema proyectivo de Q-álgebras es
una Q-álgebra. Lo anterior es falso, pues basta considerar el álgebra C(R) con la topoloǵıa
compacto abierta. Por lo tanto, la suposición es falsa y de esta manera se obtiene lo deseado.



Caṕıtulo 5

Bornoloǵıa

En este caṕıtulo se introducen las nociones básicas de bornoloǵıa, espacios vectoriales
bornológicos, morfismos lineales acotados y convergencia bornológica.

5.0.11. Definiciones

Una bornoloǵıa en un conjunto X es una familia B de subconjuntos de X que satisfacen
los siguientes axiomas:

(B.1) : B es una cubierta de X, es decir X =
⋃
B∈B

B;

(B.2) : B es cerrado bajo inclusiones, es decir si A ∈ B y B ⊂ X tal que B ⊂ A, entonces
B ∈ B;

(B.3) : B es cerrado bajo uniones finitas, es decir, si A,B ∈ B, entonces A ∪B ∈ B.

Un par (X,B) que consiste de un conjunto X y una bornoloǵıa B en X es llamado un
conjunto bornológico y los elementos de B son llamados los subconjutos acotados de
X.
Una base de la bornoloǵıa B de X es una subfamilia B0 de B tal que cualquier elemento
de B está contenido en un elemento de B0. Una familia B0 de subconjuntos de X es una
base para una bornoloǵıa si y solo si B0 cubre a X y cualquier unión finita de elementos de
B0 está contenida en un miembro de B0. Entonces la colección de los subconjuntos de X los
cuales están contenidos en algún elemento de B0, definen una bornoloǵıa B en X teniendo a
B0 como base.
Sea E un espacio vectorial sobre el campo K. Una bornoloǵıa vectorial B en E es una
bornoloǵıa compatible con la estructura de espacio vectorial de E, es decir,
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1) B es estable bajo suma vectorial, es decir, si A,B ∈ B, entonces A+B ∈ B;

2) B es estable bajo transformaciones homotéticas, es decir, si A ∈ B y λ ∈ K, entonces
λA ∈ B;

3) B es estable bajo la formación de envolventes balanceadas, es decir, si A ∈ B, entonces⋃
|α|≤1

αA ∈ B.

Se llama un espacio vectorial bornológico a cualquier par (E,B) que consiste de un
espacio vectorial E y una bornoloǵıa vectorial en E.
Una bornoloǵıa vectorial en un espacio vectorial E es llamada una bornoloǵıa vectorial
convexa si es estable bajo la formación de envolventes convexas. Tal bornoloǵıa es también
estable bajo la formación de envolventes absolutamente convexas, ya que la envolvente con-
vexa de un conjunto balanceado es un conjunto balanceado. Un espacio vectorial bornológico
(E,B) cuya bornoloǵıa B es convexa es llamado un espacio vectorial bornológico convexo.
Un espacio vectorial bornológico (E,B) separado (o una bornoloǵıa separada) es aquel
en el cual el {0} es el único subespacio vectorial acotado de E.

5.0.12. Homomorfismos lineales acotados

Sean X y Y dos conjuntos bornológicos, BX ,BY sus respectivas bornoloǵıas y u : X → Y
un morfismo de X en Y . Se dice que u es un morfismo acotado si la imagen bajo u de cual-
quier subconjunto acotado de X es acotado en Y , es decir, si B ∈ BX , entonces u(B) ∈ BY .
Por ejemplo el morfismo identidad de cualquier conjunto bornológico es acotado.
Sean X, Y, Z tres conjuntos bornológicos y u : X → Y , v : Y → Z dos morfismos acotados.
Entonces v◦u : X → Z es un morfismo acotado. En efecto, sea B ∈ BX , entonces u(B) ∈ BY ,
luego v(u(B)) ∈ BZ . Lo cual prueba que v ◦ u es un morfismo acotado.
A diferencia de la topoloǵıa, una bornoloǵıa B1 en un conjunto X es más fina que otra bor-
noloǵıa B2 en X (o B2 es más gruesa que B1), si el morfismo identidad i : (x,B1)→ (X,B2)
es acotado. Esto es equivalente con decir que B1 ⊂ B2. Un isomorfismo bornológico en-
tre dos conjuntos bornológicos es una biyeccion u tal que tanto u como su inversa u−1 son
acotados.
Sean ahora, E y F dos espacios vectoriales bornológicos. Un morfismo lineal acotado de E en
F es cualquier morfismo de E en F el cual es al mismo tiempo lineal y acotado. Claramente
la composición de dos morfismos lineales acotados es un morfismo lineal acotado. Un ejemplo
trivial de un morfismo lineal acotado es el morfismo identidad de cualquier espacio vectorial
bornológico en śı mismo. Un isomorfismo bornológico entre dos espacios vectoriales bor-
nológicos es un isomorfismo bornológico entre conjuntos el cual también es lineal.
Un funcional acotado en un espacio vectorial bornológico E es un morfismo lineal acotado
de E en el campo de escalares K, este último dotado con la bornoloǵıa usual definida por su
valor absoluto, es decir, un conjunto B en K es acotado si existe k ∈ R tal que |x| ≤ k para
cada x ∈ B.
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5.0.13. Ejemplos fundamentales de bornoloǵıas

Ejemplo 1.- La bornoloǵıa canónica de K: Sea K un campo con un valor absoluto (se
supondrá que K es R o C). La colección de subconjutos de K los cuales son ‘acotados’ en el
sentido usual para el valor absoluto es una bornoloǵıa convexa en K llamada la bornoloǵıa
canónica (usual) de K. En efecto, sean A,B dos acotados en K, es decir A,B ∈ BK, aśı existen
k, k′ ∈ K tales que

|a| ≤ k para cada a ∈ A y |b| ≤ k′ para cada b ∈ B.

Es claro que esta colección es una bornoloǵıa en K, se mostrará que es una bornoloǵıa
vectorial:

Si x ∈ A+B, entonces x = a+ b para algún a ∈ A y b ∈ B, luego

|x| = |a+ b| ≤ |a|+ |b| ≤ k + k′,

aśı |x| ≤ k′′ para cada x ∈ A+B, con k′′ = k + k′. Por lo tanto, A+B ∈ BK.

Si λ ∈ K, sea x ∈ λA, entonces x = λa para algún a ∈ A, aśı

|x| = |λa| = |λ||x| ≤ |λ|k,

es decir |x| ≤ |λ|k para toda x ∈ λA. Por lo tanto, λA ∈ BK.

Si x ∈
⋃
|λ|≤1

λA, entonces x = λa para algún a ∈ A y λ ∈ K tal que |λ| ≤ 1, aśı

|x| = |λa| ≤ |a| ≤ k

de esta manera |x| ≤ k para cada x ∈
⋃
|λ|≤1

λA. Por lo tanto,
⋃
|λ|≤1

λA ∈ BK.

Aśı, BK es una bornoloǵıa vectorial.

Ahora, sea

x ∈ {
n∑
i=1

λiai : ai ∈ A, λi ∈ K, i = 1, 2, ..., n. y
n∑
i=1

|λi| ≤ 1}.

Entonces x = λ1a1 + · · ·+ λnan, con
n∑
i=1

|λi| ≤ 1, aśı
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|x| = |λ1a1 + · · ·+ λnan| ≤ |λ1||a1|+ · · ·+ |λn||an| ≤ |λ1|k + · · ·+ |λn|k =

k(|λ1|+ · · ·+ |λn|) = k(
n∑
i=1

|λi|) ≤ k,

luego |x| ≤ k para todo x ∈
n∑
i=1

λiai, con ai ∈ A y λi ∈ K para i = 1, 2, ..., n.

Por lo tanto, la bornoloǵıa BK es una bornoloǵıa vectorial convexa.

Ejemplo 2.- La bornoloǵıa definida por una seminorma: Sea E un espacio vectorial
sobre K y sea p una seminorma en E. Un subconjunto A de E se dice que es un subconjunto
acotado para la seminorma p si p(A) es un subconjunto acotado de R en el sentido del
ejemplo anterior, en el caso particular cuándo K es R. Los subconjuntos de E los cuales son
acotados para la seminorma p forman una bornoloǵıa convexa en E llamada la bornoloǵıa
canónica del espacio seminormado (E, p); se denotará por Bp tal bornoloǵıa. Esta bornoloǵıa
es separada si y solo si p es una norma. En efecto, sean A,B ∈ Bp, entonces existen k, k′ ∈ K
tales que

|p(a)| ≤ k para todo a ∈ A y |p(b)| ≤ k′ para todo b ∈ B.

Si x ∈ A+B, se sigue que x = a+ b para algún a ∈ A y b ∈ B, luego

|p(x)| = p(x) = p(a+ b) ≤ p(a) + p(b) ≤ k + k′

de esta manera |p(x)| ≤ k′′ para todo x ∈ A + B, con k′′ = k + k′. Por lo tanto,
A+B ∈ Bp.

Sea λ ∈ K y a ∈ A, entonces, si x ∈ λA, x = λa para algún a ∈ A, luego

|p(x)| = p(x) = p(λa) = |λ|p(a) ≤ |λ|k

aśı, |p(x)| ≤ s para toda x ∈ λA, con s = |λ|k. Por lo tanto, λA ∈ Bp.

Sea x ∈
⋃
|λ|≤1

λA, entonces x ∈ λA para algún λ ∈ K, con |λ| ≤ 1, aśı x = λa para

algún a ∈ A y algún λ ∈ K tal que |λ| ≤ 1, de esta manera

|p(x)| = p(x) = p(λa) = |λ|p(a) ≤ p(a) ≤ k

luego, |p(x)| ≤ k para cada x ∈
⋃
|λ|≤1

λA. Por lo tanto,
⋃
|λ|≤1

λA ∈ Bp.

Por lo tanto, Bp es una bornoloǵıa vectorial.
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Ahora, sea

x ∈ {
n∑
i=1

λiai : ai ∈ A, λi ∈ K, i = 1, 2, ..., n. y
n∑
i=1

|λi| ≤ 1}.

Entonces x = λ1a1 + · · ·+ λnan, con
n∑
i=1

|λi| ≤ 1, aśı

|p(x)| = p(x) = p(λ1a1 + · · ·+ λnan) ≤ |λ1|p(a1) + · · ·+ |λn|p(an) ≤
|λ1|k + · · ·+ |λn|k = k(|λ1|+ · · ·+ |λn|) = k(

n∑
i=1

|λi|) ≤ k,

luego |p(x)| ≤ k para todo x ∈
n∑
i=1

λiai, con ai ∈ A y λi ∈ K para i = 1, 2, ..., n.

Por lo tanto, la bornoloǵıa Bp es una bornoloǵıa vectorial convexa.
Por otro lado, supóngase que el {0} es el único subespacio vectorial acotado. Sea x ∈ E tal
que p(x) = 0, con x 6= 0. Considérese el subespacio vectorial generado por x, es decir

Vx = {v : v =
m∑
i=1

λix para algunos λ1, ..., λm ∈ K},

aśı, Vx es distinto del subespacio vectorial {0}. Sea y ∈ Vx, entonces y =
m∑
i=1

λix, con λi ∈ K

para cada i = 1, 2, ...,m., luego p(y) =
m∑
i=1

λip(x) = 0. Lo cual dice que Vx es un subespacio

vectorial acotado distinto de cero, pero esto es una contradicción. Por lo tanto, x = 0, es
decir p es una norma.
Ahora, si p es una norma. Sea A un subespacio vectorial acotado de E, es decir si x, y ∈ A,
λ ∈ K, entonces

x+ y ∈ A;

λx ∈ A;

existe k ∈ K tal que p(a) ≤ k para cada a ∈ A.

Como A es subespacio, se tiene que nkx ∈ A, aśı p(nkx) ≤ k, con n ∈ N y k la constante
que acota al conjunto p(A). Por lo tanto se tiene que p(x) ≤ 1

n
para cada n ∈ N. Por lo

tanto, p(x) = 0 para cada x ∈ A, ya que p es una norma, entonces x = 0 para cada x ∈ A,
es decir A = {0}.
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Ejemplo 3.- La bornoloǵıa definida por una familia de seminormas: Sea E un espacio
vectorial sobre K y Γ = (pj)j∈I una familia de seminormas en E indexadas por un conjunto
no vaćıo I. Se dice que un subconjunto A de E es un subconjunto acotado para la familia
de seminormas Γ si para cualquier j ∈ I, pj(A) es acotado en R. Los subconjuntos de E
los cuales son acotados para la familia Γ definen una bornoloǵıa convexa en E llamada la
bornoloǵıa definida por Γ; dicha bornoloǵıa se denotará por BΓ. Tal bornoloǵıa es separada
si y solo si Γ separa a E, es decir si para cualquier x ∈ E , con x 6= 0, existe j ∈ I tal que
pj(x) 6= 0. En efecto, sean A,B ∈ BΓ, entonces existen k, k′ ∈ K tales que para cada j ∈ I

|pj(a)| ≤ kj para todo a ∈ A y |pj(b)| ≤ k′j para todo b ∈ B.

Si x ∈ A+B, se sigue que x = a+ b para algún a ∈ A y b ∈ B, luego

|pj(x)| = pj(x) = pj(a+ b) ≤ pj(a) + pj(b) ≤ kj + k′j

para cada j ∈ I, de esta manera |pj(x)| ≤ k′′j para todo x ∈ A + B, con k′′j = kj + k′j.
Por lo tanto, A+B ∈ BΓ.

Sea λ ∈ K y a ∈ A, entonces, si x ∈ λA, x = λa para algún a ∈ A, luego

|pj(x)| = pj(x) = pj(λa) = |λ|pj(a) ≤ |λ|kj

para cada j ∈ I aśı, |pj(x)| ≤ sj para toda x ∈ λA, con sj = |λ|kj. Por lo tanto,
λA ∈ BΓ.

Sea x ∈
⋃
|λ|≤1

λA, entonces x ∈ λA para algún λ ∈ K, con |λ| ≤ 1, aśı x = λa para

algún a ∈ A y algún λ ∈ K tal que |λ| ≤ 1, de esta manera

|pj(x)| = pj(x) = pj(λa) = |λ|pj(a) ≤ pj(a) ≤ kj

para cada j ∈ I,luego |pj(x)| ≤ kj para cada x ∈
⋃
|λ|≤1

λA. Aśı,
⋃
|λ|≤1

λA ∈ Bp.

Por lo tanto, BΓ es una bornoloǵıa vectorial.

Ahora, sea

x ∈ {
n∑
i=1

λiai : ai ∈ A, λi ∈ K, i = 1, 2, ..., n. y
n∑
i=1

|λi| ≤ 1}.

Entonces x = λ1a1 + · · ·+ λnan, con
n∑
i=1

|λi| ≤ 1, aśı



115

|pj(x)| = pj(x) = pj(λ1a1 + · · ·+ λnan) ≤ |λ1|pj(a1) + · · ·+ |λn|pj(an) ≤
|λ1|k + · · ·+ |λn|k = k(|λ1|+ · · ·+ |λn|) = k(

n∑
i=1

|λi|) ≤ kj,

para cada j ∈ I. Luego |pj(x)| ≤ kj para todo x ∈
n∑
i=1

λiai, con ai ∈ A y λi ∈ K para

i = 1, 2, ..., n.

Por lo tanto, la bornoloǵıa BΓ es una bornoloǵıa vectorial convexa.
Por otro lado, supóngase que el subespacio vectorial que consta sólo del elemento {0} es el
único subespacio acotado. Sea x ∈ E tal que x 6= 0 y pj(x) = 0 para cada j ∈ I. Considérese
el subespacio vectorial generado por x, es decir

Vx = {v : v =
m∑
i=1

λix para algunos λ1, ..., λm ∈ K},

aśı Vx es distinto del subespacio vectorial {0}. Sea y ∈ Vx, entonces

y =
m∑
i=1

λix, con λi ∈ K para cada i = 1, 2, ...,m.,

luego pj(y) =
m∑
i=1

λipj(x) = 0, lo cual dice que Vx es un subespacio vectorial acotado distinto

de cero, pero esto es una contradicción. Por lo tanto,
pj(x) 6= 0 para algun j ∈ I, es decir Γ es una familia de seminormas que separa a E.
Ahora, si Γ es una familia que separa a E, supóngase que existe A un subespacio vectorial
acotado de E distinto del subespacio vectorial {0}, es decir si x, y ∈ A, λ ∈ K, entonces

x+ y ∈ A;

λx ∈ A;

existe kj ∈ K tal que p(a) ≤ kj para cada a ∈ A y para cada j ∈ I.

Como A es subespacio, sea x ∈ A, con x 6= 0, aśı se tiene que nkjx ∈ A, con n ∈ N y kj la
constante que acota al conjunto pj(A), aśı pj(nkjx) ≤ kj, de donde se sigue que pj(x) ≤ 1

n

para cada n ∈ N. Por lo tanto, pj(x) = 0 para cada x ∈ A y para cada j ∈ I, lo cual es una
contradicción ya que Γ es una familia de seminormas que separa a E; entonces A = {0}.

Ejemplo 4.- La bornoloǵıa de Kolmogorov-Von Neumann de un espacio vectorial to-
pológico: Un subconjunto acotado de un espacio vectorial E es un subconjunto que es absor-
bido por cualquier vecindad de cero. Esta definición se debe a Andréi Kolmogorov y a John
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Von Neumann [24]. La colección B de subconjuntos acotados de E forman una bornoloǵıa
vectorial en E llamada la bornoloǵıa de Kolmogorov-Von Neumann de E o la bornoloǵıa
canónica de E. Se verificará que en efecto B es una bornoloǵıa vectorial en E. Sea V una
base de vecindades balanceadas de cero en E. Por definición, un subconjunto A de E es
acotado si y solo si para cada V ∈ V existe un λ > 0 tal que A ⊂ λV .

Ya que cualquier vecindad de cero es absorbente, entonces B es una cubierta de E.
Pues

E ⊆
⋃
x∈E
{x} ⊂

⋃
A∈B

A.

Sea B ∈ B y A ⊂ E, tal que A ⊂ B, entonces A ⊂ B ⊂ λV para algún λ > 0 y para
cada V ∈ V .

Sean A,B ∈ B y V ∈ V . Por la continuidad de la suma, existe un W ∈ V tal que
W +W ⊂ V . Ya que A y B son acotados en E, existen escalares positivos λ y µ tales
que A ⊂ λW y B ∈ µW . Con α = máx{λ, µ} se tiene

A+B ⊂ λW + µW ⊂ αW + αW ⊂ α(W +W ) ⊂ αV .

Sean A ∈ B y β ∈ K, entonces por ser A acotado, se tiene que A ⊂ λ′V para algún
λ′ > 0 y para cada V ∈ V . Luego βA ⊂ |β|λ′V , de esta manera βA ⊂ λV , donde
λ = |β|λ′.

Ahora, como A es acotado, existe λ > 0 tal que A ⊂ λV para cada V ∈ V , luego para
cada γ ∈ K tal que |γ| ≤ 1, se tiene que

γA ⊂ |γ|λV = λ|γ|V ⊂ λV

la última contención se debe a que V es balanceada. Por lo tanto,

⋃
|γ|≤1

γA ⊂ λV

para cada V ∈ V .

De esta manera B es una bornoloǵıa vectorial en E.

Esta definición, la cual generaliza la noción de un cojunto acotado en un espacio vectorial
normado, juega un papel importante en la teoŕıa de espacios localmente convexos.
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5.1. Construcciones bornológicas fundamentales

En esta sección se dan los métodos fundamentales para construir nuevas bornoloǵıas a
partir de otras. Estos métodos son estándar en el análisis funcional y consisten en formar
productos, subespacios y ĺımites proyectivos.

Bornoloǵıas iniciales

Teorema 5.1.1 (Teorema 1, p. 29 en [23]) Sean I un conjunto no vaćıo, (Xi,Bi)i∈I una
familia de conjuntos bornológicos indexada por I y X un conjunto. Supóngase que, para
cualquier i ∈ I, se tiene el morfismo ui : X → Xi. Considérese el conjunto B de todos los
subconjuntos A de X que tienen la siguiente propiedad:

ui(A) es acotado en Xi para cualquier i ∈ I.

Entonces

(i) B es una bornoloǵıa en X y es la bornoloǵıa más gruesa en X para la cual cada
morfismo ui es acotado;

(ii) Si X y Xi son espacios vectoriales, Bi es una bornoloǵıa vectorial en Xi y ui lineal
para cada i ∈ I, entonces B es una bornoloǵıa vectorial en X.

Demostración: (i) Se probará que B es una bornoloǵıa en X

Sea x ∈ X, entonces ui({x}) = {yi} ∈ Bi para cada i ∈ I. Aśı {x} ∈ B, luego

X ⊆
⋃
x∈X
{x} ⊂

⋃
A∈B

A

Sean B ∈ B y A ⊂ X tal que A ⊂ B, luego ui(A) ⊂ ui(B) ∈ Bi, para cada i ∈ I. Dado
que Bi es una bornoloǵıa para cada i ∈ I, se tiene que

ui(A) ∈ Bi para cada i ∈ I.

Por lo tanto, A es acotado en X, es decir A ∈ B.

Sean A,B ∈ B, entonces ui(A) ∈ Bi y ui(B) ∈ Bi, luego

ui(A ∪B) = ui(A) ∪ ui(B) ∈ Bi
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lo cual implica que A ∪B es acotado en X, es decir A ∪B ∈ B.

Ahora se probará que B es la bornoloǵıa más gruesa en X que hace a cada morfismo
ui acotado. En efecto, sea B′ otra bornoloǵıa para la cual los morfismos ui son acotados y
considérese el morfismo identidad

id : (X,B′)→ (X,B).

Por definición ui es un morfismo acotado para cada i ∈ I. Entonces, para cada B ∈ B′ se
tiene que ui(B) es acotado en Xi para cada i ∈ I, aśı B ∈ B. De esta manera el morfismo
id es un morfismo acotado. Por lo tanto, B es la bornoloǵıa mas gruesa para la cual los
morfismos ui son morfismos acotados.

(ii) Ahora, si X es un espacio vectorial y si para cualquier i ∈ I, Xi es un espacio vectorial,
Bi es una bornoloǵıa vectorial en Xi y el morfimo ui es lineal, entonces

Sean A,B ∈ B, es decir ui(A) ∈ Bi y ui(B) ∈ Bi para cada i ∈ I, luego

ui(A+B) = ui(A) + ui(B) ∈ Bi para cada i ∈ I

Por lo tanto, A+B ∈ B.

Sean A ∈ B y λ ∈ K, entonces ui(A) ∈ Bi para cada i ∈ I,aśı

ui(λA) = λui(A) ∈ Bi para cada i ∈ I.

Por lo tanto, λA ∈ B.

Debido a que Bi es una bornoloǵıa vectorial, se tiene que
⋃
|λ|≤1

λBi ∈ Bi para cada

Bi ∈ Bi. En particular, para ui(A), con A ∈ B, aśı⋃
|λ|≤1

λui(A) ∈ Bi

es decir,

ui(
⋃
|λ|≤1

λA) ∈ Bi.

Por lo tanto,
⋃
|λ|≤1

λA ∈ B.

De lo anterior se sigue que la bornoloǵıa B es una bornoloǵıa vectorial en X. �
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Definición.- 5.1.2 La bornoloǵıa B en X definida por el teorema anterior es llamada la
bornoloǵıa inicial en X para los morfismos ui.

Nota: Sea Y un conjunto bornológico y sea X dotado con la bornoloǵıa inicial dada por los
morfismos ui. Entonces un morfismo u : Y → X es acotado si y solo si ui ◦u es acotado para
cada i ∈ I.
En efecto, supóngase que u es un morfismo acotado y sea A ∈ BY , entonces u(A) ∈ BX .
Dado que BX es la bornoloǵıa inicial dada por los morfismos ui, se tiene que ui(u(A)) ∈ Bi
para cada i ∈ I, donde Bi es la bornoloǵıa de Xi para cada i ∈ I. Por lo tanto, ui ◦ u es un
morfismo acotado para cada i ∈ I.
Ahora, si ui◦u es un morfismo acotado para cada i ∈ I, sea B ∈ BY , entonces (ui◦u)(B) ∈ Bi
para cada i ∈ I, aśı ui(u(B)) ∈ Bi para cada i ∈ I, lo cual implica que u(B) ∈ BX . Por lo
tanto, u es un morfismo acotado.
El siguiente diagrama ilustra esta situación

Y

ui◦u   

u // X

ui
��
Xi

. (5.1)

Base de una bornoloǵıa inicial

Con la notación del teorema 5.1.1, sea:

u−1
i (Bi) = {u−1

i (A) : A ∈ Bi} para cualquier i ∈ I.

Entonces la familia B0 =
⋂
i∈I
u−1
i (Bi) es una base de la bornoloǵıa inicial B en X para los

morfismos ui. En efecto

Sea A ∈
⋂
i∈I
u−1
i (Bi), entonces A ∈ u−1

i (Bi) para cada i ∈ I. Aśı ui(A) ∈ Bi para cada

i ∈ I, lo cual dice que A ∈ B. Por lo tanto, B0 ⊂ B.

Sea B ∈ B, entonces ui(B) ∈ Bi para cada i ∈ I. De esta manera, existe Bi ∈ Bi tal
que ui(B) ⊂ Bi, es decir B ⊂ u−1

i (Bi). Aśı la intersección de los conjuntos u−1
i (Bi)

pertenece a B0 y contiene a B.

Por lo tanto, B0 es una base para la bornoloǵıa B.
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Bornoloǵıas producto

Definición.- 5.1.3 Sea (Xi,Bi)i∈I una familia de conjuntos bornológicos indexados por un
conjunto no vaćıo I y sea X =

∏
i∈I
Xi el producto de los conjuntos Xi. Para cualquier i ∈ I,

sea pi : X → Xi la proyección canónica. Entonces la bornoloǵıa producto en X es la
bornoloǵıa inicial en X dada por los morfismos pi.

El conjunto X, dotado con la bornoloǵıa producto es llamado el producto bornológico de
los conjuntos (Xi,Bi).

Proposición 5.1.4 (Proposición 1, p.30 en [23]) Con la notación de la definición anterior,
la bornoloǵıa producto en X tiene una base que consiste de conjuntos de la forma B =

∏
i∈I
Bi,

donde Bi ∈ Bi para cada i ∈ I.

Demostración: Un conjunto de la forma B =
∏
i∈I
Bi es claramente acotado para la

bornoloǵıa producto, ya que

pi(B) = Bi ∈ Bi para cada i ∈ I.

Entonces B está en la bornoloǵıa producto.

Si A es un subconjunto de X el cual es acotado para la bornoloǵıa producto, sea
Ai = pi(A) para cada i ∈ I y B =

∏
i∈I
Bi. Entonces Ai es acotado en Xi y A ⊂ B. �

Nota: Si los X ′is son espacios vectoriales y X es su producto considerado como espacio
vectorial, entonces las proyecciones pi : X → Xi son morfismos lineales. Aśı por el teorema
5.1.1 la bornoloǵıa producto es una bornoloǵıa vectorial si todas las bornoloǵıas Bi también
lo son.

Bornoloǵıas inducidas: Subespacios bornológicos

Definición.- 5.1.5 Sea (X,B) un conjunto bornológico, sea Y un subconjunto de X y sea
u : Y → X la inclusión canónica. Entonces la bornoloǵıa inducida en Y por (X,B) es la
bornoloǵıa inicial en Y dada por el morfismo u.

El conjunto Y , dotado con la bornoloǵıa inducida por (X,B), se dice que es un subconjunto
bornológico de (X,B). Si (X,B) es un espacio vectorial bornológico y Y es un subespacio
vectorial de X, la bornoloǵıa inducida en Y es necesariamente una bornoloǵıa vectorial, aśı Y
es llamado un subespacio vectorial bornológico de X.
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Proposición 5.1.6 (Proposición 1, p.31 en [23]) Con la notacion de la definición anterior,
una base para la bornoloǵıa inducida en Y por (X,B) es dada por la familia

{A ∩ Y : A ∈ B}.

Demostración: Es consecuencia de las definiciones. �

Bornoloǵıas generadas por una familia de subconjuntos

Definición.- 5.1.7 Sea X un conjunto y sea (Bi)i∈I una familia de bornoloǵıas en X inde-
xada por un conjunto no vaćıo i ∈ I. Para cualquier i ∈ I, sea ui el morfismo identidad de
X sobre (X,Bi). La intersección de las bornoloǵıas Bi es la bornoloǵıa inicial en X para los
morfismos ui.

Evidentemente
⋂
i∈I
Bi es una base para tal bornoloǵıa. Si X es un espacio vectorial y si, para

cualquier i ∈ I, Bi es una bornoloǵıa vectorial, entonces la bornoloǵıa de la intersección es
también una bornoloǵıa vectorial por el teorema 5.1.1.

Definición.- 5.1.8 Sea X un conjunto (respectivamente espacio vectorial) y sea A una
familia de subconjuntos de X. La bornoloǵıa generada por A (respectivamente bornoloǵıa
vectorial) es la intersección de todas las bornoloǵıas que contienen a A(respectivamente la
intersección de todas las bornoloǵıas vectoriales).

Nótese que siempre existe una bornoloǵıa la cual contiene a A, llamada la bornoloǵıa B =
P(X) cuyos conjuntos acotados son todos los subconjuntos de X y si X es un espacio
vectorial esta bornoloǵıa es convexa.

Ĺımite proyectivo bornológico

Sistema proyectivo bornológico

Sea I un conjunto dirigido no vaćıo y sea (Xi, uij) un sistema proyectivo de conjuntos,
indexado por I, tal que para cualquier i ∈ I, Xi es un conjunto bornológico con bornoloǵıa
Bi. El sistema (Xi, uij) es llamado un sistema proyectivo de conjuntos bornológicos
si los morfismos uij : Xj → Xi son acotados siempre que i ≤ j. Si los X ′is son espacios
vectoriales bornológicos (respectivamente espacios vectoriales bornológicos convexos) y to-
dos los morfismos uij son acotados y lineales, entonces el sistema (Xi, uij) es llamado un
sistema proyectivo de espacios vectoriales bornológicos (respectivamente de espacios
vectoriales bornológicos convexos).
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Bornoloǵıas del ĺımite proyectivo

Sea (Xi, uij) un sistema proyectivo de conjuntos bornológicos (respectivamente espacios
vectoriales bornológicos) y sea X el conjunto (respectivamente espacio vectorial) el cual es el
ĺımite proyectivo del sistema (Xi, uij). Para cualquier i ∈ I, se denotará por Bi la bornoloǵıa
de Xi y por ui la proyección canónica de X sobre Xi. La bornoloǵıa del ĺımite proyectivo
en X con respecto a las bornoloǵıas Bi es la bornoloǵıa inicial en X para los morfismos ui.
X dotado con tal bornoloǵıa, es llamado el ĺımite proyectivo bornológico del sistema
proyectivo bornológico Xi, uij. Se denota de la siguiente manera

X = lim←−
i∈I

(Xi, uij)

5.2. Aplicaciones

Lema 5.2.1 Si X, Y son dos espacios vectoriales topológicos y además X, Y son dotados de
la bornoloǵıa de Von Neumann. Entonces cada morfismo continuo es acotado.

Demostración: Sean f : X → Y un morfismo continuo y B un subconjunto acotado de X.
Entonces, para cada W vecindad de cero en Y , se tiene que f−1(W ) es vecindad de cero en
X. Como B es acotado en X, implica que B ⊂ λf−1(W ) para algún λ > 0, aśı f(B) ⊂ λW .
Por lo tanto B es acotado en Y . �

Corolario 5.2.2 Sea (Ei)i∈I una familia de espacios vectoriales topológicos, sea E un espa-
cio vectorial topológico, y para cualquier i ∈ I, sea ui : E → Ei un morfismo lineal. Si Bi es
la bornoloǵıa de Von Neumann de Ei para cada i ∈ I y E es dotado de la topoloǵıa inicial
dada por la familia de morfismos ui, entonces la bornoloǵıa de Von Neumann de E asociada
a la topoloǵıa inicial es la bornoloǵıa inicial de E dada por los morfismo ui.

Demostración: Sea (Ei)i∈I una familia de espacios vectoriales topológicos, cuya bornoloǵıa
de Von Neumann es Bi y ui : E → Ei una familia de morfismos. Si E es dotado de la topoloǵıa
inicial, por decir τI , entonces τI es la topoloǵıa más gruesa para la cual los morfismos ui son
continuos para cada i ∈ I. Sea B la bornoloǵıa de Von Neumann de E, entonces por el lema
anterior, si B ⊂ E tal que B ∈ B, entonces ui(B) es acotado para cada i ∈ I. Aśı B es
acotado para la bornoloǵıa inicial de E dado por la familia de morfismos ui.
Rećıprocamente, sea B′ ∈ BI , entonces ui(B

′) ∈ Bi para cada i ∈ I. Sea V una vecindad de
cero en E. Ya que la topoloǵıa τI de E tiene abiertos de la forma

n⋂
i=1

u−1
i (Vi), donde Vi es un abierto de Ei.
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Entonces V =
n⋂
i=1

u−1
i (Vi), pero para cada Vi, existe un λi > 0 tal que

ui(B
′) ⊂ λiVi para cada i = 1, 2, ..., n.

Si se toma λ = máx{λ1, ..., λn}, se tiene que λiVi ⊂ λVi para cada i ∈ I. Aśı

ui(B
′) ⊂

n⋂
i=1

λiVi ⊂ λiVi ⊂ λVi, para cada i = {1, 2, ..., n},

entonces ui(B
′) ⊂

n⋂
i=1

λVi, es decir B′ ⊂ λ
n⋂
i=1

u−1
i (Vi), luego B′ ⊂ λV . Por lo tanto, B = BI .�

Lema 5.2.3 Sea E un espacio localmente convexo cuya topoloǵıa está definida por una fa-
milia de seminormas (pi)i∈I . Entonces la bornoloǵıa de Von Neumann de E coincide con la
bornoloǵıa definida por la familia (pi)i∈I .

Demostración: La identidad id : (X,BΓ) → (X,B) es una biyección, aśı solo falta probar
que id y su inversa id−1 son morfismos acotados. En efecto, sea B ∈ BΓ, entonces pi(B) es
acotado en R para cada i ∈ I, es decir pi(x) ≤ ki para cada x ∈ B y para cada i ∈ I. Por
otro lado, sea Vi ∈ V , entonces Vi = p−1

i ([0, εi)) con εi ∈ R. De esta manera B ⊂ λiVi, ya
que x ∈ p−1

i ([0, ki)) para cada x ∈ B y para cada i ∈ I, aśı x ∈ εi
εi
p−1
i ([0, ki)) para cada

x ∈ B y para cada i ∈ I, luego x ∈ ki
εi
p−1
i ([0, εi)) para cada x ∈ B y para cada i ∈ I, es decir

x ∈ λiVi, donde λi = ki
εi

. Por lo tanto, id es un morfismo acotado.
Ahora, sea B ∈ B, entonces B ⊂ λV para cada V ∈ V y algún λ > 0, de esta manera
B ⊂ λp−1

i ([0, εi)), es decir B ⊂ p−1
i ([0, λεi)), entonces pi(B) < λεi = ki. Aśı id−1 es un

morfismo acotado. Por lo tanto,

BΓ
∼= B. �

*Proposición 5.2.4 Sea (X, {pα}α∈I) un espacio vectorial topológico localmente convexo y
completo y sean Lτ el espacio vectorial ĺımite proyectivo topológico y LB el espacio vectorial
ĺımite proyectivo bornológico del sistema proyectivo {Xα, {φαβ}}α∈I . Sean BΓ la bornoloǵıa
de Von Neumann de X, BLτ la bornoloǵıa de Von Neumann de Lτ y BLB la bornoloǵıa de
LB. Entonces

BΓ
∼= BLτ = BLB .
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Demostración: Dado que X, dotado de la topoloǵıa dada por la familia de seminormas
Γ = {pα}α∈I , hace de X un espacio localmente convexo, considerando los factores de la
descomposición de Arens-Michael Xα, es decir Xα = X/ ker pα, dotados de la norma || · ||α,
donde ||πα(x)||α = pα(x), con πα el morfismo canónico de X en Xα.
Por otro lado, se dota a X con la bornoloǵıa de Von Neumann, la cual por el lema anterior
coincide con la bornoloǵıa inicial dada por la familia de seminormas Γ por decir BΓ. Sea Bα
la bornoloǵıa de Von Neumann del espacio Xα para cada α ∈ I.
Considérese el subconjunto L del producto de los Xα, donde

L = {(πα(x))α∈I ∈
∏
α∈I

Xα : φαβ(πβ(x)) = πα(x), α ≤ β}.

Luego, si L es dotado de la bornoloǵıa inicial dada por {φα}α∈I y φα = Prα|L, donde
Prα :

∏
γ∈I

Xγ → Xα, entonces L es el ĺımite proyectivo bornológico del sistema proyectivo

{Xα, {φαβ}}α∈I y se denota por LB, y su bornoloǵıa por BLB . Aśı BLB es la bornoloǵıa más
gruesa que hace a los morfismos φα acotados.
Por otro lado, se sabe que Lτ (ĺımite proyectivo topológico) está dotado de la topoloǵıa para
la cual cada φα es continuo. Entonces cada φα es acotado si Lτ es dotado de la bornoloǵıa de
Von Neumann. De esta manera la bornoloǵıa de Von Neumann de Lτ , la cual se denotará por
BLτ es más fina que BLB , es decir BLτ ⊂ BLB .
Ahora nótese que por ser X localmente convexo, existe un isomorfismo topológico ψ tal que
X ∼= Lτ , es decir ψ es continuo y ψ−1 también lo es. Se sigue entonces que ψ es un isomorfismo
bornológico. Por lo tanto X y Lτ tienen los mismos acotados salvo un isomorfismo.
Ahora, sea B ⊂ L tal que B ∈ BLB , aśı Prα(B) ∈ Bα para toda α ∈ I, es decir Prα(B) ⊂
λnV

α
n , donde V α

n = {πα(x) ∈ Xα : ||πα(x)||α ≤ 1
n
}.

Considérese los siguientes diagramas conmutativos

X

πα !!

ψ // L

Prα~~
Xα

(5.2) X

πα !!

L
ψ−1

oo

Prα~~
Xα

(5.3)

Como BLτ y BΓ tienen los mismos acotados, basta probar que ψ(B) es acotado en BΓ.
Aśı, entonces basta con demostrar que pα(ψ−1(B)) ≤M(α) para cada α ∈ I.
En efecto, sea y ∈ ψ(B) arbitrario, entonces y = ψ(x), con x ∈ B.
Luego, de (5.3) se sigue que

pα(y) = ||πα(y)||α = ||πα(ψ−1(x))||α = ||πα ◦ ψ−1(x)||α = ||Prα(x)||α (5.4)

pero x ∈ B y Prα(B) ⊂ λnV
α
n , aśı

Prα(x) ∈ λnV α
n ;
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entonces ||Prα(x)||α ≤ λn
n

. De esta manera (5.4) toma la siguiente forma

pα(y) = ||Prα(x)||α ≤ λn
n

= M(α)

entonces pα(ψ−1(B)) ≤M(α), aśı ψ−1(B) ∈ BΓ.
Por lo tanto, los acotados de BLτ y BLB son los mismos y entonces los acotados de BΓ y BLB
son los mismos salvo un isomorfismo.�

5.2.1. Topoloǵıa definida por una Bornoloǵıa

Como se ha visto, dado un espacio topológico, se puede hablar de una bornoloǵıa natural
a la cual se le conoce como la bornoloǵıa de Kolmogorov-Von Neumann (ver [24, pag. 108]).
Partiendo de un espacio bornológico se presentará una topoloǵıa “natural”, la cual muestra
la relación que hay entre la bornoloǵıa y la topoloǵıa.

Sea (X,B) un espacio vectorial bornológico (es decir, B es una bornoloǵıa vectorial en
X) y τB denota el conjunto

{U ⊂ X : ∀u ∈ Uy∀B ∈ Bbalanceado,∃λ > 0tal queu+ λB ⊂ U} ∪ {∅}.

Se puede ver que τB es una topoloǵıa en X. Esta topoloǵıa fue introducida en 1950 por B.
H. Arnold en [11] y es llamada la topoloǵıa definida por una bornoloǵıa B. En el caso
en el que X es un espacio lineal topológico y B es la bornoloǵıa de Von-Neumann en X,
entonces la topoloǵıa τB es llamada la topoloǵıa Mackey cerradura y es denotada por τBτ .

Definición.- 5.2.5 Cuando el conjunto de los elementos invertibles en un álgebra A con
unidad con una bornoloǵıa convexa B, es abierto en la topoloǵıa τB, entonces se dice que el
álgebra A es una Q−álgebra bornológica.

La definición anterior aparece en [7]. El primer ejemplo de este tipo de álgebras fue dado por
H. Hogbe-Nlend en [22]. En 1992 M. Oudades en [34] llamó Mackey Q-álgebras a las álgebras
localmente m-convexas (A, τ) para las cuales el conjunto de los elementos invertibles es un
abierto en la topoloǵıa τBτ .
Se dirá que un álgebra topológica (A, τ) es una Mackey Q−álgebra cuándo el conjunto QinvA
(InvA en caso de tener unidad el álgebra), es abierto en la topoloǵıa Mackey cerradura τBτ .

De esta manera, es natural preguntarse si el ĺımite proyectivo de Mackey Q−álgebras es
una Mackey Q−álgebra. Para obtener una respuesta a la pregunta anterior será necesario
enunciar las siguientes proposiciones
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Proposición 5.2.6 Sea (X, τ) un espacio lineal topológico y Bτ la bornoloǵıa de Von Neu-
mann en X. Entonces τ ⊂ τBτ .

Demostración: Sea O ∈ τ , x ∈ O y B ∈ Bτ balanceado. Entonces, existe U vecindad de
cero en X tal que

x+ U ⊂ O.

Como Bτ es la bornoloǵıa de Von Neumann, existe un número µ > 0 tal que

B ⊂ µU .

Ya que B es balanceado

x+ 1
µ
B ⊂ x+ U ⊂ O,

entonces O ⊂ τBτ . �

Proposición 5.2.7 Sea (X, τ) un espacio lineal topológico en el cual cualquier red conver-
gente es Mackey convergente. Entonces τ = τBτ .

Demostración: Es suficiente mostrar que τBτ ⊂ τ . Para ello, sea O ∈ τBτ . Entonces X \O
es un conjunto τBτ -cerrado. Sea x0 un elemento arbitrario en la cerradura de X \ O en la
topoloǵıa τ . Entonces existe una red (xλ)λ∈Λ en X la cual converge a x0 en la topoloǵıa τ .
Por lo tanto, esta red converge en la topoloǵıa Mackey a x0. Entonces x0 ∈ X \O. Aśı X \O
es τ -cerrado. �

Proposición 5.2.8 Sea (X, τ) un espacio lineal topológico metrizable. Entonces cualquier
sucesión convergente es Mackey convergente.

Demostración: Sea W una vecindad de cero en τBτ , entonces para cada B ∈ B balanceado,
existe λ > 0 tal que λB ⊂ W .
Por otro lado, como τ es metrizable, entonces tiene una base de vecindades del cero nume-
rable, por decir

V = {Vn}n∈N.
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Como {xn} converge a cero en la topoloǵıa τ , se tiene que para cada n ∈ N existe λn tal que

{xn} ⊂ λnVn para cada n ∈ N.

Por lo tanto,

{xn} ⊂
∞⋂
n=1

λnVn.

Sea (αn) una sucesión de números reales estrictamente positivos que convergen a cero, sea
µn = λn

αn
y considérese el siguiente conjunto

B =
∞⋂
n=1

µnVn.

Claramente B es acotado y balanceado. Sea ε > 0 arbitrario, ya que la sucesión µn
λn

= 1
αn

tiende a +∞, existe l ∈ N tal que

µn
λn
≥ 1

ε
siempre que n > l, es decir εµn ≥ λn siempre que n > l.

Entonces, ya que {xn} ⊂
∞⋂
n=1

λnVn, se tiene que {xn} ⊂ εµnVn siempre que n > l. Pero el

conjunto
⋂
n<l

εµnVn es una vecindad de cero, aśı existe m ∈ N tal que Vm ⊂
⋂
n<l

εµnVn. De

esta manera A ∩ Vm ⊂ εµnVn para cada n ∈ N. Lo cual implica que A ∩ Vm ⊂ εB, ya que
B es acotado y balanceado, existe λ > 0 tal que λB ⊂ W . Tomando ε = λ, se tiene que
A ∩ Vm ⊂ W . Lo cual es equivalente a decir que xn ∈ W siempre que n > m. Por lo tanto,
{xn} converge a cero en la topoloǵıa Mackey. �

Nótese que de la proposición 5.2.6 se sigue que toda Q−álgebra es Mackey Q−álgebra.
Lo anterior se sigue de la siguiente contención

InvA ∈ τ ⊂ τBτ .

*Observación 5.2.9 Sea {Aα, fαβ; I} un sistema proyectivo de Mackey Q−álgebras. En-
tonces el álgebra ĺımite proyectivo lim←−Aα asociada al sistema proyectivo no necesariamente
es una Mackey Q−álgebra.

En efecto, supóngase que es cierto, es decir el ĺımite proyectivo de Mackey Q−álgebras
es Mackey Q−álgebra. Sea A = C(R) el álgebra de las funciones continuas, con la topoloǵıa
dada por la familia de seminormas {pn}n∈N, donde
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pn(f) = sup
−n≤x≤n

|f(x)|.

Aśı, se tiene que A es un álgebra localmente m−convexa completa y metrizable. Por la
descomposición de Arens-Michael, A = lim←−Bα, donde Bα es un álgebra de Banach para cada
α ∈ I. Como cada álgebra de Banach es una Q−álgebra, entonces cada Bα es una Mackey
Q−álgebra. Por la suposición, se tiene que el álgebra A es una Mackey Q−álgebra, pero
como A es metrizable, entonces A es una Q−álgebra (se sigue de las proposiciones 5.2.7 y
5.2.8 antes probadas). Lo cual es una contradicción, ya que A no es Q−álgebra. �



Caṕıtulo 6

Conclusiones y Perspectivas

A lo largo de este trabajo presentamos un panorama general y detallado de los resulta-
dos y avances que hay en la ĺınea de los ĺımites proyectivos en las categoŕıas de las álgebras
topológicas y de los espacios vectoriales bornológicos.

Tomamos como punto de partida la descomposición de Arens-Michael para las álgebras
localmente multiplicativamente convexas (l.m.c.). Mediante dicha descomposición estudia-
mos propiedades de las álgebras m-convexas como lo son el espectro, el radio espectral y,
bajo ciertas hipótesis extras, la condición de tener la propiedad Q.

Proporcionamos ejemplos de aplicación de la descomposición de Arens-Michael.

Expusimos la descomposicón de Arens-Michael generalizada y dimos una aplicación de
dicha descomposición al álgebra de multiplicadores de un álgebra m-convexa.

Partiendo de sistemas proyectivos con cierta propiedad, logramos obtener, en algunos ca-
sos, la preservación de dicha propiedad bajo el proceso de tomar ĺımite proyectivo. También
dimos contraejemplos pertinentes.

Por último definimos el ĺımite proyectivo bornológico y proporcionamos algunos resul-
tados relacionados tanto con los ĺımites proyectivos topológicos, como con la bornoloǵıa de
Von Neumann y los ĺımites proyectivos bornológicos. Mostramos también que la propiedad
Mackey-Q no se preserva bajo la acción de tomar ĺımites proyectivos.
Tenemos como perspectivas las siguientes:
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Obtener generalizaciones adecuadas de las aplicaciones que ya se tienen, al caso cuándo
el ĺımite proyectivo es el dado mediante la descomposición de Arens-Michael en su
expresión más general, incluso partiendo de un sistema proyectivo arbitrario.

Caracterizar las álgebras con la propiedad Q mediante ĺımites proyectivos topológicos.

Investigar sobre otras propiedades de las álgebras topológicas en general que pueden
preservarse en el proceso de tomar ĺımites proyectivos; por ejemplo la condición espec-
tral, A-convexidad local, A-convexidad uniforme local, etcétera.

Obtener generalizaciones de los resultados obtenidos en espacios vectoriales bornológi-
cos a la categoŕıa de álgebras con una bornoloǵıa.
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3–27.

[2] Abel, M. Advertive topological algebras. General Topological Algebras (1999), 14–24.

[3] Abel, M. Representation of topological algebras by projective limit of Fréchet algebras.
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