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Introduccion

El estudio de los limites proyectivos, como concepto categérico, surgioé en la teoria de
conjuntos y la topologia; luego ha sido utilizado en varias areas de las matematicas. En este
trabajo estudiamos el limite proyectivo topoldgico y el limite proyectivo bornoldgico, en las
categorias de las dlgebras topoldgicas y de los espacios vectoriales bornolégicos, respectiva-
mente.

Las dlgebras localmente multiplicativamente convexas (I.m.c.) aparecieron en la literatu-
ra en el ano de 1946 bajo el nombre de algebras pseudo normadas; esta definicion se debe
a R. Arens (ver [9]). Un resultado fundamental para este tipo de dlgebras fue publicado en
1952 por R.Arens en [10] y E.Michael en [31] de manera independiente. Tal resultado se co-
noceria mas tarde como la descomposicion de Arens-Michael. Se trata de la representacién de
cualquier algebra localmente m—convexa completa A como un limite proyectivo de algebras
de Banach y constituye una propiedad fundamental en la teoria de las dlgebras m-convexas.

Mediante esta poderosa herramienta varias preguntas basicas sobre las propiedades de
las algebras m-convexas pueden ser reducidas a las preguntas y el estudio correspondientes
en los factores de dicha representacion.

De 1952 a la fecha se han dado diversas generalizaciones de la descomposicion de Arens-
Michael, entre las cuales mencionamos algunas a continuacién. En 1989 M. Akkar, O.H.
Cheikh y M. Oudadess en [8] dieron la descomposicién de las dlgebras localmente A—convexas
completas de Hausdorff (las cuales son més generales que las dlgebras localmente m—convexas)
como limite proyectivo de élgebras A—normadas. En el mismo ano M. Abel en [1] dio la
descomposicién de las dlgebras localmente m—(k—convexas) completas de Hausdorff (que
también son mds generales que las dlgebras localmente m—convexas) como limite proyectivo
de élgebras k—Banach. Para el afio 2000 V.K. Balachandran en [12], generalizé los resultados
obtenidos en 1989 por Akkar, Cheikh y Oudadess por un lado y Abel por el otro, obteniendo
la descomposicion de las algebras localmente m—pseudoconvexas completas y de Hausdorff
como limite proyectivo de algebras ky-Banach.
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En 1975 T. Miildner publicé un articulo en donde mostraba la descomposicion de las
algebras completas de Hausdorff con multiplicacion conjuntamente continua como limite
proyectivo de algebras de Fréchet. Sin embargo, utilizé fuertemente un lema, el cual, después
se supo, es verdadero, aunque la prueba que propuso era incorrecta. Por esta razén, en el ano
2012, M. Abel en [3] corrigi6 el error de Miildner y obtuvo la descomposicién més general
que hasta el momento se conoce. Todas estas descomposiciones utilizan argumentos similares
a los usados en la descomposicion de Arens-Michael original.

Por otro lado, en el Andlisis Funcional moderno, es importante considerar espacios vec-
toriales bornolégicos, ya que esta teoria permite el estudio de numerosas propiedades de las
funcionales lineales en un marco donde el concepto de funcién acotada sustituye al de funcién
continua. Este es el caso, por ejemplo, de la teoria de las Distribuciones.

El estudio de los limites proyectivos en la categoria de las algebras topoldgicas y de los
espacios vectoriales bornologicos no se limita sélo a la descomposicién de Arens-Michael y
sus generalizaciones. En este trabajo también analizamos cuales son las propiedades que se
preservan y cudles son las que no lo hacen, bajo el proceso de tomar limites proyectivos, en
cada una de las categorias antes mencionadas.

Este trabajo se divide en cinco capitulos:
En el capitulo 1 introducimos las definiciones necesarias y los resultados fundamentales para
establecer las ideas y el desarrollo de todo el trabajo. También presentamos algunos resul-
tados de topologia que seran usados mas adelante.

En el capitulo 2 introducimos el concepto de sistema proyectivo y de limite proyectivo
en la categoria de las algebras topoldgicas. Presentamos la versién que aparece en [30] de
la descomposicion de Arens-Michael. Como ilustracién de ésta, presentamos varias aplica-
ciones relacionadas con el espectro y el radio espectral de un algebra m—convexa, asi como
aplicaciones que involucran el concepto de ser advertiblemente completa y la propiedad Q.
Presentamos ejemplos donde se aplica la descomposiciéon de Arens-Michael para mostrar
cémo algunas propiedades se preservan bajo esta descomposicion.

En el capitulo 3 mostramos la descomposicion de Arens-Michael generalizada y presen-
tamos una aplicacién de ella en el algebra de Multiplicadores de un algebra localmente
m—pseudoconvexa. Finalmente, enunciamos y demostramos, dando elementos originales, la
ultima y mas general descomposicién dada por M. Abel en el ano 2012.

El capitulo 4 esta dedicado al estudio de algunas propiedades que se preservan bajo
el proceso de tomar el limite proyectivo de un sistema proyectivo de algebras topoldgicas.
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Asimismo damos contraejemplos pertinentes para demostrar que algunas propiedades no se
preservan bajo la accién de tomar limite proyectivo. La propiedad Q es muy importante; por
eso para esta propiedad se presentan condiciones adicionales de manera que bajo la accién
de tomar limite proyectivo el resultado sea de nuevo un algebra con la propiedad Q.

El dltimo capitulo estd dedicado al estudio de los espacios vectoriales bornolégicos;
ahi presentamos las nociones de sistema proyectivo bornolégico y de limite proyectivo bor-
nolégico. Introducimos el concepto de Mackey ()-dlgebra, el cual involucra a ambas, la to-
pologia y la bornologia. Aqui obtenemos un resultado original para el limite proyectivo de
un sistema proyectivo de algebras de este tipo.
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Resumen

En este trabajo se estudia a fondo la descomposiciéon de Arens-Michael y sus generali-
zaciones mas usadas en la literatura, aportando una prueba alterna para cada una de las
descomposiciones. Se obtienen algunos resultados originales para el caso de limites proyec-
tivos de algebras con propiedades como lo son las algebras localmente m—pseudoconvexas,
algebras espectrales, ()—algebras y algebras topoldgicamente (). Por tltimo se prueba que
la bornologia del limite proyectivo bornolégico, coincide con la bornologia de Von-Newmann
del limite proyectivo topoldgico.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen las definiciones necesarias y los resultados fundamentales
para establecer las ideas y el desarrollo de todo el trabajo.

Definicién.- 1.0.1 Un dlgebra sobre el campo K es un K-espacio vectorial A en donde
esta definido un producto asociativo

AxA— A
(a,b) — ab

que satisface las siguientes propiedades:

» (ka)b = k(ab) = a(kb)

» a(b+c)=ab+ac ; (b+c)a=ba+ca
para cualesquiera k € K y a,b,c € A.

Definicién.- 1.0.2 Sea 7 una topologia en un espacio vectorial X (sobre el campo K) tal
que:

a) Cada punto de X es un conjunto cerrado

b) Las operaciones de espacio vectorial son continuas con respecto a T

Bajo estas condiciones se dice que T es una topologia vectorial en X y que X es un espacio
vectorial topologico.
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Se dira que la suma es continua si la funcién

XXX — X
(z,y) —z+y

es continua; es decir , que si x1,29 € X y V es una vecindad de x; + x5, entonces existen
vecindades Vi de x1 y V5 de x5 tales que V) + Vo, C V.
En forma similar, decir que la multiplicacion por escalar es continua significa que la funcion

G KxX — X
(k,x) — kx

es continua; es decir, si k € K, x € X y V es una vecindad de kx, entonces existe un niimero
real 7 > 0 y una vecindad W de z tales que tW C V siempre que |t — k| < 7.

Definicién.- 1.0.3 Un dlgebra topoldgica sobre el campo K (donde K=R o K= C) es un
espacio vectorial topoldgico A en donde estd definido un producto asociativo separadamente
continuo que hace de A un dlgebra sobre K.

Decir que la multiplicacién en A es separadamente continua significa que las funciones [, y
ry : A — A dadas por [,(z) = xz y r,(2) = zz son funciones continuas para cada = € A.
Notese que [, es continua si dada U una vecindad de 0, entonces existe V' una vecindad de
0 tal que 2V C U (y anédlogamente para r).

Definicién.- 1.0.4 Por otro lado, si la multiplicacion del dlgebra topoldgica dada es continua
en ambas variables (conjuntamente continua), se dird que el dlgebra tiene multiplicacion
continua.

Decir que la multiplicacién en A es continua (conjuntamente continua) significa que dada U
una vecindad de 0, entonces existe V' una vecindad de 0 tal que V2 C U.

En terminos de elementos, se tiene que si z,y € A y U es una vecindad de 0 en A, entonces
existe V una vecindad de 0 en A tal que (z+V)(y+V) Cay+U

Definicién.- 1.0.5 Una norma en el K-espacio vectorial X (K =R o C) es una funcion
I|-]]: X — RTU{0} tal que:

1) ||z|| > 0 para toda x € X.

2) |lz|| =0 si y sélo si z = 0.



3) ||kx|| = |k|||x|| para todas k €e K y x € X.

4) Ml +yll <|l=ll + lyll para todas x,y € X.

La funcion || - || es una seminorma en X si cumple las propiedades 1,3 y 4.
Definicién.- 1.0.6 Un espacio normado es una pareja (X,||-||) en donde X es un espacio
vectorial y || - || es una norma en X. Se sobreentiende que se dota a X de la topologia indu-

cida por la norma; asi, X es un espacio vectorial topologico.

Un espacio normado sobre el campo complejo (A,|| - ||) es un dlgebra normada si es un
algebra y la norma es submultiplicativa, es decir, si cumple:

5) llzyll < lzllllyl| para todas z,y € A.

Definicién.- 1.0.7 Un dlgebra localmente convexa es un dlgebra topoldogica A cuyo espa-
cto vectorial topologico subyacente es un espacio localmente convero, es decir, cuya topologia
puede ser dada mediante una familia de seminormas (|| - ||o : @ € A) definidas en A.

Nota: Si el algebra A es localmente convexa y la familia de seminormas que definen la to-
pologia satisface que para cada a € A, existe una 5 € A tal que ||zy||lo < ||z]|s]ly|ls para
todas x,y € A. Entonces la topologia del dlgebra A hace al producto conjuntamente continuo.

Se puede dar la toplogia de un algebra localmente convexa mediante una base local de
vecindades del origen, es decir una familia 91(0) formada por los conjuntos convexos que
contienen al 0 de manera que un conjunto que contiene al 0 es abierto si contiene a un
elemento de 9%(0). Los demds abiertos son trasladados (x 4+ U) de los abiertos que cotienen
al 0.

Ast pues, (0) consiste de todas las intersecciones finitas de conjuntos de la forma

Boe={r e A:||z|la <€}

Estos son conjuntos balanceados (es decir, |A\| < 1, entonces AB C B) y convexos (es
decir, 0 < A < 1y x,y € B, entonces Az + (1 — X\)y € B) y 91(0) es una base local de la
topologia de A.

Reciprocamente, si 91(0) es una base local de vecindades convexas y balanceadas del 0,
entonces para cada U, € 9M(0), se define la a-seminorma como

||z]]o = Inf{t > 0: ¢tz € U,}.
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Definicién.- 1.0.8 Un conjunto es absolutamente convexo, si es balanceado y convezo.

Definicién.- 1.0.9 Un subconjunto U de un dlgebra topoldgica A es absorbente si para cada
x € A existe un ¢, > 0 tal que, para cada A € K, con || < ¢, se tiene que \x € U.

Definicién.- 1.0.10 Sea E un dlgebra topoldgica. Un subconjunto U de E se dice que es un
barril algebraico (a-barril), si es absolutamente convexo, absorbente y multiplicativo. Se
dird que un subconjunto W es un barril topolégico (m-barril) si es un a-barril cerrado.

Definicién.- 1.0.11 Un dlgebra es localmente multiplicativamente convexa (l.m.c.)
st es un dalgebra, la cual es en particular un espacio vectorial topologico con una base local
que consiste de conjuntos multiplicativos y convexos.

Definicién.- 1.0.12 Sea E un dlgebra localmente m-convexa cuya topologia estd definida
por una familia ' = (pa)acr de seminormas submultiplicativas. Se dird que I' es una familia
fundamental de seminormas de la topologia de E si para cualquier conjunto finito de
indices H C I, existe un indice o € I y un numero real € > 0, tal que

Pa(T) > €pi()

para cualquier 1 € H y para cualquier x € E.

Topologia producto: Sea {X,,T,} una familia arbitraria de espacios topolégicos. Sea X
su producto cartesiano i.e.,

X =] Xa

a€cA

V Pa - X —> X, la proyecciéon sobre el factor correspondiente. Es posible dotar a X de la
topologia producto, es decir aquella que tiene como sub-base a los conjuntos de la forma

{ra' (Ua)},

donde cada U, es un abierto de X,. Es decir, la topologia producto es la topologia generada
por los conjuntos de la forma

HUaX H Xﬁv

aEB BEA—B



donde B es algin subconjunto finito de A y U, es abierto en X, para cada o € B. Las
intersecciones finitas de elementos de la sub-base daran lugar a los elementos de la base.

Lema 1.0.13 Sean (X, T) un espacio topoldgico, Y un conjunto y

{(Z4, Ta); a0 € T} una familia de espacios topoldgicos. Si'Y tiene la topologia inicial dada por
los morfismos g, : Y — Z,. Entonces f: X — Y es continua si y solo si g, o f es continua
para toda o € I.

Demostracion: Supongamos que f es continua. Puesto que Y tiene la topologia inicial
dada por los morfismos ¢,, entonces g, es continuo para cada o € I, de esta manera g, o f
es continua para cada « € I.

Ahora, supongase que g, o f es continua para cada o € I. Sea O un abierto en Y, entonces
se puede suponer que

0= gojl(Ua)a

acH

con U, abierto de Z, y H un subconjunto finito de I.
Dado que U, es un abierto de Z, y g, o f es continua para cada « € I, se tiene que

(ga o )71 (U,) es un abierto en X, entonces V = () (ga © f) 1 (U,) sigue siendo un abierto
acH

en X. Sea z € V, entonces = € (g, o f)"'(U,) para cada o € H, asf (g, o f)(z) € U, para

cada a € H, luego f(x) € g,'(U,) para cada o € H, de esta manera f(z) € () (ga) " (Ua)-
acH
Por lo tanto, f(V) C O, lo cual implica la continuidad de f. B

Corolario 1.0.14 Si {(X.,7a); @ € I} es una coleccion de espacios topoldgicos, y si (Y, Ty)

también es un espacio topologico, entonces, una funcion g : Y — [] Xa es continua si y
acl
solo si ™o g es continua para cada o € 1.

Nota: Si A es un algebra topoldgica y U es un subconjunto balanceado, entonces U es
balanceado, si y solo si para cada x € A existe §, > 0 tal que x € §U.

Lema 1.0.15 Sean E y F dos dlgebras y v : E — F un morfismo de dlgebras y B un
subconjunto absolutamente convexo, absorbente y multiplicativo del dlgebra F. Entonces, el
congunto u~'(B) C E tiene las mismas propiedades; en otras palabras la imagen inversa por
un morfismo de dlgebras de un a-barril es de nuevo un a-barril. En particular, si E y F son
dalgebras topologicas y dado un morfismo

u:FE — F
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continuo, entonces la imagén inversa por u de un m-barril de F' es un m-barril de E& también.

Demostracién: Sea B C F un a-barril. Sean z € v !(B) y A € K tal que |\ < 1.
Como z € u~'(B), entonces u(x) € B, luego Au(z) € B, ya que B es balanceado, entonces
u(\r) € B, asi Az € u=!(B). Por lo tanto u~!(B) es balanceado.

Sean z,y € u*(B) y 0 <t < 1, considérese tx + (1 — t)y, entonces se tiene

tu(x) + (1 —t)u(y) € B

por ser B convexo, entonces u(tz)+u((1—1t)y) € B, asi u(tx+ (1 —1t)y) € B, de esta manera
tr + (1 —t)y € u'(B). Por lo tanto, u~!(B) es convexo.

Seax € E, entonces u(z) € F, de esta forma existe v > 0 tal que u(x) € vB, asiz € u~!(yB);
dado que u~!(yB) = yu~!(B), entonces x € yu~'(B). Por lo tanto, u~'(B) es absorbente.
Sean z,y € u'(B), entonces u(z) € By u(y) € B, luego u(z)u(y) € B, asi u(zy) € B, es
decir zy € u~1(B). Por lo tanto, u=*(B) - u=*(B) C u~*(B).

Por tltimo si el morfismo u es continuo, entonces, la imagen inversa de un conjunto cerrado
es cerrado, es decir la imagen inversa continua de un m-barril es nuevamente un m-barril. B

Definicién.- 1.0.16 Sea E cualquier conjunto. Una coleccion no vacia F de subconjuntos
no vacios de E es llamado un filtro si satisface:

1) SiAe F yBeF, entonces A(\B € F.
2) St Ae FyACB, entonces B € F.

Definicién.- 1.0.17 Una subcoleccion Fy de F es un filtro base (base de filtro) para F, si
y solo si cada elemento de F contiene algin elemento de JFy

Definicién.- 1.0.18 Un subconjunto no vacio B del conjunto potencia de un conjunto E es
llamado filtro base (base de filtro) de algin filtro G en E si satisface las siguientes condiciones:

1°) La interseccion de dos conjuntos de B contienen un conjunto de B;

2’) el conjunto vacio no pertenece a B,

Y asi G consiste en todos aquellos subconjuntos de E que contienen un conjunto de B.
Es decir G = {F} tal que B C F, B € B. Por esto, tal coleccion es llamada un filtro-base.

Definicién.- 1.0.19 FEl conjunto U, de todas las vecindades de x € X es un filtro en X y
cualquier base de vecindades de x es un filtro base para U,. Este filtro es llamdo el filtro de
vecindades de x.



Definicién.- 1.0.20 Sea E un espacio vectorial topolégico. Se dice que el filtro F converge
a a si cualquier vecindad de a contiene algin conjunto de F. Esta situacion se denota de la
siguiente manera:

F — a.

Definicién.- 1.0.21 Sea (E, E’) un par dual. Si A es un subconjunto de E, el subconjunto
de E' que consiste de aquellos x' para los cuales

sup{| <z, 2’ >|:z€ A} <1
es llamada la polar de A (en E') y denotada por A°

Definicién.- 1.0.22 Sean E y F' espacios vectoriales topolégicos y sea H un conjunto de
morfismos de E en F. Se dirda que el conjunto H es equicontinuo en el punto a € E si para
cualquier vecindad W de cero en F' existe una vecindad V de a en E tal que f(x)— f(a) € W
para todax € V y f € H. Se dice que H es equicontinuo en E si es equicontinuo en cualquier
punto de E.

Lema 1.0.23 Un subconjunto M del dual topoldgico E' de un espacio vectorial topoldgico
E es equicontinuo si y solo si estda contenido en la polar V° de una vecindad de cero en E.

Demostracién: Supéngase que M C E’ es equicontinuo. Entonces para todo € > 0 existe
una vecindad V' de cero en E tal que | < z,u > | < € para todo z € V y u € M. Tomamos
si € = 1, entonces se tiene

| <z,u>|<1paratodox €V yueM

asi M C V°.

Inversamente, sea M C V°, donde V' es vecindad de cero en E. Entonces, tomando U = €V,
se tiene que U es una vecindad de cero para la cual | < x,u > | <€, para todo f € M y para
todo x € U. Asi M es equicontinuo en el cero, entonces es uniformemente equicontinuo. Por
lo tanto, es equicontinuo.ll
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Capitulo 2

Limites Proyectivos de Algebras

En el transcurso de este capitulo se consideraran algebras topoldgicas con producto se-
paradamente continuo, en caso contrario se hablarda de un producto continuo. Sea E un
Algebra y {(Ey, fa) tacr una familia de pares (E,, f,) donde, para cada indice a € I, E, es
un algebra topoldgica y

fo:E— E,

es un morfismo de algebras.

Asi, se puede considerar la topologia inicial en E definida por los morfismos f,;a € I, a
la cual se le llama la topologia débil en E para la cual estos morfismos son continuos. Por
supuesto, esta topologia es compatible con la estructura de espacio vectorial del algebra E
dada, haciendo de E un espacio vectorial topoldgico.

En efecto una base local de E consiste de conjuntos de la forma

nfojil(UaZ') (2.1)

donde los conjuntos U,, corren sobre las bases locales de las dlgebras topolégicas E,, o € I.
Mas aun, el mismo espacio vectorial topologico en E es también compatible con la estructura
de algebra de F, es decir E se convierte en un algebra topologica sobre la base de la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.0.24 (Proposicion 1.1, p.79 en [30]) Sea E un dlgebra dada, (Eq)acr una
familia de dlgebras topologicas y para cada indice o € I, un morfismo de dlgebras

fo: B — E,.

9
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Entonces, la topologia inicial definida en E por los morfismos f., o € I, hace de E un dlgebra
topologica. En particular, el dalgebra E asi topologizada tiene una multiplicacion continua si
las dalgebras topologicas dadas E,, o € I la tienen.

Demostracion: Por el comentario anterior, la topologia bajo consideracion es una topologia
de espacio vectorial sobre E con una base local dada por (2.1). Ademds, para cualquier z € E,
el endomorfismo

l,:E— E (2.2)

l(y) ==y

es continuo. Por el lema 1.0.13 es suficiente probar que para cualquier o € I el morfismo
composicién

faols

es continuo. Sean y € E, O, una vecindad de f, o l,(y), lo cual implica que O, es vecindad
de fo(zy) = fa(x)fa(y), pero el producto es continuo en cada E,.
Asi, existen U, W vecindades de f,(z) v fo(y) respectivamente tales que

u-wcao,

De esta manera, si V = f,}(W) por continuidad de f,, V es vecindad de y.
Luego,

(faole)(V) = (fa 0 lo) (f' W) = falz - [51 (W) C falz) - W C O

Entonces, f, ol, es continuo para todo «. Por lo tanto [, es continuo.ll

Ahora, si las élgebras topolégicas E,, o € I, son localmente convexas, se concluye por (2.1)
que la topologia inicial en E definida por los morfismos f,, a € I, hace del adlgebra F un
algebra localmente convexa también.

Se sigue de la proposicién 2.0.24 que el dlgebra localmente convexa E asi definida tiene una
multiplicaciéon continua si las algebras F, la tienen.

Con respecto a esto, la misma proposiciéon implica que cualquier subalgebra de un algebra
topoldgica dada con multiplicacién continua es en la topologia relativa (i.e., la “topologia de
imagen inversa”definida por la inyeccién (inclusién)) un algebra topolégica del mismo tipo
que la dada.

Similarmente se concluye que cualquier subédlgebra de un algebra localmente convexa es, en
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la topologia relativa, un algebra topolégica del mismo tipo que la original.
Por otro lado, se obtiene que:

La topologia inicial definida en un algebra E dada por los morfismos f,, o € I, como
arriba, en caso de que las algebras E,, a € [ sean l.m.c. hace de E una algebra l.m.c. tam-
bién.

Esto se sigue de la proposicién 2.0.24 y el lema 1.0.15.

De hecho, se prueba que la topologia de imagen inversa, correspondiente al morfismo de
algebra dado

h:E— F

con F' siendo un algebra l.m.c., todavia define a E' como un algebra l.m.c.. En particular se
concluye de nuevo que cualquier subalgebra de un algebra l.m.c. es, en la topologia relativa,
un algebra topoldgica del mismo tipo.

Sea E un algebra topoldgica dotada con la topologia inicial definida por la familia {(F,, f.)},
a € I, como antes, donde la topologia de cada una de las algebras E,, a € I es de Hausdorff.
Entonces la topologia de E es de Hausdorff si y sélo si para cualquier elemento x # 0 en F,
existe un indice a € I tal que f,(z) # 0 en E,.

En efecto, si E es de Hausdorff y x # 0 en E, entonces existe una vecindad U de cero en FE
con x ¢ U, entonces por (1.1)

v ()40 C U,
con U,, un elemento de la base local de E,,. Asi
z ¢ fi.'(Uy,) para algin o; € 1,
luego
fo, () & U,, para algin o; € I,
entonces

fo;(x) #0 en E,,.

Inversamente, sea x # 0, entonces f,(z) # 0 para algin «a € I, entonces existe U, vecindad
de cero en E,, tal que f,(z) ¢ U,, pues E, es de Hausdorff. Entonces
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z ¢ fi1(Uas).

Mientras que el tiltimo conjunto pertenece a la base local de F, lo cual es lo deseado.
En particular en el caso que (E,)qer s una familia de dlgebras topoldgicas y se considera el
respectivo producto cartesiano.

E=]]E. (2.3)

acl

definido por los conjuntos E,, a € I. Asi, con las operaciones coordenada a coordenada, el
conjunto (2.3) se convierte en un algebra, de modo que los respectivos “morfismos canénicos
proyeccion”

Tu:E— B, acl

son usados para definir la topologia inicial en F, la cual da, por definicién, la “Topologia de
producto cartesiano” en E definida por los espacios topoldgicos E,, a € I.

Por otro lado, por definicién de la operacion en el dlgebra E, se ve facilmente que los
morfismos proyeccion m,, o € I, son morfismos de algebra de las respectivas dlgebras. Asi,
se concluye que E dotado con la topologia de producto cartesiano se convierte en un algebra
topoldgica, la cual tiene multiplicacién continua si este es el caso para cada una de las
algebras topolédgicas dadas E,, a € I.

En este sentido, se tiene una base local para el dlgebra topolégica E asi definida.

BESCS (24

donde los conjuntos U, corren sobre las bases locales de las algebras topolégicas E,, a € 1.
Equivalentemente, se consideran conjuntos de la forma.

I] Ua, con U, = E,

acl

excepto para un numero finito de indices a € I, para los cuales los respectivos conjuntos U,
estan variando como en (2.4).

Similarmente se sigue de la discusion precedente que el producto cartesiano de algebras
localmente convexas (respectivamente con multiplicacién continua) es dlgebra topoldgica del
mismo tipo que las algebras factores.

En particular esto es valido para algebras l.m.c. como se sigue del siguiente:

Lema 2.0.25 Sea (Eq)aer una familia de dlgebras l.m.c., entonces el dlgebra producto car-
tesiano
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E =[] E.

ael

dotada con la topologia de producto cartesiano es un dlgebra l.m.c. Ademds, cualquier sub-
algebra de E es un dlgebra l.m.c.

Demostracion: Por el comentario anterior, una base local para la topologia producto
estd dada por (2.4); de esta manera, basta con probar que los elementos de (2.4) son mul-
tiplicativos y convexos, pero por 1.0.15 se tiene que m,'(Uy,) es un m-barril ya que cada
U,, lo es. Por otro lado se sabe que la interseccion finita de m-barriles es un m-barril, asi la
base local para la topologia producto consta de m-barriles. Por lo tanto, el algebra producto
cartesiano con la topologia producto es un algebra [.m.c.

Por otro lado, si A es una subdlgebra de E, entonces si A es dotada con la topologia inicial
dada por el morfismo inclusion, se tiene que A es un algebra localmente m—convexa. En
efecto, sea U una vecindad de cero, entonces

U=VnA,

donde V' es una vecindad de cero en E. Asi, si z,y € U, entonces x,y € V y x,y € A. De
esta manera, como V es submultiplicativa se tiene que zy € V' y ya que A es una subalgebra,
se sigue que xy € A. Por lo tanto xy € U.

Para la convexidad, sean x,y € U y A\, u € K tales que A + 1 = 1, entonces

Ae+py eV y e+ uy € A

Por lo tanto Az + py € U. Con lo cual se concluye que U es un conjunto multiplicativo y
convexo. l

Por otro lado, el algebra topolégica dada por el producto cartesiano es de Hausdorff si y sélo
si cada uno de los factores lo es; aqui se aplica un argumento similar que para el producto
cartesiano de espacios.
Finalmente, un algebra topoldgica producto cartesiano es completa si y sélo si cada uno de
los factores es completa. Esto es consecuencia del caso mas general del producto cartesiano
de espacios completos.

2.0.1. Sistemas Proyectivos de Algebras Topoloégicas

Definicién.- 2.0.26 Dado un conjunto parcialmente ordenado I, un sistema inverso de
dlgebras topoldgicas es un par ordenado ((Ey)acr, (fag)s>a), donde
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(Ea)ael

es una familia indexada de dlgebras topologicas y

(faﬁ tEg — Ea)ﬂza

es una familia inderada de morfismos continuos para los cuales fno = tdg, para toda o € 1
y tal que el siguiente diagrama conmuta siempre que
e

fo

¥ E,
N

Eg

E, (2.5)

Definicién.- 2.0.27 Ellimite proyectivo (limite inverso) del sistema proyectivo ((Ea)acr, (fop)s>a)
es un dlgebra lgnEa y una familia de proyecciones (fq : @Ea — Eq)acr tales que

o faﬁofﬂ:fa

o Para cualquier dlgebra topoldgica A y morfismos g, : A — E, que satisfacen faz095 =
Jo para todo a < [ existe un unico morfismo 6 : A — I&nEl que hace conmutar al
siguiente diagrama.

lm F, < - '~~~ -4 (2.6)

Si se considera el algebra producto cartesiano F' = [] E,.
acl
En la categoria de las algebras topoldgicas, el limite proyectivo de cualquier sistema proyec-

tivo ((Ea)aer; (fap)s>a) de dlgebras topologicas existe. Mds aun estd dado por
I'&nEa ={2 = (a)acr € F 100 = fap(zg), si a<p en I} (2.7)

Asi, por definicién de las operaciones de algebra en F'y la hipétesis de los morfismos fug,
lim F, es una sub-algebra de F'.
En efecto sean x,y € lé'r_nEa, AeKya,p el tales que a < 3, considérese lo siguiente
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1) (z+Y)a = Ta +Ya = fap(xs) + fap(ys) = fap(zs +ys) = fap((z +Y)s).
2) (A\)a = Ao = Map(T5) = fas(A5) = fap((AT)s).

3) (@Y)a = TaYa = fap(2s) fap(ys) = fap(xsys) = fap((zY)s)-

Esto hace de lim F, una subdlgebra del algebra producto cartesiano, la cual puede ser la
trivial. Con respecto a esto, si las algebras E,,a € I tienen elementos identidad, por decir
1o, € Iy el morfismo de dlgebra f,3, con a < 8 preservan la identidad (la cual se supo-
ne), la identidad 1 = (1,) en F' pertenece también a la sub-algebra E de F' definida por (2.7).

El algebra lim F,, asi definida es el algebra limite proyectivo del sistema proyectivo dado
(Ey, fap) vy usualmente es denotada por

E = §m(Ea, fos).

Por otro lado, dado un sistema proyectivo de algebras, se define una familia (f,)qcs de
morfismos dados por la siguiente relacién

fa = Wa’E B = Ea, (28)
para cualquier o € I, donde el morfismo 7, es el morfismo proyecciéon candnica.

La respectiva algebra limite proyectivo lglllEa estd dotada con la topologia inicial defi-
nida por los morsfismos f,,« € I. El algebra topoldgica asi definida es llamada el algebra
limite proyectivo o inverso del sistema proyectivo dado.

Por lo anterior y el lema 2.0.25 se concluye que:
Un limite proyectivo de dlgebras localmente m-convexas es un dlgebra del mismo tipo (Pues
es una subdlgebra de un algebra [.m.c.)
Por supuesto si las dlgebras E,, a € I son normadas, entonces la respectiva algebra limite
proyectivo es un algebra [.m.c. Mas aun, si las algebras E,, a € I son algebras de Banach
como serd el caso en la seccion siguiente, entonces el dlgebra limite proyectivo es un dlgebra
l.m.c.
Lo importante aqui es que el reciproco es verdad; es decir las dlgebras [.m.c. parecen ser s6lo
las de este tipo de (o al menos subdlgebra apropiada de ese tipo, si no son completas). Esto
es en efecto un resultado fundamental de toda la teoria de algebras [.m.c.

Finalmente se resaltara que un &lgebra topoldgica limite proyectivo £ = @n(Ea, fap) €s
de Hausdorff si este es el caso para cada una de las dlgebras E,, o € I (pues es una subélge-
bra de F' = [] E,).

ael
Se concluye esta seccion con el siguiente.
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Lema 2.0.28 Clualquier dlgebra topologica limite proyectivo E = @(Ea, fa3) €s una subdlge-

bra cerrada del dlgebra topoldgica producto cartesiano F = || E,. En particular, E es com-
a€cl
pleta, si este es el caso para cada una de las dlgebras topologicas dadas E,, o € I.

Demostracion: El hecho de ser subédlgebra se ha demostrado anteriormente. Para ver que
es cerrada, sea (z") sucesion de elementos de E tales que
(™) — x, asi

lim 2" ==z
n—oo

entonces, por la continuidad de f,

s n __
lim 2 =z,
n—oo

luego

To = lim zg = lim fog(ah) = fop( 1 (25)) = fap(zs).

n—o0

Por lo tanto, el algebra E es una subalgebra cerrada del algebra producto cartesiano F. B

2.0.2. Representacion de Algebras localmente multiplicativamen-

te convexa como limite proyectivo (Descomposicién de Arens-
Michael)

El objetivo principal en la siguiente discusién es dar una representacion de cualquier
algebra [.m.c. completa E' como un limite proyectivo de algebras de Banach.
Como se acaba de mencionar esta representacion constituye una conclusion fundamental de
toda la teoria de las algebras [.m.c.
A través de esta herramienta, preguntas bésicas sobre un élgebra [.m.c. pueden ser en muchos
casos reducidas a sus andlogas para los respectivos factores que son algebras de Banach,
donde tal vez ya se sabe la respuesta.
Se comienza con suponer que se da un algebra E [.m.c. junto con una base local M = (U, )aer
de E que consiste de m—barriles.
Ahora se consideran las respectivas funcionales de Minkowski de los miembros de 91; de esta
manera se obtiene una familia P = (p4)aer de seminormas submultiplicativas (continuas)
que definen la topologia de FE.
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Por otro lado, para cualquier indice o € I, el par (F,p,) es un algebra seminormada, tal
que se puede definir la respectiva dlgebra normada (cociente) E,.

Eo = E/p,"(0) (2.9)

Donde p;'(0) = ker(p,) = {z € E : po(z) = 0} = N, el cual es un ideal bilateral cerrado
(del &lgebra topoldgica) E.
Cuya norma esta dada de la siguiente mamera

||xa||a = pa(x),

donde z, = = + ker p,.
Entonces, tomando la completacion de (2.9) se obtiene para cualquier a € I la correspon-
diente algebra de Banach

e~

Eo = (E/p3'(0)).
Ademas, se considera el respectivo morfismo (canénico) cociente
po: E— E,:=E/N,, a €1,
el cual es un morfismo suprayectivo de dlgebras y también p, el morfismo definido por
E L (2.10)

Eq
1a0Pa x liu
Eq

el cual es, de nuevo, un morfismo de algebras del dlgebra dada F en el dlgebra de Banach
E,, ael

Ahora se define un orden parcial en el conjunto de indices I por la siguiente relacién:

Si oy 8 son elementos de I, se dice que

« S 6 s Uﬁ g Ua;
equivalentemente, si
Pa(z) < pg(x) para todo x € £
Entonces se concluye que I, dotado del orden parcial anterior, se convierte en un conjunto
dirigido, pues basta considerar U, = U, N Ug, si o, B € 1.
Nota: Un conjunto es dirigido si para todo o, 8 € [ existe y € [ tal que a < vy 8 < 7.

Asi para cualquier «, 5 € I con a < 3, se obtiene que p,(z) < pg(x) para cada = € E.
Luego
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Ng = ker(pg) C kerp, = N,
por lo tanto la relacion
fap 2+ Ng=[2]g— fap(®+ Np):z+ Ny = [7]s
con x € E define un morfismo de algebra suprayectivo
fap: Eg — E,.

Se concluye que la familia {(E,, fa3)}, con a € I, define un sistema proyectivo de dlgebras
normadas, correspondiente a la base local dada 91 de E. Ademas, considerando la extension
continua

fa,ﬁ : ENB — E~a
del morfismo f, g, se obtiene un sistema proyectivo de algebras de Banach

{(Fq, fas)} acl.

De la discusion anterior, se sigue que el algebra
jm

es un algebra [.m.c., asi como el algebra [.m.c. completa
lim E,.

El objetivo principal en lo que sigue es encontrar la conexién entre las dos algebras prece-
dentes y el dlgebra dada E.

Lema 2.0.29 Seqa E = l'gl(Ea,fag) un limite proyectivo de dlgebras topoldgicas. Entonces
una base local de E esta dada por la familia

{f7'U,): U, €N,y a€l}

07

donde N, es una base local del dlgebra E, con o € 1.
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Demostracién: Por (2.4) y (2.8) se obtiene que una base local de E es de la forma

donde los conjuntos U, corren sobre las bases locales de las algebras E,, es decir N, a € I.
Por otro lado, ya que I es un conjunto dirigido existe un indice o € I tal que a; < «, con
1 =1,2,...,n entonces se obtiene

Jai = faia © fa

luego, se tiene

n

=N v (faaUay)) = (ﬂ faraUa) = [ (Va)

=1

DL
kh

s
Il
R

donde el conjunto V,, = ﬂ fan(Us,) es una vecindad de cero en E,. Asi, existe U, € N,

con U, C V, lo cual prueba la afirmacion. W

Ahora, debido al lema anterior, también se tiene el siguiente resultado el cual se aplicara en
el siguiente teorema

Lema 2.0.30 Sea E = l'gl(Ea, fap) un dlgebra limite proyectivo como en el lema anterior
y B cualquier subespacio vectorial de E. Entonces, se tiene

B = f'(fa(B)) = lim f.(B) (2.11)

ael

donde los morfismos f,,a € I, estan dados por (2.8). En particular si B es cerrado se
obtiene

— lim /,(B) = lim [, (B) (2.12)

Demostracion: Obsérvese que la familia

{(fa(B), faslram) ), a€l (2.13)

define un sistema proyectivo de espacios vectoriales topolégicos, para esto se tiene que ver
que satisface lo siguiente

1) fapliss) @ f3(B) — fa(B)
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2) faalpas) = idys.(B)
3) fom’f’y(B) = faﬁ‘fa(B) © fﬁv‘fw(B)

4) faplss(m) s continuo.

En efecto,

1) fap(f5(b)) = fa(b)

2) foolfa(m) (fa(b)) = fo(b) = idy, )

3) faplis) © foylr, ) (f5(0) = faslssm)(f5(0) = fu(b)
)

4) faplss(3) s continuo ya que fqs lo es.

Por lo tanto, {(fo(B), faslss(8))} es un sistema proyectivo de espacios vectoriales topoldgicos.
Por otro lado, ya que

fap(f3(B)) C fas(fs(B)) = fa(B) para toda a < j3

se obtiene que la familia

{(fa(B), faslpym)}, el (2.14)

define también un sistema proyectivo de espacios vectoriales topoldgicos.

Ahora la segunda igualdad de (2.11) es consecuencia directa de la misma definicién. Para la
continuidad de una funcién se conoce la siguiente caracterizacién f : X — Y es continua si
y s6lo si para cualquier A C X se tiene que f(A) C f(A) si y sélo si para cualquier B C Y
se tiene f~1(B) C f~(B).

Se sabe que B C f.;!(f.(B)) para todo « € I.

Entonces B C f;1(f.(B)), de esta manera, por la equivalencia arriba mencionada se tiene
que por la continuidad de f,

fY) C fHY)
asi, si
Y = fa(B>

se tiene que

[t (fa(B)) €[5 (fa(B))



21

entonces

B C f;Y(f.(B)) para todo a € I

«

por lo tanto

B c N3 (fa(B)).

«

Seax € () fi'(fa(B)), entonces x € [, (fo(B)) paratodaa € I, asl f,(z) = x4 € fo(B),

(0%
para todo o € I. Entonces para cualquier (abierto bésico) vecindad U, de z, en E, (i.e.,
un elemento del sistema fundamental de vecindades abiertas del punto en cuestién), se tiene
que

Ua N fo(B) #0, ast o' (Ua)NB#0

donde f;1(U,) es una vecindad abierta basica de x € E (por el lema 2.0.29) lo cual prueba

la afirmacion, es decir B = () f7(fo(B)). Por otro lado, se tiene que

BC Qf;l(fa(B)) c Qf;l(fa(B))

entonces, por lo anterior,(2.13) y (2.14) se tiene que
BClimfu(B)=lm/.(B)=B=B. M
Ahora se presenta el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.0.31 (Teorema 3.1, p.88 en [30]) Sea E un dlgebra l.m.c. (de Hausdorff) y
N = (Un)aer una base local de E que consiste de m-barriles. Mds aun, se denota por FE
la completacion de E y sea E, (respectivamente Ea), a € I las correspondientes dalgebras
normadas (respectivamente de Banach)

E.=E/p;{(0)  (Ea=E/p, (0)).

Entonces se tienen las siguientes relaciones
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salvo un isomorfismo de dlgebras topoldgicas.
En particular, para cualquier dlgebra l.m.c. completa E con Yt como antes, se tiene la relacion

E =limE, = lim £,
salvo un isomorfismo de dlgebras topoldgicas.

Demostracion: Teniendo en cuenta las algebras [.m.c.
B,y
se tiene el siguiente morfismo
6: B — ImEy: x- 0(x) = (pa(a))ucn.
donde se establece que
pa() = x + ker(p,) = [x]a, aecl
asi, ¢(x),r € E, es un elemento de @Ea pues
Pa = fas © ps

y entonces po () = (fap 0 pg)(x) = fap(pp(x)). Asi, el morfismo estd bien definido, ahora es
sencillo ver que ¢ define un morfismo entre las respectivas dlgebras. Entonces se probara que
¢ define de hecho un isomorfismo algebraico (inyectivo).

En efecto, si ¢(x) = 0, entonces [z], = 0 para todo a € I es decir « € ker(p,) para todo
a € I, entonces

Po(z) = 0 para todo a € T
por lo tanto
x € p;1(0) para todo « € T

asi, ya que F es de Hausdorff se tiene que x = 0. Entonces, el morfismo ¢ es uno a uno;
ademds se obtiene
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faod=pa, acl
es decir, el siguiente diagrama conmuta

E—%lmE, (2.15)

N

Eq

lo cual implica que ¢ es continuo, pues p, es continuo para todo o € I,
es decir

fa © @ es continuo para todo o € T

y dado que lim E, tiene la topologia inicial dada por los morfismos f,, entonces por el teo-
rema 1.0.13 se sigue que ¢ es continuo.

Ademas, el morfismo ¢! es continuo, pues basta ver la conmutatividad del siguiente
diagrama

@EQ&E (2.16)

N

Eq

y observar que E tiene la topologia inicial dada por los morfismos p,. Por el teorema 1.0.13
se sigue que el morfismo ¢! es continuo.

Finalmente, se ha probado que ¢ define un isomorfismo de algebras topoldgicas del alge-
bra dada E en l'glEa.

Por otro lado se tiene
fa(@(E)) = po(E) = E, para todo o € [

asi, por el lema 2.0.30

E CE = ¢(E) = lim fo(¢(E)) = lim E, = lim E,,.
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Asi, ya que el iltimo espacio es completo, finalmente se concluye que

E:E:@E:@Ea:@Ea
salvo un isomorfismo de algebras topoldgicas.ll

El siguiente diagrama ilustra las dlgebras involucradas en el teorema anterior

. l.m.c.—Algebras localmente multiplicativamente convexas
. N—Algebras normadas

] B—Algebras de Banach

Se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.0.32 Cualquier dlgebra (de Hausdorff) l.m.c. es, salvo un isomorfismo de dlge-
bras topologicas, una subdlgebra de un producto cartesiano de dlgebras de Banach. Estas pro-
porcionan de hecho, un sistema proyectivo de dlgebras de Banach, tal que el dalgebra dada es
también una subdlgebra densa en la respectiva dlgebra limite proyectivo.

Definicién.- 2.0.33 Un dlgebra topologica es de Fréchet si su espacio vectorial topologico
subyacente es metrizable y completo.
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En particular, si E tiene una base local numerable Mt = (U,,),en (es claro que se puede asumir
la base local M, la cual consiste de una sucesién decreciente de subconjuntos de E) i.e., E
es una algebra [.m.c. metrizable, se obtiene el siguiente corolario del teorema 2.0.31.

Corolario 2.0.34 Cualquier dlgebra de Fréchet l.m.c. es (salvo un isomorfismo de dlgebras
topoldgicas) el limite proyectivo de una “sucesion decreciente”de dlgebras de Banach.

NOTA: La sucesién E,, n € N de algebras de Banach consideradas en el corolario anterior
es tal que para todo m < n, m,n € N, se tiene un morfismo (continuo) de élgebra

el cual por lo general no es uno a uno; es por esta razéon que aparecen las comillas.
Se destacard para uso posterior la situacién descrita por el teorema anterior a través de la
siguiente definicién.

Definicién.- 2.0.35 Sea E un dlgebra completa l.m.c. y una base local M = (Uy)aer que con-
siste de m-barriles. Se llamard una descomposicion de Arens-Michael de E, correspondiente
a la particular base local N bajo consideracion a una expresion de la forma

E=limE,
valida para el teorema anterior salvo un isomorfismo de dlgebras topoldgicas.

Ademas, por abuso de terminologia, se hara referencia a una descomposicién de Arens-
Michael de cualquier algebra [.m.c. E dada, no necesariamente completa.

2.0.3. Aplicaciones de la descomposiciéon Arens-Michael

Sobre la base del teorema 2.0.31 de la seccién anterior se logra obtener varios resultados
en la teoria clasica de algebras de Banach para clases mas generales de algebras topoldgicas
representadas como limite proyectivo de algebras de Banach. Entonces, por este procedi-
miento las propiedades deseadas de las algebras bajo discusién son reducidas de hecho, a la
cuestion analoga para algebras de Banach, donde puede ser conocido o incluso tener una res-
puesta simple. Como una basica aplicacion de esta tecnica, considérese el siguiente teorema
2.0.41
En lo que sigue se aplica repetidamente la notacion y la terminologia del teorema 2.0.31.
Maés aun, al referirse a la base local 91 de un algebra l.m.c.E dada, siempre se entendera que
N consiste de m-barriles.
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Definicién.- 2.0.36 Dada un dlgebra E sin unidad, se dice que un elemento v € E es
casi reqular derecho (respectivamente izquierdo) o casi invertible derecho, si se tiene la
relacion

r+y—azy=0 (y+z—yx=0) (2.17)

para algun elemento y € E; el elemento x € E es casi invertible si es casi invertible izquierdo
y derecho. Tal elementoy € E, si existe, es necesariamente unico (es el casi inverso o adverso
de x). Ast, la operacion binaria, la cual estd definida en E por

roy:=x+y—zxY (2.18)

con x,y € E, es usualmente llamado la operacion circulo (o casi multiplicacion) en E.
Observaciéon 2.0.37 Un elemento x € E es casi invertible, si y solo si x — e es invertible.

Observaciéon 2.0.38 Un elemento x € E es casi invertible, si y solo si Ax es casi invertible,
para A # 0.

Definicién.- 2.0.39 Sea E un dlgebra con un elemento identidad y x cualquier elemento
de E. Entonces, el espectro de x es

Spe(z) ={A € C: X e—x no es invertible}

es decir, el conjunto de todos los niumeros complejos X\ tales que Ae — x no es invertible. El
complemento de Spg(x) es el conjunto resolvente de x; estd formado por todos los A € C
para los que (e — x)~1 existe.

Si el dlgebra E no tiene elemento identidad, se define el espectro de la siguiente manera

Spp(z) ={A € C\ {0} : sz € E no es casi invertible} | J{0}.

El radio espectral de x es el nimero rg(x) = sup{|\| : A € Spg(x)} . Es el radio del
menor disco circular en C con centro en cero, que contiene a Spg(x).

Observacion 2.0.40 De la observacion 2.0.37 y 2.0.38, se tiene que las definiciones ante-
riores de radio espectral son equivalentes en presencia de un elemento identidad.

Asi se tiene el siguiente

Teorema 2.0.41 (Teorema 4.1, p.91 en [30]) Sea E un dlgebra l.m.c. completa y E =
lim £, una descomposicion de Arens-Michael de E correspondiente a la base local N =
&)ael de E. Entonces se concluye lo siguiente:
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1) Un elemento x € E es casi reqular si y solo si [z, es casi reqular en E,., para cualquier
ael.

2) El dalgebra E tiene un elemento identidad si y sélo si es cierto para cada una de las
algebras F,, o€ l.

3) Si E tiene identidad, entonces un elemento v € E es invertible si y sélo si [z, es

wnvertible en Ea, para cualquier o € 1.

Demostracién: Como se sigue de la misma definicion y de la discusion en la seccion previa

1) Supéngase que x = ([T]a)acr € E = @Ea, es tal que z es casi regular. Entonces

es un elemento casi regular de E,. En efecto, como x es casi regular, existe y € E tal
que roy = e, asi fo(roy) = falz) o fu(y) = f(e) = e. Por lo tanto, el elemento [z],
es casi regular, donde el casi inverso esta dado por f,(y) = [y]a-

Reciprocamente, supéngase que x = ([z]y)acr € F = @Ea, con [z, un elemento casi

regular de E, para todo o € I. Por lo tanto, existe un elemento y = (y,) € [] E, tal

que
[%]o © Yo = Ya © [2]a = 0 para todo o € [
ademas, para cualquier o < [ en I, se tiene la relacién
[2]a 0 Fas(ys) = Fap(2]s) © Fap(ys) = Fas(lz]s 0ys) =0
mientras una relacién similar es también valida para la multiplicacion por la izquierda

para fos(ys)-
Asi, se obtiene

fozﬁ(yﬁ) = Yo Para todo o < ﬂ en [
entonces y = (Ya) € @1 E, = E, por lo tanto, se concluye la relacién
roy=yox=0

2) Ahora, supéngase que e = (e4) € [] Ea, con e, el elemento identidad en E, para todo

a € 1. Por lo tanto, ya que por (f:((b(E)) = po(E) = E,)

E, = pa(E), si x4 = po(x) € E,
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entonces se tiene por hipdtesis y (po = fap 0 pg) las siguientes relaciones

(2] faples) = pa(@) fasles) = fap(ps(@)) fasles) = fap(ps(@)es) = Fas(ps(z)) =
pa(x) = [x]4 para todo a < fen I.

Similarmente para la multiplicacién por la izquierda por f,, s(es), asi el dltimo elemento

es una identidad del dlgebra £, también E, =FE,. As por hipétesis se concluye que
fas(es) = eq para todo a < B en I. Luego e = (e,) € lim E, = E. Entonces se ve que
e es un elemento identidad de F.

Six = ([z]a) € £ = @Ea, con [z], un elemento regular de E, para todo a € I,
entonces existe y = (yo) € [ Eq tal que
[m]ayoz - ya[x]a = €a

donde por (2), (e,) = e es un elemento identidad de E. Ahora, para toda o <  en [
se tiene

[#)afap(ys) = fap([z]p) fap(ys) = €a = faslz]a;
lo cual implica que fa5(ys) es un inverso de [z], en E,. Esto implica que
fop(Ys) = Yo para todo aw < B en
por lo tanto
y=(ya) €M E, = E

se concluye que y es inverso de z en .1

NOTA: Se ha usado la hipétesis de completitud del algebra E en el teorema anterior sélo
en lo que se refiere a la relacion

E:@Ea

Corolario 2.0.42 Sea E un dlgebra l.m.c. completa. Entonces aplicando la notacion del
teorema anterior se obtiene

Spe(x) = | Sz, ([2]a) (2.19)

acl

para cualquier elemento x € E. Mas aun, el radio espectral de un elemento x € E es dado
por

rp(x) = suprg, ([2]a) = sup lim (po(a"))"/" (2.20)

a N
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1

1% es casi singular, entonces

Demostracién: Supoéngase que A # 0, entonces A € Spg(x) si
por el teorema anterior, el elemento

[32]o = 3[2]a para algin o € T

debe ser casi singular. Por lo tanto,

A € Spg, ([7]) para algin a € 1
A e USpg, ([2]a)

Ademds, si 0 € Spp(r), entonces x debe ser un elemento singular de FE. Entonces por
el teorema 2.0.41 (3) esto debe ser cierto para algin elemento [z], € E, y por lo tanto
0 € Spg, ([7]a), y reciprocamente por el teorema 2.0.41.

Por otro lado, por la definicion de radio espectral y la igualdad anterior se concluye la
primera de las relaciones

re(x) = sup{|\| : A € Spe(x)}

re(r) = sup{|A| : A € gSpEa([x]a)}
rp(z) = sup sup{|A| : A € Spg, ([7]a)}

rp(z) = SUp 75, ([7]a)

Mas aun, la segunda es consecuencia de la respectiva féormula dada para el radio espectral
de un elemento z, en el algebra de Banach

(Ea |- [la), a €1
Por otro lado, por

" (Eo = E/p;'(0))

" (pa(x) =x + kerp, = [.I]a)
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se tiene
[z]alla = [lpa()"lla = [lpa(@")]la = palz™),n € N (2.21)

asi, se tiene que para cualquier x € F'y a € [
1/n n n
[lalls™ = (pa(z™)/",n € N.

Pero como E,, es un algebra de Banach, se sabe que el radio espectral esta dado de la siguiente
manera

ri, ([2]a) = lim ||[]a]ls",

de esta manera,

TEQ([m]a) = lim (pa(g;”))l/n

n—oo

tomando supremos sobre alfa de ambos lados se obtiene lo deseado.ll

En la siguiente seccién se considerard una situacion mas general, a saber, algebras [.m.c.
advertiblemente completas.

2.0.4. Algebras localmente m-convexas advertiblemente comple-
tas.

En esta seccién se da un andlisis més fino de la situacién descrita por el teorema anterior.
Se ha senalado que el hecho de que las algebras involucradas en el teorema 2.0.41 sean
completas no es necesario en la parte de la suficiencia de la afirmacién. Ahora, el objetivo
en lo que sigue es dar una caracterizacién de las condiciones que son, de hecho, necesarias
en la parte de la necesidad del mismo teorema en lugar de considerar algebras completas.
Asi se demuestra que las algebras advertiblemente completas son suficientes; Ademads, esto
también caracteriza la situacion respectiva.

Definicién.- 2.0.43 Un dlgebra topolégica E es advertiblemente completa si para cada
filtro de Cauchy F en E que converge (a algin elemento x') en E, existe un elemento x € F,
tal que se cumplen las siguientes condiciones:

xoF =20y Fox—0
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Definicién.- 2.0.44 Sean E un dlgebral.m.c. y I&H E,, una descomposicién de Arens-Michael
de E. Un elemento x € E es “cast-regular coordenada a coordenada” si para cualquier
a € 1, el elemento p,(x) es casi reqular en E,, o equivalentemente, existe un elemento

2= (2a) GHEa

tal que
Pa(T) 0 24 = 24 0 palx) =0 (2.22)

para cualquier o € 1.

Lema 2.0.45 Sean E un dlgebra l.m.c. y lim E,, una descomposicién de Arens-Michael de
E correspondiente a la base local N = (Uy)aer de E y x un elemento de E. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes

1) El elemento dado x € E es casi reqular coordenada a coordenada.

2) Eziste un filtro de Cauchy F en E tal que
lim(z o F) =lim(Foxz) =0 (2.23)

y mds aun
lim po (F) = 24 € Ey (2.24)

para todo € I. En particular, F converge al elemento z = (z4) en [] Ea.

Demostracién: Supdngase que p,(x) 0 zo = 24 © po(x) = 0 es cierto; entonces se tiene que

pal) © fas(28) = fap(ps(x)) © fas(28),

luego

pa() 0 fop(28) = fap(pa(t) o 25),
Pa(T) 0 fop(28) = fap(25 0 ps(z))

y entonces
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pal) 0 Fup(28) = Fap(zs) © pala) = 0.

Por lo tanto, por la unicidad de la operacion circulo, se tiene Taﬁ(z,g) = 2, para todo a < 3
en [.

De esta manera z = (z,) € ILmEa. Ahora, si G(z) denota el filtro de vecindades de z en el
algebra limite proyectivo, ya que E = ¢(E) es una subélgebra densa del limite proyectivo,
se concluye que

¢~ (G(z) N o(E))

es un filtro base de Cauchy en F.
Sea F el respectivo filtro de Cauchy en E generado por el filtro base.
Se mostrara que

lim po(F) = 24 € E, para todo o € [
se satisface, lo cual dira que el filtro F en E asi construido converge al elemento

= (Za) Gl‘glEa g HEa

En efecto, si W es una vecindad de z, € E, el conjunto

V=T11Vs

Bel

con V,, = W y Vs = Ejs para todo 8 # a en I define una vecindad de z = (2,) € [] E,.

Entonces ¢~ (V' N (1&1 E.) N ¢(E)) pertenece a F.
Luego, se obtiene

pa(@ (VN (lm Eo) N G(E))) = ma(V N (i Eq) NG(E)) C ma(V) C Vo =W
lo cual prueba la afirmacion. Ademas

lim po (2 0 F) = lim(pa(z) 0 pa(F))

lim po(z 0 F) = po(z) o lim po(F)
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lim po(z 0 F) = pa(z) 0 26 = 0 = 24 0 po(T)
lim po(x 0 F) =0 = 24 0 po(z) = lim p,(F o x) para todo x € T

lo cual prueba (2.23), asi 1) implica 2)
Inversamente, supéngase que 2) se cumple es decir (2.23) y (2.24) son validas.
Entonces, ya que el morfismo p, es continuo, se tiene

0 = pa(lim(zoF)) = lim pa(xoF) = po(z)olim po(F) = pa(x)ozq = pa(im(Fox)) = z40p4
paratodoac I B

NOTA: Concerniente al elemento z = (z,) € [[ E. en el lema anterior, se concluye en
acl

ambos enunciados que z € I&HEQ tal que el filtro F en (2) converge a z con respecto a la

misma algebra M E,. Ademsés, se obtiene por
lim(zoF) =lim(Foz)=0
que
lim(zoF)=zolimF =z02=0

y similarmente zox = 0, es decir = es el casi inverso en E = lim E,, del elemento dado z € E.
Asi, el lema anterior proporciona un fortalecimiento del teorema 2.0.41 (1) y dice que si un
elemento x € E es casi regular coordenada a coordenada, entonces tiene casi inverso, por
decir z, pero pertenece a la completacion del algebra E, que es

ZGE:@EQ

De hecho se tiene una mejor informacién (que es la ubicacién del elemento z en cuestién).
A través del siguiente corolario se verda que z € F, si el algebra dada E es advertiblemente
completa, es decir, “completa con respecto a tomar adversos”

Corolario 2.0.46 Sea E un dlgebra l.m.c. Entonces, las siguientes proposiciones son equi-
valentes

1) E es advertiblemente completa

2) Un elemento x € E es casi-reqular si (y solo si) es casi-reqular coordenada a coordenada
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Demostracién: Si un elemento z € E, con ¢(z) = (pa(z)) € @Ea es casi-regular, enton-
ces existe un filtro de Cauchy F en E que satisface

lim(z o F) =lim(F ox) = 0.

Por lo tanto, si E es advertiblemente completa, F converge a un elemento y € E, asi roy =
yox = 0. Por lo tanto, y es el casi-inverso de = en E, lo cual prueba que 1) implica 2)
Ahora, supéngase que F es un filtro de Cauchy en F, el cual satisface

lim(zoF) =lim(Foz)=0

para algin elemento x € E. Por otro lado, por hipdtesis F converge a un elemento z =
(2a) € l'gnEa = I/, entonces se tiene

zor=zo0z=0en E
por lo tanto también la relacion
Pa(Z) © 2o = 24 © pa(x) =0

es decir x € F es casi-regular coordenada a coordenada, como 2) es vélido, se tiene que z es
casi-regular en F; es decir existe

yeECE ., zoy=yox=0
asi por la relacién probada se tiene que z =y € £ W

El siguiente lema expone una condiciéon mas fuerte para la casi-regularidad que las 2 propo-
siciones equivalentes en el corolario anterior. Asi se tiene el siguiente

Lema 2.0.47 Sean E un dlgebra l.m.c.
Un elemento x € E es casi reqular si (y sdlo si)

f(z) #1 (2.25)

para cualquier caracter (funcional multiplicativo) continuo f de E. Entonces, (2.25) implica
cualquiera de las dos proposiciones equivalentes del corolario anterior.

Demostracién: Sea F un filtro de Cauchy en E tal que para algun elemento = € F, la
siguiente relacion es cierta
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lim(z o F) = lim(F ox) = 0.

Asi, si (2.25) es vélido se deberd probar que x es casi-regular en E. De otra manera, si (2.25)
no sucediera, deberfa existir un elemento f € M(E), con f(z) = 1. Por la continuidad de f,
el conjunto

U={yeE:|f(y)l<1}

es una vecindad abierta de cero en E. Por hipdtesis para F, existe B € F, con
roB={roy:ye B} CU
por lo tanto
|f(z oy)| <1 para cualquier y € B.

Pero

flxoy)=flx+y—wy)=f(x)+ fly) — f(@)fly) =1+ f(y) — fly) =1

para cualquier y € B, lo cual implica que |f(x oy)| = 1, y esto es una contradiccion.
Asi f(x) # 1 para todo f € M(E), lo que implica que z es un elemento casi-regular de FE.
Por lo tanto existe z € F, con x o z = z o x = 0. Entonces se tiene

Pal2) © pa(2) = pa(2) © pa(x) = 0 para todo a € I,

Ademés, por hipdtesis para F, p(F) es un filtro de Cauchy en E, (la imagen directa de un
filtro de Cauchy bajo un morfismo continuo es un filtro de Cauchy), pero E, es completa,
entonces

lim po(F) = yo € E, paratodo a €l (2.26)

lo cual implica que
lim po (2 0 F) = lm(pa(z) 0 po(F)) = palr) o im po(F) = lim pa(F) 0 pa(z) =0

es decir, po () © Yo = Yo 0 pu(x) = 0 para todo a € I, consecuentemente se tiene y, = po(2),
ael.

Asi, finalmente se tiene que y = (y,) = (pa(2)) = z € E. Entonces por (2.26) el filtro F
converge a un elemento y € E, es decir el algebra E es advertiblemente completa, por lo
tanto se tiene que (2.25) implica 1) del corolario anterior. W
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Si ahora se anade la condicién de conmutatividad se obtiene el siguiente

Teorema 2.0.48 (Teorema 5.1, p.97 en [30]) Sea E un dlgebra l.m.c. conmutativa. Enton-
ces los siguientes enunciados son equivalentes

1) E es advertiblemente completa.

2) Un elemento x € E es casi-reqular si (y solo si) se tiene la relacion siguiente:

flz) #£1 (2.27)

para todo caracter continuo f de E.

Demostracién: Se observa que por el lema anterior y la condicién f(x) # 1 para todo ca-
racter continuo f de E siempre implica 1) es decir independientemente de la conmutatividad
del algebra E. Entonces lo inico que hay que probar es que bajo la hipétesis suplementaria,
i.e., que el dlgebra sea conmutativa, 1) implica 2).

Sea x un elemento de E el cual satisface

f(z) # 1 para todo f € M(FE)

supdéngase por otro lado, que = no es casi-regular. Entonces por el lema y el corolario anterior
debe existir un indice a € I tal que po(,) s un elemento casi-singular del dlgebra de Banach
conmutativa F,. Entonces debe existir un caracter de E,, es decir un funcional continuo tal
que

he : Eq — C con ha(pa(x)) = 1.
Asi se obtiene un elemento
f=hapa € M(E) tal que f(z) =1
lo cual contradice la hipotesis para x W
En particular para algebras que tienen elemento identidad se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.0.49 Sea E un dlgebra l.m.c. conmutativa, advertiblemente completa con ele-
mento identidad. Entonces un elemento x € E es invertible si (y sdlo si) se tiene

f(z) #0 paratodo fe€M(E) (2.28)
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Demostracién: Ya que la condicion (2.28) necesaria sucede (incluso para algebras no con-
mutativas), sélo se tiene que probar la condicién suficiente. Asi, si (2.28) es vélida para algin
x € E'y e denota el elemento identidad de F, entonces para cualquier f € M(FE) se tiene la
relacion

fle—z)=fle) = flz) =1— f(z) #1 (2.29)
por el teorema anterior e — x es un elemento casi-regular, por lo tanto x es un elemento
regular (invertible) de £. W

En conexion con el resultado anterior, se enfatiza que en presencia de un elemento identidad
en el algebra [.m.c. conmutativa E las dos condiciones (2.27) y (2.28) son equivalentes: El
hecho de que (2.27) implique (2.28) se sigue de la prueba anterior. Mas aun, si (2.28) es
vélido, entonces aplicando un resultado similar a (2.29) se tiene que

fle—=) = fle) = f(x) = 1= f(z) £ 0 (2.30)

para todo f € M(F); por lo tanto, por hipdtesis e — z es un elemento regular de E. Asi z es
un elemento casi regular. Por lo tanto (2.28) se satisface.

Entonces se concluye que bajo la hipotesis suplementaria de que E es un algebra conmutativa,
ya sea una de las condiciones (2.27) o (2.28) pueden tomarse como hechos equivalentes a la
hipotesis de que el dlgebra E sea advertiblemente completa.

NOTA: La discusién anterior proporciona una generalizacién de los enunciados 1) y 3)
del teorema 2.0.41 al caso de las algebras [.m.c. advertiblemente completas. Asi el primer
enunciado del teorema 2.0.41 esta contenido en el corolario 2.0.46, el mismo corolario también
indica que para un algebra [.m.c. la propiedad en cuestién constituye, una caracterizacion
de ser “advertiblemente completa”. Ademds, el enunciado 3) del teorema 2.0.41 se puede
obtener mediante la observacién que se hace con respecto al corolario anterior.

2.0.5. Propiedades espectrales de algebras advertiblemente com-
pletas localmente multiplicativamente convexas

En esta seccién se extenderan las relaciones (2.19) y (2.20) a dlgebras [.m.c. adverti-
blemente completas, en particular si las algebras en cuestién son conmutativas; también se
obtendran mas caracterizaciones de la misma clase de algebras.

Teorema 2.0.50 (Teorema 6.1, p.99 en [30]) Sea E un dlgebra l.m.c. advertiblemente com-
pleta. Entonces, considerando una descomposicion de Arens-Michael de E, el radio espectral
de un elemento x € E esta dado por
re(r) =suprg ([7]a) = sup lim (pa(z™)/" (2.31)
o «@ n—oo

En particular, si E tiene un elemento identidad, entonces el espectro de un elemento x € E
satisface la relacion
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Spe(x) = U Spg, ([7]a)

acl

Demostracién: Si A # 0, entonces A € Spg(x) siy sélo si %x es casi singular. Por lo tanto,

existe un o € I tal que [s2], = 3[z]q es casi singular, asi A € Spj ([x]s); inversamente si

A € USpi, ([2]a), entonces A € Spg ([z]a) para algin o € I, de esta manera 5 |[z], es casi

singular, asi A € Spg(z). Por otro lado, por definicién
re(z) =sup{|\| : X € Spe(z)}

re(z) =sup{|A|: X € gsp];a([x]a)}
re(z) = SUp sup{|A| : A € Spp, ([7]a)} = SUp 7, ([7]a)

por (2.21) y debido a que E,, son algebras de Banach para cada a € I, se sigue que

supr, ([z]a) = sup lm (pa(z"))""

o o n—oo

Por otro lado, si E tiene un elemento identidad, el argumento anterior concerniente a un
elemento A # 0 en Spgr(z), con x € F, sigue siendo vélido, mas aun, si 0 € Spg(z), entonces
x es singular, por lo tanto lo mismo es cierto para algun [z],, con « € I. Esto completa la
prueba.

Corolario 2.0.51 Sea E un dlgebra l.m.c. advertiblemente completa. Entonces concerniente
al radio espectral rg(x) de un elemento v € E, se tienen las relaciones:

1) rg(Ax) = |Arg(z), A€ C
2) re(xy) = re(yx), para cualesquiera x,y € E

3) re(z"™) = (rg(x))", para todo n € N
En particular, para cualquier par (x,y) de elementos que conmuten de E se obtiene

4) re(r +y) <rp(r) +rey)

5) re(zy) < rp(x)re(y)
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Demostracién: Recuérdese que las afirmaciones 1) — 3) se satisfacen para dlgebras norma-
das; si ademads el dlgebra normada es conmutativa, entonces 4) y 5) también son ciertas. De
esta manera considérese una descomposicion de Arens-Michael de . Entonces se tiene que

rp(z) =suprg ([2]a) z€E.

«

Por lo tanto,

1) re(\z) = sup g, ([At]a) = sup IAlrg, ([7]a) = [A] sUp 5. ([7la) = [Are(z).
2) re(zy) = sup g, ([2Y]a) = Sgp[rga([yx]a)] = rg(ym).

3) rp(a") = suprp ([2"]a) = suplrg, ([#]a)]" = [sup 7z, ([#]a)]" = (re(z)"™.

o « o

Si ademas xy = yx, entonces

4) rp(@+y) =suprp ([v+yla) < suplrg, ([]a) + 7, ([y)a)]

«

< suprg, ([la) +suprg, (W) = re(@) + re(y).

«

5) re(ry) = sup . ([2Yla) < Sgp[%a([iv]a)%a([y]a)] = sup 5. ([2]a) sup 75, ([Y]a)
=rg(x)rg(y). A

Lo siguiente es ahora una consecuencia inmediata del corolario anterior.

Corolario 2.0.52 Para cualquier dlgebra conmutativa advertiblemente completa [.m.c. E,
el radio espectral rg define una seminorma submultiplicativa en el conjunto

B(E)={z € F :rg(x) < 400},
la cual por lo tanto es en una subdlgebra de E.

Demostracién: Se sigue de los incisos (1), (4), (5) del corolario anterior. Ademads el radio
espectral es no negativo por definicion. B

Proposicién 2.0.53 (Proposicion 6.1, p.101 en [30]) Sea E un dlgebra l.m.c. advertible-
mente completa, el conjunto
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N={ze€E :rg(x) <1}

estd contenido en el grupo G? de elementos casi requlares de E.

Demostracion: Sea x € N y considérese una descomposicion de Arens-Michael de E, luego
por el teorema 2.0.50 se tiene que

rp(z) =suprg ([7]a), © € E.

[0}

De esta manera
TEQ([x]a) < 1 para toda o € I,

ya que 75(z) < 1. Asi, [z], es un elemento casi regular del dlgebra de Banach E, para toda
a € I. Por tanto, por el corolario 2.0.46 se tiene que x es un elemento casi regular en E.
Mas aun, el casi inverso esta dado por

ri, () = = 3 v (ala).

Esta serie converge ya que lim |[[r7% ||/™ < 1; ademéds por ser dlgebra de Banach la serie
n—oo o

converge en E,. De esta manera 7% estd bien definido.
El resultado requerido se sigue del corolario 2.0.46. B

Como una aplicacion del resultado anterior se tiene el siguiente:
Corolario 2.0.54 Sea E un dlgebra l.m.c. advertiblemente completa. Ademds, sea
= {pa}, ael

una familia fundamental de seminormas submultiplicativas que definen la topologia de E.
Entonces la siguiente condicion se satisface

* Para cualquier elemento x € E, la relacion p,(x) < 1 para todo o € I, implica que x
es un elemento casi reqular de E.

Demostracion: Debido a que
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lzlalla = llpal@)lla = pa(z)
y la hipotesis, se tiene
rg,([2]a) < l[#lalla = pa(z) <1 para todo o € I.

La desigualdad anterior se debe a que las normas son submultiplicativas pues las seminormas
de las cuales se desprenden son submultiplicativas. Asi, basta con considerar lo siguiente

[z [ < [l [f[]]..[[]] = (| ])".

Se calcula la raiz enésima de ambos lados y se toma limite, de esta manera se obtiene lo que
se desea. Asi, [z], es un elemento casi regular de F, para toda a € I. R

La siguiente observacién es ahora otro resultado de la terminologia previa.

Observacion 2.0.55 Supongase que se tiene la siguiente relacion

re(r) =suprg, ([2]a).

Entonces se tiene que para cualquier algebra l.m.c. E y para cualquier elemento x € E, con
re(r) < +oo, existe A € Spg(x) tal que

re(z) < |A.

Se sigue del hecho que la wltima relacidn es vdlida para dlgebras Normadas ver [37, pag. 28].
En efecto, como E, es dlgebra de Banach para cada x € E y cada o € I, se tiene que

rEa([x]a) = |Aa| para algin A, € SpEa([x]a),

luego, Ao € Spr(x).
Por otro lado

rp(x) = suprg ([]a) = sup [Aa|.

Asi, si se supone que para cada N € Spr(x) se tiene que rg(x) > |\|, entonces
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re(x) <rg(z).

Lo cual es una contradiccion. De esta manera se tiene que para cada v € FE, existe \g €
Spr(z) tal que ri(x) < [Aol.

De esta manera se obtiene lo siguiente:
Para cualquier dlgebra advertiblemente completa l.m.c. E y para cualquier x € E, con
re(z) < 0o, se tiene la relacion

re(z) = sup |\ = || para algin \g € Spr(z).
AESPpE(z)

La relacién anterior es un hecho muy conocido en la teoria clasica de algebras de Banach.

Proposicién 2.0.56 (Proposicion 6.2, p.103 en [30]) Sea E un dlgebra l.m.c. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes

1) EIl conjunto
S(E)={x€ E:rg(z) <1}
es una vecindad de cero en E.
2) E es una Q-dlgebra.

3) El radio espectral g es continuo en el 0 € E.

En particular, si el dlgebra E es también conmutativa, entonces los tres enunciados anteriores
son equivalentes al siguiente.

4) El radio espectral rg es una funcion (real valuada) uniformemente continua.

Demostracién: Para ver que 2) implica 1), se considera lo siguiente.

Si E es una (Q-algebra, entonces, G? es vecindad de cero en F, luego existe una vecindad
balanceada U de cero en E contenida en G?. Mostraremos que U C S(FE). Supdéngase lo
contrario, es decir existe z € U tal que rg(x) > 1, entonces, deberd existir un A € Spg(z),
con |A| > 1, dado que FE es Q-dlgebra satisface las hipdtesis anteriores y por el comentario
anterior existe un A € Spg(z) tal que |A| = rg(z) > 1, pero entonces sz es casi singular
(pues A € Spg(x)) lo cual es una contradiccién al hecho de que, como A > 1, entonces
ﬁ <1y asi %:B € %L{ C U C G dado que U es una vecindad balanceada. De esta manera
U C S(FE), asi 2) implica 1).

Por otro lado si 1) es vélido, entonces 0 € E es un punto interior de S(E); por lo tan-
to, el conjunto
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S(E)

tiene interior no vacio también, mas aun esta contenido en G?. En efecto, ya que de otra
manera, si un elemento sz € $S5(E) es casi singular, entonces 2 € Spg(z) y asi rg(z) > 2 lo
cual es una contradiccién, ya que z € S(F). De esta manera 1) implica 2).

Por otro lado 2) implica que el édlgebra E es advertiblemente completa, luego por el co-
rolario 2.0.51, aplicando la propiedad 1) se sabe que rz(0) = 0 y también se sabe que S(FE)
es una vecindad de cero en E, entonces basta tomar la vecindad eS(E) para probar la con-
tinuidad de rg en el cero, pues rg(eS(E)) C B.(rg(0)). Asi 2) implica 3).

Ademss si 3) es cierto entonces por la relacién

se tiene, por la continuidad de rg en el cero, que para todo € > 0 existe V vecindad de cero
en F tal que

TE<V) C BE(0>

Basta ahora considerar a € < 1 y asi V C S(F) probando asi que S(E) es una vecindad de
cero y por lo tanto una @-algebra, es decir 3) implica 2).

Por otro lado, si el algebra E es conmutativa, entonces 3) implica 4). En efecto, si 3) es
vélido, entonces 2) es valido, es decir E es Q-dlgebra y del corolario 2.0.46 se sabe que si un
algebra es Q-dlgebra, entonces rg(x) < 400 para todo x € E, es decir £ = B(F). También
por ser E una Q-algebra, F es un algebra advertiblemente completa y siendo por hipotesis
E conmutativa, por el corolario 2.0.46, rg es una seminorma submultiplicativa en F, ya que
rg es subaditiva, entonces |rg(x) — re(y)| < re(x — y), entonces 3) implica 4).

Por tltimo 4) implica 3) siempre sucede, por lo tanto en caso de E ser ademés conmutativa
se tiene que los cuatro enunciados son equivalentes. B

Como otra aplicacion de la discusién precedente se considera las siguientes caracterizaciones
de ser advertiblemente completa tanto como de ser ()-algebras; en particular, cuando las
algebras involucradas son conmutativas, primero se tiene el siguiente:

Teorema 2.0.57 (Teorema 6.2, p.104 en [30]) Sea E un dlgebra l.m.c. mds aun, considéren-
se las siquientes dos afirmaciones:

1) Spe(x) {0} = 2(N(E)T); z€E



44 CAPITULO 2. LIMITES PROYECTIVOS DE ALGEBRAS

2) E es advertiblemente completa

Entonces 1) implica 2). En particular, si el dlgebra E es conmutativa, entonces las dos
afirmaciones anteriores son equivalentes.

Demostracién: Se afirma que 1) implica f(x) # 1 para todo f en IMM(E). Asi, si f(z) # 1,
para cualquier f € 9MM(FE), entonces por (1) 1 ¢ Spe(z), esto quiere decir que x es un ele-
mento casi regular de F, lo cual prueba la afirmacién. Asi por el lema 2.0.47 1) implica 2).

Ademas si el algebra E es conmutativa y advertiblemente completa, entonces por el teo-
rema 2.0.48, A € Spg(x) si y solo si existe un elemento f € M(E), con f(3x) = 1. Es decir,

f(z) = z(f) = \. Entonces A pertenece al segundo miembro de (1). Asi, en caso de que E
sea conmutativa, entonces 2) implica 1) y esto finaliza la prueba. B

Como corolario se tiene el siguiente resultado muy usado.

Corolario 2.0.58 Sea E un dlgebra l.m.c. conmutativa con un elemento identidad. Enton-
ces, E es advertiblemente completa si y solo si se tiene la relacion

T(OM(E)) = Spr(x) £ 0 para todo z € E (2.32)
Ademas se obtiene el siguiente corolario del teorema anterior.

Corolario 2.0.59 Sea E un dlgebra l.m.c. conmutativa advertiblemente completa (por lo
tanto, un dlgebra topoldgica para la cual (1) del teorema anterior es vdlido). Entonces se
tiene la relacion

re(z) = sup |f(z)]
FEM(E)

para cualquier elemento x € E. Mds aun se tiene

Ast el conjunto S(E) es un m-barril del dlgebra m-convexa B(E) cudndo este tltimo estd do-
tado con la topologia relativa de E.

Demostracion: Por definiciéon de radio espectral se tiene
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re(z) = sup |f(z)]
FeEM(E)

y por el teorema anterior
Spe(z) U{0} = 2(M(E)T).

Asi

rp(x) = sup Al = sup [f(z)].
AESpE(2) fem()

Mientras que S(E) = (IM(E))° se sigue de lo anterior y de la misma definicién
M(E))°={z €k :|<z,f>]<1 paratodo fen M(E)}.

Sea x € S(E); esto es equivalente a

re(z) <1
si y solo si
re(x) = sup |f(x)] <1
FeM(E)
si y solo si

| <z, f>|<1 paratodo f en M(E)

por lo tanto x € (9M(E))°. Asi se concluye que S(E) es un subconjunto de E cerrado,
absolutamente convexo e idempotente, méds aun, es por definicion, un subconjunto de B(E),
con rp(r) = o > 0y se tiene por homogeneidad que

11 e S(E);

entonces el dltimo conjunto es un subconjunto absorbente del algebra (I.m.c.) B(E), luego,
por lo que se ha demostrado, es un m-barril en la misma algebra. B

En particular se tiene el siguiente resultado



46 CAPITULO 2. LIMITES PROYECTIVOS DE ALGEBRAS

Corolario 2.0.60 Sea E un dlgebra l.m.c. conmutativa advertiblemente completa. Entonces,
las siguientes propiedades son equivalentes:

1) E es una Q-dlgebra

2) M(E) (el espectro topologico de E) es un subconjunto equicontinuo de E’

Demostracion: Sea U vecindad balanceada de cero en E que consiste de elementos casi
regulares de E, entonces se tiene la relacién

Uc (ME)):.

o

En efecto, sea © € U y supongamos que = ¢ (M(E))°, es decir |f(z)] > 1 para algin
f € M(E); entonces f(x) = A # 0y \%] < 1, asi %az eEUYy f(%a:) = 1 lo cual es una

contradiccién al hecho que fz es casi regular. Por lo tanto | f(x)] < 1 para todo f € M(E)

y asi € U; de esta manera (M(E))° es una vecindad de cero en F, ademds
M(E) € (M(E))™ = ((M(E))°)°.
Por lo tanto M(E) es equicontinuo. M

La siguiente es una aplicacién del corolario 2.0.58

Lema 2.0.61 Sea E un dlgebra conmutativa advertiblemente completa m-barrilada l.m.c.
Entonces las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

1) E es una Q-dlgebra.
2) E = B(E).

Demostraciéon: Como E es una @Q-algebra, entonces G¢ es vecindad de cero; asi sea U
vecindad de cero balanceada y absorbente de cero tal que Y C G?. Si x € F, existe a > 0
tal que ax € U, asi rp(z) < i De otra manera, g > «, implicarfa que existiria A € Spg(x)
tal que |A] > £, asf || < 1; de esta manera —sax € U entonces sz € U C GY, lo cual es
una contradiccién; por lo tanto rg(z) < <.

Inversamente, si 2) es valido, entonces por el corolario 2.0.59 S(E) es un m-barril de E, que
por hipdétesis es vecindad de cero en E. Asi E es una Q-algebra. Bl

Se concluird esta seccién suministrando una nueva caracterizacién de Q)-algebras conmuta-
tivas.
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Definicién.- 2.0.62 Un ideal regular I de un dlgebra E es un ideal bilateral I de E de
tal manera que el dlgebra cociente E /I tiene un elemento identidad.

Teorema 2.0.63 (Teorema 6.3, p.106 en [30]) Sea E un dlgebra l.m.c. cuyo espectro (to-
polégico) es M(E). Ademds, considérense las siguientes afirmaciones:

1) M(E) es un subconjunto equicontinuo de E' y un elemento x € E es casi reqular si y
solo si

flx)#1 para todo f en M(E).

2) E es una Q-dlgebra.
3) E es advertiblemente completa y tiene un espectro equicontinuo IM(E).

4) M(E) es equicontinuo y cualquier ideal regular mdzimo de E es cerrado.
Entonces se tienen las siguientes implicaciones
1) implica 2) implica 3) y 2) implica 4)

En particular, si el dlgebra E es conmutativa, entonces todas las afirmaciones anteriores son
equivalentes

Demostracién: Si 1) es vlido, entonces U = 1(9M(E))° es una vecindad de cero en E,
va que por el lema 1.0.23 9(FE) C V° para alguna vecindad V' de cero en E, luego V' C
(Ve)e € (IM(FE))°, lo cual implica que (M(E))° es vecindad de cero; luego U es tal que si
x € U, entonces |f(x)] < 3, lo que significa que

flz) #1 para todo f en 9MM(E).

Esto implica que x es un elemento casi regular de E y entonces U C GY; por tal razén E es
una ()-algebra.

Por otro lado ya se demostro que ser (Q-dlgebra implica ser advertiblemente completa y que
M(FE) es equicontinuo por 2.0.60, asi 2) implica 3).

Ahora se probard que 2) implica 4)

Considérese un ideal regular maximo M de E y supéngase que M = E. Asf si a es una
identidad de E médulo M y GY el conjunto de los elementos casi regulares de F, el conjunto
a + GY es una vecindad abierta de a en E. Por lo tanto, se obtiene

(a+GHNM#D
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es decir, existe un z € GY tal que a + z € M, lo cual implica que a + z = m para algin
m € M; asi a —m € G9. Por lo tanto, si y es el casi inverso de a — m, se tiene

(a—m)oy=(a—m)+y—(a—m)y=0
lo cual implica que
a=m+ (ay —y) +my

debido a que a es unidad de E médulo M, entonces ay — y es un elemento de M, asi se tiene
que a € M, lo cual es una contradiccién al hecho de que a es unidad de £ moédulo M. Por
lo tanto M # E, ya que M es también ideal de £y M C M, entonces M = M.

Ahora, si E' es conmutativa, entonces por el teorema 2.0.48, 3) implica 1). Ademds en ese
caso también 4) implica 1). En efecto, supdngase que f(x) # 1, para cualquier f € M(E),
mientras que x es un elemento casi singular de E. Asi x pertenecera a un ideal regular
maximo, por decir M de F, siendo también una identidad de £ médulo M. Por lo tanto, ya
que por hipdtesis M es cerrado da lugar a un cardcter continuo [30, pag. 72|, por decir f de
E tal que f(x) = 1, lo cual es una contradiccién para z. Entonces x debe ser un elemento
casi regular de E y esto termina la prueba. B

NOTA: Se sigue de la discusion anterior que, considerando una &algebra E [.m.c. y un
elemento x € FE, si x es casi regular en E, entonces es también casi regular coordenada a
coordenada, en el sentido que tomando una descomposicion de Arens-Michael en el algebra
E, por decir 1&1 E,, [x], es un elemento casi regular de la respectiva dlgebra de Banach E,,
para cualquier o € I. Consecuentemente se obtiene que

U 9ps. ([2]a) € Spi(=), (2.33)
para todo x € E' y que
re(a) = suprg, ([alo) (2.34)

para todo x € E. Por otro lado, si el dlgebra [.m.c. es secuencialemente completa, se puede
probar que (2.34) es, en efecto, una igualdad.

2.0.6. Ejemplos

Ejemplo 2.0.64 Sea C(R) el dlgebra de todas las funciones continuas con la topologia de
convergencia uniforme en compactos (ver [pag. 3][13]). Esta topologia estd definida por las
SeMinormas



49

pr(f) = 82£|f(:r)| con K € A

donde A es el conjunto de todos los conjuntos compactos de R. Esta topologia hace de C'(R)
un dlgebra l.m.c. completa. En efecto, sean f,g € C(R)

pr(fg) = Sup [(fg)(z)] = sup |f(z)g(x)] <

T

sup |f(2)] sup l9(z)| = pr(f)pK(9)-

Ahora se probard que es completa. Sean K € A fijo y (f,) una sucesion de Cauchy. Entonces
dado € > 0, existe N € N tal que para todo n,m € N, con n,m > N

1o = fullx <€

ast
|fa(@) = frn(2)] < sup |fo(@) = fn(@)] = [ fa — [l <€

Por lo tanto, (f,(x)) es una sucesion de Cauchy en C, ya que C es completo, se tiene que
existe f(x) tal que fr(x) — f(x) o lo que es equivalente

fla) = lim ().

Por otro lado, como f, es continua para cada n € N, se tiene que para cada € > 0, existe §
tal que si |x — xo| < 9, entonces | f,(x) — fn(xo)| < €. Ast

[f (@) = fzo)| = [f(2) = ful@) + fu(x) = fulzo) + fulzo) — f(z0)] <
[f (@) = fu(@)| + | fal2) = falzo)] + | ful20) — f(20)] < 3e

lo cual prueba que f es continua.
Ahora considérese lo siguiente

fale) = £@)] = 1fula) = Jim fu(@)] < M |fo(@) ~ fule)] < Ymsup [ fo — fulli < e

m—o0

Por lo tanto, || fn — fllx <€, lo cual prueba que el dlgebra C(R) es completa.
Se dard el siguiente orden en A, para K,L € A K < L si y solo si K C L, en ese caso se
define la funcion

fKL : O(L) — C(K)
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como fxr(¢) = ¢|k, donde C(K) es el dlgebra de Banach de todas las funciones continuas
con la norma del supremo en K.

Notese que C(R)/kerp = C(K). En efecto, si se toma 1) : C(R)/ker px — C(K), dado de
la siguiente forma (f+ker px) = flx. Para ver que esta asignacion estd bien definida, sean
f =7, entonces f — g € kerpg, asi px(f — g) = 0, de esta manera sup |f(z) — g(x)| = 0,

zeK

es decir |f(z) — g(x)| = 0 para todo x € K lo cual implica que f|x = g|k. Por lo tanto, ¢
queda bien definida.

Ahora, sea f € C(R)/kerpg tal que ¥(f) = 0, entonces f|lx = 0, lo cual implica que
f € kerpg, entonces f estd en la clase del cero modulo ker p.. Por lo tanto, 1 es inyectiva.
Por otro lado v es suprayectiva, pues por el teorema de extension de Tietze, para cada
f € C(K), eziste F € C(R) tal que F|x = f, de esta manera basta tomar F = F + ker Py.
Con lo anterior se obtiene que 1 es un isomorfismo algebraico.

Por otro lado, ¥ es una isometria, ya que ||V (f)||x = pr(f) esto iltimo por definicion de la
norma en el espacio C(R)/ ker px. Entonces como v es una isometria sobreyectiva, entonces
es un isomorfismo topolégico. Asi, por el teorema de descomposicion de Arens-Michael, se
tiene que C(R) es isomorfo a el limite proyectivo del sistema proyectivo {C(K), fxr, A}, es

decir C(R) = Jim C(K).

Ejemplo 2.0.65 Sea C*([0,1]) el dlgebra de las funciones infinitamente diferenciables en
el intervalo cerrado [0,1]. Dotada con las operaciones algebraicas puntuales, C*°([0,1]) se
convierte en un dlgebra con unidad. Si el dlgebra C*([0,1]) estd dotada de la topologia
definida por la familia de seminormas

pulf) = kz 1 qup{IfO@)] s ¢ € 0,1}, n € N

el dlgebra se vuelve un dlgebra l.m.c. (aqui f*) significa la k—ésima derivada de f y f© = f).
En efecto, usando la formula de Leibnitz para la k—ésima derivada de un producto de ele-
mentos de C*([0,1]), se prueba que las seminormas p, son submultiplicativas.

Sean f,g € C*([0,1]). Entonces

k
(fg)®( Z( )ﬂ“ g* V@), telo,1], k=0,1,2,.. (2.35)
=0
St
ar = sup{|fP (1) : t € [0,1]} y bx =sup{lg®™ (1) : ¢ € [0,1]}, (2.36)

usando (2.35) y (2.36) se tiene

pulfg) = z 1 sup{|(f9)®(0)] : ¢ € [0, 1]} =



Z%HP{IZ()

k=0

n—1 k

> h 2 () supllFO0g 0]t € 0,11} =

_"—1I k & n—1 k

k! > (l)albk—l = z [l(k DI T @be—1 <
n—1 k
> iy < pu(f)palg), para todan € N.

k=0 m=0

Para cada n,m € N, con m < n, se define el morfismo

emn : C"([0,1]) — C™([0,

1])

'(t)g" ()]t € [0,1]} <
2. %Sup{g()lf(’ (H)g* ()]t €[0,1]} =

51

Como ¢(f) = f, donde C™(]0,1]) es el dlgebra de todas las funciones n—wveces diferenciables

en el intervalo [0,1] con la siguiente norma.

n—1
1 llemo = k;) asup{|fW ()] : t € [0, 1]}

Notese que

—_—

C=([0,1])/p,*(0) = C™([0,

1)),

donde” significa la completacidn del dlgebra C*°(]0,1])/p,,*(0). Para probar lo anterior, basta

considerar la siguiente isometria

©: C‘X’([Of]yp;l

(0) — ([0,

f4Nyr— f.

1])

El morfismo ¢ estd bien definido, ya que si f = G, entonces f—g € ker p,, es decir p,(f—g) =

0, entonces

éi%amﬂw—gW%wktGMJH

=0
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ast, (f —g)(t) =0 para todo t € [0, 1], de esta manera el morfismo ¢ queda bien definido.
Ahora, sea f € C>(]0,1])/p;1(0) tal que o(f) = 0. Entonces f =0, asi f = 0 mddulo ker p,,,
de esta manera, el morfismo ¢ es un morfismo inyectivo.

Por otro lado, por el teorema de Weierstrass, se tiene que para cualquier nimero natural n
el espacio P de polinomios es denso en C"™([0,1]), asi para cada f € C"(]0,1]), existe una

e~

sucesion de polinomios f, € C>=([0,1]) tal que f,, — f, ya que C>=([0,1]) es completa,

f € C=([0,1]), asi, basta con tomar la clase de f, es decir f, de esta manera @ es un
morfismo suprayectivo.
FEs isometria, ya que

le(Dllenoy = Pa(f) = [ Flln-

Por lo tanto, ya que el morfismo ¢ es una isometria suprayectiva, se tiene que el morfismo ¢
es un isomorfismo topologico. Ast, por el teorema de descomposicion de Arens-Michael, se tie-
ne que C*°([0,1]) es isomorfo al limite proyectivo del sistema proyectivo {C"([0,1}), @mn, N},
es decir

C>([0,1]) = Lim € ([0, 1]).

Definicién.- 2.0.66 Un espacio topologico X es o—compacto si y solo si es la union de una
familia numerable de subconjuntos compactos (ver [26, pag. 172]) y [17, pag. 240]).

Ejemplo 2.0.67 EIl dlgebra C*°(R). Ahora considérese el caso de las funciones de orden
C* en R denotada por C*(R). Con las operaciones algebraicas definidas puntualmente y la
topologia de convergencia uniforme en todas las derivadas dada por la familia de seminormas

pra(f) = sup [fO(2)],
zeK

donde K es un compacto de R y 1l € N, C*(R) se convierte en un dlgebra de Fréchet.
En efecto, ya que R es o-compacto, existe una familia numerable {K,,}, m € NU{0} de

compactos, los cuales cubren a R. Mds aun K,, C K41, asi R = |J K, y para cada
m>0
compacto K C R, emiste K, tal que K C K,,. De esta manera se obtiene la siguiente

familia de seminormas

Pn(f) = sup{[f")(2)] : 2 € Kp,m < m},

la cual es equivalente a la familia de seminormas pg;; para ver esto, basta considerar lo
siguiente: Si K es compacto y 1 € N, entonces por el comentario anterior existe m € NU{0}
tal que K C K,,. Sea s = max{l + 1,m}, se tiene que



93

pri(f) < ps(f) para cada f € C=(R),

por otro lado, si m € NU{0}, entonces

NIE

Pm(f) < 20 Pt (f)-

=0

Esto prueba que las familias de seminormas {pr:} y {pm} son equivalentes y por lo tanto el
dlgebra C*(R) con la topologia de convergencia uniforme en todas las derivadas es metriza-
ble.
Ahora se probard que el dlgebra C*(R) con la topologia de convergencia uniforme en todas
las derivadas es completa. Sea {f,} una sucesion de Cauchy. Esto significa que {f,} es de
Cauchy en cualquier seminorma py,, entonces la restriccion de {f,} a K,, es una sucesion
de Cauchy en el dlgebra de Banach C™(K,,) (ver [27, pag. 73]), cuya norma estd dada por
[1£]lm = sup sup |f0(2)], (2.37)

r<maxzcKnm

Por lo tanto, existe una funcion F,, € C™(K,,) tal que f,|k, — Fn en la topologia de
C"™(K,,). Debido a que

[ fllem ) < fllem+t (&)

entonces, es claro que las funciones F,, coinciden en el siquiente sentido
Fm+1 |Km = Fm

Esto dltimo se da, pues si T, es la topologia dada por la norma ||-||cm(k,,). Entonces se sigue
que si f, converge a F,,11 en Tpi1, entonces converge a F,, 1 en la topologia T,,, pero f,
converge a Fy, en la topologia 1,,. Puesto que el dlgebra C™(K,,) es de Hausdorff, el limite
es unico, es decir F,, = F,, 11 sobre K,,. Por lo tanto, existe una sola funcion f de tal forma
que flk,, = Fn, de esta manera por construccion de f se tiene que

Pm(fu — f) = 0, cuando n — oc.

Esto significa que f € C®(R) y que f, — f en la topologia de C*(R). Es decir, C*°(R) es
completa.

Por otro lado, se tiene que las seminormas son submultiplicativas. En efecto, sean f,qg €
C*(R), entonces

pn(fg) = sup{|(f9)"(x)] : & € Kp,n < m}
< sup{|f™(2)|: z € Kmn,n <m}sup{|lg™(z)|: 2 € Kpn,n <m}
= pn(f)pm(9)-

Ast, la seminormas p,, son submultiplicativas para cada m € N.
Por el teorema de descomposicion de Arens-Michael, se tiene que
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C*(R) = Jim C*(R),/ ker py
Sean n,m € N, tales que m < n. Entonces se define el morfismo
Pmn + C"(Ky) — C™(Kpp)

Como o(f) = flk,,, donde C™(K,) es el dlgebra de todas las funciones n—wveces diferenciables
sobre el compacto K,,, con norma dada por (2.37).
Notese que

—~—

C=(R)/p,*(0) = C"(K,),

donde~ significa la completacion del dlgebra C°°(R)/p*(0). Para probar lo anterior, basta
considerar la siguiente isometria

o0 C(R)/py (0) — C™(K,,)
f+ N, — f.

El morfismo ¢ estd bien definido, ya que si f = g, entonces f—g € ker p,, es decir p,(f—g) =
0, entonces

sup{|(f —9)"()| : # € Kn,r <n} =0

ast, (f — g)(x) =0 para todo x € K,,, de esta manera el morfismo ¢ queda bien definido.
Ahora, sea f € C*(R)/p;1(0) tal que o(f) = 0. Entonces f =0, asi f = 0 médulo ker p,,,
de esta manera, el morfismo ¢ es un morfismo inyectivo.

Por otro lado, por el teorema de Weierstrass ([27, pag. 80]), se tiene que para cualquier
nimero natural n el espacio P de polinomios es denso en C™(R), asi para cada f € C™(K,),

existe una sucesion de polinomios f, € C*°(R) tal que f, — f, ya que C=°(R) es completa,

f € C=(R), asi, basta con tomar la clase de f, es decir f, de esta manera @ es un morfismo
suprayectivo.
Es isometria, ya que

le(Nllen@) = pa(f) = 7]l

Por lo tanto, ya que el morfismo ¢ es una isometria suprayectiva, se tiene que el morfismo
@ es un isomorfismo topoldgico. Asi, por el teorema de descomposicion de Arens-Michael, se
tiene que C*(R) es isomorfo al limite proyectivo del sistema proyectivo {C™(R), mn, N}, es
decir
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C>(R) = Jim C"(K.,).

Definicién.- 2.0.68 Un conjunto B de un dlgebra E es Bornivoro si absorbe a cualquier
subconjunto acotado de E.

Ejemplo 2.0.69 Se denota a S(R) = S como el espacio de funciones infinitamente dife-
renciables tales que py,(f) < 0o para todos m,n =0,1,2, ...
donde

Prn(f) = sup |2 ) ()] (2.38)

z€R

El espacio S es llamado el espacio de Schwartz o espacio de funciones rdpidamente decre-
cientes. Asi S es un dlgebra topolégica con la multiplicacion puntual.

Verifiquemos que la multiplicacion es continua.

Consideremos las siguientes vecindades

Vik,e)={f € C®:pu.(f) <27% n <k}
se afirma que

VZ2(k,e) C V(k,e).

En efecto,
Pmn(fg) = sup [z™(fg)™ (x)] = sup [z 3 (7) f g9 (z)] <
zeR z€R q=0
32(2) sup 2™ ) () [ sup [ g ()] = 32 ()i (F)Pinn—a9) < 3 ()27Fe2 e <
q=0 rz€R z€R q=0 4=0

2ko—keo—ke — 9=ke2 92—k

pues n — q < k; de aqui se sigue que la multiplicacion es continua. De esta manera se
tiene que el espacio S de Schwartz es un dlgebra topolégica con la topologia inducida por las
SEMINOTMAS Diy. . O€ verd que el dlgebra S es localmente convera y de Hausdorff.

Para que sea localmente convexa basta con ver que cada una de las vecindades dadas por
las seminormas py,n(f) es un conjunto convero. En efecto, sean f,g € Vipne = {f € C:
Pmn(f) <€} yoa,B €R tal que a+ = 1.

Entonces

Pmn(af + B9) < Dmalaf) + Dmn(Bg)
= aPmn(f) + BPmalg) < e+ fe = (a+ Ble=¢
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lo cual dice que oof 4+ 8g € Vi ne. De esta manera, el espacio S es localmente convezo.

Para ver que es de Hausdorff, basta tomar f # 0 y encontrar vecindades disjuntas de f y 0
respectivamente. Sea f # 0 es decir eziste o € R tal que f(xo) # 0, ast, si|f(xo)| = r basta
tomar Vipne Y Unne donde € = 3, estas vecindades son disjuntas. De otra manera, existiria
h € VineNUnppe, ast

2" h M (2)] <€y lgla) —amh(@)| < e
y de esta manera
lg(2)| = |g(z) — 2R (2) + k" (2)] < |g(2) — 2™ (@) + [2h (@) < e+ e=2e =7

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto el espacio es de Hausdorff.

Es metrizable, ya que existen un numero numerable de seminormas que dan su topologia.
Esta algebra S es un dlgebra de Fréchet

Notese que S es subespacio vectorial de C*°(R), pero que su topologia es estrictamente mas
fina que la inducida por C®. Sea {f;} una sucesion de Cauchy en S; por el comentario
anterior, la sucesion dada es también una sucesion de Cauchy en C™, pero este espacio es
completo. De esta manera existe un elemento f € C™ tal que fi — f en la topologia de

.

Para m,n arbitrarios, existe una constante M,, , tal que para toda
Pmn(f1) < My,

es decir,

A @) < Male|
Por la convergencia uniforme de f; se tiene que

[f0 ()] < Moz~
y de esta manera

|2 f) ()] < M.

Asi f pertenece a S.
Por lo tanto S es completo; mds aun S es de Fréchet.
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El dlgebra S es barrilada

Sea (U,) una base de vecindades, con U, 1 C U, para toda n € N, esto lo podemos hacer
porque el dlgebra es de Fréchet y sea B un barril en S. Si B no es vecindad de cero, existe una
sucesion (f,) con f, € U,; pero f, ¢ nB. Entonces f, — 0 y se sigue que A = {f,} U {0}
es compacto. Por lo tanto, la envolvente convexa de A, que es un cerrado, es compacto. Ast,
es absorbido por B, asi existe algiun r > 0 tal que f, € rB para toda n € N, lo cual es una
cotradiccion.

Asi S es barrilada.

Se afirma que el dlgebra S es bornologica.

Sea (Vp(n>1) un sistema fundamental numerable decreciente de vecindades balanceadas
de cero en S y sea U un conjunto convexo balanceado y bornivoro de §. Supongamos que U
no contiene conjuntos de la forma (%)Vn Para cadan > 1 sea f, un punto de (%)Vn, el cual
no pertenece a U. La sucesion (nf,)n>1 converge a cero y asi el conjunto B = {nf,|n > 1}
es acotado. Sin embargo U no absorbe a B ya que st nf, € \U, X > 0 para todo n > 1
y entonces f, € (%)U C U para n > A\, lo que contradice la eleccion de f,. Pero esto es
imposible ya que U es bornivoro, entonces se ha probado que U contiene un conjunto (%)Vn,
el cual es una vecindad de cero. Se introducen los siguientes espacios

» S0 El espacio de todas las funciones continuas o veces diferenciables f € R tales que
lz™ (") (2)| — 0 cudndo |zv| — oo, con n < a.

= S,.: El espacio de todas las funciones infinitamente diferenciables f € R tales que
lz™ f) ()| — 0 cudndo |x| — oo, para todo n € N.

n §%: El espacio de todas las funciones continuas o veces diferenciables f € R tales que
lz™ f)(z)| — 0 cudndo |x| — oo, para todo m € N con n < a.

Con esta notacion, es claro que el espacio S de Schwartz es un subespacio de cualquiera
de los tres espacios anteriores. Por otro lado se tiene que para o fijo, S C S para toda
m € N y la inyeccion S — S5 es continua ya que la familia de seminormas las cuales
definen la topologia de S5 es una subfamilia de la familia de seminormas que definen la
topologia de S*.

También notamos que si m > m), entonces Sg, C 8% y el morfismo S5 — 82 es continuo;
esto se sigue de la desigualdad |x™| > |2™].

Por los comentarios anteriores, se tiene que S C S5 para cualquier a,m € N. La topologia
de § es idéntica con la topologia inicial dada por la familia de los morfismos

fm.S— S8 (a,m € N)
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Sim,m, o,/ € N y satisfacen m > m' y a > o, entonces el morfismo S;, — S5 es continuo

ya que es la composicion de los siguientes morfismos continuos Sy, — Sf — Sp.. Notamos

que S = () Sy, mds aun, como los morfismos fy,: : Sg > Sy fir 0 S = S, son
o, m

; < m o __ po,m m

continuos y ademds fi' = [0 fo'-

De esta manera, se tiene que:
S = lm{S5, fom}

Asi, S es limite proyectivo de las dlgebras Sy,

Por otro lado la topologia de las dlgebras S5 estd definida por una familia finita de semi-
normas, entonces puede ser definida por una sola seminorma. Dado que la topologia es de
Hausdorff, se tiene que la seminorma obtenida es en realidad una norma, de tal forma que
los espacios Sy son normados y de forma andloga al caso cudndo el espacio es S, se tiene
que S; son completos, por lo tanto se trata de dlgebras de Banach.

Resumiendo, se tiene que el dlgebra S es el dlgebra limite proyectivo del sistema proyectivo
{82, fg‘::}, donde cada dlgebra factor es un dlgebra de Banach.



Capitulo 3

Descomposicion de Arens-Michael
Generalizada

Como se ha mencionado, de 1952 a la fecha se han dado diversas generalizaciones de la
descomposicion de Arens-Michael, en esta seccion se presentan algunas de las mas recientes
y usadas en la literatura.

Definicién.- 3.0.70 Sea K el campo R de los niimeros reales o C de los nimeros complejos
y X un espacio lineal topolégico sobre K. Una vecindad O C X de cero es absolutamente
k-convexa, si Au+ pv € O para todo u,v € O y A\, u € K, con

AP+ [l <1

y es absolutamente pseudoconvexa si O es absolutamente k-convexa para algin k €
(0, 1], que depende de O.

Definicién.- 3.0.71 Un subconjunto O C X es pseudoconvexo si O define un niumero
ko € (0,1] tal que

O+0C200.

Notese que cualquiera de esas vecindades O de cero en X es balanceada. En efecto, basta
con tomar =0y k=1.

También se puede verificar que cualquiera de esas vecindades del cero en O es pseudo-
convexa. Para probar que O es pseudconvexa, sélo se necesita ver que - + - < 1 para todo

2p 20

99
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1
2+ L > 1 entonces & > 1, asi 2 > 2¢ luego aplicando

1
26 20 25
logaritmo se tiene log2 > %log 2 lo cual es una contradiccién al hecho de que p € (0, 1], por

p € (0,1]. En efecto, ya que si

lo tanto 9 + & < O lo cual es el resultado deseado.
2% 2p

Definicién.- 3.0.72 Un dlgebra topolégica A sobre K con multiplicacion separadamente
continua es localmente pseudoconvexa si tiene una base L4 de vecindades de cero que
consiste de conjuntos absolutamente pseudoconveros. Si ademds

inf{ko : O € L4} =k >0,

entonces A es un dlgebra localmente k-convexa y cudndo k = 1, entonces A es un dlgebra
localmente convexa.

Definicién.- 3.0.73 Un subconjunto V. C X es multiplicativamente absorbente, si
para cada a € A existe un nimero N(a,V) > 0 tal que

aVyVa C N(a, V)V.

Definicién.- 3.0.74 Un dlgebra localmente pseudoconvera A es localmente multiplica-
tivamente absorbentemente pseudoconvexa (localmente A-pseudoconveza), si A tiene
una base L 4 de vecindades de cero pseudoconvezas, multiplicativamente absorbentes y A es un
dlgebra localmente multiplicativamente pseudoconvexa (localmente m-pseudoconveza),
si cualquier O € L4 es idempotente.

Nota: En el caso cuando k = 1, estas dlgebras son llamadas localmente A-convexas y local-
mente m-convexas, respectivamente.

Es posible definir la topologia de cualquier algebra A localmente pseudoconvexa a través
de una coleccién Py = {py : A € A} de seminormas kjy-homogéneas, donde k, € (0, 1] para
cada A € A ([42] y [12]).

Definicién.- 3.0.75 Sea A un dlgebra topolégica. Una seminorma p en A es k-homogénea
si p(pa) = |p|*p(a) para cada a € A y p € K.

Definicién.- 3.0.76 En el caso en que para cualquier a € A y cualquier py € Py existen
nimeros positivos M = M(a,\) y N = N(a, \) tal que py(ab) < Mpy(b) y pr(ba) < Npx(b)
para cada b € A, entonces A es localmente A-peudoconvexa y cuindo M = N = p,(a)
para cada a € A y X € A, entonces A es un dlgebra localmente m-peudoconvezxa.
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Definicién.- 3.0.77 Sea A un dlgebra topoldgica, A es un dlgebra A-(k-normada), cuan-
do la topologia de A es definida por una norma k-homogénea || - ||, k € (0,1], tal que pa-
ra cualquier a € A existen nimeros positivos M(a) y N(a) tal que |lab]| < M(a)||b]| vy
[|ba|| < N(a)||b|| para cada b € A.

A es un dlgebra m— (k-normada), si N(a) = M(a) = ||a|| para cada a € A.

Definicién.- 3.0.78 Un dlgebra topologica A es un dlgebra localmente idempotente si
tiene una base de vecindades de cero idempotentes.

Las algebras topoldgicas localmente idempotentes fuerén introducidas en [46]. Las algebras
localmente m-convexas se han estudiado con profundidad en [13],[10],[15],[31],[30] y las &lge-
bras localmente m-pseudoconvexas en [12], las dlgebras localmente idempotentes se han
estudiado en [33],[46],[5].

Definicién.- 3.0.79 Se dird que el dlgebra topolégica A es

a) Un dlgebra localmente absorbente si A tiene una base de vecindades multiplicativa-
mente absorbentes de cero.

b) Un dlgebra localmente uniformemente absorbente si A tiene una base de ve-
cindades uniformemente multiplicativamente absorbentes de cero (es decir, para cada
a € A fijo y cada vecindad O de cero en A existe un nimero positivo X(a) (el cual no

depende de Q) tal que aO|JOa C A(a)O);

3.0.7. La topologia definida por una coleccion de
F-seminormas

Definicién.- 3.0.80 Sea X un espacio lineal sobre K. Una F-seminorma es una funcion
q: X — R* la cual tiene las siguientes propiedades:

(1) g(\x) < q(z) para todo x en X y X en K, con |A\| < 1;
(¢2) lim g(iz) =0 para toda x en X;
n—o0
(¢3) a(z +y) < q(x) +q(y) para todo x,y en X.
Si se cumple que q(x) = 0 implica que x =0, entonces q es llamada una F-norma en X.

En este caso d(z,y) = q(x — y) para cada z,y € X, define una métrica d en A la cual
tiene la propiedad
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dlx+ z,y + 2z) = d(z,y) para cada z,y,z en X.

Es sabido que la topologia de cualquier espacio lineal topolégico X coincide con la topo-
logfa inicial definida por una coleccién de F-seminormas en X (ver [pg. 39](25]). Para mostrar
que la misma situacion sucede en el caso de algebras topoldgicas, se probara primero el si-
guiente resultado.

Proposicién 3.0.81 (Proposicion 2.1, en [6]) Sea A un dlgebra sobre K, Q = {q\ : A € A}
una coleccion no vacia de F-seminormas en A y 1o la topologia inicial en A, definida por la
coleccion Q. Entonces (A, 1g) es un dlgebra topoldgica si Q satisface las condiciones:

(qs) Para cada a € A fijo y para cualquier € > 0 y cualquier X € A, existe §, >0 y A\, € A
tal que qx(ab) < € y qr(ba) < €, siempre que gy, (b) < d,.

Mas aun, (A, 1g) es un dlgebra topoldgica con multiplicacion continua si Q satisface la con-
dicion

(g5) Para cualquier € > 0 y cualquier A € A existe un 6 >0 y un X € A tal que gx(ab) < €
siempre que gy (a) < 0 y gy (b) < 0.

Y (A, 1g) es un dlgebra localmente idempotente si Q satisface la condicion

(gs) Para cualquier € > 0 y cualgier X € A g\(ab) < € siempre que qx(a) < € y qx(b) < €.

Demostracién: Ya que 7¢ es la topologia inicial en A definida por la coleccion Q, entonces
{Ox: A€ A e>0}
es una sub-base de vecindades de cero en (A, 7o), donde
Orx={a€ A:q\(a) <€}

son conjuntos balanceados y absorbentes para cada ¢ > 0 y cada A € A. En efecto, sean
€Oy yvy €K con |y <1,asi gr(vz) < gr(x) < € (esto pasa por ¢ ), entonces gy (yx) < e.
Por lo tanto, 7Oy C O, siempre que |y| < 1. Veamos que O,. es absorbente; sea © € A,
entonces nh_)rgo gr(22) = 0 (por ¢2), lo cual implica que para B.(0), existe un N € N tal que

qk(%x) € B.(0) siempre que n > N, de esta manera el escalar que sirve para absorber a x es
n=N+1.
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La suma (a,b) — a+ben (A, 7o) es continua por (g3). En efecto, sea O, basta tomar
U=V =0\, asiU+V C O,
Y la multiplicacién sobre K es continua en (A, 7o) por (q).
Si ademds, Q satisface la condicién (gyq), entonces la multiplicacién (a,b) — ab en (4, 7g)
es separadamente continua. Para mostrar esto, sea O una vecindad arbitraria de cero en la
topologia 7o en A. Entonces existe ¢ > 0, n € Ny Ay, ..., \, € A tal que

ﬁ Oxke cO (31>

k=1

para cada a € A fijo y cada k € N existen por la condicién (g4) un ntimero d,(k) > 0 y un
indice A\,(k) € A tales que gy, (ab) < € y gy, (ba) < € siempre que gy, x)(b) < 4(k). Sea ahora
0(a) = min{dq(1), ..., da(n)} ¥

Vo= Ox,0)s.-
k=1

Entonces V, es una vecindad de cero en A en la topologia 7o y
aV, U V,a C ﬂ [a@ka(k)ga(k) U O,\a(k)(sa(k)a] C ﬂ O)\ke c O.
k=1 k=1

Luego la multiplicacién en (A, 7o) es separadamente continua. Consecuentemente, (A, 7) es
un algebra topoldgica.

Si ademas Q satisface la condicién g5, entonces la multiplicacién (a,b) — ab es continua en
(A, 7o). Para mostrar esto, sea de nuevo O una vecindad arbitraria de cero en la topologia
To en A. Entonces existe € > 0, n € Ny Aj,..., A, € A tal que (3.1) se satisface. Ahora, para
cada k € N,, = {1,2,...,n} existen por condicién (g;), un nimero d; > 0 y un indice A} € A
tal que gy, (ab) < ¢, siempre que gy, (a) < dx y qx, (b) < . Sea ahora = min{dy, ..., d,} ¥

n
V= ﬂ 0)465.
k=1
Entonces V' es de nuevo una vecindad de cero en A en la topologia 7o y
n n
V.-V C ﬂ O>\§€5k0>\§€5k C ﬂ O/\k€ c O.
k=1 k=1

Esto significa que la multiplicacién en (A, 7g) es continua.

En caso que Q satisfaga la condicién (gg). Entonces 05O, C O, para cada € > 0 y cada
A € A. Por lo tanto, (A, 7o) tiene una base de vecindades idempotentes del cero. Entonces,
(A, 7g) es un algebra localmente idempotente. B
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Teorema 3.0.82 (Teorema 2.2 en [6]) Cualquier dlgebra topoldgica (A,T) define una co-
leccion Q de F-seminormas en A tal que (A,Tg) es un dlgebra topoldgica (en particular,
cudndo (A, T) es un dlgebra topoldgica con multiplicacion continua, entonces (A, Tg) es un
dlgebra con multiplicacion continua) y T = Tg.

Demostracién: Sea M un subconjunto denso de R el cual consiste de todos los niimeros
racionales no negativos, que tienen una expansion diddica finita, es decir, podemos escribir
a cualquiera de esos nimeros p en la forma

P =200 0n(p) - 277,

donde dp(p) € Ny = NU {0}, d,.(p) € {0,1} para cada n € Ny d,(p) = 0 para n suficiente-
mente grande.

Sea L) una base de vecindades de cero en (A, 7), que consiste de conjuntos balanceados,
cerrados y S = {S) : A € A} el conjunto de todas las cadenas Sy = (Un())) en L4, €s
decir

1) Un()\) S E(A,T),
2) Upn+1(A) + Upg1(A) C Uy (N) para cada n en N.

Para cada A € A, S\ = (U,(N) € Sy p € M sean

VA(p) = Uo(N) + -+ + Us(\) + D 8u(p) - Un(N) (3.2)

g(a) =inf{pe M :ae€V\(p)}

para cada a € A y para cada A € A. Cualquier ¢, es una F-seminorma en A. Para ello se
probara que la relacion siguiente es verdadera

Valp) + Va(o) C V(p+ o) paratodo p,o € M. (3.3)

La prueba se realizara mediante induccién sobre N, donde N es el primer entero tal que a
partir de ese nimero, 6,(p) = d,(c) =0, p,o € M. Si p,o € N, entonces 9,(p) = d,(c) =0
paran > N, con N = 0y asi la relacién (3.3) se satisface. Ahora, supéngase que para algun
N € Ny, la relacién (3.3) se satisface y p,o0 € M son tales que 6,(p) = d,(c) = 0 siempre
que n > N. Sean p,o € M tales que d,(p) = d,(0) = 0 para n > N + 1, considérense los
siguientes nimeros
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pr=p—2"N"0n(p)

y
o' =0 -2V 5y (0).
N N
Entonces p',0’ € M, mas aun, p/ = > 0,(p)- 27"y o' = > 0,(0) - 27", entonces 0,(p') =
n=0 n=0

dn(0’) =0, con n > N. Por lo tanto,
V(p)+ V() CcV(p+d)

por hipétesis de induccién. Nétese que V(p) = V(o)) + dns1(p)Uny1 vy V(o) = V(o) +
5N+1(U)UN+1-
Asi, se sigue que

V(p) + V(U) C V(p/ + (7,) + (SN—H (p)UN—H + 5N+1<O')UN+1. (34)
Ahora se analizardn las cuatro posibles soluciones para dyy1(p) v dny1(0) en la relacion
(3.4).
1) El primero y mas sencillo es cuando ambos son cero. Asi la relacién (3.4) se convierte
en la relacién (3.3).

2) Sidnt1(p) =1y dny1(0) =0, entonces por definicién de V' se tiene que

Vip)+ V(o) CV(p' +0)+Unia =V(p +0' +27 1) =
Vip—2 N1 1(p) +0+2 V") =V(p+o0)

lo cual es exactamente la relacion (3.3).
3) Sidny1(p) =0y oni1(o) =1, la prueba es andloga al caso anterior.

4) Solo falta probar el caso cudndo dn11(p) = dny1(0) = 1. De la relacion (3.4) y el hecho
de ser Uy un elemento de una cadena, se sigue que

Vip)+V(e)CV(p +d)+Un=V(p+ +27")=V(p+o0).

Asi la condicién (3.3) queda probada. Ahora nétese que si p € M\ {0}, V(p) es absorbente.
De esta manera, dado = € A, existe t > 0 tal que z € tV)(p); usando (3.3) se tiene que
x € V(tp). Asi gx(a) estd bien definida.

Ademas g, satisface (¢;) ya que Vy(p) es balanceada, asi, si z € V)(p), entonces nz € Vy(p),
siempre que 1 € K tal que |n| < 1 lo cual implica
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{peM:zeVip)} C{peM:nzeVilp)}

tomando infimos en ambos lados de la relacion anterior se obtiene que

o(nz) < ().

Seanz € Ay p € M\{0}, como V,(p) es absorbente, entonces existe t > 0 tal que z € tV,(p),

es decir 7 € Vj(p), lo cual implica que ¢(F) < p. Por otro lado, si n > ¢ y como Vj(p) es

balanceada, se tiene que
tVi(p) C nVi(p),
ast, gA(+z) < qA(3z) y por lo tanto
g (22) < gr(37) < p para todo n > t;

de esta manera se satisface (¢s).
Para probar (gs3) sean z,y € A fijos y € > 0. Sean p,0 € M tales que

zeVi(p),yecV(io),

p < qa(z)+3ey 0 < qa(y)+ 3¢ Por (3.3) z+y € V(p+0). Por lo tanto, gr(z+y) < p+o <
() + qA(y) + €. Como € > 0 fue arbitrario, se obtiene lo deseado.
Ademas

kergy = N U
n=0

en efecto, si a € ker ¢y, entonces ¢y(a) < 27" para toda n € Ny, por lo tanto, a € V,(27") =
U? para toda n € Ny. Por otro lado, si a € U2 para toda n € Ny, entonces gy(a) < 27" para
toda n € Ny. Por lo tanto, ¢y(a) = 0, es decir, a € ker g,.

Para mostrar que @ = {g\ : A € A} satisface la condicién (q4), sea a € A, A € A (para
este A, se fija una cadena Sy = (U;)) en L(4.)) y € > 0. Entonces existe un nimero n. € N
tal que 2}L€ < €. Ya que la multiplicacién (a,b) — ab en (A, 7) es separadamente continua,
entonces existe una vecindad V, € L4 tal que

aV,UVaa C U
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Sea (U,) una cadena en L4 generada por V;, es decir Uy = V, y los otros miembros de
esta cadena estdn definidos por V. Por lo tanto, existe un fndice A\, € A tal que S\, = (U*)
donde Ug* =V, y Up* = U, sin > 1. Ahora, V, = Vi, (1) y aV, U Via C U} = Vi(5%). Por
lo tanto, para cualquier a € A fijo y para cualquier A € A, ¢ > 0 existe un indice A\, € A y un
nimero €, > 0 tal que gy(ab) < 27" < ey qx(ba) < 27" < e siempre que gy, (b) < €, = 1. De
esta manera Q satisface la condicién (g4). Por lo tanto, por la proposicién anterior (A, 7o)
es un algebra topoldgica.

En particular, cudndo (A, 7) es un dlgebra topoldgica con multiplicacién continua, entonces
la multiplicacién en (A, 7g) es también continua. En efecto, sea A € A (para este A se fija
nuevamente una cadena Sy = (U;)) en L4,)) v € > 0. Entonces, existe un ntimero n. € N
tal que 3~ < e. Ya que la multiplicacién (a,b) — ab en (A, T) es continua, entonces existe
un elemento V' € L4 tal que VV C Ug‘s. Sea ahora (U,) la cadena en (L)) para la cual

Uy = V. Entonces existe X' € A tal que

Sy = (U), donde Uy} =V,
sia, b€V =Vy(1). Entonces gy (a) < 1, gv(b) < 1y de la siguiente relacion

abe VV C U, =Vi(z:),

ne

se sigue que gy (ab) < 2,116 < €. Por lo tanto, para cada A € Ay e > 0, existe un \' € Ay
¢ > 0 tal que g\(ab) < € siempre que gy (a) < 1y qv(b) < 1 (aqui € = 1). Esto muestra
que Q satisface la condicién (gs). Consecuentemente por la proposicén anterior (A, 7g) es un
algebra topoldgica con multiplicaciéon continua.

Ahora se mostrard que 7 = 7g. Para esto, sea U € L4, S\, = (U20) una cadena en LA
parala cual Up° = Uy seau € Oy, 1, donde Oy = {x € A: ¢\(x) < €}. Entonces gy, (u) < 1,
asi u € V(1) = Ué\o = U. Por lo tanto, se tiene que Oy, C U. Luego, €0y,1 = O, de
esta manera Oy, C U, ya que €0y, 1 C Oy,1 C U. Entonces 7 C 7g. Sea ahora O € L(4,),
entonces existen € > 0, m € Ny A\,...;\,, € A (con los N's anteriores, se fijan m cadenas

Sy = (U1), ..y Sx,, = (Upm) en La ) tales que

m
ﬂ O)%e cO.
k=1
De nuevo existe un numero n.N tal que 2% < €. Ahora, sea
~ TTA
U= Uy,
k=1

la cual es una vecindad de cero en A en la topologia 7. Ya que Upt = VAk(ziE) para cada

k € N,,, entonces si u € U se sigue que gy, (u) < 2% < € para toda k € N,,. Por lo tanto,
UCQOesdecir,7g Cr,asiTg=7. 1
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Corolario 3.0.83 Sea (A, 7) un dlgebra localmente pseudoconvexa; P = {p, : @ € A} la
coleccion de seminormas no homogéneas en A, la cual define la topologia T; T la topologia
en A, definida por la coleccion P; L la base de vecindades de cero en A, para la cual
los conguntos son cerrados y balanceados; Q = {qs : S es una cadena en Lu} y 70 la
topologia en A definida por la coleccion Q de F-seminormas en A. Entonces T = Tp = Tg.

Demostracién: Por definicion 7 = 7p y por el teorema anterior 7 = 7¢. Por lo tanto, estas
tres topologias coinciden.ll

En el punto de vista de algebras es importante saber, cuando cualquier F'-seminorma definida
por una cadena de L4 es submultiplicativa.

Proposicién 3.0.84 (Proposicion 2.4, en [6]) Sea A un dlgebra topoldgica, L4 la base de
todas las vecindades cerradas y balanceadas de cero en A y S = (U,) una cadena en L.
Entonces la F-seminorma qs, definida por S, es submultiplicativa si y solo si los eslabones
U, de S satisfacen la condicion

U, Up CUpim (3.5)

para todo m,n € N.

Demostracién: Sea S = (U,) una cadena en L4 tal que la F-seminorma qg, definida por
S, es submultiplicativa, es decir

gs(ab) < gs(a)gs(b) para toda a,b € A.

Sean n,m € N fijos, a € U, = Vs(55) y b € Uy, = Vs(5). Entonces gs(a) < 57y qs(b) < 5.
Por lo tanto,

ab € Vi(5) = Uniom-

Ast, U, - Uy, C Uy

Reciprocamente, sea ahora S = (U,) una cadena en L4 tal que los eslabones U, de S
satisface la condicién (3.5) para todo n,m € N. Mas aun sean p, o numeros diddicos tales
que a € Vs(p), p < gs(a) +¢€ be Vs(o) y o < qs(b) + €. Entonces ab € Vs(p)Vs(o).

Para cualquier s > 1y [ > 0 sea
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Ul(s)=U+---+U,.

Ya que
vamwwwﬂ%wmm+ipmme%%ww+ipawwuu%%mwwm+ﬂ+n¥u
donde

n:i%wmw@mei%wmmmmzﬂ

@:%%@»2%@%ci%mmwwm=n

n=1

n n

Ty = 3203 64(0)6nisr(@)UiUniin] C SO[32 66(p)0nress (0)Unsa] = T

n=1 k=1 n=1 k=1

por la condicién (3.5).

Por lo tanto,

ab € U(Bolp)0o(0)) + T} + T4+ T C Vs(Bo(p)dofor)) + V() + -+ Vs(I,) + V(Ko +
4 Vs(Ky) + Vs(Kpe) C Vis(do(p)do(o)) + o(0)Vs(Kp) + do(p) Vs (Ky) + Vs(Kpe) =
Vs([0o(p) + K,)[60(0) + K,]) = Vs(po)

Pues Vs(a) + Vs(B) C Vs(a+ B) para cada a y  ntimeros diddicos, donde

K= 3 003 ¥ Kim = 20 [32 0k(D)0n—t41(m)] g
n=1 n=1 k=1

Por lo tanto,

gs(ab) < po < (gs(a) + €)(gs(b) + €),

de lo cual se sigue que gg es submultiplicativa (pues € es arbitrario). l

Corolario 3.0.85 Sea A un dlgebra topoldgica, L4 la base de vecindades cerradas y balan-
ceadas de cero en A y
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Qa={qs:S esunacadena en Ly}

la coleccion de F-seminormas submultiplicativas en A, la cual define la topologia de A.
Entonces A es un dlgebra localmente idempotente.

Demostraciéon: Sea A un élgebra topoldgica tal que cualquier F-seminorma gg en Q4 es
submultiplicativa, O € L4 un elemento arbitrario y S = (U,,) la cadena en L4 con Uy = O.
Ya que gs es submultiplicativa, entonces todos los elementos U,, de la cadena S satisfacen la
condicién (3.5), por lo tanto O es un conjunto idempotente, ya que

00 =UyU, C UQ+[) =Uy=0.

Por lo tanto, A es un algebra localmente idempotente.ll

NOTA: Recordemos que un algebra topoldgica, para la cual cualquier F-seminorma en Q4
es submultiplicativa, es una m-élgebra en (ver [pag. 767][33]) y una dlgebra topoldgica m-
convexa en ([pag. 335][45]). W.Zelazko y Murali en [46] y [33] respectivamenete se pregutaron
si cualquier algebra localmente idempotente es una m-algebra. Por la proposicion 3.0.84, la
respuesta es no, pues los elementos idempotentes de una cadena no necesariamente satisfacen
la condicién (3.5).

3.0.8. Generalizaciones de la descomposiciéon de Arens-Michael.

Para representar a las dlgebras topoldgicas mediante limites proyectivos, seran necesarios
los siguientes resultados.

Lema 3.0.86 Sean A un dlgebra topoldgica, L4 una base de vecindades balanceadas del cero
y M un subconjunto de A. Entonces la cerradura de M estd dada por

M= () (M+U)

UeL 4

Demostracién: = € M siy solosi (z—U)NM # () paracada U € L4, siysolosiz € M+U

paracada U € L4, siysolosize (| (M+U). R
UeLy

Nota 1: En particular, si el conjunto M es el conjunto {0}, se tiene que
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Nota 2: La cerradura es en la topologia dada por la base de vecindades £ 4.

Lema 3.0.87 Sean A un dlgebra topoldgica con multiplicacion continua e I un ideal bilateral
de A. Entonces Ies también un ideal bilateral en A.

Demostracién: Sean z € I, a € A y W una vecindad de za. Como la multiplicacién es
continua, se tiene que existen U,V vecindades de x y de a respectivamente, tales que

U-vcw.

Dado que z € I, entonces U NI # 0, es decir existe zo € U tal que zy € I, luego zo -V C 1,
de esta manera se tiene que (U - V)N T # () y asi W NI # (). Entonces xa € I y por lo tanto
I es un ideal derecho en A. Andlogamente se prueba que I es un ideal izquierdo en A. Por
lo tanto I es un ideal bilateral en A. W

Nota 3: La prueba anterior se puede reproducir para el caso cuando el algebra tiene multi-
plicaciéon separadamente continua.

Lema 3.0.88 Sea A un dlgebra sobre K localmente uniformemente absorbente (localmente
idempotente) de Hausdorff, L4 la base de todas las vecindades de cero cerradas, balanceadas
y uniformemente absorbente (respectivamente, cerradas,balanceadas e idempotentes) de A y
Sa = (U,) una cadena en L4. Entonces el nicleo

N(Sa)= N Un
n=1
de S4 es un ideal bilateral cerrado en A.

Demostracion: Se sigue de los lemas anteriores B

Teorema 3.0.89 (Teorema 3.2 en [6]) Para cualquier dlgebra A (real o compleja) localmente
uniformemente absorbente de Hausdorff existe un sistema proyectivo

{Ax; oy, A}

de dlgebras metrizables localmente uniformemente absorbentes y homomorfismos continuos
hyu de Ay a A, (siempre que A < i) tal que A es topoldgicamente isomorfa a una subdlgebra
densa del limite proyectivo @AA de ese sistema. En el caso particular cudndo A es com-
pleta, entonces A y 1'&114,\ son topologicamente isomorfas.
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Si A es un dlgebra localmente A-pseudoconveza (localmente A-convera) de Hausdorff, enton-
ces A es topoldgicamente isomorfa a una subdlgebra densa del limite proyectivo de lgnA,\ de
dlgebras A-(ky normadas) (respectivamente, dlgebras A-normadas). En particular, cuando
A es completa, entonces A y @AA son topoldgicamente isomorfas.

Demostracién: Sea A un algebra localmente uniformemente absorbente de Hausdorff, £ 4
la base de vecindades de cero cerradas, balanceadas y uniformemente absorbentes en A y
Sa = {5\ : A € A} la coleccién de todas las cadenas en L4. Es decir, cualquier Sy € Sa es
una sucecién (O2) € L4, donde sus elementos satisfacen la condicién

Opp1 + 00 COp

para cada n € N. Se define el orden < en A de la siguiente manera: se dice que A < pen A
siy solo si S, C Sy, es decir, si S\ = (0))) y S, = (O"), entonces O C O, para cada n € N.
Asi definido es un orden parcial. En efecto,

i) Es reflexiva, ya que O} C O} para toda n € N.

ii) Es antisimétrica, ya que si A < gy pu < A, entonces O* C O} y O} C O¥ para toda
n €N, asf O = O).

iii) Es transitiva, ya que si A < gy g < ), entonces O* C O) y O) C OF para toda n € N,
de esta manera O) C OF C O para toda n € N, lo cual implica que O} C O) para
toda n € N. Por lo tanto, A < 7.

Con lo cual (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Para mostrar que (A, <) es un
conjunto dirigido, sea Sy, = (OM) y Sy, = (O)?) cadenas arbitrarias pero fijas en Sa y
sea S, = (O¥) una cadena en Sy la cual se define de la siguiente manera: sea O} € L4
tal que O C O} N O7* para cada n > 1, sea U,y una vecindad de cero en £, tal que
Unt1 +Upp1 COF Yy OZH una vecindad en L4 tal que

Ohi CUn1 NOYL N0
Entonces
1 2 )\1 )\2 )\1 )\2 14
Oni1+ Ongg CUnn N0 NOE + Upn N0 N0 C Ut + Unst € Oy
para cada n € N. Ya que S, € Sa y OF C O)* N O)? para cada n € N, entonces \; < py
A2 < p. En efecto, ya que OF C Oy N O C ON y OF C O N0 C 02 con lo cual se
prueba que (A, <) es un conjunto dirigido.

Para cada A € A sea ¢, la F-seminorma en A, definida por la cadena
Sy = (Oé)v



73

Ny=(N O,

n=1

donde N, es un ideal bilateral cerrado por el lema 3.0.88, Ay = A/kerq, y 7\ el homomor-
fismo canoénico de A sobre A,. Mds aun, sea G,(m\(a)) = ¢x(a) para cada a € A. Ya que
ker g, = N,, entonces g, es una F-norma en A,. En efecto, sea @ € A, tal que g,(a) = 0,
entonces g)(a) = 0, asi a € kerg, = N,, por lo tanto a es congruente con cero médulo Ny,
de esta manera g, es una F-norma.

Sea 74, la topologia en Ay definida por g,. Asi (Ay, 74,) es un dlgebra metrizable localmente
uniformemente absorbente para toda A € A.

Para cualquier A, u € A con A < p, sea hy,, el morfismo definido por hy,(7,(a)) = mx(a) para
cada a € A. Entonces hy, es un homomorfismo continuo de A, sobre Ay, hy es el morfismo
identidad en Ay para toda A € Ay hy,0h,, = hy, paratoda \,y,u € A, con A < p <. En
efecto, dado que A < p, entonces ¢y(a) < ¢,(a) para toda a € A, se sigue de tomar infimos
en la siguiente contencion

{peM:acVip)ClpeM:aecW(p)}

luego

O (hau(mu(a)) = qa(ma(a)) = ar(a) < gu(a) =g, (mu(a))

lo cual prueba la continuidad de hy,.
Ast {Ay, hy,, A} es un sistema proyectivo de algebras metrizables localmente uniformemente
absorbentes A, con homomorfismos continuos hy, y

Jm Ay = {(mr(a))ren € )\];[A Ay hyu(my(a)) =ma(a), siempre que A < pu}

es el limite proyectivo de ese sistema.
Sea e el morfismo definido por e(a) = (mx(a))rea para cada a € Ay Pry la proyeccién de

[T A, sobre Ay para cada A € A. Ya que Pry(e(a)) = my(a) para cada a € Ay cada A € A
HEA

y m es continuo para cada A € A, entonces e es un morfismo continuo de A en [] A A,
Maés aun, si a,b € A son tales que e(a) = e(b), entonces my(a) = m,(b) para cada A € A. Por

lo tanto, a + Ny = b+ Ny, lo cual implica que a — b € N, para toda A € A. Entonces

a—be mN)\: ﬂ O =04
AEA O€Ly

dado que A es un espacio de Hausdorff. Lo cual significa que a = b. Asi e es un morfismo
inyectivo.
Por otro lado, el morfismo inverso
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elie(d) — A

es también continuo. En efecto ndétese que el siguiente diagrama conmuta

-1

e(A) < (3.6)

DN

Ax

1

de esta manera se tiene que e~ es continuo, ya que Pr) es continuo para todo A € A; es

decir,
7o 0 e~ es continuo para todo A € A

y dado que A tiene la topologia inicial dada por los morfismos 7, entonces por el teorema
1.0.13 se sigue que e~ ! es continuo.

Para mostrar que e(A) es denso en Hm A, sea (@)ren € lim Ay un elemento arbitrario y
O una vecindad arbitraria de (ay)xea € 1I£1A>\. Entonces existe una vecindad U de (ay)xea
en [T ca Ax tal que O =UN l'&nAx Entonces existe un subconjuto finito H C A tal que
U" =[] ep Ux CU, donde Uy es una vecindad de ay € Ay, siA € Hy Uy, = Ayside A\ H.
Sea € A tal que A < p paratoda A€ Hy

V= hy,(Un).

AeH

Entonces V' es vecindad de a, € A,. Sea a € 7,'(V). Entonces m,(a) € V. Por lo tanto,
m(a) = hyu(mu(a)) € Uy para toda A € H. Lo cual significa que e(a) € U' N Hm Ay C
UNm Ay = O. Asi, e(A) es denso en lim Aj.

Si ahora A es un algebra completa, localmente uniformemente absorbente de Hausdorff,
sea (e(@q))aca una red de Cauchy en e(A) y O cualquier vecindad de cero en (A, 7). Ya
que e es un morfismo abierto de A sobre e(A), entonces e(QO) es una vecindad de cero en
e(A). Asi, existe un indice oy € A tal que e(ag) — e(ay) € e(O) 0 ag — a, € O siempre que
B,y € A, con ag < Sy ag < . Lo cual significa que (a,)aca €s una red de Cauchy en A.
Ya que A es completa, entonces existe un elemento ag € A tal que (aq)aen converge a ag en
A. Ast (e(aq))acn converge a e(ag) en e(A) pues e es continuo. Consecuentemente, e(A) es
completo y por lo tanto es cerrado en M A,. Debido a que e(A) es denso en gn Ay, entonces

e(A) = lim A,.

Sea ahora A un élgebra localmente A-pseudoconvexa (localmente A-convexa) de Hausdorff
y P = {pr : A € A} una coleccién saturada de seminormas K,-homogéneas en A con
K, € (0,1] para cada A € A (respectivamente una coleccién de seminormas homogéneas en
A) la cual define la topologia de A. Se toma a Ay, = A/kerp, y las normas p, en A, se
definen de la siguiente manera:
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Pr(ma(a)) = pa(a) para cadaa € Ay XA € A,

donde 7y es el homomorfismo candnico de A sobre A,.

Entonces ker py es un ideal bilateral cerrado en A y A, es un algebra A-(k)-normada) (si A
es un algebra localmente A-convexa, entonces A, es un algebra A-normada) para cada A\ € A
fijo. El orden < en A se define de la siguiente manera: A < y si y solo si px(a) < p,(a) para
cada a € A. Entonces (A, <) es un conjunto dirigido. En efecto

1) Es reflexiva, ya que py(a) < py(a), entonces A < A.

2) Es antisimétrica, ya que si a, f € A, tal que a < fy 8 < «, entonces p,(a) < ps(a) y
Pg < Pa, asi p, = ps y de esta manera a = f3.

3) Estransitiva, ya quesi o, 8,y € A, son tales que o < By 8 < 7, entonces p,(a) < pg(a)
y pg(a) < py(a), ast po(a) < py(a), lo cual implica que o < 7.

Como antes, para cada \, p € A con A < p, se define el homomorfismo hy, de A, en Ay por
hau(mu(a)) = ma(a) para cada a € A. Entonces hy, con A < p es un morfismo continuo, pues

Palhau(mu(a))) = Pa(ma(a)) = pala) < pula) = P, (mu(a))

para cada a € A. De nuevo, en forma similar, {4, : hy,, A} es un sistema proyectivo de
algebras A-(ky-normadas) (respectivamente, dlgebras A-normadas) y A es topolégicamente
isomorfa a una subalgebra densa del limite proyectivo @AA de ese sistema. En el caso
cuando A es completa, Ay @A » son topologicamente isomorfas. ll

Teorema 3.0.90 (Teorema 3.3 en [6]) Para cualquier dlgebra A (real o compleja) localmente
idempotente de Hausdorff existe un sistema proyectivo

{A)\y BAM) A}

de dlgebras de Fréchet localmente idempotente y homomorfismos continuos B/\u de Ay a flu
(siempre que A < p) tal que A es topoldgicamente isomorfa a una subdlgebra densa del limi-
te proyectivo @AA de ese sistema. En el caso particular, cuindo ademds, A es completa,
entonces A y @n/h son topologicamente isomorfas.

Mas aun, si A es un dlgebra localmente m-pseudoconveza (localmente m-convexa) de Haus-
dorff, entonces A es topologicamente isomorfa a una subdlgebra densa del limite proyectivo de
l'&n[h de dlgebras ky-Banach (respectivamente, dlgebras de Banach). En particular, cudndo

ademds A es completa, entonces A y @n/h son topologicamente isomorfas.
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Demostraciéon: Sea A un &algebra localmente idempotente de Hausdorff, £4 la base de
vecindades cerradas y balanceadas de cero en Ay Sy = {S) : A € A} la coleccién de todas
las cadenas en L,4. Similarmente como en la prueba del teorema anterior, se define el orden
< en A de la siguiente manera: se dice que A < pen A siy solo si S, C Sy. Entonces (A, <)
es un conjunto dirigido.

Para cada \ € A, sea ¢, la F-seminorma en A definida por la cadena Sy = (O2),

Ny= O,
n=1

(por el lema 3.0.88 N, es un ideal bilateral cerrado en A), Ay = A/N, y sea m, el homo-
morfismo canénico de A sobre Ay. Mds aun, sea 7, (ma(a)) = ¢x(a) para cada a € A, 4, la
completacién de Ay, vy el isomorfismo topoldgico de A, sobre una subalgebra densa de A,
(definida por la completacion de A,), ¢ la extensién de g, o V;l a A, y T la topologia en
Ay, definida por §y. Entonces

@ [(vaom)(a)] =g\ (ma(a)) = ga(a)

para cada a € A y kerg, = N,. Por lo tanto, ¢, es una F-norma en A,. Ya que A, es un
algebra metrizable localmente idempotente, entonces la multiplicacién en A, es continua,
por lo cual Ay es un dlgebra. Por lo tanto, (A A7) es un algebra localmente idempotente de
Fréchet para cada A € A.

Similarmente como en la prueba del teorema aterior para cada A, u € A, con \ < p, se define
el morfismo hy, por hy,(m,(a)) = mx(a) para toda a € A. Entonces hy, es un homomorfismo
continuo de A, en Ay, hyy es el morfismo identidad en Ay para cada A € Ay hy,0h,y = hyy
para cada A, u,y € A con A < p1 < . Ya que vy o hy, o 1/;1 es un homomorfismo continuo

de v,(A,) en A,, entonces existe una extension continua hy, de A, en A, tal que hy, es un
homomorfismo y

hoalvu(mu(a))]) = valho(mu(@))] = valma(a)]

para cadaa € Ay A, p € A con A < . Ya que Ry es el morfismo identidad en A)\ para cada
A€ Ay ha o hyuy = hyy, siempre que A\, i,y € Ay A < p < 7y, entonces {Ay; by, A} es un
sistema proyectivo de dlgebras localmente idempotentes de Fréchet A, con homomorfismos
continuos iL,\M de flu en fb\ y

lim Ay = {(a[ma(@)])aen € TT Ax 2 haplvu(mu(@))] = va(ma(a),  siempre que A <y}

AEA

es el limite proyectivo de ese sistema. .

Sea € el morfismo definido por é(a) = (vz[mx(a)])rea de Aen [] A, para cada A € A. Simi-
HEA

larmente como en la prueba del terorema anterior, se puede mostrar que € es un isomorfismo
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topolégico de A sobre un subconjunto denso de T&n/h.

Miés aun, A v lim A, son topolégicamente isomorfos, si A es completa.

Sea ahora A un dlgebra localmente m-pseudoconvexa (localmente m-convexa) de Hausdorff.
Entonces cualquier algebra A, en la primera parte de la prueba es un algebra kj-normada
(respectivamente normada) pues la completacién A, de A, es un &lgebra ky-Banach (res-
pectivamente de Banach). Como en la primera parte de la prueba, se puede mostrar que A
es topolégicamente isomorfa a una subélgebra densa del limite proyectivo @ A, de élgebras

ky-Banach (respectivamente de Banach). Mds aun A y @ A, son topoldgicamente isomorfas
si A es completa. B

El siguiente diagrama ilustra las algebras involucradas en el teorema anterior

] l.m.p—c..—Algebras localmente multiplicativamente pseudo-convexas
= K A-N.—A/lgebras normadas
» K,-B.-Algebras de Banach

A la dltima parte del teorema anterior se le conoce como la descomposicion de Arens-Michael
generalizada.

Corolario 3.0.91 Sea A un dlgebra de Hausdorff con unidad, L4 la base de vecindades
cerradas y balanceadas de cero en A y

Qa={qs:S esunacadena en Ly}

la coleccion de F-seminormas, la cual define la topologia de A. Si toda qs es submultiplicativa,
entonces A es localmente m-pseudoconveza.
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Demostracién: Sea A un élgebra de Hausdorff con elemento unidad e, tal que toda F-
seminorma gg en Q4 es submultiplicativa. Entonces, por el corolario 3.0.85 A es un algebra
localmente idempotente. Para cualquier S en L4, sea Ag = A/ ker qg, ms el homomorfismo
canénico de A sobre Ag y Gg el morfismo definido por Gg(ms(a)) = gs(a) para toda a €
A. Entonces Gg es una F-norma submultiplicativa en Ag. Por lo tanto, la extension ¢g es
una [-norma submultiplicativa en la completacion Ag. Para mostrar que Ag es un algebra
localmente acotada (es decir, Ag contiene una vecindad acotada de cero); sea

OS = {I’ c AS : (js(l‘) < 1},

xo un elemento arbitrario en Og y (o) una sucesién arbitraria en K la cual converge a
cero. Podemos suponer que |a,n| < 1 para cada n € N (en caso contrario, se puede usar
la subsucesién (ag, ) en lugar de (), para la cual |ay, n| < 1, pues (ay, ) converge a cero
también). Ya que

0 < gs(anzo) = Gs((anea)zo) < Gs((ann)ea)ds(zo) < gs(iea),
entonces

0< hm qs(anxo) < lim (+e4) =0

n—oo

se sigue que (a,xo) converge al elemento cero de A. Lo cual significa que Og es una ve-
cindad acotada de cero en Ag. Por lo tanto, Ag es un &lgebra localmente acotada y por
consiguiente localmente m-pseudoconvexa. Consecuentemente, por el teorema 3.0.90 A es to-
polégicamente isomorfa a una subdlgebra densa W del limite proyectivo L m Ag de dlgebras

localmente m-pseudoconvexas completas Ag. Por lo tanto, W es subélgebra del producto

I Ag. Ya que el producto de dlgebras localmente m-pseudoconvexas es localmente m-
SCLA
pseudoconvexa en la topologia producto y cualquier subalgebra de un algebra localmente m-

pseudoconvexa es localmente m-pseudoconvexa en la topologia relativa, entonces W es local-
mente m-pseudoconvexa. Consecuentemente, A es también localmente m-pseudoconvexa.ll

Corolario 3.0.92 Cualquier m-dlgebra de Hausdorff con unidad es localmente m-pseudoconveza.
Demostracién: Sea S = (U,) una cadena en L4, asi U, C Uyt v Uy C Uppm, luego
Un ' Um - Un+m ' Un+m C Un+m

lo anterior debido a que A es una m-algebra. Por lo tanto, U,,-U,, C U, ., vy por la proposicién
3.0.84, gs es una seminorma submultiplicativa. Asi por el corolario anterior, el algebra es
localmente m-pseudoconvexa. B
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3.0.9. Aplicaciones

En esta seccion, se consideran algebras topolégicas dotadas de una topologia de Hausdorff
que hace que la multiplicacién sea continua.

Definicién.- 3.0.93 Un multiplicador izquierdo (derecho) en E es un morfismo lineal
T:E — FE tal que T(zy) = T(x)y(= 2T (y)) para cada x,y € A.

T es llamado un multiplicador bilateral (o un multiplicador) en A si es un multiplicador
izquierdo y derecho. Se denota como M (E)(M,(E)) el conjunto de todos los multiplicadores
izquierdos (derechos) en E y por M(E) el conjunto de todos los multiplicadores en E.

Definicién.- 3.0.94 Un dlgebra E es propia si xFE = {0} implica que x =0 (o Ex = {0}
implica que x = 0), donde 0 denota el elemento cero de E.

Sea E un algebra propia. Para x € E y debido a la asociatividad de la multiplicacién en
E los operadores [, y r, dados por

l.(y) = zy y r.(y) = yx para cada y € F,

respectivamente, definen inclusiones de £ en M(FE) de tal manera que F es identificado con
un ideal bilateral de M(E).

Definicién.- 3.0.95 Una identidad aproxrimada en un dlgebra E es una red {es}sca en
E tal que

ves = T Y €T 2 X
para cada x € A.

Nétese que cualquier dlgebra con una identidad aproximada es propia. En efecto, sean {es}
una identidad aproximada en E'y z € E tal que xE = {0}, entonces

xres = 0 para cada 0 € A,

pero xes — x, asi x = 0. De forma andloga se tiene que Fz = {0} implica que = = 0.

Sean py, pa, ..., P, una coleccion de k, -seminormas en E y sea k = 1r<nj1£1n{kpj}; entonces

la funcién ¢ = p; V po V ... V p, definida como
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k k k

kPn

¢(z) = méx{p;" (), p," (2), ..o pa™ ()}

es también una pseudo-seminorma en F (con indice de homegeneidad k).
Para demostrar esto, considérese lo siguiente

1) Por definicién, ¢ : E — R*
2) Se probaréd que g(z + y) < q(z) + q(y). En efecto, sean x,y € F, entonces

k k k k

gz +y) =p" (@ +y) = (pilz + )™ <p” (2) +p;" (y).

3) Sea A € Ky x € E, entonces

k k

() = p7 (Az) = (i) = (Aoipy(2)) ' = Nep™ () = Mq(x).

Por lo anterior ¢ es una pseudo-seminorma con indice de homogeneidad k.

Definicién.- 3.0.96 Una familia P de pseudo-seminormas es llamada saturada si satisface
la siguiente condicion

Pi, D2, ....Pn € P entonces p1VpaV..Vp, €P. (3.7)

Sea & el conjunto de todas las pseudo-seminormas en F.

Definicién.- 3.0.97 Para cualquier subconjunto P de &, sea
P={qe®:q=p VpaV..Vpyp; €P}
El conjunto P satisface la condicion (3.7) y es llamada la cerradura saturada de P.
Lema 3.0.98 P y P inducen en E la misma topologia.
Demostracion: Es suficiente observar que
p(ry — ) — 0 para cada p € P

si y solo si



q(r, — 1) — 0 para cada q € P.
En efecto, supongamos que

p(zo — x) — 0 para cada p € P.

k k

Sea q € P, entonces q(x, — ) = méx{prl (To — ), ooy pn™ (24 — )}
k

Sea ¢z, — ) = pf’” (o — ), pero
pi(To —x) — 0,
entonces, para cada ¢ > 0 existe v tal que
pi(To — x) < € siempre que v < a,

lo cual implica que

L k

P (2 =) S €% < e siempre que 7 < a.

Por lo tanto,

q(rq — ) — 0 para cada ¢ € P.
Reciprocamente, supongase que

q(zq — ) — 0 para cada ¢ € P.

Sea p € P C P, entonces p € P.
Asi

p(zo —x) — 0 para cadap € P. R

Seran necesarias algunas proposiciones para obtener el resultado deseado.

81
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Proposicién 3.0.99 (Proposicion 3.2.10 p.113 en [12]) Sea (E,P) y (F, Q) dos espacios
localmente convezos, donde P = {p, : a € A} es un conjunto saturado de kq-seminormas en
E que definen su topologia, y Q = {qg : f € A} es un conjunto de kz-seminormas en F que
definen su topologia. Entonces una transformacion lineal T : E — F' es continua si y solo si
para cada qg € Q, existe un p, € P y una constante C' = Cy5 > 0 tal que

k
q(T(x)) < C ~p(:c)£ para cada 1z € E. (3.8)

Donde, ko y kg son los indices de homogeneidad de p, y pg respectivamente.

Demostracién: Suponiendo verdadera la relacién (3.8) se probara la continuidad de 7. En
efecto, sea V una vecindad de cero en Y, donde

V={yeY:qy) <e,

entonces, basta considerar a U la vecindad de cero en X, la cual estda dada por

(e

U={reX :pux) < (5™},
con C' la constante que existe por (3.8). Por lo tanto, se tiene que
gs(T'(u)) €V,

lo cual implica la continuidad de 7" en el cero y por lo tanto T" es continua.
Reciprocamente, por la continuidad de 7" en el cero, se tiene que dados gg y € > 0, existen
Pa ¥ 0 > 0 tales que

Do) <6 implica que ¢g(T'(x)) <e. (3.9)
Para un = con p,(z) # 0, se escribe x; = (paL(x))i:c Entonces p,(z1) = ¢, de esta manera,

Pa

por (3.9), se tiene que q3(7'(z1)) < e. Asi, la relacién (3.8) se satisface, con C' = €§*s .
Ahora, si p,(z) = 0, se tendria que p(nx) = 0 para cada n entero, entonces p,(nz) < 9, lo cual
implicaria que gg(nT'(r)) < ¢, por lo tanto qs(1'(7)) < —55. De esta manera qg(7(x)) = 0.
Con lo cual se cumple la relacién (3.8). B

En el caso cuando E = (£, p) es un espacio k,—seminormado y F' = (F,¢) es un espacio
k,—seminormado, la relacién (3.8) toma la forma

kq
q(T(z)) < C-p(x)f paracada z € E. (3.10)

Se denotara por L(F, F) el espacio de todas las transformaciones lineales continuas de (£, p)
en (F,q). Para T € L(E, F) se establece

|T|| = nf{C >0:q(T(x)) <C p(x)ﬁ para cada x € E}. (3.11)

De aqui se deriva la siguiente proposicion.
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Proposicién 3.0.100 La relacion (3.11) define una k,-seminorma en L(E, F'). Por lo tan-

to, L(E, F) es un espacio k,-seminormado

Demostracion: De la definicion se sigue que

D= £(B, F) — RT U {0}

) Se probard que || - || es subaditiva
Sean T, S € L(E, F) y considerense

H={B>0:¢q(T(x))<B p(a:)k para cada x € E},
I={C>0:q(S(x)) <C-p(x)» paracada z€ E}

y
kq
o para cada = € E}.

J={D>0:q((T+S)(z)) <D-p(zx)

Noétese que inf H = ||T||, inf I = ||S|| e inf J = ||T + S]]
Por otro lado, sea A € H + I, entonces A= B+ C,con Be Hy C € 1. Asi

(T () +4(S()),

=q(T(z) + 5(z)) <
plz)tr = A-p(x)*.

q((T + S)(z))
(B+C)-

para cada x € E. Entonces A € J, lo cual

Por lo tanto, ¢((7'+ S)(z)) < A - p(x)*
implica que H + I C J, de esta manera inf J < inf H + 1 =inf H 4+ inf I

) Sea A€ Ky T € L(E,F), entonces

kq
[|AT|| = inf{B > 0:q¢(A\T'(z)) < B-p(x)* paracada x € E}
kq
=if{B > 0: \ug(T(r)) < B-p(z)*» paracada € F}
< B p(x )@ para cada x € E} = \k||T].

= Maif{B > 0: q(T(z))

|| define una k,—seminorma y en consecuencia el espacio L(E, F') es un

Por lo tanto, || -
espacio k,—seminormado. Il

Se puede decir més en el caso particular del dlgebra de operadores lineales acotados L(F)

en el espacio k,-seminormado (E,p).
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Proposicién 3.0.101 Sea (E,p) un espacio k,—seminormado. Entonces L(E), el dlge-
bra de todos los operadores lineales acotados en I, es un dlgebra ky,-seminormada bajo la
k,—seminorma

IT]] = sup p(T(x)).

p(z)<1

Mas aun, sip es una k,—norma en E, entonces también lo es || - || en L(E), y si (E,p) es
k,-normada y completa, entonces || - || también lo es en L(E).

Demostracién: Para probar que || - || es una k,—seminorma de algebra, por la proposicién
anterior solo queda por probar que la k,—seminorma || - || es submultiplicativa. En efecto,
sean 11,7y € L(E), entonces

p(TiThr) < ||Th|[p(Tax) < ||Thl|||T2]|p().

Pero ||T1Ts|| es la constante positiva més pequena que satisface la desigualdad anterior, por
lo tanto [Ty 13| < [[T1][[|T2]]-
Ahora, supéngase que p es una k,—norma, entonces si ||T'|| = 0, se tiene que p(T'(x)) =0
para cada z € E, lo cual implica que T'(x) = 0 para cada = € E. Por lo tanto, T' = 0, asi || ||
es una k,—norma.
Ahora, supéngase que p es también completa, si (7,,) € L(E) es una sucesién de Cauchy,
entonces se tiene que

T, — T|| <€ (3.12)

siempre que n > m > N, con N € N. Esto implica que

P(Tn(2) = Tn(2)) < p((To = Tin)(2)) < [|Tn = Tin||p() < ep()

siempre que n > m > N, con N € N.

Lo cual implica que T}, (x) es una sucesiéon de Cauchy en E. Entonces, sea Tz = lim T,z (este
limite existe, ya que E es completo). Asi, T es lineal. Sea Ty = lim T,y y Tx = lim Tz,
entonces Tz + Ty = lim(T,,x +T,y) = UimT,,(x +y) = T'(z +y). Por unicidad del limite (por
ser B de Hausdorff), se tiene que T'(x + y) = T(x) + T(y). Similarmente, TA\x = ATz. Por
ultimo, si m tiende a infinito en (3.12), entonces se tiene

1T, =Tl <

siempre que n > N, con N € N. Por lo tanto, lim7, =T € L(E). B
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Proposicién 3.0.102 Si (E,p) es un dlgebra k,— Banach (k,—normada y completa), propia
y T es un multiplicador en E, Entonces T es acotado. Mds aun M(E) es una subdlgebra
cerrada y conmutativa de L(E). Por lo tanto, una subdlgebra k,—Banach conmutativa.

Demostracion: En efecto, si el algebra E es propia, sean T un multiplicador bilateral de
Eyxy ze€ E, entonces

z[T(ay + bz)| = T(z)ay + bz] = T(x)ay + T(x)bz = xaT(y) + x2bT(2) = z[aT (y) + 0T (2)],
asi

T(ay + bz) = aT(y) + bT(2).
Asi T es lineal. Més aun, si y,z € Ay {y,} C E sucesion tal que

P —y) = 0y p(Ty, —2) =0,
entonces para cada r € E

p(rz — 2Ty) = p(xz — Try, + Txy, — 2Ty) < p(xz — 2Ty,) + p(Txy, — 2Ty) <
p(@)p(z — Tyn) + p(Tx)p(yn — ).

Por lo tanto, xz = 2Ty y dado que E es propia, se tiene que z = Ty.
Por el teorema de la gréfica cerrada, el multiplicador 7" es continuo. De esta manera M(FE)
es una subalgebra de £(F). B

Proposicién 3.0.103 Si (E,P) es un dlgebra localmente m—pseudoconveza, entonces el
dlgebra L(E) es también un dlgebra localmente m—pseudoconveza bajo la topologia definida
por el conjunto de pseudo-seminormas P = {p: p € P}, donde, para T € L(E), se define

p(T) = sup p(T(x)).

p(z)<1

Demostracién: Como (F,P) es un algebra localmente m—pseudoconvexa, entonces su
topologia puede ser dada por una familia de pseudo-seminormas, donde cada p, € P es
submultiplicativa. Considérese las algebras k,_ -seminormadas

Ecx - (Eapa)
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Por la proposicién 3.0.101 se tiene que el algebra £(E,) es un algebra k,_ -seminormada bajo
la £, —seminorma

IT|] = sup pa(T(x)).

Pa(r)<1

Luego, si L(F) esta dotada de la topologia inicial dada por los morfismos
io: L(E) = L(E,),

entonces L(E) se vuelve un élgebra localmente m—pseudoconvexa bajo la topologia definida
por el conjunto de pseudo-seminormas P = {p : p € P} donde,

p(T) = sup p(T(x)). W

p(z)<1

Teorema 3.0.104 Sea (E,P) un dlgebra completa localmente m-pseudoconvexa de Haus-
dorff, donde P = {ps : @ € A} es una familia saturada de Ky-seminormas en E; supongase
que E tiene una identidad aproximada (es)sen y que cada factor E, = E/kerp, en su
descomposicion de Arens-Michael generalizada es completa. Entonces

M(E) = @M(Ea)

salvo un isomorfismo de dlgebras topoldgicas.

Demostraciéon: Nétese que bajo las hipdtesis anteriores, los morfismos f, del siguiente
diagrama

@EQLE (3.13)
Eq

resultan ser suprayectivos para cada a € A. Asi, para cada zg € Ej, existe un elemento
(Wa)aen € %Ea tal que fz((wa)aea) = o5 consecuentemente
fap(@s) = fap(fs((Wa)aen)) = wa, entonces

Wo = fap(zs) siempre que a < .

Para cada o < 3, se define el morfismo h,p : M(Es) — M(E,) por
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[hap(Tp)(xa) = fap(Tp(zp))

para ver que h,g estd bien definido, primero se verificard que ker f,p es Tz-invariante para
cada Ty € M(Ej3), es decir

Ts(ker fop) Cker fopsia <

Sea yg € Tg(ker fop), entonces yz = T'(23), con x5 € ker fos, luego fus(ys) = fap(T(xp)) =
fag(T(h'gnxgeg)) = fap h’(gnT(xBe(;) = h'(gn fapT (xpes) = lfgn[faﬁ(xlg)fag o Tes] = 0. Por lo
tanto, Tj(ker fog) C ker fop.

Ahora se verificard que h,p estd bien definido. En efecto, si a < 5, x € kerp, y T € M(Ep).
Entonces

Op, = kerpa = 2 +kerpa = pa(2) = (fa 0 9)(2) = (fag © f5 0 ¢)(2)

lo cual se ilustra en el siguiente diagrama

E ‘ lim E, (3.14)
NP
PB Ea fs
focTB
Eg

donde p,(z) =x + kerp, y fo = Prahgn g, Lo anterior implica que

(fs 0 9)(x) € ker fag.

Ya que ker f,5 es Tj invariante, entonces T3(fz 0 p(z)) € ker f,p3, as

fap(Ts(f5 0 #)(x)) =0,

entonces fo5(T3(z5)) = 0p,, es decir [has(1s)|(2a) = Og, .
Ademaés, se probara que h,s(T3) es de hecho un multiplicador en E,:
En efecto, sean x,,y, € E,. Entonces

[hap(Tp)](Taya) = fas(Ts(xpyp)) = fap(xsT5(ys)) = fap(p) fap(Ts(ys)) = Talhas(Ts)](Ya)-
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Entonces hag(T3) es un multiplicador derecho. De manera similar se prueba que es un mul-
tiplicador izquierdo.

El morfismo h,s es un morfismo lineal:

En efecto, sean T3, S € M(E3) y x, € E,. Entonces

[has(Ts + Sp)(wa) = fap(Tp + Sp)(wp) = fap(Ts(xp) + Sp(xs)) =
fap(Ts(5)) + fas(Sp(5)) = [hap(Tp)](Ta) + [has(Sp)](Ta)-

Por lo tanto, ha/g(Tﬁ + Sﬁ) = hOéB(TB) + ha5(35).

Més aun, h,g es multiplicativo.

Ahora se verd que hypg es continuo. Ya que fu5 : Eg — E, es un morfismo continuo entre
algebras k,-normadas, entonces para cada p,, existe pg y una constante C' = C,z > 0 tal
que

PolFas(s)) < Ci(ys))  para toda 1y € Ep (3.15)

en particular, sea yg = T(z3), tomando el supremo en el lado derecho de (3.15) y conside-
rando que M(Ej) es un algebra kg-Banach, se tiene que

alfuslTates)) £ C_ s {(95(Ts(rs)) ) < CIT9)

para cualquier 3 € Ejs con pg(zg) < 1y donde || - ||s es la kg-norma en el dlgebra de

multiplicadores M(Ej3). (Lo anterior ya que T" es acotado en una k-Banach)

Ya que fap(Ts(25)) = [has(Ts)](xa) siempre que a < 3
(por lo tanto p,(z4) < ps(zs)), entoces

BT (T5))(za)) < C(|[T51s)

para cualquier z, € E,, con p,(z,) < 1. Tomando el supremo del lado izquierdo se tiene
que

sup fallhas(T)](2a)) < C(IT511) ™

pa(xa)gl
asi
ko
[hap(Th)]|a < C(||T5]]5) " -

Por lo tanto, cada hqs es continuo.
Hasta este momento se tiene la familia de dlgebras topoldgicas { M(E,)}aca v la familia de
morfismos lineales, multiplicativos y continuos
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hag : M(Eg) = M(E,), a < B.
Adems
(0o (To)l(%a) = faa(Ta(ta)) = Ta(za),

es decir ho, es la identidad en el algebra Mg, . Por otro lado, si a < g < 7, se tiene
fap © fay = fary v pOI lO tanto

[(hag 0 hay)(T5)(xa) = [hap(hsy(T5)](a)

como hg,(T,) es un multiplicador, por decir T, entonces

[hap(hay (T)](2a) = [has(Ts)|(xa) = fas(Ts)(xs) = faslhs(T5))(xs) = fap © [, (T1)(z) =
fory(Ty)(24) = [hor (T5)](70)

Por lo tanto, hag 0 hgy = has.
Es decir el siguiente diagrama conmuta

M(E,) M(E;) (3.16)

hory hog

M(Eq)

De esta manera {(M(E,), hag) }aca €s un sistema proyectivo de algebras k,—Banach y es
posible considerar su limite inverso.

Sea T' € M(FE), entonces induce un morfismo bien definido
T,:E,— E,.
dado por
To(wa) = (T(2))a 0 Ta(pa(®)) = pa(T(x))

Lo cual se ilustra en el siguiente diagrama

E T E

E, E,

To
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Ahora se probara que T, es un multiplicador. En efecto, sean x,, y, € E,, luego

To(Taya) = To((2y)a) = (T(2y))a = (2T (y))a = 2a(T(Y))a = Ta(Ta(Ya))-

De esta manera T, es un multiplicador derecho; de manera similar se puede probar que es
un multiplicador izquierdo.

Nétese que (T}, )aen €s de hecho un elemento del I&HM(EQ)

En efecto, para a < 8y po(x) = x4 € E, se tiene que

(has(T5))(Pa(7)) = (hap(Ts))(wa) = fap(Ts)(2s) = fap((T5)(ps(x)) = fap(ps(T(2))) =
fap((fp 0 @) (T'(x)) = ((faﬁ © fg) 0 )(T(x)) = (fa 0 )(T(x)) = pa(T(x)) = Ta(pa(z)).

Por lo tanto, hag(1s) = T,.
Ahora es posible definir el morfismo

E) — lim M(E,) (3.17)

por

O(T) = (Ta)aen

Més aun, para T,S € M(E) y z, € E,, se tiene que

((0(T5))a)(xa) = (T5)a(ra) = (T'S)(x))a = (T(5(2)))a = Ta((5(2))a) = Ta(Sa(Ta)) =

Lo cual implica que (T'S), = T,S, para cada a € A. Por lo tanto,

P(TS) = o(T)p(5)

es decir ¢ es multiplicativo.

Ahora se probard que ¢ es uno a uno. Para eso, se toma T, S € M(FE) tales que
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entonces

esto para cada o € A y cada x € E. Por lo tanto,
pa o1 = p, oS para cada a € A.
Por lo tanto, T'=S.

Més aun ¢ es un morfismo suprayectivo. En efecto, sea (Wa)aea € Im M(Ey), se define el
morfismo W : E — E mediante

notese que (Wo(x4a))aen € @Ea. En efecto

fap(Ws(5)) = [has(Wp)](za),

como Wy € @M(Ea), entonces
has(Wp) = Wa

asi

faB(Wﬂ(xﬂ» = Wal(za).

Por lo tanto, (W,(z,)) € lim Fy.
Se probara que W es un multiplicador. Para esto, sean x,y € F

W(zy) = ¢~ (Walzy)a)a) = ¢~ {(WalTala))a) = ¢ ((2aWalVa))a) =
! 1(<Wa(ya))a)$w Y)-

Similarmente se puede probar que W es un multiplicador izquierdo, asi W es un multiplica-
dor en E.
Para la continuidad del morfismo ¢ se tienen que tomar en cuenta como son las topologias

de M(E) y de M(E,).

Por un lado la topologia de M(E) puede ser dada por el conjunto de k,-seminormas
(Pa, @ € A). Donde
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Pa(T) = sup pa(T'(x)).

Pa<1

Por otro lado la topologia de M(E,) puede estar dada por la k,—norma ||- ||, definida como

[15]le = sup pa(S(x)),

Pa<l

donde p, es la k,—norma inducida por la k,—seminorma en E, dada por p,(z4) = pa(r +

ker p,) = pa(x).
Por lo anterior se tiene que

Uy ={T € M(E) : pa(T) < ¢}

es una vecindad sub-basica de M(E).
Y los bésicos de M(E,) son de la forma

Wy = {Sa € M(E,) : ||Salla < €}.

Se afirma que T € U, si y solo si T,, € W,.

En efecto, sea T' € U,, si y solo si pa(T) < €, si y solosi sup po(T(x)) < €, siy solo si
Pa(z)<1
sup  pa((T'(2))a) < € siysolosi sup pa(Ta(za)) <€ siy solosi||Ty||a <€ siy solo
Pa(za)<1 Pa(za)<1

siT, € W,.

En estos momentos se puede probar la continuidad del morfismo ¢; para ello se considerara lo
siguiente:

Sean g, : M(E) - M(E,) y hqa : l&lM(Ea) — M(E,) dos morfismos definidos de la

siguiente manera
9a(T) =To y ha((Ts)sen) = Ta
respectivamente. Mds aun, sea ' € M(FE) y x € E, entonces
(ha 0 O)(T) = ha(P(T)) = ha((Ts)sen) = Ta = ga(T).

De esta manera se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

\ha

M(E,)
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Para probar la continuidad del morfismo ¢, por el teorema 1.0.13 basta con probar que los
morfismos g, son continuos para cada o € A.
Para ello, sea W, una vecindad bésica de cero en M(E,), por decir

Wa = {Sa € M(E,) : ||Salla < 0}
Sea U, ={T € M(E) : po(T) < 6} la vecindad de cero en M(FE) tal que
ga(Ua) g Wa~

En efecto, sea T, € g(U,), entonces T, = go(T), con T € U,, entonces T, € W, es decir
9a(T) € W, de esta manera se tiene que

ga(Ua) g Wa-

Por lo tanto, g, es continuo para cada a € A, con lo cual, el morfismo ¢ resulta ser continuo.
Ahora se probard que el morfismo ¢! es continuo. Para ello nétese que dado (T3)gen €

@M(Ea), se tiene que

9o © 07 ((Th)per) = 9al@™ ((Th)en)) = 9a(T) = To = ha((T)gen)-
Por lo tanto, g, o ¢~! = h,. De esta manera el siguiente diagrama conmuta

lim M(E,) ©—~ M(E) .

N

M(Es)

Ahora se probard que la topologia de M(E) coincide con la topologia inicial dada por los
morfismos ¢,. En efecto, sea W, una vecindad bésica en M(E,), de esta manera g_'(W,)
es un sub-bésico de M(FE) en la topologia inicial dada por los morfismos g, luego

9ol = {T € M(E): go(T) € W,}
{T e M(E):T, € W,}
— (TeM(E):TeU,) =0,

donde U, es un sub-basico de la topologia original de M(FE). Por lo tanto, las topologias
coinciden y entonces se puede considerar que M(F) tiene la topologia inicial dada por los
morfismos ¢,.

Asi, por el teorema 1.0.13 basta con probar que g, 0@ ' es continuo para cada o € A. Por la
conmutatividad del diagrama g, 0 ¢~! = h, y dado que @M(Ea) tiene la topologia inicial
dada por los morfismo h,, entonces h, resulta continuo para cada o € A. Por lo tanto, el
morfismo ¢! es continuo y asi ¢ es un isomorfismo de algebras topolégicas. B
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3.0.10. Generalizaciéon mas reciente (T.Miildner)

En 1975 T. Miildner traté de generalizar la descomposicion de Arens-Michael. La prueba
del resultado principal se basa fuertemente en un lema, el cual es verdadero, pero la prueba
contenia un error; es por esto que en el ano 2012 M. Abel dio una prueba alterna, en la
cual subsané los detalles que existian en la prueba de T. Miildner. Dichos resultados son los
siguientes:

Lema 3.0.105 Sea A un dlgebra topologica Ty con multiplicacion continua, L4 la base de
todas las vecindades balanceadas, cerradas de cero en A y Sa = (U,,) una cadena algebraica
en L. Entonces el nicleo

N(SA) = ﬂ Un
n=1
de S4 es un ideal bilateral cerrado en A.

Demostracion: Por 3.0.86, se tiene que
0= Uy,
n=1

donde la cerradura se considera en la topologia dada por la cadena S4. Por otro lado se sabe
que {0} es un ideal bilateral. Por 3.0.87, se tiene que 0 es un ideal bilateral cerrado en A,
con la topologia dada por la cadena S,.

Teorema 3.0.106 (Teorema 2.2 en [3]) Para cualquier dlgebra topolégica de Hausdorff A
(real o compleja) con multiplicacion continua existe un sistema proyectivo {Ay; EAM,A} de
dalgebras de Fréchet y homomorfismos continuos iL)\u de flu a A, (siempre que X\ < 1) tal que
A es topolégicamente isomorfa a una subdlgebra densa del limite proyectivo l'glfl,\ de ese

sistema. Si A es completa, entonces A y 1&11‘1,\ son topologicamente isomorfas.

Mas aun, si A es un dlgebra localmente pseudoconvezra (en particular localmente convezra)
de Hausdorff con multiplicacion continua, entonces A es topologicamente isomorfa a una
subalgebra densa del limite proyectivo l'glfl,\ de algebras de Fréchet localmente pseudocon-

veras (respectivamente localmente convezras). Si A es completa, entonces A y I&HA,\ son
topolégicamente isomorfas.

Demostracién: Sea A un algebra topoldgica de Hausdorff con multiplicacién continua, £ 4
la base de todas las vecindades de cero en A que son cerradas y balanceadas y Sy = {S) :
A € A} la coleccién de todas las cadenas algebraicas en L£,4. Es decir cualquier Sy € Sy es
una sucesién (O) en L4, cuyos elementos satisfacen las siguientes condiciones
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O+ 08 COp

A A A
On—l—l ’ On-l—l C On

para cada n € Ny. Se define el orden < en A de la siguiente forma:

Se dice que A < g en A si y solo si S, C Sy, es decir OF C O para cada n en Ny. De
esta manera (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Para mostrar que (A, <) es un
conjunto dirigido se fijaran Sy, = (OM) y Sy, = (02?) dos cadenas arbitrarias en Sy y sea
S, = (O") la cadena algebraica en Sy la cual se define de la siguiente manera: sea Of € L4
tal que

Of C O} N O}
Ademas, para cada n > 0, sea U, .1 una vecindad de cero en L4 tal que

Upi1+ Uy C Oﬁ

Unt1 - Ups1 C O,
Sea ahora O}, una vecindad en L4 tal que
Oh i CUn1 NOYL MO,
Entonces

Ohi + 00 CUa N0 N O+ Unia N0 MO C Ungy + Upya C O

OZ—H ) OZ-&-l - (Un+1 N 023—1 N 0211)2 CUpt1-Upa C OZ

para cada n € N. Ya que S, € Sy y OF C O} N O;? para cada n € Ny, entonces \; < 'y
Ay < p. Entonces Ay < 1y Ay < u. Esto prueba que (A, <) es un conjunto dirigido.

Sea ¢y la F-seminorma en A, la cual es definida por la cadena Sy = (O)) para cada A € Ay
sea Q4 = {q, : A € A}. Como ha sido mencionado anteriormente, se puede considerar en A
la topologia que es definida por Q4. Entonces ker ¢, es un ideal bilateral cerrado en A. Para
cada A € A, sea Ay = A/kerq, y sea 7 el homomorfismo canénico de A sobre A,. Mdas aun,
sea G, (mxr(a)) = gx(a) para cada a € A. Entonces la multiplicacién en A, es continua.

En efecto, para cada € > 0, existe n. € N tal que 2" < ¢, ya que
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U={z €A :q() < 35}

es una vecindad de cero en Ay y del hecho que, si x,y € U, se sigue que

vy € Va(gmr1)® = Unor1(N)? € Un (N) = Va(5m0)-

2me

Entonces
G\ (zy) < 27" < ¢ para toda z,y € U

esto quiere decir que la multiplicacion en A, es continua en (04,,04,). Consecuentemente,
la multiplicacién en A, es continua.

Sea 121,\ la completacién de Ay, vy el isomorfismo topolégico de Ay sobre una subalgebra
densa de Ay, ¢, la extensién de Gy ovy ' de A, v 7\ la topologia en Ay, definida por §y.
Entonces

a\[(vyomy)(a)] =Gy (ma(a)) = qr(a) para cada a € A

es decir '
A2 A, 2 By, 2> A, (3.18)

donde B, es la subalgebra densa de A,

Por lo tanto, g, es una F-norma en A,, de lo cual se desprende que A, es metrizable.
Asi (Ay, 7)) es un algebra de Fréchet para cada A € A.

Para cada App € A con A < p se define el morfismo hy, de la siguiente manera

hyu(mu(a)) = my(a) para cada a € A.
Entonces hy,, es un homomorfismo continuo de A, sobre A,

1) hax es el morfismo identidad en A para todo A € A

2) hyuohuy = hyy, para cada A, 1,y € A, con A < p1 < 7.

1

Ya que vy o hy, o v, ' es un homomorfismo continuo de v,(A,) en Ay, entonces existe una

l’l' ~ ~
extension continua hy, de A, en Ay la cual es un morfismo lineal y submultiplicativo, por
la continuidad de la multiplicacién en A,,.

Miés aun
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BM[”M(”N(“))} = u[hau(mu(a))] = va[ma(a)]

es decir
(3.19)

para cadaa € Ay A, u € A con A < . Ya que Ry es el morfismo identidad en AA para cada
AeEAy hAu o hm = h/\v siempre que A, i, ¥ € Ay A < p < 7, entonces {AA, h,\u,A} es un
sistema proyectivo de dlgebras de Fréchet A, con homomorfismos continuos h s de Ay, en Ay

@AA = {(a[mr(a)])ren € AI;IA /i,\ : ;Mu[’/u(%(a))] = vx(ma(a)),six < pu}

es el limite proyectivo de ese sistema.

Sea ¢ el morfismo de A en ] A,, definida por
HEA

é(a) = (va[ma(a)])aea para toda a € A

y Pry la proyeccién de [[ A, en A, para cada A € A. Ya que Pry(é(a)) = va[m(a)] para
HEA
cada a € Ay cada A € A y ademds v, o 7y es continua para cada A € A, entonces ¢ es un

morfismo continuo de A en [[ A,. Més aun, si a,b € A son tales que é(a) = é(b), entonces
HEA
va[ma(a) = va[ma(b) para cada A € A. Por lo tanto, my(a) = m\(b), asi a — b € ker g, para

cada A\ € A, entonces

a—be Nkergn= [ O={04}

AEA 0ely

pues A es de Hausdorff, esto significa que a = b. Asi é es un morfismo uno a uno.
Por otro lado, el morfismo inverso

ecl:e(A)— A
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es también continuo. En efecto nétese que el siguiente diagrama conmuta

e(A) —

s—1
A
5 LV)\OTI')\
Pry

Ay

(3.20)

1

de esta manera se tiene que €' es continuo, ya que Pr) es continuo para todo A € A; es

decir,
vy om0 é ! es continuo para todo A € A

y dado que A tiene la topologia inicial dada por los morfismos vy oy, entonces por el teorema
1.0.13 se sigue que €1 es continuo.

Tomando esto en cuenta, € es un isomorfismo topoldgico de A en é(A).

Para mostrar que é(A) es denso en I'&nfl,\, sea (ay)xen € l'glfh un elemento arbitrario y O

una vecindad arbitraria de (Gy)xea en lgnfl,\. Entonces existe una vecindad U de (@y)xea en

[T A, tal que
AEA

O =Unlim 4,
asi, existe un subconjunto finito H C A tal que

U'=TJ[UyCU,
AEA

donde U, es una vecindad de a, en fl,\, siaxe Hy U, = fl,\, siA€ A\ H. Sea i € A tal que
A<pparatoda A€ Hy

V= hy(Un),

AeH
entonces V es vecindad de @, en A,. Tomando un elemento a € (V,, o m,)~* (V). Entonces
vyom,(a) eV
asi

v, om,(a) € ha,(Uy) para toda \ € H,



es decir,
v, 0 m,(a) = hau(v, o ma(a)) € Uy para cada \ € H,
lo cual dice que
éla) e UNeé(A).

Consecuentemente é(A) es denso en 1&121,\ [

El siguiente diagrama ilustra las dlgebras involucradas en el teorema anterior

A

. A.—Algebras con multiplicacién continua

] F.-Algebras de Fréchet

99
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo se presentan algunas propiedades de las algebras topolégicas que se
preservan bajo la accién de tomar limites proyectivos o, en su defecto, se presentan contra-
ejemplos de aquellas propiedades que no se preservan.

Cabe mencionar que los resultados marcados con * se han obtenido en el transcurso del
estudio y desarrollo de la tesis.
En el transcurso de la seccion anterior se ha hablado acerca de la importancia de las algebras
l.m.c. y por ende, de la importancia de las algebras [.m.p — c.; de esta manera, el primer
resultado que se presenta esta relacionado con este tipo de algebras.

*Proposicién 4.0.107 Sea {A,, fop; I} un sistema proyectivo de dlgebras localmente m—pseudoconvezras.
Entonces el dlgebra limite proyectivo asociado al sistema proyectivo es localmente m—pseudoconvexa.

Demostracion: Por el Lema 2.0.29 una base de la topologia de A = ILn A, esta dada por

{f U U) : Uy €Ny, € T},

«

donde 1, es una base de vecindades de cero en A,. Pero como A, es localmente m—pseudoconvexa,
entonces los conjuntos que forman la base local de A, son conjuntos absolutamente pseudo-
convexos multiplicativos (idempotentes), es decir, si

r,yelUay A f ek,
entonces
Az + By € U,, siempre que [A[* + |3|¥ < 1 para algun k € (0, 1].

101
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Para probar que el algebra limite proyectivo es localmente m—pseudoconvexa, basta con
probar que f;!(U,) es un conjunto absolutamente pseudconvexo.

En efecto, sean z,w € f;1(U,) y A\, B € K tales que |\ + |8|* < 1, entonces fo(z) € Uy y
fa(w) € U,, de esta manera

Aa(2) + Bfa(w) € Ua,

luego
fa(X2) + fa(Bw) € Ua,
entonces
fa(Az + pw) € U,,
asi

Az + pw € f;1(Uy).

Por lo tanto, f,'(U,) es un conjunto absolutamente pseudoconvexo.
Por 1ltimo, nétese que zw € f, ' (Uy) 7' (U,), pero

foe(zw) = fa(z)foc(w) € UUy, C Uy,
con lo cual se tiene que
2w € f7HU,).

Por lo tanto, el conjuto f,*(U,) es un conjunto idempotente. Lo cual implica que el dlgebra
limite proyectivo es localmente m—pseudoconvexa. Bl

En el capitulo anterior también se habl6 de las dlgebras advertiblemente completas y su
importancia, el siguiente resultado es acerca de este tipo de algebras.

*Proposicién 4.0.108 Sea {A,, fop; o € I} un sistema proyectivo de dlgebras topoldgicas,
donde cada A, es advertiblemente completa de Hausdorff con unidad e, e I es un conjunto
dirigido. Entonces el dlgebra limite proyectivo A = @Aa es advertiblemente completa.
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Demostracién: Sea (z7) una red de Cauchy en A y sea x € A tal que
V- —> e
Entonces, aplicando f,, se tiene que
Jala - 1) — fa(e) = €q,
lo cual es lo mismo que
fa(27) - fa(x) — eq.

Ahora se probarad que f,(27) = x) es una red de Cauchy en A,

Sea O una vecindad de cero en A,, entonces por la continuidad de f,, se tiene que f;'(O)
es una vecindad de cero en A, debido a que 27 es una sucesion de Cauchy en A, entonces
para f;}(O) existe § € I tal que

o= e f71(O)

siempre que v,n > 9.
De esta manera

g
x) — a2l €O,

siempre que 7,1 > 6. Por lo tanto, 27 es una sucesién de Cauchy en A,.
Por lo anterior y debido a que

T} Ty — €q,

se tiene que x) — x,, con z, € A,, pues cada A, es un algebra advertiblemente completa.
Se demostrara que

7 —x

con x = (T4 )acr, donde z, es el correspondiente limite de la red z.
Sea V' una vecinda de cero en A, ya que la topologia de A es la topologia incial dada por los
morfismos f,, entonces se puede suponer que

V= f5'(Us),

BeH
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donde cada Ug es un abierto de Ag y H C I, con H finito.
Como Upg es una vecindad de cero en Ag y xg — xg, se tiene que existe vg € I tal que

zy — x5 € Up para cada v > v;.
Por lo tanto, existe un nimero finito de v (tantos como 5 € H), puesto que el conjunto [
es dirigido, entonces existe 6 € I tal que vz < 0 para cada § € H. Luego, si v > 0, entonces

-z e () f5'(Us),
BeH

pues

fo(x? —x) = fs(27) — fo(x) = 2} — 25 € Up

ya que v > ¢ > vg. Por lo tanto, 27 — x.
Solo queda por demostrar que el elemento x esta en el algebra limite proyectivo. En efecto,
considérese lo siguiente

fap(xg) = fap(lim xg) = lim(y‘a[g(mg)) = lim(z}) = z,.
5 5 5
Entonces r € A.

Los siguientes resultados son extensiones de resultados presentados en el capitulo 2, en el
sentido que se cumplen para el caso general cuando se parte de un algebra, la cual es el
limite proyectivo de cierto sistema proyectivo.

*Proposicién 4.0.109 Sea E un dlgebra topoldgica tal que E es el limite proyectivo de un
sistema proyectivo { E, fap; o € I} de dlgebras topoldgicas sin unidad. Entonces un elemento
T = (Zo)acr € E es casi invertible si y solo si x, es casi invertible en E, para cada o € 1.

Demostracién: Supoéngase que z € E es casi invetible, entonces, existe y = (Yo )acr € F
tal que x oy = 0.
Luego

0= f(0) = falzoy) = falz+y—2y) = fa(2)+ fa(y) = fo(2) fa(y) = TatVYa—Tala = TaOYa,

entonces x,, es casi invertible para cada o € I.
Ahora, supéngase que x,, es casi invertible para cada o € I, entonces, para cada « € [ existe

Yo € E, tal que x, 0y, = 0 para cada o € I. Sea y € [[ E, tal que y = (Ya)acr, de esta
ael
manera se tiene que
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(xoY)a=(T+Y—2Y)a = Ta + Yo — TalYa = 0, para cada o € I.

Por lo tanto, x oy = 0. Resta probar que el elemento y € E, pero

To © fap(ys) = fap(x8) © fap(yp) = fap(@s) + fap(ys) — fap(vp) fas(ys) = fap(s0ys) =
faﬁ(o) =0.

Dado que el casi inverso es tnico, se tiene que fo5(y3) = yo. Por lo tanto, y € £. B

*Corolario 4.0.110 Sea E = @Ea un dlgebra limite proyectivo sin unidad. Entonces,
para un elemento x € K

Spe(r) = U Spg, ()

ael

para cualquier elemento x € E. Mads aun, el radio espectral de un elemento x € E estd dado
por

re(x) =suprg, (r4)

Demostracién: Supoéngase que A # 0, entonces A € Spg(x) si %m es casi singular, entonces
por la proposicién anterior, el elemento

1
Ala

debe ser casi singular para algin « € I. Por lo tanto,

A\ € Spg, (z,) para algin a €
A e U Spe, (z4)

Ademsds, si 0 € Spg(z), entonces = debe ser un elemento singular de E. Entonces por
la proposicién anterior esto debe ser cierto para algun elemento z, € FE, y por lo tanto
0 € Spg, (z4), y reciprocamente por la proposicién anterior.

Por otro lado, por la definicion de radio espectral y la igualdad anterior se concluye la
primera de las relaciones

re(z) = sup{|\| : A € Spp(z)}
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re(z) =sup{|\| : A € U SpE, (za)}
re(r) = sgp sup{|A| : A € Spg,(x4)}

re(r) = suprg, (Ta)

Ahora se daran algunos resultados relativos a la propiedad @ y T'Q). Con respecto a esto,
se ha mostrado en los ejemplos de la seccién anterior que en general, el limite proyectivo de
algebras topoldgicas con la propiedad ) no necesariamente es un algebra con la propiedad
(). Atn no ha sido posible poder decir qué hipdtesis se necesitan pedir para que el resultado
anterior sea valido, pero aqui se muestran resultados parciales con respecto a ello.

*Proposicién 4.0.111 Sea {E,; fop, I} un sistema proyectivo finito de (Q—dlgebras. En-
tonces el dlgebra limite proyectivo E asociado a ese sistema es una (Q— dlgebra.

Demostracion: Dado que E, es una (Q—élgebra para cada o € I, entonces existe U,
vecindad de cero en F, tal que

U, C GYE,).
Sea
W= f3'(Ua),
ael

de esta manera, se tiene que W C G9(FE). En efecto, si x € W, entonces

z e f;1<Ua)

acl

asi
Lo = fa(x) € an C Gq(Eoz)'

Por 4.0.109, se tiene que x es casi invertible si y solo si x, es casi invertible en F, para cada
a € [. Por lo tanto, E es una (Q—algebra.
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Como una generalizacién del concepto de ser casi invertible, M. Abel estudio la nocién
de ser topoldgicamente casi invertble. Estos conceptos se definen de la siguiente manera

Definicién.- 4.0.112 Sea A un dlgebra topoldgica, un elemento x € A es topologicamente
cast invertible en A si existe una red (yy)ren de elementos de A tal que

(y,\ © Jf)AeA

CONveErge a cero en A.

Se denotard al conjunto de los elementos topoldgicamente casi invertibles por
Tqinv(A)
Observaciéon 4.0.113 Si A un dlgebra topoldgica, entonces
Qinv(A) C Tginv(A).

Definicién.- 4.0.114 Un dlgebra topolégica A es una TQ—dlgebra si el conjunto Tginv(A)
es abierto en A.

Definicién.- 4.0.115 Un dlgebra topologica A es advertiva si
Tqinv(A) = Qinv(A).

Proposicién 4.0.116 Sea {A,, fap; I} un sistema proyectivo de dlgebras advertivas. En-
tonces A = 1'&114& es un dlgebra advertiva.

Demostracién: Sea A = lim A, el dlgebra limite proyectivo del sistema proyectivo { A,, fas; 1},

donde cada A, es un algebra advertiva (aqui 7 denota el morfismo proyeccion de [] Aq
acl
sobre Ag v fo = ma|a para cada a € I). Para probar que A es un algebra advertiva es

suficiente mostrar que TginvA C QinvA. Sea a = (ay)ac; € T'qinvA. Entonces existe una
red (a))aen € A tal que (a o ay)ren ¥ (ax 0 a)yep convergen a 04,. Ya que f, es conti-
nuo para cada « € I, entonces (fo(a o ay))aea v (fa(ax 0 a))rea convergen a 04 para cada
a € I. Por lo tanto, a, € TqinvA, para cada a € I. Por suposicion, cada A, es advertiva.
Asi a, € QinvA para cada o € I, ahora para cada a € [ existe un elemento b, € A, tal que
(o 0by =0y 0a, =04,. Ya que
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o © fap(bg) = faplas) o fas(bs) = faplagobs) = fap(0a,) =04,

y de forma similar

fap(bg) 0 aq = 04,

siempre que o < 3, entonces b, = f,3(bg) (pues el casi inverso es tinico) siempre que o < f.
De esta manera b = (b,)acsr € A. Por lo tanto, A es advertiva. Bl

Lema 4.0.117 Cualquier QQ—dlgebra es advertiva.

Demostracién: Notese que Qinv(A) C Tqinv(A) siempre sucede. En efecto, sea a €
Qinv(A), entonces existe b € A tal que a o b — 0, luego si se considera la red constante

(bx)xen, con by = b para cada A € A. Se tiene que (a o by)rea converge a cero. Por lo tanto,
a € Tqinv(A).

Sea a € Tqinv(A), entonces existe una red (by)ea tal que (a o by)rea converge a cero.
Asi para cada vecindad de cero V, existe un A\g € A tal que a o by € V siempre que A > .
Dado que el dlgebra es @, se tiene que Qinv(A) es una vecindad de cero, por lo tanto existe un
v € A tal que aoby € Qinv(A) siempre que A > 7. Luego, existe ¢ € A tal que (aoby)oc =0,
entonces a o (by o ¢) = 0. Por lo tanto, a € Qinv(A). B

Corolario 4.0.118 §i A es una Q)-dlgebra, entonces A es una T'Q-dlgebra.

Demostracién: Por el lema anterior, se tiene que A es advertiva, entonces
Tqinv(A) = Qinv(A),

ya que el conjunto Qinv(A) es abierto en A, entonces T'qinv(A) es abierto en A. Por lo tanto,
A es una T'Q)-algebra. W

*Observacién 4.0.119 Sea {A,, fap; I} un sistema proyectivo de TQ-dlgebras. Entonces
el dlgebra limite proyectivo del sistema no necesariamente es T'Q)-dlgebra.

En efecto, supongase que si es cierto, es decir el dlgebra limite proyectivo de un sistema
proyectivo de T'Q-dlgebras es una T'Q-algebra. Sea {E,, gos;J} un sistema proyectivo de
(Q-algebras. Entonces E,, es una T'(Q-dlgebra para cada a € J. Asi por la suposicién inicial,
se tiene que FE = I&H E,, es una T'Q-algebra.

Por 4.0.117 se tiene que cada E, es advertiva y por la proposicion 4.0.116 se tiene que
E es advertiva. Entonces Qinv(A) = TQinv(A). Ya que E es T'Q, entonces Qinv(A) es
abierto en A, lo cual dice que el limite proyectivo de un sistema proyectivo de ()-algebras es
una @-algebra. Lo anterior es falso, pues basta considerar el algebra C(R) con la topologia
compacto abierta. Por lo tanto, la suposicion es falsa y de esta manera se obtiene lo deseado.



Capitulo 5

Bornologia

En este capitulo se introducen las nociones bésicas de bornologia, espacios vectoriales
bornolégicos, morfismos lineales acotados y convergencia bornolégica.

5.0.11. Definiciones

Una bornologia en un conjunto X es una familia B de subconjuntos de X que satisfacen
los siguientes axiomas:

(B.1) : B es una cubierta de X, es decir X = |J B;
BeEB

(B.2) : B es cerrado bajo inclusiones, es decir si A € By B C X tal que B C A, entonces
B e B;

(B.3) : B es cerrado bajo uniones finitas, es decir, si A, B € B, entonces AU B € B.

Un par (X, B) que consiste de un conjunto X y una bornologia B en X es llamado un
conjunto bornolégico y los elementos de B son llamados los subconjutos acotados de
X.

Una base de la bornologia B de X es una subfamilia By de B tal que cualquier elemento
de B esta contenido en un elemento de By. Una familia By de subconjuntos de X es una
base para una bornologia si y solo si By cubre a X y cualquier unién finita de elementos de
By esta contenida en un miembro de By. Entonces la coleccion de los subconjuntos de X los
cuales estan contenidos en algiin elemento de By, definen una bornologia B en X teniendo a
By como base.

Sea E un espacio vectorial sobre el campo K. Una bornologia vectorial B en F es una
bornologia compatible con la estructura de espacio vectorial de F, es decir,

109
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1) B es estable bajo suma vectorial, es decir, si A, B € B, entonces A + B € B;

2) B es estable bajo transformaciones homotéticas, es decir, si A € By A € K, entonces

A € B;

3) B es estable bajo la formacién de envolventes balanceadas, es decir, si A € B, entonces
U aA e B.

laf<1

Se llama un espacio vectorial bornolégico a cualquier par (E, B) que consiste de un
espacio vectorial ¥ y una bornologia vectorial en E.
Una bornologia vectorial en un espacio vectorial E es llamada una bornologia vectorial
convexa si es estable bajo la formacion de envolventes convexas. Tal bornologia es también
estable bajo la formacién de envolventes absolutamente convexas, ya que la envolvente con-
vexa de un conjunto balanceado es un conjunto balanceado. Un espacio vectorial bornolégico
(E, B) cuya bornologia B es convexa es llamado un espacio vectorial bornolégico convexo.
Un espacio vectorial bornolégico (E, B) separado (o una bornologia separada) es aquel
en el cual el {0} es el inico subespacio vectorial acotado de E.

5.0.12. Homomorfismos lineales acotados

Sean X y Y dos conjuntos bornoldgicos, Bx, By sus respectivas bornologiasy v : X — Y
un morfismo de X en Y. Se dice que u es un morfismo acotado si la imagen bajo u de cual-
quier subconjunto acotado de X es acotado en Y, es decir, si B € By, entonces u(B) € By.
Por ejemplo el morfismo identidad de cualquier conjunto bornolégico es acotado.

Sean X,Y, Z tres conjuntos bornolégicos y u : X — Y, v:Y — Z dos morfismos acotados.
Entonces vou : X — Z es un morfismo acotado. En efecto, sea B € By, entonces u(B) € By,
luego v(u(B)) € Bz. Lo cual prueba que v o u es un morfismo acotado.

A diferencia de la topologia, una bornologia B; en un conjunto X es mas fina que otra bor-
nologia By en X (o B, es mds gruesa que By ), si el morfismo identidad i : (x, By) — (X, Bs)
es acotado. Esto es equivalente con decir que B; C B,. Un isomorfismo bornoldégico en-
tre dos conjuntos bornoldgicos es una biyeccion u tal que tanto v como su inversa u~! son
acotados.

Sean ahora, 'y F' dos espacios vectoriales bornolégicos. Un morfismo lineal acotado de E en
F' es cualquier morfismo de F en F el cual es al mismo tiempo lineal y acotado. Claramente
la composicién de dos morfismos lineales acotados es un morfismo lineal acotado. Un ejemplo
trivial de un morfismo lineal acotado es el morfismo identidad de cualquier espacio vectorial
bornolégico en si mismo. Un isomorfismo bornolégico entre dos espacios vectoriales bor-
nolégicos es un isomorfismo bornoldgico entre conjuntos el cual también es lineal.

Un funcional acotado en un espacio vectorial bornolégico £ es un morfismo lineal acotado
de E en el campo de escalares K, este ultimo dotado con la bornologia usual definida por su
valor absoluto, es decir, un conjunto B en K es acotado si existe k € R tal que |z| < k para
cada x € B.
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5.0.13. Ejemplos fundamentales de bornologias

Ejemplo 1.- La bornologia canénica de K: Sea K un campo con un valor absoluto (se
supondrd que K es R o C). La coleccién de subconjutos de K los cuales son ‘acotados’ en el
sentido usual para el valor absoluto es una bornologia convexa en K llamada la bornologia
canénica (usual) de K. En efecto, sean A, B dos acotados en K, es decir A, B € B, asi existen
k, k' € K tales que

la| < k para cada a € Ay |b| < k' para cada b € B.

Es claro que esta coleccién es una bornologia en K, se mostrard que es una bornologia
vectorial:

» Siz e A+ B, entonces x = a+ b para algin a € Ay b € B, luego
lz| = |la+b| <|a|+|b] < kE+ K,

asi |z| < k" para cada v € A+ B, con k" =k + k’. Por lo tanto, A+ B € Bk.

= Si A €K, seax € AA, entonces x = Aa para algin a € A, asi
|z = [Aa| = |Al]z] < |,

es decir |z| < |A|k para toda x € AA. Por lo tanto, AA € Bk.

» Siz e (J A, entonces x = Aa para algin a € Ay A € K tal que |A| <1, asi
[AI<1

[ = [Aa] < la] <k

de esta manera |z| < k para cada z € |J AA. Por lo tanto, |J MA € Bk.
IAI<1 IAl<1

Asi, Bk es una bornologia vectorial.

= Ahora, sea

re{d Naa, e ANEK i=1,2,...,n. y > |\ <1}
i=1 i=1

n
Entonces = Ajaj + - -+ + A\uay, con Y |\ < 1, asi
i=1
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k(A 4+ [An]) = k@l [Ail) < K,

luego |x| < k para todo z € Y Na;, cona; € Ay \; € Kparai=1,2,...,n.
i=1

Por lo tanto, la bornologia By es una bornologia vectorial convexa.

Ejemplo 2.- La bornologia definida por una seminorma: Sea E un espacio vectorial
sobre K y sea p una seminorma en E. Un subconjunto A de E se dice que es un subconjunto
acotado para la seminorma p si p(A) es un subconjunto acotado de R en el sentido del
ejemplo anterior, en el caso particular cuando K es R. Los subconjuntos de E los cuales son
acotados para la seminorma p forman una bornologia convexa en E llamada la bornologia
candnica del espacio seminormado (£, p); se denotard por B, tal bornologia. Esta bornologia
es separada si y solo si p es una norma. En efecto, sean A, B € B, entonces existen k, k' € K
tales que

pla)| < k para todo a € Ay |p(b)| < k' para todo b € B.
p(a)|

» Six € A+ B, se sigue que x = a+ b para algin a € Ay b € B, luego
Ip(z)| = p(z) = pla +b) < p(a) +p(b) <k + K

de esta manera |p(z)| < k” para todo x € A+ B, con ¥’ = k + k’. Por lo tanto,
A+ B e B,.

m Sea A € Kyaé€ A, entonces, si v € AA, x = \a para algin a € A, luego
p(z)| = p(x) = p(Aa) = [Alp(a) < [A[k

asi, [p(x)| < s para toda x € A\A, con s = |A|k. Por lo tanto, \A € B,,.

» Seax € |J MA, entonces z € AA para algin A € K, con |\ < 1, asi * = Aa para
[A<1
algin a € Ay algin A € K tal que |A\| < 1, de esta manera

Ip(z)| = p(z) = p(Aa) = |A|p(a) < pla) <k

luego, |p(x)| < k para cada z € |J AA. Por lo tanto, |J A € B,,.
IA<1 IA<1

Por lo tanto, B, es una bornologia vectorial.
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= Ahora, sea

xE{Z)\iai:aiEA,)\iEK,izl,Q,...,n. y Z’)\l|§1}
i—=1 i=1

(2

n
Entonces © = A\ja; + -+ + A\pan, con Y |N| < 1, asi
i=1

Ip(z)] = p(x) = p(Arar + - + Aan) < [Mlplar) + - + [ Aulp(an) <
Ak + - [Anlk = E( A+ -+ [ A]) = k(O [N <&,
=1

luego |p(x)| < k para todo z € Y Na;, cona; € Ay \; € Kparai=1,2,...n.
i=1

Por lo tanto, la bornologia B, es una bornologia vectorial convexa.
Por otro lado, supéngase que el {0} es el tinico subespacio vectorial acotado. Sea x € E tal
que p(z) = 0, con = # 0. Considérese el subespacio vectorial generado por x, es decir

Ve={v:v=> Mz paraalgunos Ai,...,\, € K},
i=1

m
asi, V, es distinto del subespacio vectorial {0}. Sea y € V,, entonces y = >_ \;jz, con \; € K
=1

—
m
para cada i = 1,2, ...,m., luego p(y) = > Aip(x) = 0. Lo cual dice que V,, es un subespacio
i=1
vectorial acotado distinto de cero, pero esto es una contradiccién. Por lo tanto, x = 0, es
decir p es una norma.

Ahora, si p es una norma. Sea A un subespacio vectorial acotado de FE, es decir si z,y € A,
A € K, entonces

n x+y € A;

m A1 € A;

» existe k € K tal que p(a) < k para cada a € A.
Como A es subespacio, se tiene que nkx € A, asi p(nkz) < k, con n € N y k la constante
que acota al conjunto p(A). Por lo tanto se tiene que p(z) < % para cada n € N. Por lo

tanto, p(z) = 0 para cada z € A, ya que p es una norma, entonces r = 0 para cada z € A,
es decir A = {0}.



114 CAPITULO 5. BORNOLOGIA

Ejemplo 3.- La bornologia definida por una familia de seminormas: Sea F un espacio
vectorial sobre K y I' = (p;),e; una familia de seminormas en F indexadas por un conjunto
no vacio I. Se dice que un subconjunto A de E es un subconjunto acotado para la familia
de seminormas I' si para cualquier j € I, p;(A) es acotado en R. Los subconjuntos de E
los cuales son acotados para la familia I' definen una bornologia convexa en F llamada la
bornologia definida por I'; dicha bornologia se denotara por Br. Tal bornologia es separada
si y solo si I separa a E, es decir si para cualquier x € E | con x # 0, existe 7 € [ tal que
p;(x) # 0. En efecto, sean A, B € Br, entonces existen k, k' € K tales que para cada j € [

[pj(a)| < kj para todo a € Ay [p;(b)| < K} para todo b € B.

» Six € A+ B, se sigue que x = a+ b para algin a € Ay b € B, luego

Ip;(2)] = pi(2) = pj(a+b) < pjla) +p;(b) < k; + kK

para cada j € I, de esta manera |p;(z)| < k] para todo v € A+ B, con kj = k; + k.
Por lo tanto, A+ B € Br.

m Sea A € Kyaé€ A, entonces, si x € AA, x = \a para algin a € A, luego

pi(2)] = pj(z) = pj(Aa) = |Alp;(a) < |Alk;

para cada j € [ asi, |p;(z)| < s; para toda z € AA, con s; = |A|k;. Por lo tanto,
AA € Bp.

» Sea x € |J MA, entonces © € AA para algin A € K, con |\ < 1, asi x = Aa para
[Al<1

algin a € A y algin A € K tal que |A\| < 1, de esta manera

Ipj(z)] = pj(z) = pj(Aa) = |A|p;(a) < pjla) < k;

para cada j € I luego |p;(x)| < k; paracadax € |J NA. Asi, |J M € B,.
[AI<1 IAl<1

Por lo tanto, Br es una bornologia vectorial.
= Ahora, sea

xE{Z)\iai:aiGA,)\iEK,izl,Z...,n. y Z’)\Afl}
i=1 i=1

(2

n
Entonces x = Ajaj + - -+ + \uay, con Y |\ < 1, asi
i=1
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Ipj(z)| = p;j(x) = pj(Mar + - - - + Apan) < [Milpjlar) + -+ |Aulpj(an) <

n

Aalk 44 Anlk = (A -+ A]) = RS [N < Ry,

=1

para cada j € I. Luego |pj(x)| < k; para todo z € Y A\ja;, con a; € Ay \; € K para
i=1

i=1,2,...,n.

Por lo tanto, la bornologia Br es una bornologia vectorial convexa.

Por otro lado, supéngase que el subespacio vectorial que consta sélo del elemento {0} es el
tnico subespacio acotado. Sea x € E tal que x # 0y p;(z) = 0 para cada j € I. Considérese
el subespacio vectorial generado por x, es decir

Ve={v:v=> Nz paraalgunos Aj,...,\, € K},
i=1

asi V. es distinto del subespacio vectorial {0}. Sea y € V., entonces

y =Y. Nz, con \; € K para cadai=1,2,...,m.,
i=1

luego p;(y) = >_ Aipj(x) = 0, lo cual dice que V, es un subespacio vectorial acotado distinto
i=1

de cero, pero esto es una contradicciéon. Por lo tanto,

p;j(x) # 0 para algun j € I, es decir I' es una familia de seminormas que separa a E.
Ahora, si I' es una familia que separa a F/, supéngase que existe A un subespacio vectorial
acotado de E distinto del subespacio vectorial {0}, es decir si 2,y € A, A € K, entonces

n x+y € A;

m \x € A;

» existe k; € K tal que p(a) < k; para cada a € Ay para cada j € I.
Como A es subespacio, sea z € A, con x # 0, asi se tiene que nkjz € A, conn € Ny k; la
constante que acota al conjunto p;(A), asi p;(nk;z) < k;, de donde se sigue que p;(z) < %

para cada n € N. Por lo tanto, pj(x) = 0 para cada © € A y para cada j € I, lo cual es una
contradiccién ya que I' es una familia de seminormas que separa a F; entonces A = {0}.

Ejemplo 4.- La bornologia de Kolmogorov-Von Neumann de un espacio vectorial to-
poloégico: Un subconjunto acotado de un espacio vectorial E' es un subconjunto que es absor-
bido por cualquier vecindad de cero. Esta definicion se debe a Andréi Kolmogorov y a John
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Von Neumann [24]. La coleccién B de subconjuntos acotados de E forman una bornologia
vectorial en E llamada la bornologia de Kolmogorov-Von Neumann de F o la bornologia
candnica de F. Se verificard que en efecto B es una bornologia vectorial en E. Sea V una
base de vecindades balanceadas de cero en E. Por definiciéon, un subconjunto A de E es
acotado si y solo si para cada V € V existe un A > 0 tal que A C A\V.

= Ya que cualquier vecindad de cero es absorbente, entonces B es una cubierta de F.
Pues

EC U{z}c U A

zeE AeB

m Sea Be By AC FE, tal que A C B, entonces A C B C AV para algin A > 0 y para
cada V € V.

m Sean A, B € By V € V. Por la continuidad de la suma, existe un W € V tal que
W+ W CV.Yaque Ay B son acotados en E, existen escalares positivos A y u tales
que AC AWy B € uWW. Con a = méax{\, i} se tiene

A+B C MW +puW C aW +aW C a(W +W) C aV.

» Sean A € By f € K, entonces por ser A acotado, se tiene que A C X'V para algin
N > 0y para cada V € V. Luego SA C ||V, de esta manera SA C AV, donde
A= |BIN.

= Ahora, como A es acotado, existe A > 0 tal que A C AV para cada V € V. luego para
cada v € K tal que |y| < 1, se tiene que

YA C |y AV = Ay|V C AV
la dltima contencién se debe a que V' es balanceada. Por lo tanto,

U yAcC AV

lv]<1

para cada V € V.

De esta manera B es una bornologia vectorial en F.

Esta definicién, la cual generaliza la nocién de un cojunto acotado en un espacio vectorial
normado, juega un papel importante en la teoria de espacios localmente convexos.
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5.1. Construcciones bornoldgicas fundamentales

En esta seccion se dan los métodos fundamentales para construir nuevas bornologias a
partir de otras. Estos métodos son estandar en el andlisis funcional y consisten en formar
productos, subespacios y limites proyectivos.

Bornologias iniciales

Teorema 5.1.1 (Teorema 1, p. 29 en [23]) Sean I un conjunto no vacio, (X;,B;)icr una
familia de conjuntos bornoldgicos indexada por I y X wun conjunto. Supongase que, para
cualquier 1 € I, se tiene el morfismo u; : X — X;. Considérese el conjunto B de todos los
subconjuntos A de X que tienen la siguiente propiedad:

u;(A) es acotado en X; para cualquier i € 1.
Entonces

(i) B es una bornologia en X y es la bornologia mds gruesa en X para la cual cada
morfismo u; es acotado;

(1) Si X y X; son espacios vectoriales, B; es una bornologia vectorial en X; y w; lineal
para cada 1t € I, entonces B es una bornologia vectorial en X.

Demostracién: (i) Se probard que B es una bornologia en X

» Sea x € X, entonces u;({z}) = {y;} € B; para cada i € I. Asi {z} € B, luego

XcU{epcUA

rzeX AeB

» Sean B € By AC X tal que A C B, luego u;(A) C u;(B) € B;, para cada i € I. Dado
que B; es una bornologia para cada i € I, se tiene que

u;(A) € B; para cada i € I.

Por lo tanto, A es acotado en X, es decir A € B.

» Sean A, B € B, entonces u;(A) € B; y u;(B) € B;, luego

ui(AUB) = u;(A) Uw(B) € B;
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lo cual implica que AU B es acotado en X, es decir AU B € B.

Ahora se probard que B es la bornologia mas gruesa en X que hace a cada morfismo
u; acotado. En efecto, sea B’ otra bornologia para la cual los morfismos u; son acotados y
considérese el morfismo identidad

id: (X,B) — (X,B).

Por definicién u; es un morfismo acotado para cada i € I. Entonces, para cada B € B se
tiene que u;(B) es acotado en X; para cada i € I, asi B € B. De esta manera el morfismo
1d es un morfismo acotado. Por lo tanto, B es la bornologia mas gruesa para la cual los
morfismos u; son morfismos acotados.

(ii) Ahora, si X es un espacio vectorial y si para cualquier ¢ € I, X; es un espacio vectorial,
B; es una bornologia vectorial en X; y el morfimo wu; es lineal, entonces

» Sean A, B € B, es decir u;(A) € B; y w;(B) € B; para cada i € I, luego
ui(A+ B) = u;(A) + u;(B) € B; para cada i € T
Por lo tanto, A+ B € B.
» Sean A € By A € K, entonces u;(A) € B; para cada i € I,asi
u;(AA) = Au;(A) € B; para cada i € 1.

Por lo tanto, \A € B.

» Debido a que B; es una bornologia vectorial, se tiene que |J AB; € B; para cada
IA[<1
B; € B;. En particular, para u;(A), con A € B, asi

es decir,

Por lo tanto, |J M € B.

YS!

De lo anterior se sigue que la bornologia B es una bornologia vectorial en X.
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Definicién.- 5.1.2 La bornologia B en X definida por el teorema anterior es llamada la
bornologia inicial en X para los morfismos u;.

Nota: Sea Y un conjunto bornoldgico y sea X dotado con la bornologia inicial dada por los
morfismos u;. Entonces un morfismo u : Y — X es acotado si y solo si u; ou es acotado para
cada i € I.

En efecto, supéngase que u es un morfismo acotado y sea A € By, entonces u(A) € By.
Dado que By es la bornologia inicial dada por los morfismos u;, se tiene que u;(u(A)) € B;
para cada ¢ € I, donde B; es la bornologia de X; para cada ¢ € I. Por lo tanto, u; o u es un
morfismo acotado para cada i € I.

Ahora, si u;ou es un morfismo acotado para cada i € I, sea B € By, entonces (u;ou)(B) € B;
para cada i € I, asi u;(u(B)) € B; para cada i € I, lo cual implica que u(B) € Bx. Por lo
tanto, u es un morfismo acotado.

El siguiente diagrama ilustra esta situacion

I (5.1)

Uq
U;0U

Xi

Base de una bornologia inicial

Con la notacién del teorema 5.1.1, sea:
u; ' (B;) = {u;*(A) : A € B;} para cualquier i € I.

Entonces la familia By = () u; *(B;) es una base de la bornologfa inicial B en X para los
i€l
morfismos u;. En efecto

» Sea A € (N u;'(B;), entonces A € u; *(B;) para cada i € I. Asi u;(A) € B; para cada
iel
1 € 1, lo cual dice que A € B. Por lo tanto, By C B.

» Sea B € B, entonces wu;(B) € B; para cada i € I. De esta manera, existe B; € I5; tal

que u;(B) C B;, es decir B C u; '(B;). Asf la interseccién de los conjuntos u; ' (B;)
pertenece a By y contiene a B.

Por lo tanto, By es una base para la bornologia B.
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Bornologias producto

Definicién.- 5.1.3 Sea (X;, B;)ic; una familia de conjuntos bornoldgicos indexados por un

conjunto no vacio I y sea X = [[ X; el producto de los conjuntos X;. Para cualquier i € I,
iel

sea p; » X — X; la proyeccion canonica. Entonces la bornologia producto en X es la

bornologia inicial en X dada por los morfismos p;.

El conjunto X, dotado con la bornologia producto es llamado el producto bornolégico de
los conjuntos (X;, B;).

Proposicién 5.1.4 (Proposicion 1, p.30 en [23]) Con la notacién de la definicion anterior,

la bornologia producto en X tiene una base que consiste de conjuntos de la forma B = [] B,
i€l
donde B; € B; para cada i € 1.

Demostracién: » Un conjunto de la forma B = [] B; es claramente acotado para la
i€l
bornologia producto, ya que

pi(B) = B; € B; para cada i € I.
Entonces B estéd en la bornologia producto.

= Si A es un subconjunto de X el cual es acotado para la bornologia producto, sea
A; = pi(A) paracada i € [ y B =[] B;. Entonces A; es acotadoen X; y AC B. R

iel

Nota: Si los X/s son espacios vectoriales y X es su producto considerado como espacio
vectorial, entonces las proyecciones p; : X — X; son morfismos lineales. Asi por el teorema
5.1.1 la bornologia producto es una bornologia vectorial si todas las bornologias B; también
lo son.

Bornologias inducidas: Subespacios bornolégicos

Definicién.- 5.1.5 Sea (X, B) un conjunto bornoldgico, sea Y un subconjunto de X y sea
u:Y — X la inclusion canonica. Entonces la bornologia inducida en'Y por (X, B) es la
bornologia inicial en'Y dada por el morfismo u.

El conjunto Y, dotado con la bornologia inducida por (X, B), se dice que es un subconjunto
bornolégico de (X, B). Si (X, B) es un espacio vectorial bornoldgico y Y es un subespacio
vectorial de X, la bornologia inducida en Y es necesariamente una bornologia vectorial, asi Y
es llamado un subespacio vectorial bornolégico de X.
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Proposicién 5.1.6 (Proposicion 1, p.31 en [23]) Con la notacion de la definicion anterior,
una base para la bornologia inducida en'Y por (X, B) es dada por la familia

{ANY :AeB}.

Demostracién: Es consecuencia de las definiciones. H

Bornologias generadas por una familia de subconjuntos

Definicién.- 5.1.7 Sea X un conjunto y sea (B;)icr una familia de bornologias en X inde-
zada por un conjunto no vacio i € I. Para cualquier i € I, sea u; el morfismo identidad de
X sobre (X, B;). La interseccion de las bornologias B; es la bornologia inicial en X para los
morfismos u;.

Evidentemente [ B; es una base para tal bornologia. Si X es un espacio vectorial y si, para
iel

cualquier » € I, B; es una bornologia vectorial, entonces la bornologia de la interseccién es

también una bornologia vectorial por el teorema 5.1.1.

Definicién.- 5.1.8 Sea X un conjunto (respectivamente espacio vectorial) y sea A una
familia de subconjuntos de X. La bornologia generada por A (respectivamente bornologia
vectorial) es la interseccion de todas las bornologias que contienen a A(respectivamente la
interseccion de todas las bornologias vectoriales).

Nétese que siempre existe una bornologia la cual contiene a A, llamada la bornologia B =
P(X) cuyos conjuntos acotados son todos los subconjuntos de X y si X es un espacio
vectorial esta bornologia es convexa.

Limite proyectivo bornolégico
Sistema proyectivo bornolégico

Sea I un conjunto dirigido no vacio y sea (X;,u;;) un sistema proyectivo de conjuntos,
indexado por I, tal que para cualquier 2 € I, X; es un conjunto bornolégico con bornologia
B;. El sistema (X, u;;) es llamado un sistema proyectivo de conjuntos bornolégicos
si los morfismos u;; : X; — X; son acotados siempre que ¢ < j. Si los X/s son espacios
vectoriales bornoldgicos (respectivamente espacios vectoriales bornolégicos convexos) y to-
dos los morfismos u;; son acotados y lineales, entonces el sistema (X;,u;;) es llamado un
sistema proyectivo de espacios vectoriales bornoldgicos (respectivamente de espacios
vectoriales bornol6gicos convexos).
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Bornologias del limite proyectivo

Sea (X;, u;;) un sistema proyectivo de conjuntos bornoldgicos (respectivamente espacios
vectoriales bornolégicos) y sea X el conjunto (respectivamente espacio vectorial) el cual es el
limite proyectivo del sistema (X}, u;;). Para cualquier i € I, se denotard por B; la bornologia
de X; y por u; la proyeccién canénica de X sobre X;. La bornologia del limite proyectivo
en X con respecto a las bornologias B; es la bornologia inicial en X para los morfismos u;.
X dotado con tal bornologia, es llamado el limite proyectivo bornolégico del sistema
proyectivo bornolégico X;, u,;. Se denota de la siguiente manera

X = @(XZ, uij)

el

5.2. Aplicaciones

Lema 5.2.1 5i X,Y son dos espacios vectoriales topologicos y ademas X,Y son dotados de
la bornologia de Von Neumann. Entonces cada morfismo continuo es acotado.

Demostracion: Sean f : X — Y un morfismo continuo y B un subconjunto acotado de X.
Entonces, para cada W vecindad de cero en Y, se tiene que f~1(W) es vecindad de cero en
X. Como B es acotado en X, implica que B C \f~}(W) para algtin A > 0, asf f(B) C A\W.
Por lo tanto B es acotadoen Y. R

Corolario 5.2.2 Sea (E;);c; una familia de espacios vectoriales topoldgicos, sea E un espa-
cio vectorial topoldgico, y para cualquier i € I, sea u; : E — E; un morfismo lineal. St B; es
la bornologia de Von Neumann de E; para cada i € I y E es dotado de la topologia inicial
dada por la familia de morfismos u;, entonces la bornologia de Von Neumann de E asociada
a la topologia inicial es la bornologia inicial de E dada por los morfismo u;.

Demostracién: Sea (FE;);c; una familia de espacios vectoriales topoldgicos, cuya bornologia
de Von Neumann es B; v u; : E — F; una familia de morfismos. Si E' es dotado de la topologia
inicial, por decir 77, entonces 77 es la topologia mas gruesa para la cual los morfismos u; son
continuos para cada ¢ € I. Sea B la bornologia de Von Neumann de E, entonces por el lema
anterior, si B C E tal que B € B, entonces u;(B) es acotado para cada i € I. Asi B es
acotado para la bornologia inicial de £ dado por la familia de morfismos u;.
Reciprocamente, sea B’ € By, entonces u;(B’) € B; para cada i € I. Sea V una vecindad de
cero en F. Ya que la topologia 7; de E tiene abiertos de la forma

u; ' (V;), donde Vj es un abierto de E;.

(2

iD:

.
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Entonces V = () u; *(V;), pero para cada V;, existe un \; > 0 tal que
i=1

w;(B') C \;V; para cada i =1,2,...,n.

Si se toma A = max{ Ay, ..., \, }, se tiene que \;V; C A\V; para cada i € I. Asi

w;(B') C ﬂ Vi € NV, € AV, para cada i = {1,2,...,n},

=1

n n

entonces u;(B’') C (| A\V;, es decir B’ C A () u; '(V;), luego B’ C AV. Por lo tanto, B = B;.1

=1 =1

Lema 5.2.3 Sea E un espacio localmente convexo cuya topologia estd definida por una fa-
milia de seminormas (p;)ier. Entonces la bornologia de Von Neumann de E coincide con la
bornologia definida por la familia (p;)icr-

Demostracién: La identidad id : (X, Br) — (X, B) es una biyeccion, asi solo falta probar
que id y su inversa id~! son morfismos acotados. En efecto, sea B € Br, entonces p;(B) es
acotado en R para cada i € I, es decir p;(z) < k; para cada x € B y para cada i € I. Por
otro lado, sea V; € V, entonces V; = p; '([0,¢;)) con ¢ € R. De esta manera B C \;V;, ya
que z € p; ([0, k;)) para cada v € By para cada i € I, asi x € E—ip;l([O, k;)) para cada
x € By paracadai € I, luego x € ’;—;p;l([o, €;)) para cada = € By para cada i € I, es decir

r € \;V;, donde \; = ]:— Por lo tanto, id es un morfismo acotado.

Ahora, sea B € B, entonces B C AV para cada V € V y algin A > 0, de esta manera
B C \p;*([0,¢)), es decir B C p; ([0, \¢;)), entonces p;(B) < \e; = k;. Asi id™' es un
morfismo acotado. Por lo tanto,

br=5.1

*Proposicién 5.2.4 Sea (X, {pa}acr) un espacio vectorial topolégico localmente convezo y
completo y sean L, el espacio vectorial limite proyectivo topologico y Lg el espacio vectorial
limite proyectivo bornoldgico del sistema proyectivo {Xa,{bas}}acr. Sean Br la bornologia
de Von Neumann de X, By, la bornologia de Von Neumann de L, y Br, la bornologia de
Lg. Entonces

Br=B, =By,
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Demostracion: Dado que X, dotado de la topologia dada por la familia de seminormas
I' = {patacr, hace de X un espacio localmente convexo, considerando los factores de la
descomposicién de Arens-Michael X, es decir X, = X/ ker p,, dotados de la norma || + ||a,
donde ||y (2)||o = pa(x), con 1, el morfismo canénico de X en X,,.

Por otro lado, se dota a X con la bornologia de Von Neumann, la cual por el lema anterior
coincide con la bornologia inicial dada por la familia de seminormas I" por decir Br. Sea B,
la bornologia de Von Neumann del espacio X, para cada o € I.

Considérese el subconjunto L del producto de los X, donde

L ={(ma(2))acr € 1 Xa : Pap(mp(x)) = ma(2), o < 5}

ael

Luego, si L es dotado de la bornologia inicial dada por {¢s}acr v ¢o = Pra|r, donde

Pr, : [[ Xy — X,, entonces L es el limite proyectivo bornoldgico del sistema proyectivo
vel
{Xa,{Pap}}acr v se denota por Lp, y su bornologia por By,. Asi Bz, es la bornologia mas

gruesa que hace a los morfismos ¢, acotados.

Por otro lado, se sabe que L, (limite proyectivo topoldgico) estd dotado de la topologia para
la cual cada ¢, es continuo. Entonces cada ¢, es acotado si L, es dotado de la bornologia de
Von Neumann. De esta manera la bornologia de Von Neumann de L., la cual se denotara por
Br, es més fina que By, es decir By, C Bp,.

Ahora nétese que por ser X localmente convexo, existe un isomorfismo topoldgico v tal que
X 2 L, es decir 9 es continuo y ¢! también lo es. Se sigue entonces que 1) es un isomorfismo
bornolégico. Por lo tanto X y L, tienen los mismos acotados salvo un isomorfismo.

Ahora, sea B C L tal que B € By, asi Pr,(B) € B, para toda o € I, es decir Pr,(B) C
AV, donde Vo = {7, (z) € Xo ¢ ||ma(2)]|a < £}

Considérese los siguientes diagramas conmutativos

(5.2) pg—

v L - L
(03 XO[

X

X

(5.3)

Como By, y Br tienen los mismos acotados, basta probar que ¥(B) es acotado en Br.
Asi, entonces basta con demostrar que p,(¢~(B)) < M(«) para cada o € I.
En efecto, sea y € ¢(B) arbitrario, entonces y = 9(x), con = € B.
Luego, de (5.3) se sigue que

Pa(¥) = ITa®)lla = [I7a(@ ™ (@))lla = [I7a 0 ¥ (2)|la = [[Pra(z)]la (5.4)

pero x € By Pro(B) C A\, V%, asi

Pro(z) € A\, V%
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entonces || Prq(z)||o < 22. De esta manera (5.4) toma la siguiente forma
Pa(y) = |Pra(z)lla < 2 = M(a)

entonces p, (¥ 1(B)) < M(a), asi ¥~ 1(B) € Br.
Por lo tanto, los acotados de By y Br, son los mismos y entonces los acotados de Br y By,
son los mismos salvo un isomorfismo.Hl

5.2.1. Topologia definida por una Bornologia

Como se ha visto, dado un espacio topologico, se puede hablar de una bornologia natural
a la cual se le conoce como la bornologia de Kolmogorov-Von Neumann (ver [24, pag. 108]).
Partiendo de un espacio bornologico se presentara una topologia “natural”, la cual muestra
la relacion que hay entre la bornologia y la topologia.

Sea (X, B) un espacio vectorial bornoldgico (es decir, B es una bornologia vectorial en
X) y 75 denota el conjunto

{U C X :Yu € UyVB € Bbalanceado, I\ > 0Otal queu + AB C U} U {0}.

Se puede ver que 7 es una topologia en X. Esta topologia fue introducida en 1950 por B.
H. Arnold en [11] y es llamada la topologia definida por una bornologia B. En el caso
en el que X es un espacio lineal topolégico v B es la bornologia de Von-Neumann en X,
entonces la topologia 75 es llamada la topologia Mackey cerradura y es denotada por 75, .

Definicién.- 5.2.5 Cuando el conjunto de los elementos invertibles en un dlgebra A con
unidad con una bornologia convexa B, es abierto en la topologia T, entonces se dice que el
dalgebra A es una QQ—dlgebra bornoldgica.

La definicién anterior aparece en [7]. El primer ejemplo de este tipo de dlgebras fue dado por
H. Hogbe-Nlend en [22]. En 1992 M. Oudades en [34] llamé Mackey Q-algebras a las algebras
localmente m-convexas (A, 7) para las cuales el conjunto de los elementos invertibles es un
abierto en la topologia 75, .

Se dird que un élgebra topoldgica (A, 7) es una Mackey Q—élgebra cuando el conjunto QinvA
(InvA en caso de tener unidad el dlgebra), es abierto en la topologia Mackey cerradura 7, .

De esta manera, es natural preguntarse si el limite proyectivo de Mackey ()—4&lgebras es
una Mackey @)Q—algebra. Para obtener una respuesta a la pregunta anterior serd necesario
enunciar las siguientes proposiciones
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Proposicién 5.2.6 Sea (X, 7) un espacio lineal topoldgico y B, la bornologia de Von Neu-

mann en X. Entonces T C 75, .

Demostracién: Sea O € 7, x € O y B € B, balanceado. Entonces, existe U vecindad de
cero en X tal que

x+UCO.
Como B, es la bornologia de Von Neumann, existe un nimero p > 0 tal que
B cuU.
Ya que B es balanceado
T+ ‘—1‘B Crx+UCO,

entonces O C 75,. B

Proposicién 5.2.7 Sea (X, 7) un espacio lineal topoldgico en el cual cualquier red conver-
gente es Mackey convergente. Entonces T = 153._.

Demostracién: Es suficiente mostrar que 75, C 7. Para ello, sea O € 75_. Entonces X \ O
es un conjunto 75 _-cerrado. Sea xy un elemento arbitrario en la cerradura de X \ O en la
topologia 7. Entonces existe una red (z))aea en X la cual converge a xj en la topologia 7.
Por lo tanto, esta red converge en la topologia Mackey a xy. Entonces xy € X\ O. Asi X \ O
es T-cerrado. W

Proposicién 5.2.8 Sea (X, 7) un espacio lineal topoldgico metrizable. Entonces cualquier
sucesion convergente es Mackey convergente.

Demostracién: Sea W una vecindad de cero en 75_, entonces para cada B € B balanceado,
existe A > 0 tal que AB C V.

Por otro lado, como 7 es metrizable, entonces tiene una base de vecindades del cero nume-
rable, por decir

V= {Vn}nGN'
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Como {z,} converge a cero en la topologia 7, se tiene que para cada n € N existe A, tal que
{z,} C \,V, para cada n € N.

Por lo tanto,
{z,} € N \WVa.
n=1

Sea (a;,) una sucesion de nimeros reales estrictamente positivos que convergen a cero, sea
[T 2—" y considérese el siguiente conjunto
n

B = ﬂ n Vi

n=1

Claramente B es acotado y balanceado. Sea ¢ > 0 arbitrario, ya que la sucesién £* = L

tiende a +o00, existe [ € N tal que

|‘:
—

= > < siempre que n > [, es decir eu, > A\, siempre que n > [.

Entonces, ya que {z,} C ﬂ A Vy, se tiene que {z,} C eu,V, siempre que n > [. Pero el

conjunto () €u,V, es una vecmdad de cero, asi existe m € N tal que V,,, C () e, V. De
n<l n<l
esta manera ANV, C eu,V, para cada n € N. Lo cual implica que ANV, C eB, ya que

B es acotado y balanceado, existe A > 0 tal que AB C W. Tomando ¢ = A, se tiene que
ANV, c W. Lo cual es equivalente a decir que x,, € W siempre que n > m. Por lo tanto,
{z,} converge a cero en la topologia Mackey. H

Noétese que de la proposicién 5.2.6 se sigue que toda (Q—algebra es Mackey ()—4élgebra.
Lo anterior se sigue de la siguiente contencién

InvAer Crg..

*Observacién 5.2.9 Sea {A,, fap; I} un sistema proyectivo de Mackey (Q—dlgebras. En-
tonces el dalgebra limite proyectivo @A asociada al sistema proyectivo no necesariamente
es una Mackey Q— dlgebra.

En efecto, supongase que es cierto, es decir el limite proyectivo de Mackey (Q—algebras
es Mackey @Q—élgebra. Sea A = C(R) el dlgebra de las funciones continuas, con la topologia
dada por la familia de seminormas {p, },en, donde
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p(f) = sup |f(z)].

—n<zn

Asi, se tiene que A es un &algebra localmente m—convexa completa y metrizable. Por la
descomposicion de Arens-Michael, A = lim B,,, donde B,, es un algebra de Banach para cada
a € I. Como cada algebra de Banach es una ()—algebra, entonces cada B, es una Mackey
(Q—algebra. Por la suposicion, se tiene que el dlgebra A es una Mackey (Q—algebra, pero
como A es metrizable, entonces A es una ()—élgebra (se sigue de las proposiciones 5.2.7 y
5.2.8 antes probadas). Lo cual es una contradiccion, ya que A no es Q—algebra. B



Capitulo 6

Conclusiones y Perspectivas

A lo largo de este trabajo presentamos un panorama general y detallado de los resulta-
dos y avances que hay en la linea de los limites proyectivos en las categorias de las algebras
topoldgicas y de los espacios vectoriales bornolégicos.

Tomamos como punto de partida la descomposicion de Arens-Michael para las dlgebras
localmente multiplicativamente convexas (I.m.c.). Mediante dicha descomposicién estudia-
mos propiedades de las algebras m-convexas como lo son el espectro, el radio espectral vy,
bajo ciertas hipétesis extras, la condicién de tener la propiedad Q).

Proporcionamos ejemplos de aplicacion de la descomposicién de Arens-Michael.

Expusimos la descomposicon de Arens-Michael generalizada y dimos una aplicacion de
dicha descomposicién al algebra de multiplicadores de un algebra m-convexa.

Partiendo de sistemas proyectivos con cierta propiedad, logramos obtener, en algunos ca-
sos, la preservacion de dicha propiedad bajo el proceso de tomar limite proyectivo. También
dimos contraejemplos pertinentes.

Por tultimo definimos el limite proyectivo bornolégico y proporcionamos algunos resul-
tados relacionados tanto con los limites proyectivos topoldgicos, como con la bornologia de
Von Neumann y los limites proyectivos bornolégicos. Mostramos también que la propiedad
Mackey-() no se preserva bajo la accién de tomar limites proyectivos.

Tenemos como perspectivas las siguientes:
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Obtener generalizaciones adecuadas de las aplicaciones que ya se tienen, al caso cuando
el limite proyectivo es el dado mediante la descomposicion de Arens-Michael en su
expresion méas general, incluso partiendo de un sistema proyectivo arbitrario.

Caracterizar las algebras con la propiedad ) mediante limites proyectivos topologicos.

Investigar sobre otras propiedades de las algebras topoldgicas en general que pueden
preservarse en el proceso de tomar limites proyectivos; por ejemplo la condicién espec-
tral, A-convexidad local, A-convexidad uniforme local, etcétera.

Obtener generalizaciones de los resultados obtenidos en espacios vectoriales bornologi-
cos a la categoria de algebras con una bornologia.
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