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INTRODUCCION

El concepto de bases de Grobner fue introducido en el afio 1965 por el matematico
austriaco Bruno Buchberger. Una base de Grobner es un conjunto generador de un ideal
I del anillo de polinomios K[xi,...,xn] con ciertas propiedades especiales que permite
simplificar de varias maneras el estudio del ideal dado. Una idea analoga puede considerarse
si tomamos subalgebras del anillo de polinomios K[x1,...,xn] en lugar de ideales. Esto nos
conduce al concepto de bases SAGBI, analogas de las bases de Grobner de ideales.

El objetivo de esta tesis es probar que el anillo de coordenadas de la variedad Grass-
manniana tiene una base SAGBI. Este es un teorema original de Bernd Sturmfels dado en
[9, Theorem 3.2.9] en 1993 y la demostracién que damos sigue el texto [6] y las ideas del
articulo [3], dando todos los preliminares y detalles requeridos para hacerlo autocontenido.

En el capitulo 1 introducimos las ideas generales de las bases de Grébner junto con
el algoritmo conocido como algoritmo de Buchberger que permite a partir de un sistema
de generadores de un ideal dado, obtener una base de Grobner en una cantidad finita
de pasos. El capitulo 2 presenta distintas aplicaciones de las bases de Groébner. En el
capitulo 3 introducimos los ideales determinantales, que seran de suma importancia para
el capitulo final. Asi, en el capitulo 4 a través de la llamada inmersién de Plicker se prueba
que la Grassmanniana, definida primeramente como el conjunto de ciertos subespacios de
un espacio vectorial V, es una variedad proyectiva. Después mediante ciertas relaciones
polinomiales, conocidas como relaciones de Pliicker se caracterizan todos los puntos de
dicha variedad. Finalmente, se prueba que existe una base SAGBI del anillo de coordenadas
de la Grassmanniana.

LSAGBI es por sus siglas en inglés: “Subalgebra analog to Grébner bases for ideals”.
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BAsEs DE GROBNER

Sean K un campo arbitrario y S = K[x1,...,xn] el anillo de polinomios en n inde-
terminadas y con coeficientes en K considerado como anillo graduado en la forma usual
(vea el Apéndice A para las propiedades genéricas de anillos conmutativos graduados y sus
ideales).

En el anillo S los monomios juegan un papel importante, en primer lugar, considerando
a S como un K-espacio vectorial; el conjunto de monomios forma una base de dicho espacio.
Si se consideran dentro de S los ideales generados por monomios, las operaciones en estos
ideales se veran traducidas a manipulaciones con los monomios generadores, lo que serad
conveniente en muchos casos.

1.1. Ideales monomiales

Definicién 1.1 (Ideal monomial). Un ideal monomial en S = K[xj,...,xn] es un ideal
generado por monomios.

Ahora, queremos establecer cudndo un monomio u divide a otro monomio v. Decimos
que u = xy'---x&n divide a v = x?l oxBnoen K[xq,...,xn] si a; < by para toda iy lo
denotamos por u | b.

Observacion 1.2. Dado que S = K[x1, ...,xn] es un DFU, existe (y es tnico salvo unidades)
el maximo comun divisor de w y v, asi como el minimo comin multiplo de u y v, éstos son
respectivamente:

i b i b
med(w, v) = et minlanbn)

max{aj,b max{an,b
mem(u,v) = x] anbi} | yméx{an, b}

Una caracteristica importante de todo ideal monomial I es que un polinomio f pertenece
a I si y sélo si los monomios que conforman f (que estdn en sop(f)) estdn en I, situacién
que no ocurre en los ideales en general de S. Por ejemplo, sea K[x1,x2] e I = (x1 + x2, x%)

7



8 CAPITULO 1. BASES DE GROBNER

El polinomio f = 5(x1 + x2) es tal que sop(f) = {x1,x2} € I. Asf pues, a fin de caracterizar
a los ideales monomiales, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3. Sea I un ideal de K[x1,...,xn]. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) I es un ideal monomial

(2) Para todo f € 1 tenemos que sop(f) C I

Demostracion. (1) = (2): Sea f € I, dado que I es monomial, entonces se tiene que existen
U, ..., Un € M, donde M es un conjunto de monomios generadores del,y f,...,fm €S
tal que f =Y I, fiuy. De la igualdad anterior se sigue que sop(f) C i, sop(f; ul) Asi,
dado u € sop(f) existe i tal que u € sop(fiuy), asi que wes de la forma u = vuy para algin
monomio v y por tanto u € I, esto es, sop(f) C I

(2) = (1): Por otro lado, supongamos que para todo f € I tenemos que sop(f) C I.
Sea I ideal de S y tomemos cualquier conjunto generador de I, digamos {fy,...,fn}. En
general tenemos que I C (|Ji'_; sop(fi)), pues cualquier polinomio es combinacién lineal de
los elementos de su soporte, pero dado que por hipétesis tenemos que sop(fi) C I para toda
i entonces tenemos que |Ji'_; sop(fi) estd contenida en I y por tanto I C (| Ji; sop(fi)) C I
por lo que I estd generado por [ J;-; sop(fi), esto es, es un ideal monomial. O

El anillo S = K[xq,...,Xxn] es noetheriano por lo que sus ideales (en particular los
ideales monomiales) son finitamente generados. Una situacién deseable es que dado un
ideal monomial I podamos tener un conjunto finito de monomios que generen a I. Esta
situacion es cierta y se sigue del siguiente resultado conocido como lema de Dickson:

Teorema 1.4 (Lema de Dickson). Sea 9 un conjunto no vacio de monomios en K[xi, ..., xn],
entonces con respecto al orden parcial dado por la divisibilidad, N tiene solo un numero
finito de elementos minimos.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre el niimero de indeterminadas de S. Su-
pongamos n = 1 y sea M un conjunto de monomios de S, entonces M = {x{' : a € A C N}
Por el principio del buen orden en N existe b € A el menor elemento, luego x? divide a x¢
para todo a € A, por lo que {xl} es el conjunto de elementos minimos de .

Supongamos ahora que n > 1y sea M = {x® € K[x1,...,%Xn_1) : x°x4¢ € 9N, para algiin
d > 0}. Aplicando la hipétesis de induccién al conjunto Ot se tiene que el conjunto de
elementos minimos de M es finito, digamos M™™ = {x°!, ..., x°}. Por definicién para
cada x9 existe a; > 0 tal que x% xn € M. Sea a = méx{aj,...,ar} y para cada b con
0<b< aseaMy = {x° € Klxq,...,xn_1] : xx2 € IM}. Nuevamente aplicando la
hipétesis de induccién, tenemos que ‘ﬁgﬁn es un conjunto finito. Denotamos el conjunto
de los monomios x°x® como r{fl’nx}’t y por la forma en que estd definido este conjunto

tenemos que:
a—1

MO C {(xxa, . xOxa U npinag (1.1)
b=0
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Y dado que el lado derecho es un conjunto finito, tenemos que 9™ es finito. O

Corolario 1.5. Sea I un ideal monomial. Entonces cada conjunto de monomios que gene-
ran a 1 contiene un conjunto finito que genera a I

Demostracion. Sea 9 un conjunto de monomios generadores de I, luego por el lema de
Dickson el conjunto de elementos minimos es finito, dicho conjunto es es un conjunto de
monomios generadores de I. O

Si I es un ideal minimal, un conjunto de monomios generadores de I es llamado minimo
si cualesquiera de sus subconjuntos propios no generan a I. Un resultado que se desprende
del corolario anterior es que existe un 4nico conjunto minimo generador de monomios de
I. Denotamos dicho conjunto por G(I).

1.1.1. Operaciones con ideales monomiales

Lema 1.6. Sean I y ] ideales monomiales. Entonces I+], 1] e IN] son ideales monomiales
y ademdas:

(1) GI+]) €GN UG(])
(2) G(IJ) € G(NG(])

(3) Si G(I) = {wy,....,ur} y G(]) = {v1,...,vs}. Entonces: INJ = ({mem(u,vy) : i =
Leom j=1,..s}.

Demostracidn. Para el inciso (1) tenemos que dados dos conjuntos generadores de los
ideales I y ], el ideal generado por la unién de éstos es un ideal que contiene tanto a I como
a ] y dado que I+ ] es el ideal més pequeno que contiene a I y a ] se sigue que la unién de
los conjuntos generadores de I y J generan a [ + ], luego el conjunto minimo que genere a
[+ ] tendréd a lo més los elementos de C G(I) U G(]).

Para (2) si consideramos I y | ideales, sabemos que el ideal I] esta generado por todos los
productos de generadores de I con generadores de J, asi un conjunto minimo de generadores
de IJ tendra a lo més los elementos de G(I)G(]) donde este ltimo conjunto consta de todos
los productos de elementos de G(I) con elementos de G(])

Para (3) tenemos que si u € INJ es un monomio, entonces existe u; € G(I) y v; € G(J)
tal que uifu y vjlu. Por lo tanto mem(uyi, vj)lu y asi u € ({mem(ug,vy) :i=1,..,1; j =
1,...,s}). Por otro lado, dado que mcm(ui,vj) es miltiplo de u; y de vj, se sigue que
mcm(ui, vj) € INJ, lo que concluye la prueba. O

1.2. Ordenes monomiales

Consideremos el anillo de polinomios S = K[x1, ..., Xn]. Buscamos definir un orden total
en el conjunto de monomios de S, conjunto al que denotaremos por Mon(S).
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Definicién 1.7 (Orden monomial). Un orden monomial en S es un orden total < en
Mon(S) que satisface las siguientes propiedades:

(1) 1 < u para todo u € Mon(S)
(2) Siu<vyw e Mon(S) entonces: uw < vw

Antes de ver algunos ejemplos de érdenes monomiales, enunciamos una propiedad im-
portante de éstos.

Proposicién 1.8. Sea < un orden monomial en S. Entonces se tiene:
(1) Siu,v e Mon(S) conu|v, entonces u < v

(2) Siug,ug,... es una sucesion de monomios con uy = Uy > ---, entonces existe un
entero m tal que Wy = Wm, para todo i > m

Demostracion. El inciso (1) se sigue inmediatamente, pues si u | v entonces existe w €
Mon(S) tal que uw = v. Ademds 1 < w por primera propiedad de orden monomial y por
la segunda propiedad tenemos: u < uw =v, asi u < v.

Para el inciso (2) sea M = {uq,...,...}. Por el lema de Dickson tenemos que este
conjunto tiene un numero finito de elementos minimos (de acuerdo al orden dado por la
divisibilidad), digamos ui,,...,ui, con i; < iz < --- < i. Sea j cualquier entero > i,
entonces existe un entero 1 < k < 1 tal que uy, [uy. Por (1) esto implica que u;, < uj. Asi,
Ui, 2 Ui, = Wj > Ui, asi que u;, = u;. Por tanto, podemos escoger m = i, ]

Ejemplos importantes de 6rdenes monomiales son los siguientes:

Ejemplo 1.8.1 (Orden lexicogréfico puro). Sean x2, x? dos monomios en S. Decimos que
x2 < xP si la primera componente no nula de izquierda a derecha de a—b es negativa. Por
ejemplo: x1%x3 < xx2

Ejemplo 1.8.2 (Orden lexicografico normal). Sean x, x dos monomios en S. Decimos que
x2 <xPsiyasea) " ;ai <Y ;bié6Y " ai <Y, by laprimera componente no
nula de izquierda a derecha de a — b es negativa. Por ejemplo, x1x2 < x3x9

Observe que con ambos ejemplos, podemos ordenar las indeterminadas de la siguiente
manera: X1 > Xg > -+ > Xn

1.2.1. Construccion de érdenes monomiales

Sea < un orden monomial arbitrario con X < Xp_1 < -+ < X1.

Podemos construir un nuevo orden monomial via una permutacién o del conjunto
{1,...,n}. Sea o : {1,...,n} — {1,...,n} una permutacién. Definimos un nuevo orden mo-
nomial, denotado por <4, como sigue:

x2 <5 xP  «— x°) £ xo(b)
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donde o(e) = (eg(1), -, €5(n)) cOn € = (€1,...,en) € N™.
Es inmediato ver que en efecto <, es un orden monomial y que satisface:

Xo(n) <o Xo(n—1) <o <o Xo(1)

1.3. Ideales iniciales y bases de Grobner

Sea < un orden monomial en el anillo de polinomios S = K[xq, ..., Xn].

Obsérvese que si f # 0 es un polinomio en S = Klxi,...,Xn], podemos identificar al
mayor monomio u con respecto a < y tal que u € sop(f). A dicho monomio lo llama-
mos monomio inicial y lo denotamos por in(f). El coeficiente ¢ de in-(f) lo llamamos
coeficiente principal de f con respecto a < y decimos que cin (f) es el término principal
de f. Por convencién, definimos in-(0) = 0, ademds in-(0) < in.(f) para todo f # 0.
Fl siguiente lema serd ttil para operar con polinomios y relacionarlos con sus monomios
iniciales, especificamente para la suma y producto de ellos.

Lema 1.9. Sea < un orden monomial en S = K[x1,...,xn] y f1,...,fr polinomios no
nulos en S. Entonces tenemos las siguientes reglas para los monomios iniciales de la suma
y producto de éstos.

(1) inc(fy---fr) =inc(f1) -+ in(fr)

(2) inc(f; + -+ + fp) < méx{in(f1),...,in<(f;)} y la igualdad se sostiene si y solo si
Zj aj # 0 donde a; es el coeficiente principal de fj y la suma es sobre todos los j
tales que tales que in-(f;) > in< (i) para todo i.

Demostracion. (1) Primeramente obsérvese que: in.(fq) - --in<(f;) > uq - - - u, para todo
ui € sop(fi), esto por definicion de monomio inicial. La igualdad se da si y sélo si u; =
inc(f;) parai = 1,...,r. Asi, dado que los monomios en sop(fy---f;) son de la forma
Uy -+ Uyp con Uy € sop(fi) y como in.(f1) -« -in.(f,) pertenece a sop(fy -« - ) concluimos
que inc(fy---fy) =inc (f1) - in< (fy).

(2) Dado que sop(f; + -+ + fr C Ji_;sop(fi) tenemos que: in (f; + -+ + fy) <
méx{v : v € |J;_; sop(fi)} = max{in< (f1),...,in< (f;}. Para la iltima parte sea v el méximo
monomio inicial que aparece entre los f;. Supongamos que Z]- aj; # 0, donde la suma es
sobre los j tales que in (fj) = v, entonces v € sop(f1+- - -+f;). Por tanto, in (f1 +- - -+f;) >

v =méax{in(f1),...,in<(f+)} y dado que ya hemos probado la otra desigualdad concluimos
que in. (f1+---+f:) = max{in (f1),...,in (f;)}. Reciprocamente si Z};l aj = 0, entonces
v & sop(fy + -+ fr) y asi tenemos que in(f; + -+ + 1) # max{in-(f1),...,in(f+)} lo
que concluye la demostracion. O

A partir de los monomios iniciales podemos definir al ideal inicial de un ideal arbitrario
I de S como sigue.
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Definicién 1.10 (Ideal inicial). Sea I un ideal de S no nulo, el ideal inicial de I es el ideal

monomial:
inc(I) =<in(f) : fel,f#£0>

Si I = (0), definimos in (I) = (0).

Observacion 1.11. En principio no podemos garantizar que in—(I) sea generado por una
cantidad finita de monomios iniciales. Sin embargo, dado que in-(I) es un ideal monomial
por el corolario 1.5 tenemos que existen gi, ga, ..., gm tales que:

in_(I) = (in<(g1), ...,in<(gm))

Entonces dado un ideal inicial in- (I) podemos garantizar la existencia de una cantidad
finita de polinomios en I cuyos monomios iniciales generan a tal ideal inicial. La pregunta
inmediata es como encontrar estos polinomios, situacién que abordaremos en los siguientes
resultados. Primeramente establecemos la siguiente definicién.

Definicion 1.12. Sea I C S un ideal y sea < un orden monomial en S. Una coleccién
de polinomios g1, g2, ..., gm en I tales que in-(I) = (in-(g1), ...,in<(gm ), es llamada una
base de Grobner de I con respecto a <.

La observacion 1.11 y la consecuente definiciéon de una base de Grobner de I con respecto
a < nos garantiza la existencia, pero no nos da una forma de calcular dicha base. Un caso
particular es cuando el ideal I es principal; esto es: I = (g) en cuyo caso es inmediato que
g es una base de Grobner de I.

De una manera mas general discutiremos maés adelante el algoritmo de Buchberger,
el cual nos dard un método para calcular la base de Grobner de un ideal. Antes de ello
enunciaremos algunos resultados importantes previos.

Teorema 1.13 (Macaulay). Sea < un orden monomial en S y sea 1 ideal propio de S.
Entonces los monomios en S que no pertenecen a in. (1) forman una K-base de S /1.

Demostracion. Primero veamos que los monomios que no pertenecen a in. (I) son lineal-
mente independientes médulo I. Supongamos lo contrario, entonces existe un polinomio
no cero f en I tal que sop(f) N Mon(in-(I)) = 0, pero esto contradice el hecho de que
in.(f) € in(I)

Nos resta probar que las clases residuales de monomios en S que no pertenecen a in_ (1)
generan a S, como K-espacio vectorial. Para probar esto veamos que para todo f € S
existe g € S tal que f+1 = g+1y sop(g)NMon(in-(I)) = 0. Supongamos lo contrario y sea
f € S un polinomio con el monomio inicial mas pequefio para el cual no podemos encontrar
un polinomio g como hemos descrito. Sea c el coeficiente principal de f, entonces f—c in_ (f)
tiene un monomio inicial mas pequeno y asi existe g € S con sop(g) N Mon(in- (1)) =0 y
tal que (f—cin(f))+1 =g+ 1 Asi, f+1= (cin(f)+g)+ L. Si in-(f) ¢ in-(I), podemos
reemplazar g por cin.(f) + g contradiciendo asi la eleccién de f. Si in-(f) € in(I),



1.3. IDEALES INICIALES Y BASES DE GROBNER 13

entonces existe h € I con término principal 1 y in-(h) = in-(f). Se sigue que f — ch
tiene un monomio inicial més pequenio que f. Asi, encontramos un polinomio g € S con
sop(g) NMon(in-(I) =0y (f—ch)+1=g+1. Dado que f+1 = (f —ch) + I tenemos una
contradiccién por la forma en que fue elegida f. O

Un hecho que surge como consecuencia de este teorema es que todo ideal I en S tiene
s6lo una cantidad finita de ideales iniciales.

Hemos visto que un sistema de generadores de I no necesariamente es una base de
Grébner de 1. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado que garantiza que una vez
hallada una base de Grobner de un ideal tenemos un sistema de generadores de éste.

Teorema 1.14. Sea I un ideal de S y sean g1, ..., gn una base de Grobner de 1 con respecto
a un orden monomial <. Entonces g1, ...,gn €s un sistema de generadores de |

Demostracion. Sif € 1, entonces in (f)
inic(I) = (in<(g1),...,in<(gn)). Por lo tanto, existe un entero 1 < i < m y un monomio
w tal que in< (f) =win-(gi)

Sea c el coeficiente de in-(f) en f y d el coeficiente de in-(gi) en gi y sea h =
f —cd~'wg;. Entonces h € 1.

Si h = 0 entonces f = cd"'wg; € (g1, ..., gm)-

Ahora, asumamos h # 0. Dado que in-(f) > in-(h) y dado que cada cadena estricta-
mente descendiente de monomios se estaciona, podemos aplicar un argumento de induccion
y asi asumir que h es una combinacién lineal de los g; con coeficientes en S. Dado que
f = h+ cd~'wgi, concluimos que f € (g1, ..., gm) O

Dado que cada ideal tiene una base de Grobner y cada base de Grobner contiene una
cantidad finita de elementos, tenemos asi directamente el teorema de la Base de Hilbert.

Corolario 1.15 (Teorema de la base de Hilbert). Cada ideal en el anillo de polinomios S
es finitamente generado.

1.3.1. El algoritmo de la division

El siguiente resultado generaliza el algoritmo de la divisén para polinomios de una
variable extendiéndolo a polinomios en varias variables y no sélo considerando un polinomio
como divisor sino una cantidad finita de ellos. Precisamos esta idea a continuacion.

Teorema 1.16 (Algoritmo de la divisién). Sean f y g1, ..., gm polinomios en S con gi # 0.
Dado un orden monomial <, existen polinomios qi,...,qm Yy un polinomio r € S con

f=4qg191+9292+ -+ qmgm + 71

tal que se cumplen las siguientes condiciones:
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(1) Ningun elemento de sop(r) estd contenido en el ideal (in(gy,...,in<(gm))
(2) in<(f) > in<(qigi) para todo i.

Una ecuacién f = q1g1 + q292 + - - - + qmgm + T que satisface las dos condiciones del
teorema es llamada una expresion estindar de f y r es llamado un residuo de f con respecto
a g1, ..., gm. El polinomio f puede tener diferentes expresiones estandar y diferentes residuos
con respecto a g1, ..., gm. Decimos que f se reduce a 0 con respecto a gi,...,gm si  tiene
un residuo con respecto a gi, ..., gm €l cual es 0.

Proposicion 1.17. Dado un orden monomial < en S. Asumimos que los polinomios
g1, ---s gm forman una base de Grébner del ideal 1 = (g1, ...,gm). Entonces cada polinomio
f € S tiene un dnico residuo respecto a gi,...,gm.

Demostracion. Sea f € Sy sean f =) ", qigi +1y f =) ", pigi + r dos expresiones
estdndar de f. Entonces h =r — s € I. Supongamos que h # 0.

Entonces in< (h) € in-(I) = (in<(g1), ..-,in<(gm)). Dado que in- (h) € sop(r) Usop(s)
y 1, s son residuos de f tenemos una contradicciéon. Por lo tanto h =0, es decir r =s. [

De la proposicién 1.17 se sigue el siguiente corolario que nos da una condicién necesaria
y suficiente para la pertenencia a un ideal dado I de un polinomio en S.

Corolario 1.18. Sea I =(g1,...,gm) un ideal y supongamos que gi,...,gm €s una base
de Grébner de 1 respecto a algin orden monomial. Entonces f € S si y sélo si f se reduce
a 0 respecto a g1,...,9m.

Demostracion. Si f € 1, entonces considerando la expresién estdndar de f tenemos f =
qi191 + -+ qmgm + 1. Luego, r = f —q191 + - - - + qmgm por lo que r € I. Supongamos
T # 0, entonces in. (r)inc (I) = (ini<(g1,...,ini<(gm))) lo que contradice la definicién
de residuo en la expresion estdndar de f, por lo que r = 0 y asi f se reduce a 0 respecto a
gi,--.,gm. Por otro lado, si f se reduce a 0 respecto a g1, ..., gm, entonces f es combinacion
lineal de dichos polinomios por lo que f € 1. O

Para finalizar esta seccion realizamos un ejemplo del algoritmo de la divisién usando el
software Macaulay2.

Ejemplo 1.18.1 (Ejemplol). Sea f = x? € Z[x,y]. Buscamos calcular la expresién estandar
de f respecto a los polinomios q; = x—y? y g2 =Y. Para lo cual calculamos en Macaulay?2
usando el algoritmo de la divisién.

il : R=ZZ[x,y]
ol = R

ol : PolynomialRing
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i2 f = x72
2

02 = X

o2 : R

i3 : G={x-y~2,y}

2

703 =4{-y + x, y}

03 : List

i4 : f// matrix{G}

;3 04 = {2} | x |

{1} | xy |

2 1
o4 : Matrix R <--- R

Observe que la salida 04 da los polinomios q; y q2 que nos permite obtener la expresién
estandar de f donde en este caso el residuo es 0. Asi, podemos verificar facilmente que la
expresion estandar de f es:

f=x(x—y%) +xyly)

1.3.2. El criterio de Buchberger

Sea I un ideal de S. En esta parte discutiremos un algoritmo que permite, a partir de
un sistema de generadores & de I calcular una base de Grébner.

Primeramente introducimos los llamados S-polinomios. Supdngase que se tenemos un
ideal I = (f, g) generado por dos polinomios no cero. La cuestién es hallar una base de
Grobner de . Sabemos que in< (f), in<(g) pertenecen a in— (I). Observe que un candidato
a polinomio h € I cuyo monomio inicial no esté en (in(f),in-(g)) seria una combinacién
lineal de f y g tal que su término incial se cancele. En este sentido construimos tal polinomio
llamado el S-polinomio de f y g definido de la siguiente manera:

mem(in< (f),in<(g)) , mem(in<(f),in-(g))
cin_(f) B din<(g)

S(f,g) =

donde ¢ y d son los coeficientes principales de f y g respectivamente.

Teorema 1.19. Sea < un orden monomial en S y sea 1 = (g1,...,gm) un ideal en S con
gi # 0 para todo i. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) g1,..-,gm es una base de Grébner de 1 con respecto a <.
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(2) S(gi,9;) se reduce a 0 con respecto a g1, ..., gm para todo i <j.

Demostracion. (1) = (2) Dado que S(gi,g;) € Iy g1,...,gm es una base de Grébner
de I se sigue del corolario 1.18 que el residuo de S(gi, gj) con respecto a gi,...,gm es 0.
(2) = (1) Tenemos que mostrar que in-(I) = (in<(g1),...,in<(gm)). En otras palabras,
si 0 # f € I tenemos que ver que el monomio in (f) pertenece a (in<(gi),...,in<(gm)).
Dado que f € I, existen hy,...,h;m € S tal que f = Y ", higi, se sigue del lema 1.9 que
inc (f) < maxi{in< (higi)}. Si se da la igualdad, entonces

in. (f) =in< (hygi) = in< (hy) in<(gi)

para algun iy por lo tanto in-(f) € (in<(g1),...,in<(gm)). De lo contrario tenemos que
in. (f) < maxi{in< (higi)}. Afirmamos que en este caso existe una nueva presentacién de
f =3 ", higi con la propiedad de que méxi{in<(h{gi)} < mdxi{in<(higi)}. Entonces, si
es necesario podemos podemos modificar la presentacién de f una y otra vez y después de
un ntimero finito de modificaciones obtener una presentacién f =3 h{’gi con in.(f) =
maxi{in< (h{'gi)} y asf habremos terminado. O

Con base en este teorema tenemos el llamado algoritmo de Buchberger. Dicho algoritmo
nos permite calcular a partir de un sistema de generadores & de un ideal I calcular una
base de Grobner y en un niimero finito de pasos. El algoritmo surge como consecuencia del
Criterio de Buchberger descrito anteriormente y lo enunaciamos a continuacion.

I Para cada par de elementos distintos de &, calculamos el S-polinomio y un residuo
correspondiente.

11 Si todos los S-polinomios se reducen a 0, entonces el algoritmo termina y & es una
base de Grobner de I de acuerdo al teorema anterior. En otro caso, anadimos uno de
los residuos no cero a nuestro sistema de generadores, llamamos a dicho sistema & y
volvemos al paso 1.

1.3.3. Bases de Grobner reducidas

Sea < un orden monomial en S e I un ideal de S. Dado que una base de Grobner de 1
con respecto a < no estd claramente determinada de forma tnica estamos interesados en
cierto tipo de unicidad para determinar una base de Grébner de I, en ese sentido tenemos
la siguiente definicién.

Definicion 1.20. Sea I en S un ideal. Entonces & = gi,...,gm es llamada una base de
Grobner reducida de I con respecto a <, si & es una base de Grobner con respecto a <y
satisface las siguientes condiciones:

(1) El coeficiente principal de cada g; es 1.
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(2) Para todo i # j, ningin u € sop(gj) es divisible por in(gi).

En efecto, tal base de Grobner de I existe y podemos asi de acuerdo al siguiente resultado
asignar una base de Grobner de forma tnica a un ideal I de S.

Teorema 1.21. Cada ideal 1 tiene una unica base de Grobner reducida.

Demostracion. Sea G(in<(I)) = {uy,...,um} y elijamos gi,...,gm € I con uy = in(gi)
parai=1,...,m.

Entonces g1, ..., gm es una base de Grobner de I, la cual, sin embargo, no es reducida.
Sea

m
g1 = Z digi +

i=2
una expresién estandar de g; con respecto a gs, ..., gm. Entonces ningin u € sop(hy) es
divisible por in-(g;) para i = 2,..., m Tenemos que in-(g;) > in-(qigi) para todo i. Si
suponemos que in<(g;) = in-(qigi) para algin i, entonces u; = in-(qigi) = in<(qi)uy,
lo cual es una contradiccién dado que uq, ..., es un sistema minimo de generadores de
in (I). Se sigue por tanto de la expresiéon de g; que in-(hy) =in-(g1) = uy.

Supongamos que ya hemos encontrado hy,...,hi con la propiedad de que in.(h;) =
uj para j = 1,..,1 y que para todo j < i ningtin u € sop(h;) es divisible por cual-
quier ux con k # j. Si i < m, ponemos hi;; como un residuo de giy; con respecto a
hi,..., i, git2, ..., gm. Entonces con el mismo argumento para i = 1 tenemos in— (hi 1) =
inc(gi+1) = Wit1 y ningun u € sop(hi41) es divisible por cualquier ux con k # i+ 1.

Asi, paso a paso podemos podemos reemplazar cada gi por los h; y finalmente obtener
hi,...,hm la cual es de nuevo una base de Grébner dado que in<(hi) = in-(gi) para
i =1,...,m. Por construccién esta nueva base de Groébner satisface la segunda condicion
de la definicién de base reducida.

Sea c; el coeficiente principal de h; y sea g/ = c;lhi. Entonces obviamente g1, ..., g/,
satisfacen las dos condiciones de la definicién de base reducida de Grobner de I. Veamos
ahora la unicidad. Supongamos que gi,...,gr y g7, ..., gs son ambas bases reducidas de
Grobner de 1. Entonces G(in- (1)) = {in-(g1), ...,in<(gy)) porque de otra forma la segunda
condicion de la definicion base de Grobner reducida no seria satisfecha. Lo mismo es cierto
para g7,...,gs. Se sigue que 1 = s = m y podemos asumir que in-(gi) = in-(g]) para
i=1,..,1. Asumimos que gj # gj’ para alguna j. Entonces f = gj — g].’, f#£0yin-(f) €
sop(g; —gj’) C sop(gj) Usop(gj’). Digamos que in< (f) € sop(gj). Dado que in-(f) € in-(I),
existe alguna i tal que in-(gi) divide a in(f). Por otro lado, dado que in-(gj) ¢ sop(g; —
gj’ ), se sigue que in-(f) < in-(gj), esto implica que i # j lo cual contradice la segunda
condicién de la definicién de base de Grobner reducida. ]
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APLICACIONES DE BASES DE GROBNER

En este capitulo presentamos algunas aplicaciones importantes de las bases de Grébner.
El resultado principal de este capitulo es el teorema de eliminacién de variables. También
calculamos bases de Grébner de la interseccion de ideales, el ideal cociente y la saturacién
de un ideal. Otra aplicacién importante sera determinar cuando un elemento pertenece al
radical de un ideal dado.

Comencemos esta seccion con un ejemplo de un sistema de tres ecuaciones cuadraticas
que nos ilustra la utilidad de tener la base de Grobner de un ideal.

Ejemplo 2.0.1. Considere las ecuaciones:

X +yr+zt=1 (2.1)
X +22 =y
X=2z (2.3)

en C3. Estas ecuaciones determinan el ideal I = (x> +y? +22 — 1,x> + 22 —y,x — z) C
Clx,y,zl. Queremos hallar todos los puntos de V(I) (el conjunto afin de ceros comunes de
los polinomios del ideal I). Para ello podemos calcular una base de Grébner respecto al
orden lexicogréfico; se puede considerar a I en Q[x, vy, z] y usamos Macaulay?2 para obtener
la base de Grobner.

i1 : R=QQ[x,y,z, MonomialOrder => Lex];
i2 : I = ideal(x"2+y~2+z"2-1,x"2+272-y,x-2)

2 2 2 2 2
02 = ideal (x +y +z -1, x -y + 2z , x - z)

02 : Ideal of R

i3 : g=gb I

19



20 CAPITULO 2. APLICACIONES DE BASES DE GROBNER

03 = GroebnerBasis[status: done; S-pairs encountered up to degree 3]
03 : GroebmnerBasis
i4 : gens g

o4

| 42z4+222-1 y-22z2 x-z |

1 3
o4 : Matrix R <--- R

Entonces, una base de Grobner de I con respecto al orden lexicografico, es:

g1=Xx—2 (2.4)
go = —y + 227 (2.5)
g3 =4z' +222 — 1 (2.6)

A fin de tener en g3 un polinomio mdnico, multiplicamos por i sin que ello afecte la
base calculada; por simplicidad de notaciéon denotamos por g3 a dicho miltiplo. Asi, gg =
z + %12 — % y por tanto gi, gs, g3 forman una base de Grébner de 1. Asi, obtenemos el
sistema de ecuaciones gi1(x,y,z) = 0, g2(x,y,z) = 0,93(x,y,z) = 0, el cual es un sistema
equivalente a nuestro sistema original.

Dado que el polinomio g3 sélo depende de z, podemos resolver para z? y obtenemos dos

2 a saber % — \f y % + %, luego tomando raices cuadradas resolvemos

1
z:i§\/i\/§—1.

Sustituimos estos 4 valores en las ecuaciones gy =0 y g2 = 0 y resolvemos de forma tnica
para x y y respectivamente. Asi, hay 4 soluciones en total de g; = g2 = g3 = 0, dos reales
y dos complejas.

soluciones para z
para z y obtenemos:

Dado que V(I) = V(g1, g2, 93), hemos encontrado todas las soluciones del sistema de
ecuaciones original.

Este ejemplo ilustra que al buscar resolver un sistema de ecuaciones formado por po-
linomios que generan cierto ideal I, el hecho de hallar una base de Grobner de I hace que
obtengamos un nuevo sistema equivalente (formado con los polinomios en dicha base) en
el cual las ecuaciones a resolver se simplificaron de forma considerable. Lo anterior se pudo
lograr considerando dos hechos importantes: Al hallar una base de Grébner de I obtu-
vimos el polinomio g3 en el cual eliminamos las variables x y y. Dicho de otra manera,
gs € I N C[z]. Luego, una vez hallados los valores de z en g3 = 0, pudimos extender estas
soluciones a las soluciones del sistema original.
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2.1. Eliminacion de variables

Generalizando la idea del ejemplo 2.0.1, veremos que es importante, dados un ideal I
del anillo K[x1,...,Xxn] y un entero t entre 1 y n, encontrar de manera efectiva un conjunto
de generadores del ideal I N K[x¢41,...,Xn] a partir de un sistema de generadores de I.
Esto se puede lograr usando bases de Grobner. Empezaremos definiendo el tipo de érdenes
monomiales que son tutiles para este fin.

Definicién 2.1 (Orden de eliminacién). Sea t € Z, 1 < t < n. Un orden de eliminacion
en S para Xi,...,Xt es un orden monomial < que satisface la siguiente condicién: para
cualesquiera dos monomios u,v € S tal que x; | u para algin 1 <j <ty x; {v para todo
1 <j <t se tiene que u > v.

Ejemplo 2.1.1. El orden lexicografico puro 1.8.1 es un ejemplo de un orden de eliminacién
para Xxi,...,xt para cualesquiera 1 < t < n. En efecto, sean t un entero entre 1 y n y
u:x?l---xﬁ“,v:xflu'xﬁ“ € S tal que xi | u para algin 1 <k <ty x; {v para todo

1 <j < t, entonces:

b—a=(0,...,0,bty1,...,bn) —(ai,as,...,ax,...,qt,...,0n) 2.7)
= (_ala_a27--'7_ak7_ak+l7'-'a_atabtJrl_at+17"'abn_an)

No se puede garantizar que ai,...,ax_1 sean elementos mayores que cero, sin embargo,
dado que xy | u entonces ay > 0 y por tanto el primer elemento de izquierda a derecha en
b — a es negativo por lo que u > v y asi dicho orden es de eliminacion.

Definicién 2.2. Sea I C S un ideal y 1 < t < n un entero. El ideal I; = INK[x¢11, ..., Xn]
es llamado el t-ideal de eliminacion de 1

El siguiente teorema es el resultado principal de la eliminacion de variables.

Teorema 2.3. Sea I C S un ideal y 1 <t < n. S§i G es una base de Grébner de 1 con
respecto a un orden de eliminacién < para X1, ...,Xt, entonces Gy = G N K[xt41,...,Xn] €s
una base de Grobner de 1y con respecto al orden inducido en el subanillo K[x¢ i1, ..., Xnl.

Demostracion. Sea G = {gi1,...,gs} una base de Grobner de I y asumamos que Gy =
{g1,...,9+}, esto es, g1,...,9r € KlXt41,---3%Xn] ¥ Gri1y---,9s & Klxts1,...,xnl. En
particular, por eleccién del orden monomial tenemos que in-(g;j) & Klx¢y1,...,%xn] para
todo j > r. Se mostrard que el conjunto {in-(g1),...,in-(gy)} genera a in_(I¢). En efecto,
sea f € I{ un polinomio no cero. Dado que in-(f) € in-(I) y in-(f) es un monomio en las
dltimas n — t variables, se tiene que in(g;)|in<(f) para algin j < r de donde in.(f) €
(inc(g1),...,in(gy)), por lo tanto se tiene que in-(Iy) C (in-(g1),...,in<(gy)). O

Podemos reformular el teorema de eliminacién en términos de ideales iniciales.
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Corolario 2.4. Sea I C S un ideal y 1 <t < n un entero. Entonces:
inc(INKxta1,...,xnl) =in (1) N KX, ony Xn
para cualquier orden de eliminacion < para Xi, ..., Xt-

Demostracién. Se tiene que el t-ideal de eliminacién de T es It = I N K[x¢y1,..., Xn] por
definicién. Por el teorema 2.3 se tiene que una base de Grobner de dicho ideal son aquellos
polinomios comunes a una base de Grobner G de Iy al anillo K[x¢41, ..., Xn]. Por otro lado,
in<(I) N K[xt41, ..., Xn] tiene como base de Grobner a los polinomios en G y que estdn en
K[Xtt1, .., Xnl, esto es, tanto el ideal del lado izquierdo como el del lado derecho tienen la
misma base de Grobner y por tanto la igualdad se sostiene. O

2.2. Geometria de la eliminacién

Buscamos dar una interpretacion geométrica del teorema de eliminacién discutido en
la seccién anterior. La idea principal es que la eliminacién corresponde a proyectar una
variedad sobre un subespacio de menor dimensién. Por simplicidad de los argumentos
trabajaremos en esta seccién sobre el campo K = C.

Primero definamos la proyeccién de una variedad afin. Supongamos que tenemos dados
V = V(f1,...,fs) C C™. Para eliminar las primeras { variables X1, ..., X¢ consideraremos el
morfismo de proyeccién:

M C" — Ct

que manda (ag,...,an) a (agy1,...,an). Si aplicamos ¢ a V € C™ tenemos que (V) C
C™ ¢, Podemos relacionar 7¢(V) al {-ésimo ideal de eliminacién como sigue.

Lema 2.5. Con la notacion anterior, sea Ig = (f1,...,fs) N Clxgy1, ..., Xn] el L-ésimo ideal
de eliminacion. Entonces en C™ tenemos: my(V) C V(Iy).

Demostracion. Fijamos un polinomio f € Iy. Si (ai,...,an) € V, entonces f se anula en
(ai,...,an) dado que f € (f1, ..., fs). Pero f involucra solo a x¢1, ..., Xn, entonces podemos
escribir:

flager, ., an) = f(me(a, ..., an)) =0

esto muestra que se anula en todos los puntos de 7 (V). O

2.3. Aplicaciones a operaciones de ideales

El teorema de eliminaciéon puede ser usado para obtener algoritmos para operaciones
con ideales de polinomios.
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2.3.1. Interseccién de ideales

Buscamos obtener un procedimiento para calcular una base de Grobner para la inter-
seccién de dos ideales de polinomios.

Para un ideal I de S y un polinomio p(t) en una nueva variable t, denotamos por p(t)I
al ideal generado por {p(t)f : f € I} C SIt]. Es ficil ver que si I es generado por fy, ..., fy
como un ideal de S, entonces p(t)I estd generado por p(t)fy,...,p(t)fr como un ideal en
S[t]. La siguiente proposicién nos permite expresar a I N ] considerando los ideales tI y

(1 —1t)J, donde t es una nueva variable. Con ello, obtendremos un sistema de generadores
de INJ.

Proposicién 2.6. Sean I, | C S ideales. Entonces IN] = (tI+ (1 —1t)]) N S.

Demostracion. La primera inclusién es simple. Sea f € [N ]. Entonces f = tf + (1 — t)f €
(tI + (1 —t)]) N S. Para la otra inclusion sea g € (tI 4 (1 —t)]J) N S. Escribimos g como
g = h; + hy donde hy € tl y hy € (1 —t)]. Asi existen polinomios h/1 e IS[t],h; € JSIit]
tales que hy = th/1 yho=(1-— t)hé. Se sigue que g = thi +(1— t)hlz. Sustituyendo t por
cero en esta igualdad tenemos g = h;(O,xl, ...,Xn) € J. Y sustituyendo t por 1, tenemos
que g = hi(l,xl, ..., Xn) € L. Por lo tanto, tenemos que g € INJ O

Esta proposicién nos provee de un procedimiento para calcular una base de Grébner
para INJ si algunos sistemas de generadores para I y | estan dados. En efecto, si I es gene-
rado por algunos polinomios f1, ..., f; v | es generado por g1, ..., gs entonces tfy, ..., tf, (1—
t)g1, ..., (1 —t)gs generan a (tI 4 (1 —t)J). Elegimos un orden de eliminacién para la va-
riable t en S[t] y calculamos una base de Grébner G de (tI+ (1 —t)]). Por el teorema de
eliminacién se sigue que G NS es una base de Grobner de I N J.

Consideremos un ejemplo sencillo para ilustrar cémo podemos calcular un sistema de

generadores de I N ] introduciendo una variable nueva t y haciendo los célculos en (tI +
(1—1)]).
Ejemplo 2.6.1. Consideremos el anillo de polinomios Q[x,y] y los ideales I = (x), ] = (y).
Claramente, tenemos que INJ = (xy). Para llegar a esta conclusién usando eliminacién,
consideramos una nueva variable t y tomamos el ideal (tI + (1 —t)]J) en R = QIt, x, yl,
que resulta ser el ideal L = (tx,y — ty). Calculamos una base de Grobner para el ideal
L considerando un orden de eliminacion para la primera variable, t. Por ejemplo, pode-
mos considerar el orden lexicografico como hemos hecho antes. Haciendo el calculo en
Macaulay?2, obtenemos lo siguiente:

i1 : R=QQ[t,x,y, MonomialOrder => Lex];

3 i2 : I=ideal (x)

02 = ideal x

02 : Ideal of R
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i3 : J=ideal (y)

03 = ideal y

03 : Ideal of R

i4 : L=ideal t*I+(1-t)=*J

04 = ideal (t*x, - t*xy + y)
o4 : Ideal of R

i5 : g=gb L

23 05 = GroebnerBasis[status: done; S-pairs encountered up to degree 3]

o5 : GroebmnerBasis
i6 : gens g
06 = | xy ty-y tx |

1 S
06 : Matrix R <--- R

i7 : eliminate(L,t)

o7

ideal (x*y)

o7 : Ideal of R

Asi, calculando una base de Grobmner de (tI + (1 — t)]) y luego eliminando la variable t,
obtenemos el resultado esperado, a saber INJ = (xy).

2.3.2. Ideal cociente o ideal trasladado

Sean I, ] C S ideales de polinomios con | = (gy, ..., gs). A fin de determinar una base de
Grobner de (I:]) usamos la igualdad (I:]) =(;i_,(I: (gi)). Por tanto, podemos reducir
el problema al caso cuando | es un ideal principal.

Proposicion 2.7. Sea 1 C S un ideal y g € S un polinomio, si{qi,...,qr} es un conjunto
de generadores para 1N (g), entonces {q1/9, ..., q+/g} es un conjunto de generadores para

(I:g).

Demostracion. Sea $ ={q1/9, ..., q+/g}. Es claro que (g)$ C (q1, ..., qr) C L, asi se tiene
que $ C (I : (g)). Reciprocamente, sea f € (I : (g)). Se sigue que fg € 1N (g), asi
fg € (qi1, ..., q+). Luego, como todos los polinomios (i, ..., qr son divisibles por g, se sigue
que f € 9. O
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2.3.3. Saturacion y pertenencia al radical

Para un ideal homogéneo I de S hemos definido la saturacién de I, es decir, 158 = (I :
m®) = J2,(I: mb).

Podemos calcular una base de Grobner de con los procedimientos ya descritos
aplicados a I : m' y obtener sucesivamente bases reducidas de Grébner de (I : m') para
i > 1. Una vez que la secuencia de ideales se estabiliza obtenemos una base de Grobner de
la saturacion.

Describimos ahora otra forma de calcular la saturacién. Para un ideal I de S y un
polinomio f € S, consideramos:

Iéat

(I:f°)={geS:existei>0,f'gel}

Se verifica facilmente que (I : f*°) es un ideal de S y que es homogéneo si I y f son
homogéneos y ademas:

(1) = [ J@: Y
i=1

Llamamos a este ideal la saturacion de I con respecto a f.
Se puede verificar que I = N, (I: x$°). Asi, es suficiente dar un procedimiento para
calcular una base de Grébner de la saturaciéon de un ideal con respecto a un polinomio f.

Proposicién 2.8. Sea I C S un ideal y f € S un polinomio. Consideremos t una nueva
variable y 1 el ideal generado en S[t] por el ideal I y el polinomio 1—Tft. Entonces (1:*) =
InS.

Demostracion. Para la primera inclusién sea g € (I : f°). Entonces existe i > 1 tal que
u = gft € I. Entonces g = gfttt + (1 — fitt)g = ut* + (1 — ft)(1 + ft +--- + fi- 1t l)g e
(I, 1—ft). Esto muestra que (I: f*°) C INS. Para la otra inclusién sea g € INS. Escribimos
g = u+v(l —tf), donde u € IS[t] y v € S[t]. Si I es generado por fy,...,fs, entonces
u=aif; +---+ asfs para algunos polinomios ai,...,as € S[t]. Asi:

g= a;fy +--- 4+ asfs +V(1_tf)
Sustituyendo t por 1/f en la expresion anterior tenemos que:
g= (11(1/f,X1, cee 7XTL)f1 + -+ Cls(]./f,Xl, s 7XS)fS

Eliminando los denominadores en esta expresién encontramos un i suficientemente grande
tal que f'g € I puede ser expresado como combinacién de fy, ..., fs con coeficientes en S,
lo cual implica que f'g € I, esto es, g € (I: f*), lo que conluye la demostracion. O

Por lo tanto, para encontrar una base de Grobner de (I : f*°), necesitamos eliminar
la variable t de la base de Grobner del ideal (1,1 — ft) C S[t], asi necesitamos considerar
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un orden de eliminacién para t. Esta proposicién puede ser usada como una prueba de
pertenencia al radical. En efecto, f € v/Isiy sélosi (I: %) =S, esto es, si la base reducida
de Grobner de 1™ es {1}.

Ejemplo 2.8.1. Considérese el anillo de polinomios Q[x,y] y sea | = (xy?+2y?, x*—2x2+1).
Dado un polinomio f = y — x? 4+ 1 deseamos saber si f € V1 para lo cual usamos la
proposiciéon 2.8 y las observaciones consecuentes introduciendo una nueva variable z y
calculando una base de Grobner del ideal I = (J,1 — fz) € R = QIx,y,z] con respecto
a un orden de eliminacion. Usando el orden lexicografico, podemos hacer el cdlculo con
Macaulay?2 y se tiene lo siguiente:

i1 : R=QQ[x,y,z, MonomialOrder => Lex];
i2 : I=ideal (x*y 2+2%y~2,x"4-2*%x"2+1,1-z*y+z*x"2-2)

2 2 4 2 2
02 = ideal (x*y + 2y , x - 2x + 1, x z - y*z - z + 1)

02 : Ideal of R
i3 : g=gb I
03 = GroebnerBasis[status: done; S-pairs encountered up to degree 13]

03 : GroebnerBasis

; 14 : gens g

o4 = | 1

1 1
04 : Matrix R <--- R

Asi, por la salida 04 obtenemos que {1} es base de Grobner de I, donde I = (J,1 — ft) C
Qlx,y, zl, por tanto f € /J.

2.4. Morfismos de K-algebras

Consideremos S = K[x1,....,xn] y S’ = K[y1,...,yml dos élgebras de polinomios y to-
memos fi,...,f polinomios en s y un ideal I' ¢ S". Por teorema A.3 tenemos un mor-
fismo P : S — S’ /1 con P(xi) = f; + 1 para todo 1 < i < n. Entonces, para cual-
quier ideal I C ker({) existe un morfismo ¢ : S /1T — S / I' con la propiedad de que
elxi+1) =(xy) =fi +1.

La siguiente proposicién y su corolario nos permiten un conjunto de generadores para
ker(¢) usando eliminacién de variables.

Proposicién 2.9. Sea ¢ : S/1 — S /I un homomorfismo de K-dlgebras con @(xi +
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) = fi+ 1 paral < i < n, donde f1,...fn € S'. Sea R = KIX1, coes X115 Y1y oeey Yl
J=TR+ (x1 —f1,....xn —fn) y L =] N'S. Entonces ker(¢) es la imagen del ideal L en
S /1, esto es ker(¢) = (I+L) /L.

!’

Demostracion. Sea g+1 € ker(@). Se sigue que g(f1,...,fn)+1 =0, asi g(f1,...,fn) €.
Sig=) cax? entonces podemos escribir:

9= g +g=) caf*=g +g(f1,....fn)

con g/ € (xy—f1,...,xn—"Fn), porlotanto g € JNS =Ly g+1 € (I+L)/I Reciprocamente,
sscagelL=]NSy{hy,...,h}C S" un conjunto de generadores de I'. Entonces existen
algunos polinomios ay, ..., ay, b1,...,bn € R tal que:

g=ah; +---+arhy +bi(x; — 1)+ + bn(xn — fn)

Sustituyendo x; por f; en la igualdad anterior, para 1 < i < n, tenemos que:

!/

g(fla"‘7fn) € (hlv"‘7h‘r) =1
Por lo tanto, @(g+1) = g(fl,...,fn)—i—ll =0yasig+1eker(op) d

Corolario 2.10. Sean fi,....,fn € S polinomios ye:S — S" el homomorfismo de K-
dalgebras definido por xi — fi para 1 < i < n. Sea ] = (x1 — f1,...,xn — fn) C R =
K[X1, coes X1y Y1, oo Yml. Entonces ker(@) =] NS.

Demostracién. Basta tomar I =1 = (0) en la proposicién anterior. O

Este corolario nos permite resolver el siguiente problema. Dada una familia de ecuacio-
7’ . / .
nes paramétricas x; = fq,...,xXn = fn con f1,...,f, € S podemos encontrar las relaciones
implicitas entre los polinomios f1, ..., fy.

Ejemplo 2.10.1 (El anillo de Rees). Sea I € S un ideal homogéneo generado por los po-
linomios homogéneos fy,...,fq y t una nueva indeterminada sobre K. El anillo de Rees
denotado por R(I) es el subanillo de S[t] dado por:

R(I) =P VY =Slfit, .., fqt
j>0

Considere la presentacién de R(1),

@ :R=SMuy,...,uql = R(I),

definido por x; = xj para 1 <i<nyuy;— fjt para 1 <j < ¢
] = ker(@) es un ideal de S[uy,...,uq] el cual es llamado el ideal de presentacion de
R(I). Por el corolario 2.10 tenemos:
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Sea & una base de Grobner de (u; — fit,...,uq — fgqt) con respecto a un orden de
eliminacién para t en el anillo de polinomios K[t, X1, ..., Xn, U1, ..., uq]. Entonces & N R es
una base de Grobner del ideal de presentacion J.

Podemos definir el ejemplo anterior sin suponer que el ideal I es homogéneo.Primero
definimos la filtracion de un anillo.

Definicién 2.11 (Filtracion de un anillo). Sean A un anillo, J = {I;,}3°_, una sucesién de
ideales de A. J es llamada una filtracién de A si:

(i) Io = A.
(i) Tn 2 Ingr.

(iii) InLim € Inym para todo n, m.
Ejemplo 2.11.1. {I™}, donde I es un ideal de A, es una filtracién de A.

Definicién 2.12 (Algebra de Rees). Sean A un anillo (no necesariamente graduado), I un
ideal de A y consideremos la filtracion J = {I"}°_, de A. Definimos el dlgebra de Rees del
ideal I por:
Reesa(I) =R*() =P I"=Aclala..
n>0

Vale la pena hacer algunos comentarios respecto a esta definicién. Primeramente, se
puede observar el paralelismo que existe con el anillo de polinomios K[x] si escribimos el
anillo de polinomios como:

Kix] = P K (2.8)
neN
Asi, si consideramos el polinomio p(x) = (agp, ai, ..., an,0,0,...) usando la notacién usual
para polinomios tenemos:

(o, a1,y an, 0,0,...) = agx’ + a1x + - - - + anx™ (2.9)

Obsérvese que en el lado derecho de (2.9) la introduccién de la indeterminada x permite
identificar la posicién de cada uno de los coeficientes de p(x) en el lado izquierdo de dicha
ecuacion; asi a pesar de que todos los coeficientes estan en K e incluso cuando éstos pueden
ser iguales entre si, podemos diferenciarlos por su posicién, la cual queda determinada de
forma explicita por la indeterminada x. Por lo anterior, podemos escribir:

_ _ n_ ka0 2 3.
K = P K= P K" =K@ K & K o Kx® & (2.10)
neN neN gr0 grl gr2 gr3
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En el caso de la definicién 2.12 tenemos una situacién bastante similar, pues I C A para
todo n > 0, por lo que puede haber ambigiiedad en la notacién, asi, la introducciéon de una
indeterminada t resulta bastante util para identificar la posicién de cada componente en
un elemento dado de Reesa (I).

Asi, podemos escribir:

Reesa(I) =P I"=A0lolPe. . =IeolAolPA®- -
n>0 (2.11)
=l"ehtelPt?s. -

Definicién 2.13 (Homogenizacién). Sea f € S un polinomio de grado d y f = Z?:o fi su
descomposicién en componentes homogéneos. Entonces

d

=3 t4tf

i=0

es un polinomio homogéneo de grado d en el anillo S[t]. El polinomio f"* es llamada la
homogenizacion de f. Si g € S[t] es un polinomio homogéneo, denotamos por g su desho-
mogenizacion, esto es, el polinomio de S que es obtenido de g por la sustituciéon t — 1.

Definicién 2.14. Sea I € S un ideal. La homogenizacién de I es el ideal I™ generado por
fr:fel)

Un orden monomial < en S es llamado graduado si para cualesquiera monomios u,v € S
tenemos que gr(u) < gr(v) implica que u < v. Ejemplos de este tipo de érdenes son el orden
lexicogréfico y el orden lexicogréfico inverso.

2.5. Ideales de formas iniciales

Dado un orden monomial < en S, in_ (I) es el ideal monomial generado por los monomios
principales de los polinomios de I con respecto al orden dado. En caso de que el orden
monomial sea graduado, entonces el monomio principal de cualquier polinomio f es de
grado maximo entre todos los monomios del soporte de f. Sin embargo, para un ideal I € S
es también interesante estudiar los llamados ideales de formas iniciales.

Sea f = fog+ f; +---fq € S un polinomio no cero expresado en su descomposicién
homogénea y sea j = min{i: f; # 0}. fj es llamada la forma inicial de f y es denotada por
In(f).

Definicién 2.15. Sea I € S un ideal. El ideal de formas iniciales de I es In(I) = (in(f) :
fel).
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Lo maés interesante de estudiar ideales de formas iniciales se desprende del hecho de que
éstos estan fuertemente relacionados a conos tangentes de variedades. Si V = V(I) € K™
es una variedad algebraica afin que contiene al origen, entonces el cono tangente de V en

0 es:
Co(V) =V(in(f) : f € I(V)).

Proposicién 2.16. Sea I € S un ideal, I C S[t] y G una base de Gréobner de " con
respecto a <. Entonces In(I) = (In(g) : g € G), donde g es la deshomogenizacion de g.

Demostracion. Sea f € 1. Asumimos que para todos los polinomios h € I con la propiedad
que in-(In(h)) < in-(In(f)), tenemos In(h) € (In(g),g € G) y mostraremos que In(f) €
(In(g),g € G). Sea f = f; + ---fq_; + fq donde f; = In(f). Entonces f* = td71f; +
-« tfq_1+fq. Claramente, tenemos que in— (f*) = t4"tin_ (In(f)). Dado que G es una base
de Grébner de M, existe g € G tal que in-(g) | in- (f*). Por otro lado, tenemos que ing =
t®in_(In(g)) para algiin e > 0. Por lo tanto, tenemos que t€in_(In(g)) | t¢~*in (In(f)).
Como in<(In(g)) y in<(In(f)) son monomios en S, se sigue que in-(In(g)) | in<(In(f)).
Asi, podemos encontrar ¢ € K, ¢ # 0 y un monomio x* € S tal que el término principal de
In(f) es igual a cx®in-(In(g)). Si In(f) = c¢x®in-(In(g)) entonces habremos terminado.
De otro modo, sea h = f — ¢x?g. Entonces, In(h) = In(f) — cx®In(g) tiene la propiedad
que in<(In(h)) < in-(In(f)); asi por induccién, In(h) € (In(g) : g € G. Por lo tanto,
In(f) € (In(g) : g € G). O

Observe que el conjunto {In(g) : g € G} no es necesariamente una base de Grobner de
In(I) con respecto al orden inducido en S por <.
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Los anillos de semigrupos y sus ideales téricos son ampliamente estudiados tanto desde
un enfoque algebraico como desde un punto de vista combinatorio. Esta clase de anillos
incluyen al anillo de polinomios S, el cual es asociado con el semigrupo N™. Ademas de
su importancia propia, los ideales téricos son parte de la clase de ideales definidos por
condiciones determinantales. Estos ideales determinantales son el objeto de este capitulo.
Veremos que la teoria de bases de Grobner juega un papel importantes en el estudio de las
propiedades de estos ideales. En este capitulo veremos propiedades de este tipo de anillos
y su relacion con el estudio de las bases de Grobner.

3.1. Anillos de semigrupos e ideales toricos

En esta seccion daremos las definiciones bésicas de anillos de semigrupos y sus idea-
les téricos. Veremos ademds que éstos tultimos se caracterizan por ser ideales primos y
generados por binomios.

Sea Z el conjunto de los enteros y {hi,...,hq} un subconjunto de Z™, donde n es un
entero positivo. Sea H el submonoide del grupo aditivo de Z™ generado por hy, ..., hg,
esto es:

H=Nh; +---4+Nhg ={ajh; +---+aqhq:a; e N,1<i< q} CZ"™.

H es llamado un semigrupo afin (un cono reticular en Z™).
Sea K[x1,x; !, ...;%n, X!l el anillo de polinomios de Laurent y K[H] el subanillo de

Klxq, Xfl, <.ey X, X5, 1] generado sobre K por los monomios f; = xPparai=1,..., q, donde
xC=x7' o x§rsic=(cq,...,cn) € ZM

Obviamente, x8 € K[H] si y s6lo si g € H. Los elementos de K[H] son expresiones
polinomiales en fy, ..., fq con coeficientes en K. La K-dlgebra K[H] es llamada el anillo de
semigrupo asociado con el semigrupo afin H.

31
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Por ejemplo, si H = Z™, entonces K[Z"] = K[xl,xfl, ey X, X5 My si H = N™, entonces
KIN™] = K[x1, ..., Xnl.

En lo siguiente consideraremos semigrupos afines que son generados por un numero
finito de vectores hy,....hy € N™. En este caso, K[H] es una K-subélgebra del anillo de
polinomios S.

Sea R = K[ty, ..., tq] el anillo de polinomios en indeterminadas ty,...,tq y @ : R — K[H]
el morfismo de K-dlgebras definido por t; — f; = x™ parai=1,...,q.

Se pueden considerar diferentes graduaciones en K[H]. Por ejemplo, K[H] es Z-graduado
con la Z-graduacién inducida de S, esto es, K[H]q = K[H] NS4, donde S4 es la componente
homogénea de S de grado d.

En este caso, ¢ : R — K[H] es un homomorfismo graduado si ponemos gr(t;) = gr(f;)
para i=1,...,q. Cuando todos los generadores de K[H] tienen el mismo grado, digamos d,
entonces K[H] puede ser incluso vista como una algebra graduada estdandar si consideramos
K[H]; = K[H]NS4; para i > 0. Claramente, en este caso ¢ : R — K[H] es un homomorfismo
graduado de K-algebras graduadas estandar.

Por otro lado, podemos considerar la Z™-graduacién natural en S y la graduacién
inducida en K[H], esto es; K[H], = K[H] NS, para todo a € Z™. Con respecto a esta
graduacién de K[H], ¢ : R — K[H] es nuevamente graduado si asignamos a cada ti el
Z™-grado de fji.

@ es claramente suprayectiva. Su ntcleo, denotado por Py es un ideal graduado de R.
Ademsés, dado que K[H] ~ R Py v K[H] C S es un dominio, se sigue que Py es un ideal
primo. Py es llamado el ideal torico de H.

Para un polinomio h € R, tenemos que @(h) = h(fy,...,fq). En particular para un
monomio t* = t;'! - -t:“ € R tenemos que P(t"*) = ' - -f:q = x Lt wibi

Sea m : N9 — H el homomorfismo de grupos definido por 7t(u) = Zle uih; para
u = (u,...,uq) € N9, Entonces @(t") = x™() para todo t* € R.

Observe que si A es la matriz de tamano n x g cuyas columnas son los elementos
hy,...,hg € N™, entonces podemos expresar a @ en términos de dicha matriz A, esto es:

(p(tU) — Xﬂ(u) — XAu.

Obsérvese que dicha matriz A determina el morfismo de K-dlgebras ¢ y por tanto el ideal
térico asociado al semigrupo afin H.

De acuerdo al capitulo anterior, usando eliminacién de variables tenemos la siguiente
situacién: Si | = (t; —f1,...,tq —fq) C K[t1,...,tq,x1,...,%Xn], el ideal térico asociado
a Hes Py =]NKlty,... ,tq]. Por ello, calcular una base de Grobner de Py se reduce a
considerar un orden de eliminacién para xi,...,Xn y si G es una base de Grobner de ],
entonces G N K[ty,...,tq] serd una base de Grébner de Py.

Ejemplo 3.0.1. Sea H C N? el semigrupo afin generado por h; = (2,0),hy = (1,1),hs =
(0,2). Entonces, el anillo de semigrupo asociado a H es K[H] = K[x?, x1x2,x3] C K[x1, xa].
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Queremos calcular una base de Grobner de Py € K[ty to, t3] y usamos el orden lexicografico,
el cual es un orden de eliminacién.
En este caso, la matriz asociada al ideal térico es:

A (2 1 0)
01 2
Usamos Macaulay2 y a partir de la matriz A obtenemos el siguiente codigo:
il : needsPackage "FourTiTwo"
ol = FourTiTwo
ol : Package
i2 : needsPackage "Depth"
02 = Depth
02 : Package
i3 : needsPackage "Polyhedra"
03 = Polyhedra
03 : Package
i4 : needsPackage "(Quasidegrees"

04 = Quasidegrees

3 o4 : Package

i5 : A=matrix"2,1,0;0,1,2"

o5 = |

210 |
| 012

1
1 |

2 3
o5 : Matrix ZZ <--- ZZ
i6 : R=QQ[x,y,z, MonomialOrder=>Lex];
i7 : toricGroebner (A,R)

2
o7 = ideal(- x*xz + y )

o7 : Ideal of R
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Obsérvese que para fines del calculo en Macaulay?2 consideramos el ideal Py en K[x, y, z],
haciendo asf la identificacién: t; — x, ta =y y t3 — z.
Luego, en o7 obtuvimos el ideal térico (—xz +y2) = (xz — y?) generado por una base

de Grobner.
Por tanto, una base de Grobner de Py es {t;t3 — t3}.

Un binomio es un polinomio el cual es una diferencia de dos monomios. Un ideal
polinomial es un ideal binomial si es generado por un conjunto de binomios. Note que un
ideal binomial no contiene ningtin monomio.

El siguiente lema muestra que cualquier ideal toérico puede ser generado por binomios.

Lema 3.1. Sea Py el ideal torico de un anillo de semigrupo H. Entonces el conjunto de
binomios {t* — t¥ : u, v € N9, t(u) = 7(v)} genera a Py como un K-espacio vectorial. En
particular, Py es un ideal binomial.

Demostracion. Claramente por la definiciéon de ¢ y 7t tenemos que t* —tY € Py para todo
u,v € N9 tal que 7t(u) = 7t(v). Por otro lado, dado que Py es Z™ graduado, es suficiente
centrarnos en los polinomios homogéneos de Py con respecto a la Z™ graduacién. Sea
f =cit" +--- 4+ cst"™ un polinomio homogéneo en Py donde cq,...,cs € K—0. Por la
suposicién de f se sigue que todos los monomios t“i son mapeados al mismo monomio x"
bajo ¢, donde h = 7t(uy) = - -+ = m(us). Entonces, obtenemos 0 = ¢(f) = (>_;_, ci)xP =
0, de donde Y ;_;ci = 0. Obtenemos as{ que ¢; = —cg — -+ — ¢5. Por tanto, podemos
escribir T = co(t"2 —t" + - + cg(t"™s — t"1) lo cual concluye la prueba. O

Para un vector v € Z9 denotamos por vV y v~ a los vectores con componentes no
negativas definidas como sigue:

" vi sivy >0, 0 sivyi>0,
i = Vi =

V.
0 en otro caso —v; sivy <0.

Claramente tenemos que v = v’ — v~ y esta descomposicién de v en vectores con
coeficientes no negativos es unica.

En particular cada binomio en R cuyos monomios tengan soportes disjuntos pueden ser
escritos como fy, = t¥" —tY donde v es un vector en Z9.

Se puede verificar que para cualesquiera v, w € Z9 tenemos:

fofw = Ufypw —t¥ fu —tV fy

Una reticula es un submédulo de un Z-mddulo libre de rango finito. A cada reticula
podemos asociarle un ideal binomial.

Definicidon 3.2. Sea L C ZY9 una reticula. El ideal reticular asociado a L es el ideal binomial
Ip =tV —t¥ :vel).
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Proposicion 3.3. Sea I C R un ideal binomial primo, entonces 1 es un ideal reticular.

Demostracion. Dado que I es un ideal primo podemos asumir que sus generadores son de
la forma fy con v € Z9. Se sigue que si fy = tv' —tv < I entonces f_y =—f, €l Porlo
tanto es suficiente mostrar que si fy, fy € I, entonces fy4yw € 1. Usando la identidad (*),
tenemos que existe un monomio u € R tal que ufy 1w € 1. Pero, claramente u ¢ I, asi que
fy+w € I dado que I es un ideal primo. ]

Con lo anterior tenemos el siguiente resultado de gran importancia.
Teorema 3.4. Sea I C R un ideal binomial primo. Entonces | es un ideal torico.

Demostracion. Por proposicién anterior, I = Ip donde L C Z9 es la reticula generada por
los vectores v € Z9 con la propiedad de que los binomios asociados f, generan a I.

Primero mostramos que el médulo Z9 /L es libre de torsién y por lo tanto libre. En otras
palabras, mostraremos que siv € Z9 y m > 1 es un entero tal que mv € L, equivalentemente
fmv € I, entonces v € L, esto es, f,, € I.

Sea fmy = t™ —t™ € L. Si car(K) = 0, entonces descomponemos fn, = f,g,
donde g = t(m=Dv" g(m=2vivs 4 pvi(m=2)ve y g(m=1v" ¢ R,

Usando las sustituciones t; — 1 para i = 1,..., q, vemos que g ¢ I dado que todos los
binomios se anulan en esta sustitucion. Por lo tanto, f,, € I dado que I es un ideal primo.

Si car(K) = p > 0, entonces escribimos m = pem/ donde e > 0, m’ > 1 son enteros
tales que p no divide a m’. En este caso, descomponemos a f, como fgeg/, donde g/ =
(tpe"+)m/_1 + ---tpe"i)m/_l € R. Usando de nuevo las sustituciones t; — 1 para i =
1,...,q, tenemos que g, ¢ 1. Dado que I es un ideal primo, se sigue que fBe € I, de donde
fy € L.

Sea n el rango del médulo libre Z9 /Ly hy, ..., }fq, los generadores de Z9 /L vistos como
vectores con n componentes. Sea K[H] C K[xlil, ...,xf{l] el anillo semigrupo generado por
xM, .., x" y ¢ : R = K[H] el morfismo de K-algebras dado por t; — x" parai=1,...,q.
Entonces, se puede ver que el niicleo de ¢ es precisamente I, con lo cual I es ideal térico. [J

3.2. Bases de Grobner de ideales toricos

En esta seccion nuestro interés es dar las principales propiedades de las bases de Grébner
de ideales toricos.

Proposicion 3.5. Sea H un semigrupo afin y Py su ideal torico. Sea < un orden monomial
en R y G la base reducida de Grobner de Py con respecto a <. Entonces, todo elemento de
G es un binomio de la forma t“— t* con m(u) = 7(v).

Demostracion. Sea G un conjunto de generadores de Pyy. Por el lema 3.1 podemos elegir
esos generadores de la forma t"—tY con 7t(u) = 7t(v). Aplicando el Algoritmo de Buchberger,



36 CAPITULO 3. IDEALES DETERMINANTALES

en cada paso cuando obtenemos un residuo no cero, éste es nuevamente un binomio t¥ —t"’
con t(w) = 7t(w”). Por lo tanto, Py tiene una base de Grébner con respecto al orden dado
formado con binomios de la forma t" — tY con 7t(u) = 7(v). Aplicando las reducciones
necesarias para obtener una base reducida de Grobner, obtenemos nuevamente binomios
de este tipo, por lo cual la prueba es completada. ]

Esta proposicién muestra que cualquier base reducida de Grobner de Py consiste de
monomios t* —t¥ con 7(u) = 7t(v).

Definicion 3.6. Un binomio t" —tY € Py es llamado primitivo si no hay otro binomio
t' —t5 € Py tal que t* | t9 y t5 | tV.

Proposicion 3.7. Sea Py el ideal torico de un semigrupo afin H y G la base reducida de
Grobner de Py con respecto a un orden monomial. Entonces cualquier binomio de G es
primitivo.

Demostracion. Sea g =t" —tY un monomio de G con in(g) = t". Dado que G es reducida,
se sigue que t¥ € in- (P ). Asumamos que existe h = t* —t° € Py con h # g tal que t* | t"
y t3|tV. Siin-(h) = t*, entonces debemos de tener que t* = t". Se sigue que h/ =tV —t*
pertenece a Py y in— (h’) =tV dado que t% | tV, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
in. (h) = t° lo cual lleva a una contradiccién nuevamente pues t° | tV. d

3.3. Ideales determinantales

El objetivo de esta seccién es estudiar ideales determinantales por medio de bases de
Grobner.

Consideremos un campo K y una matriz de indeterminadas X = (xij)i—1,...,m. Deno-

ji=1,...,m
tamos por K[X] al anillo de polinomios con coeficientes en K e indetermil]ladas xi,j. Los
generadores de la K-dlgebra K[X] son los elementos Xi,j, los cuales son menores de tamano
1 de la matriz X, luego los productos de dichos menores (monomios) forman una K-base
del espacio vectorial K[X].

En este sentido, ahora estamos interesados en tomar no unicamente los menores de
tamano 1 sino todos los menores de la matriz X como generadores de la K-algebra K[X],
por lo que ahora los productos de menores aparecen como ”"monomios”, que a diferencia de
los monomios usuales, estos son productos no de 1-menores sino de menores de todos los
tamanos acotados por el min{m,n}. El objetivo primeramente es obtener un subconjunto
adecuado de dichos productos de menores de tal forma que sea linealmente independiente
y por tanto sea una K-base de K[X]. Asi pues, definiremos en esta seccién un tipo especial
de productos de menores, que llamaremos monomios estindar y probaremos que forman
una K-base de K[X]. Estos serdn ttiles para poder calcular bases de Grobner de ideales
determinantales.
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Sean K un campo y una matriz de indeterminadas X = (xij)i—1,..,m como hemos con-

j=1,..,n

siderado antes. Sea 1 < t < min{m, n} un entero. Fijamos dos sucesiones de enteros:

y consideramos el determinante

[a;---a¢ | by---be] :=det

X(llbl

Xatbl

I<ai<a<---<ar<m

1<bi<by<---<bg<n

X(llbz
Xagbl Xagbz

XatbQ

Xa1bt
Xagbt

Xatbt

Cualquiera de estos determinantes es llamado t-menor de X. El conjunto de t-menores de

X se denota por M. El ideal generado por todos los t-menores serd denotado por I (X).
Existe un orden parcial natural definido en el conjunto M(X) de todos los menores de

X, definido como sigue:

siysélosit>s,a; <ci,by <djparai=1,...,s.

[a1---ag [br---by] Ser---es [ di---ds]

Llamamos a una matriz incompleta A de enteros positivos (aj;) con 1 < i < 1y

1 <j < sitalque sy = s9 > -+

> s, con filas estrictamente crecientes y columnas

débilmente crecientes un tablero de Young estindar y diagramaticamente se representa

comao:

ap

a2

a151

(531

a22

a252

ari

Qrs,

(s1 cajas)

(s2 cajas)

(sr—1 cajas)

(sy cajas)



38 CAPITULO 3. IDEALES DETERMINANTALES

La forma del tablero es la sucesion (s, ...,$+) y $1+- - - Sy es llamado el grado del tablero
A y se denota gr A. Diagramaticamente se ve como el tablero anterior sin los enteros que
rellenan las cajas, por ejemplo como:

[ (s1 cajas)
(s2 cajas)

1 (sr-1 cajas)
(sy cajas)

Un bitablero es un par ordenado T = (A, B) de tableros de la misma forma y defini-
mos que gr T = grA = grB. Usualmente los representaremos como dos tableros uno a
continuacién de otro:

Definicién 3.8 (Monomio estandar). Un producto de menores & = 87 - - 85 tal que 8 =<
89 =X -+ X 85 decimos que es un monomio estandar.

Un monomio estdndar puede ser identificado naturalmente con un bitablero. Por ejem-
plo, si & = 810203 con 61 = [124 | 123], 69 = [13 | 23] y 83 = [24 | 25], entonces el bitablero
asociado estd dado en la siguiente figura.

1]2[4] 112[3]
1[3 2[3
2[4 2[5

Para el cdlculo de bases de Grobner de I¢(X) necesitamos la correspondencia de Knuth-
Robinson-Schensted. A fin de ilustrar dicho proceso describimos el algoritmo de empujones
de Schensted a continuacién.

3.3.1. Correspondencia de Knuth-Robinson-Schensted

Recuérdese primeramente que se ha visto que podemos identificar monomios estandar
con bitableros estandar de Young. En esta subseccién buscamos establecer una correspon-
dencia biunivoca entre el conjunto de monomios estdndar y el conjunto de monomios en
K[X]. Esto se harid a partir de la llamada correspondencia de Knuth-Robinson-Schensted,
que denotaremos algunas veces por simplicidad como KRS. Esta biyeccion puede ser cons-
truida usando el algoritmo de empujones de Schensted iniciando con un tablero vacio y
sucesivamente insertando los valores o071, ..., 0, de la permutaciéon ¢ en los niimeros 1, ...,n;
estos forman la segunda linea cuando o estd dado en notacién de dos lineas.
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El algoritmo de empujones de Schensted lo podemos describir de la siguiente manera:

Dado un tablero de Young (semiestdndar), digamos T y x € N arbitrario, podemos
construir un nuevo tablero denotado por T <— x, el cual tiene una caja mas en el que se
coloca x. Procedemos de la siguiente manera:

(1) Six es > que todas las entradas en el primer renglén de T, anadimos una caja con x
al final del primer renglén de T.

(2) En caso contrario, buscamos en el primer renglén de T la entrada x més a la izquierda
y que es > que X, insertamos x en dicha caja empujamos afuera a la entrada x.

(3) Si T consta de un solo renglén, anadimos a T un nuevo renglén con una tunica caja
en el extremo izquierdo donde se coloca a x.

(4) Si T tiene mas de un renglén, repetimos los pasos (1) y (2) pero con el segundo
renglén de T y el nimero x que se empujé del renglén previo en el paso (2).

(5) Terminamos cuando la ultima entrada removida se pueda colocar al final del renglén
siguiente acorde a (1), o anadimos un nuevo renglén con una tnica caja donde pone-
mos la ultima entrada removida acorde a (3).

A fin de establecer primeramente la correspondencia de monomios estdndar (o bitable-
ros estandar) con monomios en K[X] introducimos el algoritmo de eliminacion. Para ello,
considérese un tablero estandar de Young A, con forma (si,...,sy) y un indice q < r tal
que sy > skr1- A partir de ello construimos un tablero de Young estdndar B y un elemento
x de A determinados de la siguiente manera:

= Definimos la sucesiéon kq,kq—1,...,k1, poniendo el primer elemento kq = sq y eli-
giendo los ultimos q — 1 elementos de esta sucesién como el elemento mas grande

< si tal que ik, < @itk -

» Definimos B como el tablero estdndar que se obtiene removiendo el elemento agqs,
de la g-ésima fila del tablero A y sustituyendo la entrada aiy, de la i-ésima fila por
Aitikiyg con i= 1,...,q — 1.

= Fijamos x = ajy,.

Observe que con este algoritmo en efecto generamos un tablero estandar B cuya forma
es (s1,...,8q —1,...,sy). Ilustramos este hecho con un ejemplo.

Ejemplo 3.8.1. Sea A = (ai;j) un tablero con forma (si, s2,s3) = (3,2, 1) como se indica en
la siguiente figura:

2[4]
5

[%wH
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Elegimos q = 3, por lo que para determinar la sucesién ks, ko, k; tenemos: k; = s3 = 1,
luego para determinar ko observamos que el mayor entero < sy es 2, sin embargo, 5 =
az £ ag; = 4, por lo que el mayor entero menor a s que cumple la condicién dada es 1,
pues en efecto: 3 = ag; £ ag; = 4, por lo que kg = 1. De la misma manera, elegimos k;
observando que 4 = aj3 £ a1 = 3, pero 2 = ajz £ ag; = 3, por lo que k; = 2.

De acuerdo al algoritmo, definimos el tablero B con las sustituciones:

a2 <> Qag1

ag1 <> Qa3

Por 1ltimo, el elemento x es igual ajq, esto es x = 2. El tablero B queda determinado por
la figura:

1]3]4]
4[5

En efecto, la forma de B es (3, 2).

El algoritmo de eliminacién tiene un proceso inverso que describimos a continuacion,
conocido como algoritmo de insercion. Al igual que con el algoritmo de eliminacion, par-
timos de un tablero estdndar A = (ayj) de forma (s1,...,s;) y un entero x y construimos
un tablero B y un indice q determinados de la siguiente manera:

= Fijamosi=1yB=A

» Sis;i =00 x> ajs,, entonces anadimos x al final de la i-ésima fila de B, ponemos
g = 1y finalizamos el algoritmo.

= De otra manera, sea ki el elemento mds pequeno j tal que x < ajs,;, reemplazamos
by,s; con x, ponemos X = ay,s;, 1 =1+ 1 y regresamos al paso anterior.

El tablero B resultante es tal que su forma es (si,...,8q + 1,...,s;). Esta operacién es
inversa del proceso de eliminacién descrito anteriormente. Ilustraremos un ejemplo, par-
tiendo ahora del tablero estandar obtenido en el ejemplo 3.8.1, que después de aplicar el
algoritmo de insercién genera el tablero estandar A con el que inicié dicho ejemplo.

Ejemplo 3.8.2. Considérese el entero x = 2 y el tablero estandar A = (ai;j) cuya forma es
(s1,s2) = (3,2) determinado por el siguiente diagrama:

1[3]4]
i[5

Observe que a lo méas en 3 pasos habremos terminado pues s3 = 0 y el algoritmo termina
cuando s; = 0 6 x > ais,. Luego de aplicar el algoritmo, obtenemos el tablero A dado por
el digrama siguiente:

2[4]
5

[%w»—t

Ademés del entero q = 3.
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Los ejemplos 3.8.1 y 3.8.2 ilustran el hecho de que si aplicamos el algoritmo de elimina-
cién a un tablero estandar A y un entero q obtenemos un tablero estandar B y un entero
x; luego el algoritmo de insercién aplicado al tablero B y al entero x nos da como resultado
el tablero A y el nimero ¢, esto es, los algoritmos mencionados son inversos uno del otro.

En el siguiente resultado definiremos la llamada correspondencia KRS usando los algo-
ritmos descritos anteriormente.

Teorema 3.9 (Correspondencia KRS). Existe una biyeccion entre el conjunto de mono-
mios estdndar o bitableros estdndar y los monomios en K[X].

Demostracion. En principio veremos que la correspondencia KRS es una biyeccién entre el
conjunto de bitableros estandar y el conjunto de matrices de dos renglones de cierto tipo.
Supongamos que partimos de un bitablero estandar T = (A | B) = (ay; | byj). Construimos
un bitablero T’ y un par de enteros £, como sigue:

(i) Elegimos la entrada més grande u en el tablero izquierdo, A. Supongamos que
{(i1,31,- -+, (G juw)h, con iy < ... <1y, es el conjunto de indices (i,j) tal que { = aj;.
Sea p =1y ¥ q =ju. Llamamos a (p, q) la posicién pivote.

(ii) Sea A’ el tablero estandar que se obtiene de A al quitar el elemento apq.

(iii) Aplicamos el algoritmo de eliminacién a la pareja (B,p) y obtenemos un bitablero
estandar B’ y un entero T.

(iv) Definimos T’ = (A’ | B').

Este proceso lo llamamos el algoritmo KRS. Considerando asi, el bitablero T de forma

(s1,...,8p), definimos k = s1 + - -- + s, y la matriz de dos renglones como sigue:
KRS(T) = <"'1 b b ek)
rn T2 -0 Tk—1 Tk

Comenzamos de Ty = T, luego el algoritmo KRS aplicado a T; para i = k,k—1,...,1
produce el bitablero T; 1 y la pareja ({i,71).

Inversamente, aplicamos el algoritmo de insercion a la linea inferior de la matriz para
construir el tablero derecho B: En el paso i insertamos r; en el tablero obtenido después
del i — 1-ésimo paso. De forma simultanea se genera el tablero de la izquierda A poniendo
el elemento {; en la posicién que se agrega al tablero de la derecha por la i-ésima insercién.

Solo resta ver, que dicho arreglo o matriz de dos renglones se puede identificar con un
monomio en K[X], esto se logra muy facil asignando a la matriz:

<€1 by - O ek)
T T2 -+ Tk—1 Tk
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el monomio:

X1 Xorg © 7 Xyrye -

De esta manera, mediante esta construccion identificamos de forma biunivoca a cada bita-
blero estdandar o monomio estdndar con un monomio en K[X] y viceversa. O

3.3.2. Bases monomiales de ideales determinantales

El primer resultado que necesitamos son las relaciones de Pliicker que satisfacen los
menores de rango maximo' en X. Denotemos por S({i,...,¢.) al grupo simétrico con u
elementos ¢;. Considere el grupo simétrico S = S(it,...,im,Jj1,---,jt) y el producto directo
S"=S(it,...,im) X S(j1,-..,jt), subgrupo de S.

Lema 3.10 (Relaciones de Pliicker). Los menores de rango mdzimo m de X satisfacen

Y sgnoli-ie0(id) - olim)lo(1) - 0(d)jesr - jml =0 (3.1)
GesS/ S’

Demostracion. Observe primeramente que si ¢ € S es tal que su restriccién estd en

S(it,...,1m) entonces, claramente la restriccién de o también estara en S(ji,...,ji). Esto
es, si 0 € S permuta los elementos {it,...,im} entre ellos, entonces se sigue que o per-
muta los elementos {ji,...,jt} entre ellos. Asi, las permutaciones que se consideran en la
suma son sélo aquellas que intercambian un subconjunto no vacio de {it,...,im} con un
subconjunto de {ji,...,jt}
Considérese la matriz m x n de indeterminadas xi;:
X11 . X1in
X=Mw1,...,vn) = : : donde v; es la columna i-ésima de X.
Xm1 - Xmn

Observe que en la suma 3.1, los sumandos que la conforman son productos de dos
m-menores determinados por la eleccién de m-columnas, pero cada uno de ellos es una
coordenada de Plucker para un subespacio W de dimension m. Por lo ya mencionado,
la suma 3.1 depende tUnicamente de las permutaciones o que intercambian subconjuntos
de elementos {it,...,1im} con subconjuntos de elementos {ji,...,jt} y por tanto sélo se
consideran esas columnas. Denotamos dichas columnas por vi,,..., Vi, ,Vj;,...,Vj, que
son m + 1 vectores, por tanto, la suma 3.1 es un elemento en A™+L(K™) = 0, por lo que
dicha suma se anula. ]

Sea M (X) € M(X) el subconjunto de menores de tamano m y denote por K[Xy,] la
subdlgebra de K[X] generada por M (X).

Vea la subseccién 4.2, en especial el teorema 4.14 donde se muestra que estos polinomios cuadriticos
son los generadores del ideal de anulacién de la variedad de Grassmann.
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Lema 3.11. Los monomios estdndar de tamanio m generan la subdlgebra K[Xm] como
espacto vectorial.

Demostracion. Consideremos dos menores en My, (X), digamos [i1---iml, [j1---jml, en-

tonces l <k <nyl<<jr<nyademds iy < - <im yji <- - <jm. Supongamos que

dichos menores son tales que: iy < jx para todo k tal que 1 < k < s —1, pero ig > js
Entonces por 3.10 tenemos que:

Y sgnoli o is-10(is) - olim)llo(i) - 0lie)iss1 - iml =0 (3.2)
€S,/ S’

donde S = S(is,...,im,j1,---,Js) ¥ S' =S(is, -+, im) X S(G1,--+,]s)-

Observe que [i1 -+ -im][j1 - - - jm) no es un monomio estdndar pues is > js y corresponde
al sumando donde o = id, luego podemos despejarlo de 3.2 y podemos entonces expresarlo
como una combinacién lineal de productos de menores de la forma [kq -« k][« €m)
con o # id, en los que ordenamos de manera ascendente sus columnas. Recuérdese que en
(k1 ---km] tenemos que k; =i, parar=1,...,s—1y ks =0(is) =ju donde p € {1,...,s}
yij1 < -+ <js ydado que ig > js tenemos que o(is) = kg < is. Similarmente, kg1 =
0(is+1) =jur, donde p’ €{1,...,s}\ {u}, y como isy1 > is se sigue que o(is41) =ksq1 <
s + 1. De esta misma manera, se sigue que kg2 < isi2...km < im, por tanto:

(ki km] 2l il (3.3)
Por otro lado, afirmamos que:

[y~ ksl 2 [0y --- €] (3.4)
En efecto, para los primeros s — 1 elementos se sigue facilmente, pues k; = 1; < o(j1) = 41,
donde la desigualdad anterior se da pues o(j1) € {is,...,im}y ademéds i, > -+ > 15 > 1;.
Por tanto, kr < & parar = 1,...,s — 1. Ademds, ks = o(is) < {s pues de lo anterior
01,...,ls—1 ya han sido definidos. Y por tltimo, si [Ki - -+ km] A [{1 - - €], entonces existe

s’ > s tal que kg, > g/, por lo que estamos en las condiciones con las que comenzamos
al considerar los menores [i; - - - iml], [j1 -+ jml, entonces aplicando el mismo procedimiento
a [ki--kmdly -+ 4] usando 3.10 podemos expresarlo como una combinacién lineal de
productos de menores de la forma [k ---k/ ][{] - £/,] que cumplirdn relaciones andlogas
a 3.3 y 3.4 y nuevamente aplicamos el mismo procedimiento. Asi, este proceso inductivo
muestra que en un ntmero finito de pasos a partir de los menores con los que comenzamos:
[i1 - imlylj1 - - jml podemos expresar a [i1---imllj1- - jm] como una combinacién lineal
de productos de menores de la forma [kq - - - kmlll1 - - - €], tales que:

Ky« kml < [ig--iml (3.5)

(ki km] <[l O] (3.6)
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Esto es, cada producto [ki---km]€1---€m] es un monomio estdndar, por lo que tene-
mos que [i1 - imllj1---jml] es una combinacién lineal de monomios estandar. Note que
ki -kml y [l1---€m] se obtienen de [i - - im][j1 - - - jm] por intercambio de algunos indi-
ces, de acuerdo a 3.2.

Ahora queremos probar que un producto finito de longitud mayor a 2 de m-menores
se puede expresar como una combinacién lineal de monomios estandar. Sea & = &1 ---dy
un producto de m-menores con pw > 2, si & es un monomio estdndar no hay nada que
hacer. Supongamos que 6 no es un monomio estandar, entonces existe un indice k tal que
8k 2 Sx41. Por lo que ya hemos hecho anteriormente, podemos expresar a Sy i1 como
una combinacion lineal de monomios estandar. Sustituimos esta expresion de Oy ki1 en
el producto original § y afirmamos que obtenemos una expresion de 0 como combinacién
lineal de monomios estandar. O

La consecuencia importante es el siguiente teorema.

Teorema 3.12. Los monomios estandar forman una K-base de K[X], esto es:

(1) Los monomios estindar generan a K[X].

(2) Los monomios estindar son linealmente independientes en K[X]. Ademads:

(3) Si un producto de menores &y no es un monomio estindar, entonces tiene la siguiente
representacion dada por monomios estindar:

Sy =) oimips
donde oy € K, oy 0 ynipi es un monomio estdandar tal que Ny < 8,y < pi.

Demostracion. (1) Extendemos el resultado del lema 3.11 en Xy, al conjunto de menores
M (X) de X extendiendo la matriz X de tamano mxn a una matriz X’ de tamano mx (n+m),
esto es, anadiendo n columnas a X.

X1 ... Xin Xin+1 .- XInmdm
X' =

Xmi - Xmn Xmn+1l " Xmn+m

Luego, podemos considerar el morfismo de K-dlgebras de ¢ : K[X’] — K[X] sustituyendo
cada entrada de X por la correspondiente entrada de la siguiente matriz:

X11 X1in o --- 0 1

0

Xmi - Xmn 1 0 0
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notando que claramente @ es suprayectivo. Restringiendo el dominio del morfismo ¢ a
K[M(X’)] tenemos el morfismo de K-algebras:

@' KIM(X")] — K[X].

Luego,
@ (1 jml) = £[1 -1 11 i

donde t = max{€:j, < n}ylosiy,...,1it han sido elegidos de tal forma que:
{ila'"7it7n+m+1_jm7"'7n+m+1_jt+1}:{17--'7m}

por lo que @’ es claro que es suprayectiva, ademds dado que @’ se definié en términos
de la matriz (X | T), donde T es la matriz anti-identidad (con 1’s en la antidiagonal)
cuyo determinante es —1, se sigue que @’ establece una correspondencia biyectiva entre
Mum (X[n) ¥ M(X) U {1,

A fin de tener una representacién un elemento arbitrario de K[X] como combinacién
lineal de bitableros estdndar vemos dicho elemento en K[M,, (X’)] a través de su preimagen
bajo @', asi la imagen es rectificada y aplicando @’ tenemos el elemento en K[X] con la
expresion deseada.

(2) Considerando K[X] como &lgebra graduada, sea K[X]4 la componente homogénea de
grado d de K[X], esto es, el subespacio vectorial de los polinomios homogéneos de K[X] de
grado d junto con el polinomio cero. K[X]4 estd generado como espacio vectorial por todos
los monomios de grado d.

Sabemos que K[X] estd generado por monomios esténdar de acuerdo a (1), entonces
K[X]q también estd generada por monomios estdndar, ademés éstos son polinomios ho-
mogéneos, pues todo menor de X es un polinomio homogéneo, entonces, K[X]4 estd genera-
da por monomios estdndar de grado d en K[X]. Queremos ver que los monomios estdandar
en cada componente homogénea K[X]4 son linealmente independientes y por tanto forman
una base.

De acuerdo a la correspondencia de Knuth-Robinson—Schensted 3.9 tenemos que existe
una biyeccién entre el conjunto de monomios estandar en M(X) y los monomios de K[X].
Dicha correspondencia nos dice que para cada grado d, hay tantos monomios estdndar
como monomios en K[X]4 y dado que los monomios forman una K-base de K[X]4 y sabemos
que los monomios estdndar generan a K[X]4 entonces, estos ultimos deben ser linealmente
independientes.

(3) De acuerdo al lema 3.10 las relaciones de Pliicker son polinomios homogéneos
cuadraticos, por lo que si 8 y v son menores de tamano m en K[X] tenemos que en cada
término del lado derecho de &y = Y aynip;i hay exactamente dos factores n; y pi. Como
la rectificacién en K[X] corresponde, por medio de ¢’, a la rectificacién en K[M(X’)], al
rectificar el lado derecho de 6y, cada término no puede subir de grado, esto es, hay a lo
mas dos factores en cada sumando. Queremos ver que 1; < 0. Observe que por la ultima
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parte del lema 3.11, en especifico la ecuacién 3.5, tenemos que en la expresién de &y como
combinacién lineal de monomios estandar se tiene que n; < 8. Para ver que n; < 7y simple-
mente consideramos ahora yd para aplicar el mismo procedimiento de rectificacién, dado
que &y =y y los monomios estandar son linealmente independientes. Usando la indepen-
dencia lineal de los monomios estdndar podemos probar que 0, vy =< pi. En efecto, dado
que la rectificacién en K[X] corresponde, por medio de ¢’, a la rectificacién en K[M(X')],
basta con probar esta relacién en K[M(X’)]. Recuérdese que en el conjunto de menores
M(X’) tenemos el orden parcial <. Consideramos el orden parcial inverso <X’ que surge
de reordenar las columnas de la matriz X’ en el orden m +n,m+n—1,...,1. Salvo un
signo, respecto a este orden =’, tenemos los mismos monomios estdndar que con el orden
=. Por tanto, rectificando con respecto al orden parcial inverso <’ tal y como se hizo con
=< tenemos que J, Y = pi, lo que concluye la prueba. O

Definicién 3.13. Sea (M, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que un sub-
conjunto P de M es un ideal si para cada y € M, P contiene a todo x tal que x < y.

Observacion 3.14. Sea N un ideal en (M(X), <) y consideremos el ideal I C K[X] generado
por N, es decir, I = NK[X]. Todo elemento de I es una combinacién lineal de elementos
dOp con & € N y p € KIX]. Por el teorema 3.12 tenemos que podemos expresar a dp como
combinacién lineal de monomios estdndar y =1 - - -y tal que y1 £ 8. Luego, como N es
ideal se sigue que y; € N. Asi, los monomios estandar y = y;---ys con y; € N forman
una base de I = NK[X] en K[X].

A partir de este resultado, probamos el siguiente teorema.

Teorema 3.15. Sea t un entero con 1 <t < min{m,n}. Entonces los monomios estdndar
5 =10109---0y con grdy =t forman una K-base de 14(X).

Demostracion. Sea N = {b : & € M(X),grd > t}. Obsérvese que N es un ideal de M(X)
por la forma en que estd definido el orden < en el conjunto de menores M(X). En efecto,
siy € N, entonces dado 6 € M(X) con & <y es tal que grd > gry >ty por tanto d € N.
Por la observacién 3.14 tenemos que los monomios estdandar & = 8102--- 8 con grd; >t
forman una K-base de NK[X]. Obsérvese que los elementos en NK[X] son combinaciones
lineales de menores de tamano mayor o igual que t con coeficientes en K[X]. Luego, dado
que para cada s > 1, podemos expresar un t + s-menor en términos de t-menores, tenemos
que NK[X] = I;(X), lo que completa la demostracién. O

Nos interesa calcular una base de Grobner de I¢(X). Para ello, fijamos un orden diagonal
monomial, esto es, un orden monomial que seleciona la diagonal de un menor como su

término inicial. En otras palabras, si 6 = [a; --- a¢ | by - - - by] entonces:

in<(6) = Xa1blxa2b2 e Xatbt
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Antes de enunciar el siguiente resultado de gran importancia, consideremos un médulo
S-médulo graduado M = @, M, finitamente generado y la siguiente funcién numérica,
llamada la funcion de Hilbert de M.

HM,—):Z — 7,
dada por H(M, 1) = dimg (M;). La serie de potencias formal de Laurent:

Hilbm (t) = Z H(M,1i)t!

y la llamamos la serie de Hilbert del médulo M. Necesitaremos el resultado siguiente:

Lema 3.16. S5i K es un campo, para el anillo de polinomios S, un ideal graduado 1 C S,
un orden monomial < y un ideal monomial ] C in.(I), las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) J=in<(D)
(11) Hﬂbs/I(t) = Hﬂbs/](t).

Demostracion. En efecto, consideremos las componentes homogéneas de S,/ in.(I) y de
S /] que son respectivamente, S; /in (I)NS; y Si/JNS4, para toda i. Dado que | C in (1),
por hipdtesis, se sigue que Si/in.(I) N'S; es subespacio vectorial de S; /] N S; para toda
iy por lo tanto dimg S; /in-(I) N S; < dimg S; /] N Si, para toda i. Luego:

Hilbg , n_(1)(t) = ) dimg Si/in (1) NSy < ) dim S;,/J N S; = Hilbs ()
i i

Asi, Hilbs ,i,,_(1)(t) < Hilbs /j(t) y la igualdad se sostiene si y sélo si ] =in(I).
De lo anterior, sélo resta ver que Hilbg ,i,_(1)(t) = Hilbs 1(t). Por definicién de la
funcién de Hilbert, basta mostrar que:

dimg Si /in-(I) NSy = dimk S; /1IN S;

Dado que I es un ideal graduado consideremos la i-ésima componente graduada, I; que
es un ideal de S; y tomemos los monomios en S; que no estan en in_(I;). Por 1.13 dichos
monomios (médulo I;) son una base de S; /I; = S;,/INS; y dado que dicho espacio es de
dimensién finita tenemos que el conjunto de los monomios en S; que no estéan en in_(I;)
es finito, digamos {fy,...,fj} y {f1,... ,ﬂ-} es una base de S; /I; =S /1IN S;.

Dado que f; ¢ in-(I;), se sigue que f; médulo in-(I;) es no nulo en S; “in(I;) y
afirmamos que forman una base de S; “in(I;), ademds in-(I;) = in-(I) N S; con lo que
habremos terminado la prueba. O

Consideremos un ejemplo haciendo el cdlculo en Macaulay?2 para la serie de Hilbert de
un ideal dado.
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Ejemplo 3.16.1. Sea QI[x1,x2,x3,X4] el anillo de polinomios en 4 variables sobre Q y sea
[ = (3 — X2X3,X§X4,X1X2X3,Xi>. A fin de simplificar notacién en el cédigo, usamos las
variables x,y, z, w para xi, X2, X3, X4 respectivamente. Entonces, haciendo el calculo de la
serie de Hilbert de I tenemos:

i1 : QQ[x,y,z,w]

ol = QQ[x, y, z, w]

ol : PolynomialRing

i2 : I=ideal(x"2-y*z,w*z"2,x*y*z,w"3)

2 2 3
02 = ideal (x - y*z, 2z W, X*y*z, W )

02 : Ideal of QQI[x, y, z, w]

i3 : hilbertSeries (I)

03 = ————— -

03 : Expression of class Divide

i4 : reduceHilbert (03)

2 3 5
1 + 3T + 5T + 4T - T
9l =& coococcococoooossooooooo
(1 -1
o4 : Expression of class Divide

_ 143t45t244t3—t5
- 1—t

Por lo tanto, de acuerdo a o4, Hilby(t)
Observacion 3.17. Otra presentacion de la funcion de Hilbert esta dada por:

Pm(t)

donde d en esta presentacion es la dimensién de Krull de M y Pp(t) es un polinomio tal
que Ppm (1) #£ 0.

Corolario 3.18. Sean K un campo, S = K[x1,...,xnl, I un ideal graduado de S y < un
orden monomial en S. Entonces dimS /I =dim S/ in_(I)
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Demostracion. Por el lema 3.16 los anillos graduados S /Ty S/ in (I) tienen la misma fun-
cién de Hilbert, luego por la observacion 3.17, la funcién de Hilbert determina la dimensién
de Krull, por lo que concluimos que dim S /1 =dim S in_ (I). O

Usaremos el lema 3.16 en el siguiente teorema que permite obtener una base de Grébner
para I;(X) si consideramos un orden monomial diagonal.

Teorema 3.19. Para cualquier orden monomial diagonal el comjunto de todos los t-
menores de X es una base de Grébner de I¢(X).

Demostracidn. Por el teorema 3.15 los monomios estandar & = 81698, con gr(d1) >t
forman una K-base de I¢(X). Denotemos este conjunto de monomios estandar como Dy.
Por el teorema 3.9, para cada 6 € D¢, el monomio KRS(8) contiene como factor la diagonal
principal de un t-menor de X. Por lo tanto, para & € Dy existe un t-menor o tal que
in- (o) | KRS(8). Asi, si J denota el ideal generado por los monomios iniciales de los t-
menores de X, vemos que KRS(D¢) C J C in<(I¢(X)).

Para un subconjunto 8 C K(X) que consiste de polinomios homogéneos, denotamos por
K8 el K-espacio vectorial generado por los elementos de 8. Entonces KS es un K-espacio
vectorial graduado, cuya componente graduada i-ésima la denotamos por (K8);. Dado que
(KD¢)i = I4(X); tenemos que para todo i

dimg It (X); = dimg (K(KRS(D¢))i) < dimy J; < dimy ine (I¢(X)); = dimy I (X);.

Consecuentemente, Hilbs ,y(t) = Hilbs ,i,_(1,(x))(t) ¥ se sigue el resultado deseado. [

3.3.3. El complejo inicial de un ideal determinantal

Hemos visto que para cualquier orden diagonal monomial <, el conjunto de todos los
t-menores de X es una base de Grobner de I (X). Asi que para tal orden monomial tenemos:

1n<(It(X)) = ({X(llblx(lgbg o 'X(ltbt}l < a < ag <---0Qt g m, 1 < bl < b2 < - 'bt < n)

Obsérvese que tenemos que in. (I¢(X)) es un ideal inicial libre de cuadrados. Asi, iden-
tificando la variable xi; con el punto (i,j) € [m]x[n], podemos ver al ideal in.(I¢(X))
como el ideal Stanley-Reisner de un complejo simplicial en el conjunto de vértices [m]x[n].
Denotamos este complejo simplicial por At y lo llamamos el complejo inicial del ideal
determinantal I (X)

Teorema 3.20. El anillo determinantal K[X] /1¢(X) es un dominio entero con:
dimy KX/ T¢(X) = (m+n—t+1)(t—1).
Demostracion. Por el corolario 3.18 tenemos:

dim K[X] /1¢(X) = dim K[X] /in. (I{(X)) =dim Ay + 1 = méax{| F|: F € A}
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Dado que cualquier camino de Py a Q, tiene cardinalidad m +n — (2r — 1) se sigue que
todas las caras de At tienen cardinalidad:

t—1
Z(m+n—(2r—1)) =t—1)(m+n—-t+1)

r=1

Esto produce la formula de dimensién deseada.

A fin de ver que K[X] /1;{(X) es un dominio, procedemos por induccién sobre t. La
afirmacion para t = 1 es inmediata. Ahora, sea t > 1; entonces X1, no pertenece a ninguna
diagonal de X. Sea < un orden monomial. Entonces x1, no divide a ningiin generador de
in. (I¢(X)). Por lo tanto, x1n no es un divisor de cero en K[X] /in(I¢(X)). Asi, el lema
subsiguiente implica que X1, no es un divisor de cero en K[X] /I¢(X) tampoco. Se sigue
que el mapeo natural:

KIX],/Te(X) = (KX Te(X))x,

es inyectivo. Lo anterior implica que K[X] /1{(X) es un dominio, una vez probado que
(KIX]/1¢(X))x,, - Para ver esto tltimo, observe que se sigue por induccién, pues:

(K[X}/It(X))Xln = (K[Y]/It—l(Y))[Xllv coey X1y X211, "'7an] [XliTH

donde Y = (yij)i=2,..,mij=1,..,n—1 €s una matriz de indeterminadas. Este isomorfismo es
inducido por el isomorfismo de K-dlgebras

KIX] = KIYI[X11, oy X1, X215 o0y Xmn ) X170

dado por las sustituciones:
—1

parai=2,..,m,j=1,..,n—1
Xij r—)Xij

parai=1 0 j =mn. De hecho esta sustltu(non mapea X a la matriz Z, de la cual se obtiene
la matriz X' con entradas xln =Xin,X;; =0parai=16j=ny x = yij para i > 2y
j < n—1 limpiando la dltima columna y el primer renglén de Z con xln como un elemento
pivote. De esto se deduce que para I¢(Z), que es imagen de I;(X) bajo esta sustitucién,
tenemos que I¢(Z) = xinli—1(X) = xinle—1(Y) = L_1(Y). O



BASES SAGBI

En este capitulo introducimos las bases SAGBI' con el fin de estudiar subélgebras de
anillos de polinomios usando la misma idea que con las bases de Grébner. En el caso de
bases de Grobner de un ideal se consideraba un orden monomial en S = K[xq,...,xn] y un
ideal I de S, luego a partir de los generadores del ideal inicial de I, in-(I), se obtenia una
base de Grobner de 1. Usando la misma idea se puede considerar ahora una subdlgebra dada
A del anillo de polinomios S y definir el dlgebra inicial de A. De esta forma se obtendra un
algebra in- (A) generada sobre K por monomios de S. Asi, los elementos cuyos monomios
iniciales generen dicha algebra nos conducira al concepto de bases SAGBI.

Definicion 4.1. Sea K un campo y A una subalgebra del anillo de polinomios S. Dado
un orden monomial en S, denotamos in-(A) a la K-subédlgebra de S generada sobre K por
todos los monomios in. (f) con f € A. El dlgebra in-(A) es llamada el dlgebra inicial de
A con respecto al orden monomial <. Un conjunto § C A es llamado una base de SAGBI
de A con respecto a < si los elementos in(f) con f € § generan la K-algebra in. (A).

Proposicién 4.2. Sea A C K[x,y] una subdlgebra monomial de Klx,yl, es decir, generada
por monomios, tal que contiene al conjunto de monomios P = {xy* : 1 > 0}, pero no

potencias puras de Y. Entonces P es parte de cualquier conjunto minimo de generadores de
A.

Demostracion. Sea G un conjunto minimo de generadores de A. Procederemos por induc-
cién sobre las potencias i de xy' para mostrar que P C G.

Sii=0, claramente xy' = x € G, pues x € A y por tanto todo conjunto generador de
A debe contener a x, en particular x € G.

Similarmente, si i = 1, dado que xy' =xy € A y como y ¢ A, se sigue que xy debe ser
un elemento en cualquier conjunto generador de A, en particular en G.
Para el paso inductivo, asumamos que xy* € G para i = 0,...,k con k > 1. Queremos

1Usamos el término SAGBI por las iniciales en inglés de ”Subalgebra analog to Grébner bases for ideals”.

o1
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ver que xy**! € G. Supongamos lo contrario, luego considerando el elemento xy**! en

A, tenemos que xy**! = xy*y, dado que el conjunto minimo de generadores G contiene a
X, XYy, ..., xy* y xyk*tl ¢ G, se sigue que y € G, lo cual es una contradiccién. Por tanto,
xy' € G para todo i > 0. En particular, observe que A no es finitamente generada. O

En lo siguiente, asumiremos que A es una K-algebra finitamente generada. Observe que
esto no implica que in-(A) es finitamente generada. Para construir un ejemplo de esto,
usaremos la proposicién 4.2.

Ejemplo 4.2.1. Sean g1 = x +7VY, g2 = Xy y g3 = xy? polinomios en K[x,y] y sea A =
Klg1, g2, g3]. Considérese un orden monomial < tal que x > y. Afirmamos que in(A)
no es finitamente generada y para ver esto usando la proposicién 4.2 basta ver que los
monomios xy* para todo i > 0 estan en in_(A). Procederemos por induccién sobre i. De
acuerdo al orden monomial <, tenemos que in-(g;) = x, in-(g2) = xy, in-(g3) = xy>.
Por tanto, se sigue directamente que para i = 0,1,2, xy* € in_(A). Sea ahora j > 2y
supongamos que xy ! € in-(A). Luego, xy) = g1(xy'~!) — ga(xy’2) € in-(A). Por
tanto, xy' € in- (A) para todo i > 0. Asf, in-(A) no es finitamente generada.

Por otro lado, si in<(A) es finitamente generada se sigue que A lo es. Esto es conse-
cuencia del siguiente resultado.

Proposicién 4.3. Siin.(A) = Klin.(f1),...,in< (fm)] entonces A = K[f1, ..., Tm].

Demostracion. Sea B = K[fy, ..., fm] y asumamos que B # A. Sea f € A\ B con el monomio
inicial més pequeno. Dado que in- (f) € in- (A) existen enteros a; > 0y ¢ € K, con ¢ # 0,
tal que in.(f) = cinc(f1)® -+ inc(fm)®™. Se sigue que g = f —cf{*---f%m € A con
in-(g) < in-(f). Asi concluimos que g € B, pero entonces f € B también, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto A = B. ]

En el caso de que A sea generado por polinomios homogéneos, entonces A hereda una
graduacién natural de S, donde cada componente homogénea estd dada por A; = AN Sy
para toda i. En esta situacion tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.4. Sea A = K[inL(f1), ..., in (fin )] una K-subdlgebra de S con la propiedad
de que cada i € S es un polinomio homogéneo. Entonces:

Hilba (t) = Hﬂbin< (A) (t).

Demostracion. Dado un entero i y polinomios homogéneos g, ..., gr con coeficiente prin-
cipal 1 tal que in-(g1), ...,in-(gy) es una K-base de in-(A)j, entonces existe una ¢ € K tal
que ya sea g—cgj = 0 o bien in-(g—cgj) < in-(g). En el primer caso habremos terminado;
en el segundo caso asumimos por un argumento de induccién que g —cgj € > 1 Kgx por
lo que concluimos que Hilba (t) = Hilb,_ (A)(t). O
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Sean < un orden monomial en S, fi, ..., f;, polinomios en S con coeficiente principal 1
y in<(f1),...,in< (fin) sus respectivos monomios iniciales; donde in- (fj) = x® para cada j.
Sea H = {hy,...,h;y} C N™ donde h;j = aj, es decir, H es el conjunto de los exponentes de
cada monomio inicial in-(f;), j = 1, ..., m. H es un semigrupo afin al que le asociamos su
anillo de semigrupo que es K[H] = K[in(f1), ..., in (fin)].

Por tanto, considerando el anillo de polinomios R = K[y, ...,ym] podemos considerar
el morfismo 1 : R = K[yy, ..., ym] = Klin<(f1), ...,in(fi,)] y el nicleo de dicho morfismo
que por definicién es un ideal térico, esto es, Jo = ker(1). Dicho ideal térico por el lema
3.1 es generado por un conjunto de binomios.

El resultado siguiente nos da una condicién necesaria y suficiente para garantizar que
f1,...,fm es una base SAGBI de K[fy, ..., fi,] si tenemos ciertas condiciones en los binomios
generadores.

Teorema 4.5. Sean < un orden monomial en S, f1, ..., fm polinomios en S con coeficiente
principal 1 y A = K[fy1,...,fm] la K-subdlgebra de S generada por fi1,...,fm. Sea @ : R =
Kly1,...,yml] — A una presentacion® de A con @(yi) = fi parai = 1,...,m, | = ker(¢p)
el ideal de presentacion de A. Ademds, sea B = Klin<(f1),...,in-(fm)] v Jo = ker()
donde P : R = Kly1,...,yml — B es el morfismo de K-dlgebras con P(yi) = in<(fi) para
i=1,..,m.

Sea Yy — yb1. ..,y — YO wun sistema de binomios generadores del ideal torico Jo.
Entonces f1, ..., fm es una base de SAGBI de A si y sélo si las relaciones y*' —y®1, ...,y —
y°r pueden levantarse a relaciones de A; esto es para cada j existen elementos cg) e K
tales que:

faj _fbj — ch]fa

con inc (f*) < in(f%) para toda a, donde f* = ;"' ---f&m para a = (ai, ..., am). Si las
condiciones equivalentes se cumplen, entonces los polinomios:

G) (ylv"'7ym) = yaj - ybj - th(:l])yaa ] =1..,7
a

generan J.

Demostracion. Supongamos que el conjunto dado de monomios generadores de Jg puede ser
levantado. Mostramos primero que cualquier otro binomio y*—y49 en Jo puede ser levantado.
Con este fin, le damos a R una estructura de anillo Z™-graduado poniendo gr(y;) = ¢; donde
in-(fj) = x9. Con esta graduacién de R, el ideal Jo es Z™-graduado. Asi, y© — y9 es una
K-combinacién lineal de binomios de la forma y8(y® — yPi) con gry® = gry8y®. Esto
implica que in-(f°) = in_ (f8)in_ (f*). Dado que y® — yP puede ser levantado, tenemos:

£ — fbi _ Z Cz(ij)fa

2Es decir, un epimorfismo de un anillo de polinomios con coeficientes en K sobre A.
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con in (f?) < in.(f¥) para toda a.
Se sigue que y&(y® — yPi) se puede levantar, ya que:

e —£P) =y cdref2,

Ahora, dado que f¢—f9 es una K-combinacién lineal de elementos de la forma £8(£% —f£)
y dado que cada uno de ellos es una combinacién lineal de monomios en f; cuyos monomios
iniciales son menores que in (f¢) se sigue que £¢ —f< pueden ser expresados de la misma
forma, en otras palabras y ¢ —y 4 se puede levantar.

Ahora, vamos a mostrar que B = in_(A). Para este fin sea h € A y no cero. Tenemos
que mostrar que in<(h) € B. Dado que h € A tenemos que h = ) _ dqf* con da € K. Si
in.(f*) = in.(h) habremos terminado. En otro caso:

max{in (%) : da # 0} > in- (h).

Sean ai,...,as los exponentes para los cuales in-(f*) es mdximo. Entonces tenemos
S o ‘.
S5 da, =0y asi

S S
D daf =) dg(f—f)
i=1 i=2

Dado que in- (f*') = in (%), vemos que y?! —y? € Jy y dado que todos los binomios
en Jo pueden ser levantados, se sigue que Y ;_; dq,f* puede ser reescrita como una K-
combinacién lineal L de monomios f° en los fj con:

in. (f°) < méx{in_ (f2) : dg # 0}

’ . . ’ S .
Asi, si sustituimos la suma ) ;_; dq f*, la cual es parte de la suma ) , dqf® por la
combinacién lineal L, obtenemos una nueva presentaciéon de h =Y d/f* con:

max{in- (f*) : d) # 0} > in (h)} < méax{in (f*) : da # 0} > in- (h)}.

Unicamente aplicamos un argumento de induccién para concluir la prueba.

Inversamente, asumimos que B = in-(A) y sean y¢ — y4 € Jo. Dado que in_(f¢) =
inc (f4) se sigue que in- (¢ — ) < in_ (%) y con un argumento de induccién como en el
anterior caso tenemos que y© — y9 tienen levantamiento.

Finalmente, mostramos que las relaciones Gj(yi,...,ym) generan a J. Para ver esto,
sea H(y1,....ym) € J con H(yi,...,ym) = X ,cay® un elemento arbitrario. Usando el
hecho de que H(fq, ..., ) = 0 el argumento anteriormente presentado el cual muestra que
B =in-(A) si el conjunto de generadores dado puede ser levantado, también muestra que
moédulo las relaciones Gj(yi,...,Ym) la suma ) , cay® puede ser reescrita como ) , cfy?
tal que:

max{in- (f*) : ¢c; # 0} > in- (h)} < méx{in_ (f*) : ca # 0} > in-(h)}

Asi, por induccion se sigue la conclusion deseada. O
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4.1. Anillos de Hibi

Recordemos que una relacién < sobre un conjunto P es un orden parcial si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva . Decimos asi que la pareja (P, <) es un conjunto parcialmente
ordenado o copo.

Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea H C P, entonces a es una cota
superior de H si h < a para todo h € H. Una cota superior a de H es el supremo de H si
es la minima cota superior de H, esto es, para cualquier cota superior b de H se tiene que
a < b. Denotamos al supremo de H por supH o VH. De manera andloga definimos cota
inferior e infimo , es decir, la maxima cota inferior, la cual denotamos por inf H o bien /AH.
Tanto la notacién de supremo como de infimo estdn justificadas por la unicidad de estos
elementos que se verifica facilmente.

Un conjunto parcialmente ordenado (L, <) es una reticula si sup{a, b} y inf{a, b} existen
para cualesquiera a,b € L. Usaremos la siguiente notacién para sup e inf:

a Vb =supf{a, b}
a/Ab = inf{a, b}

y diremos que /A y V son el infimo y el supremo respectivamente.

Usando un argumento de induccion y las propiedades del orden parcial se verifica facil-
mente que un conjunto parcialmente ordenado (L, <) es una reticula si sup H y inf H existen
para cualquier conjunto finito H no vacio en L.

Definicién 4.6 (Reticula distributiva). Una reticula (L, V,/\) es una reticula distributiva
si se cumple la siguiente igualdad para cualesquiera a,b,c € L: aA(bVc¢) = (aAb)V(a/c).

Ejemplo 4.6.1. Sea P ={p1,...,pn} un copo finito. Un ideal copo 1 de P es un subconjunto
de P que satisface que para todo p € I, si ¢ € Py q < p entonces q € I. Consideremos el
conjunto de todos los ideales copo de P al que denotaremos por J(P). Se verifica facilmente
que J(P) es una subreticula del conjunto potencia de P, por lo que es una reticula distri-
butiva, considerando las operaciones V y /\ como la unién e interseccién respectivamente
y dado que éstas operaciones son distributivas en el conjunto potencia de P se sigue que
J(P) es una reticula distributiva.

Ejemplo 4.6.2. Dado n € N y el conjunto P = [n] ={1,...,n} con el orden usual. Luego,
J(P) esta formado por @, [n] y [k] parak =1,...,n—1. por lo que tendriamos n+1 ideales
en J(P). Dado que para cualesquiera par de ideales I = [k], ] = [{] en J(P) tenemos que
I C J obien J C I se sigue que: I\ ] = [min{k,£}] e [ V] = [méx{k, £}]. I([n]) nos ilustra el
ejemplo tipico de una reticula distributiva.

Un elemento 6 en una reticula distributiva es llamado union irreducible si es diferente
del tnico elemento mas pequeno en la reticula y no puede ser escrito como unién de dos
elementos de la reticula propiamente mas pequenios que 9, es decir, siempre que d = a Vb
se tiene que 8 = a 0 & = b. Un isomorfismo de reticulas L y L’ es una funcién biyectiva
@ : L — L’ que preserva el orden.
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Teorema 4.7 (Teorema de representacion de Birkhoff). Sea L una reticula distributiva
finita y P el conjunto de elementos union irreducibles de L, entonces P es un conjunto
parcialmente ordenado y L es isomorfa a I(P).

Demostracion. Si x € L, sea Iy = {a € P: a < x}. Claramente I, es un ideal de P, es
decir, Iy € J(P). También, si x < x’ en L, entonces Iy C I,/ en J(P) y asi la funcién
@ : L = J(P) dada por @(x) = I preserva el orden. Para ver que ¢ es biyectiva, sea

VP : J(P) — L la funcién que a cada ideal T = {x1,...,xx} € J(P) le asocia el elemento
x = x1V---Vxx € L. La funcién 1 preserva el orden porque si I C J en J(P) eI =
X1, .. oxxty J ={x1,.. ., Xk, ..., X¢}, entonces X1V - VX < X1V VXKV - - VXg. Ahora,
six €L, o(x) Iy = {x1,....,x}y 2z = O(Ix) = X1V -VXy, como Xi < X entonces

z=x%x1V--- VX < X. Para la otra desigualdad, suponga primero que x es unién-irreducible;
entonces, x € I y por lo tanto x < z. Suponga ahora que x no es unién-irreducible; entonces
se puede escribir como x = yjVv ---Vy¢ con los yi unién irreducibles. Asi, y; < x por lo
que yi € Ik y por lo tanto y; < z, de donde se sigue que x =YV --- VY < z. Se tienen asi
las desigualdades x < z 'y z < x y por lo tanto la composicién P o ¢ =id y como Ly I(P)
son finitos, se sigue que @ y 1V son biyectivas. ]

Sea L una reticula distributiva finita y K campo. Definimos el dlgebra libre generada por
L de la siguiente manera: Sea a € L y considerando una copia Ka del campo K definimos
el dlgebra libre generada por L como:

] = @Ka

ael

Obsérvese que L < [L] pues podemos definir una funcién ¢ : L — [L] dada por ¢(a) = 1a.
Consideremos el conjunto G ={ab — (aVb)(a/Ab):a,b € L}de [L] y tomemos I como el
ideal generado por G, entonces definimos el anillo de Hibi, denotado por K[L] como:

Otra manera de ver lo anterior es considerar una indeterminada xq para cada a € L y el
anillo de polinomios K[xq : a € L]. Entonces, el ideal I C K[xq : a € L] generado por los
binomios XqXp — XavbXanb (relaciones de Hibi). Entonces, el anillo de Hibi es el cociente:

Klxq : a € L]/(XaXb — XavbXaAb)- (4.1)

Ejemplo 4.7.1. En el ejemplo 4.6.2, para la reticula distributiva L = J([n]) con n + 1
elementos. Queremos construir el anillo de Hibi de dicha reticula. Obsérvese que en [J([n])]
tenemos n+ 1 elementos generadores, los cuales podemos enumerar de la siguiente manera:

D—1

(1] — x1
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[2] — X9

n] — xn

Sean Ji, J2 ideales de L, como ya se ha observado se tiene que J; C J2 o Jo C J1, entonces
J1Jo—(J1V]2)(J1/\J2) = 0 por lo que el ideal I generado por las relaciones J1Jo—(J1V]2) (J1 /A
J2) para Ji, ]2 ideales de L es el ideal 0. Asi, el anillo de Hibi K[I[n]] = [I(n])] /T = [I([n])]

que hemos visto que tiene por generadores a los elementos 1,x1,X2,...,Xn, €s IJ([n]) =
Klx1, ..., Xnl.
En general, sea P = {p1,...,pn} un copo finito. Consideremos J(P) la reticula de ideales.

Para cada ideal I en J(P) consideramos una variable x; y el anillo de polinomios sobre K
en dichas variables, esto es: T = K[x1 : I € J(P)]. Obsérvese que se tiene asi un anillo de
polinomios en un niimero finito de variables, dado que hay un ntmero finito de variables.
Para cada p; € P elegimos una variable x;, a fin de simplificar la notacién sea xi := xp,
e introducimos una nueva variable s para asi poder considerar el anillo de polinomios
S =KI[x1,...,Xn,Ss].

Sea I € J(P). Para cada p; € I tenemos una variable x1, luego sea x; = Hpiel Xi, asi
podemos considerar el siguiente conjunto de monomios {sx; : I € J(P)}. Dicho conjunto
es un conjunto generador de un submonoide M C S con el producto usual en S y cuyos
exponentes (que son (n + 1)-adas de enteros no negativos) a los que denotamos por h
generan un cono en una reticula ' en Z™!. Note hay tantos vectores h como ideales
[ € J(P). Como en la seccién 3.1 considere el anillo de semigrupo K[M] y el morfismo
suprayectivo @ : T — K[M] dado por x; — sxp. Por la seccién 3.1, ker(¢@) es un ideal
torico al que denotamos por Ppq. Por otra parte, en K[M] sea I el ideal generado por las
relaciones de Hibi y considere el cociente K[M]/I que es el anillo de Hibi K[J(P)]. Entonces,
la composicion T — K[M] — K[M]/I = K[J(P)] es suprayectiva con el mismo nicleo Pp
por lo que K[J(P)] = T/Pm. Al ser K[J(P)] un anillo de polinomios médulo un ideal térico,
se dice que K[J(P)] es un anillo tdrico.

4.2. El anillo de coordenadas de la variedad Grassmanniana

Consideremos un K-espacio vectorial de dimensién finita V, digamos n. Podemos gene-
ralizar las ideas con las que construimos el espacio proyectivo P™ y ver el espacio proyectivo
P(V) como el conjunto de todas las rectas en V que pasan por el origen, esto es, los subes-
pacios vectoriales de dimensién 1. Si en lugar de tomar uUnicamente los subespacios de
dimensién 1 consideramos los subespacios de dimensién, digamos m < n, podemos tomar
el siguiente conjunto:

G(m,V) ={W C V:W es subespacio de dimensién m de V}.
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Recuerde ahora que la potencia tensorial m-ésima de V es el espacio vectorial:
T"V=V®¢---®xV

con m factores. Consideremos ahora, el subespacio M C T™V generado por los tensores
de la forma u; ® - - ® u;m € T™V con u; = u; para algtin par i # j. Podemos asi, formar
el K- espacio vectorial cociente T™V M al que denotamos por A™V y llamamos m-ésima
potencia exterior. Sivi ® -+ ® vin, € T™V usaremos la siguiente notacién:

VA AV =V Q- Qv + M e ATV

Todo elemento de A™V es una combinacién lineal finita de elementos vi /A --- A vy, a los
que llamamos tensores alternantes.

Lema 4.8. Usando la notacion previa tenemos que:
(1) Sienv=vy/\---Avy hay dos factores repetidos tenemos que v =0
(2) vi A+ Avy =0 si y sdlo sivi,...,vm son linealmente dependientes.

(3) Si o€ Sm, el grupo simétrico en m letras, entonces

Vo (1) ARER /\vo‘(m) = Sgn(o‘)vl ARER: /\Vm.

(4) dim(A™V) = () con base dada por los elementos de la forma ei, N\--- Ney, para
1<y << -iim <N, donde eq,...,en es una base del espacio vectorial V.

Demostracion. (1) Es inmediato de la definicién de producto /\, pues si hay factores
repetidos en vi A -+ Avy, tenemos que vi ® - -+ ® vip, € My por tanto v = 0.

(2) Supongamos que vi, ...,V son linealmente dependientes, entonces podemos expre-
sar algin v; como combinacion lineal de los demas elementos. Sin perder generalidad,
supongamos que: Vi = V1 + oVe + - - - + Xm—_1Vm—1. Luego, sustituyendo vy, y
desarrollando el producto 7\, tenemos:

VIA AV 1 AV = 0 (ViA AV 1 AV o ot (VA AV AVi—1).

Dado que en cada uno de los m — 1 términos del lado derecho hay elementos v;
repetidos, tenemos por (1) que vi A --- Avy =0.

Para la otra implicacion, por contrapositiva supongamos que Vi, ...,V son lineal-
mente independientes, queremos ver que vi/\- - - Avy, # 0. Procedamos por contradic-
cién y supongamos que vi/\---Avy, = 0, entonces por definicién vi ® - - - vy € My
por tanto para algin par i,j, 1 #j en{l,...,d} se tiene que vi = vj, lo que contradice
el hecho de que vy, ..., vy son linealmente independientes.
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(3) Procederemos por induccién sobre el niimero de transposiciones en que se descompone
0. Observe que si m = 2 se tiene:

0= (1 4+ve) A(vi+Vv2) =vi Avi+Vvi Ava+ vy Avi+ vy Avg
por lo que vo Avy = —v; /A vy, De este hecho se sigue que si 0 es una transposicién

se cumple la condicién.

Para el paso inductivo sea ¢ permutacién (que no es una transposicién), tenemos
entonces que podemos expresar a ¢ como producto de transposiciones. Supongamos
que la propiedad se cumple para cualquier permutacion que se expresa como producto
de k transposiciones, donde k es menor que el niimero de transposiciones en que se
descompone 0.

Sean vi,...,vim € A™V y sea 0 € Sy, luego podemos expresar a ¢ como 0 = UT
donde p es una transposicién y T es un producto de transposiciones (menos que el
numero de transposiciones en los que se descompone o), luego:

Vo(1) N AVe(m) = Vi) N AVirm) = V(1) N AVe(m),

donde esta tltima igualdad se cumple dado que [ es una transposiciéon y genera un
cambio de signo en el producto.

Luego, usando la base de induccién se tiene:
_VT(l) ARER /\VT(m) = — Sgn(T)Vl ARER /\Vm
y como sgn(o) = sgn(p) sgn(t) = —sgn(t), concluimos que:

Vo) N - AVg(m) =sgn(o)vy A= Avp.

(4) Sea{ei,...,en} una base de V. Primeramente tenemos que cualquier tensor v e A™V
es combinacion lineal finita de expresiones de la forma vi A--- Avy, y dado que cada
vector vi,...,vq puede expresarse en términos de la base {ei,...,en}, usando las

propiedades bésicas del producto /\ podemos expresar a v como combinacién lineal
de elementos e;, A ---/A\ei, paral < i3 <iz < - iy < N, una vez que éstos son
ordenados. Observe por otro lado que el conjunto:

{611/\-“/\611“:1 <hi<ig<---im gn}
tiene ( :1) y por la parte (1) y (2) del lema es linealmente independiente. Asi, se tiene

que {ei; A---ANei, 1 <1 <ip <-- i < n}es una base de A™V y por tanto
dim(A™V) = (:1) O
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La inmersién de Pliicker
Consideremos ahora la siguiente funcién:
@:G(m,V)—=P(A™V)

que esta dada de la siguiente manera: consideremos un subespacio vectorial W de dimensién
m con B = {wq,...,wn} una base y tomemos el elemento 0 # wi; A --- Aw, € ATV,
Queremos ver que el punto Wi A --- Awm] € P(AYV) no depende de la base elegida sino
solo del subespacio W. Para ver esto, tomemos otra base B’ ={w],...,w/ } y veamos que
los elementos w1 A -+ Awm vy wi A--- Aw], sélo difieren por el determinante & de la
matriz de cambio de base de W, esto es, por un escalar no cero § € K*. Entonces, el punto
W] € P(A™V) que corresponde al punto wi /\ - - - A wy, estd univocamente determinado
por el subespacio W y no depende de la eleccién de la base de W. Asi, tenemos la funcién
definida por @(W) = [W].

Proposicién 4.9. ¢ : G(m, V) — P(A™V) es inyectiva.

Demostracion. Para ver que @ es inyectiva veamos que tiene inversa por la izquierda. Sea
p: P(A™V) — G(m, V) dada por p([w]) ={ve V:vAw =0 & A"V}, Queremos ver
que po @ =id.

Sea W € G(m, V) con base B ={wi,...,wm}, de modo que [wy /\--- Awp] = @(W).
Dado que para cualquier w € W el conjunto {w,wq,...,wn} es linealmente dependiente,
por el lema 4.8 se tiene que w Awi A+ Awy =0, asi W C po o(W).

Por otro lado, siv € po@(W) entonces v/AW1 /- - - Aw = 0. Luego, extendemos el con-
junto linealmente independiente {w1, ..., W }aunabase B = {w1,..., W, Wmi1,...,Wn}
de V y asi, podemos escribir a v como

n
V= E aiwi
i=1
Por lo tanto, tenemos:

n
<Zaiwi> Awi /A Awpn =0

i=1
con ai € K. Distribuimos usando las propiedades del producto /. Luego, a; = 0 para todo
1> m; entonces: v = a1wy + - - - + aqWm, es decir, v € W. Asi, po (W) C W. De todo lo
anterior tenemos que p o (W) =W, esto es, p o @ =id. Por lo tanto, @ es inyectiva. [J

La funcién ¢ de la proposicién anterior es conocida como la inmersion de Plucker y
nos permite ver a la Grassmanniana G(m, V) como un subconjunto del espacio proyectivo
P(A™V).

Lema 4.10. Sea w € A™V y considere la funcion lineal @, : V. — A™TYV dada por
©w(v) =wAv. Entonces: 0 £w € A™V es descomponible si y sélo si dimy (ker @+,,) = m.
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Demostracion. Supongamos que 0 #w € A™V es descomponible. Entonces tenemos que
w=w; A+ Awy, con w; € V. Por el lema 4.8 tenemos que wq, ..., Wy, son linealmente
independientes. Ademéas, 0 = w Aw = wAw; A--- Awpy, por lo que tenemos que
Wi, ...,Wn forman parte de una base del ntcleo de @, entonces dimy (ker @,,,) > m.

Por otro lado, supongamos que dimg (ker @,,) > m. Sea {vi,...,vs} una base de
ker @, y completémosla a una base de V, digamos {vi,...,Vs,Vst1,--.,Vn}, asumiendo
que dimV = n. Luego, al tener ya una base de V se sigue que podemos escribir a w en
términos de una base de A™V:

w = E ail..‘imvil/\---/\vim.

I<ii<--<ipEm

Dado que:
(pw(vi) = Z ail...imvil /\"'/\Vim /\Vi =0
I<ii<-<im<m
parai€{l,...,s}, pues vi,...,vs € ker(pw), se sigue que {1,...,s} C{i1,...,im} cuando

ai,...i,, 7 0, por lo que s < m, pero dada la suposicién de que dimg (ker @,,,) > m, tenemos
que s = m. Por tanto, podemos escribir a w como w = avi A --- Avy, con & € K. Por
tanto, w es descomponible. O

Observacion 4.11. Por el teorema de la dimensién y de acuerdo al lema 4.10 tenemos que
0 #w € A™V es descomponible si y sélo si rang(@,,) < n—m.

Hemos visto que bajo la inmersiéon de Plucker podemos ver a la Grasmaniana dentro
del espacio proyectivo, veremos que de hecho, su imagen es una variedad proyectiva.

Teorema 4.12. ¢(G(m,V)) C P(A™V) es una variedad proyectiva.

Demostracion. Probaremos que @(G(m,V)) es cerrada en P(A™V). Para ver esto consi-
deremos la funcién @ : A™V — Homg (V, A™+1V) dada por ®(w) = ¢, que claramente
es lineal. Por tanto, las entradas de la matriz asociada [¢.] son coordenadas homogéneas
en P(A™V) y @(G(m,V)) es la subvariedad de P(A™V) definida por la anulacién de los
menores de tamano > n — m de dicha matriz. Por lo tanto, la imagen de la inmersién de
Plucker es cerrada en P(A™V). O

4.2.1. Las relaciones de Pliicker

Otra manera de ver la inmersion de Pliicker es la siguiente: escojamos una base eq, ... en
de V. Entonces, los vectores de la forma ej, /\--- /ey conl<i <- - <iym <n forman
una base de A™V y asi, todo 0 # w € A™V se puede escribir de forma tnica de la siguiente
manera:

w = Z pil...imeil/\---/\eim

i1<---<im
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donde los coeficientes pjy,...i,, no son todos cero, pues w # 0. Se dice que éstas son las
coordenadas de Plucker del punto [w] € P(A™V).

Podemos ahora describir la inmersiéon de Plucker ¢ : G(m,V) — P(/A™V) escogiendo
una base wi,...,w, de W € G(d,V) y escribimos cada w; en términos de la base y
€1,...,en de V:

Wi =X11€1 + -+ Xinén

Wy = X21€1 + -+ Xoneén
(4.2)

Wm =Xmi1€1 + -+ Xmneén

Entonces tenemos @ (W) = w1 A+ Awpnl = [(x11€1+ - +x1nen) A A(xmier +- -+
Xmnen)]. Al desarrollar en el lado derecho, tenemos que sélo quedan los términos de la
forma ej, /\---/Aei, con indices diferentes, donde cada ei; se puede elegir en cualquiera de
las m expresiones entre los paréntesis del lado derecho. Consideremos el grupo simétrico
Sm y una permutacién o € Sy, de los m indices. Podemos suponer que 1 < -+ < iy
mediante dicha permutacién, afectando al sumando con ej, /\--- /ey por el factor sgn(o).
En cada sumando ej, /\---/\e;, se pueden escoger los coeficientes de e;, en cada uno de los

paréntesis del lado derecho para la expresién de @ (W) como Xii,, ..., Xmi,. Similarmente
para ei, sus coeficientes pueden ser Xii,, ..., Xmi, y 10 mismo para los otros vectores e;.
Tomando en cuenta el reordenamiento i; < - -+ < i, mediante la permutaciéon o, cada una

de las elecciones de los factores de e, /\--- /e aporta el coeficiente Xg(i,)i, = * Xo(in)im
y al final se suma sobre todas las elecciones o € S;,. Denote por I;,[n] al conjunto de

(i1,...,1im) con 1 <1i; < n y diferentes dos a dos. Luego, se sigue que:
(W) = Z (Sgn(o) (Xc(il)il o 'Xc(im)im)) ey, N\ Nei, (4.3)
i=(i1,.,im)€lg ]
o€Sy

donde las sumas internas, que son las coordenadas de Plucker, son determinantes de sub-
matrices cuadradas de de la matriz X = (xi;) de tamano m x n formada por los coeficientes
(4.2) que expresan los w; en términos de los e;:

X111 X122 - Xin
X21 X222 -+ Xon

X=| (4.4)
Xml Xm2 ~°° Xmn

y estas submatrices de tamano m x m denotadas X;j escogen m columnas de X usando la
m-ada ordenada i = (i1,...,1m). Las coordenadas de Plucker de W son los menores

Pi=Piy,.im = det Xy (4.5)
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Observe que un cambio de base sélo cambia estas coordenadas por un factor no cero,
que seria el determinante de la matriz de cambio de base. La inmersion de Plucker es el
morfismo dado para W € G(m, V) mediante:

eW)=1L..,pi,...] e ((A™V)

variando i = (i1,...,im) € Iimnl, donde Iiyin] = {1 = (i1,...,im) : 1 < 11 < ip <
<+ < iym < n}es un conjunto de indices para los basicos de A™V. El resultado principal
determina los puntos de P(/A™V) que pertenecen a la variedad de Grassmann G(m, V). A
fin de probar este resultado considérese primeramente la siguiente observacién:

Observacion 4.13. Podemos considerar un caso particular del lema 3.10 para t = 1, esto
es, intercambiando sélo un elemento arbitrario del menor [j; - --jm], digamos jy, con el
elemento i, del menor [i; - - -i;,]. Para ello, primeramente consideramos la permutacién o
que cambia elemento j, con jn, 1 y asi sucesivamente hasta tener jy en la primera posicién,
por lo que sgn(o) = (—1)" y asf las relaciones de Plucker son de la siguiente manera:

m
D (=DMir - Amaindlr - dnorimingt o jml =0 (4.6)
h=1

O bien, podemos escribirlas como:

m—+1
S (=D™Mis - imetjndln e he s Jmimet] =0 (4.7)
h=1

donde iy, ...,im—1,]j1,--+,jm=+1 estan en {1,.. .A,n} y la accién de quitar el elemento jy, del

menor [j1 - jn -+ jmjm=+1] lo denotamos por jp.

Teorema 4.14 (Relaciones de Pliicker). Sean V un espacio vectorial de dimension n y
1 < m < n un entero. Un punto W] € G(m,V) si y sdlo si satisface las relaciones de
Pliicker del lema 3.10:

Z Sgn(o—)[i’l) LR 71.'5—17 O—(is)) L] O-(lm)][o-(]l)a cecy G(js)Js—l—h LR 7]m] — 0
ceS/S’

Demostracion. Primeramente, sea [W] € G(m, V). Hemos sefialado anteriormente que [W]
es visto en P(A™V) como un vector coordenado en (:1) coordenadas de Plucker, esto es,
se tiene que (W) = [W] = [...,py,...], donde p; son menores de tamano m variando
i = (i1,...,im) € I;mml. De acuerdo al lema 3.10 tenemos que los menores de rango
méximo m satisfacen dichas relaciones, por lo que las coordenadas de [W] las satisfacen.

Inversamente, queremos ver que todo punto que satisface las relaciones de Plucker
proviene de un elemento de G(m, V).

Seaq=1[...,qi,...] en P(A™V) que satisface las relaciones de Plucker, entonces qs # 0
para algtn s en I, [n]. Dado que estamos considerando coordenadas homogéneas, podemos
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asumir que qs = 1. Definimos la matriz A de m x n como A = (@ix) = qs;,....sp_1.i,50,..5m+
observe que la matriz que resulta de elegir las sy, ..., s;y columnas de A, denotada por A,
resulta ser la matriz identidad de m x m, pues por definicién si i = k, tenemos aj = 1
y cero en otro caso. Asi, A tiene rango m y representa un subespacio U en G(m,V).
Queremos ver que @(U) = q, o bien, en términos de coordenadas: @;(A) = q; para todo
j € Im[n], donde @;(A) es la j-ésima coordenada de Plucker. Probaremos esto en base a la
cardinalidad de j Ns v de forma descendente. Por tanto, comenzamos en el supuesto de que
j = s, entonces @;j(A) =det(Ag) =1 =(qs. Sij = (s1,...,5k—1,1,Sk+1,-..,Sm), entonces
por la definicién de A tenemos que @;(A) = aix = gj, por lo que el resultado se sigue si
#{jNs} > m— 1. Ahora, tomemos j € I,nn] y observe que por la forma en que escribimos
las relaciones de Plucker en la observacion 4.13, tomando (S1,...,Sm—1) ¥ (Sm,j1,---,)d)
y recordando que el punto q satisface dichas relaciones por hipétesis, tenemos:

qsdj £ ) qsqy =0.

donde #{s Nj’} > #{s N j}, pues alguna entrada en (j1,...,jm) que no estd en s ha sido
reemplazada por s, en i’ Asi, por hipétesis de induccién se sigue que g = @;/(A).
Observe que dado que s y s’ difieren por sélo una entrada, tenemos que qs/ = @g/(A).
Hemos probado que A satisface las relaciones de Plucker, por lo que:

Os(A)@j(A) £ ) s (A)ey(A) =0.

Concluimos, entonces que:

0s(A)@;(A) = qs4;,

y dado que @s(A) = 1 = (s, tenemos que @;(A) = gj. Asi, dado que A es la matriz
que representa a U € G(m, V), tenemos que todo punto q que satisface las relaciones de
Plucker proviene de un subespacio U en la Grassmanniana G(m, V), lo que concluye la
prueba. O

Para la matriz de indeterminadas X = (xi;) de tamafno m x n considere el anillo de
polinomios en mn indeterminadas con coeficientes en K:

KIX] = Klx11,X12, - - -5 X1n, X215 - -+ X2n5 - -+ Xmls - -+ Xmnl
Por el teorema 4.14 el anillo de coordenadas de la variedad de Grassmann G(m,V) es:
K[G(m, V)] = KI[X]/I(G(m, V)).

que es generada como algebra por los menores de rango méaximo m de X que satisfacen las
relaciones de Pliicker.
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Observacion 4.15. Si en el teorema 3.10 consideramos i = (i1,...,im), j = (j1,...,jm) en
I;n[n] entonces para cualquier entero 1 < s < m y tomando el grupo de permutaciones
S=S(1,...,im,Jj1s--+,jm), podemos escribir las relaciones de Plucker como:

2 PoPo(j) =0.

o€ES

Y para cada s tal que 1 < s < my cada par i, j hay a lo mas m relaciones de Plucker.

Ejemplo 4.15.1. Consideremos el caso particular de la Grassmanniana G(2,4) C P(A?V) =
P°. A fin de caracterizar a G(2,4), queremos obtener las relaciones de Plucker. Debemos
considerar entonces de acuerdo al lema 4.14 y la observacién 4.15 dos sucesiones i, j en
Io[4]. Por la condicién de orden que tenemos en las sucesiones de enteros tenemos 7que
hay 6 posibilidades, que son (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4). Elegimos un m tal
que 1 <m < 2yunpar i, j. Param=1yel pari= (1,2),j = (3,4) tenemos el
grupo de permutaciones S = 87(1, 3,4) que consta de 3! = 6 permutgiciones. La identidad
nos genera el elemento py2p34 y ahora consideramos las permutaciones que intercambian
subconjuntos no vacios de {1} con subconjuntos no vacios de {3, 4}, por lo que tenemos dos

de ellas (transposiciones) que surgirian de intercambiar al elemento 3 con 1 y 4 con 1, esto

€sS:
1 3 4
01_(13)_<3 1 4)

wmun= (33

Aplicando ambas a los pares i, j, tenemos:

o1(i) = (3,2)

01(j) = (1,4)

o2(i) = (4,2)

02(j) = (3,1)
Dado que ambas permutaciones son impares, tendremos que corresponden a elementos con
signo —, que son respectivamente: —p14p23 ¥ —P1,3P24. Procedemos ahora con s = 2
y el mismo par i = (1,2), j = (3,4). Ahora tenemos el grupo de permutaciones § =

S(1,2,4). Nuevamente tenemos 6 permutaciones y ademéds de la identidad, consideramos
las que intercambian subconjuntos no vacios de {1, 2} con {4}. Asi, tenemos las siguientes
1

dos transposiciones:
4

2

2
1 2 4
02:(24):<1 4 2)
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Aplicando ambas a los pares i, j, tenemos:

01(i) = (4,2)
o1(j) = (3,1)
oz(i) = (1,4)
02(j) = (3,2)

Nuevamente dado que ambas permutaciones son impares, tendremos que corresponden a
elementos con signo —, que son respectivamente: —P1,3P2,4 Y —P1,3P2,4- Hemos obtenido
los mismos elementos del caso s = 1. Entonces la unica relacion no trivial de Plucker es:

P1,2P34 — P1,3P2,4 + P1,4P2,3 = 0.

Asf, G(2,4) es el conjunto de ceros de un polinomio cuadratico en P°. Esta hipersuperficie
cuadrica se conoce como la cuddrica de Klein.
4.2.2. Una base SAGBI para el anillo de coordenadas de la Grasssman-

niana

Consideremos un campo K y X = (xij)i=1,..,m;j=1,..,n una matriz de indeterminadas.
Denotamos por K[X] al anillo de polinomios sobre K con indeterminadas xi; y a A la K-
subalgebra de K[X] generada por todos los menores maximos de X, es decir, A es el anillo de
coordenadas de la variedad Grassmanniana de los K-subespacios vectoriales de dimensién
m de K™. Queremos estudiar al anillo A mediante su algebra inicial con respecto al orden
lexicografico inducido por el orden de las variables:

X11 > X12> > XIn >X91 >X92 >+ >Xml > Xm2 > > Xmn

Por convencién denotamos el menor méaximo de X con columnas 1 < a;j <ag <---<n
por [ai,...,am]. Entonces:

inc [ab sy aml = Xla;X2as " Xmam -
En el conjunto £ de todos los menores maximos definimos un orden parcial:
[al,...,am] < [bl,...,bm]

si y sélo si a; < by para todo i. Este conjunto parcialmente ordenado admite infimos y
supremos; de hecho tenemos que:

[al, ceey Clm] V [bl, e ,bm] = [méx{al, bl}, e ,méx{ambm}]

[al, ey am] N\ [bl, PN ,bm} = [ml’n{al, bl}, PN ,méx{ambm}].
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Es claro que £ es una reticula distributiva con infimo y supremo como hemos descrito.
En lo siguiente de la seccién fijaremos un orden monomial diagonal <. Sea B la K-algebra
generada sobre K por los monomios iniciales de los menores méximos de X. Nuestro obje-
tivo es encontrar una base SAGBI de A, es decir, probar que B ~ in_(A). Primeramente
introducimos las relactones de Hibi.

Sea T el anillo de polinomios sobre K en las variables ts con 6 € £L y sea{: T — B el
homomorfismo de K-dlgebras tal que P (ts) = in-(8). Observe que las relaciones de Hibi
definidas como sigue:

ts, ts, — tsveats As,

donde 01, 62 € £ pertenecen a | = ker.

Usando el teorema 4.5 tenemos el resultado que nos permite obtener una base SAGBI
de A:

Teorema 4.16. Los menores mdzximos de X forman una base SAGBI de A. En otras pala-
bras, B =in_(A).

Demostracion. Aplicamos el teorema 4.5 para mostrar que las relaciones de Hibi pueden
ser levantadas. Para ver esto usamos el hecho de que cualquier producto de dos menores in-

comparables puede ser rectificado. Esto quiere decir lo siguiente: Sean 81 = [a1, as, ..., Qm]
y 82 = [b1,ba,...,bm] dos menores incomparables (con respecto al orden parcial dado en
L). Entonces 81,02 pueden ser escritos como una combinacién lineal £ de productos de
menores [C1,Co,...,Cmlld1, do, ..., d] satisfaciendo la siguiente condicién:
lc1,¢,...,cm] < [dy,do,...,dm]
[Cl, Coyenny Cm] < [Im’n{al, bl}, . ,ml’n{am, bm}]
La sucesién (¢q1,¢2,...,Cm,d1,ds, ..., dm) se obtiene de la sucesién (aq, as, ..., am, b1, ba,

..., bm) por medio de una permutacion.

Entre los sumandos potenciales en £ tenemos también (81 /\d2)(81V d2). El hecho crucial
a observar es que cualquier producto de menores maximos oT satisfaciendo la condicién
anterior el cual es diferente de (81 /\ 82)(81 V 82) tiene la propiedad de que in<(07T) <
in(8182) = in<((61 A\ 82)(81V 82))

En efecto, sea k un entero tal que: ¢; = min{ai, bi} y di = méx{ai, bi}. Nbtese prime-
ramente que debido a la segunda condicién descrita anteriormente y la eleccion de k, la
secuencia (Ck,...,Cm,dk,...,dm) v la secuencia 8§ = (ay,..., Qm, bx,...,bm) coinciden
via una permutacién de sus elementos. Si ¢ # min{ay, bk}, entonces la primera condicién
implica que cx < min{ay, bk}, lo cual es imposible pues ¢y € 8. Asumiendo sin perder
generalidad que ax < by tenemos entonces que ¢x = ay y dx # max{ay, bk}. Suponemos
que di < méx{ay,bk}. Si dx = ay llegamos a una contradiccién dado que ci y dyx son
elementos diferentes de la secuencia 8§ mientras que ay es el Unico elemento méas pequeno
en 8, Por otro lado, si dx < max{ay,by}y dy # ax, entonces existe j > k con aj < by tal
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que dyx = aj. Se sigue que a1 < aj < by < by, asi que min{ax41, bry1} = axy1. Esto
implica que:
ax = Cx < Ckq1 <min{ay 1, bry1} = axq1.

Se sigue que cx41 = ax41 dado que entre ax y axy1 no hay otro elemento de la secuencia
8y cx41 pertenece a esta secuencia. Procediendo de la misma manera obtenemos que:

aj—1 = Cj—1 < Cj < min{aj,bj} = qj

Asi, se deduce como antes que ¢; = aj. Dado que también tenemos que di = aj se sigue que

a; aparece dos veces en la secuencia Cy,...,Cm,dk,...,dmn la cual es una permutacion de
la secuencia 8. Sin embargo, a; aparece exactamente una vez en la secuencia (ay, ..., am)
y no puede aparecer en (by,...,bny) dado que aj < by < ... <bmp.

Se concluye que dy > mdx{ay, by}. Ahora, se tiene que:

ine ((61 A02)(01V02)) =X1,a;X1,b1 """ Xk—1,a_; Xk—1,by_ Xk,ay Xk, by * * *

N (0T) =X1,a,X1,b; " Xk—1,ar_; Xk—1,br_1 Xk,ap Xk,dy ** *

con dyx > by. Esto muestra que en efecto in- (01) < in. (81 /\d2)(61V 82). Dado que 6169 —
[ = 0, el monomio inicial de 6105 debe cancelarse con el monomio inicial de un sumando
en [. Sin embargo, por lo que se ha visto este sumando tiene que ser (81 A d2) (81 V 82). Asi
(61 /A 832)(81 V 82) de hecho aparece en £ con coeficiente 1. Se sigue que:

8182 — (81 A\ 82)(81V 83) =

donde £/ = 1—(61/\82)(81Vd2) es una combinacién lineal de productos de menores méaximos
0T con in-(0T) < in(6182) como se queria. O

4.3. Perspectivas

Consideremos V un K-espacio vectorial de dimensién n. Supongamos que V tiene aso-
ciada una forma bilineal no degenerada y alternante, digamos b : V x V — K. Se dice que
V es un espacio vectorial simpléctico y la forma bilineal asociada es una forma simpléctica.

Dado que b es alternante, b(x,x) = 0 para todo x € V se sigue que b es antisimétrica.
En efecto: Sea x,y € V, entonces 0 = b(x +y,x+y) = b(x,x) + b(x,y) +b(y,x) + b(y,y)
de donde b(x,y) = —b(y, x). Dado que el espacio vectorial V tiene dicha forma bilineal
alternante y no degenerada b se sigue que dim(V) = 2n para n un nidmero natural.

Tomemos un caso particular, supongamos que V es de dimensién 1 y que car(K) # 2y
sea {x} una base de V, luego como b es antisimétrica tenemos que b(x,x) = —b(x, x) por lo
que b(x,x) = 0 luego para cualquier elemento v € V tenemos que v = Ax con A € K entonces
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b(v,x) = b(Ax,x) = Ab(x,x) = 0 pero x # 0 pues {x} es base de V, lo que contradice el
hecho de que b es no degenerada.

En general, si car(K) # 2 y dado que b es alternante la matriz de la forma bilineal,
digamos A es antisimétrica, esto es A = —At. Digamos que dim V = m, entonces:

det(A) = det(AY) = (—1)™ det(A") = (—1)™ det(A). (4.8)

Dado que b es no degenerada, la matriz A es invertible y por tanto det(A) # 0, entonces
(—1)™ =1y por tanto m debe ser par.

Queremos considerar Grassmannianas que estén relacionadas con la forma bilineal b.
Consideremos subespacios W de V de dimensién d < 2n que cumplan la siguiente condicién:

Siw,w’ € W C V entonces b(w,w’) = 0. Es decir, la forma bilineal b restringida a W
es 0. Dichos subespacios W que satisfacen esta condicién los llamamos isotrdpicos.

En principio estos subespacios tienen dimensién a lo mas 2n, sin embargo, se prueba
que podemos acotar de forma mé&s precisa la dimensién de todos los espacios isotrépicos
de V que serd a lo mas n.

En efecto, sea W un subespacio isotrépico de V. Entonces W ¢ W+, Dado que dim V =
dim W+dim W+ > 2dim W, esto tltimo pues W € W, asi se sigue que dim W < n donde
dimV = 2n.

Estamos interesados en los subespacios isotrépicos de dimensién maéaxima, es decir,
aquellos de dimensién n. Llamamos a estos subespacios subespacios Lagrangianos.

Consideremos ahora la Grassmanniana G(n, 2n), es decir, el conjunto de los subespacios
vectoriales de dimensién n de V, donde la dimension de V es 2n y consideremos el conjunto
L(n,2n) de todos subespacios Lagrangianos de V:

L(n,2n) ={W e G(n,2n) : W es isotrépico C G(n,2n)}. (4.9)

Queremos ver que también es una variedad algebraica, la llamada variedad Lagrangiana-
Grassmanniana. Por otro lado, tal y como se ha visto en el ultimo capitulo, podemos
obtener otra descripcién de la Grassmanniana partiendo de una base de W, digamos B =
{w1,...,wn}y enviando dicha base mediante la inmersién de Plucker al punto [wy A--- A
wn] € P(A™V), por lo que:

Gn,2n) ={wi A---Awp, € P(A™V) :wq,...,wy son linealmente independientes}.
(4.10)
De la misma manera, podemos obtener una descripcion de la Lagrangiana-Grassmanniana
considerando que los subespacios W de L(n, 2n) son isotrépicos, es decir la forma bilineal
b restringida a W es 0. Esto basta con garantizarlo en una base de W, por lo que:

L(n,2n) ={wi A--- Awy € G(n,2n) : b(wi,w;) =0, Vi,j} (4.11)

Tomando el espacio simpléctico V, considérese la potencia exterior A™V y el mapeo
lineal f: A™V — A" 2V (una contraccién) dado por:

WIA - Awn e > EbWe, wdwi A AW A AW A Awy =0, (4.12)

I<r<s<n
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donde W denota que dicho término es omitido. f es lineal y podemos considerar su nicleo,
digamos E. Sea PP(E) la proyectivizacién de E, entonces bajo la inmersién de Plucker P(E)
es un subespacio cerrado e irreducible de P(A™V) y estd definido por polinomios lineales
homogéneos, esto es P(E) = Z(g1,...,9n), el conjunto de ceros de polinomios lineales
homogéneos g1, ..., gn sobre el campo K. La Lagrangiana-Grassmanniana resulta ser los
puntos en comun de P(E) con la variedad Grassmaniana, teniendo asi que es una variedad
algebraica.

Lema 4.17. L(n,2n) = G(n,2n) NP(E).

Demostracion. Por la definicién de L(n,2n) se sigue claramente la primera contencién.
Para la otra contencién tomemos w € G(n,2n) NP(E), asi w es la clase de equivalencia de
vi /A -+ Avy donde vi, ...,V son linealmente independientes y f(w) = 0, esto es,

fw) = > by A AV AAGA - Avy =0

1<i<j<n
por lo que b(vi,v;) =0 para todos 1 <1< j <ny por tanto w € L(2,1n). O

Observacion 4.18. Dado que P(E) = Z(g1,...,gn) v la Grassmanniana estd generada por
los polinomios cuadréticos de Plucker, digamos G(n,2n) = Z(f1,...,fm ), entonces:

L(n,20) = Z(f1,..., fnt G- ON)- (4.13)

Asumiendo K algebraicamente cerrado tenemos que existe un hiperplano H C P(E) tal que
L(n,2n) € H. Para este hiperplano H existe un polinomio lineal homogéneo h tal que
H = Z(g1,...,gn,h) con {gi,...,gn, h} un conjunto minimo de generadores. Por tan-
to, los ideales asociados satisfacen: 1(Z(g1,...,gn,h)) C LI(Z{f1,...,TM,91,---,9gN)) =
\/(fl, oo tM, 91,00, 9N) = (F1, ..o, T™M, 91, - - -, gN - Esta dltima igualdad se satisface por-
que L(n,2n) es irreducible. Por tanto:

hel(Z{(g1,...,gn, ) C (f1,.. ., TM, 915+ -, gN) (4.14)

y dado que h es lineal, se sigue que h € (g1,...,gn), lo cual es una contradiccién.
Esto es, es un ideal radical y por tanto es el ideal de anulacién de la variedad Lagrangiana-
Grassmanniana.

Asi, una idea para un trabajo posterior puede ser buscar una Base SAGBI del anillo de
coordenadas de la variedad Lagrangiana-Grassmanniana.



ANILLOS CONMUTATIVOS GRADUADOS

Notacion y terminologia

En el desarrollo de este trabajo consideraremos sélo anillos conmutativos y con uno, a
menos que se especifique lo contrario. Usaremos K y K[x1, ..., xn] para denotar a un campo
arbitrario y al anillo de polinomios en n indeterminadas, respectivamente.

A.1. Anillos de polinomios

En esta seccion introducimos algunos conceptos y propiedades importantes del anillo
K[x1,...,xn], asi como también de sus ideales. Asumiremos la teoria bésica de anillos en
general. Considerando la estructura de campo de K y las operaciones usuales en el anillo
Klx1, ..., xn]: suma y multiplicacién por escalar, es facil verificar que K[x1, ..., xn] es un K
espacio vectorial. Los elementos basicos son de la forma:

an

ai
Xl cXn

Con a; € N. Dichas expresiones las llamamos monomios . Asi, un elemento arbitrario en
K[x1, ..., Xn] es una combinacién lineal finita de monomios y es llamada polinomio. Por
tanto, el anillo K[x1, ..., xn] serd referido como el anillo de polinomios en n indeterminadas.

Por convencién, en un monomio omitimos los factores con exponente cero y denotamos
por 1 al monomio en el cual toda a; es igual a 0.

A fin de simplificar notacién, en ocasiones escribiremos x? para denotar al monomio
x{t---x@n, donde a = (ay,...,an) € N™.

Asi, podemos escribir un polinomio f € K[xq, ..., xn] como:

f= Z = Cax?

acNn

donde c, € Ky ¢y = 0 para casi toda a, es decir, salvo un ntimero finito de ellas.

71
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Sea sop(f) = {x® : ca # 0}. Por lo dicho anteriormente este conjunto de monomios es
finito y lo llamamos el soporte de f.

Obsérvese que sop(f) = 0 si y sdlo si f = 0. Por tltimo, es preciso recordar la definicién
formal de las operaciones suma y producto de polinomios que dan estructura de anillo a
K[Xl, ...,Xn].

Sean:

f= Z = Cax?

acNn
g= ) =dax®
acNn
Entonces, definimos la suma y producto respectivamente:

frg= ) =(catdax
acNn

Para la multiplicacién, primero recuérdese que la multiplicacién de dos términos esta dada
por: cx? - dxP = cdx2t+P

Dado que un polinomio es una suma finita de estos términos, podemos generalizar de
lo anterior el producto de dos polinomios dados:

fg=> > (cadp)x®

geN" a+b=g

Definicién A.1 (K-algebra). Sea K un campo. Una K-dlgebra es un anillo en el cual
podemos considerar a K como un subanillo de éste.

En el caso del anillo K[x1, ..., xn], podemos identificar a K con los polinomios constantes
y por tanto K[xi, ..., xn] es una K-algebra.

Definicion A.2. Sean A y B K-dlgebras. Se dice que un morfismo de anillos ¢ : A — B es
un morfismo de algebras si @(a) = a para todo a € K, es decir, si ¢ restringido a K es la
identidad.

Teorema A.3. Sea R una K-dlgebra y sean «y, ..., xn elementos arbitrarios en R. Entonces
exriste un unico morfismo de K-dlgebras

@ :Klxi,...,xn] = R
tal que: @(xi) = o4 para todoi=1,...,n

Demostracion. Supongamos que tal morfismo de K-dlgebras, ¢ existe. Sea f =} | yn cax®
un polinomio arbitrario en K[xq,...,xn]. Luego, dado que ¢ es morfismo de K-dlgebras se
tiene:

e(f) =) ¢lcao(x?)= > caa® (A1)

acNn acNm™
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Donde o« = & - - - ot Por tanto, si tal morfismo @ existe, éste estd univocamente determi-

nado por los elementos &, ..., &, de R por lo que debe ser definido como en A.1. Observe
que @ estd definido por la sustituciéon de las variables x; por los elementos «; de R, por
ello se @ se conoce como el morfismo de sustitucion. O

A.2. Anillos graduados e ideales homogéneos
En esta seccién introducimos los Anillos graduados y los ideales homogéneos

Definicién A.4 (Anillo graduado). Sea A un anillo, decimos que A es un anillo graduado
si existe una familia de subgrupos {An hen de A tal que:

(1) A=, An (Como grupos abelianos)
(2) An-Am € Anym para todo n,m

A la descomposicién de A como suma directa de los subgrupos Ay, le llamamos graduacion
en A.

Ejemplos

(1) Considerando Ag = A y Ay, = 0 para todo n > 0, tenemos la graduacion trivial en
A.

(2) Consideremos el anillo de polinomios R[x]. Observe que Rx] = R®@R® R--- Al
tomar cualquier polinomio P € R[x] cada monomio de P tiene asociado un grado, por
ello, para hacer esta distincién podemos escribir:

Ri — 2o RA G-
M= R ok ok ok
gr0 grl gr2 gr3

Esta descomposicién de R[x] permite distinguir de forma precisa cada monomio de
cualquier polinomio P

Por ejemplo, en el polinomio P = (—1,6,0,3,3,0,0,...) = —14+6x+3x>+3x* podemos
distinguir el elemento 3 de grado 3 del elemento 3 de grado 4.

Ademds, RR = R.

Entonces, considerando A,, = R para todo n > 0, tenemos una graduacion {An tnen
de R[x]

Lo anterior se puede generalizar al anillo de polinomios con coeficientes en un campo
K e indeterminadas xg, X1, ..., Xn, como ilustramos en el siguiente ejemplo.
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(3) Sea A = Klxg,X1, ..., Xnl, €l anillo de polinomios sobre un campo K.
Sea A4 el conjunto de los polinomios homogéneos de grado d en K[xg, X1, ..., Xn]

Puede probarse que cada A4 es un subgrupo aditivo de A y que para todos d,e > 0,
AgAce C Agre, ademds que todo polinomio P € A se puede escribir de forma tnica
como suma de polinomios homogéneos. Asi, tenemos una graduacién en A:

A=EPAq

d=0

Definicién A.5 (Componentes y elementos homogéneos). Sea A = (P,,59An un ani-
llo graduado. El grupo A, es llamado el componente homogéneo de A de grado n y los
elementos de A, son llamados elementos homogéneos de grado n. Asi, 0 es un elemento
homogéneo de todos los grados.

Todo elemento de A tiene una tnica representacién como suma de elementos ho-
mogéneos. Es decir, dado a € A tenemos a = Zn>0 an, con an, € Ay, para todo n y
an = 0 para casi todo n.

Esta tltima expresion la llamamos la descomposicion homogénea de a y a,, es llamado
el componente homogéneo de a de grado n.

Teorema A.6. Sea A un anillo graduado y definamos AL = @n>1 An, entonces:
(1) Ag es un subanillo de A y cada Ay es un Ag-submddulo de A
(2) Ay es un ideal de A y se tiene el isomorfismo Ag = A /A .

Demostracion. (1) Para ver que A es un subanillo de A tenemos que ver que es cerrado
bajo multiplicacion y que contiene al 1 de A. Lo primero es claro pues al ser A
graduado tenemos AgAg C Ag. Luego, escribimos 1 = } | 5;en (suma finita) con

en € An. Entonces:
e = le; = E €nei
n=0

Dado que la representaciéon de cada e es Uinica; comparando elementos homogéneos,
se tiene: e; = epej para toda 1i.

En particular, eg = egl = Zn>0 epen = Zn>0 en =1y asi1lée Ag. Por lo anterior,
concluimos que Ag es un subanillo de A. Por otro lado dado que cada A,, es un
subgrupo de A para ver que Ay, es un Ag-submoédulo de A tenemos que ver que para
todo x € Ag y para todo a € A, se tiene que xa € A,,. En efecto, seax € Ay, a € Ap,
luego por ser A graduado tenemos que AgA,, C Agin = An, entonces xa € A, y
por lo tanto cada A, es un Ag-subméddulo de A.
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(2) Definamos @ : A — Ag por @(a) = @(}_,>(an) = ao, claramente ¢ es un morfismo
de anillos bien definido pues la descomposicion homogénea de cada elemento de A es
Unica, ademas es claro que @ es sobreyectivo. Por tltimo, veamos que a = Zn>0 an €
ker(@) < @(a) = ag = 0, es decir, un elemento a € ker(@) si y sélo si su componente
homogénea de grado cero es cero. Por lo tanto ker(¢) = A, y asi, aplicando el Primer
Teorema de Isomorfismo para anillos tenemos que:

Ao~ A /A,

Es decir, el siguiente diagrama conmuta.

A @ Ao
ﬁl ///Y
Tf
ASA,

O]

Lema A.7. Para un ideal I de un anillo graduado A, las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(1) Para todo a € 1 todos los componentes homogéneos de a estdn en 1.

(2) 1= @nzoINAR)
(3) 1 es generado (como ideal) por elementos homogéneos.

Demostracion. (1) (1)=(2) Sea a € I, entonces a tiene una unica expresiéon de la for-
ma a = ) , dn (suma finita) con a, € Ay, paratodo m; luego por (1) an €
[, para todo n por tanto a = ) |, an (suma finita) con an € (I N Ay) para toda
N y esta expresion es tnica. (2)=(3) Sea a € I, entonces a = ) _, an (suma finita),
con an € (INA), entonces I es generado por Un>0(IﬂAn), el cual es un conjunto de
elementos homogéneos. (3)=-(1) Supongamos que I es generado por un conjunto S de
elementos homogéneos. Sea a € I y n > 0; consideremos la componente homogénea
an de a de grado n. Queremos ver que a,, € I Dado que I es generado por S, tenemos
que existen s1,...,8+ € Sy by,...,b;: € A tal que:

T
i=1

Sea b; = Z}- bi; la descomposicion homogénea de b; con byj € Aj, para todo 1i,j.
Luego, sea d; = gr(si) Entonces, comparando los elementos homogéneos de grado n
en A.2 tenemos:

an =bin_q; 81+ +brn_gsrel
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O]

Definicién A.8 (Ideal homogéneo). Un ideal I de A que satisface alguna de las condiciones
equivalentes del teorema anterior es llamado un Ideal homogéneo.

La introduccién de este tipo de ideales nos permite dotar a un anillo cociente de una
graduacién.

Si I es un ideal homogéneo de A, entonces el anillo cociente A /1 adquiere una gradua-
cién dada por (A1) = An 1, llamada la graduacidén cociente. Més aun, si A /T es un
anillo graduado entonces I es un ideal homogéneo.

Lema A.9. Sea A = @n>0 An un anillo graduado, entonces A1 es un anillo graduado
st y solo st 1 es un ideal homogéneo de A.

Demostracién. =) Primero supongamos que I es un ideal homogéneo.

Por hipétesis A es un anillo graduado, esto es, A = @n>0 An y elideal I es homogéneo,
entonces I =P, 5o(INAR).

Queremos ver que A/ 1=, 50 An/ (INAn) =D, 50 Bn es una graduacion.

Para demostrar lo anterior, veamos que en efecto, la descomposiciéon anterior es una
graduacién, lo cual equivale a probar lo siguiente.

(1) Cada Ay, /(INA;) es un subgrupo de A /1

Sea n un nimero natural fijo y sea i:A;, — A la inclusion de A, en A. Consideremos
también las proyecciones canénicas m: A — ATy m, : Ay = A (INAL) vy la
restriccién de 7w a A, a la que denotaremos por f.

Observe que ker(f) = IN A, pues, x € ker(f) & f(x)=x] =0 < xel

Asi, por el Primer Teorema de isomorfismos (para grupos) tenemos que, existe un
morfismo de grupos f inyectivo tal que el siguiente diagrama conmuta. Esto es, el
morfismo f estd dado por f([x]) = f(x) para x € A,.

Por lo tanto, A, /I N A, es subgrupo de A I para toda n € N.

Primeramente veamos que A /1 = Zn>0 An(INAL)

C) Sea [x] € A1, luego x € A y dado que A es anillo graduado, se tiene que
X = Z@O ai, donde a; € Aj.

Luego, [x] = [Zigo ai] = Zigo[ai] donde [ai] € A/ (INAR)
Por lo tanto, AT C } , 50An/(INA4)

D) Es inmediato, pues Ayn /(INAy) es subgrupo de A /1 para toda n > 0, por tanto
2 n>0An/(INAy) es subgrupo de A /I; en particular 3 , 5 An/(INAR) C AT
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Ahora veamos que Ay /(INA{) N Y Aj/(INA;j) ={0}
j=0

jAL
Seax € A/ (INA{)N 3 A;/(INA;j); entonces:
§>0
j#AL

[X] € f(AL/(INAL))
y

Xl e ) f(A;/(INA))
20
jA

Por lo tanto, existen y; € Ay y y; € Aj, paraj > 0y j # 1 tal que:

j=0
jAL
Entonces B a
f(lyd) — D Flly;)) = [0]
j=0
jAL
Por tanto
a=yi—) yjel (A.3)
j=0
j#AL

Luego, como I es ideal homogéneo y A.3 es una descomposicién homogénea de «,
cada elemento homogéneo de « estd en I, es decir, yi, —y; € I, para j # i. Luego,
yi € I para todoi e N.

Asi,y; € INA4
Entonces,

(yi) = [0] = f(7n(y1)) = F([0]) = [0] = [x]

Por lo tanto, [x] =[0] y asi Ay /(INA{) N Y A /(INA;) ={0}
>0
j#AL
(3) BimBn C Bmin
Sean [an] € By, [am] € By; donde an, € Ay am € A,

Luego, como A es anillo graduado, se tiene que anam € Anm, entonces [anam] €
Bn+m
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Por lo tanto, A /T es un anillo graduado.

<) Supongamos ahora que A I es un anillo graduado, esto es, tenemos la siguiente
graduacién A 1 = @n>0 By, donde Bj es subgrupo de A /I para n > 0.
Queremos ver que I es un ideal homogéneo.

Sea x € I, entonces [x] = [0] € A /1 y ademas, por ser A anillo graduado, se tiene:
X=X+ +Xn

donde x; € Aj.
Luego,
[x] = 0] = [x1] + [xo] + -+ 4 [xn] = [0] + [0] + - - - + [0]

pues [0] se expresa de forma tinica como suma de elementos en A /I dado que A /T es un
anillo graduado. Entonces [xi] = [0] para toda i € {0, ...,n} y por tanto x; € L.

Esto es, para todo x € I sus componentes homogéneas estan en I, por lo tanto, I es
ideal homogéneo. O

A.2.1. Ideales

Con el fin de introducir los ideales monomiales y propiedades importantes de éstos,
recordemos algunas propiedades importantes de los ideales.

Sean I y | ideales de un anillo A, definimos su suma I+ ] como el conjunto de todos
los elementos a + b donde a € [;b € . Este es el menor ideal que contiene a I yalj.

Asi mismo, definimos el producto de dichos ideales como el ideal generado por todos
los productos ab donde a € I,b € J. Dicho ideal es el conjunto de todas las sumas finitas
Zi aibicon a; €1, b; € ]

Tanto I+ ] como IJ son ideales. Asi mismo son ideales IN ] y el llamado ideal cociente
o ideal trasladado: (1:] =){f € A|f] C I}.

Ademas, si [,],K son ideales, tenemos:

D =J, I+]=J+I

2) 1(] (IPK, I+ (J+K)=(I1+4+])+K

3) IJ+K) =1J + IK

4H1ycing

5 INJ+INnKCIn(J+K)

I:JK=(I:]):K

(
(
(
(
(
(6

)
)
)
)
)
)
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(M) I:(J+K)=(I:])Nn(1:K)
8) I:K +J:KC(I+]):K

Proposicién A.10. Si K un campo algebraicamente cerrado el anillo K[x1, ..., xn] tiene un
solo ideal mazimal graduado, a saber (X1, ...,Xn).

Demostracion. Primeramente, (X1, ...,xn) es un ideal graduado pues estd generado por ele-
mentos homogéneos, ademds K[xi,...,xnl/(x1,...,%xn) ~ K por lo que (x1,...,Xn) es un
ideal maximo. Para probar la unicidad, supéngase que existe otro ideal m’ en K[x1,...,Xn]
que es graduado y méximo. Dado que, en particular m’ es méximo en K[xq,...,xn] por el
teorema de los ceros de Hilbert m’ es de la forma (x; —aj,...,Xn —an) con ag,...,an €
K, pero dado que es homogéneo se tiene que a; = ... = an = 0 por lo que m’ =
(X1, yXn) O

Introducimos ahora la saturacion de un ideal.

Definicién A.11. Sea I C S = K[xq, ..., xn] un ideal graduado y m =< x1, ..., xn, > el ideal
graduado maximo de S. Decimos que I es saturado si (I : m) = . Observe que directamente
de la definicién tenemos que I C (I:m).

Llamamos la saturacion de I al ideal I = (I: m*) = [J$*, (I : m'). Dicho nombre est4
justificado pues en efecto I*** es un ideal saturado de acuerdo a la siguiente proposicién.

Proposicion A.12. Sean 1,] C S ideales graduados. Entonces se tiene que:

1 I3t es saturado

11 Si 1 C ] entonces 133t C J5at
1t Si I, ] son saturados entonces I N ] es saturado.

Demostracion. 1 Queremos ver que (I3 : m) = I8¢, Basta ver que (I5* : m) C 5 pues
la, otra contencién siempre se cumple. Para ver esto, supongamos que f € 53 : m
entonces para todo g € m se tiene que fg € I, luego fg € I** : m* para algiin
k > 1. De lo anterior se sigue que f € (I:m) :m =1:m*! C1:m™® =I5 por lo
tanto se satisface la igualdad.

11 Sea f € I®* entonces f € 1: m* para algtin k > 1 y dado que I C J es inmediato que
I:mk CJ:m*, porlo que fe€J:mky por tanto f € J5t,

111 Queremos ver que (IN]) :m =1IN]J. Seaf € (IN]): my sea g € m, entonces fg € INJ,
dado que I, ] son saturados se sique que f € IN7J.
O
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Ejemplo A.12.1. Consideremos el anillo de polinomios R = Z[x,y,z,w] y el ideal 1 =
(x3 —yw? x* — zw?). Para calcular su saturacién, usamos Macaulay? [7], donde el cédigo
es el siguiente:

i1 : R=ZZ[x,y,z,w]

ol = R

ol : PolynomialRing

i2 : I=ideal(x"3-y*w"2,x"4-z*w"3)

3 2 4 3
02 = ideal (x - y*w , x - z*w )

02 : Ideal of R
i3 : saturate(I)

3 2 2 3 2 3 2 4 3 4 2 4
03 = ideal (x - y*w , X*¥y*W - Z*W , X Z*W - Yy W , § W - X*¥Z W )

03 : Ideal of R

Por lo tanto, la saturacion de I es

1At = (x® —yw? xyw? — zn? 22w — il yPwt — x2Pwt).

Recordemos que el radical de un ideal I de un anillo R es:

VI={f € R: ™ € I, para algtn entero n > 0}

VT es un ideal. Decimos que I es radical si [ = V1 y dado que v/ V1= +/1 tenemos que V1

es un ideal radical, ademas es el ideal radical mas pequeno que contiene a I.
Consideramos el anillo de polinomios R = Q[x,y,z] y el ideal I = (x3 —y? y2z?).

Calculamos v/T con Macaulay?2 [7]. Por tanto, tenemos el siguiente cédigo.

i1 : QQ[x,y,z]

ol = QQ[x, y, z]

ol : PolynomialRing

i2 : I=ideal(x"3-y~2,y"2%z"2)

3 2 2 2
02 = ideal (x -y , y z )
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13 02 : Ideal of QQ[x, y, z]
15 13 : radical I

17 3 2
18 03 = ideal (y*z, x*z, - x + y )

Asi, el radical de I es VI = (yz,xz, —x3 +y?)

81
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