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INTRODUCCION U. A M. \ZTAPALAPA BIBLIOTECA

Partimos de un sistema de ecuaciones de la forma

x = F(x,u) (0.1)
donde x € R" es la variable de estado, u € R es la variable de
control, y tenemos la aplicacién F: RXR" — R". El sistema (1) es
llamado un sistema de control. Ademas, el sistema (1) se conoce
como "sistema de retroalimentacién"(o de lazo cerrado), si u=u(x)
es una funcién de la variable de estado x. En caso de ser esta
funcién discontinua respecto a x, tenemos que la funcién F(x,u)
también es discontinua respecto a la variable de estado.

Con el fin de volver mas fluida la lectura de la seccién (1.1),
estudiaremos un e jemplo de un sistema de retroalimentacién en R2
del tipo (0.1), con parte derecha discontinua. Este ejemplo lo

obtendremos en base a la siguiente pareja de sistemas de ecuaciones
= x X = x
1

2 (b) -1 2

(a) -2X_+2x% X = 3x +2x
1 2 2 1 2

.
X
.
X

X
Ambos sistemas son de la forma x= Ax, donde x=[ xl]; A=[_g ;]
2

0 1] en el caso (b). Analizaremos cada uno de

en el caso (a); y A=[ 3 2

estos sistemas.

Caso (a). Para este caso tenemos que el origen (0,0) del espacio de
estados es un punto de equilibrio inestable. Al ser complejos los
valores propios de la matriz A, con parte real positiva, tenemos el

siguiente retrato fase para este sistema:
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Caso (b). En este segundo caso tenemos los valores propios A1= 3y

'A2=.-1. Correspondientes a estos, tenemos la invariancia de las
rectas (dadas por los vectores propios) X, = 3x1 y x=-x en el

espacio de estados. El origen (0,0) es ahora un pqnto silla;

X134

N\

— X¢

A\

Observamos que en los dos sistemas de ecuaciones tenemos que el
punto (0,0) es un punto de equilibrio inestable. Analizemos ahora

el sistema de control definido como sigue

) _ 01 X 0 (0.2)
;( = . + *11

2 1 2 2 1

con control

2 si s'x1 <0
u(x) = ‘ (0.3)
-3 si Sex, >0 '

" donde definimos la funcién s:R"- R ; s=x2+a-x1, y consideramos
que 0 < a < 1. Este sistema de control es de la forma x = F(x,u),
donde la parte derecha es discontinua respecto a x. Ademas, este
sistema de retroalimentacién esta formado por los subsistemas (a) y
(b); para u=-3 tenemos el caso (a); el valor u=2 corresponde al

caso (b)), por lo que el retrato fase de este sistema de control es

una “combinacién” de los retratos fases de (a) y (b).
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Para este ejemplo de sistema de control tenemos la geometria;

X2

4
(xa+a-X3): X1 <0

(xatoa-Xg) S

A un sistema de control de la forma dada por (0.2) y (0.3) se le
conoce como sistema (de control) de '"estructura variable” (que
denotaremos como VSS), debido a la variacién diScontinua de 1la
funcién u(x) que toma valores diferentes en regiones diferentes.
Algo importante que observamos en este sistema de control es que el
estado (0,0), que es un punto inestable para los subsistemas (a) y
(b), lo podemos convertir en un punto de equilibrio asinté6ticamente
estable al definir apropiadamente al control u en los puntos de
discontinuidad. En general, esta caracteritica es una propiedad que
se busca al disefiar los sistemas de tipo VSS. En este ejemplo de
control, tenemos que los puntos de discontinuidad son ((xl,xz)/
(x2+a-xl)°x1=0}, también observamos . que los puntos de
discontinuidad que forman la recta x2+a-x1=0 son asintéticamente
estables (aunque el sistema no estd definido en estos puntos). A
esta recta le llamaremos, en general, superficie de cambio o de
deslizamiento. El siguiente diagrama representa el sistema de

control de "estructura variable" mencionado.
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Otro aspecto importante de los sistemas VSS, es la robustez que
presentan ante perturbaciones del campo dado por la aplicacién
discontinua F(x,u). _ _ |

Un tipo especial de inestabilidad se presenta en los sistemas de
control del la forma VSS. La discontinuidad ae la funcién F(x,u)
en la ecuacién (0.1), aunado al problema de retardo que presentan
los sistemas de retroalimentacién ( .1a "respuesta x(t) de 1la
planta" a la "accién" del control u no es instantanea ), provoca
un tipo de inestabilidad conocido por efecto ‘"castafieo) ( o
"chattéring"). En el espacio de estados, esta inestabilidad
consiste en una oscilacién de las trayectorias x(t) sobre 1la
superficie de cambio s(x)=0. Graficamente, para una trayectoria

que inicia en xo;

- 4%
\ ;xt
Xo
(JX}'FXL =0
Para eliminar el efecto inestable de "castafieo", se define una

funcién de control continua respecto a x, de tal manera que
aproxime a  F(*,u) cerca del estado *. El1 objetivo de nuestro
trabajo es obtener estabilidad en los sistemas de control de
"estructura variable", y lo hacemos de la siguiente forma; una vez
lograda la invariancia de una variedad s=0 que contiene al punto
de operacién (equilibrio) que nos interesa, buscamos que las
trayectorias (solucién de nuestro sistema de control) que inician
en una vecindad de la superficie invariante, tiendan al punto de

operacién atraves de la superficie s=0.




La teoria de control que incluimos en la seccién 1.1 esta
basada en el trabajo de H. Sira -Ramirez [1]. En la seccién 1.2 se
consideran trabajos sobre ‘“persistencia de invariancia de
variedades bajo perturbaciones del campo" desarrollados por G.S.
Osipenko en [4] y [S5], el objetivo de incluir este tema es el de
aplicarlo en los sistemas de control del tipo VSS para demostrar
que aun bajo perturbaciones del sistema VSS, existe una nueva
variedad cercana a s=0 por la que se desliza el flujo. Esto lo
hacemos en la seccién 1.3 a manera de conclusién de este trabajo,
ademas presentamos aqui un ejemplo de aplicacién de esta teoria.
Las dos secciénes del capitulo 2 las incluimos a manera de anexo,
en estas presentamos trabajos que atacan el mismo problema, a
diferencia del capitulo 1, en estos se considera incertidumbre en
los sistemas de control y hacen hipétesis de controlabilidad mas
fuertes; la seccién 2.1 corresponde al trabajo de M. J. Corless y
G. Leitmann, ver [B]; en la seccién 2.2 se presenta un analisis

lineal del problema con incertidumbre, ver [7].



CAPtTULO 1

Nuestro trabajo lo restringimos, dentro de la teoria de control,
a sistemas de control de una entrada. Se considera también que
nuestro sistema esta definido en un abierto X de un espacio
euclidiano R™. Como objetivo general en estos sistemas de control,
y una vez tenida la invariancia de una hipersuperficie S ¢ X ,
buscamos que las trayectorias que inicianven el abierto X tiendan
a la variedad S y se mantengan en esta para todo tiempo
posterior. Ademads, queremos preservar la estabilidad de esta
dinamica ante "pequefias" perturbaciones del campo. Hablaremos
indistintamente de hipersuperficie, superficie, y variedad; pero
siempre nos estaremos refiriendo a una subvariedad de R" de
codimensién 1.

El sistema de control descrito en la introduccién, es un ejemplo de
control de "estructura variable". Estos sistemas tratan del estudio
de ecuaciones de la forma X = F(X,u) con parte derecha discontinua.
Como veremos a lo largo de este trabajo, este tipo de sistemas de
controll (de tipo VSS) tienen interesantes caracteristicas de
estabilidad y robustez, por elloc ha sido materia de estudio
detallado durante los ultimos treinta afios.

Existen razones tecnolégicas de por medio para este creciente
interés; la estabilidad con robustez es deseable en el ontrol
automatico de sistemas, de tal manera que tenemos coincidencia de

problemas (y propiedades) con la teoria VSS.

SECCION 1

La Teoria VSS

Tomemos una superficie encajada en el espacio de estados (de un

sistema dinamico), como una grafica formada por las variables de
estado que describen la conducta del sistema.

Por motivos de optimizacién consideremos dos objetivos. El primero
es convertir la superficie (considerada conocida) en atractora,
con la cuenca de atraccién la mayor posible. Como segundo

objetivo se persigue mantener la evolucién del sistema restringido




a la superficie mencionada. Aqui suponemos que en el sistema actua
una ley de retroalimentacién discontinua (aunque no necesariamente
lo sea) entre dos controles. como vimos en el ejemplo, se usa de

referencia a la superficie para definir la regla de
retroalimentacién

Suponiendo que el primer objetivo se logra, nos restringimos al

estudio del segundo objetivo. Para lograr éste se emplea la teoria

de estructura variable.

Para iniciar puntualizamos algunos resultados de la teoria VSS, en
base a nociones basicas de topologia diferencial, respecto a
analisis y disefio de modos (o movimientos) deslizantes en sistemas
de control no lineales. La clase de sistemas que consideraremos es
un conjunto finito de ecuaciones diferenciales no lineales, pero

lineal en el control.

1.1. Definicién de Movimiento deslizante

Consideremos el sistema no-lineal

x = f(x) + g(x)u , x(0) = X, (1.1)
donde x pertenece a un subconjunto abierto X de R"; la funcién de
control u: R — R es discontinua; f y g son campos vectoriales de
clase C! definidos sobre X, con g(x) # 0, para toda x en X. Sea una

funcién s: X — R de clase Ci, con gradiente no cero en X.
El conjunto

S=: {x € R": s(x) = 0) (1.2)

representa una sub-variedad (n-1) dimensional en X (por el teorema
de la funcién implicita), 1llamada en adelante la variedad
deslizante o superficie de cambio. La funcién escalar s sera
referida a veces como "funcién coordenada” de la superficie.

Los resultados descritos aqui son de naturaleza local, restringida
a una vecindad abierta X y su interseccién con la variedad

deslizante S, se considera xo en tal interseccién.




Una ley de control de estructura variable se obtiene al permitir a
la funcién de control tomar uno de los valores de

retroalimentacién, de acuerdo al signo de s(x), definido por

u' (%) para s(x) > O
u = ‘ (1.3)

u (x) para s(x) <0 , u % u

Con esta retroalimentacién perseguimos hacer al conjunto S un

atractor.

A las funciones de control u+(x) y u (x) les llamaremos “valores
de control extremo". Sobre ellas suponemos que son funciones de
clase ¢! de X, y sin perder generalidad, suponemos también que
satisfacen u+(x) > u (x) para cada x en X. Denotamos por LhG la

derivada direccional de la funcién escalar G con respecto al campo

vectorial h.

Supongamos que, como resultado de aplicar la politica de control
(1.3) a las trayectorias de estado (1.1), se alcanza la superficie
deslizante S, de tal forma que podemos definir al sistema (1.1) en

el conjunto de discontinuidad S.

Viendo a la funcién s=s(x) como variable, le aplicamos el operador

derivada direcciénal Lf+gu para dar la siguiente definicién.

Decimos que existe un régimen deslizante sobre S siempre que

lim L + s<0 y lim L - s>0 (1.4)
+ f+qu - f+gu
s->0 s->0

Es decir, la tasa de cambio de la funcidén coordenada de 1la
superficie s(x) medida en la direccién del campo controlado [f+gu+
y f+gu— son los campos controlados], es tal que se asegura la
convergencia de las érbitas a la superficie por la aplicacién del
control (1.3).

Denotemos por ds al gradiente de s{x), y sea <,> el producto
escalar conocido de vectores y co-vectores. Ver anexo, pag. 76.
Viendo al gradiente ds(x) como vector en el espacio ortogonal al

plano tangente de S en x, se tiene que las condiciones (1.4) son

Sk o b . St A el L e




equivalentes a

1im (ds, f+gu’> < 0 , lim <ds, f+gu' > > 0 (1.5)
s--)O+ s-0

De tal forma que, sobre S, las proyecciones de los campos
vectoriales controlados sobre el vector gradiente de s(x} son

opuestos en signo.

1.2. Condiciones de Variedad Invariante

En lo que sigue, identificamos el operador de derivada direccional
aplicado a s; L?+gus. con el producto interior < ds,f+gu >.

Se conoce como movimiento deslizante ideal sobre S, a un sistema de
ecuaciones (o "dinamica" ) definida sobre S, que hace invariante a
esta variedad. Existe un; dindmica de este tipo conocida como el
método del <control equivalente, este movimiento deslizante ideal
se describe wusando las siguientes condiciones de variedad

invariante.

s(x) =0 , L s =<ds, f+gu (x) > =0 (1.8)
f+gueq(x) eq

donde ueq(x) es una ley de control de retroalimentacién de clase

ct.

La funcién de control de retroalimentado ueq(x) es llamada el
control equivalente. De la definicién de derivada direccional y
de (1.6), el control equivalente es dado explicitamente por la

igualdad .

-1
u, () =- 3988 _ [3—'5 g] -[a—s f] (1.7)

En esta igualdad ( y en cdalculos posteriores ) denotaremos al
gradiente ds también como d8s/8x , y el producto interior <ds, g>

como (38s/8x%)g.




Aqui debe mencionarse la unicidad de u que establece,

eq
implicitamente, este método
> =

<ds, f+gueq 0

<=> <ds,f> + u (x) <ds,g>=0
eq
-1
<ds, f> ds ds
= = - 20 = - | [ty s < > # .

<=> ueq(x) s B [Bx ] 3% f ds, g 0 (1.8)

Sea As(x) el subespacio del espacio tangente TxX, definido para
cada x por
< dS,As(X) >=0

es decir, considerando como operador al gradiente ds(x):TxX — R,
tenemos que Agx): = Ker ds(x). Aqui, As(x) es llamada la

distribucién deslizante asociada con S.

Las condiciones (1.6) son re-escritas como

f+g u (x) € Ker ds
eq
s=0

As(x) con As(x) de dimensién n-1 .

El sistema dinamico i

f(x) + g(x) lgq(x) es el que describe la

dinémica deslizante ideal. [{ideal porque se obtiene de la igualdad

s(x) = 0].

De aqui se sigue, por las suposiciones sobre s(x), que As(x) es
dimensionalmente constante y, trivialmente, wuna distribucién
involutiva en TXX. De modo que, en virtud del Teorema de

Frobenius, As(x) es una distribucién integrable.

1.3. Condiciones de Existencia.

Diremos que el control equivalente esta bien definido siempre que

este exista y esté determinado univocamente de las condiciones de

invariancia (1.6).
Lema 1.
Una condicién necesaria y suficiente para que el control

equivalente este bien definido es que la condicién de
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transversalidad
ds,g> # 0 (1.9)

se satisfaga sobre S.

Demostracién. (=) Supéngase que el control equivalente esta bien
definido de (1.7). Entonces necesariamente {ds,g) # O sobre S, de
otra forma, {ds,f) también seria cero para el control equivalente a
existir. Sin embargo, en este caso, Ueq no seria definido de manera
inica ya que (1.6) seria trivialmente satisfecho por cualquier
control. («) Por otro lado, si dds,g>) # 0 en S, entonces

evidentemente Ueq existe de (1.7). Supéngase, para probar
la. unicidad, que la condicién de invariancia es satisfecha por dos
controles equivalente Lheq y Lgeq diferentes, si la condicién de
transversalidad se mantiene, entonces de (1.6) se sigue que

{ds,f + Uleq g = {ds,f + U2eq -9
por bilinealidad;
ds,f> + U <ds,g) = Kds,f)> + U _dds,g>
leq 2eq

3 (Uleq-UZeq)<ds,g> =0
por lo que se concluye

U = U . Se tiene la unicidad.
leq 2eq

-
El lema 1 establece que el campo vectorial g no pertenéce a la
distribucién As. En otras palabras, g no puede ser tangencial a la
variedad deslizante S, y de aqui, g es transversal a Ker ds. La
condicién de transversalidad representa s6lo una condicién
necesaria para la existencia de un régimen deslizante, como 1lo
prueba el siguiente lema.

Lema 2. Si existe un movimiento deslizante sobre S entonces
<ds,g> < 0 (1.10)
sobre S.

Demostracién.
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De la definicién de un movimiento deslizante, dado por (1.4) ¢

(1.5), tenemos sobre S

ds,f +gu'd><0 y <ds,f+gud>0

y de aqui;
+ - + -
ds,(u -u)gd= (u-uldds,gd <0
por hipétesis u'>u , se concluye que {ds,g) < O. -
Observacion.

Nétese que el signo de la condicién de transversalidad es del todo
arbitraria. Por ejemplo, si en (1.2) uno define S usando sl(x) =
- s(x), la retroalimentacién (1.3) es la contraria y la condicién

de transversalidad adopta la forma (dsl,g> > 0.
El siguiente lema es consecuencia directa de los lemas 1 y 2.
Lema 3.

Una condicién necesaria para la existencia de un movimiento

déslizante sobre S es que el control equivalente esté bien
definido sobre S.
Teorema 1.

Una condicién necesaria y suticiente para la existencia local de un

régimen deslizante sobre S es que, en X, para X en S
uw(x) < U_(x) < u’ (x) (1.11)

Demostracion.
(2) Supéngase que existe un movimiento deslizante sobre S,

entonces de (1.5) se sigue que, sobre S,
ds,f + u'g) = <ds,f> + u' <ds,g> < O
En virtud de (1.7) y ya que, de lema 2, la condicién de

transversalidad (1.10) se mantiene necesariamente

{ds, f> + _ +
2—(1_5_,—5)-+u- Ueq(x)+u >0

Por otro lado, sobre S, se tiene que {ds,f + u+g) > 0; usando el

12




mismo argumento se sigue que
-U (x) +u <0 setiene (»).
eq

(«) Para probar la implicacién inversa del teorema, sea LLq(x)
funcién de retroalimentacién de clase ct que satisface (1.7) y

(1.11). De esto se sigue que
0 < Ueq(x) - W (x) < U (x) - u(x)

y de aqui

U (x) - u (x)
eq

0 < W (%): = - — <1
ed u (x) - u (x)

de donde se tiene la desigualdad
0<1-W (x)<1
eq

y de aqui

@s,f + U_g>=W_ds,f+ ug’> + (1-W_) <ds,f + u'g> =0 .

se sigue que necesariamente las cantidades <ds,f + ug y
(ds,f+u_g> tienen signo opuesto. como vimos antes, podemos

siempre redefinir S para tener sobre esta superficie
ds,f +ug)>0
y entonces {ds,f + u+g> < 0. Sin emrargo, esto nos lleva a tener

la ley de control

u+(x) para s(x)>0

u (x) para s(x)<0

que actuando sobre el sistema (1.1) satisface

@s,f+u'g =1linds,f+ug=1im L +s<0
+ + f+gu
s-0 s-0
s=0
y
ds,f + u g = lim <ds,f + u g) = lim L,, S>0
30 s0 94
s=0
Es decir, existe un régimen deslizante sobre S. a

Una funcién control u de clase ct puede existir, ajeno a los

13
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controles extremos acotados (1.3), para el cual S es una variedad
invariante. Este es el caso, si existe ueq tal que u < ueq <u'
Aqui, la sola existencia de un control equivalente es sélo una
condicién necesaria para la existencia de un movimiento deslizante
pero, claramente, esta no es suficiente. Por ejemplo, supdéngase

que S es invariante bajo el campo f+gu, tal que < ds,g > =0, en

este caso existe un movimiento deslizante sin existir un control
equivalente. Mas todavia, siempre que exista ueq tal que

u < ueq < u' existen mas controles ( dentro de las cotas de los

controles extremos ), para los cuales S sea una superficie
invariante. Esta variedad de eleccién de controles admisibles
permiten la posibilidad de disefiar controles para obtener campos
controlados que representen un comportamiento, deseado y conocido
de antemano, sobre S. Esta observacién sera importante

en la seccién 1.3.

Otra observacién. Si la suposicién u+<u- ha sido hecha en la
definicién de la estrategia de cambio (1.3), entonces la condicién
de existencia del teorema 1 habria adoptado las desigualdades
inversas. Por esta razén, en general, la condicién de existencia

es expresada como

minfu® (x),u (%)} < U, () < max{u’ (x),u (x)}

El corolario siguiente establece que si un movimiento deslizante
existe sobre S, entonces es posible disefiar controles extremos de

retroalimentacién,como en (1.3), que localmente obtenga este
movimiento deslizante.

Corolario.
Supéngase que un control deslizante existe sobre S, entonces una

retroalimentacién que obtiene el movimiento deslizante esta dado

por

14




U = Sign(s(x)) K|Ueq(x)|, con K> 1
Observacibn.
El corolario es inmediato de (1.11) con la identificacién de u (x)
con —K|Ueq(x)| y u'(x) con K|Ueq(x)|.

Una forma equivalente de las condiciones necesarias y suficientes
para la existencia local de una dinamica deslizante puede ser
expresado en términos de la variedad de deslizamiento S, 1la
estabilidad se define por medio de una funcién de Lyapunov
cuadratica que contempla a la funcién escalar s(x). Béasicamente
nos referimos a los Teoremas de existencia de Lyapunov, la
inconveniencia de establecer la existencia de esta forma es,

esencialmente, la misma que usar el conocido método directo de
Lyapunov.

Teorema 2.
Un modo deslizante existe localmente si y s6lo para todo punto de
X, no incluyendo aquellos de S, la siguiente desigualdad es

satisfecha;

2 s¢ds,f + guy = <ds°,f + gu) = l_mus2 <o (1.12)

Con u escogido de acuerdo a (1.3). Cabe aclarar que siempre
suponemos que X es vecindad de X dada por (1.1).

Demostracién.

() Si (1.12) es verdadero para cada punto de X, no incluyendo
aquellos de S, entonces la funcién coordenada s(x) y <{ds,f + gu),
con u obtenida de (1.3), tienen signos opuestos, particularmente
para todo punto arbitrariamente cerca de S, (1.12) se mantendra
verdadero, de aqui las condiciones, y un régimen deslizante existe
localmente sobre S. (=) De otra manera, si un régimen deslizante

existe sobre S, entonces (1.4) también se mantiene en una vecindad
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de S para valores arbitrariamente pequefios de s(x). Entonces se
sigue necesariamente que s(x) y {ds,f+gu) tienen signos opuestos
siempre que eligamos a u de acuerdo a (1.3). Por consiguiente la
desigualdad (1.12) es verdadera sobre esta vecindad abierta, que

identificamos con X. g
La condicién (1.12) constituye una versién mas popular de (1.4) 6
(1.5) y esta fué establecida originalmente de la forma

lim L s2 <0

jaf20 "
s¥0

1.4. Dindmica deslizante ideal.
De la expresién para el control equivalente, encontrado en (1.7),

se sigue que el movimiento sobre S, debido al control equivalente,

es representado por,

-1
° _ _ 4|88 s
x = f+g Ueq(x) = [I gLai g] 5;]f (1.13)
veamos porque. De la relacién x = f+gu queremos que X sea
tangente a S;
: 8s = _ .. ds A .
l.e. é-;(— X = 0, =» é'; (f+g Ueq) =0 H

lo que implica que;

-1
_ _ |[8s ds
Ueq = [5§ } 3% f, lo que nos da (1.13).
Observacién. Como condicién suficiente; si g; g es invertible (y

obviamente s(x) diferenciable), entonces Ueq existe y es tunico (por
la misma forma de encontrarlo).

La ecuacién (1.13) representa una versién idealizada de movimiento
ocurriendo sobre 1la variedad deslizante S, y ello representa
(intuitivamente) ﬁna descripcién "promedio” para la conducta de las

trayectorias controladas de (1.1) y (1.3) sobre la variedad
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deslizante S.

N6tese que la condicién de variedad invariante (1.8) implica que

-1 '
_ - ds ds -
f+g Ueq = [I g[5§ g] ]f € Ker ds(x) As(x) (1.14)

ax
Por lo tanto, para cualquier campo vectorial en gen{g(x)}, es
decir, para cualquier vector de la forma gu(x) para u(x) como

funcién de control, se sigue que
s ! a8s as 17! 8s
[I - g[§§ g] 5;]3 ul(x) = [g - gL§§ g] 3% g]u(x) =0 (1.15)

la matriz

-1
_ _ o[%s ds
o feefe &

Satisface F2 = F y por consiguiente es un operador proyeccién

( tomando cualquier vector en TxX )} sobre As(x) a lo largo de
gen{g(x)}. Cualquier componente del campo vectorial f, en el

generado del campo vectorial de entrada g, no tiene influencia

alguna en la dinamica deslizante ideal.
Observacién. Se tiene que F+v(x) = O para toda v(x}) € gen{g(x)}.

Por ello, debe tenerse en cuenta que los controles u+,u_ y LLq

intervienen en el sistema "por medio" del subespacio {g(x)}.

1.5. Propiedad de Invariancia en Perturbacién de modos deslizantes.

Se considera el siguiente sistema perturbado

x = f(x) + g(xu + € (1.18)

sl tenemos que § = o f(x), € representa una “"perturbacién
paramétrica” nominal del campo vectorial f. Si tenemos € = h(t),
entonces & representa un estado de perturbacion externa,

independiente del estado x

Definicién 1.
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Si la perturbacién considerada &, cae en la imagen de g(x) para
todos los valores de x, diremos que se satisface la condicién de

encuentro.

Definicién 2.
El modo deslizante ideal se dice exhibir una propiedad de

invariancia fuerte, con respecto a la sefial de perturbacién &,

siempre que la dinamica deslizante ideal sea independiente de la

sefial de perturbacién §.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de la naturaleza
proyectiva de la condicion de encuentro.

Teorema 3.

Un régimen deslizante sobre S, del sistema perturbado (1.16),
satisface la propiedad de invariancia fuerte con respecto a &, si y
s6lo si el vector ©perturbacién € satisface 1la condicién
(conocida como "condicion de encuentro") € € gen{g(x)}.

Demostracién.

Para el sistema dinadmico (1.16), la conducta deslizante ideal es
gobernada por x=F =f+gu+§. La suficiencia se sigue del hecho de
que si &€ e gen{g(x)} entonces € = g(x)v(x) para alguna funcién
escalar v(x) de clase C1 . En este caso el operador proyecciédn F
aniquila la influencia de &€ sobre la dinamica equivalente. La

necesidad sigue del hecho de que si

-1
o ool B e

entonces, necesariamente

-1
£ = g[g—; g] [g_)s(] £ =: Ux)g

lo cual implica que £ € Span{g(x)}. , n

Definicién 3.
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Un modo deslizante sobre S se dice exhibir la propiedad de
invariancia débil con respecto a la sefial de perturbacién &€ siempre
que £ no satisfaga la condicién de encuentro (i.e. siempre que no

satisfaga la propiedad de invariancia fuerte).

La justificacién para esta definicién radica en el hecho de que si
€ ¢ Span{g(x)} entonces £ puede ser descompuesto univocamente como
la suma de dos vectores: uno a lo largo de Span{g(x)} y el otro a

lo largo de la distribucién deslizante Ker ds, i.e.
€ = g(x)v + n(x)

Para alguna v y n(x) € Ker ds. Nétese que el movimiento deslizante
ideal no es afectado por g(x)v mientras que n(x) es tangencial a S,
i.e. n(x) no afecta la existencia local de un movimiento deslizante
mientras: que afecta 1la dinadmica deslizante 1ideal cuando se

restringe al movimiento sobre S.

Teorema 4.
Sea € e Span{g(x)} vy U:q(x) denota el control equivalente

correspondiente a un modo deslizante sobre S del sistema no
perturbado (1.1). Sea U (x) y u (x) las funciones fijas de

control retro-extremos de 1la ley de control de estructura
variable, con u+(x) > u (x) en X. Si un modo deslizante
existe para el sistema perturbado (1.16), entonces el vector

perturbaciéon £ = g(x)v(x) es tal que v(x) es acotado por
U* (x) - U (x) > v(x) > U* (x) - u (x) (1.17)
eq eq

Demostracién:
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La necesidad sigue del hecho de que sl un modo deslizante existe

para el sistema perturbado, entonces

lim <ds, f+gu+ + & = lim s, f + (v+u+)g> <0
s—)0+ . s—0
Yy

lim <ds, f+gu + € = lim_<ds,f + (v+u )g> > 0
- s-50

Esto implica que un movimiento deslizante existe para el sistema
no perturbado (1.1) con ley de estructura variable de la forma

ut (x) para s(x)>0
u(x) =4 _
u (x) para s(x)<0

Se sigue del Teorema 1 que

uT(x) + v(x) < Ur (x) < ut(x) + v(x)

y el resultado se tiene. m
Hasta ahora hemos descrito la herramienta que, esencialmente,
necesitamos de la Teoria VSS. Cabe decir que una revisién natural
de esta teoria proseguiria con el tema de "Formas Canénicas
Regulares"”, El objetivo de este trabajo tiene relacién con las

"formas canénicas regulares", pero podemos prescindir de esta

parte teérica.

20




Seccién 2

En esta seccién consideramos como variedad invariante, bajo el
campo definido por un sistema de ecuaciones, a una variedad cuyo
espacio tangente contiene el vector tangente de una trayectoria
del sistema.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

u = F,(u) (2.1)

definido en un conjunto V abierto de R", donde Fo €s un campo

vectorial ct- suave, y supongamos que existe una superficie So
Cl- suave e invariante respecto al sistema (2.1). Para cada x €
SO; denotamos por E(x) el espacio ortogonal (definido bajo el
producto interior, ver anexo pag.76) a S0 en el punto x. Tal que E
= {U E(x); x € SO} es un fibrado C'- suave sobre So' En una
vecindad de esta superficie se introducen coordenadas 1locales
cl-suaves (x,y), donde x € So y ¥y € E{(x}). En las coordenadas

(x,y), (2.1) se puede escribir

x=f (x) +F, (x,y)
. (2.2)
y=¢(x)y*¢1(x.y)

donde ¢, f, F1 y ¢1 son aplicaciénes, con Fl(x,o) =0y ¢1(x,0) = 0.
Sin perder generalidad, suponemos que F1 y ¢1 son Cl-cercanos a

cero.

Consideramos el sistema (2.2) como una perturbacién del sistema

f(x)

e
i

(2.3)
e(x)y

K.
il
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donde F1 y ¢1 son Cl—perturbaciones dadas por la c'-norma. Por
simplicidad, supondremos que V = S0 x R. Como una variedad

cl-cercana a So se entiende al conjunto
S = {(x,v(x)); x € S, v(x) € R}
donde "v"1 es suficientemente pequefio.

Definicién de Ci-estabilidad. Una variedad invariante (respecto al

sistema (2.2)) S0 es estable con respecto a Cl-perturbaciones (es

c'-estable) si, para € > 0, existe 8 > 0 tal que, cuando
"F-Fo“1<6, el sistema perturbado u = F(u) tiene una variedad
invariante C'-suave S, tal que "S—So"1 < €. En general, 8 depende
de c,Fo y So'
Sea X(t,x) y A(t,x)y la solucién del sistema (2.3) en el fibrado

E, con X(0,x) = x y A(0,x) = I.

Definicion de estructura Pseudo-hiperbélica.

El sistema de ecuaciones diferenciales (2.3) es 1llamado
superhiperbélico, de orden K = 1, sobre la variedad S si existe
una cubierta abierta } = {U} (compuesto de s6lo un abierto) de S

tal que:

1) U es trayectorialmente convexo con respecto a x = f(x), es
decir, cada trayectoria I' intersecta a U en un conjunto conexo.
2) E = E|U tiene la representacién continua E = E+> ® E,

invariante respecto a (2.3). Es decir, si x € Uy X(t,x) e U,

entonces
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+ +
A(t,x) E” ¢ E” (X(t,x));

3) Existen numeros positivos « y A tales que, si x € U, t >0, y

X(t,x) € U, entonces

. ax~ ! "
|A"(t,x)| - (ax (t,x)| = « exp(-At)
+ +
donde A~ = A|E- y m = 0,1,...,K, mientras si x € U, y con
t <0 X(t,x) € U, entonces
-1 m
- 12).4
[A7(t,x)| 3w (t:x)| = = exp(at)

El conjunto S es llamado conjunto hiperbélico, y la representacién
{E = E' e E}) en S, para la cual se satisfacen las condiciones
1)-3), es llamada estructura Pseudo-hiperbélica. A un sistema con

esta estructura le llamaremos sistema Pseudo-hiperbélico.
Consideremos la perturbacién

u = Fo(u) + p(u) (2.4)

de (2.2), p es un -campo vectorial Cl-suave, con | p “1< S.

Entonces, en una vecindad de So’ el sistema (2.4) se escribe como

x = f(x) + F(x,y)

(2.5)

y = p(x)y + ¢(x,y)

en las coordenadas (x,y), donde "F"1' "¢"1 s 5, donde 3 es

pequefio cuando 8 es pequefio.

El caracter persistente de la variedad So (bajo el sistema (2.2))
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nos lo da el siguiente teorema.

Teorema 1. Si el sistema (2.3) es Pseudo-hiperbdlico de orden 1,
entonces para cada € > O existe 8§ > O tal que el sistema (2.4)
tiene una variedad invariante c'-suave S1’ con la
representacién SI= {(x,v(x)); x € So’ vix) € E(x)}, vy “v||1 < g,

en las coordenadas (x,y)

Antes de demostrar el Teorema 1, hagamos antes algunas
consideraciones. Lo dicho hasta aqui nos interesa en el siguiente
contexto. La superficie So es de dimensién (n-1) y se encuentra
encajada en R", esta sé supone asintéticamente estable en el
abierto V ¢ R" bajd el sistema (2.2). Ademas, el punto O € So es
asintéticamente estable en So bajo el sistema x = f(x), es decir,
el abierto V esta contenido en la cuenca del punto O.

Ademads de las anteriores consideraciones, suponemos que la
aplicacién F(x) = A(t,x)y :So—) Sox R es transversal a la°
subyariedad S0 en el punto x € So’ segun la definicién de
treansversalidad que damos en el anexo. Aqui consideramos que la
aplicacién A(t,x)y es solucién del sistema x = p(x)y.

Una vez aclarado este contexto se tiene la siguiente observacién.

Observacién 1.

Sobre la superficie S0 consideramos una cubierta U. Sobre este
abierto, y especto al sistema X = f(x), se tiene una estructura
Pseudo-hiperbélica de orden 1 con constantes « y A:

1) Por la invariancia de So, tenemos que U es trayectoriamente
convexo;

-

2) por la estabilidad de So’ se tiene la representacién continua
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E=E|U=E oE =E, ya que E' = {0}.
3) si consideramos la transversalidad, podemos ver que existen
(ver[16]1) constantes positivas « y A tales que, para t < O, se

tiene

ax-l m
|ACE, x)| |5§—— (t,x)| = «exp(At) ; m=0,1.

Sea I' una trayectoria del sistema (2.3) y sea U el conjunto
trayectorialmente convexo. Entonces, A(I') = ' n U representa una
curva de la forma Al = {x = ¢(t); t € (a,B)} donde ¢(t) es la
solucién del sistema correspondiente a la trayectoria I' El punto
0 = ¢o(a) es el punto de atraccién. La longitud de la curva se
define como |A(T')| = B - «. Aqui, « es el tiempo de entrada a Uy
B el tiempo de llegada al punto de equilibrio 0. Estos tiempos se

consideran finitos.

Observacién 2.

1) Los puntos de entrada al conjunto U conforman una superficie I
C'-suave. Si la superficie S0 es (n-1) dimensional, entonces
N es de dimensién (n-2).

2) Por la unicidad de las soluciones del sistema x = f(x) sobre
M, se tiene que el angulo entre el campo f y la superficie I

es uniformemente diferente de cero.

3) Para una trayectoria I' son posibles dos situaciones; a) T n 3 U

= ¢; b) ' n 8 U es segmento de una trayectoria que inicia en

T, y existe T > O (numero finito) tal que |A(I')] < T.

Sea p(xl,xz) la distancia sobre 1la variedad So' con la que
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definimos

p(x ,A) = inf p(xl.x);
! XEA
p(A,B) = sup p(x,A);
x€B
d(A,B) = max{p(A,B), p(B,A))

Restringiendo el sistema (2.3) a la variedad S0 nos queda la
dinadmica dada por el sistema X = f(x). Si C1-per'turbamos este

sistema, entonces estamos considerando un sistema de la forma
X = g(x) sobre So’ el cual nos permite definir un abierto U(g)

trayectorialmente convexo en So'

Proposicién 1. Suponiendo que las superficies de entrada, 1T vy

M (g), coinciden se tiene 1lo siguiente. Correspondiente a cada

€,>0, existe 5 >0 tal que; si le-f] < 5, vge c!, entonces existe

una cubierta Z(g) = {U(g)) de S0 para la cual:

1) U(g) es conjunto trayectorialmente convexo con respecto al
sistema x = glx);

2) d(au(g), au) < £,

De observacion 2, inciso 3), tenemos que la frontera de So
consiste de puntos de entrada M y la superficie trayectorialmente
convexa I, la cual llamaremos superficie lateral.

Demostracioén: Sea g el campo vectorial en las condiciones de
proposicién 1, y sea 8N los puntos de entrada a II. Consideremos
la superficie TMI(g) consistente de los intervalos, en A(I'(g)), de
trayectorias del sistema X = g(x). Estos intervalos empiezan en
8 y terminan en 0. El teorema concerniente con la dependencia
continua de soluciones respecto a un parametro implica que, para 82

suficientemente pequefia, las superf‘icies‘ M(g) y M estan en las
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ez—vecindades una de otra.
El conjunto U(g) esta determinado por la frontera au(g) = I +

NM(g). Por construccién, d(8U(g), aU) < €,y d(u(g), U) < €, El
numero 62 debe ser escogido de tal forma que podamos tomar al
abierto U(g) como cubierta de So' Esto completa la demostracién de

la proposicién.

Consideremos una solucién (Xl(t,x,y). Yi(t,x,y)) del sistema
(2.5).

sea el conjunto U trayectorialmente convexo para el sistema x =
f(x) sobre la variedad So’ y sea la superficie wo = ((x,vo(x));

x € M), definida sobre los puntos de entrada II , donde v, € ct y

"vo"1 <3,

A partir de aqui, vemos el sistema (2.5) como una Cl—perturbacién
del sistema (2.3). Suponemos que la perturbacién es tan pequefia
que E|H' es una superficie sin contacto para el sistema (2.5).
Por invariancia con respecto a (2.5), se continua la superficie wo

»*
a un tiempo finito T , es decir;
vo(Xl(t,x,vo(x))) = Yl(t,x.vo(x)) (2.8)

» -
donde 0 < t < T y xe€ M. Sobre la superficie invariante wo el

sistema de ecuaciones diferenciales tiene la forma
x = f(x) + F(x, v (x)) (2.7)

y tiene una solucién Xl(t,x,vo(x)). La aplicacién Xl(t,x,vo(x)) es
c'-cercano a X(t,x) (solucién del sistema x = f(x)) cuando ¢, F y

. 1
vo son suficientemente C -cercanos a cero.
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»
Si T > T entonces, sobre So’ en la vecindad de la superficie

lateral TI, existe un campo vectorial g(x) = f(x) + F(x,vo(x)) del
cual, en base a proposicién 3), podemos construir (de manera unica)
un conjunto trayectorialmente convexo U(g) = U* para el sistema
(2.7). De aqui que la aplicacién vo:H_ — E|I" determina

univocamente:

1) La continuacién invariante (2.6).

2} El conjunto U*.

3) En relacién al sistema (2.7_) la frontera BU“b se separa en una
superficie de entrada M, y una superficie lateral II* (cerca de

m.

Proposicién 2.

Sea U conjunto trayectorialmente convexo respecto al sistema
dindmico x = f(x) y sea v, una seccién Cl-suave del fibrado E|H',
con ||v0||1 < 8,. Supongamos que el sistema (2.3) es tal que E =
{0} vy E' = E sobre U Yy 61 un numero suficientemente pequefio.

Entonces existe una variedad W = {(x,v(x)); x € U}, invariante

respecto al sistema (2.5), para el cual;
1) (v|m) = Vs
2) ||v||1 < 24(61,64)

3) v es aplicacién c!-suave

Demostracién.
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*
En base a las condiciones de proposicién 2), existe un namero t y

un conjunto U1 tal que;

»
1) U1 > U
-1 » m

»*
gi (t ,x) = Al < 1, donde x y X(t ,x) estan

»*
2)  |A(t ,x)]|

en U1 y m 0,1. Usando (2.6), extendemos la superficie wo al

tiempo T* max(T,t*), donde T es la longitud de la frontera de
U*. Sea U el conjunto formado de la superficie lateral H* y la
traslacién M bajo la accién del sistema dinamico (2.7) sobre el
intervalo de tiempo 0 = t = t*. En X(t’,x), Xl(t*,x,y), etc.

omitiremos t*. Sea 3B e} espacio de aplicaciénes v: U*—a E tal
que v|U = Vo vl = Bo’ "g%" s Bl, y V € ct. A partir de las
hipétesis de la proposicién 2) mostraremos la existencia de un
elemento v*del espacio B. Considerando la aplicacién )&(x,v(x))
donde veB. Deducimos del teorema de la funcién implicita que, para

Bo, Bl y 61 suficientemente pequefios, la aplicacién Xl(x,v(x))

tiene una inversa. Sea h = (Xl(s,(s)))-l, se sigue de la relacién

ax’'  ax™'  ax’' [ax ax ax~!
1. =t -t (2.8)
ax ax ax ax ax ax )
que
2
8h _ ax ! - K1(Gz+0131) (2.9)
dx 8% 1—K1(62+0161)
-1 -1 ax
ax ax 1 ax ,
donde 3% < K1, 3y < ° Y 3% 3% < o, los numeros o,

y cé son pequefios cuando 61 es pequefio y son seleccionados tal que
K#o& + 0381) < 1. Para probar la proposicién 2), debemos encontrar

una aplicacién v para la cual
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v(Xl(x,v(x))) = Yl(x,v(x))
o (2.10)
vix) = Yl(h(x), v(h(x)))

se define un operador A por la relacién

vo(x) para x € U

A(v)(x)= .
Yi(h(x). v(h(x))) para x e U\U

De la definicién de 8 y la continuacién de v, concluimos que A(v)

es una aplicacién Ck—suave para v € B. Ahora buscamos una cota para
*

Ja(v)||; si x € U\U, entonces

A (x)| = [AG(x),v(x)) + ¥ (h(x),v(h(x))) = ACh(x),v(x))|

1A

AVl + o,

donde o, es pequefio cuando 61 es pequefio. De aqui que

lav)| =B, . con B = =

AA(v)

*
£ Para x € U \U tenemos que

En lo que sigue estimaremos

A

»BA(V)

% (x)‘

|ACh(x))|-

oY, ah(x)

+

oY, 8h(x)

+

a Y (h(x ))’ ‘

de donde tenemos que

8A(v)
ax

av » av
= (A1+°§)n5§n * OE(K1+°€) * 03(K1+06) N5§n
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donde o, Oy Og ¥y O, SO pequefios cuando 61 y 64 son pequefios.

Concluimos que

o (K +0 )
51 6
1—(A1+o~4+o-7ﬁ<1+o~6))

AA(v)
ax

= con =
B, » B,

av

donde Al + o, + o~_,(K1 + aé) < 1, 3%

= Bl. De aqui que A aplica

B sobre B para las elecciones indicadas de 61, 64, Bo y B1'

Se observa que, en la Co-topologia, el operador A es contractivo.
*
En efecto, para x € U \U, se tiene la desigualdad
|A(v1)(x) - A(vz)(x)l = (Al + os) ||v1 - v2“ (2.11)

donde o €S pequefio siempre que lo sean 61, 64, Bo y B1' De aqui
*

que A es un operador contractivo en la Co-topologia. Sea v el

»* »*
punto fijo de A, es decir, Av = v . Ya que N‘%%‘" = 31’
*

concluimos que v satisface 1la condicién de Lipschitz vy

»* »*
Lip v = 31' Ahora probaremos que v es aplicacién Cl—suave, con

»*
lo cual tendremos que v € 3B.

*

< av
La ecuacién para 3% ©S

ov % an % aven (2.12)
8x 9x 38x dy 8x 3dx ’

la cual es no-lineal r presentarse Q! en QE
por p ax " 3x -

Consideremos la ecuacién (2.12) con g; reemplazada por wl, la cual

opera en la misma forma que §§ y es tal que "w1" = B,. Obtenemos

la ecuacién

104450
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Wl = A1(w1) (2.13)

donde el operador A1 depende de v € B puede ser mostrado, como en
el caso de A, que para 61, 84, Bo y Bl suficientemente pequefios, el
operador A1 es contractivo en la Co-topologia del espacio (wlz "w1"
s 81}’ y todas las estimaciones son uniformes con respecto a v, el
punto fijo w:(v) depende continuamente de v, es decir, para q > O

* #*
arbitrario existe p > 0 tal que “wl(vl) - wl(vz)“ < q cuando

]]v1 - v2" < p.

*
Sea la sucesiédn v € By v — Vv en la Co—topologia, es decir

vn(x) = Y1 (hn-I(X)’ Vn—1(hn-1(X)))' Entonces

avn vn_1
W = Al(vn-l) 3% ] (2.14)

consideremos la sucesién (wh), tal que wln es solucién de (2.13)

conv =v X en A1’ es decir
n-

W= A v () (2.15)

in
deducimos de (2.14) y (2.15) que

av av

-1
"win - éx_-n' " = Z"Wm - 6; " (2.16)

donde ¢ = (A1 + ob) < 1, con %y pequefio cuando 61. 64, Bo y B1 son

pequefios, se sigue de (2.186) que

avn 8 vn_1
R R - M R RN |
8 vﬂ_1
sea a_ = I B w;_lﬂ yeE = “wnpl - wln" ; entonces
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s fo +8Pc +...+ P+ L (2.17)
0 1 n-1 n

]
1)
=
R
4+
]
S’
1)

< 0
La sucesién {v } converge en la topologia C°; en consecuencia € =
n n

— 0 si n —w, y concluimos que a — 0 si;n — o
n

My = Wi

v

ax

s . . n
Por consiguiente, las sucesiones {é } y (wl} convergen al mismo
n

»*

limite w' tenemos que av_ =W
10 Y OUe e Fx 1
Existe por consiguiente una variedad Cl-suave W = {(x,v(x));
* »*
x€U }, 1invariante con respecto a la aplicacién (X1’Y1)(t ).
Probaremos que 1la variedad W es invariante con respecto a
(X1’Y1)(t) para t arbitraria, es decir, probaremos que la
*
aplicacién v es independiente de t . Por construccién, v depende
e
continuamente de t . La unicidad de la construccién de v implica
que
»* . *
v(t ) = vint )

*
para un entero n > 0; de aqui, si t vy t2 > t son racionales

1
arbitrarios, tenemos V(t1) = v(tz). La continuidad de v respecto a
t implica que v es independiente de t, con lo que obtenemos la
invariancia.

Ahora nos abocamos a demostrar el teorema 1 de esta seccién.

Sobre el fibrado E'

E|U se considera el nuevo sistema (derivado

del sistema (2.3));

X

- f(x)
(2.18)

y

- e(xX)y

El conjunto S0 es trayectorialmente convexo para el sistema

x = - f(x), y no tiene puntos de entrada, porque la superficie S0
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no tiene puntos de salida bajo el sistema (2.3). Es facil
verificar que el sistema (2.18) y el conjunto E* satisfacen las
condiciones de proposicién 2. De aqui que el nuevo sistema

(derivado del sistema (2.5));

x = - £(x) - F(x,y)
) (2.19)
y = - ox)y - ¢(x,y)

tenga una variedad invariante c'-suave W, sobre la cual el

sistema (2.19) es C'-cercano al sistema (2.18). Concluimos que W

es invariante para el sistema (2.5), y sobre esta variedad el

sistema (2.5) es C'-cercano al sistema (2.3).
Al fipnalizar la seccién 3 de este capitulo daremos uso al

teorema 1 de esta seccién.
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SECCION 3

Con el fin de mostrar el disefio de un control estabilizante en la
teoria VSS, estudiaremos un ejemplo de un sistema de control. Este
ejemplo es interesante porque representa un modelo de control de un
proceso de fermentacién, el cual es 4rea de aplicaciones
importantes hoy en dia. En esta introduccién obtendremos un sistema
de control de estructura variable en R® del siguiente sistema de

ecuaciones:

x = uly) x - ux (0.1)

(3.0)

_uly) x (0.2)

y=uly-y -+

donde tenemos que;
x=x(t) representa la concentracién de la biomasa al tiempo t;
y=y(t) es la concentracién del substrato al tiempo t;
u=u{x,y) es la tasa de dilucién crrespondiente al estado (x,y);
Y, representa la concentracién maxima del substrato (constante);

T, My k son parametros fisicos del proceso.
n

m

y donde u(y) = Ty En este sistema consideramos positivos los

parametros Mo, k, r y Y, También consideramos positivas las

variables de estado x y y.
En este proceso de fermentacién, modelado por el sistema (3.0), es
importante estabilizar rapidamente la concentracién del substrato

pués este puede envenenar a las bacterias.
Lo que sigue es un analisis de los puntos criticos de 'las
ecuaciones (0.1) y (0.2).

Por conveniencia, dividimos el sistema anterior en dos casos;
u=0 y u> 0. Posteriormente podremos ver que el caso u < 0 no

interesa. En el primer caso las ecuaciones (0.1) y (0.2) nos quedan

x = puly) x (3.1)
;=__&(_sPQL (3.4)

De donde se tiene que los puntos de equilibrio son los dados por
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las rectas x = 0 y y = 0. La siguiente figura muestra las

trayectorias para este caso particular

Pun'tos Cvéti“’s

TYHS;(,{\:\*{&S de las Solucienes

J

Pontos Cvetites

S

AA:X'

Las soluciones del sistema anterior corresponden a rectas de
pendiente -1/r. |
Si al segundo caso (i > Q), agregamos la condicién O < u < ulyal,
se tiene la igualdad

x=xuly) —ux=0

si x =0, o bien u=yu (y). Esta segunda igualdad se tiene si

u k
M -k

m

(*)

" "

Si agregamos la condicién de equilibrio en la coordenada y";

. 1
y=u (ya- y) - - u(ya) x =0

lo cual implica que
u (ya~ y) r

uly)

incorporando la igualdad (*) a esta ultima, vemos claro que este

caso tiene dos puntos de equilibrio, y son
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u k u k
PL=0(0,vy); P2 = (r(y, “m_U)’ - )

El punto de equilibrio (P2) esta en funcién del control u. Si
consideramos ahora que u = p(ya), puede verse que los puntos de
equilibrio, (P1) y (P2), coinciden. Si u > u(ya) se tiene como

punto de equilibrio sélo a (P1).

Los conjuntos invariantes del sistema (3.0), con u > O, son las
lineas rectas x =0 y X =r (ya- y ). Los puntos criticos (P1)
y (P2) estan sobre la linea recta x =r (ya- y ).
Ahora estudiamos el sistema (3.0) sobre los conjuntos invariantes.
Puede observarse que este sistema se reduce a una dimensién si
x = 0. En tal caso tenemos la ecuacién

y=uly-y)

con solucién

T
y=y +cexp (- I udt )
a ]

donde ¢ es una constante de integracién. Observamos que las
soluciones convergen asint6ticamente al punto (P1). Si se
considera que xXx =r (ya- y ), obtenemos la ecuacién

§'=(u-u(y))(ya—y)
Si en esta ecuacién tenemos que 0 < u < u(ya), entonces
observamos que el punto (P2) es asintéticamente estable y el punto
(P1) es inestable. En caso de tener u = u(ya) obtenemos que (P1)
es punto silla. Si u > u(ya), se tiene que el punto (Pl) es

asintéticamente estable.

Esto puede verse en el siguiente analisis del sistema (3.0) en una

vecindad de 1los puntos de equilibrio (P1) y (P2). Primero

calculamos el Jacobiano de la parte derecha del sistema (3.0);

37




uly)-u uiy)-x

J(x,y) = L X ,
-/ bly) -u- — ply)
, [T 4
donde u(y) = ——EL———Z representa la derivada de la funcién u(y).
( k+y ) '

Los valores y vectores propios asociados a J(x,y) son

1
Al = - u + u(ya) V1= (1 ,- - )
A_=-u V=0, 1)

Sabemos que, en una vecindad de un punto de operacién P, los
valores propios de la matriz Jacobiana dan informacién acerca de
la configuracién de las soluciones si J(P)} es no-singular, o
singular y traza del Jacobiano distinto de cero. En este caso
tenemos;
1. Si 0 < u < u(ya), (P1) es un punto silla y‘(PZ) es un
punto atractor.
2. En caso de considerar u = u(ya), (P1) resulta ser un
punto silla.
3. Si consideramos u > u(ya), el punto (P1) es un atractor.

Para este caso se tiene la geometria:

\-) !
['\

v

Es importante resaltar que este analisis cualitativo es
independiente de los valores que en particular se asignen a los
parametros del sistema.

Del analisis anterior, y con el objetivo de hacer invariante a la
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recta y = y‘, los valores que asignamos al control en este ejemplo
son u+=,0 y u = 2, de tal forma que este segundo valor corresponde
al caso u=2> u(ya). Los valores que consideramos para los
parametros son k = 0.1, H= 0.2, r =03 y y,= 11.0 . Conforme
a esta asignacién de valores, obtenemos un sistema de control de

"estructura variable" al considerar los subsistemas

k=) x (2.5)
y=- = uly) x

x = uly) x'le (3.8)
y = 2(ya- y) - - uly) x

Estos subsistemas los obtenemos al considerar 1los valores del
control u =0 y u = 2, respectivamente, en el sistema (3.0).

El ejemplo de sistema de control "“de estructura variable"” en R® es:

ply) x ~ u x
- _ uly)
r

XKe
"

(3.7)'

K.

x + (ya- y) u

u=20 si y - y. >0
con control . (3.8)
us=2 si y-y <0

donde se ha introducido 1la recta de discontinuidad y=y*, con
y'= k'’/? (k+ya)hq-khq]. Del analisis hecho antes podemos ver que,
bajo el sistema de estructura variable descrito, la recta y=y. es
atractora, en el sentido de que cualquier érbita que inicia en una

vecindad de esta recta es atraida a esta recta. Geometricamente

‘5 A
‘;(.1‘5.
[ )

NN

>

» X

xte- -

Para este ejemplo de sistema de control tenemos que;

*
s(x,y) =y -y, v
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' - x uly) x
g = ‘ o= wly) b
r

Con lo cual calculamos el control equivalente;

- uly) x
eq (ya‘ y) r

Con lo que obtenemos el sistema de control de forma VSS;

X = puly) x - u x
5'/ “(y)—'—x+(y-y)u
r a
con control
2 si y-y >0
*

u = i - =
ueq s y y'
0 si y-y <0

La simulacién de este sistema (con los valores a los parametros
asignados al inicio de esta seccién ) de retroalimentacién resulta

como sigue;

2y
2]
1.5 .
{ i ‘
\ ;
r‘ﬂ.uuﬁ“ﬂﬁnlhqnﬁﬂﬁﬂm-ﬂmuuﬂhuw;
i \
05 '-.
9 111 .
g -+ T - - ﬁ—_ . .
8.2 8.4 N3 8.8 tienpo t | P 7T -3 -
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en la figura a) observamos que el control u oscila bastante entre
sus valofes extremos O y 2 en intervalos de tiempos cortos. Esta
oscilacién del control provoca una dinamica inestable sobre la
superficie de cambio s = 0 (figura b)). Este es el "efecto de
castafieo" para este ejemplo que fué trabajado en [17].

Hemos visto que el uso de controles discontinuos para obtener
robustez, en base a la teoria VSS, nos lleva a la presencia del

efecto "castafieo", siendo este un efecto inestable sobre la

variedad de cambio.
Por el momento, nuestro objetivo es obtener criterios de disefio de

controles en una vecindad de la superficie de deslizamiento, con
tales controles se busca continuidad del campo controlado, tal que

se preserve robustez en el deslizamiento y disminuya el efecto
de "castafieo" sobre este.

La idea basica consiste en ‘"suavizar" el <control de
retroalimentacién en una vecindad de la superficie de cambio. Es
decir, encontrar un control u = u(x) en una vecindad tubular, se
requiere que esta vecindad tenga 1a propiedad de ser: 1)
globalmente alcanzable en tiempo finito y;ii) positivamente
invariante bajo perturbaciones del campo.

El costo de considerar esta vecindad tubular de la superficie
deslizante, es que la dinadmica de la trayectoria en el interior de
la vecindad es solo una aproximacién a la dindmica deseada sobre la
superifice deslizante. Por el contrario, la ventaja de este plan,
es que la trayectoria disminuye el efecto oscilatorio que presenta
el "castafieo" en la superficie de cambio.

Considerando a S = {x: s(x) = 0} como la superficie de cambio, se

definen las funciones escalares

104450
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S+(X):

"

six) + ce
(3.9)

s (x):= s(x) + c,€

donde c, v c, son constantes positivos y € es el radio de la

vecindad tubular, sean las superficies

{x: s+(x)

13}
1]

0}

{x: s (x) 0}

n
1]

definimos la vecindad tubular Oe

0_={x: s(x) >0 y s (x) < 0}

De las definiciones (3.9), se tiene claro que

ds (x) _ds(x) _ d *(x)
at at - at ° %

de tal manera que los controles extremos u+ y u que aseguran que
la superficie S es globalmente atractora, aseguran también que la
vecindad 08 sea globalmente atractora y positivamente invariante.
Veamos ahora como se especifica el control u(x), continuo en x, en
el interior de Oe' En principio, cualquier interpolacién continua
entre u' (definido en S') y u (definido en S ) es suficiente para
el objetivo mencionado de continuidad. Esta interpolacién existe

debido al lema de Urysohn.
Denotaremos por ds al gradiente de la funcién s=s(x), 1lo mismo

para las demas funciones de la variable de estado.
A continuacién, con el objetivo de determinar los controles en una
vecindad tubular O€ de S, se considera el sistema (1.1) con control

(1.8) de la seccién 1. Es decir

42

e I S B S e i 8 M b



X = F(X) + G(X)u, XeR ™!
con control
u+ si s20
u = {u si s=
eq
u si s=0

con el objetivo de facilitar el disefio de controles en la vecindad
0e de S, hacemos el siguiente cambio de variable.
y = s(X)
de tal forma que, en Oe’ la dinadmica en el espacio ortogonal (o
aniquilador, ver anexo pag.76) a S es dada por
& = dsX = dsF + dsGu

donde el control u esta por determinarse. El control lo vamos a
definir segin los valores que toma la funcién escalar s(X); para

el caso se(0,ec], sea

vio= (dsF + dsGu+)
€ s =g

con ello se define el control u: al tenerse la igualdad

dsF + dsGu_ = v; 2; para sel0,€]

lo que implica que

Mo+ M +

u = - para SE[O,CI

donde, por la condicién de transversalidad (1.9 de seccion 1.1) se

tiene ds:G # 0. Similarmente, para el caso sel[-¢,0], tomamos
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v_ = (dsF + dsGu')
£ s =

-g
Definimos el control u; tal que
- - s
dsF + dsGu_ = v —
€ € €
de donde tenemos que
v. 2 -4dsF
u = -5 £ para sel[-g€,0]
€ ds-G ?

Ahora, como retroalimentacién del sistema (1.1), se toma

+
( u si s2¢
+
u8 si Os=s=¢
u=4 (3.10)
u si -£ss5=0
€
[ u si ss-¢g

este control es continuo en el espacio de estados.
Continuando con el ejemplo de sistema de control obtenido al
iniciar esta seccién , definimos un nuevo control como ejemplo de

la forma (3.10). Sea el control

+ ®
u =20 si =y -y
(1-t) u si =y - y. =€
*) u =4 .- .
(l-t)ueq+tu si -esy-y =0
| u =2 si y - y' s -¢
E
donde tenemos la funcién escalar t:Oe—e [0,1}; t = yey ,

con £ = 0.001 .
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m,’__.._.__,?.'._ .

Ahora simulamos el sistema (3.7) con control (*)

Ly

L3

8.3

62

8.4 6.6 8.& fiewpo ! |

-
oy
L=

o

Comparando con las graficas incluidas al inicio de esta seccién
observamos que el "efecte chatiering" disminuye. Usando los
resultados de la seccidén 2 mosiramos ;ﬁora la robustez de los
sistemas de control tipo (3.10).
Con el objetivo de aplicar los resﬁltados de la seccién 2
reescribimos el sistema (1.1) en una vecindad 08 de S.
Para ello tomamos el cambio de variable

y = s(X) (3.11)
donde X = (x,y); xeR" y yeR.
De este cambio de variable, y de considerar (1.1), obtenemos

& = dsX = ds*F + dsGu

™3 R" tal que se tiene lo siguiente. Por

Sean los campos Fm y Gm :R
ser S superficie regular de clase C1, tenemos que existe un cambio
de coordenadas de clase C' (Ver [10], pag. 47, Proposicién 1), tal

que podemos escribir (1.1) de la forma
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5 .
L}

F (x,y) + Gm(x,y)u(x,y)
o (3.12)
y = dsF + dsGu
con control
u; si O=ss¢
u = ~ (3.13)
uc si -gss=<0

Observacién: Si y = 0, del sistema (3.12) tenemos que

% =
[

F (x,0) + G (x,0)u
. m m eq

y =0

Ahora se definen funciones para yel-g,€]:

Sea f:=F (x,0) + G (x,0)u
m m eq

+

ve

- si 0=s =¢
p(x):= 4 v

€ .

—E.'_ Sl -£e 8 =<0

Fl(x,y):= Fm(x,y) + Gm(x.y)u(x,y) - f(x)
Con estas funciones reescribimos el sistema (3.12) en la forma

x = f(x) + F (x,y)
. (3.14)
y = ¢(x)y

Ahora identificamos el :sistema (3.14) con el sistema (2.2) de
seccién 2, del cual se prob6é la robustez de 1la superficie

invariante. Por lo tanto tenemos que el control (3.10) dado en esta
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seccién, nos permite asegurar la persistencia de la invariancia de

la superficie de cambio, en el sentido precisado en la seccién 2.

Concluimos en este capitulo que el sistema de control

x = f(x)+g(x)ulx)
con control (3.10), disminuye el efecto "chattering" (conclusién
obtenida por simulacién y debido a la continuidad de la "parte
derecha" del sistema de control) y asegura la existencia de una
variedad diferenciable invariante ante perturbaciones "pequefias"

del sistema de control.

Para terminar esta parte del trabajo incluimos los siguientes

resultados.

PROPOSICION
Veremos que la funcién F1 es Ci-cercano a0cR" Es decir, veremos

que ||F1||1 esta cerca de 0 si la variable y esta cerca de O.

m
Sea X(x,y) € Oe tal que x € R,’ y € R: donde F1‘Txos — Tr“x)oe‘

considerando las definiciones

"F1" = Sup 'FI(X)I : lldFl" = Sup max IdF1(x)(V)|
xe0 ’ xe0_||v|=1
€
definimos la Cl—norma

IF 0, = IF, | + JdF |

1"1

»*
donde veT O .
X €

F1 es de clase Co por ser continua en 08. Para considerar que F1

(una vez que existe) séa de clase C' debemos ver la continuidad de
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dF1' Tenemos

FI(X.y) = Fm(x.y)+Gm(x,y)u(x,y) - (Fm(x,0)+Gm(x,0)ueq(x,0)) (3.15)

+ -
v v

tomando C1 = —513 y C2 = —gl se considera (1.1) con control
Cls - dsF
—_— si 0 =s =< ¢
dsG
u = C,s - dsF (3.18)
———aga—*— si € £ s =0

por lo que de ecuacién (3.15) tenemos que

o, OF, [96, 4G, au . du
F =& * ay T |ax T ay u(x,y) + GmLE; + 5?]
~ [oF (x,0) 3G (x,0) au (3.17)
- = + z u (x,0) + G (x,0) eq(x 0)
ax ax eq 4 m > ax N

Como la funcién s es de clase Cl, y donde (por hipétesis) ds-G=0

para (x,y)e Oe' Ademds F y G son funciones de clase ct para

(x,y) € (X n Oe), de donde se tiene que el control u dado por
(3.13) es continuo y diferenciable para -¢ < s < €.

Para efectos de diferenciacién, en lugar del control (3.16) podemos

considerar
u = Cs - dsF
dsG ’
con C numero real.
. dsF 5
Sabemos que ueq = 3= Derivando
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8s 3d(dsF) 3(dsG)

b_u _ [C 3% - T] dsG - [CS - dsF] 3%
ox a(dsG) 1°
8x
38(dsF) 8(dsG)
aueq _ [ . 3% ] dsG + (dSF)('T)
ox 8(asc) 1 2
ox
Por las observaciones hechas antes, para tener continuidad de aué:)
du(x) du
basta probar que lim % - a;q. Esta ultima igualdad se tiene
s->0
porque lim g; = 0. Por 1lo tanto, dF1 es continuo para (x,y)eoe.
s-0
Ahora, reagrupando los términos de (3.17).
dF (x,y) 98F (x,0) (3G (x,y) 3G (x,0) ]
dF = 2 - 2 + a u(x,y) - ———u '
1 ax ax L ax ' ax eq
3G 8F (x,y) ( du )
m m du(x,y) _ eq
* gy uey) =y |G ey - G (000
du(x,y)
+ Gm(x,y) —ay——

Por continuidad, todos los términos tienden a cero si s tiende a

cero. En base a la desigualdad

aFm aFm(X,O) aGm GGN(X,O) 3Gm
“dF1“ = 175x ~ 3x Tlex v T ax Yea ’ 3y ¢
8F du
m du _ eq du
+ “Ty + «Gm 3% Gm(X,O) I + Gm W

puede verse que, dado € > O existe & > O tal que |dF | < e/2 si

Is| < 8. Agregando la continuidad de F,, se concluye que ||F1||1 es
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pequefio si |s| es pequefio.

Teorema. (Funcién implicita global).

Si s:R™! — R es de clase C y O es valor regular, entonces s 1 (0)

es una superficie regular.

Demostracién.
Considerando que X = (xl,“.,xm+1) € R, y sin pérdida de
. . ds m+1
generalidad, suponemos que i 0 vy s(Xo)=O, con XoeR .
m+1

m+1 m+1

Se define G:R — R ', conX = (x,y); xeR y yeR

G(X) =G(x,,...,x,x ) =(x,s(x,y))
1 m  m+l
La matriz jacobiana de G es
[ ds ]
0 0 5;: (xX)
0 M
dG(X) =
ds(X)
| ° I
m+1

ds(X )
0
ax

m+l
difeomorfismo local (Tma. de la funcién inversa alrededor de Xo)'

Por lo tanto, det(dG(Xo)) = # 0. Esto significa que G es un

Esto es, existen abiertos A, B y W de Xo’ Yo y O respectivamente

tal que AxB es abierto de Xo = (xo,yo) Yy
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G:AxB — W, sea ¢! = (%, plx,¥)
Consideremos la funcién f(x) = ¢(x,0)
G ~ G (x,0) = G(x,9(x,0)) = [x,s(x,q)(x,o))] = (x,0)
Es decir,
s(x,f(x)) =0
podemos afirmar entonces ﬁue existe una vecindad N(xo) para la cual
f:N(xo) — R y s(x,f(x)) =0
entonces, s H0) se ve, alrededor del punto X0 = (xo,yo)e s-1(0),
como la grafica de una funcién diferenciable {(es decir, como una
superficie local), por lo tanto, s 1(0) es una superficie regular.
Observacién:
El subconjunto S = s 0) de R™! es m-variedad, ya que por cada

Xo € S existe un abierto en Rm+1 y un difeomorfismo G:U — W tal

que G(UnS) = {(x,y) € W y = 0}.

104450
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CAPITULGO 2

A continuacién presentamos dos trabajos que estudian el problema
de estabilidad descrito en la introduccién. En ellos se proponen
controles continuos respecto a la variable de estado. En ambos
trabajos se toma como hipétesis que se satisface la condicién de

encuentro, ver anexo pag.78.
El principal objetivo es presentar controles de retroalimentacién
que hagan que un sistema bajo perturbacién posea trayectorias de

estado con comportamiento estable.

Por ‘'"elementos de incertidumbre", o "elementos de perturbacién”,
nos referimos a variaciones de los parametros implicados en el
modelo o sistema, lo cual ©provoca una indefinicién (o
"variacién") del sistema de control. Entenderemos por "sistema de
incertidumbre” (o "sistema incierto") a un modelo que considere en

su dinédmica a elementos de perturbacién.

SECCION 1.

Partimos del sistema
x(t) = £f(x) + g(x)u(x), x(to) = X, (1.1)

con control

u = { u (x) si s(x)>0 (1.2)

u (x) si s(x)<0

donde el sistema (1.1) y las funciones f, g y s, con los
respectivos espacios de definicién, son los que satisfacen las
condiciones de la seccién 1 del capitulo I. En general, debido a la

accién del control (1.2), se supone alcanzabilidad global del

conjunto S c X.
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Como dijimos antes, el objetivo es obtener condiciones suficientes
para estébilizar un sistema con incertidumbre, por medio de la
consideracién de un modelo como puede ser (1.1) y (1.2). Esto
significa buscar criterios de disefio de controles de

retroalimentacién u tal que el sistema

x(t) = [f(x) + Af(x)] + [g(x) + Ag(x)Ju(x) (1.3)

sea estable. Aqui, Af y Ag, son funciones deterministas que
representan incertidumbre en los parametros de f y g
respectivamente. Podemos decir tambien que representan

perturbaciones parametricas.

Este problema de estabilidad no es sencillo de resolver y es tema
de creciente interés en la actualidad. Es conocido que, en general,
las soluciones a este problema dependen de las caracteristicas de

las perturbaciones. .

Recordamos que existe un deslizamiento ideal sobre la variedad da
cambio S, sélo cuando la trayectoria de estado x(t) de la planta
controlada satisface s(x(t)) = O para toda t 2 to’ para alguna to.
El control u que sostiene este tipo de dinamica fué definido antes

y denotado por u por lo que ahora pasamos de la

eq’
retroalimentacién (1.2) a

u si s >
u = <u si s =0 (1.4)
eq
u si s <

De hecho, para tener un modo deslizante ideal se requiere rapidez
infinita en el cambio de control al intersectar las trayectorias a

la variedad de cambio. En las plantas de la actualidad, los medios
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responsables de implementar la funcién control (1.4) tienen
imperfecéiones, que en particular se manifiestan como retardo, lo
cual fuerza a que el cambio ocurra en frecuencia finita. Esto
provoca el efecto "castafieo" mencionado antes. Como el objetivo
es estabilizar un modelo de incertidumbre, se considera el sistema
(1.3), con control (1.4).

En teoria, es posible una cantidad infinita de estrategias de
control. Una estructura alternativa para el control (1.4) es la

retroalimentacién escalar
u=u +u (1.5)

definido en todo el espacio de estado. La funcién continua u.eq es
el control equivalente y u la parte discontinua (de cambio) de
(1.4). Calculando s con control (1.5)

ds + _ ds

3% 3% [f(x) + g(x)(ueq + uN)]

[}
|
X
[

s(x(t))
. Os
= —; g(x)uN

Donde hemos considerado que, por definicién de ueé;

ds as _
x Pt 8% 0.

Sin perder generalidad, se puede suponer g; g(x) = 1 (redefiniendo
la funcién s). Con lo que tenemos que s(x) = u,- Esta igualdad
permite una facil verificacién de las condiciones de suficiencia
para la existencia y alcanzabilidad de un medio deslizante, es
decir, de la condicién s's < O cuando s(x) # 0. Veremos tres

estructuras posibles de control discontinuo para u.-
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En general, entenderemos por ganancia en un control, a una funcién
escalar a = a(x), coeficiente en un posible control del sistema

(1.1). En los controles que siguen consideramos que g = u-

1) Control lineal con cambios de ganancia;

al si sxx >0
u(x) =yx; y=IyplerR"; ¢ =
N i i .

Bi si sX, <0

donde « <0 vy B1 > 0. Considerando esta definicién del
vector ¢, tenemos
sS =85 +(Yx + -+ yPYx)<O0
11 nn

donde x = (X1""’ X ).

2) Control continuo y lineal;
uN(x) =as(x) y a«a<0
De nuevo satisface la condicién de existencia de un modo
deslizante

ss < as” < 0

3) Control con vector unitario (no-lineal)

UN(X)=-|—S—G-)TP, p <O

donde se tiene

s(x)s(x) = |s(x)|p <0 si s(x) = 0.

En lo que sigue se tendrd presente esta ultima estructura para el

control discontinuo uN.
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La condicién de encuentro. Si la incertidumbre considerada, Af y Ag

en el sistema (1.3), cae en la imagen de g(x) para todos los
valores de x, diremos que satisface la condicién de encuentro. En
la seccion 1 del capitulo I, teorema (1.3), se probé que, en un
modo deslizante, la condicién de encuentro es equivalente a la
propiedad de invarianza fuerte en un régimen deslizante. Por el

momento supondremos que se satisface la condicién de encuentro.

En vista de que se satisface la condicién de encuentro, es posible
juntar la incertidumbre total en una funcién escalar e(x) que
representa la incertidumbre del sistema, ver [2], por 1lo que

consideramos el sistema

x(t)

]

f(x) + glx)u + g(x)e(x)
(1.8)

X

x(to) o

El método minimo-méximo (min-max).

Con el fin de lograr estabilizacién, veremos primero como lograr

atraccién uniforme.

Existen dos métodos conocidos, en base a la teoria VSS para
disefiar retroalimentacién de estado u:R" — R tales que, para
cualquier condicién inicial X, ¥ toda incertidumbre e(x), existe
una solucién x:[to,m) — R" de (1.6), y toda solucién es

uniformemente acotada.

Estas aproximaciones empiezan con un sistema nominal (sistema sin

incertidumbre) no controlado de la forma
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x(t) fx)

(1.7)

(]
b

x(to)

donde suponemos que x = o es punto de equilibrio de (1.7). Los dos
métodos de aproximacién necesitan que este sistema nominal sea
asint6ticamente estable de manera uniforme, para definiciones ver
anexo. pag. 72. En la aproximacién del método min-max se supone
estabilidad del sistema nominal (1.7) con funcién de Lyapunov V(x).
Donde V: R" — R+ tiene derivada continua, de forma que existen
funciones continuas estrictamente creclentes LA R+ — R+, i

= 1,2,3, con las propiedades

7,(0) =0, i=1,2,3.
lim 71(t) = w i=1,2,3.
t 500
de manera que para toda xeR” tenemos
v, (x]) = vix) =7 (|x]) (1.8.a)
y
VIVE(x) = 7 (|x]) (1.8.b)
X 3

donde ViV(x) indica el vector transpuesto del gradiente de la
funcién V(x). El1 factor VtV(x)f(x) indica el producto interior
entre los vectores ViV(x) y f(x).

El objetivo inmediato es usar la funcién de Lyapunov V(-), y cotas
sobre la incertidumbre e(x), para obtener condiciones sobre el
control de retroalimentacién de estado u = u(x), que garanticen
cotas uniformes de la trayectoria de estado del sistema de control

(1.8).

Una funcién de Lyapunov candidata para el sistema de control (1.6),
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con u = u(x), es de nuevo V(x). Escogemos un u(x) que hace
negativa la derivada (respecto al tiempo) de V(x) sobre las
trayectorias del sistema de retroalimentacién. Es decir, escogemos

u = u(x) tal que

V(x) = (VV)-x = (VV)f + (VV)glu + e) <O (1.9)
considerando la desigualad (1.8.b), tenemos (1.9) si el control

u = u(x) lo escogemos tal que

min max(V;V)g(u +e) =0 (1.10)

u e

Para toda xeR" y para todos los controles e incertidumbres
admisibles. Suponiendo que gthV(x) es diferente de cero, el

control

. g  (x)7 V(x)
u=u(x) = - y X p(x) (1.11)
lg" (x)V V(x)|

donde p(x) es funcién escalar que satisface p(x) = |e(x)|. Puede
mostrarse, por sustitucién directa, que el control (1.11) satisface
(1.10). si gthV(x) es cero, se toma

ue{u; ueR y lu| = p(x)} ) (1.12)

Los controles que satisfacen la desigualdad (1.10) son llamados

controles min-max.-
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Sobre el sistema (1.6) consideramos las siguientes hipétesis:
i) Las funciones f:R® — R" y g:IRn — R" son funciones
conocidas, mientras que e:R" — R es una funcién desconocida. Todas
estas funciones se consideran continuas en x;
ii) La norma del elemento incertidumbre es acotado por una funcién
para toda xeR";

le(x)| = p(x) (1.13)
donde la funcién conocjida p:IRn -—~> R+ es continua en x;

iii) Dado un conjunto compacto E ¢ R" existen constantes m,

para i1 = 1,2, tales que para toda xeE

fof s

I£(x)lo(x) = m;

iv) El origen x = o es asintéticamente estable de manera uniforme
para el sistema nominal x = £(x). En particular, existe una funcién
de Lyapunov V — R+ de clase Cl, y funciones continuas

. +
estrictamente crecientes 7i:k+ — R, i=1,2,3, que satisfacen

71(0) =0, para i = 1,2,3 (1.14)
lim 7i(r) =mw, para i = 1,2 (1.15)
r =00

y tal que para todo xeR" tenemos que

7, U= = veo = v (Ix]) " (1.16)

VIV(x) - £ (x) =7 (|x]) (1.17)
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Bajo las hipétesis i)-iv), se busca un control de
retroalimentacién para el sistema (1.6) que garantice que toda
solucién del sistema es finalmente acotada, de manera uniforme,
en un conjunto que contiene al estado cero. Este conjunto de
acotacién uniforme, como la cota superior del intervalo de tiempo

para alcanzarlo, son también regueridos.

Un control de retroalimentacién.

Motivado por el control min-max, se propone la siguiente clase de
controles de retroalimentacién. Un miembro de esta clase p:(Rn — R,

es una funcién continua en x tal que, dado € > O

p(x) = —Tﬁ%§%T p(x) si [u(x)| > e (1.18)
Yy
|lp(x)| = p(x) si |u(x| = e (1.19)

donde p(x): = g‘(x)vxv(x)p(x).

Un ejemplo particular de tales controles es

- Tﬁ%g%T p(x) si |u(x)| > e
p(x) = (1.20)
- Eigl p(x) si |u(x)| s e

Se mostrard que un control de tipo (1.18) garantiza la acotacién
final de todas las respuestas posibles del sistema en una vecindad
arbitrariamente pequefia del estado O. De tal manera que un control

continuo de tipo (1.18) asegura una dinamica (conjunto de
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soluciones) que es arbitrariamente cercana a la garantizada por el

control discontinuo min-max (1.11).
Consideremos el sistema (1.6) con control (1.18), sujeto a las

suposiciones i)-iv). La derivada de la funcién de Lyapunov es
V= V:V(x)[f(x) + g(x)p(x) + g(x)e(x)] (1.21)
como consecuencia de (1.13), (1.17) y (1.19), se tiene
Vs —y (Ix) + TV(xglx)p(x) + |u(x)|
Considerando (1.18), si |u(x)]| > e

Vs 7 (xD

ysi |ux)| = e

Vs -y (fx|) + 2e (1.22)

Como las funciones 71 Yy 7, son funciones continuas, estrictamente

crecientes y satisfacen (1.15), se tienen definidas las funciones

inversas 7;1:R+ - R+, para i = 1,2, son contiuvas y estrictamente
crecientes. Esto también es cierto para 7;1 si lim 73(r) = w. En
r -0

caso de que lim 73(r) < w, existe el limite
r 50

lim 73(r) =] <ow {1.23)
r -0

tal que 7;1:[0,1) — R+ esta definida, es continua y estrictamente

creciente. En base a esta observacién, agregaremos la siguiente
hipétesis
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v) Si 53 esta acotada, que equivale a tener (1.23), entonces
‘2e <1 ' (1.24)

Teorema.
Si consideramos el sistema (1.65) con control de retroalimentacién
(1.18), y se satisfacen las condiciones i)-iv), entonces tenemos lo

siguiente respecto a este sistema:

A. Existencia
Dado xoeRn, existe una solucién

x : [t ,t ] —R" con x(t) = x_.
0’ "1 o 0

B. Acotacién uniforme

Si x:[to:t1] — R", con x(to) = x, es solucién de

(1.6), entonces
|x(t)| = d(r) para todo telt , t 1y |x | <r
donde
(' - ¥)(R) si r =R
1 2

d(r) = ' (1.25)

(7;1 « 7 )(r) si r>R

R = 7;1(26) (1.26)

Por lo tanto, la solucidén tiene una continuacién sobre

[to,m).

62




C. Acotacién finalmente uniforme.

‘Si ox : [t bw) — R", con x(to) = x,, es solucién de (8)
con "Xo" < r, entonces, dado d > (7;1-72)(R) tenemos
que |[x(t)| = d para todo t >t + T(d,r), donde

3 o si r=R
t(d,r) =< v (r)-y_(R) (1.27)
2 2 . =
— si r >R
73(R)-26
Yy
R = (7, -2 )@ (1.28)
Demostracién.
A. Existencia.

Consideremos la funcién h:R” — R" dada por

hi(x) = f(x) + g(x)p(x) + g{x)e(x)
como consecuencia de las condiciones i)-iii) se tiene que h es una
funcién continua, para la cual existe un numero real m tal que,

para todo xe€E

G| = m
para toda toe(a,b) y X.€ IntE, existe una solucién (por el teorema

de Cauchy-Peano; ver [13] pag.35) x:[to,tll — R";, con x(to) = X

B. Acotacién uniforme.

Sea x : [t ,t ] — R", x(t) =x, una solucién con |x | =r.
0’ "1 ) o

0

~ ~

Sea r:= max{r,R) tal que “xo“ <r y Rs=r. Por la igualdad (1.25)
-1 -~
d(r) = (71 '72)(r)
y considerando (1.16),
7,(r) = 7,(r)
tal que
- " A
r s (71 72)(r) = d(r)
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y de aqui
Ix(t)] = Ix | < 7 = dr)
Ahora supéngase que existe t3 > t0 tal que
ﬂx(ts)“ > d(r) {(1.29)
ya que X es solucién continua y
Ix(t )| = r = dlr) < |x(t )]
existe t2 € [to,ts) tal que
"x(tz)ﬂ =r
Yy

Ix(t)| = r para toda t € [t2,t3L

Ahora, en vista de (1.18), (1.21), (1.22) y (1.6)

1A

71("x3(t3)") V(x(t))
t, .
V(x(t ) + j V(x(t))dt

t
2

1A

t
(=) + Itsl-za(x(t)) + 2eldt
2

IA

. t,
7,(r) + ft [-7,(R) + 2e]dt

2

72(;)

De aqui; [x(t )] s (3]'3)(r) = d(r).
Sin embargo, esto contradice la suposicién (1.29); de aqui que
|x(t)| = d(r) para todo te[to,tll. Consecuentemente, existe un
compacto E

E={xeR™: |x| =d, d>d(r))
de donde las soluciones (con nxoﬂ = r) no escapan. De aqui que toda
solucién semejante puede ser exfendida sobre cualquier compacto, y

en consecuencia sobre [to,m).
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c. Acotacién finalmente uniforme.

St x: [t ;@) — R", x(t ) = x  con Ix,] < r. es solucién de (1.8).
consideremos una d > (7;1°72)(R). Por definicién, R = (7;1~71)(3)
tal que R>R y

d(R) = (311'72)(§) = d.
Si r s R, entonces “xo" < R; de aqui en vista del resultado B de
acotacién uniforme;
|x(t)] = a(R) = d para todo te[to,w)
tal que T(d,r) = 0.
En lo que sigue se considera r > R. Supéngase que
Ix(t)] > R para toda te[to,tll
7,(r) - 7 (R)

donde o=t T(d,r), T(d,r):=

73(R) - 2¢
Entonces, considerando (1.18), (1.21), (1.22) y (1.8),

A{ECRT)

IA

V(x(tl))

t1 .
V(x(t )+ J' V(x(1))dT

t
0

]

A

t
7 (xte ) + Itll-'73(||x('t)||) + 2eldt
(o]

IA

7,(r) + T(a,r)[-wa(ﬁ) + 2¢]

72(r)—71(R)

7 (r)+ [—7 (R) + 28]
2 73(§)—28 3

71(R)

Se concluye que HX(t1)" = R. Lo que contradice la suposicién (30).
Debemos tener tze[to’t1] tal que "x(tz)" = R. Entonces, como

consecuencia del resultado B de acotacién uniforme,
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[x(t)] s d(R) = d para todo t =t
de aqui, [x(t}| = d para todo t = b, * T(d,r). Se tiene el
teorema. A este resultado le sigue el corolario inmediato, el cual
concluye que un control de tipo (1.18), asegura un sistema de
respuesta que puede ser hecho arbitrariamente cercano al control
discontinuo min-max.
Definicién:
La bola (xeR":"x" = 8} es uniformemente estable si para cualquier
n > 8 existe r(n) > 0 tal que |

|x(t)| ==n para todo t = t = con x| <r(n).
Corolario:
Dado € > 0, un control de tipo (1.18) asegura que la bola de radio
(7;1'72)(R) centrada en x = o es uniformemente estable.

Demostracioén:

Sea 7 > (7;1°72)(R) donde se considera (7;1-72)(r) = n. Entonces
- - -1,.
r(n) = (J1 72)(n) >R > 0.

De aqui, por los resultados del teorema sobre acotacién uniforme y
continuacién, tenemos que

[x(t)] = n para toda t = to con "xo" = r(qn).
Ahora es facil ver, considerando (7;1'72)(R) = & > 0, que dado
cualquier d > 0 y cualquier n > O tal que 79 > (7;1-72)(R), existe
un € > 0. En otras palabras, un control de tipo (1.18) con ¢
suficientemente pequefio, garantiza acotacién finalmente uniforme,

tanto como estabilidad uniforme, de una bola arbitrariamente

pequeiia centrada en x = o.
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SECCION 2
En esta seccién describimos resultados de una versién lineal del
problema de estabilizacién en presencia de incertidumbre. Esto se

lleva a cabo con ayuda de la teoria de inclusiones diferenciales.
El sistema de control, que representa un modelo de algun "proceso

real", que citaremos aqui es
x(t) = Ax + Bu, x(t)eR", u(t)eRr (2.1)

con A matriz nxn y B vector n-dimensional.
Por consideracién a la "accién" de:la incertidumbre (mencionada en
la seccién 1 de este capitulo), en lugar de (2.1), trabajamos con

el sistema
xeF(x(t), u(t)); x(t)eR”, ul(t)eR (2.2)
el conjunto de aplicaciones ¥ es conocido y tiene la estructura

F(x,u) = Ax + Bl[u + G(x) + BGc(u)] (2.3)

con G(x) funcién de retroalimentacién, la aplicacidén continua de
valores reales Gc actua de la forma

Gc:u b— |u|t§1 (2.4)

donde ﬁk = (yeRk:uy“ s 1}. La aplicacién (x,u) }— G(x) + Gc(u)

se interpreta como modelacién de incertidumbre en el sistema,

donde se supone que se satisface la condicién de encuentro.

El obJjetivo es determinar una estrategia de retroalimentacién
X} ¢(x) tal que las trayectorias de (2.2), con u(t)e¢(x),

mantengan una conducta estable.

Como retroalimentaciones admisibles, tomamos la clase de
aplicaciones semicontinuas superiormente x}—a p(x) ¢ §1 (para
definicién ver el final de esta seccién), que toma valores en un
conjunto no vacio. convexo y compacto, que son referidos como

retroalimentaciones generalizadas.

67




Para ver el problema de solucién de inclusiones diferenciales

consideramos

x(t)eF(x(t)), x(t)eR"

X(to) = x (2.8)

(o]

donde por solucién se entiende a una funcién t|— x(t), definida
en algun intervalo [to, to+w), la cual es absolutamente continua
en subintervalos compactos y satisface (2.5) casi-dondequiera. Al
conjunto de aplicaciones x}— F(x) ¢ R" lo suponemos semicontinuo

superiormente en D:= R"; con valores en un conjunto no vacio,
convexo y compacto. Ver [9], pag. 98, Teorema 3.

Estabilizacién por retroalimentacién generalizada. )
El objetivo es como sigue. Determinar una retroalimentacién
generalizada ¢, con la cual se obtenga que el estado x = o sea

asintéticamente estable, de manera uniforme y global, de Ila
inclusién diferencial de retroalimentacié4n controlada

x(t) e F((x(t)) (2.8.a)

F(x(t)) = Ax + B[®(x) + G(x) + B(GC-Q)(x)] (2.8.b)
Para resolver este problema seguimos la teoria VSS. Consideremos
que la variedad (n-1)-dimensional ScR" esta dada por un conjunto de

valores propios A = {AI, Az’ ,An_l), de la forma S = Imag D,

donde D es la matriz diagonal D diag[hl, A __]. Este conjunto

n—1
Dx. Consideramos también que

A define el sistema lineal i

A c €. La retroalimentacién & se diséﬂa para asegurar que
i) S es un hiperplano invariante bajo (2.68), y el sistema
restringido a S coincide con el sistema lineal dado por el

espectro A.
ii)‘ S es globalmente alcanzable, en tiempo finito, por toda

solucién de (2.8).
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Sea L1 una matriz (n-1)xn tal que kerL1 = Img B. Se define el

vector L= (B'B)'B* y L = [ tl ] con inversa L' = R = [R,: B,
- T2
entonces
L1AR1 LTAB 0
LAR = |/ A L aB| ° LB =
2 1 2 I
Sea A = {Af""lmq) c € cualquier espectro, por ser la pareja

(A,B) controlable (esto por hipétesis i)-ii)), concluimos que la
pare ja (L1AR1, LIAB) es controlable. De aqui que existe el vector

n-1

QeR tal que

»*
(LlAR1 + LIABQ) = (L1AQ ) = A,

*»
donde Q := R1 + BQ. Definimos el subespacio (n-1)-dimensional ScR"

como

"
l

S:= ker Q, donde Q: - Ql_1

Lema 1.

QAeR". Entonces

n
o]
Ol

t

Sea ceC , definimos K:
i) o(A + BK) ¢ C
11) El conjunto S ¢ R" es un subespacio (A + BK)-invariante.

Demostracion:

L L
Sea T = [ ! ] = [ ! ] con inversa T ' = [R1+BQ:B], entonces

Q L2- QL1
E 3
-1 LIAQ LlAB 1
T(A+BK)T = = , de donde c(A+BK) = o(T(A+BK)T ') =
0 c

* -
c(LlAQ Ju{c} = AU{c} ¢ €, lo cual prueba i).
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CQ - QA, por lo que podemos

Ahora, observamos que QBK = K
concluir que Q(A+BK)x = 0 para toda xe€S = ker Q, lo que prueba

(11). g
El lema anterior nos dice que en ausencia de incertidumbre, G={0} y
B=0, la retroalimentacién lineal u(t) = kx(t) estabiliza
asintéticamente el sistema (2.2), y se obtiene que el subespacio S
es invariante. Las trayectorias del sistema controlado en S, son
aquellas trayectorias x expresables como x = Q*w, donde w es
solucifn del sistema lineal o = (L&AQ*)w, con espectro dado por
v(LiAQ ) = A

En lo que sigue, se generaliza el operador de retroalimentacién

lineal a wuna aplicacién conjunto-valuada para obtener una

retroalimentacién generalizada ¢, la cual preserva la propiedad de

estabilidad asintética de o en presencia de incertidumbre.
* - -
Recordemos que E(LIAQ }=AcC yceC, ysea la matriz P1 la

unica solucién simétrica, definida-positiva de la ecuacién
AQ) + (LaQ)t
PI(L1Q)+ 1AQ)P1+I-0

Yy (2.7)

Definimos las aplicaciones conjunto-valuadas:
X }— P (x):
x }— P_(x):

n-1

{v eR < v, P1L1x >z Q)

{ueRr: Pz-uﬁk z 0)

. (2.8)
[u] 77w ; u=0
X "——) u(X):= 1 s u = 0
Entonces, proponemos la retroalimentacidén generalizada
X | #(x):= Kx = p(x)U(P_Qx) (2.9.a)

donde K se define como en el lema 1 y p es cualquier funcién continua

D }— [0,w) que satisface
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p(x) = (1-8)'[B|F(x) | + E(G(x)nP,(x)) + 7] (2.9.b)
donde ¥ > 0 es un parametro de disefio. Claramente, ¢ toma valores
en un conjunto compacto y convexo; ademds por la continuidad de p y
la semi-continuidad superior de U, se asegura que ¢ es semi-continua
superiormente. De esta forma se tiene que @ es retroalimentacién
generalizada. Observamos que ¢ es de valores simples excepto en el

conjunto F¢ = S.

Veamos la estabilidad. Ya que Gc y & son superiormente
semi-continuas, con valores en compactos, puede probarse que
X p— (GC-Q)(x) es también superiormente semi-continua con valores
en compactos; de aqui que ¥ es suma de aplicaciones semi-continuas
con valores en compactos, por 1o que ¥ mismo es semicontinua con
valores en compactos. Como (GC-Q)(X) = E(Q(x))ﬁl, y de aqui que es
convexo, se sigue que ¥(x) es convexa. Para cada Xy la solucién
maximal x:[to. to+w) — R" de (2.6), con x(to) = x, existe por

()
(ver [9], pag. 98, teorema 3) y proposicién 1. Ver anexo 1.

Ahora consideremos la funcién V:R" — [0,w), dada por

Vix):= = <x, w.x>

3

N -

donde w€:= L:PIL1 + EC?PZG y € es un numero real positivo. De

aqui deducimos que, para todo ze&D;

IL2] IL2|
< E > para todo ve%(z),

<WV(z),v> = B » Egl _
IQ 2| (%4

-1
2

donde

1 -|p L aB|
g |
|P.L AB| £

de este modo, escogemos & > "P1L1AB"2 , Yy se sigue que, para cada
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xo € D, toda solucién maximal x:[to, to+w) — Rz, con x(to) = xo’

es acotada y w = w, ver proposicién 2 del anexo.

Por consiguiente, de argumentos similares a los expuestos, podemos
concluir que el sistema (2.6) posee las siguientes propiedades.

i) acotacién uniforme de soluciones.

ii) estabilidad uniforme de o.

iii) atraccién globalmente uniforme de o.

Esto se resume en el siguiente teorema.

Teorema
El estado x = o es asintéticamente estable, de manera uniforme y
global, del sistema de inclusién diferencial (2.6} con

retroalimentacién (2.9).

Para terminar incluimos la siguiente definicioén.

Sea F : X — Y una aplicacién conjunto-valuada con valores no
vacios. Aqui consideramos que X,Y son espacios euclidianos.

Diremos que F es semicontinua superiormente en x’e X si para
cualquier abierto N que contiene a F(x°) existe una vecindad M
de xo de manera que F(M) < N. Diremos que F es semicontinua

. . 0
superiormente si esta lo és para todo x € X.
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ANEXO

Por convenir a los objetivos que perseguimos, nos restringimos a
trabajar en variedades compactas, cl-suaves y de dimensién finita.
Para esto consideraremos =a las variedades como conjuntos en
espacios euclidianos.

Sea X un subconjunto abierto de un espacio euclidiano R". Una

funcién real f:X » R se dice de clase Ck ( x entero positivo ) si

existen, y son continuos en X, todas las derivadas parciales de f,

. . - a1 s k
hasta de orden kx inclusive. En tal caso escribimos f € C.

diremos que f es de clase Co (f e Co ) si f es continua en X. f
es de clase C* ( f € C” ) si existen y son continuas las derivadas
parciales de todos 1los ordenes. En este ultimo caso diremos

también que f es suave. Dados dos abiertos X ¢ R" y Yc Rm, una

aplicacién

tal que

F(p) = ( fl(p),...,fm(p) ) para todo p € X.
Diremos que F es una aplicacién de clase c* cuando cada f' : X
- R (1=1,.,n)es una funcién de clase C*. En tal caso
se escribe F € C*. En general, diremos que la aplicacién F es
diferenciable si F e c* para un entero positivo k.
Definicién de difeomorfismo.
Sean X, Y abiertos de espacios euclidianos. A una aplicacién F : X
—~ Y le llamaremos un homeomorfismo si F y su inversa son de clase

Co. Si la aplicacién F es diferenciable, es uno a uno,
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sobreyectiva, y si la aplicacién inversa es también diferenciable,
entonces F se llama un difeomorfismo.

Definicién de k-variedad. v
Sea S un subconjunto de R". Entonces S es variedad k-dimensional
(n 2 k) si este conjunto es localmente ( para abiertos sobre S)

difeomorfo a un abierto de R*.

Definicién de parametrizacioén.

Sea U vecindad de x € S y V abierto de Rk, entonces un
homeomorfismo ¢: V — U es llamado una parametrizacién de la
vecindad U. El homeomorfismo inverso ¢-1: U — V es llamado un
sistema Ae coordenadas sobre U. A la pareja (V,¢) le llamaremos
una carta de coordenadas. Las coordenadas de p € V, relativas a
¢, son las coordenadas del punto ¢(p) de R*.

Definicién de atlas.

A la coleccién (Ul, ¢i)1€I de cartas de coordenadas tal que U U1=S
1€1

se le llama un atlas.

Un atlas de clase C* sobre S es un atlas para el cual todos los
cambios de coordenadas son C*. Es decir, si (Ua’ ¢a) y (UB’ ¢B)
son cartas locales con Ua n UB # ¢, entonces la aplicacién ¢a .
¢é1 de ¢B(Ua N UB) sobre ¢a(Ua n UB) es un difeomorfismo de clase
c*.

Definicién de variedad diferenciable de clase C.

A dos atlas de clase C* sobre S, (U, ¢) y (wj,w

) les
i i’1€1

i’ 1er’
llamaremos equivalentes si su unién es un atlas de clase c*. Una
variedad diferenciable de clase Ck es una variedad con una clase

de equivalencia de atlas c*.Pensando a X y Y como variedades,

definimos el rango de F en p como el rango de ¢ o F o ¢'1 en ¢(p).
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Aqui, (U,¢) es una carta de coordenadas de X y (V, ¢) una carta de
coordenadas de Y, con F(p) € V. Suponiendo que dimensién de X es
menor que la dimensién de Y, se tiene que una aplicacién
diferenciable F : X — Y es una inmersién si el rango de F tiene

dimensién igual a la de X para todo punto p de X. Es un encaje si
F es una inmersién inyectiva tal que F es un homeomorfismo de X en

F(X) con la topologia inducida de Y.

Definicién de derivada direccional.

Sea ¢ aplicacién de clase c* (k = 1) de un abierto U ¢ R%; ¢: U >
R™ con x € U, entonces para cualquier vector h € R", la derivada
de ¢ en la direccién h en x es

¢(x + th) - ¢(x)
t

dg _(h) = lim
t-20

para cada x.

Definicién de espacio tangente.
Sea S ¢ R" wuna variedad y ¢:U — S una parametrizacién local

alrededor de x, con U abierto de R". Se define el espacio tangente
m

de S en x como la imagen de la aplicacién d¢x: Tan — T R,

P(x)

este subespacio vectorial lo denotamos por T S

P(x)
Definimos la aplicacién lineal d¢;: TxU - T¢(

cada vector h € TxU la derivada direccional d¢x(h) | Tme.

X)Rm que asigna a

Definicién de haz tangente.

Defininimos el haz tangente TU de U como la unién de todos los
espacios vectoriales TpU’ con p variando en U. TPS es 1lamado
también la fibra del haz en p. Una aplicacién de ¢ : U — V de
clase C* induce una aplicacién tangente d¢: TU — TV, donde TU y TV
son los haces tangentes respectivos de U y V, d¢ representa la
derivada de ¢ en todo U.

Para considerar un producto interior, identificamos a TxX con su

dual (TxX)’ de la siguiente forma; sea x = {xl,xz,...,xn) una base
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para el espacio vectorial TXX, entonces tomamos como base a x’'=

{yl,y2 ...,¥Y } del espacio dual (TXX)', donde se satisface que
° n

xl-yJ = alj. Siy, ze TxX.

n
y z=1% b x,
i=1 1=1

n
Definimos el producto interno de y y z como y,z): =}, alb!; donde
i=1

y es vector y z es llamado covector. Considerando que sz C TxX,

se define el "aniquilador" de sz como
1

(sz) = {y € TxX; {,z> = 0 para cada z € TxS)

ds(y)

ax

es la matriz Jacobiana de S(x) en y. Aqui, se considera que TxX

identificamos por ds(y) al gradiente Este operador lineal
= sz ® (TxS)l, donde la adicién ® representa la suma directa
interna de los subespacios independientes sz y (TXS)l.
Definicién de transversalidad
Sean S ¥ N variedades diferenciables, sea F:N — SxR una
aplicacién de clase Cl—suave. Sea x € N, diremos que F es
transversal a S en x si sucede que:

i) F(x) ¢ S; o bien

ii) Si F(x) € S, entonces

dF(TxN)+TF( S = TF(X)(SXR)

x)
donde dF denota la derivada de la funcién F

Definicién de distribucién.

Una distribucién A sobre una variedad S es una aplicacién que

asigna a cada punto p de S un sub-espacio A(p) del espacio

tangente TPS. Ademds, supondremos que para cada punto p € S
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existe una vecindad U de p y un conjunto de campos vectoriales
diferenciables definidos en U, denotado por {11: i € I}, con la

propledad de que

Alq) = geh(rl(q): iel)

para todo q € U,

Si V y W son campos vectoriales sobre la variedad S, entonces el
"corchete” de Lie [V,W ] es el unico campo vectorial que satisface
[V,W ]1(h) = V(W(h)) ~ W(V(h)) para toda funcién suave h : M — R

Es facil verificar que (V,W ] es un campo vectorial. En
coordenadas locales (x} x?...xm), si
m m
V=T £ 2 | W=7 2l
1 1
t=1 4 x i=1 d x

entonces

- i i a
(V,W ] =Y {V(n) - W)} -
1=1 4 x

donde observamos que [V,W ] es un campo vectorial.

Este nuevo campo vectorial es 1llamado el producto de Lie (0

"corchete” de Lie) de f(x) y gi{x). El producto de Lie también es

elemento de V(S).

Referente al corchete de Lie tenemos las definiciones;
1) Una distribucién A es no-singular en una variedad N si

existe un entero d tal que dim A(p) = d para toda p € N;
2) Una distribucién A es involutiva si el corchete de
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Lie[Tl,TZ] de cualquier par de campos vectoriales
TLY T, pertenecientes a A, es un c¢ampo vectorial que
pertenece a A. Es decir si

T, T, € A= [11,12] € A

3) Una distribucién no-singular d-dimensional A sobre N es

completamente integrable si para cada p € N existe una

carta de coordenadas (V,£), con funciones coordenadas

£ ,...,En tal que

o - ool (8]

para todo q € V.

1

Teorema de Frobenius.
Una distribucién no-singular es completamente integrable si'y sélo
si ésta es involutiva.
La condicion de encuentro
Consideremos el sistema de control

x = f;Af+(g+Ag)u (*)
si sucede que Af(x),Ag(x) € gen(g(x)) para cada x, diremos que se
satisface la condicién de encuentro en el sistema (*). Si tenemos
la condicién de encuentro, deducimos que

Af (x)+Ag(x)u(x) € gen(g(x)) para cada x

de aqui tenemos que existe una funcién escalar e(x), tal que

Af (x)+Ag(x)u(x)=g(x)e(x)
Por lo tanto, si consideramos la condicién de encuentro, podemos
escribir el sistema (*) como el sistema de control

x = f(x)+g(x)ulx)+g(x)e(x).
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Definicién de operador proyeccioén

Sean M-y N dos variedades lineales complementarias del espacio

vectorial X; se tiene que

X=MeN
Esto es, cada u € X puede ser expresado de manera uUnica de la
forma u=u + u" conu € My u" € N, u’ es llamada la proyeccién
de u sobre M a lo largo de N. podemos definir el operador u’ = pu
(p: X — M), entonces 1-p es el operador proyeccién sobre N a lo

largo de M. El operador proyeccién p es lineal.

Dependencia continua de una solucién respecto a un parametro

Dada la ecuacién
X = f(t,x,p) » (1)
y la condicién inicial
x(t ) = x (2)
con la correspondiente solucién general
x(t) = F(t,to,xo,p) (3)
enunciamos el siguiente teorema
Teorema. Si en el dominio acotado D es f(t,x,p) continua en
(t,x,ply lipschitziana en x, entonces la solucién general (3) es
una funcién continua de (t,to,xo,p). ver [13], pag. 54.
Comentario. En este teorema, el parametro p puede ser un vector
(m-dim.) siendo x vector n-dimensional. Esto equivale a considerar
el caso en que haya m parametros en la ecuacién (1).
Definicién de aplicacién de contraccién.
Seé R un espacio métrico. A la aplicacién A del espacio R en si
mismo le llamaremos contraccién, cuando existe un nimero « < 1 tal

que para cualesquiera dos puntos X,y € R se verifica la
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desigualdad
d(Ax,Ay) = o d(x,y)
donde d es la métrica del espacio R.
Teorema (principio de las contraccioneg)
Toda aplicacién contraida, definida en un espacio métrico completo
R, tiene un punto fijo, y sélo uno.
Ahora incluimos las diferentes definiciones de estabilidad que se

tratan en este trabajo.
1. Estabilidad de Lyapunov. Sea x (t) una solucién de x =
X(x,t). Entonces
x‘(t) es Lyapunov estable para t = t0 si, para
cualquier € > 0, existe &8(e, to) tal que

Ix(t) - x (e )] <8 5 x(t) - x" ()] <€,

para todo t = to’ donde x(t) es cualquier solucién.

2. Estabilidad Uniforme. Si una solucién es estable para t = to
y 8 de definicién 1, y es independiente de to’ la solucién es
uniformemente estable para t = td

3. Estabilidad Asintotica. Sea x  una solucién estable (0
uniformemente estable) para t = to. Si ademas existe n(to)>0

tal que

[x(t)) - x (¢ )] <n = 1im [x(t) - x"(t)] = 0,
t 0

entonces la solucidén se dice ser asintéticamente estable (o

uniforme y asintéticamente estable).

4. Acotacién Uniforme. Sea x :[to,m) — R" solucién de un
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sistema de ecuaciones. x es "uniformemente acotada" si,
para cada condicién inicial Xy existe una constante finita y
positiva d(xo) tal que

[x(t)] < d(xo') para toda t € [to, ®).

Acotacién finalmente uniforme. Una solucién x(t) de un

sistema de ecuaciones es "finalmente acotada de manera

uniforme"”, con respecto a algin éonjunto cerrado y acotado
n

S ¢ R, si para cada Xy existe una constante no-negativa

T(xo, S) < » tal que x(t) € S para toda t > to + T(xo, S).
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