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Caṕıtulo 1

Introducción

Las observaciones hechas desde la antiguedad al movimiento de los planetas han hecho que
algunos autores como [29, 33], consideren a la astronomı́a como la madre de las ciencias, y
le corresponde a la mecánica celeste describir la dinámica planetaria que rige no solo nuestro
sistema solar, sino todo el universo.

Algunos de los resultados matemáticos más sobresalientes de la mecánica celeste se re-
montan al siglo XVII cuando Newton da una formulación matemática de las observaciones
que Galileo y Kepler hab́ıan realizado anteriormente, sus resultados también fueron gracias
a la invención del cálculo y al descubrimiento de la ley de la gravitación universal.

En general la mecánica celeste estudia el problema de los n-cuerpos, y aunque nace con
Isaac Newton en la famosa obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, [28], es con
Henri Poincaré con quien adquiere su forma actual a finales del siglo XIX con su publicación
On the Three-Body Problem and the Equations of Dynamics en [31], este trabajo presenta la
solución de un problema propuesto por Karl Weierstrass que intentaba explicar el problema
general de los n-cuerpos y del cual Poincaré explicó que la evolución de un sistema general era
extremadamente caótica, por lo que aplicó sus conocimientos para estudiar el caso part́ıcular
con n = 3, el problema restringido, que es aquel en donde se tiene un sistema de 3 part́ıculas
puntuales, pero que una de ellas es de masa pequeña, de tal forma que la fuerza que ejerce
sobre las otras dos part́ıculas es despreciable.

El problema de los dos cuerpos, o problema de Kepler, es el más sencillo de la mecánica
celeste, las soluciones de este problema se conocen completamente. Newton demostró que las
leyes de movimiento de Kepler corresponden al problema de dos cuerpos y proporcionó una
solución geométrica de este problema para dos esferas moviéndose bajo su atracción gra-
vitacional mutua [28]. Este problema, aunque es considerado como el más sencillo, en los
últimos años también ha sido objeto de estudio profundo para analizar diferentes tipos de
perturbaciones y aśı tratar de modelar problemas más complejos. Un ejemplo de ésto es el
modelar el sistema Tierra-Sol-Luna, que puede considerarse como un problema restringido,
Tierra y Sol, y una perturbación que es la fuerza de gravedad ejercida por la Luna.
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Una vez que se entendió por completo el problema de los dos cuerpos, los investigadores
siguieron, naturalmente, con el problema de los tres cuerpos. El problema de los tres cuerpos
consiste en determinar las posiciones y las velocidades, en cualquier instante, de tres masas
puntuales sometidas a su atracción gravitacional mutua y partiendo de posiciones y veloci-
dades dadas (condiciones iniciales). Este problema claramente no surge como un problema
teórico, el sistema Tierra-Sol-Luna puede ser considerado como un caso próximo a éste. Char-
les Delaunay estudió dicho problema, entre los años 1860 y 1867, mostrando en sus trabajos
que se trataba de un sistema inestable. Aśı, Delaunay y Poincaré fueron los primeros en
introducir a la mecánica celeste, en sus trabajos del problema de los tres cuerpos, el término
del caos, es decir, mostraron que pequeñas variaciones en las condiciones iniciales llevaban a
resultados completamente diferentes.

El problema de los tres cuerpos es tan complejo que hasta el d́ıa de hoy sigue siendo ma-
teria de estudio profundo. Cabe señalar que las únicas soluciones expĺıcitas que se conocen
son las llamadas soluciones homográficas. Algunas soluciones muy especiales en el problema
newtoniano son aquellas que se generan a partir de configuraciones centrales (caso part́ıcular
de las soluciones homográficas) son los llamados equilibrios relativos, estas son soluciones del
sistema en donde de los cuerpos se encuentran moviéndose como cuerpo ŕıgido, definiremos
este concepto más detalladamente.

Como hemos mencionado, la mecánica celeste surge como una rama de las matemáticas
en donde el hombre trata de entender el universo en el que vive, sin embargo hay autores que
se han aventurado a estudiar casos más complejos que surgen de los problemas clásicos de la
mecánica celeste, tal es el caso de Nikolai Lovachevsky, quien en 1835 propuso un problema de
Kepler en el espacio hiperbólico de tres dimensiones [23], independientemente a Lovachevsky,
Janos Bolyai propuso una idea similar, [2].

En 1860, Paul Joseph Serret propuso extender la fuerza gravitacional a la esfera S2 y
resolvió en ese espacio el correspondiente problema de Kepler, [35]. Otro gran matemático
que se interesó por este nuevo problema fue Rudolph Lipschitz, quien definió un potencial
proporcional a 1/ sin( r

R
), donde r es la distancia entre los cuerpos y R es el radio de curvatura

de la esfera, [22].

En 1870, Ernst Schering revisó el trabajo de Lovachevsky y obtuvo expresiones anaĺıticas
dados por el potencial cotangente, mismo que mostraremos en este trabajo.

En 1885, Wilhelm Killing tomó la idea de Lovachevsky y la llevó al espacio S3 y defi-
nió una extensión del potencial Newtoniano dado por la inversa del área de una esfera de
dimensión 2, logrando una generalización de las tres leyes de Kepler, [18]. Otro gran inves-
tigador interesado en este problema fue el alemán Heinrich Liebmann quien mostró que las
órbitas en el problema de los dos cuerpos en S3 son cónicas, [21].

Otras aplicaciones a las que dio lugar este interesante problema se han dado en el área
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de f́ısica cuántica, Erwin Schroedinger, en 1940, usó en sus trabajos de mecánica cuántica el
mismo potencial cotangente de Schering y Liebmann, [34].

Algunos trabajos más recientes son los de Cariñena, Rañada y Santander, [4], quienes
probaron que las órbitas cónicas conocidas en el espacio Euclidiano se extienden naturalmen-
te en espacios de curvatura constante, los cuales concuerdan con los resultados obtenidos por
Liebmann.

Las ecuaciones de movimiento para el problema curvado de los n−cuerpos (n > 2) en
espacios de curvatura constante fueron obtenidas por Florin Diacu, Ernesto Pérez Chavela y
Manuel Santoprete [10, 11], usando el potencial cotangente que mencionamos anteriormente.
En esos trabajos se analizan soluciones de equilibrios relativos de tipo eulerianos y lagrangia-
nos, mostrando condiciones para la existencia de éstos en espacios de curvatura constante,
además se estudian ciertos tipos de colisiones.

El objetivo de este trabajo de tesis es estudiar, entender y lograr explicar los resultados
que se tienen acerca del problema curvado de tres cuerpos usando el potencial cotangente,
en especial acerca de los resultados que se tienen sobre los equilibrios relativos. También nos
pusimos como objetivo obtener resultados de forma análitica sobre condiciones de estabili-
dad espectral de equilibrios relativos del tipo euleriano del problema de dos y tres cuerpos en
espacios curvados. A pesar de las dificultades que se presentaron logramos obtener resultados
originales.

Veremos que estudiar el problema en espacios de curvatura constante es lo mismo que ana-
lizar el problema de n−cuerpos en una esfera (para curvatura positiva) o en un hiperboloide
(para curvatura negativa), ver figuras (2.1) y (2.2). El problema, expuesto en estos espacios,
aparenta ser una cuestión no tan complicada, sin embargo termina siendo una tarea dif́ıcil ya
que tuvimos que analizar matrices cuyas entradas son funciones en variables dadas por las
masas y por las posiciones de las part́ıculas, además de estudiar también sus respectivos po-
linomios caracteŕısticos lo que implica una variable más en el análisis. La complejidad surge
porque se estudian polinomios caracteŕısticos de grado 12 en la variable µ, y los coeficientes
de estos polinomios son funciones racionales en variables de las masas, m, y en variable de
la altura (posición), z, que llegan a ser de grado 6 y 9, respectivamente.

En el caṕıtulo 2 mostramos el planteamiento del problema de los n−cuerpos en espacios
curvados, exponemos el potencial cotangente, la formulación hamiltoniana del problema en
estos espacios, además de las singularidades dadas por las ecuaciones de movimiento y las
integrales primeras.

En el caṕıtulo 3 y 4 exhibimos algunos resultados importantes que hay en la literatura
acerca del problema en espacios de curvatura positiva y negativa, respectivamente, como son
condiciones para la existencia de ciertos tipos de equilibrios relativos.
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Todos los resultados que exponemos en el caṕıtulo 5 son originales, mostramos regiones
en donde los equilibrios relativos del problema de dos cuerpos son estables e inestables; sobre
el problema de tres cuerpos cabe señalar que junto con los trabajos de Mart́ınez y Simó [25]
dan una idea clara del movimiento que generan los equilibrios relativos del problema de tres
cuerpos en espacios de curvatura positiva. Ellos exponen regiones de estabilidad, en términos
del momento angular, de los equilibrios relativos del tipo lagrangiano, y nosotros mostramos
regiones de estabilidad en términos de la posición de las part́ıculas en los equilibrios relativos
del tipo euleriano.

Además en el caṕıtulo 6 mostramos nuestros resultados sobre estabilidad de los equilibrios
relativos eulerianos, del problema de dos y tres cuerpos, en espacios de curvatura negativa
mismos que también son resultados originales ya que no existen trabajos realizados sobre
estabilidad en estos espacios.

Terminamos el trabajo con el caṕıtulo 7 resumiendo nuestros resultados en las conclusio-
nes.



Caṕıtulo 2

Problema de n−cuerpos en espacios
curvados

En esta sección mostraremos notación, algunos conceptos y resultados para introducir el
problema de los n−cuerpos en espacios de curvatura constante.

Consideremos la superficie generada por una función f : R2 → R. Existen diferentes
maneras de definir la curvatura de dicha superficie, cada una enfocándose en un aspecto
diferente de la curvatura.

Definición 2.0.1 Diremos que una superficie dada por la ecuación F (x, y, z) = 0 es no
singular en el punto P = (x0, y0, z0) si el gradiente de F en el punto P es diferente de cero,
es decir

∂F

∂x
e1 +

∂F

∂y
e2 +

∂F

∂z
e3 6= 0, (2.1)

en x = x0, y = y0, z = z0.

Supongamos que tenemos una superficie en el espacio euclideano de dimensión 3 y un
punto no singular (x0, y0, z0) en ella. Entonces la superficie alrededor del punto (x0, y0, z0)
puede ser escrita, bajo una rotación adecuada, por una ecuación de la forma z = f(x, y),
donde z0 = f(x0.y0), y además

∂f

∂xx=x0,y=y0
=
∂f

∂y x=x0,y=y0
= 0. (2.2)

Ahora consideamos la segunda diferencial de la función z = f(x, y) (la cual suponemos
que tiene segundas derivadas continuas), es decir d2f = fxxdx

2+2fxydxdy+fyydy
2. La matriz

de esta forma cuadrática, la denotaremos por (aij), donde aij = fxixj , con x1 = x, x2 = y.

Definición 2.0.2 Sea una superficie z = f(x, y), y un punto P = (x0, y0, z0) en ella donde
∇f = 0.

Definimos la curvatura principal de la superficie en P como los eigenvalores de la matriz
(aij) evaluada en P .

5
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Llamamos la curvatura gaussiana de la superficie en P al det(aij) de la matriz evaluada
en P .

También llamamos curvatura media de la superficie en P a la traza de (aij) evaluada
en P .

De esta manera si llamamos k1, k2 a los eigenvalores de aij evaluada en x0, y0, z0, te-
nemos que k1 y k2 son las curvaturas principales, mientras que la curvatura gaussiana es
k = k1k2 = a11a22 − a12a21, y la curvatura media es a11 + a22 = k1 + k2. Se puede ver que la
curvatura gaussiana es un invariante intŕınseco de la superficie, es decir la curvatura gaussia-
na depende solo de las propiedades de la métrica de la superficie, tal resultado es conocido
como el Teorema de Gauss [13].

Consideremos el problema de los n−cuerpos moviéndose sobre una superficie con curva-
tura gaussiana constante k 6= 0. Denotemos las masas de los n cuerpos como m1,m2, · · · ,mn.
El siguiente teorema permite restringir el problema a una esfera, si la curvatura gaussiana
es positiva, o a la hoja superior de un hiperboloide, si la curvatura es negativa (dotado de
la métrica de Minkowski, ver apéndice), figuras (2.1) y (2.2). El siguiente es un teorema
importante de geométria diferencial cuya demostración la podemos ver en [37].

Teorema 2.0.1 Dos superficies que tienen la misma curvatura Gaussiana constante son
localmente isométricos.

Más adelante mostraremos que nuestro análisis lo podemos restringir a S2 y a H2 (k = 1
y k = −1), dotado con la métrica de Minkowski (ver apéndice).

Existen muchos ejemplos de superficies de curvatura constante, quizá los más sencillos
son la esfera para curvatura positiva y una de las hojas del hiperboloide (dotado de la métrica
de Minkowski, ver apéndice) para curvatura negativa.

En el caso de curvatura positiva, la esfera tiene curvatura constante k = 1/R2, donde R
es el radio de la esfera. Dicha esfera está dada por la ecuación x2 + y2 + z2 = k−1, (la denota-
remos como S2

k). En el caso negativo el hiperboloide de dos hojas (dotado con la métrica de
Minkowski, ver apéndice) tiene curvatura k = −1/R2, cuya ecuación es x2 + y2 − z2 = k−1,
esta superficie la denotaremos por H2

k . Para k = 0 recuperamos el plano euclideano. Las
coordenadas de posición del cuerpo mi están dadas por qi = (xi, yi, zi) y una constante que
depende del valor de k que restringe el movimiento de la part́ıcula a la superficie curvada.

Sobre la trigonometŕıa de las superficies

Como se hace en [4] podemos generalizar las funciones trigonométricas sink y cosk en
espacios de curvatura constante k de la siguiente forma
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Para k > 0

sink(x) = k−1/2 sin k1/2x, (2.3)

cosk(x) = cos k1/2x. (2.4)

para k < 0

sink(x) = (−k)−1/2 sinh(−k)1/2x, (2.5)

cosk(x) = cosh(−k)1/2x. (2.6)

De la misma forma que en el plano ecuideano definimos para k > 0 y k < 0 las funciones
tangente y cotangente

tank =
sink(x)

cosk(x)
, cotk =

cosk(x)

sink(x)
. (2.7)

Podemos también definir las respectivas funciones inversas, por ejemplo

cos−1k (y) = k1/2 cos−1(y), k > 0, (2.8)

cos−1k (y) = (−k)1/2 cos−1(y), k < 0. (2.9)

2.1. Potencial Cotangente

Empecemos con un poco de notación. Sea ∇̂qi = (∂xi , ∂yi , σ∂zi) el gradiente respecto a
qi, donde σ = 1 para k ≥ 0 y σ = −1 para k < 0. Usaremos ∇qi para denotar el gradiente

con k > 0, y ∇qi para k < 0. Denotemos también ∇̂ = (∇̂q1 , ∇̂q2 , · · · , ∇̂qn). Definamos el
siguiente producto cruz y producto punto, dados a = (ax, ay, az) y b = (bx, by, bz)

a ∗ b = (axbx + ayby + σazbz) (2.10)

a⊗ b = (aybz − azby, azbx − axbz, σ(axby − aybx)). (2.11)

Definamos la distancia entre dos puntos como sigue

dk(a, b) =

{
|k|−1/2cos−1k (ka ∗ b) k 6= 0

|a− b| k = 0,
(2.12)

donde | · | es la norma euclidiana.

Además podemos hacer un reescalamiento en las unidades de las masas de tal forma que
la constante de gravitación G sea igual a 1. Definimos entonces el potencial cotangente del
problema de n−cuerpos como la función −Uk(q) donde
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Uk =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1,i 6=j

mimj cotk(dk(qi, qj)), (2.13)

es la función de fuerza y q = (q1, q2, · · · , qn) es la configuración del sistema. Si tomamos k 6= 0
obtenemos

Uk(q) =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

mimj(σk)1/2kqi ∗ qj√
σ − σ (kqi ∗ qj)2

. (2.14)

Este potencial no es el único que extiende el potencial newtoniano a espacios de curvatura
constante, sin embargo usaremos este potencial a lo largo del trabajo ya que como podemos
ver en el trabajo de Kozlov [19] es el único potencial que extiende el potencial newtoniano
que satisface que es una función armónica y que genera un flujo en donde todas las órbitas
acotadas son cerradas (Teorema de Betrand).

Notemos que la función potencial satisface Uk(ηq) = Uk(q) = η0Uk(q) para η 6= 0, lo que
significa que el potencial es una función homogénea de grado cero.

Usaremos la fórmula de Euler para funciones homogéneas que nos servirá para deducir
las ecuaciones de movimiento.

Enunciaremos la fórmula de Euler a través del siguiente

Teorema 2.1.1 F : R3n → R es una función diferenciable homogenea de grado η, si y solo
si para cada x ∈ R3n

ηF (x) = x ∗ ∇̂F (x). (2.15)

Como el potencial Uk es una función homogénea de grado 0, entonces en nuestra notación

q ∗ ∇̂Uk(q) = 0. (2.16)

Podemos escribir también a la función Uk(q) = 1
2

∑n
i=1 U

i
k(qi), donde

U i
k(qi) =

n∑
j=1,j 6=i

mimj(σk)1/2kqi ∗ qj√
σ − σ (kqi ∗ qj)2

, i = 1, · · · , n, (2.17)

también son funciones homogéneas de grado 0. Si aplicamos a estas funciones la fórmula
de Euler, obtenemos qi ∗ ∇̂qiU

i
k(q) = 0. Además usando la identidad ∇̂qiUk(q) = ∇̂qiU

i
k(qi),

obtenemos

qi ∗ ∇̂qiUk(q) = 0, i = 1, · · · , n. (2.18)
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2.2. Ecuaciones de Movimiento en S2
k y H2

k

Para obtener las euaciones de movimiento en S2
k y H2

k aplicamos un método variacional
al la función (2.14). Notemos que el Lagrangiano tiene la forma

Lk(q, q̇) = Tk(q, q̇) + Uk(q), (2.19)

donde Tk(q, q̇) = 1
2

∑n
i=1mi(q̇i ∗ q̇i)(kqi ∗ qi) es la enerǵıa cinética del sistema. Las ecuaciones

de Euler-Lagrange están dadas por

d

dt

(
∂Lk
∂q̇i

)
− ∂Lk

∂qi
− λik(t)

∂f ik
∂qi

= 0, i = 1, · · · , n, (2.20)

donde f ik = qi ∗ qi − k−1 es la restricción que mantiene a la part́ıcula i sobre la superficie de
curvatura constante k, y λik es el multiplicador de Lagrange correspondiente al cuerpo mi.
Tenemos q̇i ∗ qi = 0, por lo que

d

dt

(
∂Lk
∂q̇i

)
= miq̈i(kqi ∗ qi) + 2mi(kq̇i ∗ qi) = miq̈i. (2.21)

Esta ecuación junto con

∂Lk
∂qi

= mik(q̇i ∗ q̇i)qi + ∇̂qiUk(q), (2.22)

implican que las ecuaciones (2.20) son equivalentes a

miq̈i −mik(q̇i ∗ q̇i)qi − ∇̂qik(q)− 2λik(t)qi = 0, i = 1, · · · , n. (2.23)

Para determinar λki notemos que 0 = f̈ ik = 2q̇i ∗ qi + 2(qi ∗ q̈i), entonces

qi ∗ q̈i = −q̇i ∗ q̇i. (2.24)

Notemos que si hacemos el producto punto de (2.23) por qi y usando la fórmula de Euler
obtenemos

mi(qi ∗ qi)−mik(q̇i ∗ q̇i)− qi ∗ ∇̂qiUk(q) = 2λikqi ∗ qi = 2k−1λik, (2.25)

que junto con (2.24) implican λik = −kmi(q̇i ∗ q̇i). Sustituyendo estos valores de los multipli-
cadores de Lagrange en (2.23), las ecuaciones de movimiento y las restricciones quedan

miq̈i = ∇̂qiUk(q)−mik(q̇i ∗ q̇i)qi, qi ∗ qi = k−1, k 6= 0, i = 1, · · · , n. (2.26)

La coordenada qi del gradiente U , obtenida de (2.14), tiene la forma

∇̂qiUk(q) =
n∑

j=1,j 6=i

mimj(σk)1/2 (σkqj − σ(k2qi ∗ qj)qi)[
σ − σ (kqi ∗ qj )2

]3/2 , k 6= 0. (2.27)
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K Y H2

K

Que podemos reescribir como

∇̂qiUk(q) =
n∑

j=1,j 6=i

mimj(σk)3/2[qj − (kqi ∗ qj)qi]
[σ − σ(kqi ∗ qj)2]3/2

, k 6= 0. (2.28)

A continuación veremos que podemos quitar la dependencia sobre k. Enfoquémonos en
la ecuación (2.26), y consideremos el siguiente reescalamiento sobre el tiempo

qi = |k|−1/2ri, i = 1, 2, · · · , n, dτ = |k|3/4dt. (2.29)

Denotemos por r′i y r′′i a la primera y segunda derivada de ri respecto a τ . Entonces las
ecuaciones de movimiento (2.26) toman la forma

r′′i =
n∑
j 6=i

mj[rj − σ(ri ∗ rj)ri]
[σ − σ(ri ∗ rj)2]3/2

− σ(r′i ∗ r′i)ri, i = 1, 2, · · ·n. (2.30)

Tenemos las ecuaciones de movimiento para el sistema que no depende del parámetro k;
recordemos que tenemos σ = 1 para k > 0 y σ = −1 para k < 0. Además notemos que

ri ∗ rj = |k|qi ∗ qi = |k|k−1 = σ. (2.31)

Lo que muestra las nuevas variables ri ∈ S2 para k > 0 y ri ∈ H2 para k < 0, i = 1, 2, · · ·n.

Entonces para estudiar la dinámica del problema de n cuerpos en espacios de curvatura
constante podemos restringirnos al estudio sobre H2 o S2, ver figuras (2.1) y (2.2).

Las ecuaciones de movimiento son

Para k > 0

q̈i =
n∑
j 6=i

mj[qj − (qi · qj)qi]
[1− (qi · qj)2]3/2

− (q̇i · q̇i)qi, i = 1, 2, · · · , n. (2.32)

Para k < 0

q̈i =
n∑
j 6=i

mj[qj + (qi � qj)qi]
[(qi � qj)2 − 1]3/2

+ (q̇i � q̇i)qi, i = 1, 2, · · · , n. (2.33)

Donde (�) denota el producto en el modelo de Minkowski, es decir si a, b ∈ R3, entonces
a� b = (ax, ay, az)� (bx, by, bz) = axbx + ayby − azbz.
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Figura 2.1: Problema de los n−cuerpos en S2. Se pretende estudiar la iteracción de los cuerpos
sujeta a la fuerza que generaliza el potencial newtoniano en el caso n = 3.

.

Figura 2.2: Problema de los n−cuerpos en H2. Se pretende estudiar la iteracción de los
cuerpos sujeta a la fuerza que generaliza el potencial newtoniano en el caso n = 3.

.
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2.3. Forma Hamiltoniana

Las ecuaciones (2.26) generan un sistema Hamiltoniano como lo veremos a continuación.
La función hamiltoniana Hk está dada por

Hk(q, p) = 1
2

∑n
i=1m

−1
i (pi ∗ pi)(kqi ∗ qi)− uk(q), qi ∗ qi = k−1, k 6= 0, i = 1, · · ·n.

Las ecuaciones (2.25) toman la forma del siguiente sistema hamiltoniano de dimensión 6n
con dos restricciones,

q̇i =∇̂piHk(q, p) = m−1i pi,

ṗi =− ∇̂qiHk(q, p) = ∇̂qiUk(q)−m−1i k(pi ∗ pi)qi,
(2.34)

con

qi ∗ qi = k−1, qi ∗ pi = 0, k 6= 0, i = 1, · · · , n.

Estas ecuaciones describen el movimiento de un sistema de n part́ıculas para cualquier
k 6= 0.

2.4. Integrales Primeras

Primero recordemos lo que es una integral primera con la siguiente definición.

Definición 2.4.1 Una integral primera, constante de movimiento o cantidad conservada de
un sistema de ecuaciones diferenciales

ẋ = f(t, x), x ∈ Rn, f : A ⊂ Rn → Rn, (2.35)

es una función F (t, x) tal que es constante a lo largo de las curvas integrales o soluciones del
sistema, es decir

F (t, x(t)) = cte, para todo t ∈ R, (2.36)

y para toda solución x(t) del sistema de ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones de movimiento (2.26) tienen a la enerǵıa como integral primera

h = Tk(q, p)− Uk(q), (2.37)

donde Tk(q, p) = 1
2

∑n
i=1m

−1
i (pi ∗ pi)(kqi ∗ qi) es la enerǵıa cinética, y p = (p1, · · · , pn) denota

el momento de el sistema, con pi = miq̇i representando el momento del cuerpo con masa
mi, i = 1, · · · , n, y h es una constante real.

Multiplicando escalarmente (2.26) por q̇i obtenemos
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n∑
i=1

miq̈i ∗ q̇i = (∇̂qi) · q̇i −
n∑
i=1

mik(q̇i ∗ q̇i)qi ∗ q̇i =
d

dt
Uk(q(t)). (2.38)

La ecuación (2.37) se sigue inmediatamente de integrar (2.38).

Otras integrales de movimiento son las que surgen del momento angular

n∑
i=1

qi ⊗ pi = c, c ∈ R3. (2.39)

La ecuación (2.39) surge de multiplicar vectorialmente cada ecuación de (2.26) por la
respectiva qi y sumar las n ecuaciones; al hacer estas operaciones obtenemos

n∑
i=1

miq̈i ⊗ qi =
n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

mimj(σk)3/2qi ⊗ qj
[σ − σ(kqi ∗ qj)2]3/2

−

n∑
i=1

[
n∑

j=1,j 6=i

mimj(σk)3/2(kqi ∗ qj)
[σ − σ(kqi ∗ qj)2]3/2

−mi(σk)(q̇i ∗ q̇i)

]
qi ⊗ qi = 0,

(2.40)

obtenemos (2.39) de la antisimetŕıa del producto vectorial y de que qi ⊗ qi = 0.

2.5. Singularidades

Las ecuaciones de movimiento (2.26) generan algunas restricciones sobre el movimiento
de las part́ıculas, en esta sección las explicamos con más detalles. Una de las restricciones es
que las part́ıculas están moviéndose sobre la superficie de curvatura gaussiana constante, es
decir (q, p) ∈ T ∗(M2

k )n, donde M2
K es la superficie de curvatura constante k 6= 0, y T ∗(M2

k )n

es el haz tangente de M2
k . Existe otra restricción sobre las part́ıculas y se genera porque el

gradiente (2.27) no está definido en el conjunto

{q ∈ (M2
k )n | (kqi ∗ qj)2 = 1} =:Mij, (2.41)

donde las funciones (2.14) y (2.27) tienden a infinito. Si definimos M:= ∪1≤i<j≤n Mij, entonces
M contiene a todas las singularidades de las ecuaciones de movimiento.

La condición (kqi ∗ qi)2 = 1 nos sugiere que consideremos los siguientes conjuntos M+
ij y

M−ij, donde M+
ij= {q ∈ (M2

k )n | kqi ∗ qj = 1} y M−ij= {q ∈ (M2
k )n | kqi ∗ qj = −1}.

Definimos M+:= ∪1≤i<j≤n M+
ij y M−:= ∪1≤i<j≤n M−ij, entonces tenemos M=M+ ∪ M−. Los

elementos de M+ corresponden a las colisiones para cualquier k 6= 0, mientras que los elemen-
tos de M− corresponden a las llamadas singularidades antipodales, que se dan cuando k > 0.
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Las singularidades antipodales se dan cuando dos cuerpos se encuentran en los lados opuestos
de un ćırculo máximo sobre una esfera. Para k < 0 este tipo de singularidades nunca ocurren
porque kqi ∗ qj ≥ 1.

Resumiendo podemos mencionar lo siguiente, las ecuaciones de movimiento no están de-
finidas para configuraciones en donde existen colisiones en esferas e hiperboloides, aśı co-
mo configuraciones con cuerpos en posiciones antipodales es esferas con cualquier curvatura
k > 0. En ambos casos la fuerza gravitacional tiende a infinito.



Caṕıtulo 3

Problema de n-Cuerpos en S2

En este caṕıtulo mostraremos resultados importantes del movimiento del problema de
n−cuerpos en S2.

Empecemos con el movimiento de una part́ıcula sobre la esfera con el siguiente

Teorema 3.0.1 Una part́ıcula libre en S2 se encuentra en reposo o se mueve a lo largo de
ćırculos máximos en órbitas cerradas.

Demostración
Como no hay interacción gravitacional con otros cuerpos tenemos que la ecuación de movi-
miento es

q̈ = −(q̇ · q̇)q, (3.1)

donde q es el vector que describe la posición del cuerpo de masa m. Si q̇(0) = 0, entonces
q̈(0) = 0, entonces no hay fuerzas que actuen sobre m. Entonces el cuerpo estará en reposo
en todo tiempo.

Si q̇ 6= 0, entonces q y q̈ son colineales, pero en dirección opuesta. Entonces la suma entre
q̈(0) y q̇(0) jalan al cuerpo a lo largo de la geodésica correspondiente a la dirección de estos
vectores.

Mostraremos que el movimiento es uniforme. Este hecho lo veremos a partir de la integral
de momento angular

c = (q × q̇) · (q × q̇) = (q · q)(q̇ · q̇) sin2 α, (3.2)

donde c es la longitud del momento angular y α es el ángulo entre q y q̇. Como q · q = 1,
podemos concluir de (3.2) que la velocidad del cuerpo es constante.

�

Iniciaremos el estudio donde tenemos más de una part́ıcula con el siguiente lema, nos
ayudará a analizar un resultado importante de soluciones que surgen de analizar las singula-
ridades del problema de 3 cuerpos.

15
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Lema 3.0.1 Consideremos el problema de n cuerpos en S2, y supongamos que un cuerpo de
masa m se encuentra en reposo al tiempo t0 sobre la geodésica z = 0 dentro de la región con
x, y > 0. Entonces, si

(a) ẍ(t0) > 0 y ÿ(t0) < 0, la fuerza jala al cuerpo a lo largo de un ćırculo hacia el punto
(1, 0).

(b) ẍ(t0) < 0 y ÿ(t0) > 0, la fuerza jala al cuerpo a lo largo del ćırculo hacia el punto (0, 1).

(c) ẍ(t0) ≤ 0 y ÿ(t0) ≤ 0, la fuerza jala al cuerpo a lo largo del ćırculo hacia el punto
(1, 0), si ÿ(t0)/ẍ(t0) > y(t0)/x(t0); hacia el punto (0, 1) si ÿ(t0)/ẍ(t0) < y(t0)/x(t0),
pero no hay fuerzas actuando sobre el cuerpo si ninguna de las desigualdades anteriores
se cumple.

(d) ẍ(t0) > 0 y y(t0) > 0, el movimiento no es posible.

Demostración
Por la ecuación (2.24), xẍ+yÿ = −(ẋ2+ẏ2) ≤ 0, lo que significa que la fuerza que actúa sobre
m siempre se dirige a lo largo de la tangente en m del ćırculo geodésico z = 0 o dentro del
medio plano que contiene a este ćırculo. Asumiendo que un sistema xy−coordinado está fijo
en el origen del vector aceleración, este vector siempre se encontrará en el medio plano de-
bajo de la linea pendiente −x(t0)/y(t0). Probaremos los siguientes casos de manera separada.

(a) Si ẍ(t0) > 0 y ÿ(t0) < 0, la fuerza que actúa sobre m está representada por un vector
que se encuentra en la región dada por la intersección del cuarto cuadrante y el medio
plano debajo de la linea de pendiente −x(t0)/y(t0). Entonces la fuerza jala al cuerpo a
lo largo del ćırculo en la dirección del punto (1, 0).

(b) Si ẍ(t0) < 0 y ÿ(t0) > 0, la fuerza que actúa sobre m está representada por un vector
que cae en la región dada por la intersección del segundo cuadrante y el medio plano
que se encuentra debajo de la linea con pendiente −x(t0)/y(t0), entonces la fuerza jala
al cuerpo a lo largo del ćırculo en la dirección del punto (1, 0).

(c) Si ẍ(t0) ≤ 0 y ÿ(t0) ≤ 0, la fuerza que actúa sobre m está representada por un vector
que se encuentra en el tercer cuadrante. Entonces la dirección con la cual la fuerza
actúa depende del lugar donde se encuentre el vector aceleración: (i) debajo de la linea
con pendiente x(t0)/y(t0), (ii) por arriba de la linea con pendiente x(t0)/y(t0), (iii)
sobre la linea con pendiente x(t0)/y(t0). El último caso incluye cuando la aceleración
es cero.

En el caso (i), el vector aceleración se encuentra en una linea cuya pendiente es mayor
que x(t0)/y(t0), es decir ÿ(t0)/ẍ(t0) > y(t0)x(t0), entonces la fuerza jala al cuerpo m
hacia (1, 0). En el caso (ii), el vector aceleración se encuentra en una linea de pendien-
te menor que x(t0)/y(t0), es decir ÿ(t0)/ẍ(t0) < y(t0)x(t0), entonces la fuerza jala al
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cuerpo m hacia (1, 0). En el caso (iii), el vector aceleración se encuentra en la linea de
pendiente x(t0)/y(t0), es decir ÿ(t0)/ẍ(t0) = y(t0)x(t0). Pero el último caso no puede
ocurrir. Este hecho se sigue de las ecuaciones de movimiento, las cuales muestran que
la aceleración es la diferencia entre el gradiente de la función de fuerza y un mútiplo del
vector de posición. Pero de acuerdo a la fórmula de Euler para funciones homogéneas,
y el hecho de que las velocidades son cero, estos vectores son ortogonales, entonces su
diferencia puede tener la misma dirección de uno de ellos sólo si es cero. Este argumento
vectorial concuerda con el hecho de enerǵıa cinética, que muestra que si ẋ(t) = ẏ(t) = 0
y la aceleración tiene la misma dirección que el vector posición, entonces m no se mueve,
luego ẋ(t) = ẏ(t) = 0, y aśı ẍ(t) = ÿ(t) = 0, ninguna fuerza actúa sobre m, el cuerpo
se mantiene fijo.

(d) Si ẍ(t0) > 0 y ÿ(t0) > 0, la fuerza que actúa sobre m está representada por el vector
que se encuentra en la región dada por la intersección entre el primer cuadrante y el
medio plano que se encuentra debajo de la linea con pendiente −x(t0)/y(t0). Pero esta
región es vacia, aśı que no existe movimiento.

�

En el problema de dos cuerpos, los conjuntos M+ y M− son disjuntos, ya que como sólo
hay dos cuerpos, tenemos kq1 ∗ q2 es 1 o −1, pero no puede tomar los dos valores al mismo
tiempo. Sin embargo para mas de tres cuerpos estos conjuntos no son disjuntos. En el pro-
blema de tres cuerpos, la configuración en donde dos cuerpos están en colisión y el tercero se
encuentra en el lado opuesto del correspondiente ćırculo máximo es lo que se conoce como la
singularidad de colisión antipodal. A continuación mostramos un resultado importante acerca
de esta clase de colisiones.

Teorema 3.0.2 Consideremos el problema de 3 cuerpos en S2 en donde los cuerpos m1 y
m2 tienen masas M > 0 y el cuerpo m3 tiene masa m > 0. Existen valores de m y M ,
aśı como condiciones iniciales para las cuales, las soluciones terminan en tiempo finito en
una singularidad de colisión antipodal. Otras elecciones de masas y condiciones iniciales
generan soluciones en donde los cuerpos se repelen de la singularidad de colisión antipodal.

Demostración

Las singularidades de colisión antipodal se dan cuando los cuerpos con masas M colisio-
nan en un punto diametralmente opuesto al cuerpo con masa m sobre un circulo a altura z.

Consideremos las siguientes condiciones iniciales
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x1(0) = −x(0), y1(0) = y(0), z1(0) = 0

x2(0) = x(0), y2(0) = y(0), z2(0) = 0

x3(0) = 0, y3(0) = −1, z3(0) = 0,

(3.3)

aśı como velocidades iniciales iguales a cero, y además 0 < x(t), y(t) < 1 son funciones
donde x(t)2 + y(t)2 = 1. Como todas las coordenadas son cero, tomaremos en cuenta solo las
coordenadas x, y para el movimiento de las part́ıculas. la simetŕıa de las condiciones iniciales
implican que m3 se mantiene fija en todo tiempo t, que el momento angular es cero, y que
es suficiente ver que pasa con m2 porque m1 se mueve simetricamente respecto al eje y. Si
sustituimos las condiciones iniciales en las ecuaciones de movimiento obtenemos

ẍ(0) = − y(0)

x2(0)

(
M

4y2(0)
−m

)
,

ÿ(0) =
1

x(0)

(
M

4y2(0)
−m

)
.

(3.4)

Tenemos varias situaciones

1. Si M ≥ 4m se sigue que ẍ(0) < 0 y ÿ(0) > 0 para cualquier elección de posiciones
iniciales con 0 < x(0), y(0) < 1.

2. Si M < 4m entonces hay condiciones iniciales para las cuales

a ẍ(0) < 0 y ÿ(0) > 0,

b ẍ(0) > 0 y ÿ(0) < 0,

c ẍ(0) = ÿ(0) = 0.

En el caso 2(c), las soluciones son puntos fijos del sistema, que además se debe cumplir
M = 2m y x(0) = y(0) =

√
2/2. Lo que estudiaremos para mostrar el teorema son los casos

1 y 2(b). En el primer caso tenemos que m2 comienza a moverse desde reposo hasta llegar a
colisión con m1 en el punto (0, 1), pero el lugar en donde llegan a colisión también depende
de las velocidades que afectan a las ecuaciones de movimiento. En el último caso m2 se mueve
alejándose de la colisión, y debemos ver de nuevo como las velocidades alteran la tendencia
inicial. Escribamos las ecuaciones de movimiento para m2, con masas arbitrarias m y M , tras
algunos calculos tenemos

ẍ = − M

4x2y
+
my

x2
− (ẋ2) + ẏ2)x, (3.5)

ÿ =
M

4xy2
+
m

x
− (ẋ2) + ẏ2)y,
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y con integral de enerǵıa

ẋ2 + ẏ2 =
h

M
− 2my

x
+
M(2y2 − 1)

2xy
. (3.6)

Usando la última ecuación en (3.6) obtenemos

ẍ =
4(M − 2m)x4 − 2(M − 2m)x2 −M + 4m

4x2y
− h

M
x, (3.7)

ÿ =
M + 2(M − 2m)y2 − 4(M − 2m)y4

4xy2
− h

M
y.

Nos enfocaremos en las primeras órbitas que enuncia el teorema.

1. Para probar la existencia de soluciones con singularidad de colisión antipodal, exami-
nemos el caso M = 4m, lo cual lleva al sistema (3.8) a la forma

ẍ =
m(2x2 − 1)

y
− h

4m
x, (3.8)

ÿ =
mx(2y2 + 1)

y2
− h

4m
y.

Para estos valores de masas tenemos

ẋ2 + ẏ2 +
2mx

y
=

h

4m
. (3.9)

Calculamos el valor de h usando las condiciones iniciales. Para condiciones iniciales
x(0), y(0) y ẋ(0) = ẋ(0) = 0, tenemos h = 8m2x(0)/y(0) > 0.

Si x → 0, entonces y → 1, y las ecuaciones (3.8) implican que ẍ(t) → −m < 0 y
ÿ(t)→ −h/4m < 0. Tenemos el caso (c) del lema (3.0.1), entonces para determinar la
dirección de movimiento de m2 cuando se acerca al punto (0, 1), tenemos que tomar
en cuenta el radio ÿ/ẍ, que tiende a h/4m2 cuando x → 0. Como h = 8m2x(0)/y(0),
ĺımx→0(ÿ/ẍ) = 2x(0)/y(0). Entonces 2x(0)/y(0) < x(0) para cualquier x(0) y y(0) con
0 < x(0) < 1/

√
3 y la correspondiente y(0) > 0 dada por la restricción x2(0)+y2(0) = 1.

Pero la desigualdad 2x(0)/y(0) < y(0)/x(0) es equivalente a ÿ(t0)/ẍ(t0) < y(t0)/x(t0)
en lema (3.0.1) inciso (c), que concuerda con que la fuerza jala la part́ıcula m2 al punto
(0,1). Entonces la velocidad y la fuerza actuan sobre m2 y hacen que el cuerpo siga la
misma curva hasta llegar a la posición de colisión antipodal.
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Se tiene también de (3.9) que la velocidad es positiva y finita en colisión. Como la
distancia entre la posición inicial y (0, 1) es acotada, m2 colisiona con m1 en tiem-
po finito. Aśı la elección de masas con M = 4m, posiciones iniciales x(0), y(0) con
0 < x(0) < 1/

√
3, el correspondiente valor de y(0) y velocidades iniciales ẋ(0) = ẏ(0),

llevan a solucion de singularidad de colisión antipodal.

Ahora demostraremos la existencia del segundo tipo de órbitas mencionadas en el teo-
rema.

2. Para demostrar la existencia de soluciones que se repelen de una singularidad de colisión
antipodal de las ecuaciones de movimiento en tiempo positivo, tomemos M = 2m.

Las ecuaciones (3.8) toman la forma

ẍ =
m

2x2y
− h

2m
x, (3.10)

ÿ =
m

2xy2
− h

2m
y,

con integral de enerǵıa

ẋ2 + ẏ2 +
m

xy
=

h

2m
,

ecuación que implica h > 0. Como vimos en el caso 2(c) de este teorema, la posición
inicial x(0) = y(0) =

√
2/2 corresponde a un punto fijo de las ecuaciones de movimiento

con velocidades iniciales iguales a cer. Aśı tenemos que buscar la solución deseada
para las condiciones iniciales 0 < x(0) <

√
2/2 y la correspondiente y(0). Escojamos

cualquier condición inicial para posiciones dentro de este conjunto, pero que sean lo
suficientemente cerca a colisión como deseemos, y velocidades iniciales iguales a cero.
Para x → 0, las ecuaciones (3.10) muestran que ẍ y ÿ tienen crecimiento positivo.
Pero de acuerdo al inciso (d) del lema (3.0.1), tal situación es imposible, por lo que el
movimiento no puede ser infinitesimalmente cercana a la correspondiente singularidad
de colisión antipodal, la cual repele cualquier solución con M = 2m y condiciones
iniciales escogidas como describimos anteriormente.

�

3.1. Equilibrios Relativos en S2

En esta sección mostraremos algunos resultados importantes que se tienen del problema
de los n−cuerpos relacionados con puntos fijos y una clase part́ıcular de equilibrios relativos,
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mismos que definiremos en esta sección.

Los equilibrios relativos en el problema newtoniano de los n−cuerpos son las órbitas más
simples, éstas son soluciones en donde las part́ıculas se mueven uniformemente como cuerpo
ŕıgido. Extenderemos este concepto al problema curvado de los n cuerpos.

Un teorema importante de geometŕıa diferencial es el teorema del eje principal, que nos
dice que cualquier rotación en R3 es a lo largo de un eje fijo, y podemos, sin pérdida de
generalidad, tomar al eje z, notemos que podemos tomar las rotaciones a lo largo de este
eje también gracias a que el potencial U es invariante bajo el grupo de isometŕıas SO(3).
Recordemos que estas rotaciones están representadas por los subgrupos uniparamétricos de
SO(3) dados por la matriz

A(t) =

 cos t sin t 0
− sin t cos t 0

0 0 1

 . (3.11)

Figura 3.1: La linea punteada marca la trayectoria del punto (1
2
, 1
2
, 1√

2
) al aplicarle la trans-

formación dada por la matriz A(t).
.

Sea SO(3) el grupo de isometrias de S2, si denotamos por {G(t)} al grupo uniparamétrico
de SO(3), entonces definimos a los equilibrios relativos de la siguiente forma

Definición 3.1.1 Un equilibrio relativo del problema de n−cuerpos en S2 es una solución
q(t) de las ecuaciones de movimiento que es invariante bajo el subgrupo {G(t)}. En otras
palabras, la función obtenida por la acción denotada por w(t) = G(t)q(t) es también solución
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de las ecuaciones de movimiento. Dicho de otra forma, un equilibrio relativo en S2 es una
solución donde las part́ıculas se mueven como cuerpo ŕıgido, es decir sus distancias mutuas
son invariantes durante todo el movimiento.

Un resultado de geometŕıa diferencial nos muestra que el grupo propio de isometrias de
S2 es el cociente SU(2)/{±I} del subgrupo especial unitario

SU(2) = {A ∈ GL(2,C)|ATA = I), (3.12)

donde cada matriz A tiene la forma

A =

(
a b
−b̄ ā

)
, (3.13)

donde a, b ∈ C satisfacen |a|2 + |b|2=1.

El álgebra de Lie de SU(2) es el espacio lineal de tres dimensiones

su(2) = {X ∈M(2,C)|XT = −X, con traza(X) = 0}. (3.14)

En la primera sección de este trabajo estudiaremos algunas propiedades de una clase de
equilibrios relativos, que son los siguientes

Definición 3.1.2 Un equilibrio relativo eĺıptico en S2 es una solución de la forma qi =
(xi, yi, xi), i = 1, . . . , n de las ecuaciones de movimiento con xi = ri cos(ωt + αi), y yi =
ri cos(ωt + αi), zi = constante, donde ω, αi y ri, i = 1, . . . , n son constantes, con 0 ≤ ri =
(1− z2i )1/2 ≤ 1.

Definiremos tamb́ıen el siguiente tipo de equilibrios relativos que son en los que nos
enfocaremos en este trabajo.

Definición 3.1.3 Si los cuerpos giran sobre una curva geodésica, las correspondientes solu-
ciones son llamadas equilibrios relativos eulerianos.

A continuación definiremos una configuración de punto fijo

Definición 3.1.4 Una solución de las ecuaciones de movimiento es llamada punto fijo si se
cumple

∇qiU(q)(t) = 0, t ∈ R, i = 1, . . . , n. (3.15)

Empezaremos mostrando el siguiente resultado que es el más simple acerca de puntos fijos
en S2.

Teorema 3.1.1 Consideremos el problema de n cuerpos en S2, con n impar. Si todas las
masas son iguales, entonces el poĺıgono regular que forman los cuerpos y que se encuentra
en cualquier geodésica es un punto fijo de las ecuaciones de movimiento.
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Demostración
Por hipótesis tenemos que m1 = m2 = · · · = mn; consideremos el n−ágono regular con un
número impar de lados inscrito en una geodésica de S2, con cada cuerpo inicialmente en reposo
en cada vértice. En general, dos fuerzas actuan en el cuerpo de masa mi: la fuerza ∇qiU(q)
que es la que se genera con la interacción con los otros cuerpos, y la fuerza −mi(q̇i · q̇i)qi
que es la correspondiente a la restriccion que mantiene a las part́ıculas sobre la superficie
correspondiente. Esta última fuerza es cero al tiempo t = 0, ya que los cuerpos se encuentran
inicialmente en reposo. Como qi · ∇qiU(q) = 0, tenemos que ∇qiU(q) es ortogonal a qi, y
por lo tanto tangente a S2. Entonces la simetŕıa del poĺıgono regular implica que al tiempo
t = 0, ∇qiU(q) es la suma de pares de fuerzas, cada par consiste de fuerzas opuestas que se
cancelan unas con otras. Esto significa que ∇qiU(q) = 0. Aśı, de las ecuaciones de moviento
y del hecho que los cuerpos están inicialmente en reposo tenemos que

q̈i(0) = −(q̇i(0) · q̇i(0))qi(0) = 0, i = 1, . . . , n. (3.16)

Pero, entonces, no hay fuerzas que actuen sobre el cuerpo de masa mi al tiempo t = 0,
y por lo tanto el cuerpo no se mueve. Luego q̇i(t) = 0 para todo t ∈ R. Entonces q̈i(t) = 0
para cada t ∈ R, y aśı ∇qiU(t) = 0 para todo t ∈ R, y el n−ágono es un punto fijo de las
ecuaciones de movimiento.

Notemos que si n es par, el n−ágono tiene n/2 pares de vértices antipodales. Como los
cuerpos en posiciones antipodales generan singularidades en las ecuaciones de movimiento,
los únicos poĺıgonos regulares con un número impar de vértices son puntos fijos de las ecua-
ciones de movimiento.

�

Si las part́ıculas inicialmente se encuentran sobre un poĺıgono regular y se mantienen en
la misma configuración en todo tiempo entonces es equivalente a decir que las fuerzas entre
ellas se compensan y se eliminan, enunciaremos esto a traves del siguiente corolario, cuya
demostración es inmediata del teorema anterior.

Corolario 3.1.1 Consideremos un número impar de part́ıculas con masas iguales inicial-
mente sobre los vértices de un poĺıgono regular inscrito sobre un ćırculo máximo de S2, y
asumamos que la solución generada por esta condición inicial mantiene a las part́ıculas en
la misma configuración en todo tiempo t. Entonces, para todo t ∈ R, esta solución satisface
las condiciones

∇qiU(q(t)) = 0, i = 1, 2, · · · , n. (3.17)

A continuación mostraremos un resultado importante que exhibe configuraciones de los
cuerpos sobre S2 en donde éstas no son puntos fijos de las ecuaciones de movimiento.
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Teorema 3.1.2 Consideremos una configuración no singular del problema de los n−cuerpos
en S2 en donde los cuerpos se encuentran en uno de los hemisferios, incluyendo al ecuador,
y en donde por lo menos un cuerpo se encuentra fuera de dicho ćırculo máximo. Entonces
esta configuración no es un punto fijo.

Demostración
Sin pérdida de generalidad consideremos la configuración inicial de los cuerposm1,m2, · · · ,mn

en el hemisferio norte. Tenemos que uno de los cuerpos tiene la coordenada z menor, sea m1

dicho cuerpo. De la misma manera por lo menos uno de los cuerpos tiene coordenada z
positiva, sea m2 una de esas part́ıculas. Como todas las velocidades iniciales son cero, solo
las fuerzas mutuas actuan sobre m1. Entonces, de acuerdo con las ecuaciones de movimien-
to, m1z̈1(0) = ∂

∂z1
U(q(0)). Pero como ningun cuerpo tiene coordenada z menor que z1 los

términos que se encuentran en ∂
∂z1
U(q(0)) que involucran interacciones entre m1 y mi son

mayores o iguales a cero para i = 3, 4, · · · , n, mientras que los términos que involucran a m2

son estrictamente positivas. Aśı ∂
∂z1
U(q(0)) > 0, entonces m1 se mueve hacia el polo norte de

la esfera. Por lo tanto la configuración inicial no es un punto fijo.

�

El resultado que enseguida mostraremos nos da condiciones para que un punto fijo genere
equilibrios relativos.

Teorema 3.1.3 Consideremos un punto fijo dado por las masas m1,m2, · · · ,mn que se en-
cuentran sobre un ćırculo máximo de S2. Entonces si la velocidad angular es cero, esta con-
figuración genera un equilibrio relativo a lo largo del ćırculo máximo.

Demostración
Sin pérdida de generalidad, asumamos que las part́ıculas se encuentran sobre el ecuador, y que
para ciertas masas dadas m1,m2, · · · ,mn, existen α1, α2, · · · , αn tales que la configuración
q = (q1, q2, · · · , qn) dados por qi = (xi, yi, 0), i = 1, 2, · · · , n, con

xi = cos(ωt+ αi), yi = sin(ωt+ αi), i = 1, 2, · · · , n, (3.18)

es un punto fijo para ω = 0. Esta configuración también puede ser interpretada como q(0),
es decir, la solución q al tiempo t = 0, para cualquier ω 6= 0. Entonces podemos concluir que
∇qiU(q(0)) = 0, i = 1, 2, · · · , n. Pero, entonces para t = 0, las ecuaciones de movimiento se
reducen a

ẍi = −(ẋ2i + ẏ2i )xi (3.19)

ÿi = −(ẋ2i + ẏ2i )yi

i = 1, 2, · · · , n. Notemos que ẋi = −ω sin(ωt+αi), ẍi = −ω2 sin(ωt+αi), ẏi = −ω cos(ωt+αi),
ÿi = −ω2 sin(ωt+αi), aśı ẋ2i +ẏ2i = ω2. Usando estos cálculos es fácil ver que q dado por (3.18)
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es solución de (3.20), para todo t, entonces no hay fuerzas que se deriven de las restricciones
que actuan sobre los cuerpos, ni al tiempo t = 0 ni a un tiempo t > 0. Como ∇qiU(q(0)) = 0
para i = 1, 2, · · · , n, se sigue que las fuerzas gravitaciones están en equilibrio al momento
inicial, y ninguna fuerza gravitacional actua sobre los cuerpos. Consecuentemente, la rotación
dada por ω 6= 0 hace que el sistema se mueva como cuerpo ŕıgido, y que las fuerzas de rota-
ción se mantengan en equilibrio, como consecuencia tenemos ∇qiU(q(t)) = 0, i = 1, 2, · · · , n
para todo t.

Entonces q dado por (3.18) satisface las ecuaciones de movimiento, y por la definición de
equilibrio relativo eĺıptico, q es uno de ellos.

�

A continuación mostraremos que un equlibrio relativo generado por puntos fijos que se
obtienen a partir de poĺıgonos regulares sobre un ćırculo máximo de S2 puede ocurrir sólo si
las part́ıculas rotan a lo largo del ćırculo máximo.

Teorema 3.1.4 Consideremos un número impar de part́ıculas de masas iguales inicialmente
en los vértices de un poĺıgono regular inscrito en un ćırculo máximo de S2. Entonces el único
equilibrio relativo eĺıptico que se puede generar a partir de esta configuración es aquel dado por
la rotación de las part́ıculas en el plano que contiene al ćırculo máximo en donde inicialmente
se encuentran.

Demostración

Sin pérdidad de generalidad, podemos tomar al ćırculo máximo que está sobre z = 0.
Consideremos una solución de equilibrio relativo eĺıptico de la forma

xi = ri cos(ωt+ αi), yi = ri sin(ωt+ αi), zi = ±(1− r2i )1/2, i = 1, 2, · · · , n, (3.20)

en donde tomamos + para zi > 0 y − para zi < 0. La única condición que imponemos es que
ri y αi son escogidas de tal forma que la configuración es un poĺıgono regular de n vértices
inscrito en un ćırculo máximo de S2, y que se mueven sobre este ćırculo en todo tiempo t.
Podemos medir el ángulo que forma el plano que contiene a las part́ıculas con el eje z. La
solución que pusimos anteriormente tiene derivadas

ẋi = −riω sin(ωt+ αi), ẏi = riω cos(ωt+ αi), żi = 0, i = 1, 2, · · · , n, (3.21)

ẍi = −riω2 cos(ωt+ αi), ÿi = −riω2 sin(ωt+ αi), z̈i = 0, i = 1, 2, · · · , n.

Luego tenemos

ẋ2i + ẏ2i + ż2i = r2iω
2, i = 1, 2, · · · , n. (3.22)
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Por el primer corolario de este caṕıtulo tenemos que el poĺıgono regular satisface

∇qiU(q) = 0, i = 1, 2, · · · , n. (3.23)

El sistema de ecuaciones de movimiento se reduce a

ẍi = −(ẋ2i + ẏ2i + ż2i )xi, (3.24)

ÿi = −(ẋ2i + ẏ2i + ż2i )yi,

z̈i = −(ẋ2i + ẏ2i + ż2i )zi, i = 1, 2, · · · , n.

Si sustituimos la ecuacion (3.20) en las últimas ecuaciones tenemos

ri(1− r2i )ω2 cos(ωt+ αi) = 0, (3.25)

ri(1− r2i )ω2 sin(ωt+ αi) = 0, i = 1, 2, · · · , n.

Pero asumiendo que ω 6= 0, este sistema se satisface si ri = 1, condición que es equivalente
a zi = 0, por lo tanto los cuerpos tienen que rotar a lo largo del ecuador z = 0.

�

En el siguiente teorema mostraremos las condiciones para que cuerpos de masas iguales
que forman un poĺıgono regular formen equilibrios relativos eĺıpticos girando en curvas que
no son geodésicas.

Teorema 3.1.5 Consideremos el problema de los n−cuerpos en S2 con masas iguales. En-
tonces para cada n impar, m > 0 y z ∈ (−1, 1), existe un valor positivo y uno negativo de ω
que generan equilibrios relativos eĺıpticos en donde los cuerpos se encuentran en los vértices
de un poĺıgono regular en el plano z = cte. Si n es par, este resultado es cierto si excluimos
a z = 0.

Demostración

Discutiremos dos casos, n par y n impar.

Para simplificar notación denotaremos a los cuerpos por mi con ı́ndices i = −s,−s +
1, · · · ,−1, 0, 1, · · · , s− 1, s, donde s ∈ N. Sin pérdida de generalidad suitituimos en las ecua-
ciones de movimiento (2.26) soluciones de la forma (3.20) con los ı́ndices i como los acabamos
de exhibir, α−s = − 4sπ

2s+1
, · · · , α−1 = − 2π

2s+1
, α0 = 0, α1 = 2π

2s+1
, ·αs = 4sπ

2s+1
.r = ri, z = zi. De-

bido a las simetŕıas del problema es suficiente ver que pasa considerando las ecuaciones para
i = 0.

La ecuación correspondiente a la coordenada z0 toma la forma
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s∑
j=−s,j 6=0

m(z − k0jz)

(1− k20j)3/2
− r2ω2z = 0, (3.26)

donde k0j = x0xj + y0yj + z0zj = cosαj − z2 cosαj + z2. Usando el hecho de que r2 + z2 =
1, cosαj = cosα−j, y k0j = k0−(j), tenemos que para la coordenada z0

s∑
j=1

=
2(1− cosαj)
(1− k20j)3/2

=
ω2

m
. (3.27)

Tomando en cuenta x0 e ignorando y0 es suficiente debido a la simetŕıa del problema y a
la dualidad de las funciones trigonométricas sin y cos. Si sustituimos éstas en las ecuaciones
de movimiento tenemos

(r2 − 1)ω2 cosωt =
s∑

j=−s,j 6=0

m[cos(ωt+ αj)− k20j cosωt]

(1− k20j)3/2
. (3.28)

Después de varios cálculos y usando el hecho de que r2+z2 = 1, sinαj = − sinαj, cosαj =
cosα−j, y k0j = k0(−j), tenemos la misma ecuación (3.27). Escribiendo el denominador de
(3.27) explicitamente tenemmos

s∑
j=1

2

(1− cosαj)1/2(1− z2)3/2[2− (1− cosαj)(1− z2)]3/2
=
ω2

m.
(3.29)

La parte izquierda de la ecuación es positiva para cualquier m > 0 y z ∈ (−1, 1) fijos,
entonces tenemos el valor de los correspondientes valores positivos y negativos de ω que son
los que satisfacen la ecuación.

Ahora veamos el caso en donde n es par. Denotemos de manera análoga a los cuer-
pos por mi, con i = −s + 1, · · · ,−1, 0, 1, · · · , s − 1, donde s ∈ N y todos los cuerpos
tienen la misma masa m. Sin pérdida de generalidad, podemos sustituir en las ecuacio-
nes de movimiento soluciones de la forma (3.20), con i como escribimos anteriormente, y

α−s+1 = −−(s+1)π
s

, · · · , α−1 = −−π
s
, α0 = 0, α1 = π

s
, ·αs−1 = (s−1)π

s
, αs = π, r = ri, z = zi, y de

nuevo consideraremos el caso para i = 0. Usando el hecho de que k0j = k0(−j), cosαj = cosα−j
y cos π = −1, tenemos

s−1∑
j=1

2(1− cosαj)

1− (k20j)
3/2

+
2

(1− k20s)3/2
=
ω2

m
. (3.30)

Usando las relaciones sinαj = − sinα−j y sin π = 0 obtenemos para la ecuación corres-
podiente a x0 lo mismo que (3.30), que escribiendo explicitamente tenemos
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s−1∑
j=1

2

(1− cosαj)1/2(1− z2)3/2[2− (1− cosαj(1− z2))]3/2
(3.31)

+
1

4z2|z|(1− z2)3/2
=
ω2

m
. (3.32)

Como la parte de la izquieda es positivo y finito para cualquier m > 0, y z ∈ (−1, 1)/{0}
entonces tenemos que existe un valor positivo y uno negativo para el que tenemos este tipo
de equilibrios relativos, exceptuando el valor de z = 0.

�

Es importante señalar que en el problema de tres cuerpos existen otro tipo de equilibrios
relativos, son los llamados equilibrios relativos lagrangianos, y estos surgen de las siguientes
soluciones.

Definición 3.1.5 Una solución de las ecuaciones 2.26 del problema de los tres cuerpos se le
llama Lagrangiana si las tres masas forman un triángulo equilátero en todo tiempo t.

Este tipo de movimientos se estudian a fondo en [25].

3.2. Equilibrios Relativos Eulerianos

En esta sección mostraremos resultados acerca de equilibrios relativos eĺıpticos eulerianos
en el caso n = 3.

Teorema 3.2.1 Consideremos el problema de 3-cuerpos en S2 con masas M = m1 y m =
m2 = m3. Fijemos el cuerpo de masa m1 en el punto (0, 0, 1) y los cuerpos de masas m2

y m3 en los lados opuestos de un ćırculo a la altura z = cte. Entonces si 4m > M y z ∈
(−
√
M/2

√
m, 0)∪ (0, 1), existe un valor positivo y uno negativo de ω que produce equilibrios

relativos eĺıpticos.

Demostración

Tomemos en cuenta las coordenadas x y z de la ecuación de movimiento correspondiente
a la segunda part́ıcula, dadas por las siguientes ecuaciones

ẍ2 =
m1(x1 − (x1x2 + y1y2 + z1z2)x2)

(1− (x1x2 + y1y2 + z1z2)2)
3
2

+
m3(x3 − (x1x2 + y1y2 + z1z2)x2)

(1− (x1x2 + y1y2 + z1z2)2)
3
2

− (ẋ22 + ẏ22 + ż22),

(3.33)
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y

z̈2 =
m1(z1 − (x1x2 + y1y2 + z1z2)z2)

(1− (x1x2 + y1y2 + z1z2)2)
3
2

+
m3(z3 − (x1x2 + y1y2 + z1z2)z2)

(1− (x1x2 + y1y2 + z1z2)2)
3
2

− (ẋ22 + ẏ22 + ż22).

(3.34)
En nuestro problema estamos interesados en soluciones en donde los cuerpos qi, 1 = 1, 2, 3

tienen coordenadas

x1 = 0, y1 = 0, z1 = 1

x2 = r cosωt, y2 = sinωt, z2 = z,

x3 = r cos(ωt+ π), y3 = sin(ωt+ π), z3 = z, (3.35)

en donde ω es la velocidad angular.

Sustituyendo en ẍ2

rω2 cosωt =
m1rz cosωt

(1− z2) 3
2

+
m3(r cosωt− r cosωt(r2 − z2))

(1− (r2 − z2)2) 3
2

+ r3ω2 cosωt.

Despejando a ω2 obtenemos

ω2 =
m1z

(1− z2) 3
2

+
m3

(1− (r2 − z2)2) 3
2

− m3(r
2 − z2)

(1− (r2 − z2)2) 3
2

+ r2ω2. (3.36)

Sustituyendo las correspondientes coordenadas de (3.35) en z̈2 obtenemos

0 =
m1√
1− z2

− r2ω2z +
m3(z + z(r2 − z2))
(1− (r2 − z2)2) 3

2

=
1
z
m1√

1− z2
− r2ω2 +

m3

(1− (r2 − z2)2) 3
2

+
m3(r

2 − z2)
(1− (r2 − z2)2) 3

2

.

(3.37)

Sumando (3.36) y (3.37) obtenemos

ω2 =
1
z
m1√

1− z2
+

2m3

(1− (r2 − z2)2) 3
2

+
m1z

(1− z2) 3
2

. (3.38)

Factorizando el término
m1

(1− z2) 1
2

llegamos a la siguiente ecuación

ω2 =
2m3

(1− (r2 − z2)2) 3
2

+
m1

(1− z2) 1
2

(
1

z
+

z

1− z2

)
=

2m3

(1− (r2 − z2)2) 3
2

+
m1

(1− z2) 1
2

(
1

z(1− z2)

)
.
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Para escribir todo en términos de z usamos la expresión 1 = r2 + z2.

ω2 =
2m3

(1− (1− 2z2)2)
3
2

+
m1

(1− z2) 1
2

(
1

z(1− z2)

)
.

=
m3

4|z|3(1− z2) 3
2

+
m1

z(1− z2) 3
2

=
m3|z|−1 + 4m1z

4z2(1− z2) 3
2

.

(3.39)

El numerador nos muestra que esta ecuación tiene soluciones para z ∈ (−
√
M/2

√
m, 0)∪

(0, 1), podemos ver la gráfica de esta funcion para ciertos valores de m y M en las figuras
(3.2) y (3.3); además se debe cumplir la relación de masas 4m > M . El signo de ω determina
el sentido de rotación.

Figura 3.2: Gráfica f(z) =
m3|z|−1 + 4m1z

4z2(1− z2) 3
2

con m3 = m1 = 1 en (−1, 0).
.
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Figura 3.3: Gráfica f(z) =
m3|z|−1 + 4m1z

4z2(1− z2) 3
2

con m3 = m1 = 1 en (0, 1).
.

�
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Caṕıtulo 4

Problema de n-Cuerpos en H2

Al igual que en S2 mostraremos resultados referentes a equilibrios relativos del tipo eule-
riano del problema de dos y tres cuerpos en H2, considerando que existe otro tipo de equilibrio
relativo, llamado lagrangiano, del problema de tres cuerpos, esto, al igual que en S2 surgen
de los siguientes movimientos

Definición 4.0.1 Una solución de las ecuaciones 2.26 del problema de los tres cuerpos se le
llama Lagrangiana si las tres masas forman un triángulo equilátero en todo tiempo t.

4.1. Equilibrios Relativos en H2

En esta sección mostraremos resultados relacionados con puntos fijos, además de definir
y probar algunos resultados acerca de los llamados equilibrios relativos eĺıpticos e hiperbóli-
cos, además demostraremos que no existen equilibrios relativos parabólicos, recordemos que
en este trabajo nos enfocamos en los equlibiros relativos de tipo eulerianos, por esta razón
mostraremos resultados referentes a ellos. Resultados básicos de geometŕıa diferencial nos
dicen que cada rotación de Lorentz se puede escribir, en alguna base, como una rotación
eĺıptica alrededor del eje z, como una rotación hiperbólica alrededor del eje x, o como una
rotación parabólica alrededor de la linea x = 0, y = z. De esta manera es como se definen
los equilibrios relativos eĺıpticos, hiperbólicos y parabólicos. A continuación mostramos las
definiciones en terminoloǵıa más precisa.

Definición 4.1.1 Un equilibrio relativo eĺıptico en H2 es una solución qi = (xi, yi, zi), i =
1, 2, · · · , n, de las ecuaciones de movimiento con xi = ρi cos(ωt + αi), yi = ρi sin(ωt + αi) y
zi = (ρ2i + 1)1/2, donde ω, αi y ρi, i = 1, 2, · · · , n, son constantes.

Definición 4.1.2 Un equilibrio relativo hiperbólico en H2 es una solución qi = (xi, yi, zi), i =
1, 2, · · · , n, de las ecuaciones de movimiento con

xi = cte, yi = ρi sinh(ωt+ αi), zi = ρi cosh(ωt+ αi), (4.1)

donde ω, αi y ρi = (1 + x2i )
1/2 ≥ 1, i = 1, 2, · · · , n, son constantes.

33



34 4.1. EQUILIBRIOS RELATIVOS EN H2

Definición 4.1.3 Un equilibrio relativo parabólico en H2 es una solución qi = (xi, yi, zi), i =
1, 2, · · · , n, de las ecuaciones de movimiento con

xi = ai − bit+ cit, yi = ait+ bi(1− t2/2) + cit
2/2, zi = ait− bit2/2 + ci(1 + t2/2), (4.2)

donde ai, bi y ci, i = 1, 2, · · · , n, son constantes, además se tiene a2i + b2i − c2i = −1.

Al igual que en S2 nos enfocaremos en los equilibrios relativos eulerianos, definidos de la
misma manera.

Definición 4.1.4 Si los cuerpos giran sobre una curva geodésica, las correspondientes solu-
ciones son llamadas equilibrios relativos eulerianos.

Las soluciones más simples de las ecuaciones de movimiento en H2 son los puntos fijos,
éstos los definimos a continuación

Definición 4.1.5 Una solución de las ecuaciones de movimiento es llamada punto fijo si

∇qiU−1(q)(t) = pi(t) = 0, (4.3)

para t ∈ R, i = 1, 2, · · · , n..

El primer resultado importante en H2 es el siguiente.

Teorema 4.1.1 En el problema de n- cuerpos en H2 con n ≥ 2 no hay configuraciones que
correspondan a puntos fijos de las ecuaciones de movimiento.

Demostración
Consideremos una configuración de n cuerpos en la que evitamos las colisiones, y que ini-
cialmente se encuentra en reposo. Esto significa que las componentes de las fuerzas actuando
en sobre los cuerpos, que incluyen a los factores ẋ2i + ẏ2i − ż2i , 1 = 1, 2, · · · , n, son cero al
tiempo t = 0. Pero tenemos que por lo menos un cuerpo tiene a la coordenada z de mayor
valor. Notemos que la interacción entre mi y cualquier otro cuerpo es a lo largo de geodésicas,
las cuales son hipérbolas que abren hacia arriba en la parte con z > 0 del hiperboloide que
modela a H2. Entonces el cuerpo mj, j 6= i, ejerce una atracción sobre mi en dirección hacia
abajo sobre la hipérbola que conecta a los dos cuerpos, entonces la coordenada z de la fuerza
que actua sobre mi es negativa, independiente de si z − j(0) < zi(0) o z − j(0) = zi(0). Esto
es cierto para j = 1, 2, · · · , n, j 6= i, se sigue que z̈i < 0. Aśı mi se mueve en dirección hacia
abajo sobre el hiperboloide, entonces la configuración original no es un punto fijo.

�
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4.1.1. Equilibrios Relativos Eĺıpticos

Consideremos equilibrios relativos eĺıpticos, mostraremos algunas condiciones sobre las
velocidades y masas de los cuerpos para obtener este tipo de movimientos

Teorema 4.1.2 Consideremos el problema de n cuerpos en H2. Entonces para cualquier
m > 0 y z > 1 hay un valor positivo y uno negativo de ω que producen equilibrios relativos
eĺıpticos en donde los cuerpos están sobre los vértices de un n-ágono que rota en el plano
z = cte.

Demostración
La prueba es similar que en el caso de S2, considerando los casos pares e impares de forma
separada. Las únicas diferencias es que reemplazamos la variable r por la variable ρ, además
de las respectivas expresiones r2+z2 = 1 y z2 = ρ2+1; también reemplazamos el denominador
(1− k20j)3/2 por (c20j − 1)3/2, donde c0j = −k0j reemplaza a k0j.

�

Corolario 4.1.1 Consideremos el problema de 3 cuerpos con masas iguales en H2. Entonces
para cada m > 0 y z > 1, existe un valor positivo y uno negativo de ω que produce equilibrios
relativos en donde los cuerpos se encuentran en los vértices de un triángulo equilatero que
rota en el plano z = cte. Más aún, para cada ω2/m > 0 existe un único valor de z.

Demostración

Si sustituimos en las correspondientes ecuaciones de movimiento para el problema de tres
cuerpos en H2 una solućıon de la forma

xi = ρ cos(ωt+ αi), yi = ρ sin(ωt+ αi), zi = z, (4.4)

con z =
√
ρ2 + 1, α1 = 0, α2 = 2π/3, α3 = 4π/3, llegamos a la siguiente ecuación

8√
3(3z4 − 2z2 − 1)3/2

=
ω2

m
. (4.5)

Entonces para cada z ∈ (1,∞) existe un valor positivo y uno negativo de ω para el cual
se satisface (4.5).
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Figura 4.1: Gráfica f(z) =
8√

3(3z4 − 2z2 − 1)3/2
en (1, 3).

.

�

A continuación mostramos las condiciones sobre las masas para tener equilibrios relativos
Lagrangianos del problema de tres cuerpos en H2.

Proposición 4.1.1 En el problema de 3 cuerpos en H2, si las part́ıculas m1,m2,m3 se
encuentran inicialmente en los vértices de un triángulo equilatero, en el plano z = cte > 1,
entonces existen velocidades iniciales que generan equilibrios relativos en donde el triángulo
rota en su mismo plano si y solo si m1 = m2 = m3.

Demostración

⇒)
Se sigue del teorema 4.1.2.

⇐)
Sustituyendo en las respectivas ecuaciones de movimiento de H2 una solución de la forma

(4.4) con i = 1, 2, 3, ρ = ρ1 = ρ2 = ρ3, z = z1 = z2 = z3 = (ρ2 + 1) y α1 = 0 = α2 =
2π/3, α3 = 4π/3, podemos llegar al siguiente sistema

m1 +m2 = ζω2, (4.6)

m2 +m3 = ζω2,

m3 +m1 = ζω2,
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donde ζ =
√

3(3z4 − 2z2 − 1)3/2/4. Pero para cualquier z = cte > 1 el sistema tiene solución
sólo si m1 = m2 = m3 = ζ2/2.

�

Tambien tenemos condiciones sobre la velodidad para tener equilibrios relativos euleria-
nos, la mostramos en el siguiente

Teorema 4.1.3 Consideremos el problema de 3 cuerpos en H2 con masas iguales, m > 0.
Fijemos la masa m3 en (0, 0, 1) y los cuerpos con masas m1 y m2 en los lados opuestos de un
ćırculo en la altura z = cte > 1. Entonces, para cada m > 0 y z > 1 existe un valor positivo
y uno negativo de ω, para los cuales se producen equilibrios relativos que rotan alrededor del
eje z.

Demostración

Sustituyendo en las respectivas ecuaciones de movimiento una solución de la forma

x1 = ρ cosωt, y1 = ρ sinωt, z1 = z (4.7)

x2 = ρ cos(ωt+ π), y1 = ρ sin(ωt+ π), z2 = z (4.8)

x3 = 0, (4.9)

y3 = 0, z3 = 1, (4.10)

donde ρ ≥ 0 y z ≥ 1 son constantes que satisfacen z2 = ρ2+1. Con estas expresiones podemos
llegar a la siguiente

4z2 + 1

4z3(z2 − 1)3/2
=
ω2

m
. (4.11)

La parte izquierda de la función es positiva para z > 1. Entonces para cada m > 0, z > 1,
existe un valor positivo y uno negativo de ω los cuales generan equilibrios relativos. El signo
de ω determina el sentido de rotación.
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Figura 4.2: Gráfica f(z) =
4z2 + 1

4z3(1− z2) 3
2

en (1, 3).
.

�

4.1.2. Equilibrios Relativos Hiperbólicos

En esta sección mostraremos los resultados que hasta ahora se tiene sobre equilibrios
relativos hiperbólicos en H2. Iniciaremos mostrando que en el problema de n cuerpos no
existen equilibrios relativos hiperbólicos en el caso donde las part́ıculas se encuentran sobre
una misma geodésica

Teorema 4.1.4 A lo largo de una geódesica fija no existen equilibrios relativos hiperbólicos

Demostración

Sin pérdida de generalidad, probaremos el resultado para la geodésica que se encuentra en
x = 0. Mostraremos que las ecuaciones de movimiento en H2 no tienen solución de la forma
(4.1) con xi = 0, (ρ = 1), i = 1, 2, · · · , n. Sustituyendo en las ecuaciones de movimiento las
siguientes expresiones

xi = 0, yi = sinh(ωt+ αi), zi = cosh(ωt+ αi), (4.12)

la coordenada yi de la ecuación de movimiento del i−ésimo cuerpo queda como

n∑
j 6=i,j=1

mj[sinh(ωt+ αj)− cosh(αi − αj) sinh(ωt+ αi)]

|sinh(αi − αj)|3
= 0. (4.13)
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Asumamos que αi > αj para j 6= i. Sea αM(i) el máximo de todos los αj con j 6= i. Entonces
para t ∈ (−αM(i)/ω,−αi/ω), tenemos que sinh(αt + αj) < 0 para j 6= i y sinh(αt + αi) > 0.
Entonces la parte de la izquierda de (4.13) es negativa en este intervalo, entonces la ecuación
no tiene sentido para todo t ∈ R. Entonces una condición necesaria es que αM(i) ≥ αi. Pero
esta desigualdad se debe tener para todo i = 1, 2, · · · , n. Es importante ver que esta condición
nos lleva a que existe por lo menos un i y un j con i 6= j tales que αi = αj. Para estos i y j,
tenemos sinh(αi − αj) = 0, y con este término la ecuación (4.13) no está definida. Entonces
las ecuaciones de movimiento en H2 no pueden tener soluciones de la forma (4.12). Por lo
que no existen equilibrios relativos a lo largo de la geodésica x = 0.

�

El siguiente resultado nos muestra la condición sobre la velocidad para generar equilibrios
relativos. El teorema muestra la existencia de movimiento sobre H2 de tres part́ıculas que se
mueven a lo largo de hipérbolas que están en planos paralelos de R3, manteniendo siempre
las distancias iniciales y moviéndose sobre la misma geodésica.

Teorema 4.1.5 En el problema de tres cuerpos de masas iguales, m = m1 = m2 = m3, en
H2, para cualquier m > 0 y x 6= 0, existe un valor positivo y uno negativo de ω que generan
equilibrios relativos hiperbólicos de tipo eulerianos.

Demostración
Probaremos que qi(t) = (xi(t), yi(t), zi(t)), i = 1, 2, 3 es un equilibrio relativo hiperbólico para

x1 = 0, y1 = sinhωt, z1 = coshωt, (4.14)

x2 = x, y1 = ρ sinhωt, z1 = ρ coshωt, (4.15)

x1 = −x, y1 = ρ sinhωt, z1 = ρ coshωt, (4.16)

donde ρ = (1 + x2)1/2. Notemos que

x1x2 + y1y2 − z1z2 = x1x3 + y1y3 − z1z3 = −ρ, (4.17)

x2x3 + y2y3 − z2z3 = −2x2 − 1, (4.18)

ẋ21 + ẏ21 − ż21 = ω2, ẋ22 + ẏ22 − ż2 = ẋ23 + ẏ23 − ż3 = ρ2ω2. (4.19)

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de movimiento llegamos a

4x2 + 1

4x2|x|(x2 + 1)3/2
=
ω2

m
. (4.20)

El teorema queda demostrado.
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Figura 4.3: Gráfica f(x) =
4x2 + 1

4x3|x|(1 + x2)
3
2

en (−2, 0).
.

Figura 4.4: Gráfica f(x) =
4x2 + 1

4x2|x|(1 + x2)
3
2

en (0, 2).
.

�
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4.1.3. Equilibrios Relativos Parabólicos

El problema de n cuerpos en H2 no tiene equilibrios relativos parabólicos, la demostración
la podemos ver en el siguiente

Teorema 4.1.6 El problema de n cuerpos en H2 no tiene equilibrios relativos parabólicos

Demostración
Sea xi, yi, zi como en (4.2). Entonces ẋi = −bi + ci, ẏi = ai + (ci − bi)t y żi = ai + (ci − bi)t.
La primera componente del momento angular es

∑
imiai(bi − ci) −

∑
imi(bi − ci)2t. Como

el momento angular es una primera integral, ésta debe ser constante. Entonces bi = ci. Por
otra parte tenemos la condición a2i + b2i − c2i = 1, entonces a2i = −1, lo que es imposible, ya
que ai ∈ R.

�
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Caṕıtulo 5

Estabilidad de Equilibrios Relativos

en S2

En esta sección mostraremos algunos resultados acerca de la estabilidad de los equilibrios
relativos eĺıpticos eulerianos del problema de dos y tres cuerpos sobre la esfera.

Mostraremos resultados sobre estabilidad de tipo espectral, los cuales se definen de la
siguiente manera

Definición 5.0.6 Un equilibrio relativo es espectralmente estable si todas las ráıces del co-
rrespondiente polinomio caracteŕıstico p(λ) = 0 satisfacen λ2 ≤ 0.

5.1. Problema de Dos Cuerpos

Comencemos con el estudio del problema de dos cuerpos con masas iguales sobre S2 con
el siguiente teorema, ver figura 5.1.

Teorema 5.1.1 Consideremos órbitas periódicas del problema curvado de dos cuerpos en
S2. Si los cuerpos con masas m1 = m2 se encuentran fijas en los lados opuestos de un ćırulo
que gira uniformemente en un plano paralelo al ecuador z = 0, entonces para z ∈ (−1, 1) las
órbitas generadas son estables si 1 > |z| ≥ 1√

2
e inestables si 0 < |z| < 1√

2
.
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Figura 5.1: Equilibrios relativos eulerianos del problema de dos cuerpos en S2. Dos cuerpos
se encuentran girando a una altura z formando una trayectoria circular (curva continua-azul)
y siempre manteniendo la misma distancia, medida sobre ćırculos máximos (curva punteada-
roja). Mostramos sólo el hemisferio norte de S2.

.

Demostración

Después de normalizar las masas podemos tomar m1 = m2 = 1. Para comenzar a ana-
lizar el problema consideremos los siguientes cambios de coordenadas que nos ayudaran a
simplificar expresiones.

xi = rXi, yi = rYi,

t = r
3
2 τ,

Q = (X, Y ).

Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, Ω =
ωt

τ
.

De esta manera tenemos
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Ω2 =
ω2t2

τ 2

=
ω2r3τ 2

τ 2

= ω2r3

=
m1|z|−1 + 4m3z

4z2(1− z2) 3
2

r3

=
m1 + 4m3(1− r2)

4(1− r2) 3
2

=
1

4(1− r2) 3
2

.

(5.1)

Introducimos la notación

X ′i =
dXi

dτ
=
dXi

dxi

dxi
dτ

=
dXi

dxi

dxi
dt

dt

dτ

=
1

r
ẋir

3
2

= r
1
2 ẋi,

(5.2)

X ′′i =
d

dτ
(X ′i) =

d

dτ
(ẋir

1
2 ) = r

1
2
d

dτ
(ẋi)

= r
1
2 ẍir

3
2

= r2ẍi,

(5.3)

para i = 1, 2.
De la misma forma obtenemos las siguientes expresiones
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Y ′i = r
1
2 ẏi, Y ′′i = r2ÿi, i = 1, 2. (5.4)

Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj(qj − (qi · qj)qi)
(1− (qi · qj)2)

3
2

− (q̇i · q̇i)qi

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, yj, zj)− ((xi, yi, zi) · (xj, yj, zj))(xi, yi, zi))
(1− ((xi, yi, zi) · (xj, yj, zj))2)

3
2

− ((ẋi, ẏi, żi) · (ẋi, ẏi, żi))(xi, yi, zi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj)− ((xi, yi, zi) · (xj, yj, zj))(rXi, rYi, zi))

(1− ((xi, yi, zi) · (xi, yi, zi))2)
3
2

− ((ẋi, ẏi, żi) · (ẋi, ẏi, żi))(rXi, rYi, zi),

(5.5)

para i = 1, 2.

Definimos fij = (qi · qj) = (xi, yi, zi) · (xi, yi, zi) = r2(XiXj + YiYj) + zizj. Entonces la
última ecuación queda

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj)− fij(rXi, rYi, zi))

(1− f 2
ij)

3
2

− ((ẋi, ẏi, żi) · (ẋi, ẏi, żi))(rXi, rYi, zi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj)− fij(rXi, rYi, zi))

(1− f 2
ij)

3
2

− (q̇i · q̇i)(rXi, rYi, zi), i = 1, 2.

(5.6)

Como la coordenada zi del cuerpo i se mantiene constante, entonces podemos ver el
movimiento de cada particula sobre un plano, es decir, para el análisis podemos omitir la
coordenada zi.

q̈i =
∑
j 6=i

mj((rXj, rYj)− fij(rXi, rYi))

(1− f 2
ij)

3
2

− (q̇i · q̇i)(rXi, rYi), i = 1, 2. (5.7)

Ahora, tomando en cuenta que Q′′i = r2q̈i, tenemos

Q′′i = r3
∑
j 6=i

mj((Xj, Yj)− fij(Xi, Yi))

(1− f 2
ij)

3
2

− r3(q̇i · q̇i)(Xi, Yi)

= r3
∑
j 6=i

mj(Qj − fijQi)

(1− f 2
ij)

3
2

− r3(q̇i · q̇i)Qi, i = 1, 2.
(5.8)
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Introducimos coordenadas rotatorias (ξi, ηi), i = 1, 2,(
Xi

Yi

)
= R(Ωτ)

(
ξi
ηi

)
, (5.9)

donde R(Ωτ) es la matriz de rotación

R(Ωτ) =

(
cos Ωτ − sin Ωτ
sin Ωτ cos Ωτ

)
. (5.10)

Tenemos entonces

(
ξi
ηi

)
= R−1(Ωτ)

(
Xi

Yi

)
=

(
cos Ωτ sin Ωτ
− sin Ωτ cos Ωτ

)(
Xi

Yi

)
=

(
cos Ωτ Xi + sin Ωτ Yi
− sin Ωτ Xi + cos Ωτ Yi

)
.

(5.11)
Luego

(
ξ′i
η′i

)
=

(
(cos Ωτ Xi)

′ + (sin Ωτ Yi)
′

(− sin Ωτ Xi)
′ + (cos Ωτ Yi)

′

)

=

(
−Ω sin Ωτ Xi + cos Ωτ X ′i + Ω cos Ωτ Yi + sin Ωτ Y ′i
−Ω cos Ωτ Xi − sin Ωτ X ′i − Ω sin Ωτ Yi + cos Ωτ Y ′i

) (5.12)

(
ξ′′i
η′′i

)
=


−Ω2 cos ΩτXi − Ω sin ΩτX ′i − Ω sin ΩτX ′i + cos ΩτX ′′i − Ω2 sin ΩτYi + Ω cos ΩτY ′i +

Ω cos ΩτY ′i + sin ΩτY ′′i

Ω2 sin ΩτXi − Ω cos ΩτX ′i − Ω cos ΩτX ′i − sin ΩτX ′′i − Ω2 cos ΩτYi − Ω sin ΩτY ′i−
−Ω sin ΩτY ′i + cos ΩτY ′′i



= Ω2

(
− cos ΩτXi − sin ΩτYi
sin ΩτXi − cos ΩτYi

)
+ 2Ω

(
− sin ΩτX ′i + cos ΩτY ′i
− cos ΩτX ′i − sin ΩτY ′i

)

+

(
cos ΩτX ′′i + sin ΩτY ′′i
− sin ΩτX ′′i + cos ΩτY ′′i

)

= Ω2

(
− cos ΩτXi − sin ΩτYi
sin ΩτXi − cos ΩτYi

)
+ 2Ω

(
− sin ΩτX ′i + cos ΩτY ′i
− cos ΩτX ′i − sin ΩτY ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)
.

(5.13)

Sumando y restando 2

(
−Ω2 cos ΩτXi − Ω2 sin ΩτYi
Ω2 sin ΩτXi − Ω2 cos ΩτYi

)
en la expresión anterior obtene-

mos
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(
ξ′′i
η′′i

)
= Ω2

(
cos ΩτXi + sin ΩτYi
− sin ΩτXi + cos ΩτYi

)
+ 2Ω

(
−Ω cos ΩτXi − Ω sin ΩτYi
Ω sin ΩτXi − Ω cos ΩτYi

)

+ 2Ω

(
− sin ΩτX ′i + cos ΩτY ′i
− cos ΩτX ′i − sin ΩτY ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)

= Ω2

(
ξi
ηi

)
+ 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)
.

(5.14)

Desarrollando los valores de X ′′ y Y ′′ en

R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)
, (5.15)

y usando (5.8) y (5.9) obtenemos las ecuaciones de movimiento en un sistema rotatorio que
gira a velocidad Ω, que quedan como

(
ξ′′i
η′′i

)
= 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+ Ω2

(
ξi
ηi

)
− r2hi

(
ξi
ηi

)

+mj

[
ξ2i + η2i + ξ2j + η2j − 2(ξiξj + ηiηj)

√
(1− r2(ξ2i + η2i ))(1− r2(ξ2j + η2j ))

− r2((ξiξj + ηiηj)
2 + (ξ2i + η2i )(ξ

2
j + η2j ))

]−3/2 [( ξj
ηj

)
−
(
r2(ξiξj + ηiηj)

+
√

(1− r2(ξ2i + η2i ))(1− r2(ξ2j + η2j ))
)( ξi

ηi

)]
,

(5.16)

donde

hi = Ω2(ξ2i + η2i ) + 2Ω(ξiη
′
i − ηiξ′i) + ((ξ′2i ) + (η′2i )) +

r2

1− r2(ξ2i + η2i )
(ξiξ

′
i + ηiη

′
i)
2,

para i = 1, 2.

En el sistema podemos ver que un punto fijo es

ξ1 = 1, η1 = 0, ξ2 = −1, η2 = 0, ξ′1 = 0, η′1,= 0, ξ′2 = 0, η′2 = 0. (5.17)

La matriz Df correspondiente es una matriz de tamaño 8× 8 de la forma
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Df =

(
0 I
A B

)
, (5.18)

en donde I es la matriz identidad de tamaño 4× 4. La matriz A en este caso tiene la forma

A =


a 0 b 0
0 c 0 d
b 0 a 0
0 d 0 c

 , (5.19)

donde

a =Ω2 − 3Ω2r2 − 1− 4r2

(4− 4r2)3/2
+

(6− 6r2)(4− 8r2)

2(4− 4r2)5/2
,

b =
1− 2r2

(4− 4r2)3/2
− (6− 6r2)(4− 8r2)

2(4− 4r2)5/2
,

c =
2r2 − 1

(4− 4r2)3/2
+ Ω2 − Ω2r2,

d =
1

(4− 4r2)3/2
.

(5.20)

La matriz B

B =


0 2Ω− 2Ωr2 0 0

−2Ω 0 0 0
0 0 0 2Ω− 2Ωr2

0 0 −2Ω 0

 . (5.21)

En el problema de dos cuerpos la velocidad angular debe cumplir

Ω2 =
1

4(1− r2)3/2
. (5.22)

Usando (5.22) podemos reescribir a la matriz Df como
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Df =



0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

Ω2(2− 4r2) 0 Ω2(−1 + 2r2) 0 0 Ω(2− 2r2) 0 0

0
Ω2

2
0

Ω2

2
−2Ω 0 0 0

Ω2(−1 + 2r2) 0 Ω2(2− 4r2) 0 0 0 0 Ω(2− 2r2)

0
Ω2

2
0

Ω2

2
0 0 −2Ω 0



=

(
0 I

Ω2Ã ΩB̃

)

.

(5.23)

Los eigenvalores de la matriz Df son los ceros de la ecuación det(Df−λI) = 0. Definamos
µ de tal manera que λ = Ωµ, entonces buscaremos los ceros de la ecuación det(Df−ΩµI) = 0.

Con la notación que hemos introducido la condición que buscamos para los valores propios
puede ser escrita como (

0 I

Ω2Ã ΩB̃

)(
u
v

)
= Ωµ

(
u
v

)
, (5.24)

donde u, v están formados por las primeras y últimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Ωµ.

Aśı la condición del eigenvalor con parámetro µ se sigue de

v = Ωµu, Ω2Ãu+ ΩB̃Ωu = Ωµv = Ω2µ2u, (5.25)

diviendo entre Ω2, la condición debe satisfacer D(µ)u = 0, donde D(µ) = Ã + µB̃ − µ2I, y
se debe tener det(D) = 0.

Denotamos a r2 por R. El polinomio caracteŕıstico p(µ) de la matriz Ã+ µB̃ − µ2I es

p(µ) = µ8 + 3µ6 − 4µ4R2 + 3µ4 − 4µ2R2 + µ2. (5.26)

El polinomio p(µ) lo podemos escribir como

p(µ) = µ2(µ2 + 1)(µ2 + 2R + 1)(µ2 − 2R + 1). (5.27)

Recordemos que la condición necesaria para la estabilidad espectral es que los eigenvalores
de Df sean iguales a cero o puramente imaginarios.
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Analicemos las ráıces de p(µ) dadas por el factor (µ2 − 2R + 1) =: q(µ).

El factor q(µ) tiene ráıces

µ = ±
√

2R− 1. (5.28)

Para tener estabilidad espectral de los equilibrios relativos en el problema restringido se
debe cumplir

2R− 1 ≤ 0, (5.29)

con R ∈ (0, 1).

La condición (5.29) se cumple cuando R ∈ (0, 1
2
], es decir, cuando z2 ∈ [1

2
, 1).

Es importante señalar que este análisis es también válido para z < 0, ya que la condición
sobre la velocidad angular (5.22) es la misma para valores positivos y negativos de z.

�

5.2. Problema de Tres Cuerpos

Estudiaremos el problema en S2 en donde una de las part́ıculas se encuentra en el polo
norte y las otras dos se encuentran girando en un ćırculo a una altura z, ver figura 5.2.
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Figura 5.2: Equilibrios relativos eulerianos del problema de tres cuerpos en S2. Una part́ıcula
se encuentra sobre el punto (0, 0, 1) y dos cuerpos giran a una altura z en trayectoria circular
(curva continua-azul), manteniendo siempre la misma distancia, medida sobre geodésicas
(curva punteada-roja). Mostramos sólo el hemisferio norte de S2.

.

5.2.1. Problema Restringido

El problema restringido, como en el caso newtoniano, consiste en un sistema en donde una
de las part́ıculas tiene masa infinitesimal y la fuerza que ejerce ésta sobre las otras part́ıculas
es despreciable.

Teorema 5.2.1 Consideremos órbitas eulerianas periódicas del problema curvado de tres
cuerpos en S2 con masas m1 = m2 fijas en los lados opuestos de un ćırculo que rota unifor-
memente en un plano paralelo al ecuador z = 0, y la part́ıcula m3 de masa despreciable fija
en el polo norte (0, 0, 1), entonces las órbitas generadas son inestables para z > 0, y además
este tipo de órbitas no existen si 0 > z > −1.

Demostración
Para demostrar este resultado introduciremos una part́ıcula de masa m3 = m fija en el punto
(0, 0, 1), y después haremos m→ 0, además normalizaremos el valor de las otras dos masas,
es decir tomaremos m1 = m2 = 1. Introduciremos coordenadas rotatorias para estudiar la
estabilidad de equilibrios relativos, consideremos los siguientes cambios de coordenadas

xi = rXi, yi = rYi,

t = r
3
2 τ,

Q = (X, Y ).
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Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, Ω =
ωt

τ
. Esto

nos ayudará a simplificar un poco las ecuaciones.

De esta manera tenemos

Ω2 =
ω2t2

τ 2

=
ω2r3τ 2

τ 2

= ω2r3

=
m1|z|−1 + 4m3z

4z2(1− z2) 3
2

r3

=
m1 + 4m3(1− r2)

4(1− r2) 3
2

=
1 + 4m3(1− r2)

4(1− r2) 3
2

=
1 + 4m(1− r2)

4(1− r2) 3
2

.

(5.30)

Introducimos la notación

X ′i =
dXi

dτ
=
dXi

dxi

dxi
dτ

=
dXi

dxi

dxi
dt

dt

dτ

=
1

r
ẋir

3
2

= r
1
2 ẋi,

(5.31)
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X ′′i =
d

dτ
(X ′i) =

d

dτ
(ẋir

1
2 ) = r

1
2
d

dτ
(ẋi)

= r
1
2 ẍir

3
2

= r2ẍi,

(5.32)

para i = 1, 2, 3.
De la misma forma obtenemos las siguientes expresiones

Y ′i = r
1
2 ẏi, Y ′′i = r2ÿi, i = 1, 2, 3. (5.33)

Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj(qj − (qi · qj)qi)
(1− (qi · qj)2)

3
2

− (q̇i · q̇i)qi

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, yj, zj)− ((xi, yi, zi) · (xj, yj, zj))(xi, yi, zi))
(1− ((xi, yi, zi) · (xj, yj, zj))2)

3
2

− ((ẋi, ẏi, żi) · (ẋi, ẏi, żi))(xi, yi, zi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj)− ((xi, yi, zi) · (xj, yj, zj))(rXi, rYi, zi))

(1− ((xi, yi, zi) · (xi, yi, zi))2)
3
2

− ((ẋi, ẏi, żi) · (ẋi, ẏi, żi))(rXi, rYi, zi),

(5.34)

para i = 1, 2, 3.

Definimos fij = (qi · qj) = (xi, yi, zi) · (xi, yi, zi) = r2(XiXj + YiYj) + zizj. Entonces la
última ecuación queda

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj)− fij(rXi, rYi, zi))

(1− f 2
ij)

3
2

− ((ẋi, ẏi, żi) · (ẋi, ẏi, żi))(rXi, rYi, zi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj)− fij(rXi, rYi, zi))

(1− f 2
ij)

3
2

− (q̇i · q̇i)(rXi, rYi, zi), i = 1, 2, 3.

(5.35)

Como la coordenada zi del cuerpo i se mantiene constante, entonces podemos ver el
movimiento de cada particula sobre un plano, es decir, para el análisis podemos omitir la
coordenada zi.
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q̈i =
∑
j 6=i

mj((rXj, rYj)− fij(rXi, rYi))

(1− f 2
ij)

3
2

− (q̇i · q̇i)(rXi, rYi), i = 1, 2, 3. (5.36)

Ahora, tomando en cuenta que Q′′i = r2q̈i, tenemos

Q′′i = r3
∑
j 6=i

mj((Xj, Yj)− fij(Xi, Yi))

(1− f 2
ij)

3
2

− r3(q̇i · q̇i)(Xi, Yi)

= r3
∑
j 6=i

mj(Qj − fijQi)

(1− f 2
ij)

3
2

− r3(q̇i · q̇i)Qi, i = 1, 2, 3.
(5.37)

Introducimos coordenadas rotatorias (ξi, ηi), i = 1, 2, 3,

(
Xi

Yi

)
= R(Ωτ)

(
ξi
ηi

)
, (5.38)

en donde R(Ωτ) es la matriz de rotación

R(Ωτ) =

(
cos Ωτ − sin Ωτ
sin Ωτ cos Ωτ

)
. (5.39)

Tenemos entonces

(
ξi
ηi

)
= R−1(Ωτ)

(
Xi

Yi

)
=

(
cos Ωτ sin Ωτ
− sin Ωτ cos Ωτ

)(
Xi

Yi

)
=

(
cos Ωτ Xi + sin Ωτ Yi
− sin Ωτ Xi + cos Ωτ Yi

)
.

(5.40)

Luego

(
ξ′i
η′i

)
=

(
(cos Ωτ Xi)

′ + (sin Ωτ Yi)
′

(− sin Ωτ Xi)
′ + (cos Ωτ Yi)

′

)

=

(
−Ω sin Ωτ Xi + cos Ωτ X ′i + Ω cos Ωτ Yi + sin Ωτ Y ′i
−Ω cos Ωτ Xi − sin Ωτ X ′i − Ω sin Ωτ Yi + cos Ωτ Y ′i

) (5.41)
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(
ξ′′i
η′′i

)
=


−Ω2 cos ΩτXi − Ω sin ΩτX ′i − Ω sin ΩτX ′i + cos ΩτX ′′i − Ω2 sin ΩτYi + Ω cos ΩτY ′i +

Ω cos ΩτY ′i + sin ΩτY ′′i

Ω2 sin ΩτXi − Ω cos ΩτX ′i − Ω cos ΩτX ′i − sin ΩτX ′′i − Ω2 cos ΩτYi − Ω sin ΩτY ′i−
−Ω sin ΩτY ′i + cos ΩτY ′′i



= Ω2

(
− cos ΩτXi − sin ΩτYi
sin ΩτXi − cos ΩτYi

)
+ 2Ω

(
− sin ΩτX ′i + cos ΩτY ′i
− cos ΩτX ′i − sin ΩτY ′i

)

+

(
cos ΩτX ′′i + sin ΩτY ′′i
− sin ΩτX ′′i + cos ΩτY ′′i

)

= Ω2

(
− cos ΩτXi − sin ΩτYi
sin ΩτXi − cos ΩτYi

)
+ 2Ω

(
− sin ΩτX ′i + cos ΩτY ′i
− cos ΩτX ′i − sin ΩτY ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)
.

(5.42)

Sumando y restando 2

(
−Ω2 cos ΩτXi − Ω2 sin ΩτYi
Ω2 sin ΩτXi − Ω2 cos ΩτYi

)
en la expresión anterior obtene-

mos

(
ξ′′i
η′′i

)
= Ω2

(
cos ΩτXi + sin ΩτYi
− sin ΩτXi + cos ΩτYi

)
+ 2Ω

(
−Ω cos ΩτXi − Ω sin ΩτYi
Ω sin ΩτXi − Ω cos ΩτYi

)

+ 2Ω

(
− sin ΩτX ′i + cos ΩτY ′i
− cos ΩτX ′i − sin ΩτY ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)

= Ω2

(
ξi
ηi

)
+ 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)
.

(5.43)

Desarrollando los valores de X ′′ y Y ′′ en

R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)
, (5.44)

y usando (5.37) y (5.38) obtenemos las ecuaciones de movimiento en un sistema rotatorio
que gira a velocidad Ω, que quedan como
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(
ξ′′i
η′′i

)
= 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+ Ω2

(
ξi
ηi

)
− r2hi

(
ξi
ηi

)

+
3∑

j=1,j 6=i

mj

[
ξ2i + η2i + ξ2j + η2j − 2(ξiξj + ηiηj)

√
(1− r2(ξ2i + η2i ))(1− r2(ξ2j + η2j ))

− r2((ξiξj + ηiηj)
2 + (ξ2i + η2i )(ξ

2
j + η2j ))

]−3/2 [( ξj
ηj

)
−
(
r2(ξiξj + ηiηj)

+
√

(1− r2(ξ2i + η2i ))(1− r2(ξ2j + η2j ))
)( ξi

ηi

)]
,

(5.45)

donde

hi = Ω2(ξ2i + η2i ) + 2Ω(ξiη
′
i − ηiξ′i) + ((ξ′2i ) + (η′2i )) +

r2

1− r2(ξ2i + η2i )
(ξiξ

′
i + ηiη

′
i)
2,

para i = 1, 2, 3.

En el sistema (5.45), podemos comprobar que

ξ1 = 1, η1 = 0, ξ2 = −1, η2 = 0, ξ3 = 0, η3 = 0, ξ′1 = 0, η′1,= 0, ξ′2 = 0, η′2 = 0, ξ′3 = 0, η′3 = 0,
(5.46)

es punto fijo. Recordemos que m1 = m2 = 1 y m3 = m.

Para estudiar la estabilidad espectral de este tipo de equilibrios relativos tenemos que es-
tudiar los eigenvalores del campo vectorial de la diferencial de la función de la parte derecha
de (5.45), escrito como un sistema de 12 ecuaciones evaluado en el punto fijo que exhibimos
anteriormente.

La estructura de dicho campo vectorial evaluado en el punto fijo tiene la forma de la
siguiente matriz cuadrada

Df =

(
0 I
A B

)
, (5.47)

donde I es la matriz identidad de tamaño 6× 6, y A y B están dadas de la siguiente forma
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B =


0 2Ω− 2Ωr2 0 0 0 0
−2Ω 0 0 0 0 0

0 0 0 2Ω− 2Ωr2 0 0
0 0 −2Ω2 0 0 0
0 0 0 0 0 2Ω
0 0 0 0 −2Ω 0

 , (5.48)

A =


a 0 b 0 e 0
0 c 0 d 0 1
b 0 a 0 e 0
0 d 0 c 0 1
−2 0 −2 0 f 0
0 1 0 1 0 g

 , (5.49)

donde a, b, c, d, e, f, g están dados por los siguientes valores

a =Ω2 − 3Ω2r2 +
m(2− r2)√

1− r2
− 1− 4r2

(4− 4r2)3/2
+

(6− 6r2)(4− r2)
2(4− 4r2)5/2

,

b =− 2 r2 − 1

(4− 4 r2)
3
2

− (6 r2 − 6) (8 r2 − 4)

2 (4− 4 r2)
5
2

,

c =Ω2 +
(2 r2 − 1)

8 (1− r2)
3
2

− Ω2 r2 −m(
√

1− r2),

d =
1

(4− 4 r2)
3
2

,

e =2m(r2 − 1),

f =Ω2 + 4
√

1− r2,

g =Ω2 − 2
√

1− r2.

(5.50)

Recordemos que para la existencia de equilibrios relativos la velocidad angular debe cum-
plir

Ω2 =
1 + 4m(1− r2)

4(1− r2) 3
2

. (5.51)
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A la matriz Df la podemos reescribir como

Df =

(
0 I

A ΩB̃

)
, (5.52)

con

B̃ =


0 2− 2r2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
0 0 0 2− 2r2 0 0
0 0 −2 0 0 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −2 0

 . (5.53)

Los vectores propios de Df son los ceros de la ecuación det(Df − λI) = 0. Definamos
µ tal que λ = Ωµ, por lo que buscaremos los ceros de la ecuación det(Df − ΩµI) = 0. La
condicón que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como(

0 I

A ΩB̃

)(
u
v

)
= Ωµ

(
u
v

)
, (5.54)

donde u, v están formados por las primeras y últimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Ωµ.

Aśı la condición del eigenvalor con parámetro µ se sigue de

v = Ωµu, Au+ ΩB̃Ωµu = Ωµv = Ω2µ2u. (5.55)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(µ). La condición de valor propio debe
satisfacer

p(µ) = det(A+ Ω2µB̃ − Ω2µ2) = 0. (5.56)

Si denotamos a r2 por R entonces

A+ Ω2µB̂ − Ω2µ2 =


f1 g1 g2 0 g7 0
g3 f2 0 g5 0 m
g2 0 f1 g4 g7 0
0 g5 g6 f2 0 m
−2 0 −2 0 f3 −g6
0 1 0 1 g6 f4

 , (5.57)

donde
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f1 =
4m− 4Rm+ 1

4 (1−R)
3
2

+
4R− 1

8 (1−R)
3
2

− 6R− 3

8 (1−R)
3
2

− 3R (4m− 4Rm+ 1)

4 (1−R)
3
2

− µ2 (4m− 4Rm+ 1)

4 (1−R)
3
2

− m (R− 2)√
1−R

,

f2 =
4m− 4Rm+ 1

4 (1−R)
3
2

−m
√

1−R +
2R− 1

8 (1−R)
3
2

− R (4m− 4Rm+ 1)

4 (1−R)
3
2

− µ2 (4m− 4Rm+ 1)

4 (1−R)
3
2

,

f3 =
4m− 4Rm+ 1

4 (1−R)
3
2

+ 4
√

1−R− µ2 (4m− 4Rm+ 1)

4 (1−R)
3
2

,

f4 =
4m− 4Rm+ 1

4 (1−R)
3
2

− 2
√

1−R− µ2 (4m− 4Rm+ 1)

4 (1−R)
3
2

,

g1 = −µ (2R− 2) (4m− 4Rm+ 1)

4 (1−R)
3
2

,

g2 =
6R− 3

8 (1−R)
3
2

− 2R− 1

8 (1−R)
3
2

,

g3 = −µ (8m− 8Rm+ 2)

4 (1−R)
3
2

,

g4 = −µ (2R− 2) (4m− 4Rm+ 1)

4 (1−R)
3
2

,

g5 =
1

8 (1−R)
3
2

,

g6 −
µ (8m− 8Rm+ 2)

4 (1−R)
3
2

,

g7 = m (2R− 2) .

(5.58)
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El determinante de la matriz (5.57) es

p(µ) =
−1

(4096) (R− 1)9
· µ2 ·

(
µ2 + 1

)
· (4Rm− 4m− 1)3 · (4Rm− 4m− 2R

−4µ2m− µ2 + 4µ2Rm− 1
)
·
(
16µ6R2m2 − 32µ6Rm2 − 8µ6Rm+ 16µ6m2

+ 8µ6m+ µ6 + 32µ4R3m+ 32µ4R2m2 − 88µ4R2m− 8µ4R2 − 64µ4Rm2

+ 68µ4Rm+ 14µ4R + 32µ4m2 − 12µ4m− 5µ4 − 128µ2R4m− 128µ2R4

+ 512µ2R3m+ 528µ2R3 + 16µ2R2m2 − 744µ2R2m− 800µ2R2 − 32µ2Rm2

+ 464µ2Rm+ 524µ2R + 16µ2m2 − 104µ2m− 125µ2 + 256R5 − 128R4m− 1152R4

+480R3m+ 2032R3 − 656R2m− 1752R2 + 388Rm+ 734R− 84m− 119
)

(5.59)

Sin embargo, cuando tomamos m→ 0 obtenemos

p(µ) =
1

4096 (R− 1)9
µ2
(
µ2 + 1

) (
µ2 + 2R + 1

) (
−µ6 + 8µ4R2 − 14µ4R + 5µ4

+ 128µ2R4 − 528µ2R3 + 800µ2R2 − 524µ2R + 125µ2 − 256R5 + 1152R4

−2032R3 + 1752R2 − 734R + 119
)

=
−1

4096 (R− 1)9
µ2
(
µ2 + 1

) (
µ2 + 2R + 1

) (
µ2 − 2R + 1

) (
µ4 − 8µ2R2 + 16µ2R

−6µ2 − 128R4 + 512R3 − 760R2 + 496R− 119
)
.

(5.60)

El factor µ en p(µ) aparece en potencias pares, entonces hacemos el cambio de variable
M = µ2, para obtener el polinomio p̂(M), entonces para tener estabilidad del equilibrio
relativo necesitamos ráıces reales negativas de p̂(M).

p̂(µ) =
−1

4096 (R− 1)9
M (M + 1) (M + 2R + 1) (M − 2R + 1)

(
M2 − 8M R2 + 16M R

−6M − 128R4 + 512R3 − 760R2 + 496R− 119
)

(5.61)

La última ecuación la podemos escribir como

p̂(µ) =
−1

4096 (R− 1)9
M (M + 1) (M + 2R + 1) (M − 2R + 1) q1(M)q2(M) (5.62)

donde
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q1(M) =M − 2R + 1

q2(M) =M2 − 8M R2 + 16M R− 6M − 128R4 + 512R3

− 760R2 + 496R− 119

=M2 +M(−8R2 + 16R− 6)− 128R4 + 512R3 − 760R2 + 496R− 119

=M2 +Mh1(R) + h2(R).

(5.63)

El factor q1 nos exhibe ráıces reales negativas si R < 1/2, aśı que para analizar q2 nos
enfocaremos en valores de R en el intervalo (0, 1/2), y utilizaremos la regla de los signos
de Descartes. Notemos que h1(R) es negativo para valores en (0, 1/2), el factor h2(R) tiene

ráıces
√
2
4

+ 1 ≈ 1.3536, 1 −
√
2
4
≈ 0.6464, 1 + i

4
, 1 − i

4
, ver figuras (5.3) y (5.4). Conociendo

estas ráıces y notando que h2(0) < 0 tenemos que el factor q2(M) tiene un cambio de signo,
es decir una ráız real positiva si R ∈ (0, 1/2). Luego el polinomio p̂ tiene siempre una ráız
real positiva y las órbitas generadas son inestables.

Notemos que si z < 0 la ecuación (5.30) se convierte en

1− 4m(1− r2)
4(1− r2)3/2

, (5.64)

expresión válida si el numerador es positivo, es decir si 1− 4m(1− r2) > 0, condición que se
cumple si r2 > 1− 1

4m
> 0 y que no tiene ningún sentido en nuestro problema si m→ 0.

Figura 5.3: Gráfica de h1(R).
.
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Figura 5.4: Gráfica de h2(R).
.

�

OBSERVACIÓN 1 Es claro que el problema restringido se convierte en un problema de
dos cuerpos con masas iguales, sin embargo en los teoremas (5.1.1) y (5.2.1) obtenemos di-
ferentes resultados, esto se debe la diferencia del espacio fase en que se exponga el problema.
Primero vimos, en el teorema (5.1.1), que si consideramos el problema en donde las masas
iguales giran uniformemente de forma paralela al plano xy entonces existe un intervalo so-
bre el eje z en donde las órbitas son estables, y un intervalo en donde son inestables; por
otra parte si consideramos, como lo marca el teorema (5.2.1), el problema de dos cuerpos en
donde las part́ıculas de masas iguales giran de forma paralela al eje xy y además existe otra
part́ıcula de masa m fija en el polo norte de las esfera, si tomamos el ĺımite m→ 0, entonces
las órbitas generadas son inestables.

La razón por la que tenemos diferentes resultados es que el problema está planteado en
distintos contextos. Cuando consideramos sólo dos part́ıculas, como en el primer caso, el
problema está formulado en el espacio fase

(R2n \ 4)× TR2n ⊆ R8, (5.65)

donde TR2n es el haz tangente de R2n, (n = 2).

Si consideramos tres part́ıculas, como en el segundo caso (una de masa m en el polo norte)
el problema está planteado en el espacio fase

(R2n \ 4)× TR2n ⊆ R12, (5.66)
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donde TR2n es el haz tangente de R2n, (n = 3).

En ambos casos 4 está dado por las correspondientes singularidades, explicadas en la
sección (2.5).

Dicho en otras palabras, los resultados sobre estabilidad son diferentes ya que las part́ıcu-
las, en ambos planteamientos, tienen diferente libertad de movimiento debido a que los espa-
cios en donde se encuentran son diferentes.

5.2.2. Masas Iguales

Teorema 5.2.2 Consideremos órbitas eulerianas periódicas del problema curvado de tres
cuerpos en S2, con masas m1 = m2 = m3, en donde m1 y m2 se encuentran fijas en los lados
opuestos de un ćırculo que rota uniformemente en un plano paralelo al ecuador z = 0, y la
part́ıcula m3 fija en el polo norte (0, 0, 1), entonces para z ∈ (−1/2, 0) ∪ (0, 1) las órbitas
generadas son inestables, y el movimiento no es posible si z ∈ (−1,−1/2). Notemos que en
z = 0 tenemos una singularidad.

Demostración
Para estudiar la estabilidad de equilibrios relativos introduciremos coordenadas rotatorias.
Consideremos los siguientes cambios de coordenadas y reescalamiento de tiempo, este último
para simplificar el valor de ω.

xi = rXi, yi = rYi,

t = r
3
2 τ,

Q = (X, Y ).

(5.67)

Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, Ω =
ωt

τ
. De

esta manera tenemos
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Ω2 =
ω2t2

τ 2

=
ω2r3τ 2

τ 2

= ω2r3

=
m3|z|−1 + 4m1z

4z2(1− z2) 3
2

r3

=
m3 + 4m1(1− r2)

4(1− r2) 3
2

.

(5.68)

Introducimos la notación

X ′i =
dXi

dτ
=
dXi

dxi

dxi
dτ

=
dXi

dxi

dxi
dt

dt

dτ

=
1

r
ẋir

3
2

= r
1
2 ẋi,

(5.69)

X ′′i =
d

dτ
(X ′i) =

d

dτ
(ẋir

1
2 ) = r

1
2
d

dτ
(ẋi)

= r
1
2 ẍir

3
2

= r2ẍi,

(5.70)

para i = 1, 2, 3.

De la misma forma obtenemos las siguientes expresiones

Y ′i = r
1
2 ẏi, Y ′′i = r2ÿi, i = 1, 2, 3. (5.71)

Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo
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q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj(qj − (qi · qj)qi)
(1− (qi · qj)2)

3
2

− (q̇i · q̇i)qi

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, yj, zj)− ((xi, yi, zi) · (xj, yj, zj))(xi, yi, zi))
(1− ((xi, yi, zi) · (xj, yj, zj))2)

3
2

− ((ẋi, ẏi, żi) · (ẋi, ẏi, żi))(xi, yi, zi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj)− ((xi, yi, zi) · (xj, yj, zj))(rXi, rYi, zi))

(1− ((xi, yi, zi) · (xi, yi, zi))2)
3
2

− ((ẋi, ẏi, żi) · (ẋi, ẏi, żi))(rXi, rYi, zi),

(5.72)

para i = 1, 2, 3.

Definimos fij = (qi · qj) = (xi, yi, zi) · (xi, yi, zi) = r2(XiXj + YiYj) + zizj. Entonces la
última ecuación queda

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj)− fij(rXi, rYi, zi))

(1− f 2
ij)

3
2

− ((ẋi, ẏi, żi) · (ẋi, ẏi, żi))(rXi, rYi, zi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj)− fij(rXi, rYi, zi))

(1− f 2
ij)

3
2

− (q̇i · q̇i)(rXi, rYi, zi), i = 1, 2, 3.

(5.73)

Como la coordenada zi del cuerpo i se mantiene constante, entonces podemos ver el
movimiento de cada particula sobre un plano, es decir, para el análisis podemos omitir la
coordenada zi.

q̈i =
∑
j 6=i

mj((rXj, rYj)− fij(rXi, rYi))

(1− f 2
ij)

3
2

− (q̇i · q̇i)(rXi, rYi), i = 1, 2, 3. (5.74)

Ahora, tomando en cuenta que Q′′i = r2q̈i, tenemos

Q′′i = r3
∑
j 6=i

mj((Xj, Yj)− fij(Xi, Yi))

(1− f 2
ij)

3
2

− r3(q̇i · q̇i)(Xi, Yi)

= r3
∑
j 6=i

mj(Qj − fijQi)

(1− f 2
ij)

3
2

− r3(q̇i · q̇i)Qi, i = 1, 2, 3.
(5.75)
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Introducimos coordenadas rotatorias (ξi, ηi), i = 1, 2, 3,(
Xi

Yi

)
= R(Ωτ)

(
ξi
ηi

)
, (5.76)

en donde R(Ωτ) es la matriz de rotación

R(Ωτ) =

(
cos Ωτ − sin Ωτ
sin Ωτ cos Ωτ

)
. (5.77)

Tenemos entonces

(
ξi
ηi

)
= R−1(Ωτ)

(
Xi

Yi

)
=

(
cos Ωτ sin Ωτ
− sin Ωτ cos Ωτ

)(
Xi

Yi

)
=

(
cos Ωτ Xi + sin Ωτ Yi
− sin Ωτ Xi + cos Ωτ Yi

)
.

(5.78)
Luego

(
ξ′i
η′i

)
=

(
(cos Ωτ Xi)

′ + (sin Ωτ Yi)
′

(− sin Ωτ Xi)
′ + (cos Ωτ Yi)

′

)

=

(
−Ω sin Ωτ Xi + cos Ωτ X ′i + Ω cos Ωτ Yi + sin Ωτ Y ′i
−Ω cos Ωτ Xi − sin Ωτ X ′i − Ω sin Ωτ Yi + cos Ωτ Y ′i

) (5.79)

(
ξ′′i
η′′i

)
=


−Ω2 cos ΩτXi − Ω sin ΩτX ′i − Ω sin ΩτX ′i + cos ΩτX ′′i − Ω2 sin ΩτYi + Ω cos ΩτY ′i +

Ω cos ΩτY ′i + sin ΩτY ′′i

Ω2 sin ΩτXi − Ω cos ΩτX ′i − Ω cos ΩτX ′i − sin ΩτX ′′i − Ω2 cos ΩτYi − Ω sin ΩτY ′i−
−Ω sin ΩτY ′i + cos ΩτY ′′i



= Ω2

(
− cos ΩτXi − sin ΩτYi
sin ΩτXi − cos ΩτYi

)
+ 2Ω

(
− sin ΩτX ′i + cos ΩτY ′i
− cos ΩτX ′i − sin ΩτY ′i

)

+

(
cos ΩτX ′′i + sin ΩτY ′′i
− sin ΩτX ′′i + cos ΩτY ′′i

)

= Ω2

(
− cos ΩτXi − sin ΩτYi
sin ΩτXi − cos ΩτYi

)
+ 2Ω

(
− sin ΩτX ′i + cos ΩτY ′i
− cos ΩτX ′i − sin ΩτY ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)
.

(5.80)

Sumando y restando 2

(
−Ω2 cos ΩτXi − Ω2 sin ΩτYi
Ω2 sin ΩτXi − Ω2 cos ΩτYi

)
en la expresión anterior obtene-

mos
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(
ξ′′i
η′′i

)
= Ω2

(
cos ΩτXi + sin ΩτYi
− sin ΩτXi + cos ΩτYi

)
+ 2Ω

(
−Ω cos ΩτXi − Ω sin ΩτYi
Ω sin ΩτXi − Ω cos ΩτYi

)

+ 2Ω

(
− sin ΩτX ′i + cos ΩτY ′i
− cos ΩτX ′i − sin ΩτY ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)

= Ω2

(
ξi
ηi

)
+ 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)
.

(5.81)

Desarrollando los valores de X ′′ y Y ′′ en

R−1(Ωτ)

(
X ′′i
Y ′′i

)
, (5.82)

y usando (5.75) y (5.76) obtenemos las ecuaciones de movimiento en un sistema rotatorio
que gira a velocidad Ω, que quedan como

(
ξ′′i
η′′i

)
= 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+ Ω2

(
ξi
ηi

)
− r2hi

(
ξi
ηi

)

+
3∑

j=1,j 6=i

mj

[
ξ2i + η2i + ξ2j + η2j − 2(ξiξj + ηiηj)

√
(1− r2(ξ2i + η2i ))(1− r2(ξ2j + η2j ))

− r2((ξiξj + ηiηj)
2 + (ξ2i + η2i )(ξ

2
j + η2j ))

]−3/2 [( ξj
ηj

)
−
(
r2(ξiξj + ηiηj)

+
√

(1− r2(ξ2i + η2i ))(1− r2(ξ2j + η2j ))
)( ξi

ηi

)]
,

(5.83)

donde

hi = Ω2(ξ2i + η2i ) + 2Ω(ξiη
′
i − ηiξ′i) + ((ξ′2i ) + (η′2i )) +

r2

1− r2(ξ2i + η2i )
(ξiξ

′
i + ηiη

′
i)
2,

para i = 1, 2, 3.

En el sistema (5.83), podemos comprobar que

ξ1 = 1, η1 = 0, ξ2 = −1, η2 = 0, ξ3 = 0, η3 = 0, ξ′1 = 0, η′1,= 0, ξ′2 = 0, η′2 = 0, ξ′3 = 0, η′3 = 0,
(5.84)
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es punto fijo. De acuerdo con estos ı́ndices los cuerpos tienen masas m1 = m2 = m y m3 = M .

Para estudiar la estabilidad espectral de este tipo de equilibrios relativos tenemos que es-
tudiar los eigenvalores del campo vectorial de la diferencial de la función de la parte derecha
de (5.83), escrito como un sistema de 12 ecuaciones evaluado en el punto fijo que exhibimos
anteriormente.

La estructura de dicho campo vectorial evaluado en el punto fijo tiene la forma de la
siguiente matriz cuadrada

Df =

(
0 I
A B

)
, (5.85)

donde I es la matriz identidad de tamaño 6× 6, y A y B están dadas de la siguiente forma

B =


0 2Ω− 2Ωr2 0 0 0 0
−2Ω 0 0 0 0 0

0 0 0 2Ω− 2Ωr2 0 0
0 0 −2Ω2 0 0 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −2Ω 0

 , (5.86)

A =


a 0 b 0 e 0
0 c 0 d 0 1
b 0 a 0 e 0
0 d 0 c 0 1
−2 0 −2 0 f 0
0 1 0 1 0 g

 , (5.87)

donde a, b, c, d, e, f, g están dados por los siguientes valores
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a =Ω2 +
12m

(4− 4 r2)
5
2

− 3 Ω2 r2 +
m (4 r2 − 1)

(4− 4 r2)
3
2

− 36mr2

(4− 4 r2)
5
2

+
24mr4

(4− 4 r2)
5
2

+
M r2

(2M + 1)
√

1− r2
,

b =− 2 r2 − 1

(4− 4 r2)
3
2

− (6 r2 − 6) (8 r2 − 4)

2 (2− 4 r2)
5
2

,

c =2M(r2 − 1),

d =Ω2 +
m(2 r2 − 1)

8 (1− r2)
3
2

− Ω2 r2 −M(
√

1− r2),

e =
1

(4− 4 r2)
3
2

,

f =Ω2 + 4m
√

1− r2,

g =Ω2 − 2m
√

1− r2 +m.

(5.88)

Recordemos que para la existencia de equilibrios relativos la velocidad angular debe cum-
plir

Ω2 =
m+ 4M(1− r2)

4(1− r2) 3
2

. (5.89)

A la matriz Df la podemos reescribir como

Df =

(
0 I

A ΩB̃

)
, (5.90)

con

B̃ =


0 2− 2r2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
0 0 0 2− 2r2 0 0
0 0 −2 0 0 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −2 0

 . (5.91)
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Los vectores propios de Df son los ceros de la ecuación det(Df − λI) = 0. Definamos
µ tal que λ = Ωµ, por lo que buscaremos los ceros de la ecuación det(Df − ΩµI) = 0. La
condicón que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como

(
0 I

A ΩB̃

)(
u
v

)
= Ωµ

(
u
v

)
, (5.92)

donde u, v están formados por las primeras y últimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Ωµ.

Aśı la condición del eigenvalor con parámetro µ se sigue de

v = Ωµu, Au+ ΩB̃Ωµu = Ωµv = Ω2µ2u. (5.93)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(µ). La condición de valor propio debe
satisfacer

p(µ) = det(A+ Ω2µB̃ − Ω2µ2) = 0. (5.94)

Si denotamos a r2 por R entonces

A+ Ω2µB̂ − Ω2µ2 =



f1
µ (2R−2) (4R−5)

4 (1−R)
3
2

6R−3
8 (1−R)

3
2
− 2R−1

8 (1−R)
3
2

0 2R− 2 0

µ (8R−10)
4 (1−R)

3
2

f2 0 1

8 (1−R)
3
2

0 1

6R−3
8 (1−R)

3
2
− 2R−1

8 (1−R)
3
2

0 f1
µ (2R−2) (4R−5)

4 (1−R)
3
2

2R− 2 0

0 1

8 (1−R)
3
2

µ (8R−10)
4 (1−R)

3
2

f2 0 1

−2 0 −2 0 f3 −µ (8R−10)
4 (1−R)

3
2

0 1 0 1 µ (8R−10)
4 (1−R)

3
2

f4


,

(5.95)

donde
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f1 =
4R− 1

8 (1−R)
3
2

− R− 2√
1−R

− 4R− 5

4 (1−R)
3
2

− 6R− 3

8 (1−R)
3
2

+
3R (4R− 5)

4 (1−R)
3
2

+
µ2 (4R− 5)

4 (1−R)
3
2

,

f2 =
2R− 1

8 (1−R)
3
2

−
√

1−R− 4R− 5

4 (1−R)
3
2

+
R (4R− 5)

4 (1−R)
3
2

+
µ2 (4R− 5)

4 (1−R)
3
2

,

f3 = 4
√

1−R− 4R− 5

4 (1−R)
3
2

+
µ2 (4R− 5)

4 (1−R)
3
2

,

f4 =
µ2 (4R− 5)

4 (1−R)
3
2

− 4R− 5

4 (1−R)
3
2

− 2
√

1−R.

(5.96)

El factor µ en p(µ) aparece en potencias pares, entonces hacemos el cambio de variable
M = µ2, para obtener el polinomio p̂(M), entonces para tener estabilidad del equilibrio
relativo necesitamos ráıces reales negativas de p̂(M). Después de multiplicar al polinomio
p̂(M) por el factor −4096(1−R)9/(4R− 5)3 obtenemos

p̂(M) = M(M + 1)Q1(M)Q2(M), (5.97)

donde

Q1(M) =2R + 4MR− 5M − 5,

Q2(M) =16M3R2 − 40M3R + 25M3 + 32M2R3 − 64M2R2 + 18M2R + 15M2

− 256M R4 + 1040M R3 − 1528M R2 + 956M R− 213M + 256R5

− 1280R4 + 2512R3 − 2408R2 + 1122R− 203

=(16R2 − 40R + 25)M3

+ (32R3 − 64R2 + 18R + 15)M2

+ (−256R4 + 1040R3 − 1528R2 + 956M − 213)M

+ 256R5 − 1280R4 + 2512R3 − 2408R2 + 1122R− 203.

(5.98)

El factor Q1(M) tiene ráız M =
5− 2R

4R− 5
< 0, si R ∈ (0, 1). Analizaremos las ráıces del

polinomio Q2(M), reescribiéndolo

Q2(M) = g1(R)M3 + g2(R)M2 + g3(R)M + g4(R). (5.99)

El factor g1(R) es positivo, excepto en la ráız doble R = 40
32

> 1. El factor g2(R)

tiene puntos cŕıticos en R1 = 128+
√
9472

192
≈ 1.173563544191518 y en R2 = 128−

√
9472

192
≈

0.159769789141815, donde R2 es un máximo local. Tenemos g2(0), g2(1), g2(R2) > 0 por
lo que g2(R) > 0 para R ∈ (0, 1). Para analizar el comportamiento de g4(R) revisamos
su derivada, g′4(R), que tiene ráıces R1 = 1.221606070873750 + 0.083431707913399i, R2 =
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1.221606070873750−0.083431707913399i, R3 = 0.924141480011802, R4 = 0.632646378240695.
Las ráıces reales de g′4(R) nos muestran el mı́nimo y el máximo local de g4(R). Notemos que
g4(0), g4(R3), g4(R4), g4(1) < 0, por lo que g4(R) < 0 para R ∈ (0, 1), ver figuras (5.5), (5.6)
y (5.7).

Hemos analizado el signo de los coeficientes de Q2(R), mostrando que, independientemen-
te del signo del coeficiente g3(R), hay una variación de signo de los coeficientes de Q2(R).
Por la regla de los signos de Descartes el polinomio Q2(R) tiene una ráız real positiva, M0,
misma que es ŕız de p̂(M). La ráız M0 de p̂(M) genera dos ráıces reales de p(µ), con lo que
mostramos que existen dos valores propios reales de la matriz Df . Aśı los equilibrios relativos
generados son espectralmente inestables.

Lo que hemos mostrado hasta aqúı es el caso donde la part́ıcula m1 y la part́ıcula m2 se
encuentran en el hemisferio norte de la esfera. Mostraremos lo que sucede cuando éstas se
encuentran en el hemisferio sur

Figura 5.5: Gráfica de g1(R).
.
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Figura 5.6: Gráfica de g2(R).
.

Figura 5.7: Gráfica de g4(R).
.

A continuación mostramos el análisis para el caso donde z1, z2 < 0, en este caso notemos
que z1z3 < 0, z2z3 < 0 y z1z2 > 0 en los correspondientes términos de la ecuación (5.83).
Además la condición (3.39) para z < 0 en términos de r y masas iguales a uno queda como

ω2 =
1− 4(1− r2)
4(1− r2)3/2

. (5.100)
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Notemos que la ecuación (5.100) tiene sentido sólo si el numerador es positivo, es decir si
r2 > 3/4.

La matriz Df queda como

Df =

(
0 I

A ΩB̃

)
, (5.101)

con

B̃ =


0 2− 2r2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
0 0 0 2− 2r2 0 0
0 0 −2 0 0 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −2 0

 , (5.102)

A =


a 0 b 0 e 0
0 c 0 d 0 1
b 0 a 0 e 0
0 d 0 c 0 1
−2 0 −2 0 f 0
0 1 0 1 0 g

 , (5.103)

donde

a =Ω− 1− 4r2

8(1− r2)3/2
+

r2 − 2

(1− r2)1/2
+

3(1− 2r2)

8(1− r2)3/2
− 3Ωr2,

b =
1− 2r2

8(1− r2)3/2
− 3(1− 2r2)

(1− r2)3/2
,

c =
2r2 − 1

8(1− r2)3/2
+ Ω2 − Ω2r2 + (1− r2)1/2,

d =
1

8(1− r2)3/2
,

e =2r2 − 2,

f =Ω2 − 4(1− r2)1/2,
g =Ω2 + 2(1− r2)1/2.

(5.104)

Al igual que en el caso de z1, z2, z3 > 0, tenemos que la condición para encontrar los
valores propios es resolver la ecuación

p(µ) = det(A+ Ω2µB̂ − Ω2µ2) = 0. (5.105)

Si denotamos a r2 por R tenemos que
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A+ Ω2µB̂ − Ω2µ2 =

f1 −µ (2R−2) (4R−3)
4 (1−R)

3
2

6R−3
8 (1−R)

3
2
− 2R−1

8 (1−R)
3
2

0 2R− 2 0

−µ (8R−6)
4 (1−R)

3
2

f2 0 1

8 (1−R)
3
2

0 1

6R−3
8 (1−R)

3
2
− 2R−1

8 (1−R)
3
2

0 f1 −µ (2R−2) (4R−3)
4 (1−R)

3
2

2R− 2 0

0 1

8 (1−R)
3
2

−µ (8R−6)
4 (1−R)

3
2

f2 0 1

−2 0 −2 0 f3
µ (8R−6)
4 (1−R)

3
2

0 1 0 1 −µ (8R−6)
4 (1−R)

3
2

f4


,

(5.106)
donde

f1 =
R− 2√
1−R

+
4R− 1

8 (1−R)
3
2

+
4R− 3

4 (1−R)
3
2

− 6R− 3

8 (1−R)
3
2

− 3R (4R− 3)

4 (1−R)
3
2

− µ2 (4R− 3)

4 (1−R)
3
2

,

f2 =
√

1−R +
2R− 1

8 (1−R)
3
2

+
4R− 3

4 (1−R)
3
2

− R (4R− 3)

4 (1−R)
3
2

− µ2 (4R− 3)

4 (1−R)
3
2

,

f3 =
4R− 3

4 (1−R)
3
2

− 4
√

1−R− µ2 (4R− 3)

4 (1−R)
3
2

,

f4 =2
√

1−R +
4R− 3

4 (1−R)
3
2

− µ2 (4R− 3)

4 (1−R)
3
2

.

(5.107)

De nuevo hacemos M = µ2 para obtener el polinomio p̂(M), recordemos que necesitamos
ráıces reales negativas de p̂. Después de multiplicar al p̂ por el factor −4096(1−R)9/(4R−3)3

obtenemos

p̂(M) = M(M + 1)Q1(M)Q2(M), (5.108)

donde

Q1(M) =6R + 4MR− 3M − 3

Q2(M) =16M3R2 − 24M3R + 9M3 + 32M2R3 − 64M2R2 + 42M2R− 9M2 − 256MR4

+ 1008MR3 − 1512MR2 + 1020MR− 261M + 256R5 − 1280R4 + 2544R3

− 2520R2 + 1242R− 243

=(16R2 − 24R + 9)M3

+ (32R3 − 64R2 + 42R− 9)M2

+ (−256R4 + 1008R3 − 1512R2 + 1020R− 261)M

+ 256R5 − 1280R4 + 2544R3 − 2520R2 + 1242R− 243.

(5.109)
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El polinomio Q1(M) tiene ráız M0 = 3−6R
4R−3 < 0 para R ∈ (3

4
, 1). Analizaremos las ráıces

del polinomio Q2(M), reescribiéndolo

Q2(M) = g1(R)M3 + g2(R)M2 + g3(R)M + g4(R). (5.110)

Analicemos el polinomio g4(R), las ráıces de su derivada, g′4(R), son

R1 =2.261009058898779 + 1.740181839315766i,

R2 =2.261009058898779− 1.740181839315766i,

R3 =− 0.261009058898779 + 0.198884034968046i,

R4 =− 0.261009058898779− 0.198884034968046i,

(5.111)

como son complejas el polinomio g4(R) no tiene máximos o mı́nimos locales, además g4(
3
4
),

g4(1) < 0, concluyendo que g4(R) < 0 para R ∈ (3
4
, 1). El polinomio g3(R) tiene un máximo

global en R1 = 0.920954761872277, con g3(R1) < 0, luego g3(R) < 0 para R ∈ (3
4
, 1). Tenemos

también que g1(R) > 0, excepto para R = 3
4
, g1(

3
4
) = 0, , ver figuras (5.8), (5.9) y (5.10).

Entonces independientemente del valor de g2(R) el polinomio Q2(M) tiene una variación de
signo, lo que indica que existe una ráız real positiva. Esta ráız real positiva nos muestra la
existencia de eigenvalores reales de la matriz Df . Luego podemos concluir que las órbitas
que generan estos valores propios son inestables.

Figura 5.8: Gráfica de g1(R).
.
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Figura 5.9: Gráfica de g3(R).
.

Figura 5.10: Gráfica de g4(R).
.

�

5.2.3. 2+1 Cuerpos

Como en el problema newtoniano, el llamado problema 2 + 1-cuerpos consiste en estudiar
el problema de tres cuerpos, en donde la masa de dos de ellos es despreciable, y no existe
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fuerza de atracción sobre ellos. Hemos analizado los equilibrios relativos de este problema en
S2 obteniendo el siguiente resultado

Teorema 5.2.3 Consideremos órbitas eulerianas del problema curvado de tres cuerpos en
S2, con dos masas despreciables fijas en los lados opuestos de un ćırculo que rota uniforme-
mente en un plano paralelo al ecuador z = 0, y una part́ıcula con masa m fija en el polo
norte (0, 0, 1), entonces para z ∈ (0, 1) las órbitas generadas son estables.

Demostración

En este caso tenemos m1 = m2 = m con masas despreciables en los extremos de un ćırculo
a altura z y m3 = 1 fija en el punto (0, 0, 1). Como las masas m1 y m2 las suponemos muy
pequeñas entonces no hay fuerza de atracción sobre ellas, cada una de éstas se mueve por la
fuerza de atracción que ejerce la part́ıcula m3. Entonces tenemos dos sistemas desacoplados,
uno formado por m1 y m3, y el otro sistema formado por m2 y m3.

Consideremos un sistema formado por las part́ıculas m1 y m3 como anteriormente lo
hicimos tomamos coordenadas rotatorias del sistema que gira a velocidad Ω, aplicando la
matriz de rotación a la posición de las part́ıculas(

Xi

Yi

)
= R(Ωτ)

(
ξi
ηi

)
, (5.112)

donde R(Ωτ) es la matriz de rotación

R(Ωτ) =

(
cos Ωτ − sin Ωτ
sin Ωτ cos Ωτ

)
. (5.113)

De manera análoga obtenemos las ecuaciones de movimiento en el sistema rotatorio

(
ξ′′i
η′′i

)
= 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+ Ω2

(
ξi
ηi

)
− r2hi

(
ξi
ηi

)

+mj

[
ξ2i + η2i + ξ2j + η2j − 2(ξiξj + ηiηj)

√
(1− r2(ξ2i + η2i ))(1− r2(ξ2j + η2j ))

− r2((ξiξj + ηiηj)
2 + (ξ2i + η2i )(ξ

2
j + η2j ))

]−3/2 [( ξj
ηj

)
−
(
r2(ξiξj + ηiηj)

+
√

(1− r2(ξ2i + η2i ))(1− r2(ξ2j + η2j ))
)( ξi

ηi

)]
,

(5.114)

donde
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hi = Ω2(ξ2i + η2i ) + 2Ω(ξiη
′
i − ηiξ′i) + ((ξ′2i ) + (η′2i )) +

r2

1− r2(ξ2i + η2i )
(ξiξ

′
i + ηiη

′
i)
2,

para i = 1, 2.

En el sistema podemos ver que un punto fijo es

ξ1 = 1, η1 = 0, ξ2 = 0, η2 = 0 ξ′1 = 0, η′1,= 0, ξ′2 = 0, η′2 = 0. (5.115)

La matriz Df correspondiente es una matriz de tamaño 8× 8 de la forma

Df =

(
0 I
A B

)
, (5.116)

en donde I es la matriz identidad de tamaño 4× 4. La matriz A en este caso tiene la forma

A =


a 0 b 0
0 c 0 d
b 0 a 0
0 d 0 c

 , (5.117)

donde

a =
r2√

1− r2
+ Ω2 − 3Ω2r2 + 2

√
1− r2,

b =2r2 − 2,

c =Ω2 − Ω2r2 −
√

1− r2,
d =1.

(5.118)

La matriz B

B =


0 2Ω− 2Ωr2 0 0

−2Ω 0 0 0
0 0 0 2Ω
0 0 −2Ω 0

 . (5.119)

En este problema la velocidad angular debe cumplir

Ω2 =
4(1− r2) +m

4(1− r2)3/2
. (5.120)

Los vectores propios de Df son los ceros de la ecuación det(Df − λI) = 0. Definamos
µ tal que λ = Ωµ, por lo que buscaremos los ceros de la ecuación det(Df − ΩµI) = 0. La
condicón que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como



CAPÍTULO 5. ESTABILIDAD DE EQUILIBRIOS RELATIVOS EN S2 81

(
0 I

A ΩB̂

)(
u
v

)
= Ωµ

(
u
v

)
, (5.121)

donde u, v están formados por las primeras y últimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Ωµ.

Aśı la condición del eigenvalor con parámetro µ se sigue de

v = Ωµu, Au+ ΩB̂Ωµu = Ωµv = Ω2µ2u. (5.122)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(µ). La condición de valor propio debe
satisfacer

p(µ) = det(A+ Ω2µB̂ − Ω2µ2I) = 0. (5.123)

Si denotamos a r2 por R entonces

A+ Ω2µB̂ − Ω2µ2I =


f1 µ

(
m−4R+4

2 (1−R)
3
2
− R (m−4R+4)

2 (1−R)
3
2

)
2R− 2 0

−µ (m−4R+4)

2 (1−R)
3
2

f2 0 1

−2m 0 f3
µ (m−4R+4)

2 (1−R)
3
2

0 m −m (m−4R+4)

2 (1−R)
3
2

f4


, (5.124)

donde

f1 =
R√

1−R
+
m− 4R + 4

4 (1−R)
3
2

+ 2
√

1−R− 3R (m− 4R + 4)

4 (1−R)
3
2

− µ2 (m− 4R + 4)

4 (1−R)
3
2

,

f2 =
m− 4R + 4

4 (1−R)
3
2

−
√

1−R− R (m− 4R + 4)

4 (1−R)
3
2

− µ2 (m− 4R + 4)

4 (1−R)
3
2

,

f3 =2m
√

1−R +
m− 4R + 4

4 (1−R)
3
2

− µ2 (m− 4R + 4)

4 (1−R)
3
2

,

f4 =
m− 4R + 4

4 (1−R)
3
2

−m
√

1−R− µ2 (m− 4R + 4)

4 (1−R)
3
2

.

(5.125)

Cuyo determinante es
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p(µ) =− 1

256(R− 1)6
(
96m4R6 − 512m4R5 + 32m4R4 µ4 + 76m4R4 µ2 + 1108m4R4

− 128m4R3 µ4 − 296m4R3 µ2 − 1240m4R3 + 4m4R2 µ6 + 193m4R2 µ4

+ 749m4R2 − 8m4Rµ6 − 132m4Rµ4 − 256m4Rµ2 − 228m4R−m4 µ8 + 30m4 µ4

+ 56m4 µ2 + 27m4 − 256m3R7 + 256m3R6 µ2 + 2048m3R6 − 256m3R5 µ4

− 1840m3R5 µ2 − 6608m3R5 + 1344m3R4 µ4 + 5456m3R4 µ2 + 11376m3R4

− 48m3R3 µ6 − 2824m3R3 µ4 − 8400m3R3 µ2 − 11352m3R3 + 144m3R2 µ6

+ 2988m3R2 µ4 + 7064m3R2 µ2 + 6556m3R2 + 16m3Rµ8 − 84m3Rµ6

− 1528m3Rµ4 − 3060m3Rµ2 − 2016m3R− 16m3 µ8 − 12m3 µ6 + 276m3 µ4

+ 524m3 µ2 + 252m3 − 1024m2R7 µ2 − 1024m2R7 + 512m2R6 µ4 + 7168m2R6 µ2

+ 6656m2R6 − 3584m2R5 µ4 − 22528m2R5 µ2 − 18944m2R5 + 192m2R4 µ6

+ 10256m2R4 µ4 + 40416m2R4 µ2 + 30352m2R4 − 768m2R3 µ6 − 15488m2R3 µ4

− 44032m2R3 µ2 − 29312m2R3 − 96m2R2 µ8 + 816m2R2 µ6 + 12704m2R2 µ4

+ 28720m2R2 µ2 + 16928m2R2 + 192m2Rµ8 − 96m2Rµ6 − 5120m2Rµ4

− 10208m2Rµ2 − 5376m2R− 96m2 µ8 − 144m2 µ6 + 720m2 µ4 + 1488m2 µ2

+ 1024mR6 µ4 + 2048mR6 µ2 + 1024mR6 − 256mR5 µ6 − 6144mR5 µ4

− 11520mR5 µ2 − 5632mR5 + 1280mR4 µ6 + 15424mR4 µ4 + 27008mR4 µ2

+ 12864mR4 + 256mR3 µ8 − 1728mR3 µ6 − 19840mR3 µ4 − 33472mR3 µ2

− 15616mR3 − 768mR2 µ8 + 64mR2 µ6 + 13056mR2 µ4 + 22848mR2 µ2

+ 10624mR2 + 768mRµ8 + 1216mRµ6 − 3712mRµ4 − 8000mRµ2 − 3840mR

− 256mµ8 − 576mµ6 + 192mµ4 + 1088mµ2 + 576m− 256R4 µ8 − 768R4 µ6

− 768R4 µ4 − 256R4 µ2 + 1024R3 µ8 + 3072R3 µ6 + 3072R3 µ4 + 1024R3 µ2

− 1536R2 µ8 − 4608R2 µ6 − 4608R2 µ4 − 1536R2 µ2 + 1024Rµ8 + 3072Rµ6

+3072Rµ4 + 1024Rµ2 − 256µ8 − 768µ6 − 768µ4 − 256µ2 + 418m4R2 µ2 + 720m2
)
.

(5.126)

Suponemos que la masa m es despreciable, entonces tomando ĺımm→0 p(µ), obtenemos

p(µ) =
µ2(µ2 + 1)3

(R− 1)2
, (5.127)

mostrando que las órbitas generadas son estables, ya que los valores propios de la matriz Df
dados por las ráıces de p(µ) son iguales a cero y puramente imaginarias.

�

Con este resultado concluimos nuestro trabajo referente a los equilibrios relativos en S2,
mostrando resultados originales sobre equilibrios relativos eulerianos del problema de dos
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y tres cuerpos. Cabe mencionar que en [25], los autores Regina Mart́ınez y Carles Simó,
estudian movimientos lagrangianos de tres cuerpos con masas iguales en S2, entre ellos se
analizan equilibrios relativos Lagrangianos, mostrando rangos de valores de momento angular
en donde las órbitas son espectralmente estables. También es importante señalar que en su
trabajo se utilizan algunos argumentos numéricos.

Como mencionamos en la introducción, con este trabajo en el que estamos mostrando
resultados originales y con [25] se tiene un claro panorama sobre los movimientos que gene-
ran los equlibrios relativos. En [25] se estudian los equilibrios relativos del tipo lagrangiano
y nosotros analizamos los equilibrios relativos del tipo euleriano del problema de tres cuerpos.

Es importante destacar que nosotros también estudiamos la estabilidad del problema de
dos cuerpos, señalando que todos los resultados expuestos en este caṕıtulo no se hab́ıan rea-
lizado antes.

Ya que analizamos el problema en espacios de curvatura constante positiva veremos qué es
lo que pasa si proponemos el problema en espacios de curvatura negativa, los resultados los
exponemos en el siguiente caṕıtulo.



84 5.2. PROBLEMA DE TRES CUERPOS



Caṕıtulo 6

Estabilidad de Equilibrios Relativos

en H2

Es esta sección mostraremos un análisis de la estabilidad espectral de los equilibrios rela-
tivos eulerianos en H2, mostraremos la condición de estabilidad en el problema de equilibrios
relativos eĺıpticos e hiperbólicos del problema de dos y tres cuerpos. Recordemos que no
existen equilibrios relativos del tipo parabólico en H2.

6.1. Equilibrios Relativos Eĺıpticos

Comenzaremos analizando los equilibrios relativos elipticos en H2, recordemos que éstos
son soluciones de las ecuaciones de movimiento en donde las part́ıculas se encuentran girando
en planos paralelos al plano xy, esta definición la expusimos en la sección (4.1). Mostraremos
resultados sobre el problema de dos y tres cuerpos.

6.1.1. Problema de Dos Cuerpos

Comenzamos con el caso más sencillo que es el problema de dos cuerpos. Tenemos el
siguiente resultado en donde tenemos dos masas iguales girando a una altura z, ver figura
(6.1).
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86 6.1. EQUILIBRIOS RELATIVOS ELÍPTICOS

Figura 6.1: Equilibrios relativos eĺıpticos del problema de dos cuerpos en H2. Dos cuerpos
se encuentran girando sobre órbitas circulares a una altura z (curva continua-azul), mante-
niéndose siempre la misma distancia, medida sobre geodésicas (curva punteada-roja).

.

Teorema 6.1.1 Consideremos órbitas periódicas del problema curvado de dos cuerpos en
H2. Si los cuerpos con masas m1 = m2 se encuentran fijos en los lados opuestos de un ćırulo
que gira uniformemente en un plano paralelo al plano xy, entonces para z ∈ (1,∞) las órbitas

generadas son estables si 1 < z <
√
3√
2

e inestables si z >
√
3√
2
.

Demostración

Al normalizar las masas tenemos m1 = m2 = 1. Como en S2, introducimos coordenadas
rotatorias, aplicando a las coordenadas de posición de los cuerpos la correspondiente matriz
de rotación. Es decir, introducimos coordenadas (ξi, ηi), i = 1, 2, tales que

(
Xi

Yi

)
= R(Ωτ)

(
ξi
ηi

)
, (6.1)

en donde R(Ωτ) es la matriz de rotación

R(Ωτ) =

(
cos Ωτ − sin Ωτ
sin Ωτ cos Ωτ

)
. (6.2)

Reescribiendo las ecuaciones de movimiento en términos de (ξi, ηi) obtenemos las ecua-
ciones de movimiento en H2 en un sistema rotatorio que gira a velocidad Ω
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(
ξ′′i
η′′i

)
= 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+ Ω2

(
ξi
ηi

)
+ r2hi

(
ξi
ηi

)

+mj

[
ξ2i + η2i + ξ2j + η2j − 2(ξiξj + ηiηj)

√
(1 + r2(ξ2i + η2i ))(1 + r2(ξ2j + η2j ))

+ r2((ξiξj + ηiηj)
2 + (ξ2i + η2i )(ξ

2
j + η2j ))

]−3/2 [( ξj
ηj

)
+
(
r2(ξiξj + ηiηj)

−
√

(1 + r2(ξ2i + η2i ))(1 + r2(ξ2j + η2j ))
)( ξi

ηi

)]
,

(6.3)

donde

hi = Ω2(ξ2i + η2i ) + 2Ω(ξiη
′
i − ηiξ′i) + ((ξ′2i ) + (η′2i ))− r2

1 + r2(ξ2i + η2i )
(ξiξ

′
i + ηiη

′
i)
2,

para i = 1, 2.

En (6.3) comprobamos que

ξ1 = 1, η1 = 0, ξ2 = −1, η2 = 0, ξ′1 = 0, η′1,= 0, ξ′2 = 0, η′2 = 0, (6.4)

es punto fijo del sistema.

La correspondiente matriz Df correspondiente es una matriz de tamaño 8×8 de la forma

Df =

(
0 I
A B

)
, (6.5)

en donde I es la matriz identidad de tamaño 4× 4. La matriz A en este caso tiene la forma

A =


a 0 b 0
0 c 0 d
b 0 a 0
0 d 0 c

 , (6.6)

donde
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a =Ω2 + 3Ω2r2 − 1 + 4r2

(4 + 4r2)3/2
+

(6 + 6r2)(4 + 8r2)

2(4 + 4r2)5/2
,

b =
1 + 2r2

(4 + 4r2)3/2
− (1 + 6r2)(4 + 8r2)

2(4 + 4r2)5/2
,

c =− 2r2 + 1

(4 + 4r2)3/2
+ Ω2 + Ω2r2,

d =
1

(4 + 4r2)3/2
.

(6.7)

La matriz B

B =


0 2Ω + 2Ωr2 0 0

−2Ω 0 0 0
0 0 0 2Ω + 2Ωr2

0 0 −2Ω 0

 . (6.8)

En el problema restringido la velodidad angular debe cumplir

Ω2 =
1

4(1 + r2)3/2
. (6.9)

Usando (6.9) podemos reescribir a la matriz Df como

Df =

(
0 I

Ω2Â ΩB̂

)
. (6.10)

Los eigenvalores de la matriz Df son los ceros de la ecuación det(Df−λI) = 0. Definamos
µ de tal manera que λ = Ωµ, entonces buscaremos los ceros de la ecuación det(Df−ΩµI) = 0.

Analogamente a la sección 5.2.1 podemos ver que la condición debe satisfacer D(µ)u = 0,

donde D(µ) = Â+ µB̂ − µ2I, y se debe tener D = 0.

Denotamos a r2 por R. El polinomio caracteŕıstico p(µ) de la matriz Â+ µB̂ − µ2I es

p(µ) = µ8 + 3µ6 − 4µ4R2 + 3µ4 − 4µ2R2 + µ2. (6.11)

El polinomio p(µ) lo podemos escribir como

p(µ) = µ2(µ2 + 1)(µ2 − 2R + 1)(µ2 + 2R + 1). (6.12)
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En la sección 5.2.1 hicimos el análisis del mismo polinomio y vimos que Df tiene eigen-
valores puramente complejos si

2R− 1 ≤ 0, (6.13)

con R ∈ (0, 1).

La condición (6.13) se cumple cuando R ∈ (0, 1
2
], es decir, cuando z2 ∈ [1, 3

2
).

�

6.1.2. Problema de Tres Cuerpos

A continuación mostraremos nuestros resultados acerca de equilibrios relativos eulerianos,
el caso restringido, el caso de masas iguales y el problema 2 + 1 cuerpos, ver figura (6.2).

Figura 6.2: Equilibrios relativos eĺıpticos del problema de tres cuerpos en H2. Un cuerpo
se encuentra fijo en el punto (0, 0, 1) y los otros dos se encuentran girando a una altura z
formando órbitas circulares (curva continua-azul), los cuerpos se encuentran manteniendo
siempre la misma distancia medida sobre geodésicas (curva punteada-roja).

.

6.1.2.1. Problema Restringido

Lo que obtuvimos acerca del problema restringido lo mostramos en el siguiente

Teorema 6.1.2 Consideremos órbitas eulerianas del problema curvado de tres cuerpos en
H2, con masas m1 = m2 fijas en los lados opuestos de un ćırculo que gira uniformemete un
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un plano paralelo al plano xy a altura z, y la part́ıcula m3 con masa despreciable fija en el
punto (0, 0, 1), entonces para z ∈ (1,∞) las órbitas generadas son inestables.

Demostración
Para demostrar este resultado introduciremos una part́ıcula de masa m3 = m fija en el punto
(0, 0, 1), y después haremos m→ 0, además normalizaremos el valor de las otras dos masas,
es decir tomaremos m1 = m2 = 1. Introduciremos coordenadas rotatorias para estudiar la
estabilidad de equilibrios relativos, consideremos los siguientes cambios de coordenadas

xi = rXi, yi = rYi, r ∈ (0,∞), (6.14)

t = r
3
2 τ, (6.15)

tendremos entonces las ecuaciones de movimiento en términos de

Q = (X, Y, z). (6.16)

Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, Ω =
ωt

τ
. De

esta manera tenemos

Ω2 =
ω2t2

τ 2

=
ω2r3τ 2

τ 2

= ω2r3

=
4m3z

2 +m1

4z3(z2 − 1)
r3

=
m1 + 4m3(1 + r2)

4(1 + r2)
3
2

=
1 + 4m(1 + r2)

4(1 + r2)
3
2

.

(6.17)

De forma análoga que en S2 tenemos

X ′i = r
1
2 ẋi,

X ′′i = r2ẍi,

Y ′i = r
1
2 ẏi,

Y ′′i = r2ÿi,

(6.18)
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para i = 1, 2, 3.

Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj(qj + (qi � qj)qi)
((qi � qj)2 − 1)

3
2

+ (q̇i � q̇i)qi

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, yj, zj) + ((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))(xi, yi, zi))

(((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))2 − 1)
3
2

+ ((ẋi, ẏi, żi)� (ẋi, ẏi, żi))(xi, yi, zi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj) + ((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))(rXi, rYi, zi))

(((xi, yi, zi)� (xi, yi, zi))2 − 1)
3
2

+ ((ẋi, ẏi, żi)� (ẋi, ẏi, żi))(rXi, rYi, zi),

(6.19)

para i = 1, 2, 3.

En los equilibrios relativos elipticos las órbitas giran de forma paralela al plano z = 0,
entonces las coorrespondientes coordenadas zi de las part́ıculas se mantienen constantes, por
lo que la omitiremos en el análisis.

Introducimos coordenadas rotatorias (ξi, ηi), i = 1, 2, 3,

(
Xi

Yi

)
= R(Ωτ)

(
ξi
ηi

)
, (6.20)

en donde R(Ωτ) es la matriz de rotación

R(Ωτ) =

(
cos Ωτ − sin Ωτ
sin Ωτ cos Ωτ

)
. (6.21)

Reescribiendo las ecuaciones de movimiento en términos de (ξi, ηi) como lo hicimos en el
caso de S2 obtenemos las ecuaciones de movimiento en H2 en un sistema rotatorio que gira
a velocidad Ω
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(
ξ′′i
η′′i

)
= 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+ Ω2

(
ξi
ηi

)
+ r2hi

(
ξi
ηi

)

+
3∑

j=1,j 6=i

mj

[
ξ2i + η2i + ξ2j + η2j − 2(ξiξj + ηiηj)

√
(1 + r2(ξ2i + η2i ))(1 + r2(ξ2j + η2j ))

+ r2((ξiξj + ηiηj)
2 + (ξ2i + η2i )(ξ

2
j + η2j ))

]−3/2 [( ξj
ηj

)
+
(
r2(ξiξj + ηiηj)

−
√

(1 + r2(ξ2i + η2i ))(1 + r2(ξ2j + η2j ))
)( ξi

ηi

)]
,

(6.22)

donde

hi = Ω2(ξ2i + η2i ) + 2Ω(ξiη
′
i − ηiξ′i) + ((ξ′2i ) + (η′2i ))− r2

1 + r2(ξ2i + η2i )
(ξiξ

′
i + ηiη

′
i)
2,

para i = 1, 2, 3.

En (6.22) comprobamos que

ξ1 = 1, η1 = 0, ξ2 = −1, η2 = 0, ξ3 = 0, η3 = 0, ξ′1 = 0, η′1,= 0, ξ′2 = 0, η′2 = 0, ξ′3 = 0, η′3 = 0,
(6.23)

es punto fijo del sistema.

Estudiaremos los eigenvalores del campo vectorial de la diferencial de la función de la par-
te derecha de (6.22), escrito como un sistema de 12 ecuaciones evaluado en el punto fijo (6.23).

La estructura de dicho campo vectorial tiene la forma de la siguiente matriz cuadrada

Df =

(
0 I
A B

)
, (6.24)

donde I es la matriz identidad de tamaño 6× 6, y A y B están dadas de la siguiente forma

B =


0 2Ω + 2Ωr2 0 0 0 0
−2Ω 0 0 0 0 0

0 0 0 2Ω + 2Ωr2 0 0
0 0 −2Ω2 0 0 0
0 0 0 0 0 2Ω
0 0 0 0 −2Ω 0

 , (6.25)
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A =


a 0 b 0 c 0
0 d 0 e 0 M
b 0 a 0 c 0
0 e 0 d 0 M
−2m 0 −2m 0 f 0

0 m 0 m 0 g

 , (6.26)

donde a, b, c, d, e, f, g están dados por los siguientes valores

a =
6 r2 + 3

8 (r2 + 1)
3
2

− 4 r2 + 1

8 (r2 + 1)
3
2

+
4m+ 4 r2m+ 1

4 (r2 + 1)
3
2

+
3 r2 (4m+ 4 r2m+ 1)

4 (r2 + 1)
3
2

+
m (r2 + 2)√

r2 + 1
,

b =
2 r2 + 1

8 (r2 + 1)
3
2

− 6 r2 + 3

8 (r2 + 1)
3
2

,

c =−m
(
2 r2 + 2

)
,

d =
4m+ 4 r2m+ 1

4 (r2 + 1)
3
2

− 2 r2 + 1

8 (r2 + 1)
3
2

−m
√
r2 + 1 +

r2 (4m+ 4 r2m+ 1)

4 (r2 + 1)
3
2

,

e =
1

8 (r2 + 1)
3
2

,

f =4
√
r2 + 1 +

4m+ 4 r2m+ 1

4 (r2 + 1)
3
2

,

g =
4m+ 4 r2m+ 1

4 (r2 + 1)
3
2

− 2
√
r2 + 1.

(6.27)

Recordemos que para la existencia que equilibrios relativos la velocidad angular debe
cumplir

Ω2 =
4M(1 + r2) +m

4(1 + r2)3/2
. (6.28)

Consideremos masas iguales a 1. La matriz Df la podemos reescribir como
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Df =

(
0 I

A ΩB̂

)
, (6.29)

con

B̂ =


0 2 + 2r2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
0 0 0 2 + 2r2 0 0
0 0 −2 0 0 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −2 0

 . (6.30)

Los vectores propios de Df son los ceros de la ecuación det(Df − λI) = 0. Definamos
µ tal que λ = Ωµ, por lo que buscaremos los ceros de la ecuación det(Df − ΩµI) = 0. La
condicón que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como(

0 I

A ΩB̃

)(
u
v

)
= Ωµ

(
u
v

)
, (6.31)

donde u, v están formados por las primeras y últimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Ωµ.

Aśı la condición del eigenvalor con parámetro µ se sigue de

v = Ωµu, Au+ ΩB̃Ωµu = Ωµv = Ω2µ2u. (6.32)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(µ). La condición de valor propio debe
satisfacer

p(µ) = det(A+ Ω2µB̃ − Ω2µ2I) = 0. (6.33)

Si denotamos a r2 por R entonces

A+ Ω2µB̃ − Ω2µ2I =



f1 g1 g2 0 −m (2R + 2) 0

−µ (8m+8Rm+2)

4 (R+1)
3
2

f2 0 1

8 (R+1)
3
2

0 m

g2 0 f1 g1 −m (2R + 2) 0

0 1

8 (R+1)
3
2
−µ (8m+8Rm+2)

4 (R+1)
3
2

f2 0 m

−2 0 −2 0 f3
µ (8m+8Rm+2)

4 (R+1)
3
2

0 1 0 1 −µ (8m+8Rm+2)

4 (R+1)
3
2

f4


,

(6.34)
donde
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f1 =
6R + 3

8 (R + 1)
3
2

− 4R + 1

8 (R + 1)
3
2

+
4m+ 4Rm+ 1

4 (R + 1)
3
2

+
3R (4m+ 4Rm+ 1)

4 (R + 1)
3
2

− µ2 (4m+ 4Rm+ 1)

4 (R + 1)
3
2

+
m (R + 2)√

R + 1
,

f2 =
4m+ 4Rm+ 1

4 (R + 1)
3
2

− 2R + 1

8 (R + 1)
3
2

−m
√
R + 1 +

R (4m+ 4Rm+ 1)

4 (R + 1)
3
2

− µ2 (4m+ 4Rm+ 1)

4 (R + 1)
3
2

,

f3 =4
√
R + 1 +

4m+ 4Rm+ 1

4 (R + 1)
3
2

− µ2 (4m+ 4Rm+ 1)

4 (R + 1)
3
2

,

f4 =
4m+ 4Rm+ 1

4 (R + 1)
3
2

− 2
√
R + 1− µ2 (4m+ 4Rm+ 1)

4 (R + 1)
3
2

,

g1 =
µ (2R + 2) (4m+ 4Rm+ 1)

4 (R + 1)
3
2

,

g2 =
2R + 1

8 (R + 1)
3
2

− 6R + 3

8 (R + 1)
3
2

.

(6.35)

Luego

p(µ) =
1

4096(R + 1)9
· µ2 ·

(
µ2 + 1

)
· (4m+ 4Rm+ 1)3 ·

(
4m− 2R + 4Rm+ 4µ2m+ µ2+

4µ2Rm+ 1
)
·
(
16µ6R2m2 + 32µ6Rm2 + 8µ6Rm+ 16µ6m2 + 8µ6m+ µ6

− 32µ4R3m+ 32µ4R2m2 − 88µ4R2m− 8µ4R2 + 64µ4Rm2 − 68µ4Rm

− 14µ4R + 32µ4m2 − 12µ4m− 5µ4 − 128µ2R4m− 128µ2R4 − 512µ2R3m

− 528µ2R3 + 16µ2R2m2 − 744µ2R2m− 800µ2R2 + 32µ2Rm2 − 464µ2Rm

− 524µ2R + 16µ2m2 − 104µ2m− 125µ2 − 256R5 − 128R4m− 1152R4 − 480R3m

−2032R3 − 656R2m− 1752R2 − 388Rm− 734R− 84m− 119
)
.

(6.36)

Cuando tomamos m→ 0 obtenemos

p(µ) =
1

4096(R + 1)9
µ2 ·

(
µ2 + 1

)
·
(
µ2 − 2R + 1

)
·
(
µ2 + 2R + 1

)
·
(
µ4 − 8µ2R2

−16µ2R− 6µ2 − 128R4 − 512R3 − 760R2 − 496R− 119
)
.

(6.37)

Notemos que el factor(
M4 − 8M2R2 − 16M2R− 6M2 − 128R4 − 512R3 − 760R2 − 496R− 119

)
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tiene un cambio de signo, entonces por la regla de los signos de Descartes el factor tiene una
ráız real positiva, misma que es ráız real positiva de p(µ). Luego las órbitas generadas son
inestables.

�

OBSERVACIÓN 2 Al igual que en S2 mostramos que tenemos diferentes resultados acerca
de estabilidad e inestabilidad del problema de dos cuerpos, dependiendo del espacio fase en
que se exponga el problema. Si consideramos el problema en donde las masas iguales giran
uniformemente de forma paralela al plano xy entonces existe un intervalo sobre el eje z en
donde las órbitas son estables, y un intervalo en donde son inestables; si consideramos el
problema de dos cuerpos en donde las part́ıculas de masas iguales giran de forma paralela al
eje xy y además existe otra part́ıcula de masa m fija en el punto (0, 0, 1), si tomamos el ĺımite
m → 0, entonces las órbitas generadas son inestables. Es claro que este caso es también un
problema de dos cuerpos en H2, esto es lo que hemos explicado en los teoremas (6.1.1) y
(6.1.2).

La situación es la misma que en S2, la razón por la que tenemos diferentes resultados es
que el problema está planteado en distintos contextos. Cuando consideramos sólo dos part́ıcu-
las, como en el primer caso, el problema está formulado en el espacio fase

(R2n \ 4)× TR2n ⊆ R8, (6.38)

donde TR2n es el haz tangente de R2n, (n = 2).

Si consideramos tres part́ıculas, como en el segundo caso (una de masa m en el punto
(0, 0, 1)) el problema está planteado en el espacio fase

(R2n \ 4)× TR2n ⊆ R12, (6.39)

donde TR2n es el haz tangente de R2n,(n = 3).

6.1.2.2. Masas Iguales

A continuación mostramos un resultado importante que obtuvimos para los equilibrios
relativos eulerianos con masas iguales

Teorema 6.1.3 Consideremos órbitas eulerianas periódicas del problema curvado de tres
cuerpos en H2, con masas m1 = m2 = m3, en donde m1 y m2 se encuentran fijas en los
lados opuestos de un ćırculo que rota uniformemente y de forma paralela al plano xy, y la
part́ıcula m3 fija en el punto (0, 0, 1), entonces para cualquier z > 1 las órbitas generadas son
inestables.
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Demostración

En esta clase de equilibrios relativos introduciremos, como en S2, coordenadas rotatorias.
Tomemos masas normalizadas, es decir m1 = m2 = m3 = 1, y consideremos los siguientes
cambios de coordenadas y reescalamiento de tiempo para simplificar cálculos en las variables.

xi = rXi, yi = rYi, r ∈ (0,∞), (6.40)

t = r
3
2 τ, (6.41)

tendremos entonces las ecuaciones de movimiento en términos de

Q = (X, Y, z). (6.42)

Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, Ω =
ωt

τ
. De

esta manera tenemos

Ω2 =
ω2t2

τ 2

=
ω2r3τ 2

τ 2

= ω2r3

=
4m3z

2 +m1

4z3(z2 − 1)
r3

=
m1 + 4m3(1 + r2)

4(1 + r2)
3
2

.

(6.43)

De forma análoga que en S2 tenemos

X ′i = r
1
2 ẋi,

X ′′i = r2ẍi,

Y ′i = r
1
2 ẏi,

Y ′′i = r2ÿi,

(6.44)

para i = 1, 2, 3.
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Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj(qj + (qi � qj)qi)
((qi � qj)2 − 1)

3
2

+ (q̇i � q̇i)qi

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, yj, zj) + ((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))(xi, yi, zi))

(((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))2 − 1)
3
2

+ ((ẋi, ẏi, żi)� (ẋi, ẏi, żi))(xi, yi, zi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((rXj, rYj, zj) + ((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))(rXi, rYi, zi))

(((xi, yi, zi)� (xi, yi, zi))2 − 1)
3
2

+ ((ẋi, ẏi, żi)� (ẋi, ẏi, żi))(rXi, rYi, zi),

(6.45)

para i = 1, 2, 3.

En los equilibrios relativos elipticos las órbitas giran de forma paralela al plano z = 0,
entonces las coorrespondientes coordenadas zi de las part́ıculas se mantienen constantes, por
lo que la omitiremos en el análisis.

Introducimos coordenadas rotatorias (ξi, ηi), i = 1, 2, 3,

(
Xi

Yi

)
= R(Ωτ)

(
ξi
ηi

)
, (6.46)

en donde R(Ωτ) es la matriz de rotación

R(Ωτ) =

(
cos Ωτ − sin Ωτ
sin Ωτ cos Ωτ

)
. (6.47)

Reescribiendo las ecuaciones de movimiento en términos de (ξi, ηi) como lo hicimos en el
caso de S2 obtenemos las ecuaciones de movimiento en H2 en un sistema rotatorio que gira
a velocidad Ω
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(
ξ′′i
η′′i

)
= 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+ Ω2

(
ξi
ηi

)
+ r2hi

(
ξi
ηi

)

+
3∑

j=1,j 6=i

mj

[
ξ2i + η2i + ξ2j + η2j − 2(ξiξj + ηiηj)

√
(1 + r2(ξ2i + η2i ))(1 + r2(ξ2j + η2j ))

+ r2((ξiξj + ηiηj)
2 + (ξ2i + η2i )(ξ

2
j + η2j ))

]−3/2 [( ξj
ηj

)
+
(
r2(ξiξj + ηiηj)

−
√

(1 + r2(ξ2i + η2i ))(1 + r2(ξ2j + η2j ))
)( ξi

ηi

)]
,

(6.48)

donde

hi = Ω2(ξ2i + η2i ) + 2Ω(ξiη
′
i − ηiξ′i) + ((ξ′2i ) + (η′2i ))− r2

1 + r2(ξ2i + η2i )
(ξiξ

′
i + ηiη

′
i)
2,

para i = 1, 2, 3.

En (6.48) comprobamos que

ξ1 = 1, η1 = 0, ξ2 = −1, η2 = 0, ξ3 = 0, η3 = 0, ξ′1 = 0, η′1,= 0, ξ′2 = 0, η′2 = 0, ξ′3 = 0, η′3 = 0,
(6.49)

es punto fijo del sistema.

Estudiaremos los eigenvalores del campo vectorial de la diferencial de la función de la par-
te derecha de (6.48), escrito como un sistema de 12 ecuaciones evaluado en el punto fijo (6.49).

La estructura de dicho campo vectorial tiene la forma de la siguiente matriz cuadrada

Df =

(
0 I
A B

)
, (6.50)

donde I es la matriz identidad de tamaño 6× 6, y A y B están dadas de la siguiente forma

B =


0 2Ω + 2Ωr2 0 0 0 0
−2Ω 0 0 0 0 0

0 0 0 2Ω + 2Ωr2 0 0
0 0 −2Ω2 0 0 0
0 0 0 0 0 2Ω
0 0 0 0 −2Ω 0

 , (6.51)
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A =


a 0 b 0 c 0
0 d 0 e 0 M
b 0 a 0 c 0
0 e 0 d 0 M
−2m 0 −2m 0 f 0

0 m 0 m 0 g

 , (6.52)

donde a, b, c, d, e, f, g están dados por los siguientes valores

a =Ω2 +
12m

(4 + 4 r2)
5
2

+ 3 Ω2 r2 − m (4 r2 + 1)

(4 + 4 r2)
3
2

− 36mr2

(4 + 4 r2)
5
2

+
24mr4

(4 + 4 r2)
5
2

+
M r2

(2M + 1)
√

1 + r2
,

b =
2 r2 + 1

(4 + 4 r2)
3
2

− (6 r2 − 6) (8 r2 − 4)

2 (2 + 4 r2)
5
2

,

c =− 2M(r2 + 1),

d =Ω2 − m(2 r2 − 1)

8 (1 + r2)
3
2

+ Ω2 r2 −M(
√

1 + r2),

e =
1

(4 + 4 r2)
3
2

,

f =Ω2 + 4m
√

1 + r2,

g =Ω2 − 2m
√

1 + r2 +m,

(6.53)

donde M = m3 y m1 = m2 = m.

Recordemos que para la existencia que equilibrios relativos la velocidad angular debe
cumplir

Ω2 =
4M(1 + r2) +m

4(1 + r2)3/2
. (6.54)

Consideremos masas iguales a 1. La matriz Df la podemos reescribir como



CAPÍTULO 6. ESTABILIDAD DE EQUILIBRIOS RELATIVOS EN H2 101

Df =

(
0 I

A ΩB̂

)
, (6.55)

con

B̂ =


0 2 + 2r2 0 0 0 0
−2 0 0 0 0 0
0 0 0 2 + 2r2 0 0
0 0 −2 0 0 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −2 0

 . (6.56)

Los vectores propios de Df son los ceros de la ecuación det(Df − λI) = 0. Definamos
µ tal que λ = Ωµ, por lo que buscaremos los ceros de la ecuación det(Df − ΩµI) = 0. La
condicón que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como(

0 I

A ΩB̃

)(
u
v

)
= Ωµ

(
u
v

)
, (6.57)

donde u, v están formados por las primeras y últimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Ωµ.

Aśı la condición del eigenvalor con parámetro µ se sigue de

v = Ωµu, Au+ ΩB̃Ωµu = Ωµv = Ω2µ2u. (6.58)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(µ). La condición de valor propio debe
satisfacer

p(µ) = det(A+ Ω2µB̃ − Ω2µ2I) = 0. (6.59)

Si denotamos a r2 por R entonces

A+ Ω2µB̃ − Ω2µ2I =



f1
µ (2R+2) (4R+5)

4 (R+1)
3
2

2R+1

8 (R+1)
3
2
− 6R+3

8 (R+1)
3
2

0 −2R− 2 0

−µ (8R+10)

4 (R+1)
3
2

f2 0 1

8 (R+1)
3
2

0 1

2R+1

8 (R+1)
3
2
− 6R+3

8 (R+1)
3
2

0 f1
µ (2R+2) (4R+5)

4 (R+1)
3
2

−2R− 2 0

0 1

8 (R+1)
3
2

−µ (8R+10)

4 (R+1)
3
2

f2 0 1

−2 0 −2 0 f3
µ (8R+10)

4 (R+1)
3
2

0 1 0 1 −µ (8R+10)

4 (R+1)
3
2

f4


,

(6.60)
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donde

f1 =
R + 2√
R + 1

− 4R + 1

8 (R + 1)
3
2

+
4R + 5

4 (R + 1)
3
2

+
6R + 3

8 (R + 1)
3
2

− µ2 (4R + 5)

4 (R + 1)
3
2

+
3R (4R + 5)

4 (R + 1)
3
2

,

f2 =
4R + 5

4 (R + 1)
3
2

− 2R + 1

8 (R + 1)
3
2

−
√
R + 1− µ2 (4R + 5)

4 (R + 1)
3
2

+
R (4R + 5)

4 (R + 1)
3
2

,

f3 =4
√
R + 1 +

4R + 5

4 (R + 1)
3
2

− µ2 (4R + 5)

4 (R + 1)
3
2

,

f4 =
4R + 5

4 (R + 1)
3
2

− 2
√
R + 1− µ2 (4R + 5)

4 (R + 1)
3
2

.

(6.61)

En el determinante de la matriz anterior el término µ aparece en potencias pares, por
lo que haremos el cambio M = µ2, obteniendo el polinomio p̂(M), recordando que para la
estabilidad espectral necesitamos ráıces negativas. Después de multiplicar al polinomio p̂ por
el factor 4096(R + 1)9/(4R + 5)3 obtenemos

p̃(M) = M(M + 1)Q1(M)Q2(M), (6.62)

donde

Q1(M) =2R + 4MR + 5M + 5,

Q2(M) =16M3R2 + 40M3R + 25M3 − 32M2R3 − 64M2R2 − 18M2R + 15M2

− 256M R4 − 1040M R3 − 1528M R2 − 956M R− 213M − 256R5 − 1280R4

− 2512R3 − 2408R2 − 1122R− 203

=(R2 + 40r + 25)M3

+ (−32R3 − 64R2 − 18R + 15)M2

+ (−256R4 − 1040R3 − 1528R2 − 956R− 213)M

− 256R5 − 1280R4 − 2512R3 − 2408R2 − 1122R− 203.

(6.63)

El polinomio Q1(M) tiene ráız M0 = −2R−5
4R+5

< 0 para R > 0. Analizaremos las ráıces de
Q2(M) reescribiéndolo

Q2(M) = g1(R)M3 + g2(R)M2 + g3(R)M + g4(R). (6.64)

Es fácil notar que para R ∈ (0,∞) g4(R) < 0, g3(R) < 0 y que g1(R) > 0, por lo que,
independientemente del signo de g2(R), hay una variación de signo del polinomnio Q2(M),
por lo que éste tiene una ráız real positiva (regla de los signos de Descartes), misma que es
ráız del polinomio p̂(M), esta ráız real positiva nos genera dos ráıces reales del polinomio
caracteŕıstico p(µ), mostrando que las órbitas que estudiamos son espectralmente inestables.
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Figura 6.3: Gráfica de g1(R).
.

Figura 6.4: Gráfica de g3(R).
.
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Figura 6.5: Gráfica de g4(R).
.

�

6.1.2.3. 2 + 1 Cuerpos

En esta sección mostraremos el analisis que realizamos del problema 2+1-cuerpos relacio-
nados con los equilibrios relativos eĺıpticos en H2. El resultado lo mostramos en el siguiente

Teorema 6.1.4 Consideremos órbitas eulerianas eĺıpticas del problema curvado de tres cuer-
pos en H2, con dos masas despreciables fijas en los lados opuestos de un ćırculo que rota
uniformemente en un plano paralelo al plano xy, y una part́ıcula de masa m = 1 fija en el
punto (0, 0, 1), entonces para z ∈ (1,∞) las órbitas generadas son estables.

Demostración
Consideremos masas m1 m2 despreciables en los extremos de un ćırculo a altura z > 1 y masa
m3 fija en el punto (0, 0, 1). Como las masas m1 y m2 suponemos que son muy pequeñas,
entonces no existe fuerza de atracćıon sobre ellas y cada una de eéstas se mueve por la fuerza
ejercida por el cuerpo m3. Tenemos entonces dos sistemas desacoplados, uno formado por las
masas m1 y m3, y otro sistema formado por m2 y m3.

Consideremos el sistema formado por las part́ıculas m1 y m3, como anteriormente lo
hicimos introducimos coordenadas rotatorias del sistema que gira a velocidad Ω, aplicando
la matriz de rotación a las coordenadas de las part́ıculas(

Xi

Yi

)
= R(Ωτ)

(
ξi
ηi

)
, (6.65)
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donde R(Ωτ) es la matriz de rotación

R(Ωτ) =

(
cos Ωτ − sin Ωτ
sin Ωτ cos Ωτ

)
. (6.66)

Obtenemos las ecuaciones de movimiento en el sistema rotatorio

(
ξ′′i
η′′i

)
= 2Ω

(
η′i
−ξ′i

)
+ Ω2

(
ξi
ηi

)
+ r2hi

(
ξi
ηi

)

mj

[
ξ2i + η2i + ξ2j + η2j − 2(ξiξj + ηiηj)

√
(1 + r2(ξ2i + η2i ))(1 + r2(ξ2j + η2j ))

+ r2((ξiξj + ηiηj)
2 + (ξ2i + η2i )(ξ

2
j + η2j ))

]−3/2 [( ξj
ηj

)
+
(
r2(ξiξj + ηiηj)

−
√

(1 + r2(ξ2i + η2i ))(1 + r2(ξ2j + η2j ))
)( ξi

ηi

)]
,

(6.67)

donde

hi = Ω2(ξ2i + η2i ) + 2Ω(ξiη
′
i − ηiξ′i) + ((ξ′2i ) + (η′2i ))− r2

1 + r2(ξ2i + η2i )
(ξiξ

′
i + ηiη

′
i)
2,

para i = 1, 2.

En el sistema podemos ver que un punto fijo es

ξ1 = 1, η1 = 0, ξ2 = 0, η2 = 0 ξ′1 = 0, η′1,= 0, ξ′2 = 0, η′2 = 0. (6.68)

La matriz Df correspondiente es una matriz de tamaño 8× 8 de la forma

Df =

(
0 I
A B

)
, (6.69)

en donde I es la matriz identidad de tamaño 4× 4. La matriz A en este caso tiene la forma

A =


a 0 b 0
0 c 0 d
b 0 a 0
0 d 0 c

 , (6.70)

donde
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a =
r2√
r2 + 1

+ Ω2 + 3Ω2r2 + 2
√
r2 + 1,

b =− 2r2 − 2,

c =Ω2 + Ω2r2 −
√
r2 + 1,

d =1.

(6.71)

La matriz B

B =


0 2Ω− 2Ωr2 0 0

−2Ω 0 0 0
0 0 0 2Ω
0 0 −2Ω 0

 . (6.72)

En este problema la velodidad angular debe cumplir

Ω2 =
4(1− r2) +m

4(1− r2)3/2
. (6.73)

Los vectores propios de Df son los ceros de la ecuación det(Df − λI) = 0. Definamos
µ tal que λ = Ωµ, por lo que buscaremos los ceros de la ecuación det(Df − ΩµI) = 0. La
condicón que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como(

0 I

A ΩB̃

)(
u
v

)
= Ωµ

(
u
v

)
, (6.74)

donde u, v están formados por las primeras y últimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Ωµ.

Aśı la condición del eigenvalor con parámetro µ se sigue de

v = Ωµu, Au+ ΩB̃Ωµu = Ωµv = Ω2µ2u. (6.75)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(µ). La condición de valor propio debe
satisfacer

p(µ) = det(A+ Ω2µB̃ − Ω2µ2I) = 0. (6.76)

Si denotamos a r2 por R entonces
A+ Ω2µB̃ − Ω2µ2I =

f1 µ

(
m+4R+4

2 (R+1)
3
2

+ R (m+4R+4)

2 (R+1)
3
2

)
−2R− 2 0

−µ (m+4R+4)

2 (R+1)
3
2

f2 0 1

−2m 0 f3
µ (m+4R+4)

2 (R+1)
3
2

0 m −µ (m+4R+4)

2 (R+1)
3
2

f4


, (6.77)
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donde

f1 =2
√
R + 1− R√

R + 1
+
m+ 4R + 4

4 (R + 1)
3
2

+
3R (m+ 4R + 4)

4 (R + 1)
3
2

− µ2 (m+ 4R + 4)

4 (R + 1)
3
2

,

f2 =
m+ 4R + 4

4 (R + 1)
3
2

−
√
R + 1 +

R (m+ 4R + 4)

4 (R + 1)
3
2

− µ2 (m+ 4R + 4)

4 (R + 1)
3
2

,

f3 =2m
√
R + 1 +

m+ 4R + 4

4 (R + 1)
3
2

− µ2 (m+ 4R + 4)

4 (R + 1)
3
2

,

f4 =
m+ 4R + 4

4 (R + 1)
3
2

−m
√
R + 1− µ2 (m+ 4R + 4)

4 (R + 1)
3
2

.

(6.78)

Cuyo determinante es

p(µ) =− 1

256(R + 1)6
(
96m4R6 + 512m4R5 + 32m4R4 µ4 + 76m4R4 µ2 + 1108m4R4

+ 128m4R3 µ4 + 296m4R3 µ2 + 1240m4R3 + 4m4R2 µ6 + 193m4R2 µ4

+ 418m4R2 µ2 + 749m4R2 + 8m4Rµ6 + 132m4Rµ4 + 256m4Rµ2

+ 228m4R−m4 µ8 + 30m4 µ4 + 56m4 µ2 + 27m4 + 256M3R7 + 256M3R6 µ2

+ 2048m3R6 + 256m3R5 µ4 + 1840m3R5 µ2 + 6608m3R5 + 1344m3R4 µ4

+ 5456m3R4 µ2 + 11376m3R4 + 48m3R3 µ6 + 2824m3R3 µ4 + 8400m3R3 µ2

+ 11352m3R3 + 144m3R2 µ6 + 2988m3R2 µ4 + 7064m3R2 µ2 + 6556m3R2

− 16m3Rµ8 + 84m3Rµ6 + 1528m3Rµ4 + 3060m3Rµ2 + 2016m3R− 16m3 µ8

− 12m3 µ6 + 276m3 µ4 + 524m3 µ2 + 252m3 + 1024m2R7 µ2 + 1024m2R7

+ 512m2R6 µ4 + 7168m2R6 µ2 + 6656m2R6 + 3584m2R5 µ4 + 22528m2R5 µ2

+ 18944m2R5 + 192m2R4 µ6 + 10256m2R4 µ4 + 40416m2R4 µ2 + 30352m2R4

+ 768m2R3 µ6 + 15488m2R3 µ4 + 44032m2R3 µ2 + 29312m2R3 − 96m2R2 µ8

+ 816m2R2 µ6 + 12704m2R2 µ4 + 28720m2R2 µ2 + 16928m2R2 − 192m2Rµ8

+ 96m2Rµ6 + 5120m2Rµ4 + 10208m2Rµ2 + 5376m2R− 96m2 µ8

− 144m2 µ6 + 720m2 µ4 + 1488m2 µ2 + 720m2 + 1024mR6 µ4 + 2048mR6 µ2

+ 1024mR6 + 256mR5 µ6 + 6144mR5 µ4 + 11520mR5 µ2 + 5632mR5

+ 1280mR4 µ6 + 15424mR4 µ4 + 27008mR4 µ2 + 12864mR4 − 256mR3 µ8

+ 1728mR3 µ6 + 19840mR3 µ4 + 33472mR3 µ2 + 15616mR3 − 768mR2 µ8

+ 64mR2 µ6 + 13056mR2 µ4 + 22848mR2 µ2 + 10624mR2 − 768mRµ8

− 1216mRµ6 + 3712mRµ4 + 8000mRµ2 + 3840mR− 256mµ8 − 576mµ6

(6.79)
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+ 192mµ4 + 1088mµ2 + 576m− 256R4 µ8 − 768R4 µ6 − 768R4 µ4 − 256R4 µ2

− 1024R3 µ8 − 3072R3 µ6 − 3072R3 µ4 − 1024R3 µ2 − 1536R2 µ8 − 4608R2 µ6

− 4608R2 µ4 − 1536R2 µ2 − 1024Rµ8 − 3072Rµ6 − 3072Rµ4 − 1024Rµ2 − 256µ8

−768µ6 − 768µ4 − 256µ2
)
.

(6.80)

Suponemos que la masa m es despreciable, entonces tomando ĺımm→0 p(µ), obtenemos

p(µ) =
µ2(µ2 + 1)3

(R + 1)2
, (6.81)

mostrando que las órbitas generadas son estables, ya que tenemos ráıces del polinomio ca-
racteŕıstico p(µ) que son puramente complejas e iguales a cero.

�

6.2. Equilibrios Relativos Hiperbólicos

Ahora pasamos al siguiente caso que es el estudio de equilibrios relativos eulerianos del
tipo hiperbólico, recordemos que estos son soluciones de las ecuaciones de movimiento en
donde las part́ıculas se mueven a lo largo de hipérbolas, esta definición la mostramos en la
sección (4.1). Mostraremos resultados sobre el problema de dos y tres cuerpos.

6.2.1. Problema de Dos Cuerpos

En esta sección mostraremos resultados sobre el problema de dos cuerpos, en donde estos
se encuentran moviéndose sobre hipérbolas sobre H2, en planos perpendiculares al plano xy,
ver figura (6.6). Comencemos con el análisis del problema de dos cuerpos con el siguiente
teorema.
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Figura 6.6: Equilibrios relativos hiperbólicos del problema de dos cuerpos en H2. Los cuerpos
se encuentran moviéndose sobre hipérbolas con x = ±cte (curvas continuas-azules), y mante-
niendo la misma distancia, en todo tiempo, medida sobre geodésicas (curva punteada-roja).

.

Teorema 6.2.1 Consideremos órbitas eulerianas del problema curvado de los dos cuerpos
con masas iguales en H2, donde el cuerpo mi tiene coordenadas qi = (xi, yi, zi). Si las masas
m1 y m2 se mueven a lo largo de hipérbolas de la forma x1 = cte, x2 = −x1, y1 = y2 =
r sinh(t), z1 = z2 = r cosh(t), t ∈ R, entonces las órbitas generadas son inestables para
cualquier r > 1.

Demostración

Para estudiar la estabilidad de equilibrios relativos hiperbólicos introduciremos coordena-
das rotatorias. Tomemos en cuenta valores de masas normalizadas. Además consideremos los
siguientes cambios de coordenadas y reescalamiento de tiempo, este último para simplificar
el valor de ω.

yi = rYi, zi = rZi, r ∈ (1,∞),

t = r
3
2 τ,

Q = (Y, Z).

(6.82)

Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, Ω =
ωt

τ
. De

esta manera tenemos
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Ω2 =
ω2t2

τ 2

=
ω2r3τ 2

τ 2

= ω2r3

=
1

4x2|x|(x2 + 1)
3
2

r3

=
1

4(r2 − 1)
3
2

.

(6.83)

Introducimos la notación

Y ′i = r
1
2 ẏi,

Y ′′i = r2ÿi,

Z ′i = r
1
2 żi,

Z ′′i = r2z̈i,

(6.84)

para i = 1, 2.
Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj(qj + (qi � qj)qi)
((qi � qj)2 − 1)

3
2

+ (q̇i � q̇i)qi

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, yj, zj) + ((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))(xi, yi, zi))

(((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))2 − 1)
3
2

+ ((ẋi, ẏi, żi)� (ẋi, ẏi, żi))(xi, yi, zi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, rYj, rZj) + ((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))(xi, rYi, rZi))

(((xi, yi, zi)� (xi, yi, zi))2 − 1)
3
2

+ ((ẋi, ẏi, żi)� (ẋi, ẏi, żi))(xi, rYi, rZi),

(6.85)

para i = 1, 2.
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Definimos fij = (qi � qj) = (xi, yi, zi) � (xi, yi, zi) = xixj + r2(YiYj − ZiZj). Entonces la
última ecuación queda

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, rYj, rZj) + fij(xi, rYi, rZi))

(f 2
ij − 1)

3
2

+ ((ẋi, ẏi, żi)� (ẋi, ẏi, żi))(xi, rYi, rZi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, rYj, rZj) + fij(xi, rYi, rZi))

(f 2
ij − 1)

3
2

+ (q̇i � q̇i)(xi, rYi, rZi), i = 1, 2.

(6.86)

Como la coordenada xi del cuerpo i se mantiene constante, entonces podemos ver el
movimiento de cada particula sobre un plano yz, es decir, para el análisis podemos omitir la
coordenada xi.

q̈i =
∑
j 6=i

mj((rYj, rZj) + fij(rYi, rZi))

(f 2
ij − 1)

3
2

+ (q̇i � q̇i)(rYi, rZi), i = 1, 2. (6.87)

Ahora, tomando en cuenta que Q′′i = r2q̈i, tenemos

Q′′i = r3
∑
j 6=i

mj((Yj, Zj) + fij(Yi, Zi))

(f 2
ij − 1)

3
2

+ r3(q̇i � q̇i)(Yi, Zi)

= r3
∑
j 6=i

mj(Qj + fijQi)

(f 2
ij − 1)

3
2

+ r3(q̇i � q̇i)Qi, i = 1, 2, 3.
(6.88)

Introducimos coordenadas rotatorias (ξi, ηi), i = 1, 2,(
Yi
Zi

)
= R(Ωτ)

(
ξi
ηi

)
, (6.89)

en donde R(Ωτ) es la matriz de rotación hiperbólica

R(Ωτ) =

(
cosh Ωτ sinh Ωτ
sinh Ωτ cosh Ωτ

)
. (6.90)

Tenemos entonces(
ξi
ηi

)
= R−1(Ωτ)

(
Yi
Zi

)
=

(
cosh Ωτ − sinh Ωτ
− sinh Ωτ cosh Ωτ

)(
Yi
Zi

)
=

(
cosh Ωτ Yi − sinh Ωτ Zi
− sinh Ωτ Yi + cosh Ωτ Zi

)
.

(6.91)

Luego
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(
ξ′i
η′i

)
=

(
Ω sinh Ωτ Yi + cosh Ωτ Y ′i − Ω cosh Ωτ Zi − sinh Ωτ Z ′i
−Ω cosh Ωτ Yi − sinh Ωτ Y i′ + Ω sinh Ωτ Zi + cosh Ωτ Z ′i

)
(6.92)

(
ξ′′i
η′′i

)
=


Ω2 cosh ΩτYi + 2Ω sinh ΩτX ′i + cos ΩτY ′′i − Ω2 sinh ΩτZi − 2Ω cosh ΩτZ ′i+

− sin ΩτZ ′′i

−Ω2 sinh ΩτYi − 2Ω cosh ΩτY ′i − sinh ΩτY ′′i + Ω2 cosh ΩτZi − 2Ω sinh ΩτZ ′i−
+ cosh ΩτZ ′′i



= Ω2

(
cosh ΩτYi − sinh ΩτZi
− sinh ΩτYi + cos ΩτZi

)
+ 2Ω

(
+ sinh ΩτY ′i − cosh ΩτZ ′i
− cosh ΩτY ′i + sinh ΩτZ ′i

)

+

(
cosh ΩτY ′′i − sinh ΩτZ ′′i
− sinh ΩτY ′′i + cosh ΩτZ ′′i

)

= Ω2

(
cosh ΩτYi − sinh ΩτZi
− sinh ΩτYi + cos ΩτZi

)
+ 2Ω

(
+ sinh ΩτY ′i − cosh ΩτZ ′i
− cosh ΩτY ′i + sinh ΩτZ ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
Y ′′i
Z ′′i

)
.

(6.93)

Sumando y restando 2

(
Ω2 cosh ΩτYi − Ω2 sinh ΩτZi
−Ω2 sinh ΩτYi + Ω2 cosh ΩτZi

)
obtenemos

(
ξ′′i
η′′i

)
= Ω2

(
cosh ΩτYi − sinh ΩτZi
− sinh ΩτYi + cosh ΩτZi

)
− 2Ω2

(
cosh ΩτYi − sinh ΩτZi
− sinh ΩτYi + cosh ΩτZi

)

+ 2Ω

(
sinh ΩτY ′i − cosh ΩτZ ′i − Ω sinh ΩτZi + Ω cosh ΩτYi
− cosh ΩτY ′i + sinh ΩτZ ′i − Ω sinh ΩτYi + Ω cosh ΩτZi

)
+R−1(Ωτ)

(
Y ′′i
Z ′′i

)

= −Ω2

(
ξi
ηi

)
− 2Ω

(
η′i
ξ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
Y ′′i
Z ′′i

)
.

(6.94)

Desarrollando los valores de Y ′′ y Z ′′ en

R−1(Ωτ)

(
Y ′′i
Z ′′i

)
, (6.95)
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y usando (6.88) y (6.89) obtenemos las ecuaciones de movimiento en un sistema rotatorio
que gira a velocidad Ω, que quedan como

(
ξ′′i
η′′i

)
= −2Ω

(
η′i
ξ′i

)
− Ω2

(
ξi
ηi

)
+ r2hi

(
ξi
ηi

)

+
3∑

j=1,j 6=i

mj

[
ξ2i − η2i + ξ2j − η2j − 2(ξiξj − ηiηj)

√
(r2(η2i − ξ2i )− 1)(r2(η2j − ξ2j )− 1)

+ r2((ξiξj − ηiηj)2 + (η2i − ξ2i )(η2j − ξ2j ))
]−3/2 [( ξj

ηj

)
+
(
r2(ξiξj − ηiηj)

−
√

(r2(η2i − ξ2i )− 1)(r2(η2j − ξ2j )− 1)
)( ξi

ηi

)]
,

(6.96)

donde

hi = Ω2(η2i − ξ2i ) + 2Ω(ηiξ
′
i − ξiη′i) + ((ξ′2i )− (η′2i )) +

r2

r2(η2i − ξ2i )− 1
(ηiη

′
i − ξiξ′i)2,

para i = 1, 2.

Podemos ver que un punto fijo del sistema es ξ1 = 0, η1 = 1, ξ2 = 0, η2 = 1, ξ′1 = 0, η′1,=
0, ξ′2 = 0, η′2 = 0.

La matriz Df correspodiente a los equilibrios relativos con estos valores de masas es una
matriz de tamaño 8× 8 de la forma

Df =

(
0 I
A B

)
, (6.97)

en donde I es la matriz identidad de tamaño 4× 4. La matriz A en este caso tiene la forma

A =


a 0 b 0
0 c 0 d
b 0 a 0
0 d 0 c

 , (6.98)

donde
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a =Ω2r2 − Ω2 − 2r2 − 1

(4r2 − 4)3/2
,

b =
1

(4r2 − 4)3/2
,

c =3Ω2r2 − Ω2 +
3(2r2 − 2)(4r2 − 2)

(4r2 − 4)5/2
− 4r2 − 1

(4r2 − 4)3/2
,

d =
3(2r2 − 2)(4r2 − 2)

(4r2 − 4)5/2
− 2r2 − 1

(4r2 − 4)3/2
.

(6.99)

La matriz B

B =


0 −2Ω 0 0

2Ωr2 − 2Ω 0 0 0
0 0 0 −2Ω
0 0 2Ωr2 − 2Ω 0

 . (6.100)

Recordemos que la velocidad angular debe satisfacer

Ω2 =
1

4(r2 − 1)3/2
. (6.101)

Usando (6.101) en las entradas de la matriz A podemos reescribir

a =− Ω2

2
,

b =
Ω2

2
,

c =Ω2(−2 + 4r2),

d =Ω2(2r2 − 1).

(6.102)

Notemos que también a la matriz Df la podemos escribir de la siguiente manera

Df =

(
0 I

Ω2Â ΩB̂

)
. (6.103)
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Los eigenvalores de la matriz Df son los ceros de la ecuación det(Df−λI) = 0. Definamos
µ de tal manera que λ = Ωµ, y aśı buscaremos los ceros de la ecuación det(Df − ΩµI) = 0.
Como vimos en la sección 5.2.1 los eigenvalores son los ceros de la ecuación D = 0, donde
D(µ) = Â+ µB̂ − µ2I.

Si denotamos a r2 por R tenemos

det(D) = p(µ) = µ8 − 4µ4R2 − 3µ6 + 4µ2R2 + 3µ4 − µ2, (6.104)

que podemos reescribir como sigue

p(µ) = (µ− 1)(µ+ 1)(µ2 − 2R− 1)(µ2 + 2R− 1)µ2. (6.105)

De la última ecuación podemos ver que la matriz Df tiene eigenvalores reales.

�

6.2.2. Problema de Tres Cuerpos

En el problema de los tres cuerpos se tienen resultados sobre el problema restringido, es
decir en el caso en donde la part́ıcula que está movéndose sobre la hipérbola que pasa por
(0, 0, 1) es de masa despreciable y las otras dos se encuentran girando sobre hipérbolas a una
distancia x, ver figura (6.7). A continuación mostraremos nuestro resultado

Figura 6.7: Equilibrios relativos hiperbólicos del problema de tres cuerpos en H2. Uno de
ellos se encuentra moviéndose sobre la hipérbola que pasa por (0, 0, 1) con x = 0 y los otros
dos se encuentran moviéndose sobre hipérbolas con x = ±cte (curvas continuas-azules), los
tres cuerpos mantienen la misma distancia, en todo tiempo, medida sobre geodésicas (curva
punteada-roja).

.
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6.2.2.1. Problema Restringido

Los resultados de estabilidad de equilibrios relativos hiperbolicos de tipo eulerianos los
mencionamos a través del siguiente

Teorema 6.2.2 Consideremos órbitas eulerianas del problema curvado de los tres cuerpos
en H2, donde el cuerpo mi tiene coordenadas qi = (xi, yi, zi). Si las masas m1 y m2 se mueven
a lo largo de hipérbolas de la forma x1 = cte, x2 = −x1, y1 = y2 = r sinh(t), z1 = z2 =
r cosh(t), t ∈ R, y la part́ıcula de m3 de masa despreciable se encuentra moviéndose sobre la
hipérbola que pasa por (0, 0, 1), entonces las órbitas generadas son inestables para cualquier
r > 1.

Demostración

Para estudiar la estabilidad de equilibrios relativos hiperbólicos introduciremos coorde-
nadas rotatorias, y consideramos una part́ıcula de masa m3 = m que se encuentra sobre
la hipérbola que pasa por (0, 0, 1) que después haremos tender a cero. Tomemos en cuenta
valores de masas m1 y m2 normalizadas. Además consideremos los siguientes cambios de
coordenadas y reescalamiento de tiempo, este último para simplificar el valor de ω.

Ω2 =
ω2t2

τ 2

=
ω2r3τ 2

τ 2

= ω2r3

=

(
m1

4x2|x|(x2 + 1)
3
2

+
m3

x2|x|(x2 + 1)
1
2

)
r3

=
m1 + 4r2m3

4(r2 − 1)
3
2

=
1 + 4r2m

4(r2 − 1)
3
2

.

(6.106)

Introducimos la notación
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Y ′i = r
1
2 ẏi,

Y ′′i = r2ÿi,

Z ′i = r
1
2 żi,

Z ′′i = r2z̈i,

(6.107)

para i = 1, 2, 3.
Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj(qj + (qi � qj)qi)
((qi � qj)2 − 1)

3
2

+ (q̇i � q̇i)qi

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, yj, zj) + ((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))(xi, yi, zi))

(((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))2 − 1)
3
2

+ ((ẋi, ẏi, żi)� (ẋi, ẏi, żi))(xi, yi, zi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, rYj, rZj) + ((xi, yi, zi)� (xj, yj, zj))(xi, rYi, rZi))

(((xi, yi, zi)� (xi, yi, zi))2 − 1)
3
2

+ ((ẋi, ẏi, żi)� (ẋi, ẏi, żi))(xi, rYi, rZi),

(6.108)

para i = 1, 2, 3.

Definimos fij = (qi � qj) = (xi, yi, zi) � (xi, yi, zi) = xixj + r2(YiYj − ZiZj). Entonces la
última ecuación queda

q̈i =
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, rYj, rZj) + fij(xi, rYi, rZi))

(f 2
ij − 1)

3
2

+ ((ẋi, ẏi, żi)� (ẋi, ẏi, żi))(xi, rYi, rZi)

=
3∑

j=1,j 6=i

mj((xj, rYj, rZj) + fij(xi, rYi, rZi))

(f 2
ij − 1)

3
2

+ (q̇i � q̇i)(xi, rYi, rZi), i = 1, 2, 3.

(6.109)

Como la coordenada xi del cuerpo i se mantiene constante, entonces podemos ver el
movimiento de cada particula sobre un plano yz, es decir, para el análisis podemos omitir la
coordenada xi.

q̈i =
∑
j 6=i

mj((rYj, rZj) + fij(rYi, rZi))

(f 2
ij − 1)

3
2

+ (q̇i � q̇i)(rYi, rZi), i = 1, 2, 3. (6.110)
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Ahora, tomando en cuenta que Q′′i = r2q̈i, tenemos

Q′′i = r3
∑
j 6=i

mj((Yj, Zj) + fij(Yi, Zi))

(f 2
ij − 1)

3
2

+ r3(q̇i � q̇i)(Yi, Zi)

= r3
∑
j 6=i

mj(Qj + fijQi)

(f 2
ij − 1)

3
2

+ r3(q̇i � q̇i)Qi, i = 1, 2, 3.
(6.111)

Introducimos coordenadas rotatorias (ξi, ηi), i = 1, 2, 3,

(
Yi
Zi

)
= R(Ωτ)

(
ξi
ηi

)
, (6.112)

en donde R(Ωτ) es la matriz de rotación hiperbólica

R(Ωτ) =

(
cosh Ωτ sinh Ωτ
sinh Ωτ cosh Ωτ

)
. (6.113)

Tenemos entonces

(
ξi
ηi

)
=R−1(Ωτ)

(
Yi
Zi

)
=

(
cosh Ωτ − sinh Ωτ
− sinh Ωτ cosh Ωτ

)(
Yi
Zi

)
=

(
cosh Ωτ Yi − sinh Ωτ Zi
− sinh Ωτ Yi + cosh Ωτ Zi

)
.

(6.114)

Luego

(
ξ′i
η′i

)
=

(
Ω sinh Ωτ Yi + cosh Ωτ Y ′i − Ω cosh Ωτ Zi − sinh Ωτ Z ′i
−Ω cosh Ωτ Yi − sinh Ωτ Y i′ + Ω sinh Ωτ Zi + cosh Ωτ Z ′i

)
(6.115)
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(
ξ′′i
η′′i

)
=


Ω2 cosh ΩτYi + 2Ω sinh ΩτX ′i + cos ΩτY ′′i − Ω2 sinh ΩτZi − 2Ω cosh ΩτZ ′i+

− sin ΩτZ ′′i

−Ω2 sinh ΩτYi − 2Ω cosh ΩτY ′i − sinh ΩτY ′′i + Ω2 cosh ΩτZi − 2Ω sinh ΩτZ ′i−
+ cosh ΩτZ ′′i



= Ω2

(
cosh ΩτYi − sinh ΩτZi
− sinh ΩτYi + cos ΩτZi

)
+ 2Ω

(
+ sinh ΩτY ′i − cosh ΩτZ ′i
− cosh ΩτY ′i + sinh ΩτZ ′i

)

+

(
cosh ΩτY ′′i − sinh ΩτZ ′′i
− sinh ΩτY ′′i + cosh ΩτZ ′′i

)

= Ω2

(
cosh ΩτYi − sinh ΩτZi
− sinh ΩτYi + cos ΩτZi

)
+ 2Ω

(
+ sinh ΩτY ′i − cosh ΩτZ ′i
− cosh ΩτY ′i + sinh ΩτZ ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
Y ′′i
Z ′′i

)
.

(6.116)

Sumando y restando 2

(
Ω2 cosh ΩτYi − Ω2 sinh ΩτZi
−Ω2 sinh ΩτYi + Ω2 cosh ΩτZi

)
obtenemos

(
ξ′′i
η′′i

)
= Ω2

(
cosh ΩτYi − sinh ΩτZi
− sinh ΩτYi + cosh ΩτZi

)
− 2Ω2

(
cosh ΩτYi − sinh ΩτZi
− sinh ΩτYi + cosh ΩτZi

)

+ 2Ω

(
sinh ΩτY ′i − cosh ΩτZ ′i − Ω sinh ΩτZi + Ω cosh ΩτYi
− cosh ΩτY ′i + sinh ΩτZ ′i − Ω sinh ΩτYi + Ω cosh ΩτZi

)
+R−1(Ωτ)

(
Y ′′i
Z ′′i

)

= −Ω2

(
ξi
ηi

)
− 2Ω

(
η′i
ξ′i

)
+R−1(Ωτ)

(
Y ′′i
Z ′′i

)
.

(6.117)

Desarrollando los valores de Y ′′ y Z ′′ en

R−1(Ωτ)

(
Y ′′i
Z ′′i

)
, (6.118)

y usando (6.111) y (6.112) obtenemos las ecuaciones de movimiento en un sistema rotatorio
que gira a velocidad Ω, que quedan como
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(
ξ′′i
η′′i

)
= −2Ω

(
η′i
ξ′i

)
− Ω2

(
ξi
ηi

)
+ r2hi

(
ξi
ηi

)

+
3∑

j=1,j 6=i

mj

[
ξ2i − η2i + ξ2j − η2j − 2(ξiξj − ηiηj)

√
(r2(η2i − ξ2i )− 1)(r2(η2j − ξ2j )− 1)

+ r2((ξiξj − ηiηj)2 + (η2i − ξ2i )(η2j − ξ2j ))
]−3/2 [( ξj

ηj

)
+
(
r2(ξiξj − ηiηj)

−
√

(r2(η2i − ξ2i )− 1)(r2(η2j − ξ2j )− 1)
)( ξi

ηi

)]
,

(6.119)

donde

hi = Ω2(η2i − ξ2i ) + 2Ω(ηiξ
′
i − ξiη′i) + ((ξ′2i )− (η′2i )) +

r2

r2(η2i − ξ2i )− 1
(ηiη

′
i − ξiξ′i)2,

para i = 1, 2, 3.

Podemos ver que un punto fijo del sistema es ξ1 = 0, η1 = 1, ξ2 = 0, η2 = 1, ξ3 = 0, η3 =
1, ξ′1 = 0, η′1,= 0, ξ′2 = 0, η′2 = 0, ξ′3 = 0, η′3 = 0.

Estudiaremos los eigenvalores del campo vectorial de la diferencial de la función de la
parte derecha de (6.119), escrito como un sistema de 12 ecuaciones evaluado en el punto fijo
que acabamos de mostrar.

La estructura de dicho campo vectorial tiene la forma de la siguiente matriz cuadrada

Df =

(
0 I
A B

)
, (6.120)

donde I es la matriz identidad de tamaño 6× 6, y A y B están dadas de la siguiente forma

B =


0 −2Ω 0 0 0 0

2Ωr2 − 2Ω 0 0 0 0 0
0 0 0 −2Ω 0 0
0 0 2Ωr2 − 2Ω 0 0 0
0 0 0 0 0 −2Ω
0 0 0 0 2Ωr2 − 2Ω 0

 , (6.121)
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A =


a 0 b 0 e ∗m 0
0 c 0 d 0 f ∗m
b 0 a 0 e ∗m 0
0 k 0 v 0 f ∗m
g 0 g 0 h 0
0 i 0 i 0 j

 , (6.122)

donde a, b, c, d, e, f, g, h están dados por los siguientes valores

a =
r2 (4 r2m+ 1)

4 (r2 − 1)
3
2

− 4 r2m+ 1

4 (r2 − 1)
3
2

− 2 r2 − 1

8 (r2 − 1)
3
2

−
√

2 r2m

4 (r2 − 1)
3
2

,

b =
1

8 (r2 − 1)
3
2

,

c =
6 r2 − 3

8 (r2 − 1)
3
2

− 4 r2 − 1

8 (r2 − 1)
3
2

− 4 r2m+ 1

4 (r2 − 1)
3
2

+
3 r2 (4 r2m+ 1)

4 (r2 − 1)
3
2

+
3
√

2m (2 r2 − 1)

8 (r2 − 1)
3
2

−
√

2 r2m

2 (r2 − 1)
3
2

,

d =
6 r2 − 3

8 (r2 − 1)
3
2

− 2 r2 − 1

8 (r2 − 1)
3
2

,
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e =

√
2

4 (r2 − 1)
3
2

,

f =

√
2 (6 r2 − 3)

8 (r2 − 1)
3
2

−
√

2

4
√
r2 − 1

,

g =

√
2

4 (r2 − 1)
3
2

,

h =
r2 (4 r2 + 1)

4 (r2 − 1)
3
2

−
√

2 r2

2 (r2 − 1)
3
2

− 4 r2 + 1

4 (r2 − 1)
3
2

,

i =

√
2 (6 r2 − 3)

8 (r2 − 1)
3
2

−
√

2

4
√
r2 − 1

,

j =
3 r2 (4 r2 + 1)

4 (r2 − 1)
3
2

−
√

2 r2

(r2 − 1)
3
2

− 4 r2 + 1

4 (r2 − 1)
3
2

+

√
2 (6 r2 − 3)

4 (r2 − 1)
3
2

,

k =
6 r2 − 3

8 (r2 − 1)
3
2

− 2 r2 − 1

8 (r2 − 1)
3
2

−
√

2 r2m

4 (r2 − 1)
3
2

,

v =
6 r2 − 3

8 (r2 − 1)
3
2

− 4 r2 − 1

8 (r2 − 1)
3
2

− 4 r2m+ 1

4 (r2 − 1)
3
2

+
3 r2 (4 r2m+ 1)

4 (r2 − 1)
3
2

+
3
√

2m (2 r2 − 1)

8 (r2 − 1)
3
2

−
√

2 r2m

4 (r2 − 1)
3
2

.

(6.123)

A la matriz Df la podemos reescribir como

Df =

(
0 I

A ΩB̃

)
, (6.124)

con

B̃ =


0 −2 0 0 0 0

2r2 − 2 0 0 0 0 0
0 0 0 −2 0 0
0 0 2r2 − 2 0 0 0
0 0 0 0 0 −2
0 0 0 0 2r2 − 2 0

 . (6.125)
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Los vectores propios de Df son los ceros de la ecuación det(Df − λI) = 0. Definamos
µ tal que λ = Ωµ, por lo que buscaremos los ceros de la ecuación det(Df − ΩµI) = 0. La
condicón que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como

(
0 I

A ΩB̃

)(
u
v

)
= Ωµ

(
u
v

)
, (6.126)

donde u, v están formados por las primeras y últimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Ωµ.

Aśı la condición del eigenvalor con parámetro µ se sigue de

v = Ωµu, Au+ ΩB̃Ωµu = Ωµv = Ω2µ2u. (6.127)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(µ). La condición de valor propio debe
satisfacer

p(µ) = det(A+ Ω2µB̃ − Ω2µ2) = 0. (6.128)

Si denotamos a r2 por R entonces



124 6.2. EQUILIBRIOS RELATIVOS HIPERBÓLICOS

p(µ) = − 1

8192 (R− 1)9

(
24m− 228Rm+ 72

√
2m+ 16µ2R− 48µ4R + 48µ6R− 16µ8R

+ 6
√

2µ2 − 12
√

2µ4 + 12
√

2µ8 − 6
√

2µ10 − 46µ2m+ 66µ4m− 18µ6m− 26µ8m

− 864Rm2 + 492R2m+ 1496Rm3 + 360R3m+ 480Rm4 − 2088R4m+ 1920R5m

− 480R6m+ 48
√

2m2 + 96
√

2m3 + 2µ2 − 10µ4 + 20µ6 − 20µ8 + 10µ10 − 2µ12

− 18µ2R2 − 64µ2R3 + 40µ2R4 + 54µ4R2 + 64µ4R3 − 40µ4R4 − 54µ6R2 + 18µ8R2

+ 280m2 + 36m3 + 151µ2m2 + 72µ2m3 + 145µ4m2 + 36µ4m3 + 9µ6m2 − 9µ8m2

− 1880R2m2 − 8980R2m3 + 10648R3m2 − 210R2m4 + 4284R3m3 − 9808R4m2 + 576R2m5

− 18068R3m4 + 62324R4m3 − 12280R5m2 − 6096R3m5 + 43882R4m4 − 150632R5m3

+ 23888R6m2 + 5664R4m5 + 106556R5m4 + 116624R6m3 − 11904R7m2 − 2592R4m6

+ 45072R5m5 − 570816R6m4 − 6592R7m3 + 1920R8m2 + 14016R5m6 + 31840R6m5

+ 921184R7m4 − 24704R8m3 − 14688R6m6 − 744192R7m5 − 733376R8m4 + 6144R9m3

+ 17600R7m6 + 1823744R8m5 + 319488R9m4 − 299520R8m6 − 1998336R9m5 − 69120R10m4

+ 1000960R9m6 + 1099776R10m5 − 1379328R10m6 − 258048R11m5 + 884736R11m6

− 221184R12m6 − 32
√

2µ2R2 + 24
√

2µ2R3 + 32
√

2µ2R4 + 24
√

2µ4R2

− 24
√

2µ4R3 − 32
√

2µ4R4 + 8
√

2µ8R2 − 1598µ2Rm2 − 840µ2R2m+ 248µ2Rm3

− 1408µ2R3m+ 576µ2Rm4 + 2544µ2R4m+ 882µ4Rm2 + 128µ4R2m− 1472µ2R5m

+ 1148µ4Rm3 + 1152µ4R3m+ 320µ2R6m+ 288µ4Rm4 − 792µ4R4m− 326µ6Rm2

+ 92µ6R2m+ 192µ4R5m+ 108µ6Rm3 − 424µ6R3m− 64µ6R4m− 422µ8Rm2

− 40µ8R2m− 144µ8Rm3 + 176µ8R3m+ 96
√

2µ2m3 − 48
√

2µ4m2 − 4422
√

2R2m2

− 3610
√

2R2m3 + 14836
√

2R3m2 − 148
√

2R2m4 − 5103
√

2R3m3 − 19888
√

2R4m2

+ 144
√

2R2m5 − 15340
√

2R3m4 + 62230
√

2R4m3 + 7016
√

2R5m2 − 1632
√

2R3m5

+ 47140
√

2R4m4 − 131364
√

2R5m3 + 9616
√

2R6m2 − 12016
√

2R4m5 + 15960
√

2R5m4

+ 93432
√

2R6m3 + 1152
√

2R5m6 − 215776
√

2R6m5 + 317072
√

2R7m4 − 59200
√

2R8m3

− 9024
√

2R7m2 − 1152
√

2R4m6 + 102880
√

2R5m5 − 239280
√

2R6m4 + 24608
√

2R7m3

+ 42880
√

2R6m6 + 1536
√

2R8m2 + 64192
√

2R7m5 − 54528
√

2R8m4 + 18432
√

2R9m3

− 186752
√

2R7m6 + 257280
√

2R8m5 − 138880
√

2R9m4 + 282880
√

2R8m6 − 207360
√

2R9m5

+ 67584
√

2R10m4 − 120576
√

2R9m6 − 61440
√

2R10m5 − 73728
√

2R10m6 + 73728
√

2R11m5

+ 55296
√

2R11m6 − 414
√

2Rm+ 10777µ2R2m2 − 9268µ2R2m3 − 21502µ2R3m2

+ 68136µ2R3m3 + 3588µ2R4m2 − 9135µ4R2m2 + 1152µ2R2m5 − 7832µ2R3m4
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+ 13344µ2R5m2 + 5392µ4R2m3 + 13870µ4R3m2 − 7968µ2R3m5 + 167264µ2R4m4

+ 160672µ2R5m3 − 174104µ2R4m3 − 3452µ2R2m4 − 5280µ2R6m2 + 2494µ4R2m4

− 55216µ4R3m3 − 3516µ4R4m2 + 9772µ6R2m2 + 32704µ2R4m5 − 604000µ2R5m4

− 65952µ2R6m3 − 256µ2R7m2 + 576µ4R2m5 + 16676µ4R3m4 + 127376µ4R4m3

− 6080µ4R5m2 − 1920µ6R2m3 − 7856µ6R3m2 + 576µ2R4m6 + 102848µ2R5m5

+ 860672µ2R6m4 + 32128µ2R7m3 + 1968µ4R3m5 − 162496µ4R4m4 − 119168µ4R5m3

+ 2880µ4R6m2 + 432µ6R2m4 + 59712µ6R3m3 + 2528µ6R4m2 − 5908µ8R2m2

+ 24960µ2R5m6 − 846336µ2R6m5 − 587648µ2R7m4 − 9216µ2R8m3 + 15904µ4R4m5

+ 481760µ4R5m4 + 39040µ4R6m3 − 3264µ6R3m4 − 78560µ6R4m3 − 768µ6R5m2

− 2592µ8R2m3 + 2304µ8R3m2 − 54784µ2R6m6 + 1710080µ2R7m5 + 202240µ2R8m4

+ 4320µ4R4m6 − 220160µ4R5m5 − 609984µ4R6m4 − 7168µ4R7m3 + 576µ6R3m5

+ 186752µ6R4m4 + 41088µ6R5m3 − 864µ8R2m4 − 33728µ8R3m3 − 352µ8R4m2

+ 2560µ10R2m2 − 285184µ2R7m6 − 1454592µ2R8m5 − 12288µ2R9m4 − 16320µ4R5m6

+ 832000µ4R6m5 + 356352µ4R7m4 + 5632µ6R4m5 − 313984µ6R5m4 − 3072µ6R6m3

− 7232µ8R3m4 + 22784µ8R4m3 + 1065984µ2R8m6 + 485376µ2R9m5 − 98560µ4R6m6

− 1202688µ4R7m5 − 109056µ4R8m4 + 282112µ6R5m5 + 186368µ6R6m4 − 2304µ8R3m5

− 106368µ8R4m4 − 10752µ8R5m3 + 14080µ10R3m3 − 480µ12R2m2 − 1185792µ2R9m6

+ 548864µ4R7m6 + 827392µ4R8m5 + 16896µ6R5m6 − 574976µ6R6m5 − 4096µ6R7m4

− 8192µ8R4m5 + 88064µ8R5m4 + 442368µ2R10m6 − 819200µ4R8m6 − 282624µ4R9m5

+ 154624µ6R6m6 + 376832µ6R7m5 − 2304µ8R4m6 − 176128µ8R5m5 − 51712µ8R6m4

+ 43520µ10R4m4 − 2560µ12R3m3 + 589824µ4R9m6 − 395264µ6R7m6 − 1536µ8R5m6

+ 153600µ8R6m5 − 221184µ4R10m6 + 294912µ6R8m6 − 119808µ8R6m6 − 102400µ8R7m5

+ 71680µ10R5m5 − 7680µ12R4m4 + 98304µ8R7m6 − 73728µ8R8m6+

49152µ10R6m6 − 12288µ12R5m5 − 8192µ12R6m6 − 6
√

2µ2R + 18
√

2µ4R

− 18
√

2µ6R + 6
√

2µ8R + 602µ2Rm− 648µ4Rm+ 758µ6Rm− 540µ8Rm

+ 248µ10Rm− 48µ12Rm− 120
√

2µ2m+ 30
√

2µ4m+ 6
√

2µ6m

+ 18
√

2µ8m− 6
√

2µ10m+ 282
√

2Rm2 + 888
√

2R2m+ 479
√

2Rm3

− 834
√

2R3m+ 420
√

2Rm4 + 72
√

2R4m+ 600
√

2R5m− 384
√

2R6m

+ 718
√

2µ2Rm− 320
√

2µ4Rm− 120
√

2µ6Rm+ 254
√

2µ8Rm

− 118
√

2µ10Rm− 1010
√

2µ2Rm2 − 1148
√

2µ2R2m− 424
√

2µ2Rm3
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− 30
√

2µ2R3m+ 420
√

2µ2Rm4 + 988
√

2µ2R4m+ 760
√

2µ2R4m2

+ 258
√

2µ4Rm2 + 302
√

2µ4R2m− 272
√

2µ2R5m− 741
√

2µ4Rm3

+ 542
√

2µ4R3m+ 256
√

2µ2R6m− 700
√

2µ4R4m− 130
√

2µ6Rm2

− 78
√

2µ6R2m− 128
√

2µ4R5m− 18
√

2µ6Rm3 − 346
√

2µ6R3m

+ 360
√

2µ8Rm2 + 132
√

2µ8R2m+ 160
√

2µ8R3m− 120
√

2µ10Rm2

+ 6600
√

2µ2R2m2 − 1068
√

2µ2R2m3 − 11780
√

2µ2R3m2 − 3280
√

2µ2R2m4

+ 23542
√

2µ2R3m3 − 2978
√

2µ4R2m2 + 144
√

2µ2R2m5 + 13636
√

2µ2R3m4

− 59944
√

2µ2R4m3 + 13392
√

2µ2R5m2 + 1250
√

2µ4R2m3 + 3196
√

2µ4R3m2

− 6048
√

2µ2R3m5 + 25976
√

2µ2R4m4 + 19540
√

2µ2R5m3 − 7680
√

2µ2R6m2

− 3552
√

2µ4R2m4 − 13836
√

2µ4R3m3 + 2896
√

2µ4R4m2 − 1132
√

2µ6R2m2

+ 42512
√

2µ2R4m5 − 168480
√

2µ2R5m4 + 68384
√

2µ2R6m3 + 2048
√

2µ2R7m2

+ 4504
√

2µ4R3m4 + 18488
√

2µ4R4m3 − 5944
√

2µ4R5m2 − 2304
√

2µ6R2m3

+ 472
√

2µ6R3m2 + 1152
√

2µ2R4m6 − 50336
√

2µ2R5m5 + 146352
√

2µ2R6m4

− 47584
√

2µ2R7m3 − 5136
√

2µ4R3m5 − 34800
√

2µ4R4m4 + 1952
√

2µ4R5m3

+ 2304
√

2µ4R6m2 − 216
√

2µ6R2m4 − 1620
√

2µ6R3m3 − 5128
√

2µ6R4m2

+ 2144
√

2µ8R2m2 + 19200
√

2µ2R5m6 − 171776
√

2µ2R6m5 + 120448
√

2µ2R7m4

+ 4096
√

2µ2R8m3 + 3680
√

2µ4R4m5 + 51248
√

2µ4R5m4 − 19648
√

2µ4R6m3

− 11328
√

2µ6R3m4 + 416
√

2µ6R4m3 + 2880
√

2µ8R2m3 + 1176
√

2µ8R3m2

− 89216
√

2µ2R6m6 + 344256
√

2µ2R7m5 − 126080
√

2µ2R8m4 + 1152
√

2µ4R4m6

− 40768
√

2µ4R5m5 − 16896
√

2µ4R6m4 + 19456
√

2µ4R7m3 − 864
√

2µ6R3m5

+ 12432
√

2µ6R4m4 − 28128
√

2µ6R5m3 + 9024
√

2µ8R3m3 + 1280
√

2µ8R4m2

− 920
√

2µ10R2m2 + 36864
√

2µ2R7m6 − 28160
√

2µ2R8m5 − 12672
√

2µ4R5m6

+ 64768
√

2µ4R6m5 − 18048
√

2µ4R7m4 − 20992
√

2µ6R4m5 − 21120
√

2µ6R5m4

+ 11520
√

2µ8R3m4 + 5376
√

2µ8R4m3 − 960
√

2µ10R2m3 + 191744
√

2µ2R8m6

− 127488
√

2µ2R9m5 − 7936
√

2µ4R6m6 − 33792
√

2µ4R7m5 + 53248
√

2µ4R8m4

− 1152
√

2µ6R4m6 + 41024
√

2µ6R5m5 − 66688
√

2µ6R6m4 + 18944
√

2µ8R4m4

+ 5120
√

2µ8R5m3 − 3520
√

2µ10R3m3 − 178176
√

2µ2R9m6 + 39680
√

2µ4R7m6

+ 25600
√

2µ4R8m5 − 10752
√

2µ6R5m6 − 78848
√

2µ6R6m5 + 23040
√

2µ8R4m5
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+ 13056
√

2µ8R5m4 − 3840
√

2µ10R3m4 + 18432
√

2µ2R10m6 − 24576
√

2µ4R8m6

+ 49152
√

2µ4R9m5 + 28416
√

2µ6R6m6 − 53248
√

2µ6R7m5 + 15872
√

2µ8R5m5

+ 10240
√

2µ8R6m4 − 6400
√

2µ10R4m4 + 36864
√

2µ4R9m6 − 77824
√

2µ6R7m6

+ 18432
√

2µ8R5m6 + 15360
√

2µ8R6m5 − 7680
√

2µ10R4m5 + 12288
√

2µ6R8m6

+ 8192
√

2µ8R7m5 − 3584
√

2µ10R5m5 + 6144
√

2µ8R7m6 − 6144
√

2µ10R5m6

+2048
√

2µ10R6m6
)
.

Cuando tomamos m→ 0

p(µ) =
1

1024(R− 1)9
µ2 · (µ+ 1) · (µ− 1) ·

((
2
√

2 +
5

2

)
µ2 − 2

√
2−R

(
4
√

2 + 5
)
− 5

2

)
·(

µ4 +
(

3
√

2− 2
)
µ2 +

(
−4
√

2− 5
)
R2 +

(
8− 3

√
2
)
R + 3

√
2 + 1

)
·((

2
√

2

7
− 5

14

)
µ2 − 2

√
2

7
+R

(
4
√

2

7
− 5

7

)
+

5

14

)
.

(6.129)

El factor (µ−1) nos muestra una ráız real positiva, suficiente para concluir que las órbitas
generadas son inestables.

�

OBSERVACIÓN 3 Como hemos visto en los equilibrios relativos del problema de dos cuer-
pos en S2 y en los equilibrios relativos eĺıpticos en H2 la estabilidad se comporta muy diferente
dependiendo del espacio fase que tomemos en cuenta, esto es algo que no sucede en los equili-
brios relativos hiperbólicos ya que tenemos el mismo resultado independientemente del espacio
fase en el que se exponga el problema.

De forma análoga a como lo hemos estado haciendo primero consideramos el espacio fase

(R2n \ 4)× TR2n ⊆ R8, (6.130)

donde TR2n es el haz tangente de R2n, (n = 2).

Por otra parte si consideramos tres part́ıculas, en donde una de ellas de masa m en el
punto (0, 0, 1), el problema está planteado en el espacio fase

(R2n \ 4)× TR2n ⊆ R12, (6.131)
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y TR2n es el haz tangente de R2n, (n = 3).

En ambos casos 4 está dado por las correspondientes singularidades, explicadas en la
sección (2.5).



Caṕıtulo 7

Conclusiones

Terminaremos nuestro trabajo de tesis resumiendo nuestros resultados en este caṕıtulo.
Como vimos el planteamiento del problema de estabilidad de equilibrios relativos del proble-
ma curvado de los n−cuerpos no es tan complicado, sin embargo su análisis se dificulta ya
que se analizan matrices y sus respectivos polinomios caracteŕısticos que están expresados
en la variable µ (grado 12) y cuyos coeficientes son funciones racionales dependientes de las
variables de las masas, m,M (grado 6) y la posición de las part́ıculas, z (grado 9). A pesar
de la dificultad logramos obtener las siguientes conclusiones, recordando que los resultados
son referentes a estabilidad de tipo espectral.

Problema de dos y tres cuerpos en S2

(a) Consideremos órbitas periódicas del problema curvado de dos cuerpos en S2. Si
los cuerpos con masas m1 = m2 se encuentran fijas en los lados opuestos de un
ćırulo que gira uniformemente en un plano paralelo al ecuador z = 0, entonces
para z ∈ (−1, 1) las órbitas generadas son estables si 1 > |z| ≥ 1√

2
e inestables si

0 < |z| < 1√
2
.

(b) Consideremos órbitas eulerianas periódicas del problema curvado de tres cuerpos
en S2 con masas m1 = m2 fijas en los lados opuestos de un ćırculo que rota
uniformemente en un plano paralelo al ecuador z = 0, y la part́ıcula m3 de ma-
sa despreciable fija en el polo norte (0, 0, 1), entonces las órbitas generadas son
inestables para z > 0, y además este tipo de órbitas no existen si 0 > z > −1.

(c) Consideremos órbitas eulerianas periódicas del problema curvado de tres cuerpos
en S2, con masas m1 = m2 = m3, en donde m1 y m2 se encuentran fijas en
los lados opuestos de un ćırculo que rota uniformemente en un plano paralelo
al ecuador z = 0, y la part́ıcula m3 fija en el polo norte (0, 0, 1), entonces para
z ∈ (−1/2, 0) ∪ (0, 1) las órbitas generadas son inestables, y el movimiento no es
posible si z ∈ (−1,−1/2).

(d) Consideremos órbitas eulerianas del problema curvado de tres cuerpos en S2, con
dos masas despreciables fijas en los lados opuestos de un ćırculo que rota uniforme-
mente en un plano paralelo al ecuador z = 0, y una part́ıcula con masa m fija en
el polo norte (0, 0, 1), entonces para z ∈ (0, 1) las órbitas generadas son estables.
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Problema de dos y tres cuerpos en H2

Equilibrios relativos eĺıpticos

(e) Consideremos órbitas periódicas del problema curvado de dos cuerpos en H2. Si
los cuerpos con masas m1 = m2 se encuentran fijos en los lados opuestos de un
ćırulo que gira uniformemente en un plano paralelo al plano xy, entonces para
z ∈ (1,∞) las órbitas generadas son estables si 1 < z <

√
3√
2

e inestables si z >
√
3√
2
.

(f) Consideremos órbitas eulerianas del problema curvado de tres cuerpos en H2, con
masas m1 = m2 fijas en los lados opuestos de un ćırculo que gira uniformemete
un un plano paralelo al plano xy a altura z, y la part́ıcula m3 con masa despre-
ciable fija en el punto (0, 0, 1), entonces para z ∈ (1,∞) las órbitas generadas son
inestables.

(g) Consideremos órbitas eulerianas periódicas del problema curvado de tres cuerpos
en H2, con masas m1 = m2 = m3, en donde m1 y m2 se encuentran fijas en los
lados opuestos de un ćırculo que rota uniformemente y de forma paralela al plano
xy, y la part́ıcula m3 fija en el punto (0, 0, 1), entonces para cualquier z > 1 las
órbitas generadas son inestables.

(h) Consideremos órbitas eulerianas eĺıpticas del problema curvado de tres cuerpos en
H2, con dos masas despreciables fijas en los lados opuestos de un ćırculo que rota
uniformemente en un plano paralelo al plano xy, y una part́ıcula de masa m = 1 fi-
ja en el punto (0, 0, 1), entonces para z ∈ (1,∞) las órbitas generadas son estables.

Equilibrios relativos hiperbólicos

(i) Consideremos órbitas eulerianas del problema curvado de los dos cuerpos con
masas iguales en H2, donde el cuerpo mi tiene coordenadas qi = (xi, yi, zi). Si las
masas m1 y m2 se mueven a lo largo de hipérbolas de la forma x1 = cte, x2 =
−x1, y1 = y2 = r sinh(t), z1 = z2 = r cosh(t), t ∈ R, entonces las órbitas
generadas son inestables para cualquier r > 1.

(j) Consideremos órbitas eulerianas del problema curvado de los tres cuerpos en H2,
donde el cuerpo mi tiene coordenadas qi = (xi, yi, zi). Si las masas m1 y m2 se
mueven a lo largo de hipérbolas de la forma x1 = cte, x2 = −x1, y1 = y2 =
r sinh(t), z1 = z2 = r cosh(t), t ∈ R, y la part́ıcula de m3 de masa despreciable
se encuentra moviéndose sobre la hipérbola que pasa por (0, 0, 1), entonces las
órbitas generadas son inestables para cualquier r > 1.

Perspectivas

El estudio de los n−cuerpos en espacios curvados es muy reciente por lo que aún existen
muchos caminos por explorar, como mencionamos en la introducción se han hecho estudios
sobre movimientos de tipo lagrangiano, que junto con nuestro trabajo dan una idea más clara
de lo que sucede con ciertos tipos de movimientos del problema de tres cuerpos. Como trabajo
posterior a éste se tiene como proyecto analizar el problema de los tres cuerpos en espacios
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curvados de manera un poco más general, observando colisiones, escapes o valores de enerǵıa
por ejemplo. Como sabemos, el problema newtoniano de tres cuerpos es un problema bas-
tante complicado, de éste se conocen sólo las soluciones homográficas, para poder entender
mejor este problema usualmente se trabaja en modelos donde se imponen ciertas simetŕıas.
Debido a la complejidad que se presenta en espacios curvados hemos considerado estudiar la
dinámica del problema en S2 y en H2 también tomando en cuenta algunas simetŕıas sobre
masas y posiciones de las part́ıculas. Un ejemplo inmediato de este tipo de problemas es
el llamado problema isósceles, que consiste en estudiar la dinámica de tres part́ıculas que
forman en todo tiempo una figura de triángulo isósceles.

A pesar de las dificultades que se tienen en el problema de los tres cuerpos se han he-
cho algunos trabajos sobre ciertos tipos de movimientos del problema de los 4 cuerpos en
espacios curvados como en [8], y en lo que también podŕıa continuar este trabajo es en ana-
lizar también algún otro tipo de movimiento generado por el problema de los 4 cuerpos en H2.

Debido a que el estudio de este tipo de problemas es muy reciente el camino a seguir es
muy variado.
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Apéndice

En esta sección mostraremos algunas ideas básicas del modelo propuesto por Weierstrass
del plano hiperbólico. Este modelo es el que se ha utilizado para mostrar resultados del pro-
blema de n cuerpos en espacios de curvatura constante negativa.

El modelo de Weierstrass esta construideo a partir de una de las hojas del hiperbo-
loide dado por la ecuación x2 + y2 − z2 = −1 en el espacio de Minkowski de dimensión
3, M3 = (R3,�), en donde (�) representa el producto interno de Lorentz, definido como
a � b = axbx + ayby − azbz, con a = (ax, ay, az) y b = (bx, by, bz). Escogemos la hoja del
hiperboloide, identificado con el plano de Bolyai-Lovachevski, denotado por H2.

Una transformación T : M3 → M3 es ortogonal si T (a) � T (a) = a � a para cualquier
a ∈M3. El grupo de transformaciones ortogonales junto con el producto interior de Lorentz
forma el grupo ortogonal O(M3), dado por las matrices de determinante 1 y −1. Entonces el
grupo SO(M3) de transformaciones de determinante 1 es un subgrupo de O(M3). Otro sub-
grupo de O(M3) es G(M3), formado por las transformaciones T que dejan a H2 invariante.
De hecho G(M3) contiene al subgrupo Lor = G(M3) ∩ SO(M3).

Definamos las rotaciones de Lorentz alrededor de un eje como los subgrupos uniparamétri-
cos de Lor(M3) que dejan los ejes fijos. El teorema del eje principal nos dice que todas las
transformaciones de Lorentz tienen una de las siguientes formas [15]

A = P

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

P−1, (1)

B = P

 1 0 0
0 cosh s sinh s
0 sinh s cosh s

P−1 (2)

o

C = P

 1 −t t
t 1− t2/2 t2/2
t −t2/2 1 + t2/2

P−1, (3)
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donde θ ∈ [0, 2π), s, t ∈ R, y P ∈ Lor(M3). Éstas son llamadas transformaciones eĺıpticas,
hiperbólicas y parabólicas, respectivamente. Las transformaciones eĺıpticas son rotaciones al-
rededor del eje z; las transformaciones hiperbólicas son rotaciones alrededor del eje x; y las
transformaciones parabólicas son rotaciones alrededor de la linea y = z, x = 0.

Cabe mencionar que geodésicas en H2 son hipérbolas que se obtienen con la intersección
del hiperboloide y planos que pasan por el origen del sistema coordenado. Para cualquiera
dos puntos distintos a y b de H2 pasa una única geodésica que los une, y la distancia entre
esos puntos está dada por d(a, b) = cosh−1(−a� b).

Figura 1: La linea punteada marca la trayectoria del punto (
√

3, 0, 2) al aplicarle la transfor-
mación A.

.
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Figura 2: La linea punteada marca la trayectoria del punto (1, 0,
√

2) al aplicarle la transfor-
mación B.

.

Figura 3: La linea punteada marca la trayectoria del punto (1, 1, 2) al aplicarle la transfor-
mación C.

.
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