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Capitulo 1
Introduccion

Las observaciones hechas desde la antiguedad al movimiento de los planetas han hecho que
algunos autores como [29, 33], consideren a la astronomia como la madre de las ciencias, y
le corresponde a la mecanica celeste describir la dindmica planetaria que rige no solo nuestro
sistema solar, sino todo el universo.

Algunos de los resultados mateméticos mas sobresalientes de la mecanica celeste se re-
montan al siglo XVII cuando Newton da una formulacion matematica de las observaciones
que Galileo y Kepler habian realizado anteriormente, sus resultados también fueron gracias
a la invencién del calculo y al descubrimiento de la ley de la gravitacion universal.

En general la mecanica celeste estudia el problema de los n-cuerpos, y aunque nace con
Isaac Newton en la famosa obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, [28], es con
Henri Poincaré con quien adquiere su forma actual a finales del siglo XIX con su publicacion
On the Three-Body Problem and the Equations of Dynamics en [31], este trabajo presenta la
solucion de un problema propuesto por Karl Weierstrass que intentaba explicar el problema
general de los n-cuerpos y del cual Poincaré explico que la evolucién de un sistema general era
extremadamente cadtica, por lo que aplico sus conocimientos para estudiar el caso particular
con n = 3, el problema restringido, que es aquel en donde se tiene un sistema de 3 particulas
puntuales, pero que una de ellas es de masa pequena, de tal forma que la fuerza que ejerce
sobre las otras dos particulas es despreciable.

El problema de los dos cuerpos, o problema de Kepler, es el méas sencillo de la mecanica
celeste, las soluciones de este problema se conocen completamente. Newton demostré que las
leyes de movimiento de Kepler corresponden al problema de dos cuerpos y proporcioné una
solucién geométrica de este problema para dos esferas moviéndose bajo su atraccion gra-
vitacional mutua [28]. Este problema, aunque es considerado como el més sencillo, en los
ultimos anos también ha sido objeto de estudio profundo para analizar diferentes tipos de
perturbaciones y asi tratar de modelar problemas mas complejos. Un ejemplo de ésto es el
modelar el sistema Tierra-Sol-Luna, que puede considerarse como un problema restringido,
Tierra y Sol, y una perturbacién que es la fuerza de gravedad ejercida por la Luna.



Una vez que se entendié por completo el problema de los dos cuerpos, los investigadores
siguieron, naturalmente, con el problema de los tres cuerpos. El problema de los tres cuerpos
consiste en determinar las posiciones y las velocidades, en cualquier instante, de tres masas
puntuales sometidas a su atracciéon gravitacional mutua y partiendo de posiciones y veloci-
dades dadas (condiciones iniciales). Este problema claramente no surge como un problema
tedrico, el sistema Tierra-Sol-Luna puede ser considerado como un caso préximo a éste. Char-
les Delaunay estudié dicho problema, entre los anos 1860 y 1867, mostrando en sus trabajos
que se trataba de un sistema inestable. Asi, Delaunay y Poincaré fueron los primeros en
introducir a la mecénica celeste, en sus trabajos del problema de los tres cuerpos, el término
del caos, es decir, mostraron que pequenas variaciones en las condiciones iniciales llevaban a
resultados completamente diferentes.

El problema de los tres cuerpos es tan complejo que hasta el dia de hoy sigue siendo ma-
teria de estudio profundo. Cabe senalar que las tnicas soluciones explicitas que se conocen
son las llamadas soluciones homograficas. Algunas soluciones muy especiales en el problema
newtoniano son aquellas que se generan a partir de configuraciones centrales (caso particular
de las soluciones homogréficas) son los llamados equilibrios relativos, estas son soluciones del
sistema en donde de los cuerpos se encuentran moviéndose como cuerpo rigido, definiremos
este concepto mas detalladamente.

Como hemos mencionado, la mecanica celeste surge como una rama de las matematicas
en donde el hombre trata de entender el universo en el que vive, sin embargo hay autores que
se han aventurado a estudiar casos mas complejos que surgen de los problemas clasicos de la
mecanica celeste, tal es el caso de Nikolai Lovachevsky, quien en 1835 propuso un problema de
Kepler en el espacio hiperbdlico de tres dimensiones [23], independientemente a Lovachevsky,
Janos Bolyai propuso una idea similar, [2].

En 1860, Paul Joseph Serret propuso extender la fuerza gravitacional a la esfera S? y
resolvié en ese espacio el correspondiente problema de Kepler, [35]. Otro gran matematico
que se interesé por este nuevo problema fue Rudolph Lipschitz, quien definié un potencial
proporcional a 1/sin(%), donde r es la distancia entre los cuerpos y R es el radio de curvatura
de la esfera, [22].

En 1870, Ernst Schering reviso el trabajo de Lovachevsky y obtuvo expresiones analiticas
dados por el potencial cotangente, mismo que mostraremos en este trabajo.

En 1885, Wilhelm Killing tomé la idea de Lovachevsky y la llevé al espacio S® v defi-
ni6 una extension del potencial Newtoniano dado por la inversa del area de una esfera de
dimensién 2, logrando una generalizacién de las tres leyes de Kepler, [18]. Otro gran inves-
tigador interesado en este problema fue el aleman Heinrich Liebmann quien mostré que las
érbitas en el problema de los dos cuerpos en S? son cénicas, [21].

Otras aplicaciones a las que dio lugar este interesante problema se han dado en el area
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de fisica cuantica, Erwin Schroedinger, en 1940, usé en sus trabajos de mecénica cuantica el
mismo potencial cotangente de Schering y Liebmann, [34].

Algunos trabajos mds recientes son los de Carinena, Ranada y Santander, [4], quienes
probaron que las érbitas conicas conocidas en el espacio Euclidiano se extienden naturalmen-
te en espacios de curvatura constante, los cuales concuerdan con los resultados obtenidos por
Liebmann.

Las ecuaciones de movimiento para el problema curvado de los n—cuerpos (n > 2) en
espacios de curvatura constante fueron obtenidas por Florin Diacu, Ernesto Pérez Chavela y
Manuel Santoprete [10, 11], usando el potencial cotangente que mencionamos anteriormente.
En esos trabajos se analizan soluciones de equilibrios relativos de tipo eulerianos y lagrangia-
nos, mostrando condiciones para la existencia de éstos en espacios de curvatura constante,
ademas se estudian ciertos tipos de colisiones.

El objetivo de este trabajo de tesis es estudiar, entender y lograr explicar los resultados
que se tienen acerca del problema curvado de tres cuerpos usando el potencial cotangente,
en especial acerca de los resultados que se tienen sobre los equilibrios relativos. También nos
pusimos como objetivo obtener resultados de forma analitica sobre condiciones de estabili-
dad espectral de equilibrios relativos del tipo euleriano del problema de dos y tres cuerpos en
espacios curvados. A pesar de las dificultades que se presentaron logramos obtener resultados
originales.

Veremos que estudiar el problema en espacios de curvatura constante es lo mismo que ana-
lizar el problema de n—cuerpos en una esfera (para curvatura positiva) o en un hiperboloide
(para curvatura negativa), ver figuras (2.1) y (2.2). El problema, expuesto en estos espacios,
aparenta ser una cuestion no tan complicada, sin embargo termina siendo una tarea dificil ya
que tuvimos que analizar matrices cuyas entradas son funciones en variables dadas por las
masas y por las posiciones de las particulas, ademas de estudiar también sus respectivos po-
linomios caracteristicos lo que implica una variable mas en el andlisis. La complejidad surge
porque se estudian polinomios caracteristicos de grado 12 en la variable u, y los coeficientes
de estos polinomios son funciones racionales en variables de las masas, m, y en variable de
la altura (posicién), z, que llegan a ser de grado 6 y 9, respectivamente.

En el capitulo 2 mostramos el planteamiento del problema de los n—cuerpos en espacios
curvados, exponemos el potencial cotangente, la formulacién hamiltoniana del problema en
estos espacios, ademas de las singularidades dadas por las ecuaciones de movimiento y las
integrales primeras.

En el capitulo 3 y 4 exhibimos algunos resultados importantes que hay en la literatura
acerca del problema en espacios de curvatura positiva y negativa, respectivamente, como son
condiciones para la existencia de ciertos tipos de equilibrios relativos.




Todos los resultados que exponemos en el capitulo 5 son originales, mostramos regiones
en donde los equilibrios relativos del problema de dos cuerpos son estables e inestables; sobre
el problema de tres cuerpos cabe senalar que junto con los trabajos de Martinez y Sim¢ [25]
dan una idea clara del movimiento que generan los equilibrios relativos del problema de tres
cuerpos en espacios de curvatura positiva. Ellos exponen regiones de estabilidad, en términos
del momento angular, de los equilibrios relativos del tipo lagrangiano, y nosotros mostramos
regiones de estabilidad en términos de la posicion de las particulas en los equilibrios relativos
del tipo euleriano.

Ademas en el capitulo 6 mostramos nuestros resultados sobre estabilidad de los equilibrios
relativos eulerianos, del problema de dos y tres cuerpos, en espacios de curvatura negativa
mismos que también son resultados originales ya que no existen trabajos realizados sobre
estabilidad en estos espacios.

Terminamos el trabajo con el capitulo 7 resumiendo nuestros resultados en las conclusio-
nes.




Capitulo 2
Problema de n—cuerpos en espacios
curvados

En esta secciéon mostraremos notacién, algunos conceptos y resultados para introducir el
problema de los n—cuerpos en espacios de curvatura constante.

Consideremos la superficie generada por una funcién f : R? — R. Existen diferentes
maneras de definir la curvatura de dicha superficie, cada una enfocandose en un aspecto
diferente de la curvatura.

Definicién 2.0.1 Diremos que una superficie dada por la ecuacion F(x,y,z) = 0 es no
singular en el punto P = (xq, Yo, 20) si el gradiente de F' en el punto P es diferente de cero,
es decir

oF OF OF
%(21 + a—yGQ + %63 7é 0, (2'1)

en T = To,Y = Yo, Z = Z0-

Supongamos que tenemos una superficie en el espacio euclideano de dimensién 3 y un
punto no singular (xg, yo, 20) en ella. Entonces la superficie alrededor del punto (o, yo, 20)
puede ser escrita, bajo una rotacién adecuada, por una ecuacién de la forma z = f(z,y),
donde zy = f(x0.40), y ademds

af _of

8]; T=T0,Y=Y0

= = =0. 2.2
8y T=T0,Y=Y0 ( )
Ahora consideamos la segunda diferencial de la funcién z = f(z,y) (la cual suponemos

que tiene segundas derivadas continuas), es decir d*f = f,.dax®+2 f,,dxdy+ f,,dy*. La matriz

de esta forma cuadratica, la denotaremos por (a;;), donde a;; = fyizi, con a' =z, 2% = y.

Definicién 2.0.2 Sea una superficie z = f(x,y), y un punto P = (xo, Yo, 20) en ella donde

V=0

s Definimos la curvatura principal de la superficie en P como los eigenvalores de la matriz
(a;j) evaluada en P.



» Llamamos la curvatura gaussiana de la superficie en P al det(a;j) de la matriz evaluada
en P.

» También llamamos curvatura media de la superficie en P a la traza de (a;;) evaluada
en P.

De esta manera si llamamos kq,ky a los eigenvalores de a;; evaluada en g, yo, 20, te-
nemos que k; y ko son las curvaturas principales, mientras que la curvatura gaussiana es
k = kiks = aj1a90 — aqa91, y la curvatura media es aj; + ass = k1 + ko. Se puede ver que la
curvatura gaussiana es un invariante intrinseco de la superficie, es decir la curvatura gaussia-
na depende solo de las propiedades de la métrica de la superficie, tal resultado es conocido
como el Teorema de Gauss [13].

Consideremos el problema de los n—cuerpos moviéndose sobre una superficie con curva-
tura gaussiana constante k # 0. Denotemos las masas de los n cuerpos como mq, ma, - -+, M,.
El siguiente teorema permite restringir el problema a una esfera, si la curvatura gaussiana
es positiva, o a la hoja superior de un hiperboloide, si la curvatura es negativa (dotado de
la métrica de Minkowski, ver apéndice), figuras (2.1) y (2.2). El siguiente es un teorema
importante de geométria diferencial cuya demostraciéon la podemos ver en [37].

Teorema 2.0.1 Dos superficies que tienen la misma curvatura Gaussiana constante son
localmente isométricos.

M4s adelante mostraremos que nuestro andlisis lo podemos restringir a S* y a H* (k=1
y k= —1), dotado con la métrica de Minkowski (ver apéndice).

Existen muchos ejemplos de superficies de curvatura constante, quiza los mas sencillos
son la esfera para curvatura positiva y una de las hojas del hiperboloide (dotado de la métrica
de Minkowski, ver apéndice) para curvatura negativa.

En el caso de curvatura positiva, la esfera tiene curvatura constante k = 1/R?, donde R
es el radio de la esfera. Dicha esfera estd dada por la ecuacién z2 +y? + 2% = k=1, (la denota-
remos como S3). En el caso negativo el hiperboloide de dos hojas (dotado con la métrica de
Minkowski, ver apéndice) tiene curvatura k = —1/R? cuya ecuacién es 2% + y? — 22 = k1,
esta superficie la denotaremos por HZ. Para k = 0 recuperamos el plano euclideano. Las
coordenadas de posicién del cuerpo m; estan dadas por ¢; = (x;,¥;, 2;) y una constante que
depende del valor de k que restringe el movimiento de la particula a la superficie curvada.

Sobre la trigonometria de las superficies

Como se hace en [4] podemos generalizar las funciones trigonométricas sing y cosy en
espacios de curvatura constante k de la siguiente forma
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Para k > 0
sing(z) = k™% sin kY%, (2.3)
cosp(x) = cos k'/%z. 2.
para k < 0
sing(z) = (—k) "2 sinh(—k)" 2z, (2.5)

cosy, () = cosh(—k)Y2z.

De la misma forma que en el plano ecuideano definimos para &k > 0 y k£ < 0 las funciones
tangente y cotangente

sing (z) cosy, ()

t = —F-—F= ty = 2.7
Atk cosg(z)’ Otk sing () 27)
Podemos también definir las respectivas funciones inversas, por ejemplo
cos ' (y) = k% cos 7 (y), k>0, .
cos;t(y) = (—=k)*cos™ (y), k<O. (2.9)
2.1. Potencial Cotangente
Empecemos con un poco de notacién. Sea ﬁqi = (04, 0y,,00,,) €l gradiente respecto a
gi, donde 0 =1 para k > 0y 0 = —1 para k < 0. Usaremos V,, para denotar el gradiente
con k > 0,y V, para k < 0. Denotemos también V = (V,,,V,,, -+, V,,). Definamos el
siguiente producto cruz y producto punto, dados a = (a, ay,a.) y b = (bs, by, b,)
a*b=(ab, + ayb, + oab,) (2.10)
a®b=(ayb, — a.by,a.b, — a,b,,o(ab, — a,b,)). (2.11)
Definamos la distancia entre dos puntos como sigue
k7Y 2cos; M (kaxb) k#£0
di(a,b) = { a— bl k=0, (2.12)

donde | - | es la norma euclidiana.

Adema&s podemos hacer un reescalamiento en las unidades de las masas de tal forma que
la constante de gravitacion G sea igual a 1. Definimos entonces el potencial cotangente del
problema de n—cuerpos como la funcién —Uy(q) donde
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n

1 n

i=1 j=1,i#j
es la funcién de fuerza y ¢ = (g1, ¢, -+ , qn) es la configuracién del sistema. Si tomamos k # 0
obtenemos
Uela) = 5 i Zn: (k) b+ g (2.14)

i=1 j=1,j#i \/U — o (kg * Qj>2

Este potencial no es el inico que extiende el potencial newtoniano a espacios de curvatura
constante, sin embargo usaremos este potencial a lo largo del trabajo ya que como podemos
ver en el trabajo de Kozlov [19] es el unico potencial que extiende el potencial newtoniano
que satisface que es una funcién armonica y que genera un flujo en donde todas las orbitas
acotadas son cerradas (Teorema de Betrand).

Notemos que la funcién potencial satisface Uy(nq) = U(q) = n°Ui(q) para n # 0, lo que
significa que el potencial es una funcién homogénea de grado cero.

Usaremos la férmula de Euler para funciones homogéneas que nos servird para deducir
las ecuaciones de movimiento.

Enunciaremos la férmula de Euler a través del siguiente

Teorema 2.1.1 F : R® — R es una funcion diferenciable homogenea de grado n, si y solo
si para cada © € R3"

nF(z) =z + VF(z). (2.15)

Como el potencial Uy es una funcién homogénea de grado 0, entonces en nuestra notacién

q* VUi(q) = 0. (2.16)
Podemos escribir también a la funcién Uy(q) = 3 Y1, Ui(g;), donde

, L mi(ok)Y2kq; * q;
Uity = 3 Do) TRy, 2.17)

j=Lii \/0 — 0 (kg * q;)°
también son funciones homogéneas de grado 0. Si aplicamos a estas funciones la férmula
de Euler, obtenemos ¢; * VUi (q) = 0. Ademds usando la identidad V,,Ux(q) = V,,Ui(q:),

obtenemos

G *VyUilg) =0, i=1,--- n. (2.18)
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2.2. Ecuaciones de Movimiento en S y H?

Para obtener las euaciones de movimiento en S7 y H} aplicamos un método variacional
al la funcién (2.14). Notemos que el Lagrangiano tiene la forma

donde Ti(q,q) = 3 >r; mi(gi * ¢:)(kqi * ¢;) es la energfa cinética del sistema. Las ecuaciones
de Euler-Lagrange estan dadas por

d (0L oL, . .\ Oft o
7 (aqi) 9 AL (1) o0 0, i=1,---,n, (2.20)

donde f; = q; * ¢; — k™! es la restriccién que mantiene a la particula i sobre la superficie de
curvatura constante k, y AL es el multiplicador de Lagrange correspondiente al cuerpo m;.
Tenemos ¢; *x ¢; = 0, por lo que

d (0L
pr < aq’f) = m;Gi(kq; * q;) + 2m;(kqg; * q;) = myd;. (2.21)
Esta ecuacién junto con
oL L N
aqfc = mik(gi * 4:)g; + Vi Ur(q), (2.22)

implican que las ecuaciones (2.20) son equivalentes a

m;G; — mik(d; * ;)¢ — ﬁqik(Q) -2\, (=0, i=1,---,n. (2.23)

Para determinar \¥ notemos que 0 = f,i = 2q¢; * ¢; + 2(q; * ¢;), entonces

Qi * Gi = —qi * q;- (2.24)
Notemos que si hacemos el producto punto de (2.23) por ¢; y usando la férmula de Euler
obtenemos

mi(qi * ¢;) — mik (G * Gi) — qi * 6quk(Q) = 20qi * qi = 2k, (2.25)

que junto con (2.24) implican \i = —km;(g; * ¢;). Sustituyendo estos valores de los multipli-
cadores de Lagrange en (2.23), las ecuaciones de movimiento y las restricciones quedan

A~

miG; = Vg, Ur(q) — mik(di * ), qi*q=k", k#0, i=1,--- n. (2.26)

La coordenada ¢; del gradiente U, obtenida de (2.14), tiene la forma

~ u mym;(ok)'/? okq; — o(k?q; * ;)4
vquk(q> _ Z ]( ) ( J (2 32 j> )’ k 7£ 0. (227>
j=1,5%i [U — o (kgi*q;) ]
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Que podemos reescribir como

~  ~— mm;(ok)*?[g; — (kg * ¢;)qi]
Vi, Uik(q) = | ;79 [0 — o(kq; * q;)2]32 , k#0. (2.28)
j=1j#i

A continuacién veremos que podemos quitar la dependencia sobre k. Enfoquémonos en
la ecuacién (2.26), y consideremos el siguiente reescalamiento sobre el tiempo

¢ = k|72, i=1,2,--,n, dr = |k]**dt. (2.29)

Denotemos por 7} y r!’ a la primera y segunda derivada de r; respecto a 7. Entonces las
ecuaciones de movimiento (2.26) toman la forma

n

v N Myl — o(rix )i b .
" Z [0 —o(rixr)232 o(rixmi)ri, ¢=1,2,-n. (2.30)
i i

Tenemos las ecuaciones de movimiento para el sistema que no depende del parametro k;
recordemos que tenemos 0 = 1 para k > 0y 0 = —1 para k < 0. Ademas notemos que

rixr; = |klg*xq = |k|k7! = 0. (2.31)
Lo que muestra las nuevas variables r; € S? parak > 0yr; € H?parak <0,i=1,2,---n.

Entonces para estudiar la dindmica del problema de n cuerpos en espacios de curvatura
constante podemos restringirnos al estudio sobre H? o S?, ver figuras (2.1) y (2.2).

Las ecuaciones de movimiento son

s Para k>0

= - mjlq; — (¢ - 4;)a] . .
U - i Yi )Y, :1727"'7 . 2.32
1 ; [1— (qi-q;)%)3/? (Gi - qi)ai, 1 n ( )

s Para k <0

n

. m; [(Jj + (¢ © Qj)Qi]
=2 [(¢: © q5)* — 1]3/2

+ (G O6)g, i=1,2,--- n. (2.33)
JF#i

Donde (®) denota el producto en el modelo de Minkowski, es decir si a, b € R?, entonces
a®b=(az,aya,)® (by,by,b,) = ab, + a,b, — a.b..
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Figura 2.1: Problema de los n—cuerpos en S2. Se pretende estudiar la iteraccién de los cuerpos
sujeta a la fuerza que generaliza el potencial newtoniano en el caso n = 3.

Prablema de n cuerpos en H2

Figura 2.2: Problema de los n—cuerpos en H2. Se pretende estudiar la iteraccién de los
cuerpos sujeta a la fuerza que generaliza el potencial newtoniano en el caso n = 3.
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2.3. Forma Hamiltoniana

Las ecuaciones (2.26) generan un sistema Hamiltoniano como lo veremos a continuacion.
La funcién hamiltoniana Hj estd dada por

Las ecuaciones (2.25) toman la forma del siguiente sistema hamiltoniano de dimensién 6n
con dos restricciones,

(2.34)

S

Il

|
<D
Q
g:
=
=

I
<

quk(Q) - mz_lk(pi * Di )i
con

%”kqizk‘*l7 qi>|<pi:07 ]{;3&0’ Zzl,,n

Estas ecuaciones describen el movimiento de un sistema de n particulas para cualquier

k #0.

2.4. Integrales Primeras
Primero recordemos lo que es una integral primera con la siguiente definicién.

Definicién 2.4.1 Una integral primera, constante de movimiento o cantidad conservada de
un sistema de ecuaciones diferenciales

i=f(t,z), r€R", f: ACR" > R", (2.35)

es una funcion F(t,z) tal que es constante a lo largo de las curvas integrales o soluciones del
sistema, es decir
F(t,z(t)) = cte, para todo t € R, (2.36)

y para toda solucion x(t) del sistema de ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones de movimiento (2.26) tienen a la energia como integral primera

h = Ty(q,p) — Uk(q), (2.37)

donde T, (q,p) = 5 > i, m; ' (pi *pi) (kqi * ¢;) es la energfa cinética, y p = (p1,- -+ ,p,) denota
el momento de el sistema, con p; = m;q; representando el momento del cuerpo con masa
m;, 2 =1,---,n,y h es una constante real.

Multiplicando escalarmente (2.26) por ¢; obtenemos
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~ s o . d
Zmi%' *Gi = (V) di — Zmzk(% ;)i * 4i = %Uk(Q(t»- (2.38)
i=1

=1

La ecuacion (2.37) se sigue inmediatamente de integrar (2.38).

Otras integrales de movimiento son las que surgen del momento angular

Zq@' ®p=c ceR (2.39)

i=1
La ecuacién (2.39) surge de multiplicar vectorialmente cada ecuacién de (2.26) por la
respectiva ¢; y sumar las n ecuaciones; al hacer estas operaciones obtenemos

mm] Uk Qz‘®Qj_

(2.40)

i Li mimj(ak)3/2(k‘qz‘ * ;) (k)G % )| g g =0

=1 Lj=1,5 o = o (kgi  4;)2

obtenemos (2.39) de la antisimetria del producto vectorial y de que ¢; ® ¢; = 0.

2.5. Singularidades

Las ecuaciones de movimiento (2.26) generan algunas restricciones sobre el movimiento
de las particulas, en esta seccion las explicamos con més detalles. Una de las restricciones es
que las particulas estan moviéndose sobre la superficie de curvatura gaussiana constante, es
decir (q,p) € T*(M?)", donde M es la superficie de curvatura constante k # 0, y T*(MZ)"
es el haz tangente de M?. Existe otra restriccién sobre las particulas y se genera porque el
gradiente (2.27) no esta definido en el conjunto

{q € (M)"| (kq; * q;)* = 1} =0y, (2.41)

donde las funciones (2.14) y (2.27) tienden a infinito. Si definimos A:= Uj<;<;<, A4j, entonces
A contiene a todas las singularidades de las ecuaciones de movimiento.

La condicién (kg; * ¢;)> = 1 nos sugiere que consideremos los siguientes conjuntos A;; y
Ay, donde Af={qge (MZ)" | kqixq; =1} vy Aj={q € (M{)" | kqi * ¢; = —1}.

Definimos A*:= Uj<icj<n A;;- y A7:= Uicicj<n Ay, entonces tenemos A=AT U A™. Los
elementos de AT corresponden a las colisiones para cualquier k # 0, mientras que los elemen-
tos de A~ corresponden a las llamadas singularidades antipodales, que se dan cuando k£ > 0.
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Las singularidades antipodales se dan cuando dos cuerpos se encuentran en los lados opuestos
de un circulo méximo sobre una esfera. Para k < 0 este tipo de singularidades nunca ocurren
porque kq; * q; > 1.

Resumiendo podemos mencionar lo siguiente, las ecuaciones de movimiento no estan de-
finidas para configuraciones en donde existen colisiones en esferas e hiperboloides, asi co-
mo configuraciones con cuerpos en posiciones antipodales es esferas con cualquier curvatura
k > 0. En ambos casos la fuerza gravitacional tiende a infinito.




Capitulo 3
Problema de n-Cuerpos en S?

En este capitulo mostraremos resultados importantes del movimiento del problema de
n—cuerpos en S2.

Empecemos con el movimiento de una particula sobre la esfera con el siguiente

Teorema 3.0.1 Una particula libre en S? se encuentra en reposo o se mueve a lo largo de
circulos mazrimos en orbitas cerradas.

Demostracion
Como no hay interaccion gravitacional con otros cuerpos tenemos que la ecuacién de movi-
miento es

donde ¢ es el vector que describe la posicion del cuerpo de masa m. Si ¢(0) = 0, entonces
G(0) = 0, entonces no hay fuerzas que actuen sobre m. Entonces el cuerpo estard en reposo
en todo tiempo.

Si ¢ # 0, entonces ¢ y ¢ son colineales, pero en direcciéon opuesta. Entonces la suma entre
G(0) y ¢(0) jalan al cuerpo a lo largo de la geodésica correspondiente a la direccién de estos
vectores.

Mostraremos que el movimiento es uniforme. Este hecho lo veremos a partir de la integral
de momento angular

c=(qxq)-(gxq)=(q-9)(q-q)sin"a, (3-2)
donde c es la longitud del momento angular y « es el dngulo entre ¢ y ¢. Como q-q = 1,
podemos concluir de (3.2) que la velocidad del cuerpo es constante.

Iniciaremos el estudio donde tenemos mas de una particula con el siguiente lema, nos
ayudara a analizar un resultado importante de soluciones que surgen de analizar las singula-
ridades del problema de 3 cuerpos.

15
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Lema 3.0.1 Consideremos el problema de n cuerpos en S?, y supongamos que un cuerpo de
masa m se encuentra en reposo al tiempo tg sobre la geodésica z = 0 dentro de la region con
x,y > 0. Entonces, si

(a) Z(tg) > 0 y 4(ty) < 0, la fuerza jala al cuerpo a lo largo de un circulo hacia el punto
1

)

(1,0)
(b) &(to)
0)

0),

y3(to) > 0, la fuerza jala al cuerpo a lo largo del circulo hacia el punto (0,1).

<0
(c) @(to) < 0 y 4(to) < 0, la fuerza jala al cuerpo a lo largo del circulo hacia el punto
(1,0), si i(to) i(to) > ylto)/w(ts); hacia el punto (0,1) si i(to)/it) < y(ts)/w(to),
pero no hay fuerzas actuando sobre el cuerpo si ninguna de las desiqualdades anteriores
se cumple.

(d) @(to) >0 y y(ty) > 0, el movimiento no es posible.

Demostracion
Por la ecuacién (2.24), zi+yij = —(22+9*) < 0, lo que significa que la fuerza que acttia sobre
m siempre se dirige a lo largo de la tangente en m del circulo geodésico z = 0 o dentro del
medio plano que contiene a este circulo. Asumiendo que un sistema xy—coordinado esta fijo
en el origen del vector aceleracién, este vector siempre se encontrara en el medio plano de-
bajo de la linea pendiente —z(g)/y(to). Probaremos los siguientes casos de manera separada.

(a) SiZ(ty) > 0y §(ty) < 0, la fuerza que actiia sobre m esté representada por un vector
que se encuentra en la regién dada por la interseccién del cuarto cuadrante y el medio
plano debajo de la linea de pendiente —x(ty)/y(to). Entonces la fuerza jala al cuerpo a
lo largo del circulo en la direccién del punto (1,0).

(b) Si Z(to) < 0y ¥(ty) > 0, la fuerza que actiia sobre m esta representada por un vector
que cae en la regién dada por la interseccion del segundo cuadrante y el medio plano
que se encuentra debajo de la linea con pendiente —z(ty)/y(to), entonces la fuerza jala
al cuerpo a lo largo del circulo en la direccién del punto (1, 0).

(c) SiZ(tg) <0y i(ty) <0, la fuerza que actiia sobre m esté representada por un vector
que se encuentra en el tercer cuadrante. Entonces la direccién con la cual la fuerza
actia depende del lugar donde se encuentre el vector aceleracién: (i) debajo de la linea
con pendiente z(ty)/y(to), (i1) por arriba de la linea con pendiente x(to)/y(to), (iit)
sobre la linea con pendiente z(ty)/y(to). El ultimo caso incluye cuando la aceleracién
es Cero.

En el caso (i), el vector aceleracién se encuentra en una linea cuya pendiente es mayor
que x(to)/y(to), es decir §(tg)/Z(to) > y(to)x(ty), entonces la fuerza jala al cuerpo m
hacia (1,0). En el caso (i7), el vector aceleracion se encuentra en una linea de pendien-
te menor que x(ty)/y(to), es decir §(ty)/Z(ty) < y(to)z(ty), entonces la fuerza jala al
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cuerpo m hacia (1,0). En el caso (7ii), el vector aceleracién se encuentra en la linea de
pendiente x(tg)/y(to), es decir §(ty)/Z(to) = y(to)z(ty). Pero el tltimo caso no puede
ocurrir. Este hecho se sigue de las ecuaciones de movimiento, las cuales muestran que
la aceleracién es la diferencia entre el gradiente de la funcién de fuerza y un mutiplo del
vector de posicion. Pero de acuerdo a la formula de Euler para funciones homogéneas,
y el hecho de que las velocidades son cero, estos vectores son ortogonales, entonces su
diferencia puede tener la misma direcciéon de uno de ellos sélo si es cero. Este argumento
vectorial concuerda con el hecho de energia cinética, que muestra que si &(t) = y(t) =0
y la aceleracion tiene la misma direccion que el vector posicién, entonces m no se mueve,
luego #(t) = y(t) = 0, y asi Z(t) = ¢(t) = 0, ninguna fuerza actia sobre m, el cuerpo
se mantiene fijo.

(d) Si &(to) > 0y ij(to) > 0, la fuerza que actia sobre m estd representada por el vector
que se encuentra en la regiéon dada por la interseccion entre el primer cuadrante y el
medio plano que se encuentra debajo de la linea con pendiente —x(tg)/y(to). Pero esta
regién es vacia, asi que no existe movimiento.

En el problema de dos cuerpos, los conjuntos AT y A~ son disjuntos, ya que como sélo
hay dos cuerpos, tenemos kq; * g2 es 1 o —1, pero no puede tomar los dos valores al mismo
tiempo. Sin embargo para mas de tres cuerpos estos conjuntos no son disjuntos. En el pro-
blema de tres cuerpos, la configuracién en donde dos cuerpos estan en colision y el tercero se
encuentra en el lado opuesto del correspondiente circulo maximo es lo que se conoce como la
singularidad de colision antipodal. A continuacion mostramos un resultado importante acerca
de esta clase de colisiones.

Teorema 3.0.2 Consideremos el problema de 3 cuerpos en S* en donde los cuerpos my y
mo tienen masas M > 0 y el cuerpo ms tiene masa m > 0. Fxisten valores de m y M,
asi como condiciones iniciales para las cuales, las soluciones terminan en tiempo finito en
una singularidad de colision antipodal. Otras elecciones de masas y condiciones iniciales
generan soluciones en donde los cuerpos se repelen de la singularidad de colision antipodal.

Demostracion

Las singularidades de colision antipodal se dan cuando los cuerpos con masas M colisio-
nan en un punto diametralmente opuesto al cuerpo con masa m sobre un circulo a altura z.

Consideremos las siguientes condiciones iniciales
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21(0) = =2(0), 51(0) =»(0), 2(0) =0
22(0) = 2(0),  2(0) =»(0), 22(0)=0 (3.3)
z3(0) =0, y3(0) = =1, 23(0) =0,

asi como velocidades iniciales iguales a cero, y ademds 0 < z(t),y(t) < 1 son funciones
donde z(t)* +y(t)* = 1. Como todas las coordenadas son cero, tomaremos en cuenta solo las
coordenadas x,y para el movimiento de las particulas. la simetria de las condiciones iniciales
implican que mj3 se mantiene fija en todo tiempo t, que el momento angular es cero, y que
es suficiente ver que pasa con mgy porque m; se mueve simetricamente respecto al eje y. Si
sustituimos las condiciones iniciales en las ecuaciones de movimiento obtenemos

"0 =~ <4yM<o> m),

:L’
1 M
—2(0) \4y2(0) '

Tenemos varias situaciones

1. Si M > 4m se sigue que Z(0) < 0y (0) > 0 para cualquier eleccién de posiciones
iniciales con 0 < z(0),y(0) < 1.

2. Si M < 4m entonces hay condiciones iniciales para las cuales

a £(0) <0y y(0) >
b #(0) > 0y §(0) <

(0) = 4(0) = 0.

En el caso 2(c), las soluciones son puntos fijos del sistema, que ademds se debe cumplir
M =2m y z(0) = y(0) = v/2/2. Lo que estudiaremos para mostrar el teorema son los casos
1y 2(b). En el primer caso tenemos que msy comienza a moverse desde reposo hasta llegar a
colisién con m, en el punto (0, 1), pero el lugar en donde llegan a colisién también depende
de las velocidades que afectan a las ecuaciones de movimiento. En el dltimo caso ms se mueve
alejandose de la colisién, y debemos ver de nuevo como las velocidades alteran la tendencia
inicial. Escribamos las ecuaciones de movimiento para ms, con masas arbitrarias m y M, tras
algunos calculos tenemos

(@)
K:

. M my .o 9

m:_4xzy+§—(ﬂf)+y)% (3.5)
. M )
j=——+——(E)+1)y,
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y con integral de energia

_ _ h 2my  M(2y*—1)
= — — : 3.6
vty M x * 2zy (36)

Usando la tltima ecuacion en (3.6) obtenemos

4(M —2m)z* —2(M —2m)z* — M +4m  h

= 1%y — (3.7)
L M 42(M —2m)y* —A(M —2m)y*  h
v= 42 MY

Nos enfocaremos en las primeras 6rbitas que enuncia el teorema.

1. Para probar la existencia de soluciones con singularidad de colisién antipodal, exami-
nemos el caso M = 4m, lo cual lleva al sistema (3.8) a la forma

= 3.8
gL, (3.5)
_mx(2y*+1)  h
N Y2 am”

Para estos valores de masas tenemos

2 h
¢2+yz+$:—. (3.9)

Calculamos el valor de h usando las condiciones iniciales. Para condiciones iniciales
2(0),4(0) y 2(0) = #(0) = 0, tenemos h = 8m?2z(0)/y(0) > 0.

Si x — 0, entonces y — 1, y las ecuaciones (3.8) implican que #(t) - —m < 0y
§(t) = —h/4m < 0. Tenemos el caso (c) del lema (3.0.1), entonces para determinar la
direcciéon de movimiento de my cuando se acerca al punto (0,1), tenemos que tomar
en cuenta el radio §j/%, que tiende a h/4m? cuando x — 0. Como h = 8m?z(0)/y(0),
lim, (/%) = 22(0)/y(0). Entonces 22(0)/y(0) < x(0) para cualquier z(0) y y(0) con
0 < 2(0) < 1/4/3 y la correspondiente y(0) > 0 dada por la restriccién #2(0)+y%(0) = 1.
Pero la desigualdad 2z(0)/y(0) < y(0)/x(0) es equivalente a ij(to)/Z(to) < y(to)/z(to)
en lema (3.0.1) inciso (c), que concuerda con que la fuerza jala la particula msy al punto
(0,1). Entonces la velocidad y la fuerza actuan sobre msy y hacen que el cuerpo siga la
misma curva hasta llegar a la posicion de colision antipodal.
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Se tiene también de (3.9) que la velocidad es positiva y finita en colision. Como la
distancia entre la posicién inicial y (0,1) es acotada, mgy colisiona con m; en tiem-
po finito. Asi la eleccién de masas con M = 4m, posiciones iniciales x(0),y(0) con
0 < 2(0) < 1/4/3, el correspondiente valor de y(0) y velocidades iniciales #(0) = 5(0),
llevan a solucion de singularidad de colisiéon antipodal.

Ahora demostraremos la existencia del segundo tipo de érbitas mencionadas en el teo-
rema.

2. Para demostrar la existencia de soluciones que se repelen de una singularidad de colision
antipodal de las ecuaciones de movimiento en tiempo positivo, tomemos M = 2m.

Las ecuaciones (3.8) toman la forma

m h
= - — 3.10
v 222y om (3.10)
. _m h
v= 2112 om?’
con integral de energia
m h
L S L
x 2m

ecuacién que implica h > 0. Como vimos en el caso 2(c) de este teorema, la posicion
inicial 2(0) = y(0) = v/2/2 corresponde a un punto fijo de las ecuaciones de movimiento
con velocidades iniciales iguales a cer. Asi tenemos que buscar la solucién deseada
para las condiciones iniciales 0 < x(0) < v/2/2 y la correspondiente y(0). Escojamos
cualquier condicion inicial para posiciones dentro de este conjunto, pero que sean lo
suficientemente cerca a colision como deseemos, y velocidades iniciales iguales a cero.
Para x — 0, las ecuaciones (3.10) muestran que Z y § tienen crecimiento positivo.
Pero de acuerdo al inciso (d) del lema (3.0.1), tal situacién es imposible, por lo que el
movimiento no puede ser infinitesimalmente cercana a la correspondiente singularidad
de colision antipodal, la cual repele cualquier solucién con M = 2m y condiciones
iniciales escogidas como describimos anteriormente.

3.1. Equilibrios Relativos en 5?

En esta seccién mostraremos algunos resultados importantes que se tienen del problema
de los n—cuerpos relacionados con puntos fijos y una clase particular de equilibrios relativos,
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mismos que definiremos en esta seccién.

Los equilibrios relativos en el problema newtoniano de los n—cuerpos son las érbitas mas
simples, éstas son soluciones en donde las particulas se mueven uniformemente como cuerpo
rigido. Extenderemos este concepto al problema curvado de los n cuerpos.

Un teorema importante de geometria diferencial es el teorema del eje principal, que nos
dice que cualquier rotacién en R?® es a lo largo de un eje fijo, y podemos, sin pérdida de
generalidad, tomar al eje z, notemos que podemos tomar las rotaciones a lo largo de este
eje también gracias a que el potencial U es invariante bajo el grupo de isometrias SO(3).
Recordemos que estas rotaciones estan representadas por los subgrupos uniparamétricos de
SO(3) dados por la matriz

cost sint 0
A(t)=| —sint cost 0 |. (3.11)
0 0 1

x = sqrt(1-.52) sin(t), ¥ = sqrt(1-59) cos(t), z = 5

0~ | ‘,;* ..' S
W]

a5

Figura 3.1: La linea punteada marca la trayectoria del punto (%, %, \%) al aplicarle la trans-

formacién dada por la matriz A(t).

Sea SO(3) el grupo de isometrias de S?, si denotamos por {G(¢)} al grupo uniparamétrico
de SO(3), entonces definimos a los equilibrios relativos de la siguiente forma

Definicién 3.1.1 Un equilibrio relativo del problema de n—cuerpos en S* es una solucion
q(t) de las ecuaciones de movimiento que es invariante bajo el subgrupo {G(t)}. En otras
palabras, la funcion obtenida por la accion denotada por w(t) = G(t)q(t) es también solucion
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de las ecuaciones de movimiento. Dicho de otra forma, un equilibrio relativo en S* es una
solucion donde las particulas se mueven como cuerpo rigido, es decir sus distancias mutuas
son invariantes durante todo el movimiento.

Un resultado de geometria diferencial nos muestra que el grupo propio de isometrias de
S?% es el cociente SU(2)/{+I} del subgrupo especial unitario

SU(2) ={A € GL(2,C)|ATA=1), (3.12)
donde cada matriz A tiene la forma
a b
(). -

donde a,b € C satisfacen |a|* + |b]*=1.

El algebra de Lie de SU(2) es el espacio lineal de tres dimensiones

su(2) = {X € M(2,C)| X" = —X, con traza(X) = 0}. (3.14)

En la primera seccion de este trabajo estudiaremos algunas propiedades de una clase de
equilibrios relativos, que son los siguientes

Definicién 3.1.2 Un equilibrio relativo eliptico en S* es una solucién de la forma ¢ =
(i, yiyxi),i = 1,...,n de las ecuaciones de movimiento con x; = r;cos(wt + o), y y; =
ricos(wt + ), z; = constante, donde w,c; y 15,1 = 1,...,n son constantes, con 0 < r; =
(1—22)12<1.

Definiremos tambien el siguiente tipo de equilibrios relativos que son en los que nos
enfocaremos en este trabajo.

Definicién 3.1.3 Si los cuerpos giran sobre una curva geodésica, las correspondientes solu-
ciones son llamadas equilibrios relativos eulerianos.

A continuacién definiremos una configuracién de punto fijo

Definicién 3.1.4 Una solucion de las ecuaciones de movimiento es llamada punto fijo si se
cumple

V. U@t) =0, teR, i=1,...,n. (3.15)

Empezaremos mostrando el siguiente resultado que es el mas simple acerca de puntos fijos
en S2.

Teorema 3.1.1 Consideremos el problema de n cuerpos en S, con n impar. Si todas las
masas son iguales, entonces el poligono regular que forman los cuerpos y que se encuentra
en cualquier geodésica es un punto fijo de las ecuaciones de movimiento.
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Demostracion

Por hipétesis tenemos que m; = my = - -+ = m,,; consideremos el n—agono regular con un
nimero impar de lados inscrito en una geodésica de S?, con cada cuerpo inicialmente en reposo
en cada vértice. En general, dos fuerzas actuan en el cuerpo de masa m;: la fuerza V,,U(q)
que es la que se genera con la interaccién con los otros cuerpos, y la fuerza —m;(q; - ¢;)q;
que es la correspondiente a la restriccion que mantiene a las particulas sobre la superficie
correspondiente. Esta ultima fuerza es cero al tiempo t = 0, ya que los cuerpos se encuentran
inicialmente en reposo. Como ¢; - V,,U(q) = 0, tenemos que V,U(q) es ortogonal a ¢;, y
por lo tanto tangente a S?. Entonces la simetria del poligono regular implica que al tiempo
t =0, V,U(q) es la suma de pares de fuerzas, cada par consiste de fuerzas opuestas que se
cancelan unas con otras. Esto significa que V,,U(q) = 0. Asi, de las ecuaciones de moviento
y del hecho que los cuerpos estan inicialmente en reposo tenemos que

Gi(0) = —(¢;(0) - ¢;(0))g;(0) =0, i=1,...,n. (3.16)

Pero, entonces, no hay fuerzas que actuen sobre el cuerpo de masa m; al tiempo ¢ = 0,
y por lo tanto el cuerpo no se mueve. Luego ¢;(t) = 0 para todo ¢t € R. Entonces §;(t) = 0
para cada t € R, y asf V,U(t) = 0 para todo t € R, y el n—agono es un punto fijo de las
ecuaciones de movimiento.

Notemos que si n es par, el n—agono tiene n/2 pares de vértices antipodales. Como los
cuerpos en posiciones antipodales generan singularidades en las ecuaciones de movimiento,
los tinicos poligonos regulares con un nimero impar de vértices son puntos fijos de las ecua-
ciones de movimiento.

Si las particulas inicialmente se encuentran sobre un poligono regular y se mantienen en
la misma configuracién en todo tiempo entonces es equivalente a decir que las fuerzas entre
ellas se compensan y se eliminan, enunciaremos esto a traves del siguiente corolario, cuya
demostracion es inmediata del teorema anterior.

Corolario 3.1.1 Consideremos un niumero impar de particulas con masas iguales inicial-
mente sobre los vértices de un poligono regular inscrito sobre un circulo mdximo de S?, y
asumamos que la solucion generada por esta condicion inicial mantiene a las particulas en
la misma configuracion en todo tiempo t. Entonces, para todo t € R, esta solucion satisface
las condiciones

A continuacién mostraremos un resultado importante que exhibe configuraciones de los
cuerpos sobre S? en donde éstas no son puntos fijos de las ecuaciones de movimiento.
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Teorema 3.1.2 Consideremos una configuracion no singular del problema de los n— cuerpos
en S? en donde los cuerpos se encuentran en uno de los hemisferios, incluyendo al ecuador,
y en donde por lo menos un cuerpo se encuentra fuera de dicho circulo maximo. Entonces
esta configuracion no es un punto fijo.

Demostracion
Sin pérdida de generalidad consideremos la configuracion inicial de los cuerpos my, ma, - -+ ,m,
en el hemisferio norte. Tenemos que uno de los cuerpos tiene la coordenada z menor, sea m;
dicho cuerpo. De la misma manera por lo menos uno de los cuerpos tiene coordenada z
positiva, sea my una de esas particulas. Como todas las velocidades iniciales son cero, solo
las fuerzas mutuas actuan sobre m;. Entonces, de acuerdo con las ecuaciones de movimien-
to, m1Z1(0) = %U (¢(0)). Pero como ningun cuerpo tiene coordenada z menor que z; los
o

términos que se encuentran en 37U (¢(0)) que involucran interacciones entre m; y m; son
mayores o iguales a cero para i = 3,4, --- ,n, mientras que los términos que involucran a ms
son estrictamente positivas. Asi (%U (¢(0)) > 0, entonces m; se mueve hacia el polo norte de

la esfera. Por lo tanto la configuracién inicial no es un punto fijo.
[

El resultado que enseguida mostraremos nos da condiciones para que un punto fijo genere
equilibrios relativos.

Teorema 3.1.3 Consideremos un punto fijo dado por las masas my,ms,--- ,m, que se en-
cuentran sobre un circulo mdzimo de S*. Entonces si la velocidad angular es cero, esta con-
figuracion genera un equilibrio relativo a lo largo del circulo mdzimo.

Demostraciéon
Sin pérdida de generalidad, asumamos que las particulas se encuentran sobre el ecuador, y que
para ciertas masas dadas my,ma,--- ,m,, existen aq, s, - ,«, tales que la configuracion

q= (q17QZ7 U 7Qn) dados por q; = (fﬂz,ymo)a’l = 1727 ©o, N, Con

x; = cos(wt + ), y; =sin(wt+ay), i=1,2,--- ,n, (3.18)

es un punto fijo para w = 0. Esta configuracién también puede ser interpretada como ¢(0),
es decir, la solucion ¢ al tiempo ¢t = 0, para cualquier w # 0. Entonces podemos concluir que
VaUq(0)) = 0,i = 1,2,--- ,n. Pero, entonces para t = 0, las ecuaciones de movimiento se
reducen a

= — (& + 97w (3.19)
Ui = —(5512 + yzz)yz

i=1,2,--- ,n. Notemos que i; = —wsin(wt+aqy), i; = —w? sin(wt+a;), J; = —w cos(wt+a;),
i = —w? sin(wt+q;), ast 2 +7y? = w?. Usando estos célculos es facil ver que ¢ dado por (3.18)
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es solucién de (3.20), para todo t, entonces no hay fuerzas que se deriven de las restricciones
que actuan sobre los cuerpos, ni al tiempo ¢t = 0 ni a un tiempo ¢ > 0. Como V,U(¢(0)) =0
para ¢ = 1,2,--- n, se sigue que las fuerzas gravitaciones estan en equilibrio al momento
inicial, y ninguna fuerza gravitacional actua sobre los cuerpos. Consecuentemente, la rotacion
dada por w # 0 hace que el sistema se mueva como cuerpo rigido, y que las fuerzas de rota-
cién se mantengan en equilibrio, como consecuencia tenemos V,U(q(t)) =0,i=1,2,---,n
para todo t.

Entonces ¢ dado por (3.18) satisface las ecuaciones de movimiento, y por la definicién de
equilibrio relativo eliptico, ¢ es uno de ellos.

A continuacién mostraremos que un equlibrio relativo generado por puntos fijos que se
obtienen a partir de poligonos regulares sobre un circulo méximo de S? puede ocurrir sélo si
las particulas rotan a lo largo del circulo maximo.

Teorema 3.1.4 Consideremos un numero impar de particulas de masas iguales inicialmente
en los vértices de un poligono regqular inscrito en un circulo mdzimo de S*. Entonces el tinico
equilibrio relativo eliptico que se puede generar a partir de esta configuracion es aquel dado por
la rotacion de las particulas en el plano que contiene al circulo mdximo en donde inicialmente
se encuentran.

Demostracién

Sin pérdidad de generalidad, podemos tomar al circulo maximo que esta sobre z = 0.
Consideremos una solucién de equilibrio relativo eliptico de la forma

z; = ricos(wt + o), Yy = risin(wt + ),z = +(1 —r)V2i=1,2,-- | n, (3.20)

en donde tomamos + para z; > 0 y — para z; < 0. La nica condicién que imponemos es que
r; v «; son escogidas de tal forma que la configuracién es un poligono regular de n vértices
inscrito en un circulo maximo de S?, y que se mueven sobre este circulo en todo tiempo ¢.
Podemos medir el angulo que forma el plano que contiene a las particulas con el eje z. La
solucion que pusimos anteriormente tiene derivadas

T = —rwsin(wt + «;), ¥ = rwcos(wt + ), 2 =0,1=1,2,--- n, (3.21)

iy = —riw? cos(wt + ay), B = —rw?sin(wt + @), 5 =0,i=1,2,--- .n

Luego tenemos

Pyl =riwt, =12, n. (3.22)




26 3.1. EQUILIBRIOS RELATIVOS EN S?2

Por el primer corolario de este capitulo tenemos que el poligono regular satisface

V. U(Q)=0, i=1,2,--,n. (3.23)

El sistema de ecuaciones de movimiento se reduce a

B = — (@] 4 07 + 2, (3.24)
i = — (@7 + 97 + 2Dy,
= (22 + 92 4+ )z, i=1,2,--- ,n.

Si sustituimos la ecuacion (3.20) en las ultimas ecuaciones tenemos

(1 — r?)w? cos(wt + ;) = 0, (3.25)

(1 — r)w?sin(wt + o) =0, i=1,2,--- n.

Pero asumiendo que w # 0, este sistema se satisface si r; = 1, condicién que es equivalente
a z; = 0, por lo tanto los cuerpos tienen que rotar a lo largo del ecuador z = 0.

En el siguiente teorema mostraremos las condiciones para que cuerpos de masas iguales
que forman un poligono regular formen equilibrios relativos elipticos girando en curvas que
no son geodésicas.

Teorema 3.1.5 Consideremos el problema de los n—cuerpos en S? con masas iguales. En-
tonces para cada n impar, m >0 y z € (—1,1), existe un valor positivo y uno negativo de w
que generan equilibrios relativos elipticos en donde los cuerpos se encuentran en los vértices
de un poligono regular en el plano z = cte. Si n es par, este resultado es cierto si excluimos
az=0.

Demostracion
Discutiremos dos casos, n par y n impar.

Para simplificar notacion denotaremos a los cuerpos por m; con indices 1 = —s, —s +
1,---,—=1,0,1,--- ,s—1,s, donde s € N. Sin pérdida de generalidad suitituimos en las ecua-
ciones de movimiento (2.26) soluciones de la forma (3.20) con los indices i como los acabamos

de exhibir, a_, = —2455_C1, - ap = 0,07 = Qs = 250 p =1, 2 = 2. De-

C L = —2m _2r_

Uit S PRE 25417 75 T 2541
bido a las simetrias del problema es suficiente ver que pasa considerando las ecuaciones para
i =0.

La ecuacién correspondiente a la coordenada z; toma la forma
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- m(z — ko;2) 2 2
j:_57j7£0 O]

donde ko; = zox; + Yoy; + 202; = cosa; — 2 cosaj + 2. Usando el hecho de que r* + 2% =
1,cosa; = cosa_j, y koj = ko—(j), tenemos que para la coordenada zg

s

2(1 — cosa; w?
S —(<1 — )3/2 - (3.27)
j=1 0
Tomando en cuenta zq e ignorando yq es suficiente debido a la simetria del problema y a
la dualidad de las funciones trigonométricas sin y cos. Si sustituimos éstas en las ecuaciones

de movimiento tenemos

mcos(wt 4 a;) — kg; cos wt]
(1 — kg;)*?

(r* — 1)w? coswt = i: (3.28)

Jj=—5,j7#0

Después de varios calculos y usando el hecho de que r?42? = 1,sina; = —sin a;, cos a; =
cosa_j;, y koj = ko(—j), tenemos la misma ecuacién (3.27). Escribiendo el denominador de
(3.27) explicitamente tenemmos

S

S 2 2
Z 1/2 2\3/2 213/2 (3.29)
= (1 —cosa;)/2(1 — 22)3/2[2 — (1 — cos ) (1 — 22)] m.

La parte izquierda de la ecuacién es positiva para cualquier m > 0y z € (—1,1) fijos,
entonces tenemos el valor de los correspondientes valores positivos y negativos de w que son
los que satisfacen la ecuacion.

Ahora veamos el caso en donde n es par. Denotemos de manera andloga a los cuer-
pos por m;, con i = —s + 1,---,—1,0,1,--- ;s — 1, donde s € N y todos los cuerpos
tienen la misma masa m. Sin pérdida de generalidad, podemos sustituir en las ecuacio-
nes de movimiento soluciones de la forma (3.20), con i como escribimos anteriormente, y
g1 = —@," s =—"F 00 =001 =%, a1 = @,as =7 r=r,z=2z,yde
nuevo consideraremos el caso para i = 0. Usando el hecho de que ky; = ko(_j), cosa; = cosa_;

y cosm™ = —1, tenemos

2(1 — cos ) 2 w?
+ = —. (3.30)
2T TR T m
Usando las relaciones sina; = —sina_; y sinm = 0 obtenemos para la ecuacién corres-

podiente a zg lo mismo que (3.30), que escribiendo explicitamente tenemos
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s—1 5

; (1 — cos Oéj)1/2(1 — 22)3/2[2 — (1 —cos aj(l _ 22))]3/2 (3.31)
1 w2

* =—. (3.32)

4220z|(1 = 2232 m

Como la parte de la izquieda es positivo y finito para cualquier m > 0,y z € (—1,1)/{0}
entonces tenemos que existe un valor positivo y uno negativo para el que tenemos este tipo
de equilibrios relativos, exceptuando el valor de z = 0.

Es importante senalar que en el problema de tres cuerpos existen otro tipo de equilibrios
relativos, son los llamados equilibrios relativos lagrangianos, y estos surgen de las siguientes
soluciones.

Definicién 3.1.5 Una solucion de las ecuaciones 2.26 del problema de los tres cuerpos se le
llama Lagrangiana si las tres masas forman un triangulo equildtero en todo tiempo t.

Este tipo de movimientos se estudian a fondo en [25].

3.2. Equilibrios Relativos Eulerianos

En esta seccion mostraremos resultados acerca de equilibrios relativos elipticos eulerianos
en el caso n = 3.

Teorema 3.2.1 Consideremos el problema de 3-cuerpos en S? con masas M = m; ym =
me = ms. Fijemos el cuerpo de masa my en el punto (0,0,1) y los cuerpos de masas mqy
y ms en los lados opuestos de un circulo a la altura z = cte. Entonces si 4m > M y z €
(=M /2/m,0) U (0,1), eziste un valor positivo y uno negativo de w que produce equilibrios
relativos elipticos.

Demostracién

Tomemos en cuenta las coordenadas x y z de la ecuacion de movimiento correspondiente
a la segunda particula, dadas por las siguientes ecuaciones

— (@5 + 95 + 23),
(3.33)

P mi(z1 — (2172 + Y1y2 + 2122)72) | ma(w3 — (2172 + Y1ye + 2122)72)
2 = 3
2

(1 = (w122 + thy2 + 2122)?) (1 — (2129 + Y192 + 2122)2)*
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B mi(z1 — (X129 + Y1y2 + 2122)22) N
3
5

ms(zs — (21272 + Y112 + 2122)22)
- ; -
(1 = (2122 + Y1y2 + 2122)?) 5

— (45493 + 43).
(1 = (122 + 1Yo + 2122)?)

(3.34)
En nuestro problema estamos interesados en soluciones en donde los cuerpos ¢;, 1 = 1,2,3
tienen coordenadas
$1:0, y1:0, 21:1
To =7rcoswt, Y =sinwt, 2o = 2,
x3 =rcos(wt +7), y3=sin(wt+m), 23=2z, (3.35)

en donde w es la velocidad angular.

Sustituyendo en o

r? cos i — MaTECos c:t ms(r coswt — r cos wt(r; —2%)) B coswt.
(1) (1= (2= 2!
Despejando a w? obtenemos
2 _ .2
IR 4 ms __ my(r® — z7) s (3.36)
-2 (-2 (- (- )

Sustituyendo las correspondientes coordenadas de (3.35) en Z; obtenemos

0™ 22 ms(z + z(r* — zi)
Vi (1= (72} o
_ Imy I ms ms(r? — z?) | '
Vi— 22 (1—(r2—22)2)2  (1—(r2 —22)2)2
Sumando (3.36) y (3.37) obtenemos
1
= 2
I L S 3 I L L (3.38)

VI—22  (1—(r2—22)2):  (1—22)2

Factorizando el término T llegamos a la siguiente ecuacion
1—2%)2

9 2mg n my 1+ z
w' = -
(=2 —2pf (=i \z 1=

T e (=)
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Para escribir todo en términos de z usamos la expresién 1 = r? + 22

— +
4231 —22)2  2(1—22)2 (3.39)

~mglz| Tt +4myz
422(1 — 22)2

El numerador nos muestra que esta ecuacién tiene soluciones para z € (—v/M /2y/m, 0)U
(0,1), podemos ver la grafica de esta funcion para ciertos valores de m y M en las figuras
(3.2) vy (3.3); ademads se debe cumplir la relacién de masas 4m > M. El signo de w determina
el sentido de rotacion.

Grafica de fiz) en (-1,0)
250 T T T T

200
180 | 5
100 E

a0 E

A7 |

_1DD 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 09 08 07 0B 45 04 03 D2 0.1

z

ma|z|™t + 4my 2
422(1 — 2?)%

Figura 3.2: Grafica f(z) = con mg =m; =1en (—1,0).
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Gréfica de f(z) en (0,1)
350 T T T T

300

250

_ m3\2|_1 + 4m12

Figura 3.3: Grafica f(z) — con mg =m; = 1en (0,1).

422(1 — 22)2
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Capitulo 4
Problema de n-Cuerpos en H?

Al igual que en S? mostraremos resultados referentes a equilibrios relativos del tipo eule-
riano del problema de dos y tres cuerpos en H2, considerando que existe otro tipo de equilibrio
relativo, llamado lagrangiano, del problema de tres cuerpos, esto, al igual que en S? surgen
de los siguientes movimientos

Definicién 4.0.1 Una solucion de las ecuaciones 2.26 del problema de los tres cuerpos se le
llama Lagrangiana si las tres masas forman un triangulo equildtero en todo tiempo t.

4.1. Equilibrios Relativos en H*

En esta seccién mostraremos resultados relacionados con puntos fijos, ademas de definir
y probar algunos resultados acerca de los llamados equilibrios relativos elipticos e hiperbdli-
cos, ademas demostraremos que no existen equilibrios relativos parabdlicos, recordemos que
en este trabajo nos enfocamos en los equlibiros relativos de tipo eulerianos, por esta razon
mostraremos resultados referentes a ellos. Resultados basicos de geometria diferencial nos
dicen que cada rotacion de Lorentz se puede escribir, en alguna base, como una rotacion
eliptica alrededor del eje z, como una rotacién hiperbdlica alrededor del eje x, o como una
rotacion parabélica alrededor de la linea x = 0,y = 2. De esta manera es como se definen
los equilibrios relativos elipticos, hiperbdlicos y parabdlicos. A continuaciéon mostramos las
definiciones en terminologia mas precisa.

Definicién 4.1.1 Un equilibrio relativo eliptico en H? es una solucién q; = (x;,y;, 2;),1 =
1,2,--- ,n, de las ecuaciones de movimiento con x; = p; cos(wt + o), y; = p;sin(wt + ;) y
2= (p? + 1)Y2, donde w,a; y pi,i =1,2,--+ ,n, son constantes.

Definicién 4.1.2 Un equilibrio relativo hiperbdlico en H? es una solucion q; = (x;, Y, 2;),1 =

1,2,--- . n, de las ecuaciones de movimiento con
x; = cte,y; = p;sinh(wt + ), z; = p; cosh(wt + ), (4.1)
donde w,a; y p; = (1 + 2612)1/2 >1,9=1,2,---,n, son constantes.

33
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Definicién 4.1.3 Un equilibrio relativo parabdlico en H? es una solucion q; = (x4, Y, 2;),1 =
1,2,--- ,n, de las ecuaciones de movimiento con

donde a;,b; y ;i =1,2,-+- n, son constantes, ademds se tiene a? + b} — ¢} = —1.

Al igual que en S? nos enfocaremos en los equilibrios relativos eulerianos, definidos de la
misma manera.

Definicién 4.1.4 Si los cuerpos giran sobre una curva geodésica, las correspondientes solu-
ciones son llamadas equilibrios relativos eulerianos.

Las soluciones mas simples de las ecuaciones de movimiento en H? son los puntos fijos,
éstos los definimos a continuacion

Definicién 4.1.5 Una solucion de las ecuaciones de movimiento es llamada punto fijo si

Vo Ua(g)(t) = pilt) = 0, (4.3)
parat € Rji=1,2,--- n.

El primer resultado importante en H? es el siguiente.

Teorema 4.1.1 En el problema de n- cuerpos en H? con n > 2 no hay configuraciones que
correspondan a puntos fijos de las ecuaciones de movimiento.

Demostracion

Consideremos una configuracion de n cuerpos en la que evitamos las colisiones, y que ini-
cialmente se encuentra en reposo. Esto significa que las componentes de las fuerzas actuando
en sobre los cuerpos, que incluyen a los factores #? + g2 — 22, 1 = 1,2,--- ,n, son cero al
tiempo ¢t = 0. Pero tenemos que por lo menos un cuerpo tiene a la coordenada z de mayor
valor. Notemos que la interaccion entre m; y cualquier otro cuerpo es a lo largo de geodésicas,
las cuales son hipérbolas que abren hacia arriba en la parte con z > 0 del hiperboloide que
modela a H?. Entonces el cuerpo my;,j # i, ejerce una atracciéon sobre m; en direccién hacia
abajo sobre la hipérbola que conecta a los dos cuerpos, entonces la coordenada z de la fuerza
que actua sobre m; es negativa, independiente de si z — j(0) < z(0) 0 z — 5(0) = 2;(0). Esto
es cierto para j = 1,2,--- ,n,j # i, se sigue que Z; < 0. Asi m; se mueve en direccién hacia
abajo sobre el hiperboloide, entonces la configuracién original no es un punto fijo.
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4.1.1. Equilibrios Relativos Elipticos

Consideremos equilibrios relativos elipticos, mostraremos algunas condiciones sobre las
velocidades y masas de los cuerpos para obtener este tipo de movimientos

Teorema 4.1.2 Consideremos el problema de n cuerpos en H?. Entonces para cualquier
m >0 y z > 1 hay un valor positivo y uno negativo de w que producen equilibrios relativos
elipticos en donde los cuerpos estan sobre los vértices de un n-dagono que rota en el plano
z = cte.

Demostracion
La prueba es similar que en el caso de S?, considerando los casos pares e impares de forma
separada. Las unicas diferencias es que reemplazamos la variable r por la variable p, ademas
de las respectivas expresiones 12 +2? = 1y 22 = p?+1; también reemplazamos el denominador
(1 —k3,)*? por (c&; — 1)*?, donde cy; = —ko; reemplaza a k.

Corolario 4.1.1 Consideremos el problema de 3 cuerpos con masas iguales en H?. Entonces
para cadam > 0y z > 1, existe un valor positivo y uno negativo de w que produce equilibrios
relativos en donde los cuerpos se encuentran en los vértices de un triangulo equilatero que
rota en el plano z = cte. Mds ain, para cada w?/m > 0 existe un tinico valor de z.

Demostracién

Si sustituimos en las correspondientes ecuaciones de movimiento para el problema de tres
cuerpos en H? una solucion de la forma

x; = peos(wt + ), y; = psin(wt + a;), 2z = z, (4.4)

con z =+/p>+1,a; = 0,0 = 27/3, a3 = 47/3, llegamos a la siguiente ecuacién

8 2

V3(3z4 =222 —1)32  m’

| S

(4.5)

Entonces para cada z € (1,00) existe un valor positivo y uno negativo de w para el cual
se satisface (4.5).
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Grafica de fiz) en (1,3)

8
V3(324 — 222 — 1)3/2

Figura 4.1: Gréfica f(z) =

en (1,3).

A continuacién mostramos las condiciones sobre las masas para tener equilibrios relativos
Lagrangianos del problema de tres cuerpos en H2.

Proposicién 4.1.1 En el problema de 3 cuerpos en H?, si las particulas my,mg, ms se
encuentran inicialmente en los vértices de un triangulo equilatero, en el plano z = cte > 1,
entonces existen velocidades iniciales que generan equilibrios relativos en donde el tridngulo
rota en su mismo plano st y solo si my = my = Mmg.

Demostracién

=)
Se sigue del teorema 4.1.2.

<)

Sustituyendo en las respectivas ecuaciones de movimiento de H? una solucién de la forma
(44)coni =123 p=p=p=p3, z2=21=2=22u=P+1)ya =0=a =
27/3, a3 = 4w /3, podemos llegar al siguiente sistema

my +mg = (w?, (4.6)
mg +mg = CWQ,

m3+m; = CWQ,
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donde ¢ = v/3(32* — 222 — 1)%2 /4. Pero para cualquier z = cte > 1 el sistema tiene solucién
s6lo si my = my = mg = (/2.

Tambien tenemos condiciones sobre la velodidad para tener equilibrios relativos euleria-
nos, la mostramos en el siguiente

Teorema 4.1.3 Consideremos el problema de 3 cuerpos en H? con masas iguales, m > 0.
Fijemos la masa mg en (0,0,1) y los cuerpos con masas my y my en los lados opuestos de un
circulo en la altura z = cte > 1. Entonces, para cada m > 0 y z > 1 existe un valor positivo
y uno negativo de w, para los cuales se producen equilibrios relativos que rotan alrededor del
eje z.

Demostracién

Sustituyendo en las respectivas ecuaciones de movimiento una solucién de la forma

x1 = pcoswt, y; = psinwt,z; =z (4.7)

xo = pcos(wt +m), y1 = psin(wt + ), 20 = 2 (4.8)
3 =0, (4.9)

y3 =0, z3=1, (4.10)

donde p > 0y z > 1 son constantes que satisfacen z? = p*+1. Con estas expresiones podemos
llegar a la siguiente

422 + 1 w?
B0 (4.11)

La parte izquierda de la funcion es positiva para z > 1. Entonces para cadam > 0,z > 1,
existe un valor positivo y uno negativo de w los cuales generan equilibrios relativos. El signo
de w determina el sentido de rotacion.
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Grafica de fiz) en (1,3)

2 &t .
ak J
2| 1
12 14 16 18 2 22 24 25 28 3

z
422 + 1
Figura 4.2: Grafica f(z) = Li’, en (1,3).
C423(1 = 22)2

4.1.2. Equilibrios Relativos Hiperbdlicos

En esta seccion mostraremos los resultados que hasta ahora se tiene sobre equilibrios
relativos hiperbélicos en H?. Iniciaremos mostrando que en el problema de n cuerpos no
existen equilibrios relativos hiperbodlicos en el caso donde las particulas se encuentran sobre
una misma geodésica

Teorema 4.1.4 A lo largo de una geddesica fija no existen equilibrios relativos hiperbolicos

Demostracién

Sin pérdida de generalidad, probaremos el resultado para la geodésica que se encuentra en
x = 0. Mostraremos que las ecuaciones de movimiento en H? no tienen solucién de la forma
(4.1) con z; = 0,(p = 1),i = 1,2, -+ ,n. Sustituyendo en las ecuaciones de movimiento las
siguientes expresiones

xz; =0, y; =sinh(wt + ), 2; = cosh(wt + ), (4.12)

la coordenada y; de la ecuacion de movimiento del :—ésimo cuerpo queda como

i myfsinh(wt + a;) — cosh(a; - o;j) sinh(wt +a))] _ (4.13)
A |sinh(a; — a;)|
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Asumamos que o; > «; para j # i. Sea a ;) el maximo de todos los a; con j # 4. Entonces
para t € (—ou()/w, —/w), tenemos que sinh(at + «;) < 0 para j # i y sinh(at + o;) > 0.
Entonces la parte de la izquierda de (4.13) es negativa en este intervalo, entonces la ecuacién
no tiene sentido para todo ¢ € R. Entonces una condicién necesaria es que ayy ) > ;. Pero
esta desigualdad se debe tener para todoi = 1,2, --- ,n. Es importante ver que esta condicion
nos lleva a que existe por lo menos un ¢ y un j con ¢ # j tales que o; = «;. Para estos i y 7,
tenemos sinh(o; — a;) = 0, y con este término la ecuacién (4.13) no esta definida. Entonces
las ecuaciones de movimiento en H? no pueden tener soluciones de la forma (4.12). Por lo
que no existen equilibrios relativos a lo largo de la geodésica z = 0.

El siguiente resultado nos muestra la condicién sobre la velocidad para generar equilibrios
relativos. El teorema muestra la existencia de movimiento sobre H? de tres particulas que se
mueven a lo largo de hipérbolas que estdn en planos paralelos de R?, manteniendo siempre
las distancias iniciales y moviéndose sobre la misma geodésica.

Teorema 4.1.5 En el problema de tres cuerpos de masas iguales, m = my; = mg = Mg, en
H?, para cualquier m > 0 y x # 0, existe un valor positivo y uno negativo de w que generan
equilibrios relativos hiperbolicos de tipo eulerianos.

Demostraciéon
Probaremos que ¢;(t) = (z;(t), y:(t), zi(t)),7 = 1,2, 3 es un equilibrio relativo hiperbélico para

x1 =0, y; =sinhwt, 2z = coshuwt, (4.14)
x9 = x, Yy = psinhwt, z; = pcoshwt, (4.15)
r1 = —x, Yy = psinhwt, 2z = pcoshwt, (4.16)

donde p = (1 + 22)'/2. Notemos que

T1To + Y1Ys — 2122 = T1T3 + Y13 — 2123 = —p, (4.17)
ToTs + Yoys — zozg = —22° — 1, (4.18)
B+ — A =wh, A3+ — G =454 95 — 3 = pw’. (4.19)

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de movimiento llegamos a

4% + 1 w?
= —. 4.20
4r2|z|(22 +1)32  m (4.20)

El teorema queda demostrado.
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Figura 4.3: Grafica f(z) = v = en (—2,0).
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4.1.3. Equilibrios Relativos Parabdlicos

El problema de n cuerpos en H? no tiene equilibrios relativos parabdlicos, la demostracién
la podemos ver en el siguiente

Teorema 4.1.6 El problema de n cuerpos en H? no tiene equilibrios relativos parabdlicos

Demostracion
Sea x;,y;, z; como en (4.2). Entonces &; = —b; + ¢;, 1; = a; + (¢; — bi)t y 2; = a; + (¢; — by)t.
La primera componente del momento angular es >, m;a;(b; — ¢;) — >, m;(b; — ¢;)*. Como
el momento angular es una primera integral, ésta debe ser constante. Entonces b; = ¢;. Por
otra parte tenemos la condicién a? + b7 — ¢? = 1, entonces a? = —1, lo que es imposible, ya
que a; € R.
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Capitulo 5

Estabilidad de Equilibrios Relativos
en S?

En esta seccion mostraremos algunos resultados acerca de la estabilidad de los equilibrios
relativos elipticos eulerianos del problema de dos y tres cuerpos sobre la esfera.

Mostraremos resultados sobre estabilidad de tipo espectral, los cuales se definen de la
siguiente manera

Definicién 5.0.6 Un equilibrio relativo es espectralmente estable si todas las raices del co-
rrespondiente polinomio caracteristico p(\) = 0 satisfacen \? < 0.

5.1. Problema de Dos Cuerpos

Comencemos con el estudio del problema de dos cuerpos con masas iguales sobre S? con
el siguiente teorema, ver figura 5.1.

Teorema 5.1.1 Consideremos orbitas periddicas del problema curvado de dos cuerpos en
S2. Si los cuerpos con masas my = my se encuentran fijas en los lados opuestos de un cirulo
que gira uniformemente en un plano paralelo al ecuador z = 0, entonces para z € (—1,1) las

cb : L : 1
drbitas generadas son estables si 1 > |z| = = e inestables si 0 < [z] < .

43
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Problema de dos cuerpos en S2

T RIS :
A e e e P S N
i :.I'i. LY

R

S0,

Figura 5.1: Equilibrios relativos eulerianos del problema de dos cuerpos en S2. Dos cuerpos
se encuentran girando a una altura z formando una trayectoria circular (curva continua-azul)
y siempre manteniendo la misma distancia, medida sobre circulos méximos (curva punteada-
roja). Mostramos s6lo el hemisferio norte de S2.

Demostracién

Después de normalizar las masas podemos tomar m; = my = 1. Para comenzar a ana-
lizar el problema consideremos los siguientes cambios de coordenadas que nos ayudaran a
simplificar expresiones.

T, =1X;, Yy =rY,

Q=(X)Y).

wt
Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, {2 = —.
T

De esta manera tenemos
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242
o  w
0 = —
2372
e 7_2
— W23
_ Tt Amgz (5.1)
422(1 — 22)2
_my 4 4mg(1 —1r?)
401 —r2)s
B 1
401 —r2)3
Introducimos la notacion
T dr dxy dr o dwi dt dr
1
r
— r%jj,h

p_ 4 d

.1 1 d .
i _dT( i —E(ﬂ?i“)—“%(%)

3 (5.3)

= 7"2ji’i,

para 1 =1, 2.
De la misma forma obtenemos las siguientes expresiones
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Y =g, Y =r%, i=1,2. (5.4)

Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

. ’ m;(q; — (i - q5)@) e
_ (@, 95, 2) — (@i, 20) - (%7%‘»2;‘))((901‘,%,2@'))
j%# (1= ((z, i, i) - (~Tj7ijzj))2)%

— (&4, 9, 20) - (T4, Ui, 20) ) (@i, iy 24)

3
Z my((r Xy, rYy, 25) — (i, yi, 20) - (25,95, %)) (1 X, Y5, 21))
j=1,j#i (1 = (@, yi, z1) - (@i, 91, 2))?)
- (('Iu yia Z’L) ) ('Iu yia ZZ))(TXM 7“}/;, Zi)?

njw

(5.5)

para: =1,2.

Definimos f;; = (q; - ¢;) = (w4, v, 2:) - (@i, 93, 21) = (X X; + YY) + 2;2;. Entonces la
ultima ecuacién queda

3
- my; T.XHTY'?Z' - fz TXier;wZz' . .. . .
4 = Z j(( ’ ’ ]) J( )) - ((xiuyuzz') : (xz‘ayuzi))(TXi,TK‘Ji)

213
=1 (1= ) (5.6)
> m;((rX;,rY;, z;) — fi;(rX;, Y5, ;) ‘
_ J 7 VR ] - ng s ir<i)) (Qz . q’i)(rXi’rY;’ Zi)> 7= 1,2
=1,j#i (1- ij)2

Como la coordenada z; del cuerpo ¢ se mantiene constante, entonces podemos ver el
movimiento de cada particula sobre un plano, es decir, para el analisis podemos omitir la
coordenada z;.

G = ; mj«er,?l/) z%f;j(TX“TE)) — (¢ ¢i)(r X, rY;), i=1,2. (5.7)

Ahora, tomando en cuenta que QY = r?j;, tenemos

Q! = 32”” X5, Y5) f”(X“Y;)) =G - 4:)(X;,Y5)

JFi (1 37)
3;77%] - f)ng) Tg(dz"%)Qi, i=1,2 (5.8)
JF
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Introducimos coordenadas rotatorias (&;,7;), 1 = 1,2,

( )é ) = R(Qr) ( f? ) : (5.9)

donde R(€7) es la matriz de rotacién

sin Q7 cos T (5.10)

R(Or) = ( cos 2t —sinOr )

Tenemos entonces

& *R_l(Q) Xi\ cos 2 sinQr Xi ) cos2t X; +sinQr Y
n ) T Y, )]\ —sinQr cosQr )\ —sinQr X, 4+cosQr Y, )
(5.11)
Luego
T\ (cosQr X;) + (sinQr Y;)
ne )\ (—sinQ7 X;) + (cosQr Y;)
(5.12)

— (2

o ( —QcosQr X; —sinQr X! —QsinQr Y; 4+ cosQr Y/

2

—QsinQr X; +cosQr X!+ QcosQr Y; +sinQr Y-’)

— 0 cos QTX; — Qsin QX[ — Qsin Q7 X] + cos Qr X — Q% sin Q7Y; + Q cos Q7Y+
Qcos QY] +sin Q7Y

& ) _
2 -
( ‘ D sin Q7 X; — Qeos QX! — Qeos QrX] — sin Q7 X! — Q? cos Q7Y; — Qsin QrY/—
—Qsin Q7Y + cos Q1Y

_ 2 —oos QrX; —sin Q7Y von( T sin Q7 X! + cos QrY/
N sin Q7X; — cos QY] —cos QX! —sin QrY/

cos QT X 4 sin Q7Y
—sin Q7 X! + cos Q7Y

2 [ —cosQTX; —sinQrY; —sin Q7 X] + cos QrY/ 1 X/
=0 ( sin Q7 X; — cos Q7Y; 20 cos Q1 X! — sin QrY/ + R (0r) " )

(5.13)

—0?cos QT X; — Q?sin Q7Y

Sumando y restando 2 ( 02 sin Q7 X; — Q2 cos QY

mos

) en la expresién anterior obtene-
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( ¢ ) o ( cos Q7 X; +sin Q7Y; ) +QQ( —Qcos Q7 X; — Qsin QrY; )

ny —sin Q7X; + cos Q7Y] Qsin Q7X; — Qcos Q7Y]
—sin QTX{ + cos QTY;’ . XZ(/
+20 ( —cos QT X! —sin QrY/ ) + R (Qr) ( Y/ ) (5.14)

_ & ;i - X7
(&) ) eran ().

Desarrollando los valores de X" y Y en

R (Qr) ( if ) , (5.15)

y usando (5.8) y (5.9) obtenemos las ecuaciones de movimiento en un sistema rotatorio que
gira a velocidad €2, que quedan como

(52/):29< 772 >+Q2(§i)_r2h,(§i)
u & ni “\ i

g (€ € 40 = 268 + mimy)y (L= r2(& + ) (1 - 12(€ + 7))

(5.16)

-+ + € e ) () - (e 4 )

wfa=rerena-rg ) (5],

i
donde

T2

12+ 1) (& +mim;)?,

hi = Q&7 +n7) + 29Q(&m; — m&) + ((€7) + () +
para 1 =1,2.
En el sistema podemos ver que un punto fijo es

61:17 7]1:07 62:_17 772:07 51207 7737207 gézoa Uézo (517)

La matriz D f correspondiente es una matriz de tamano 8 x 8 de la forma
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Df—(g1 é) (5.18)

en donde [ es la matriz identidad de tamafio 4 x 4. La matriz A en este caso tiene la forma

a 0 b O
0 ¢c 0 d
A= b0 a0 | (5.19)
0 d 0 c
donde
1 — 492 (6 — 67r%)(4 — 8r?)
=% — 30%?% —
¢ @ — 422 2 —4r2pr
b 1-2r*  (6-6r*)(4—28r?)
(4 — 4r2)3/2 2(4 — 4r2)5/2 7
(5.20)
2r? — 1 9 9 9
C——(4_4r2)3/2 + Q7 — Q%7
1
d=—"—:-.
(41272
La matriz B
0 20 — 202 0 0
—2Q 0 0 0
B=1 o 0 0 20— 20 (5:21)
0 0 —2Q 0
En el problema de dos cuerpos la velocidad angular debe cumplir
I S (5.22)
4(1 —r2)3/2 '

Usando (5.22) podemos reescribir a la matriz D f como
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0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
Df — 02(2 — 4r?) Qg O2(—1+ 2r?%) Qg 0 Q(2-2r?) 0 0
0 = 0 - —20 0 0 0
D(-1+20%) 0 Q22-4?) 0 0 0 0 Q2-2r?
02 02
— — —20)
0 - 0 - 0 0 0
(0 I
S\ 224 OB
(5.23)

Los eigenvalores de la matriz D f son los ceros de la ecuacién det(D f —AI) = 0. Definamos
p de tal manera que A = Qu, entonces buscaremos los ceros de la ecuacién det(D f—Qul) = 0.

Con la notacion que hemos introducido la condicion que buscamos para los valores propios

puede ser escrita como
0 1 U U
<Q2Z Q§><v>29“<v>’ (5:24)

donde u, v estan formados por las primeras y iltimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor (2.

Asi la condicion del eigenvalor con parametro p se sigue de

v =, Q?Au+ QBQu = Quv = Q*pu, (5.25)
diviendo entre 92, la condicién debe satisfacer D(u)u = 0, donde D(u) = A+ ,ué — 2l y
se debe tener det(D) = 0.

Denotamos a r? por R. El polinomio caracteristico p(u) de la matriz A+ ,ué — 121 es

p(p) = p® + 38 — 4p* R* + 3p* — 44> R* + 2. (5.26)

El polinomio p(i) lo podemos escribir como

p(p) = p*(u® + 1) (p? + 2R+ 1) (1 = 2R+ 1). (5.27)

Recordemos que la condicién necesaria para la estabilidad espectral es que los eigenvalores
de Df sean iguales a cero o puramente imaginarios.
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Analicemos las raices de p(u) dadas por el factor (u? — 2R + 1) =: q(u).

El factor ¢(u) tiene raices

p=+v2R —1. (5.28)

Para tener estabilidad espectral de los equilibrios relativos en el problema restringido se
debe cumplir

2R —1<0, (5.29)

con R € (0,1).

1

La condicién (5.29) se cumple cuando R € (0, 5], es decir, cuando 22 € [3,1).

Es importante senalar que este andlisis es también valido para z < 0, ya que la condiciéon
sobre la velocidad angular (5.22) es la misma para valores positivos y negativos de z.

5.2. Problema de Tres Cuerpos

Estudiaremos el problema en S? en donde una de las particulas se encuentra en el polo
norte y las otras dos se encuentran girando en un circulo a una altura z, ver figura 5.2.
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Problema de tres cuerpos en S2

Figura 5.2: Equilibrios relativos eulerianos del problema de tres cuerpos en S?. Una particula
se encuentra sobre el punto (0,0, 1) y dos cuerpos giran a una altura z en trayectoria circular
(curva continua-azul), manteniendo siempre la misma distancia, medida sobre geodésicas
(curva punteada-roja). Mostramos sélo el hemisferio norte de S2.

5.2.1. Problema Restringido

El problema restringido, como en el caso newtoniano, consiste en un sistema en donde una
de las particulas tiene masa infinitesimal y la fuerza que ejerce ésta sobre las otras particulas
es despreciable.

Teorema 5.2.1 Consideremos orbitas eulerianas periodicas del problema curvado de tres
cuerpos en S? con masas m; = mo fijas en los lados opuestos de un circulo que rota unifor-
memente en un plano paralelo al ecuador z = 0, y la particula m3 de masa despreciable fija
en el polo norte (0,0, 1), entonces las drbitas generadas son inestables para z > 0, y ademds
este tipo de orbitas no existen st 0 > z > —1.

Demostracion
Para demostrar este resultado introduciremos una particula de masa ms = m fija en el punto
(0,0,1), y después haremos m — 0, ademds normalizaremos el valor de las otras dos masas,
es decir tomaremos m; = mo = 1. Introduciremos coordenadas rotatorias para estudiar la
estabilidad de equilibrios relativos, consideremos los siguientes cambios de coordenadas

T, =1X;, Yy =rY,
3
t=r2T,

Q=(X)Y).
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wt
Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, 2 = —. Esto
T

nos ayudara a simplificar un poco las ecuaciones.

De esta manera tenemos

(5.30)

1+ 4m3(1 — 7"2)
4(1—1r2)2

1+ 4m(1 —r?)
41=r22

Introducimos la notacién

YT dr dx; dr dxi dt dr

_ 1. s (5.31)
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d d 1 1 d
Yoy = Ly = s L
X’L - dT(XZ) d7—<$lr2) r2d7_(‘r7«)
_ pdigd (5.32)
:T2i‘i7

para i = 1,2, 3.
De la misma forma obtenemos las siguientes expresiones
Y/ =r2g, Y =%, i=1,2,3. (5.33)
Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo
.. ’ m;(q; — (i - 45)a)
Gi= ) 3
2

J=1,j#i (1= (g - q;)?)

- ((iz' : (ii)Q¢

=y mull 2 2t ) (o 5D (5 g2 (i 20) )

3
J=1,5#i (1= (i, ¥, 2) - (@5, 95, 25))?)
3
-y m((r X5, rY, 25) — (@i, yis 20) - (25, 95, 2)) (1 X, 15, 21))
— 3
=L, (L= (@3, yi, z2) - (@i, 43, 20))?) 2

- ((j:iayia Zz) : (j%yi, Zi))(TXiﬂ”Y;, Zi),
(5.34)

para i = 1,2, 3.

Definimos f;; = (q; - ¢;) = (w4, yi, 2i) - (@i, 43, 21) = (X X; + YY) + 2;2;. Entonces la
ultima ecuacién queda

3
3} m;((rX;,rY;, z;) — fij(r Xi,rYi, 2
fo S MulrXarYs) - gyl )

213 - ((mzaylsz) : (mlayla 22'))(71Xi7r}/;7 Zi)
j=1,j#i (1- ij)2
3
_ Z my((T g T jaZ]) 2fj3(7’ r Z)) _(QzQz)<TXz7TYz;Zz)7 Z:1,2,3.
=L (1= f3)2

(5.35)

Como la coordenada z; del cuerpo ¢ se mantiene constante, entonces podemos ver el
movimiento de cada particula sobre un plano, es decir, para el analisis podemos omitir la
coordenada z;.
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qz - ; m]((TX]ﬂ:l/) 12;];2] (rXi’ TY;)) o (qz ’ Cji)(TXi,’f‘}/i), 1= ]-7 27 3. (536)

Ahora, tomando en cuenta que Q7 = r?j;, tenemos

Q;', — 7,,32 ((Xjam) Qflj?)(XzJ}/;)) B TS(qi . q,»(XH}/;)
P (1-f3)2
AN (@ qu) 800 Ne (5.37)
; 1o @)@ =123

Introducimos coordenadas rotatorias (§;,1;), i = 1,2, 3,

(3 )= (), (539

en donde R(§27) es la matriz de rotacion

(5.39)

R(Or) = ( cosQdr —sin Q7 ) .

sinQr  cosr

Tenemos entonces

& — RO Xi\ cosQt  sinQr Xi ) cosQt X; +sinQr Y]
n ) T Y, )]\ —sinQr cosQr Y, )] \ —sinQr X;+cosQr Y
(5.40)
Luego
T\ (cos Q1 X;) + (sinQr Y;)
ne )\ (—sinQ7r X;) + (cosQr Y;)
(5.41)

—QsinQr X; +cosQr X!+ QcosQr Y; +sinQr Y/

(2

- ( —QcosQr X; —sinQr X! — QsinQr Y, + cos Qr Y-’)

1
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—Q%cos T X; — Qsin QX! — Qsin Q7 X! + cos Qr X! — Q2 sin Q7Y; + Qcos QrY/+
( " ) Qcos Q7Y +sin Q1Y

i
i D sin Q7 X; — Qeos QX! — Qcos QrX] — sin Q7 X! — Q? cos Q7Y; — Qsin QrY/—

—Qsin QrY; 4 cos Q1Y

_ 2 —cos Qr X, — sin Q7Y von( sin Q7 X! + cos QrY/
N sin Q7X; — cos Q7Y; —cos QT X —sin QrY/

cos QT X! + sin QrY/
—sin Q7 X/ + cos Q7Y

a2 [ —cosQrX; —sinQrY; —sin Q7 X] + cos Q1Y 1 X/
=0 ( sin Q1 X; — cos Q7Y 20 { cos QT X! — sin QrY/ +R(0r) Yy!" )

(5.42)

—0?cos QT X; — N?sin Q7Y

Sumando y restando 2 ( 02 sin Q7 X, — Q2 cos Q1Y

mos

) en la expresion anterior obtene-

( ¢ ) o ( cos Q7X; +sin Q7Y; ) +29( —Qcos Q7 X; — Qsin QrY; )

ny —sin Q7 X; + cos Q7Y; Qsin Q7 X; — Qcos QTY]
— sin QTX{ + cos QTY;, . XZ(/
20 ( —cos Q7 X] — sin Q7Y/ ) + R () ( Y/ ) (5.43)

: / B X
:Q2<f]' >+2Q< _77’5{)+R 1(QT)< v )
Desarrollando los valores de X" y Y en
_ X!
RN () ( v ) , (5.44)

y usando (5.37) y (5.38) obtenemos las ecuaciones de movimiento en un sistema rotatorio
que gira a velocidad 2, que quedan como
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s & n; “\mi

3

7 [+ € = e+ ) (1= 2 + ) - (€ + )
J=1,j#i

(5.45)

6]: ) - (7“2(51‘5]' +nin;)

= (e )+ €+ € ] 7| (&

wfa=r@ -G g ()]

donde

7,2

! N2
1—12(& + 1) (&& + mimz)”,

hi = Q&+ n7) +2(E&m; — mi&l) + (€7) + () +

para i = 1,2 3.

En el sistema (5.45), podemos comprobar que

51:17 7]1:07 62:_17 772:()7 53:07 7]3207 ££:O7 7717:07 55207 n;:(]? éé:()? nézoa
(5.46)

es punto fijo. Recordemos que m; = mg =1y mg = m.

Para estudiar la estabilidad espectral de este tipo de equilibrios relativos tenemos que es-
tudiar los eigenvalores del campo vectorial de la diferencial de la funcién de la parte derecha
de (5.45), escrito como un sistema de 12 ecuaciones evaluado en el punto fijo que exhibimos
anteriormente.

La estructura de dicho campo vectorial evaluado en el punto fijo tiene la forma de la
siguiente matriz cuadrada

Df:(f1 é) (5.47)

donde I es la matriz identidad de tamano 6 x 6, y A y B estan dadas de la siguiente forma
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0 2Q—20r2 0 0 0 0
—2Q) 0 0 0 0 0
0 0 0 20 — 2002 0 0
B = 0 0 —20? 0 0 0 ’ (5-48)
0 0 0 0 0 29
0 0 0 0 -2 0
a 0 b 0 e O
0 ¢ 0 d 01
b 0 a 0 e O
A= 0O d 0 ¢ 0 1 |’ (5-49)
-2 0 =2 0 f O
0 1 0 1 0 g
donde a, b, c,d, e, f, g estan dados por los siguientes valores
0= — 3022 4+ m(2 —r?) 1= 472 N (6 — 6r2)(4 —r?)
V1—1r2 (4 — 4r2)3/2 2(4 — 4r2)5/2 7
b — 277 —1 (61% —6) (87% —4)
(4—4r2)3 2(4—4r2)3
2r? —1
c=2 2N gpe i),
8(1—1r?):
(5.50)
1
d=—.
(4—4r2)2
e =2m(r* — 1),
f=024+4V1 72,
g=0%—2v1—1r2

Recordemos que para la existencia de equilibrios relativos la velocidad angular debe cum-
plir
02 — 14 4m(1 —rQ).
4(1—7r2)32

(5.51)
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A la matriz D f la podemos reescribir como

0 I
pr- (0 1), 552
con
0 2—-2r2 0 0 0 0
—2 0 0 0 0 0
= 0 0 0 2—-2r 0 0
B = 0 0 -2 0 0 0 (5.53)
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 -2 0

Los vectores propios de D f son los ceros de la ecuacion det(Df — AI) = 0. Definamos
p tal que A = Qu, por lo que buscaremos los ceros de la ecuacién det(Df — Qul) = 0. La
condicon que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como

(aan ) (2) = (), oo

donde u, v estan formados por las primeras y iltimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Q.

Asi la condicién del eigenvalor con pardametro u se sigue de

v =W, Au+ QBQuu = Quov = Q. (5.55)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(u). La condicién de valor propio debe
satisfacer

p(p) = det(A+ Q2uB — Q%?) = 0. (5.56)

Si denotamos a r? por R entonces

fii i g2 0 g7 O
g3 fo 0 g5 0 m
) 0 fi 94 g7 0
A+ Q2uB — Q22 = 92
a a 0 g5 96 fo 0 m
-2 O -2 O fg —Js6
0 1 0 1 g6 fa

, (5.57)

donde
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dm—4Rm+1 4R—-1 6R—3 3R(4m—4Rm+1)
= _ _
4(1-R)? $(1—R)? 8(1—R)? 4(1-R)?
_,u2 (dm—4Rm+1) m(R-2)
4(1- R)? VI-R '
4m—4Rm+1 2R—1 R(4m—4Rm+1 2(4m—-4Rm+1
Iy = ARy - ( L ) pA( ' [
4(1— R)? 8(1— R)? 4(1— R)? 4(1— R)2
dm —4 1 2 —
4(1-R): 4(1-R)?
dm —4 1 2(4m—4 1
4(1—R)? 4(1-R)>
g pw(2R—2) (4m—4Rm+1)
1= - )
4(1-R)?
_ 6R-3  2R-1
8(1—R)> S8(1—R)?
p(8m—8Rm+2)
g3 = — 3 )
4(1—R)?
g p(2R—2) (dm—4Rm+1)
4 = — 9
4(1-R)?
1
95 = — 3>
8(1 — R)2
w(8m—8Rm + 2)
96 —

4(1-R)’

gr=m (2R —2).
(5.58)
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El determinante de la matriz (5.57) es

p(p) = (2096) (;_ 7 2 (2 4+1)-ARm—4m -1 4Rm—4m—2R
—4u2m—u2+4u2Rm—1) . (16,u6R2m2—32u6Rm2—8u6Rm+16u6m2
+8uSm+ S +320  RPm + 324" RPm? — 88 R2m — 8 R? — 64 u* Rm?

+ 68t Rm+14p* R+32u  m? — 12" m — 5" — 128 u® R*m — 128 > R?

+ 5124 R¥*m + 528 ji2 R? 4 16 pi* R*m?* — 744 1> R*> m — 800 p® R? — 32 pu* Rm?

+ 464 > Rm + 524 > R+ 16 > m? — 104 > m — 125 4> + 256 R®> — 128 R*m — 1152 R*
+480 R* m + 2032 R* — 656 R*m — 1752 R* + 388 Rm + 734 R — 84m — 119)

(5.59)
Sin embargo, cuando tomamos m — 0 obtenemos
1 2 2 2 6 4 P2 4 4
= +1 +2R+1) (—pS +8pu* R* —14p* R+5
P = oo " (12 +1) (p ) (—1° +8p fu Il
+ 128 12 R* — 528 1% R? + 800 pi® R? — 524 pi®> R + 125 pi* — 256 R® + 1152 R*
—2032 R* + 1752 R*> — 734 R + 119) (5.60)
—1 2 2 2 2 4 2 P2 2
=—— +1 +2R+1 —2R+1 — 8P R*+16* R
T A ) (i ) (1" = 8p p

—6 4> — 128 R + 512 R* — 760 R* + 496 R — 119) .

El factor p en p(u) aparece en potencias pares, entonces hacemos el cambio de variable
M = pu?, para obtener el polinomio p(M), entonces para tener estabilidad del equilibrio
relativo necesitamos raices reales negativas de p(M).

~1
4096 (R — 1)°
—6M — 128 R* + 512 R® — 760 R* 4+ 496 R — 119)

pp) M(M+1) (M+2R+1) (M —2R+1) (M*-8MR*+16 M R

(5.61)

La ultima ecuacion la podemos escribir como

—1

ZWM (M+1)(M+2R+1)(M—-2R+1)q(M)g(M) (5.62)

p(u)

donde
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a(M)=M —-2R+1
(M) =M?*—-8MR*+16 M R —6 M — 128 R* + 512 R?
— 760 R* + 496 R — 119 (5.63)
=M?+ M(—8R? + 16R — 6) — 128R* + 512R* — 7T60R? + 496 R — 119
=M? + Mhy(R) + hy(R).

El factor ¢; nos exhibe raices reales negativas si R < 1/2, asi que para analizar g nos
enfocaremos en valores de R en el intervalo (0,1/2), y utilizaremos la regla de los signos
de Descartes. Notemos que hi(R) es negativo para valores en (0,1/2), el factor ho(R) tiene
raices \/Ti + 1~ 1.3536,1 — \/TE ~ 0.6464,1 + 1,1 — £ ver figuras (5.3) y (5.4). Conociendo
estas raices y notando que hy(0) < 0 tenemos que el factor go(M) tiene un cambio de signo,
es decir una raiz real positiva si R € (0,1/2). Luego el polinomio p tiene siempre una raiz

real positiva y las érbitas generadas son inestables.
Notemos que si z < 0 la ecuacién (5.30) se convierte en

1—4m(1—r?)
41— 2P

(5.64)

expresion valida si el numerador es positivo, es decir si 1 —4m(1 —r?) > 0, condicién que se
cumple si 7% > 1 — ﬁ > (0 y que no tiene ningtn sentido en nuestro problema si m — 0.

Grafrica de h1

1
(=] 1

Figura 5.3: Gréfica de hi(R).
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Grafrica de h2

2

h2(r)

Figura 5.4: Gréfica de hy(R).

OBSERVACION 1 Es claro que el problema restringido se convierte en un problema de
dos cuerpos con masas iguales, sin embargo en los teoremas (5.1.1) y (5.2.1) obtenemos di-
ferentes resultados, esto se debe la diferencia del espacio fase en que se exponga el problema.
Primero vimos, en el teorema (5.1.1), que si consideramos el problema en donde las masas
wguales giran uniformemente de forma paralela al plano xy entonces existe un intervalo so-
bre el eje z en donde las orbitas son estables, y un intervalo en donde son inestables; por
otra parte si consideramos, como lo marca el teorema (5.2.1), el problema de dos cuerpos en
donde las particulas de masas iguales giran de forma paralela al eje xy y ademds existe otra
particula de masa m fija en el polo norte de las esfera, si tomamos el limite m — 0, entonces
las orbitas generadas son inestables.

La razon por la que tenemos diferentes resultados es que el problema estd planteado en
distintos contextos. Cuando consideramos sélo dos particulas, como en el primer caso, el
problema estd formulado en el espacio fase

(R?"\ A) x TR?" C R®, (5.65)
donde TR®" es el haz tangente de R*", (n = 2).

Si consideramos tres particulas, como en el sequndo caso (una de masa m en el polo norte)
el problema estd planteado en el espacio fase

(R \ A) x TR*" C R*?, (5.66)
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donde TR*" es el haz tangente de R*™, (n = 3).

En ambos casos /\ estd dado por las correspondientes singularidades, explicadas en la
seccion (2.5).

Dicho en otras palabras, los resultados sobre estabilidad son diferentes ya que las particu-
las, en ambos planteamientos, tienen diferente libertad de movimiento debido a que los espa-
cios en donde se encuentran son diferentes.

5.2.2. Masas Iguales

Teorema 5.2.2 Consideremos orbitas eulerianas periodicas del problema curvado de tres
cuerpos en S?, con masas m; = my = ms, en donde m; y msy Se encuentran fijas en los lados
opuestos de un circulo que rota uniformemente en un plano paralelo al ecuador z = 0, y la
particula ms fija en el polo norte (0,0,1), entonces para z € (—1/2,0) U (0,1) las orbitas
generadas son inestables, y el movimiento no es posible si z € (—1,—1/2). Notemos que en
z = 0 tenemos una singularidad.

Demostracion
Para estudiar la estabilidad de equilibrios relativos introduciremos coordenadas rotatorias.
Consideremos los siguientes cambios de coordenadas y reescalamiento de tiempo, este tltimo
para simplificar el valor de w.

r; =rXy Y =rY;,
t=r2r (5.67)
Q= (X,Y).

) . ) w
Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, 2 = —. De
T
esta manera tenemos
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—wr (5.68)

Introducimos la notacion

YT dr dx; dr dai dt dr

L. s (5.69)

r

1,
= Tr2a;,

(5.70)

para i = 1,2, 3.
De la misma forma obtenemos las siguientes expresiones

Y/ =reg, Y =%, i=1,2,3. (5.71)

Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo
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3

i= Y m;(q; — (¢ - qj)gh) (i

Gi * i)
J=1,j#i (1= (g - q;)?)

S m; (5,95, %) — (@3, yi, z0) - (25,95, %)) (i, i, 7))

— (&4, Ui, 21) - (T4, Uiy 20)) (T4, iy 24)

=1 gt (1 — ((zs, 9, i) - (ﬂUj,?/j»Zj))Q)%
3
— Z m((rX;, 1Y, z5) — (@i, yi, 20) - (25, 95, 2)) (1 X, Y5, 21))
3
=1 gt (1= ((zi, yis 20) - (@i, 93, 1)) 2

- ((3:7,7 yia 27,) : (a:la yia zl))(TXu 71}/;, zi)?
(5.72)

para i =1,2,3.

Definimos f;; = (¢ - q;) = (%, yi, 1) - (T, Ui, 2) = r3(X; X, + YiY;) + ziz;. Entonces la
ultima ecuacién queda

3 .
- m TX‘,T’Y‘, % TXZ‘,T‘Y;‘,ZZ' Ce . L.
Gi= ) X, 0 25) — Jit ) _ (i, 915 20) - (@4, G0, %)) (r X, vY5, 21)

j=1.j#i (1= 123)
3
] X Y 7 X’i? }/:L'? 7 . 5 )
_ Z mj((?“ ]7T .77 ) Qf](r r Z)) _(qqu)(’["X“T'K,ZZ), 22172’3‘
j=1j#i (=75

(5.73)

Como la coordenada z; del cuerpo ¢ se mantiene constante, entonces podemos ver el
movimiento de cada particula sobre un plano, es decir, para el andlisis podemos omitir la
coordenada z;.

i=Y mil(r X, r¥s) = X r¥)) o ayix rv)), i—1,2,3. (5.74)

i (1-f2)

Ahora, tomando en cuenta que QY = r?j;, tenemos

Q! = 32”” X5, Y5) f”(X“Y;)) =G - 4:)(X;,Y5)

J# (1 37)
r3 ; mj(Q o f)ng i) Tg(%’ L G)Qi, i=1,2,3. (5.75)
Ji
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Introducimos coordenadas rotatorias (&;,7;), ¢ = 1,2, 3,

(3)-men () 571

en donde R({27) es la matriz de rotacién

(5.77)

cosdr —sin Q7
sinQr  cosQr

R(Qr) = (

Tenemos entonces

( & > — RO ( X; ) _ ( cosQr  sinQr ) (Xi ) _ ( cosQt X; +sinQr Y] )
7 Y; —sin Q7 cosQr Y; —sinQr X; +cosQr Y, )
(5.78)
Luego

o\ (cosQr X;) + (sinQr Y;)
e )\ (—sinQ7 X;) + (cosQr Y;)
(5.79)

—QsinQr X; +cosQr X!+ QcosQr Y; +sinQr Y/

— (2

N ( —QcosQr X; —sinQr X! —QsinQr Y; +cosQr Y/ )
— D cos QT X; — Qsin Q7 X[ — Qsin Q7 X] + cos QX — Q% sin Q7Y; + Q cos QrY/+
Qcos QY] +sin QY

& ) _
2 -
( ‘ D sin Q7 X; — Qeos QX! — Qeos QrX] — sin Q7 X! — Q? cos Q7Y; — Qsin QrY/—
—Qsin Q7Y + cos QY

_ 2 —oos QrX; —sin Q7Y von( T sin Q7 X! + cos QrY/
N sin Q7X; — cos QY] —cos QX[ —sin QrY/

cos QT X 4 sin Q7Y
—sin Q7 X! + cos Q7Y

2 [ —cosQTX; —sinQrY; —sin Q7 X] + cos QrY/ 1 X/
=0 ( sin Q7 X; — cos Q7Y; 20 cos Q1 X! — sin QrY/ + R (0r) " )

(5.80)

—0?cos QT X; — Q% sin Q7Y

Sumando y restando 2 ( 02 sin Q7 X; — Q2 cos QY

mos

) en la expresién anterior obtene-
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( & ) _QQ( cos Q7 X; 4 sin QrY; ) +QQ( —Qcos Q7 X; — Qsin Q7Y )
! -

Mi —sin Q7X; + cos Q7Y; Qsin QrX; — Qcos Q1Y;
—sin Q7 X + cos QrY/ B X
+20 ( —cos Q7 X! —sin Q7rY! ) + RHOr) ( Y/ ) (5.81)

i / B X
:QZ<§7' ) +2Q< _775, ) +R 1(Q7’)< v )
Desarrollando los valores de X” y Y en
_ X/
RN () ( v ) , (5.82)

y usando (5.75) y (5.76) obtenemos las ecuaciones de movimiento en un sistema rotatorio
que gira a velocidad 2, que quedan como

<f£l>:29( n; )+Q2(€i>_r2h.<§i)
m =€ i "\

3
T3 g [+ € = 206 + )y (1 — 7€+ ) (L - 2+ )
J=Lj#i

(5.83)

&

0 ) — (r*(&&; + nimy)

= (&8 + ) + (& 40 (& + )] K

i

wfa=re - ) (5],
donde

2
hy = Q&+ n7) + 2Q(&m; — mi&h) + ((&7) + () + = Tg(ré»iQ ) (& + min;)?,

para i = 1,2 3.

En el sistema (5.83), podemos comprobar que

51:17 771:()7 £2:_1> 772:()7 53207 773:()7 61:()7 7/17:07 5;207 77;:07 fé:O, 7759,:07
(5.84)
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es punto fijo. De acuerdo con estos indices los cuerpos tienen masas m; = ms = my mg = M.

Para estudiar la estabilidad espectral de este tipo de equilibrios relativos tenemos que es-
tudiar los eigenvalores del campo vectorial de la diferencial de la funcién de la parte derecha
de (5.83), escrito como un sistema de 12 ecuaciones evaluado en el punto fijo que exhibimos
anteriormente.

La estructura de dicho campo vectorial evaluado en el punto fijo tiene la forma de la
siguiente matriz cuadrada

Df_(gl é) (5.85)

donde I es la matriz identidad de tamano 6 x 6, y A y B estan dadas de la siguiente forma

0 20 —20r2 0 0 0O 0
—20 0 0 0 0O O
0 0 0 20 — 202 0O O
B= 0 0 —20)? 0 0O 0 |’ (5.86)
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 20 0
a 0 b 0 e O
0O ¢ 0 d 01
b 0 a 0 e O
A= 0 d 0 ¢ 0 1|’ (5.87)
-2 0 =2 0 f 0
0 1 0 1 0 g

donde a,b,c,d, e, f, g estan dados por los siguientes valores
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9 12m 5 o m (4r*—=1) 36 m 1 24 m r M r?
a=Q0"+ ————=—-30r" + 5 — = + 5+ >
(4—472)2 (4—472)2 (4—4r2)2  (4—4p2)2 (2M+1)VI-r
b 27?7 —1 (67> —6) (87?7 —4)
(4 — 47r2)2 2(2—4r2)7
c=2M(r*—1),
o, m(2r?—1) 2.2
d =% = — Q7 r*— M(V1—1r?),
8(1—r2)2
1
e=——-—7,
(4—4r2)2

f=0*+4m V1 —r2

g =0 —2mV1—1r2+m.
(5.88)

Recordemos que para la existencia de equilibrios relativos la velocidad angular debe cum-
plir

AM(1 — 2
g = mEAMI =) (5.89)
41 —1r?)z

A la matriz D f la podemos reescribir como

0 I
Df_<A Q§>, (5.90)
con
0 2—22 0 0 0 0
-2 0 0 0 0 0
~ 0 0 0 2—22 0 0
B=1 "y 0 -2 0 0 0 (5.91)
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 -20
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Los vectores propios de D f son los ceros de la ecuacion det(Df — AI) = 0. Definamos
p tal que A = Qu, por lo que buscaremos los ceros de la ecuacién det(Df — Qul) = 0. La
condicon que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como

(aam ) (2)=o(2).

donde u, v estan formados por las primeras y ultimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor (2.

Asi la condicion del eigenvalor con parametro p se sigue de

v=Quu, Au-+ QEQMU, = Quv = Q1.

(5.92)

(5.93)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(u). La condicién de valor propio debe

satisfacer

Si denotamos a r? por R entonces

p(p) = det(A+ QPuB — O2p?) = 0.

A+ Q2B — Q%2 =

fi
11(8 R—10)
4(1-R)3
6R-3  _ _2R-1
8(1-R)2  8(1-R)3
0
—2
0

donde

p(2R-2) (4'R*5) 6R—3 _ _2R-1 0 2R—2
4(1—-R)3 8(1-R)>  8(1-R)3
1
f 0 8(1—R)> 0
0 fi # (2 R—2) (4 R—5) 2R —2
( ) 4(1-R)?2
1 u(8R-10)
8(1-R)% 4(1-R)3 f 0
0 -2 0 I3
1 0 1 LER-10)
4(1-R)?

(5.94)

- O = O

_ p(sR-10)
4(1-R)?

Ja
(5.95)




72 5.2. PROBLEMA DE TRES CUERPOS

4R -1 R—2 4R -5 6R—3 3R(4R-5) u?(4R-5)
fi= R - E 3+ 3 T 3
8(1-R): V1I-R 4(1-R)2> 8(1—-R):> 4(1-R)> 4(1—R)>
2R—1 4R-5 R(4R-5 2(4R-5
f:—g—‘/l—R— §_|_ ( §>_|_M ( §>,
8(1— R)> 4(1-R)2  4(1-R)?  4(1-R)>

o AVTTR . AR5 (R
4(1-R)? 4(1-R)?

f4=”2 (4R_§>— 4R_53 —2V1—R.
4(1-R)? 4(1-R)’

(5.96)

El factor p en p(u) aparece en potencias pares, entonces hacemos el cambio de variable
M = p?, para obtener el polinomio p(M), entonces para tener estabilidad del equilibrio
relativo necesitamos raices reales negativas de p(M). Después de multiplicar al polinomio

p(M) por el factor —4096(1 — R)?/(4R — 5) obtenemos

p(M) = M(M + 1)Q:1(M)Q2(M), (5.97)
donde

Qi1(M) =2R +4MR — 5M — 5,
Qo(M) =16 M® R* — 40 M® R+ 25 M*® + 32 M* R* — 64 M* R*> + 18 M* R + 15 M*
— 256 M R* + 1040 M R® — 1528 M R* + 956 M R — 213 M + 256 R®
— 1280 R* + 2512 R® — 2408 R* + 1122 R — 203
=(16R* — 40R + 25)M*
+ (32R? — 64R* 4+ 18R + 15) M*
+ (=256 R* + 1040R® — 1528 R* + 956 M — 213)M
+ 256 R° — 1280R* + 2512R* — 2408 R* + 1122R — 203.

(5.98)

5—2R
4R -5

El factor Q;(M) tiene raiz M =

polinomio Qs(M), reescribiéndolo

< 0,1 R € (0,1). Analizaremos las raices del

Q2(M) = g1 (R)M? + go(R)YM? + g3(R)M + g4(R). (5.99)

El factor g;(R) es positivo, excepto en la raiz doble R = g—g > 1. El factor ¢g2(R)

tiene puntos criticos en R; = mtT V29472 ~ 1.173563544191518 y en Ry, = mT V29472 R
0.159769789141815, donde R, es un méaximo local. Tenemos ¢2(0), g2(1), g2(R2) > 0 por
lo que go(R) > 0 para R € (0,1). Para analizar el comportamiento de g4(R) revisamos

su derivada, gj(R), que tiene raices R; = 1.221606070873750 + 0.083431707913399:, Ry =
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1.221606070873750—0.083431707913399¢, R3 = 0.924141480011802, R4 = 0.632646378240695.
Las raices reales de gj(R) nos muestran el minimo y el maximo local de g4(R). Notemos que
94(0), g4(R3), 94(R4), g4(1) < 0, por lo que g4(R) < 0 para R € (0, 1), ver figuras (5.5), (5.6)
y (5.7).

Hemos analizado el signo de los coeficientes de Q2(R), mostrando que, independientemen-
te del signo del coeficiente g3(R), hay una variacién de signo de los coeficientes de Q2(R).
Por la regla de los signos de Descartes el polinomio Q2(R) tiene una raiz real positiva, M,
misma que es riz de p(M). La raiz My de p(M) genera dos raices reales de p(u), con lo que
mostramos que existen dos valores propios reales de la matriz D f. Asi los equilibrios relativos
generados son espectralmente inestables.

Lo que hemos mostrado hasta aqui es el caso donde la particula my y la particula ms se
encuentran en el hemisferio norte de la esfera. Mostraremos lo que sucede cuando éstas se
encuentran en el hemisferio sur

Grafica de g1
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Figura 5.5: Grafica de g;(R).
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Grafica de o2
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Figura 5.6: Grafica de g2(R).
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Figura 5.7: Grafica de g4(R).

A continuacién mostramos el analisis para el caso donde z1, 29 < 0, en este caso notemos
que 2123 < 0,223 < 0y 2129 > 0 en los correspondientes términos de la ecuacién (5.83).
Ademas la condicion (3.39) para z < 0 en términos de r y masas iguales a uno queda como

2 1—4(1—1?)
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Notemos que la ecuacién (5.100) tiene sentido sélo si el numerador es positivo, es decir si
2
r* > 3/4.

La matriz D f queda como

0 I
Df-(A QE)’ (5.101)
con
0 2—2r% 0 0 0 0
-2 0 0 0 0 0
~ 0 0 0 2—2r2 0 0
B = 0 0 9 0 0 o | (5.102)
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 -2 0
a 0 b 0 e O
0O ¢ 0 d 0 1
b 0 a 0 e 0
A= 04 0 co0 1| (5.103)
-2 0 =2 0 f 0
0O 1 0 1 0 g
donde
1 —4r? r?—2 3(1 —2r?) 2
a = — 8(1 — r2)3/2 + (1 —r2)1/2 + 8(1 — r2)3/2 — 37,
- 1 — 272 3(1 —2r?)
_8(1 _ 702)3/2 (1 _ Tz)g/z’
2r2 — 1
c=— — + P - 4 (1-— 7"2)1/2,
8(1 —1r2)3/2 (5.104)
1
d=———=75
S(1— r2)3/2’
e =2r? — 2,

f=0%—4(1— 7‘2)1/27
g =02 +2(1 —r3)1/2,

Al igual que en el caso de zi, 29,23 > 0, tenemos que la condicién para encontrar los
valores propios es resolver la ecuacién

p(p) = det(A+ QPuB — Q) = 0. (5.105)

Si denotamos a r? por R tenemos que
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A+ Q2uB — Q22 =

_ W(2R-2)(4R-3) _6R-3 _ 2R-1 _
(flR) 4(1-R)3 8(1-R)>  8(1-R)? 0 21 =2 0
_ p(8 76{ 1
4(1—-R)3 f 0 8(1-R)2 0 1
6R=3 __ _2R-1_ 0 £ _M(ZR—2)(45—3) IR —2 0
8(1-R)2  8(1-R)Z s R6) 4(1-R)2
1 s — )
0 8(1—R)3 4(1—-R)3 f2 0 1
—2 0 -2 0 f 1 (8R=6)
(8 R—6) Ha- B2
__ploh—b)
0 1 0 1 1R} f
(5.106)
donde
j_B-2  AR-1 L AR-3 6R—3 3R(AR-3) u2(4R—3)
1= - - - 9
VI-R §(1-R)?: 4(1-R)? 8(1—-R)?: 4(1-R): 4(1-R)?
2R—1 4R—-3 R(4R-3 2(4R-3
f=vI—R+ 4 ;— ( §)_M( 5)7
S(1-R)? 4(1-R)?> 4(1-R)?® 4(1—-R)?
4R -3 2(4R-3
fo=——— 41— _Lé)7
4(1— R)? 4(1— R)?
4R—-3 2(4R-3
fi=2vVI—R+ e UR=3)
4(1 - R)> 4(1—-R)>
(5.107)

De nuevo hacemos M = p? para obtener el polinomio p(M), recordemos que necesitamos
raices reales negativas de p. Después de multiplicar al p por el factor —4096(1— R)%/(4R—3)3

obtenemos

p(M) = M(M + 1)Q:1(M)Q2(M), (5.108)
donde

Q1(M) =6R+4MR — 3M — 3
Qo(M) =16 M>R* — 24M>R + 9M? + 32M?R* — 64M*R* + 42M°*R — 9M? — 256 M R*
+1008M R* — 1512M R* + 1020M R — 261 M + 256 R”> — 1280R* + 2544 R?
— 2520R? + 1242R — 243
=(16R* — 24R + 9)M*
+ (32R? — 64R* + 42R — 9) M*
+ (=256 R* + 1008 R* — 1512R* + 1020R — 261) M

+ 256 R> — 1280R* + 2544R? — 2520R? + 1242R — 243.
(5.109)
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El polinomio Q1(M) tiene rafz My = 32°2 < 0 para R € (3,1). Analizaremos las raices
del polinomio Q5(M), reescribiéndolo

Q2(M) = gi(R)M® + g2(R)M? + g*(R)M + ga(R). (5.110)
Analicemos el polinomio g4(R), las raices de su derivada, gj(R), son

Ry =2.261009058898779 + 1.7401818393157664,
Ry =2.261009058898779 — 1.740181839315766¢,
R3 = —0.261009058898779 + 0.198884034968046¢,
Ry = —0.261009058898779 — 0.198884034968046¢,

(5.111)

como son complejas el polinomio gs4(R) no tiene méximos o minimos locales, ademés ga(2),
94(1) < 0, concluyendo que g4(R) < 0 para R € (2,1). El polinomio g3(R) tiene un méximo
global en Ry = 0.920954761872277, con g5(Ry) < 0, luego g3(R) < 0 para R € (2,1). Tenemos
también que gi(R) > 0, excepto para R = 2, g;(3) = 0, , ver figuras (5.8), (5.9) y (5.10).
Entonces independientemente del valor de go(R) el polinomio QQ2(M) tiene una variacién de
signo, lo que indica que existe una raiz real positiva. Esta raiz real positiva nos muestra la
existencia de eigenvalores reales de la matriz Df. Luego podemos concluir que las érbitas
que generan estos valores propios son inestables.

Grafica de g1

Figura 5.8: Gréafica de g;(R).
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Figura 5.9: Grafica de g3(R).
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Figura 5.10: Gréfica de g4(R).

5.2.3. 241 Cuerpos

Como en el problema newtoniano, el llamado problema 2+ 1-cuerpos consiste en estudiar
el problema de tres cuerpos, en donde la masa de dos de ellos es despreciable, y no existe
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fuerza de atraccion sobre ellos. Hemos analizado los equilibrios relativos de este problema en
S? obteniendo el siguiente resultado

Teorema 5.2.3 Consideremos orbitas eulerianas del problema curvado de tres cuerpos en
S?, con dos masas despreciables fijas en los lados opuestos de un circulo que rota uniforme-
mente en un plano paralelo al ecuador z = 0, y una particula con masa m fija en el polo
norte (0,0,1), entonces para z € (0,1) las orbitas generadas son estables.

Demostracién
En este caso tenemos m; = my = m con masas despreciables en los extremos de un circulo
a altura z y ms3 = 1 fija en el punto (0,0, 1). Como las masas m; vy my las suponemos mu
3 s Uy
pequenas entonces no hay fuerza de atraccion sobre ellas, cada una de éstas se mueve por la

fuerza de atraccién que ejerce la particula ms. Entonces tenemos dos sistemas desacoplados,
uno formado por m; y ms, y el otro sistema formado por my y ms.

Consideremos un sistema formado por las particulas m; y ms como anteriormente lo
hicimos tomamos coordenadas rotatorias del sistema que gira a velocidad €2, aplicando la
matriz de rotacion a la posicién de las particulas

( ); ) = E(Qr) ( ;’; ) : (5.112)

donde R(27) es la matriz de rotacién

(5.113)

cos 2t —sin 7
sin Q7 cosT '

R(Qr) = (

De manera analoga obtenemos las ecuaciones de movimiento en el sistema rotatorio

(fél)ZQQ< u >+Q2(fz’)_r2h(§i)
n; =& ni "\ mi

g € €+ = 288 + mimy)y (L= r2(& + ) (1 - 12(€2 + )

(5.114)

= (6 + €+ + )| (9) - (e + )

wfa=re - ) (5],

donde
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7"2

1—r2(& +n?)

hy = Q2(& + n7) + 2Q(&n, — ni&)) + ((€7) + () + (&&l +miny)?,
para i =1,2.

En el sistema podemos ver que un punto fijo es

51 = 17 m :07 52 :07 2 :051 :Oa 77,17:()7 fé :07 77; = 0. (5115)
La matriz D f correspondiente es una matriz de tamano 8 x 8 de la forma
0 I
Df_(A B)’ (5.116)
en donde I es la matriz identidad de tamano 4 x 4. La matriz A en este caso tiene la forma
a 0 b O
0 ¢c 0 d
A= b0 a0 | (5.117)
0 d 0 ¢
donde
2
r
a= + 02 = 30%% + 21 — 12,
V1—1r2
b=2r" -2, (5.118)
c=02 — Q%2 — /1 —1r2,
d=1
La matriz B
0 20 — 2072 0 0
—20 0 0 0
B = 0 0 0 20 |- (5.119)
0 0 -2 0
En este problema la velocidad angular debe cumplir
4(1—=r*)+m
P= 5.120
4(1 — r2)3/2 ( )

Los vectores propios de D f son los ceros de la ecuacion det(Df — AI) = 0. Definamos
p tal que A = Qu, por lo que buscaremos los ceros de la ecuacién det(Df — Qul) = 0. La
condicon que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como




CAPITULO 5. ESTABILIDAD DE EQUILIBRIOS RELATIVOS EN 52 81

(219[@)(5)29“(5)7 (5.121)

donde u, v estan formados por las primeras y ultimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor (2.

Asi la condicion del eigenvalor con parametro p se sigue de

v=Quu, Au+ QéQuu = Quv = Q1. (5.122)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(u). La condicién de valor propio debe
satisfacer

p(p) = det(A+ Q>uB — Q121 = 0. (5.123)

Si denotamos a r? por R entonces
A+Q2uB — Q2 =

m—4R+4 _ R(m—4R+4) B
h M(2(1R)% 2(13)%) 2h=2 0
_ p(m—4R+4) 0 1
2(1-R)2 f2 TN (5.124)
_ p(m—
2m 0 ( f34R ) 2(1_R)3
_m(m=4R+4)
0 mn 2(1-R)3 Ja
donde
R m—4R+4 SR(m—4R+4 2m—4R+4
PR 4o SR AREY R m 4R+ )
VI-R  4(1-R) 4(1—R)> 4(1— R)>
m—4R+4 R(m—4R+4 2m—4R+4
f2:—§—\/1—R— ( 3 )—M ( 3 )
4(1— R)? 4(1— R)? 4(1— R)? (5.125)
—4R+4 2 —4R+4 '
fa=2mvi-R+ " T4 (m +4)
4(1-R)? 4(1-R)?
m—4R+4 2(m—4R+4
= mVi-R-E ( . ).
4(1— R)? 4(1— R)?

Cuyo determinante es
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p(p) =

1

~ 256(R — 1)6 (

— 128 m* R3 ' — 296 m* R® 1?2 — 1240 m* R® + 4m* R? 18 + 193 m* R? p*

+749m* R? —8m* Rp® —132m* Rp* — 256 m* R > — 228 m* R — m* 1 + 30m™ i

+ 56 m* pu? 4+ 27m* — 256 m®* R” 4 256 m® R 1i* + 2048 m® R® — 256 m® R® ;i*

— 1840 m> R 1i® — 6608 m® R® + 1344 m® R* pu* + 5456 m® R* 1> + 11376 m® R*

—48m3 R3 15 — 2824 m3 R® pi* — 8400 m> R® 1i® — 11352 m3 R® + 144 m> R* 8

+ 2988 m> R? ut + 7064 m> R? 1i* + 6556 m>® R? + 16 m® R u® — 84 m> R u®

— 1528 m® R u* — 3060 m3 R > — 2016 m3 R — 16 m? 8 — 12m3 18 + 276 m? p?

+ 524 m3 p? + 252m3 — 1024 m? R” pi? — 1024 m?* R™ + 512m? R® p* 4+ 7168 m? R® 1i®

+ 6656 m? RS — 3584 m? R® u* — 22528 m? R® 1i? — 18944 m? R® 4+ 192m? R* 1i°

410256 m? R* pi* + 40416 m? R* 1i® 4 30352 m?* R* — 768 m? R® 1u® — 15488 m? R® ui*

— 44032m* R? pi* — 29312m? R®* — 96 m? R? 1i® 4 816 m? R? ;u® + 12704 m?* R? ui*

+ 28720 m? R* 1i® + 16928 m?* R + 192m? R 1i® — 96 m* R % — 5120 m? R pi*

— 10208 m? R p? — 5376 m? R — 96 m? i — 144 m? 118 + 720 m? p* + 1488 m? 142

41024 m R pi* 4 2048 m R ;% + 1024 m R® — 256 m R ju® — 6144 m R® i

—11520m R® p? — 5632m R® + 1280 m R* 1i® + 15424 m R* pi* + 27008 m R* /2

+ 12864 m R* 4+ 256 m R 1i® — 1728 m R? 15 — 19840 m R? i* — 33472 m R? 112

— 15616 m R® — 768 m R? 1i® + 64 m R? 15 + 13056 m R? pi* + 22848 m R? 1i*

+ 10624 m R* + 768 m R u® + 1216 m R u® — 3712m R pu* — 8000 m R p* — 3840m R

— 256 m u® — 576 m pu® + 192 m p* + 1088 m p? + 576 m — 256 R* 1® — 768 R* 18

— 768 R* pu* — 256 R* pi® + 1024 R? 1i® + 3072 R® 1 + 3072 R® pi* 4 1024 R? 14

— 1536 R? 1u® — 4608 R? 115 — 4608 R? pu* — 1536 R* 11> + 1024 R 1i® + 3072 R 118

+3072 Ryt + 1024 R pi* — 256 p® — 768 pu® — 768 u* — 256 p* + 418 m* R* pi* + 720 m?) .
(5.126)

96m* R® — 512m* R® + 32m* R* pi* + 76 m* R* ;i* 4+ 1108 m* R*

Suponemos que la masa m es despreciable, entonces tomando 1im,,_,o p(x), obtenemos

() = A1)

CESTR (5.127)

mostrando que las 6rbitas generadas son estables, ya que los valores propios de la matriz D f
dados por las raices de p(u) son iguales a cero y puramente imaginarias.

Con este resultado concluimos nuestro trabajo referente a los equilibrios relativos en S2,
mostrando resultados originales sobre equilibrios relativos eulerianos del problema de dos
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y tres cuerpos. Cabe mencionar que en [25], los autores Regina Martinez y Carles Simd,
estudian movimientos lagrangianos de tres cuerpos con masas iguales en S?, entre ellos se
analizan equilibrios relativos Lagrangianos, mostrando rangos de valores de momento angular
en donde las orbitas son espectralmente estables. También es importante senalar que en su
trabajo se utilizan algunos argumentos numéricos.

Como mencionamos en la introduccion, con este trabajo en el que estamos mostrando
resultados originales y con [25] se tiene un claro panorama sobre los movimientos que gene-
ran los equlibrios relativos. En [25] se estudian los equilibrios relativos del tipo lagrangiano
y nosotros analizamos los equilibrios relativos del tipo euleriano del problema de tres cuerpos.

Es importante destacar que nosotros también estudiamos la estabilidad del problema de
dos cuerpos, senalando que todos los resultados expuestos en este capitulo no se habian rea-
lizado antes.

Ya que analizamos el problema en espacios de curvatura constante positiva veremos qué es
lo que pasa si proponemos el problema en espacios de curvatura negativa, los resultados los
exponemos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 6

Estabilidad de Equilibrios Relativos
en H?

Es esta seccion mostraremos un analisis de la estabilidad espectral de los equilibrios rela-
tivos eulerianos en H?, mostraremos la condicién de estabilidad en el problema de equilibrios
relativos elipticos e hiperbdlicos del problema de dos y tres cuerpos. Recordemos que no
existen equilibrios relativos del tipo parabdlico en H?.

6.1. Equilibrios Relativos Elipticos

Comenzaremos analizando los equilibrios relativos elipticos en H?, recordemos que éstos
son soluciones de las ecuaciones de movimiento en donde las particulas se encuentran girando
en planos paralelos al plano zy, esta definicién la expusimos en la seccién (4.1). Mostraremos
resultados sobre el problema de dos y tres cuerpos.

6.1.1. Problema de Dos Cuerpos

Comenzamos con el caso mas sencillo que es el problema de dos cuerpos. Tenemos el
siguiente resultado en donde tenemos dos masas iguales girando a una altura z, ver figura

(6.1).

85



86 6.1. EQUILIBRIOS RELATIVOS ELIPTICOS

Problema de dos cuerpos en H2

Figura 6.1: Equilibrios relativos elipticos del problema de dos cuerpos en H?. Dos cuerpos
se encuentran girando sobre dérbitas circulares a una altura z (curva continua-azul), mante-
niéndose siempre la misma distancia, medida sobre geodésicas (curva punteada-roja).

Teorema 6.1.1 Consideremos orbitas periodicas del problema curvado de dos cuerpos en
H?. Si los cuerpos con masas m, = ms se encuentran fijos en los lados opuestos de un cirulo
que gira uniformemente en un plano paralelo al plano xy, entonces para z € (1,00) las drbitas

generadas son estables si1 1 < z < % e inestables si z > %

Demostracion

Al normalizar las masas tenemos m; = my = 1. Como en S?, introducimos coordenadas
rotatorias, aplicando a las coordenadas de posicién de los cuerpos la correspondiente matriz
de rotacién. Es decir, introducimos coordenadas (&;,n;), i = 1,2, tales que

( if ) _ R(O7) ( g ) , (6.1)

en donde R(§27) es la matriz de rotacion

sinQQr  cos QT (6.2)

R(Qr) ( cos QO —sinQr ) '

Reescribiendo las ecuaciones de movimiento en términos de (&;,7;) obtenemos las ecua-
ciones de movimiento en H? en un sistema rotatorio que gira a velocidad Q
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; =& UA i

g (€07 €2+ nF = 268 + my) (L r2( + n2)(1+ 12 + )

(6.3)
#r(6 ++ €+ ) [ (§) 4 (6 + )
e e o) ()]
donde
2
hi = QP& +n?) + 2Q(&n; — m&) + (67) + () — T 7‘2(2? ) (&&+ mimy)?,
para i =1, 2.
En (6.3) comprobamos que
51 =1, m=0, 52 =-1, n =0, 51 =0, 7717:()7 5; =0, 77& =0, (64)

es punto fijo del sistema.

La correspondiente matriz D f correspondiente es una matriz de tamano 8 x 8 de la forma

Df:(f1 é) (6.5)

en donde [ es la matriz identidad de tamano 4 x 4. La matriz A en este caso tiene la forma

(6.6)

o ot O e
QL O o O
o O
o © o

donde
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1+ 4r° (6 +672)(4 + 8r?)

=07 +30%° —
O S T e T T @ A

1+ 2r2 (1+672)(4 + 8r?)

b= —
(4 4 4r2)3/2 2(4 + 4r2)5/2 7
(6.7)
2r? +1 9 9 9
c=— m + Q° 4+ Q%r=,
1
d=——:-.
(4 4 4r2)3/2
La matriz B
0 2Q+20Qr? 0 0
—2Q 0 0 0
B = 0 0 0 20+ 20Qr? (6.8)
0 0 —2Q 0
En el problema restringido la velodidad angular debe cumplir
1
P 6.9
(1 + r2)32 (6.9)
Usando (6.9) podemos reescribir a la matriz D f como
0 I
b L) 610

Los eigenvalores de la matriz D f son los ceros de la ecuacion det(D f —AI) = 0. Definamos
i de tal manera que A = Qu, entonces buscaremos los ceros de la ecuacion det(D f—Qul) = 0.

Analogamente a la seccién 5.2.1 podemos ver que la condicién debe satisfacer D(u)u = 0,
donde D(u) = A+ puB — pI, y se debe tener D = 0.

Denotamos a r? por R. El polinomio caracteristico p(u) de la matriz A+ ,ué — 121 es

p(p) = 1+ 3p° — Ap* B2 + 3p* — 4P R + i, (6.11)

El polinomio p(u) lo podemos escribir como

p(p) = (0 + 1) (1 = 2R+ 1)(1* + 2R+ 1). (6.12)
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En la seccién 5.2.1 hicimos el analisis del mismo polinomio y vimos que D f tiene eigen-
valores puramente complejos si

2R —1<0, (6.13)
con R € (0,1).

La condicién (6.13) se cumple cuando R € (0, 3], es decir, cuando 22 € [1, 3).

6.1.2. Problema de Tres Cuerpos

A continuacion mostraremos nuestros resultados acerca de equilibrios relativos eulerianos,
el caso restringido, el caso de masas iguales y el problema 2 + 1 cuerpos, ver figura (6.2).

Figura 6.2: Equilibrios relativos elipticos del problema de tres cuerpos en H2. Un cuerpo
se encuentra fijo en el punto (0,0,1) y los otros dos se encuentran girando a una altura z
formando érbitas circulares (curva continua-azul), los cuerpos se encuentran manteniendo
siempre la misma distancia medida sobre geodésicas (curva punteada-roja).

6.1.2.1. Problema Restringido

Lo que obtuvimos acerca del problema restringido lo mostramos en el siguiente

Teorema 6.1.2 Consideremos orbitas eulerianas del problema curvado de tres cuerpos en
H?, con masas m, = my fijas en los lados opuestos de un circulo que gira uniformemete un
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un plano paralelo al plano xy a altura z, y la particula ms con masa despreciable fija en el
punto (0,0,1), entonces para z € (1,00) las drbitas generadas son inestables.

Demostracion
Para demostrar este resultado introduciremos una particula de masa ms = m fija en el punto
(0,0,1), y después haremos m — 0, ademéas normalizaremos el valor de las otras dos masas,
es decir tomaremos m; = my = 1. Introduciremos coordenadas rotatorias para estudiar la
estabilidad de equilibrios relativos, consideremos los siguientes cambios de coordenadas

v, =rX;, yi=rY;, re0,00), (6.14)
t=rer, (6.15)
tendremos entonces las ecuaciones de movimiento en términos de
Q= (XY, z2). (6.16)
wt

Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, 2 = —. De
T

esta manera tenemos

(6.17)

dmgz® +my
=T
423(22 — 1)

my + 4mz(1 +r?)
4(1+12)%

1+ 4m(1 +1r?)
4147122

De forma ansloga que en S? tenemos

X/ =r2d;,
X! =23,
b (6.18)
i — T2Yq,

" 2.
Y; =TYi,
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parai = 1,2 3.

Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

3
. m;(q; + (4 © q;)q; . .
Gi= > (9 + { j>§)+(%’®%’)%

st (60g¢)?—1)

3
=S m; (5,95, %) + (T4, Y3, 21) © (25, Y5, 25)) (Ti, Y, 7))
— 3

j=Li#i (@5, yi, 20) © (5,95, 25))? — 1)

(6.19)
+ (&3, i &) © (4, Ui, 20)) (4, i 2i)

3
_ Z mj((TXj,TE/j,Zj) + ((xi7yiu Zz) O, ('Tj7yj7zj))(rX27r}/wZz))
= 3
j=1,j#i (i, yi, 21) © (iy yiy 20))? — 1)2

+ (T4, 95, 20) © (T4, 95, %)) (r Xs, Y5, 2i),
para i = 1,2 3.

En los equilibrios relativos elipticos las orbitas giran de forma paralela al plano z = 0,
entonces las coorrespondientes coordenadas z; de las particulas se mantienen constantes, por
lo que la omitiremos en el analisis.

Introducimos coordenadas rotatorias (§;,1;), i = 1,2, 3,

(Q):Rmﬂ(i), (6.20)

en donde R({27) es la matriz de rotacién

cosr —sin 7
R(Qr) = ( sin Q1 cos Q1 ) ' (6.21)

Reescribiendo las ecuaciones de movimiento en términos de (&;,7;) como lo hicimos en el

caso de S? obtenemos las ecuaciones de movimiento en H? en un sistema rotatorio que gira
a velocidad 2
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(§)-2(4)w(5) (6
i Y i i

Y g [+ € = 2068 )y (1 72+ )1+ (€ + )

J=Ly#

(6.22)

(6 )+ (@ 4+ )E )] [( & ) (268 + mmy)

1y

e g ) (5],

i
donde
2
hi = Q€ + 1) + 20(&m] — mi&)) + (€2) + (1)) — . &+ mafl)?,
(& +m;) (&m; —mi&i) + (&) + (7)) HTQ(S%@(S& ni1;)
para i = 1,2, 3.

En (6.22) comprobamos que

G=1,m=0,6=-1,m1=0§=0,n=0, 5320, 7717207 fé:(), 77;:07 %207 77;):07
(6.23)
es punto fijo del sistema.

Estudiaremos los eigenvalores del campo vectorial de la diferencial de la funcién de la par-
te derecha de (6.22), escrito como un sistema de 12 ecuaciones evaluado en el punto fijo (6.23).

La estructura de dicho campo vectorial tiene la forma de la siguiente matriz cuadrada

Df:(f1 é) (6.24)

donde I es la matriz identidad de tamano 6 x 6, y A y B estan dadas de la siguiente forma

0 20+202 0 0 0 0
—20 0 0 0 0 0
| oo 0 0 204202 0 0
B=1 0 —202 0 0o o0 |’ (6:25)
0 0 0 0 0 20
0 0 0 0 —2Q0 0
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a 0 b 0 ¢ 0
0 d 0 e 0 M
b 0 a 0 ¢ O
A=l 0 ¢ 0o a0 M| (6.26)
—2m 0 -2m 0 f O
0O m 0 m 0 g
donde a, b, c,d, e, f, g estan dados por los siguientes valores
6r* +3 4r? 41 +4m+4r2m—|—1+37“2(4m+4r2m+1)+m(7“2+2)
a= — 7
8(r24+1)F  8(r2+1)F  4(r241): 4(r2 +1)2 241
b— 217 +1 612 +3
8(r2+1)2  8(r2+1)F
c:—m(2r2+2),
dm+4r*m+1 272 +1 r? (4m+4r*m+1)
d= FT— — - —mvVr+1+ .
(2 +1) 8(rr41)e 4(r2 +1)?
1
€E=""3>
8(r241)2
dm+4rim+1
f=4vri+1+ —,
4(r2+1)2
dm—+4r*m+1
g=— TS oL
4(r241)2
(6.27)

Recordemos que para la existencia que equilibrios relativos la velocidad angular debe
cumplir

2 4M<1+7"2)+m
O A4(L+r2)32

(6.28)

Consideremos masas iguales a 1. La matriz D f la podemos reescribir como
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0 I
Df—<A(@>, (6.29)
con
0 2+2r2 0 0 0 0
-2 0 0 0 0 0
~ 0 0 0 2422 0 0
B=1 o 0o -2 0 0 0 (6.30)
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 -20

Los vectores propios de D f son los ceros de la ecuacion det(Df — AI) = 0. Definamos
p tal que A = Qu, por lo que buscaremos los ceros de la ecuacién det(Df — Qul) = 0. La
condicon que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como

(aon ) (2) = (), o

donde u, v estan formados por las primeras y iltimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor (2.

Asi la condicion del eigenvalor con parametro p se sigue de

v=Quu, Au+ QBQuu = Quv = Q%pu. (6.32)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(u). La condicién de valor propio debe
satisfacer

p(p) = det(A+ Q2uB — Q%21 = 0. (6.33)

Si denotamos a r? por R entonces

A+ Q*uB — O2p2I =

S 9 g2 0 -m (2R +2) 0
_ p(8m+8Rm+2) 1
4(R+1)3 f2 0 8(R+1)% 0 m
1 _ p(8m+8Rm+2
0 8(R+1)3 4(R+1)3 f 0 m ’
( : 4(R+1)2
0 0 4(R+1)3 J4

(6.34)
donde
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95
6R+3 4R+1 4dm+4Rm+1 3R (4m+4Rm+1)
fi= 3 3 T 3 + 3
8(R+1)2 8(R+1)2 4(R+1)2 4(R+1)>
_/ﬂ (4m—{—4Rm+1)+m(R+2)
4(R+1)2 VR+1 '
4 4 1 2 1 4 4 1
4(R+1)2 8(R+1)2 4(R+1)2
p? (dm+4Rm+1)
- 3
4(R+1)2 (6.35)
4 4R 1 24 4R 1 '
f=AVETI4 AmaRm iyl (dmtARm 1)
4(R+1)2 4(R+1)
4 4 1 2 (4 4 1
4(R+1)2 4(R+1)2
g w(2R+2) (4dm—+4Rm+1)
1= )
4(R+1):
2R+1  6R+3
S(R+1)7 8(R+1)7
Luego
1
p(p) =

m',&z' (u2+1)-(4m+4Rm—|—1)3- (4m—2R+4Rm+4,u2m+u2+
4u2Rm+1) . (16u6R2m2+32,u6Rm2+8u6Rm+16u6m2+8,u6m+,u6

— R RPm+32u  RPm? — 88 R m — 8 R2+ 64 " Rm® — 68 " Rm

—M4p* R+32p*m? — 12" m — 5p* — 128 > R*m — 128 > R* — 51212 R®*m

— 528 )2 R® + 16 1 R*m?® — 744 > R*m — 800 11® R? + 32 > Rm?* — 464 > Rm

— 524> R4+ 16 1> m?* — 104 i m — 125 4> — 256 R° — 128 R*m — 1152 R* — 480 R* m
—2032 R® — 656 R*m — 1752 R* — 388 Rm — T34 R — 84m — 119) .

(6.36)
Cuando tomamos m — 0 obtenemos
1 2 2 2 2 4 2 P2
= (1) (P —-2R+1) - (WP H+2R+1) - (pt —8u*R
p(1) 1006(8 T 1" (B2 +1) - (p ) - (w ) - (u' —8pu (6.37)
—16 4> R — 6 4° — 128 R* — 512 R* — 760 R* — 496 R — 119) .

Notemos que el factor

(M*—8M*R*~16 M> R — 6 M?> — 128 R* — 512 R® — 760 R* — 496 R — 119)
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tiene un cambio de signo, entonces por la regla de los signos de Descartes el factor tiene una
raiz real positiva, misma que es raiz real positiva de p(u). Luego las drbitas generadas son
inestables.

OBSERVACION 2 Al igual que en S? mostramos que tenemos diferentes resultados acerca
de estabilidad e inestabilidad del problema de dos cuerpos, dependiendo del espacio fase en
que se exponga el problema. Si consideramos el problema en donde las masas iguales giran
uniformemente de forma paralela al plano xy entonces existe un intervalo sobre el eje z en
donde las orbitas son estables, y un intervalo en donde son inestables; si consideramos el
problema de dos cuerpos en donde las particulas de masas iguales giran de forma paralela al
eje xy y ademds existe otra particula de masa m fija en el punto (0,0, 1), si tomamos el limite
m — 0, entonces las orbitas generadas son inestables. Es claro que este caso es también un
problema de dos cuerpos en H?, esto es lo que hemos explicado en los teoremas (6.1.1) y

(6.1.2).

La situacion es la misma que en S?, la razén por la que tenemos diferentes resultados es
que el problema estd planteado en distintos contextos. Cuando consideramos solo dos particu-
las, como en el primer caso, el problema estd formulado en el espacio fase

(R?"\ A) x TR?" C R®, (6.38)
donde TR*™ es el haz tangente de R*", (n = 2).

Si consideramos tres particulas, como en el sequndo caso (una de masa m en el punto
(0,0,1)) el problema estd planteado en el espacio fase

(R \ A) x TR*™ C R*?, (6.39)
donde TR*" es el haz tangente de R*",(n = 3).

6.1.2.2. Masas Iguales

A continuacién mostramos un resultado importante que obtuvimos para los equilibrios
relativos eulerianos con masas iguales

Teorema 6.1.3 Consideremos orbitas eulerianas periodicas del problema curvado de tres
cuerpos en H?, con masas m; = my = ms, en donde m; y ms se encuentran fijas en los
lados opuestos de un circulo que rota uniformemente y de forma paralela al plano xy, y la
particula ms fija en el punto (0,0,1), entonces para cualquier z > 1 las drbitas generadas son
inestables.
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Demostracién

En esta clase de equilibrios relativos introduciremos, como en S2, coordenadas rotatorias.
Tomemos masas normalizadas, es decir m; = my = mg = 1, y consideremos los siguientes
cambios de coordenadas y reescalamiento de tiempo para simplificar calculos en las variables.

r,=rX;, yi=rY;, re€(0,00), (6.40)

t=ro2r, (6.41)
tendremos entonces las ecuaciones de movimiento en términos de
Q= (XY, z). (6.42)

wt
Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, {2 = —. De
T

esta manera tenemos

=w (6.43)

dmsgz? +my 3
= ———F—T
423(22 — 1)

~my +4mg(1 + r?)

4(1+12)%
De forma andloga que en S? tenemos
b
i = 2,
Xl =1 (6.44)
YZ = T%yu '
}/:i// - szh

para 1 =1,2,3.
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Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

3
. m;(q; + (4 © q;)q; . .
Gi= > (9 + { j)g)"{'(%’@%’)ql‘

st (a0g¢)?—1)

3
=S m; (25,95, 25) + (@i, yi, 2) © (25, Y5, 23)) (@4, Y3, i)
- 3
J=1,j#i (@i, 95, 21) © (35,95, 7)) — 1)2

(6.45)
+ (&3, i &) © (T4, Ui, 20)) (T4, i 2i)

3
=S m;((rX;,rY5, zj) + (@i, 43, 2:) © (35,95, %)) (r Xi, 1Y5, 2))

j=1,j#4 (((:L‘zayzazl) © (:L‘iayiazi))z - 1)
+ (T, 95, 20) © (T4, 94, %)) (r Xs, vY5, 2i),

(NI

para i = 1,2, 3.

En los equilibrios relativos elipticos las orbitas giran de forma paralela al plano z = 0,
entonces las coorrespondientes coordenadas z; de las particulas se mantienen constantes, por
lo que la omitiremos en el anédlisis.

Introducimos coordenadas rotatorias (&;,;), i = 1,2, 3,

( ); ) — R(O7) ( f? ) , (6.46)

en donde R(§27) es la matriz de rotacién

cos 2t —sin 7
R(Qr) = ( sin Q7 cos T ) ' (6.47)

Reescribiendo las ecuaciones de movimiento en términos de (&;,7;) como lo hicimos en el

caso de S? obtenemos las ecuaciones de movimiento en H? en un sistema rotatorio que gira
a velocidad 2
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(§)-2(4)w(5) (6
i Y i i

Y g [+ € = 2068 )y (1 72+ )1+ (€ + )

J=Ly#

(6.48)

(6 )+ (@ 4+ )E )] [( & ) (268 + mmy)

1y

e g ) (5],

i
donde
2
hi = Q€ + 1) + 20(&m] — mi&)) + (€2) + (1)) — . &+ mafl)?,
(& +m;) (&m; —mi&i) + (&) + (7)) HTQ(S%@(S& ni1;)
para i = 1,2, 3.

En (6.48) comprobamos que

G=1,m=0,6=-1,m1=0§=0,n=0, 5320, 7717207 fé:(), 77;:07 %207 77;):07
(6.49)
es punto fijo del sistema.

Estudiaremos los eigenvalores del campo vectorial de la diferencial de la funcién de la par-
te derecha de (6.48), escrito como un sistema de 12 ecuaciones evaluado en el punto fijo (6.49).

La estructura de dicho campo vectorial tiene la forma de la siguiente matriz cuadrada

Df:(f1 é) (6.50)

donde I es la matriz identidad de tamano 6 x 6, y A y B estan dadas de la siguiente forma

0 20+202 0 0 0 0

—20 0 0 0 0 0

| oo 0 0 204202 0 0
B=1 0 —202 0 0o o0 |’ (651)

0 0 0 0 0 20

0 0 0 0 —2Q0 0
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a 0 b 0 ¢ 0
0 d 0 e 0 M
b 0 a 0 ¢ 0
A= 0 e 0 d 0 M |’ (6.52)
—2m 0 —2m 0 f 0
0O m 0 m 0 g
donde a, b, c,d, e, f, g estan dados por los siguientes valores
12 472 41 2 24 mrt M r?
a:92+—m5+392r2—m(r+3)— 36mr5+ mr5+ r y
(4+472)3 (4+4r2)2  (4+4r2)7  (d+4r2)2 QM4 VItr

b — 2r2+1 (61%—6) (8% —4)
2(2 4 4r2)3

(4+4r2)2
c=—2M(r*+1),

2r2 — 1
dﬂ?—%%£f5¥+Q%WathIﬁL
ré)2

1

e=—-",
(4+4r2?)

N|w

f=0+4m V1 +12,

g =0 —2mV1+7r2+m,
(6.53)

donde M = mg3y my = my = m.

Recordemos que para la existencia que equilibrios relativos la velocidad angular debe
cumplir

s AM+7*)+m
41 r2)3/2

(6.54)

Consideremos masas iguales a 1. La matriz D f la podemos reescribir como
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0 I
Df—<A Q§>, (6.55)
con
0 2422 0 0 0 0
-2 0 0 0 0 0
~ 0 0 0 2+2r2 0 0
B=1 0 -2 0 0 0 (6.56)
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 -2 0

Los vectores propios de D f son los ceros de la ecuacion det(Df — AI) = 0. Definamos
p tal que A = Qu, por lo que buscaremos los ceros de la ecuacién det(Df — Qul) = 0. La
condicon que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como

(319%)(5):9”(5)7 (6.57)

donde u, v estan formados por las primeras y ultimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Q.

Asi la condicion del eigenvalor con parametro p se sigue de

v = Quu, Au+ QBQuu = Quv = Q2. (6.58)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(u). La condicién de valor propio debe
satisfacer

p(p) = det(A+ Q2uB — Q%21 = 0. (6.59)

Si denotamos a r? por R entonces

A+ Qg,ué — Q%P1 =

f1 (2 R+2) (431)%4—5) 2R+13 _ 6R+33 0 _2R—2 0
4(R+1)2 8(R+1)2  8(R+1)2
_ ;;(8 R+1g) f, 0 L 0 1
e RYs) (s
e Aty SR ; iy PE720
0 1 _ L(8R+10) f 0 1
8(R+1)% 4(R+1)% (8 R410)
-9 -9 K +
_ p(8R+10
0 1 0 1 4(R+1)? J1

(6.60)
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donde
R+2 AR+1 AR+5 6R+3 p*(4R+5) 3R(4R+5)
fi= - 3+ 7+ 3 Falia 3
VRE+1 8(R+1)> 4(R+1)2 8(R+1)2 4(R+1)> 4(R+1)2
4R+ 5 2R+1 2(4R+5 R(4R+5
f2= ~VR+1-E ( )—i- ( )

3
2

C4(R+1)° 8(R+1)

4R+5 2(4R+5
f3:4VR+1+ S_N ( 3)7
4(R—|—1)5 4(R—|—1)5

4R+5 2(4R+5
fo AR5yt OB
4(R+1)? 4(R+1)?

A(R+1)2  4(R+1)?

(6.61)

En el determinante de la matriz anterior el término p aparece en potencias pares, por
lo que haremos el cambio M = u?, obteniendo el polinomio p(M), recordando que para la

estabilidad espectral necesitamos raices negativas. Después de multiplicar al polinomio p por
el factor 4096(R + 1)?/(4R + 5)3 obtenemos

p(M) = M(M + 1)Q1(M)Q(M), (6.62)
donde

Q1(M) =2R +4MR + 5M + 5,
Qo(M) =16 M®> R* + 40 M® R+ 25 M® — 32 M* R* — 64 M* R* — 18 M* R + 15 M*
— 256 M R* — 1040 M R® — 1528 M R* — 956 M R — 213 M — 256 R® — 1280 R*
— 2512 R® — 2408 R* — 1122 R — 203
=(R? 4 40r + 25)M*
+ (—32R* — 64R* — 18R + 15)M?
+ (=256 R* — 1040R® — 1528 R* — 956 R — 213) M
— 256R® — 1280R* — 2512R* — 2408 R? — 1122R — 203.
(6.63)

El polinomio Q1(M) tiene raiz My = %:55 < 0 para R > 0. Analizaremos las raices de
(QQ2(M) reescribiéndolo

Q2(M) = gi(R)M® + go(R)M? + gs(R)M + gu4(R). (6.64)

Es facil notar que para R € (0,00) g4(R) < 0,93(R) < 0 y que g;(R) > 0, por lo que,
independientemente del signo de go(R), hay una variacién de signo del polinomnio Qy(M),
por lo que éste tiene una raiz real positiva (regla de los signos de Descartes), misma que es
raiz del polinomio p(M), esta raiz real positiva nos genera dos raices reales del polinomio
caracteristico p(), mostrando que las 6rbitas que estudiamos son espectralmente inestables.
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Figura 6.5: Grafica de g4(R).

6.1.2.3. 241 Cuerpos

En esta secciéon mostraremos el analisis que realizamos del problema 2+ 1-cuerpos relacio-
nados con los equilibrios relativos elipticos en H?2. El resultado lo mostramos en el siguiente

Teorema 6.1.4 Consideremos orbitas eulerianas elipticas del problema curvado de tres cuer-
pos en H?, con dos masas despreciables fijas en los lados opuestos de un circulo que rota
uniformemente en un plano paralelo al plano xy, y una particula de masa m =1 fija en el
punto (0,0,1), entonces para z € (1,00) las drbitas generadas son estables.

Demostracion
Consideremos masas m; msy despreciables en los extremos de un circulo a altura z > 1 y masa
mg fija en el punto (0,0,1). Como las masas m; y my suponemos que son muy pequenas,
entonces no existe fuerza de atraccion sobre ellas y cada una de eéstas se mueve por la fuerza
ejercida por el cuerpo ms. Tenemos entonces dos sistemas desacoplados, uno formado por las
masas my y ms, y otro sistema formado por ms y ms.

Consideremos el sistema formado por las particulas m; y ms, como anteriormente lo
hicimos introducimos coordenadas rotatorias del sistema que gira a velocidad €2, aplicando
la matriz de rotacién a las coordenadas de las particulas

( ff ) = R(O7) ( g ) : (6.65)
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donde R(€27) es la matriz de rotacién

cosQdr —sin Q7
R(Qr) = ( sinQQr  cos T ) ) (6.66)
Obtenemos las ecuaciones de movimiento en el sistema rotatorio
1 / . .
(51//):2Q< 77i/>_'_92<§z )+T2hi(€z )
Ul =& Ui n;
my (€24 02+ €+ 17 = 268 + )/ (14 72(E + ) (1 +12(E + 7))
(6.67)

+P2((E + i)+ (E 2+ )] K f;j ) + (r*(&&; +mimy)

J

e e e (5]

i

donde

7“2

2

hi = Q2(& + 7)) + 2Q(&m; — m&l) + (E2) + ()
para i =1, 2.

En el sistema podemos ver que un punto fijo es

51 :17 T :07 52207 772:051 :07 77/17:07 5;:07 U;ZO (668)
La matriz D f correspondiente es una matriz de tamano 8 x 8 de la forma
0 I
Df_(A B)’ (6.69)
en donde I es la matriz identidad de tamaifio 4 x 4. La matriz A en este caso tiene la forma
a 0 b 0
0 ¢ 0 d
A= b0 a0 | (6.70)
0 d 0 c

donde
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2

+ Q% +30%r% +2v/r2 + 1,

a =
Vi1
b=—2r" -2, (6.71)
=02+ —Vr2 4+ 1,
d=1.
La matriz B
0 2Q — 20 0 0
—2Q 0 0 0
B = 0 0 0 20 |- (6.72)
0 0 202 0
En este problema la velodidad angular debe cumplir
41 —=1r*)+m
0= 6.73
4(1 — r2)3/2 (6:73)

Los vectores propios de D f son los ceros de la ecuacién det(Df — M) = 0. Definamos
p tal que A = Qu, por lo que buscaremos los ceros de la ecuacién det(Df — Qul) = 0. La
condicon que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como

(4 ) ()= (1)

donde u, v estan formados por las primeras y ultimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor Q.

Asi la condicién del eigenvalor con pardametro u se sigue de

v =W, Au+ QBQuu = Quo = Q. (6.75)
Denotemos al polinomio caracteristico como p(u). La condicién de valor propio debe
satisfacer

p(p) = det(A+ Q2uB — Q*p2I) = 0. (6.76)
Si denotamos a r? por R entonces
A+ Q2uB — Q%2 =

m+4 R+4 | R(m+4 R+4) _ _
h H (2(R+1)3 + 2(R4+1)2 ) 2R -2 0
_ p(m+4 R+4) 0 1
2 (R+1)3 f2 , (6.77)
—2m 0 f3 p(m+a Rid)
ot ) 2(R+1)2
_p(m+d R+d)
0 m 2 (R41)3 fa
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donde

R 4R+4 3R 4R+ 4 2 +4R+4
o VETT - L mAdR+d (m + ’+)_u(m +4)

VR+1  4(R+1)* 4(R+1): 1(R+1)2
AR+ 4 AR+4) 12 AR+ 4
_m+ Rt_ﬂ@;T+RmH-Rj)_uﬁm+Rj)
A(R+1)2 A(R+1)2 A(R+1)2

4R+4 2 4R+ 4

(6.78)

A(R+1): A(R+1):

4 4 — P 4 4
4(R+1)2 4(R+1)2

Cuyo determinante es

p(p) =

1
~ 256(R +1)6 (
+ 128 m* R® i* + 296 m* R® 12 + 1240m* R® + 4m* R? 15 + 193 m* R? 1i*

+ 418 m* R* 12 + 749 m* R? +8m®* Ryp® + 132m* R u* + 256 m* R i®

+228m* R — m* 1i® + 30 m* p* + 56 m* p® + 27 m* + 256 M> R” + 256 M> R® 2
+ 2048 m® R® 4 256 m® R® pi* + 1840 m> R® ;% + 6608 m> R® + 1344 m3 R* ii*

+ 5456 m® R* 1i® + 11376 m® R* + 48 m? R® 1i® + 2824 m? R? pi* + 8400 m? R? 1i?
+11352m® R® + 144 m® R? 1 4 2988 m® R? p* 4 7064 m® R? 1i® + 6556 m® R?
—16m* Rp® 4 84m> R p® 4+ 1528 m® R pu* + 3060 m® R pi + 2016 m® R — 16 m?> pu®
—12m? pu® + 276 m® p* + 524 m?3 p® + 252m® + 1024 m? R” 1 + 1024 m? R”
+512m? R® pi* + 7168 m* R ;i + 6656 m? R® + 3584 m?* R® pu* + 22528 m? R® ®
+ 18944 m?* R + 192m? R* 1i® 4 10256 m* R* pi* + 40416 m® R* ji* + 30352 m?* R*
+ 768 m? R® 1i® + 15488 m? R® p* + 44032 m? R® i* + 29312m? R® — 96 m* R? 1i®
+ 816 m? R? 1u® + 12704 m? R? pu* + 28720 m? R* 1i® + 16928 m? R* — 192m? R 1i®
+96m? R u® 4+ 5120 m? R p* + 10208 m? R pi® + 5376 m* R — 96 m? 118

— 144 m? 4 + 720 m? p* + 1488 m? 1 + 720 m? 4 1024 m R® pi* + 2048 m R® ;i
+1024m R® + 256 m R® 18 + 6144 m R® p* 4+ 11520 m R® 1 + 5632 m R®

+ 1280 m R* 1i® + 15424 m R* pu* 4 27008 m R* 1?2 + 12864 m R* — 256 m R* 1i®

+ 1728 m R® 1i® + 19840 m R® p* + 33472 m R® 1i* 4+ 15616 m R* — 768 m R ;i®

+ 64m R? 18 + 13056 m R? pi* + 22848 m R* i? + 10624 m R* — 768 m R 1i®

—1216m R pu® +3712m R p* + 8000m R pi* + 3840 m R — 256 m pi® — 576 m p®
(6.79)

96 m* R® 4+ 512m* R® + 32m* R* i* + 76 m* R* ;i® 4+ 1108 m* R*
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+192m p* + 1088 m p® + 576 m — 256 R* ¥ — 768 R* 1i® — 768 R* u* — 256 R* 14
— 1024 R? 1i® — 3072 R® 15 — 3072 R? it — 1024 R? 1i* — 1536 R? 1u® — 4608 R? ;1S
— 4608 R? pu* — 1536 R* i — 1024 R pu® — 3072 R 1i® — 3072 R pu* — 1024 R pi* — 256 1®
—768 pu° — 768 put — 256 p*) .
(6.80)

Suponemos que la masa m es despreciable, entonces tomando 1im,,_,o p(x), obtenemos

2 (p* +1)°

p(p) = TRy12 (6.81)

mostrando que las érbitas generadas son estables, ya que tenemos raices del polinomio ca-
racteristico p(u) que son puramente complejas e iguales a cero.

6.2. Equilibrios Relativos Hiperbdlicos

Ahora pasamos al siguiente caso que es el estudio de equilibrios relativos eulerianos del
tipo hiperbdlico, recordemos que estos son soluciones de las ecuaciones de movimiento en
donde las particulas se mueven a lo largo de hipérbolas, esta definiciéon la mostramos en la
seccién (4.1). Mostraremos resultados sobre el problema de dos y tres cuerpos.

6.2.1. Problema de Dos Cuerpos

En esta seccion mostraremos resultados sobre el problema de dos cuerpos, en donde estos
se encuentran moviéndose sobre hipérbolas sobre H?, en planos perpendiculares al plano zy,
ver figura (6.6). Comencemos con el andlisis del problema de dos cuerpos con el siguiente
teorema.
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Problema de dos cuerpos en H2

Figura 6.6: Equilibrios relativos hiperbélicos del problema de dos cuerpos en H?. Los cuerpos
se encuentran moviéndose sobre hipérbolas con x = +cte (curvas continuas-azules), y mante-
niendo la misma distancia, en todo tiempo, medida sobre geodésicas (curva punteada-roja).

Teorema 6.2.1 Consideremos orbitas eulerianas del problema curvado de los dos cuerpos
con masas iguales en H?, donde el cuerpo m; tiene coordenadas q; = (;,vs, 2;). Si las masas
my1 y mo se mueven a lo largo de hipérbolas de la forma x, = cte, xo = —x1, Yy = Y =
rsinh(t), z; = 2z = rcosh(t), t € R, entonces las orbitas generadas son inestables para
cualquier r > 1.

Demostracién

Para estudiar la estabilidad de equilibrios relativos hiperbdlicos introduciremos coordena-
das rotatorias. Tomemos en cuenta valores de masas normalizadas. Ademas consideremos los
siguientes cambios de coordenadas y reescalamiento de tiempo, este iltimo para simplificar
el valor de w.

vi=rYy, zi=rZ; re(l,00),
3

t = 7’57’7 (682)
Q=(,2).

) . ) w
Hacemos tambien un reescalamiento sobre el valor de la velocidad angular, 2 = —. De
T
esta manera tenemos
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= wr (6.83)

B 1
4(r2 —1)2
Introducimos la notacion
Y’ . l .

i = Y

}/i” = rZyia
) L (6.84)

Z; =122,

Zz{, = 7“22%

para i = 1,2.
Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

3
} m;(g;+ (6O a¢)a) . .
=y - S5+ (6O di)as

j=1,j#i ((Qz © q]')2 - 1)

3
-y m;((z,y5, 25) + (s, vi, 20) © (5,95, 25)) (@4, i, 1))
3
J=15# (i, 93, 21) © (25,95, 25))? — 1)

(6.85)
+ (T4, 9 2i) © (T4, Ui Z0)) (@i, Yis 23)

3
_ Z my (2, 7Y, 1 Z5) + (w0, Y3, 20) © (25,95, 2) ) (24, 7Y, 77;))

j=1,j#i (i, 95, 21) © (w3, 95, 2:))* — 1)
+ ((wm yia Zl) © (.I'“ yia Zl))(x’m TYZ" rZi)7

N

para i =1,2.
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Definimos fi; = (¢ © ¢j) = (i, i, 21) © (24, i, 20) = wxy + r2(Y;Y; — Z;Z;). Entonces la
ultima ecuacién queda

3 )
. mj((x;,vY;,rZ;) + fii(x;,rYs, rZ;
i S M) ¢ )

+ (&4, i, 20) © (&4, Gi, 20) ) (@i, 7Y, 1 Z;)

5 3
=L (£ — 1)
3
= Z = ((xj,r L ) i fé(x : : >> + (QZ © q¢)<x’i7r}/iurZi)7 L= 1’2
. (f2—1)2
J=1j#i *J

(6.86)

Como la coordenada x; del cuerpo i se mantiene constante, entonces podemos ver el
movimiento de cada particula sobre un plano yz, es decir, para el andlisis podemos omitir la
coordenada x;.

.. (rY;,rZ;) + fi;(rY;,rZ; . . .
G = S I ) E I Z) | e Y, rZ i =12 (6.8)

i ( zzg - 1)5

Ahora, tomando en cuenta que Q7 = r?j;, tenemos

Qi =r Z il 2 ) fzj(yz, ) + (4 © ¢:)(Yz, Z;)
i ( - 1)
J#i j

Introducimos coordenadas rotatorias (&, 1), i = 1, 2,

<2)zR@ﬂ(i>, (6.89)

en donde R(§27) es la matriz de rotacién hiperbdlica

cosh Qr  sinh Q7
R(Qr) = < sinh Q7 cosh Q7 > ' (6.90)
Tenemos entonces
&\ _ p Y\ coshQr  —sinh Qr Y;
< ) B (@) Z; )]\ —sinhQr coshQr Z;
(6.91)

- coshQr Y, —sinh Qr Z;
~ \ —sinh Q7 Y, +coshQr Z;

Luego
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QsinhQr Y, 4+ coshQr Y/ — QcoshQr Z; —sinhQr Z!

7

&\ _
( n. )\ —QcoshQr Y; —sinhQr Y4 + QsinhQr Z; + coshQr Z! (6.92)

02 cosh Q7Y; + 2Qsinh Q7 X! + cos Q7Y — Q%sinh Q7 Z; — 2Q cosh QrZ/+

( e ) —sin QrZz!
1" =
i -0

2sinh Q7Y; — 2Q cosh Q7Y — sinh Q7Y + Q2 cosh Q7 Z; — 2Q sinh Q7 Z!—
+cosh Q72!

_ 2 cosh Q7Y; — sinh Q7 7Z; 490 +sinh Q7Y — cosh Q77!
N —sinh Q7Y; + cos Q7 Z; —cosh Q7Y/ + sinh Q7 Z!

cosh Q7Y — sinh Q7 2"
—sinh Q7Y + cosh Q7 Z!

_ 2 cosh Q7Y; — sinh Q7 Z; 1920 +sinh Q7Y — cosh Q7 Z]
N —sinh Q7Y; + cos Q1 7; —cosh Q7Y + sinh Q77!

+ R7Y(Qr) ( }Z/Z ) :
(6.93)

02 cosh Q7Y; — Q?sinh Q7 Z;

Sumando y restando 2 ( —02sinh QrY; + 2 cosh Q7 Z;

) obtenemos

&\ _ 0?2 cosh Q7Y; — sinh Q77; _90? cosh Q7Y; — sinh Q77;
n ) — sinh Q7Y; + cosh Q7 Z; —sinh Q7Y; + cosh Q7 Z;

420 sinh Q7Y; — cosh Q7 Z] — Qsinh Q7 Z; + Q cosh QY] R Y
— cosh 7Y/ + sinh Q7 Z! — Qsinh QrY; + Q cosh Q7 Z; T\ zr

_ &i n; - Yy
_—92<m)—29<&>+R I(QT)<Z£’)’

Desarrollando los valores de Y” y Z” en

(6.94)

R™H(Q7) ( }Z/Z ) : (6.95)
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y usando (6.88) y (6.89) obtenemos las ecuaciones de movimiento en un sistema rotatorio
que gira a velocidad €2, que quedan como

<€z{/ > :_2Q<U§)_Qz(§i)+r2h,(fi>
n; i N “\
3
Y g € P+ € - = 2068 — mg) (202 — €)= D2 — ) — 1)
e (6.96)

5]: > + (r?(&& — mimy)

-+ 0 = 0 - ) (9

- -neeg - -0) (5],

b

donde

7’2

hi = Q27 — &) + 2Q(m&; — &nf) + ((&7) — () + 2E =) —1 (i, — &&1)°,

para i = 1,2.

Podemos ver que un punto fijo del sistemaes & =0, 71 =1,& =0, no =1, £ =0, 1}, =
0, & =0, n, =0.

La matriz D f correspodiente a los equilibrios relativos con estos valores de masas es una
matriz de tamafio 8 x 8 de la forma

Df:(g_é), (6.97)

en donde [ es la matriz identidad de tamano 4 x 4. La matriz A en este caso tiene la forma

(6.98)

o ot O 8
L O o O
o Q O o
o O L O

donde
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2r2 — 1
_02,2 _ 02 _
a=Q7r" =) (@2 — 2y
1
b=—"—7s,
(412 — 4)3/2
(6.99)
3(2r? — 2)(4r* — 2) 402 —1
=30%?% — 02 -
¢ T gy (4r2 — 4)3/2
J C3(2r —2)(4r? — 2) 2r2 — 1
o (4r2 —4)52 (4r2 — 4)3/2°
La matriz B
0 —2Q 0 0
2Qr? — 20 0 0 0
B = 0 0 0 —20 |- (6.100)
0 0 2Qr? —20 0
Recordemos que la velocidad angular debe satisfacer
ot (6.101)
4(r2 —1)3/2 '
Usando (6.101) en las entradas de la matriz A podemos reescribir
QQ
a=—-—,
2
b _
27 (6.102)

c=0%(—2 + 4r?),

d =0%(2r* — 1).

Notemos que también a la matriz D f la podemos escribir de la siguiente manera

0 I
Df:(m;1 QE)' (6.103)
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Los eigenvalores de la matriz D f son los ceros de la ecuacion det(D f —AI) = 0. Definamos
i de tal manera que A = Qu, y asi buscaremos los ceros de la ecuacion det(Df — Qul) = 0.
Como vimos en la seccién 5.2.1 los eigenvalores son los ceros de la ecuacién D = 0, donde
D(p) = A+ uB — p?I.

Si denotamos a r? por R tenemos

det(D) = p(p) = pu® — 4p* R* — 3u° + 44> R? + 3u* — 12, (6.104)

que podemos reescribir como sigue

p(p) = (p—1)(p+1)(4* = 2R = 1)(4* + 2R — 1), (6.105)
De la ultima ecuacién podemos ver que la matriz D f tiene eigenvalores reales.

6.2.2. Problema de Tres Cuerpos

En el problema de los tres cuerpos se tienen resultados sobre el problema restringido, es
decir en el caso en donde la particula que esta movéndose sobre la hipérbola que pasa por
(0,0, 1) es de masa despreciable y las otras dos se encuentran girando sobre hipérbolas a una
distancia z, ver figura (6.7). A continuacién mostraremos nuestro resultado

Problerma de tres cuerpos en H2

Figura 6.7: Equilibrios relativos hiperbdlicos del problema de tres cuerpos en H?. Uno de
ellos se encuentra moviéndose sobre la hipérbola que pasa por (0,0,1) con x = 0 y los otros
dos se encuentran moviéndose sobre hipérbolas con x = tcte (curvas continuas-azules), los
tres cuerpos mantienen la misma distancia, en todo tiempo, medida sobre geodésicas (curva
punteada-roja).
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6.2.2.1. Problema Restringido

Los resultados de estabilidad de equilibrios relativos hiperbolicos de tipo eulerianos los
mencionamos a través del siguiente

Teorema 6.2.2 Consideremos orbitas eulerianas del problema curvado de los tres cuerpos
en H?, donde el cuerpo m; tiene coordenadas q; = (x4, ys, z;). Si las masas my y my se mueven
a lo largo de hipérbolas de la forma x, = cte, vo9 = —x1, y1 = y2 = rsinh(t), 23 = 29 =
rcosh(t), t € R, y la particula de ms de masa despreciable se encuentra moviéndose sobre la
hipérbola que pasa por (0,0,1), entonces las drbitas generadas son inestables para cualquier
r > 1.

Demostracién

Para estudiar la estabilidad de equilibrios relativos hiperbodlicos introduciremos coorde-
nadas rotatorias, y consideramos una particula de masa ms = m que se encuentra sobre
la hipérbola que pasa por (0,0,1) que después haremos tender a cero. Tomemos en cuenta
valores de masas m; y mso normalizadas. Ademas consideremos los siguientes cambios de
coordenadas y reescalamiento de tiempo, este tltimo para simplificar el valor de w.

242
9 w7
0=
w27“37'2
= ,7_2
.
- - ; (6.106)
= + r
A|z|(z2 +1)5  22|z|(2? + 1)z
_omy+ 4r’mg
A(r2 —1)2
_ 14+4%m
A(r2—1)2

Introducimos la notacion
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Y;/ = T%yza
Y/ =12y,
/ L (6.107)
4, =12z,
7! = 1?3,

parai = 1,2 3.
Ahora aplicamos las coordenadas reescaladas a las ecuaciones de movimiento, teniendo

3
i = Z m;(q; + (4 © ¢;)
oty (@©g)*—1)

q; . .
3 ) + (¢ ® Gi)ai
2

3
3
j=1gi (i, 9i, 2:) © (25,95, %)) — 1)

+ (&6, Uiy 20) © (Zi, Ui Z)) (T4, Ui, 240)

(6.108)

3
=S my (5, Y5, 1 25) + (i, yi, 21) © (25, Y5, %)) (@i, 7Yi, 7 Z5))

=1 gt (@, yi, 21) © (i, 93, 24))* — 1)
+ ((Ei, s, &) © (E4, Uiy 20)) (i, 7Y, 17 25),

[

para i = 1,2 3.

Definimos fi; = (¢ © ¢;) = (Ti, yi, 2:) © (@4, yi, 21) = vixy + r2(Y;Y; — Z;Z;). Entonces la
ultima ecuacién queda

3 .
. mj((x;, Y, rZ;) + fii(x;,rYs, rZ;
Gi = Z (( J J J) J( ))

5 3 + (@3, 9iy ) © (&4, Y3y 20)) (24, 7Y3, 7 25)
=L (fi; = 1)z
3 .
Y1 ij (@i, Y5, 12, S :
_ Z mj((‘rjvr i ])+fj3(‘r r r ))_i_(qZ@ql)(x“rY—“er)’ 221’2’3.
Sy (f2—1)2
J=1,j#i ]

(6.109)

Como la coordenada x; del cuerpo i se mantiene constante, entonces podemos ver el
movimiento de cada particula sobre un plano yz, es decir, para el anélisis podemos omitir la
coordenada x;.

qlzzmj((r J r ]) f]3(71 r )) +(C]Z®qz)(7”Y;,7"ZZ),z:1,2,3 (6110)

i ( 1'2]' —1)2
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Ahora, tomando en cuenta que Q7 = r?j;, tenemos

Qr =y M ; 2f{;m’z”+r3(qi@q'i)<yz-,zi>
J#i
Zm‘] QH1u@) 4 a4 04)Q., i = 1,23, (6.111)

2 —
J# ' 1)

Introducimos coordenadas rotatorias (&;,7;), 1 = 1,2, 3,

( g ) = R(S) ( 757 ) : (6.112)

en donde R(§27) es la matriz de rotacion hiperbdlica

cosh Q7 sinh Q7 > . (6.113)

R(Qr) = ( sinh Q7  cosh Q71

Tenemos entonces

&\ _pt Y\ coshQr  —sinh Qr Y;
( Ul ) =R~ (@) ( Z; )\ —sinhQr coshQr Z;

- coshQr Y, —sinh Qr Z;

(6.114)
o ( —sinh Q7 Y + cosh Q7 Z; )

Luego

Qsinh Q7 Y + coshQr Y/ — QcoshQr Z; —sinh Qr Z!

(2

5/
( n; > B ( —QcoshQr Y, —sinhQr Yi' + QsinhQr Z; 4+ coshQr Z] ) (6.115)
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02 cosh Q7Y; + 2Qsinh Q7 X! + cos Q7Y — Q%sinh Q7 Z; — 2Q cosh QrZ/+

" —sin QrZz!
)
‘ —0?sinh Q7Y; — 2Q cosh Q7Y — sinh Q7Y + Q2 cosh Q7 Z; — 2Qsinh Q7 Z!—

+ cosh Q72!

_ 2 cosh Q7Y; — sinh Q7 7; 490 +sinh Q7Y — cosh Q77!
N —sinh Q7Y; + cos Q7 Z; —cosh Q7Y/ + sinh Q7 Z!

cosh Q7Y — sinh Q7 2"
—sinh Q7Y + cosh Q7 Z!

_ 2 cosh Q7Y; — sinh Q7 Z; 1920 +sinh Q7Y — cosh Q7 Z]
N —sinh Q7Y; + cos Q1 7; —cosh Q7Y + sinh Q77!

Y”
+ R7Y(Qr) ( P2 ) :

(6.116)
02 cosh Q7Y; — Q?sinh Q7 Z;
Sumando y restando 2 ( Q% sinh QrY, + Q2 cosh Q1 Z, ) obtenemos
&\ 02 cosh Q7Y; — sinh Q7 Z7; o2 cosh Q7Y; — sinh Q77;
n' ) —sinh Q7Y; 4 cosh Q7 7; — sinh Q7Y; + cosh QrZ;
420 sinh Q7Y — cosh Q72! — Qsinh Q7 Z; 4+ Q2 cosh Q7Y;
—cosh Q7Y/ + sinh Q7 Z! — Qsinh Q7Y; + Q cosh QrZ; (6.117)
3 v/ '
+ R7H(Qr) ( P )
X / Yl/
- ( f;f ) —29( Z. ) + RN(Qr) ( i )
Desarrollando los valores de Y y Z" en
"
R(Qr) ( }Z/@, ) : (6.118)

y usando (6.111) y (6.112) obtenemos las ecuaciones de movimiento en un sistema rotatorio
que gira a velocidad §2, que quedan como
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us i ni "\ i
3

+ 30 [ - € - 2068 — )02 — )~ D268~ €) 1)

=1,

(6.119)

(6 —my) + (7 — ) — ] [( g ) T (r2(&&; — miny)

Uk

o=@ - e - -0) (&),
donde

T2

r2(n; — &)

hi = Q2 (0} — &) + 2Q(m:&; — &p) + ((67) — () + — (i = &&)°,
para i = 1,2 3.

Podemos ver que un punto fijo del sistema es &, =0, 71 =1,& =0, 7o =1,§3 =0, n3 =
L, 61207 771,:0, gé:()v né:O’ fé:(), 77%:0'

Estudiaremos los eigenvalores del campo vectorial de la diferencial de la funcién de la
parte derecha de (6.119), escrito como un sistema de 12 ecuaciones evaluado en el punto fijo
que acabamos de mostrar.

La estructura de dicho campo vectorial tiene la forma de la siguiente matriz cuadrada

Df:(f1 é) (6.120)

donde I es la matriz identidad de tamano 6 x 6, y A y B estan dadas de la siguiente forma

0 20 0 0 0 0
202~ 20 0 0 0 0 0
0 0 0 —20 0 0
b= 0 0 20220 0 0 o |’ (6.121)
0 0 0 0 0 20
0 0 0 0 20220 0
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a 0 b 0 exm 0
0 c 0d 0 fxm
b 0 a 0 exm 0
A= 0 k0w 0 fxm (6.122)
g 0 g 0 h 0
0 ¢« 0 1 0 J
donde a, b, c,d, e, f, g, h estan dados por los siguientes valores
2 (4rfm+1)  4rPm+1 27?7 — 1 V2r2m
a= — — — ,
A2 —1)2 4(02-1)7 8(@2-1)7 4(r2—1)?
1
b= 3
8(r2 —1)2
612 —3 472 —1 4r2m +1 +3r2 (4T2m+1)+3\/§m (2r2—1) V21rim
c= — — — ,
S(r2—1)2 8(r2—1)2 4(r2—1) 4(r2 —1)2 8(r2 — 1) 2(r2 — 1)
g 6r’-=3  2r’-1

(NI

8(r2— 1) 8(r2—1)%
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V2
g= 3
4(r2—1)2
h_r2(4r2+1) V272 47241
A2 —1)7 202 —1)7 4G2—1)?
V2(6r7=3) V2
8(7"2—1)% 42 =1
o 3t (4rt+1) V272 4r% +1 +\/§(6r2—3)
j: — - 5 e = 5
A2 —1)2  (r2—1)2 4(r2—1)F  4(r2—1)
b 6712 —3 272 —1 V2rim
8(r— 1) 8(r2—1)F 4(r2—1)%
672 —3 47?2 —1 4r2m+1 3r2(4r2m+1)+3\/§m(2r2—1) V2r2m
v = —_ — —
8(r2— 1) 8(r2—1): 4(r2—1)7 42— 1) 8(r2 — 1)2 4(r2 —1)2
(6.123)
A la matriz D f la podemos reescribir como
0 I
Df_<A Q§>, (6.124)
con
0 —2 0 0 0 0
2r2 —2 0 0 0 0 0
~ 0 0 0 —2 0 0
B = 0 0 2r2—2 0 0 0 (6.125)
0 0 0 0 0 —2
0 0 0 0 2r2-2 0

3 -
2
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Los vectores propios de D f son los ceros de la ecuacion det(Df — AI) = 0. Definamos
p tal que A = Qu, por lo que buscaremos los ceros de la ecuacién det(Df — Qul) = 0. La
condicon que buscaremos para los valores propios puede ser escrita como

(EQIE)(Z):Q“(Z) (6.126)

donde u, v estan formados por las primeras y iltimas cuatro componentes, respectivamente,
del eigenvector correspondiente al eigenvalor (2.

Asi la condicion del eigenvalor con parametro p se sigue de
v=Quu, Au+ QBQuu = Quv = Q2. (6.127)

Denotemos al polinomio caracteristico como p(u). La condicién de valor propio debe
satisfacer

p(p) = det(A + QPuB — Q) = 0. (6.128)

Si denotamos a r? por R entonces
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p(p) = —W;_Dg <24m— 298 Rm +72vV2m +16 2 R — 48 " R+ 48 i R — 16 1® R
+6\/§u2 — 12\/§u4—|— 12\/§u8 —6\/§u10 — 46 > m 466 ptm — 18 b m — 26 ¥ m

— 864 Rm? + 492 R* m + 1496 Rm® + 360 R* m + 480 Rm* — 2088 R*m + 1920 R> m

— 480 RS m 4 48 V2m? + 96 vV2m® + 24> — 10 u* 4 20 pf — 20 p® + 10 p'° — 2 '

— 18P R? — 641> R* 4+ 40 > R* + 54 u* R* + 64 p* R® — 40 * R* — 54 5 R* + 18 1u® R?
+280m? + 36 m® + 151 > m? 4+ 72 > m® + 145 p* m? + 36 p* m® + 9 pSm? — 9 ¥ m?

— 1880 R?m? — 8980 R* m?® + 10648 R* m?* — 210 R* m* + 4284 R®*m? — 9808 R* m? 4 576 R* m®
— 18068 R* m" + 62324 R' m® — 12280 R* m® — 6096 R* m® + 43882 R*m" — 150632 R” m®

4 23888 RS m? + 5664 R*m® + 106556 R® m* 4 116624 R® m® — 11904 R" m? — 2592 R* m®

+ 45072 R° m® — 570816 R® m* — 6592 R" m?® + 1920 R® m? + 14016 R® m® + 31840 R m®
+921184 R"m" — 24704 R® m® — 14688 R®m® — 744192 R m® — 733376 R®m" + 6144 R” m®
417600 R” m® + 1823744 R® m® + 319488 R m* — 299520 R® m® — 1998336 R® m® — 69120 R' m*
+ 1000960 R m® 4 1099776 R*® m® — 1379328 R'®mS — 258048 R m® + 884736 R* m°®

— 221184 R m® — 32v2 42 R* + 24 V2 1> R® + 32vV2 4 R* + 24 V2 1i* R?

— 242  R® — 322 i R + 8 V2 1i® R? — 1598 1 Rm? — 840 4i® R m + 248 4> Rm?

— 1408 * R*m + 576 p1> Rm" + 2544 1i® R m + 882 p* Rm? + 128 " R*m — 1472 > R® m

+ 1148 p* Rm?® + 1152 pu* R* m + 320 p* RSm + 288 pi* Rm* — 792 u* R* m — 326 1u° Rm?

+ 9215 R?m 4192 p* R m + 108 8 Rm?® — 424 11° R*m — 64 u° R*m — 422 u® Rm?

— 40 1® R?m — 144 1® Rm® 4+ 176 1® R® m + 96 V2 > m® — 48 V2 't m? — 44222 R m?
—3610V2 R*m® + 14836 V2 R® m? — 148 V2 R* m* — 5103 v/2 R* m® — 19888 v/2 R m?

+ 1442 R?m® — 15340 V2 R* m* + 62230 V2 R* m® + 7016 V2 R° m? — 16322 R® m®

+ 47140 V2 R*m* — 131364 v2 R° m® + 9616 v/2 R m? — 12016 v/2 R* m° + 15960 v/2 R® m!

+ 93432 V2 RS m? + 1152 V2 R m® — 215776 v/2 RS m® + 317072 V2 R" m* — 59200 v/2 R® m?

— 9024 V2 R"m? — 1152 V2 R* m® + 102880 v/2 R° m® — 239280 v/2 RS m* + 24608 v/2 R" m®

+ 42880 v/2 RO m® + 1536 v/2 R®* m? + 641922 R™m® — 54528 v/2 R® m* + 18432 /2 R® m?

— 186752 V2 R"m® + 257280 v/2 R® m® — 138880 v/2 R? m* + 282880 v/2 R® m® — 207360 v/2 R® m®
+ 675842 R m* — 120576 v/2 R’ m% — 61440 v/2 R* m® — 73728 v/2 R* m® + 73728 V2 R m°
+ 55296 V2 R™ m® — 414 /2 Rm + 10777 112 R? m? — 9268 1> R? m® — 21502 u® R® m?

+ 68136 u2 R*m3 + 3588 2 R*m? — 9135 ui* R> m? + 1152 12 R> m® — 7832 2 R® m*
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+ 13344 1> R° m? + 5392 pi* R m® + 13870 pu* R* m? — 7968 1 R* m® + 167264 11> R* m*

+ 160672 pi* R° m® — 174104 1> R* m® — 3452 pi* R* m* — 5280 u? R® m? + 2494 p* R* m*

— 55216 p* R®*m3 — 3516 u* R* m? + 9772 18 R? m? + 32704 1% R* m® — 604000 > R® m*

— 65952 112 RS m?3 — 256 12 R"m? + 576 u* R* m® + 16676 p* R® m* + 127376 u* R* m?

— 6080 p* R®m? — 1920 18 R* m? — 7856 1% R®* m? 4+ 576 u? R* m® + 102848 1% R® m®

+ 860672 pi® RS m* + 32128 i R"m® + 1968 ui* R®* m® — 162496 ;* R* m* — 119168 u* R® m?
+ 2880 p* R®m? + 432 15 R* m™* + 59712 11 R®* m? + 2528 115 R* m? — 5908 1i® R* m?

+ 24960 1% R® m5 — 846336 u? RS m® — 587648 112 R" m* — 9216 11> R® m® + 15904 p* R* m®
+ 481760 p* R° m* + 39040 p* RS m® — 3264 1® R® m* — 78560 u® R* m® — 768 1u® R® m?

— 2592 1% R*m?® + 2304 1% R* m? — 54784 pi® R® m® + 1710080 12 R” m® + 202240 pi* R® m*
+ 4320 p* R*m® — 220160 1* R® m® — 609984 pi* R® m* — 7168 u* R" m3 + 576 u® R® m?®

+ 186752 p® R*m* + 41088 1% R® m® — 864 1i® R? m* — 33728 1u® R®* m?® — 352 18 R* m?

+ 2560 p'° R* m?* — 285184 1> R" m® — 1454592 pi® R® m® — 12288 1i* R® m* — 16320 u* R®> m®
+ 832000 z* RS m® + 356352 u* R™m* + 5632 u® R* m® — 313984 1% R> m* — 3072 u® R® m?
— 7232 18 R®*m* 4 22784 1% R* m?® + 1065984 11> R® m® 4 485376 11* R® m® — 98560 u* RS m°®
— 1202688 ! R"m® — 109056 p* R® m? 4 282112 1i® R5m® + 186368 1u° RS m* — 2304 11® R* m®
— 106368 1i® R*m* — 10752 pi® R®> m® + 14080 1*° R* m® — 480 pu'? R* m? — 1185792 pu* R® m®
+ 548864 1t R"m5 + 827392 i* R® m® + 16896 1° R®> m® — 574976 1° R® m® — 4096 1% R™ m*
— 8192 18 R m® 4 88064 11® R® m* + 442368 1> R*® m® — 819200 pi* R® m® — 282624 p* R® m®
+ 154624 1® RS m® + 376832 15 R"m® — 2304 1i® R* m® — 176128 1i® R m® — 51712 1i® RS m*
+ 43520 p'° R* m* — 2560 1'% R®* m? + 589824 1u* R? m5 — 395264 115 R" m® — 1536 u® R® mS
+ 153600 1® RS m® — 221184 pi* R*® m® + 294912 115 R® m® — 119808 1i® RS m® — 102400 pi® R™ m®
+ 71680 p'° R® m® — 7680 pu'? R* m* + 98304 p® R" m® — 73728 1i® R® mS+

49152 ' RO mS — 12288 ' R°m® — 8192 > RSm® — 6 V2 > R+ 18 V2 u' R

—18V2 1 R+ 6V2u® R+ 602> Rm — 648 i* Rm + 758 u® Rm — 540 1i® Rm

+248 ™ Rm — 48 u** Rm — 120\/§u2m+30\/§p4m+6\/§p6m

+18V2 8 m — 6vV2 0 m + 282V2 Rm? + 888 V2 R m + 4792 Rm?
—834V2 R m + 420 V2 Rm* + 72V2 R*m + 600 V2 R° m — 384 V2 R m
+718V2 42 Rm — 3202 i Rm — 120V/2 1 Rm + 2542 i Rm

—118V2 ' Rm — 1010 V2 > Rm? — 1148 V2 1i® R? m — 4242 1> Rm?
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—30V2p? R®m + 420 V2 pi® Rm* + 988 V2 i® R*m + 760 v/2 pi> R* m?

+ 258 V2 i Rm? +302V2 i R m — 272V2 4> R® m — 7412 u* Rm?

+ 5422 pi* R®m + 256 v/2 2 RS m — 700 V2 pi* R* m — 130 v/2 ui8 Rm?

—78V2uS R?2m — 128 V2 i R®m — 18 V2 1i° Rm?® — 346 V2 S R® m
+360 V2 u® Rm? +132v2 u® R2m + 160 V2 1® R* m — 1202 ' Rm?

+ 6600 V2 12 R2m? — 1068 V2 112 R m® — 11780 V2 112 R® m? — 3280 v/2 i R* m*

+ 235422 12 R*m® — 2978 V2 pu* R m? + 144 v/2 12 R* m® + 13636 V2 1% R® m*

— 599442 4® R*m® + 13392 V2 1i® R® m? + 1250 V2 pi* R m® + 3196 v/2 pi* R® m?

— 6048 V2 12 R® m® + 25976 v/2 12 R* m* + 19540 v/2 12 R® m® — 7680 v/2 1i® RS m?

— 35522 it R2m* — 13836 v/2 it R® m® + 2896 v/2 pu* R*m? — 11322 18 R* m?

+ 425122 12 R*m® — 168480 v/2 12 R> m* + 68384 v/2 1i® RS m® + 2048 v/2 1> R m?
+ 4504 v/2 p* R m* + 18488 v/2 't R*m® — 5944 V2 1i* R® m® — 2304 v/2 18 R? m®
+472V2 18 RPm? + 11522 12 R* m® — 50336 v/2 1i® R® m® + 146352 v/2 ui® R® m*

— 47584 V2 12 R"m® — 5136 V2 ui* R® m® — 34800 v/2 pi* R* m* + 1952 v/2 p* R® m?

+ 2304 V2 i RS m? — 216 V2 18 R2m* — 1620 V2 18 R*m?® — 5128 V2 18 R* m?

+ 2144 V2 1i® R m? + 19200 V2 12 R°mS — 171776 V2 112 RS m® + 120448 v/2 4i® R™ m*
+ 4096 V2 1% R®m? + 3680 V2 ui* R*m® + 51248 V2 pu* R° m* — 19648 v/2 pi* R® m?®

— 11328 V2 R*m* + 416 V2 1u® R*m? + 2880 v2 1 R* m?® + 1176 v/2 1i® R®* m?

— 89216 V2 1% ROmS + 344256 v/2 12 R"m® — 126080 v/2 112 R® m* + 1152 v/2 pu* R* m
— 40768 V2 * R®m® — 16896 v/2 pu* RS m* + 19456 v/2 u* R"m® — 864 v/2 u® R* m®
+ 124322 11 R* m* — 28128 V2 11° R m® + 9024 v/2 1i® R* m® 4 1280 v/2 1i® R* m?
—0920V2 ' R? m? + 36864 V2 1> RTm® — 28160 v/2 12 R® m® — 12672 V2 yu* R° mS
+ 647682 pi* R®m® — 18048 V2 i* R"m* — 20992 v/2 11° R* m® — 21120 V2 11° R m*
+ 11520 V2 18 R*m* + 5376 v/2 1i® R*m?® — 960 v/2 u'® R2m?® + 191744 V2 1% R® mS
— 127488 V2 12 RO m® — 7936 V2 pu* RS m® — 33792 V2 u* R" m® + 53248 v/2 i* R® m*
— 1152 V2 1 R* m® + 41024 v2 18 R® m® — 66688 v/2 1° R® m* + 18944 v/2 1i® R* m*
+5120V2 1i® R°m® — 3520 V2 1'° R® m® — 178176 V2 112 R m® + 39680 v/2 i* R” m
+ 25600 V2 p* R®m® — 10752 v/2 1® R mS® — 78848 v/2 18 RS m® + 23040 v/2 11 R* m®
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+ 13056 V2 1 R®m® — 3840 v/2 pu'° R m* + 18432 v/2 12 R mS — 24576 v/2 pu* R® mS
+ 491522 p* R® m® + 28416 v/2 1u° RO mS — 53248 V2 18 R™m® + 158722 1u® R® m®
+ 10240 v2 11® R® m* — 6400 v/2 p'° R* m* + 36864 v/2 pu* R m® — 77824 v/2 1i® R™ m
+ 18432 v/2 1i® R® m® 4 15360 v/2 1u® R® m® — 7680 v/2 pu'® R* m® + 12288 v/2 1u® R® m®
+ 81922 ¥ R"m® — 3584 V2 1" R°m® + 6144 v/2 1u® R"m® — 6144 v/2 1'° R> m®
+2048 v/2 i1 R m6> .

Cuando tomamos m — 0

p()

:m;ﬂ(uﬂ)-(u—n- <(2¢§+g> W—2v2 - R (4\/§+5)—g)-

(v'+ (3v2=2) 4w+ (~4v2—5) B+ (83-3V2) R+3V2+1)-
(¢ 20

El factor (11— 1) nos muestra una raiz real positiva, suficiente para concluir que las érbitas
generadas son inestables.

(6.129)

OBSERVACION 3 Como hemos visto en los equilibrios relativos del problema de dos cuer-
pos en S? y en los equilibrios relativos elipticos en H? la estabilidad se comporta muy diferente
dependiendo del espacio fase que tomemos en cuenta, esto es algo que no sucede en los equili-
brios relativos hiperbolicos ya que tenemos el mismo resultado independientemente del espacio
fase en el que se exponga el problema.

De forma andloga a como lo hemos estado haciendo primero consideramos el espacio fase

(R \ A) x TR*" C R®, (6.130)
donde TR?" es el haz tangente de R*", (n = 2).

Por otra parte si consideramos tres particulas, en donde una de ellas de masa m en el
punto (0,0,1), el problema estd planteado en el espacio fase

(R \ A) x TR*"™ C R*?, (6.131)
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y TR?" es el haz tangente de R*", (n = 3).

En ambos casos /\ estd dado por las correspondientes singularidades, explicadas en la
seccion (2.5).




Capitulo 7
Conclusiones

Terminaremos nuestro trabajo de tesis resumiendo nuestros resultados en este capitulo.
Como vimos el planteamiento del problema de estabilidad de equilibrios relativos del proble-
ma curvado de los n—cuerpos no es tan complicado, sin embargo su analisis se dificulta ya
que se analizan matrices y sus respectivos polinomios caracteristicos que estan expresados
en la variable p (grado 12) y cuyos coeficientes son funciones racionales dependientes de las
variables de las masas, m, M (grado 6) y la posicién de las particulas, z (grado 9). A pesar
de la dificultad logramos obtener las siguientes conclusiones, recordando que los resultados
son referentes a estabilidad de tipo espectral.

» Problema de dos y tres cuerpos en 5S>

(a)

Consideremos 6rbitas periédicas del problema curvado de dos cuerpos en S2. Si
los cuerpos con masas m; = msy se encuentran fijas en los lados opuestos de un
cirulo que gira uniformemente en un plano paralelo al ecuador z = 0, entonces
para z € (—1,1) las 6rbitas generadas son estables si 1 > |z| > \/Li e inestables si

0<\z|<\/i§.

Consideremos orbitas eulerianas periddicas del problema curvado de tres cuerpos
en S? con masas m; = ms fijas en los lados opuestos de un circulo que rota
uniformemente en un plano paralelo al ecuador z = 0, y la particula ms de ma-
sa despreciable fija en el polo norte (0,0, 1), entonces las drbitas generadas son
inestables para z > 0, y ademas este tipo de 6rbitas no existen si 0 > z > —1.

Consideremos orbitas eulerianas periddicas del problema curvado de tres cuerpos
en S2, con masas m; = my = ms, en donde m; y my se encuentran fijas en
los lados opuestos de un circulo que rota uniformemente en un plano paralelo
al ecuador z = 0, y la particula ms fija en el polo norte (0,0, 1), entonces para
z € (—=1/2,0) U (0, 1) las érbitas generadas son inestables, y el movimiento no es
posible si z € (—1,—1/2).

Consideremos drbitas eulerianas del problema curvado de tres cuerpos en S2, con
dos masas despreciables fijas en los lados opuestos de un circulo que rota uniforme-
mente en un plano paralelo al ecuador z = 0, y una particula con masa m fija en
el polo norte (0,0, 1), entonces para z € (0,1) las érbitas generadas son estables.

129
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» Problema de dos y tres cuerpos en H?
Equilibrios relativos elipticos

(e) Consideremos érbitas periédicas del problema curvado de dos cuerpos en H2. Si
los cuerpos con masas m; = msy se encuentran fijos en los lados opuestos de un
cirulo que gira uniformemente en un plano paralelo al plano xy, entonces para

z € (1,00) las drbitas generadas son estables si 1 < z < % e inestables si z > %

(f) Consideremos 6rbitas eulerianas del problema curvado de tres cuerpos en H?, con
masas m; = my fijas en los lados opuestos de un circulo que gira uniformemete
un un plano paralelo al plano zy a altura z, y la particula ms con masa despre-
ciable fija en el punto (0,0, 1), entonces para z € (1, 00) las érbitas generadas son
inestables.

(g) Consideremos drbitas eulerianas periddicas del problema curvado de tres cuerpos
en H?, con masas m; = ms = ms, en donde m; y ms se encuentran fijas en los
lados opuestos de un circulo que rota uniformemente y de forma paralela al plano
xy, vy la particula ms fija en el punto (0,0, 1), entonces para cualquier z > 1 las
orbitas generadas son inestables.

(h) Consideremos 6rbitas eulerianas elipticas del problema curvado de tres cuerpos en
H?, con dos masas despreciables fijas en los lados opuestos de un circulo que rota
uniformemente en un plano paralelo al plano zy, y una particula de masa m = 1 fi-
jaen el punto (0,0, 1), entonces para z € (1, 00) las érbitas generadas son estables.

Equilibrios relativos hiperbdlicos

(i) Consideremos 6rbitas eulerianas del problema curvado de los dos cuerpos con
masas iguales en H?, donde el cuerpo m; tiene coordenadas ¢; = (;,y;, 2;). Si las
masas mp y meo se mueven a lo largo de hipérbolas de la forma x; = cte, xo =
—x1, Y1 = Yo = rsinh(t), z1 = zz = rcosh(t), ¢ € R, entonces las dérbitas
generadas son inestables para cualquier r > 1.

(j) Consideremos 6rbitas eulerianas del problema curvado de los tres cuerpos en H?,
donde el cuerpo m; tiene coordenadas ¢; = (x;,y;, z;). Si las masas my y my se
mueven a lo largo de hipérbolas de la forma x; = cte, xo = —x1, Yy = Yo =
rsinh(t), z; = 2o = rcosh(t), t € R, y la particula de m3 de masa despreciable
se encuentra moviéndose sobre la hipérbola que pasa por (0,0, 1), entonces las
orbitas generadas son inestables para cualquier r > 1.

Perspectivas

El estudio de los n—cuerpos en espacios curvados es muy reciente por lo que aun existen
muchos caminos por explorar, como mencionamos en la introduccién se han hecho estudios
sobre movimientos de tipo lagrangiano, que junto con nuestro trabajo dan una idea mas clara
de lo que sucede con ciertos tipos de movimientos del problema de tres cuerpos. Como trabajo
posterior a éste se tiene como proyecto analizar el problema de los tres cuerpos en espacios
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curvados de manera un poco mas general, observando colisiones, escapes o valores de energia
por ejemplo. Como sabemos, el problema newtoniano de tres cuerpos es un problema bas-
tante complicado, de éste se conocen sélo las soluciones homograficas, para poder entender
mejor este problema usualmente se trabaja en modelos donde se imponen ciertas simetrias.
Debido a la complejidad que se presenta en espacios curvados hemos considerado estudiar la
dindmica del problema en S? y en H? también tomando en cuenta algunas simetrias sobre
masas y posiciones de las particulas. Un ejemplo inmediato de este tipo de problemas es
el llamado problema isésceles, que consiste en estudiar la dinamica de tres particulas que
forman en todo tiempo una figura de tridangulo isésceles.

A pesar de las dificultades que se tienen en el problema de los tres cuerpos se han he-
cho algunos trabajos sobre ciertos tipos de movimientos del problema de los 4 cuerpos en
espacios curvados como en [8], y en lo que también podria continuar este trabajo es en ana-
lizar también algin otro tipo de movimiento generado por el problema de los 4 cuerpos en H?2.

Debido a que el estudio de este tipo de problemas es muy reciente el camino a seguir es
muy variado.
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Apéndice

En esta seccién mostraremos algunas ideas basicas del modelo propuesto por Weierstrass
del plano hiperbdlico. Este modelo es el que se ha utilizado para mostrar resultados del pro-
blema de n cuerpos en espacios de curvatura constante negativa.

El modelo de Weierstrass esta construideo a partir de una de las hojas del hiperbo-
loide dado por la ecuacién 2% + y?> — 22 = —1 en el espacio de Minkowski de dimensién
3, M? = (R ®), en donde (®) representa el producto interno de Lorentz, definido como
a®b = ab, +ayb, —ab,, con a = (a,ay,a,) y b = (by,by,b,). Escogemos la hoja del

hiperboloide, identificado con el plano de Bolyai-Lovachevski, denotado por H?2.

Una transformacion T : M® — M3 es ortogonal si T(a) ® T'(a) = a ® a para cualquier
a € M3. El grupo de transformaciones ortogonales junto con el producto interior de Lorentz
forma el grupo ortogonal O(M?), dado por las matrices de determinante 1y —1. Entonces el
grupo SO(M?) de transformaciones de determinante 1 es un subgrupo de O(M?). Otro sub-
grupo de O(M?) es G(M?), formado por las transformaciones T' que dejan a H? invariante.
De hecho G(M?) contiene al subgrupo Lor = G(M?) N SO(M?).

Definamos las rotaciones de Lorentz alrededor de un eje como los subgrupos uniparamétri-
cos de Lor(M?) que dejan los ejes fijos. El teorema del eje principal nos dice que todas las

transformaciones de Lorentz tienen una de las siguientes formas [15]

cosf) —sinf O

A=P| sinf cos§ 0 | P, (1)
0 0 1
1 0 0
B=P| 0 coshs sinhs | P! (2)
0 sinhs coshs
0
1 —1 t
C=P[ t 1-t3/2 32 Pt (3)

t —t?/2 1+t%)2
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donde 6 € [0,27),s,t € R,y P € Lor(M?). Estas son llamadas transformaciones elipticas,
hiperbdlicas y parabdlicas, respectivamente. Las transformaciones elipticas son rotaciones al-
rededor del eje z; las transformaciones hiperbdlicas son rotaciones alrededor del eje x; y las
transformaciones parabdlicas son rotaciones alrededor de la linea y = z, z = 0.

Cabe mencionar que geodésicas en H? son hipérbolas que se obtienen con la interseccién
del hiperboloide y planos que pasan por el origen del sistema coordenado. Para cualquiera
dos puntos distintos a y b de H? pasa una tnica geodésica que los une, y la distancia entre
esos puntos estd dada por d(a,b) = cosh™(—a @ b).

W= Sqrt(—1+22) sinft), y = sqrti-1 +22) cosit), =2

Figura 1: La linea punteada marca la trayectoria del punto (\/g, 0,2) al aplicarle la transfor-
macién A.
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\/5) al aplicarle la transfor-

Y

0

)

(1

Figura 2: La linea punteada marca la trayectoria del punto

o0 B.

maclion

1441 (122 +sg(3) (202, z = 1 1 (D)2+sqrt(3) (1 +212)

1-1 t+sgrt(3) t, v

=

45

1,2) al aplicarle la transfor-

)

(1

6n O

Figura 3: La linea punteada marca la trayectoria del punto
macion
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