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Resumen

La presente tesis contiene un estudio de la persistencia, extincion e invasion de una
epidemia en una poblacién, en particular la ocasionada por el virus sincicial respiratorio

en infantes de las regiones de Gambia y Finlandia.

Para esto hemos empleado el modelo SIRS acoplado con un oscilador arménico (forza-
miento) ademads de las tasas de incidencia clasica y LHD, esta ultima anade la hipétesis
de que la tasa de incidencia debe ser proporcional a la probabilidad de que en un en-
cuentro entre un individuo susceptible y uno infectado la transmisién sea efectiva. Los
parametros de la tasa de contacto by, del efecto de la estacionalidad en la epidemia b; y la
densidad de individuos infectados @, en la que la probabilidad de transmitir exitosamente
la infeccién es de %, se estimaron usando el método de méaxima verosimilitud planteando
este problema como uno de optimizacion restringida a un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. Este problema de optimizacién se ha resuelto con la implementacién de
los métodos de busqueda dispersa, BFGS y gradiente conjugado. También se calcularon

los intervalos de confianza de los estimadores.

Haciendo uso de los estimadores de maxima verosimilitud y el mapeo de retorno del
modelo SIRS con forzamiento y ambas tasas de incidencia, exploramos la persistencia
y extincién de la epidemia anadiendo sintéticamente ruido al mapeo, que modela la
estocasticidad ambiental. En el analisis de la invasién también se emplea mapeo de retorno

solo que de forma determinista.
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El modelo SIRS con forzamiento y las tasas de incidencia clasica y LHD predicen cua-
litativamente lo mismo. Sin embargo usando la tasa de incidencia LHD, los equilibrios
libre de enfermedad y endémico son asintéticamente estables si Ry > 1. Cuando se
anade ruido con una desviacion estandar baja, ambos modelos tienen la misma dindmica
cualitativa. Al aumentar la desviacién estandar de la estocasticidad ambiental el modelo
SIRS con la tasa clasica, predice que el sistema concurrira temporalmente en el equilibrio
libre de enfermedad a través de la subvariedad estable y con la tasa LHD, el sistema
ird al equilibrio libre de enfermedad y permanecera ahi. Esto se presume como extincion
de la epidemia motivada por la estocasticidad ambiental.

La persistencia de la epidemia es evidente cuando la densidad inicial de individuos

infectados es igual a 6. Los resultados aqui expuestos son validos localmente.
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Capitulo 1

Introduccién y Planteamiento del

problema

1.1. Introduccion

La persistencia, extinciéon e invasion de una epidemia en una poblacién es un area
de investigacion que ha recibido mucha atenciéon durante la segunda mitad del siglo
XX y principios del XXI [23] [16] 1T, 21, 1]. El analisis de series de tiempo [2, [4] y
modelacién matemaética [I7, 22] son herramientas estandar para comprender la dindmica
de enfermedades infecciosas.

Existen diversos estudios que tratan el problema mediante series de tiempo [16],
ecuaciones diferenciales estocasticas [4], sistemas dindmicos [6]. De este iltimo enfoque,
exploramos la capacidad predictiva del modelo SIRS [23] con forzamiento.

Asi, el objetivo de este trabajo es estudiar la persistencia, extincién e invasion de
enfermedades infecciosas en una poblacién y el desarrollar un software para estimar
pardmetros de modelos epidemiolégicos, representados por sistemas de ecuaciones dife-

renciales ordinarias. Esta herramienta pertenece a la clase de software de optimizacion



no lineal.
Consideramos el modelo LHD propuesto por Ponciano y Capistran en [30] para estu-

diar la dindmica del virus sincicial respiratorio (VSR) en una poblacién.

1.2. Planteamiento

Para el planteamiento del problema, consideramos un modelo estandar en la mo-
delacién de enfermedades infecciosas, como el modelo SIRS [23]. Tomamos de [35] las
observaciones mensuales de casos reportados de VSR en ninos de 5 anos en las poblaciones
de Banjul, Gambia y Turku, Finlandia, que van de septiembre de 1991 a junio de 1994
y de septiembre de 1981 a marzo de 1990, respectivamente. El clima en estas regiones es
opuesto, en Gambia éste es calido mientras que en Finlandia es frio, con mayor amplitud
en temperatura. Se sabe que la exposicién a cambios bruscos de temperatura da como
resultado una enfermedad de la vias respiratorias [31]. Buscamos aproximar el nimero

de infectados calibrando el modelo SIRS via el método de méxima verosimilitud.

Modelo SIRS

Este modelo permite describir la propagacién de una enfermedad en una poblacion
caracterizado por dividir en clases a los individuos de acuerdo a su estado de salud. Las
clases son Susceptibles (S), individuos sanos que son capaces de contraer la enfermedad;
Infecciosos (I), individuos infectados que pueden transmitir el virus, y por tltimo los
Recuperados (R), individuos que han superado la enfermedad pero que pueden conta-

giarse otra vez debido a la pérdida de inmunidad.

En la figura[l.1]se muestra el comportamiento del modelo SIRS, el cual incluye dindmi-

ca vital a través del parametro u, que indica la tasa de natalidad y mortalidad conjunta;
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YR
h(S, 1) 2
N I
! ! !
7 ul W
S+I+R=N

Figura 1.1: Diagrama de flujo del Modelo SIRS.

esto permite considerar una poblacién constante, N. h(S,I) es la tasa de incidencia, v
es la tasa de pérdida de infectividad y v es la tasa de pérdida de inmunidad.

Los parametros del modelo SIRS y el tamano de la poblacién se tomaron de [35] y se

muestran a continuacion.

Poblacién I v N

Gambia | 0.041 36 1.8 736

Finlandia | 0.013 36 1.8 2420
Los valores de u, vy v expresan tasas anuales.

Cuadro 1.1: Parametros del modelo SIRS.

Si lo anterior se expresa como el cambio en la cantidad de individuos que presentan

o no los sintomas de la enfermedad y que son catalogados en el tiempo se tiene

% — UN —(S.]) — S + R, (1.1)
dI
= = WS~ (v pl, (12)
dR

dt



La dindmica del modelo esta dirigida en gran parte por la tasa de incidencia h(S, I).
La tasa clasica es

WS, T) = 5%5, (1.4)

donde (3 es el promedio de individuos con los cuales un infectado tiene contacto suficiente
para transmitir la infeccién; el factor I /N es la probabilidad de escoger un individuo infec-
tado de la poblacién al azar y S denota la cantidad de individuos susceptibles disponibles.
El producto de estas tres cantidades es el valor esperado de nuevas infecciones por unidad
de tiempo. Al modelo — con la tasa , de aqui en adelante lo llamaremos:
modelo clasico.

Como se ha mencionado anteriormente, consideraremos la tasa de incidencia propues-
ta por Ponciano y Capistréan en [30]. Es decir,

I 1

en donde el factor /(I + 0) denota la probabilidad de que haya al menos un contagio
exitoso y 6 es la densidad de individuos infectados en la que la probabilidad de transmitir
exitosamente la infeccion es de % Es asi como al modelo — con la tasa se le
conoce como modelo LHD. Este nombre, se debe a Liu, Hethcote y Van Den Driessche que
anteriormente propusieron y analizaron también esta tasa. Las enfermedades infecciosas
aparecen de forma recurrente y en algunos casos se presume de la estacionalidad de éstas.
Por lo cual, es necesario que el modelo describa este proceso. Para esto se considera a 3

como una funcién peridédica de la forma

B = b (1 + by cos (?)) | (1.6)

donde T = 1 ano y by representa la fuerza de la estacionalidad en la transmision. Por
tanto, el modelo SIRS con cualquier tasa de incidencia se ve forzado a admitir soluciones

periodicas.
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1.3. Analisis dimensional del modelo SIRS

Las variables S, I y R del modelo LHD forzado, ecuaciones (1.1))-(1.3), (1.5)) y (1.6)),

se conocen como variables de estado y v, v, iy [ sus parametros de dimensiones

[N,S,I,R,0] = m
SR = mt
v, v, p,00) = 7

] = 1

donde m y ¢t miden masa (individuos) y tiempo (anos), respectivamente. El parametro

by ademds de indicar la tasa de contacto, también escala el tamano de la poblacién [12].

Se propone el siguiente cambio para escalar a las variables de estado. Este es:

®
I

~.
I

(1.7)

ﬁ
Il

2=z~ zn

1.4. Estimacién de parametros

El problema de la estimacion de parametros o de calibraciéon de modelos consiste en
determinar de forma indirecta parametros desconocidos a partir de las observaciones,
que se formula como un problema de optimizacion no lineal restringida cuyo objetivo es
maximizar la funciéon de méaxima verosimilitud.

Siguiendo lo expuesto en [5], se define z(t) = (s(t),i(t),r(t))! € (L*([0,7]))® y p =

(bo, b1) € R? los pardmetros del modelo cldsico o p = (b, by, 0) € R3 los correspondientes



al modelo LHD. Entonces

& = o(z,p), (1.8)

z(0) = o, (1.9)

donde p(z, p) es el lado derecho del modelo clasico o LHD. El problema anterior define el
mapeo ®(p) = z, de pardmetros p a variables de estado x, donde ® : R™ — (L2([0,T]))".
Se considera que la aplicacion @ es diferenciable en el sentido de Fréchet e inyectiva de
tal manera que el problema — tiene solucion unica x para cada p.

Los casos reportados de VSR son medidas no exactas (con ruido) de la variable
de estado i, tomadas en un conjunto discreto de puntos {ti,ts,..., ¢} (meses). Esto
permite definir un mapeo lineal de observaciones de variables de estado a datos, ¥ :
(L2([0,T)))" — RF, de la forma U(z) = (i(t1),i(t2),...,i(tx))". Sea F(p) : R™ — RF,
definida como la composicién de mapeos V(P (p)).

Denotamos por y; los individuos infectados de VSR al tiempo ¢;, para estimar este
nimero usamos la distribucién de Poisson y de acuerdo con [30] se considera que la
prevalencia de infectados se puede modelar con la misma distribucién de probabilidad.

Entonces cada y; para j = 1,2,...,k, es una observacion independiente de una dis-

tribucién de Poisson Y; con media igual a la prediccién del modelo SIRS al tiempo ¢,
Y ~ Poisson(F(p)), (1.10)

donde Y = [Y1, Y3, ..., Y;]". Considerando independencia entre las observaciones, la fun-
cion de maxima verosimilitud es el producto de las funciones de distribucién de probabi-

lidad Y;

k ko o=Fi(p) (F. Yj
) x J[a =11 @(p)) | (1.11)



1.5. MAPEO DE RETORNO 7

1.5. Mapeo de Retorno

Para estudiar la estabilidad de soluciones periédicas en sistemas dindmicos se emplea
el mapeo de retorno (también conocido como mapeo de Poincaré) [29, B3], permite ob-
servar el comportamiento de la solucién periddica del sistema (modelo clésico o LHD con
forzamiento) en una seccién transversal al flujo de éste. Tomamos esta herramienta para
explorar la persistencia, extincion e invasion de la epidemia en una poblacion. En los
primeros dos casos, anadiendo ruido de forma artificial de acuerdo a [3], éste estudia el

modelo SEIR. Y en el estudio de la invasiéon se emplea el mapeo de forma determinista.



Capitulo 2

Tratamiento del problema

2.1. Estimacién de parametros

La ecuacion ((1.11]) se formula como un problema de minimizacion tomando menos el

logaritmo de L(p), funcién conocida como log-verosimilitud Poisson.

~In(L(p)) —éln (e_Fj(’”) ij(p))yj> N

(F(p) — y; In(Fj(p)) + In(y,!)), (2.1)

( k
y =
donde p € R? § R? para los modelos clasico y LHD, respectivamente.

Para encontrar el minimo de la funcién anterior, primeramente aplicamos un método
global como buisqueda dispersa, que explora de forma sistematica el espacio de parametros

para obtener un minimo global y después con la ayuda de métodos locales se mejorara la

solucién obtenida previamente.

2.1.1. Busqueda Dispersa

La busqueda dispersa (BD) es un método metaheuristico basado en la dindmica de
poblaciones. Algunos ejemplos de estos métodos son: algoritmos géneticos, recocido si-

mulado y busqueda tabi entre otras [15]. Esta técnica fue desarrollada por Fred Glover

8
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a principios de los anos 60 en [13]. En aquel tiempo pasé desapercibida y fue después de
casi 40 anos que Glover retoma este trabajo y publica el esquema de la biisqueda dispersa
y lo aplica a diversos problemas no lineales y combinatorios [14], siendo ésta la referencia
estandar para esta técnica. A continuacion se muestra el esquema de dicho método.

La inicializacion del método se realiza de manera determinista a diferencia del original,

basandonos en [26].

P

Método de Diversificacién | Repetir hasta |P| = P,

@ @ o

(%—> Método de Mejora O O 8 @)

o ®

?

? Método de Mejora —>Q—>| Método de Actualizacién |

@ @
| Combinacion de soluciones |
@
Q0 0 O
Generacién de subconjuntos (@) (@)

Conjunto de Referencia

Parar si no hay nuevas soluciones

Figura 2.1: Esquema de la busqueda dispersa

2.1.2. Mejora local: Métodos basados en gradientes

La solucién obtenida por la Busqueda Dispersa debe ser mejorada debido a que es

resultado de un método que no garantiza que ésta sea 6ptima ni que el método converja.
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Consideramos que dicha solucién es una aproximaciéon al minimo global y se encuentra
en un entorno donde la funcién es casi convexa lo que permite emplear métodos locales
de optimizacién. Emplearemos métodos clasicos como BFGS y gradiente conjugado.

El gradiente de la funcién (2.1)) es

—9In(L(p)) " (9F;(p) Y
=5 = (5 (- wh)) +

1 p
_ OF(p)' .y
= D oy pgy), 23

donde C es la matriz de covarianza de las observaciones, y en base a [34] C' = diag(F(p))

y 81;1(;” ) es la matriz de sensibilidades del modelo con respecto de los parametros p. Su

representacion exacta es

9z Qw1 Oz
Op1  Op2 Opm
Ozy Oz Ozy
aF(p) — op1 Op2 Opm (2 4)
ap . .
Ozp . Oz Omp
L Op Opm—1  Opm |

La matriz anterior se obtiene de resolver el siguiente sistema

. Op Oy
S = ax5+8p’ (2.5)
S(0) = o,

donde ¢ es el lado derecho del modelo SIRS (Clésico o LHD), para este célculo se emplea
la biblioteca de la suite Sundials [20].

Ahora que se conoce el gradiente procedemos a refinar la soluciéon obtenida por la BD
empleado los métodos locales. El método BFGS es ampliamente usado en diversos pro-
blemas de optimizacién debido a que emplean aproximaciones de la hessiana de la funcién
objetivo en cada iteracion. Por lo que no requiere del calculo directo de su matriz inversa

sino que se aplica la férmula de Sherman-Morrison-Woodbury [28]. Por consiguiente, la
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aproximacioén inicial a la hessiana es la matriz identidad. La implementacion de busqueda

de linea en el método no garantiza la convergencia superlineal del mismo.

También empleamos el método del gradiente conjugado para realizar la mejora local
debido a la facilidad del método para adaptarse a problemas no lineales (método Fletcher-
Reeves) y hacemos uso de la variante del método conocida como Polak-Ribiere porque
es mas eficiente y robusta que el no lineal. Aunque una vez mas, no se puede garantizar

que siempre se encuentre una direccién de descenso [28].

Por otro lado, cabe mencionar que estos métodos fueron implementados en lenguaje

Pythorfl] y el seudocddigo fue tomado de [28].

2.1.3. Intervalos de confianza

Los intervalos de confianza se obtienen de la matriz inversa de Fisher. Asi, la matriz
de Fisher se calcula de acuerdo a [24] usando las matrices de sensibilidad y de
varianza-covarianza de los errores entre las observaciones y los prondsticos; ésta tiltima es
resultado de realizar una iteracién del algoritmo de Levenberg-Marquardt [25] empleando

la solucién refinada de los parametros.

2.2. Analisis cualitativo del modelo SIRS

En esta seccién se presenta el analisis cualitativo correspondiente al modelo LHD.
A modo de completez, el andlisis cualitativo de los modelo clasico y LHD se pueden

consultar en [30].

Los estados estacionarios del modelo ([1.1]) — (1.3)) se calculan igualando las derivadas

1www.python.org
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a 0. Es decir,
N —uS—p ! [S—I—R—O (2.6)
PR TR =P g T T '
I I
vl —(y+p)R = 0. (2.8)

De la tercera ecuacion si I = 0 entonces R =0y S+ 1+ R = N con lo que se tiene

el estado estacionario
(S*,I*,R*) = (N,0,0)

conocido en la literatura como estado libre de enfermedad (ELE) o estado en donde toda
la poblacion es susceptible.
Sis = HT##N y R= ﬁ[ se sustituyen en la ecuacion 1} se obtiene la siguiente

ecuacion
0%
—uN —p—=————-(v+p)l+—"-1=0 2.9
vl + 2 (2.9

cuyas raices son

N
[N vt

-7 ) 2.10
2v4+v+p ( )

(1_L)i (1_L> _ vty tuNe
Ry Ry v+ u  Ro

Por lo tanto, existen dos estados estacionarios para el equilibrio endémico (EE).

N I 0
EElz(—1+ L, 11>,

Ry I 7 v+p
NI,+80

EE2 - (_ 2 7127 - I2> .
Ry I Yt

El término Ry es el nimero basico reproductivo y se define como

_ B
Ry = — (2.11)
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Este indica el promedio de casos secundarios producidos por un individuo infectado en
una poblacion totalmente susceptible, es decir, cuando el sistema se encuentra en ELE.

El polinomio caracteristico del modelo LHD linealizado es

8. _ _B (I’ +210)
_“_5]\[[;9 A B (I* ]2V16§I+8>2 i '
_ I +
0 v —(y+p)—A
1 1 1
2
==+ 0| frlg RS —wrm=r 0
0 v —(v+p)—A
I + 210 I?
PO = ~etA) | geS — 4 = A) (<0 = N + g (400 4 )]
Por tanto, el polinomio caracteristico evaluado en ELE es
p(A) = =(p+N((p+7)+ M)+ @) +A) (2.12)

Dado que las raices son negativas, el punto critico ELE es incondicionalmente

asintoticamente estable.
Por otro lado, evaluando el polinomio caracteristico en los puntos criticos EE; obte-

nemos

PN = —(u+ ) <A2+ ((7+u)+ ;i’; (i?li —9)) A+ ;1’2 <]]%\?Ii2(1/+7+u) - (7+u)9>> .

Por tanto, la estabilidad del equilibrio endémico depende del ntimero basico repro-
ductivo. Si Ry > 1 entonces EF; es asintoticamente estable y EE5 es un punto silla. En

caso contrario, las estabilidades se invierten (para méas detalles ver [30]).
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Soluciones periddicas

Para dilucidar ctiando el modelo LHD forzado ([1.1))-(1.3)), (1.5) y (L.6)) tiene solu-

ciones periodicas, se considerara su version reducida del modelo omitiendo la ecuacion

(1.3), debido a que ésta no contribuye en la solucién de las ecuaciones (1.1)) y (1.2), y

sustituyendo r = 1 — s — i en la ecuacién (|1.1)); el modelo se expresa de forma auténoma

% - 5_58_—190(1;;@;)#3_% (2.13)
% - —m+—b0(1jf1;)i25 , (2.14)
‘;—f — 2my , (2.15)
CC% — onr (2.16)

donde £ = p+ vy n = v+ u Igualando a 0 las ecuaciones anteriores se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones no lineales

bo(1 + byz)i%s ,
L
. bo(l + blx)’iQS
_ O TERT
T
—2my = 0
2z = 0
entoncesz =y=0y s = ”(Z”L.g). Ahora sustituyendo las soluciones anteriores en la primer
0?

ecuacion se tiene un polinomio de segundo grado

—&nf 4+ E(by —n)i —bo(n+7)i* = 0

y sus raices son

11,2

_ &bo—m) | [&0o—m)? &b
2bo(n + ) ab§(n+~)%  bo(n+7)



2.2. ANALISIS CUALITATIVO DEL MODELO SIRS

Por lo que, el estado estacionario es:

(Mﬁ2+®

bot1,2

9 i1,27 07 0)

Este corresponde al equilibrio endémico y alrededor de él buscamos soluciones periédi-

15

(2.17)

cas. Para ese fin, consideramos el polinomio carateristico del modelo linealizado ([2.13))-

(2.16)) evaluado en este punto. Es decir,

bOi%,Q n(iy 2 + 26)
~(eran) - (e
i (1.0 + 26)
b L2 _ n\t1,2 .
p(A) = "7+ " i, 1 0
0 0
0 0
—E+N) v+ +N) 2m=A
.2 .
ity nling +20) :
_ boi ) n -+ ﬁilz - 0) A binigg
0 0 -A
0 0 2T
_ 2 42y |12 i1,2(§ 4+ boir2) — 0(n — &)
p(A) = (Ar*+ X9 )\+( ins 10

) —biniy, 0O
A binigg 0
—A —2m
2 —A
—(2m 4+ \)
0
—27
—-A

>A+<—@9+%ﬁﬂv+m

i172 + 60

Dado que tiene dos valores propios imaginarios puros, se concluye que el punto indica

que (2.17) es un centro y el resto de los valores propios tienen parte real negativa indica

que es estable de acuerdo a [29]; por lo tanto el modelo SIRS LHD, acoplado con el

coseno, admite soluciones periddicas. El analisis para el modelo clésico forzado es analogo

obteniendo las mismas conclusiones.
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2.3. Mapeo de retorno con ruido

El anélisis del mapeo de Poincaré del modelo SIRS forzado con ruido se lleva a cabo

perturbandolo como se detalla a continuacion. Para ello, empleamos el modelo reducido

ds

o = §—&s— h(s,i) —yi (2.18)
di . .
i + h(s,1) (2.19)

donde h(s,i) es la tasa de incidencia clasica (1.4) o LHD ({1.5)). Por lo que el mapeo de
interés se define como resultado del seguimiento de la solucion del modelo anterior en un

dia fijo para cada ano (discreto) [30] 3], denotado por

T, = f(Tp_1) (2.20)

donde x,, es la solucién del modelo (2.18) y (2.19) en el afio n y es perturbada mediante
el producto de f(z,-1) con €, ,, variables aleatorias normales, independientes e identi-
camente distribuidas para ¢ = 1,2. Este “ruido” representa la estocasticidad ambiental

30].

2.4. Efecto Allee e invasion

Para explorar la extincion de la epidemia se emplea el mapeo de retorno con ruido
del modelo LHD considerando diferentes tamanos de poblacién (simulado por un cambio
en la tasa de incidencia) y la misma proporcién de infectados (1(0)) en cada caso.

El cambio en la tasa de incidencia es
b — ap (2.21)

donde « € [0.9,1.2]. En el problema que estamos estudiando, aplicar continuacién en el

parametro [ nos permite exhibir el cambio de régimen de persistencia a extincion de la
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epidemia. Sabemos que 3 escala con el tamano de la poblacién. Consecuentemente, el
tamano de la poblacién cruza el umbral de tamano critico, de un régimen donde puede
sostener la epidemia en estado endémico a un régimen de extincion de la enfermedad,
véase [17, 12].

De esta forma se pretende dar evidencia de que el tamano de poblacién (expresado
a través de [3) es participe en la dindmica de una epidemia, es decir, que el tamafio de
la poblacion permite la persistencia o extincién de una epidemia, y de acuerdo con este
modelo, la capacidad de que la poblaciéon pueda sostener una epidemia se presume no
lineal con respecto de su tamano. Esto puede asociarse al efecto Allee [9], dependencia
en la densidad de poblacién. Fenémeno estudiado por ecologistas en la dinamica de
poblaciones [7, [10], entre otros y en el caso de epidemias se encuentran los siguientes
estudios [19) [I§]. Sin embargo la estocasticidad demografica no es el inico mecanismo

que induce extincién [§].

Simulacion

Un experimento consiste en realizar el mapeo de retorno con un nivel de ruido fijo y
un 3 dado por la equivalencia (2.21)), donde o € [0.9,1.2]; se tomardn 100 puntos sobre
este intervalo.

Se llevaran a cabo k réplicas del experimento para cada o; 3 desdei = 1,2,...,100 y se
observara cuantas veces el mapeo perturbado visita ELE para generar un grafico de
probabilidades de extincion. Lo anterior constituye un ejercicio similar al método Monte

Carlo [27].

Invasién

Los brotes de la epidemia ocurren cuando la poblacién se encuentra en ELE, y asu-

mimos que los individuos se contagian de acuerdo a la tasa de indicencia h(1,S). Sin
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embargo el modelo SIRS con cualquier tasa depende de condiciones iniciales (Sy, /o)
que llevan a diversas transiciones como lo expuesto en [12] como pueden ser estados
periddicos o aperiédicos (cadticos). En este sentido, realizamos una serie de simulaciones
imponiendo diferentes condiciones iniciales al modelo LHD estandarizado comenzando
con todos los individuos susceptibles y una proporcién de infectados demasiado pequena
(ip = 1071°) [32] e ir aumentando ésta en pasos de {10719, 1079 ...,107°} hasta llegar a
10 = 0.9 y resolver el sistema con forzamiento para 1, 2, 3 y 4 anos. Con el estado final
de cada solucion se generara un grafico, que llamaremos drbita de invasion. Este ejercicio
se llevara a cabo con ambas poblaciones.

También se explorara la dinamica de invasién de la epidemia en la poblacion cuando se
considera que la cantidad inicial de individuos infectados es igual a 6. Es decir, individuos

necesarios para los cuales la probabilidad de transmisién exitosa de la infeccién es de %



Capitulo 3

Resultados

En este capitulo se muestran resultados numéricos de nuestras exploraciones de la
dindmica del modelo SIRS con ambas tasas de incidencia (cldsica y LHD) y usando
ambos conjuntos de datos (Gambia y Finlandia). Este capitulo sirve como referencia

para nuestra discusion sobre persistencia, invasion y extincién de una epidemia.

Modelo Clasico

» Gambia

80.0
70.0
i |
300 | -

10.0

—

Infectados

.

1992.0 1993.0 1994.0

Figura 3.1: Ajuste del modelo clasico a los datos de Gambia.

La figura muestra los casos reportados de VSR (linea roja) y el ajuste obtenido

19
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por el modelo clésico forzado (linea azul), cuyos estimadores son 60 =69.276014 y

by = 0.214437, dando un valor de Ry = 1.92.

s Finlandia

250.0
1
200.0 I
?
g 150.09
= ool hi ‘\ i
<]
<= 100.0
"l il |
50.0 ' h
\ S : WAl ol AN
u ALY W K 3 WA 5
1982.0 1983.0 1984.0 1985.0 1986.0 1987.0 1988.0 1989.0 1990.0
Figura 3.2: Ajuste del modelo clasico a los datos de Finlandia.
En la figura se muestran los casos reportados de VSR (linea roja) y el ajuste
obtenido por el modelo clasico forzado (linea azul), cuyos estimadores son by =
44.758339; b; = 0.298960, dando un valor de Ry = 1.24.
Modelo LHD
= Gambia

El ajuste del modelo LHD forzado (linea azul) a datos de Gambia (linea roja)
se muestra en la figura los estimadores son by = 69.9662, by = 0.201624 y

) = 0.040522, dando un nimero béasico reproductivo de 1.94.

= Finlandia

El ajuste del modelo LHD forzado (linea azul) a casos de VSR (linea roja) se

muestra en la figura . Los estimadores son by = 44.969523, by = 0.274824 y
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Figura 3.3: Ajuste del modelo LHD a datos de Gambia.
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Figura 3.4: Ajuste del modelo LHD a datos de Finlandia.

6 = 0.008914, dando un ntmero basico reproductivo de 1.249.

Intervalos de Confianza

Los intervalos al 95 % de confianza de los estimadores de méaxima verosimilitud de los

modelos clasico y LHD con forzamiento se presentan en el cuadro

Diagrama de bifurcacién

La figura A) muestra el comportamiento del modelo LHD conforme aumenta el

valor de b; (impacto de la estacionalidad en la epidemia), en donde cada ramificacién
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M. Clasico bo by

Gambia | (69.27592, 69.27611) | (0.21405, 0.21483)

Finlandia | (44.75800, 44.75868) | (0.29677, 0.30115)

M. LHD bo by

Gambia | (69.966085, 69.966315) | (0.2012, 0.202049)

Finlandia | (44.969521, 44.969525) | (0.274809, 0.274839)

Cuadro 3.1: Intervalos de confianza de los modelos clasico y LHD.

10'2 S
10°F

Nivel de infecciosidad

=

o,

w

T

Nivel de infecciosidad

=
o,
T

-
o
IS
T
=
o
IS

Figura 3.5: Diagrama de bifurcacion del modelo SIRS LHD.

indica el periodo de la epidemia, uno para Gambia y un doble periodo en el caso de
Finlandia. En B) se amplia el diagrama mostrando que a partir de b; ~ 0.368 existen 4
periodos que continuan hacia una dindmica aperiodica que termina en un comportamiento
caotico.

En la figura[3.6/A) y B) se muestran los ciclos limite del modelo clésico con forzamiento
para Gambia y Finlandia, respectivamente. Y en C) y D) los correspondientes a

Gambia y Finlandia del modelo LHD con forzamiento.
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Figura 3.6: Planos de fase de los modelos clasico y LHD con forzamiento.

En la figura se muestra el mapeo de retorno del modelo SIRS con las tasas de
incidencia clasica y LHD, con dos diferentes niveles de estocasticidad ambiental. El punto
inicial de la simulacién estd senalado con un diamante verde, y el punto final con un
diamante rojo. En las partes A) y B) vemos que ambos modelos tienen cualitativamente
el mismo comportamiento cuando la desviacion estandar de la estocasticidad ambiental
se mantiene baja (0.05). Por otra parte, cuando el nivel de estocasticidad aumenta, otros
fenémenos determinan la conducta del sistema. En la parte C) vemos que, con desviaciéon
estandar de 0.5, el modelo SIRS clasico muestra como el sistema visita temporalmente
el estado libre de enfermedad. Finalmente, en la parte D), se muestra que cuando la
desviacion estandar es suficientemente grande (0.1), el modelo SIRS LHD predice que el

sistema se ird al estado libre de enfermedad y permanecera ahi.
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Modelo Clasico Modelo LHD
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log(S) log(S)

Figura 3.7: Mapeo de retorno con ruido de los modelos clasico y LHD.

El céalculo de las probabilidades de la extincién de una epidemia en una poblacién
(vedse [2.4)) se muestra en la figura , en ésta se aprecia que conforme aumenta el
“tamano” de la poblacion, es menos probable que ocurra la extincion de la epidemia
hasta llegar a un valor en donde no ocurre. Se sabe que existe un umbral en el tamano de
la poblacién, arriba del cual el sistema mantiene la enfermedad infecciosa. A este umbral
se le conoce como tamano critico de la comunidad [2]. De la figura se sigue que el

tamano critico de la poblacion en Finlandia esta entre 2250 y 2600.
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Figura 3.8: Probabilidad de extincién de la epidemia en Finlandia.

La figura muestra cuatro diagramas en las que se tomé la tasa de contacto (bg)
como parametro de bifurcacién, el parametro b; tiene los valores 1.1,1.25,1.275 y 1.29,
respectivamente. Las figuras [3.5] y [3.9] muestran cémo es la cascada de bifurcaciones que

tiene este sistema.

Orbita de Invasién

En la figura|3.10|se muestran las 6rbitas de invasion correspondientes a las poblaciones
de Finlandia (A) y Gambia (B). En éstas se indica con diamantes de colores verde, el
inicio y rojo, el final de la simulacién. Los diamantes estan numerados del 1 al 4, indicando
el tiempo (en anos) en que evoluciona la epidemia. En A) se muestra cémo la epidemia
invade de forma creciente el sistema (linea amarilla) hasta llegar a un nivel méximo de
infeccion a partir del cual la invasion comienza a decrecer, regresando al estado libre de
enfermedad para un ano. Para el mismo periodo, en Gambia (linea amarilla), se aprecia

un salto de la epidemia del estado libre de enfermedad al endémico. En éste la invasién
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Figura 3.9: Transiciones del modelo LHD.

comienza a crecer llegando también a un nivel médximo de infecciéon a partir del cual
ésta empieza a disminuir. Para dos anos (linea naranja), en A) la invasién se da de
forma semejante al periodo anual solo que la 6rbita de invasién esta vez rodea al atractor
bianual, y en B) la epidemia salta otra vez, de ELE a EE, en este estado la infeccién
crece y decrece rodeando el atractor anual. Para tres (linea marrén) y cuatro (linea café)
anos, la érbita de invasion ya se encuentra alrededor de los atractores anual y bianual en
el caso de Gambia y Finlandia, respectivamente (ver figura .

En la figura [3.12] se muestra con un cuadro verde el inicio de la simulaciéon cuando

el numero de individuos infectados es igual a € y el resto de la poblacién es susceptible
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Figura 3.10: Orbita de invasién en las poblaciones de Gambia y Finlandia.

(N — 0), la estimacién de los valores de § para Finlandia y Gambia son 22 y 30, res-
pectivamente. Estos puntos son la condicién inicial en la que se exploré la dinamica del
sistema en el tiempo y el estado final del sistema para los afios 1 (tridngulo), 2 (cuadro), 3
(circulo) y 4 (pentagdéno) aperecen con diferentes figuras de color rojo. Cada una de ellas
estd alrededor de las érbitas de invasién que corresponden al mismo periodo indicando

la persistencia de la epidemia.
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Figura 3.11: Ampliacién de la érbita de invasién.
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Figura 3.12: Persistencia de la epidemia en Finlandia y Gambia.
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Discusion

En este trabajo se analizan las consecuencias de anadir al modelo SIRS la hipdtesis de
que la tasa de incidencia debe ser proporcional a la probabilidad de que en un encuentro
entre un individuo susceptible y uno infectado la transmisién sea efectiva (modelo SIRS
LHD). Ademads, hemos visto que esta hipétesis extra da lugar a un escenario donde los
equilibrios libre de enfermedad y endémico son asintéticamente estables si Ry > 1. En
otras palabras, la ocurrencia de una epidemia depende también de las condiciones ini-
ciales. Consideramos que este cambio corresponde a un modelo més realista que el modelo
SIRS clasico, puesto que en una poblacién donde la mayoria de los individuos esta in-
fectada en un momento dado, la enfermedad deberd extinguirse a falta de individuos

susceptibles para alimentar la epidemia.

En este trabajo hemos explorado numéricamente la capacidad predictiva del modelo
SIRS con dos tasas de incidencia. Para estudiar las epidemias estacionales causadas por
el virus sincicial respiratorio, hemos acoplado el modelo SIRS con las tasas de incidencia
clasica y LHD ademads de un coseno para simular el efecto del clima en la transmision de
la enfermedad. Se sabe que el modelo resultante tiene soluciones periddicas. Asimismo,

se sabe que el modelo SIRS acoplado con un coseno tiene una cascada de bifurcaciones
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de doblamiento de periodo si tomamos como parametro de bifurcacion a la amplitud del

forzamiento estacional.

Para estudiar la extincién y persistencia de una epidemia en una poblacién, hemos
perturbado con ruido (que modela estocasticidad ambiental) el mapeo de retorno del
modelo SIRS (vedse capitulo[2). En la figura[3.7A) y B) se muestra que el modelo SIRS
con cualquier tasa de incidencia predice que el sistema visitara varios atractores en un
entorno del régimen bianual, el cual se sabe que es un atractor [3].

Por otro lado, al aumentar la desviacién estandar de la estocasticidad ambiental, el
modelo con tasa de incidencia clasica predice que el sistema visitara temporalmente el es-
tado libre de enfermedad a través de la subvariedad estable|3.7| C); mientras que usando la
tasa de incidencia LHD, éste visitara la region de atraccion de ELE y permanecera ahi
D) si la desviacién estandar de la estocasticidad ambiental es suficientemente grande. A
partir de este resultado, nosotros conjeturamos que la estocasticidad ambiental también
puede explicar la extincion local de una epidemia en una poblacion.

Para estudiar la persistencia de una epidemia en una poblacién, hemos hecho una
grafica de la probabilidad de que una poblacion sostenga una epidemia con respecto de la
tasa de contacto, la cual se sabe que escala con el tamano de la poblacion. Hemos hallado
que la probabilidad de que la poblacion sostenga la epidemia no decrece linealmente
con respecto de la tasa de contacto (ver figura . Dos posibles explicaciones a este
fenémeno son: dependencia en la densidad de la poblacién (efecto Allee) o las transiciones
que experimenta el modelo cuando variamos la tasa de contacto, figura (3.9}

Para estudiar la invasion de la epidemia hemos evaluado el mapeo de retorno haciendo
variar las condiciones iniciales (1 —14(0),#(0)), desde i(0) = 107'% hasta i(0) = 0.9, vednse
figuras y . A partir de estas figuras, concluimos que hay valores de ¢(0) para los
cuales la penetracién de la epidemia en la poblacion es méxima. Notese que en este caso

solo consideramos el mapeo de retorno sin perturbar y el resultado es valido en el sentido
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determinista. Ademads, la dindmica que se observa en el sistema cuando iy = 6 (figura
3.12)), en diferentes periodos, permite concluir que esta densidad inicial de individuos
infectados es la necesaria para mantener la epidemia y conforme avanza el tiempo ésta
se vuelve persistente.

Consideramos trabajo futuro el explorar la capacidad predictiva de la version es-
tocastica del modelo SIR LHD. Ademads, no hemos incluido inmigracién en el modelo
SIRS. En consecuencia los resultados que aqui exponemos son vélidos para una poblacién
cerrada. Es decir, los resultados de persistencia, extincion e invasiéon de una epidemia son

validos localmente.
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Conclusiones

Hemos explorado la capacidad predictiva del modelo SIRS acoplado con un oscilador
armoénico y dos tasas incidencia. Hemos usado datos de dos poblaciones. Para conducir
nuestro estudio empleamos métodos estandar de optimizacién en la calibracién de mode-
los basados en ecuaciones diferenciales a datos, implementando los métodos de la busque-
da dispersa, BFGS y gradiente conjugado.

El considerar que la tasa indicencia deba ser proporcional a la probabilidad de que
en un encuentro entre un individuo susceptible y un infectado la transmision sea exitosa,
conduce a un escenario donde la extincién y persistencia dependen de las condiciones
iniciales. Sin embargo la persistencia de una epidemia es evidente cuando se comienza
con una proporcion de infectados igual al valor de 6, que en el caso de Finlandia y
Gambia los valores son del 0.91 % y 4 % del tamano de cada poblacién. Esto déd evidencia
de que la relacion persistencia, extincién contra el tamano de poblacion es no lineal. Una
aproximacién a la versién estocéstica de este modelo (mapeo de retorno con ruido) nos
permitio exhibir que la estocasticidad ambiental puede ser una explicacion de la extincion

de una epidemia en una poblacién cerrada (localmente).
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Apéndice A

Foérmula Sherman-Morrison-Woodbury
Si A es una matriz cuadrada no singular puede someterse a una actualizacion de rango

uno mediante la siguiente relacién:
A=A+ab" (A1)

donde a v b € R™. entonces si A es una matriz no singular se tiene
)

. L AaTAT

Y Ry — A2
1+b67A (A-2)

A la férmula (A.2)) se conoce como Sherman-Morrison. La generalizacién de esta férmula

para la actualizacion de A por una matriz de rango k es:
(A+UVvhHt=aA"t - AU+ viATu)tvTat, (A.3)

para U y V € R™* ¢ [ es la matriz identidad. La igualdad (A.3)) es la férmula de Sherman-

Morrison- Woodbury.
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