
MODELO M I C R O S C ~ P I C O  PARA LA 
HIDRODINAIUICA FLUCTUANTE NU LINEAL 

D E L  ‘He S U P E R F L U I D 0  DEDUCIDO MEDIANTE 
EL MÉTODO DE MÁXIILIA ENTROPÍA 

TESIS QCE PRESENTA 

M .  en  C. José Trinidad  Alvarez Romero 

PARA LA O B T E X C I ~ N  DE EL frITuLo DE 
DOCTOR EN CIENCIAS 

Iztapalapa, Llésico D.F., Junio de 1998 

UNIVERSIDAD AUTÓNOhliZ METROPOLITANA 
DII’ISI6X DE CIEXCIAS BASIC-4.S E INCEKIERIA 

DEPARTALIENTO DE FÍSICA 



DEDICATORIA 

€11 m.e,moria de m i  padre c!edico este tmbajo a m i  jamilia: Ju l ia .  Eulalio~  ,4licia . -4rnzando 
y .\;arina que sin SIL apoyla  hubiera sido más dzfícil conchirbo. 

Particular  mención nm-cce mi esposa  Marina  por su injinita  comprensión y empatia. 

i 



AGRADECIJ I IENTOS 

.. 
11 



RESUMEN 

En esta t,esis se present,a u11 modelo  microscópicd para la  hidrodinámica  flact,uant,e de! 
Helio superfluido (*He), modelo  desa;  rollado Inediantct el método de Máxinla  Entropía 
(11 axent) . 

En el Capít,ulo 1 , se plant,ea  la  necesidad  de  desarrollar  un  modelo  microsc6pico  para  la 
hidrodinámica  Auct,uante del Helio superfluido, a partir  de  presentar un breve l~anoranra 
de l a s  teorías y experimmt,os  desarrollados para explicar e1 corn?ortatniento del Hplio 
superfluido. Por otra  parte, se presentla el método  lleurístico  de ~ l o r o z o v  para  la cons- 
trucción  de la hidrodinámica  fluctuantz no lineal  para  un fluido simple.  >Iét,odo  que 
será generalizado  para l a  constmcción  de  la  hidrodinámica  fluctuante  no  lineal  del  Helio 
superfluido.  Además  de  presentar un bre\-e  resumen del contenido de la tesis. 

En el Capítulo 2 ,  se reproduce la constjrucció:l de u n a  ecuacicin de Fokker-Planck Gelle- 
ralizada, (FPG): para  una  función de distribución  asociada  a  las  variables  de  grano  grueso. 
Función  definida con auxilio de u11 operador  est,adístico J j ~ p  que es evaluado  como  una 
f u n c i h  de M'igner a través  de la  función /-'cG obtenida vía \fasent.  Posteriorment,e  esta 
ecuación  de FPG se reduce a una  ecuación  de FP local  no  lineal  al  considerar  un  proceso 
l en fo  y AJarkovianw en  las  1-ariables de  grano grueso. En dicha  ecuación en aparece  una 
matriz 'DTnn(u) definida con un  operador  estadístico  de no equilibrio de  grano  grueso i;cc. 
matriz cuyos ele.mentos se emplean en  la  const,rucción  las  ecuaciones de la  hidrodiniimica 
fluctuant.e  no  lineal del Helio superfluido. 

En el Capítulo 3. se  e\.aluan los nrult~iplicadores  de  Lagrange clue deternrinan a FCC; 
rnediante el operador /;i con la hipót,esis de  que el siste,m.a presenta j l u c t ~ m c i o n ~ s  peqzlmias. 
También se determinan  las  corrientes  asociadas a las  Tmiables de grano grueso y adem& 
se e\-alum los  elementos  de la mat,riz Dmn pero  con el auxilio del operador  estadístico 
de  cuasi-equilibrio pqe en  lugar  del  operador / ; f .  Elementos  de  matriz  que  conducen a 
los coeficientes de transporte locales  del Helio superfluido.  mediante  una generalizacin:: 
de  la  relacibn fluctuación-ciisip,2Ci611 de Green-Iiubo. en analogía con los resultados del 
.4pc;ndice A .  

Especificados los multiplicadores de  Lagrange:  las  corrientes y los coeficientes de trans- 
porte  locales. se determina  una  ecuación de FP local  no h e a l  para el  Helio superfluido ex 
el espacio de  Fourier. -4 partir  de  la  cual se construJ-en  sus  ecuacioncs  del  tipo Langel-i:: 
110 lineales  asociadas  en  dicho  espacio!  donde  las fuerzas aleatorias  que  aparecen 5011 de 
tipo  rnult,iplicativo.  Fuerzas  que se expresan  como del producto de \-ariables  aleatorizLs 

POI: independient,es  de  las  1-ariables  locales.  Finalmente.  aplicando l a  transformada in\-c:.<:. 
de  Fourier R las ecuaciones  no  lineales  del  t,ipo  Langel-in  en el espacio  dc  Fourier. se coz- 
struJ-en las ecuaciones de la  hidrodin,imica  fluctuante 110 lineal para el Helio superfluido 
en el espacio dc configuraci611 

c.- rdusxuras " y variables  locales de manera  t'al  que las varinnzas  de la.: variables aleatori2.l: 
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Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Planteamiento del Problema. 

- L a  teoría microscópica  de  Bogoliubov para el Helio superfluido, [12] 
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- Las t*eorías microsocópicas  para la hidrodin5mica  del Helio superfluido,  fundament,adas 

en  técnicas de  la  teoría del campo : segunda cuant'izacjón y funciones de Green, [ll, 56.  

67. 124, 125, 126,  127, 12S] . 

' - Teorías  basadas  en  métodos  variacionales como las de E:e!;man-C'ollen,[1'7, 26, 2'7. í?S, 29:. 

de Geurst. [36] y la  de Hohellberg y Martin [56]. 

- L a  teoría  fenomenol6gica para la cuantización  de los vórt,ices de  Onsager-Fe?-man, [29. 

103j. 

- Teorías para  explicar l a  t,ransicion de fase X en el Helio líquido. [27, 43, 441, 

- Las t,eorías  sobre el deslizarnient,o de la  fase de Ailderson [2. 31. 

- Las diversas t,eoría.s sobre el espect,ro de excit,ación  en  un gas de  Bose y Helio superfluido. 

Por ejemplo l a  t.eoría  fenomenológica de Landau [GG] .  las basadas e11 métodos  1-ariacionaies 

[IT. 30, 561: en  t8eoría  del campo [ll, 90, 911, en  potenciales  de  polarización [79. 93. 100'. 

J- las basadas en el formalismo die14ctjrico [45, 51. 52. 531. etc. 

- Las t,eorías para explicar la condensacion  de Bose Einstein J- !a ruptura  de la simétrja 

de l a  norma, [97, 1511. 

- La teoría  para el gas imperfect,o de Bose, basada en la  técnica  de  seudopotenciales 

!e:feras duras) ~ [SS]. 

-Las teorías sobre la hidrodincimica turbulent's para el Holio 5,::pduido. que t ra tan i - . ~  

explicar la fuerza  de  fricción mutua,  [54, 123, 142. 1441. 

- La teoría para la llidrodiximica lnolecular para el Heiio superfiuido. i12-l. 125. 12G. 1177. 

12s'. 

- Las teorías  para  explicar  la  dispersibn  de luz en el Helio superfluido. [9. 311 

- Las teorías  microscópicas  deduc;idas  rnediant,e el mitto~do de Ilásima  Entropía para  1,:. 

hitirodinámica  del Helio mperfluido, [SG] y mezclas de He'-He'. .$I?]. 
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- Las rnedicioces de la  capacidad  calorífica [G4] 

- Los tie rotación del Helio superfluido [3: 5 5 ) .  

- Los tie medición de la  1-elocidad crít ica del He [9S. 122) .  

- Los medicicin de  turbulencia en Helio superfluido 118, 122; 123, 1-11. 142, 144:. etc. 



Sin  embargo,  el  mét,odo  de  Máxima  Ent,ropía  (Naxent)  ha  mostrado  ser  una  her- 

ra~nient~a  forma1ment.e muy  poderosa para modelar el comportamiento  de  sistemas  t,anto 

en  equilibrio  como  fuera de éstje [23, 24, 60, 61, 154, 157,  158. 159, 1601. En  particular 

es  deseable  ut,ilizarla para ;abrir una  brecha  en el ‘est,udio  unificado’  del Helio superfluido 

en  los  tres  niveles  de  descripción a que  podemos  aspirar:  micro.  meso y macroscópico,  en 

analogía  de los resultados  obtenidos  para  sistemas clásicos. 

Reiterando, el const,ruir  una  hidrodinámica turbulel1t.a para el Helio  superfluido de 

primeros  principios e s t i   aun  lejos. No obst,ante.  pensamos  que el obt,ener  un  modelo 

microscópico para la  hidrodinámica fluctual1t.e  es  un primer  paso  para  la  contrucción de 

dicha  hidrodinámica,  como ya lo han  mostrado  para-  sistemas  clásicos  varios  t,rabajos 

1157. 155, 1601. De aquí que el ob.jetivo de  esta tesis seu deduclr un modclo ~nicroscópico 

para la hidrodinámica fhctuante  no lineal del Helio superfluido  mediante ei  método de 

-1iazent . Este  modelo es l a  contribución  novedosa  de  este  trabajo,  que  se  desarrolla  en 

analogía a los resultados  de  Zubarev et al [88, 1561 en los cuaies se obtiene.  vía  AIasent: 

una  teoría  para  la  hidrodinámica  fluctuant,e  no  lineal para un  fluido  clásico  simple. 

1.2  Metodologia  de la Tesis. 

Concretamente el método  que  se  empleará  en la construcción  de  la  hidrodinámica 

fluctuante 110 lineal para el  Helio superfluido  es  de  carácter  heuristico. J- consiste  de !os 

siguientes pasos para el caso del  fluido  simple, [SS]: 

i ).-  Sea 1111 fluido  simple.  dadas sus ecuaciones 110 lineales para la  hidrodindmica fluc- 

tuante se asunle que dic:has ecuaciones  pueden  escribirse de la siguiente manera \-ex ecs. 

i ” G 3 )  de la  sección 22 en  la  ref. 1151-1 o el Capítulo I1 de  la rcf. -21]].  



(1.3) 

J.. p a r a  el caso del h p e t u  se t i m e  que, 



(1.5) 

y para el tensor aleatorio  de los esfuerzos  se  tiene que, 

(1.6) 

donde - ('(x: t )  es de c a r k t e r  t,ensorial , C(x,  t ) ,  de carActer 1-ectorial y i 2 (x !  t )  son escalares. 

IZdemAs los t5rminos i7,(x) se suponen son  Gaussianos  las  funciones G',(x) quedan pa- 

el nlornent#o indeterminadas.  Concret,ament.e, si {<=(x. t ) }  = {cq(x, t ) ,  - F(x. t ) ,  ( * ( X .  t ) } . .  

entonces, 

- 

I, 1.9 I 



iii).- Se toman las transformadas de Fourier de catla 1lno de los t,Crminos de las ecs. 



con, 

(1.15) 

(l.iG) 

(1.11) 

donde ko es una número  de  onda de corte  que  garantiza  que  se está estudiando el ~ 0 1 1 1 -  

portamiento hidrodinámica del sistema.  A4de~n8s. las transformadas  de  Fourier  de los 

términos Auctuant'es In se  expresan  como, 
- 

Por lo tanto.  de las  ecs. l.lG-1.19 sc tiene  que. 
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(1.23) 

(1.26) 



1 7  las gapLlv, Sii; t,ierlen el mis~no significado  que  en las ecs. 1.11-1.14. Los det,alles  de la 

deducción  de &as ecs. 1.;!3-1.27: pueden  consult,arse en la  ref. [SS]. 

i x - ) . -  s i  f ( a ( t ) )  = f ( { a n k ( t ) } ) ,  es la función de  distribución  asociada a las  variables 

a n k ( t )  que  caracterizan al fluido  simple.  Variables  que  aparecen  en l a  ecuación  dei  tipo 

Langevin de  la  ec. 1.15 y considerando  dicha  ecuaci6n  en el sentido  de  St,ratonox-ich. 

[SS. 109;: AIo1-0zov obtiene  una ecxaciÓ11 de 110 lineal de FP en el espacio de  Fourier dadr;, 

por  la  siguient'e  expresión, 

La  ecuación de FP se denomina no lineal  cuando el t4rmino  de  'arrastre' es diferellre 

de una const,ante,  es  decir  es  una  función  de l a  \-ariable  de  interés,  situación  que  ocurre 

en l a  ec. 1.28 puesto  que .\I,,,,/ es  función de las a. Formalmente  dicha  ecuación  de :10 

lineal de FP se  corresponde a una ecuación no lineal  de  Langevin.  aunque  desde el pu:::o 

de  l is ta  físico esta  correspondencia es mot'il-o de dos  interpretaciones  físicas:  la de I to  ?- 

la de  Stratonovicll,  interpretaciones  que  son el motix-o de  polémica  de  acuerdo con la l ínea 

de  pensamiento  de \,-an Kampen [134. 1361. 

-Ahora. si las ecuaciones 110 lineales del t,ipo Langex-in de l a  ec. 1.15  son  consideradas 

en el sentido de Ito. l a  ecuación no lineal de FP en el espacio  de  Fourier.  para  un  fluido 

sixiF1e se escribe ~01110. [SS]. 

1 o 



Primero. la ecnac.icin no  lineal de FP en el espacio de Fourier, dada por la ec. 1 .29 .  es 

equivalente una ecaación no lineal de FP en el espacio de configuracicin dada por  la ec. 

1.313, si se toma en cuenta las sigluientes identidades. 

(1.33) 

E s a s  igualdades estrin demostradas en el Apéndice  de la ref. [SS] y son colxecuencia 

dc la propiedad de la delta dc> grano g1-1leso dada por la. ( x .  (B.6) del .4pkndice B de esta 

t,esis. Por lo tanto.  l a  ecs. 1.25. l .29 se rescriben con  auxilio de las ecs. 1.33 como. 
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Aquí es inaportu.r?,te destacar, lo siguiente: A4orozov e n  la, re!', [$S] parte de las ecuaciones 

de  la hidrodinámica  ,fluctuante  para, u.n fluido szmple para construir las ecuaciones de 

t ipo Langevin, en, el espacio de Foll.rier, posteriol-mellte cia esa  ecuación  de t i p o  Langez'irl 

determina la ecuación de FP no lineal local  dc  la ec. 1.34. Aquí, e n  esta tesis seguiremos 

el  camino  inverso: puesto qu,e deduciremos  en el Capitulo 2 las ec.uaciones no lineales de 

FP e n  el espacio de F o w i e r  para. el caso  cuán,tico . dadas por las  ecs. 2.84-2.85. que son 

quivalentes u lu ec. 1.34. Ecuaciones  no  linedes de FF' cuántic.as que se pa~ticzt lar iza~an 

en el  Co,pitz:lo 3 paru el Helio wperflu.ido. mediante  lz  ecuación  no  iineal  de FP en el 

espacio de configuración dada  por l a  ec. 3.120 

Segundo,  aparent>emente la igualdad  de  las  ecs. 1.30 y 1.31 no es inmediata. Sin emhnrso. 

esia identidad  se  puede  observar por un 1aGo;de las ecs. 1.20-1.26 clue dan ias funciones 

de correlación A,, de  las  componentes  fluct,uantes <, que  aparecen en la  definición  de los 

flujos aleatorios: T-er ecs. 1.5-1.6: y por el otro  lado.  las  funciones -\I,,,, de  las ecs. 1.20-1.22 

n o  son  ot.ra  cosa  que las transformadas  de  Fourier  de los gradientes  de  las  funciones  locales 

G(.T) o de los  gradientes  de v ( x )  . G ( x ) .  funciones  locales (que posteriormente  \-eremos  estan 

relacionadas  con los coeficientes de  transporte locales.  Por lo tanto. el producto  de  arnbas 

conlponent,es A,,,, J- las A l n l n  nos  dan las transformadas  de  Fourier  de los gradientes  de  la 

furxion  de  correlación C,,,,, 





(1.135) 

6 de  acuerdo con la  ec. 2.91, 

(1.36) 

dollde ,un(x)  est6 dada por  la  ec. 2.89 y D,,(x.x':a) por l a  ec. 2.90! pero  sustituyendo 

C,,,: en  lugar  de ,Cm,n. 
- 

\-i:.- .\hora  observamos  que  las  ecs. 1.35-1.36 son  idénticas a las ecs. 2.68 y 2.91 cuando. 

l a  cual es una  condición  necesaria para garantizar  que una solución de  las  ecuaciones no  

lil?eales de FP dadas por la:; ecs. 1.3.5-1.36 sea  compatible con una solució11 de equilibrio 

de !as ecuaciones  de l a  llidrodinámica  fluctuante  dadas por las ecs. l.l-l.23. Para 1-erificar 

es:a ase\-eración 1-er la sección 3.5 de la ref. [I561 !- l a  ec. (3.21; en la ref. [SS]. 
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eradores  asociados a las  variablcs  de  int,erés. Pero dado clue las  relaciones  funcionales 

esplicit,as  de /;CG y A; son  desc,onocidas,  $stas  finalmente se evalilan  con  ausilio  de  un 

operador  de  equilibrio  local /)i bajo la llip6t,esis que los ~ftuctr~ociones del s i s t e n u  son su- 

ficiente7n.ente peque.lzas, tal. que  los  cálculos se realizan  en  la  aprosimación de equilibrio 

local  de  manera  análoga a los del  Apéndice A .  

E11 pai.ticl>lar, &stme upCILdGr de equilibrio  losal jp, en Uil marco  de  rcferexci¿l coil l.tlocid:.ci 

v5. en la  aproximación  lined, es equivalente a un operador estadístico de referencia / j q e  

u  operador  estadíst,ico de cuasi-equilibrio  local 1151. Dicho operador permite  e\.aluar 

las  íunciones  de  correlación  de  las  partes  dispat,ivas  de los  flujos. tanto ~ 1 1  e! marco dtl 

refcrencia  en  mo~-imient,o,  como en e! marco de referencia  fijo.  donde  las  no  linealidades se 

pollen de  manifiesto.  Especificados los niult,iplicadores d.e Lagrange  locales. las corrientes 

locales J. los  coeficient,es de  transporte  locales,  se  determina  una  ecuación  de FP local para 

el Helio superfluido  en el espacio de configuración !- de  Fourier. 

A continuación.  las  ecuaciones no lineales de  Langel-in s8e deducen  empleando  de  manera 

in\.ersa  el  método  he,urístico  presentado  al inicio de  esta sección para el caso de  un  fluido 

clkico  simple.  Concretamente, se  construyen  unas  ecuaciones  de  Langevin ;IO liueaies. 

tanto  en el espacio de Fourier  como de configuración,  consistentes con l a  ecuación no 

lineal de FP local  del Helio superfluido  en el espacio de Fourier co~no  de configuración. 

respecti\-amente. 



Capitulo 2 

Ecuación de Fokker-Planck 
Generalizada para un Sistema 
Hidrodincirnico Cuántics. 





El Tercer ohjetix-o  tonsiste ~n ol2;ener una  ecuacibn de FP local  no  lineal  mediante  una 

simplifict>.c:cin tie la ecuxicin de FPG. Concret,amcnte  en esta Última  ecuaciórl  aparece 

una x ;a t r ; z  ('on  elementos I<,,,, para l a  correlacibn de  las  partes 110 proyectadas clr las 

ecuaciones tie m-olución de las \-ariables dincimicas: ]<(a. a'! t )  = Tr{-i-(a, t>x(a' j}.  con 

S = i l  - ?)?(A - a ) / L $ .  donde P es un  operador de proJxcció11, y L es el opt.ratlor de  

Liou\-ille. Dic,lIa matriz sc desarrolla en series  de  potencias  de las \xriables  dinámicas. 

Tomando scilo el tbrmino c'ie c u x i c w  cero ' de éste desarrollo y despreciando  los efectos 

110 l o c d ~ s  tanto tlt.1 tiempo.  colno los debidos a la no localidad  de  las  x-ariables de grano 

grueso. el elernento  de  matriz IC,,,,, se t,ransforma  en el elerrlentlo de  matriz Dmn, donde 

como  Inostrarernos  en el Capítulo 3. c1ic:hos element,os 'Dmn, permit,en  det;ermirlar los co- 

eficientes de  transporte locales tiel Helio superfluido.  La  evaluación  de  los  elementos de 

matriz Dm?>. sc hace ut.ilizanclo una generalización  de l a  relación  fluct'uación-disipación de 

Green-Kubo  ~n analogía con la  determinación  de  los coeficient,es de transportc  realizada 

en  .ipendice .l.(rmpiearrdo i n  l ~ ~ p b f c s ~ s  nclicionnl de que las jlu'Plctl/,aciones del sistema son 

pequentrs). Definidos dichos  coeficientes de  transporte  locales del superfluido:  se  deter- 

mina a su w z  una cnlación cie FP local no lineal  para el Helio superfluido en el espacio  de 

Fourier, ecuacicin a la  que se le asocian  unas  ecuaciones cle Langevin  en  dicho  espacio. cie 

cuyas transformadas inversas  se  obtienen  las  ecuaciones para la  llidrodin6mica fluct,uante 

del Helio superfluido e11 cl cspacjo de  configuración. D,ichas  ecuaciorles  constituJ-en el 

objetix-o  principal  de  esta  tesis.  tarea que ser5 abordada hasta el Capitulo 3. 

Es pertinente  sellalar que los resultados de  este  Capít,ulo 2, bkicamente fueron 

obtenidos por Zubarev y \lorozov para el caso  clásico [15G] y por AIorozov para el caso 

cllrintico en [S;]: J- se reproducen  en  est,a t,esis con el fin de lograr una exposición  completa 

y consistente. 
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2 . 1  La Función de Distribución de Grano Grueso 
para un Sistema  Cuántico. 

Es bien  conocido en la lit,erat,ura  que l a  ecuación  de  Fokker-Planck (FP) nos permite 

realizar  una  descripción  mesoscópica de un  sist,ema  fuera  de  equilibrio. Es decir, nos 

permit,e  nlodelar el cornpoltanliento  de  un  sistema 110 sólo por !os valores  medios de las 

x-aria'oles dillbmicas  relevantes  sino  tanbikn  por ias 1lucruaciones de dic-ixs vari;:h;es., t m t o  

cerca  como  lejos de los  punt,os  críticos:  donde  dichas  variables  fluct,uant.es son conocidas 

como  variables de grano grueso y son aplicadas  t>anto a sistexas clásicos como sistemas 

c;sinticos 147, 48: 1301 . Es decir: el comport,arniento  de estiIs 1-ariahles de  grano  grueso 

definidas en m espacio mesosccipico está descrit,o  pur  una  función de distriijucidn  que  a 

su x-ez obedece  una  ecuación de FP. 

Sin embargo: a diferencia  de  los  sistemas  clásicos  cuyo  comportamiento más elenlenta1 

esrd dado por las \mialdes  dinámicas  definidas  en el espacio fase. las l a i a b l e s  din6mica.s 

para los  sist,emas  cuánt,icos  &&n  asociadas a operadores  definidos en un  espacio  de  Hilbert, 

De  aquí  surge la pregunta: i Cómo definir  las  variables  de  grano  grueso y su función  de 

distribución a partir  de los  operadores  definidos en 1111 espacio  de  Hilbert'?. 

Una respuest,a  la  dió Van Eiarnpen en [130]. Sin  embargo.  para  realizar  la  construcción 

de  las x-ariables de grano  grueso  éste  autor  supone  que los operadores  asociados a estas 

x-ariables conmutan.  Para  cumplir  esta  suposición '\'an Iiampen tux-o que recurrir a la 

hip6tesis de la aproximación de fases  aleatorias  repetidas. que es IIna aproxirnación  fuerte. 



2.1.1 Variables Hidrodinámicas de Grano  Grueso. 

Una forma  de definir las \-arinbles tie grano grueso en sist,emas cl¿isicos c:s mediante 

espresiones del tipo. 

Esta operación de granulamiento también puede realizarse en el espacio (le Fourier, por  

ejemplo en el caso cl6sico tencrnos. 

(2.3) 
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donde X- < X-o det,ermina el tamaiio  del  volumen ST' de la celda. En  nuzst,ro caso significa 

un número  de  onda  de  corte que garantiza que se estt   estudiando ei comportamiento 

hidrodinámico  del  sist,ema. 

Las 1.arlables de  grano  grueso  para  un  sistema 11idrodinAmico cuintico c o ~ n o  el  Helio 

superfluido. se construyen en la represent,ación  de  coordenadas a partir  de los operadores 

definidos  por las ecs. A.3-A.G de la subsección X.l.l del A4péndice -4. tal  que  de  acuerdo 

con l a  ec. 2 .2  tenemos, 

( 2 . 5 )  

Sin embargo para uuest,ro  propósit,o es con\-enien;e  realizar e! granv.iamiento grueso ex 
. .  

la  representación  de los ímpet,us,  es  decir: ( i imk}  = (! ik.  Hk. .;L. i iSk}  por lo tanto. 

con. 
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2.1 .2  Función de Distribución de Grano Grueso. 



sino como variables  ordinarias, cutonces a las variables de grano grueso  cuAnticas 2 les 

podemos  asociar una func:L6n con l a  siguient,e  expresión., 

(2. io) 

donde. 

"\hora. sí consideramos  que p c ~ ( A )  = &(A - a) J. l a  sustituirnos en l a  ec. 2 .10 tenemos. 

(2.11) 





2.1 .3  Función de Distribución  Microscópica. 



Finalmente. remplazarlclo  la  primera  ecuación tie las ecs. 2.20  en  la  ec.  2.18, {ICG se 

escribe como. 

(2.21)  
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donde. 

(2.22) 

(2.23) 

J., iL -4 ( t )  {A( t ) ,  H}, L e:s el opcrador  de  Lious-ille, h’ es el Harniltoniano  del  sistema 

J. { - 4 ( t ) .  H} denot,a un  cor8cllete de Poisson.  El  significado físico de la ec. 2.22 )-a ha 

sido  comentado ell la sec. i i .1.2 o en  la  ref. [l]. Ahora, dados p ~ p  y p ( , ~ :  regresemos al 

problema  de  determinar sus análogos l j ~ p  y f j ~ ~  para el caso  cuántico. 

2 .2  Operador  Estadístico  de  Grano  Grueso. 

De acuerdo con el principio  de \5e?-l indicado  por  la ec .  2 . 1 2 ,  podemos  calcular 

i j ~ ~  a partir de p c ~ .  dado a su vez por la ec. 2.21.  Sin  embargo.  antes de realizar l a  

sustitución  directa cle p c ~  (311 la ec. 2 .12,  se debe  considerar la no conmutatisidad  de l a  

base de  operadores ii. Por lo t’ant’o.  se  tiene que determinar l a  función pee: G / ( A .  f )  

(011 la conciici6n de 110 commutati~-idad.  Para ello escribimos  la ec.  2.12 como. 

1Iultiplicando  ahora esta ec;uaciSn por j ( a ,  t )  y empleando la ec. 2.13  se  tiene que. 

donde. 
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(2.30) 

Antes  de  terminar  estja :sección es conveniente  most,rar  cómo la función  de  estructura 

TV(a, a’) y su inversa W-l(a, a’) pueden  descomponerse en una  part.e  singular y otra 

regular . Con este fin se asume que  dichas  funciones se pueden  escribir como. 

donde \ \ - (a .  a’) esta  dada por la ec. 2.27 y II”’(a) = l / l l - ( a !  . En cuanto  a la parti: 

regular R(a.  a’) de  la ec. 2.31, ést>a  se  det,ermina  sustituJ.endo er? el miembIo  izquierdo 

de la ec. 2.31 la  ec. 2.2G: de  donde  al  despejar R ( a .  a’) ;\- emplear las ecs. 2.11 J. 2.27 se 

obtiene  que. 

Para la parte regular de la ec. 2.32 se sustitu!-en las ecs. 2.31 J. 2.32 en  la c y ,  2.29 .  2. 
donde se despeja /.(a. a’) de nzanera que, 
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2.3 Ecuac ih  de Fokker-Planck Generalizada 
(FPG). 



aproximación  local se t,ransforman en  los elementos  de  una  matriz Dnjn.  En efect,o, por 

una selección adecuada de las  variables  dinámicas:  los  elementos Dm,; nos conduciran a 

los  coeficientes de  t,ransporte  locales del  Helio superfluido.  Sin embargo, en la próxima 

sección de  &e  Capít,ulo  sólo se simplificará  la ecuacidln de FPG a una  ecuación  local. 

dejando la  e~:aluación  de  los  elementos Dn,, ?; la  detterminaciÓn de la  ecuación de FP para 

el Helio superfluido  hast,a el próximo Capítulo. 

Consideremos la ecuación de Liouville c m  fuentes  para p ~ p  dada por la ec. 2.22.  

Ahora,  tlornando  como posl-,ulado una ecuación de Liou7;ille con fuentes,  análoga a la ec. 

2.22. pero para el operador e ~ p  tmemos  que, 

(2.3,) 

Es claro que la deriT-ada t'emporal de .f (a', t j  es igual a c ~ r o  cuxido E -+ O .  pucsto que e! 

sistema  tiende  al  equilibrio.  R.escrihiendo  esta ec. 2.39 con a!-uda de  las  ecs. 2.37 J- 4.3s 

se tiene que. 
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Si sustituirnos el: esia ecuación l a  ec. 2.40 ,  la ec. 2.41 se expresa co:no. 

donde P es u n  operador de pro!-ección definido por? 
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.Ahora) de l a  definición de f^(a’. 1;) dada por la ec. 2.11: se \.e que en l a  ec. 2.44 es 

necesario  considerar un factlor de la forma i i  ezp ( i x a )  = -i[ezp ( i x a ) ,  S]-, Con el 

objet.0 de simplificar  dicho  fact,or usamos l a  ident,idad de Iiubo [87], 

o. 

donde  se ha definido la, función J(a) como, 

(2.47) 

(2.4s j 

Por lo tanto  rescribiendo  la ec. 2.44 con  auxilio de l a  ec. 2.17 se tiene  que. 

Por  otra  parte.  rescribicndo l a  ecuación  de  Lioul-ilk con fuentes, l a  PC. 2.37. e11 func,iin 

de l a  parte disipat,i\ra 2,b de f j ~ p .  podemos  reescribirla  como. 
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X(.) = (1 - P) J ia) .  (2.32) 

L. = ( I  - P) L .  (2 .53 )  
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donde  la  dependencia  en x(a, t - t’) se determina por el operador de evoluci6n reducido 

co1110; 

(2.55) 

Finalmente, sust,it,u?;encio la ec.  2.54  en la segunda  igualdad  del  miembro  derecho de 

la ec.  2.40 para d f / a f ,  y #a su vez en  la  ecuación  resultant,e las ecs.  2.49,  2.52 y 2.55. 

despuei de  algunos  calculos  algebráicns  direct,os  se llega a la  ecuación  deseada de FPG. 
en el espacio dc Fourier: a :;aber, 

donde. 

v (a ,  a’) = da”Tr J(a)Il”l(a”, a’) S 

(2.56J 

( 2 . 5 7 )  

L a  ecuación  de FPG dada por l a  ec. 2.56 es el análogo cuántico de la deducida e11 

-1621 para el caso clásico. Estas ccuaciones  toman  en  cuenta el comportanGmto no-linezJ 

aisí como los  efectos de memoria (no  localidades) del sistema. tanto en el tiernpo como 



2.4 Aproximación Local. a la E.cuaci6n de Fokker- 
Planck Generalizada. 



la ec. 2.65 para la matriz DTnn,(a) . Es import8ant8e  enfatizar.  que  exist,en  aprosimaciones 

que ernpleall  llipbtesis  dist.intas  a  las  ant,eriores co1110 la  aproximación  diagonal, o apros- 

irnaciones  que emplean, estas hipótesis  pero  en  un  orden  diferente. Ell est,e  sent,ido  Del 

Río y Garcia-Colin  en  la  referencia [22], en  su  figura 1. 1.1acen un  es tudio  detdado  de  las  

ecuaciones  mesoscópicas que se  obtienen con dichas  aproximaciones 3; las  conexiones  que 

existen  entre  ellas. 

Por ot,ra parte,  t,enemos 1 1 ~  localidades  en  la  ecuación  de FPG debido a las  funciones 

v(a. a’) y W-1(a> a’) que  aparecen en la ec.  2.56,  donde  éstas no localidades  básicamente 

son generadas  por la no  commutati\-idad  de  la  base  de los operadores { t i n } .  Pero  para 

poder  analizar y eliminar  los  efectos  de e s h s  no localidads,  es  necesario  realizar una 

descomposición  de  la  función v(a ,  a’) análoga a las  presentadas para las funciones IV(a. a’) 

J- 11”1(a. a’) de las ecs. 2.3:1, 2.32  respectivamente.  Por lo t,anto,  suponiendo  que v(a> a’) 

se puede  descomponer en una  parte  singular y otra  regular se tiene que [8‘i]. 

v(a .  a’) = v(a)J(a  - a’) - Ev(a. a’). ( 2 . 5 9 )  

.\hora: para  determinar a las funciones v(a ,  a’) y Ev(a. a’). la ec.  2.59  se  iguala a la ec. 

2 . . ? i .  J- se sustitu!-en en esta illtima  las  ecs. 2.11. 2.32 J- 2.48 con lo que se tiene  que. 

(2 .60)  

Ev(a. a ’)  = u(a. a’) + v(a) T17(a)r(a, a’) + 1 Ola” u (a .  a”) rja”. a’)] /T17(a) , (2.61) i J 

donde u(a. a’) se  define C O I ~ O .  
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Es import,ante  seííalar clue cn l a  obtlenci6n  de las ecs. 2.60-2.62 se h a  despreciado e11 la 

ec. 2.57 l a  no conmut'atividacl de l a  hase de  operadores 2, [37].  -\demás:  de  la ec. 2 .62 se 

puede  mostrar-  direct,amente que u(a. a') cumple con las siguienTes identidades. 

.i I cr'a'u(a: a') = da u(a. a') = O (2.6:;) 
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donde. .(a) estR dada por la  ec.  2.60 y los elementos de la matriz D, , (a )  están dados 

por: 

con. 

(2.65) 

(2.66) 

(2.67) 

Q = ( l - P ) .  

donde D m n ( a )  corresponde al  término de orden  cero del desarrollo de K(a .  a’) t )  en se- 

ries de las  1-ariables a,. Este  desarrollo es s i r d a r  al d~ I\;ramers-llo~-al  para el caso 

cEts-ico donde e1 término  de orden cero D,,(a) c o r m p o n d e  a uno de  segundo orden en 

los gradientes  de los flujos asociados a las  variables 1-er ec.  2.GGj.  Por otra. parte es 

irnportallte  enfatizar  que la ec.  2.65 es equivalenIe  a  adoptar  una  aproximación  Marko- 

l-iana en la aprosirnación local  de K m n ( a )  rnediarlte Dr7,n ( a )  ’. Es con\-enient,e  que el 

lector  tenga  presente esta hipbt~esis. ?.a. que será explcada en  la sección 3.4 del Capítulo 3.  

Coxcretamente.  dicho  desarrollo da como resultado que los plementos I{,,,, (a)  se  expresen 

C O I ~ O .  ( x-er . \phdice C de [156]), 
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donde. 

(’2.68) 

(2.69) 

(2 .73 )  



(2.2) 

donde lV(a )  estsa dada  por l a  primera  ecuación  de  las ecs. 2 .27 .  *Además /;CG cumple con 

las  siguientes  propiedades, 

ObsérTYese que  la  ec. 2!.'74 es análoga formalmente a l a  expresión  para  un conju1:to 

represent,ativo  microcanonlco /?m7cro S ( H - E ) .  Sin embargo. 5.011 diferentes )-a que bln:c-o 
sólo considera a H, mientras  que i j ~ ~  considera  un  conjunto  de  1-ariables i&. donde adern& 

éstas son variables  de gra1.10 grueso,  mient,ras  que H es una  variahle  microscópica. S o  

obstante en el caso  que las -\.ariables de grano grueso, ii: sean  las  densidades  de  magnitudes 

termodinLmicas, es posible  usar  formalmente la equix-a.lencia de los diferentes  conjuntos 

represent,at,ivos [ 1541. tal  que  podemos  remplazar l a  expresión  del  operador  del conjuI1;o 

'microcanónico  'de  la  ec. 2.73, por una del tipo  'gran  canónico'. 

I .  

(2 .76  

-1ntes  de  pasar a l  Capítulo 3 ,  donde se particdari:zar,i  la ec. 2.64 para el Helio 5::- 

perfluido. es necesario restrrihirla m el espacio de coordenadas.  Esta ecuacicin re-escrira 

en dicha  forma facilitar¿< la  e\raluación de los elenlentos de mat r i z  D7,,, (a)  tit.finidos en :a 
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ec. 2.65. Como ya dijimos. con dichos  elementos de matriz  det,erminaremos la ec:uación 

de FP para el superfluido, J. por lo t,ant,o: t ,arnhih se podrfi determinar  las  ecuaciones  de 

Langevin  asociadas a dicha  ecuación  de FP. Estas irlt3irnas ecuaciones definen un  modelo 

para  la  l~idrodincimica  fluctuant,e  no  lineal  del Helio superfluido. 

2.5 Ecuación de  Fokker-Planck no lineal  Local  en  el 
Espacio  de  Configuración. 

2.5 Ecuación de  Fokker-Planck no lineal  Local  en  el 
Espacio  de  Configuración. 

La  ecuación  de FP dada por la ec. 2.64 est,á en función de variables de grano  grueso en 

la  representación de impetus. Sin embargo, es conveniente  realizar  un  cambio  de  1-ariabies 

en los términos que aparecen ell la  ec. 2.64, para dejarla en función  de  las  s-ariabies 

de grano  grueso  definidas en la  represent,ación de coordenadas. Esta representación es 

conj-eniente  si  se  está  tratando  sist,emas  inhomogéneos o cuando  existen  condiciones a 

l a  frontera quc del~an  tomarse en cuenta. En nuestro  caso nos permitira c o x t r u i r  !E 

ccuaciones dc Langel-in en el espacio  de  configuración  correspondientes a l a  ecuacibn de 

FP no  lineal local cn  dicho  espacio, que serán construidas en el próximo  Capítulo. 

Cabe serialar que en este  cambio  de  coordenadas  se  debe  tener  cuidado de expresar 1~1s 

elementos  de  matriz 'DDmn(a .  f )  dc l a  ec. 2.66,  en forma consistente con la  aprosinlación 

asumida  (hast,a  scgundo  orden en los  gradierlt.es de  las  partes  no  proyect#adas de los fl~ljos 

de  las 1-ariables rele\-anres). Por lo tanto,  antes  de  realizar el cambio de coordenadas  ex 

la ec. 2.64  se procedcr;i a prccisar l a  espresión para los elenlcmtos de matriz 'DD;nr,(a. ? i .  



y !as ,IT& son Ins part,es nc p r q m t a d a s  de los flujos 1,k lo que se 1-erifica de l a  definición 

de Q dada por l a  segunda  ecuación  de las ecs. 2.67. 

Sustit,uyendo la ec. 2.77 en la ec. 2.66 y esta  a su vez en  la ec. 2.65 se t,ierle que: 

l-sa!ldo las ecs. 2.6 y 2.7 podemos escribir que. 

con. 

(?.íS) 

(2.79) 

(2.SO) 



(2.34) 



O. 

(2 .85)  

J. en la  represent.ación de coordenadas por; 
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(2.92) 



ecuación d e  FP para el Helio superfluido con auxilio de la ec. 2 . 9 2 .  Pero, para. esto es 

necesario  determinar las funciones 7~,(x) y C7n71(z) ,  lo cnal  se hará con el FCG  de la ec. 

2.76. aproximándolo con auxilio de  un  operador  estadíst,ico  de  cuasi-equililjrio! l j q e  que 

definiremos en el Capít.ulo ,3. 



Capítulo 3 

Modelo Microscópico para la 
Hidrodinámica  Fluctuante  No-lineal 
del  Superfluido. 



las ecs. A.12 ó A.20,  pero  est,rict,anlente jr y jl difieren  en su significado  físico. Esta  

diferencia  ser6  discutida  en su oportunidad más adelante. 

iii).- Las funciones de correlación CTnn.(x) dadas por  la  ec.  2.83 que nos  permitirán  definir 

los  coeficient,es de  t,ransport*e locales para el Helio  superfluido, en analogía  con  los re- 

sultados  de la sec;. A.2 del  Apéndice .4. Pero a diferencia  del  mét,odo de  obtención  de 

dichos  result,ados,  donde se emplea  un  operador  de  equilibrio  est,adístico aquí se em- 

pleará u:1 operador  cst,adísí,ico  de cuasi equilibrio  local o de  refercncia hqe. Este  operador 

es  básicamente el operador l;i linearizado y considerado  en u11 marco de referencia  en 

movimiento  con una ;docidad fluctuante  local v S ( x ) .  [15]. 

i \ - ) . -  Los tkrminos  de  arrastre ?/,(x) dados  por la ec.  2.89 

l.).- Los tkrminos  de  difusión DDmn(x, x'. a) dados  por la ec.  2.90. 

Cabe observar  que  para almrdar estos  dos  últimos  incisos  se  emplean  los  resultados de 

los incisos ii y iii. Por lo  t'ant,o, de los  resultados de los incisos i-1- quedará  especificada  la 

ecuación  de FP local  para el. Helio superfluido. 

Finalmente, la construcción  de las ecuaciones de la  hidrodinámica  fluctuante 110 lineal 

se  hace  mediante  las  ecuaciones no lineales de Langevin p'ara el Helio superfluido.  Sin  em- 

bargo. en  dichas  ecuaciones  de  Langel-in  aparecen u11os términos o flujos  fluctuantes que 

~s necesario  determinar.  Estos flujos se  suponen  son x-ariables aleatorias  multipiicatil-as '; 
que se definen como el producto de dos \-ariahles.  la  primera.  una  variable  local  dependi- 

enre de l a  temperatura local 3' de los  coeficientes de  trans'porte  locales: J. la segunda. u11a 

\-ariable  definida como l-aria.ble  aleatoria  Gausiana con $;us l-arianzas  independientes de  

!a 1-ariable  local.  La  forma  específica  de  las  \.ariables  locales se det,ermina  de in h i p d f ~ s i s  

d e  qut los unloles de bn,s jkncionxs de cove lnc i tn  .C. de  dichos Jlnjos j !uc. fuontes  son 

id4nizco.s n o 10,s de los j?sncion,es de correlncidn. C m n ( x )  mencionadas en el inciso ii i .  

Esta metodología para  la construcción  de los terminos  fluctuantes  de l as  ecuaciones de 

Langel- in  fue lmquejada  en la secc. 1 . 2 .  de acuerdo con e! método de \ Io rozo~-  para un 

fluido  simple. [&S]. 



3.1 El Operador  Estadístico  de  Grano  Grueso y el 
Operador  Estadístico de Cuasi-equilibrio Local. 

3.1.1 Fuerzas Termodin6micas. 
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(3.1) 

donde S(a) es una.  funcional  de  ent,ropía  fluctuante  dependiente de las variables 

hidrodinámicas  fluct,uantes y además  se  ha  t,omado la Iconstante de Boltzmarln X: = 1. 

r2hora: de &a ec. 3.1 y de  la  ec. 2.8'7 las  fuerzas  termodinámicas  se  expresan como, 

donde , 

(3.2)  

( 3 . 3 )  

J- S(x) es una densidad  local  de  entxopía  fluctuante. Sin embargo. el problema  que 

tenemos ahora es cómo  determinar a l a  funcional S(a). Para  resol\-erlo  procedemos  de 

manera  heurística,  mediante el uso de  un  estado  de  cuasi  equilibrio  local  represent,ado por 

el operador f;;. Est,e  operado]:  nos  conducirá a una  teoría  de l a  respuesta  lineal  generalizada 

respecto a dicho  estado  de  cuasi  equilibrio local. donde por un estado  de cuasi equ2librlo 

local entenderm1o.s 1171 estado de  equilibrio local en el que S T I S  zw-iablt.5 de  cs iado  presentan 

.flu ctzr aciones  peqzl.e~ias. 





se  calculan  con Fi,  denotado:;  con (ir, (x))¡ J- se les asocia  con  \-alores númericos locales  pero 

con \-alores fijos en las fluct,uaciones  hidrodinámicas, j1.561. Por lo tanto,  estrictamente 

los mult,iplicadores de  Lagrange n i x ) ,  p ( x ) )  u, (x) y j ,  (x) de  la ec. 3.4 son variables 

termodiámicas  conjugadas a los campos (iin,(x))i pero no a los campos ( { 6 7 1 ( ~ ) } m + T O ) ~ .  

S o  obstante,  estrict,ament,e debe most,rarse l a  válidez  de  la  ec.  3.4, la cual  aquí se t,om;;rá 

como hipóteisis  de  t,rabajo  cuya validez se justificará a. posteriori. Finalment,e,  de los 

argument,os  esgrimidos  anteriormente se tiene que: 

( 3 . 5 )  

donde ( ) f  indica el promedio  t,onlado  respect.0  al operador de  cuasi  equilibrio  local f i r  J- 

( :!CC es el promedio  t,omado  t.omado  respect,o al operador /3CG de la  ec. 2.74. 

Reiterando, los  \-alores  esperados  de  la ec. 3.5  se  consideran  equil-alentes  salvo  pequeíias 

fiucluaciones  que  pueden  ocurrir en el interior  de  las  celdas  mesoscópicas  de  tamaiío Ro. 

Regresemos al problema  de  deternlinar  la  funcional de entropía  de l a  ec. 3.3. De 

acuerdo con la ec. 3.4, la funcional  de  ent.ropía  descrira  por  éste  operador  se  escribe 

co1110. 

( 3 . 6 )  

-\llora  de la condición  i1npuestsa  por la ec. 3.5, podenlos igualar el lado izquieydo de la ec. 

3.3 con l a  cc. 3.G, es decir. 
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3 .1 .2  Corrientes  Locales. 

Marco de Refi?rencia Fijo. 

Como  se  mencionó  ant,eriorment,e  se  necesita  particularizar  la  ecuación  de FP no lineal 

local  del  Helio  superfluido a part,ir de  la  ec. 2.91. Sin embargo: en  dicha  ecuación 2.91 

aparecen  los  t,érminos  de  arrast,re ,un(x) que  están definidos en la ec. 2.89. También en e s a  

ec.  2.89  aparecen los valores  esperados  de  las  corrienws iocaies I,(xj y las  fallciones de 

correlación Ly:Tl,(x); qlle a su vez e s t h  definidas  en  función  de 12.s partes no prnJ-ectadas  de 

los operadores  asociados a dichas  corrientes  locales.  Por lo t,anto, es necesario  det.erminar 

los  operadores  asociados  a  las  c0rrient.m  locales y los valores  esperados  de ést,os. Problema 

que seri abordado  en  est,a  subsección  para  un  sistema de referencia fijo J- en la  siguiente 

subsección para un  sist,ema de referencia en mox-imiemto.  Posteriormente,  en l a  siguiente 

seccidn se abordará  el  cálculo  de  las  funciones  de  correlación Crnn(x) .  

Dada la  ec.  2.9 para las corrient,es  asociadas a las  1-ariables de  grano grueso &(x? 

la ec. 3.5 se tiene  que, 

*4hora! de los  resultados  pre~ent~ados en la sección -4.1.3 del .Apéndice A4. para las ecua- 

ciones  hidrodin,imicas  de los dos  fluidos  sin  disipación. no es  difícil inferir  que  hay  una 

correspondencia  entre  las  corrient,es  que  aparecen  en la ec. 3.9  las ecs. A.45-;\.47. -4.53 

respecti~-amente. La razón d'e esta correspondencia  radica  en  que el operador & y el oy- 

erador i j ,  estan definidos por la  misma  función.  aunque  fisicamel?te  existen  diferencias  en 

la int,erpretación de los \.alores esperados calculados con d.ichos operadores. Por lo tanto.  

se  necesita  particularizar la ec. 3.9 para  cada 1-ariable  relc1.ante. 



Es claro que esta ecuacicin y I n  cc. X.G9 son idhticas  formalment,e,  salvo  por S I ~  inter- 

pretación  física. En el c:aso de esta ecuación su valor  esperado  se  considera con fluctua- 

ciones pequellas: pero en ~1 C';ISO del valor  esperado dado por  la ec. A.69 no fluct.úa. y 

para t,odo propcisito ambos valores  esperados se consideran  iguales  de  acuerdo  con la ec. 

3.9. 

En el caso de ;,(x) = j(x) y de las ecs. 11.47 y A.67. la ec. 3.9 se part,ic1dariza  como, 



= -v ' I j ( X )  (3.12) 

donde,  las  coInponent,es  del  tensor T(x)  = Ij se escriben  de la ec. -4.70 para \variables de 

grano  grueso  como, 

Finalmente,  para ;,(x) = ;is(.) y de  la ec. A.53 se tiene  que, 

( i l s ( X ) ) C G  = ( i q X ) ) L  = .i's(x) = -Y . I,(x) 

donde I,(x) se define de  acuerdo  con  la  ec.  A.53 corno. 

(3.13) 

Es claro  que  las ecs. 3.10-3.13  representan  las  ecuaciones  de  e~-olución  para  las  \.aria- 

!)les relevantes  de  grano  grueso  del  superfluido,  ecuaciones  que  quedan  en  función  de  los 

~z~;ulos o corrientes  asociadas a dichas  lwiables  de  grano  grueso; J- esencialn~ent~e  dichas 

ecuaciones  de  evolución SOII. identicas a las  obtenidas ell l a  sección X.1.3 del  -4péndice 

-4. pero  considerando en es't'as  últimas la presencia  de  fluctuaciones  pequefias, \-el- ec. 

13.9, En particular los flujos de las variables  de  grano  grueso  nos  permitirán  calcular 

las  funciones  de  correlación, ~01110 mencionamos a l  inici'9 de est,a sección.  Sin embargo: 

antes  de  proceder  al  cálculo de las funciones  de  correlación J- con objeto  de  simplificarlo. es 

necesario  determinar las c o ~ ~ i e n t e s  o flujos.  pero en 1111 maIco  de  referencia en mo\.inliellto 

donde  la  \-clocidad del superfluido  sea cero. 

n .  



Marco de Referencia con \-elocidad /:,.(X). 

A continuxi611  sustituimos las ecs. A.16-A. 19, consideradas  como  variables fluctuaxtes 

de  grano  grueso: en la  expresión de l;i de la ec. 3.4 y después de  cdculos nlgebriiicos 

direct,os 110s contlnce a una expresión para l;i en el nlarco de  referencia en mos-imiento. a 

saber 



de  grano  grueso.  Por  ot,ra p a t e ,  en el operador j$, de  la ec. 3.14 110 ha  sido  considera- 

do  esplícit,ament,e el t,érmino j3CL, por  que  en éste sist,txna  de  referencia la  componente 

superfluida  está  en reposo. Además, 

donde  esta  igualdad se obtiene  de  manera  análoga a la ec:. A.22.  es  decir, se sustituJ.en  las 

ecs. -4.16-A.19 e2 la ec. 3.4  psra Qr. En lo que  respecta a la  interpretación  del  operador 

i)p de  la  ec. 3.11 e s a  será  abordada en la  próxima  secci6n. 
. .  

’ , i 

Enseguida.  si se denotan los  valores  esperados  para  las  \-ariables  de  grano  grueso  de 

manera  análoga a las  ecs. 11.23; pero empleando en lugar  del  operador i)l al operador b:. 
de  la  ec.  3.14.  entonces  de la ec. A.17 y la primera  ec. X.23 se  tiene  que: 

(3.16 

donde  en  esta  ecuación  se  interpreta a las \-arialIles de  la ec. -\.17. b(x) /?’(x). co~::o 

variables  de  grano  grueso. 

Para el  J-alor esperado  de ;’(x), consideramos  que  éste se definc  como cl producto  de lz 

densidad  fluctuante ,)’(x) por la velocidad  fluctuante  neta  del  fluido. (v, ,(x) - ¿,$(x)) .  e:: 

el marco  dc  referencia  cn  mo\-imientjo, es decir: 



= -c ' q x )  . i 3.20)  



= - v .  &(x)  (3.21) 

-4 continuación: para el 1:alor esperado  del flujo de  ílnpet,u  local  fluct,uante,  de l a  ec. 

-4.63 de  las  ecs.  3.9 y 3 . 4 ,  se tiene  que, 

I , I  - 1  

(.j (x))cc % ( j  (X) ) ¡  = jo(x) = -G . (T. (x)jy, = -v . Tyx) = 

z - v .  q x i  (3 .22)  

donde (x (x))¡, = x'(xj = 1; est,á  dado por la  ec. 12.68 pero  interpretadas las 1:ariables 

que aparecen  en  esta  ecuación como variables  fluctuantes. 

A l  

Por último.  para el flujo local de la 1-elocidad  fluctuante  local  del  superfluido, de  l a  ec. 

-1.64 tomando  esta corno una ecuación  de  variables  de grano grueso. y de  las  ecs.  3.9 y 

3.14 obtenemos que, 

(3.21) 

J. de la segunda de las ecs. 3.13 se  obtiene  que. 

( 3 . 2 4  



3.2 El Operador  Estadístico  de  Equilibrio  Local vs 
El Operador  Estadístico  de  Referencia. 

ii .- Determinar  los  operadores k7(x): Ajj(x),¿iS(x)) definidos  por las ecs. A.82, A.83 J. -\.S6 

Con~ret~amentc,   para  resell-er estos dos puntos se recurrirh  al  concepto de 'operador es- 

t.adístico de referencia' j qc ,  dado por Brey et. al en la ref. [15]: donclc: se  estudian las 

ecuaciones de tral;sport,e 110 lineales  para u11 sistema que est,á en  un  estado  próximo a l  

estado de  equilibrio  local. 1'lant~e;xda est8a problem6t,ica pasemos a elaborar su solución. 



por la ecs. . 3.4 o 3.14, al  t,ener In rnislna  est,ruct,ura  que 1;l implica  que los valores es- 

perados  calculados con j$ no t-,ierlden al equilibrio y no generan  ecuaciones  de  evolución 

irreversibles, [l54, 11. Por lo t,allt,o:  es  necesario  const'ruir 1111 operador j j F P  que satisfaga 

una ecuaci6n de Liouville  con  fuentes y ademiis que  tenga  una  parte  disipativa i; . e3 

decir  que  obedezca  una  ecuación del tipo, 

- I  

(3.26) 

dcnde. H' es el lmnilt,oniano del sistmna  en 1111 marco de  referencia  en  mo\-imient,o !-. 

Antes  que  todo es importante  recalcar los siguientes  puntos: 

a,-  Las em.  3.26-3.28 se  pueden  construir en analogía  a las c.orrespondientes  ecuaciorles 

para fit y Ai' debido  a  que y t,ienen  la  misma  estructura. 

c.- En l a  ec. 3.26 aparece H' ,  y en la ec. 3.28 el operador S'. lo que implica que p i p .  
y j i ,  se est,an  tomando en un  sist.cma de referencia  en  mo\-imiel;ro.  específicamente. u::o 

que se muc\-e  con  \-elocidad  local z ~ , ~  (x ) .  



-Ahora con el prop6sit)o  de  determinar  las  funciones Lmn; emplearenlos los resultados 

de l a  sección "!.2 del .Aphdice "1, pero  ut,ilizando 1ln operador  dc  referencia l j q e .  ( el cual 

es  el operador j p  en una  aproximación  lineal y definido en un marco de referencia  en 

movimiento).  realizaremos los siguientes  seis  pasos: 

Primero, sea el operador  estadístico l j ~  dado  por la ec. 3.14 para un s i skma de 

referencia en mo\%ient,o.  t,al que lo considerernos  en una aprosimación  lineal  en las 

velocidades y por lo tanto podernos despreciar el tkrmino (un - uS) j  que aparece en la ec. 

3.14. Entonces jp se escribe c o ~ n o ,  

^ /  

con, 

(3.30) 
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Sin embargo, el cAlculo de las funciones  de  correlación Cm, dadas  por las ecs. 2.S3. 
definidas a apartir  de I~cG.  110 se realizarA  con el operador Ijp que es una aproximación 

lineal y markoviana de I ~ c G ,  sino  nuis  bien se realizará  con el operador  estadístico de cuasi 

equilibrio I j r I e ,  el cual Brey e t  al mostmron  en  la ref. [llj] que  es  equivalente a / ; p .  

La argument,ación  física  detrás  de  la  sust,itución  de Ijp por l j q e  es la  siguiente.  Brey 

e t  al part,en de  aplicar UI: mét,odo  análogo al de  Chapman-Enskog, pero para encant-ar 

la  solución de  una  ecuación  de Liouville en  lugar  de  una do Boltz~nann.  Concret,amente. 

muest,ran  cómo el  valor  esperado de  una  magnitud física de.  int,erés ( por ejemplo.  la 

densidad  del  nilmero  de  partículas, la densidad de la  energía,  etc)  respect,o a una  función 

de  distribución  dependiente  del  t,iempo f ( r ,  t ) ,  puede  desarrollarse en series de  pot,encias 

de  los  gradientes  de  los  multiplicadores  de Lagmnge qué  determinan a una  función  de 

distribución  de  equilibrio  local, fs(r, t ) .  kluestran asi  que  esta  función  de  distribución 

de  equilibrio  local  puede  expresarse  en  términos  de  una  función  de  distribución  de  cuasi 

equilibrio  local fo(r. t ) :  ( 1-er ecs. 23, 34 y 40 en  la  ref. [15]): que  difiere en SU expresión 

matemát,ica de la de equilibrio  local (ver ecs. 5 y 9 en [Is]).  

Fisicament,e est,o significa que los \ do res  esperados  de  interés  dependen  ~ínicamente de los 

gradientes  de  los  multiplicadores de Lagrange de la  función  de  distribución  de  equilibrio 

local. pero para distancias  pequeíías e intervalos  de  tiempo  cortos. t,al es clue dichos  \-alores 

esperados son funcionales del t,iempo,  sólo  dependen  de x y t \-ía los  multiplicadores de 

Lagrange y de  las  funciones de correlación  de  los flujos asociados a las  \.ariables  dinámicas. 

En ot,ras palabras.  estamos  empleando  las  ecuaciones  llicirociinán~icas.  para  sustituir l a  

e\-olución de las  1-ariables de int.erés en función  de los flujos de  dichas  variables.  con lo c u ~ 4  

asumimos  implicitamente  que: " ... después  de u11 tiempo  de  afiejamiento  del  sistema. e s e  

puede  ser  descrito  en una buena  aproximación  por  las  ecuaciones  hidrodinánlicas  locales. 

Esto implica  las  funciones  de  correlación  se  suponen ser cortas  en  alcance  tanto espac-id 

como  temporal.. .". [E]. Esta situación fis'sica es consistente con In d~, f in i c idn  de C Z I C - I  

Eqlrlllbrio local como un esfn.do con jlzsctu,a.ciones pfquelias en 1 / 7 2  enfor-no de  equilibro 

local. 





operador j qe  el multiplicador p ( x )  es una  función de la  posición. lo cual  no  puede  ocurrir 

en  el  operador  de  equilibrio / ; o .  Por  ot8ro  lado, tampoco hrie es un  operador  de  equilibrio 

estadístico local hi,.  &,o se observa al comparar  la  expresión  dada  por  la  ec. 3.30 para 

l i p  con la ec. 3.31 para / )qe  , en l a  primera  ecuación  aparece  una  integral  donde en el 

integrando la función /3(x), pero en el caso  de  la  segunda  ecuación  dicha  inkgral 

no existx.  Por lo t,ant,o,  dehe t,enerse mucho  cuidado  de no interpretar  incorrectanlente o 

confundir a dicho  operador  de  cuasi  equilibrio. 

Segundo,  definanlos el operador  de  entropía  asociado a jqe de l a  primera  ecuación  de l a  

ecs. 3.31 corno. 

donde. 

Qqe = - T ~ i ( ( x )  

Tercero!  definamos el operador  de  ent,ropía  asociado a /;; como 

2f(x) = -11, /+ / (x )  , 

t a l  que sustitu!-eudo en esta  ecuación el operador ,/?p. de la ec. 3.11 obtenemos '. 

donde. 



( 3 . 3 5 )  

(3.36) 



En  cuart,o  lugar,  se  sust,itu?;e el operador S,, de la  ec.  3.32  sólo  en  las  funciones  espo- 

nenciales  del  operador i j f  de la  ec.  3.28,  t,al  que  obt'enernos  para  estle Último operador l a  

expresión ~ 

(3.37) 

Realizando  ahora el cambio  de  variable X = P(x) 7 .  se t,iene que  la ec. 3.37  se  rescribe 

como. 

(3.35) 

donde  est,a  ecuación  es  análoga a la  ec.  A.77  pero  es  diferente a ésta. puesto  que la ec. 

3.38  esta  definida  para  variables de grano  grueso J. en  función  del  operador 

Por lo tanto. el operador lFp de la ec.  3.27  con  la  ayuda  de la ec.  3.38  se  escribe  como. 

Ecuación  que  es  forn~alrnente  idhtica a la  ec. A.78. pero con significados  físicos distintos. 

>-a que  esta  ec.  3.39 es capaz de  considerar  las  fluctuaciones  del  sistema  superfluido. 

Quinto.  dada  cualquier  l-ariable  de  grano  grueso SI: \valor esperado  calculado  con el 

operador jFp est,a dado por. 



Sexto.  procediendo de mmera  axí loga a la deduccibn de la ec. A.81 se rescribe  ia PC.  

3.35. Para ello! se cspresan las derivadas  de  las \variables de grano grueso I;. H .  3 J- 

l i s  en función de las  ecuaciones de conser\-ación para un fluido  ideal y cle las  deril-adas 

t,emporales  de los multiplicadores de Lagrange en funcicin clc? los gradient.es de 8: 3Lf. J :  y 

11'; (Ter detalies  de  la clec11ucción ell el aApénciice C de esta tmis). Por lo tanto,  la ec. 3.35 

se expresa como, 

. . -  . .  

s y i .  0)  = dx (oa(x , ) j ; (x)  - , q x )  &'(x) o . w ( x j  J i  
(3 .22)  

donde análogamente a la ec. A.S1 se ha supuesto que el tkrmino  correspondiente al flujo 

de entropia es cero. Además en la ec. 3.42 se ha definido a la densidad  del flujo de calor 

como: 

(3.13) 



Al;‘(x) = $(x) - (2) (H’(x) - - (a;) (,<’(x) - ( f i ’ ( ~ ) ) ~ ~ ) .  aP ( 3 . 4 4  
P / u  

donde el operador  de  presión  local $(x) esta  relacionado  con el operador  asociado al 

tensor de  los  esfuerzos  sin  tmza  mediante  la  expresión  siguiente: 

(3.45) 

(3.46) 

Finalnlent,e, el operador  de  fluct,uacion  asociado con  la componente  superfluida  est’á  dado 

por. 

(3.47) 

donde n O ( x )  = ( ~ ~ ’ ( x ) ) ~ ~ ( , ~ . ~ ’ ( x ) ) ~ ~  es el 1-alor esperado de la densidad  de p a r t i d a s  en el 

est  ado  de  referencia. 

-1 continuación las funciones de correlación  de ia ec. 2 . S  serán  el-aluadas a partir 

de las funciones  de  correlación  de la ec. 3.41. donde  estas  iiltimas se relacionan con lor 

coeficientes  de  transport,e  locales en analogía con los resultados de l a  secci6n -1.1.3 del 

.4phdic.e A.  En  las  siguient,cs  subsecciones se mostrar2 e11 detalle  en  qué  consisten k t a s  
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3 . 2 . 1  Funciones  de  Correlación  en  un  nilarco de Referencia  en 
Movimiento. 

La  ec. 2.83 para  las  fuxciones de correlación L,,, esta  definida  apartir  de  las partes 

no proyectadas J,, asociadas a las corrientes I,, de las variables de grano  grueso U , ¡ .  q u e  

se definieron m la  prirncra clc las em.  2.67 la ec. 2.77. Por ot’ro laclo: las  func,iones 

de  correlación  que apawce!~ t’n el segundo  tkrrnino del rnielrlbro derecho (le la t.(.. 3.40 

est,an definidas  mediante el operador  de  evolución de ent,ropía , SIL. Ahora,  para  calcular 

las funciones de correlacibn C,,,, mediante el segundo  miembro  de  la ec. 3.40. tenemos 

que  just,ificar la equis-alencia de las funciones  de  correlación cle las partes no  pro)-ectadas 

J,,, corresporldient,es a cada  una  de las variables de grano  grueso C n  con las funciones  de 

correlaclcin de los  opcradores j,;(s) ,Lj’(x). “‘(x) y &:(x). que  aparecen en l a  definicihn 

de S I T  dada por la ec .  3.42. Para lograr  dicha  justificación  procedamos (le  la siguiente 

manera: 

Primero: se definen  las  partes no proyectadas de las  corrientes  en el marco de referencia 

en movimiento,  en  analogía  con  la  primera  de las ecs. 2.67 y la ec. 2.77: a saber. 

donde 6, es la  derivada, t,emporal de la variable  dinimica ti;, ambas  definidas  en  un  marco 

de referencia  móvil, y I’(x) = {Ik(x), I$(x), IL(x)} estan  definidos  por las ecs.  3.21,  3.22 

y 3.25,  respcct,ivament,e, J- Q 1 - P de acuerdo  con l a  tercera  ecuaci6n cle las ecs. 2.67. 

‘ I  

En seguida,  si se observa el segundo tf4rmino del miembro  derecho de la  ec.  2.54 para ‘~p 
y cl  elemcnt,o de  matriz I<,?n dc l a  ec. 2.58 se  puede  comprobar  que dst,os toman en cuenta 

el comport’amicnto  disipati\-o  del  sistema  en  función  de los tkrminos X,,(a) dados por la 



ec.  2.52.  En  estsa  ec.  2.52 t,;znlbién  se observa  que  las  cantidades X,,(a) se definen para la 

part.e no proyectada  de  las  corrientes.  Además  cabe  subrayar  que  las  ecs. 2.52, 2.55 y 2.6s 

estan  definidas  en  el  contexto  de f j F p ,  el cual  es un operador  estadíst,ico  para  \-ariables 

de  grano  grueso  con un cornport,amient,o no local y no  Marko\-iano.  En  la  aproximación 

local y Markoviana  en  lugar  de los element,os de  matriz Km, tenemos  los  element,os  de 

mat,riz ID,, en el espacio  de  Fourier o su  equivalente  los  elementos  de  la  mat.riz Cm, en 

el espacio de  configuración,  definidos  para  las  part,es no proyectadas jn en  términos  del 

operador I~cG.  

Lías aún: dado el operador @F-p de  la ec.  3.27  podemos  observar  que  en su segundo  t6rmind 

del  miembro  derecho aparelce f i r ,  quien  corresponde a la parte  disipat>iva  del  sistema. El1 

la  aprosimación  lineal  para  un  marco  de  refefenoia  en  movimiento: el operador  se 

aproxima -por la  ec. 3.39, donde su parte  disipat,iva, f i r .  queda  expresada  en  función  del 

- I  

^ I  

operador  de  evolución  de  ent,ropía : .!?If y del  operador  estadístico  de  referencia hqe. 

Por lo t,ant,o,  la  part,e  disipat,iva  de  una  corriente 1; dada  por  su  parte  no  pro>.ect,ada 1; 

en  la  aprosimación  de  cuas'i  equilibrio  local  realizada  en  la  sección 3.1 de  este  Capítulo. 

debe  corresponderse  con la part.e  disipat.iva  descrita  por , i i .  de l a  ec. 3.38. a tral-és  de los 

flujos jh(x)gl$(x)! p ( x )  y &',(X) que  aparecen en el operador  de  evolución  de  entropía 

S i .  puesto que ambas  estan  describiendo  el  com,portarniento  del  mismo  sistema. Entonces. 

supondremos  que:  aproximadamente, son válidas las siguientes  relaciones  para  los  flujos 

alearorios y las partes  no  proyectadas  definidos  anteriormente. a saber. 

' I  

Para el flujo de  calor: 

j;(x) M Q ~ ; ( x )  = Q ~ ; , ( x ) .  

Para el flujo  de  ímpet,u. 

O .  
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clondc las I , ,  son las mismas que aparecen  en la ec. 3.48. 

Finalmente,  sustituyendo  ahora  por  separado  cada  una  de las ecs.  3.49-3.51  en la PC. 2.53 

para las C,,,,, J. comparAndolas con el segundo  miembro  derecho  de  la  ec.  3.40  obtmemos 

que : 

i ) . -  Para el fI11,jo (le calor, su función de autocorrelación se escribe  como. 

(3.5'2) 

donde S / f  es el operador de producción  de  entropía  local  que  esta dado por la ec. 3.42.  

( i i n , ,  B,) es l a  función de correlación cuAntica dada en l a  ec. 3.41, la cual esta definida 

en  función  del  operador ,irle. Por otra  parte,  cabe hacer not,ar que en el operador de 

produccih  de  entropía local scf l ~ a n  ignorado los efectos  no  Llarkovianos. La raztjn de 

que este  operador  no  contenga efect,os de memoria  es  que el operador bi de l a  ec. 3.14; 

a partir  del cual se define 3'; >-a. es 1111 operador  hlarko.l-iano. Es decir, estrictanente 

jcc es  un  operador est,adíst,ico  local de grano  grueso,  operador  que  present,a  efectos de  

memoria  espacial  y t,emporal. Sin embargo: en la aproximació11 Markoviana de l;cc de la 

ec. 2.76 de l a  sección  3.4  mediante , i 7  , clad0 por las ecs. 3.4 O 3.14, sc ha  aproximado a 

jcc con ,ir y cste lílt,irno con i ) l l c .  Por lo tmlt-o,  est,rict-amcnt.e  se ha aproximado jcc: con 



j l q e ,  lo cual  se observa. en  la ec. 3.52 al analizar las funciones  de  correlación  que  aparecen 

en ella,  definida por la  ec.  3.41 

Por otra parte, análogament,e  con  la ec. A.99 se observa  de la ec. 3.29, que en  la ec. 

3.43 para 3; la traza  del  operador ;'(x) con el término int.egra1 j' del  operador ijF-p, dado 

por la ec. 3.27,  tiende a cero  cuando el sistema  tiende  al  equilibrio, es decir  cuando E O .  

Por lo t,ant.o sc :iel:e que, 

( 3 . 5 3 )  

(3.51) 

donde ((in. hm) es la función  de  correlación  cuántica  dada  en  la  ec.  3.41  definida en función 

de iq6. Finalmente.  recordadando la definición  del  coeficiente de  conduct,i\-idad  tkrmica. 

de  la  ec. -4.103. tenemos que la  ec.  3.54 se expresa  como, 

donde. 

(3.55) 

es el coeficiente de  conductil-idad t.Crmica local J. Ax)  es el inl-erso de  la  temperatura 

local. Cabe r e d t a r  que este coeficient,e de transpoTTe difiere  del de  la ec .  A.103. obtenido 

rnediante  la  Teoria  de  la  Respuesta  Lineal de Iiubo. en que  l a  función  de  correlación se 
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O 

donde  en esta ecuación se ha enpleado  la   expresih (v .W>’  para el t,ensor  simét,rico  sin 

traza  que se define como: 
~ _ _ _  

(3.59) 

-4 continuación en la  ec. 3.44, observamos  de  las  ecs. 3.2T y 3.29 que  la  traza  de los 

operadores jj’ y HI con el término  disipat,ivo i;i del  operador l j F p  tiende a cero  cuando 

E - O .  es decir: el sistema  t,iende  al  equilibrio. Entonces, en l a  ec. 3.44 se tiene que 

- 1  

.Ahora sutituyendo I; por A$ de  acuerdo con l a  ec. 3.60. en cada u110 de los  términos  del 

lado  derecho  de l a  ec. 3.58 dollde  aparece $, podenlos  definir  las  siguientes  funciones de 

correlación. 

(3.61) 

:. adicionalrnente  podemos  definir  la  siguient’e funci6n de correlación  para el tensor de los 

esfuerzos  sin traza. 



O O 

C’(Z’(S,!. ‘T‘ix’. t , )  = C’(T/(x): T/(x/, t )  + L’(Aj’(x). Ap’(x/, t )  Í3.64) 

En  seguida c o ~ n p a ~ e ~ n o s  c.atita una de las funciones  de  correlación  definidas por las  ecs. 

3.61-3.63 con los  coeficientes tie 1.iscosidad  definidos en l a  sección A.2. del Apendice A. 

C‘oncretamellte: si x compara la e(.. 3.63 con la definición  del  coeficient,e de 1-iscosidad 

cortante de la ec. -4.10.2 se puede  definir  dicho  coeficiente  en  la  aprosirnación  local co~no ,  

(3.66) 

Si  comparamos la  funcióu de cmrclacibn (le la cc. 3.62 con la definición del primero de 

los segundos  coeficientes dc viscosidad ( I j  ciado por 1% ec. A.106,  entonces kste primer 

coeficiente de x-iscosiclad en su apmsimación locnl se escribe  como, 

(3.67) 



O 
(&) :f P(x) J dte" J d'x' @$'(X)> &'(d. t ) )  

"O0 

(3 .68)  

-4 continuación  rcscribicndo las funciones de correlación  de las ecs. 3.61-3.63 en  función 

de  los  coeficientes de viscosidad  locales  de  las  ecs. 3.G6-3.68 :e tiene,  respect.ivamente, 

que: 

Para las  componentes  de l a  función de  autocorrelación  de la presión. 

(3.69) 

Para  las componentes de l a  función de correlación  de la parte sin traza  del  temor dt' los 

esfuerzos. 

SO 



-Ahora. del segundo miembro dcrccllo de la ec. A .  111 y de la definición para ;/: dada por 

las ccs. -A.19 J- --l.:. pero interpretadas como ecuaciones para variables de grano grueso, 

t.enenlos clue l a  illtima igualdad de l a  ec. 3.72 se rescribe como, 

(3 .73)  

rim-+o(/;’(x> - ( / j ~ ( X ) ) q e )  - o > (3.74) 

S1 



donde se ha  empleado  que (,$(x))[ = ( = L , ' ( X ) ) ~ ~  = 6. 
Por lo tanto, sust,ituyendo S.'; de  la . .  ec. 3.42 en esta ec. 3.76 y del principio  de  Curie 

tenemos, 

Ahora, si  definimos las funciones  de  correlación que involucran a ¿i', J- que  aparecen e11 ]a 

ec. 3.76 conno. 

entonces la ec. 3.76 se  pueüe  rescribir con auxilio de las ecs. 3.75'-3.79 como. 



A continuaci6n  rccordancio I n  definición  del  t,ercero y cuart,o  de los segundos  coeficiectes 

de viscosidad dados por las ecs. A.117-A.116, podemos  definir sus análogos  tercero J- 

cuart80  de los segundos  coeficientes  de  viscosidad  locales corno: 

J "(x J 
(3 .5 ' )  

donde no es d i f í d  cornprobar de esta  ecuación y de l a  ec. 3.67, clue C1(.t.) = c4(.t.). lo cual 

esta de  acuerdo con las  relaciones de  reciprocidad  de  Onsager. 

Respect,o a la función  de  correlación  para el flujo cle calor y la componente no proJ-ec- 

tada  de el tensor de los esfuerzos -(x) tenemos de  la cc. 2.83 que: 

( 3 3 3 )  

donde no es difícil comprobar  esta  igualdad  a partir de l a  ec. 3.43 para jl: y de l a  ec.  3.50 

para p(x) empleando el principio de Curie. 

Evident,ement,e los result.ados present,ados en esta sección 4.2.1 son  andogos a los obtenidos 

en l a  secció11 A.2 del Aphdice  X .  Sin embargo!  aunque ambos resultados  son  correctos 

formalmente  t,iencn el inconveniente de ser  inaplicables para la t?valuaciórl co1icret.a de 10s 

cocficientks dc t.ransporte. 
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Resumiendo  esta  sección,  hemos  evaluado  las  funciones  de  correlación  de  las  ecs. 2.53 
para el caso del  Helio superfluido a partir del segundo término  del  lado  derecho  de la 

ec. 3.40. En. ef'ecto, este m%em.bro de  la ec. 3.40 repT-escnta una generalizaxión,  de  las 

relaciones  de J-Euct~~.ación-~-liszpación de  Green-Ku.bo  con  respecto a un  estado  de cuasi 

equilibrio boca1 caracterizado por el operador F q e ,  la cual nos  permite estu.diar u.n sistema 

fluctuante  próximo a .un estado  de  equilibrio local. Concretamente  las  funciones de cor- 

relacicin que  aparecen en est,a ec. 3.40 definidas  respecto al estado de cuasi  equilibrio. nos 

perx i ten  definir  los  coeficient,es de  transporte  en una aproxirnaci6n  local. En efecto,  dicho 

operador  est,adístico de cuasi  equilibrio es equivalente a l  operador  estadíst,ico  (ver  ecs. 

23: 30 y 40 de la referer?cin [15]): donde  este  dltinlo es un  operador  estadísticG  de g r m o  

grueso definido  en  un marco de referencia  que se :nueve  con  s-elocidad c,: que  carackriza 

L a u n  sist,ema con fluct,uaciones pequeiías cerca de u11 estado  de  equilibrio  local. A con- 

tinuación  en  la  siguient'e  sección.  detmninarernos  las  funciones  de  correlación  en  función 

de los coeficientes de  transport,e  locales,  pero  para u n  marco  de  referencia fijo: donde el 

superfluido se muesre con una s-elocidad u,. 

3.2 .2  Funciones de Correlación en un Marco de Referencia 
Fijo. 

El objeti1.o de  esta sección  es  det,erminar  las  funciones  de  correlación C,,,,, de la ec. 

2.S3 para el  Helio superfluido  pero  en un marco  de referencia fijo. en el cual  la  s-elocidad 

local  de l a  conlponente  del  superfluido es v, # O. Para lograr esto.  espresemos  las  partes 110 

pro>-ectadas de los flujos (colrrient,es)  del superfluido. del nlarco de referencia fijo en funcidn 

de las partes no proyectadas  de las corrient,es. pero en un marco  de  referencia  mós-il. 1-m 

s-ez establecidas las relaciones  entre  las  part,es  no proJ-ectadas de  las  corrient,es  en ambos 

sistemas: oh1 endrexnos  las  relaciones de ambas funciones  de  correlación  en  ambos  sistemas 

de referencia. a part,ir de la. ec. 2.53. con lo cual  las h c i o n e s  de correlación  en el marco 

de referencia fijo quedan  d.eternlinadas a partir  de las funciones de corrclacibn p a r a  el 

~ n a r c o  de referencia mó1.il. Por lo tanto,  obtendremos  las  funciones  de  correlación para 

el marco de rpferencia fijo en función  de los  coeficientes  de t r a w p o r t e  locales. tal  que a 

diferencia de las Lk?n de la  sulmxción  ant,erior s-an a contener t h l i n o s  no lineales. L a s  

funcioncs de correlación.  en el sist,erna fijo, más adelante  las  asociaremos  con las funcioncs 



(3.8.5) 

(3.87) 



Ahora  bien, cle los resultados  obl-,enidos en el Apéndice D de  esta  tesis:  fenelnos  que  las 

relaciones  entre  las  partcs no proyectadas  de los flujos  en  ambos  sistemas cle referencia. 

se  expresan como, 

para el flujo de  calor. 

Para  la componente 110 proyect,ada  del  t,ensor de los  esfuerzos.  se  obtiene  que. 

- 7 ( x )  = P(X) 

(3 .88)  

(3.59) 

J- para  la  parte no proyect,ada  de  la  componente  superfluida  se  tiene  que. 

&,(x) = &;(x) (3.90) 

-4 continuación,  de l a  tlefinición para las funciones  de  correlación  dada  por l a  ec:. 2.13. 

en u11 marco  de  referencia fijo y de  las  relaciones  entre  las  partes no proJ-ectadas  de  diclius 

flujos en 1111 marco  de referencia fijo en  función  de uno mó\.il dadas por !as ecs. 3.SS-3.90. 

se  cumple clue: 

i ) . -  Para el flujo de  calor la ec. 2.83  se  escribe con10 



-1h01-a. el primer t4rmino d e l  lado  derecho  de  esta illt,ima igualdad es idéntico a las ecs. 

3..5:! J- 3.54 para L'( j : . j i )  . Por otra  parte,  para el segundo J- t,ercer t,itrrnirlos se  cumple 

que ! 

(3.93) 

donde  en e s t a  ecuación el factor t ' , ; (~ )  puede  salir  de  la  operación  promedio  indicada 

por ( ) c G ,  porque cc , ; (x)  ya en si es un valor  medio.  Además,  la  igualdad  con cero viene 

de considerar  la  ec. 3.83. Sust>it,uyendo  la ec. 3.64 en  el  cuarto  término  de I s  segunda 

igualdad  del  lado  derecho cle l a  ec. 3.92, tenemos que: 



(3.94) 

donde  en  est,a  ecuación no aparecen los términos, 

p u e s o  clue ambas son  cero  debido al principio  de Curie. 

Por lo tant,o:  sust,ituyendo  la  ec.  3.54 y las ecs.  3.93-3.94  en  la  ec. 3.92 obtenemos que: 

(3.97) 



Ea w t x  ecuacioncs no es difícil relacionar a las  funciones de correlación con los  coeficientes 

de transporte  locales. En efcctx. de la ec. 3.97 tenemos que. 

donde se ha  empleado la  siguiente  igualdad, 

i d h t i d a d  que se obtiene  de la prirnera ecuaciGn de las ecs. 3.70. 

Procediendo de manera  anliloga para l a  ec. 3.95 tenemos que) 

(3.101) 



(3.10'3) 

(3.103) 

F i ldmen te ,  la  función de correlación L( jq i , jq , )  de las ecs. 3.91 ?- 3.95  con  auxilio de las 

ecs. 3.99,3.101 y 3.103 se rescribe como, 

L ( j q ; ( X ) : j q J . ' J ) )  = .(x) T2(:L-) 6 & T  

que es l a  funcicin de  correlación  para el flujo de calor. en un marco de referencia fijo. -Al 
comparar  este  result,ado con la ec. 3.55  se  obsen-a que es  diferente.  en  cuanto  a. que :a 

ec.  3.104  adicionalmente  tiene  términos  no  lineales en cc , (x  J .  

90 



(3.107) 

Si  en  esta  ecuación  sutiruirnos  la ec. 3.64  obtenemos  que, 

Nótese  que a diferencia  de la ec. 3.83 que es  igual a cero (de  acuerdo  con el principio  de 

Curie) las ecs.  3.105-3.108 no son iguales  cero. Est,o se debe a que en la t,ransformación 

Galileana  del flujo de calor se involucra al t,ensor r, ver ec. 3.88: lo que  implica la 

exist~encia de la función  de  correlación L’(xi . (x) ,  ?,;(x/, t ) )  que  es  dist,int.a de cero. 



iii).- Para  la funciGn de  aut,loc;orrelación para los 2 tenemos  que. 

(3.110) 

la  cual  se  sigue de l a  ec. 3#.89 y el primer  t'érmino  del  lado  izquierdo  de  las  ecs. 3.57 .  

Por lo tanto! la forma  esplícit,a  de las componentes  de la ec. 3,110 se  obtienen  de !as 

componentes  de  la ecs. 3.61,  3.63,  3.66, 3.68, 3.69 J. 3.70. J. se escriben corno. 

. . .  
111 . -  Para l a  función de correlación  de 1 con L i s  tenemos que, 



(3.113) 

(3.114) 

(3.115) 



C ( & , , ( X ) ,  A j k ( d ,  t ) )  = C/(&;,,'(x), i t ) )  = C.&) T(X)S7k (3.117) 

donde  en  la  deducción  de  estJa  ecuación se han  empleado las ecs.  3.76,  3.82 y 3.90. 

En e: caso de la función de autjoccrrelación  de la funcióli 6 , ;  t,enenlos que, 

donde  anrilogamente, a la  deducción d e l a  ec. 3.119,.se han empleado  las ecs. 3.80, 3.Sl 

Finalmente.  de  las  ecs. 3.117 y 3.118,  la  funcion de autocorrelación  tot.al para el 

superfluido  de  la ec. 3.116 :se rescribe como, 

(3.119) 

Antes  de  finalizar  esta seccicin es  pertinentme  hacer la siguiente  obser\.ación. Los COP- 

ficientes de transporte  locales  definidos  en  la  subsección 3.2.1. a partir  de las funciones 

de  correlación LLn: se deterlninaron  empleando una aproximación  del  operador I~CG me- 

diante el operador ,+. el cual  en  una  aproximación  lineal  en 1111 marco de referencia e:? 

movimiento. es equi\.alent,c  al  operador jjqe. 
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3.3  Ecuación  de  Fokker  Planck para el Helio  Super- 
fluido. 

De acxerdo con  la  introducción  de  est'e  Capítxlo, una \-ez determinadas  las corrie1:res 

locales y las fu11cio;les de correlación locales:  necesit,amos  det,erminar  los  t,érminos de 

arrastre !~ ,~? (x )  dados por la ec. 2.59 los  tkrminos de difusión Dmn(x. x') dados por la  ec. 

2.90, objetivos  indicados  respecrivament,e por los  punt,os iv y v de  dicha  introducción. 

Dada la selección de variables  relevantes  de grano gru~eso para el'Helio  superfluido, 

indicada  en  la  sección 3.1 eh u11 marco  de  referencia fijo concretamente, {iin(x)) = 

{h(x), E(x), j ( x ) ,  7:s(x,)}: su función  de  distribución f ( p ,  H . J ? .  G,s ,  t ) ,  los valores  espera- 

dos de  sus  corrientes  locales I(x) = { j ~ ~ ( ~ ) ~  z(x), I,(x)} y sus  funciones de correlación 

C,,,,(~m(x),~lL(X)) determinados  en la subsección 3.2.2,  est,amos  en  condiciones de parti- 

cula.rizar la  ecuación  de FP local dada en la ec. 2.91,  para el Helio superfluido. 

Para  ello,  considerando las variables relevant.es arriba  mencionadas y substituyendo 

los tkrminos u , ,  (x) 3- DDnLn(x, x') determinados en el Aphd ice  E, en la  ec.  2.91,  la  ecuación 

de FP local para e l  Helio superfluido se escribe como, 



donde,  las na, indican  las  derivadas  funcionales  respecio a l  1-alor esperado a,:  definidos 

por a = {(un)/} = { p .  E , j ,  .us} a partsir  de  la  ec. 3.5 J. más específicamente por las e a .  

-\.3-A\.6. pero  interpret,adas como ecuaciones para \-ariables  de grano grueso. Los t6rminos 

de  arrastre se calculan a part,ir  de los \dores  esperados de las corrientes y de  las  funciones 

de correlación  mediant,e  la ec. 2.89; y los t,érminos  de  difusión  se  calculan vía las  funciones 

de correlación J- las  funciones  delta  de grano grueso mediante  la  ec. 2.90. Los dct,alles  de 

a x b o s  cálculos y las  expresiones  part,iculares  de  las [/,(x) y ’D,n,i;,x. x ) pueden  consult,arse 

er; el .Apéndice E de esta  tesis. 

6 
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En  cuanto a l a  interpret,ación física de  la  ecuación  de FP local  del  superfluido de l a  

ec. 3.120 es innm1iat.a.  Podemos  pensar que esta ~s una  gexeralización de l a  ecuación 

de  Boltzmanll  en el sent,ido  de que nos dice  cómo  e\.oluciona l a  función de distribuci6n 

J I  p .  E .  j. z x s .  t ) .  pero  como una funcional  de x y t a tral-és de las 1-ariables de grano grueso. 

es  decir es una ecuacibn locd  generalizada [do]. En lo clue respecta a los  términos  de arras- 

tre. l a  deril-ada  funcional de dichos  términos  esta  relacionada con la  e\.olución temporal 

de l a s  x-ariables de  grano  grueso \-ía los gradientes  de sus corrientes y con los gradientes 

de las fuerzas  termodinámicas,  donde l a  contribución  de  &tos Citimos gradientes son P I G -  

porciorlales a los  coeficient,cs de t ra~lsport~e locales a ira\.& de 18.5 funciones  de  correlacidn: 

\,\.er ec. 2.S9). En  ot’ras palabras. los tkrminos de arrasrre rienex dos contribuciones, U E ~  



Sin  embargo. lo mAs importante  de la ec.  3.120 no se ha  dicho y es que 4sta es 

válida para las funciones de correlación (c:oeficient,cs de transporte)  en una  aproximación 

lIarkovianal es decir  en la reducción  del prolAerna de evolución temporal del operador 

estadístico  de grano grueso j p - p  a una ecuación de FP local. Esta  aproximación se realizó 

con t,ocio det,al!e en el Capítulo '2; ( en particular ver las secciones  2.4 y 2.5) .  En  dicha 

aproximación  local y LIarkoviana de la ecuación de FP, el operador ~ C G  de la ec. 2.73 

implica ( y así se definio) que f(a. t )  tiene  una espresitjn 'rnicrocallónica'  determinada 1101- 

la ec. 2.74. Sin embargo. dada l a  aproximación  realizada  en la secciGn 3.1.1, al sustituir 

a fiCG por el operador i;l de cc. 3.14 nada se ha dicho de como queda definido el operador 

f(a, f )  y por ende su valor  esperado f(a, t ) .  KO obstmlte, de l a  ecIlaci6n de FP para  el 



Helio  superfluido, de l a  ec. 3.120, obtendremos las ecuaciones  de  Langevin  asociadas a 

dicha  ecuación de FP. sin  hacer uso explícitJo de  que f ( a .  t )  sea una función  Gaussiana. 

Ecuaciones  de  Lange\rin  que  obtendremos a continuación en l a  próxima  sección. 

3.4 Ecuaciones  no  lineales de Lagenvin  para  el  Helio 
Superfluido. 

El objetivo  de  esta sección  es  deducir  las  ecuaciones no lineales de  la  hidrodinámica 

fluctuant>e  del Helio superfluido, qce son básicamente las ecuaciones no h e a l e s   d e  

LangeJTin para  dicho  sistem.a. El11 efecto,  la  afirmación de que ambos  conjuntos  de  ecua- 

ciones son equivalentes, se infiere  del  hecho de  que ambas ecuaciones  son  ecuaciones de  

evolución  donde  aparece dos component,es  deterministicas ( una  disipativa y ot,ra  no  disipa- 

ti\-a), y otra  componente  aleatoria  asociada  con el comport,amient,o  dispat,ivo  del  sist,ema. 

[21, 741. 

Básicament,e el mét,odo  de  construcción  de  las  ecuaciones  de  no  lineales  de  Langel-in. 

es  det,erminar  cuales  son  las  ecuaciones  no  lineales  de  Langevin  asociadas a l a  ecuaciones 

de FP deducidas  en  las  dos  secciones  ant,eriores.  Sin  embargo, el principal  incons-eniente 

selialado en  la  lit,eratura [119, 1091 para  establecer  dicha  relación  entre  las  ecuaciones  de 

Langevin 1- de FP: es que dada una  ecuación de FP no  lineal  no  existe  una  correspondencia 

unhlocu con las e c w ~ c i o n e s  de no lineales de  Langevin. es  decir,  puede  haber varios sistemas 

de  ecuaciones  no  lineales de Langevin  que  describan  diferentes  situaciones  físicas  con !a 

rnisnla  ecuación no lineal  de FP. En  este sentAdo se dice  que  dichas  ecuaciones  de  Langel-ia 

son ecuaciones  estocssicas  eclui\dentes, [119, 1091. Xosotros  seguiremos  un método inr-erso 

al  de ~ I o r o z o v ~  esbozado ell la  sec 1.2 del  Capítulo 1. Sin  embargo.  tenemos  entendido 

que  existmen  mét.odos  relati\,,amcnte más claros y scncillos  que el empleado  en  esta  tesis. 

como el propuesto  por  Stratonovich  en  la Sec. S del  Capitulo 2 de la  ref. [119] y el de 

Ryt,er y Deker [log, 107. los]. 

Concretamente, la  sección 1.2 del  Capítulo 1 se estudia la forma  de  construir las 

ecuaciones no limales  de La.nge\.in para un fluido  simple [SS]. tal  que se supera l a  incon- 

sistencia sc>íialada por Bedeaux Mazur  en la ref. !lo;. para el caso de fluctuaciones 1;o 

lineales  alrededor de un estado de equilibrio.  Dicha  inconsistencia  surge a l  emplear i a  



teoría  fenomenológica rlc Land¿iu-Lifshit,z para la constxucción de los flujos deatorios [74]. 

en el caso no  lineal  alrededor de un est,ado  de  equilibrio y c;onduce a obtemr coeficientes 

de Oxsager locales.  Ezra  situación es cont,radictoria, ya que los  coeficientes de  transporte 

para cste caso dc equilibrio no tlrben  depender  de la. coordenada  espacial.  Por  otro  lado, 

el mt;todo dc Lforozol-. tan1biPn pret,encie superar la divergencia  que  se  origina  al  tratar  las 

fluctmciones  pura  un  sistema  fuera  de  equilibrio. E s h  illtima  también  surge  al  introducir 

los flujos <lleatorios como \-ariablc.s Gnussianas  de xl lerdo  con la  teoría  fenomenológica 

de LandawLifsllit,z. clue d ~ n  origen a un t,krmino aleatorio no lineal de  tipo rnultiplicatix-o 

en las  ecuaciones tie Langex-in linearizadas,  especificamente  en la ecuacicin asociada  .al 

flujo tie l a  energía .'. En opinión de Fox [33] dichos tCirmiuos nlult,iplicat,ivos  asociados 

con el flujo aleatorio  del tensor de los esfuerzos  conducen a divergencias, y por lo tanto 

no permiten  que la  solución de  dicha  ecuación  t,ienda  al  equilibrio  para t --, +=c. De 

hecho. el método  de 1Iorozox- corrige  ambas  inconsitencias,  por  un  lado  garantiza  que  la 

solución  de  la  ecuación  de FP local  sea  consistent,e con la  solución de  equilibrio y por  el 

o t ro  lado.  garant-iza  que los términos  fluct,uant.es  de  las  ecuaciones no lineales de  Langevin 

sean construidos de tal  nlanera  que  conduzcan a coeficient.es de Onsager locales  de  una 

forma  natural  (para el caso de un sistema  fuera de equilibrio).  al  suponer  que  las  fun- 

ciones de correlación  de las part,es deterrninisticas  de los flujos  sean  iguales a las funciones 

de  correlación  de  los flujos aleatorios, lo cual es una  condición  necesaria  para  obtener la 

solución de equilibrio  de  la  ecuación  de FP, [SS. 1561. 

Coxcretamentk; los pasos que.  seguiremos  para  la  constxucción de las  ecuaciones  no 

lineales  de la hidrodinámica  fluct,uante  del Helio superfluido de  acuerdo  con el mét.odo de 

llorozov son los  siguient,es: 

Primero,  de  la  ecuación de FP local  en el espacio de  las  coordenadas  para el  Helio 

superfluido  (ec. 3.120): se  const,ruye  la  ecuación  de FP local  en el espacio de Fourier dada 

por l a  ec. (F.%), de l a  sección F.l  del Aphd ice  F. Esta ecuación es análoga a la  ecuación 

1.29 para un  fluido  simple y se escribe para el caso  dcl  superfluido  como, 



(3.121) 

donde los tkminos  que  aparecen  en  ella  estan definidos J. pueden ser  consultados  en la 

sección F. l  del Apéndice F. 

para el flujo de calor, 

P ( x )  = g(x) < (x) - G + )  ;.(xl 
- I  

- 

para  el tensor de los csfucrzos y 

(3.1'2) 

(3.123) 



(3.125) 

(&(x. f ) ) C G  = o i = 2,3 , (3.12s) 

donde  las  ecs. 3.125-3.128 sol1 para los valores  esperados de los  tkrminos fluct,uant,es, y 

sus varianzas  cumplen  con l a  siguientes  propiedades, 

(3.129) 



En cuanto a las  funciones lo-cales Gm(x) que aparecen  en  las ecs. 3.122-3.124. éstas 

se determinan de la  condición dada por  la ec. 1.37 J. de las  funciones de correlacio:! 

C,,,,, (jm, jn) dadas por las  ecs.  3.104-3.119. Los detalles  de los cálculos  pueden verse ex 

la sección F.2 del A p h d i c e  F, C‘UJ~OS result,ados  son: 

Para  el fiujo de calor se tiene que, 

G(X) = ( b í ( X ) T 2 ( X ) ) +  . (3.13: i 



c"ix) = ( J ] ( X ) T ( X ) ) +  

donde ri(x) es el coeficientc de ~.isc.osidad cortante local. 

Para la conlponente  aleatoria tie la presión y el superfluido, se t,iene que, 

(3.136) 

(3.137) 

donde cl(x) es el primero de los segundos coefic;ient,es de viscosidad  volumet,rica  local del 

superfluido. 

Para la componente fluctuante  de l a  presión: 

Para  la componente fluct,uante de l a  cornponenk superfluida H f ( x ) ,  

(3.135) 

(3.139) 

1 o3 



(3.140) 

donde <z(x),<~(x) y < d ( x )  son  el  segundo,  t,ercer y cuarto de los  segundos  coeficientes de  

viscosidad  local para el Helio superfluido. 

Tercero , se const,ruyen las ecuaciones de no  lineales  Langevin en el  espacio  de  Fourier 

para el  Helio  superfluido, con la  misma  est,ructura  de  las  ecs. 1.15. Es decir,  determinadas 

las funciones Gn(x) que definen  los flujos aleatorios J:(.T). las  funciones i m r l ( x )  y las 

funciones 7 1 , , ( 5 ) ,  se  determinan  las  funciones M m n ( f ) [ , ? ~ : f )  J. las n,(t) que  aparecen  en la 

ec. 1.15. De  t8al  forma q-ue las  ecuacionés no lineales  de  Langevin para  cada  variable 

re1evant.e que  caracteriza  al Helio superfluido son escritas  como: 

- 

(3.141) 

(3.143) 

donde el significado de  cada  uno  de los t.6rminos  que  aparecen  en  estas ecs. 3.141-3.144 y 

el procedimiento  de  construcxión  en  detalle, de dichas  ecuaciones  esta  dado en la seccicin 

F.3 del  Apéndice F. 
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d J ( x )  
= ? / j ( X )  - 

dt 

(3.146) 

(3.117) 

(3.118) 

donde las { , ~ L ~ ( x ) }  = { //,(x). u E ( x ) .  l i ~ ( x ) ,  'uUs(x)} están dadas por las  ecs. (E.2)-(E.9) del 

Apéndice E. En particular las no linealidades de las ecuaciones  son puest'as cle nlanifiesto 

en dichos  términos ?ln(x) y es claro  que los flujos aleatorios son los t,ilrminos J:(x) dados 

por las ecs. 3.122-3.124. 

Logrado  el  objetivo  de esta tesis, a continuación se harii una  discusión de los resultados 

y se  presentarán las conclusiones  de  la  tesis. 



Capítulo 4 

Análisis de los Resultados y 
Conclusiones. 

4.1 Aspectos  Generales. 

El  primer  problema  que  uno  se  enfrent,a al emplear el método  de  l lasent es deter- 

minar  cuáles son las variables rele\.ant,es para  la  descripción  completa  de los aspectos  de 

interés  del  sist,ema  bajo  est,udio.  De  hecho  &e  es u11 problema  que  se  presenta  también  en 

la  Termodinámica  Irreversible  Ext>endida.  Desaforfunadamente n o  esist,en  rnetodologías 

certeras  que  indiquen  cómo  escoger  dicho  conjunt,o  complet,o  de  1-ariables relex-ant,es. In- 

clusive  un  mismo  problema  puede  ser  susceptible  de  presenta  \-arias  facetas  de  estudio. 

por  tal  motivo  el  conjunto  de  variables  relevant,es  dependerá  de los aspectos o facetas  a 

estudiar. 

S o  obstant,e  mientras  mayor  conocimient'o  se  posea  de la naturaleza  del  sistema. 1112s 

fAcil será  modelarlo  mediant,e  Maxent,. De hecho, una principales  las  objeciones  contra 

lfasent.  es que sólo  es una  llerramient,a  mat,emática  que  pasa  por  alt,o  los  detalles de 

la  física  inherent,es a c iné t ix  y dinámica  de los problemas  abordados, [ T S ] .  En efecto. 

lfasent  es  un  método  que lnecesit,a complement,arse con información física obtenida  por 

otros  mét,odos  para  realizar  una  adecuada  selección  de las restricciones  del  problema  de 

interés. 

S o  obst,ant,e:  en  respuesta  a  &a  objeción  se  puede  seíialar  que si bien  es  l-álida.  AIasent 

nos permite  unificar  de  manera  direct,a y simple los diferentes  niveles de descripción  del 

sistema a que  podemos  aspirar:  micro.  meso y macroscópico . Como por ejemplo en el 
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Sc5aIados estos  a.spectos  filndamcntales, pasemos a !os particulares qur. se prese:ltan e:; 

el estudio  del I-Ielio superfluido  mediante  Maxent. 

4.2 Aspectos Particulares. 

1 I O  



El punto  medular del  estudio  propuesto  en el párrafo  anterior,  t,iene  por  objet,o  responder 

a la siguientes  preguntas. Si uno desea  estudiar el comportmamiento  de  un  sistema  fuera 

de  equilibrio; pero 110 mur-  alejado de iiste, L Qué se puede  decir  acerca. de la preparación 

inicial  del  sistema'?.  Para el caso  clásico [162]. [ X ]  y para el caso  cuánt,ico [I171 J. i23:. nos 

responden  que el sist'ema se puede  considerar  inicialment,e  en  equilibrio. Adern5.s De! Rio 

en [23- prueba  rigurosamente que hay una  equivalencia  entre el forrnalisnlo de operadores 

de proyección,  Masent y la hipótesis  de  fases  aleatorias  repetidas. 

. .  

=lihora. si el sistema  fuera  de  equilibrio no est'á  en  un entorno del equilibrio:  sino .miis 

lejos ' .  i, Cómo  será  la  preparacitjn inicia1 del sistema?.  Para el caso clásico  BreJ. f i  al 

en la ref. [15] nos  dicen  que  se  puede  considerar  la  preparación  inicial  en  un  estado de 

equilibrio  local y que &e est#ado  es  equivalente a considerar  un est,ado de  referencia  que 

es capaz de  describir  las  fluctuaciones  del  sist,ema.  Además,  Garcia-Coli y Rodriguez 

en [33] nos  dicen  que  inicialrnent,e el estado  dc  preparación  puede  ser de no equilibrio 

con  fiuctuaciones. En el caso cuántico  podríamos  pensar  en  una  generalización  del  lema 

de  l lazur,   donde el estado  inicial  sea  culaquiera con fluct,uaciones,  i,Cúales  serían l a s  

consecuancias de esta  suposici6n ?! ¿,El  estado  inicial  del  sistcma nos puede dar una 

indicación de 'qu6 t,an  lejos' se llalla  el  sistenla  del  cqnilibrio?.  Puest,o  que  los  gradientes 

de  las  fuerzas  termodinámicas no son u11 parámetxo del t#odo sai isfactmio  para caracterizar 

a los  sistemas fuera, de euilibrio~ [39], queda abierta R la  invest,igación la  lxísqueda de 
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criterios  para  caract,erizar y cuant,ificar a los  sistemas  fuera de equilibrio. 

También es con\-mient,e  profilndi7ar el: e! estudio d~ las variaS1es de  grano grueso p a x  el 

Helio  superfluido  en el context,o de los  result,ados  report>ados  en [ 2 5 ] .  Este  estudio no es 

del  t,odo  direct,o y evident,e,  ya que en la  regih  de  temperatura  considerada T < TA: el 

sist,ema  presenta l a  condensación de Bose-Einstien  que  implica \dores  macroscópicos de 

la  función de onda. 

En otras palabras los operaldorcs asociados a las  variables  dinámicas  no  conmutan y t,am- 

poco las lmiables  de grano grueso. Por ejemplo.  cuando  se  usa l a  hipótesis de fases 

aleatoreas  repetidas  de  Van  Kampen) los  operadores  asociados a las \variables de grano 

grueso se l l x e  que  conmut.en. Lo que  implica que los elenlentos 110 diagonales de los 

operadores de grano grueso sean cero cada determinado  tiempo 7 .  Por lo tanto es válido 

pregunt,arse: i,CÓmo construir  una  base  de  variables de grano grueso  para el Helio  super- 

fluido) cul-a  función de onda t.olna  valores  macrosctipicos ?. ;Deben  considerarse  estados 

coherentes  desde  un  inicio?: de acuerdo con lo planreado  por  Cummins en la  ref. [20]. En 

todo caso. la  construcción ;y la dinámica de las 1-ariables tie grano  grueso  para  el  Helio 

superfluido más que abordarse con una  ecuación  del Tipo N o r d l ~ e i m - U e l ~ l i ~ ~ l ~ g - ~ l ~ l e n b e c ~ ,  

o con una del tipo  Gross-Pet,iavskii con fluct'uacioxes.  se debe tratar con una  ecuación 

maestra  cin&ica  cuánt!ica del t2ipo  Gardiner-Zoller. [12j. 

ii.-  Relacionado con ést,e  problema  es el resultado  obtenido  en  las  secciones 2 .1  y 2.2.  

donde  de la no connlutatividad  de los operadores  asociados  a  las  \-ariables  microsccipicas 

>- de las  de grano grucso  conduce a l a  construcción  de m operador  estadístico  de  grallo 

grueso. e a .  (2.30) (2 .32 ) ,  con la presencia  de par:es regulares !- sillgulares. 

Este operador FCC: implica una ecuación de FPG con  efectos no locales debido a la 110 

conmutatil-idad de las varia1:)les 6. Por lo tanto  surge l a  pregunta:  ;,C6mo  sería  la  ecuación 

de FP para el Helio superfluido  construyendola apxt i r   una base  de  variables de  grano 

grueso que conmutan ?. En [8] ha  sido  dada  una  res?uesta  parcial. pero no es  claro como 

deben  particularizar estos resultados  para el Helio en ~ ' 1  contexto de las  obsen-aciones 

hechas en el inciso i. 

de FP de la PC. 



1 i 111 K(a ,  a’, t )  ”+ D(a.  t )  
f < r  

/ a  - a’j < Ro 

(4.2) 

Garantizadas  estas  condiciones se puede  desarrollar l a  matriz K(a ,  a’, t )  ~ en  un  desarrollo 

de Iiramers-Aloya1  en  potencias de las a,,  ecs. (2.68)-(2.71), de  donde  sólo  se-  t,oma el 

t,ermino de orden  cero  Con lo cual  se t,iene la  ecuación  de FP local de la ec. (2.64)! 

ecuacicin local de FP en el cspacio  de  Fourier. 

Por otra  parte,  en las  ecuaciones de FP no  lineales  locales de  las  ecs. (2.84)-(2.55) 
correspondientes a l a  inversa  de  la  transformada  de  Fourier  de  la  ec. (2.64), debe  tenerse 

cuidado  de ser consistentes con el orden  de  aproximación  hasta el segundo  orden  de los 

gradientes de los flujos e n  l a  matriz Dm,, ; lo que  claramente  está  indicado  en las ecs. 

(2.51)-(2.S3). 

De hecho se pucden  tornar  términos  de mayor orden  en el desarrollo  de la matriz 

K(+  a’, f )  . Sin embargo, habría que analizar,  por una lado,  si  las  funciones  de  correlación 
- 

lF:sta aproxilllacióll corresponde a l l n a  aproximaciórl de orden dos en los gratlierltes de las partes 1 1 0  

l ~ r o y c ~ ~ t a d a s  dc los fi11,jos. 
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il-.- En  este  Capítulo se han realizado dos aproximaciones  inlportantes: 



I l.? 



1 1 í i  
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Apéndice A 

Hidrodin&-nica de 10s Dos Flaidus 
con  Efectos  Disipativos  Deducida 
Mediante  Maxent. 

En est,e ,4péiidic.e se reproduce  una  dedución  de la hidrodinámica de los  dos  fluidos 

de  Landau con y Fin dispacibn  mediante el método de l fasent  l. resuliados que fueron 

deducidos  por 3lorozo1- en [SG] y una  generalizacióll de estos para  mezclas  de  4He-3He se 

han  discutido  en ['32). 

En  otras  palabras, en este Apéndice  lxisicamente se emplea  la  relación  fluctuaci6n- 

disispasión de la Teoría de  la respuesta Lineal ( T R L )  de Kubo [GS;. para definir los 

coefic.ient.es de transporte del  Helio superfluido:  coeficientes  necesarios  para  construir la 

hidrodinámica  disipativa del superfluido. 



A.1 Ecuaciones Hidrodinárnicaas para  un  superflui- 
do Ideal. 

tioncle: 

/ ) ( X )  = (?(x)), = ,n#(ul+(x).(x)), (-4.3) 



Para  la  densidad  local  de  írnpet,u, 

1 
2 

j (x)  = (;(x))/ -(,$t(X)$(x) - 1 ; h + ( X ) ' U ( X ) ) /  

donde 1; es  el operador  asociado al írnpetu. 

Para  la \relocidad del  superfluido, 

con.  

la  expresión  qui\-alente 2 la ec. (-4.G) es. 

( A . 5 )  

peratura T < Tx. ,Aquí: o ( ~ )  la  fase  de  la  función d~ onda es tal que puede inrerpreta:se 

est6 definida ~ 1 1  funci6n  de los l-alores  esperados  de los operadores  de  c'arnpo  denotados 





donde la expresión  entre  los  l>ardnt,esis  cuadrados  es l a  rnisma q u c  la de la ec. A.12. 

Por ot.ro lado,  como  rnuestm ~ ~ I O ~ O Z O V  en SI! t r a h j o  [@l. con c! fín de simplificar 

los  cálculos es necesario  realizar u11 cambio  de  sistema de referencia. de 11110 que está en 

reposo a ot,ro que se mueve con m a  velocidad  local [,..(x). Esto se logra a tral-és de la 

transform;tción  canónica  de los operadores de  campo, 

;(x) = ;/(x) 



donde. 



lnQ,  = -Tr { dx,LI(x) O(x)} ! S (A.211 

donde O(x)  se determina  de  la  ec. A.13, con  ello se puede mostrar de  la ec. -4.22 J. de 

las em.  .1.17-A.20 que se cumple l a  hipótesis d.e equ'ilibrio  local para  el superfluido idea!. 

Esta condicibn se expresa como [E%] , 

1 
& / ( X )  = ---SS(X) + p ( x ) S p ( x j  - (¿ . , (X)  - 2 . , I X j ! f 5 j g ( X j .  ': 

.3 (x) 

donde l a  densidad loc.al de entropía es definida  como. 

A. 1 . 2  Operador  Estadístico  de  No-equilibrio. 



u t  i ,K 

(111.31) 



(-4.32) 

,Además, puede verse de esta ecuación y de  las  ecs. X.12-.4.13! que .4,(x! t )  y F,(x. t )  

so11 \-ariables t,ermodil:ámicas conjugadas; es decir. 

(12.33) 

i . -  El proceso al límite.  cuando E 3 O ,  se debe de toln,:r tiespu4s del  limite  ter- 

modinámico  cuando lilll .~;~.,Cf, ; donde el promedio  indicado  por  la ec. A.32 se la  conoce 

co111o un 'cuasi-promedio'. [13]. 

i i .-  En éste cuasi-promedio se considera  que, 
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A.1.3  Ecuaciones  Hidrodinámicas  de los Dos  Fluidos  sin  Disi- 
pación. 

Para  deducir las ecuaciones l l idrodi~~ímicas  es  necesario  promediar  con  definido 

en la ec. A.28. las ecuacióncs de conservación  microscópicas para los operadores  de masa. 

ímpetu,  energía, y de evolución  del  operador de  campo.  Dichas  ecuaciones son 

j(x) = -v . j(x) , 

H(x) = -v ' & X )  1 

(A.39) 

(A.40) 
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,;!\X) = -c ' j(x) 1 

I -1.47) 

1'15 



S ( t ,  O )  = -In. , il(t) ~ 
(A.49) 

. s ( t>O) = JiixB(x) [Q(\x) i- H(x) - i ( X ) / ( X }  - rn(x) j (x)  - j S ( X ) U S  x) . (-430) 
- (  1 

donde Q ( x )  está definido por la ec. -4.24 y se identifica con el \.alar negativo  de la presión 

local. [8G]. 



y: 



Partirnos de! operador  de  entropía  local  dado por la  ec. -4.50 sustituJ.endo en é s e  12.. 

ecs. -\.lG--4.19 para  las  densidades  locales  de  las  \.ariables  rele\-a:ltes J- ia del factor de  

norrxalización  cada  por la ec. X.22. Se obtiene ento11ces el O P C I . A ~ G Y  de ciltropía local e:: 

e! sistema  de  referencia en movimiento, 

donde: 

q x )  2 &,(S)  - L&) 

En este  sistema e n  mo\-iIniento no es  difícil comprobar  que  se cumple l a  ec.  _A..51 con : 

dada por l a  ec. -4.56. 

-.I 

.\hora si = fi’(x) J- de las ecs. A.5S- A.59 t,enenlos  que, 



J dx V7g(X) = o 

es decir. 

Iim g (x )  --t O 
X".+CC 



(A.65)  

ecuación  que  despuei de un  calculo  directo pero engorroso nos conduce fina1rnent.e a que 

el flujo  de energía total  que  aparece  en l a  ec. -4.65 se  define  con  aJ-uda de l a  ec. -4.60 

como i8Gj. 

donde  hemos  empleado la ec. A.57 pero escrita  de la  siguiente manera 

?- el temor  de esfuerzo (T:L.(x))/ de la e t .  A . G O  se escribe  como -SG' . .  

donde U(.) es 1111 tc'nsor unit,nrio  de  segundo orden 



A.2 Ecuaciones Hidrodinámícas con Efectos Dispa- 
tivos. 



disipación. Esta corrección permik  obtencr los cocficientes de transport,e, que se definen 

mediant ,~  las funciones de correlación  de las partes f luc tuantes de los flujos de las  variables 

dinámicas rele\:ant,es. 

Partimos del operador entropía de la ec. A.50. Si e11 éste operador  despreciarnos los 
A 

términos u n ( x ) j ( z )  y j s G , s ( m ) :  tenemos que S se puede re-escribir  como, 

S = ,3{G -X} ( A X )  

con. 

donde los mult,iplic.adores  locales 3 j .x )  !- p ( x )  se sustitu!-en por sus valores de  equilibrio 

3 J - p .  





Ahora  observemos  que en el operador  de  evolución  de  entropía  de  la  ec. i z . I T G :  aparecen 

l as  derivadas  temporales  de /;. H, . j  y 1 ,̂ y de los multiplicadores de Lagrange. Si resclibi- 

nlos  las  derivadas de los  primeros con auxilio de las ecuaciones  hidrodinámiczs  para el 

fuido  ideal  dadas  por las ecs. A.54,A.í1>,4.72 y A.53 respectimment,e. y expresamos las 

deri\:adas  t,emporales de los nlult,iplicadores  en  función  de los gradientes de j ,  J- u, ~ (\ver 

el apéndice  de [SG]. 6 pp. 333 de 115.41) dcqlués de dlgebra engorrosa se olltiene  que [SS!. 

A , .  

(A.81) 

donde  se ha supuesto que el t h l i n o  correspondiente al flujo de entropía  con el nledio 

exterior es cero.  En la ec. +-Z.Sl se h a  definido j,(xi. como. 





(A.91)  

análogarnente  para el lado derecho de  la ec. A.89 se Tiene que. 

(%(x. t ) ) t  = (@(x. t ) ) ,  + i" d t v '  @x). S ( t  - t f ! )  (A.92 j  
"03 

En el caso de la cc ,  -4.90 podemos  escribir dos ecuaciones; U I I A  para el operador de 

campo ,$)(x) dada por. 





Por ot.rn parte. en l a  ec. -4.82 se  observa  de las ecs. A.31- ?1.32. que l a  t,raza del  operador 

j ( x )  con el t.(.rmino integral j,’(x) del  operador ?,(X) tiende a cero cuando E -+ O ,  cs decir 

que el sist,enla  t,iende al equilibrio y por lo t(ant.0 no existe  disipación  cuando el sistema 

llegue  al  equilibrio.  De  aquí  que  podemos realizar l a  siglliente  sustitución: ’ 

ii7nt+oT7.(ij’;I$(x)) 4 T?.(/&,(X)) jA.99) 

Por lo t.anto,  la ec. ,4.95  se  re-escribe  con  ayuda  de  la e a .  -4.98 J- -4.99 como. 

Analogarnente.  de la ecs. -4.31 y A.32  observamos  que la t raza de los  operadores ?(x)  J- 

k j x )  con e1 t h l i n o  integra1 /?’(x) del  operador fit(x) tienden a cem cuando E - O .  De 

esta  manera  en l a  ec. A.83 se tiene  que, 

O 
d t ’ 8 ’ ( & X ) .  S( t  - f ’ .  o I )  = .i, 
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J- por lo t,anto de la ec. A.93 y i1.94 tenemos que, 

(A.109) 

(-4,110) 





F i n a h e n t e  la  ec. -4. 111 se rescribe con auxilio de de la  ec. A.118 como, 

Resumie:!co. 12s ecuaciones de e~.olución .X.S7. .A.cC$ J- .\.S9 co~nplementadas con las  

ecs-. -4.56; .\.101. -4.108 respecti~-amente, J- la ec. -4.119 dan  lugar a las ecuaciones 

hidrodinámicas  de los  dos  fluidos con disipación.  Obserl-ese  que  en los miembros  derechos 

de estas ecuacioxes aparecen  los coeficient.es de  transporte 71 ! c 1 ~  (2 ,  (3 J- C4. definidos 

es~l ic i tamenie  por las ecs. -4.103. -4.105. A.106. .4.107. -4.116 J- ;1..111 respecti\-amente. 

::?dimre las f-mcio!les de correlación \.ía las  relaciones  de  fluctuación-disipació11 de  Kubo 

respecto a uil operador estadístico  de  equilibrio / ; O .  



Apéndice B 

Propiedades  de la Función Delta de 
Grano Grueso. 

Sea G(rcj  cualquier funciór! de grano grueso; si la transformada de. Fourier  de G ( x )  

denorxla  por G k  se m u ! a  para k > ko: entonces la integral de la función 6’ COP, G(.c) 

cumple con l a  propiedad [15G]. 

De  esta  ecuación se obsel-1-a que “’(x) pucde considerarse como una delta de  Dirac normal. 



donde, 

(B.3) 

jB.5) 

(B.6)  



ahora de l a  PC‘. B . l  tenemos. 

B.9) 

(B.12) 

jB.13) 



jB.15) 

7 .  !a C c ~ . l  es u n a  gyzF:-z:::>.ción de la  ec. B.12. 

Finalmente de :F. x .  B . l l  se muestra a partir de l a  ec. 13.12 que  se  cumple la  siguienre 

2ropiedad. 

1 dx (?'(x) VS'(x) = o (B.17 I 



Apéndice C 

Deducción del Operador de 
Evolución de Entropía de l a  
Ecuación (3.42)  . 

C.1 Obtención de las  Ecuaciones para p ,  ( p p ) ,  (3!) 
y IVY* 

Sea un siskma de referencia  que  se  mueve con velocidad L ' ~ ,  en el cual  se  encuentra un 

sist.ema compuesro por Helio superfluido,  caracterizado por el operador /?if de la ec. (3.14); 

es decir estani-os  considerando al sistema  como uno descrito por variables de  grano grueso. 



.Ahora sean los  mult,iplicadores  de  Lagrange  que  aparecen  en  la et.. (3.14):  ?(x) y p(x) 

los correspondient,cs  al  iln-erso  de la temperatura local J. al  potencial  químico  local que 

considerarnos  funciones  de p’(x) y S’(x). Ent,onces: 

donde S’(x). p’tx) son  la  entropía  local J. la  densidad  local  dcl  número de partículas. 

De hecho los símbolos  que  aparezcan de aquí  en  adelante  tienen el mismo significado que 

los del Capítulo 3. 

Para  un superfluido  perfecto  tenemos  que, 

(C.4 



(C.8)  



7 / (X)  = ( H ’ j X ) ) i  

J-(x) = ( j ’ ( X ) j i  

W ( X )  = Un(X) - U S ( X )  

(C.14) 

-\ continuaciónt  desarrollando la variación  indicada en e1 lado  izquierdo  dela ec. C.13 J- 

sustiruJ-endo la ec. C.14; después  de  unos pasos algebraicos  donde se desprecia al Térrino 

joplr/- se obtiene  que. 

(C. IS)  

si = O entonces en esta  ec. C.15 se obtiene  que, 





.\nálogament,e~ a part.ir de las ecs. (2.13-C.15 se obtiene que. 

Fi~lalmenre  sutituyendo  la cc. C.1G en l a  ec. C . l l  se tiene  que 

. -  

y sustituyendo la cc.  C.17 (m  la  ec. C.12 se t,iene que. 

(C.16) 

(C.17) 

(C.18) 

C O I l l O .  



Por lo tiillto. 

a = -or'(x) % Cp(x) 
dt 

(C.25) 
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&(x) = ps(x)(z~s(x) - 7 in (X) )  (C.2G) 

((2.2’7) 

-4 continuación:  t,omanclo el gradient,e de la ec. C.14 J- considerando  una  aproximación 

lineal  en la 1-elocidades.  tenemos  que: 

(C.28) 

Sustituyendo  ahora esta ec. (2.28 en la ec. C.27 J- despuk de un  calculo  algebráico  dirccto, 

se obtiene  la  siguiente  ecuación  para liz.(x), 

(C.29) 

C.2 Deducción de la Ec. (3.42) a partir de la Ec. 
(3.35) 



/5 (x) = -Y  ’ j ( x ) .  
- 1  

^ I  c . 3 1  

‘ I  1 
7 ii 

ils(x) = -[;/’,(x). H1(x ) ]  (C.34) 



-1, continuación. se desarrollan  las  integraciones  parciales  de los siguientes  t,érminos inte- 

zrales contenidos  en  la ec. '2.35: 



o ‘  

- I . I ( x )  = 2 (x) t p(x)6(x) 





- 1  

- 3(x)a/ , (x .  i.) G ' j i ( X )  - 3(& (x) ' 

donde se han def;,::iclo Ias siguientes expresiones: 

(C.43) 



donde la ec. (2.43 es l a  ec. (3 .32)  para  la  evolución  del  operador  de  entropía  en  un ~ m r c o  

de  referencia en nlo\rimiento.  La ec. (2.44 es l a  ecuación  para l a  densidad  del  flujo  de  calor 

de l a  ec. (3.43); l a  e c .  C.45 es el operador de fluctuación de l a  presión de ia ec. (3.4-l-j J. 

la ec. C.46 es el opwador  asociado a la componente  superfluida dado por  la ec. (3,47’,. 

1 so 



Apéndice D 

Deducción  de  los  Flujos no 
Proyectados en un Marco de 
Referencia  Fijo  en  Función  de sus 
Partes no Proyectadas en  un Marco 
de  Referencia  Móvil. 

S(.) = 6(ii - a) 

1s1 

(D.3)  





donde las espresioxes para el flujo de energía  para el trensor de los esfuerzos se ~ Ü X ! ?  

definir como. 

,,(x) = u(x)lj(x) (D.ll) 

donde est,a úliirna ecuación se escribe en analogía de la ec. (A.'70), pero interpretada como 

una ecuación para 1:ariahles de grano grueso. 
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por lo tanto,  las Irelocidades (le las componentes del superfluido en ambos marcos de 

referencia estan relacionados  por la expresiones. 

Por otra  parte,  las relaciones entre las \.ariables  rele\-antes en ambos sistemas estan 

dadas por las ecs. (.A.16)-(A4,19)~ pero interpretadas como ecuaciones  para  1-ariables de 

grano grueso. Entonces  tellelnos que, 

?(x) = $(x1 (D.20 I 



- Tyx) z ¿qx)j l (x)  = (un(.) - us(x));’(x) 

j’(x) E d(x)jY(x) 

(D.23) 

(D.24) 

(D.25)  

(D.26) 

Esencialmente la ec. D.23 nos relaciona los flujos de energía en ambos sist,emas de refer- 

encia. 



(D.2S) 

J.. empleando las ecs. D.20 J. D.26 cn la ec. D.27' esta se rexr ibe como, 

En cuanto a la relacicin entre las corrientes I, en arxbo.; 111arcos de  referencia,  de las 

ecs. (4.13) y (4.25) t,enemos que se cumple  que. 

i , ( X )  = (DX) 

jD.31)  

1 so; 



i ( x )  = (x) 
- 1  

donde en la  deducción  de esta ecuacibn hemos empleado  las ecs. D.7 y D.9. 

Filialmente para  las ecs. D.13 J- D.10 de  la ec. D.30 tenemos que, 

c;y(.c) = &b(:c) (D.31) 

Las ccs. D.32. D.33 y D.3-1- son las ecs. (3.88): (3.89) 1 (3.90) ut,ilizadas en la sección 

3.2.2. 
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Apéndice E 

Deducción  de  los  Términos  de 
Arrastre un y de  Difusión D~~ de la 
Ecuación  de FP Local para el  Helio 
Superfluido. 

donde IT, = (T,,,)cG son los \-alores esperados  de  las  corrientes  asociadas a las lyariables 

reltl\.antes ¿In,. C,,,,, son  las  funcioues de correlacicju  eni:-e las partes  no  proyectadas  de  las 

corrientes j ,  J. ,j7,,. F, son  los  1nultiplic:adores de Lagrange. 

1ss 



(E.5) 



.\hora sust,itu).endo  la  segunda  de las ecs. (3.12) para T ; k ( Z ) ,  y las ecs.  (3.111),  (3.109) y 

(3.113)  para , C ( ~ ~ . , ~ 7 , 1 ) ~  & ( < k . , j q , )  y ,C(Aji: c i s , )  respecti~-amente. en la ec. E.6, además 

de considerar los multiplicadores  de Lagrange FE. FL,> y FJ definidos en las ecs. (4.8) 

obtenernos que. 



(E.12) 

(E.13) 

(E.14) 

(E.15) 



‘&(x,x’) = -V‘kL(Af,. ns,)CI6 ’(x  - x’) 

(E.16) 

Ahora sustituyendo  en l a  ec. E . l l  la ec. (3.103) para L ( j q . j q ) .  se transforma en. 

D E E ( X ,  x/) = -0, T 2 ( X ) K ( X ) b 7 k t  ( 





Apéndice F 

Deducción .de las  Ecuaciones no 
lineales  de  Langevin  en  el  Espacio 
de  Configuración y de Fourier para 
el Helio su.perfluido. 

Sean  los  operadores  microscópicos {Un(~)}mioo = {;(x). H(x). j(x). 7js(~)},,,;no aso- 

ciados  a  las  densidades  de  núnlero  de  part,ículas,  de  energía.  de íirnpetu ?- \-elocidad dt.1 

superfluido, las variables  asociadas a ellas son las mAs relevantes para la clescripció11 C'OI:I- 

plet,a del  Helio  superfluido.  Ahora, a las  1-ariables de  grano  grueso  asociadas a dichos opt=- 

radores  microscópicos las denotaremos ~01110. {a,(xj} = {/?(x).  k(x)..j(x). fis/,x)}. c.u\-os 

\-alores esperados representa~nos como : {un(.)} = {/)(x). E(x).j(xj: cs(x)} respecri-\-a- 

mente.  donde  t,encmos quc c ~ ~ , ( x )  ZE (¿i7,(x))c; aquí ( ) b  indica  la  operación  de pror~t.clio 

tornada respect,o a 11x0 cualquiera  de los siguientes  operadores: rj;. o jqE:  J- l a  func.i;?:I 

de  distribución  asociada a los  valores  esperados de dichas  1-ariables  de  grallo g r u t . ~  ;;.S 

denotaremos  como , f ( p ( , ~ ' ' ~ ,  H(x). j (x ) .  cs(x). t). 
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F.1 Construcción  de  la  Ecuación  de FP no lineal  en 
el  Espacio  de  Fourier para el  Helio  Superfluido. 

Dada la ecuación  de FP ell el espacio  de  configuración  para el Helio  Superfluido,  deter- 

mirlarernos la  ecuación  de FP para el  Helio superfluido  pero  en  espacio  de  Fourier. De 

acuerdo  con la ec. (2.85) que es la  forma  general  de  una  ecuación  de FP en el espacio  de 

Fourier ( de  la  cual  la  ec. (1.29) cs el caso  particular de una  ecuación  de FP para 1111 fluido 

simple).  t.enemos clue para el Helio superfluido podelnos escribir  la  siguiente  ecuación: 

.\hora de  acuerdo con nuestra  not,ación  tenemos  que. 

-1 continuación de acuerdo  con  la  selección de x-ariables rele\-antes  para  la  descripción  del 

Helio superfluido.  esta  ec. F.2 se particulariza como. 



jF.6') 



donde para det,erminar las A,,,/; primero se definen las t.ransformadas de Fourier de las 

funciones [,(x) y de G7,(x) que  aparecen en las ecs.(3.132)-(3.124) repect,i\-ament,e. 
- 

Co~lcret,ament,e,  definiendo las tfransforrnadas (le Fourier  de los tkrminos fluct,uantes 

<T.(x. t )  en analogía de las ecs. F.4-F.5  tenemos  que. 

(F.13) 

-4 continuación para las varianzas de las funciones ,‘,;(x. f j tenemos las siguier1t)es rela- 

c.iones obtenidas a partir  de las ecs. F.13. 

(F.151 



(F.17) 

Ahora: las transforzladas de Fourier de las variamas de los términos fluckuantes dadas 

por las ecs. (3.129,)-(3.134) se escriben de acuerdo con las ccs. F.12-F.17 como: 



(F.19) 

(F.25) 

(F.2G) 



(F.30j 

Determinadas  las -Irrl,,,,/ e11 el espacio de  Fourier,  procederemos a calcular  las A\Jmm, 

para el caso  del He50 superfluido.  Recordemos  que las Alnlm( aparecen en la  definicijll  de 

las funciones D7,,,, tie las e a .  F.11: donde las funciones D,,,, precisamente  se  emplean  en 

la construcción de l a  ec.uaci6n de FP en el espacio tie Fourier  para el Helio superfluido. 

(F.32) 



(F.33) 

donde c s 0 ( x )  es  una c:omponent,e de  la  \docidad dkl superfluido. 

La transformada  de  Fourier  de  cada uno de los términos que aparecen en la ec. F.32 

se escriben  en analogía de las ecs. F.4-F.5 como. 

(F.35) 

(F.36) 



(F.40) 



Sust,ituyendo en est,a ecuación l a  ec. F.36 t,enenlos que 3 ,  

por lo tanto. 

(F.43) 

(F.45) 



donde. 

jF.50) 

(F.51) 

(F.52) 



. 

(F.53) 

(F.54) 

(F.55) 

(F.57) 



(F.6’) 
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(F.65) 

donde  reit,eramos  que  las D7,, que no aparecen es debido a que sus correspondient'es A,,,, 

son cero. 

Finalmente, la ecuaci6n  de FP local  para el Helio superfluido  en el espacio  de  Fourier. 

se escribe sust,it,uJ.cndo  en l a  ec. F.l,  las  ecs. F.3. F.6. F.i. F.10 y las ecs. F.59-F.65 con 

lo que obt,ellemos: 



F.2 Determinacih  de  l a s  Funciones  Locales Gr,,(:x) 
en Función de l o s  Coeficientes  de  Transporte 
Loca les  del Helio Superfluido. 

(F.67) 

donde se ha. definido. 



(F.70) 

Cabe  hacer  notar  que en 1:l deducción de  las ecs. F.G9 J. F.70. las  fu~nciones S,(:r, t )  

se han  podido  introducir  dentro  de el prom,edio ( >CG debido a que dicha  operación  de 

promedio  se  calcula  respecto  al  operador /;CC = f i c c ( { á n } )  el cu.al es  ma f h c i o n a l  de las 

variables  relevantes { t i , } ,  pero no lo es explicitamenf~e de las  variables x y t .  En otras 

palabras,  al depen,der GT1(n., t )  en  la.s variables x y t .  n o  se ve n:f'ectado por la. operación  de 

promedio  realizada con el operador /;CG({&})> por &a razón se  yueden introd.uc.11. o sacar 

fuera  del  promedio, sin afectar las propiedades estadísticas de los terrninos  fluctuantes <,,. 
/¿?¿I). Est,a propiedad  será  utilizada m,is adelante para determinar  las Gn(x, t )  en  función 

de los coeficient,es  (le  transport'e  local. 

- 

Por ot,ra parte,  cabe  aclarar  que el producto (Gn r Gn7) o (Sm * G,) de  las  ecs. F.41- 

F.42 no  tiene  sentido  como u11 producto  simple.  sino (~01110 u11 producto yl1e surge del 

acoplarnient,o  de dos efectos  dist,int,os pero que se manifiestan de l a  misma  forma,  conlo 

resultado de 1111 efecto  cruzado.  Por ejemplo: un  gradiente de 1-elocidades se rnanifiesta 

1-ía el coeficiente de transport,e <.I: pero u11 gradiente en el flujo del superfluido  puede 

nxmifest,arse t a m b i h  \-ía éstre  mismo  coeficiente de T-iscosidad. C~ncre t~amente .  (4 es el 

resultado de la  correlacibn de el flujo del superfluido  con l a  presión , (\ver ec F.87. o 

\-iscel-ersa vía T-er cc F.81)) es claro que en  la  presencia  de un  gradiente del flujo de la 

componentje  superfluida se \ver6 ulterada  dicha  función de correlacidn.  pero  tambiCn  puede 

J-erse alterada la  presión si existe  un  gradiente  en l a  con1pollente de l a  \doc idad  normal. 

Por lo tant'o l a  x-iscocidad  \.olumCtrica (4 = (1 pucde surgir por efectos físicos diferentes. 

Resumiendo.los  t4rminos S,,, 1. GT? de las f~~nciones  G,, * Gin) 110 existen  desacoplados de 

manera  independientc. sólo t i m e  sentido físico lla?l!ar dc ciicllas funciones a tra\+s de los 

coeficient,es de transport e o de las  funciones dc c,o:relación. 
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A4110ra de  la condicicin F.i1 igualando  la  ecs. F.73 F.74 t’érmino a tkrmino, t,enemos que 

se cumplen las siguientes  igualdades : 

donde hemos usado la ec. (3.103). Por lo tanto. te1:emos que la función  local asociada al 

flujo aleatorio  de  calor se define como, 

que es la  ec. (3.135) 



qut ?S l¿\ ec.  ( : 3  130; ' .  

En cuanto a 12.5 funciones dtl c:orrelaciÓn del  superfluido  t,erlemos  que para la función 

de autocorrelación ciel flujo aleaforio  asociado al superfluido, la ec. F.71 se  expresa  como, 

(F.81) 
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(F.83) 

que es al ec. (3.139) 

Con  respecto a la funcicin de  correlación del flujo de ímpetu con el flujo del superfluido 

se t ime  que l a  ec. F.71 se expresa ~'01110, 

ahora. srrstit,uJ-endo  en el !ado izquierdo  de  esta  ec. F.E4 la  definición para el flujo TI5.t.r) 
dada por la PC. (3.123): J- en el lado derecho l a  ec.  (3.113) obtenemos que la PC. F.84 se 

rescrihe ~01110 .  

2 14 



(F.39) 

ecuación  que corresponde a l a  ec. (3,140) 

Resumiendo. con estos  rcsulÍados de las ecs. F.76, F.78,  F.80,  F.86 y F.S9: se jx1st.i- 

fican las ecs. (3.135)-(3.140) del capit,ulo 3, ecuaciones en las  cuales  se ha mostrado la 

dependencia de las fmciones locales G,(x:j en €unción de  los coeficie~lt~cs de t,ransporte 

lo cal. 



F.3 Construcción  de l as  Ecuaciones  de Langevin en 
el Espacio  de  Fourier para el Helio  Superfluido. 

Las  ecuaciones de Lange\,in  en el espacio de  Fourier  para el  Helio superfluido,  pueden 

ser  det,erminadas de las  funciones 7i ,k ( f )  y AI,k3,/k/(f)  que  definen  la  ecuación  de FP en 

dicho  espacio dada  por la ec. F.GG. En efect,o, las ecuaciones de no  lineales de  Lange\-in 

en el espacio de Fourier de acuerdo col1 l a  ec. (1.15) se  escriben como, 

donde se tiene  que, 

(F.90) 

(F.91) 

(F.9’) 
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(F. 93) 

(F.95) 

donde el crit,erio cici construcción de estas ecuaciones es considerar  solo  las  funciones 

- l f7 ,k ,nkt  cuyas  funciones  de  correlación Dm,,,, no sea cero, por analogía con las ecuaciones 

de  Langevin  en el espacio de Fourier para un fluido  simple,  dadas por las ecs. 3.3 de la 

referencia [SS]. Po!- ilirirno se observa  que  las ecs. F.93-F.96 son no lineales debido a el 

carAter mu1tiplicari~:o cle los tkrminos :\[rrrk,nk’:rrk . 
- 

F.4 Construcción  de  las  Ecuaciones  de  Langevin  en 
el  Espacio  de  Configuración para el  Helio Su- 
perfluido. 
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(F.99) 

(F.100) 

-\hora. si torna~nos en cuenta la definici6n de la transformada  de  Fourier, 

(F.101 

(F.102 



(F.104) 

donde adeIn6.s se han  e~nplcado las definiciones cle los flujos aleatorios .I,"(.) dadas por las 

ecs. (3.122)-(3.124). J- las  funciones un,(z, t )  estan dadas por las ecs. E.2-E.9 del Apéndice 
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Apéndice G 

Lista de Símbolos. 

-4 continuación se presenta en orden  alfabét,ico los distintos  símbolos  empleados  en esta 

tesis.  junto con una  lxe\-e  explicación  de  su  significado y dominio de aplicación. 

{“I, (1 j}micro. variable  dinámica  microscópica. 

{“l,(~)},,,,,. operador  asociado a una Tyariable dinimica .4, (en el Apéndice -4 se omite 

el subíndice). 

{ -i,ik}m,mo. operador en el espacio  de  Fourier.  dominio:  microscópico. 

a amplitud  de  la  función de onda del  superfluido c . .  

{ 2 1 n ( . ~ ) } m i c r o .  operador  asociado a u n a  T.ariable dinámica a,. ( por  comodidad  se  omite el 

‘.;ubíndic,e ?wicro en el .lpél?dice A).  

{ h n  jTRICTO = operador  en el espacio  de  Fourier.  dominio: microsccipico. 

5 = {úl. _ . . .  il ,; j,7,jc7.0. c o ~ ~ j u n t o   d e  operadores 

“ I 7 < .  operador  asociado a ~ l n a  variable  dinámica -4,;. 



B. not ación  emplearla para represent’ar un operador en general 

6’: operador  asocido a el operador  de la Ye1oc:idad del superfluido en un marco de 

referencia  en rnol.imie:lto. 

?JDm,n(.r. S’, f ) .  térniillo de difnsió:l asociado n la de correlación de los flujos en el espacio 

de configuración 

&(& - a>; llipercclda  en el espacio  fase en la cual los operadores 5 tienen acceso a los 

valores nunlericos  a. 
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E(:uj: \.alar esperado  del  operador  de l a  local  densidad  energía H ( z ) ,  en  caso  de  no  mostrar 

ex;Dlicitanlent,e la dependencia  en 2 pierde  su  caráct,er  local. 

Fn(xj: expresión  general  para  denot,ar  a  cualquiera  de  los  mult,iplicadores  de  Lagrange. 

f ( x .  t j, función  de  distribución  de  probabilidad  en el espacio  de  configuración 

f(a. tj: operador  asociado a la función de  distribución  de  probabilidad  en el espacio de 

Fourier.  dependiente  de las variables a I lk .  

G ' (a ) .  mult,iplicador  de  Lagrange  asociado  con pcc 

G,, (x). función  local  empleada en la definición de los  flujos aleatorios  locales J f (  x. t )  para 

el caso de un fluido  simple. 

Gm (x). función  local  empleada  en la definición de los  flujos  aleatorios  locales J,"(x. t )  para 

el caso del  superfluido . 

r. espacio  fase. 

H. operador  asociado al €Ialnilt,oniano  tot,al  del  sistema en un marco  de  referencia fijo. 

.H. operador  asociado al Hmzilt~oniano  total  del  sistema  que  se  encuentra  en 1111 estado be 

cuasi equili1)rio bSc.  

H ( x ) .  operador  asociado a la deusidad local de  energía del sistema en un  rnarco tie refer- 

encia fijo. 



1 (x). operador asociado a el í m p t t u  local en u n  mnr'co de referencia fijo. 

](x). 1-alor espcrado del operador asociado n el írnpetu local en un marco cie referencia 

fijo. 

J , :  multiplicador  de Lagrange) asociado a. In componente del fujo  del  superfluido  en un 



f , n , . ~ ~ ,  .I:. J:). función  de  crorrelaci~n  de los flujos  aleat,orios en el espacio de  configuración 

para las partes no  proyectadas de los flujos j , , (x.  t )  en un  marco  de  referencia fijo. 

-\!An. rransformadci dc Fouricr clc la  función  local V . (Gm,(x) * Gn,(x:>). 

transformada  de Fourier de l a  función  local V . ( u ( z ) G f n , ( x ) ) .  

,D. potencial químico. 

p ( s ) .  potencial químico local. en un marco de  referencia  en  movimiento. 

F ( . T ) .  potencial  químico  local.  en 1111 rnarco  de  referencia fijo. 

n(s) = -p(x), función  local asocincla con la presión  local p(x). 

P. operador de pro~-ección. 
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p: \valor esperado  del  operador f ;  en  un  marco  de  referencia  fijo. 

p'. valor  esperado  del  operador I;' en un marco de referencia  mÓ\-il. 

bo: operador  est,adíst.ico de equilibrio. 

I;qel operador  est,adíst,ico  de  cuasi  equilibrio  local o de referencia. 

I;e = I;l + A/?', operador  estadíst,ico de no equilibrio  en  un  marco  de  referencia  fijo,  donde 

f ; i  es un  operador est.adíst.ico de  equilibrio  local y Ab' es  su  parte  disipativa . 

f ; i i :  operador  est,adístico  de  equilibrio  local  en un marco  de  referencia  en  mo\-inliento. 

, .  

p ~ p  = p c ~  + A p .  funcicin de dist.ribución  para  1-ariables de grano grueso  para el caso 

clásico:  donde p c ~  es  su  parte  proyectada y A p  su  parte  disipativa. 

j7pp = /icC+Af;, operador  estadíst,ico  de no equilibrio  (función de Wigner). que  contempla 

efectos  de  memoria:  donde ?,cc: es su part,c  proyectada que tanlbikn es una  función  de 

II-igner junto con la parte disipat,iva o no  pro?-ectada If;. 

f j pP  = I;?, + I;¡, operador  estadíst.ico  de  no  equilibrio  (función  de  U'igner)  con  cardctcr 

local  (sin  memoria)  en 1111 marco de referencia  fijo.  donde /;? es su parte  proJ-ectada /3i 

es su part,e  dispafi\-a . 

/;p. partJe  pro-\-ectada de en 1111 sistema  de  referencia mOl-il. sin  efectos de memoria 

P P .  parte  disipativa  del operrtdor estadístico bpp en un sistema  de  referencia  mól-il. sin 

efectos de memoria. 

S; t j .  operador  asociado a l a  clltropía en 1111 marco de referencia  fijo. 



O 

- T(x):  cornpone~ltc sill traza dcl I d o r  esperado del  operador asociado al t,erlsor de  los 

esfuerzos, en un n1arc.o tie referencia fijo. 
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u. tensor  unit,ario de seg1111do orden. 

7/(a: a')) t,érmino  asociado con la compo11ent,e regular O'v(a. a') de la  función v (a: a') 

un2(x l  t ) ,  t,érmino de arra:;tre en el espacio de configuraci6n. de ia  ecuación  de FP. 

u n , ( f )  = u,k( t ) .  tér~nino de arra~t~1-e en el espacio de Fourier.  de  la  ecuación  de FP . 

G $ ( . T ) .  operador asociado a l a  -\-elocidad  del  superfluido l., en u 1 1  marco de  referencia fijo . 

C;(I-): operador asociado a la--\.eloc:idad del sup&fluido en un marco de  referencia mÓ-\-il. 

\:(a. t ) ,  -\-elocidad  generalizada  asociada a las  \-ariables a. 

\.!a. a': t ) :  -\-elocidad  generalizada 110 local  asociada a1 conjunto  de  variables a y a' 

(\.(a. a', t ) .  partc rcgular de la  -\-docidad  ge~leralizada 110 local  asociada al conjunto dc 

Tmiables a J- a'. 



X(a)! fuerza  generalizada l a  cual es la component,e no proyect,ada de J (a) 

r: m a  componente del espacio de configuración. 

- 
(,(x, t j ,  término fluctuant'e usado en la definición  del flujo aleatorio J,i"(x, t ) ,  definidos 

ambos en el espacio de configuración. 

- 
<,k(t) ,  t.6rmino  flucruante usado en la definicih del flujo  aleatorio .if, definidos  ambos 

términos en el espacio de Fourier. 

2, = Z n t k ;  gradiente de la pa,rt,e no proyectada  flujo Imk, parte no proyect,ada dada por 

ci(z) i=1,2,3,3, segundos de los coeficientes de  viscosidad  local del superfluido: sino aparece 

la dependencia en S :  el coefieciente pierde su car,ict,er local. 
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