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RESUMEN

En esta tesis se presenta un modelo microscopico para la hidrodindmica fluctuante del
Helio superfluido (*He), modelo desairollado mediante el método de Méxima Entropia
(Maxent).

En el Capitulo 1, se plantea la necesidad de desarrollar un modelo microscépico para la
hidrodindmica fluctuante del Helio superfluido, a partir de presentar un breve panorama
de las teorfas y experimentos desarrollados para explicar el comportamiento del Helio
superfluido. Por otra parte, se presenta el método heuristico de Morozov para la cons-
truccién de la hidrodindmica fluctuante no lineal para un fluido simple. Método que
serd generalizado para la construccidén de la hidrodindmica fluctuante no lineal del Helio
superfluido. Ademads de presentar un breve resumen del contenido de la tesis.

En el Capitulo 2, se reproduce la construccién de una ecuacion de Fokker-Planck Geune-
ralizada, (FPG), para una funcién de distribucién asociada a las variables de grano grueso.
Funcién definida con auxilio de un operador estadistico ppp que es evaluado como una
funcién de Wigner a través de la funcién pee obtenida via Maxent. Posteriormente esta
ecuacién de FPG se reduce a una ecuacién de FP local no lineal al considerar un proceso
lento y Markoviano en las variables de grano grueso. En dicha ecuacién en aparece una
matriz D,,,(a) definida con un operador estadistico de no equilibrio de grano grueso pc¢.
matriz cuyos elementos se emplean en la construccion las ecuaciones de la hidrodindmica
fluctuante no lineal del Helio superfluido.

En el Capitulo 3. se evaluan los multiplicadores de Lagrange que determinan a pcg
mediante el operador p; con la hipétesis de que el sistema presenta fluctuaciones pequenas.
También se determinan las corrientes asociadas a las variables de grano grueso v ademas
se evaluan los elementos de la matriz D,,, pero con el auxilio del operador estadistico
de cuasi-equilibrio p, en lugar del operador p;. Elementos de matriz que conducen a
los coeficientes de transporte locales del Helio superfluido. mediante una generalizacion
de la relacién fluctuacion-disipacién de Green-Kubo. en analogia con los resultados del
Apéndice A.

Especificados los multiplicadores de Lagrange. las corrientes v los coeficientes de trans-
porte locales, se determina una ecuacion de FP local no lineal para el Helio superfluido en
el espacio de Fourier. A partir de la cual se construyven sus ecuaciones del tipo Langevin
no lineales asociadas en dicho espacio, donde las fuerzas aleatorias que aparecen son de
tipo multiplicativo. Fuerzas que se expresan como del producto de variables aleatorias
(Gausianas v variables locales de manera tal que las varianzas de las variables aleatorias
son independientes de las variables locales. Finalmente, aplicando la rransformada inversa
de Fourier a las ecuaciones no lineales del tipo Langevin en el espacio de Fourier. se con-
struven las ecuaciones de la hidrodindmica fluctuante no lineal para el Helio superfluido
en el espacio de configuracién '

Por ultimo, en el Capitulo 4. se presenta una discusién de los resultados v las conclusiones
de esta tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Planteamiento del Problema.

El descubrimiento de la propiedad del Helio de fuir sin resistencia, superfluidez. dié
inicio a numerosas investigaciones tanto tedricas como experimentales con el proposito
de tratar de dilucidar los origenes, conexiones v consecuencias de dicha propiedad. De
hecho. sin temor a equivocarnos, ésta v el fendmeno afin de la superconductividad son
unos de los comportamientos mas interesantes v fascinantes que puede uno encontrar en

la naturaleza. siendo de 10 menos interés, las teorias propuestas para explicarlos.

En particular, en el caso de la superfluidez, tenemos entre otras las siguientes teorias:

La teoria fenomenoldgica de los dos fluidos de Landau . [66, 72, 74].

- La reorfa fenomenoldgica para la hidrodindmica fluctuante de el Helio superfluido. [63].

La teorfa microscépica de Bogoliubov para el Helio superfluido, [12].

La fundamentacion microscopica para la hidrodindamica de los dos fluidos, deducida con

1

auxiliy de la funcion de Wigner, [96].

- La teoria heuristica que generaliza la hidrodindmica de los dos fluidos de Landau, [5, 103].



- Las teorias microsocépicas para la hidrodindmica del Helio superfluido, fundamentadas

en técnicas de la teorfa del campo : segunda cuantizacién y funciones de Green, [11, 56.

67. 124, 125, 126, 127, 128] .

- Teorlas basadas en métodos variacionales como las de Fevman-Cohen,[17, 26, 27. 28, 29",

de Geurst [36] y la de Hohenberg y Martin [56].

- La teoria fenomenolédgica para la cuantizacién de los vértices de Onsager-Feyman, [29.

103;.
- Teor{as para explicar la transicion de fase A en el Helio liquido. {27, 43, 44].
- Las teorfas sobre el deslizamiento de la fase de Anderson [2. 3.

- Las diversas teorias sobre el espectro de excitacién en un gas de Bose v Helio superfluido.
Por ejemplo la teoria fenomenoldgica de Landau [66). las basadas en métodos variacionales
[17. 30, 56]; en teorfa del campo [11, 90, 91], en potenciales de polarizacién [79. 93. 100 .

v las basadas en el formalismo dieléctrico [45, 51, 52, 53], etc.

- Las teorias para explicar la condensacion de Bose Einstein v la ruptura de la simétria

de la norma, [97, 151].

- La teoria para el gas imperfecto de Bose, basada en la técnica de seudopotenciales

(esferas duras), [58].

-Las teorfas sobre la hidrodindmica turbulenta para el Helio superfluido. que tratan =

explicar la fuerza de friccién mutua, [54, 123, 142. 144].

- La reorfa para la hidrodindmica molecular para el Helio superfinido. {124, 125. 126. 127.

1
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- Las teorfas para explicar la dispersién de luz en el Helio superfluido. [9. 31].

- Las teorfas microscépicas deducidas mediante el método de Mdxima Entropia para ia

hidrodindmica del Helio superfluido, [86] y mezclas de He®-He*. '92].

- Las teorfas hidrodindmicas fluctuantes para los vértices cuanrizados. [59. 76

g



- La reoria para explicar como se inicia de la superfluidez, [111], etc,

Desatorrunadamente casi la totalidad de estas reorias se caracterizan por ser obscuras v
compiejas. Esta situacién no perniite entender de manera directa las consecuencias de las
suposiciones fisicas en las cuales se basan dichos modelos, haciendo dificil establecer la

conexlon entre la diversas teorias.

Por orro lado. existe un amplio cumulo de informacién experimental generada por las

no menos sorprendentes técnicas de laboratorio, entre las que podemos mencionar:

- Los experimentos de medicidén de viscosidad [103. 147].

/

- Los de medicién de segundo sonido, [55, 93, 99, 103, 147].

- Las mediciones de la capacidad calorifica [64].
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- Los de medicién de la cuantizacién de la circulacién, [6, 7, 95, 105, 106, 129, 145, 153].

- Los de medicién del factor de estructura mediante dispersion de neutrones [19. 118. 120,

148, 149. 150].

- Los dispersién de luz [49. 50, 89, 139, 140. 94]

=

- Los de rotacién del Helio superfluido [4, 55].
- Los de medicidn de la velocidad critica del He [98. 122].

- Los medicién de turbulencia en Helio superfluido [18, 122, 123, 141. 142, 144}, etc.

Ademas hay que mencionar los resultados que se han obtenido mediante la simulacién
numérica de las ecuaciones plantedas por las diversas teorfas antes mencionadas {14, 16,

62, 101. 102, 113, 114, 115, 116].

Dados estos antecedentes puede uno preguntarse si ¢s posible construir una teorfa mi-
croscopica ( ‘de primeros principios ') que sea capaz de describir el espectro de excitacion,
la dindmica mesoscopica de los vértices cuantizados, el comportamiento macroscépico de
la hidrodindmica de los dos fluides y el comportamiento turbulento del Helio superflu-
ido. Teoria que por ser muy amplia, compartimos la opinion de que esta ain lejos de ser

construida, [104].



Sin embargo, el método de Méxima Entropia (Maxent) ha mostrado ser una her-
ramienta formalmente muv poderosa para modelar el comportamiento de sistemas tanto
en equilibrio como fuera de éste (23, 24, 60, 61, 154, 157, 158, 159, 160]. En particular
es deseable utilizarla para abrir una brecha en el ‘estudio unificado’ del Helio superfluido
en los tres niveles de descripcién a que podemos aspirar: micro. meso v macroscépico, en

analogia de los resultados obtenidos para sistemas clédsicos.

Reiterando, el construir una hidrodindmica turbulenta para el Helio superfluido de
primeros principios estd aun lejos. No obstanﬁe. pensamos que el obtener un modelo
microscépico para la hidrodindmica fluctuante es un primer paso para la contruccién de
dicha hidrodindmica, como ya lo han mostrado para sistemas cldsicos varios trabajos
[157. 158, 160]. De aqui que el objetivo de esta tesis sea deducit un modclo microscopico
para la hidrodindmica fluctuante no lineal del Helio superfluido mediante el método de
Mazent . Este modelo es la contribucidén novedosa de este trabajo, que se desarrolla en

analogia a los resultados de Zubarev et al [88, 156] v en los cuales se obtiene, via Maxent,

una teoria para la hidrodindmica fluctuante no lineal para un fluido clasico simple.

1.2 Metodologia de la Tesis.

Concretamente el método que se empleara en la construccién de la hidrodindamica
fluctuante no lineal para el Helio superfluido es de carédcter heuristico. v consiste de los

sigulentes pasos para el caso del fluido simple, [38]:

i).- Sea un fluido simple. dadas sus ecuaciones no lineales para la hidrodinamica fluc-
tuante se asume que dichas ecuaciones pueden escribirse de la siguiente manera | ver ecs.

12.63) de la seccién 22 en la ref. [154] o el Capitulo II de la ref. 121]].
m(x) =upm(a,x) = > T Eg(l‘) Ol (1.1

para {am(x)} = {H(z).j(x)}, donde a,(z) es la derivada temporal del valor esperado de
la variable relevante a,,(x). u,;,(a,x) es una funcional de las variables a,,{x} que denom-

inaremos “término de arrastre’ v tiene la misma estrucrura que la de la ec. 2.89: ¢ 1)



es una funcion. siendo igual a »{r) para a,, = H(z) e igual a la unidad para a,, = jir).

Finalmente Jf}l(‘v‘) son los fiujos fluctuantes o aleatorios que en el caso méas general son
magnirudes rensoriales de segundo orden !, aunque pueden ser de cardcter vecrorial o

escalar. Concretamenre para 1, {(r} se tiene que.

2

" (X a)= -\ (]m(x) - zrn,rl(X) : VFH(X: a)> s l12)

Debe observarse en la ec. 1.1 que uy,,, de acuerdo con la ec. 1.2, involucra a las partes
sistemaricas (conveciiva v disipativa) de las componentes no proyectadas de las corrientes
Im(x:. via la funcion de correlacidn [fm,,,(x) , (funciones de correlacién que son abordadas
en la seccion 3.3 del Capitulo 3). Ademas en la ec. 1.1 las no linearidades estan implicitas
en las divergencias de dichas funciones de correlacién que aparecen en los términos de

arrasire definidos en la ec. 1.2 v en las divergencias de los términos aleatorios J& - ¢, ().

Para el caso de a,,(r1 = H{x) se tiene que,
m \ b

v, para el caso del impetu se tiene que,

dj(x) IR )
T—"aa(x) V- J(x) (1.4)

i)~ A continuacion, se considera que todos los flujos aleatorios JR(x) son de tipo
multiplicativo. que resultan del producto de una funcién G ,(x) por un término aleatorio

Sa{x). Es decir, supone que el flujo de calor se escribe como,

IDe aqui en adelante adoptaremnos la siguiente convencidu: las funciones que aparezcan en negritas y
subravados o con doble subindice indica que se trata de tensores de segundo orden.



v para el tensor aleatorio de los esfuerzos se tiene que,

IR (x) = G1(x)€ (x,) + Ga(x)E(z, 1) U(z) (1.6)

donde £'(x, t) es de cardcter tensorial , {,(x, t), de cardcter vectorial v £2(z, t) son escalares.
Ademads los términos &,(x) se suponen son Gaussianos v las funciones G, (x) quedan por
el momento indeterminadas. Concretamente, si {p(x.1)} = {{,(x,1), &/ (x.1), &(x. 1)}

entonces,

(Sx. 1)) = (0. (z,1)) = 0. Va =2.y.z (1.7)
(£(x.1)) = (€ap(2.1)) =0.Va. 3 =z.y.2 (1.8)
Saslv ) = Eglat) +&(at] . va. I =a.y.z (1.9
(Eo(x, 1)) = 0. (1.10)

donde, £/ .(x.1) es un tensor fluctuante sin traza . 5;0(\1'. t) es un vector v o(x.t) es una

magnitud escalar.

Ademas las varianzas de las {£,(x)} deben cumplir con las siguientes propiedades .
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donde Ga 3uv = 0iim = Simlir — %(,",A.(*,,jm,
(Elx.t 1 Splx 1)) = (& (x. 1), £(x, 10)) = O (1.13)
(Shalon i) Salaata)y = {So(w 1), S gz 1)) = 0. Vo, 3=ux,y, 2
(Caalri ). Solea 1) = (Slo 1), Egaleata)) = 0, Vo, =2,y z (1.14)

Cabe aclarar que esta forma de construir los flujos aleatorios difiere de la aproximacién
fenomenoldgica de Landau-Lifshitz. [74], en los siguientes dos puntos. Primero, que se
estan suponiendo multiplicativos los flujos aleatorios, ver ecs. 1.5-1.6, v segundo. en
la definicion de los Lﬂip) aparecen las funciones locales Gp(z), lo que conduce a que
las funciones de correlacién de dichos flujos se definan en funcién de los coeficientes de
transporte locales como se vera en la seccion F.2 del apéndice F. En otras palabras, en
la teoria de Landau-Lifshitz ni los flujos fluctuantes son multiplicativos | ni se obtienen

coeficientes de transporte locales.

iii).- Se toman las transformadas de Fourier de cada uno de los términos de las ecs.
1.1-1.2. Por lo tanto, esta ecuacién no lineal del tipo Langevin se expresa en el espacio

. 2
de Fourier como -,

2Esta ecuacion estocdstica es 1o lineal debido a que su término fluctuante es de tipo multiplicativo
[109].

=1



an(t) = un(t) + Z A[mm’@)gﬂ(ﬂ (1.15)

m,n

con,

an(t) = ank(t) = / dx e*ik'xan(x.t), k < kg (1.16)
1 ik.x -
an(x,z‘)zv Z e®*¥ a1 (1) ’ (1.17)

k<k0

- donde kg es una numero de onda de corte que garantiza que se estd estudiando el com-
portamiento hidrodindmico del sistema. Adem4ds. las transformadas de Fourier de los

términos fluctuantes &, se expresan como,

Enlt) = Eult) =/dxe‘fk"‘§n<x.z‘). k < ko (1.13)
¢ 1 ikx ¢
fn(X,f) - ‘—/: Z € snk(\f) (119)
k<k0

Por lo tanto. de las ecs. 1.16-1.19 se tiene que.

J\fjak,iaﬂp = —ii&‘(lil/'_léaﬂGivk_p. i=1.2:a. 3 =2y = (1.20

MEakiagp = ——7',]\701/‘1505(1:5 Gilkep. 1=120.3=2x2.y.z (1.21)



o =1 . a. - X N A
J‘[Eok.qa gp = —INa) DaﬁGk—p: r=12iad=ay 2 (1.22)

donde Gy & v 113G son las rransformadas de Fourier de los términos G(a). Gi(zr)
v3Gi(a) que aparecen en la definicidn de los flujos aleatorios J/(z) para un fluido simple

de las ecs. 1.3-1.4 v 1.5-1.6. {ver deralles en la referencia [88]).

Finalmente. las rransformadas de Fourler de las varianzas de los términos aletorios Sm(x. 1)

J

para un fluido simple se escriben como.

\/Smk("‘ ‘~5np(f‘3)> - "\‘mk.np é(fl - f‘l) (123)
donde.
‘\1ﬂ~'3k-1/ilfp =V gaﬁxwék—p (1.24)
~\2c13k.2;¢up =V 611;96“1/6}(_13 : (125}
?\qak,q;’)’p =V éaﬂ ék—~p (126)
con,
fxop = /(ix o Hk—p)x (1.27)



v 1as gapuu, O tienen el mismo significado que en las ecs. 1.11-1.14. Los detalles de la

deduccidn de éstas ecs. 1.23-1.27. pueden consultarse en la ref. [88].
) I

iv).- Si f(a(t)) = f({a.x(t)}), es la funcién de distribucién asociada a las variables
ank(t) que caracterizan al fluido simple. Variables que aparecen en la ecuacién del tipo
Langevin de la ec. 1.15 y considerando dicha ecuacién en el sentido de Stratonovich.
[88. 109}, Morozov obtiene una ecuacién de no lineal de FP en el espacio de Fourier dada

por la siguiente expresion,

df(a,t) 0 9 ) A
J - m - A[m”l' — A mn’ \Amm’ a,t) =10, 2%)
ot ;1 da <1/ (a) (a) Ja. [ (@) flat) =0, (1

La ecuacion de FP se denomina no lineal cuando el término de ‘arrastre’ es diferente
de una constante, es decir es una funcién de la variable de interés, situacién que ocurre
en la ec. 1.28 puesto que M, es funcion de las a. Formalmente dicha ecuacién de no
lineal de FP se corresponde a una ecuacién no lineal de Langevin. aunque desde el punto
de vista fisico esta correspondencia es motivo de dos interpretaciones fisicas: la de Iro v
la de Stratonovich, interpretaciones que son el motivo de polémica de acuerdo con la linea

de pensamiento de Van Kampen [134, 136].

Ahora. si las ecuaciones no lineales del tipo Langevin de la ec. 1.15 son consideradas
en el sentido de Ito. la ecuacién no lineal de FP en el espacio de Fourier. para un fluido
simiple se escribe como, (88].

(7f a.t) 0
da,,

23

m,mn

(“7n<a) - Dmn(a))f(a,f) =0, (100

Ot

ecuacion que es andloga a la ec. 2.84 del Capitulo 2. donde D,,,(a) estd definido come.

Dinn (a> = Mym (a) Mopr(a) \pnr (1.50



Do (;a‘) =V, knkla) = — /dxe~i<k+k/).x) k- /jm”(x) K (131

. ..
v Lon{x) se define como,

“1

o (X3 = Lo (TR (), TR (x)) (1.32)

“m

I\

Las funciones de correlacion dadas por esta ec. 1.32 se determinaran con auxilio de la
ec. 1.37. Sin embargo. las ecs. 1.32 merecen los siguientes comentarios en relacién a las

ecs. 1.28-1.29.

Primero, la ecuacion no lineal de FP en el espacio de Fourier, dada por la ec. 1.29. es
equivalente una ecuacién no lineal de FP en el espacio de configuracién dada por la ec.

1.36, si se toma en cuenta las siguientes identidades,

ODmn(a)
Zomm
Oan,
d o
b J[m,/(a)f\m/,,,/ =0 s (133)
@,

Estas igualdades estan demostradas en el Apéndice de la ref. [88] v son consecuencia
de la propiedad de la delta de grano grueso dada por la ec. (B.6) del Apéndice B de esta

tesis. Por lo tanto. la ecs. 1.28, 1.29 se rescriben con auxilio de las ecs. 1.33 como,

Df(at) D | 0) -
—_— U < — . ps £) = 1\'4
07‘ mé_;i i)[lrn (”m((l> Dnln(q) (9a_n/ f<a’ ) 0 ( I )
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Aqui es importante destacar lo siguiente: Morozov en la vef. [88] parte de las ecuaciones
de la hidrodindmica fluctuante para un fluido simple para construir las ecuaciones de
tipo Langevin en el espacio de Fourier, posteriormente via esa ecuacion de tipo Langeuvin
determina la ecuacion de FP no lineal local de la ec. 1.34. Aqui. en esta tesis sequiremos
el camino inverso, puesto que deduciremos en el Capitulo 2 las ecuaciones no lineales de
FP en el espacio de Fourier para el caso cudntico . dadas por las ecs. 2.84-2.85. que son
equivalentes a la ec. 1.84. Ecuactones no lincales de FP cudnticas que se particularizaran
en ¢l Capitulo § para el Helio superfluido. mediante la ecuacién no iineal de FP en el

espacio de configuraciéon dada por la ec. 3.120

Segundo, aparentemente la igualdad de las ces. 1.30 v 1.31 10 es inmediata. Sin embargo.
esta identidad se puede observar por un lado, de las ecs. 1.20-1.26 que dan las funciones
de correlacién A,,, de las componenteéﬁuctuantes én que aparecen en la definicién de los
flujos aleatorios, ver ecs. 1.5-1.6: v por el otro lado. las funciones 1/,,, de las ecs. 1.20-1.22
no son otra cosa que las transformadas de Fourier de los gradientes de las funciones locales
G () o de los gradientes de v(x)-G(z), funciones locales que posteriormente veremos estan
relacionadas con los coeficientes de transporte locales. Por lo tanto. el producto de ambas
componentes A, v las M,,, nos dan las transformadas de Fourier de los gradientes de la

funcion de correlacién L,,,.

Tercero, la ecuacién no lineal de FP dada por la ec. 1.34 se obtiene de asociarla a las
ecuaciones no lineales del tipo Langevin dadas por la ec. 1.15. donde la deduccidn de la
ec. 1.34 a partir de las ecuaciones de tipo Langevin es independiente de la interpretacion
que se les de a dichas ecuaciones de Langevin; va sea en el sentido de Stratonovich como
de Ito.([88],{112]). Aunque estrictamente Van Kampen [135. 136! ha sido muyv claro en
senalar los siguientes dos puntos en relacién a la correspondencia entre ambos tipos de
ecuaciones. Primero, que no hay problema para establecer la correspondencia entre una
ecuacin de I'P lineal y una ecuacion lineal de Langevin para un proceso markoviano. pero
si existen problemas para la correspondencia entre ecuaciones no lineales de FP v no
lineales de Langevin. Segundo, la interpretacin de las ecuaciones de Langevin no tiene
ningun sentido fisico, a menos que sea complementada con una regla de interpretacién
que tiene dos variantes: en el sentido de Ito o en el de Stratonovich. Las cuales si bien

son equivalentes. es preferible la de Stratonovich para el caso de ruido gaussiano blanco

12



externo. en el caso de ruido interno mas que postular una ecuaciéon no lineal de Langevin

es necesario abordar el sistema desde un punto de vista microscodpico.

Sin embargo. en general desde un punto de vista fisico menos ortodoxo en todas las
ecuaciones no lineales del tipo Langevin, semejantes a las ecs. 1.15, la funcién delta que se
le asocia a las varianzas del término aleatorio no esta completamete definida. Siempre va
existir un tiempo de correlacion = en el cual habra correlacién entre los terminos alearorios.
Este tiempo de correlacion implica que la densidad espectral del término (fuerza) aleatorio
de la ecuacidn de Langevin no es independiente de la frecuencia. Es decir, existe una
frecuencia de corte ral que la densidad espectral tienda a cero para frecuencias mavores
a dicha frecuencia ¢e corte. de otra manera la densidad espectral del término aleatorio
tenderia al infinito. Bajo la suposicién de la existencia de esta frecuencia de corte. es que

las ecuaciones no lineales del tipo Langevin conducen a la ecuacién no lineal de FP. {109].

Ahora desde el punto de vista matematico hay que justificar la existencia de esa
frecuencia de corte. En particular esto se logra construyendo una ecuacién integral es-
tocastica equivalente a la ecuacidn diferencial estocdstica (ecuacion de tipo Langevin).
donde la solucion de dicha integral es por un proceso similar al desarrollo de Kramers-
Moyal. En éste desarrollo obriene una integral la cual puede definirse en el sentido de Ito
o en el sentido de Straronovich. que finalmente se refleja en que los coeficientes del desar-
rollo de Kramers-\Moval carezcan de un término espurio, en el caso de [to, o que aparezcan

en el caso de Stratonovich [109], pero que en nada alteran la fisica del problema..

Cuarto, si se compara la ec. 1.31 con la ec. 2.82 del Capitulo 2, se puede observar que en
el caso de la ec. 1.34 mds que involucrar las partes deterministicas de los flujos dadas por
Lonn(Gm. Jn) via jo(m). ésta involucra a las funciones de correlacién L,,,(J%, JI) de los

m
& de las ecs. 1.5-1.6.Tomando en cuenta estas aclaraciones pasemos

n{m)

flujos aleatorios J

al siguiente punto.

v).- Dada la ec. 1.34, la cual es una caso particular de la ec. 2.85 del Capitulo 2. es
posible rescribirla en el espacio de coordenadas, ya que de acuerdo con la ec. 2.88 de la

seccidon 2.5 tenemos que,

0f(at) /(zx P (1,,,(x) L Fonlx) - an(x;a)>f<a;t)+

m.n (S(L”]’(X)
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4 /n’x —~§—~V : Zmn(x) -V fla;t) =0, (1.35)

% Sam(x) CSam(x)
6 de acuerdo con la ec. 2.91,

87‘(&7‘ §
/dx banlz )um(x ajf(a:t)

r ) &
— [/ d dx' ——— D (x.x; —fla:t) =0, (1.36
/ Xt/ * Sam(x) (x.x ’a)éan(\x')f(a ) ' )

donde un(x) estd dada por la ec. 2.89 v Dyp(x.x’1a) por la ec. 2.90, pero sustituyendo

Lo en lugar de £,,,.

vii.- Ahora observamos que las ecs. 1.35-1.36 son idénticas a las ecs. 2.88 v 2.91 cuando.

Lonn (B TEY = LG Jn) (1.37)

la cual es una condicién necesaria para garantizar que una solucién de las ecuaciones no
lineales de FP dadas por las ecs. 1.35-1.36 sea compatible con una solucién de equilibrio
de las ecuaciones de la hidrodindmica fluctuante dadas por las ecs. 1.1-1.23. Para verificar

esta aseveracion ver la seccidn 3.5 de la ref. [156] v la ec. (3.21) en la ref. [88].

vii).- Finalmente, conocidas la funciones de correlacién L, (}m,jn) v de la condicién
dada por la ec. 1.37 se determina la forma de las funciones G,(r). En el caso del fluido
simple, las funciones Lo,y (jm , ]n) se determinan en funcién de los coeficientes de transporte
locales, mediante el Método de Maxent en la ref. [156] de manera andloga a los cdlculos
realizados en la seccion 3.2 de esta tesis. Ahora. de acuerdo con la condicidn de la ec.
1.37. las funciones [lmn(jm,}n) son iguales a las funciones de correlacién i,ml(],ﬁ .],“

pero rambién estas ultimas funciones se pueden calcular independientemente a partir de

“En la ec. 1.37 debe tenerse cuidado gue las funciones de correlacion esion en el mismo sistema dJde
referencia.
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las Dinciones Gote) vilos terminos §,(0) cuvas propiedades estadisticas estan dadas por
fas coss 17114 Por altimo. de la igualdad 1370 se despejan las Go(x) on funcicn de
los corfointes do transporte locales del fluido simple v de las varlanzas de los téoninos

flucrnantrs S0 ).

Esrabiecido ol método de construceion de una ecuacién no lincal de FP local asovi

an conswnTo de ecnaciones no lineales de tipo Langevin., nosotros procedercmos de mancra
incerse. Dada o ceuacion no lincal de FP local para ¢l Helio superfluido. de la co. 5,120
ronstriremos las ecuaciones no lineales del tipo Langevin asociadas o la ecuacion de FP.
Para lograe este objetivo sequiremos los pasos cuyos delalles estan dados en el Spdndice

k.

Sinembargo. tenemos el problewa de la no connnutatividad entre si de la base de
operadores asociados al Helio superfinido. DPor lo tanto, con el objeto de lograr una
exposicion completa v oautoconsistente. en el Capituloe 2 se reproduce la introduceidn
de variables de grano grieso ciuanticas vola obtencidn de una ecuacion de Fokker-Planck
veneralizada (FPQG) para sistemas cudnticos mediante el nso de nna funcién de distribucion
de Wianer asoclada a las varlables de grano grueso. de acuerdo con la referencia 87

Posteriormente. esta ecuacion generalizada se aproxima a una ecuacion no lineal de FP

local &l considerar un proceso lento y Markoviano en las variables de grano grieso. {ec.
2.91). En dicha ecuacién de I'D no lineal local aparece una matriz D{a) que bdsicamenre

~

4

og la matriz de coeficientes de transporte definida en funcién de un operador estadistica
de grano grueso pee. de acuerdo con una generalizacién de las relaciones fluctnacion-
dispacion de Green-Kubo. Dicha matriz se evalta posteriormente. en el Capitulo 3. para
obtener las ecnaciones de la hidrodindmica fluctuante no lineal | tanto en el espacio de

Fourier comoe de configuracion.

Reiterando, en o Capitulo 3 se deduce un modelo microscépico para la hidrodinamica
fluctuante no lincal de acucrdo con ¢l método heuristico de Morozov descerito anterior-
mente. pero generalizandolo para el caso del Helio superflnido. Sin embargo. anres es
necesario particularizar la ecunacion de FP local para el caso del Helio superfiuido. Cone-
retamente. para obtener dicha ecuacién de no lineal FP del Helio superfluido, se debe

cmplear ol operador estadistico prp = poa + Ap con el que se deben promediar los op-



eradores asociados a las variables de interés. Pero dado que las relaciones funcionales
explicitas de jcg v Ap son desconocidas, éstas finalmente se evalian con auxilio de un
operador de equilibrio local p; bajo la hipdtesis que las fluctuaciones del sistema son su-
ficientemente pequenas, tal que los cdlculos se realizan en la aproximaciéon de equilibrio

local de manera andloga a los del Apéndice A.

En paiticular, éste operador de equilibrio local 4, en uii marco de referencia con velocidad
vs. en la aproximacién lineal, es equivalente a un operador estadistico de referencia fg
u operador estadistico de cuasi-equilibrio local [15]. Dicho operador permite evaluar
las funciones de correlacién de las partes dispativas de los flujos, tanto en el marco de
referencia en movimiento, como en el marco de referencia fijo. donde las no linealidades se
ponen de manifiesto. Especificados los niultiplicadores de Lagrange locales. las corrientes
locales y los coeficientes de transporte locales, se determina una ecuacién de FP local para

el Helio superfluido en el espacio de configuracién v de Fourier.

A continuacion, las ecuaciones no lineales de Langevin se deducen empleando de manera
inversa el método heuristico presentado al inicio de esta seccidn para el caso de un fluido
cldsico simple. Concretamente, se construyen unas ecuaciones de Langevin no lineales.
tanto en el espacio de Fourier como de configuracion. consistentes con la ecuacién no
lineal de FP local del Helio superfluido en el espacio de Fourier como de configuracion.

respectivamente.

En el Capitulo 4, se discuten v comparan los resultados de esta tesis con otros que
aparecen en la literatura, como los fundamentados en la teoria fenomenolégica de las
fluctuaciones de Landau [65], los obtenidos mediante la linearizacion de la ecuaciones
hidrodindmicas [103], v los obtenidos mediante el uso de funciones de Green para la
hidrodindmica molecular del Helio superfluido [127] . En particular queremos poner énfasis
en las inconsistencias sefialadas por R. Fox [33] en relacién a los dos primeros modelos.

Paralelamente a esta comparacion se presentan las conclusiones de esta tesis.

Finalmente. se presenta la bibliografia y un conjunto de apéndices que sustentan v

complementan los resultados de esta tesis.

16



Capitulo 2

Ecuacion de Fokker-Planck

Generalizada para un Sistema
Hidrodinamico Cudantico.

C'omo hemos mencionado en el Capituio 1, la construcciéon de un modelo para la
hidrodindmica Huctuante no lineal del Helio supertluido tiene que considerar la intro-
duccidn de variables fluctuantes o de grano grueso. antes de aplicar una Teoria de la
Respuesta Lineal (TRL) generalizada de Kubo que nos couduzea de manera indirecta a

las ecuaciones de la hidrodindmica fuctuante.

Concreramente. en el Capitulo 3 se obtiene una relacion fluctuacion-disipacién de
Kubo via una TRL generalizada con ayvuda de Maxent y de un conjunto de hipoétesis
ad hoc. para definir los coeficientes de transporte locales necesarios para la construccion
de la hidrodinamica nctuante. Dada esta situacion, podria pensarse gue bastaria con
aplicar la TRL generalizada respecto a nn estado de equilibrio local (ver seccién 3.6.4 en
la referencia {70}) para obtener la hidrodinamica fluctuante del superfluido, sin hacer uso

explicito de Maxent. Sin embargo, la anterior aseveracion es incorrecta en dos aspectos:

i- La TRL generalizada desarrollada por Kubo en [70]. hace uso explicito de Maxent.

ii.- La hidrodinamica fluctuante del tlelio superfiuido requiere Ia introduccién de varia-
bles fluctuantes de grano grueso definidas a pariir de operadores que no conmutan entre

st. Dichas variables fluctuantes no se consideran en le TRL generalizada. De hecho.



ste es el principal inconveniente que impide construir de una manera directa una leoria

mucroscopica para la hidrodinamica fluctuante del superfluido.

Reiterando, a diferencia del caso cldsico donde la introducciéon de variables de grano
grucso ¢s inmediata [47, 48], cn ¢l caso cudntico, tenemos cl problema de la no conmu-
tatividad entre si de los operadores asociados a las variables dindmicas. Esta situacién
impide 1a introduccion directa de las variables de grano grueso. lo que implica que no
se puede hacer uso inmediato de una TRL generalizada. Para resolver este problema se
dedncen indirectamente las ecnaciones de la hidrodindmica flucrnante para el Helio super-
finido a través de las ecuaciones de Langevin asociadas a una ecuacién Jde Fokker-Plack
‘FPide acuerdo con el método heuristico de Morozov planteado en la seccion 1.2, Dicha
tarea serd abordada hasta el Capitulo 3, después de que se haya resuelto el problema de
la introduccién de las variables de grano grueso v deducido un par de ecuaciones de FP .

una generalizada v una local no lineal .
Por lo tanto, éste Capitulo tiene tres objetivos bésicos:

El primero es la introduccion de las variables de grano grueso a partir de las variables

particulas. la energia, el impetu v velocidad del superfiuido.

El segundo objetivo. es la deduccion de una ecuacion de Fokker-Planck Generalizada
{FPGY para el valor esperado del operador asociado a una funcidn de distribucion de grano
crueso fla.t). Dicho valor esperado se calcula mediante un operador estadistico de no
equiiibrio ppp. el cual se considera como una funcion de Wigner. «l determinarse a traves
de una funcidén de distribucidn microscépica clasica ppp. Dicha Sincidn de distribucion se
deduce via Maxent, donde se usa como restriccién para la maximizacién de la funcional
de entropia * a una funcién de distribucién de grano grueso clésica f. Es decir, por medio
i Maxent se obtiene una funcidn de distribucidn microscdpica clisica de no eguilibric
orp. A esta funcion. mediante el principio de Wevl se le asocia un operador estaditico

*Con objeto de no complicar la notacién de aqui en adelante cuance habl

dindmicas microscOpicas las denotaremos como @ {ay ... @ by €l vaso de
grueso como: & = {ay.....dy, } v para sus valores numiericos comor a = { &1 a0}
“Este proceso de maximizacion es independiente del presentudo en el Andudice A
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prp.con el que se determina el valor esperado de f(a,t). de cuya ecuacién de evolucién

se deduce una ecuacion de FPG.

El tercer objetivo consiste en obrener una ecuacion de FP local no lineal mediante una
simplificacion de la ecuacion de FPG. Concretamente en esta ultima ecuacion aparece
una marriz con elementos /i, para la correlacion de las partes no proyectadas de las
ecuaciones de evolucién de las variables dindmicas: K{a,a’,t) = Tr{\(a, #)X(a’)}. con
N o= (1- P& - q)7La donde P es un operador de proyeccién, v L es el operador de
Liouville. Dicha matriz se desarrolla en series de potencias de las variables dindmicas.
Tomando s6lo el término de orden cero 3 de éste desarrollo v despreciando los efectos
1o locales ranto del riempo. como los debidos a la no localidad de las variables de grano
grueso. el elemento de matriz I\'p,, se transforma en el elemento de matriz D,,,, donde
como mostraremos en el Capitulo 3. dichos elementos D,,, permiten determinar los co-
eficientes de transporte locales del Helio superfluido. La evaluacién de los elementos de
matriz D,,,. se hace utilizando una generalizacién de la relacién fluctuacién-disipacion de
Green-Kubo en analogia con la dererminacién de los coeficientes de transporte realizada
en Apéndice A (empleando la hipotesis adicional de que las fluctuaciones del sistema son
pequenas). Definidos dichos coeficientes de transporte locales del superfluido, se deter-
mina a su vez una ecuacion de FP local no lineal para el Helio superfluido en el espacio de
Fourier, ecuacion a la que se le asocian unas ecuaciones de Langevin en dicho espacio. de
cuyas transformadas inversas se obtienen las ecuaciones para la hidrodindmica fluctuante
del Helio superfluido en el espacjo de configuracién. Dichas ecuaciones constituyen el

objetivo principal de esta tesis, tarea que serd abordada hasta el Capitulo 3.

Es pertinente sefialar que los resultados de este Capitulo 2, bdsicamente fueron
obtenidos por Zubarev y Morozov para el caso clasico [156] y por Morozov para el caso
cudntico en [87]; v se reproducen en esta tesis con el fin de lograr una exposicién completa

y consistente.

JEl orden cero de éste desarrollo corresponde al segundo orden de los gradientes de las partes 1o
provectadas de los flujos



2.1 La Funcién de Distribucién de Grano Grueso
para un Sistema Cuantico.

Es bien conocido en la literatura que la ecuacién de Fokker-Planck (FP) nos permite
realizar una descripcién mesoscopica de un sistema fuera de equilibrio. Es decir, nos
permite modelar el comportamiento de un sistema no sélo por los valores medios de las
variables dindmicas relevantes sino también por las fluctuaciones de dichas variabies, tanto
cerca como lejos de los puntos criticos, donde dichas variables fluctuantes son conocidas
como variables de grano grueso y son aplicadas tanto a sistemas cldsicos como sistemas
cudnticos [47, 48, 130] . Es decir, el comportamiento de estas variables de grano grueso
definidas en un espacio mesoscopico estd descrito par una funcién de distribucion que a

su vez obedece una ecuacion de FP.

Sin embargo, a diferencia de los sistemas clasicos cuyo comportamiento mas elemental
esta dado por las variables dindmicas definidas en el espacio fase, las variables dindmicas
para los sistemas cuédnticos estédn asociadas a operadores definidos en un espacio de Hilbert.
De aqui surge la pregunta: ; Cémo definir las variables de grano grueso v su funcién de

distribucion a partir de los operadores definidos en un espacio de Hilbert?.

Una respuesta la dié Van Kampen en [130]. Sin embargo. para realizar la construccién
de las variables de grano grueso éste autor supone que los operadores asociados a estas
variables conmutan. Para cumplir esta suposicién Van Kampen tuvo que recurrir a la

hipodtesis de la aproximacion de fases aleatorias repetidas. que es una aproximacion fuerte.

Por otra parte, existe otra aproximacion diferente a la de Van Kampen. en la cual no
se permite que los operadores de grano grueso conmuten. Esta hace uso del principio de
correspondencia de Weyl, que conduce a la construccién de una funcién de Wigner. Sin
embargo. como se sabe la funcién de Wigner no satisface estrictamente las propiedades de
una funcion de distribucion de probabilidad. No obstante éste es un método alternativo

ae abordar la respuesta a la pregunta planteada.

Adicionalmete existe otra alternativa basada en el uso de operadores de proveccion

1170, De hecho, en [25] se muestra que éste método es equivalente a la aproximacion de
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fases aleatorias repetidas. Sin embargo agui nos restringiremos al uso de la aprorimacion

basada en la funcion de Wigner.

2.1.1 Variables Hidrodinamicas de Grano Grueso.

Sea un sisrema cuantico descrito por un conjunto de N variables de grano grueso cuvos
operadores asociados nos dan una descripcion completa del sistema, & = (a;, as.....ax ).
En el caso cldsico tendriamos el conjunto de funciones de fase A = (4,. 4,, ..., 4y). para

las cuales su funcidn de distribucidn de grano grueso se expresa como.

donde A, son las variables de grano grueso clasicas, evaluadas como funciones de fase,

on sus posibles valores numéricos. El promedio indicado por

N

vias a = (ay.as.....ay)

{...)rp se toma respecto a una funcién de dsitribucién de no-equilibrio ppp(t). para el

caso clasico. funcion que sera dererminada mas adelante via Maxent.

Una forma de definir las variables de grano grueso en sistemas clasicos es mediante

expresiones del tipo.

. 1
'L)(X/ - T {An(X’)}mi,cro dX/, (
oV Jsv

R
3]
~—

donde, {A4,(x')}micro son las variables dindmicas microscépicas. La integracién se re-
aliza sobre el volumen &V en la vecindad del punto x/, volumen que es pequeno

macroscopicamente pero contiene un nimero enorme de particulas.

Esta operacion de granulamiento rambién puede realizarse en el espacio de Fourier, por

ejemplo en el caso cldsico tenemos,
1 1kx » p
A'ln(x) - i;’ Z € ‘477A77 (23)
k<kg
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con,

Ank:/ e~ % 4 (x) dx | (2.4)
k<ko

donde k < kg determina el tamainio del volumen 617 de la celda. En nuestro caso significa
un numero de onda de corte que garantiza que se estd estudiando el comportamiento

hidrodindmico del sistema.

Las variables de grano grueso para un sistema hidrodindmico cuantico como el Helio
superfluido. se construyen en la representacién de coordenadas a partir de los operadores
definidos por las ecs. A.3-A.G de la subseccion A.1.1 del Apéndice A. ral que de acuerdo

con la ec. 2.2 tenemos,

{dn(x/”mzcro ax . (

[N]
(&1}

1
8V Jsv

donde estos operadores estdn definidos en un subespacio de Hilbert [130], con

{&n<x>}mwm = {ﬁ(x) I;[(X>=5(X)> {"S(X)}micm-

Sin embargo para nuestro proposito es conveniente realizar el granulamiento grueso en

la representacién de los (mpetus, es decir: {d,} = {ox. Hx. Jx. 7.k} por lo tanto,

. 1
an(x) = 7 67)0\ Tnk (2.6
V
k<k0
COIL.
dnk = /e"’kx an{x dx (2.7



Por otra parte. de las ces AS9-A 141 v ADS tenenos que en el espacio de Fourier se
cumple.
dr)k = V?ik'[ﬂk' (28

donde {1t — {Uk - Toke sk Tk} son las transformadas de Fourier de la densidad de los
operadores asociados al flujo de finpetu. flujo de energia. corriente del superfluido v tensor

de los esluerzos.

Fnla representacion de coordenadas fenemos que la ec. 2.8 se eseribe como.

alx)= -V - I(x).

~—

2.9

De aqui en adelante asumiremos que los operadores de grano grucso G, = dne cstan
definidos en la representacion de los impetus dada por la ec. 2.7, Pero cuando hagamos
uso explicito de la dependencia ap{x). se asumira que la representacion es en el espacio
de coordenadas. La razon de trabajar en la representacion de Impetus es que lda scuacion
de FPG se simplificard mediante una aproximacién local. simplicacion que se facilita si

las variables de grano grueso estan en esta representacion.

2.1.2 Funcion de Distribucidén de Grano Grueso.

Desafortunadamente para introducir las variables de grano grueso en el caso cudntico.

no podemos realizar la sustitucidn directa de a,, — 4, en la ec. 2.1, ya que en general los

N

elementos de la base de operadores {a, } _no conmutan entre si. Por lo tanto, de acuerdo

con los comentarios iniciale

N

el método elegido para la introducciéon de variables de grano
grucso, empleard el principio de correspondencia de Weyvl para definir una funcidn de

distribucién cudntica mediante una funcién de Wigner *.

De acuerdo con Weyl si tenemos una funcion pog(A) = peg(Ay. 4s. ., Ay) de las

variables de grano grueso cldsicas AL las cuales no se consideran como variables de fase

tver [8] para la construceidn de una ecuacion de FP para el caso donde la base de operadores {a,, } se
asutie que conmutan cutre si

[N
[\



sino como variables ordinarias, entonces a las variables de grano grueso cuanticas a les

podemos asociar una funcién con la siguiente expresion,
poc(a,t) = (2m)7F / dx / dA poc(A) e A, (2.10)
donde.
x = (21,29....,2xn), dx = IId.rn
T

A= (A1 400 4,), dA =T]d4,
X4 = an(’zn , XA = Z:x:,,:ln

Ahora. si consideramos que pog(A) = §(A — a) v la sustituimos en la ec. 2.10 tenemos.
f(a) = (2:)']\'/(/x gxl@a-an (2.11)

donde en general se ha supuesto que las 4, son reales v las @, son operadores hermitianos

]

Dada una funcién arbitraria peog. tenemos de las ecs. 2.10-2.11 que.

fegla.t) = /dapcc(a) fla.1).

—
[SN]
—
[N}

‘Eu caso de que los operadores sean 1o Leruiitianos ver [87] para una generalizacidn de exta ecuacion.
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Por lu tanto. el valor esperado del operador asociado a la funcidn de distribucion de grano

STUCSO para unosisteina cuantico se define como,

flacty = Tri{pcclt) flalt = {([aljco =
=lim. o Triprplt) flaj} = {fla)irp. t2.13)
aqui pepit) es un operador estadistico de no-equilibrio que se determinard en Daicion

de peo. A suovezs peg esta dado en la e, 2,12 a través de peg. donde éste dliimo
es una funcién de distribucidén microscdpica clisica que se determina via Maxenr., Cabe
observar que la titima igualdad de la ec. 2.13 expresa una condicidén de consistencia
necesaria en el formalismo de Maxent {1, 154, También es pertinente senalar que el vzlor
esperado f{a.}) dado por la ec. 2.13 puede tomar valores negativos. va que f{a. /7 se
define mediante una funcion de Wigner peg que puede tomar valores negativos 1460
Esta situacion implica que fa. i no sca cstrictamente una funcién de distribucion v por
lo tanto. deben interpretarse con mucho cuidado los valores esperados caleulados con clla.

Esta funcion ademads cumple con las siguicntes propicdades,

/(iaf(a.f) 1. 214

r

/ dauy.as.....ayfla.t) = {{ar. a9, ...,an}}), (

[RV]
-
e
—

donde {{...}} simboliza un producto simetrizado de operadores [87]

!
[



2.1.3 Funcién de Distribucién Microscépica.

[En esta seccién se determina prpp para el caso cldsico, a través de la funcién de
distribucion pce que maximiza a una funcional de entropia de informacion. tal que ppp =
pcc + Ap. donde peg es la parte proyectada de prpp . Ap es su parte disipativa . Ademds

prp satisface una ecuacion de Liouville con fuentes.

Sea S;(t) una funcional de entropia de informacidn.

S](Z‘) = '~<['I'L pc(;(i))c(; = — /df pC(;(T)/IL colth.

[N
—
<

donde {)cg indica el promedio calculado con pog(l). funcidn que se determina maxi-

mizando la ec. 2.16 con la restriceion,
f(a_.f):/dré(A~—a>pr: ('(“r(\'A—~a},Fp (217

De aqui se tiene que poge se escribe como,

peslt) = GQ‘P[— / dUG(A 1) 8(A —a)| =¢ > 27

[ )
o
V4

donde G(A.t¢) es un multiplicador indeterminado de Lagrange. que se determina de la

1 Ly

condicién andloga a las de las ecs. 2.13 y las ecs. A.31-A.32 del Apéndice A, a saber.

fla.t) = linéi[z'np\:/\,;c,e/ dI'6(A — a) prp(t)

€—

[——)

= MA —aVrp = 0A —aliqg (210



Cabe observar. que esta condicion fisicamente tiene dos sinificados, el primero es
obtener ecuaciones de evolucion irreversibles y el segundo obtener una solucién esta-
cionaria de la ecuacion de Liouville. Los detalles puede verse en la referencia [1] v serdn

comentados brevemente més adelante.

Por lo tanro. del riltimo miembro derecho de esta ecuacién calculado con ppog de la ec.

2.18 e tiene que,

o flad)
Gla,t) = —In W (a)

8]
13}
O
~—

COI.

W(a) = /dF §(A — a)

117 (A) es conocida como funcidn de estructura, v isicamente es el volumen de la

hipercelda §(A — a), [25].

Finalmente. remplazando la primera ecuacién de las ecs. 2.20 en la ec. 2.18, pcg se

escribe como,

_fa)  flad)
pealA D) = 10y = Wia)

Ve
QW]
[SN]
—t

P

a=A -

Sin embargo, esta funcidn de distribucién tiene los mismos inconvenientes del operador f
comentado en la seccién A.1.2 8. Para superar dichos inconvenientes la escuela Soviética

postula que prp debe obedecer una ecuacién de Liouville con fuentes,

SEstrictamente en la sec. A 1.2 v la ref. {1] se discute el operador j; para el caso cudutico. En el caso
clésico los argnmentos son los mismos y pueden verse en la seccién 21 de la referencia [154] considerando
las precisiones indicadas en la ref. [1].
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~

(% +iL)ppp(t) = —e{prp(t) — pcc(t)} = —e Ap(t) (2.2

(3]
S\
(3N
~—

donde,

prp(t) = poc(t) + Ap(t) (2.23)

v, iLA(t) = {A(t),H}, L es el operador de Liouville, H es el Hamiltoniano del sistema
v {A(t). H} denota un corchete de Poisson. El significado fisico de la ec. 2.22 va ha
sido comentado en la sec. A.1.2 0 en la ref. [1]. Ahora, dados prp v peg, regresemos al

problema de determinar sus andlogos prp v jpcg para el caso cudntico.

2.2 Operador Estadistico de Grano Grueso.

De acuerdo con el principio de Weyl indicado por la ec. 2.12, podemos calcular
pcc & partir de peg. dado a su vez por la ec. 2.21. Sin embargo. antes de realizar la
sustitucion directa de peg en la ec. 2.12, se debe considerar la no conmutatividad de la
base de operadores 4. Por lo tanto, se tiene que determinar la funcién peg = G'(A. 1)

con la condicién de no commutatividad. Para ello escribimos la ec. 2.12 como.
pocl(t) = /da’G/(a'.f) fla iy, (2.24)
Multiplicando ahora esta ecuacién por f(a, t) v empleando la ec. 2.13 se tiene que.
fla,f) = /da’ W(a.a)G'(a 1] (2.25)

donde.
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i1a.a') = T?‘{f(a)f(a/)}. [2.26)

es la funcidn de estructura o de densidad de estados para el caso cudntico, ecuacion
andloga a la segunda ecuacion de las ecs.2.20 para el caso clasico. Sin embargo. en la ec.
2.26. va aparecen los efectos de no localidad en las variables a v a’ como una consecuencia
de la no conmurtatividad entre si de los operadores a. Ademds, sustituyendo en la ec.
2.26 la definicion de fA(a’. ti dada por la ec. 2.11 e integrando, se obtienen las siguienres

relaciones:

Wia) = /da’ﬂ'(a, a)=Tr{f(a)},

() = /damaﬂ’) — Tr {f{a)} (297

Ahora de las ecs. 2.25 v 2.26 se tiene que .

poc = Gllat) = /da’ W_i(a.a') f(a' 1), (2.28)
donde la funcién W_i(a,a’) es solucién de la ecuacién integral,
/(Za' Wia,a)W_i(a”,a")y =6(a—a’). (2.29)

Finalmente, si sustituimos la ec. 2.28 en la ec. 2.24 sc obtiene la relacién buscada para

poa a saber,

3]
o



pocli) = /da /da’f(a’)w'_l(a,a') flal ). (2.30)

Antes de terminar esta seccion es conveniente mostrar cémo la funcién de estructura
W(a,a’) vy su inversa W_j(a,a’) pueden descomponerse en una parte singular y ofra

regular . Con este fin se asume que dichas funciones se pueden escribir como.

W(a,a") = W(a){é(a—a’') — R(a,a’)}. (2.31)

W_j(a,a) =W a){s(a—a') +r(a.a')}.

—
N
o]
[3N)

donde 117(a.a’) esta dada por la ec. 2.27 y W™ a) = 1/117(a) . En cuanto a la parte
regular R{a.a’) de la ec. 2.31, ésta se determina sustituvendo en el miembro izquierdo
de la ec. 2.31 la ec. 2.26. de donde al despejar R{a.a’) v emplear las ecs. 2.11 v 2.27 se

obtiene que.

P BTN
Xa —1X'a
‘ }

/1 (a).

,\
o
(O]
[GM]

Para la parte regular de la ec. 2.32 se sustituven las ecs. 2.31 v 2.32 en la ec. 2.29. de

donde se despeja r(a.a’) de manera que,

12

(¥}
W

r(a,a’) = R(a,a’) + /da”}?\a.a”) r(a”. a’
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Por otra perte, despeicndo Rfaca™ de la eeo 231 no es dilict! mostrar que se cumplen las

” ¢

, . . . 1 , , N PR
/ dali (a; Ria.a') = / da' R{a.a ) = (. 2.33)
Anédlogamente, de ia ec0 2.3 con anxilio de las ecs. 2.35 se tiene que.
cr- . I ' N , RN
/ daliairia.a’) = / da'r{a.a’} = 0. (2360

Notese en la ec. 233, que i los operadores & conmutaran con x v x'. las funcionales

.

rfa.a’) v Ria.a’) se harfan cero v no habria el problema de no localidad en las variables

2.3 Ecuacion de Fokker-Planck Generalizada
(FPG).

Esta seccidn riene como objetivo deducir una ecuacién de FPG. Para lograrlo se
construve una ecuacion de Liouville con fuentes para ppp a partir de la ecuacion de
Liouville para prp . donde ppp = peoc+2p. Sin embargo, para especificar pgp ¢s necesario

determinar solo Ap. va que peg esta definido por la ec. 2.30. Concretamente.  Ap se
determina a partir de la ccuacion Q%f— expresada mediante un operador de proveceidn
P. v también con i auxilio de una funcidn J. con los cuales sc rescribe la ccuacidn de
Liouville con fuentes para ppp pero en funcion de Ap. De la solucion de la ecnacién
resultante se obtiene Ap. con lo que gueda determinado pgp. Una vez, dado gpp se

calcula el valor esperado del operador de evolucién para f(a’,#). Valor esperado que

reserito adecuadanente es la ccuacion de FPG buscada.

Por otra parre. en dicha ecuacion de FPG aparece una matriz con elementos no locales

Konla.a’ ), mencionados al inicio de éste Capitulo. elementos de matriz que en una
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aproximaciéon local se transforman en los elementos de una matriz D,,,. En efecto, por
una seleccidn adecuada de las variables dindmicas, los elementos D,,, nos conduciran a
los coeficientes de transporte locales del Helio superfluido. Sin embargo, en la préxima
seccion de éste Capitulo sélo se simplificard la ecuacién de FPG a una ecuacion local.
dejando la evaluacién de los elementos D,,, v la determinacidn de la ecuacién de FP para

el Helio superfluido hasta el préximo Capitulo.

Consideremos la ecuacién de Liouville con fuentes para pgp dada por la ec. 2.22.
Ahora, tomando como postulado una ecuacién de Liouville con fuentes, andloga a la ec.
2.22. pero para el operador ppp tenemos que,

dprp ¢

lime_g T = —a—f + f[:}ﬁpp(f) = —[1M (0 E{ﬁpp(f\\ — f;CG(f)} =

= —lime_.oeAp(t). (2.37)

iL es el operador de Liouville , con iL A=—i {4 H} . h =1+ H se ha supuesto que no

depende del tiempo. Ademas, definimos Ap a través de.

(%]
(V8]

prp(t) = poc(t) + Ap(t) (2.

Por otro lado, al calcular la derivada temporal de la ec. 2.13 v romar su limite cuando

e — (0 se obtiene que.

8f al:t ) a ~ YN
(8;%*.) - 17,7776“05 Tr{prp(t) f(a.t}} =
/ N . t N ' ‘1 ,.’
= ]747776~.0 Tr M—) f(a/,f +~Tr ﬁFP(:f M == OT (2,50
ot 5 (

b

Es claro que la derivada temporal de f(a’,t) es igual a cero cuando ¢ — 0. puesto que e

S

o

sistema tiende al equilibrio. Rescribiendo esta ec. 2.39 con avuda de las ecs. 2.37 v 2.

se tiene que,



af(a"_ i

gy =lim.oTr </3FP(t)

= —lim,_1r ( fial, t) iL ;3;—;{#)} = —~lim._oTr V(a’. #il (/3(;(;(1‘) - A[) . {2.40)

[E———

A conrinuacién se calcula la derivada temporal de la ec. 2.30, tal que dicha derivada se

escribe como.

diclt) _ [ s e Of( ) |
= fda [l fa)waa,a) S 12.41)

Si sustituimos en esta ecuacion la ec. 2.40, la ec. 2.41 se expresa como.

dpecit . ;
PEGT = Pilpea(t) — PILAMNE), (2.42)

ot
donde P es un operador de proveccién definido por,

P4 :/' da / da’ flaYW_,(a,a') Tr{Af(a, 1)} . (2.43)

Ademas, de lz ecs. 2.28 v 2.50 se ticne que,

iLica(t) = /da /da/ I'V_l(a,a’)f(a’,f)vﬁ[:f(a', t) (2.44)
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Ahora, de la definicién de f(a’,t) dada por la ec. 2.11, se ve que en la ec.

necesario considerar un factor de la forma iLexp(ixa) = —ifexp (ixa), H]_.

objeto de simplificar dicho factor usamos la identidad de Kubo [87],

~'I —e/dTeT (iLB)e"

Si B = ixa, entonces el factor iL f(a’,t) se expresa como,

dJ(a)

iLf(a 1) = — o

donde se ha definido la funcién J(a) como,

Por lo tanto rescribiendo la ec. 2.44 con auxilio de la ec. 2.47 se tiene que.
a / - / /
7L/)CG /daJ /n’a W_jla.a’) f(a',t)
da

Por otra parte, rescribiendo la ecuacion de Liouville con fuentes, la ec. 2.37.

e la parte disipativa Ap de ppp. podemos reescribirla como.

34

2.44 es
Con el

(2.46)

(2.47)

~
o
e
(0]

(2.49)

en funcion



. o0 .
é; L — A = ~((,—;7 L) pee(t) (

1~
(1]
<
Nt

ecuacion que con avuda de las ecs. 2.42 v 2,49, después de un poco de dleebra. se escribe

como.

? - ) 0 .
<; P 5)/_\.,3@; . /(iaX(a) | /da’ﬂ',l(a.a’)f(a'.z‘). (2.51)
Ot : da
donde se ha definido a X(a) como *
X(a)=(1-"P)I(a). (2.52)

Ademas, en el lado izquierdo de la ec. 2.51 aparece el operador de evolucién reducido L

. que evalia la disipacidn del sistema v que estd definido por,
3 por,

L=(1-P)L. (:

(3]
a3
w
L

Integrando ahora la ec. 2.51. empleando como condicién a frontera lim._ge “Ap — 0,

obtenida de las ec. 2.13 v de la ec. 2.38, se tiene que,

t , A
prp(t) = poclt) — /da / dt' e UK (a. t — t') g——/(xaw_l(a,a’)f(a’,f), (2.54)
o a

"Puede observarse que P X(a) = 0. de aqui que la funcién X(a) o cualquier funcién o funcional que
dependa de esta. como por ejemplo K,,,(a, a’, 1), consideraran sélo la dindmica ‘rdpida * de las variables
de grano grueso. pero no su dindmica ‘lenta ', si asiwunimos a priori que P estd relacionado con dicha
evolucién ‘lenta “del ~istema



donde la dependencia en X(a,t —t') se determina por el operador de evolucién reducido

como,

(@]
<
N

X(a, t)= e“’LX(a). (2.

Finalmente, sustituyendo la ec. 2.54 en la segunda igualdad del miembro derecho de
la ec. 2.40 para 8f/0t, y a su vez en la ecuacién resultante las ecs. 2.49, 2.52 y 2.55.
despue$ de algunos calculos algebréicos directos se llega a la ecuacién deseada de FPG.

en el espacio de Fourier, a saber,

of(a’,t) 0 />kﬂv(aﬁf)f(acf):

ot oa
t .
= / dt'ect'=1 9 [ da K(a.a' .t —t) 9 /da W_i(a’.a") f(a”.+). (2.56)
—00 88..) oa’
donde.
v(a,a’) = /da”Tr J(a)ll_ (a",a). (2.57)

es una velocidad “generalizada’ de las variables a. lo que se verifica de la ec. 2.48 para

Jia) v K(a,a',?) es una matriz con elementos,

(1]
/)

Kon(a.a'.t) = Tr | X, (a)X,(a, f’)} =Tr {_X}n(a)e’fi Xo(ah]. (2.

La ecuacidon de FPG dada por la ec. 2.56 es el andlogo cudntico de la deducida en
162] para el caso cldsico. Estas ecuaciones toman en cuenta el comportamiento no-lineal

asi como los efectos de memoria (no localidades) del sistema. tanto en el tiempo como
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en las variables de greno grueso. Sin embargo. dada su vencralidad es necesario realizar

an contunro de aproximaciones para modelar sitnaciones especificas, de manera gque tales

I o ) e ! RS —
aproxitnaciones stpliiguen los olewentos doe watriz de la ceo 258 o los clewentos T,

N

Fn el caso especifico del Helio superfinido mostraremos en el Capimilo 3. cdmeo estos

tos D, corresponden @ sus coeliclentes de transporre locales.

2.4 Aproximaciéon Local a la Ecuacién de Fokker-
Planck Generalizada.

El problemia o resolver en esta seccidn es responder a la siguiente pregunta: [ Qué
suposiciones fisicas son necesarias para ignorar los efectos de no localidad de la ec. 2.56,
al estudiar un sistema mecanico cuantico modelado por dicha ecuacion 7. Para responder

esta pregunta analizaremos los rérminos K{a, &/, t), v{a.a’) v 1_1{a. a’) que aparecen en

33

dicha ecuacion de FPG. ee. 2.56.

Por una parte. los efectos de verardo v no localidad con respecto a las variables a son
debidos al término Kla.a'. t). detinido por la ec. 2.58, que aparece en la integral del lado

derecho de o eeo 2560 En la mavoria de los casos, tales efectos pueden ignorarse. va que
1. . P4 I I PUNEE e . .. PR R . - . o 3 M e ! v I
la evolucidn “lenta’ asociada con las variables de grano gme:u se elimina en K(a.a'. t} por
medio del operador L = {1 -7 que aparece en el factor ¢t de la definicion de Kia.a'. t}.
~ s g / : . .

Esto significa que en el Hmite cuando t — 7, K{a,a'. t) — 0. es decir que existe una escala
de tiempo® microscdpica’ del orden de 7 en que la matriz K(a, a’, t) tiende rdpidamente

a cero. Sin embargo. la tuneion f{a. () no cambia apreciablemente en dichio intervalo de

Hempo 7 < 7, puesto aue al quedar definida via el operador de proyeccion P, esta funcidn
fla.t) evolucionard de manera lenta” [63]. Sin embargo. la funcidn f{a,t) cambia en

otro orden de escala temporal t > 7.

En olras palabra:. para bimpli{i(:ar la ecuacion de FP gcueralizada de la ec. 256, en

. es decir que existe una escala de tiempo mesoscOpiea 7, tal que feoision < 7 < thidrodindniico
en ¢l cual fla.t) no cambia apreciablemente, pero si parva t > hidrodinamico: ¥ (@ segunda

hipotesis que haremos. es que ol proceso es Markoviano 1o cual se va a materializar en

FAqui 7 estrictanente es un tiewmpo del orden mesoscopico

-1



la ec. 2.65 para la matriz D,,,(a) . Es importante enfatizar, que existen aproximaciones
que emplean hipotesis distintas a las anteriores como la aproximacién diagonal, o aprox-
imaciones que emplean, estas hipétesis pero en un orden diferente. En este sentido Del
Rio y Garcfa-Colin en la referencia {22], en su figura 1. hacen un estudio detallado de las
ecuaciones mesoscopicas que se obtienen con dichas aproximaciones y las conexiones que

existen entre ellas.

Por otra parte, tenemos no localidades en la ecuacién de FPG debido a las funciones
via,a’) vy W_y(a,a’) que aparecen en la ec. 2.56, donde éstas no localidades bdsicamente
son generadas por la no commutatividad de la base de los operadores {a,}. Pero para
poder analizar v eliminar los efectos de estas no localidads, es necesario realizar una
descomposicién de la funcién v(a, a’) andloga a las presentadas para las funciones 1V (a, a’)

v 11 _1(a,a’) delas ecs. 2.31, 2.32 respectivamente. Por lo tanto, suponiendo que v(a,a’)

se puede descomponer en una parte singular v otra regular se tiene que [87].

v(a.a') = v(a)é(a—a’) — év(a.a’).

—~
o
(&3]
o

Alora, para determinar a las funciones v(a,a’) v év{a.a’). la ec. 2.59 se iguala a la ec.

2.57. v se sustituyven en esta ultima las ecs. 2.11, 2.32 v 2.48 con lo que se tiene que.

1L a
v(a) = Tr [f(;)(a)al (2.60)
sv(a.a’) = [u(a.a’) +v(a) W (a)r(a,a’) + / da”u(a.a"”)r(a", a')} /11 (a). (2.61)

cdonde u(a.a’) se define como,

A

u(a.a’) = (27)7% /(ix /dx/eux’a’—xa‘» T {e‘”‘ a,
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Es importante senalar que en la obtencion de las ecs. 2.60-2.62 se ha despreciado en la
ec. 2.57 la no conmutatividad de la base de operadores &, [87]. Ademds, de la ec. 2.62 se

puede mostrar directamente que u(a,a’) cumple con las siguientes identidades,

(S
D
(U]
—

/4 da'u(a,a’) = /da u(a.a’) =0. (

Continuando con el andlisis de las funciones v(a,a’) v 117_;(a.a’:. los casos en los cuaies
estas funciones contribuven de manera despreciable en los términos integrales de la ec.

2.56 son dos:

i.- Cuando los conmutadores de los operadores a contienen un parametro pequeno, con .o
cual es posible desarrollar en series de éste pardmetro a las funciones r(a.a’) v u(a.a .
v por lo tanto podemos quedarnos sélo con la parte singular de 11_;{(a.a’) v via.a"

respectivamente

ii- Las ecs. 2.36 y 2.63 implican r(a,a’).u(a,a’) — 0 cuando ‘a — a’| — +oc . En ese
caso. I _j{a.a’) v v(a,a’) se comportan localmente. de acuerdo con las ecs. 2.32 v 2.50.
Es decir si se garantiza que f(a.a’.t) v 1V_;(a.a’) varian lentaniente. lo cual es posible
para t < 7. entonces estas Ultimas funciones pueden considerase como constantes en os

’

términos integrales de la ec. 2.56, v las integrales de las partes rezulares r{a.a’) v ula.a’

serdn cero de acuerdo con las ecs. 2.30 y 2.063, respectivamente.

Realizadas las anteriores consideraciones, se tiene que en la aproximacion local la

ecuacion de FPG en el espacio de Fourler de la ec. 2.56 se simplifica como.

oftaty 0 A L ,
L ov(a) flaf) = — DlalTi(ai— | fra.)/1(a)]. (2.64
a1 ga V@) flan) = am Dlaiibaigs | fa.t), (*a'J '



donde, v(a) estd dada por la ec. 2.60 v los elementos de la matriz Dp,(a) estan dados

por,

Dyon(a) = /0 dt e D, (a. 1), (2.65)

tal que el elemento de matriz D,,,(a) se define como,

Dyml@',7) = (Zp(7) 20 6 - (2.66)
con.
ZATn = Q&m
Zm(T) = exp(i L=)2,, (2.67)
v,
Q=01-"P).

donde D,,,(a) corresponde al término de orden cero del desarrollo de K{a.a’ t) en se-
ries de las variables a,. Este desarrollo es similar al de Kramers-Moval para el caso
cldsico donde el rérmino de orden cero D,,,(a) corresponde a uno de segundo orden en
los gradientes de los flujos asociados a las variables a,, ( ver ec. 2.66). Por otra, parte es
importante enfatizar que la ec. 2.65 es equivalente a adoptar una aproximacién Marko-
viana en la aproximacion local de K,,,(a) mediante D,,(a) °. Es conveniente que el
lector tenga presente esta hipotesis, va que serd empleada en la seccién 3.4 del Capitulo 3.
Concretamente. dicho desarrollo da como resultado que los elementos I{,,,(a) se expresen

como. ( ver Apéndice C de [156]),

K(a,a'.7) =W (a") Dpnla' . 71éla—a')=

“ver ec. 46 de la referencia [22].
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f — W c/ J\[ﬂln'_v..‘nj /6 a — /
fj 1 Oan, 0an, Oap, (a) Mo, (a')é(a —a’), (2.68)
donde.
]\«[7777121”7’72...71‘/(3) = <me--<nj(‘k) Z1n(7)2n>cg_ (2.69)
V.
T ‘Sl S_ywl ) \ \
I/%lﬂ’z‘..?I\;(T) :A S, 0 dSQ/(; (11,5] Cﬂj‘\Sj)C“J—z<Sj—1)--~c771(51)’ (270)
() = Qi T 2.1)

Por otra parte. es importante notar que {)cg en las ecs. 2.66 v 2.69 representan el
promedio con respecto a el operador g, pero considerado en la aproximacion local que
elimina los efectos de memoria tanto espacial como temporal. Concretamente, de la ec.
2.60 se infiere que esta dltima es el valor esperado del operador iLa calculado con el
operador del tipo ‘microcanénico’ pog. Este valor esperado se rescribe como.

via)=Tr |pccglalil a . (2.72)
donde.
. f*la“ﬁ .
pecgla) = ——. (2.73)
NWial

Per orro lado. de las ecs. 2.1 v 2.13 se tiene que esta ecuaclon 2.73 s¢ expresa como,
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6(a — a)

poc(a) = W)

(2.74)

donde 1V (a) esta dada por la primera ecuacién de las ecs. 2.27. Ademds pcg cumple con

las siguientes propiedades,

Tr{pcc(a)} =1,

TT{&n f)cg(&)} = Ay . (

3]
~1
Ot
N

Obsérvese que la ec. 2.74 es analoga formalmente a la expresion para un conjunto
representativo microcandnico Pmicro = 5(f§T—E). Sin embargo. son diferentes va que pric-p
sélo considera a H mientras que pcg considera un conjunto de variables a,. donde ademaés
éstas son variables de grano grueso, mientras que H es una variable microscépica. No

‘obstante en el caso que las variables de grano grueso, 4. sean las densidades de magnitudes
termodindmicas, es posible usar formalmente la equivalencia de los diferentes conjuntos
representativos [154]. tal que podemos remplazar la expresién del operador del conjunio

‘microcanonico ‘de la ec. 2.74, por una del tipo “gran canénico’.

pecla) — emp(——ﬁ(a) A - @a) - Y Folal p> | (2.7

n

donde 3(a), ®(a) v F,.(a) son pardmetros indeterminados que se deben calcular de las
9

condiciones de las ecs. 2.75.

Antes de pasar al Capitulo 3, donde se particularizaré la ec. 2.64 para el Helio su-

perfluido, es necesario rescribirla en el espacio de coordenadas. Esta ecuacion re-escriza

en dicha forma facilitara la evaluacién de los elementos de martriz D,,,,(a) definidos en la
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ec. 2.65. Como ya dijimos, con dichos elementos de matriz determinaremos la ecuacién
de FP para el superfluido, y por lo tanto, también se podra determinar las ecuaciones de
Langevin asociadas a dicha ecuacidén de FP. Estas ultimas ecuaciones definen un modelo

para la hidrodindmica fluctuante no lineal del Helio superfluido.

2.5 FEcuacion de Fokker-Planck no lineal Local en el
Espacio de Configuracion.

La ecuacion de FP dada por la ec. 2.64 estd en funcién de variables de grano grueso en
la representacidn de impetus. Sin embargo, es conveniente realizar un cambio de variables
en los términos que aparecen en la ec. 2.64, para dejarla en funcién de las variables
de grano grueso definidas en la representacion de coordenadas. Esta representacion es
conveniente si se estd tratando sistemas inhomogéneos o cuando existen condiciones a
la frontera que deban tomarse en cuenta. En nuestro caso nos permitira construir las
ecuaciones de Langevin en el espacio de configuracion correspondientes a la ecuacion de

FP no lineal local en dicho espacio, que seran construidas en el préximo Capitulo.

Cabe senalar que en este cambio de coordenadas se debe tener cuidado de expresar los
elementos de matriz D,,,(a.t) de la ec. 2.66, en forma consistente con la aproximacion
asumida (hasta segundo orden en los gradientes de las partes no proyectadas de los flujos
de las variables relevantes). Por lo tanto, antes de realizar el cambio de coordenadas en

la ec. 2.64 se procederd a precisar la expresién para los elementos de matriz Dy (a1,

Consideremos la ec. 2.67 para Z,, v la ec. 2.8 para a,. Reescribiendo Z,, en funcion

de I,k tenemos que.

m = Lmk = —ik - Imk -

N)

donde se ha definido .J,,; como,



v las J son las partes ne proyectadas de los flujos I, 1o que se verifica de la definicién

de @ dada por la segunda ecuacién de las ecs. 2.67.

Sustituyendo la ec. 2.77 en la ec. 2.66 y esta a su vez en la ec. 2.65 se tiene que,

Docna(a) = = [ dte™ ke (s (8). Fualth)ce - . (2.78)
Usando las ecs. 2.6 v 2.7 podemos escribir que.
T (x) = - Z e > T (2.79)
k<ko
com.
Tk :/ dx e” %% ] (x) (2.80)
k<k0

v sustituyendo esta ultima en la ec. 2.78 se obtiene que.

;.

b 1
Dk ngla / dte™ /(/x/de \(*-—R P T (x = ERwCC qx

—iik+q)x > e—iwk—q‘)R/E . (2

o
—

X e

donde se ha realizado un cambio en las cordenadas espaciales definido por: x = (x;+xy) 2
v R = x; + xo. La funcién de correlacion que aparece en la ec. 2.81 decae rapidamente
cuando R > Ry, donde Rg es una longitud de correlacién microscdpica. que cumple con

la condicidén de corte para los vectores de onda. & < kg con hgRg << 1.
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Abora. en la ec. 2,31 podemos desarrollar la exponencial e~/(k-wR/2

en series de porencias
de R, para obtener una aproximacion del elemento de matriz D,,,(a) proporcional a b, 73
Es decir en la representacion de coordenadas. D,,,(a) debe expresarse hasta segundo
orden en los gradientes (V,}(V 3). gradientes que corresponden al factor (k,)(q;) en la
representacion de impetus. Esto significa que para ser consistentes con la ecuacién de
FP local dada por la ec. 2.64 debemos aproximar D,,,(a) de la ec. 281 dada en la
representacion de los Impetus. a lo mas hasta un factor del orden £, g3 que corresponde a
segundo orden en los gradientes en la representacion de coordenadas. Lo anterior se logra

k—qiR/2 o |

s1 sutituimos e~ ' en la ec. 2.81, con lo que esta se rescribe como,

’Dmk.nql\"d) = - / dx Pv"(k%-(“X k- /:'mn(x) q, ‘\282)
donde £,,,(x) se define como.
. . R x e L 1 . 1 o
LonX) = Loyl o Jn) = / dte / dR (T (x + ;R 1) Julx — ;R>>C‘G~ (2.83)
Jo 2 2

expresion gue representa una generalizacion de la relacién fluctuacién-disipacion de Green-
Kubo . Expresiones que en el Capitulo 3, usaremos para determinar los coeficientes de

transporte locales del Helio superfluido.

A continuacién. rescribiendo la ec. 2.64 se tiene la ecuacion de FP en una forma usual,

Of(at) 7 N v 2 g _
*‘—af e ; aam (Um(a> : Dmn(a) Fn,(a>)4f<a: f) ; aa”l Dmvn(a) aanf(af t) - O ?

(2.84)

10650 una generalizacion debido a gqne a diferencia de las relaciones originales de Green v Kubo {47,

68. 69]. éstas se caleulan respecto al conjunto representativo jpog v 10 con respecto a jg.



91 (a, 1) 0 N 0 -
s (6n(@) + Don(@) Faa) + 5= Ponn(a) ) £ (2,1
% ;
mn Oama mﬂ( )f(a f) (28))

donde las fuerzas termodindmicas conjugadas a las a, en el espacio de Fourier estdan

definidas por,

oln W
Fu(a) = Fola) = 22020 (2.86)
dan,
v en la representaciéon de coordenadas por,
5ln 11" (a)
Fap(x,t) = —— . 2.87
) = S (2.87)

donde &§/6a,(x) representan las derivadas funcionales respecto a las variables a,,.

Para realizar el cambio de representacién de la ec. 2.84 se empleardn las ecs. 2.6 v
2.7. con las cuales se escriben las derivadas d/dap,; en terminos de las derivadas fun-
cionales ¢/6a,,(x), donde se hace uso de la funcién &'(x) de grano grueso cuva definicion
v propiedades estan dadas en el Apéndice B. Realizando éste cambio de variables en lugar

de la ec. 2.84 tenemos que [1506],

Ofaf / z

mn

(Im(x)fﬁmn x) -V F, x:a))f(a:f)—

(5am

(]
V8]
92

&
—fla:t) =0,
((Im()\)

+ /(ix Vo Lon(x)- ¥
0“771 )

p—
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Sin embargo. tambien es usual encontrar esta ecuacion en funcion de los llamados términos

de rarrasrre’ v, v de “difusion’ D,,,. que se definen respectivamente como,

Donix.x"a) = =V Lyn(x)-V'{x —x'). (2.90)

donde ¢'(x — x'i es la funcién delta de grano grueso definida en el Apéndice B. Por lo

tanto, la ec. 2.88 se rescribe con auxilio de las ecs. 2.89 v 2.90 como,

9fla.1) + /dx N 0 um(x;a)flart)—

at = Sam (1)
_ /ﬁ I /‘(]X/ AN - ) Dmn(X.x/;a)ngf<a;f) = 0’ (291)
" : ﬁ; C\am(x> l (\/('LT,(X/}

donde en esta ecuacion se emplea la propiedad de la funcién §'(x — x’) de grano grueso (

ver ec. B.2 del Apéndice B),

b

/ Ax' Gl2)8'(x — x/) = /dx’ Glx — x")8'(z) = G(),

dada una funcion G(r) arbitraria.

En el préximo Capitulo se determinaran las ecuaciones de la hidrodindmica fluctuante
no lineal para el Helio superfluido en el espacio de configuracién que son precisamente
las transformadas inversas de las ecuaciones no lineales de Langevin en el espacio de
Fourier asociadas con una ecuacidon de FP local definida en el espacio de Fourier. Por

lo tanto, antes de construir dichas ecuaciones de Langevin se tiene que particularizar la
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ecuacién de FP para el Helio superfluido con auxilio de la ec. 2.91. Pero, para esto es
necesario determinar las funciones u,,(x) v L,nn(z), lo cual se hard con el jcq de la ec.
2.76. aproximandolo con auxilio de un operador estadistico de cuasi-equilibrio, pg. que

definiremos en el Capitulo 3.



Capitulo 3

Modelo Microscépico para la

Hidrodinamica Fluctuante No-lineal
del ‘He Superfluido.

El objetivo de este Capitulo es deducir mediante un modelo microscépico las ecua-
ciones para la hidrodinamica fluctuante no lineal del Helio superfluido. Dichas ecuaciones
se dererminan a partir de las ecuaciones de Langevin en el espacio de Fourier asociadas a
la ecuacion de F'P local del Helio superfluido en dicho espacio. siguiendo de manera inversa
el mérodo de Morozov eshozado en la seccidén 1.2, La ecuacion de FP en el espacio de
Fourier se obtiene a su vez. de particularizar las ecs. 2.88 ¢ 2.91 para el caso concreto del
Helio superfluido. Sin embargo, para lograr esta particularizacion se necesitan determinar

. . - 1
las siguientes funciones “:

i).- Las fuerzas termodinamicas F, (z), dadas por la ec. 2.87 que bdsicamente son los

multiplicadores indererminados de Lagrange que definen al operador pcg de la ec. 2.76.

ii).- Los operadores v los valores esperados de los flujos o corrientes locales {I,(x))ca

T

calculados estos wltimos respecto al operador peog.

Cabe comentar que en éstos dos incisos el operador poe se aproximard me-
diante un operador estadistico de cuasi cquilibrio local /. Considerando

la hipotesis que el sistema presenta fluctuaciones pequenas, ¢ste ultimo operador tiene la

misma dependencia funcional que el operador estadistico de equilibrio local p; dado por

Wia el operador estadistico jeg de la ec. 2.76, tal que éste sea consistente con la seleccion de las
variables relevantes indicada en la seccidn A 1.1 del Apéudice A.
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las ecs. A.12 6 A.20, pero estrictamente p; y p; difieren en su significado fisico. Esta

diferencia serd discutida en su oportunidad maés adelante.

1ii).- Las funciones de correlacién L,,,(x) dadas por la ec. 2.83 que nos permitirédn definir
los coeficientes de transporte locales para el Helio superfluido, en analogia con los re-
sultados de la sec. A.2 del Apéndice A. Pero a diferencia del método de obtencién de
dichos resultados, donde sc emplea un operador de equilibrio estadistico pg, agui se em-
pleard un operador estadistico de cuasi equilibrio local o de referencia pg4.. Este operador
es basicamente el operador p; linearizado y considerado en un marco de referencia en

movimiento con una velocidad fuctuante local vy(x). [15].
iv).- Los términos de arrastre u,,(x) dados por la ec. 2.89.
v).- Los términos de difusidn D,,,(x,x’.a) dados por la ec. 2.90.

Cabe observar que para abordar estos dos tltimos incisos se emplean los resultados de
los incisos 11 v iii. Por lo tanto, de los resultados de los incisos i-v quedaré especificada la

ecuacion de FP local para el Helio superfluido.

Finalmente, la construccién de las ecuaciones de la hidrodindmica fluctuante no lineal
se hace mediante las ecuaciones no lineales de Langevin para el Helio superfluido. Sin em-
bargo. en dichas ecuaciones de Langevin aparecen unos términos o flujos fluctuantes que
es necesario determinar. Estos flujos se suponen son variables aleatorias multiplicativas .
que se definen como el producto de dos variables, la primera. una variable local dependi-
ente de la temperatura local y de los coeficientes de transporte locales: v la segunda. una
variable definida como variable aleatoria Gausiana con sus varianzas independientes de
la variable local. La forma especifica de las variables locales se determina de la hipdtesis
de que los valores de las funciones de correlacion L. de dichos flujos fluctuantes son
idénticos a o los de las funciones de correlacion L.»(x) mencionadas en el inciso 1iii.
Esta metodologia para la construccién de los terminos fluctuantes de las ecuaciones de
Langevin fue bosquejada en la secc. 1.2. de acuerdo con el método de Norozov para un

fluido simple, [88].

3 , L. . , . | . . R .
“Este cardcter multiplicativo de los tériinos fluctuantes les da un cardter no lineal a las ecuaciones
de Langevin [109].



Por otra parte, es importante destacar que los resultados presentados en éste Capirulo
aungue son néditos, se obtienen por estrecha analogia con los presentados por Morozov
v Zubarev en [156]. donde desarrollan un modelo microscépico para la hidrodindmica

I3
i
L

fluctuante no lineal de un fluido simple; modelo desarrollado via Maxent.

Definidos los objetivos de losg incisos i-1v, pasemos a su elaboracion.

3.1 El Operador Estadistico de Grano Grueso y el
Operador Estadistico de Cuasi-equilibrio Local.

De acuerdo con la seleccion de variables relevantes indicada en la seccidn A 1.1
del Apéndice A, las variables microscopicas relevantes para el Helio superfluido es-
tan dadas por sus densidades locales cuyos operadores asociados son: {d,}mico =
{p(x). H(z). J(x), 11s(x) }miero. A estas variables microscopicas se les asocian las variables
de grano grueso: a = {a,} = {p(x). H(a),j(z). i,(2)}. Por lo tanto, la funcién de dis-
tribucion de grano grueso f{a.?) serd una funcion de los valores numericos que pueden
asumir dichas variables de grano grueso, f(p, E. j. vs) (ver ecs. 2.17 0 2.19). Cabe destacar
que una vez realizada la seleccion de variables anterior, el tratamiento sequido solo serd
valido para el He' superfiuido. Efectuadas estas aclaraciones, a continuacién abordaremos

el problema de determinar la fuerzas termodindmicas, Fy,(x).

3.1.1 Fuerzas Termodinamicas.

Empezemos por senalar que las fuerzas termodinamicas, definidas por la ec. 2.87 dependen
de la funcional W (x). Ahora bien, de acuerdo con la seleccién de las variables relevantes
para la descripcion del superfluido, dicha funcional en la aproximacién local representa una
hipercelda que contiene todos los estados posibles a los cuales puede acceder el sistema.(ver
ecs. 2.27 para el caso cuantico o la segunda de las ecs. 2.20 para el caso clasico). En
efecto, en esta hipercelda las variables fluctuantes de grano grueso. p(a),H(r), jir) v
ig(7) son iguales a los valores numericos: p(z).E(x),j(x),vs(z). Por lo tanto, empleando

el concepto de entropia propuesto por Boltzmann se tiene que,



W(a) = 5@ (3.1)

donde S(a) es una funcional de entropia fluctuante dependiente de las variables
hidrodindmicas fluctuantes y ademds se ha tomado la constante de Boltzmann k& = 1.

Ahora. de ésta ec. 3.1 v de la ec. 2.87 las fuerzas termodinamicas se expresan como,

Fo(x) = gai% | | (3.2)
donde,
S(a)=InW(a) = / dx S(x) (3.3)

v S(x) es una densidad local de entropia fluctuante. Sin embargo. el problema que
tenemos ahora es como determinar a la funcional S{a). Para resolverlo procedemos de
manera heuristica, mediante el uso de un estado de cuasi equilibrio local representado por
el operador p;. Este operador nos conducird a una teoria de la respuesta lineal generalizada
respecto a dicho estado de cuasi equilibrio local, donde por un estado de cuasi equilibrio
local entenderemos un estado de equilibrio local en €l que sus variables de estado presentan

fluctuaciones pequenas.

Hemos mencionado que 17 (a) es una funcional que representa el peso estadistico en el
conjunto representativo microcanénico dado por el operador estadistico pcg de la ec. 2.74.
Entonces, si suponemos que el sistema esta en un estado de cuasi equilibrio local. podemos
sustituir al conjunto representativo pcg de la ec. 2.74 por otro conjunto representativo gy
En éste dltimo conjunto se supone que las variables de grano grueso a.(X) prdcticamente
no fluctuan salvo en el interior de las celdas mesoscopicas de tamano Ra. Aqui Ry <
A'O’l, donde %y es un numero de onda de corte que garantiza que se esta estudiando el

comportamlento hidrodindmico del sistema. Por lo tanto, ambos conjuritos representativos



pueden considerarse cquivalentes salvo por pequenas fluctuaciones que ocurren dentro de
las celides, T156). Resumiendo. asumiremos como hipotesis que los valores esperados de
mteres en lugar de ser caleulados mediante un conjunto representating microcanorico
pog e calculuran con un conjunto representativo gran candnico pr. el cual presenta la
misma dependencia funcional que un operador estadistico de equilibrio local pero definido

en funcion de las variables fluctuantes de grano grueso a,(x) , es decir,

prla) = Q! f>;1'p<— /(J’X.j','\xk} H(x)— i(x)p(x) — vp(x))(x) — js(x)ﬁ,¢(x)J> . i34

con,

Q= Treap( = [ ax3(x)| A0 = xp) = 0,(x)j(x) = 1)) )

donde. H{x). p(x). j(x). 7.(x) son variables fluctnantes de grano grueso asociadas a
las densidades locales. v 3{x) . j(x), vn{x) v js{x) tienen la interpretacién usual. es
decir, son el inverso de la temperatura local, el potencial quimico local, la velocidad local
de la componente normal del superfiuido y el flujo local de la componente superfluida,
pero consideradas como variables fluctuantes. De-hecho en éste Capitulo 3, se empleardan
muchas relaciones y ccuaciones deducidas en el Apéndice A, pero interpretadas como

relaciones de variables fluctuantes de grano grueso.

Por otro lado, debe observarse que aunque p; tiene la misma estructura que el operador
estadistico p; de la cc. A.12 o A.20 es diferente de éste. La diferencia consiste en que p;
se define en funcién de las {a,(x)}nicro, (ver Apéndice A) mientras que j; esta definido
en funcién de las variables de grano grueso {a,(x)}. Por otra parte, es pertinente aclarar
que en el caso de los valores esperados calculados con gy, denotados como ({@n(x) bricro)t,
estanios tratando con variables microscédpicas locales fijas sin fluctuaciones, {a, (x) } micro, &
las que se les asocia un valor nimerico local fiJo a,(x). Sin embargo, el caso de las variables

de grano grueso es diferente, yva que los valores esperados de las variables de grano grueso

(@)
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se calculan con fp;, denotados con (@,(x)); v se les asocia con valores nimericos locales pero
con valores fijos en las fluctuaciones hidrodindmicas, [156]. Por lo tanto, estrictamente
los multiplicadores de Lagrange 8(z), u(z), va(z) v js(z) de la ec. 3.4 son variables
termodidmicas conjugadas a los campos (a,(x)); pero no a los campos ({a,(x)}micro)i-
No obstante, estrictamente debe mostrarse la vélidez de la ec. 3.4, la cual aqui se tomaurd
como hipéteisis de trabajo cuya validez se justificard a posteriori. Finalmente, de los

argumentos esgrimidos anteriormente se tiene que,

donde ()7 indica el promedio tomado respecto al operador de cuasi equilibrio local p; v

{ yce es el promedio tomado tomado respecto al operador pcg de la ec. 2.74.

A

Reiterando, los valores esperados de la ec. 3.5 se consideran equivalentes salvo pequeiias

fluctuaciones que pueden ocurrir en el interior de las celdas mesoscépicas de tamano Ryg.

Regresemos al problema de determinar la funcional de entropia de la ec. 3.3. De
acuerdo con la ec. 3.4, la funcional de entropia descrita por éste operador se escribe

como.

S(al;=—(Inpp; (3.6)

Ahora de la condicién impuesta por la ec. 3.5, podemos igualar el lado izquierdo de la ec.

3.3 con la ec. 3.6, es decir,

S(a) ~ S(a) = —{In py); (3.7)

Entonces, empleando esta ecuacion en la ec. 3.2 la fuerzas termodidmicas F,(x) quedan

dererminadas en la forma usual como.



L 05(a) -
}p’\a) ~ ’5‘/)((—1) = J(X)/L(X)
0S5
Fila) ~ Oj(f)) = B(x )y (x) 3.8)
gs(a) _ .
Fl;(a) -~ avs(:):) = 5()()}5()()

Es pertinente aclarar que en la vecindad de un punto critico. la longitud de correlacion
Ry de las variables fluctuantes puede ser lo suficientemente grande como para invalidar
la aproximacion de cuasi equilibrio local. No obstante, dicha aproximacion seguird siendo
valida si el nimero de onda de corte Rgkg << 1. En caso contrario, es necesario realizar
correcciones no locales a la temperatura local y potencial quimico local a partir de 5{‘3)
de la ec. 3.3, por ejemplo mediante el uso del método de las variables colectivas u otros
métodos basados en desarrollos de las fluctuaciones de las variables relevantes de grano

grueso {156].

Sin embargo, para el caso del Helio superfluido tratado aqui, ain en la prozimided del
punto critico para T < Ty, en la region hidrodindamica de interes se cumple que Rgky <<
1, (ver pp. 127-152 en la ref. [53], [121]). Es precisamente esta condicion la que nos

permite aceptar como vdlida la aprovimacion de cuasi equilibrio local.

Determinadas las fuerzas termodindmicas pasemos a abordar el cdlculo de los flujos

(corrientes) locales asociados a la evolucién de las variables relevantes del superfluido.

cn
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3.1.2 Corrientes Locales.
Marco de Referencia Fijo.

Como se mencioné anteriormente se necesita particularizar la ecuaciéon de FP no lineal
local del Helio superfluido a partir de la ec. 2.91. Sin embargo. en dicha ecuacién 2.91
aparecen los términos de arrastre u,(x) que estan definidos en la ec. 2.89. También en esta
ec. 2.89 aparecen los valores esperados de las corrientes locales I,(x; v las fuuciones de
correlacién L,,,(x), que a su vez estan definidas en funcién de las partes no proyectadas de
los operadores asociados a dichas corrientes locales. Por lo tanto, es necesario determinar
los operadores asociados a las corrientes locales v los valores esperados de éstos. Problema
que serd abordado en esta subseccién para un sistema de referencia fijo v en la siguiente
subseccién para un sistema de referencia en movimiemto. Posteriormente, en la sigulente

seccién se abordard el cdlculo de las funciones de correlacion L£,,,(x).

Dada la ec. 2.9 para las corrientes asociadas a las variables de grano grueso a,(x) v

la ec. 3.5 se tiene que,

(@n(x))cc = {an(x)); & (@n(x))i = =V - (In(x))1 = =V - [n(x). (3.9)

doude de acuerdo con la seleccidén de variables relevantes para el caso del super-
fluido tenemos que. I(x) = {L,(x)} = {{L,(x));} = {I(x1. Ip(x). [;(x). I4(x)} =
{7(x). ju(x). T(x). I(x)}.

Ahora, de los resultados presentados en la seccién A.1.3 del Apéndice A, para las ecua-
ciones hidrodindmicas de los dos fluidos sin disipacién, no es dificil inferir que hav una
correspondencia eutre las corrientes que aparecen en la ec. 3.9 v las ecs. A.45-A.47, A.53
respectivamente. La razon de esta correspondencia radica en que el operador p; v el op-
erador p; estan definidos por la misma funcién. aunque fisicamente existen diferencias en
la interpretacion de los valores esperados calculados con dichos operadores. Por lo tanto.

se necesita particularizar la ec. 3.9 para cada variable relevante.

Sustituvendo a,(x) = 5(x) en la ec. 3.9 v de las ecs. A.45 v A.54 se tiene que,



(pIxXcqm (p(x)hr= pix) = =V - {{x))

I

i
<]
<.
E

fl

- 7. (/)(x) on () + py(x) U«S(x‘;) - V. L(x). 1310)

que es la ecuacion de evolucion para el valor esperado de la densidad de particulas.

Andlogamente. para o, (x) = H{(x) v de la ec. A.46 se obtiene que,

(H(xV rg = (Hx))j=EBx) =~V Jux))= -V jyx) =

= —V-IE(X>, (\3,11)

donde jy(x) = Ir esta dada por la ec. A.69, la cual se escribe en funcidén de la variables

de grano grueso como.

Es claro que esta ecuacién y la ec. A.69 son idénticas formalmente, salvo por su inter-
pretacién fisica. En el caso de esta ecuacion su valor esperado se considera con fluctua-
ciones pequenas, pero en el caso del valor esperado dado por la ec. A.69 no fluctua, v
para todo propésito ambos valores esperados se consideran iguales de acuerdo con la ec.

3.9.

En el caso de a,(x) = j(x) y de las ecs. A.47 y A.67, lacc. 3.9 se particulariza como,

Gxhea ~ () = i) = =V (T(x); =~V - T(x) =



= -V - I;(x) (3.12)

donde, las componentes del tensor T(x) = I; se escriben de la ec. A.70 para variables de

grano grueso como,

Es claro que las ecs. 3.10-3.13 representan las ecuaciones de evolucién para las varia-
bles relevantes de grano grueso del superfluido, ecuaciones que quedan en funcién de los
fujos o corrientes asociadas a dichas variables de grano grueso: v esencialmente dichas
ecuaciones de evolucién son idénticas a las obtenidas en la seccién A.1.3 del Apéndice
A. pero considerando en estas ultimas la presencia de fluctuaciones pequenas, ver ec.
3.9. En particular los flujos de las variables de grano grueso nos permitiran calcular
las funciones de correlaciéon, como mencionamos al inicio de esta seccion. Sin embargo,
antes de proceder al cdlculo de las funciones de correlacion v con objeto de simplificarlo. es
necezario determinar las corrientes o flujos, pero en un marco de referencia en movimiento

donde la velocidad del superfluido sea cero.



Marco de Referencia con velocidad v (x).

Antes de abordar el problema de determinar las funciones de correlaciéon £,,,, x . es
necesario obtener los valoves esperados de las corrientes locales en un marco de referencia

~

que se mueve con una velocidad local fluctuante v{x). La razén de realizar esta transfor-
macion del sistema de referencia se debe a que en el marco de referencia en movimirnro se
simplifica la obtencion de las funciones £,,,(x). Por lo tanto, antes que nada necesiramos

determinar p; en dicho marco de referencia.

Sea un sistema de referencia que se mueve con velocidad local fluctuante v.ix . Las
ecuaciones que relacionan a los operadores microscdpicos relevantes del sistema de refe-
rencia fijo respecto a otro que se mueve con velocidad vg(x), estan dadas por las ecs.
A.16-A.19 de la seccidn A.1.1 del Apéndice A. Para construir las ecuaciones equivalentes
a estas dltimas pero para variables de grano grueso, se sustituyen cada una de las ecs.
A 16-A19 en la ec. 2.5, Tomando ahora en cuenta la convencién para la notacion de
las variables microscopicas v las de grano grueso { dada en la nota 1 del Capirulo 21 no
es dificil comprobar que las ecuaciones que relacionan las variables fluctuantes de grano
grueso en ambos sistcmas de referencia tienen la misma estructura que las ecs. A.16-
A.19. por lo que no las repetiremos aqui. Sin embargo, en este Capitulo las emplearemos
pero tomando en cuenta que las interpretaremos como ecuaciones de de variables de grano

grueso.

A continuacidn sustituimos las ecs. A.16-A.19, consideradas como variables fluctuantes
de grano grueso, en la expresion de p; de la ec. 3.4 y después de cdlculos algebraicos

& 5 3 /[ J g fel
directos nos conduce a una expresion para pj en el marco de referencia en movimiento, a

saber

o) = Qs [ dxBx) | H6x) = 1007 (%) = (oalx) = 0. ()T00)] ) (314)

donde la variables: H/(x). p'(x). j/(x) y @4(x) tienen el mismo significado y obedecen las

mismas relaciones que en el Apéndice A, pero interpretadas como variables fluctuantes



de grano grueso. Por otra parte, en el operador p; de la ec. 3.14 no ha sido considera-
do explicitamente el término ji/, por que en éste sistema de referencia la componente

superfluida esta en reposo. Ademads,
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Qi = Tr e;rp(— / dx/j(x)[

donde esta igualdad se obtiene de manera andloga a la ec. A.22. es decir, se sustituyen las
ecs. A.16-A.19 en la ec. 3.4 para ;. En lo que respecta a la interpretacién del operador

pr de la ec. 3.14 esta serd abordada en la préxima seccidn.

Enseguida. si se denotan los valores esperados para las variables de grano grueso de
manera analoga a las ecs. A.23, pero empleando en lugar del operador p; al operador p-

de la ec. 3.14. entonces de la ec. A.17 vy la primera ec. A.23 se tiene que,
(%)) = {A(x))p = p'(x) = p(x) . (316

donde en esta ecuacién se interpreta a las variables de la ec. A.17. p(x) v p'(x). como

variables de grano grueso.

Para el valor esperado de j'(x), consideramos que éste se define como cl producto de Ia
densidad fluctuante p'(x) por la velocidad fluctuante neta del fluido. (v,(x) — v4(x)). exn

el marco de referencia en movimiento, es decir,
Jo(x) = (J'0)p = 0/ () (va(x) = vs(x)) = p(x TV ix) (3.17

donde en la ultima igualdad del lado derecho se ha empleado la ec. 3.16 v la segunda d=

las ecs. A.58.
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Respecto al valor esperado de la energla, este lo denotamos como.

>
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y para el valor esperado de la velocidad del superfiuido en el sistema de referencia (.2 se

mueve con una velocidad local fluctuante vi(x) se cumple que,
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Finalmente, las expresiones para la densidad de corriente v valores esperados de estas

en el sistema de referencia en movimiento se determinan de la siguiente manera.

Para el flujo de la densidad fluctuante local del nimero de particulas, se parte de la

ec. A6l interpretada como una ecuacion de variables fluctuantes de grano grueso v de
B N . . . PPN N R

las ecs. 3.9. 3.16 y 3.17. se riene que el valor esperado de p (x) calculado con p; de la ec.

3.14, se expresa como.

/ ~

() ce ~ (3 (0 = 7'(x) = =V - () = ~V - jolx) =

con jo = I}, donde jy esta dada por la ec. A.67.

Andlogamente, para el flujo local de energfa fluctuante dado por la ec. A.62, interpretada

como una ecuacién de variables fluctuantes, v de las ecs. 3.9, 3.14 y 3.18 se obtiene que,

L /

(H (x)yoe = (H (x)); = a(x) = =V - Gp(x))p = =V jix) =



= -V I(x), (3.21)

donde en esta ecuacién j = I estd dada por la ec. A.66 interpretada en funcion de las

variables de grano grueso.

A continuacién, para el valor esperado del flujo de impetu local fluctuante, de la ec.

A.63 v delas ecs. 3.9 y 3.4, se tiene que,

- o . ~ 1

(J (x)ee = (G (x)p = jo(x) = =V - (T () = =V - T'(x) =

= -V I'{x) (3.22)

donde (_’]j(x)},—, =T'(x) = I estd dado por la ec. A.68 pero interpretadas las variables

que aparecen en esta ecuacién como variables fluctuanres.

Por ultimo. para el flujo local de la velocidad fluctuante local del superfluido, de la ec.
A.64 tomando esta como una ecuacién de variables de grano grueso, v de las ecs. 3.9 v

3.14 obtenemos que,

(i (x))e = i)y = (x) = =¥ - (L) = =V - IU(x) (3.23)
donde,
. v (x)
() = plx) — —5— (3.24)
v de la segunda de las ecs. 3.13 se obtiene que,
L(x) = I'(x) = p(x) — =X (3.25)




Aqui la igualdad de [,(x) e Il{x) se cumple de hecho que n,{x) es un invariante Galileano.
va que o(z) la fase de la funcién de onda, de las ecs. A.9-A.10, es un invariante Galineano.

( ver el Apéndice II de la ref. [103])

Determinados los operadores asociados a las corrientes locales v sus valores esperados en
ambos marcos de referencia se procedera a pasar a la siguiente seccién donde se evaluaran

las funciones de correlacion L£,,,(x).

3.2 EIl Operador Estadistico de Equilibrio Local vs
El Operador Estadistico de Referencia.

Es obvio de la ec. 2.83 de la seccidn 2.5 del Capitulo 2, que las funciones de correlacidon
Lomn(x) en la aproximacion local de la ecuacién de FP tiene que evaluarse respecto a

poc. Ahora, de acuerdo con la aproximacion realizada en la seccion 3.1 de éste Capitilo

!

podemos remplazar a jog. que aparece en la definicion de las £,,,(x) de la ec. 2.83. po

3

p;r dado por la ec. 3.4 0 por gy dela ec. 3.14. Sin embargo, antes tenemos que aclarar los

sigulentes puntos:
i.- Definir las propiedades de convergencia de pj.

ii.- Determinar los operadores j,(x). Ap(x),as(x), definidos por las ecs. A.82, A.83 v A.86
pero para variables de grano grueso v establecer su conexién con las partes no provecradas

de los operadores fE. fj, e fs.

Concretamente, para resolver estos dos puntos se recurrird al concepto de ‘operador es-
tadistico de referencia’ j,., dado por Brey et al en la ref. [15}, donde se estudian las
ecuaciones de transporte no lineales para un sistema que estd en un estado proximo al

estado de equilibrio local. Planteada esta problemética pasemos a elaborar su solucion.

En la seccidén A.1.2 del Apéndice A y en la referencia 1}, se argumentaron las ra-
zones por la cuales el operador de equilibrio local p; no es adecuado para la descripcion

macroscopica del sistema. En nuestro caso, el operador de cuasi equilibrio local p;. dado
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por la ecs.. 3.4 o 3.14, al tener la misma estructura que p; implica que los valores es-
perados calculados con p; no tienden al equilibrio y no generan ecuaciones de evolucion
irreversibles, [154, 1]. Por lo tanto, es necesario construir un operador jgp que satisfaga
una ecuacién de Liouville con fuentes y ademdés que pzp tenga una parte disipativa ﬁ/, es

decir que obedezca una ecuacion del tipo,

Ippp(t)
ot

[¥V]
%]
<
S’

1 R
+ E[/sp‘f)(f)’ Hl}_ = —clppp(t) — pp(t)). (:

dende. H' es el hamiltoniano del sistema en un marco de referencia en movimiento v,

“ ~ - —
prp(t) = pp(t) + pi(t) (3.27)
con
~f 0 1 t &t TN (=1 . Crppt ¢/
pi(t) = / dt’'e / dre™ ) g (t+ 1, f’)e_"_““('*f 1) . (3.28)
—00 0

- W/
donde S’ y S son el operador de entropia v de evolucién de entropia en un marco de

referencia en movimiento, respectivamente.
Antes que todo es importante recalcar los siguientes puntos:

a.- Las ecs. 3.26-3.28 se pueden construir en analogia a las correspondientes ecuaciones

para g, v Ap debido a que j; v jj tienen la misma estructura.

b.- p; v pj, pese a tener la misma estructura, su significado fisico es diferente. En efecto.

M esta definido para variables microscépicas v p; para variables de grano grueso.

c.- En la ec. 3.26 aparece H', y en la ec. 3.28 el operador S'. lo que implica que jpgp. o+
v p; se estan tomando en un sistema de referencia en movimiento. especificamente. uno

que se mueve con velocidad local vg(x).
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cl.- Los valores esperados calculados con pp v con j; obedecen ecuaciones andlogas a las

ecs. A31-A 32 v alaec 2.13: a saber,

/\&n(xv ) Fp = lime_o !'l'im N/V—cte 17‘7‘(/31—:}9 dn) =
| ;

(M)
()

=Tr(pppan) = (an(x. 1)) (3.29)

e.- La diferencia entre ppp v ppFp €5 que aunque ambos operadores estan definidos para
variables de grano grueso. estrictamente ppp conserva su caracter no local tanto en el
tiempo como en las variables fluctuantes, mientras que pp se define en funcién de g;. el
cual va estd formulado en una aproximacién Markoviana v local en las variables de grano

grueso.

Ahora con el propésito de determinar las funciones L,,,, emplearemos los resultados
de la seccién A.2 del Apéndice A, pero utilizando un operador de referencia pee. { el cual
es el operador pj; en una aproximacion lineal y definido en un marco de referencia en

movimiento), realizaremos los siguientes seis pasos:

Primero, sea el operador estadistico p; dado por la ec. 3.14 para un sistema de
referencia en movimiento, tal que lo consideremos en una aproximacién lineal en las
velocidades v por lo tanto podemos despreciar el término (v, — v,)j’ que aparece en la ec.

3.14. Entonces p; se escribe como,
P Q]f,‘lel'p(— /dx,g(x>[ﬁ’(x) - u(x)f)'(x)D (3.30)

con,

Qp = Treap(— [ dxa()|#'(x) = () ()]



Sin embargo, el cdlculo de las funciones de correlacion L., dadas por las ecs. 2.83.
definidas a apartir de pcg. no se realizard con el operador p; que es una aproximacién
lineal y markoviana de pcg, sino mas bien se realizarad con el operador estadistico de cuasi

equilibrio pe, el cual Brey et al mostraron en la ref. [15] que es equivalente a j;.

La argumentacién fisica detrds de la sustitucién de p; por pg es la siguiente. Brey
et al parten de aplicar un método andlogo al de Chapman-Enskog, pero para encontrar
la solucién de una ecuacion de Liouville en lugar de una de Boltzmann. Concretamente.
muestran c¢6mo el valor esperado de una magnitud fisica de interés { por ejemplo. la
densidad del numero de particulas, la densidad de la energia, etc) respecto a una funcién
de distribucién dependiente del tiempo f(I',#), puede desarrollarse en series de potencias
de los gradientes de los multiplicddores de Lagrange que determinan a una funcién de
distribucién de equilibrio local, fg(T',t). Muestran asi que esta funcién de distribucién
de equilibrio local puede expresarse en términos de una funcién de distribucién de cuasi
equilibrio local fo(T'. 1), ( ver ecs. 23, 34 v 40 en la ref. [15]), que difiere en su expresién

matemadtica de la de equilibrio local (ver ecs. 5y 9 en [15]).

Fisicamente esto significa que los valores esperados de interés dependen inicamente de los
gradientes de los multiplicadores de Lagrange de la funcién de distribucién de equilibrio
local, pero para distancias pequenas e intervalos de tiempo cortos. tal es que dichos valores
esperados son funcionales del tiempo, sélo dependen de x v ¢ via los multiplicadores de

Lagrange v de las funciones de correlacién de los flujos asociados a las variables dindmicas.

En otras palabras. estamos empleando las ecuaciones hidrodindmicas. para sustituir ‘a
evolucion de las variables de interés en funcién de los flujos de dichas variables. con lo cual
asumimos implicitamente que: 7... después de un tiempo de afiejamiento del sistema, este
puede ser descrito en una buena aproximacién por las ecuaciones hidrodindmicas locales.
Esto implica las funciones de correlacidn se suponen ser cortas en alcance tanto espacial
como temporal...”. [13]. Esta situacion fisica es consistente con la definicidn de cucsi
equilibrio local como un estado con fluctuaciones pequenas en un entorno de equilibrio

local.
Por lo tanto. el valor esperado para la evolucién de una magnitud de interés calculado
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con respecto a una funcion de distribucion dependiente del tiempo v expresado en poten-
cias de los gradientes de los multiplicadores de Lagrange. tendrd varias componentes: la
pritera ostard dada por ol valor esperado calewlado respecto a una funeidn de distribucion

de equilibrio local (fg en el caso de Brey v p; en nuestro caso). qne corresponde a las

.
T

ecuaciones de Euler: el segundo término asociado al primer orden en los gradientes d

los multiplicadores. donde aparecen como coeficientes de este término las funciones de

~

correlacion. pero caleuladas con respecto a la funcion de distribucion de cuasi equilibrio
{fo en el caso de Brey v pg en nuestro caso), en lugar de una funcién de distribucion de
equilibrio local v finalmente. términos de orden superior en los gradientes (por ejeniplo

términos de Burnets. ver ces. 51 v 624, 62b 1 pp. 434438 en la ref. [15]).

Coucretawente este operador de cuasi equilibrio estadistico o de referencia se escribe

COIno,

donde.

Qe =T (\*,’j(x) H)

ﬂ:/w#w

mN = / dxp(x)

Cabe notar gque éste no es el operador de equilibrio estadistico po, ya que aunque ambos

son parecidos en sus expresiones matemdticas existen diferencias. Por cjemplo. en el

67



operador g el multiplicador 8(x) es una funcién de la posicién. lo cual no puede ocurrir
en el operador de equilibrio pg. Por otro lado, tampoco pg es un operador de equilibrio
estadistico local py, ésto se observa al comparar la expresiéon dada por la ec. 3.30 para
pr con la ec. 3.31 para pg , cn la primera ecuacion aparece una integral donde en el
integrando esta la funcién B(z), pero en el caso de la segunda ecuacién dicha integral
no existe. Por lo tanto, debe tenerse mucho cuidado de no interpretar incorrectamente o

confundir a dicho operador de cuasi equilibrio.

Segundo, definamos el operador de entropia asociado a j, de la primera ecuacidn de la

ecs. 3.31 como,

5(]6(}() = —In pe(x) = —3(x) [@qg - Hjl : (3.32)
donde,
Do = —Tr H(x)
Tercero, definamos el operador de entropia asociado a p; como
SH(x) = —In pp(x) . (3.33)
ral que sustituvendo en esta ecuacion el operador py. de la ec. 3.14 obtenemos 3.
Si(r.0) = /dxrﬁ(x)[—ﬂ(x) A ) = () () = I () (x0 = Ju)itix) | (334

donde.

JEn esta ec. 3.34 se ha cousiderado explicitamente la aparicién del término je u'. a diferencia de a
ec. 3.14 donde no se considera porque (¢); = 0 en el marco de referencia en movimiento.
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in Q= ~Tr U (lxﬁ(x)Q(x)J

Obsérvese que la primera v tercera ecuaciones de éstas ecs. 3.34 son idénticas a las ecs.
A.58. pero interpretadas éstas iltimas como ecuaciones para las variables de grano grueso.

Por lo tanto, calculando la derivada temporal de la primera de las ecs. 3.34 tenemos que,

S(1.0) = / dx{*w + o)) — LI

ot ot
e R L Pl L
30 (HY() = ) e) - W >‘)—J§?— i) ) (3.35)
tal que,
S(t.4) = exp {~ a, S':(+.0) exp LAY (3.36)

ih

ih

Es importante aclarar que la ec. 3.35 es andloga a la ec. A.76 con la diferencia que
la ec. 3.35 esta definida para variables de grano grueso y en un marco de referencia en

movimiento.
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En cuarto lugar, se sustituve el operador S’qe de la ec. 3.32 sélo en las funciones expo-
nenciales del operador j; de la ec. 3.28, tal que obtenemos para este ultimo operador la

expresion,

0 1 . )
ﬁ;(f) ~ / dt’ e /0 dr eTﬁHS’[(T,. t')e_'ﬁ(r_lmem’ ) (3.37)

Realizando ahora el cambio de variable A = 3(x) 7, se tiene que la ec. 3.37 se rescribe

como,

[W™)
(09

1 0 , B 2 ;
flt) = "3‘<x_>/ e /O AN XSt ) e e (3

donde esta ecuacién es andloga a la ec. A.77 pero es diferente a ésta. puesto que la ec.

3.38 esta definida para variables de grano grueso y en funcién del operador p..

Por lo tanto. el operador pp de la ec. 3.27 con la ayuda de la ec. 3.38 se escribe como.

(%]
(O]
<]

A - 1 /0 /1 _et! Ax) NH & APROLP ,
pp~p(f>w1—(f)+/§/_mdfe/0 XSt 1) e e (3.

Ecuatién que es formalmente idéntica a la ec. A.78. pero con significados fisicos distintos.

va que esta ec. 3.39 es capaz de considerar las fluctuaciones del sistema superfluido.
Quinto. dada cualquier variable de grano grueso a,. su valor esperado calculado con el

operador pgp esta dado por.

0 /
{an (\f\)t\F.P ~ <én(f)>/_+/ dt'e” (&n, Sl_(f - f/)) (3.4
-0

donde el segundo término del lado derecho de la ec. 3.40 representa una generalizacion de

la relacion fluctnacion-disipacién de Green-Kubo. en el sentido de que en lugar de calcular
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la funciones de correlacion respecto a un operador de equilibrio estadistico pg . como lo
hacen Green o Kubo [47. 68. 69]. se determinan con respecto a el operador pg.. con lo
que es posible determinar coeficientes de trausporte locales como veremos mas adelante.

Concretamente, dicha funcién de correlacion cudntica se define con auxilio de g, como.

RS B A
(6.(x). B{#1) = 3—&—)[) AMan(x)B(F 4+ i5A))ge 1341)

donde { ), indica que se esta tomando el promedio respecto al operador de cuasi equilibrio

Pqe-

Sexto. procediendo de manera andloga a la deduccion de la ec. A.81 se rescribe la ec.
3.35. Para ello, se expresan las derivadas de las variables de grano grueso p. H. j v

it en funcién de las ecuaciones de conservaciéon para un fluido ideal v de las derivadas

temporales de los multiplicadores de Lagrange en funcion de los gradientes de 3, 3u. j! v

Js

W, (ver detalles de la deduccidon en el Apéndice C de esta tesis). Por lo tanto, la ec. 3.35

Se expresa comao,

SH(r.0) = /(ix{(VB(x))j;(x) B AF(x) VT (x)

!

T (x)- VIW(x)|, (3.42)

—~ 3(x)a(x.t) V- jl(x) — 8(x)

sS4 )

donde anédlogamente a la ec. A.81 se ha supuesto que el término correspondiente al flujo
de entropia es cero. Ademads en la ec. 3.42 se ha definido a la densidad del flujo de calor

como,

Ja(x) = Jiy(x) - (msm N f<x>> m)) 5(x), (3.43)

y el operador de la fluctuacién de la presién como,
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AR(x) = B(x) - (9%)p<.f‘f'<x> ) - (32) ) = (6N (2a)

donde el operador de presién local p'(x) esta relacionado con el operador asociado al

tensor de los esfuerzos sin traza mediante la expresion siguiente,

T(lqtk(@ = Ty () = 6up'(2) . (3.45)

A
[

> Tila). (3.46)

por.

6 (x) = — L () = ) -

2m \/77,0(:6

1 /0us . g \ o
- ;( oy )Q/(ﬂ/(ﬂ — (Pl ge ) (3.47)

donde ny(x) = <L‘i~’(x))qe<w'v(x)>qe es el valor esperado de la densidad de particulas en el

estado de referencia.

A continuacién las funciones de correlacion de la ec. 2.83 serdn evaluadas a partir
de las funciones de correlacién de la ec. 3.41, donde estas ultimas se relacionan coun los
coeficientes de transporte locales en analogfa con los resulrados de la seccidn A.1.3 del

Apéndice A. En las siguientes subsecciones se mostrara en detalle en qué consisten éstas

-~1
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relaciones v a que resultados conducen. En primer lugar, esto se hard en el caso de un
marco de referencia en movimiento v después para un marco de referencia fijo donde las

no linealidades del sistema se ponen de manifiesto.

3.2.1 Funciones de Correlacion en un Marco de Referencia en
Movimiento.

La ec. 2.83 para las funciones de correlacion L,,, esta definida apartir de las partes
no provectadas j,,, asocladas a las corrientes f,7 de las variables de grano grueso a,. que
se definieron en la primera de las ecs. 2.67 v la ec. 2.77. Por otro lado, las funciones
de correlacién que aparecen en el segundo término del miembro derecho de la ec. 3.40
estan definidas mediante el operador de evolucion de entropia | 5”;. Ahora, para calcular
las funciones de correlacion L,,, mediante el segundo miembro de la ec. 3.40. tenemos
que justificar la equivalencia de las funciones de correlacién de las partes no provecradas
Jn correspondientes a cada una de las variables de grano grueso a, con las funciones de
correlacién de los operadores jé(x),Aﬁ’(x), T'(x) v &.(x). que aparecen en la definicién
de S’,j dada por la ec. 3.42. Para lograr dicha justificacion procedamos de la siguiente

manera:

Primero, se definen las partes no provectadas de las corrientes en el marco de referencia

en movimiento. en analogia con la primera de las ecs. 2.67 y la ec. 2.77, a saber,

J1(x) = Qin(x) = QILx), (3.48)

donde &; es la derivada temporal de la variable dindmica a/, ambas definidas en un marco
de referencia movil, y I'(x) = {I(x), fj’(x), I'(x)} estan definidos por las ecs. 3.21, 3.22

v 3.25, respectivamente, y Q@ = 1 — P de acuerdo con la tercera ecuacion de las ecs. 2.67.

En seguida, si se observa el segundo término del miembro derecho de la ec. 2.54 para ppp
y el elemento de matriz K, de la ec. 2.58 se puede comprobar que ¢stos toman en cuenta

el comportamiento disipativo del sistema en funcién de los términos X, (a) dados por la
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ec. 2.52. En esta ec. 2.52 también se observa que las cantidades X, (a) se definen para la
parte no proyectada de las corrientes. Ademads cabe subrayar que las ecs. 2.52, 2.58 y 2.68
estan definidas en el contexto de ppp, el cual es un operador estadistico para variables
de grano grueso con un comportamiento no local y no Markoviano. En la aproximacién
local y Markoviana en lugar de los elementos de matriz K,,, tenemos los elementos de
matriz D,,, en el espacio de Fourier o su equivalente los elementos de la matriz £,,, en
el espacio de configuracién, definidos para las partes no provectadas Jn en términos del

operador pcg.

Mas ain, dado el operador g delaec. 3.27 podemos observar que en su segundo término
del miembro derecho aparece ﬁ; quien corresponde a la parte disipativa del sistema. En
la aproximacion lineal para un marco de referéxic-i-a"en movimiento, el operador ppp se
aproxima por la ec. 3.39, donde su parte disipativa, /3; queda expresada en funcién del

operador de evolucion de entropia , S’; v del operador estadistico de referencia pg..

Por lo tanto, la parte disipativa de una corriente I; dada por su parte no provectada ],’7
en la aproximacion de cuasi equilibrio local realizada en la seccién 3.1 de este Capitulo.
debe corresponderse con la parte disipativa descrita por /); de la ec. 3.38, a través de los
ﬁl/leS jé(x),Aﬁ’(x), T'(x) v a.(x) que aparecen en el operador de evolucién de entropia
5;. puesto que ambas estan describiendo el comportamiento del mismo sistema. Entonces.
supondremos que, aproximadamente, son validas las siguientes relaciones para los flujos

aleatorios v las partes no proyectadas definidos anteriormente. a saber.

Para el flujo de calor,

Jgx) = QIE(%) = Qi (x). (3.49
Para el flujo de impetu,
T/(x) =~ QI} = QT'(x) . (3.50)



donde las 7,, son las mismas que aparecen en la ec. 3.48.

Finalmente, sustituvendo ahora por separado cada una de las ecs. 3.49-3.51 en la ec. 2.83
para las L,,, v comparandolas con el segundo miembro derecho de la ec. 3.40 obtenemos

que :

i}).- Para el flujo de calor, su funcién de autocorrelacién se escribe como.

LG iy = A dt = /‘fX/<5é(X>,j;(X/,f)>CG o

(M)
St
o
——r

0 N 2
lime [ dt et (G(x), 55(0) (

— 00
donde é’[ , es el operador de produccién de entropia local que esta dado por la ec. 3.42.
(an, Bm) es la funcién de correlacidén cudantica dada en la ec. 3.41, la cual esta definida
en funcién del operador p,. Por otra parte, cabe hacer notar que en el operador de
produccién de entropia local se han ignorado los efectos no Markovianos. La razén de
que este operador no contenga efectos de memoria es que el operador p; de la ec. 3.14,
a partir del cual se define éli , va es un operador Markoviano. s decir, estrictamente
pca es un operador estadistico local de grano grueso, operador que presenta efectos de
memoria espacial v temporal. Sin embargo, en la aproximacién Markoviana de g de la
ec. 2.76 de la seccién 3.4 mediante p; , dado por las ecs. 3.4 o0 3.14, se ha aproximado a

poe con prp y esteiltimo con pg.. Por lo tanto, estrictamente se ha aproximado pcg con

=1
[



fqe, l0 cual se observa en la ec. 3.52 al analizar las funciones de correlacién que aparecen

en ella, definida por la ec. 3.41

Por otra parte, andlogamente con la ec. A.99 se observa de la ec. 3.29, que en la ec.
3.43 para jfl la traza del operador j'(z) con el término integral 5’ del operador pgp, dado
por la ec. 3.27, tiende a cero cuando el sistema tiende al equilibrio, es decir cuando ¢ — 0.

Por lo tanto se tiere que,

a2l a

Vim e Tr(p7 (%)) = T7(fge 79(x)) (3.53)

Si ahora sustituimos esta ec. 3.53 en la ec. 3.52 se obtiene que.

0 0 1 oY 1 -
L'(3.74) = /OO dt/dx' e (Ug(z), Jpla’ 1)) (3.54)

donde (a,. B.,) es la funcién de correlacién cudntica dada en la ec. 3.41 definida en funcién
de pg. Finalmente. recordadando la definicién del coeficiente de conductividad térmica.

de la ec. A.103. tenemos que la ec. 3.54 se expresa como,

[T H’(X)
£ (JQi"’j(/Iﬁi) =

donde,

(&N
(@1}
(o]

82 0 [ ~t 7 \ -
K(x) = —éﬂ/_oo dt e / dx{),(x). Jg(x". 1)) (3.

es el coeficiente de conductividad térmica local v Jix) es el inverso de la temperatura
local. Cabe resaltar que este coeficiente de transporte difiere del de la ec. A.103. obtenido

mediante la Teoria de la Respuesta Lineal de Kubo. en que la funcién de correlaciéon se



evalia con el operador p,. en lugar de emplear el operador gg. lo que da lugar a que el

coeficiente de transporte sea de cardcter local.

ii ;.- Para el tensor de los esfuerzos, tenemos que se cumplen la siguiente relacién entre

las funciones de correlacion,

0 . .
o znm_o/ di et (T'(x), St 0)) (3.57)

—CO

Aqui S'; esta dada por la ec. 3.42 v (@, By,) es la funcién de correlacion cudntica dada en
la ec. 3.41; &L(x', ') esta dado por la ec. 3.47. que corresponde a la parte fluctuante del
flujo asociado a la componente superfluida, y T/(x) es el tensor fluctuante de los esfuerzos

definido por la ec. 3.45.

Ahora, sustituyendo las ecs. 3.42 para g’,j v la ec. 3.45 para i(x), en la ec. 3.57 v

empleando el principio de Curie obtenemos la siguiente relacidn, ¢

LT (x), T(x 1) + LT (x). 6. (x 1)

[o]

f] e P
ctime [ e (T_'<x> - U, 814t 0>> -

0 [ A R
SR /, dte /dx' G(x,t) {(p'(x), AP (X' ) x V- W(x,t) - U+t

e

(D). DU 1)) - (T W) 1)+ (7 (), al(x, 1)V - i, 1) (3.58)

“Esta relaciou es andloga a la ec. A96.
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donde en esta ecuacién se ha empleado la expresién (V -W)® para el tensor simétrico sin

traza que se define como,

S

° s 2
(V 'I/V),;k (.’E) - [VJVk(”L‘) -+ V},-”’,'(I) - E(Sﬂcv . HY(I‘) (339)

O |

A continuacién en la ec. 3.44, observamos de las ecs. 3.27 v 3.29 que la traza de los
A . . 2/ R .
operadores 4’ y H' con el término disipativo j; del operador jyp tiende a cero cuando

e — 0. es decir, el sistema tiende al equilibrio. Entonces, en la ec. 3.44 se tiene que

lime—oTr(515(x)) = Tripge Ap(x)). (3.60)

Ahora sutituyvendo p por Ap de acuerdo con la ec. 3.60, en cada uno de los términos del
lado derecho de la ec. 3.58 doude aparece p, podemos definir las siguientes funciones de

correlacién.

0
L(AP (%), AF (x' 1) /_d,fe“/dx'(A;a'(x).;\p’(x/.f)). (3.61)

LA a0 = [

—0oC

dre / dx' (5(x). &L(x' ). (3.62)

v adicionalmente podemos definir la siguiente funcién de correlacién para el rensor de los

esfuerzos sin traza.

o} 2

LT (x), T (. 1))

0 ¢ z
/ dtec /dx/ (T/(x). T/(x, 1)) | (3.63)



Por lo ranto, las funciones de correlacion que aparecen en el lado izquierdo de la ec. 3.58

se ecriben en términos de la funciones de correlacion de las ecs. 3.61-3.63, como.

LT () Tx 1)) = L(Tx), T 1) + L(AF (x), AP (', ) (3.64)
V.
LT (x). 6 (X 1) = LUAF (x), ol (x. 1)) (3.65)

En seguida comparemos cada una de las funciones de correlacién definidas por las ecs.
3.61-3.63 con los coeficientes de viscosidad definidos en la seccién A.2. del Apéndice A.
Concretamente, si se compara la ec. 3.63 con la definicién del coeficiente de viscosidad

cortante de la ec. A.105 se puede definir dicho coeficiente en la aproximacion local como,

() — J](X} 0 ] et d ! riC\:/ ,12,' ! 3
n(z) = 5 _w(,te x" (T/(x), T/(x". 1)) . (3.66)

Si comparamos la funcién de correlaciéon de la ec. 3.62 con la definicion del primero de
los segundos coeficientes de viscosidad ¢;, dado por la ec. A.106, entonces éste primer

coeficiente de viscosidad en su aproximacion local se escribe como,
-0
O(z) = 8(x) / dtet /dx’ (Ap'(x), a4 (x',1)). (3.67)

Ahora de forma similar, comparamos la ec. 3.61 con la definicién del segundo de los se-
gundos coeficientes de viscosidad (s dado por la ec. A 107, entonces el segundo coeficiente

de viscosidad en su aproximacion local se define como,



Cofz) = B(x) ' dted/dx’ (Ap'(x), Ap'(x. 1)) (3.68)

A continuacién rescribiendo las funciones de correlacién de las ecs. 3.61-3.63 en funcién
de los coeficientes de viscosidad locales de las ecs. 3.66-3.68 se tiene, respectivamennte,

que:

Para las componentes de la funcién de autocorrelacién de la presién,

L'(Ap; Apy) = Colx) Tha )b (3.69)

Para las componentes de la funcidon de correlacidén de la parte sin traza del tensor de los

esfuerzos,

Q>
(o3
1o

51'A-51m> -,

LTl Th) = () T() ((&-mm i) = -

o

, 8, 0 1 \
LI Th) = T (3.70)

v para las componentes de-la funcidn de correlacidn del el tensor de presién con la corriente

de la componente superfluida,

N

L(ApL L) = Ca) Tix)6e. (3.71)

Finalmente. la funcién de autocorrelacion de la corriente no provectada de la compo-
nente superfluida se obtiene sustituyendo la ec. 3.51 en la ec. 2.83: v comparando éste

resultado de la sustitucion con el segundo miembro derecho de la ec. 3.40 considerando
o ./

a, = u.. se tiene que,



0
Lrpafalixl oy = [ ar e [ax (@400, 810 1) oo o

—0oQ

0 . i
x lz'mgﬁ()/ dt et (1 y(x), S'Ht.0)) (3.72)

— 00

Fn la ec. 3.72, @) estd dada por la ec. A.19, interpretada en funcién de las variables
de grano grueso. S'; estd dada por la ec. 3.42) y (G, B,n) v representa la funcién de

correlacion cudntica definida en la ec. 3.41.

Ahora. del segundo miembro derecho de la ec. A.111 v de la definicién para @/ dada por
las ecs. A.19 v A.7. pero interpretadas como ecuaciones para variables de grano grueso,

tenemos que la ultima igualdad de la ec. 3.72 se rescribe como,

P ) ) g,
Loyoaladx) adx' 1)) o< lime_g Syl dte (<’¢"(X)>i - A S55(t.0)

Por otra parte. de manera andloga a las ecs, A.112 tenemos que cuando el sistema tiende

al equilibrio, es decir cuando ¢ — 0, se cumple que,

“777"5—»0<H1(X) - (H/(X)>qe> — 0

lim ol () = (7 (x))ge) — 0, (3.74)

lim o (8 () i = (00} ge = (8T (3)) e = /()

Por lo tanto, la ec. 3.47 cuando ¢ — 0 se comporta como,



lime @l ix) — ————e [w/(x) - 'LL'/T(X)} : (3.75)
2m \/n(x)

A continuacion sustituyendo el lado izquierdo de esta ec. 3.75 en el lado derecho de la ec.

3.73, esta ultima se rescribe como,

L' roral (6L(x), &.(x, 1)) o / die® (6 (x), §'5(t.0)) (3.76

~

donde se ha empleado que (¢'(x)); = (£/(x))qe = n(l)

Por lo tanto, sustituyendo é’; de la ec. 3.42 en esta ec. 3.76 v del principio de Curie

tenemos,

0
£ rora(@400), 640 1) o [

—cC

dtec! /dx [(a;.a;a’<x',f)) L @(x).aNx ] (3T

Ahora, si definimos las funciones de correlacién que involucran a &’ v que aparecen en la

ec. 3.76 como.

0
L'(al(x). Ap'(x'. 1) :/ dre /dx/(d;(x),r_ﬁﬁ/(x/.ﬂ} (3.78)

0 -
El(d';<x),c3;(x’,f)):/ dte*ﬁ’/dx’(d;(x).d;<x’.m. (3.70)

entonces la ec. 3.76 se puede rescribir con auxilio de las ecs. 3.78-3.79 como.

L' Torar(GL(x). 64(x 1)) = La(x). Ap'(x" 1)+ L(al(x). aL(x". #) (3.

o
(0]
[}
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A continuacién recordando la definicién del tercero v cuarto de los segundos coeficientes
de viscosidad dados por las ecs. A.117-A.116, podemos definir sus analogos rercero v

cuarto de los segundos coeficientes de viscosidad locales como,

(Ve
o
i

Gix) = J(kx)/ e /dx & al(x'. 1)

=

@8]
|
p—"g

Gilx) = .3(x>/ ”/dx ), Ap(x', 1), (3.8

donde no es dificil comprobar de esta ecuacion y de la ec. 3.67, que (;(x) = (4{x). lo cual

esta de acuerdo con las relaciones de reciprocidad de Onsager.

Respecto a la funcién de correlacion para el flujo de calor v la componente no provec-

tada de el tensor de los esfuerzos Z(x) tenemos de la ec. 2.83 que,
c'(j 1) / (ﬁe“/dx (1), T, D)oo =

_/ dt ef'/f/x (T1(x), JL(x s )ee = LT 50) = 0 (3.83)

donde no es dificil comprobar esta igualdad a partir de la ec. 3.43 para ]{] v de la ec. 3.50

para 7/(x) empleando el principio de Curie.

Evidentemente los resultados presentados en esta seccién 4.2.1 son andlogos a los obtenidos
en la seccidon A.2 del Apéndice A. Sin embargo, aunque ambos resultados son correctos
formalmente tienen el inconveniente de ser inaplicables para la evaluacion concreta de los

coeficientes de transporte,
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Resumiendo esta seccidn, hemos evaluado las funciones de correlacién de las ecs. 2.83
para el caso del Helio superfluido a partir del segundo término del lado derecho de la
ec. 3.40. En efecto, este miembro de la ec. 3.40 representa una generalizacion de las
relaciones de fluctuacion-disipacion de Green-Kubo con respecto a un estado de cuast
equilibrio local caracterizado por el operador pge, la cual nos permite estudiar un sistema
fluctuante prozimo a un estado de equilibrio locul. Concretamente las funciones de cor-
relacidn que aparecen en esta ec. 3.40 definidas respecto al estado de cuasi equilibrio. nos
permiten definir los coeficientes de transporte en una aproximacién local. En efecto, dicho
operador estadistico de cuasi equilibrio es equivaleute al operador estadistico p; (ver ecs.
23, 30 v 40 de la referencia [15}), donde este wltimo es un operador estadistico de grano
grueso definido en un marco de referencia que se inueve con velocidad vy, que caracteriza
. a un sistema con fluctuaciones pequeiias cerca de un estado de equilibrio local. A con-
tinuacién en la siguiente seccién, determinaremos las funciones de correlacién en funcién
de los coeficientes de transporte locales, pero para un marco de referencia fijo. donde el

superfluido se mueve con una velocidad vg.

3.2.2 Funciones de Correlacién en un Marco de Referencia
Fijo.

El objetivo de esta seccidon es determinar las funciones de correlacién L,,, de la ec.
2.83 para el Helio superfluido pero en un marco de referencia fijo. en el cual la velocidad
local de la componente del superfluido es vy, # 0. Para lograr esto. expresemos las partes no
provectadas de los flujos (corrientes) del superfluido. del marco de referencia fijo en funcion
de las partes no provectadas de las corrientes, pero en un marco de referencia mévil. Una
vez establecidas las relaciones entre las partes no provectadas de las corrientes en ambos
sistemas, obtendremos las relaciones de ambas funciones de correlacion en ambos sistemas
de referencia, a partir de la ec. 2.83, con lo cual las funciones de correlacién en el marco
de referencia fijo quedan determinadas a partir de las funciones de correlacién para el
marco de referencia moévil. Por lo tanto, obtendremos las funciones de correlacién para
el marco de referencia fijo en funcidén de los coeficientes de transporte locales. tal que a
diferencia de las £, de la subseccién anterior van a contener términos no lineales. Las

funciones de correlacién. en el sistema fijo, mds adelante las asociaremos con las funciones
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de correlacion de los flujos Hucruantes, que a su vez aparecen en las ecuaciones de Langevin

feg

correspondientes a la hidrodinamica fluctuante del Helio superfluido.

Sean las partes no provectadas de los flujos o corrientes locales I,,(x) para un marco

de referencia fijo, definidas como.

COl,

2

donde I(x) = {Ip(x).I;(x}. I.ix} estan a su vez definidas por las ecs. 3.11, 3.12 v 3.13.
respectivamente. De esta manera las relaciones de la ec. 3.84 para cada una de las vari-
ables relevantes seleccionadas para describir el Helio superfluido, se escriben por analogia

con las ecs. 3.49-3.51 como.

Jolx) = QIp(x) = Qjn(x), (3.85)
T(x) =~ Ql; = QT(x), (3.86)
a,(x) = QI,(x) (3.87)

oo
[



Ahora bien, de los resultados obtenidos en el Apéndice D de esta tesis, tenemos que las
relaciones entre las partes no proyectadas de los flujos en ambos sistemas de referencia,

Se expresan comao,

Jq(x) = Jg(x) + /(%) - vs(x) (3.88)

para el flujo de calor.

Para la componente no proyectada del tensor de los esfuerzos. se obtiene que.

I~
~~
"
g
Il
R
T~
»
—
~
(V)
on
O
=

do(x) = a((x) (3.90)

A continuacién, de la definicién para las funciones de correlacién dada por la ec. 2.33.
en un marco de referencia fijo v de las relaciones entre las partes no provectadas de dichos
flujos en un marco de referencia fijo en funcién de uno moévil dadas por las ecs. 3.88-3.00.

se cumple que:

1).- Para el flujo de calor la ec. 2.83 se escribe como.
.c(j'q’(x)‘jqk(@ :/0 dt e / de’ (g (@) Jo (X' ) oo (3.91:

Sustituyendo en esta ecuacion la ec. 3.88, se obriene que.

86



Ahora. el primer término del lado derecho de esta tltima igualdad es idéntico a las ecs.

3.52 v 3.54 para £’ (Jq ) Por otra parte, para el segundo v tercer términos se cumple

que,

[T e [ aal (0. Fale 1) valedleo =

:/" dt e ”/d:z: 5 (2) Th(a D)eg - varle) =
0

:/v dt e_d'/ dz’ (T,;( ) v (), jqk(vs’:f»CG::
0

ﬁ/ dt e“d/ dz’ (T} (= _]qk(l oo - vsi{z) =0, (3.93)

donde en esta ecuacién el factor v, (z) puede salir de la operacién promedio indicada
por { Yoa, porque vy {z) va en si es un valor medio. Ademds, la igualdad con cero viene
de considerar la ec. 3.83. Sustituyendo la ec. 3.64 en el cuarto término de la segunda

icualdad del lado derecho de la ec. 3.92, tenemos que,



e

- At /d,.T’ {(Aﬁ;@si(zr),A;?::Usk(:z’,t»ccT\T’M(T vz \T/,}‘(L B vsple ))LGJ
0

(3.94)

donde en esta ecuaciéon no aparecen los términos

/ dt "d/dx (Api(z T’m 2, 1)) CG—/ dt e_“/dl Tw(2), Api(2" 1)) oe = 0

puesto que ambas son cero debido al principio de Curie

Por lo tanto, sustituyvendo la ec. 3.54 y las ecs. 3.93-3.94 en la ec. 3.92 obtenemos que

£ (G dne' 1) = £(i 20,34, 0) + £( P vale). Tralal ) v ) ¢

+ E(A]}/ivsi<x>> Aﬁlil'sk(r/- T) )

(3.95)
donde se han definido las siguientes expresiones
[:(jq( z). _j:“ 2’ 1)) / dt e 6f/ dz’ :" jq (2" ))eq (3.96)
LT v (). Tl 1) / it e a/ da' (T v (0). T2 1) - v e
(3.97)
LiAD vgi(2), AP el / dt e_d/n’z//_\pL Gla) Aplea (2l 1) ea (3.98)
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En estas ecuaclones no es dificil relacionar a las funciones de correlacién con los coeficientes

de transporte locales. En efecto, de la ec. 3.97 tenemos que.
C(T s vonilz). This - enl)) = / dt ¢~ / 2 (T (@), Tl ) s - vas (@) - vorle) =
0 .

=n(x)T(x) (Uf(:z;)é,k + —ELQ,(I) 'z,'sk(r)> (3.99)

donde se ha empleado la siguiente igualdad,

) o oo ) o
,C(T/,‘k. T/lm) = o df e—et/ dI/ <T/ik($)r T/ik(l‘, t))C’G =

o]

= LT (x). I:/gm(;Ul, ) =n(zx) T(x) ((5,‘1615‘7,1 + Bimbi) —

9
§57:A:51m>, (3.100)

idéntidad que se obtiene de la primera ecuacion de las ecs. 3.70.

Procediendo de manera andloga para la ec. 3.98 tenemos que,

LA (X vsi(2), _\.p (2 ) vep()) :/

dt e~ U/dt (AP X )vg(z), Ap1(X Tiver(z)) oo =
0

- / dt et / dx’ (AP, AR, T oaves(2)var(z) = Co(2) T{3)vay(z) vep(z)
(3.101)

en cuva obtencion se ha usado la ec. 3.69 como

L(AF (), AF (2, T)) :/O at e [ dw' (M), A, ) oo =
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= LA (2), A" (2', 1)) = (a(2) T(2) Sik. (3.102)

Respecto a la ec. 3.96, se tiene de la ec. 3.95 que
~1 ~r / ' 0 —et 100 ~ o _
L(jg,(x), 7 (2 1)) = /0 dt e / dz (]qw(z),]qk(x e =

= L'(j; (x), jqk<”C/,f>> = s(x) T%(x) bix (3.103)

Finalmente, la funcién de correlacién E(}'qi,j’qk) de las ecs. 3.91 v 3.95 con auxilio de las

ecs. 3.99,3.101 v 3.103 se rescribe como,

L(]q,( ) ](]A (f’“ t) = r(2) TQ(-T) bk

1

+n(2) T (z) <v§(:ﬂ)<‘§,¢k + g’usi(:c) ’USk(I)> + Co(x) T(x) vei(r) vep(z), (3.104)

que es la funcién de correlacién para el flujo de calor, en un marco de referencia fijo. Al
comparar este resultado con la ec. 3.55 se observa que es diferenre. en cuanto a. que la

ec. 3.104 adicionalimente tiene términos no lineales en v (z ).

11).- La funcién de correlacion para el flujo de calor con el tensor de los esfuerzos esta dada

por,

L0 (@) Tl 1) = L) o 10) = [t e [’ o). Tl Ao
(3.105)
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Sustituyendo en esta ecuacion la ec. 3.88 para j, v de la ec. 3.89 para 7, tenemos que.

L) Tt 1)) = [t e [ G o) + Thle) - val@), T A e =

Ahora haciendo uso de las ecs. 3.33 v el primer término del lado derecho de la ec. 3.57.

la ec. 3.100 se expresa como.
L0 (@), Tim(. 1)) = e [ o (File) Tl e - vaile) =

= LT (), Tn(@', 1)) - vsi() (3.107)

Si en esta ecuacién sutituimos la ec. 3.64 obtenemos que,

O

LG (@), Tl 1) = | LT il ). Timla' 1)) + L1(AP (2), AP (2", 1)) | vsi(2) . (3.108)

Nétese que a diferencia de la ec. 3.83 que es igual a cero (de acuerdo con el principio de
Curie), las ecs. 3.105-3.108 no son iguales cero. Esto se debe a que en la transformacion
Galileana del flujo de calor se involucra al tensor 7, ver ec. 3.88, lo que implica la

existencia de la funcién de correlacién L£'(7;.(x), T, (2', 1)) que es distinta de cero.

A continuacion sustituvendo las funciones de correlacién L'(Ap'(x), Ap'(z'. ) ¥

E’(TO M-(:L'),T (2. 1)) dadas, respectivamente, por las ecs. 3.69 y 3.70 en la ec. 3.108,

esta ccuacidn se rescribe como,
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L), T2 1)) = L(Tim(2), 50, (2" 1)) =

= (o) T(z) vg(x) 6y + n(z) T(x) (61:1 Vs (@) + im vg(z) — %&m bn(ﬂt)> (3.109)

iii).- Para la funcién de autocorrelacién para los 7_ tenemos que.

_ /°° dt 6—6*/ dx' (T'(x), T (x, ) ee = LT (x). Tix', 1)), (3.110)

la cual se sigue de la ec. 3.89 y el primer término del lado izquierdo de las ecs. 3.57.
Por lo tanto, la forma explicita de las componentes de la ec. 3.110 se obtienen de las

componentes de la ecs. 3.61, 3.63, 3.66, 3.68, 3.69 v 3.70. v se escriben como.

L(Ti(w). Tim(2' 1)) = L/(T(2). T (2"t =
.2

= CQ(‘E) T(’L) 61'k + 77(l> T(l) <<671i6}f771 - (czmélrf) - :&kd’m) (3111)
J

i11:.- Para la funcion de correlacién de 7 con a, tenemos que,

L(Ti(x), dg (1)) :/ dt e_“/ dx' (Tpa) 6. o' e =
i |

_ / dt e‘“/dm’(Aprdsk(.r’.f))CG. (3.112)
JO N
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donde se ha empleado las ecs. 2.83, 3.45, v el principio de Curie. Ahora, de las ecs.

3.89-3.90 v 3.65, 3.67 tenemos que la ec. 3.112 se escribe como,
L{Tp(x).agla’th = / dt e_gf/ dz' (Api(z). &\ (2' ) e =
0 o )

ChAphiayag (2 1) = (x) T(x) b {(3.113)

iv).- Para la funcién de aurocorrelaciéon de la parte no proyvectada de la componente

superfluida tenemos que.
ETO,G/(dS‘(x).dsk(,rj):/“ it e”“/dr'(dsi(m),dsk(x’,t))cg (3.114)
0

v sustituvendo la ec. 3.90 en ésta se obtiene que,

o0
Lrotai{ds, (). a5 () = /O dt e /dJ: (Gs,(2), b5, (2" 1)) o =

= Lrpa(ds (@), a4, (2 1)), (3.115)

A continuacién remplazamos la ec. 3.76 v las ecs. 3.78, 3.79 en la ec. 3.115 vy obtenemos

que,

Lrora(Ge,(2). a5, (2. 1)) = L&) (2), & si(2', 1)) + L'(a} (z), Ap(z'. 1)) (3.116)

Por otra parte, respecto a las funciones de correlacion que aparecen en el lado derecho de

esta ec. 3.116 tenemos que se cumple que,



Llds, (2), Apy(a',1)) = L&, (=), Api(a', 1)) = Calz) T ()i (3.117)

T

donde en la deduccién de esta ecuacién se han empleado las ecs. 3.76, 3.82 v 3.90.

En el caso de la funcién de autocorrelacién de la funcidn &, tenemos que,

L(as,(2), dg (o, 1)) = L1(a5 (2), d"sk(a’ 1)) = G3(x) T(x)6ir - (3.118)

donde andlogamente, a la deduccién de. la ec. 3.119',_:36 han empleado las ecs. 3.80. 3.81

v 3.90.

Finalmente, de las ecs. 3.117 y 3.118, la funcion de autocorrelaciéon total para el

superfluido de la ec. 3.116 se rescribe como,
Lo (2), 2", 1)) = (Gola) + Gala)) T B (3.119)

Antes de finalizar esta seccién es pertinente hacer la siguiente observacién. Los coe-
ficientes de transporte locales definidos en la subseccion 3.2.1. a partir de las funciones
de correlacién £ . se determinaron empleando una aproximacion del operador pcg me-
diante el operador pj, el cual en una aproximacién lineal en un marco de referencia en

movimiento, es equivalente al operador pge.

Por ejemplo. si estuviésemos tratando con un fluido simple. el hecho de realizar una
transformacién de un marco de referencia fijo a uno en movimiento eliminarifa el término
no lineal j i, que aparece en la defincién de la ec. 3.4; ver ref. [156], por lo tanto. no
tendriamos la contribucién del campo de velocidades .. Sin embargo, al tratar a un
superfluido tenemos dos campos de velocidades v, v v;. Por lo ranto. aunque realicemos

dicha transformacién del marco de referencia. atin aparece el término (v, — v) J. ver ec.

3.14. En efecto. el operador pj es no lineal en las velocidades v es por eso que en la
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aproximacion lineal de p; medianre p,., se desprecia el término (v, — v,) j’ en la expresidn
para pg.. De no ser asi. al hacer la aproximacion lineal a partir de un operador p; definido
en un marco de referencia fijo. en dicha aproximacién tendriamos que despreciar dos
términos: ’un} v Jstts. Por esta razén es mds conveniente desde el punto de vista fisico
definir los coeficientes de transporte locales en un marco de referencia en movimiento.
puesto que este marco se adecia mejor a la aproximacién lineal propuesta. Una vez
definidas las corrientes. o flujos. v las funciones de correlacién de las partes no provecradas
de estas corrientes mencionadas en los puntos ii v iii de la introduccién de este Capitulo,
podemos pasar a la siguiente seccion donde se particularizard la ecuacion de FP local de la
ec. 2.91 para el Helio superfiuido. Esto dltimo con el propdsito final de poder construir las
ecuaciones de la hidrodindmica fluctuante del Helio superfluido a partir de las ecuaciones

de Langevin asociadas a la ecuacion de FP local.

3.3 Ecuacion de Fokker Planck para el Helio Super-
fluido.

De acuerdo con la introduccion de este Capitulo, una vez determinadas las corrienres
locales v las funciones de correlacién locales, necesitamos determinar los términos de
arrastre 1,(x) dados por la ec. 2.89 v los términos de difusién D,,,(x, x") dados por la ec.

2.90, objetivos indicados respectivamente por los puntos iv v v de dicha introduccién.

Dada la seleccién de variables relevantes de grano grueso para el Helio superﬁuido}
indicada en la seccién 3.1 e un marco de referencia fijo concretamente, {a.(x)} =
{p(x), E(x), j(x),vs(x)}; su funcién de distribucién f{p, H.j. 1, t), los valores espera-
dos de sus corrientes locales I(x) = {jy(x), L(x), [s(x)} v sus funciones de correlacién
E,nn(j’m(x),ﬁn(x)) determinados en la subseccién 3.2.2, estamos en condiciones de parti-

cularizar la ecuacion de FP local dada en la ec. 2.91, para el Helio superfluido.

Para ello, considerando las variables relevantes arriba mencionadas y substituyendo
los términos wu,{(x) y Dmnn(x, x’) determinados en el Apéndice E, en la ec. 2.91, la ecuacién

de FP local para el Helio superfluido se escribe como,

’é%f(ﬂ,E,j,'Us,t>+
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6 6 6 )
+ Dp;(x, x’ + Dp(x.x")=
sEG0 P56 T it e i)
D (6, X ) + Dy (kX ) | (. E v 1) =0, (3.120)
- v, (X, = vaj (X X' ) — ELjovgt) = 2
§j(x) 7™ * bug(x')  Sug(x) ™ §)(x") P
donde, las 52 indican las derivadas funcionales respecto al valor esperado a,,, definidos

por a = {(an);} = {p. E,j,vs} a partir de la ec. 3.5 v mds especificamente por las ecs,
A.3-A.6, pero interpretadas como ecuaciones para variables de grano grueso. Los términos
de arrastre se calculan a partir de los valores esperados de las corrientes y de las funciones
de correlacion mediante la ec. 2.89; v los términos de difusién se calculan via las funciones
de correlacion y las funciones delta de grano grueso mediante la ec. 2.90. Los detalles de
ambos célculos v las expresiones particulares de las u,(x) v D,,.{x.x’) pueden consultarse

en el Apéndice E de esta tesis.

En cuanto a la interpretacién fisica de la ecuacion de FP local del superfluido de la
ec. 3.120 es inmediata. Podemos pensar que esta es una generalizacién de la ecuacidon
de Boltzmann en el sentido de que nos dice cémo evoluciona la funcién de distribucién
flp. E.j, ve.t). pero como una funcional de x y t+ a través de las variables de grano grueso.
es decir es una ecuacién local generalizada [40]. En lo que respecta a los términos de arras-
tre. la derivada funcional de dichos términos esta relacionada con la evolucién temporal
de las variables de grano grueso via los gradientes de sus corrientes v con los gradientes
de las fuerzas termodindmicas, donde la contribucion de éstos ulrimos gradientes son pro-
porcionales a los coeficientes de transporte locales a través de las funciones de correlacion:

(ver ec. 2.89). En otras palabras. los términos de arrastre tienen dos contribuciones, una
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que nos dice como evoluciona el “fluido ideal’ dado por ;S—ﬂ“ -1, con respecto a la variable
a, v otra nos dice como ocurre la disipacién dada por %ﬂﬁ,mVFn respecto a la variable
a,. Ademéds, un hecho interesante es que en estos términos de arrastre, dados por las
ecs. (E.14)-(E.9). un mismo coeficiente de transporte estd relacionado con varias fuerzas
rermodinamicas (gradientes de los multiplicadores de Lagrange). Por ejemplo. en la ec.
{E.5) para ug, el coeficiente de viscosidad cortante local n(z) estd relacionado no sélo con
VT (x) sino también con el Ve,: es decir, no sélo los gradientes en la componente normal
de velocidad del superfluido pueden inducir mecanismos disipativos via un coeficiente de
viscosidad. sino también el mismo efecto puede inducirse por gradientes de temperatura.
(efecto cruzado). Una situacion andloga a 5(z) la tenemos en la ec. (E.7) para u; en
relacion a Vv, v VI'; donde ademds podemos ver que el primer coeficiente de viscosidad
esta relacionado con Vv, VT v Vj, puesto que (i(x) = ((z) por cumplirse las rela-
ciones de reciprocidad de Onsager. Es decir, los gradientes en el flujo local del superfluido
pueden inducir el mismo comportamiento disipativo via (;(x) que los gradientes de v, o

de temperatura.

Por otra parte. las derivadas funcionales ;2——— de los términos de difusién D,,, en la

ec. 3.120, basicamente tienen dos componentes, una relacionada con el comportamiento

disipativo del sistema, via el término Lon v, por lo tanto, también estd relacionada

b
fan

. . s . I
con el comportamiento fluctuante del sistema y el otro término z— f(an, ) el cual es una
n

funcién de peso respecto a f(a,,t). que nos dice cudnto participa a, en la variacién del

&
Eﬁmn-

rérmino

Sin embargo, lo méas importante de la ec. 3.120 no se ha dicho y es que ésta es
vélida para las funciones de correlacién (coeficientes de transporte) en una aproximacion
Markoviana, es decir en la reduccién del problema de evolucién temporal del operador
estadistico de grano grueso prp a una ecuacién de FP local. Esta aproximacién se realizé
con todo detalle en el Capitulo 2, ( en particular ver las secciones 2.4 y 2.5). En dicha
aproximacién local v Markoviana de la ecuacién de I'P, el operador pog de la ec. 2.73
implica ( v asi se definio) que f(a.t) tiene una expresién ‘microcanénica’ determinada por
la ec. 2.74. Sin embargo, dada la aproximacién realizada en la seccidn 3.1.1, al sustituir
a pog por el operador p; de ec. 3.14 nada se ha dicho de como queda definido el operador

f(a, t) v por ende su valor esperado f(a,t). No obstante, de la ecuacién de FP para el
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Helio superfluido, de la ec. 3.120, obtendremos las ecuaciones de Langevin asociadas a
dicha ecuacién de FP. sin hacer uso explicito de que f(a,t) sea una funcién Gaussiana.

Ecuaciones de Langevin que obtendremos a continuacién en la préoxima seccion.

3.4 Ecuaciones no lineales de Lagenvin para el Helio
Superfluido.

El objetivo de esta seccién es deducir las ecuaciones no lineales de la hidrodindmica
fluctuante del Helio superfluido, que son béasicamente las ecuaciones no lineales de
Langevin para dicho sistema. En efecto, la afirmacidén de que ambos conjuntos de ecua-
ciones son equivalentes, se infiere del hecho de que ambas ecuaciones son ecuaciones de
evolucidn donde aparece dos componentes deterministicas ( una disipativa y otra no disipa-
tiva), vy otra componente aleatoria asociada con el comportamiento dispativo del sistema,

21, 74].

Bésicamente el método de construccidon de las ecuaciones de no lineales de Langevin,
es determinar cuales son las ecuaciones no lineales de Langevin asociadas a la ecuaciones
de FP deducidas en las dos secciones anteriores. Sin embargo, el principal inconveniente
seflalado en la literatura [119, 109] para establecer dicha relacién entre las ecuaciones de

Langevin y de FP, es que dada una ecuacion de FP no lineal no existe una correspondencia

univoca con las ecuaciones de no lineales de Langevin, es decir, puede haber varios sistemas
de ecuaciones no lineales de Langevin que describan diferentes situaciones fisicas con la
misma ecuacion no lineal de FP. En este sentido se dice que dichas ecuaciones de Langevin
son ecuaciones estocdsicas equivalentes, [119, 109]. Nosotros seguiremos un método inverso
al de Morozov, esbozado en la sec 1.2 del Capitulo 1. Sin embargo. tenemos entendido
que existen métodos relativamente mas claros v sencillos que el empleado en esta tesiz,

como el propuesto por Stratonovich en la Sec. 8 del Capitulo 2 de la ref. [119] v el de

Ryter y Deker {109, 107. 108].

Concretamente, la seccién 1.2 del Capitulo 1 se estudia la forma de construir las
ecuaciones no lineales de Langevin para un fluido simple [88], tal que se supera la incon-
sistencia sefialada por Bedeaux v Mazur en la ref. [10]. para el caso de fluctuaciones no

lineales alrededor de un estado de equilibrio. Dicha inconsistencia surge al emplear la
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teoria fenomenologica de Landau-Lifshitz para la construccién de los flujos aleatorios [74].
en el caso no lineal alrededor de un estado de equilibrio y conduce a obtener coeficientes
de Onsager locales. Esta situacion es contradictoria, ya que los coeficientes de transporte
para este caso de equilibrio no deben depender de la coordenada espacial. Por otro lado,
el método de Morozov, también pretende superar la divergencia que se origina al tratar las
fluctuaciones para un sistema fuera de equilibrio. Esta iltima también surge al introducir
los flyjos aleatorios como variables Gaussianas de acuerdo con la teorfa fenomenoldgica
de Landau-Lifshitz. que dan origen a un término aleatorio no lineal de tipo multiplicativo
en las ecuaciones de Langevin linearizadas, especificamente en la ecuacién asociada .al
flujo de la energfa . En opinién de Fox [33] dichos términos multiplicativos asociados
con el flujo aleatorio del tensor de los esfuerzos conducen a divergencias, y por lo tanto
no permiten que la solucidn de dicha ecuacidn tienda al equilibrio para t — +oc. De
hecho. el método de Morozov corrige ambas inconsitencias, por un lado garantiza que la
solucién de la ecuacién de FP local sea consistente con la solucién de equilibrio v por el
otro lado, garantiza que los términos fluctuantes de las ecuaciones no lineales de Langevin
sean construidos de tal manera que conduzcan a coeficientes de Onsager locales de una
forma natural (para el caso de un sistema fuera de equilibrio). al suponer que las fun-
ciones de correlacién de las partes deterministicas de los flujos sean iguales a las funciones
de correlacién de los flujos aleatorios, lo cual es una condicién necesaria para obtener la

solucién de equilibrio de la ecuacién de FP, [88, 156].

Concretamente, los pasos que_seguiremos para la construccidén de las ecuaciones no
lineales de la hidrodindmica fluctuante del Helio superfluido de acuerdo con el método de

Morozov son los siguientes:

Primero, de la ecuacion de FP local en el espacio de las coordenadas para el Helio
superfluido (ec. 3.120), se construye la ecuacién de F'P local en el espacio de Fourier dada
por la ec. (F.66), de la seccién F.1 del Apéndice F. Esta ecuacién es andloga a la ecuacion

1.29 para un fluido simple v se escribe para el caso del superfluido como,

5}
. IE '/-" S8 )f+
i Pk By i vsy o 1)

SEl término es de la forma 5,s(2) Dag(x), donde 5,5(x) es el flnjo aleatorio asociado al tensor de los
esfuerzos v Doslx) es la divergencia de la velocidad
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donde los términos que aparecen en ella estan definidos v pueden ser consultados en la

seccién F.1 del Apéndice F.

R

m

Segundo, se construyven los flujos aleatorios J'(x) de manera anédloga a las ecs. 1.5-1.6

como.

Jo (%) = G(x)&(x) . (3.122)
para el flujo de calor,
IP(x) = G'(x) € (x) = Galx) S(x) (3.123)
para el tensor de los esfuerzos y
HE(x) = Gs(x) &31x) (3.124)
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para el flujo aleatorio asociado a la componente superfiuida. Las propiedades estadisticas
de los rérminos aleatorios se suponen Gaussianas en analogia con las ecs. 1.7-1.14 v por

lo tanto se expresan en forma convencional,

Cxtiee = (é,h(z:, thea=0,Va =x,y,z (3.125)
<§’\X f‘;\""(‘(} - <§F(ﬂ(‘rf t>>CG =0 *vav «‘8 =Xy, 2 (3126)

donde.
Casla t) = oz )+ (. ), Va, 3 =z,y, z. (3.127)

Aqui & 3(x.#) es un tensor fluctuante sin traza v &,(x,#) es un vector fluctuante; final-

mente, para las magnitudes escalares fluctuantes se tiene que,
il t))ee =0 ,4i =23, - (3.128)

donde las ecs. 3.125-3.128 son para los valores esperados de los términos fluctuantes, y

sus varianzas cumplen con las siguientes propiedades,

(€ralzr ). S5m0, t2)) ca = Sap (1 — t2) 6(21 — z2) (3.129)

<§Z’13’(I17t1>> /U(IQ: f2)>CG = ga()’pu 5(fl - f?) 5(7‘1 - (UQ)VOC, /6 MV =2,y 2, (3130)
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2
CON Go guv (Sau(sﬁu + 6azz(sﬁp - 5(50.[35#,,,

<gia(‘rlat1)7§k,5($2, to))eg = Gap 6(t1 — t2) 6(z1 — z2) , 0, B =z, y,z;i,k = 2,3, (3.131)

A

[

<§(X.f1), f](xatQ))CG = <§Q(X,T1>, (X,f,g))CG =0, (3132)

S

(€hgla1t1) &z, ta)) oq = (Ei(21,t1). Ehglza,to))oc = 0. Va. 3==z,y.2:i=23.
(3.133)

<§~gﬂ(matl)>§a($:f?)>CG: <£Q($7t1)>g{1ﬁ(‘r:fz)>cczO.' Va. SZIaysZ' . (31345

En cuanto a las funciones locales G, (x) que aparecen en las ecs. 3.122-3.124. éstas
se determinan de la condicién dada por la ec. 1.37 v de las funciones de correlacién
Lonn(Jm, Jn) dadas por las ecs. 3.104-3.119. Los detalles de los célculos pueden verse en

la seccién F.2 del Apéndice F, cuyos resultados son:

Para el flujo de calor se tiene que,



donde T(x) es la temperatura local v #(x) es el coeficiente de conductividad térmica local.

Para la componente aleatoria del tensor sin traza asociado al tensor de los esfuerzos
tenemos que,

o

¢'ix) = (n(x)T(x))

(3.136)
donde n(x) es el coeficiente de viscosidad cortante local.
Para la componente aleatoria de la presién v el superfluido, se tiene que,
(Ga(x) = Gs(z)) = Q)T (=) (3.137)

donde ¢;(x) es el primero de los segundos coeficientes de viscosidad volumetrica local del

superfluido.

Para la componente fluctuante de la presidn,

Ga(x) = (Ga(x)T (x)) (3.138)
Para la componente fluctuante de la componente superfluida Hit(2),
G3(x) = ((3(x)T(x))? (3.139)

y para la componente aleatoria de el superfluido con la presién,
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(Gs(x) * Go(2)) = 4T (x) (3.140)

donde (o(x),(5(x) v C4(x) son el segundo, tercer y cuarto de los segundos coeficientes de

viscosidad local para el Helio superfluido.

Tercero , se construyen las ecuaciones de no lineales Langevin en el espacio de Fourier
para el Helio superfluido, con la misma estructura de las ecs. 1.15. Es decir, determinadas
las funciones Gn(z) que definen los flujos aleatorios J(2). las funciones Lomn(z) v las
funciones un,(z), se determinan las funciones M, (t)Ex(t) v las un(t) que aparecen en la
ec. 1.15. De tal forma que las ecuaciones no lineaies de Langevin para cada variable

relevante que caracteriza al Helio superfluido son escritas como,

() = g, (1) (3.141)

Elt) = u, (1) + ko (0400 i Easilt) + (sl raslt) + Gibyan()] (3142)
Jilt) = 13, (1) + i (G Gas1) = (G2 Sna)] (3.143)

Bate(t) = 1144 (1) + 1K (G)sk Saasncl ) (3.144)

donde el significado de cada uno de los términos que aparecen en estas ecs. 3.141-3.144 v
el procedimiento de construccion en detalle, de dichas ecuaciones esta dado en la seccién

F.3 del Apéndice F.
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Finalmente. en la seccion F.4 del Apéndice F| se determinan las ecuaciones no lineales
de Langevin en el espacio de configuracién para el Helio superfluido. Dichas ecuaciones
son las ecuaciones de la hidrodindmica fluctuante no lineal del Helio superfluido, las cuales

se escriben como,

d/;(:() (%) (3.145)

d]::](fx) X - W(X) + JHx) - e(x) (3.146)
dfr'{(:” = uy(x) = V- JR(x)(x) (3.147)

5 () - VAS() (3.148)

donde las {1,(x)} = {u,(x). vp(x). up(x), 1y, (x)} estan dadas por las ecs. (E.2)-(E.9) del
Apéndice E. En particular las no linealidades de las ecuaciones son puestas de manifiesto
en dichos términos n,(x) v es claro que los flujos aleatorios son los términos J#(x) dados

por las ecs. 3.122-3.124.

Logrado el objetivo de esta tesis, a continuacién se hard una discusién de los resultados

y se presentardn las conclusiones de la tesis.
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Capitulo 4

Analisis de los Resultados y
Conclusiones.

4.1 Aspectos Generales.

El primer problema que uno se enfrenta al emplear el método de Maxent es deter-
minar cuéles son las variables relevantes para la descripcién completa de los aspectos de
interés del sistema bajo estudio. De hecho éste es un problema que se presenta también en
la Termodindmica Irreversible Extendida. Desafortunadamente no existen metodologias
certeras que indiquen cémo escoger dicho conjunto completo de variables relevantes. In-
clusive un mismo problema puede ser susceptible de presentar varias facetas de estudio.
por tal motivo el conjunto de variables relevantes dependerd de los aspectos o facetas a

estudiar.

No obstante mientras mayor conocimiento se posea de la naturaleza del sistema, mas
facil serd modelarlo mediante Maxent. De hecho, una principales las objeciones contra
NMaxent es que sélo es una herramienta matemadtica que pasa por alto los detalles de

la fisica inherentes a cinética y dindmica de los problemas abordados, {75]. En efecto.

Maxent es un método que necesita complementarse con informacién fisica obtenida por
otros métodos para realizar una adecuada selecciéon de las restricciones del problema de

interés.

No obstante, en respuesta a esta objecién se puede senialar que si bien es vélida. Maxent
nos permite unificar de manera directa y simple los diferentes niveles de descripcién del

sistema a que podemos aspirar: micro, meso y macroscépico . Como por ejemplo en el
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estudio de gases densos (159, 161 v fuidos simples [154, 157, 160", Estudio unificado que
pese a que os logrado por otros meétodos o téenicas, éstos no compiten on transparencia v

simplicidad con Maxent.

El otro inconvenicnte fundamental de Maxenrt, relacionado con el primer problema.
consiste en la deterniinacion de los wmultiplicadores de Lagrange que surgen en el proceso
de variacién y maximizacion de la funcional de entropia. Como es conocido, en el caso de
sistemas que se encuentran en equilibrio o en equilibrio local esta situacién no representa
ningun problema 11541 pero si lo es para el caso de sistemas que se encuentran fitera de

esos estados.

Reirerando, para salvar este inconveniente es necesario anxiliarse con resiultados obtenidos
con otras téenicas como: la teorla cinética, operadores de proveceion. teoria de cauipo.
teoria de perturbaciones etc: junio con algoritmos o hipdtesis ad hoc como son: el al-
soritmo de Gibbs-Einstein, la hipotesis de fases aleatorias repetidas. ete. que nos per-
mitan realizar aproximaciones heuristicas de dichos multiplicadores que aparecen en el

operador estadistico asociado al problema especifico que se intenta estudiar.

En el caso particular de la hidrodinamica fluctuante del Helio super{lluido tenemos el
operador estadistico: ppp = pee + A;S;- . Los multiplicadores de Lagrange que aparecen
en el operador estadistico de grano grueso pog de la ec. {2.76), se aproximan mediante el
operador estadistico de cquilibrio local g ces. (3.4), (3.14). (3.30): v la partc disipativa
Ap: . se determina con auxilio de un operador estadistico de cuasi-equilibrio local o de

referencia pge . ec.{3.31). Aproximaciones que serin discutidas en detalle mas adelante.

Sintetizando, el método de Maxent tiene la capacidad resumir la esencia del compor-
ramiento de un sistema a partir de una eleccién adecuada de la restricciones impuestas
para la descripcién del sistema. En el caso de sistemas en el estado de equilibrio o de
cquilibrio local, ¢l cdleulo de los multiplicadores de Lagrange cs directo. Pero fucra de
estos estados es necesario el conocimiento exhaustivo del problema. para poder realizar

aproximaciones heur{sticas que nos permitan estimar dichos multiplicadores.

Por otro lado, otra objecién de cardcter fundamental a los resultados presentados en

esta tesis, de acuerdo con la linca de pensamicnto de Van Kampen, es que los cocficientes
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de transporte locales se obtienen a partir de una generalizacidon de la Teoria de 1z Res-
puesta lincal de Kubo (TRL). Concretamente, Van Kampen objeta que la lincaridad del
movimicnto microscédpico es completamente diferente de la lincaridad macroscépica: que
en todo caso esta 1ltima no es consecuencia de la primera sino de un efecto estadistico
mucho més sutil. Mds atn, argumenta que la linearidad microscépica no «xiste v que ésta
es incompatible con la ideas bésicas sobre los cuales se fundamenta la mecénica estadistica

de los procesos irreversibles (la aleatorizacion de las variables wicroscopicas). [133].

N

En relacién a las objeciones de Van Kampen, Van Viier en las referencias [137, 138].

=

nuestra como se introduce la aleatorizacion de Van Kampen en la TRL de Kubo, v bajo

aué condiciones la linearizacidon trabaja en todas las escala

ifs

emporales (micro, meso v
macro) en la TRL. Asf esclarece como es la dispacién del sistema mediante una interaceion
deébil. donde esta dltima es una condicién suficiente con la cual hay que complementar

dicha TRL para que sea correcta. Condicidn que en el caso particular del Helio superfluido

se cumple via el operador de Hamiltén de la ec. {(A.2).

Resumiendo. ambos conjutos de objeciones tiene en comun el senialar que Maxent v
las Teorias de Respuesta Lineal estan pasando por «lto la dindmica wicroscépica de los
atomos o moleculas involucrados. Por un lado. gueda claro que Maxent nos conducird a
modelar correctamente a un sistema fisico siempre v cuando se (;omprenda cabalmente el
papel jugado por la restricciones escogidas desde el punto de vista microscépico, lo cual

es un problema bastante fuerte, pero al menos abordable con la ayvuda la informnacién

)

fisica suministrada por otras téenicas. Por otro lado. cn esta tesis mas que cmplear una
generalizacion de la teorfa de la respuesta lineal. hemos empleado una generalizacion de

la relacién fluctnacion-disipacion de Green-Kubo lo cual serd discutrido a continuacién.

Concretamente. lo mds importante de los aspecto o la 711(‘10d010“1d scguida

if
0%
o~
&
[
@]
"
o
.
[}
77

para construir la hidrodindmica fluctuante a partir de una ccuacion de FP no lineal lo-

_ 1

cal. no se ha dicho. En otras palabras. ¢l método scouido cn esta tesis cs del mismo

-

ipo que el empleado en los trabajos de Green v Van Kampen [37. 47. 131, 132, 134
Es decir. se han censtruido la variables de grano grueso v una ecuacién de FI° gen-
ralizada. v de la hipdtesis de que las variables {inctuantes siguen un proceso lento v

por lo tanto merkoviwnoe se dedujo una ecuacion ¢e FP ono lincal local (Sece. 2.5 del
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Capirulo 2). En el Capitulo 3. se particularizd dicha ccuacion de FP para el supertiui-

do asumiendo que las fluctuocioncs de las varables de grano grucso son pequenas com-

portawicnto garantizado cn ¢l caso del “He superfluido de acuerdo con la ref. 71210

Fsra silrima sirnacidn permire evaluar el operador psn como uno del tipo de equilibrio

f—

ocal pr que se reduce 2 uno de cuasi equilibrio g, de acuerdo con la referencia (15, Ope-
radores con los cuales se determinan los términos de difusidn v arrastre de la ecuacion de
FP no lineal local para Helio superfluido. Adewds de los coelicientes de transporte locales
mediante el uso de una generalizacion de la relacion de Fluctnacidon-Disipacién de Green-

Kubo. que se deduce sin hacer uso explicito de la hipdtesis de regresion de fluctuaciones

e
de lea., D]

Finalmente, de acuerdo con el método inverso al de Morozov se coustruven las ecia-
clones no lineales de Langevin asociadas con la ecuacion de FP no lineal local del Helio
superfluido. con la hipdtesis de que las funciones de correlacion de las flujos aleatorios
son iguales a las de partes sus deterministas, (hipdtesis que se requiere para gue ex-
ista la solucién de equilibrio de la ec. de FP local), donde los flujos aleatorios de las
ecs. de Langevin son Gaussianos v de tipo multiplicativo. Sin embargo. se tiene como
punro de partida la ccuacion de FP no lincal local del Helio superfinido, deducida mi-
croscopicamente, de cuvos tériiinos de arrastre v difusion se construyen las ecuaciones no
lincales de la hidrodindmica fluctuante para cl Helio superfiuido. Deduccidn cn la que no
aplican las objcciones de Van Kampen, con respecto a que cs cuestionable ¢ incorrecto
constrir umn‘lstl(‘(unonr() ecuaciones no lineales de Langévin, simplemente agregando a las
ecuiaciones deterministicas no lineales las partes fluctuantes generadas por ruido interno.(

ver sec. § del Capirulo VI en la vef. [136]).

Por otra parte, es bien sabido que la relacidon entre una ecuacion de FP no lineal v su
correspondiente ecuacién o sistema de ecuaciones no lineales de Langevin, ne_es unirvoca
1136, 119, 109]. Sin embargo, existen métodos reportados en la literatura como el de
Stratonovich [119], o el de Ryter v Deker [107, 108], que al parecer son mas sencillos y
fisicamente més claros que ol empleado en ¢sta tesis, pere que se desconocian al momento
de concluirla. No obstante, es importante aplicar los métodos citados a las ecuaciones
de FP de lus ecs. 3.120 v 3.121 para obtener los sistemas correspondientes de ecuaciones

no lineales de Langevin {en el espacio de configuracidn y de Fourler respectivamente). v
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poder comparalos con los obtenidos en esta tesis mediante el método de Morozov.

Seialados estos aspectos fundamentales, pasemos a los particulares que se presentan en

el estudio del Helio superfluido mediante Maxent.

4.2 Aspectos Particulares.

A continuacion se presentard una discusion por Capitulo. de las aproximaciones reali-

zadas. los resultados obtenidos y su comparacién con los que han aparecido en la literatura:

Capitulo 2.

i.- En éste Capitulo la principal objecidon radica cn cl empleo de la funcién de Wigner
para calcular peg, ecs. (2.10-2.12), en el desarrolio de la teoria propuesta. De hecho la
- funcién de Wigner no es una funcién de distribucién de probabilidad. ya que puede asumir
valores negativos. Dada esta situaciéon hay que manejar con mucho cuidado los valores

esperados calculados con dicha funcion de Wigner. [146:.

En particular la funcién de Wigner se emplea para introducir v definir las variables fluc-
tuantes de grano grueso a partir de los operadores asociados a las variables microscopicas.
operadores que en general no conmutan. La funcion de Wigner para las variables de grano

agruezo del caso cudntico se construye con auxilio de la funcidon de distribucion obrenida

via Maxent para la variables de grano grueso del caso clasico pe.
Dada esta objecion serfa deseable realizar el proceso de granuiamiento por otre método
v evitar el uso de la funcion de Wigner. Por ejemiplo. dejar la teoria sdlo en términos a=

los operadores de proveccion [117]. Sin embargo. el inconveniente de la teorfa propuesta
por Sewell en ésta referencia, es que asume que la base de operadores de grano griesa

commutan no dejando del todo claro como se construyen las variables de grano grueso a

)

bartir de los operadores asociados a las variables microscopicas gue no conmutan. Aungue

Sewell hace una discusion intercsante respecto a la conmutatividad de las variables de

grano grueso v la incertidumbre asociada a sus valores numericos.

Por otro lado, serfa importante analizar las conexiores v consecuencias respecto a la

proparacion inicial del sistema en relacion a los resultados de Zwanzig dados en la o
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(162 los de Mazur de la ref. [78]. los de Sewell en [117], los de Brey et al dados en {15] v
los Del Rio v Garcia-Colin dados en [25]. En otras palabras, la hipétesis de regresion de
las fluctuaciones de Onsager puede ser mostrada mediante el lema de Mazur, que asume
inicialmente al sistema en un estado de equilibrio, por otro lado Zwanzig en [162] muestra
como se pueden obtfener ecuaciones no linealaes y no locales asumiendo una preparacién
inicial del sistema en equilibrio. o en la ref. [163] para un estado inicial de equilibrio
local. Posteriormente se han mostrado generalizaciones de la hipdtesis de la regresién de
fluctuaciones de Onsager donde se considera la preparacién inicial del sistema en estados
de no equilibrio ¥ mas aun en estados de preparacién inicial arbitrarios que incluven
fluctuaciones [38]. Por lo tanto podria preguntarse acerca de la conexién entre el trabajo
de Brev [15] v el de Garcia-Colin et al [38] en el caso cldsico v su generalizacién al caso

cuéntico.

El punto medular del estudio propuesto en el parrafo anterior, tiene por objeto responder
a la sigulentes preguntas. Si uno desea estudiar el comportamiento de un sistema fuera
de equilibrio, pero no muy alejado de éste, ; Qué se puede decir acerca de la preparacién
inicial del sistema?. Para el caso clasico [162], [78] y para el caso cudntico [117] v {23.. nos
responden que el sistema se puede considerar inicialmente en equilibrio. Ademds Del Rio
en [25 prueba rigurosamente que hay una equivalencia entre el formalismo de operadores

de proveccion, Maxent y la hipotesis de fases aleatorias repetidas.

Ahora. si el sistema fuera de equilibrio no estd en un entorno del equilibrio, sino "maés
lejos ", ; Cémo serd la preparacién inicial del sistema?. Para el caso clasico Brev et al
en la ref. [15] nos dicen que se puede considerar la preparacién inicial en un estado de
equilibrio local y que éste estado es equivalente a considerar un estado de referencia que
es capaz de describir las fluctuaciones del sistema. Ademds, Garcia-Coli vy Rodriguez
en [38] nos dicen que inicialmente el estado de preparacién puede ser de no equilibrio
con fluctuaciones. En el caso cudntico podriamos pensar en una generalizacién del lema
de Mazur, donde el estado inicial sea culaquiera con fluctuaciones, ;Ciales serian las
consecuancias de esta suposicion 7, ;El estado inicial del sistema nos puede dar una
indicacién de ‘qué tan lejos’ se halla el sistema del equilibrio?. Puesto que los gradientes
de las fuerzas termodindmicas no son un pardmetro del todo safisfactorio para caracterizar

a los sistemas fuera de euilibrio, [39], queda abierta a la investigacidén la hisqueda de
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criterios para caracterizar y cuantificar a los sistemas fuera de equilibrio.

También es conveniente profundizar en el estudio de las variables de grano grueso para el
Helio superfluido en el contexto de los resultados reportados en [25]. Este estudio no es
del todo directo v evidente, ya que en la regién de temperatura considerada T < T, el
sistema presenta la condensacién de Bose-Einstien que implica valores macroscépicos de

la funcidén de onda.

En otras palabras los operadores asociados a las variables dindmicas no conmutan y tam-
poco las variables de grano grueso. Por ejemplo. cuando se usa la hipdtesis de fases
aleatoreas repetidas de Van Kampen, los operadores asociados a las variables de grano
grueso se hace que conmuten. Lo que implica que los elementos no diagonales de los
operadores de grano grueso sean cero cada determinado tiempo 7. Por lo tanto es vilido
preguntarse: ;Cdémo construir una base de variables de grano grueso para el Helio super-
fluido, cuya funcién de onda toma valores macroscopicos 7. ;Deben considerarse estados
coherentes desde un inicio?, de acuerdo con lo planteado por Cummins en la ref. [20]. En
todo caso. la construccion v la dindmica de las variables de grano grueso para el Helio
superfluido mas que abordarse con una ecuacidn del tipo Nordheim-Uehlinhg-Uhlenbeck,
o con una del tipo Gross-Petiavskii con fluctuaciones, se debe tratar con una ecuacion

maestra cinética cudntica del tipo Gardiner-Zoller. 42].

i1.- Relacionado con éste problema es el resultado obtenido en las secciones 2.1 v 2.2,
donde de la no conmutatividad de los operadores asociados a las variables microscépicas
v de las de grano grueso conduce a la construcciéon de un operador estadistico de grano

grueso, ecs. (2.30) v (2.32), con la presencia de partes regulares v singulares.

Este operador jcg implica una ecuacion de FPG con efectos no locales debido a la no
conmutatividad de las variables 4. Por lo tanto surge la pregunta: ;Cdémo seria la ecuacion
de FP para el Helio superfluido construyendola apartir una base de variables de grano
grueso que conmutan ?. En [8] ha sido dada una respuesra parcial. pero no es claro como
deben particularizar estos resultados para el Helio en el contexto de las observaciones

hechas en el inciso 1.

iii.- Por otra parte, la aproximacion local de la ecuacion generalizada de FP de la ec.

i2.56). se logra bajo dos hipdtesis: que el proceso ¢< lento y Markoviano.
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2

Es decir. que existe una longitud de correlacién R > Ry, tal que cuando: |R| = |¢ —a'| —
+oc . entonces f(a,a’) v TW_j{a.a’) varfan lentamente en comparacién con las partes

regulares n{a.a’) v rla.a’).

En otras palabras. que existe un tiempo y una longitud de correlacion: 7, By tales que,

lim K(a.a',t) — 0 (4.1)

f - T
i !
ja —a’l > Rg

v
lim K(a,a',t) — D(a,t) (1.2)
t<T
la—a’| < Ry
donde la relacién entre r v Rg estd dada mediante el vector de onda ky : hoRp << 1,

que es precisamente la condicién que determina el tamano de la celda para construir la

variables de grano grueso.

Garantizadas estas condiciones se puede desarrollar la matriz K(a,a’,t), en un desarrollo
de Kramers-Moval en potencias de las a,, ecs. (2.68)-(2.71), de donde sélo se toma el
1

termino de orden cero !. Con lo cual se tiene la ecuacién de FP local de la ec. (2.64),

ecuacion local de FP en el espacio de Fourier.

Por otra parte, en las ecuaciones de FP no lineales locales de las ecs. (2.84)-(2.85)
correspondientes a la inversa de la transformada de Fourier de la ec. (2.64), debe tenerse
cuidado de ser consistentes con el orden de aproximacién hasta el segundo orden de los
gradientes de los flujos en la matriz Dmy ; lo que claramente estd indicado en las ecs.

(2.81)-(2.83).

De hecho se pueden tomar términos de mayor orden en el desarrollo de la matriz

K(a.a’,t). Sin embargo, habria que analizar, por una lado, si las funciones de correlacion

'Esta aproximacién corresponde a una aproximacién de orden dos en los gradientes de las partes no
proyectadas de los finjos.
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pueden evaluarse con el operador estadistico de referencia 113} bajo la suposicién de que las
fluctuaciones del sistema son pequenas; vy por la otra parte, considerar en las ccuaclones
hidrodindmicas la aparicién de términos del tipo Burnett. {156]. En otras palabras, la
transformacién de las ecuaciones del esacio de configuracidon v el de Fourier para nuestro

caso sblo debe realizarse hasta segundo orden en los gradientes.
Capitulo 3.
iv.- En este Capitulo se han realizado dos aproximaciones imiportantes:

-Primera: El operador cstadistico de grano grueso para la partc proycctada poG SC
ha ovaluado mediante un operador cstadistico de cuasi-equilibrio local p;, donde se ha

supucsto que las fluctuacionces son pequenas.  Esta aproximacion nos permite cvaluar

los multiplicadores indeterminados de Lagrange a partir las variables termodindmicas
conjugadas a las seleccionadas para maximizar a [a funcional de entropia. Por otro

lado. también permite determinar las corrientes o finjos de las variables de grano grueso

aprovechando los resultados del Apéndice A.

-Segunda: El cdlculo de las [unciones de correlacidn de las ecs. (3.40)-(3.41) debe
realizarse estrictamente con el operador p;. Sin embargo. ésras en Jugar de evaluarse
mediante un operador estadistico de cuasi equilibrio local con sus Huctuaciones "pequetias’.
se han caloulado mediante un operador estadistico de referencla py. el cual también es

un operador de cuasi cquilibrio, [15].

El operador pg. tiene una estructura parecida a is del operador equilibrio pg. pero con las
variables termodindmicas conjugadas como funciones explicitas de la coordenada espacial.

Esta es también una de las diferencias con respecro de el de equilibrio local pp de la e,

{A.12). donde éste dltimo no es funcion explicvita de la coordenada espacial =, Otra

diferencia es que g, depende explicitamente de ;' cuestion gue no sucede en el operador

7.

pqe. debido a que pge corresponde a una aproximacion lineal. de acuerdo con 15[ Dor
otra parte. BDrev et al mostraron la equivalencia de o5 operadores gn v pge. ver ecs. (27

N
1

134) v {40} en la ref. [15]

“Ya que esta dependencia desaparece al realizar la imegr- 1on sobre est2 coordenada, ver ec. (A 1D
RS

v compararla con 3



V- IDn o gue respecia a las Bnclones de correlacion es pertinente observar lo siguienie:

Sistema de referencia en morvimiento: para éste caso las funciones de correlacion co-
rresponden a los coctivientes de Onszager. ox decir, al producto de los coceficientes de

transporte locales por la temperatura local ¢ su cuadrado. dados por las ecs. 13330

Sistema de referencea fijor aqui las partes no provectadas de los Hujos involucran

térmivos adicionales. debido a la transformacion de la parte no provecrada de los fiujos al
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-13.90). de tal forma que dichas funciones de correlacion

implicen no linealidades que no son evidentes en el caso del sistema de veferencia en

‘\D
-

[V
—
—
—

!

[U—

woviniento i ver ees. (3.1045.3.

Friuociones de Langerin. Por orra parte. nna hipdtesis que es necesario hacer para
poder construir ias ecuaciones no lineales de Langevin a partir de la ecuacion de FP no

lneal Iocal ez azumir que tanio las finciones de correlacion de las partes determinisiicas

como o de las Duerzas ncltuantes gue aparceen en las ecuaciones no lneales de Langevin
|

de la ecs. (3.145)-13.145). poseen lus mismas propiedades de correlacion | ver ec. (1.37),

Es decir. los valores de la funcién de correlacidn de las partes deterministicas =on los
N A2 1o 1aa s 1 ’\QCJA caTTol VA d 1. f y oo .~l\.; oo 1 M S ,}—\137‘)

MISINGS e fas IUNClones Ge COorreiaclon ae :as fuerzas aleatorias, lo que se estaiplece en
la cc. 11.37). Esta hipéresis es una condicién para que la ceuacion de FP sea consistente

con el equilibrio termodindmico. 156

- Adicionalmente. cuando se construyen las ecuaciones no lineales de Langevin cor-
respondientes a la ecuacién de I'P no lineal local, que cardcterizan la hidrodindmica
fliictuante del Helio superfluido, se observa que su componente fluctuante se define medi-
ante un flujo aleatorio del tipo multiplicativo. Esto resulta del producto de una variable
aleatoria Gaussiana por una variable local (definida via la temperatura local v un co-
eficiente de transporte local). Las varianzas de dichas variables Gaussianas, dadas por
las ecs. (3.129)-(3.134). son asi independientes de las variables locales dadas por las
ees.(3.135)-(3.140}. lo que permite sacar la funciones Ger) de la operacion de promedio

{Yeq al momento de calenlar las £



vil.- Comparando las ecuaciones para la hidrédinamica fluctuante no lineal dadas por
las ecs. (3.145)-(3.148), con otras deducciones aparccidas en la literatura tenemos los
siguicntes comentarios:

Hidrodinamica fluctuante de Khalatnikov [65]. Esta teoria tiene las mismas inconsis-
tencias que la teoria fenomenoldgica para la hidrodindmica fluctuante de Landau-Lifshitz
de un fluido simple [73. 74]. Ello se basa en la hipétesis de regresion de fluctuaciones de
Ousager. Aunque es valida para variables pares. sin embargo la ecuaciones de evolucion
son tanto pares como impares, de ahl que las objeciones y la teoria propuesta por Fox v

Uhlenbeck en [32] para superarlas.

En lo que respecta a nuestros resultados es claro que no estamos empleando la hipdtesis de
regresion de las fluctuaciones [37], ui introduciendo la parte fluctuante del flujo como uua
variable adicional como se hace en la ref. [65]. Simplemente estamos haciendo nso de una

relacion generalizada del Teorema de Fluctuacion-Disipacién de Green-Kubo mediante las

Hidrodinamica fluctieante linealizada de Puttermann [103]. Esta se construyve wediante
la linearizacion de las ecuaciones de la hidrodindmica de los dos fluidos. donde a diclias
ecuaciones linearizadas se les agrega un término fluctuante para construir las ecnaciones

de Langevin de acuerdo con la teoria desarrollada por I'ox v Uhlenbeck en la ref. 32

i

Sin embargo. pese que se estd tratando con ccuaciones lincales. en ¢l caso de la ceuacién

asociada a la energia aparece un término fluctuante. S.gD,:. que no ohstanie de ser

compatible con la aproximacion lineal. es de tipo multiplicativo. De hecho de acuerdo con

Fox en (33" dicho término da origen a divergencias (S,5D03)¢, = +2C.

Posteriormente Van Saarloos et al en {112} polemizan acerca de dichas divergencias.

wostrando que no existen.  En el andlisis presentado. muestran que Fox en 33 esta

despreciandoe la contribucion de (Pya3Dgs)eq = — > con lo cnal.

<(Pa.3 + So.'3>Da:3>"fq =0 =

(W)



Fosoon fe roll 34 acepra gue pese a que las divergencias en el valor esperado 1o

existen. st las nav paras ol valor esperado del segundo momenro de la eo. 4.3, al analizar ol

caso oo sisten f Ante o enal Bedeaux ef ol en 101 hacen ver que
12 ellos estan. por nmna parre. rrarando nn sistema airededor del equilibrio v por la
otra. ane un defecto de las teorias Ridrodindmicas Huctuantes lineales ex gque tienen gue
reciyir a recnicas de renormalizacion para evitar divergencias debidas a los coeficientes de
lransporte. i embargo. i existencla de las divergencias en los coeliclentes de transporte

Ceolas largas ! es cuestionable, va gue al pavecer sn existencia es resultado de un incorrecio

maneio del problema. 350 11

Por o ranro. comparando cstos csguemas con los resuliados obtenidos, observamos
gue les ccuectones de la bidrodindinica fluctuante de las ceso (3.135)-(3.140). no han
sido lincarizadas por lo que representan ostrictamoente ecuaciones no lncales para la
hidrodindinica Huctuante det Helio superfluido. De existir las divergencias en los coc-
ficientes de rransporre ésras apareceran en el momento de realizar su linearizacién como

es el cazo de las teorias comentadas.,

Hidrodinamica Generalizade de Tserkonibor (125,126, 127, 128]. Hasra donde o} anror
conoce. ésta ex la teoria mas general que se ha constrmido de “primeros principlos’ para el
[Telio supertinido. Pava ello emplea las funciones de Green dependientes de la temperarura
v con dependencia doble en el tiempo. se construve una hidrodindmica molecular vdlida

para toda k.

Pese & que Twﬁ;'k:ami}a A clama consistencia con la hidrodinamica de los dos fHuldos para
k — (i, v de gue caleula ecuaciones linearizadas de evolueion para las partes fluctuantes de
las variables dindmicas. nada se menciona respecto a las propiedades estadisticas (prinier
v segundo momento] de las fuerzas Huctuantes asociadas a las ecuaciones de evolucién de
las variables dindmicas: de aqui que estrictamente no construve ecuaciones de Langevin

para dichas variables dindmicas.

4.3 Perspectivas

1- Bs importante aplicar los métodos reportados en la literatura como el de Stratonovich

1191 v el de Rvrer v Deker (107, 10R] a las ecuaciones de FP de las ees. 3,120 y 3,121 para

I



obtener los sistemas correspondientes de ecuaciones no lineales de Langevin (en el espacio
de configuracién y de Fourier respectivamente), v poder comparalos con los obrenidos en
csta tesis mediante ¢l método de Morozov, Al parccer dichos métodos son nis
fisicamente mads claros que el empleado en esta tesis, pero que se desconocian al momento

de concluir la tesis.

ii.- Respecto a las ecuaciones no lineales de la hidrodindmica fluctuante para el Helio
superfluido es importante reducirias al caso lineal. v comparar los resultados con las tearfas

hidrodindmicas lineales de Khalarnikov, [65], v de Purtermann, [103].

iii- Por otra parte.auncue Zubarev en la sec. 22,4 de la ref. /154 muestra que la

produceidn de entropia, deducida a partir de un operador de no equilibrio esadistico

ovtenido mediante Maxent, es positiva. Es [undamental mostrar mostrar expliciiamente
que se cumple que [a produccion de entropia dada por {a ecs. (3.35) v (3.42) es positiva.

El ¢cual es un punto muy importante en cualquier teorfa en procesos irreversibles

iv.- Es oportuno calcular el {actor de estructura del espectro de disperzidn cal Helio

superfluido a partir de la teoria presentada en esta tesis v poder comparar las prediciones

con la mediciones experimentales reportadas en las referencias. -49. 50. 89, 94, 139, 140
para poner de manifiesto las semejanzas v diferencias de este factor respecto al que existe

en relacién al del fluido simple.

v.- Por altimo. las ecuaciones no lineales de Lagenvin dadas por las ecs.:3.145°-
3148 representan las ecnaciones iniciales para la construccién de un modelo para la

SRR TN .
) O L, S
roinaliilca turnud-

hidrodindmica turbulenta en analogia al modelo construido para la hi

lerta de un fluido simple en la ref. [157. 158].
Finalmente para el Apéndice A tenemos los siguientes comentarios.

vi- Al seleccionar a la velocidad del superfluido ¢, como una restriccion parvs la ma-
ximizacién de la funcional de entropia. implica la aparicidon del flujo de ia componente
superfluida /; como variable termodindmica conjugada de la primera. Ademas. se ha

considerado explicitamente al flujo total j del sistema como otra restriceidn en el proceso

de maximizacion.

T8



fa situacion recuerda al iormalismo de la Termodindamica Irreversible Extendida «TIE .

jos como variables independientes para la descrincidn

/)

del sistema. Concreramente. =2 el caso del Helio superfluido en {80, 81. 82, 83. $4. 85 se
presenta un modelo para éste dentro del contexto de la TIE. que tienen al flujo de calor v
a el rensor de ezinerzo como variables independientes. Por lo tanto. serfa muyv oporiun

comparar =n deta.o los resucrados del apéndice A con los obtenidos empleancdo la TIE.

para tratar de dilucicdar sus conexiones y consecuencias.
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Apéndice A

Hidrocdinamica de los Dos Fluidos
con Efectos Disipativos Deducida
Mediante Maxent.

En este Apéndice se reproduce una deducién de la hidrodindmica de los dos fluidos
de Landau con v sin dispacién mediante el método de NMaxent !, resultrados que fueron
deducidos por Morozov en [86] y una generalizacion de estos para mezclas de *He->He se

han discutido en [92].

En otras palabras, en este Apéndice basicamente se emplea la relacién flucruacién-
disispasién de la Teoria de la respuesta Lineal (TRL) de Kubo [68]. para definir los
coeficientes de transporte del Helio superfiuido: coeficientes necesarios para counstruir la

hidrodindmica disipativa del superfluido.

Parricular mencidén merecen las condiciones iniciales v a la frontera que debe obedecer el
operador estadistico obtenido mediante la maximizacion de la entropia. En el contexto de
la teoria desarrollada por la escuela Soviética puede verse una revisién de las condiciones
antes mencionadas en [1]. Concretamente en relacién a las condiciones de preparacion
inicial v el estado de equilibrio final del sistema. puede mostarse por ejemplo. que en
el limite de la medida exacta [57] hay una equivalencia entre el formalismo de NMaxent

23,24, y el de la téenica de los operadores de proveccion [162] .

11T A g ey ~ . y o B . N s
“121método de Maxent puede consultarse con todo detalle en la monografia (154 o e la~ referencias
6. 60. 61, 110,
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A.1 Ecuaciones Hidrodinamicas para un superflui-
do Ideal.

A.1.1 Operador Estadistico de Equilibrio Local.

(* He),

Sea el operader asoriado al Hamiltoniano total de un sistema de bosones

F = /E’(x)dx. (A1)

donde:

1 . 1 . \ \
polix)peixs = 3/([X/IV(X — Xyl (x) et (x e (x e (x) (A.2)

e

ff(x) =3

i

donde.

Hix) es el operacor asociado a la densidad local de energia.

) v wl(x) es el operador de campo v su conjugado.

X))y
W {x — x') es el operador asociado al potencial de interacciéon de dos particulas.

p = —ihV es el operador asociado al impetu.

P : Ahaie x=dv v T ={2 2 U
En todo este trabajo x={x.y.z} v V = {5, I 51
Ahora scleccionemos las siguientes magnitudes fisicas, cuyos valores esperados se con-

sideran como los més relevantes para la descripcion del sistema. Ellos son:

La densidad local de particulas. cuyo operador es, p(x), tenemos que,

p(x) = (A = m{@T (). (A3)

Para la densidad local de energia.



E(x) = (Hx)) = Tr {jH(x)} .

o
—~~
»
N
i
———
.
—~~
»
~—
e
M

donde p es el operador asociado al impetu.

Para la velocidad del superfluido,

con,

(A4)

(A.6)

(A7)

donde ¢ es la fase de la funcién de onda del sistema 1 se asume que éste estd a una teni-

peratura 7' < Ty. Aqui, o(x) la fase de la funcién de onda es ral que puede interpretarse

como una variable macroscépica,[2]. Ademaés. la velocidad del superfiuido de las ecs. A.G.

esta definida en funcidén de los valores esperados de los operadores de campo denotados

por ¥(x) y se escriben como 2,

9 . . \ N .y N L
“Estos valores esperados corresponden & el pardmetro de orden que describe la trausicion de fase que

ocurre al presentarse la condesacion de Bose-Einstein en el ~ixtema [3)
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Vix) = {wix)) = ae' %)

\II:T{\X> = <’i1‘hT(‘X')>/ = qe” (A10)

en las ecs. A3-A100 (L

indica el promedio de equilibrio local respecto al operador g:..
operador que ze definird a continuacion.

Sea aliora la funcional de entropia de informacion definida como.

Sy=Tr{pnp}, (A 11)

donde p; es un operador estadistico de no equilibrio que esta por determinarse v que

cumple con la condicién de normalizacion, Tr{p;} = 1.

la

Ahora. calculamos la variacién de la funcional de entropia respecto p; imponiendo
condicién de extremo tomando las restricciones dadas por las ecs. A.3-A.6 v la condicion

de normalizacion. El resultado bien conocido, es que,

donde 3(x) . f{x). v,(x) v js(x) son los multiplicadores indeterminados de Lagrange v

cuyo significado serd aclarado mds adelante a partir de condiciones de consistencia que se

deben cumplir de acuerdo con la Termodindmica de Procesos Irreversibles. Tambieén

Qr=Tr {e:cp<# / dx3(x) {})} , (A13)

—
[V
-]



donde la expresidn entre los paréntesis cuadrados es la misma que la de la ec. A.12.

Por otro lado, como muestra Morozov en su trabajo [86], con ¢! fin de simplificar

los cédlculos es necesario realizar un cambio de sistema de referencia. de uno que esta en

reposo a otro que se mueve con una velocidad local vy (x). Esto se logra a través de la

transformucidn candnica de los operadores de campo,

(A.14)

Sustituyendo estas expresiones en los operadores asociados a las densidades locales de

energia, numero de particulas, {mpetu y velocidad del superfluido dadas por las ecs.

(A.2)-(A.5) v (A.7) se obtiene que,
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] R ~ <7 . 5 st N ) . . fo
donde H'ixi o/ (x5, ;/1x) v 1'ix) son los operadores asociados a las magnitudes fisicas de

imreres en el marco de referencia en movimiento v estan dadas por las mismas expresiones

t

(A2 (A3 1 AD v (A7) respectivamente. pero escribiendo ¢ v @' en lugar de o v o7

de acuerdo con las ecs. (A 14) v (A 1D).

Sustiruvendo ahora estos operadores de las ecs. (A 17)-(A.20) en la cc. (A 12)

N

tenemos gue en el marco de referencia en movimiento oy(#) se expresa como,

prlth = Q/;_l Frp {/ dx 3(x) itf;’(;x‘; — p{x)pNx) = (ep(x) = vux))) (%) = j(ﬂz/’\11> .

donde.

2y

Xy = (x) = v (x) /2 + eg(x)en(x). tA21)

v analogamente. sustituvendo las ecs. (A 17)-(A.20) en la ec. (A.13), se obtiene que.

Q) =Tr {e.rp(— [ xix) {H’m (0P () — () — va(x)) () js(xwx@)}
: (A.22)

Ahora dado In@)]. se calculando las derivadas funcionales respecto a cada multiplicador

y empleando las siguientes definicones,

p'(x) = (55



Q= —Tr {/dxﬁ(x) Q(x)}, (A.24)

donde Q(x) se determina de la ec. A.13, con ello se puede mostrar de la ec. A.22 v de
las ecs. "A.17-A.20 que se cumple la hipotesis de equilibrio local para el superfluido ideal.

Esta condicién se expresa como [86]

3

Su(x) = 3(1}(_)55@{) - ()8p(x) = (en(x) = vt 18 jolx) (425

(]
[S3]

donde la densidad local de entropia es definida como.
S(x) = 3()()(’11‘(}{) — Qx) = p(x)p(x) = (tp(x) = vo(x)) jo> , (A.26

Por otra parte. de la consistencia con la teoria fenomenoldzica del Helio superfluido
66, renemos que los multiplicadores indeterminados de Lagrange se identifican como es
usual. F(x) con el inverso de la temperatura local. pix) con el potencial quimico local +

r1x) con la velocidad local de la componente normal del superfiuido. [86].

A.1.2 Operador Estadistico de No-equilibrio.

Como el operador de equilibrio local p; no garantiza obtener una solucién de equilibrio

rermodindamico v de generar ecuaciones irreversibles la escuela soviérica ha propuesto ia
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1 operador estadistico de no-equilibrio a partir de la solucion de una

construcelon de un

ecuacion de Liouville con fuentes [154]. a saber,

Iplts 17, - . i -
o — ) H | = —elpult) = 1), (A2
ot i L _

donde 4.8 es el conmutador de los operadores indicados. Ablora. integrando esta

ecuacion renemos que [86. 154,

pelt) = pilt) = Ap'(t), (A.28)
donde p;(t} esta dado por la ec. A 12y,
0 ’ ¢ Srig sl gy G JARYA
Aplis) = / dt' e [ dreTIUT )S(f + 1 f/)e*("fl)‘s"fﬂ A (A.29)
J - JO
o la relacién equivalente { ec. (21.10a) en la pp. 308, de la ref. [154]).
’ o ’ ‘ "~ R
Aptr = =Q texp (/ dt' et / dx [Fm(x.f—l— ) A (x )+
=20 .
! C)Fm(x> f+ f’/) 1 / a0
T —TATH(X,?E )}) , (‘%OO)

donde F,,(x) representan los multiplicadores indeterminados de Lagrange y A, son los

operadores asociados a las variables dindmicas relevantes.

Dichos multiplicadores se determinan de la siguiente condicion,

(A (3, 1)) = (Am(x. D)1 (A.31)

\Nbm
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donde |

— (A = I ; {5 y 9
Am(.0) = (A (x, ) = tim| i, Tr{r) A1)} (A.32)

Ademas, puede verse de esta ecuacién y de las ecs. A.12-A.13, que A, (x,1) v Fia(x.t)

son variables termodindmicas conjugadas; es decir.

oln Q]
6Fm(f)

= (A (5, ) = = (A 1)), (A.33)

Sin embargo, la ec. A.32 que merece los siguientes comentarios:

1.- El proceso al limite, cuando ¢ — 0, se debe de tomar después del limite ter-
modindmico cuando limay;y_cre ; donde el promedio indicado por la ec. A.32 se la conoce

como un ‘cuasi-promedio’, [13].

ii.- En éste cuasi-promedio se considera que,

lim| lim T?'{.im(x~f:>/’5/<f,)}} =0

0| N/V—Cte

es decir. en la ecuacién de Liouville con fuentes dada por la ec. A.27. cuando ¢ — 0
entonces pe — g v el operador p, tiende a una solucién estacionaria de la ecuacién de
Liouville. Para ser mds explicitos, el término fuente de la ec. A.27 dado por operador j' v
definido por las ecs. A.29-A.30 corresponde matematicamente a la aplicacién del teorema
de Abel. donde el significado fisico de este teorema en el contexto de Maxent puede verse

en la ref. [1].
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Por o ranto. en ngar de las ecs. A3-AL6 para los valores esperados de las variables
dindmicas relevantes para el Hello superfluido, tenemos que estas se escriben correcta-

mente con avuda de las ecs. A1 v A32 como 3

Eixcty=(Hix. ) = imTr{i() H(x)} = (H(x));. (A 34
pixt) = p(x ot = li_n(l} Trip{t) p(x)} = (p(x)) (A5
Jxth = (ix)ye = I Tr{pe ()} = G, [A.36)

Ne = lil% Tripdt)us(x)} = (ny(x)). (A.37)

cax ) = (e(x ot

donde en esta ulrima ecuacidn se han empleado las ecs. A.9-A.10 escritas con este nuevo

operador p,.

U(x) = (wix))e = li_f.%Tr{[‘,e '¢'<X)} = (¢ (x))1,

Ul(x) = (0l(x), = lim Tr{ Wi (x)} = (pf(x)),, (A.38)

En las siguienres secciones de este Capitulo se usaran las derivadas temporales de las
ecs. A.34-A.33 para deducir las ecuaciones de la hidrodinamica de los dos fluidos sin v
con disipacién. A continuacién abordaremos la deduccién de la hidrodindmica de los dos

fluidos sin disipacién.

“De aqui en adelante 1o expresarsmos explicitamente el liniite termodindniico N/V — (Cte. pero
asuiniremos que o estamos considerando autes de tomar el limite cuando € — 0.
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A.1.3 FEcuaciones Hidrodinamicas de los Dos Fluidos sin Disi-

pacién.
Para deducir las ecuaciones hidrodindmicas es necesario promediar con p., definido

en la ec. A.28, las ecuacidnes de conservacién microscépicas para los operadores de masa,

Impetu, energia, y de evolucién del operador de campo. Dichas ecuaciones son

plx) ==V j(x) (A.39)

H(x) ==V jg(x) (A.40)

aja(:c) = V. T(x). (A41)
(A.42)

En particular los operadores de densidad del flujo de energia v densidad del flujo de

Impertu tienen las siguientes expresiones . ver pp. 252-258 de [154].

. 1 N P 1 Al e
Jrix) = , ﬁQ'u’l"(x)ﬁLff(x) - ]3tr’(x)p2w(x) o ATV (x — x e (xy (x) e (x)
4m*? 2m .

— — [ dx'TV(x — x')(u'(.x/)j(x)'a;'(x’) — oM (x)gixje (X)) (A.43)
4m . /
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Ahora. de la ec. A28 podemos observar que p. esta compuesto por dos partes: una no

1t PRSI 3 .l o A P ~t 1 N - 1 . .
disipariva dada por jr v ofra disipativa dada por p’. Concretamente, al calcular el valor
esperado de la ecs. A.39-A.42 con sélo gy, se obtienen las ecuaciénes hidrodinamicas para

el fluido ideal. Su forma es,

px) =~V j(x). AL15)
E(x) = - - (bl A.16)
VO - e, AAT)
() = <{¢-(x), f}b,. (A 1R)

Con el propésito de expresarlas en una notacion més familiar como en las referencias
(66, 103], se procede de la siguiente manera. Primero. se re-escriben los flujos del lado

derecho de estas ecuaciones en términos de §(x), v,(x) v vs(x). Para esto se define el



operador de entropfa local 5‘(7%,0) a partir del operador p;, que de acuerdo con las ecs.

A.2 v A1l esta dado por,

S(4,0) = —ln p(t), (A.49)

Sustituvendo aliora en esta ecuacidn la expresion para p; dada por la ec. A.12 se riene

que,

50,0y = [ x50 |Q0x) + H(x) = i(x)5(x) = en(x)3(x) = Julx)il)| . (450)

donde Q(z) estd definido por la ec. A.24 v se identifica con el valor negativo de la presion

local. [86].

En seguida . de la ec. A.49 v dado un operador arbitrario A. empleando la propiedad

Tr{AB} = Tr{BA}, es facil verificar que se cumple.

<any§uﬂ Vo= Tr {=prAln i = filn A} = 0 (A51)

Ahora sustituvendo A(x) = ¢ (x) en esta ec. A.51 v con auxilio de la ec. A.50

rescribimos la ec. A48 para W(x)

7

Por lo tanto. después de un célculo directo pero

engorroso se obtiene que,

La ec. A.D2 es una ecuacién que generaliza la ecuacién de Anderson (3!, donde a es la

amplitud que aparece en las ecs. A.9-A.10 para los valores esperados de los operadores
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campo v v w5 == es ula correcclon a la ecuacién de Anderson tradicional. (3. 2] v

que en principio puece despreciarse por ser de orden muy pequeno, [86]. Por lo tanto. la

ec. ALAS se rescribe como.

Para rescribir el lado derecho de la ec. A.45 se toma A, = p(x) que sustituida en la

ec. A.51 conduce a! sizuiente resultado |
061 = =% (alxlonl) + plx)es(x) ) (A54)

donde se ha considerado de las refs. [66, 103] que,

[)(X) = pn(X) + /)s(x> . ‘\Ax53>
J‘(X\) = /7n‘(X>‘Ur)(X) + ps(x)?%‘(X) . (:\*36)

¥,
Jolx) = J(Z‘) - p(X)Un<X> (\A-ST)

que es la densidad del momento local de la componente superfluida en un marco de

referencia con velocidad v,(x).

En el caso de las ecs. A.46 v A.47 para re-escribir sus mienbros ‘lerechos, dados por

. a1 . ,
el finjo de energia ;5 v el tensor de esfuerzo T respectivamente, los cdlculos se hacen en
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un marco de referencia en movimiento con velocidad vg, en donde se determina {j(x"
v {T/(x)); para después mediante una transformacién candnica obtener las expresiones

para los valores esperados de estos operadores en un marco de referencia fijo.

Partimos del operador de entropia local dado por la ec. A.50 sustituyvendo en éste las
ecs. A.16-A.19 para las densidades locales de las variables relevantes v la del factor de
normatizaciér cada por la ec. A.22. Se obtiene entouces el operador de entropia local e

el sistema de referencia en movimiento,

2
v
~
e
~—
|
=
—
~
~—
RS
o~
e
~—
|
—
—
—
b
~
e

<
~
”
N
!
—
/
——
b
~——
—
Ve
(R
o

donde,

En este sistema en movimiento no es dificil comprobar que se cumple la ec. A.51 con &'

dada por la ec. A.58.

Ahora si A = H'(x) v de las ecs. A.58- A.59 tenemos que,

<{f§”(x),é'(t)}_)l = m,/dx.j(x)(vg;{(xm

= 1 (3)V jo(x) = 75(x)Vu(x) = 10, (x) V(T (x1Y

Il
o

(A.GO
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donde en la deduccion de la ecs A.60 se emplean las relaciones siguientes.

pixy ==V (%) A.61)
Hx) = =V - jy(x) A 62)
DN
= - X ¥
5 1(x) 3)
.} /
ny(x) = Vu(x). rABY)

ecuaciones que se obrienen de las ecs. A 45-A.47, A.19 y A.53 respectivamente. *. Como
en la ec. A.60 el volumen de integracidn es arbitrdrio, en general el integrando estd

definido salve una Zuncidn g{x) que cumple con la condicidn,

/dx Vg(x) =0

es decir,

lim g(x) — 0

K400

4En la ec. A.64 se ha empleado el hecho que 4, y 7t son invariantes galileanas puesto que la fase o(x)
de la ec. A.9 es una invariante Galileana,ver Apéndice A en la referencia [103}.
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por lo tanto, el integrando de la ec. A.60 se rescribe como,
V) = p(x)Vio(x) = Js(x)Vu(x)

+ W (%) V(T (X)) + —Vg(x) (A.65)

ecuacién que despues de un calculo directo pero engorroso nos conduce finalmente a que
el flujo de encrgla total que aparece en la ec. A.65 se define con avuda de la ec. A.GO

como {86],

(U (D)= u(x)jo(x) + (T(x)s’<f> + 11 (x) Jo(x,r))u'(x). (A.G6)

/

donde hemos empleado la ec. A.57 pero escrita de la siguiente manera.

Js(x) = jo(x) = p(x)1V(x). (A.67)

1

v el tensor de esfuerzo (77,(x)); de la ec. A.60 se escribe como 36 .

(T'(x))) = W(x)jo(x) = plr)Ulx). (A6

donde U(x) es un tensor unitario de segundo orden.

Evidentemente las ecs. A.66 v A.68 estan en un marco de referencia en movimien:o.
Para obtener sus expresiones en un marco de refeerencia fijo. se deben aplicar las trans-
formaciones candnicas inversas a las ecs. A.14-A.15 a los operadores jj(x) v i_’(x‘) de
las ecs. A.66 v A.68. auxiliados con las ecs. A 43 v A .44, Dicla rransformacién conduce

directamente a las ecuaciones.



UH(x)) = (e\'ﬂx"‘ - (A) )j'(x) + (T(X)S(X) + Up(x) Jo(x)> va(x) . -AL69)

Finalmente poderos rescribir el lado derecho de la ec. A.46, para la evoluciér de la

energia toral, con aviida de la ec. A.69 como.

Eix)= =% {uix) =" S)j(‘x) . (T(X}S(X) T+ on(x) jo(x)> L-,,(xﬂ | AT

v rescribiendo el lado derecho de la ec. A.47 con anxilio de la ec. A.70 tenemos.

9)(z)
ot

= - [/’»5(.1:) vs(2)vs(x) + pul2) vp(z)on () = p(a)U(x) ] . AT2)

Resumiendo, se ha mostrado explicitamente como las ecuaciones de evolucién para un
superfluido ideal dadas por las ecs. A.d5 - A48 obtenidas via Maxent, son equivalentes
a las ecs. AD4 A T2 AT v A53 respectivamente. Estas ecuaciones escritas en una

notacidn mds familiar han sido obtenidas de manera fenomenoldgica en la ref. [66 .

A.2 Ecuaciones Hidrodinamicas con Efectos Dispa-
tivos.

En esta seccion se deduce la hidrodindmica de los dos fluidos de Landau con efec-
tos disipativos. Ahora de la parte disipativa o no proyectada p’ del operador p.. en la
aproximacién lineal. tanto en los gradientes de los multiplicadores de Lagrange como de

las velocidades vy vy se calcula una correccién a primer orden de la hidrodindmica sin



disipacion. Esta correccién permite obtener los coeficientes de transporte, que se definen
mediante las funciones de correlacién de las partes fluctuantes de los flujos de las variables

dindmicas relevantes.

Partimos del operador entropia de la ec. A.50. Si en éste operador despreciamos los

términos vn(z)j(z) y Jsts(z), tenemos que S se puede re-escribir como,
S=3{®—-H}. (A.73)

con.

o = —/dx Q(x)

H:H—y,/dxﬁ(x}

donde los multiplicadores locales J(x) v p(x) se sustituven por sus valores de equilibrio

IV o

Entonces, si en la parte no provectada Ap' de /. dada por la ec. A.29. sustituimos

solo en las exponenciales la primera ecuacién de las ecs. A.73. obtenemos que:

0 , ol L ; :
A/A),(f) _ / (H/eef /0 A+ eTﬁHS(f _ f/‘f/\')e—m*‘—_l)Hev‘M), (:XT-&)

J—oc

donde S(t + t'.#') indica la derivada remporal del operador de entropia,

3 Ht' - Ht'
Sty =eap{——}S(t. 0 cap {~—). (A7)
i i

tal que S(1,0) se obtiene de la derivada temporal de la ec. A50 v se expresa como.



- \ T J3(x)Qx) . Ip(x)3(x)
S0 = /(/XL_ G A G - A g
J3(x)e,(x 08(x)j.(x) . / ) J1ig(x)
— = - o neix) = B(x)js(x) oy +
()A,
- )<H Xt = p(x)p(x) = vpix) Jd(fx) ]S(x)ﬁs(x)”. (ATE)

Alora realizando un cambio de variable N = 37, en la ec. A.74, ésta se transforma en.

Faage vl

L g0 , 3 B )
APt = 7/ df’e“/o NS ) e My (AT

donde jy = e” 7 es un operador estadistico de equilibrio.

Por lo ranto. el operador p, en la aproximacién lineal en las velocidades, se escribe de

acuerdo con la ec. A.77 como.

pelt) ms priry — = / dt'e” / dh eSS (i Y e Mgy (A.73)
Ahora bien. para un operador 4 asociado a una magnitud fisica dada, su valor esperado
exacto estd definido por la ec. A.32. Sin embargo cuando se calcula dicho promedio. con

el operador estadistico de la ec. A.78 se obtiene que,

(f*f)) (A.T9)

o~
A
=y
R
Ty
~
e
"
g
_*-
i
8
=
’*\
/\
£
Urys-

donde la funcién de correlacién cudntica esta definida por,

(1.8 d/ dA{ iB (t+ihX))g. (A.80)



vaqui, { Yo indica que se esta tomando el promedio respecto al operador de equilibrio .

Ahora observemos que en el operador de evolucion de entropia de la ec. A.76, aparecen
las derivadas temporales de p. H,j v 15 v de los multiplicadores de Lagrange. Si rescripi-
mos las derivadas de los primeros con auxilio de las ecuaciones hidrodindmicas para el
fluido ideal dadas por las ecs. A.54,A.71,A.72 y A.53 respectivamente, v expresamos las
derivadas temporales de los multiplicadores en funcién de los gradientes de j. v v, (ver

el apéndice de [86]. & pp. 333 de [154]) después de dlgebra engorrosa se obtiene que [861,

$(4.0) = o(t,0) = /dx {(\7/3()())5,1()() — B(x) Ap(x) ¥ - v (x)

— B(x)as(x.1) V - jo(x) — BT(x) - Tavn(x)] . (A.81)

donde se ha supuesto que el término correspondiente al flujo de entropia con el medio

exrerior es cero. En la ec. A.81 se ha definido j,(x). como,

Jolx) = ju(x) ~ (5&57(;%(—) - /z(x)> J(x). (A.82)

que es el operador asociado a la densidad del flujo de calor v el operador Ap(x).

Ap(x) = p(x) — (%)p(f{(x) — (H(x))o) — K@>

X
que es el operador de la fluctuacion de la presién. Ademds T, (x) es una componente del

operador asociado al tensor de los esfuerzos sin traza dado por,

~
et
~
Il
~
=
-
|
s
,
-
=
92
NN



donde p es el operador de presién que estd definido como,

V3]
<

, 1 .
plx) = EZT”'(I), CAL

Finalmenre el operador de fluctuacion asociado con la componente superfluida estd dado

pOr.
. ih : w1704 - o L/ouBy
Ve e e o 2 . _ = - TRV
a.(x) 2’”\/”0\L (x)—ue'{x)) 3(0[));([{\}{‘) (H(x))o) 3( o )S(p(x) Apixa).
A.86)
donde ng = (Lig{e g es la densidad del condensado en equilibrio.

Ahora calculemos el valor esperado de las ecuaciones de evolucién para p. H. > v v
de las ecs. A39-A 42 respectivamente. Si empleamos el operador estadistico g, de la ec.

A.78 formalmente se tiene que.

))e = =V - GG AST)
(H(x))e =~V - Ga(x))e, A.38)
L e o)) (4.59)

U(x) = {(w(x)).. (A.90)

J—
[
(1]



Cabe observar que los resultados que buscemos en estas ecuaciones son las definiciones
para los coeficientes de transporte para el Helio superfluido. Sus definiciones se hacen
con auxilio de la relacién fluctuacién-disipacién de Green-Kubo, mediante las funciones
de correlacién que aparecen en el segundo término del miembro derecho de la ec. A.79.
Asi, de acuerdo con esta ultinia ccuacion, el valor esperado de j’H que se aparece en €l

lado derecho de la ec. A.88 sec rescribe como,

Gt 1) = Guletly + [t (G 5011 (A.91)

v andlogamente para el lado derecho de la ec. A.89 se tiene que,

(T (x. 1)), = (_T_(x.f)>1+/_o dr'e” (1( ) St + )> (A4.92)

En el caso de la ec. A.90 podemos escribir dos ecuaciones, una para el operador de

campo ¢ (z) dada por.

() ,+/ Fet (%), S(t + 1)) (4.93)
v la otra para su complejo conjugado ¢7(x), dada por.
(CF(xhe = +/ dt'e (G (x). S = +'1 (4,04,

El primer miembro del lado derecho de las ecs. A.91 v A.92 esra dado por las ecs.

A69 v A.T0 respectivaniente.

El segundo miembro de la ec. A.91 se puede expresar con auxilio de las ecs. A.76. A.30

v el principio de Curie 217 como.
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0 .. . . 0 , . A
[oate st = [ e [ax' Gy 5,x0) VG 4. a5
. J—20 .

Analoganienre. para el segundo miembro de la ec. A.92. se tiene (que con auxiilio

de
las ecs. AT6 v A4l se escribe como,

) ~ “
/ et (T(x). S(t+1.0)) =

.(] ,
~ / dt' e /(lx/ B(x" -+ )| (p(x). Ap(x', ) x

o o o
X N (X U (D) T ) (0 0, ) (X 1)+ (B

donde en la deduccion de esta ecuacion se ha empleado la expresién para el tensor simétrico

o)
sin traza (V -vp ™ que se define como,

)

vil'nk(m) —+ vkvni(m) - T;’éi}srv : L’,,,(TL‘)} .

]
|
Lo

(A.97)

[gnorando ahora los efectos

/

de no localidad temporal en los términos 3(x'.+ — t/)
vn(x’.

t+ 1)y gs(x' t+ 1) que aparecen en las ecs. A.95 v A.96 se tiene que,
yJ { I A que,

(A.98)



Por otra parte, en la ec. A.82 se observa de las ecs. A.31- A.32. que la traza del operador
7(x) con el término integral /' (x) del operador jc(x) tiende a cero cuando e — 0, es decir
que el sistema tiende al equilibrio y por lo tanto no existe disipacién cuando el sistema

llegue al equilibrio. De aqui que podemos realizar la signiente sustitucion,

Vim e Tr (7 J1 (%)) = T7(PoJg(x)) (A.99)

Por lo tanto, la ec. A.95 se re-escribe con ayuda de la ecs. A.98 v A.99 como,

0 . . . .
/ dt'e” (G (x). S(t +1.0)) / dt'ec" /dx/(jq(x).jq(x AVB(x1).  (A.100)

Analogamente. de la ecs. A.31 v A.32 observamos que la traza de los operadores p(x) v
H{x) con el término integral 5'(x) del operador j.(x) tienden a cero cuando ¢ — 0. De

esta manera en la ec. A.83 se tiene que,

lime_oTr(p' p(x)) — Tr(po Apix)) (A.101)

v por lo tanto. la ec. A.96 se escribe con auxilio de las ecs. A.98 v A.101 como.

/O dt' e’ (i(x)té(f ~¢.0)) =

0
= — / dt'e d//dx B(x,t) [(Aﬁ(x),Aﬁ(x’.f’}} x U oa(x, ) - U
+ (i(x\ T(x ) (% »vn)s(x, 1) 4 (Ap(x). a X' )N - ax' )] (A.102

Alora. si definimos el coeficiente de conductividad térmica en funcién de correlacion

para el flujo de calor que aparece en la ec. A.100 obtenemos que .

32 ) ’ 0 el . /
= / dx / dte (j,(x). j, %"
. — o0
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Por lo tanto 1a ec. A0 se

g stmiplifica con auxilio de la ec A100 v A103 como,

WX = (i (x, 1), - wVIT(x], (A 104)

En forma similar. definimos el coeficiente de viscosidad cortante en funcién de 1
de correlacién para 7 que

a funcién
aparece en la cc. A 109 como,

0 s ,
n =4 /(/.z:"/ At (T e), Tl ) =
. of DG
3 0 a o )
- ﬁ/,,X// e (T(x). T(x' +)
10 —oo

(A.105)

Por ultimo los seg:

ados coeficientes de viscosidad, se definen g partir de ]
correlacién que aparecen en la ec.

as funciones de
Al6 como,

-0 . ,
(=3 /(/.1‘// dt'e® (Ap(x), agla’ #))y
. Ednsle ¢

(A.106)
() , ,
G = 3 / Ao’ / e (Ap(e). A’ 1)) (A.107)
< =00
Por 1o ranto Jlaec. A92 para el valor esperado de una componente del tensor de esfuerzo
se escribe, de acuerdo con las ecs, ATO, A102 ¥y A 105-A.107 como,
Tl e = Bt 1)) = [ snate
2 .
+ Vet ) — §(Sikv : l*'n(?’f)J — Oy [QIV ’ ]s(b\ A A Un(l‘)} (‘%108>

Con respecto a la ecuacion de evolucién parg ¢f valor esperado de (¥(x)). dada por la
cc. A90 v mas especificamente por las ecs. A93y A.04, estas wtimas se emplean para



rescribir la derivada temporal de la ec. A.37 con auxilio de la ec. A.7. Asi vg(x, 1) se

expresa comao,

: _ b () (eTx))e
D(x,t) = — mv[w(){m H(\»j (A.109)
v por lo tanto de la ec. A.93 y A.94 tenemos que,
: b Ty TN
Bo(x, 1) = —%v[ ST MJ ‘
0 ;U (x) el(x) b
+ dt’ e - S(t=t'.0 A 110
e (<¢‘(X)>z oo ( ) ( )

donde en los denominadores del lado derecho de esta ecuacién se hia empleado la igualdad
dada por la ec. A.31. Utilizando la ecuacién de Anderson dada por la ec. A.53 y Ia ec.

A.6. la ec. A.110 se puede rescribir como.

L NI
-5 dt'e” e — S(++1.0)). (A111
2 } 2m Jos (<U(X)\r/ (= o ). (AL

/

rax.t) =V {;L(X) +
Alora. observemos que en la ec. A.86 de acuerdo con la ec. A.31 cuando € — 0. ocurre
que

lim_o H(x)— (H{x' 3\, —

Lime_o(p{x) = {p(x)'a)e — 0

limeolu(x))e = (X))o = o' (xl'p= 10
por lo tanto, en el limite ¢ — 0 cuando el sistema riende al equilibrio. la ec. 2.101 se

comporta como,

ih r. 0
cixt = eoexil (A 1123

Qm\/n“{ |

160

lim,_padx) —



Finalmente rescribierdo el rérmine integral del lado derecho de la ec

A.111 con auxilio
de la ec. A112 se obriene que.

~0 y o "i'? -

/ drle' *) — L( ) S{t+1.0))

—x cix)) o (ef(x)y,
Ay di'e (G(x )S(f\f 0)) (A.113
N )771 —~o e )

Si ahora sustitulmos. la ec. A31 en la ec.

A 113 v usando el principio de Curie. la ec.
A.113 se expresa como.
0 o -0 ;
/ drle” (ag(x] 5(7‘ ~1.0)) = / dt’e /(lx/ J(x t 4+ 1) x
I ~ W ror ~ ot / /o~ A~ 7 ~ / /.‘ B
(aslay as(o 7V e Gp(x = 1)+ (Gs(w), Ap(a, 1))V - Jo(x E )J (A.114)

Vamos ahora a despreciar los efectos de no localidad temporales en los multiplicadores de

Lagranee indicados por las ecs. A.98. En virtud de ello, la ec. A.114 se escribe como

0 . . 0 : ‘
/ dr'e (ax). b(f~7‘ 0)) = / dt'e” /dx/ B(x' t)x

—oC

[(ddtilr)_ A NV (XL )+ (Gs(x), Aplal, 1)V - 7s(x, f);] (A.115)

Ahora, definimos el tercero v cuarto de los segundos coeficientes de viscosidad en funcién

de las funciones de correlacion que aparecen en la ec. A.115 como,

0 ) ‘
(3 = ‘S/dznl/ﬁ dt'e® (G (x), ay(2', 1), (A.116)

Oy = 3/(11 / e (a(0), Apla, 1)), (A.117)
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Por lo ranto. la ec. A.115 se rescribe con avuda de la ec. A 116 v A.117 como,

3 , A
/ dt'e (Gg(x). S(t+t,0)) = 3V - Jo(x) + GV - ua(x), (A.118)

Finalmente la ec. A.111 se rescribe con auxilio de de la ec. A.118 como,

te{x.f) = v{“(x) - : } = 3V Js(x) = G4V - un(x), (A.119)

Resumiendo. las ecuaciones de e\'olucién,'.r\.ST, A 83 v A.89 complementadas con las
ecs. A5G, A104. A108 respectivamente, y la ec. A.119 dan lugar a las ecuaciones
hidrodindmicas de los dos fluidos con disipacién. Observese que en los miembros derechos
de estas ecuaciones aparecen los coeficientes de transporte ~, 1 . (3, {2, (3 v (4. definidos
explicitamente por las ecs. A.103. A.105, A.106. A.107. A.116 v A.117 respectivamente.
medianre las funciones de correlacidn via las relaciones de flucruacién-disipacién de Kubo

respecto a un operador estadistico de equilibrio pg.
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Apéndice B

Propiedades de la Funcién Delta de
Grano Grueso.

N
Pas
w
—
jav)
-y

funcion celra de grano grueso definida como,

i

S N 1 ik 1 ik :
Six) = &(-x) = ;Zle’kx = pikx (B.1)
k k(ko

donde. V" representa el volumen mesoscépico del sistema de interés; 3’ indica una suma-
toria en el vecror de onda k para valores menores a un nimero de onda de corre kj que

satisface la desiguaidad Rokg << 1, tal que R es una lougitud de correlacién.

Sea G‘.’E\ Cuak,uier funcio’n de grano grueso; si la transformada de Fourier de Glz
L o ] ! .
denotada DOT Gy ze anula ara k > k , entonces la integral de la fUIlCiéH (SI con G(I
)28 0: O \

cumple con la propiedad [156},
[ @y ewsix=y)= [dvGix-y)5y) = Gly) (B.2)

De esta ecuacién se observa que §'(x) puede considerarse como una delta de Dirac normal.

Sean las variables de grano grueso a, tal que la relacién entre estas y su transformada

de Fourler estan dadas por,
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1 | 1 & f
an):i7§:akxzi7 e ap (1) (B.3)
k

donde,

(4N .. —ikx o 1. . (MmN
(I.Nk/\f/ = / d;& an\X): n < 1\0 \iS.x )

Ahora bien, expresando las derivadas parciales 'daa respecto a las derivadas funcionales
. koo . .
= de las ecs. B.3 y B.4 se obtiene que,
GniX) s
d 1 : £ ,
= dx e™* — k< kg (B.5)
dan, 7 San(x
k
(S l ik-x a .
— = e —— k < ko (1B.6)
fan(x) % Oan,

Ahora, si se deriva funcionalmente la ec. B.3 de acuerdo con la ec. B.G. se obtiene

que.

donde &,,n, €8 una delta de Kronecker.

Para el caso particular de x = x’ entonces la ec. B.7 cumple que.

Sa m (X ) - 1 - 1 /
— : :ém‘né x =0} :(\mn_, 1 B.
Sa,(x') ( 1 ; |

o
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Ahora del hecho que ¢, = 1, tenemos que la cc. B.7 se puede escribir simbolica-

mente como.

iy X & ) /. ,
T CI,”,(X)”—*—‘ = S 6 (;X - X ) Bg)

Sy, ‘\X" "’ da n(xi,’

Si se calcula el gradiente de la ec. B.9 obfenemos que,

SN X , 5 . «
O T (X)) e = S V8 (x — X) (B.10)
ta i x! J (Sa’n (\X/) ‘ ‘
ahora de la ec. B.1 tenemos,
L 1 v ,
V(X |x=0 = {‘Z 1hx|x=0 = 0 \B.11)
Ck

sustituvendo este resultado en la ec.B.10 se obtiene que,

(§ . P,
M = (V(hn(x))—‘é‘_
C\HH(X) é

a,(x)

(B.12)

A continuacidn consideremos una funcién G(z) que depende de las variables de grano

grueso. G(z) = G({an,(x)}. Entonces de la ec. B.6 se cumple que,

SG(x) 860 |
AUl t B.
San(x') San(x') (x —x) (B.13)

Si generalizamos la ec. B.13 de manera similar a la ec. B.9, tenemos que la ec. B.13 se

escribe como.
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Ahora tomando el gradiente en ambos lados de esta ec. B.14, se obtiene que,

—(VG(x)) b . 6G(X/)\76'(x~x/)

San(x')  San(x’)

S YVG(x))

Sa.0x)

pero considerando 'z ec. B.11 esta ec.B.15 se escribe como.

§(VG(x)) $
— = V(G (x
San(x') ()

la cual es una generalizacién de la ec. B.12.

(B.14)

—~
w
—
O
e

(B.16)

Finalmente cde (2 ec. B.11 se muestra a partir de la ec. B.12 que se cumple la siguiente

nropiedad,

/ dx §'(x)Vé'(x) =0
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Apéndice C

Deduccion del Operador de
Evolucion de Entropia de la

Fcuacién (3.42).

-
La deduccion de la ec. (3.42) para S en funcién de j,, Ap, &, consiste en expresar la
-7
ec. (3.35) para S en funcién de los gradientes de los flujos v de los gradientes de ;. 11

J v 3. Paralograr esto. simplemente se emplean las ecuaciones de conservacién pasa el

se expresan las derivadas temporales de 3. (u3), que aparecen en la

ec. (3.35) en funcién de los gradientes VL v VIV v la derivada temporal 11" en funcidn

de los gradientes ¥ 3 v V{(uJ).

O) v 117, para

En partfcular. empezaremos por obtener las expresiones para 3,(13), (8
finalizar con la obtencidn de la ec. (3.42).

C.1 Obtencién de las Ecuaciones para 3, (uﬁ), (3~Q)

y .

Sea un sistema de referencia que se mueve con velocidad vy, en el cual se encuentra un
sistema compuesto por Helio superfluido, caracterizado por el operador p;, delaec. (3.14),

es decir estamos considerando al sistema como uno descrito por variables de grano grueso.

En la aproximacion lineal se tiene que,
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) 0
g + v -V =

R (C.1)
dt oi

Pl

Ahora sean los multiplicadores de Lagrange que aparccen en la ec. (3.14), 3(x) y p(x)
los correspondientes al inverso de la temperatura local y al potencial quimico local que

consideramos funciones de p'(x) y S’(x). Entonces,

donde S’(x). p'(x) son la entropia local y la densidad local del numero de particulas.
De hecho los simbolos que aparezcan de aqui en adelante tienen el mismo significado que

los del Capitulo 3.

Para un superfluido perfecto tenemos que,

gV =0 (C3

ST+ Y (S",) =0 (C.4

debe observarse en esta ec. C.4, que en un marco de referencia en movimiento con
velocidad v, la componente superfluida no lleva entropia por eso en la ec. C.4 aparece v,

o W=, — vy,
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Por otra parre. de la ec. (A.67) no es dificil comprobar. que se cumple, para varianles

de grano grueso. la sizulente ecuacion,

J./ — [)/“y” — Us) T]: =

=o'V + . C.5)

Ahora sustituvendo fa ec. C.5 en la ec. C.3 v despreciando el término no lineal 117V ze

riene que.

FUEORA VNS G v

o

C.6)

Por orra parte. si despejamos 5’ de la ec. C.4 y despreciamos el término no lineal VS

en dicha ecuacion. renemos que.

9
X
|
9]
4
2

A continuacién. derivando las funciones indicadas por las ecs. C.2 respecto al tlempo v

escribiendo estas derivadas en la aproximacién lineal indicada por la ec. C.1, tenenios

que,
: a3 : 008
3 =~ / S’ i " y (C.8
. ((75">p1 - (8/)’)5//) \ )
Y,
Sy 01 : 3
()f‘3 - <(},u,3> S ((?;L ) 5 (C.9)
ot S J N Op' s
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las cuales se interpretan como variables de grano grueso. También interprerendo las

variables como de zrano grueso la presién local se define como [86],

S'(x)
8(x)

pixt = —000 = 2 L) 4 p0plx) + W(jelx) . (C14)

A continuacion, desarrollando la variacidén indicada en el lado izquierdo dela ec. C.13 v
sustituyendo la ec. C.14, después de unos pasos algebraicos donde se desprecia al término

joBTV se obtiene que.

S'(x)
B(x)

B(x)ép(x) = () + 1(x) | 68(x) — p8((x)B(x)) (C.15)

si %“—ug = 0 entonces en esta ec. C.15 se obtiene que,
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Ahora. sustituvendo las ecs. C.6 v C.7 en la ec. C.8, esta 1iirima ce rescribe como.

(8,55 o (B (o) e
OX) = | —= -S'V oy, ! . AR v . A
’ ‘\UDI/ o\ " a/)/ g / Js )
st aproximamos ¥ - . = ¥ - 117 v factorizando este término. la ec. C.10 finaimente se

escribe como,

i = =(57). v - (5 s )
X = - N P i + S5 e
7 kc’?p"/ < /s 4 dp' /s gS’/ p

Ahora respecto a la ec. C.9 procederemos de manera andloga. Sutituvendo las ecs.
C.6 v C.7 aproximanco ¥V v, = V. IV v factorizando este término la ec. C.9 se rescribe

como.

ous di 3N ous Jup3N
H7 <di_) v.Ji_[p’<"U' ) +S’<Qﬂﬁ ) Vv (C.12)
S L aﬂ/ S as’, P

Por otra parre. recordando la definicién de el factor de normalizacién @Q; del operacoer
S en funcién del operador de presion dado por Q(x), ver ec. {A.24). la variacién cel

producto 3(x)Q(x) se puede escribir en funcién de las derivadas funcionales de Q! respecto

de cada multiplicador de Lagrange como !,

donde.

‘Teuga en cuenta gite la ec. .24} se esta jnterpretando como nna eciiacion con variabies de grano

T1es0.

(17
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(B2, (22, -5(22),

Andlogamente, a partir de las ecs. C.13-C.15 se obtiene que.

ot (5her) = (%), =5 (%),

Finalmente sutituyendo la ec. C.16 en la ec. C.11 se tiene que.

——

00 = ~(57), 7oL 000 (3

AR
op' Ju(x >p/ (x)

e’

v sustituvendo la ec. C.17 en la ec. C.12 se tiene que.

a3 s , <ap(x)
_ X V . — 3 -1 C

Ahora, el factor de normalizacidn @y, del operador /.. de la ec.

(C.16)

(C.17)

(C.19)

(3.311. se puede

definir en funcién del operador de presion en analogia de 1z ec.  A.24). el cual se escribe

como.

In Qe = — /13(){\)9\3\'](7’)(

(C.20,

& continuacion. tomando la derivada funcional de la ec. C 20 respecto de cada multipli-

cador de Lagrange se obtiene que.

(C.21:



v
—
=
£
-
o
~
g
Py
>
~—
3
~
—
b
—
~
2
v
()
()
|8

Por lo ranto.

Q%)
(N

que es la ec. C.135 en la aproximacion lineal en las velocidades. donde v = (H'(x)\,, v

p' = (p(x))g . Porlo tanto de la ec. C.23 tenemos que,

aa30 - O3

o = U D ged (e (C.24)

53 N
C(:)r’ se emplean las ecs. C.18 y C.19 respectivamente.

donde para 3 v

Por ultimo se obrendrd la ecuacidn para 1. Sea la ecuacién de evolucidn del impetu

para un marco de referencia en movimiento,

ot -

donde en la aproximacién lineal se ha considerado que T'(x) =~ p(x). Ahora recordando

que,

)+ ()W (x)

b

].O(X) = ]s(
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js(x) = /)S<X)(Us(x) - Un(x)) (CQG)

las cuales sustituidas en la cc. C.25 y después de un cédlculo algebraico directo permite

rescribir la ec. C.25 como,

Opn(x)(vn — vs)

5 = pn(X)1V (%) & = Vp(x) (C.27)

A continuacidn, tomando el gradiente de la ec. C.14 v considerando una aproximacion

lineal en la velocidades. tenemos que,

Vp(x) =~ p'(x)Vplx) — S(X> T 3(x) (C.28)

J-{x)

Sustituvendo ahiora esta ec. C.28 en la ec. C.27 v después de un calculo algebréico directo,

se obtiene la siguiente ecuacién para 1V (x),

(C.29)

C.2 Deduccién de la Ec. (3.42) a partir de la Ec.
(3.35)

-
Sea el operador de evolucién de la entropia S para un superfluido en un marco de refer-

encia v, dado por la ec.(3.35) como.

, I3(x)x) -, -, du(xyi(x) ,
ST(t ()):/dx{——a;———-——}—ﬁ(r)hf x}————a;——//(x)—
8].3(){)“’()()5/ aj(X)]L(X) . Ny 1y 0[";()()

T (x) — o ix) — 3ix)y 5 +
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— Jix) (H'(x} — pui{x}p(x) - 11 (x) ‘10{)() — J)Six>(}’s(x)>} : (C.30

. N !
Por orra parte. tenemos que las ecuaciones para p'(x). H ix) v j (x) estan dadas por
las ecs. (A.61)-1A.64) respectivamente, pero interpretadas en funcién de las variables de

grano grueso.las cuales se escriben como,

pix)=-V)(x) C3
N R

H(x) ==V jy(x) (.32

37 (x) _ 3 .
5 = VT (x) C.33

o ‘ S au8 980
Adicionalmenre. las ecuaciones para g3, 5—5‘7 %—— y

C.18,C.19. C.24 v C.29.

W (x) estan dadas por las ecs.

St ahora se sustituyen en la ec. C.30 las ecs. C.31-C.34. C.18,C.19, C.24 v C.29,

obtenemos la siguiente expresién para S';,




08(x)W (x) -, 9B(x)ji(x) ., ;O (x)
S OOCIWD 5y OBIIECL 1 ) ) 2

A continuacién. se desarrollan las integraciones parciales de los siguientes términos inte-

grales contenidos en la ec. C.35,

i+~ Para el término integral [ dx 8(x)V - 55 (x). integrando por partes se obtiene,

[ x50 - T x) = 81300017 = [ J(x) V3 x)dx =

~

. /dXJH(x)va&x) (C.36)
cdonde se ha counsiderado que,

I jpx)[7X =0

i1 .- Para el término [ dx 3{x);{x)¥V - j(x) su integrancion por partes conduce a,

/. dx 3(x)(x)V - ' (x) = 3(x)u(x))) (x 11X ~ / JINOY  (B(x) (%)) dx =
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= — /(/xj'(x)v S 3(x)p(x)) (C.37)

donde rambién se La constderado que,

) p(x)) () I =0
PRI . » . . ~ e i ~7 Y
lit).- Ahora. inregrando por parfes el férmino integral [dx 3(x)1W(x)V - T (x) sc obtiene
que,

/(ix Fx O T () = 3 0T (%)) - / Ix T (x)3(x)V - W (x) =
. of
— /dx@ (x) + (x)6(x))V - T (x) C38)
donde se ha tomado que.
- -/ s
W (x)|Ze =0

v ue.

o
</ ~

I (x) =T (x)+ p(x)é(x)
N
iv).- En el caso del rérmino integral [ dx 8(x)j.(x)u,, integrando por partes tenemos que,
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/dx six o = _ (dx 3'x')v’;rY']§/(x\, [h/\x)1 =
J * 2m J e ]
. R ) , y
= BixVIxylxnH (x T8 - H(x)gu(x)iI% — /n’x Y (I(x)jix))B (x) C 30

(G5

con la cual se define el operador asociado a la velocidad del superfluido como.

I

|

|
UJ\,
%
-
e

donde en estas dos tlrimas ecuaciones se han empleado las ecs. (A7) v (A.19). Acemas.

respecto a el valor esperado de la funcién de onda asociada al superfluido se tiene gue.

con o' (x)

Por otra parte respecto a los dos primeros términos del lado derecho de la intezra

C.39 sze tiene que,.



Irlion =
H (\_X,)].{‘X’{wx =0
T L R s Y oroaee .
- SLTSUIIIIND INTenTAl N X)) TRLIPIN0S que.
o It 3

Finalments, considerando pixt = pu(x) tenemos que el sigulente término intezwzl se

eSCrine Como.

’ O X \ - I ) \ 3 ; N PN
X -V x) 3(x)) ) = / AxN (i x)30x)) ) (%) .42
i X .
Por o ranro. e calcuios algebraicos directos en la ec. C.35 v considerando las in-zzra-
-
ciones indicacas en las ecs. C.36-C.42) se tiene que S se transforma e,
; q i
St 0) == / Ax(VB(x)) jo{x) = 3(x) AP (x) ¥ 1V (x)
5/
> SN N A S 5 ’ . - . 7
— Jixjay(x. 1)V jix) = 3(x)T (x) - VIF(x)]. (C.43)

donde se han definido las siguientes expresiones:

1

-~
w0



/ ~ aln 31 T a ~1 ~ N -
8700 = 7(x) - (51 ) (/60 = (H6Nae) = (55) (7160 = (i) (Ct9)
~) _ ih ~L//‘( —L//TX ___1_ Qﬁ 22 _ A/X _
)= s 910~ 1) 3(57) o ) = 0y
1 /7ops ° . L
- g( B )S/(/’ (x) = (7' (x))ge) , (C.467

~donde la ec. C.43 es la ec. (3.42) para la evolucidén del operador de entropia en un marco
de referencia en movimiento. La ec. C.44 es la ecuacion para la densidad del flujo de calor
de la ec. (3.43); la ec. C.45 es el operador de fluctuacion de la presién de la ec. (3.44) v

la ec. C.46 es el operador asociado a la componente superfluida dado por la ec. (3.47).
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Apéndice D

Deduccion de los Flujos no
Proyectados en un Marco de
Referencia Fijo en Funcién de sus
Partes no Proyectadas en un Marco
de Referencia Movil.

Sea el operador de proveccion de la ec. (2.43).
’Pi:/da/ddﬂdﬁ%ﬂaaﬁTﬂjﬂdfﬂ (D.1)

En la aproximacién local v Markoviana de la ecuaciéon de FP tenemos que se cumplen

las siguientes relaciones (ver seccion 2.4),

. _ fla) _

Wd@~VW@ (D.2)
con,

f(a) = 8(a - a) (D.3)
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donde estariltima tznaldad se escribe de acuerdo con las ecs. {2.73) v {2.74). Ahora,

ce
las ecs. (2.32) v (2.30; se tiene que,
! - / 1 i
da'TV_(a,a’) — — D4
W (a)
Por lo ranto. el operador de proveccién P de la ec. D.1, en una aproximacion local v
Markoviana se expresa como.

Sea ahora una variable de grano grueso a;,, tal que su parte no provectada esta daca
por la expresion.

D5
n Y !
Entonces de las ecs. D.5 v D.G obtenemos que,
Al o~ roont / — / —_
Qa, =a, —Pa, = a, — aylaza =0 (D7

Por otro lado, de las ecs. (3.49)-(3.51) para las partes no provectadas de los flujos en

un marco de referencia en movimiento tenemos que.

Jy(x) = QIp(x) = Qiy(x) .

O
(/3



v para las partes no proyvectadas para los flujos en un marco de referencia fijo. de las ecs.
3.84 - 3.3V tenemos que,

xR QIp(x) = Qiulx) D.it
T(x)~ QI = QT(x) ‘D12
G(x) ™ QI (x) ‘D13

donde las expresiones para el flujo de energia v para el tensor de los esfuerzos se puede

definir como.

j;{(x) =v(x)H(x) (D.14)

Ti(z) = pvi(z)ve(z) + p(z) ik (D.15)

donde esta iltima ecuacién se escribe en analogia de la ec. (A.70), pero interpretada como

una ecuacién para variables de grano grueso.
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Ahora si consideramos un marco de referencia en movimiento con velocidad vg, tenemos
del principio de relatividad Galileano que el fluido en dicho marco de referencia se movera

con una velocidad relativa,

v'(x) = v(x) — ve(x) (D.16)

por lo tanto, las velocidades de las componentes del superfluido en ambos marcos de

referencia estan relacionados por la expresiones,

U:y(x) = 'Uﬂ(x) - L.S(X) (DIT)

Por otra parte, las relaciones entre las variables relevantes en ambos sistemas estan
dadas por las ecs. (A.16)-(A.19), pero interpretadas como ecuaciones para variables de

grano grueso. Entonces tenemos que,

. . . 1
H(x):H’(x)4i‘5(x)]/(x>—511"’x?/3/(x‘v (D.19:
px) = p'(x). (D.201
J(x) = J(x) = cdx)p(x (D.21)
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A continuacion. si sustituimos la expresién para v(x) despejada de la ec. D.16 v
la expresion H(x) de la ec. D.19. en la definicion de jy(x) de la ec. D.14 se obtiene

directamente que.

PN “reo ~ “tr 1« ~l
Juix) = (H (x) -+ 05(x)7 (x) + guSQ(x/)p (x\) ve(x)+

Jilx) = () H (x) = (ua(x) = vs(x)) H'ix) (D.24)
T/(x) = o'(x)5 (%) = (va(x) = vs(x))5"(x) (D.25)
J'(x) = v (%) (%) (D.26)

Esencialmente la ec. D.23 nos relaciona los flujos de energfa en ambos sistemas de refer-

encia.

Ahora procediendo de forma andloga obtendremos la relacién entre Ti; y 7Y, . Para

obtener dicha relacién despejemos la expresién para v(x) de la ec. D.16 y la sustituimos

en la ec. D.15. Después de un calculo directo, obtenemos que,
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Ti(e) = p(w)vs, (2)ve (2) + pla)ui(@)ve, (x) = pre(z)vi(z)+

+ poi()vp (@) + p(a)éi (D.27)

si definimos T,.(2) por analogia con la ec. D.15 como.

T () = plvi(e)v(z) = pla)éi (D.28)

v empleando las ecs. D.20 v D.26 en la ec. D.27 esta se rescribe como,

Tale) = Thla) + v (2)jia) = Sl laeg, (@) (D.29)

En cuanto a la relacion entre las corrientes I, en ambos marcos de referencia, de las

ecs. (4.13) v (4.25) tenemos que se cumple que.

I(x) = I(x) (D.30)

Establecidos los resultados preliminares de las ecs. D.8-D.30. va estamos preparados
para deducir las relaciones que existen entre las partes no provecradas de los flujos en
ambos sistemas de referencia. Concretamente en la ec. D.11 sustituimos la ec. D.23 v
después de un calculo algebrdico directo en el cual usamos la ec. D.7, obtenemos que D.11

ze escribe como.
Jow) = Quurla) = QTj(x) - voixy = Quyla) (D.31)
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Tomando ahora en cuenta las definiciones de las ecs. D.8 v D.9, la ec. D.31 se escribe

como.

Analogamente de la ec. D.29 sustituvendola en la ec. D.12 tenemos que esta iltima

ecuacion se espresa como.

Tix) =T (x) (D.33)

donde en la deduccion de esta ecuacién hemos empleado las ecs. D.7 y D.9.

Finalmente para las ecs. D.13 v D.10 de la ec. D.30 tenemos que,

as(z) = & (2) (D.34)



Apéndice E

Deduccién de los Términos de
Arrastre v, y de Difusién D,,, de la
Ecuacién de FP Local para el Helio
Superfluido. |

Sean los términos de arrastre u,(z) definidos por la ec. (2.89) como,

um{xia) = -V - <Im(x) + Zﬁmn\x) - \-Fn(x:a)> , (E.1)

mri

donde I, = (I)ce son los valores esperados de las corrientes asociadas a las variables
relevantes a.,. L,y son las funciones de correlacion entre las partes no provectadas de las

corrientes j, v jm. Vv Fy son los multiplicadores de Lagrange.

En nuestro caso concreto para el Helio superfiuido aix) = {p(x), H(x). j(x). us(x)}. v
los operadores de los flujos o corrientes asociados a las variables a,, estan dados por las ex-
presiones, {1, Ir. [;. I} = {I,.ju, L. 1.}, correspondientes a las ecs. (3.10), (3.11), (3.12)
v 13.13) para un marco de referencia en fijo. En el caso de las funciones de correlacién
L., estas estan dadas por las ecs. (3.99),(3.101). {3.1041.(3.109). (3.111), (3.113), (3.117)
v :3.118). Por lo tanto procediendo de manera individual para cada variable #,,. tenemos

que.

i .-Para la densidad del ndmero de particulas sustituvendo en la ec. E.1 la expresién para

I.dada en la ec. (3.10) obtenemos.
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donde.
Jix) = pn(x)un(x) + ps(x)us(x) . (E.3)

ii).- Para la densidad de energia. sutituimos la ec. (3.11). v las funciones L(jg.-J

N
qr / 3

,C('\qu. T ) en laec. E.1, por lo tanto esta ltima se escribe como,
200 = =V (3m0%) = LU o) ViFelx) + LU Tl ViFL00), (E4)

a continuacién susriruvendo las expresiones particulares de las funciones L{jg-Jge) ¥

E(jqi. T de las ecs. (3.104) v (3.109) en la ec. E.4 con lo que tenemos,

np(x) = = Viju,(x)+

1 [ )
<Vuf(a¢)5ik + §vs,(m)’usk(;v)) +

o5 oo+ ) ) (2L2) -

Uﬂ.k <:E)
T(x)

e ()T () ,Usl_(l,mv( ) + Co(2)T () - .L,Sl(m)é,,kv,(«b;k(g)ﬂ

Un (T

donde se ha usado que Fgp = 1/T(z) y F; = «—[-(;)l de acuerdo con las ecs. (3.8).
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iii).- Para la densidad del flujo de impetud ;. tenemos de la ec. E.1, que la ecuacién para

su término de arrastre se expresa como,

uj(x) = '_Vk<T7ik($) + L(Ti, Trm) VIF‘ﬂ,(m)+£(Ij;k‘3q.>v'1FE(l‘) + L(Ap, dsk)vlFU3($)> ;
(E.6)

Ahora sustituyendo la segunda de las ecs. (3.12) para Tk (z), v las ecs. (3.111), (3.109) v
(3.113) para E(C/A?k,’j';m), [Z(Tm,j’q,) v L(Ap;, a,, ) respectivamente, en la ec. E.6, ademas
de considerar los multiplicadores de Lagrange Fr. F,. v F; definidos en las ecs. (4.8)

obtenemos que.

g (x) = =ViTi(z) + Vi {n(a‘)ﬂx;K(\ojkékm + &im6i)—

2 tp,. (T) Uy, (20 , U, ()
~—=8ik6im |V —— + G ()T (12)0;: V) —— — Gla) T (2) 6.V —=
3 k01 > ! T(z) Cr{x)T (21631 V) T(z) Gla)T(x)én YV T(x)

+VL[% <vsk(:c)67;1 + v, ()b — gc‘ikz'c,(.r))V/T(I)-f—

- <CQ(_I)L.S[(I‘)( : Q(I)

- T(_J:) z”ﬂ('l‘)é/?')vlT(I)} —\ (C1(1)T(1)67AV,JS(I)> (ET)

v ) T(z)
.- v opara la componente superfluida tenemos de la ec. E.1 que,

e (x) = —V<[5($) + L(4s.65)VF, (0 — ﬁk\ds.Aﬁt)VFM(l'O . (E.3)

sustituvendo ahora las ecs. (3.117) v (3.118) para Lia..Ap) v L(A.. 6y). en la ec. E.S.

esta se rescribe como.
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jslw) ‘vvw(l‘)»

;
e (x) = -V - Iz 30TV Y
(X)) k sLT) +C3(1)VT(I) o T(x)

donde ademas sc han empleado las ecs. (3.8) para Fy, (z) v F,(x)

Por otro lado. para el caso de los coeficientes de “difusién’tenemos de la ec. (2.901 que

€st0sS se expresail (0o,

Don(x.xa) = =V Ln(x) V(x — x'}. (E.10)

Ahora. estos términos de "difusién ‘se particularizan de acuerdo con las variables relevantes

indicadas al inicio de éste apéndice y se escriben como,

Dpp(x.x') = ~ViL{jg, J) Vid (x = x') . (E.11)
Dy (o x) = VLT, Tem) Ven' (x — X'} A (E.12)
Dy, (x.X') = =V L(G,,, 65,) V8 (x — x') (E.13)
Dy (. x") = =V Lo, Tir) V8 (x — X) (E.14)
Dip,(x.x') = —ViL(Tik, ) V18 (x — %), (E.15)
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'Dujj()Q X/) = *V,‘ﬁ(d’si, Aﬁ;‘.)vkél(x - X/) . (ElG)

.

'Djus(x,x') = —ViL(Ap,. dsi)V{(SI(X —x'). (E.17)

Ahora sustituyendo en la ec. E.11 la ec. (3.104) para E(ﬁq,jq). se transforma en.

Dep(x,x') ==V, <TQ(X)”'(X)67'A‘;

, 1 \ , , -
= T(x)n(x)(vn 6k + gv,,jvnk) + T(X)(Q(I)’L’n.,jl)”k> Vi &(x —x') (E.1%)

Andlogamente, sustituvendo en la ec. E.12 la ec. (3.111) para L(ﬁ,.’j}m), obtenemos

que,
D (x.x") = =Y <T(Q‘)7}(:ﬁ)g7-mm + T(:l")Qg(af)(?”é”km)V,,,(“(x -x'). (E.12
donde,
: . 2
Gikiim = 6i1Ckm + Qi iy — géikéim (EZ('

Sustituyendo cn la ec. E.13 la ecuacion para L{d,. a,, ) dada por la ec. (3.118) renemos

que se transforma en.



D (x.x") = -V; (T(x)g“g(x)éigvké'(x ~x'), (E.21)

Analogamente sustituvendo en la ec. E.14, la ec. (3.109) para ﬁ(j‘,]l,j?k,) dicha ec.

E.14 se transforma en.
’DEJ7'(X‘ X/) = _Y-/ (T(’X\,:717('7"}.(],‘Hrn Cnm(x\) —+ CQ(X>T(X>($I’[.‘L'51<X>>vk(s,(x - Xl) s (E?_Z)

Sustituvendo en la ec. E.15 la ec. (3.109) para E(’f,:k,}m) tenemos que,

Djr(x,x') = “V:(T(X)U(X)gmrnvnm(X) + CQ(X)T(I)&A-”sz)Vﬁ’(X -x),  (E23)
Sien la ec. E.16. empleamos la funcidn L{Ap,, a,,) de la ec. (3.113) tenemos que.
D (x.x"y = -V, (T(X)Cl(x)é;w;) Vi (x—x),- (E.24)

v finalmente de la ec. E.17 tenemos al sustituir en esta la funcién L(a,,, Ap,), definida

apartir de la ec. {3.117) se transforma en,

]
)
[
-

D, (x, %) = —vi(T@)g(x)am)vk&’(x _ X, (

Determinadas las funciones w, v D, de hecho se tiene definida la ecuacién de FP
para el Helio superfluido, la cual sera empleada obtener la ecuaciones de Langevin de

dicho sistema.
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Apéndice F

Deducciéon de las Ecuaciones no
lineales de Langevin en el Espacio
de Configuracion y de Fourier para
el Helio superfluido.

Sean los operadores microscopicos {a,(x)}micro = {p(%). H(x),j(x),ﬁs(x)}mmo aso-
ciados a las densidades de numero de particulas, de energia. de impetu v velocidad del
superfluido, las variables asociadas a ellas son las mas relevantes para la descripcion com-
pleta del Helio superfluido. Ahora, a las variables de grano grueso asociadas a dichos ope-
radores microscopicos las denotaremos como. {an(x)} = {5(x). H(x),j(x). 1,(x)}. cuvos
valores esperados representamos como : {a,(x)} = {p(x). E(x).j(x), vs(x)} respeciiva-
mente, donde tenemos que an(x) = (a,(x))s aqui (), indica la operacién de promedio
tomada respecto a uno cualquiera de los siguientes operadores: ppp. . 0 poc: v la funcion
de distribucién asociada a los valores esperados de dichas variables de grano grueso .as

denotaremos como f{pix}. H(x).j{x).v(x).1).

A continuacion deduciremos las ecuaciones de no lineales de Langevin en el espacio de
configuracién para el Helio superfluido. Sin embargo. esta construccion no es inmediata va

que tenemos que realizar los siguientes pasos previos a la deduccién de dichas ecuaciones.

1).- Especificar la ecuacion de FP para el Helio superfluido en el espacio de Fourier.
analoga a la ec. (1.34) para un fluido simple. Dicha particularizacién se hard a partir de

laec. (3.120) que es una ecuacién de FP local del Helio superfluido definida cn el espacio
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de configuracion.

Concreramente. para construir la ecuacion de FP en el espacio de Fourier se necesita
determinar las funciones A, (#) v M, (#) que estan relacionadas con las transformadas de
Fourler de las varianzas de los términos fluctuantes fn(.r), de las funciones locales G, (z) v
gradientes de estas funciones locales, que aparecen en la definicién de los flujos aleatorios
JE(x #). Porlo tanto. las M, (f) se determinaran con ayuda de las funciones locales v los
gradientes de G(21.G' (), Galx) v Ga(x). Funciones locales que como hemos dicho definen
los flujos aleatorios dados por las ecs. (3.122)-(3.124). Las funciones M ,,,(#) son andlogas
a las ecuaciones para un fluido simple dadas por las ecs.(1.20)-(1.22). Las funciones A, {f)
se determinan en analogia de las ecs. (1.23)-(1.27), mediante la transformada de Fourier
de las ecuaciones para las varianzas de las componentes aleatorias de los flujos y que estan

definidas en el espacio de coordenadas por las ecs. (3.129)-(3.134).

ii).- Con el propdsito de determinar la forma especifica de las funciones locales
G(x).G'(x). Galw) v Galx) se emplea la transformada inversa de las funciones Dn(t)
definidas por las funciones /jm,.,(;zr)‘ Estas funciones de correlacion, de acuerdo con la
ec. (1.37). se supondrdn idénticas a las funciones de correlacién de las partes determin-
isticas de los flujos. Por lo tanto, con los resultados de este inciso quedan determinadas
las funciones locales G,(x) en funcidén de los coeficientes de transporte locales del Helio

superfluido. de acuerdo como se presentan en las ecs. (3.135)-(3.140).

iit).- Con los resultados de los incisos 1 y 1 se construyen las ecuaciones no lineales de
Langevin en el espacio de Fourler para el Helio superfluido. Es decir, se particularizan

para el Helio superfiuido las ecs. (1.15).

iv).- Finalmente. se toman las transformadas inversas de las ecuaciones no lineales
de Langevin en el espacio de Fourier, obtenidas en el inciso anterior, para deducir las
ecuaciones de no lineales Langevin en el espacio de coordenadas. Estas ultlimas ecuaciones
definen las ecuaciones para la hidrodindmica fluctuante no lineal del Helio superfluido

dadas por las ecs. (3.145)-(3.148).

Presentada la estrategia aseguir, la abordaremos en seguida.
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F.1 Construccion de la Ecuacién de FP no lineal en
el Espacio de Fourier para el Helio Superfluido.

Dada la ecuacién de FP en el espacio de configuracién para el Helio Superfluido, deter-
minaremos la ecuacién de FP para el Helio superfluido pero en espacio de Fourier. De
acuerdo con la ec. (2.85) que es la forma general de una ecuacién de FP en el espacio de
Fourier ( de la cual la ec. (1.29) es el caso particular de una ecuacién de FP para un fluido

simple), tenemos que para el Helio superfluido podemos escribir la siguiente ecuacién,

0f(at) 0 0N, .
o Z o <11m(a) Dmn(a)zg:)f(a.f) =0 (F.1)

Ahora de acuerdo con nuestra notacién tenemos que.
a(t) = {an(t)}. an(t) = ank(t) (F.2)

A continuacion de acuerdo con la seleccion de variables relevantes para la descripcién del

Helio superfluido, esta ec. F.2 se particulariza como.

alt) = {pklr) Hielr) 7 vl 11}

r
)

donde las variables a,) (#) se expresan en funcién de las a, (x.t) empleando las ecs. (1.16)-

'1.17) como .

an(t) = ani(t) :/ dx e K> x. 7). k < kg (F.4)

'T.a variable 71 esta relacionada con el tensor de los esfuerzos,
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(F.5:

Ademas. la funcion f(a.+) es una funcional explicita de las a,,, la cual se expresa como

flat) = fip(x), Hi(x), jx(x). v (x). )
v para los términos de arrastre tenemos que,

u,m(t) = 'u,mk(f)

{um(t)} = {upk(t). g (t), 'u,jk(z‘,), 'urjk(t)}

in(t) = i (t) = / dx e—ik'xu,n(x.t), k < kg

i (2 0) ) = {up(a, 1), up(e, 1), uy(z, t), u, (z, 1)}
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Las expresiones particulares para las w,,(z,t) estan dadas por las ecs. E.2-E.9 del

Apéndice E. Ademés de la ec. (1.30) tenemos que,

Din(@) = Mpme(a) Map(a) A (F.11)

\
donde para determinar las A,,,/, primero se definen las transformadas de Fourier de las

funciones &,(x) y de Gn(x) que aparecen en las ecs.(3.122)-(3.124) repectivamente.

Concretamente, definiendo las transformadas de Fourier de los términos fluctuantes

£.(x.t) en analogia de las ecs. F.4-F.5 tenemos que.

S0 = Enlt) = / dx e %E (x 1), k < kg (F.12)
c 1 kx &y )
Sﬂ(x‘f) = ‘—7 Z € \_Cw;kU‘) (Fls)

' k<k0

A continuacién para las varianzas de las funciones ¢, (x.1) tenemos las siguientes rela-

ciones obtenidas a partir de las ecs. F.13.
. - 1 e =1 dox =
<£777(X\t>~£’m’<x$f)>CG = <‘— Z ekxgmk[ﬂ. S Z € Xém’k(f»CG =
Vo [y
<k0 }\<1\0

1 R ) «
= Féklkwgmk(f)-gm/k“"“CG (Fl‘l)

conde de la definicidn de la funcion delta de grano grueso de la ec. (B.1), tenemos que.

bk = 17 STk (F.15)
k\/}\O
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Por lo tanto, despejando de la ec. F.I4 la transformada de Fourier para las varianzas

renemos que,

ﬂk(f) "Em’k(ﬂw(f(} - V<\,Cm(x~ tl)agm’(}‘L f‘Z\),\)C'Gé}:}(I —

‘/r*,l

= VS Op 181 — 12) (F.16)

donde en esta ilrima igualdad se han empleado las propiedades de las varianzas de &,,(x. t)

dadas por las ecuaciones (3.129)-(3.134) * y ademas sc ha empleado la siguiente definicién.

1 o
" (F.lt’)
Ok k!

~1
O 1o
Por otra parte, sustituvendo en el lado izquierdo de la ec. I'.16 la ec. F.12 tenemos,

<'§mk(t1); gm/k(t2>>CG -

= </ dx €'7k'xéyn,(x,f1),/ dx e” M () o =

= / dx é_i(k‘k/)lxkgm(xy fl):gm/(xth»CG - V5mm’5]:;{/5(tl - t2> (FIS)

Ahora, las transformadas de Fourier de las varianzas de los términos fluctuantes dadas

por las ecs. (3.129)-(3.134) se escriben de acuerdo con las ecs. F.12-F.17 como,

*Evidenteniente para el caso del término fluctuante asociado a el tensor de los esfuerzos sin traza en
lugar de la delta debe nsarse la funcion g,gm, 10 obstante la ec. F.16 es formalmente correcta.
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<éqak(fl>: gqﬁk’(7'2>>CG = Ajak.qik6(ts — t2)

(Eam(t1), Euvier (t2)) e = Naskpunk(t1 — t2)

<£7‘aﬁk(f1>: g1';11/k’(f2)>CG = Aiaﬁkjpuk’é{fl - fZ) 1= 2: 3

(par(t): Camnr () e = (Eame (1) Spak(t2)leg =0

<é1'aﬁk<f1)' g;u/k’uz))C'G = <£u1/k’(fl>- S’Q.;k‘\f:))‘ 1 =2 3>CG =0

C

(Chak(t1). Siank (t2)) oo = (Siapir (1) Sgakif2))ce = 0.7 = 2.3

donde se ha definido a las A, a partir de las ecs. F.16-F.17 como,

Njakgaw =1 ¢asly o

A(xﬂk,m/k’ = \/'790»5»’11"(:}:}1(’

(F.19)

(F.24)

(F.26)



Jadur — (SQ/A(SH,LL + 6(11/6;3,1 - %0((13(5;“) (FZT)
Nk bk’ = V8uabubi 10, Vi = 2.3 (F.23)
Agakagir = 0 (F.29)
Aiaﬁk.pz/k’ = O, 1= 2, 3 (FSO)
(F.31)

Njakiasw =0,1=2,3

Determinadas las .\, ,, en el espacio de Fourier, procederemos a calcular las M,

para el caso del Helio superfluido. Recordemos que las M, aparecen en la definicién de
las funciones D,,, de las ecs. F.11, donde las funciones D,,, precisamente se emplean en

la construccién de la ecuacién de FP en el espacio de Fourier para el Helio superfluido.
Sean las siguientes funciones locales que definen los flujos aleatorios de las ecs. (3.122)-

(3.124),

(F.32)

v sus gradientes estan dados por,



{(V,Gm(2)} = {V,6(2),V,G'(2). V,Ga(z), V,G3(z)} (F.33)

v los productos de la velocidad local vy(2) con la funcién local G, (2) como,

-

{vs (2)Gm (@)} = {vss(2)G(7), 055 (2) G (7). ve5 (2)Ga(2). ves (2)Ga(w) } (F.34)

donde vy, (x ) es una componente de la veloudad del quperﬂuldo

La transformada de Fourier de cada uno de los términos que aparecen en la ec. F.32

se escriben en analogia de las ecs. F.4-F.5 como.

Gt / dx e %G (x.#). k < ko (F 35)
. _%_ k- a
gn X. f v Z g l\(f (FOG)
<kg

Concretamente para cada término de las ecs. F.32 tenemos.

Gy ( /dxe —ikxg .k <kg

(&
—
b
~
e
l
™
(("

b

—
~-

~—
r
[oW)
=1



Glix.t) = — Z RN Gl (F.33)

Goplt) = /dxe'“‘*%(x.f), k < kg

1
Qa‘if_‘z Gt (F.10)
14 <kgq

Adicionalmente tenemos los siguientes productos cuyo significado se discute en el primer

v segundo parrafo después de la ec. F.70,
(Gorc(71 = Ganc 1)) V7 = / dx e X(Galx, 1) % Ga(x, 1)1, Kk < ko

(Golx, 1) * Gy(x, 1))/? = Z T (Gop + G (1)1? (F.41)
k<k0

(Gaxl?) = Garc(1)1V? = / dx e M N(Ga(x, 1)+ Galx, 1)) 12, K < ko

13, 1) Ga(x, f>>1/2: Z N (G x Gone (1)) (F.42)
<kg
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Por otro lado, para los gradientes V.G,,(z) tenemos que su transformada de Fourier

se determina a partir de la siguiente ecuacidn,
My () = Vi Gn(z) (F.43)

Sustituvendo en esta ecuacién la ec. F.36 tenemos que *,

1
.\Im‘m/(l‘) = V47 Z 1kXka ﬂ - Z T €7kxgmk( )

k<k0 }\<k0

1 ikex /- 1 ik
= ‘_ € 5 x(”“"ygvnk(f)) = “— S—‘ kox f\[mk,m’k’(t) (F-l—i)
k<kq k<kg

donde se ha definido M,y k() como,

M k( ) = 1k, gm}\( ) (F43)

por lo tanto.

‘\[mklﬂ’k’(f) - / e—lk k—“‘r, n.m’ < jdx (F46)

Para los productos v, ()G, (z) tenemos,

(00 Gl ) )i = /dxe—"k'xu,,(\.z- Goix.1). k < ko

JEI doble sub indice en Mo k.mke indica que se estau relacionando dos flujos. al momento de consiriiy

las Doy



Uy ( }9,, (X. f = — Z ]kx L”Q’,,,(f))k

k<k0

v en analogia a las ecs. F.43-F .46 tenemos que para los gradientes V. (v

transformadas de Fourler se escriben como,

Tﬁ[‘i's‘;(l')gm(x‘ f)\! = 1_ Z eka {7 k‘f(l"'ﬁjgm(ﬂ)k] =
k<k0
1
ik
= _X_: x M mk.m’k (f)
k<ko

donde.
A\[“mk.m’k’w) = ".‘k‘/(ly.wgm(f))k

v su transformada inversa se expresa como,

RYA mk.n'k’ (f> - / e*iklx M7 m,m/’ (I f)(iﬂ?

Por lo tanto. particularizando las ecs. F.46 y E.49, v las ultimas ecs.

F.43 para cada una de las componentes del superfluido tenemos que,

\[Lk qak’( ) =1k (g< ))k

M7 pxapke (1) = ik (05,6 (1) e
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A7 Ek,j?aﬂk’(f) = ikw,(r&;gg(t))k

(F.54)

(Ga(t))x

Mok joak(t) = 1k,

Mok gy (1)

ik (Ga = Ga(1))y >

Mok s ()

. 1/2
Mgk oge (t) = ik (Gs = Ga(t))y/

—
T4
ot
(v'8]

Ajz.gak.vai%k’(t) = 1k. 1\g‘3“>>

Las restantes funciones M,k .k (#) que no aparecen no son necesarias debido a que las
An que aparecen en la definicién de las D,,,, de la ec. F.11 son cero. Concretamente
a1

s1 se sustituye en la ec. F.11 las ecs. F.51-F.58 para las M, (1) v las ecs. F.25-F .31

vara A,,,. obtenemos las sioulentes ecuaciones.
e o

DEkr]a,Ek’q‘? = “,\jEk.(]ap 4\[Ep./;‘¢1k"\qok.qL1k’ -
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= =k (G0 % (G - Ky Viasbi o = Prkgat ()

/D]ka{?p.jupuuk’ = JI](lk,ﬁ«,’p A[uz/p.jak’A"\aﬁk.;wk’ -

= k(G (D (G KoV gasundy e = Dl ot

/Dj(xkj?.aﬁ‘j?_uz/kjak’ = *'\[jak.Qa',vp A'[Quup.jdk’ "\Qﬁk.Quuk/ =

= _kﬁv(\g<f>)2k : (g“))?k’ ; k/“/ V(Sai?bq;w&};i(/ = Dj?k,j?k’“)

/ o/ , :
Dkt = Dy jare (1) + Do jor (T

D"S(,k?;:?ﬁrglﬁ;zuvsak’

- “kw(

0y

= J’[vs(,kﬁﬁ”rp 11'[3111/13'1’3@1(’ 1\30131(,3#1/1(/ =

(D)3 (G()swr - K5V bagdubic o = Doieater (1)

Y, ‘ _
Djoka8y,3upiak’ = Mk 30p Maaspjok Mapk gk =

~ ! .
* 93)1( ' k/"y L/(Saﬁ(spuék‘k/ = Djk,vsk’(f’)
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! A gt -
Dvsc,k?ﬁ')'.'Z;vajak’ = AJUSakaﬂ'fp AIQ;U/pvéak'ABQGk,Q;uxk’ -

= —kfy(g?) * gQ)k ’ k/'y V(Saﬂfsm/é}:_i/ = Dvsk/,jk(t) (F65)

donde reiteramos que las D,,, que no aparecen es debido a que sus correspondientes Ay,

S0 cero.

Finalmente, la ecuacion de FP local para el Helio superfluido en el espacio de Fourier.
se escribe sustituvendo en la ec. F.1, las ecs. F.3. F.6. F.7, F.10 v las ecs. F.59-F.65 con

lo que obtenemos,

a -
0ff(ﬂk;Ek,]k.vsk_f>_

§ 8 6 ¢
| — —— 1) 4 —us (1) + = v (t L Ex gk s, 1) —
{épk(f)”pk(x) §Ey "5 (1) 6]‘1(”“‘( ) fro, e (1) o B Jic vgy -t
8 6 § § 5 5
| Dp o ()t — D, e =D
L€Ek EcEio | VsEn T 57 Dide S T e ST
5 § § §

Dy —— D, p ——
SR KK T S KRR,

;

£ o 8 . _ : .
' fipE.joest)y=0, (F.66

+ - —

£
'—‘ ]L.\NVVI _|.‘— ar LIS ] ! ~_.—
Sjx TR buy, o dug o KK

Resumiendo, hemos determinado la ecuacién de FP en el espacio de Fourier para el
Helio superfluido en analogia al método seguido para obtener la ecuaciéon de FP para un
Fluido simple. La forma general de ambas ecuaciones de FP en el espacio de Fourier
esta dada por la ec. F.1. donde la unica diferencia para ambos sistemas es la seleccidn
de sus variables relevantes, va que apartir de dichas variables se determinan las funciones
iy v Dyn que aparecen en la ec. F.1, lo cual nos conduce al caso particular de el Helio

superfiuido de la ec. F.66.



F.2 Determinaciéon de las Funciones Locales G, (z)
en Funciéon de los Coeficientes de Transporte
Locales del Helio Superfluido.

Tomemos como punto de partida a la ec. F.11 para las D,,,(a) donde sustituimos las
ecs. F.51-F.58 para las M, v M) .y las ecs. F.25-F.31 para las A,,,. En esta forma se

obtiene,

‘Dnm <3> - i\[mm’ (a) f‘\[nn’ (a)Al\*1n1»” =

= —k”;(g(fnmk ’ (gﬁ))m’k/ : k/'/ I/7(577171‘?'_&(/ (FGT)
Ahora sustituvendo en esta ec. F.67 la ec. .16 tenemos,

,D.ﬂm ia) = _k";<g{:f>;‘]ﬁl/k ’ (g(f»m’k’ 'kly <E~mk“>:gm:’k(f)l)()(} (FG‘S)

Cuya transformada inversa de la funcién (G(#)) ik (G(8) ) (Emx(t), Emi (1)) ci se escribe

Como,
Dmn(a) - /dx Ei(k~k,)‘x k”f‘gm(l‘r t) ’ gm’(-r'a t) (gmk(t)-, Em’k(t))CG : k/'y =
= — /dx KXY G (@ D E (B, G (2, )i (D)) 0 - K =

_ / dx O L) K (F.69)

donde se ha definido,

209



Z'Hlﬂ]/<l:', f) = <gm(T7 t)gmk<f)s gm’ (1~ 7L’)ém,’]'((t)>CG (F7O>

Cabe hacer notar que en la deduccién de las ecs. F.69 y F.70, las funciones Gn(x.t)
se han podido introducir dentro de el promedio { Yoo debido a gue dicha operacion de
promedio se calcula respecto al operador pcg = pcc({an}) el cual es una funcional de las
variables relevantes {an}, pero no lo es explicitamente de las variables x y t. En otras
palabras, al depender G, (x.1) en las variables x y t. no se ve afectado por la operacion de
promedio realizada con el operador peg({an}), por esta razon se pueden introducir o sacar
fuera del promedio, sin afectar las propiedades estadisticas de los terminos fluctuantes En.
‘/88/. Esta propiedad serd utilizada mds adelante para determinar las G,(z, ) en funcién

de los coeficientes de transporte local.

Por otra parte, cabe aclarar que el producto (G, * G,,) 0 (G * G,,) de las ecs. F.41-
F.42 no tiene sentido conmo un producto simple. sino como un producto gne surge del
acoplamiento de dos efectos distintos pero que se manifiestan de la misma forma, como
resultado de un efecto cruzado. Por ejemplo, un gradiente de velocidades se manifiesta
via el coeficiente de transporte (4, pero un gradiente en el flujo del superfluido puede
manifestarse también via éste mismo coeficiente de viscosidad. Concretamente, (4 es el
resultado de la correlacion de el flujo del superfluido con la presién , (ver ec F.87. o
visceversa via ¢ ver ec F.84), es claro que en la presencia de un gradiente del flujo de la
componente superfluida se vera alterada dicha funcién de correlacion. pero también puede
verse alrerada la presion si existe un gradiente en la componente de la velocidad normal.
Por lo tanto la viscocidad volumétrica (4 = (; puede surgir por efectos fisicos diferentes.
Resumiendo los términos G,, v G, de las funciones G, x G,,) no existen desacoplados de
manera independiente, sélo tiene sentido fisico hablar de dichas funciones a través de los

coeficientes de transporte o de las funciones de correlacion.

A continuacién de la condicién expresada por ia ec. (1.37) dada por la idéntidad.

Lo oo (@) (1)) = Lot JE ) TF (2. 4)) (F.71)
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determinaremos la forma de las funciones locales G, (x). Coucretamente, para las partes
aleatorias del flujo de calor, tenemos que en un marco de referencia en reposo. la funcién

de correlacion L. J7 . J ) se escribe como,

CNTorfL/(JI;Z?. JQW = (J

,{f(r. By =T () -, J,{,j; T8 (2 1) v ) ew (F.72)

donde la forma de la funcidén Li-f,m; se ha propuesto en analogia a la ec. (3.92) para
la funcién ﬁ(Jq/ Pv JQR en analogia de la ccuacidn para jq dada por la ec. (3.83).
ahora sustituvendo en la ec. F.72 la ec. (3.122) para J(ﬁ y laec. (3.123) para [ (z.¢) v
recordando las propiedades de las varianzas para los términos aleatorios de la ecs. (3.129)-

(3.134) tenemos que.
Lol I T = (G(2)80 (2. 41) + G (2)8 (e, 11) + Gola)€y, (m. 1)) - v,

LGiaigg (2. t) = G ()€ @, 1) + Gal2)Sa (2. 12)) - ve ) o =

"

N N~ ' ~ ~ ‘
= gz(l")*fq‘ (\I~ fl): Scr'/k(l‘v f".Z)>CG + 92 (I><§7/ﬁk($a f1)7 é;k(wi t‘z))CGU&L C Vg T

= G3 ), (m, 1), €, (2, 1)) ogvs; - vs, (F.73)

donde los términos que no aparecen son cero debido a que las correspondientes funciones

de correlacién de sus términos aleatorios se anulan de acuerdo con las ecs. (3.129)-(3.134).

Por otro lado. de la funcién de correlacién L£(j,,, j,. ) dada por la ec. (3.95) tenemos

que,
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ﬁ(jqi’jf]k) - L(.};,.};k)+

o}

+ E(Tliks 12/1',1\7) ’ Us,j(x)'usk (T> + [,(A]}/,*, Aﬁ/1) ’ USI(I)USk(I) (F74)

Ahora de la condicién F.71 igualando la ecs. F.73 v F.74 término a término, tenemos que

se cumplen las siguientes igualdades :

G2 ()&, (2. 11). Sau (2 t2) o = LTy, ) = w(2)T ()66 (1 = t2)

—~
®
~1
Gt

—

donde hemos usado la ec. (3.103). Por lo tanto, tenemos que la funcién local asociada al

flujo aleatorio de calor se define como,

G(z) = (w(z)T* ) (F.

=1
(o]
~—

que es la ec. (3.135).

-~ 0 R o R 8 (5
~Analogamente. definiendo £(IT .11 ) = L(T";4.T";) Para la componente del tensor sin

rraza del flujo aleatorio asociado al tensor de los esfuerzos se cumple que,

~ - o] [e]

gQI(IL'Mf;k(.”L‘. tin St ee = L(T 0. Tl ) = )T () giumb(ty — #9) (F77)

/ \

1 P . 1 —— s / .
donde se ha empleado la ec. (3.100). Despejando de la ec. F.77 la funcién G*'(z) se tiene

que.

G'(x) = (n(a)T(r}*? (F.78)

(S
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que es la ec. {3136

Ahora. para la componente correspondiente a la presion fluctuante asociada al flujo aleato-
rio IT¥ . igualando el vilrimo término de la iltima ignaldad del lado derecho de la ec. F.73
con la ultima funcion de correlacidn que aparece en el lado derecho de la ec. F.74 se

obtiene que,
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=

donde se ha usado la ec. (3.102): a continuacion despejando Gao(x) del lado izquierdo de

la ec. F.79 tenemos que.

ll

Golz) = (Colz)T ()12 (F.80)

la cual es la ec. (3.133).

En cuanto a las funciones de correlacién del superfluido tenemos que para la funcién

de autocorrelacion del flujo aleatorio asociado al superfluido, la ec. F.71 se expresa como,

LIHE(x), HE(2)) = LGy, 4s,) (F.81)

24

Si ahora sustituimos en esta ec. F.81, en su lado 1zquierdo las ecs. F.70 con el flujo Hf("c)
definido en la ec. (3.124) y en su miembro derecho el segundo término de la ec. (3.118),

se obtiene que.
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G2 (a) (€3, (2, 1), &3, (2, t2)) o = (a(2)T (2)6:6(ty — 1) (I.82)

Ahora despejando la funcién Gs(a) de esta ec. F.82 se tiene,

Gs(x) = (C3(2)T(x))** (F.83)

que es al ec. (3.139).

Con respecto a la funcién de correlacion del flujo de impetu con el flujo del superfluido

se tiene que la ec. F.71 se expresa como,

L (). HE (2)) = £ Ty éy,) (F.81)

ahora. sustituvendo en el lado izquierdo de esta ec. .84 la definicion para el flujo I15 ()
dada por la ec. (3.123): v en el lado derecho la ec. {3.113) obtenemos que la ec. F.84 se

rescribe como.

<g/<-f>§;k<l‘- ) — Gy, (ﬂéé(l ), QB(I)é‘S; ataleg = £<AJ5I~ ésp) =

ecuacion que al sacar a las funciones G,,(x) del promedio v desarrollarla, se simplifica a

la siguiente expresion.
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ecuacion que corresponde a la ec, (3.137).

Finalmente. para la funcién de correlacién del superfluido con el tensor de los esfuerzos

tenemos que la ec. F.71 se escribe como,

LOHS (), T () = Llay,. T) (F.87)

procediendo de manera andloga a la obtencidn de la ec. F.86. pero con el auxilio de las

ecs. (3.117), de la ec. 13.123) v de la ec. (3.124) se tiene que,

<Q3(.z’ "‘53.&(1‘. f1>. g,(L)é)/k(t fg) -+ g2,1(413, f2)>(j(; = C(Oésk, A[)) =

- Q;T(.T)(S,j;‘;é(tl - f«z) (FSS)

ecuacion que con auxilio de las definiciones de las varianzas de los término &, dadas por

las ecs. (3.129)-(3.134; se simplifica como,

(Galw) » Gal)) = T (2)bi (F.89)

ecuacion que corresponde a la ec. (3.140).

Resumiendo. con estos resultados de las ecs. F.76, F.78, F.80, F.86 y F.89, se justi-
fican las ecs. (3.135)-(3.140) del capitulo 3, ecuaciones en las cuales se ha mostrado la
dependencia de las funciones locales G,(z) en funcién de los coeficientes de transporte

local.

Por iltimo, es importante remarcar que en las ecs. F.41, F.42 F.56, F.57, .64 v .65
estrictamente no podemos desacoplar las funciones locales (G, * G,,) v por lo tanto sélo
tiene sentido fisico hablar de ellas en fucidn del su coeficiente de transporte local o de su

funcién de correlacién asociados, (ver ecs. F.70, F.86 o F.89).
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F.3 Construccion de las Ecuaciones de Langevin en
el Espacio de Fourier para el Helio Superfluido.

Las ecuaciones de Langevin en el espacio de Fourier para el Helio superfluido, pueden
ser determinadas de las funciones 1, (t) v Mok i (t) que definen la ecuacion de FP en
dicho espacio dada por la ec. F.66. En efecto, las ecuaciones de no lineales de Langevin

en el espacio de Fourier de acuerdo con la ec. (1.15) se escriben como,

dvvk(f’) = 7’nk(t) T Z A[mk.m’k’(f)gmk(f) (FQO)
donde se tiene que,
{an()} = {pr, Ek. k. 0} (F.91)
v
{uai(t)} = {u k. vpk. Uik vp k) (F.92)

estos términos de arrastre en cl espacio de Fourier que aparecen en la ec. F.92 estan
dados por las ecs. F.8-F.9, definidas a partir de las ecs. E.2-E.9 para las funciones

irm{2.t) determinadas en el Apéndice E.

En cuanto a las funciones A, (f) estas se particularizan, a partir de las ecs. F.01-
F.58 v los los términos &, (1) se determinan con auxilio de la ec. F.12 en funcién de
los gm(r.t) que aparecen en loa definicién de los flujos J. Por lo tanto. tenemos de las
anteriores consideraciones el signiente sistema de ecuaciones no lineales de Langevin en e)

espacio de Fourier para el Helio superfluido,



. I - ;
Ex(t) =g = =ik, {L(t‘k\jg i Eapk () + (vs;G2)k Soann (1) + gkscqﬁk(f’)} (F.94)
k)= (H) = ika (G )k Eamc(t) = (Ga)i Eza3k(f>} (F.95)
Fa(t) = 1y, (8) + 1ha(G) sk Caam(7) (F.96)

donde el criterio de construccién de estas ecuaciones es considerar solo las funciones
M ok cuvas funciones de correlacion D, no sea cero, por analogia con las ecuaciones
de Langevin en el espacio de Fourler para un fluido simple, dadas por las ecs. 3.3 de la
referencia [88]. Por ultimo se observa que las ecs. F.93-F.96 son no lineales debido a el

carater multiplicarivo de los términos Mk e Snk -

F.4 Construccion de las Ecuaciones de Langevin en
el Espacio de Configuracion para el Helio Su-
perfluido.

Para realizar la transformacion inversa de las ecs. F.93-F.96, tomemos la sumatoria

1 (Jox p .. e . one . S e
v k<kg e'®8%) e ambos miembros de dichas ecuaciones, con lo que se obtiene que,

1 i(kex) - 1 i(k- —~
= 3 M) = 5 30 N, (1) (F.97)
k<k0 k<k0
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‘) kX Ek - Z 61(1\)( “Ek

V k< \kO k<k0
1 i(kx g g . g
+ S el Mik, [(vsgg Mk Capi () + (Vs5G2)k S208k (1) + Gropi ()
k<k
1 i(kex) 1 (k) i
v Z e JK(t) = v e' 71.]k(1‘)—,-
k<k0 k<k0

1 — 3 / g / -
o 2 @ik, [(g Dk sk (1) ~ (Go)k E2ask (1)

k<k0
l *\ ik . 1 74 ;
F >__4 6'(1( X)vsk(f) = ‘—; € k- X)Uvbkw)-‘:_
K<k " k<kg
o1 i(kex) - v £ :
v e ihalG )3k E3a3k (1)

(F.98)

(F.99)

(F.100)

(F.101

en ambos miembros de las ecs. F.97-F.100, podemos en las ecuaciones resultantes sustituir

la ec. F.9 para u,(z.1}. las ecs. F.13 para é,,,(I. t1. las ecs. F.43 v F.44 para V,G,,(x. 1

vlas ecs. F.48 v F .49 para el V(v (z)Gp(z, 1)

finalmente se rescriben cono,
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= uElx) =V {T5x) + T (x) - vg(x) ) (F.103)
1j(x)
: ”].,‘;) = u;(x) = V- I(x) . (F.104)
{
dug Iy
= i (x) — VH (x) . (F.105)

donde ademds se han empleado las definiciones de los flujos aleatorios J%(2) dadas por las
ecs. (3.122)-(3.124). v las funciones u,(z, t) estan dadas por las ecs. E.2-E.9 del Apéndice
E.

En efecto las ecs. F.102-F.105 son las ecs. (3.143)-(3.148) que expresan las ecuaciones de

la hidrodindmica fluctuante no lineal para el Helio superfluido.



Apéndice G

Lista de Simbolos.

A continuacién se p1esenta en orden alfabético los dlstmtm simbolos empleados en esta

resis, junto con una breve exphcauon de su swmﬁcado v domm]o de aplicacién.
{4.(2)} micro, variable dindmica microscopica.

{4 ) }micro- Operador asociado a una variable dindmica 4, (en el Apéndice A se omite

el subindice).
{4,k }micro. Operador en el espacio de Fourier. dominio: microscépico.
a amplitud de la funcién de onda del superfluido ¢

{a,(x) }micro. Operador asociado a una variable dindmica a,. ( por comodidad se omite el

subindice micro en el Apéndice A).

{&n}micro = {@nk fmicro. Operador en el espacio de Fourler, dominio: microscépico.
a={ay..... ay }micro- conjunto de operadores {an }micro

A, operador asociado a una variable dindmica A,,.

.

a,(2). operador asociado a una variable dindmica a,. dominio: de grano grueso en los

2

Capitulos 2 v 3
(y = Gq. Operador en el espacio de Fourier, dominio: mesoscépico.
a = {a;.....a,}. conjunto de operadores @, de grano grueso.
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{{a:.....an}}. producto simerrizado de operadores.

An{rj. variable dindmica de grano grueso en el caso cldsico: también se emplea para

denorar un valor esperado de una variable microscopica {fin}micro‘

An = A,k variable en el espacio de Fourier | dominio: mesoscdpico.

ay. valor esperado de una variable dindmica, {an fimicro, © {a,} de grano grueso.

a = {a;.....a,}. conjunro de valores esperados de los operadores @, de grano grueso.
a,. parte no provectada del operador asociado al flujo de la componente superfluida 1.

B. notacion empleada para representar un operador en general.

B’, operador asociado a el operador de la velocidad del superfluido en un marco de

referencia en movimiento.

J, inverso de la temperatura.

J{x). inverso de la remperatura local.,

em{). funcién local empleada en la construccién de las ecuaciones de la hidrodindmica

fluctuante de un fluido simple.

{A, B] , conmutador de los operadores 4 v B.

L 4 —

D, n(x. 2’ 1), término de difusién asociado a la de correlacién de los flujos en el espacio
de configuracion.

Dopnla) = Dk la), funcién de correlacién de los flujos en el espacio de Fourier.

§(a — a), hipercelda en el espacio fase en la cual los operadores a tienen acceso a los

3

valores numericos a.
§'(z), funcién delta de grano grueso.

8k, funcidn delta de Kronecker.



E(x). valor esperado del operador de la local densidad energia H(x), en caso de no mostrar

explicitamente la dependencia en = pierde su carécter local.

n(z). coeficiente de viscosidad local, si no parece la dependencia en x éste coeficente pierde

su caracter local.
Fn(z), expresion general para denotar a cualquiera de los multiplicadores de Lagrange.
f(z.t), funcién de distribucién de probabilidad en el espacio de configuracion.

f(a.t), operador asociado a la funcién de distribucién de probabilidad en el espacio de

Fourier, dependiente de las variables ayy.

f(a,t), funcién de distribucién de probabilidad en el espacio de Fourier, dependiente de

las variables a,y.
G'(a). multiplicador de Lagrange asociado con pcg.

G n(z). funcién local empleada en la definicién de los flujos aleatorios locales J¥(z.t) para

el caso de un fluido simple.

Gm(x), funcién local empleada en Ja definicién de los flujos aleatorios locales J (. t) para

el caso del superfluido .
[, espacio fase.
H. operador asociado al Hamiltoniano total del sistema en un marco de referencia fijo.

H. operador asociado al Hamiltoniano total del sistema que se encuentra en un estado de

equilibrio pg.

H. operador asociado al Hamiltoniano total del sistema que se encuentra en un estado de

cuasi equilibrio pg,.

H{z). operador asociado a la densidad local de energia del sistema en un marco de refer-

encia fijo.

H'. operador asociado a la densidad local de energia del sistema en un marco de referencia

movil.

o
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Hi{“)(l‘. t). flujo alearorio local asociado a la componente superfluida.

I (z). operador asociado a la corriente o flujo al operador de la variable an(x), ambos

definidos en el espacio de coordenadas.

L. operador asociado a la corriente o flujo al operador de la variable ¢, ambos definidos
en el espacio de Fourter.
Jm. parte no provecraca de un fluyjo o corriente,

J(a). operador asociado con la evolucidn de las variables a.

JER(r.#). Alujos aleatorios locales empleados en la construccién de las ecuaciones de la
hidrodindmica fluctuanre.

J{z), operador asociado a el impetu local en un marco de referencia fijo.

J{z), valor esperado del operador asociado a el impetu local en un marco de referencia

fijo.
J'(x). operador asociado a el impetu local en un marco de referencia en movimiento.
Jo(x). valor esperado del operador j'(z) en un marco de referencia en movimiento.

Jq, operador asociado a la componente fluctuante del flujo de calor, o a la parte no

provectada del flujo de energia Ig.
Ju, operador asociado el flujo de energia.

Js, multiplicador de Lagrange, asociado a la componente del fujo del superfluido en un

marco de referencia fijo, también es denotado como .

74, multiplicador de Lagrange, asociado a la componente del fujo del superfluido en un

marco de referencia mévil, también es denotado como 7.
k, vector de onda.

K omn. elemento de la matriz no local K de la ecuacion de FP G, asociada con los elementos

de matriz D,,.(a) v coeficientes de transporte del sistema.
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v coeficiente de conductividad térmica local, sino aparece la dependencia en z el

coeficiente pierde su caracrer local.
L. operador de Liouville exn el caso cldsico.

L. overador de Liouville en el caso cuantico.

[t
|

L. operador reducido de evolucion.

Lo v jm. jn). funcién de correlacidén en el espacio de configuracién para las parres no

provectadas de los flujos j,(r.#) en un marco de referencia fijo.

L0l g funcién de correlacion en el espacio de configuracion para las partes no

provecradas de los flujos /(2. t) en un marco de referencia en movimiento.

ja)

Lo J5 .]nR), funcién de correlaciéon de los flujos aleatorios en el espacio de configuracién

para las partes no provectadas de los flujos j,(z,t) en un marco de referencia fijo.

A, varianza de los términos aleatorios &, () v & (t). expresada en el espacio de

o

Fourler.

M. transformada de Fourier de la funcién local V - G, (z).

M/ transformada de Fourier de la funcién local V - (G () * Go(2)).
M7 n. transformada de Fourier de la funcién local V - (v(z)G ().

1. porencial quimico.

p(z). potencial quimico local. en un marco de referencia en movimiento.
f{x). potencial quimico local, en un marco de referencia fijo.

Qx) = —p(z), funcién local asociada con la presién local p(z).

‘P. operador de proveccion.

p, operador asociado a la presion. , aunque también se emplea para denotar al operador

asociado al impetu.
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Ap. operador asociaclo a la presion fluctuante.

o, Fase de la funcion de onda del superfluido .

Dye. factor de normalizacion del operador de cuasi equilibrio ..

®, factor de normalizacion del operador de equilibrio sg.

v, funcion de onda u operador de campo del superfluido, en un marco de referencia fijo.
P’ valor esperado de la funcion de onda ¢

/ I N i . L
oy funcion de onda w operador de campo del superfluido. en un marco de referencia en

movimiento .

U’ valor esperado de la funcidn de onda '

o, conjugada de la funcién de onda ¢, o conjugado operador de campo del superfluido .
Ul valor esperado de la funcidn de onda del superfiuido v,

Q =1 - "P. complemento del operador de proyeccion P.

Q. factor de normalizacion del operador py.

@7, factor de normalizacion del operador py.

Q. factor de normalizacion del operador py.

Q5 factor de normalizacién del operador pp.

R(a,d’.t), parte regular de la funcién W (a,a’).

r{a,a’,t), parte regular de la funcidn 1W_;(a,a’).

p, operador asociado a la densidad de particulas en un marco de referencia fijo.

5, operador asociado a la densidad de particulas en un marco de referencia en movimiento.



p. valor esperado del operador 4 en un marco de referencia fijo.

p'. valor esperado del operador p’ en un marco de referencia mévil.

po, operador estadistico de equilibrio.
pqe, operador estadistico de cuasi equilibrio local o de referencia.

pe = pr + Ap', operador estadistico de no equilibrio en un marco de referencia fijo, donde

p1 es un operador estadistico de equilibrio local y Ap’ es su parte disipativa .

pr, operador estadistico de equilibrio local en un marco de referencia en movimiento.

prp = pcc + Ap. funcién de distribucidon para variables de grano grueso para el caso

clasico, donde pcg es su parte provectada y Ap su parte disipativa.

prp = poc+Ap, operador estadistico de no equilibrio (funcién de Wigner). que contempla
fartag - ; . - -avec ; P M el d
efectos de memoria, donde pcn es su parte provectada que también es una funcién de

Wigner junto con la parte disipativa o no proyectada Ap.

fgp = pp + pp, operador estadistico de no equilibrio (funcién de Wigner) con cardcter
local (sin memoria) en un marco de referencia fijo, donde p; es su parte provectada v iy

es su parte dispativa .
py. parte proyectada de pzp en un sistema de referencia mévil. sin efectos de memoria.

pp. parte disipativa del operador estadistico ppzp en un sistema de referencia movil. sin
efectos de memoria.
S1. funcional de entropia de informacion.

(t). operador asociado a la entropia en un marco de referencia fijo.

(f))

~1 . . . Lo
S'(t). operador asociado a la entropia en un marco de referencia mévil.

~ 1 . . . s
S'(t), valor esperado del operador asociado a la entropia en un marco de referencia movil.



(#). operador de evolucidn de la entropia.

]

i

a densidad local de entropia.

S,
S(z). funcional asociada a
ncional asociada a la entropia.

fur

(7).

iy

set ). operador asociado a la densidad local de entropfa. defindo a partir del operador

sasociado a la densidad local de entropia, defindo a partir del operador pj.

Si(x). operador
T(r). remperatura jocal. si no aparece la dependencia en v se trata de la temperatura sin

su caracter local.
Ty = 217K . remperatura del punto critico para la transicién al estado superfluido del

Helio.
7, parte no provecrada del operador asociado al tensor de los esfuerzos, en un marco de

T. operador asociado al tensor de los esfuerzos, en un marco de referencia fijo.

referencia fijo.
I(x), componente sin traza del operador asociado al tensor de los esfuerzos, en un marco

de referencia fijo.
T. valor esperado operador asociado al tensor de los esfuerzos, en un marco de referencia

fjo.

(o]
T'(x), compounente sin traza del valor esperado del operador asociado al tensor de los

esfuerzos, en un marco de referencia fijo.
= / . H . ’ .
T , operador asociado al tensor de los esfuerzos, en un marco de referencia movil.

~rl

7, parte no provectada del operador asociado al tensor de los esfuerzos, en un marco de

referencia movil.

7, tiempo de orden mesoscopico.
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u(x). valor esperado del operador H'(z) asociado a la densidad local de energia en un

marco de referencia maévil.

U. tensor unitario de segundo orden.

u(a,a’), término asociado con la componente regular ¢v(a.a’) de la funcion v(a,a’)
um(z, ), término de arrastre en el espacio de configuracién, de la ecuaciéon de FP.

(1) = umi(t), término de arrastre en el espacio de Fourier, de la ecuacién de FP .
(), operador asociado a la velocidad del superfiuido v, en un marco de referencia fijo .

~7

7' (), operador asociado a la velocidad del superfluido ¢, en un mareo de referencia movil.

&

via.t), velocidad generalizada asociada a las variables a.
via.a', t), velocidad generalizada no local asociada al conjunto de variables a v a’.

&(a.a’,t), parte regular de la velocidad generalizada no local asociada al conjunto de

variables a v a’.

vy velocidad de la componente normal del superfluido. la cual rambién es un multiplicador

de Lagrange.

voia ). valor esperado de la velocidad del superfiuido.

W = v, — v, diferencia entre la velocidad normal v la velocidad del superfluido.
11ra. a'), funcidn de estructura no local para el caso cudntico.

1_;(a,a’), inversa de la funcidn de estructura no local para el caso cuédntico.

1171a). funcidn de estructura local para el caso cudurico. la cual es la parte singular de la

funcion MW (a.a’).

W_i(a). inversa de la funcién de estructura local para el caso cudntico. la cual es la perte

singular de la funcién 117 (a. a’).



o
(V -W)?(x', t), componente sin traza del tensor (V- W)(x', 1) .
x = (x,y, z), componentes del espacio de configuracién.

X(a), fuerza generalizada la cual es la componente no proyectada de J(a)

r, una componente del espacio de configuracién.

£alz. 1), término fluctuante usado en la definicién del flujo aleatorio J&(z, t), definidos

ambos en el espacio de configuracion.

(), término fluctuante usado en la definicidn del flujo aleatorio J, definidos ambos

[

términos en el espacio de Fourier.

2m = ank, gradiente de la parte no proyectada flujo fmk, parte no proyectada dada por
Jmk-
Ci(z) i=1,2,3,4, segundos de los coeficientes de viscosidad local del superfluido, sino aparece

la dependencia en r, el coefieciente pierde su caracter local.
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