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Resumen

Las condiciones de frontera adecuadas, ya sea de transferencia de cantidad de
movimiento, calor o masa, entre dos regiones es un elemento indispensable en el
desarrollo de modelos que describan el transporte en sistemas heterogéneos. Por tal
razén, es comun encontrar en la literatura condiciones de frontera que, si bien pueden
ser adecuadas para describir un fenémeno particular, se obtuvieron empiricamente y
frecuentemente incluyen coeficientes desconocidos.

Lo anterior ha despertado el interés de varios autores que, en las tres ultimas decadas,
han presentado metodologias que permiten obtener condiciones de frontera
fundamentadas en la fisica del fendmeno estudiado. Entre las distintas metodologias
reportadas en la literatura se encuentra la de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b), que
permite, (mediante la aplicacion del método del promedio volumétrico (Whitaker,
1999)), obtener condiciones de salto no cerradas, es decir en términos de coeficientes
indeterminados, para el flux de cantidad de movimiento, calor o0 masa entre medios
heterogéneos. Recientemente, Wood y col. (2000) propusieron una metodologia que
permite obtener condiciones de salto cerradas, es decir aquellas en las que el coeficiente
responsable de la discontinuidad se determina a partir de la solucion del problema de
cerradura correspondiente.

En este trabajo, se utilizan las ideas de estos trabajos (Ochoa-Tapia y Whitaker 1995a y
Wood y col., 2000) para desarrollar una metodologia que lleve a condiciones de salto
cerradas en la frontera medio poroso-fluido. Esta metodologia se aplica al estudio de los
fendmenos de transferencia (difusiva y convectiva) de masa y cantidad de movimiento
en la frontera entre regiones homogéneas. Para describir la dependencia de los
coeficientes efectivos resultantes, se plantean y resuelven los problemas de cerradura

correspondientes. Los resultados se comparan con los obtenidos con otras metodologias.
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Nomenclatura

A, area de la inter-region, m?.

A, tensor de segundo orden que mapea yﬁV<vﬂ >ﬁ en p,.
A area de la superficie de la region de promediado V, , m®.
A area de la region-j contenidaen A, j=w,n, m®.

A, areaentre las fasesiyj, i=y0 3, j=x0c m’.

a,=a,(0) areainterfacial por unidad de volumen en la inter-region, m™.

a,, area interfacial por unidad de volumen en la region homogénea—o, m™.
B(z) esfuerzos de Brinkman, m™.
B -
B, tensor de segundo orden que mapea <vﬂ> en v,.
B -
B, tensor de segundo orden que mapea <vﬂ > en v, .
b vector que mapea <v >ﬂ en p,, m*
B q p Hg\Vy pﬂa .
b "en p,,, m’
" vector que mapea s, <vﬁ>w en p,,, M
B
C, tensor de tercer orden que mapea V<vﬁ> en V,, m
Cyj concentracion molar de la especie A en la fase- j, j= 5,0, mol/im®.

<CA7>7,<cAﬂ>ﬂ promedio intrinseco de la especie A en la region homogénea j, j=n,w,
mol/m?.

<cAy>7 ,<cAﬂ >ﬂ promedio intrinseco de la especie A, mol/m®.

desviacion espacial de la concentracion de la especie A en la fase-j,

j=pB,0, mol/m®.
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D(x) tensor de difusion dependiente de la posicion, m?/s.
tensor de difusion en la region homogénea—w, m?/s.

difusion molecular, m?/s.

g vector de gravedad, m/s?.
h mitad de la longitud vertical de la celda unitaria para la inter-region, m.
I tensor identidad.

i vector unitario tangente a la superficie del medio poroso.

j vector unitario normal a la superficie del medio poroso.
K™ tensor mixto de esfuerzos, m™.
K™ componente tangencial del tensor mixto de esfuerzos, m=.

Ky =K coeficiente efectivo de velocidad de reaccion para la inter-region, m/s.

K2 coeficiente efectivo de adsorcion para la inter-region, m.

K coeficiente local de velocidad de adsorcién, m.

k coeficiente local de velocidad de reaccion, m/s.

K. coeficiente local de pseudo-reaccion, m/s.

K desviaciones espaciales de K, m/s.

k desviaciones espaciales de k, m/ s.

<k>w promedio en area de k, m/s.

K, tensor de permeabilidad dependiente de la posicion, m?.

K; forma escalar del tensor de esfuerzos globales, m?.

K o tensor de permeabilidad de Darcy en la region—w, m?.
2

Kso norma del tensor K ,,, m®.

4 vectores de la celda unitaria (i=1,2), m.
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ne

longitud caracteristica de la fase—j; j= f,7,0,x, m.
didmetro de cada esfera que compone el medio poroso en los modelos de

CKyLH, m.
longitud caracteristica asociada con cantidades macroscopicas, m.

vector unitario normal dirigido de la fase-i=yo0 g, hacia la fase-
j=kx0o0.

vector unitario normal dirigido de la region -7 hacia la region—w .
presion en la fase—4, N/m?.

desviaciones espaciales de la presion en la fase—3, N/m?.

desviaciones espaciales de la presion en laregion —j; j=w,n7, N/m?>.
promedio intrinseco de la presion, N/m?.

promedio intrinseco de la presion en laregion—j; j=w,n7, N/m?*.

promedio superficial de la presion en laregion—j; j=w,n7, N/m?.

vector de posicién, m.

radio del volumen de promediado, m.

radio de la particula catalitica, m.

variable de cerradura que mapea <cAy>y enc,,.

variable de cerradura que mapea <CA7>'M en C,,.
esfuerzo superficial, N/m?.

esfuerzo global, N/m?.

tiempo, s.
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Y;

tiempo caracteristico del proceso, s.
region de promediado para la inter-region.
region de promediado.

volumen de la region-j contenidaen V_, j=w,n7, m*.
espacio de la fase—j contenido en la region de promediado,

j=pr.0,K.

vector de velocidad en la fase—4, m/s.
desviaciones espaciales de la velocidad en la fase—4, m/s.

desviaciones espaciales de la velocidad en la regién—j; j=w,n, m/s.
promedio intrinseco del vector de velocidad, m/s.

promedio intrinseco del vector de velocidad en la region—j; j=w,n,

m/s.

promedio superficial del vector de velocidad en la region—j; j=w,n,
m/s.

componente tangencial del promedio superficial del vector de velocidad
enlaregion—j; j=w,n, m/s.

vector de posicion que localiza el centroide del volumen de promediado,

m.

vector de posicion que localiza la superficie del medio poroso, m.

vector de posicion relativo al centroide del volumen de promediado,

j=p,0,m.

X1
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Simbolos griegos

a coeficiente ajustable en la condicion de Beavers y Joseph (1967)

p coeficiente de salto en la condicion de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a)
g fraccion volumétrica de la fase — j dependiente de la posicion, j=f,o0.
i, fraccion volumétrica de la fase—j en laregion-w, j=pf,0.

o modulo de Thiele local.

y coeficiente ajustable que indica el modelo usado. y =y,,7,

s viscosidad de la fase—3, Ns/m?.

W, Wy funcion arbitraria asociada con la fase—f.

Py densidad de la fase—f, kg/m®.

Subindices

A relativo a la especie A.

C relativo a la concentracion.

v relativo a la velocidad.

n relativo a la region homogénea—7.

1) relativo a la region homogénea—w .

XV
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Introduccion

El estudio de los fendbmenos de transporte en sistemas multifasicos, y en particular en
medios porosos, ha sido un tema de interés en la comunidad cientifica desde el siglo
XIX (una descripcion detallada de la evolucion de este tema hasta nuestros dias se
encuentra en la monografia de Kaviany, 1999). Sin embargo, la mayor parte de los
estudios, tedricos y experimentales, se han centrado en el analisis en el seno del medio
poroso; dejando en segundo plano el estudio de los fendbmenos en la frontera entre
medios de caracteristicas promedio diferentes (por ejemplo un medio poroso y un fluido
0 dos medios porosos). Fue a partir del trabajo tedrico-experimental de Beavers y
Joseph (1967), que se despertd el interés en el estudio de los fendmenos de transporte en
esta porcion del sistema.

Por otro lado, en la actualidad, el desarrollo y aplicacion de nuevos materiales a
sistemas de transporte y reaccion (Coppens, 1999), involucra condiciones bajo las
cuales los fenémenos en la frontera adquieren especial importancia. Ademas, la
transferencia de masa en la frontera entre sistemas multifasicos es crucial en el estudio
de separaciones cromatograficas (DeVault, 1943; Reis y col.,, 1979; Raghavan y
Ruthven, 1985; Dalvie y col., 1990; Goto y McCoy, 2000). Los resultados de este
trabajo pueden ademés ayudar en el modelado de transporte (difusivo y/o convectivo)
de solutos en acuiferos (Pickens y Grisak, 1981; Brusseau y col., 1991), o bien en
sistemas de tres fases (como son las emulsiones dobles) asi como en biopeliculas, entre
otros. A su vez, el estudio de fendmenos de transporte en sistemas a escalas meso- y
microscépicas, como el flujo de fluidos en microcanales, involucran el uso de
condiciones de salto de calor y cantidad de movimiento (Kakac y col., 2005;
Karniadakis y Beskok, 2005) las cuales pueden derivarse a partir de la metodologia aqui

propuesta.
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Actualmente, la metodologia presentada por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) permite
obtener en forma tedrica las condiciones de frontera correspondientes; ya sea de
transferencia de cantidad de movimiento, calor o masa. Estas condiciones, se encuentran
expresadas en funcion de coeficientes ajustables, cuya dependencia con la
microestructura de la frontera no ha sido reportada (condiciones no cerradas). Al
respecto, Wood y col. (2000) propusieron una metodologia para desarrollar condiciones
de frontera en funcion de coeficientes efectivos, que pueden calcularse a partir de
problemas de valor a la frontera locales (condiciones cerradas).

En este trabajo, se combina la metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995) con la de
Wood y col. (2000) para asi obtener condiciones de frontera cerradas para el transporte
de masa y cantidad de movimiento en la frontera medio poroso-fluido. Esta metodologia
permite obtener las ecuaciones que constituyen el modelo macroscopico completo de un
sistema, es decir tanto las ecuaciones de medio efectivo como sus correspondientes
condiciones de frontera cerradas.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1, se reporta una
revision bibliogréfica de los trabajos que se encuentran directamente relacionados con
los temas a desarrollar. En concreto, se comentan los trabajos dedicados a obtener
condiciones de frontera empiricas y metodoldgicas. Ademas, se mencionan algunos de
los trabajos recientes que se han dedicado a obtener estimaciones aproximadas del
coeficiente ajustable en la condicion de frontera de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a).
En este capitulo se incluye, ademas, una revision de algunos de los modelos reportados
en la literatura para la estimacion de la permeabilidad en medios porosos.
Posteriormente, se presentan los objetivos generales y particulares del trabajo, donde se
plantean los casos concretos a tratar. Estos, se orientan a tres situaciones: transferencia
difusiva de masa, transferencia de cantidad de movimiento y transferencia convectiva de

masa.
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Con base en estos problemas, el resto del trabajo se presenta en las siguientes tres

partes, las cuales se relacionan entre si,

Parte | (Capitulos 2, 3 y 4): En el Capitulo 2, se estudia el fenébmeno de
transferencia difusiva de masa con reaccion de primer orden entre un medio
microporoso y un fluido homogéneo. Siguiendo la metodologia de Ochoa-Tapia
y Whitaker (1995a), se obtiene una condicion de frontera en términos de un
coeficiente, cuya dependencia con la microestructura se determina en el Capitulo
3. Esto involucra el planteamiento y solucion del problema de la variable de
cerradura correspondiente, para lo cual se retoman varias etapas de la
metodologia de Wood y col. (2000). Los resultados muestran una fuerte
dependencia del coeficiente efectivo de reaccion con la porosidad y un médulo
de Thiele local. Para concluir esta parte del trabajo, en el Capitulo 4 se presenta
un método alternativo consistente en el desarrollo y uso de una ecuacion de
transferencia de masa generalizada cerrada para el transporte difusivo de masa
entre un medio poroso y un fluido.

Parte Il (Capitulos 5 y 6): Con la metodologia desarrollada en la Parte I, se
procede a analizar el sistema estudiado por Beavers y Joseph (1967) para el
fendmeno de transferencia de cantidad de movimiento. Esto lleva a revisar
detalladamente el trabajo de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a). En el Capitulo 5,
se propone que la causa de la discontinuidad del gradiente de velocidad se debe
a la presencia de un tensor mixto de esfuerzos. Méas adelante, en el Capitulo 6 se
presenta el problema de cerradura que se debe resolver para calcular dicho
término. Se propone ademas, una metodologia alternativa para su estimacion y
se comparan los resultados con los de Goyeau y col. (2003).

Parte 111 (Capitulo 7): Con los resultados obtenidos en las dos partes anteriores,
se analiza, en el Capitulo 7, el fendbmeno de transferencia convectiva de masa en
la frontera medio poroso-fluido considerando ademas los fendmenos de
adsorcién y reaccion. La forma en como estos fendmenos afectan el transporte
del flux de masa en la frontera se debe determinar a partir de la solucién del

problema de cerradura que se plantea.

Por altimo, se presentan las conclusiones generales del trabajo, asi como las referencias

y apéndices que complementan al trabajo.
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Capitulo 1:
Revisién Bibliografica
Este capitulo esta dedicado a la revision de los antecedentes del presente trabajo. Para
ello, primeramente se expone una breve revision de los trabajos méas relevantes
relacionados con el desarrollo y andlisis de condiciones de salto en sistemas
multifasicos. En general, se clasifican las contribuciones en cuatro categorias: la
primera concierne a la condicion de salto empirica de Beavers y Joseph (1967) y los
trabajos que de ella se derivaron; la segunda se refiere a la obtencion de condiciones de
salto mediante la aplicacion de la metodologia propuesta por Ochoa-Tapia y Whitaker
(1995). Estos dos tipos de condiciones de frontera se clasificardn como no cerradas,
dado que estdn en funcion de pardmetros ajustables; la tercera categoria en que se
dividen las contribuciones se refiere a aquellas dedicadas a predecir el coeficiente de
salto obtenido mediante la metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker, para asi concluir
con la revision del trabajo de Wood y col. (2000) donde se desarrollan condiciones de
salto cerradas, es decir, que no dependen de pardmetros ajustables, las cuales involucran
la solucion de un problema de cerradura. El resto del capitulo esta dedicado a la revision
de la cuarta categoria de trabajos, es decir, se revisardn algunas de las metodologias
reportadas para la prediccion de la permeabilidad de un medio poroso. Esta parte de la
revision es de gran importancia para el analisis del Capitulo 6. Los modelos se
clasifican en dos clases, aquellos en los que se considera el flujo a través de conductos
tortuosos y por otro lado, los que consideran el flujo alrededor de objetos sélidos

inmersos en un fluido.
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1.1.- Condicion de salto empirica.

El estudio teorico de los fendbmenos de transporte en sistemas multifasicos ha sido un
tema de interés en el campo de la Ingenieria Quimica desde hace mas de medio siglo.
Sin embargo, como se menciono en la Introduccion, una buena parte de los trabajos se
han dedicado al estudio en las regiones homogéneas de dichos sistemas, dejando en
segundo plano el anélisis en la inter-region.

En 1967, Beavers y Joseph (BJ, de aqui en adelante) realizaron experimentos para
estudiar los efectos interfaciales que ocurren al hacer pasar un fluido sobre un medio
poroso, saturado con el mismo fluido, mediante una caida de presion determinada.
Consideraron dos tipos de materiales, uno granular (aloxita) y otro con una distribucion
uniforme de poros (espuma de metal). Ademas, propusieron que la velocidad en la
frontera nominal (superficie geométrica suave donde se encuentran los perimetros
externos de los poros superficiales) no necesariamente debia ser continua; por lo que

propusieron la siguiente condicién ad hoc para esta frontera

I P
_ v ), 1.1
dy |y:0+ Kﬂ(u Vﬂ ‘ y=o: v ( )

donde a es un pardmetro adimensional que se fijo de tal forma que se logren reproducir
los resultados experimentales. Propusieron que este parametro depende de la estructura
del material en la vecindad con el fluido méas no de la viscosidad del fluido; los valores
reportados se encuentran entre 0.1 y 4. Cabe mencionar que en su modelo escogieron a
la ley de Darcy y a la ecuacion de Poiseuille como las ecuaciones gobernantes del
transporte de cantidad de movimiento en el medio poroso y en el fluido,
respectivamente. Propusieron ademas, que el espesor de la capa limite es del orden de la

raiz cuadrada de la permeabilidad del medio poroso, K, . Relacionado con esto dltimo,

recientemente Goharzadeh y col. (2005) usando velocimetria de imagenes de particulas
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determinaron experimentalmente que el espesor es méas bien del orden del didmetro de
grano.

El trabajo de BJ despertd el interés de un namero considerable de investigadores que
han tratado de dar una justificacion teorica a la condicion de frontera anteriormente
mencionada. Entre los primeros tratamientos tedricos se encuentra el trabajo en dos
partes de Taylor (1971) y Richardson (1971) quienes cuestionaron la afirmacion de BJ
de que el parametro o depende de las propiedades del medio poroso y no de la
separacion entre el medio poroso y el fluido. Para ello, propusieron un modelo
matematico y realizaron experimentos sobre un medio poroso simplificado, a manera de
rectangulos paralelos, con una caida de presion despreciable. De esta forma, fueron
capaces de predecir el valor de «, el cual se estimé entre 1.308 y 7 dependiendo de la
relacion de anchura entre el medio poroso y el fluido. Reportan ademés que «
disminuye al aumentar la altura de la cavidad hasta alcanzar asint6ticamente un valor
constante.

Maés tarde, Saffman (1971) utilizd6 un andlisis de capa limite para encontrar una
expresion del parametro «; en su trabajo lo considera como una constante de
integracion de una solucion asintética. Sin embargo, no considera la estructura del
medio poroso, ademas no reporta datos que comparen su metodologia con los resultados
experimentales de BJ. Es de rescatarse, el haber considerado en su andlisis que la
permeabilidad debe depender de la posicion en la region heterogénea y que no debe
estar sujeta a restricciones de escala. Esta idea serd retomada més adelante.

Por otro lado Jones (1973) sugirié agregar un término extra a la condicién de BJ con el
fin de tomar en cuenta efectos bidimensionales, obteniendo una expresion similar a un

balance de esfuerzos en la frontera,

dv dv a

£ A = (v -V ) (1.2)
Bly= 0]

dy yo. dx , ‘/Kﬂw ‘V O,
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Por otro lado, Neale y Nader (1974) utilizando la ecuacion de Darcy-Brinkman en lugar
de la ley de Darcy para describir el flujo en el medio poroso, obtuvieron resultados
analogos a los de BJ. La razdn para este cambio recae en el argumento que la ley de
Darcy es incompatible con la existencia de una capa limite en el medio poroso dado que
no contiene el término de esfuerzos viscosos involucrado en la ecuacion de Darcy-
Brinkman. De esta forma, se concibe al coeficiente & como un factor de correccién que
debe incluirse al extrapolar la ley de Darcy a la frontera. Bajo esta linea de pensamiento,
Neale y Nader impusieron condiciones de continuidad de la velocidad y su derivada en

la frontera medio poroso-fluido. Al resolver la ecuacion de Brinkman y comparar los

resultados de la velocidad de flujo de masa propusieron que o = |z / 1, , donde s

es la viscosidad efectiva del modelo de Brinkmany u, es la viscosidad del fluido. De

hecho, de acuerdo a Whitaker (1999) la viscosidad efectiva esta dada explicitamente por

Hew =ty 1 &4, siendo ¢, la porosidad del medio poroso. Algunos autores (Kolodziej,

1988; Givler y Altobelli, 1994; Martys y col., 1994; Starov y Zhdanov, 2001) han

propuesto ajustado s, para reproducir datos experimentales. De acuerdo a Givler y
Altobelli (1994), la razon g / 1, puede variar entre 5.1'y 10.9 dependiendo de ¢, . El

uso de este tipo de modelo se recomienda para flujo, de bajo nimero de Reynolds, en
medios porosos con valores elevados de porosidad (Goyeau y col., 2003).

Sobre lo anterior, Haber y Mauri (1983) usando ideas muy similares a las de Saffman
(1971) demuestran la diferencia que existe entre usar la ecuacion de Brinkman y la ley
de Darcy en la frontera, sobretodo para el caso en que la permeabilidad del medio
poroso es baja. Muestran que fuera de la capa limite la correccion de Brinkman se
vuelve despreciable, recuperandose asi la ley de Darcy. Entre sus conclusiones recalcan

la necesidad de condiciones de frontera particulares, para cuya deduccién se necesita
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“algo mas que la intuicion fisica”, que permitan que los resultados obtenidos con la ley
de Darcy sean analogos a los obtenidos con la ecuacion de Brinkman.

A partir del trabajo de Whitaker (1969) sobre la deduccion de la ley de Darcy; Ross
(1983) aplico la metodologia del promedio volumétrico (Anderson y Jackson, 1967;
Marle, 1967; Slattery, 1967; Whitaker, 1967, Bear, 1972) a la frontera medio poroso-
fluido, obteniendo una ecuacién general que es valida tanto en la inter-region como en
las regiones homogéneas. Para el caso de un medio isétropo, obtiene una expresion del
pardmetro « , dejdndolo en funcién de un operador lineal con el que se lleva a cabo el
mapeo de las propiedades locales a las promedio.

El trabajo de Ross (1983) es el primero donde se emplea la metodologia del promedio
volumétrico para estimar coeficientes en una condicién de salto. La idea de desarrollar
una ecuacion que sea valida en todo el dominio fue usada posteriormente por otros
autores y en este trabajo.

Por otro lado, Prat (1989, 1990, 1992) propuso una metodologia para la determinacion
de las variables macroscdpicas en las fronteras de un medio poroso para el proceso de
transferencia de calor, usando condiciones estandar de tipo Neumann y Dirichlet. A
grandes rasgos, el procedimiento seguido por Prat es el siguiente: primeramente se
distingue entre la temperatura obtenida con el modelo de una sola ecuacion,
(fisicamente, ésta se puede interpretar como la temperatura medida) y la que se obtiene
de resolver la ecuacién macroscopica de dicho modelo (esta temperatura tiene la
propiedad de estar definida en todo el dominio incluida la frontera). Posteriormente, se
expresan, a manera de problema de cerradura (Crapiste y col., 1986), las variables
microscopicas en funcion de la temperatura que se obtiene de resolver el problema
macroscopico. Una vez calculado el campo microscopico, se elige una celda
representativa con la cual hace el promediado y de esta manera obtiene los valores en la

frontera. Para probar la pertinencia del método, se calculan las desviaciones entre las
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dos temperaturas macroscopicas, notando que en la frontera se obtienen las mayores
desviaciones. En otras palabras, los resultados difieren al resolver la ecuacion que es
valida en todo el dominio de los que se obtienen al promediar el campo microscopico.
El modelo de celda unitaria y otras de las ideas expresadas en sus trabajos seran
retomadas en este trabajo.

Sobre la determinacion del coeficiente de la condicion de salto de BJ, Sahraoui y
Kaviany (1992) simularon un medio poroso a partir de cilindros y resolvieron las
ecuaciones de Navier-Stokes (incluso en el medio poroso) para estimar el efecto que
tiene el flujo paralelo y perpendicular sobre el coeficiente «. Observaron que, al
cambiar la estructura del medio poroso (por medio de distintos arreglos de cilindros) los
valores de « cambiaron apreciablemente. De esta forma, estos autores afirman que
a=a (g Re, h, vy, direccion del flujo, estructura de la superficie), donde & es la
porosidad, Re es el nimero de Reynolds basado en la velocidad de Darcy, h es el

tamario del canal y y. es la distancia respecto a la interfase donde se aplica la condicion

de frontera. A este trabajo le siguieron otros similares para la transferencia conductiva
(Sahraoui y Kaviany, 1993) y convectiva (Sahraoui y Kaviany, 1994) de calor en la

frontera medio poroso-fluido.

1.2.- Condicion de salto metodologica.

Motivado por el trabajo previo de Stone (1990), Whitaker (1992) desarrollé de manera
simple (usando anélisis vectorial) la condicion de salto de masa entre medios
homogéneos (Slattery y col., 2007). Su metodologia incluy6 el escribir condiciones de
salto puntuales e integradas. De esta manera, pudo desarrollar la condicion de salto a un
nivel de escala puntual usando una metodologia que puede extenderse para desarrollar

condiciones de salto a otros niveles de escala. Entre las aplicaciones que tiene la
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metodologia presentada en este trabajo, se encuentra la posibilidad de utilizarla para
desarrollar condiciones de salto cuando las ecuaciones promedio sean idénticas a las
ecuaciones puntuales en las dos fases. Una discusion detallada de los fendmenos de
transporte interfaciales se encuentra en la monografia de Slattery y col. (2007).
Posteriormente, Ochoa-Tapia y col. (1993), utilizando analisis vectorial, dedujeron el
teorema del promediado superficial para un escalar y un vector para el proceso de
difusion en un sistema de M fases. Para predecir el coeficiente efectivo plantearon y
resolvieron, en forma analitica aproximada el problema de cerradura correspondiente
usando la celda unitaria de Chang (1982, 1983).

Con estos antecedentes [Whitaker (1992) y Ochoa-Tapia y col. (1993)], Ochoa-Tapia y
Whitaker (1995a) desarrollaron una metodologia para obtener la condicion de salto de
transferencia de momento para un sistema analogo al de BJ. A continuacion se
describiran los pasos clave de dicha metodologia,

e Obtener, usando el método del promedio volumétrico, ecuaciones de medio
efectivo sin introducir restricciones adicionales a las implicitas al adoptar las
ecuaciones puntuales y que sean por tanto véalidas en todo el sistema.
Posteriormente, al imponer las restricciones de escala correspondientes a estas
ecuaciones, se recuperan las ecuaciones validas en las regiones homogéneas.

e Integrar las ecuaciones obtenidas en una region de promediado de volumen 77,

que incluya porciones de ambas regiones y su frontera. Posteriormente, se restan
las ecuaciones vélidas en las partes homogéneas de la que es vélida en todo el
dominio.

e La estructura de la ecuacion resultante sugiere definir propiedades de exceso
(Gibbs, 1928) y representarlas en términos de propiedades medibles en las

regiones homogeéneas multiplicadas por un parametro ajustable.

10
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e De ser posible, agrupar todos los parametros ajustables en uno solo

(en este caso ,6') el cual debe determinarse experimentalmente.
Se estimd que dicho pardmetro tiene orden de magnitud de la unidad. De esta forma,

fijando este pardmetro ( pe [—1,1.47]) fueron capaces de ajustar satisfactoriamente los

datos experimentales obtenidos por BJ en su trabajo (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995b).
Ademaés, resolvieron un modelo con porosidad variable en la region que separa la
superficie del medio poroso de la region homogénea porosa y suponiendo continuidad
de la velocidad y del flux". Notaron que, en este caso, la comparacién con datos
experimentales deja mucho que desear a pesar de ser un modelo mas complicado que el
que utiliza la condicion de salto. Para estimar los cambios de la porosidad con la
posicion se propusieron cinco funciones obteniendo, en general, los mismos resultados
(ver Figura 11 en Ochoa-Tapia, 1994).

Por otro lado, Pérez-Cérdova y Ochoa-Tapia (1995) realizaron estudios sobre el
comportamiento de propiedades geométricas, como el area interfacial y la porosidad, en
la frontera medio poroso-fluido. Encontraron que los cambios de dichas propiedades
son relativamente suaves por lo que pudieron representarlos por medio de polinomios
simples. Al lector interesado en los detalles de este estudio se le recomienda revisar el
trabajo de Pérez-Cdrdova (1995). Los resultados de esta investigacion son de gran
utilidad en varias partes del trabajo.

Una version del trabajo de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) que incluye los efectos
inerciales en la condicion de salto fue presentada més tarde por los mismos autores
(1998). En este caso, aparecen en la condicion de salto dos coeficientes, el primero
asociado con el exceso de los esfuerzos viscosos y el segundo con el exceso de

esfuerzos inerciales.

“ A lo largo del texto se usaré la palabra flux para denotar densidad de flujo de alguna propiedad.
11
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Esta metodologia fue aplicada mas tarde para obtener la condicion de salto de
transferencia de masa en sistemas de emulsiones dobles sin (Ochoa-Tapia y Soria,
1995) y con reaccion quimica (Soria y col., 1996). Los resultados obtenidos fueron
similares a los del caso de transferencia de momento; es decir, se desarrollaron
condiciones de salto para el flux de masa en términos de un parametro indeterminado.

Como ejemplos de la aplicacion de la condicion de salto de momento desarrollada por
Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a), se encuentran los trabajos de Kuznetsov (1996, 1997)
quién la acopl6 con la ecuacion de Brinkman y posteriormente de Forchheimer para el
medio poroso y la ecuacion de Stokes para el fluido. Not6 que los perfiles de velocidad

disminuyen cuando se incrementa el valor del pardmetro ajustable S sobretodo cuando

éste tiene valores negativos.

Otra aplicacion de la condicion de salto de cantidad de movimiento, la llevo a cabo
Srivastava (1999), para el flujo en medios porosos inducido por un disco que gira cerca
de la inter-regién medio poroso-fluido. Not6 que, debido a las oscilaciones se extrae
fluido del medio poroso a lo largo de una capa limite, cuyo espesor depende de las

propiedades del medio poroso y no del pardmetro f. Por otro lado, recientemente

Bhattacharyya y Sekhar (2005) y Partha y col. (2005) mostraron que el torque vy el
esfuerzo cortante en el flujo entre esferas no s6lo se ven afectados por cambios en la
permeabilidad sino que también el coeficiente de salto ejerce una influencia importante.
Un trabajo similar al de transferencia de momento (1995a) fue presentado
posteriormente por Ochoa-Tapia y Whitaker (1997, 1998) para el proceso de
transferencia de calor entre un medio poroso y un fluido homogéneo. En su andlisis,
consideraron el transporte convectivo de energia solo en la fase fluida. En este caso, el
exceso de intercambio de calor superficial fue expresado mediante un coeficiente de

transferencia de calor que multiplica a una diferencia de temperaturas. Ademas,
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presentaron la forma de la condicion de salto bajo las suposiciones de equilibrio local
del gradiente de temperatura y equilibrio local térmico.

Més adelante, Hager y Whitaker (2000), desarrollaron las condiciones de salto de masa
y energia entre un medio poroso y dos fluidos. Debido a que la suposicion de equilibrio
local térmico falla en las fronteras entre estas tres fases, un frente de evaporacién tuvo
que ser considerado mediante un coeficiente, el cual es indeterminado.

Una comparacion de los modelos existentes de condiciones de frontera de calor y
momento entre un medio poroso y un fluido fue presentada por Alazmi y Vafai (2001).
Para la transferencia de cantidad de movimiento, compararon los resultados que se
obtienen al imponer en la frontera: 1) continuidad de la velocidad y su gradiente, 2)
continuidad de las propiedades distinguiendo entre la viscosidad efectiva y molecular,
3) la condicion de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a), 4) la condicion de Ochoa-Tapia y
Whitaker (1998) que considera los efectos inerciales y 5) la condicion de BJ.
Encontraron que los modelos 1 y 2 dan resultados similares a los del modelo 5 para
valores altos de la porosidad, mientras que para valores bajos, el modelo 2 se aproxima
a los modelos 3y 4. Por lo que propusieron que los modelos 1y 5 son muy parecidos, al
igual que los modelos 3 y 4, mientras que el modelo 2 cae entre estos dos pares de
modelos. En cuanto a la condicion de salto de transferencia de calor, practicamente
todos los modelos utilizadas ofrecieron los mismos resultados.

La aplicacion de la metodologia desarrollada por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995) al
proceso de transferencia de masa fue llevada a cabo recientemente por Valencia-Lopez
y col. (2003) considerando los efectos de adsorcidn entre un medio poroso y un fluido.
Al igual que en los casos anteriores, la condicidn est4 expresada en funcion de un

parametro ajustable, el cual debe ser determinado a partir de datos experimentales.
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1.3.- Prediccion del coeficiente de salto.

Dadas las bases fisicas que sustentan la metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker
(1995a), algunos autores se han dado a la tarea de predecir el coeficiente ajustable ya
sea por técnicas analiticas 0 numéricas. Entre ellos, cabe mencionar a Goyeau y col.
(2003) quienes desarrollaron una metodologia para obtener una expresion semi-analitica

aproximada del parametro £. Su método consiste en plantear el problema en uno y dos

dominios, en el primero se utiliza una sola ecuacion para describir el transporte en los
dos medios y en el segundo se usan las ecuaciones de Brinkman y de Stokes, junto con
la condicidn de salto para describir el proceso y de la comparacion de ambas se obtiene
la informacion suficiente para obtener una expresion analitica del parametro ajustable.

Sin embargo, a pesar de que sus resultados son muy similares a los que se habian
propuesto ad hoc para ajustar los datos experimentales, admiten que su trabajo es un
paso intermedio hacia la estimacion de dicho parametro; ya que para ello es necesario
plantear y resolver el problema de cerradura correspondiente. Los resultados de esta
metodologia se utilizan més adelante en el trabajo (Capitulo 6). Esta metodologia fue
aplicada recientemente por Goyeau y Ochoa-Tapia (2004) para estimar el pardmetro
ajustable de la condicién de salto de masa propuesta por Valencia-Lopez y col. (2003).

Recientemente Deng y Martinez (2005) presentaron una metodologia aproximada para

estimar el parametro ajustable g de la condicion de salto. Para ello, realizan un ajuste

de curvas de las soluciones del problema en uno y dos dominios, s6lo que para esto
ultimo utilizan el método de similaridad. Esto imposibilita el uso de ecuaciones como la
de Forchheimer para el medio poroso, ademas reconocen que su metodologia no es
capaz de reproducir casos limite como Da — 0.

Por otro lado, Min y Kim (2005) estudiaron los problemas de transferencia de momento
y calor en la frontera medio poroso-fluido. En su metodologia se resuelve

analiticamente el problema local de transferencia momento y de calor en la region fluida

14




Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

(considerando dos direcciones) con lo cual se determina la resta de los fluxes en la
frontera. Posteriormente, a partir de la comparacion con las condiciones de salto
propuestas por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a, 1998) se obtienen expresiones
analiticas de los parametros ajustables de la inter-region. Desafortunadamente, su
metodologia no considera los efectos de la geometria del medio poroso, por ejemplo, se
obtendrian los mismos resultados si se usan rectangulos o cuadrados para modelar el
medio poroso. Ademas, para las condiciones del experimento de BJ (1967), su
metodologia predice valores negativos y cercanos a cero del coeficiente de salto para
porosidades mayores a 0.4 y s6lo adquiere valores menores de —0.1 si la porosidad es
menor de 0.2. Estos resultados no concuerdan con los reportados por Ochoa-Tapia y
Whitaker (1995b) donde los valores de dicho parametro estan entre —1 y 1.47 para los
datos de BJ donde las porosidades estan entre 0.52 y 0.78.

Estas Gltimas referencias, junto con el hecho de que la condicion de frontera
desarrollada por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) ha sido empleada en méas de 90
trabajos de investigacion en diversos campos, son una muestra de que el tema de las
condiciones de salto entre regiones heterogéneas es de interés en la literatura. A partir
de lo anterior, son claros tanto el interés como la necesidad de contar con una
metodologia que permita estimar los coeficientes involucrados en la condicién de salto
de una manera rigurosa. Esto puede lograrse mediante el planteamiento y solucion de
problemas de cerradura, de manera similar a cémo lo describen Wood y col. (2000) y
como lo enfatizan Goyeau y col. (2003) en su trabajo. En la siguiente seccién, se
comentan algunos detalles del trabajo de Wood y col. (2000), el cual permite desarrollar

condiciones de salto en términos de coeficientes de transporte efectivos.
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1.4.- Condiciones de salto cerradas.

Una de las contribuciones méas importantes para el presente trabajo es la de Wood y col.
(2000); quienes desarrollaron una metodologia para obtener condiciones de salto en la
frontera superficie catalitica-fluido a partir de la introduccion de un coeficiente efectivo.
La dependencia de dicho coeficiente con las propiedades locales se determind mediante
la solucion de un problema de cerradura de manera similar a los casos previamente
estudiados en regiones homogéneas (Whitaker, 1999).

A continuacion, se describen brevemente los principales pasos de esta metodologia:

e Promediar la ecuacion puntual que es valida en todo el dominio y con ella
obtener las ecuaciones validas en cada region.

e A partir de las ecuaciones obtenidas en el punto anterior, desarrollar la
correspondiente condicion de salto.

e Plantear el problema de cerradura restando las ecuaciones de transporte
puntuales y promedio y las condiciones de salto. En este paso se usan la
descomposicion espacial de Gray (1975) para la propiedad a estudiar
(concentracion, velocidad, temperatura) y para el coeficiente que presente
cambios espaciales.

e Resolver el problema de cerradura de manera analoga a la usada en la literatura
relacionada con el promedio volumétrico (por ejemplo, Whitaker, 1999) y como
consecuencia, definir el coeficiente efectivo para la inter-region que incluya la
solucion de dicho problema.

e Para obtener la forma cerrada de la condicién de salto, sustituir la definicion del
coeficiente en la misma.

Este tipo de condicion de frontera se clasificard como cerrada ya que no depende de

parametros ajustables. Esta metodologia puede extenderse a sistemas mas complicados;
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por ejemplo, considerando una reaccion quimica con cinética no lineal (Bletzacker y
col., 2003), o bien entre un medio poroso y un fluido como se hara en este trabajo.

Por otro lado, Lichter y col. (2003) usando andlisis estocastico determinaron la
dependencia del coeficiente efectivo de velocidad de reaccion, definido por Wood y col.
(2000), con el tiempo en un reactor batch. Encontraron que los valores del coeficiente
disminuyen conforme aumenta el tiempo hasta llegar a cero cuando el sistema se
encuentra en equilibrio. En su analisis utilizaron cinéticas de primer y segundo orden.
Hasta este punto se llevara la revision de trabajos relacionados con condiciones de salto,
a continuacion se expondrdn algunas metodologias para la prediccion de la
permeabilidad de un medio poroso. Las cuales, como se habia mencionado antes,
servirdn para proponer aproximaciones del coeficiente de salto en la condicion de

transferencia de cantidad de movimiento.

1.5.- Estimacion de la permeabilidad en medios porosos homogéeneos.

De acuerdo a la ley de Darcy, la velocidad en una region homogénea—w esta

determinada por

s
#5{V,5), =KoV (py). . (1.3)
Para el caso de flujo unidimensional en un medio poroso isétropo, se tiene que
B
d(p,
1, (v,) =-K,, —<dx > (1.4)

donde la permeabilidad (Kﬂw) es la medida de la conductividad de un medio poroso al

flujo de fluidos. Sin embargo, dada la complejidad para modelar los fendmenos de
transporte dentro de un medio poroso a escala puntual, se han reportado varias
relaciones entre permeabilidad y la porosidad del medio. Los modelos existentes se
clasifican en dos tipos, los modelos capilares donde el flujo a través de la matriz porosa

es visto como el flujo a través de conductos tortuosos y los modelos de arrastre donde
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se considera el flujo alrededor de objetos sélidos inmersos en un fluido. Para
porosidades bajas e intermedias, los modelos capilares son mas apropiados, mientras
que para altas porosidades la mejor opcion se considera que son los modelos de arrastre
(Dullien, 1979). A continuacién, se describiran algunas de las caracteristicas de los

modelos mencionados.

1.6.-Modelos capilares.

Estos modelos involucran la aplicacion de la ecuacion de Navier-Stokes al flujo en
conductos de diametro pequefio, se supone estado estacionario y flujo completamente
desarrollado. De esta forma, suponiendo que el medio poroso esta constituido por n

tubos de didmetro ¢, y porosidad &,, =nz(Z/4, se obtiene la velocidad promedio de

acuerdo a la ecuacion de Hagen-Poiseulle, como sigue

_ i d(p,),
<vﬁ>w’p BT (1.5)

A partir de esta ecuacion se calcula la velocidad de Darcy como,

¢ d(p,)
N a9

Al comparar la ecuacion anterior con la (1.4) se obtiene la siguiente definicion de la

permeabilidad (Scheidegger, 1974),

4og 2
_ Nzt _ Epola (1.7

fo 128 32
Se han propuesto modificaciones a este modelo (Dullien, 1979), una de ellas es el

considerar una distribucion de tamafios de ¢ y usar el diametro promedio de tubo. Es

bajo esta idea que se utilizara la ecuacion (1.7).
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1.7.-Modelo basado en el radio hidraulico.
Este modelo corresponde a la teoria de Carman-Kozeny, y las ideas fundamentales son

similares a las empleadas en el modelo de tubos capilares. EI diametro hidraulico (fﬂ)

(Carman, 1937) se define como la razon de cuatro veces el volumen vacio entre el area
superficial, o bien

_ 45/;(0

! :
a,,

’ (1.8)

En este caso,

a,, :di(l—g,,w), (1.9)

c

en la cual d, es el diametro promedio del cilindro.
La velocidad promedio dentro de los poros se modifica usando la tortuosidad (z) y un
factor de forma k,,

2

_ ! d(l%)i
<Vﬂ>“’ P _161|fo,uﬁ dx (1.10)

donde k, =2 para un capilar circular y de 2 a 2.5 para formas rectangulares y elipticas

(Happel y Brenner, 1991). Ademas, se modifica la definicion de la velocidad de Darcy

como sigue,

(), =22 {v,) . (1.11)

De manera que la permeabilidad es ahora,

2 3
Epols _ Epo

& 16kK kKa\fa) ’

(1.12)

donde k. =z°k, es la constante de Kozeny. Con el fin de extender los resultados a una

geometria esférica se define un didmetro medio de particula como,
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L Smem) (1.13)

7 a,,

- 3
De manera que para el caso de cilindros ¢, =EdC y para esferas ¢ =d,, donde d, esel

didmetro de las esferas uniformes. Para estas condiciones, la ecuacién (1.12) es

modificada a,

3 f2
S Uy S (L14)
180(1-¢,)

&
K P

En la ecuacion anterior (la cual se conoce como la ecuacion de Carman-Kozeny) se
utilizé un valor aproximado de la tortuosidad de V2 y se tomo k, =2.5, de manera que

la constante de Kozeny adquiere un valor de 5.
Para un lecho empacado con particulas esféricas con una baja distribucién de tamafios,

Rumpf y Gupte (1971) muestran que la permeabilidad se puede calcular por medio de,

85.522
_ YPo’c
“m="5g " (A15)

la cual ofrece un buen ajuste con resultados experimentales para valores de porosidad

entre 0.35y 0.67.

1.8.-Modelos de arrastre para estructuras periodicas.

Las ideas detrés de estos modelos son muy parecidas a las empleadas en la solucion del
problema de cerradura (Eidsath y col., 1983; Barrére y col. 1992), es decir, se resuelven
en una cela unitaria periddica las ecuaciones de Navier-Stokes para obtener de esta
forma la velocidad promedio y con ella calcular la permeabilidad. En su texto, Whitaker
(Cap. 4, 1999) muestra como, al hacer un cambio de variables en el planteamiento del
problema de cerradura, a partir de la solucién de un problema analogo al de Stokes (ver
ecuaciones (4.2-42) a (4.2-44) en Whitaker, 1999) se puede calcular el tensor de

permeabilidad usado en la ley de Darcy.
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En su monografia, Happel y Brenner (1991) desarrollan con detalle este tipo de

modelos. EI mas sencillo es aquel en el que el medio poroso se modela como un

conjunto periodico de cilindros impermeables del mismo diametro (EU), la celda

unitaria y el modelo de medio poroso se muestran en la Figura 1-1.

En este modelo se hace la suposicion que la superficie de diametro ¢+ esta libre de

esfuerzos (superficie libre), a su vez, el modelo requiere suponer flujo paralelo o
perpendicular a los cilindros. Note que 6 puede considerarse como el diametro de poro.
Al resolver la ecuacién de Navier-Stokes e imponiendo la condicién de no
deslizamiento en la superficie del sdlido y de flux nulo en la superficie libre, se obtiene
el perfil de velocidad, con el que se puede obtener la velocidad de Darcy, de manera que

la permeabilidad es (Happel y Brenner, 1991),

o (1.16)

_ £yl
16k, (1-¢,,)

Ko

en este caso la constante de Kozeny y la porosidad estan dadas por,

2 3
k, = S (L17)

(1—gﬂw){2ln{l_lgﬂj—3+ 4(1—gﬂw)—(1—gﬂw)2} |

_ot+208

= 1.18
gﬂw (fg 4 5)2 ( )

Mientras que en el caso de flujo perpendicular la permeabilidad es

< :(fa+5)2[In(fa+§J_£(fG+5)4—fﬁ} (119)

pe 16 ! 2(0,+6)" +¢

o

Es importante mencionar que al usar otros arreglos de cilindros como los que
propusieron Sparrow y Loeffler (1959) se obtienen resultados idénticos a los de Happel

y Brenner (1991) para valores de porosidad superiores a 0.8.
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— Celda unitaria
Modelo periodico
del medio poroso

Figura 1-1: Modelo periddico de medio poroso y celda unitaria usando cilindros

paralelos y considerando; i) flujo paralelo y ii) flujo perpendicular.

Sin embargo, debido a la baja capacidad de estos modelos simplificados para reproducir
datos experimentales su aplicacion es limitada, esta dificultad es mas evidente para
valores bajos de porosidad. Por ello, se han resuelto numéricamente las ecuaciones de
Navier-Stokes (Eidsath y col., 1983; Sahraoui y Kaviany, 1992), obteniendo excelentes
ajustes con datos experimentales.

Por otro lado, Larson y Higdon (1989) consideraron un modelo de medio poroso
constituido por esferas, el cual se muestra junto con la correspondiente celda unitaria en
la Figura 1-2. En su estudio resolvieron el problema de Stokes usando el método de
colocacion y tres tipos de arreglos de esferas en la celda unitaria. En su texto, Kaviany
(1999) propone la siguiente relacion, basada en la ecuacién de Carman-Kozeny, para

aproximar los resultados de Larson y Higdon (1989),
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Ko _A ezw
l (1—gﬁw)2

2
donde A es un parametro ajustable, el cual para reproducir los resultados de Larson y

, (1.20)

Higdon se tomé como A=2x10"°. La relacion entre el diametro de la esfera de la celda

unitaria (¢) y el didmetro de la esfera sélida contenida en la primera es,

1 (1.21)

fo. (1 _ gﬂw )1/3

Para finalizar este capitulo se presenta la siguiente expresion propuesta por Kaviany
(1999) para ajustar los resultados numéricos de Sahraoui y Kaviany (1992) para arreglos

de cilindros,

K 51
Spe 0060675 04<e,
¢ 4(1-2,,)

<0.8. (1.22)

COeEEOEEEEE

Modelo de medio

pOoroso

Celda unitaria

Figura 1-2: Modelo de medio poroso y celda unitaria usando esferas.
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Objetivos

Objetivo general:
Desarrollar condiciones de salto cerradas en sistemas multifasicos, a partir del

planteamiento y solucion de problemas de cerradura.

Obijetivos particulares:

e Desarrollar condiciones de salto cerradas de transferencia difusiva de masa entre
un fluido y un medio compuesto de microporos considerando una reaccion de
primer orden.

e Desarrollar una ecuacién de transferencia de masa generalizada cerrada y
comparar los resultados con los que se obtienen al usar una condicién de salto
para el fenébmeno de transferencia de masa difusiva entre un medio poroso y un
fluido.

e Desarrollar condiciones de salto cerradas de cantidad de movimiento para un
sistema analogo al usado por Beavers y Joseph (1967).

e Comparar los resultados obtenidos con los de otras metodologias como la de
Goyeau y col. (2003).

e Desarrollar condiciones de salto cerradas de transferencia convectiva y difusiva

de masa entre un medio poroso y un fluido.
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Parte I:

Transferencia de masa difusiva
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Capitulo 2:
Deduccidn de la condicion de salto de transferencia de masa en la

inter-region microporo-fluido.

2.1.- Planteamiento del problema.

En este capitulo se desarrollaran condiciones de salto cerradas (es decir, sin involucrar
parametros ajustables) para el problema de difusion y reaccion entre un fluido y un
medio poroso compuesto de microporos. Para ubicar el nivel de escala al que se dirige
el analisis, en la Figura 2-1 se muestran cinco niveles que van desde la escala reactor
(macroscopica) hasta el nivel de la superficie catalitica (puntual), previamente estudiada
por Wood y col. (2000). De esta manera, el problema que se desea estudiar se ubica en
el nivel de Escala Ill. Este capitulo esta dedicado a la deduccion de las condiciones de
salto cerradas para este problema, mientras que en el Capitulo 3 se presenta y resuelve
el problema de cerradura necesario para calcular el coeficiente de reaccion efectivo

resultante.

Problema puntual.

Las condiciones de salto puntual y promedio para la Escala V fueron reportadas por
Wood y col. (2000) suponiendo que la reaccion quimica solo tiene lugar en la interfase
solido-fluido. Para este analisis, se referira a la fase solida como la fase —x mientras que

al fluido se le denotara como fase—y . Es conveniente mencionar que, en este contexto,

se maneja el concepto de fase desde un sentido termodinamico; es decir, es un fluido
homogéneo que satisface la hipotesis de equilibrio local (Ochoa-Tapia y Soria, 1995).
Bajo estas circunstancias, las ecuaciones promedio que describen el problema en la

Escala V son
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oc,
6—(=V-(@;,VCA7), en lafase—y, (2.1)
CF. -n .2Vc, =kc,, enlainterfase y-x, (2.2)

donde k es el coeficiente de reaccién definido en la ecuacién (58) de Wood y col.

(2000) y se obtiene de resolver el problema de cerradura correspondiente.

Escala II.

Lecho empacado Escala 1.

Particulas cataliticas porosas

Jase-x  fase—y

Escala V.
Islas adsorbidas

Escala IV,
Microporos

Escala .
Reactor de lecho empacado

Figura 2-1: Niveles de escala de interés.

2.2.- Promedio volumétrico.

El primer paso en esta metodologia consiste en definir una region (o espacio
geométrico) de promediado (V) de volumen 27" (también conocido como Volumen
Elemental Representativo o0 V.E.R.; Bear, 1972) en cada punto del sistema de la Escala

I1l. Es decir, tanto en la regién compuesta por microporos (regién—w), como en el

“ A lo largo de este documento, se usaran las fuentes Times New Roman cursiva y Shelley Allegro
cursiva para referirse a espacios (o superficies) geométricos y sus volimenes (o areas), respectivamente.
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fluido de los macroporos (regién—7) y en la inter-region (w—1). Para este sistema
biféasico, el volumen 77 puede expresarse como sigue

7" =7(x)+7.(x), (2.3)
donde 7/{x) denota el volumen del espacio geométrico ocupado por la fase-ien V .

Por otro lado, en este trabajo se maneja el concepto de region homogénea de la misma
forma que Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a); es decir, es una porcion del sistema
multifésico (cuya longitud caracteristica esta relacionada con el tamafio de V) que no
esta influenciada por los répidos cambios en la estructura que ocurren en la frontera. En
otras palabras, una region homogénea es aquella porcién del sistema donde las
diferentes fracciones volumétricas y otras propiedades asociadas con la microestructura
son independientes de la posicion. Por otro lado, en adelante se maneja el concepto de
inter-region o frontera macroscépica, como la porcion del sistema que separa dos
regiones homogéneas. Como se muestra en la Figura 2-2, la region- o esta compuesta
por las fases—x y —y, siendo esta Gltima la Gnica fase presente en la region—7; en
otras palabras, la fase-y se encuentra fluyendo en los micro y macroporos de la
particula catalitica.
La region de promediado (V) debe ser lo suficientemente grande para que las no-
uniformidades en el medio poroso sean suavizadas en el espacio pero, al mismo tiempo,
lo suficientemente pequefia para que no se pierda demasiada informacion de la
miscroestructura en el proceso de promediado. Esta restriccion se suele expresar como
sigue,

|, <, <L. (2.4)
De esta forma, se define el operador de promedio superficial actuando sobre cualquier

propiedad asociada con la fase —y (%) como:
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vV, (2.5)

)

donde, como se ilustra en la Figura 2-2, x es el vector de posicion que localiza el

_1 [
x T o 7 x+y.
7w !
centroide del espacio geométrico V; el vector r, localiza cualquier punto en la fase—y y
el vector y  localiza puntos en la fase—y relativos al centroide x. Por ultimo, en la
ecuacion (2.5) V, (x) denota el espacio geométrico ocupado por la fase-y en V, el cual

cambia de acuerdo a la posicién del centroide.

Fluido homogéneo
(region-n)

fase-x

Inter=region
-

Jase—y
Microporos
(region-m )

Figura 2-2: Promediado para la Escala Ill.

Por el momento, resulta conveniente usar la siguiente nomenclatura simplificada,

<y/7>=07i/ j w,av. (2.6)
V(%)

Asimismo, se define el operador de promedio intrinseco como:

1
Wil = %(X)V;([x) v @0
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dado que la integral en el lado derecho de las ecuaciones (2.6) y (2.7) es la misma,

ambos operadores pueden relacionarse de acuerdo a,

<1//y> =g, (x)<z//7 >7 , (2.8)

donde ¢, (x) es la fraccion volumétrica (porosidad) de la fase—y en V, es decir

£ (x)=— [ av =J};;(ﬁ/x) 2.9)

Dado que en este trabajo se estudian los cambios espaciales al pasar de una region
homogénea a otra, resulta conveniente conservar la dependencia explicita de
propiedades promedio (como la porosidad) con la posicién (x). De aqui en adelante, a

menos que se exprese explicitamente, todas las cantidades promediadas intrinseca o

superficialmente son funciones de x.

2.3.- Ecuacion de transferencia de masa generalizada.

De acuerdo a la metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a), el siguiente paso
consiste en obtener una ecuacién de medio efectivo que sea valida en cualquier punto

del sistema, es decir, en la region homogénea—m, en la region homogénea—7 y en la

inter-region w—n . Al aplicar el operador de (2.6) a la ecuacion (2.1) se obtiene,

<a;§y > = (V(7ve,, ). (2.10)

Debido a que V, (x) es independiente del tiempo, (y por tanto también lo es la fraccion

g, (x)), el lado izquierdo de la ecuacion anterior se expresa, con ayuda de la relacion de

(2.8), como:

<acA7>: o(cy,) :gy(x)ﬁ@wy_ (2.12)




Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

Por otro lado, mediante el teorema del promediado espacial (Howes y Whitaker, 1985),

el lado derecho de la ecuacion (2.10) se puede escribir como,

<V-(@V0Ay)>:V-<Qy’VcA7>+Q}% [ n.ave, da. (2.12)
" A

En la ecuacion anterior, A, (x) representa la superficie interfacial contenida en V. Al

despreciar los cambios espaciales de <7 en el dominio de integracion, se puede

expresar el primer término del lado derecho de la ecuacién anterior, con una segunda

aplicacion del teorema del promediado espacial, como
V{7V, ) =V- @(V<CA7>+Q]7 | anAydA} . (2.13)
A

Al sustituir la condicion de frontera interfacial (2.2), asi como el resultado de la
ecuacion anterior en la ecuacion (2.12) resulta,
vi{ove, )\ =vd{ 7| v Lo ncodall-L [ ke dA. (214
< .( y CA}/)>_ ° “y <CA;/>+0}/7 J. }/KCA}/ _7 J‘ CA}/ . ( . )
Ax(X)
Por otro lado, la descomposicion espacial de la concentracion se suele definir de la

siguiente manera (Gray, 1975),

Cp

(2.15)

=(cs)
X+, T\ A

Al emplear la relacién de (2.8), asi como la descomposicion espacial en el término

c
Ay :
X+y, X+Yy,

difusivo de la ecuacion (2.14) se obtiene,

(2.16)
1 i 1
dA+— [ n . dA||-— [ ke, dA
7 a0

En la cual se entiende que tanto c,, como C,, estan evaluados en x+Y, . Sin embargo,

a partir del teorema del promediado espacial se puede demostrar que,
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(en )

dA . (2.17)

X

1

dado que Ve, = —71/ J n dA . Por lo que la ecuacion (2.16) se escribe ahora como,
" A

<V-(@VCA7)>:Vo(gy(x)D(x).V<cA7>y)_ in/ [ ke, dn, (2.18)

D(x)V ey ) =7 [VW%) J (o)

(2.19)

El coeficiente D(x) se denotara como el tensor de difusién dependiente de la posicion.

Es oportuno mencionar que en las regiones homogéneas (x —X,), las siguientes

restricciones de escala se satisfacen (Whitaker, 1999)
n<Lle; P <Lely, (2.20)

y COMO consecuencia

_<CA7> Xh)dA, 2.21)

en las regiones homogéneas,

V<CA7>7 > J};/(th) J' nyK[<cAy>7

lo cual, como se mostrard més adelante, permite simplificar la ecuacion (2.19).

Por otro lado, debe remarcarse que el uso de las restricciones de escala dadas en la
ecuacion (2.20), esta limitado a las regiones homogéneas dado que existe cierta
inseguridad sobre su validez en la inter-region. Por ello, se ha preferido mantener

explicita la dependencia del tensor de difusividad con x. Esta dependencia toma en

cuenta la transicion de las propiedades del tensor desde el fluido homogéneo (f/jl) a

aquellas en la region porosa homogénea (D, ). Como lo expresa la ecuacion (2.19),
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para estimar esta transicion, se requiere conocer, entre otras propiedades, los cambios
espaciales de la concentracion en la inter-region. Este tema se explora mas
detalladamente en el Capitulo 4.

Por otro lado, al despreciar los cambios espaciales del coeficiente de reaccion k en

A, (x), la ecuacion (2.18) se reduce a,

<V.(2VcAy )> = V-(gy (x)D(x)-V<cAy>’ ) —ka, (x)<cAy >;« : (2.22)

en esta ecuacion se utilizo la definicion de la concentracion promediada en el area,

1
(e ), = 7. (%) A,!(x) Cy dA, (2.23)

junto con la definicion del area interfacial por unidad de volumen,

1 oA, (X)
a,(x)=— | dA=—2"—=. (2.24)
7 AJ(x) 7

En las ecuaciones (2.23) y (2.24), o7, (x) es el area de la superficie A _(x). Al

sustituir ahora las ecuaciones (2.11) y (2.22) en la ecuacion (2.10) resulta finalmente,

£,(x) - =V.(,c;7(x)D(x).V<cA7>7)_kav(x)<cAy>yK. (2.25)

Esta es la ecuacién de transferencia de masa generalizada (ETMG) para el problema
estudiado en la Escala Ill, la cual carece de restricciones de escala y es, por lo tanto,
valida en todo el dominio. A este tipo de modelos se les suele llamar modelos de un solo
dominio (one domain approach) (Goyeau y col., 2003). Debe notarse que los
coeficientes dependientes del vector x tienen las siguientes propiedades,

L 071 en la region homogénea — 7

&, (x);a,(x): Dx z{gw; a,;D, enlaregion homogénea—w '’ (2.26)

donde ¢, y a, son los valores de la porosidad y el area superficial por unidad de

volumen en la region homogenea - @, respectivamente. Mientras que D, es el tensor de
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difusion efectivo en region homogénea - w (ver ecuacion (1.4-62) en Whitaker, 1999 o
bien la ecuacion (2.31) més adelante).

No debe perderse de vista que la ecuacion (2.25) no esta cerrada y por lo tanto no es

posible utilizarla para obtener el campo de <cA7 >y. Esta dificultad puede superarse, ya

sea estimando las propiedades necesarias para calcular los cambios espaciales de D(x)

(Capitulo 4) o bien, mediante las ecuaciones de medio efectivo en las regiones
homogeéneas. Sin embargo, las restricciones de escala necesarias para la obtencion de
dichas ecuaciones dejan de ser validas en la inter-regién, es por ello necesario
desarrollar condiciones de salto. A continuacion, se muestra como a partir de la ETMG
(2.25) y del uso de determinadas restricciones de escala, se pueden obtener las

ecuaciones de medio efectivo en las regiones homogéneas.

2.4.- Ecuaciones de transferencia de masa en cada region.
Region homogénea- w .
En esta region (donde x — x,) puede demostrarse que si se satisfacen las siguientes
restricciones de escala (Whitaker Cap. 1, 1999)
|, <L, (2.27)
|, <1, (2.28)

se cumple que,

¢, <(cy) (2.29)

XotYy

En la ecuacion (2.27) L. es una longitud caracteristica asociada con la concentracion

promedio. De acuerdo a la desigualdad (2.29), es posible remplazar a <CA7> por <CA >y
K 2]

7

(ver seccion 1.3.3 en Whitaker,1999).
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Como se mencion0 anteriormente, en esta region la desigualdad de (2.21) se satisface,

de manera que la ecuacion (2.19) se reduce a,

gy(xw)D(xw)-V<cAy>7x =£,D,:V(c,) (2.30)
donde,
D,V (c,,) =@{V<CA7>: +%(+W)JXM)anAmdAJ. (2.31)

La solucion del problema de valor a la frontera de la variable de cerradura (problema de

cerradura (Crapiste y col., 1986)) que permite expresar a €, en términos de V<cAy>y
fue llevada a cabo por Ryan y col. (1981), obteniendo un buen ajuste con datos

experimentales.

De esta forma, la ecuacion (2.25) se reduce, tomando en cuenta la expresion (2.26), a

/4
¢ o(cs ), :V.(g D .V <CA7>Z)—ank (cy,) . enlaregion homogénea—w.  (2.32)

Y0 ot 70" @ o

Region homogénea-7; .
En este caso, (x —>x,) las variables promedio son iguales a sus valores puntuales

correspondientes y ademas la fraccion volumétrica de fluido es la unidad; de esta
manera, como lo muestran Valencia-Lépez y col. (2003), cuando se satisfacen las

restricciones de escala (2.20), se puede concluir que

(cy) ={cs)=Cy,. (2.33)

n
En otras palabras, las desviaciones espaciales de concentracién son despreciables en

esta region. Con estos argumentos, la ecuacion (2.19) se reduce a,

&, (x,)D(x, )}V {c,,) =2V (c,) . (2.34)

n

Por lo que la ecuacidn (2.25) se reduce, tomando en cuenta la ecuacion (2.26), a
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a(c,,)
<(;[7>n :V(QV<CA7>;) en la regién homogénea —7 . (2.35)

Cabe mencionar que las ecuaciones (2.32) y (2.35) son analogas a las ecuaciones (2-21)
y (2-29) de Whitaker (1983); quién dedujo el modelo de una sola ecuacion para un
sistema idéntico al estudiado aqui y encontré ademas, que la region homogénea—w es

isotropa con respecto a la difusion Knudsen, obteniendo,

D —p =~ |ZRT

l, 2.36

donde A es cualquier componente de la diagonal principal de un tensor de segundo
orden que depende s6lo de la geometria del medio poroso. Los detalles que llevan a la
ecuacion anterior se pueden encontrar en el trabajo de Whitaker (1983).

Como se menciond anteriormente, las restricciones de escala, bajo las cuales las
ecuaciones (2.32) y (2.35) son validas, pueden no ser satisfechas en la inter-region. Por
ello, en la siguiente seccion se desarrollan las condiciones de salto correspondientes.
Con estas condiciones de frontera, se contara con un modelo completo para predecir el
campo de concentracién que consiste en dos ecuaciones de medio efectivo validas en las
regiones homogéneas y las condiciones de salto para la inter-region. A este tipo de
modelos, algunos autores les Ilaman modelos de dos dominios (two domain approach)

(Goyeau y col., 2003).

2.5.- Condicion de salto.

Para desarrollar la condicién de salto se seguira, como hasta el momento, la
metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a); en la cual se integran las ecuaciones

validas en las regiones homogéneas—w (2.32) y 1 (2.35) y la ecuacion de transferencia
de masa generalizada (2.25) dentro de un espacio geométrico (Vm) de volumen 77,

mostrado en la Figura 2-3 y definido como,
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)/ A /7 o
727,47,

n !

(2.37)

donde 7, y 7, son los volumenes de las regiones-w y -7 (Vw yV”) contenidas en

V_, respectivamente. De la misma forma, el area que define a la superficie de V,_ puede

descomponerse en,
oY, = o, + o, (2.38)

donde ~%, y o son las areas de las superficies externas de V, y V ,
respectivamente, mientras que pC/m, representa el area de la porcion de la superficie

divisoria entre las dos regiones (An) asociada con V,_ . Conviene remarcar el hecho de

que se estan despreciando los efectos convectivos en el analisis, por lo que no es
necesario contar, por el momento, con las ecuaciones de transporte de cantidad de
movimiento; sin embargo, existen otros casos donde el flujo del fluido debe
considerarse (Ochoa-Tapia y Whitaker 1997, 1998; Valencia-L6pez y col., 2003 y
Capitulo 7).

Al integrar en V_ las ecuaciones de las regiones w, 1 y la ETMG y usando el teorema

de la divergencia en los términos difusivos, se obtienen,

o(cy, ) ,
| [, —2teav = | nw-(ngw-V<cA7>w)dA
Region—-w: Vo Ao (2.39)

! J Moy '(é‘me v <CA7 >:})dA— I avwk <CA7 >: dv,
d J

1]

a<cAy>; 7 ,

Region—n: [ =0V = [n,o 7 <CA7>:)dA+ [ nm-(f?ﬁ<cAy>”)dA, (2.40)
Vv,

7 t
n A’I Am]

Todo el dominio:

v, V,, A, (241)
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Al sumar las ecuaciones (2.39) y (2.40) resulta,

ofen s gy 1 2w,
ngw hedv +v{#dv

o~ @ 7

(2.0,¥ (e, )] JaA+ [n,{7v(c, )’ ) aa (2.42)
A

n @

“[n,
A,

. nwn-(%DwV(CAyX —@V<CA7>7)dA— [a,k(c,) av.
5, 2

Jase-y —

/

fase-x region—n
4
‘/.L\
region-o O o
Curva C

Figura 2-3: Region de promediado V_ y vectores unitarios para la inter-region w—7 .

Mientras que al restar a la ecuacion (2.41) la ecuacién anterior, se obtiene la siguiente

expresion
o{c, ) o{c, ) acAyyacAV:
\{ £,(x) <at> —z, <at>w dV+V-[ £, (x) <at> B <at> iy
= ‘[ n(uo(é‘y (X)D(X)OV<CA7>7 _gwaon<CAy>:)dA
A,
+Jn”.(gy (X)D(x).V<cA7>V —Q;V<CAy>;)dA (2.43)

A,
[ {0 ey ) - 79 e ) Joa
va

—I ka, (x)<cA7>yKdV + j a, k <CA7>:) dv.
Vm

V,

£

La estructura de esta ecuacion permite identificar las siguientes propiedades de exceso:
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Exceso de acumulacion superficial:

a(c, ) a(c, Y a(c, Y
/J;}gys <8/17>S dAz\;[ £,(x) <6iy> -, <;[y>’“ dv
2.44
a<CAy>7 6<CA7>: ( )
+\;[ gy(x) o dv,
Exceso de transporte difusivo superficial:
C.fns.gyst.Vs (cy ) do= /&[ nw-(gy (X)D(x)V(cy, ) ~£,D,V <CA7>:)dA
(2.45)

" i n, {2 ()D(X)¥ (e, ) -

donde C representa la curva cerrada que se encuentra sobre la superficie divisoria

(Figura 2-3) y n, es el vector unitario normal que es tangente a la superficie divisoria y

normal a la curva C. Al usar el teorema de la divergencia superficial (Deemer y Slattery,
1978; Slattery, 1980; Ochoa-Tapia y col., 1993; Slattery, 2007) en la ecuacion (2.45) se
obtiene que

J' Vsogyst-VS<cA7>: dA = j nw-(gy(x)D(x)-V<cA7>7 —gWDw-V<cA7>Z))dA

(2.46)
<c >y)dA.

Ay n

En este momento es conveniente introducir un tensor de proyeccién P de acuerdo a
(Whitaker, 1992),

P=I-n,n,,. (2.47)
De esta forma, el operador gradiente superficial V en la ecuacion (2.46) esta dado, en
términosde P y V, como

no' ‘no

V,=Pv=(I-n,n,)V. (2.48)
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Exceso de velocidad de reaccion superficial:

[ (Ru),0A= [a,(x)k(ey, ) v - [ak(cy, ),
A, V. v,

dv . (2.49)

En la siguiente seccion se demostrara que cuando se cumple la restriccion ry <r,

entonces,

(R.), =—— [ R,0A=(R,,) = (key) . (2.50)

o A,

donde oo, representa el area de la superficie ocupada por V cuando su centroide se

localiza en la frontera. De esta forma, al sustituir estas definiciones en la ecuacién

(2.43), se obtiene, tras agrupar todos los términos en una sola integral y tomando en
cuenta que la superficie A;n es arbitraria (lo que permite igualar a cero el integrando),

la siguiente expresion

a<CA7 >:

Y
€ ot - Vs.(g;/st ‘Vs <CA;/>S ) =
exceso de acumulacion superficial ~ exceso de transporte por difusion interna (2 51)
/4
-n .(8,me'V<CA7> - )— <kCA7>77a) .
H_J

transporte difusivo neto hacia la inter-region €exceso en |6_l,
tasa de reaccion

En este momento conviene notar que, si los cambios espaciales de los integrandos en los
dos términos del lado derecho de la ecuacion (2.46) se suponen despreciables en las
superficies transversales de V, y V,, resulta que

J'Vsogyst-V5<cA7>: dA = j nw-(gy(x)D(x)-V<cAy>y—g D -V<cAy>;)dA

yo = o
A:,,] A/v (Xm )

donde A (x,]) y A,(x,) son las superficies de V, y V,, en las partes superior e inferior

de V_, respectivamente. Sin embargo, en dichas superficies, es razonable suponer que

las restricciones de escala bajo las cuales la ETMG y las propiedades promedio
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corresponden a sus valores en las regiones homogéneas se satisfacen. De esta forma, el
lado derecho de la ecuacion (2.52) se puede suponer que es mucho menor que la unidad

y la condicion de salto (2.51) se reduce a

/4
O ), D v{(c, \V -avic,\ |- (k 253
875 8’[ - _nwn. gy(u (u. <CAy>w _4? <CA;/>U - < CA7>?760 " ( " )
— —
exceso de acumulacion superficial transporte difusivo neto hacia la inter-region exceso en la

tasa de reaccion

Por otro lado, al llevar a cabo un analisis de orden de magnitud en la ecuacion (2.44) se

obtiene que

a<c

Y
\Y)
. af>s=o[(gyAt<cAyy_%Atmx)ﬁ}

+0O

&

donde A, <z//7>‘7 representan los cambios en <z//7>‘7 que ocurren durante un tiempo

caracteristico t”, el cual, como se mostrara mas adelante (Seccion 3.2), esta restringido

at =O(LC LCl/Z) Por otro lado, de acuerdo a la Figura 2-3, se pueden proponer los

siguientes estimados

ol Vi ol BA) _ora i-
R (B), j=wn, (2.55)

. wn
donde, B es la mitad del espesor de la zona de transicion (Figura 2-4). De esta forma, la

ecuacion (2.54) puede expresarse de la siguiente manera simplificada

2o Ofz, {en) ~2nlen ). |2 +0[ 4 (60 ) ~(e ) |5+ @50)

[0]

Ademas, el estimado de orden de magnitud del término de transporte difusivo neto

hacia la inter-region es

{50, (60 ) 79 (e, Y )- O(7D<c> —<cAy>:J @57)
e

AN
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En base a los estimados en las ecuaciones (2.56) y (2.57), se puede proponer la

siguiente restriccion de escala,

D
0(87}”’(%% ‘<CA7>:J gt
c 71, (2.58)

4

Ofc,(en) ~enfon )L 0(s (en) ~len ) B

Note que, para los casos en que

D
0(8(7 (c) ~(c,, >:J

p p p = 0(1), (2.59)
0(s,(cy) ~2. (e ) )+O (2, {cn ) ~(e0 )]
la restriccion de (2.58) puede expresarse, tomando en cuenta que ——>1, como
% > 1, proceso cuasiestacionario. (2.60)

La restriccion anterior permite expresar que, cuando la distancia caracteristica, L,

asociada con los cambios de V<cAy>7 (la cual puede suponerse del orden de la longitud

caracteristica del sistema macroscopico, L) es mucho mayor que la distancia de la
superficie divisoria a las regiones homogéneas, el exceso de acumulacién superficial
puede considerarse despreciable respecto a los términos del lado derecho de la ecuacion

(2.53). Por lo que la condicidn de salto se reduce finalmente a,

-, (QV <CA7>; ) + nnw.(gwa.V<cA7>:)) = <kcAy>m , en la superficie divisoria, (2.61)

4

la cual es valida para procesos cuasiestacionarios con exceso de transporte superficial
despreciable. Note que esta ecuacion establece una discontinuidad en el flux de
concentracion debido al término de reaccién quimica en la superficie divisoria.
Conviene remarcar que el uso de este resultado sélo puede considerarse aceptable

cuando las restricciones y suposiciones adoptadas sean vélidas.
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Para definir completamente el problema es necesario especificar cual es la condicion
que aplica para el campo de concentracion. La cual, en principio puede deducirse en
base a suposiciones y restricciones de escala similares a las presentadas previamente,
sin embargo, este analisis aln requiere méas discusion y se presentara en un trabajo
futuro. Por el momento, se impondré la siguiente condicion de continuidad de los

campos promedio intrinseco de la concentracion,

<cAy>; =(cy,) . en lasuperficie divisoria . (2.62)

Hasta este punto, la condicion de salto dada por la ecuacion (2.61) no esta cerrada, pues
el término de reaccion no se encuentra expresado en funcion de parametros que sean
medibles en las regiones homogéneas. Para ello, es necesario el desarrollo del problema

de cerradura correspondiente, este es el objetivo del siguiente capitulo.

2.6.- Relacion entre (Ra)s Y Ras -

En el desarrollo de la condicidon de salto se definié al exceso de velocidad de reaccién

superficial como,

[ (Ru),dA=[(R,,) dV—[(R, ) dV, (2.63)

A, v, v,
para simplificar la nomenclatura, en la ecuacién anterior se usaron las siguientes

definiciones,

<RA7>7K =av(x)k<cA7> : (2.64)

y <RAy>: =awk<cAy>:. (2.65)

Al despreciar los efectos de curvatura de la inter-region, la ecuacién (2.63) se reduce a,

(Ra), =], (Ry,) dz=[" (R, ) dz. (2.66)
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Lo que implica que el tamafio del radio de la region de promediado (r,) es mucho

menor que el radio de curvatura de la inter-region (r, ), es decir, r, <r,.

En la Figura 2-4, se muestran algunas de las longitudes caracteristicas a utilizar en esta
demostracion. En dicha figura la coordenada z es la distancia desde la superficie del
medio poroso hasta la posicion del centroide del volumen de promediado donde se
encuentra alguna region homogénea. Por simplicidad, esta distancia se supuso igual
para ambas regiones, pero el analisis puede extenderse sin mayores problemas a
situaciones cuando no lo son. A diferencia del caso estudiado por Wood y col. (2000),
en este caso la reaccién quimica tiene lugar tanto en la superficie divisoria como dentro
del medio poroso. A la escala puntual, la reaccién quimica tiene lugar (dondequiera que
exista superficie catalitica) a lo largo de una distancia igual a 2A”" y, para el caso de la
frontera, se incluye en la Figura 2-4 una comparacion con las otras longitudes
caracteristicas del sistema. Cabe mencionar que la distancia 2A” seré igual a 2A (Wood
y col., 2000) si los efectos de curvatura locales pueden suponerse despreciables, como
en el caso en que el medio poroso esté compuesto de cuadrados.

De acuerdo a la Figura 2-4, es posible descomponer el primer sumando del lado derecho

de la ecuacion (2.66) en tres integrales como se muestra a continuacion,

[ (Ry) dz=["(R,) dz+["(R,) dz+[ (R,) dz.  (267)

Por otro lado, en la Figura 2-5a se muestra un esquema de la distribucién de la reaccion
en la inter-region @ —n para el caso de control por reaccion en los microporos, mientras
que en la Figura 2-5b se muestra el caso de control por difusion. De hecho,
anteriormente Kramer (1966) sugiere que, en el limite cuando la reaccion es
extremadamente rapida respecto a la difusion, la contribucion de la reacciéon en la

superficie externa de un catalizador poroso adquiere importancia. Como puede notarse
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de la Figura 2-5, en el intervalo ze[+r,,+B] la velocidad de reaccion <RAy> es
7K

despreciable, mientras que en el intervalo z e[—B,—rO] adquiere valores cercanos a

<RA7>:, de manera que la ecuacion (2.67) se reduce a,

Jj:<RA7>7 dz = J':: <RAy>:] dz + Ij: <RA7 >7K dz.

z=+B

7=+A
z=0 z=—A"
Z=-T,

o Wi
7z=B

Figura 2-4: Distancias caracteristicas en la inter-region.

Por otro lado, el segundo sumando en la ecuacion (2.66) puede descomponerse en,

fB<RAV>:,dZ - ,[: <RA7 >Z)dz + io <RA7 >;dz

(2.68)

(2.69)

Figura 2-5: Esquema de distribucion de velocidad de reaccion en la inter-region para el

transporte dominado por a) reaccion y b) difusion.
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Al sustituir las ecuaciones (2.68) y (2.69) en la ecuacion (2.66) se obtiene,

(Ru), = [ (Ry), dz— frO<RAy>Zdz
- J.—Oro (< RA>7K B < Ry >Z ) dz+ J.oro <RA7 >Zdz

De acuerdo a la ecuacion (2.70), el valor de (RA>s corresponde al rea sombreada en las

(2.70)

graficas de la Figura 2-5. De esta forma, el procedimiento de la Seccion 4 de Wood y

col. (2000) permite llegar a,

(R), = [ RedA=(R,) =(kc,) . (2.71)

no Az](u

lo cual concluye la demostracion.
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Capitulo 3:

Planteamiento y solucion del problema de cerradura

3.1.- Problemas puntual y promedio.

En el capitulo anterior se mostraron las ecuaciones que describen el problema puntual,

mismas que fueron obtenidas por Wood y col. (2000),

aCA 7
at7 =V+{(ZVc,,), enlafase—y, (3.1)
CF. -n, _.2Vvc, =kc,, enlainterfase y—x . (3.2)

Por otro lado, al usar el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999) fue posible
obtener la siguiente ecuacion de transferencia de masa generalizada (ETMG) que no
tiene restricciones de escala y es por tanto valida tanto en las regiones homogéneas

como en la inter-region,

o(c, Y
g, (X)M = V.(gy (X)D(x)-V <CA7 >7 ) —ka, (x)<cAy>W : (3.3)
donde se introdujeron algunos términos dependientes de la posicion, los cuales en las

regiones homogeéneas se reducen a

L0l en la region homogénea — 7

7 (x)ia,(x): D(x) :{gw; a,; D, enlaregion homogénea—w - (3.4)

A partir de la ecuacion (3.3) fue posible obtener, al imponer las restricciones de escala

correspondientes, las ecuaciones de medio efectivo en las regiones homogéneas,

/4
&y a<(:;:>w :V’(‘%DM'V<CA7>Z)—avwk<CA7>:, en la region homogénea—w, (3.5)
a 7
<::[7>z; :V(QV<CA7>:) en la region homogénea —7 . (3.6)

Por otro lado, siguiendo la metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) fue posible

desarrollar la siguiente condicion de salto del flux de masa,
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_n,,w-(i(ﬁ/;‘V<CAy>;)+ nnw.(gwa.V <cA7>;) = <kcAy>m , en la inter-regién w—7 . (3.7)
Y ademas se impuso la siguiente condicién de continuidad para el campo de

concentracion,

<CA7>Z =<CA7>Z), en la inter-region w—n . (3.8)
Debe mencionarse que una alternativa a este planteamiento consiste en imponer una
condicion de continuidad del flux de masa y desarrollar una condicién de salto para la
concentracion. Sin embargo, la presencia de una reaccién en la inter-region hace mas
atractiva la condicion de un salto en el flux que en la concentracion. De hecho, el
imponer o0 no una condicion de discontinuidad de masa, debe plantearse en términos de
suposiciones y restricciones de escala, lo cual forma parte de un trabajo futuro.
Por otro lado, la condicién de (3.7) no esta cerrada, por lo que en este capitulo se

obtendrd, siguiendo la metodologia de Wood y col. (2000), su forma cerrada.

3.2.- Planteamiento del problema de cerradura.
El primer paso consiste en retomar las definiciones de las descomposiciones espaciales
de la concentracion (Gray, 1975) y del coeficiente de velocidad de reaccion (Wood y
col., 2000),
C, :<cAy>y +Cy, (3.9
k=(k), +k. (3.10)
Al sustituir estas definiciones en el término del lado derecho de la condicion (3.7) se

obtiene,

(kew,),, =({K), en )+, (K),,, +R{cy ) e, ) - (3.10)

Siguiendo un procedimiento similar al de Whitaker (Cap. 3, 1999), la ecuacion anterior

se reduce a,
<kCA}/ >,7w = <k>,7w <CA7 >7 +< ~CAy >m . (3.12)
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Como se puede notar, lo que se necesita para cerrar esta Ultima ecuacion, es una
expresion de las desviaciones espaciales de la concentracion en la inter-region. Para
ello, es necesario plantear el problema de valor a la frontera para estas desviaciones en
la inter-region.

La ecuacion diferencial para las desviaciones, valida en cualquier punto donde se

encuentre presente la fase- , se obtiene de restar las ecuaciones puntual y promedio.

Para lo cual, es conveniente expresar la ecuacion (3.3) como

) _ oo, o (005, (K7 (0 Y)

ot 4
(o)

jdA] (3.13)

+&," (X) Ve J// J; nWCAydA}—g;l(x)kav(x)<cA7>

}/K.

82:;/ _ ZVZCAy _8;1(X)V5y (X)‘(W <CA7>7 X)
—&,"(X)V- é j()nyk (<CA7>7 . —(c,,) deA] enlafase y.  (3.14)
A (X 7

_g;l(x)V.¢ I nyKCAydA]+gyl(x)kav(x)<cA7>yK

Sin embargo, se puede demostrar que si la siguiente restriccion se satisface

L>1, (3.15)

2
4

la ecuacion (3.14) puede considerarse en estado cuasiestacionario,

jdA] (3.16)

NV, =5, (X)Ve, (X){m@”m

Ve Y
Y
<CA7>

(e )

X+y,
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En la restriccion (3.15), t"es un tiempo caracteristico, el cual estd restringido de

acuerdo a (Whitaker, 1999),

7 _ow) (3.17)
LG oW '

Es conveniente ahora deducir las condiciones a la frontera que debe satisfacer la
ecuacion (3.16). Para determinar la condicion en la interfase sélido-fluido, se sustituye
la descomposicion espacial de la concentracion, dada en la ecuacion (3.9), en la

condicion de frontera local (2.2), obteniéndose,

_n;«'zv <CA;/ >7

—n, +TVE, = k[<cAy>7 y +cij, (3.18)

X+y, y

Al hacer un analisis de 6rdenes de magnitud a esta ecuacion, resulta (Whitaker, 1999),

KL

~ V4
Ca, =0 , <CA7>
kl kl
1+0| XL | 1+0 —’

(3.19)

X+y,

7

4

Aqui se supuso que la longitud caracteristica asociada con los cambios de <cAy>y es L.
Este estimado indica que

Cpy < (), (3.20)

siempre que se cumplan las siguientes restricciones de escala,

kI

L <1, (3.21)
/4

I

L <1, (3.22)

L.

La restriccion sobre el término de reaccion se satisface, en general, debido a la
disparidad de restricciones de escala y ademéas porque el limite de aplicacion préactica

del mddulo de Thiele (Whitaker, 1999) estd dado por

ka, r?
Baly g9, (3.23)
gy(qu
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Debido a la ecuacion (3.20), la condicion de frontera interfacial se reduce a,

n o g N IVE = 4
n, 4V<CA7> n, V¢, = k<cA7>

x+yy

, enlainterfase y-x. (3.24)

x+yy
También, como consecuencia de la ecuacion (3.20) es posible expresar la concentracion

promedio en el &rea (ecuacion (2.23)) como,

(= | (o)

X AL(X) X+y,

dA. (3.25)

Ademas, la restriccion de escala dada por la ecuacion (3.22) permite afirmar que

;/ [ n,CudAl. (3.26)
" A

difusion no-local

V36, > &t (X)Ve

difusion

Por lo que, la ecuacion (3.16) es ahora,

4

VZCAy = g;l (x)Ve, (x)-(Z/TV<CA7 >7

(3.27)

J/ﬁ /-\,;[(X) o (<CA7>7

En este momento es conveniente establecer que el problema de valor a la frontera

e (X)Ve

/4

X+y,

asociado con €,  se resolvera en una zona representativa (celda unitaria) de la inter-

region como la que se muestra en la Figura 3-1. Dicha celda unitaria debe ser

espacialmente periddica a lo largo de la inter-region. De esta forma, Aw(x) se refiere

ahora a la superficie interfacial contenida en la celda unitaria.

El problema de valor a la frontera es ahora el siguiente,

dA

4

& (x)ka,(x) eV
j o7, (%) A,Kj<x)< 2 sy,

fuente reactiva non-local

V%, =5 (X)Ve, (x).[QV(cA,Y X

fuente difusiva volumétrica

+&,' (X)Ve %AJ( )nyk[<cAy>7 —<CA7>7

X+y,
fuente difusiva volumétrica no-local

(3.28)

JdA , en la fase—y,

77 4 TR b4 .
XA <CA7> —n V¢, = k <CA7> ,en lainterfase y-x. (3.29)
X+y, X+y,
| S
fuente difusiva superficial fuente reactiva superficial
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Periodicidad: €y (r+4)=¢,,(r), i=12 (3.30)
La condicion (3.30) implica que la celda unitaria debe ser espacialmente periddica a lo

largo de la inter-region, el vector r localiza algin punto en la superficie divisoria 'y /£

son los vectores tangentes de la celda unitaria.

region-n y=2h

region-o -

Figura 3-1: Zona representativa de la inter-region.

En las ecuaciones (3.28) y (3.29) se han identificado diversas fuentes reactivas y
difusivas, de las cuales cabe distinguir entre las fuentes difusivas superficiales y
volumétricas, cuyos 6rdenes de magnitud pueden no ser los mismos. Si este es el caso,
la ecuacion (3.28) puede reducirse a partir de la comparacion de los estimados de orden

de magnitud de las dos fuentes difusivas por unidad de volumen,

orden de magnitud .
de la fuente = J
g
difusiva superficial An(X)

ny,(-LZV <CA7 >7

dA = O[?W%Y} (3.31)

v

orden demagnitud

de la fuente =7 I (gy(x))—lvgy( )(ZV<CA>7) dv
difusiva volumétrica vy (x) . (3.32)
Ae, T y
=0| —1V
{ €T < A7> ]
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Las ecuaciones anteriores permiten hacer el estimado de la razén entre las fuentes

volumétrica y superficial como sigue,

atri Ag |
fuente volume_tr_lca _ol 2% | (3.33)
fuente superficial &,
Por lo que, si la restriccion de escala,
Ag |
—I <1, (3.34)
&,n

se satisface, el problema de valor a la frontera para €,, se simplifica a,

& (Wka, (x) [ (e)

dA
(%)

An(x) Yy

fuente reactiva volumétrica no-local

7 L], ey
An(x)

fuente difusiva volumétrica no-local

, en la fase- y, (3.35)

+& 1 (X)Ve

4

jdA

X+y,

CF1  -n_2v(c,) k{cy,)| .en A(x),  (3.36)
X+y, X+y,
fuente difusiva superficial fuente reactiva superficial
Periodicidad: €y (r+4)=¢, (r), i=12. (3.37)

Por otro lado, como se indica en la Figura 3-1, el alto de la celda unitaria debe ser tal

que para y<O0 las propiedades corresponden a las de la regiébn homogénea-w,
mientras que para y>2h, las propiedades correspondan a las de la region

homogénea—r. De esta manera, se pueden imponer las siguientes condiciones de

frontera,
CF.2 Ch =Caps eny=2h, (3.38)
C.F.3 Coy = Caorr eny=0. (3.39)

Sin embargo, en el capitulo anterior se encontrd que las desviaciones espaciales en la

region homogénea—n son despreciables, por lo que el problema de valor a la frontera es

ahora,
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A (x) i
CF.1 URIAY <CA7>7 - UV k<cAy>y ! en A, (x), (3.41)
CF.2 €, =0,eny=2h, (3.42)
CF.3 €y, = Cr ENY =0, (3.43)
Periodicidad: €y (r+4)=¢, (r), i=12. (3.44)

En este punto es conveniente notar que, mientras que la geometria en la que esta

definido el problema de valor a la frontera es invariante a una transformacion del tipo

y su

x+yy

7 7
r—r+/4, el problema de valor a la frontera no lo sera a menos que <cAy>

gradiente puedan tratarse como constantes. Para ello se consideran las siguientes

expansiones en series de Taylor

()], =(e)
v <CA7 >7

Al sustituir estas expresiones en las ecuaciones (3.40) y (3.41) resultan

o, (3.45)

X

Y, <CA7 Y L + %yyyy :VV <cAy >7

7

. (3.46)

- V<CA7>

x+yy

) +y,VV <CA7>7 )

v

@Vchyz—g;l(X)kav X)<CA7> «
(

X

sl dA]‘V<cAy>y

RAULAL) le,y dA]:VV<cAy>yL,en lafase-7, (3.47)
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4

N, +TVE,, =k(c,,)

7
+Nn TV <cA7>

7K r
X

+kyy-V<cAy>7

+ nYK.zyy .VV <CA;/ >y
" : (3.48)
+Eyyyy:VV<cAy>7‘ +..en A (x).

En la ecuacion (3.47) se utilizaron las siguientes relaciones obtenidas por Quintard y
Whitaker (1994)

71” J. n”‘yydA:_v<y7>’ (3.49)
7 A
> | nyy,da=-viyy,). (3.50)
" A(X)

En este momento, es conveniente llevar a cabo un analisis de orden de magnitud en cada

término del lado derecho de la ecuacion (3.47) para obtener

e U A S R BN

P P (3.51)

Let,

AT Y))alen ) J

g, hlele,

En la ecuacién anterior se uso O(yy) =1, . De esta forma, note que si se satisfacen las

siguientes restricciones de escala,

r—°<<1, <1, (3.52)
L Ll
Se puede concluir que
4 /| & (K, (X) ’
6‘7 (X)ka, (X)<CA7> X>>W Ay:‘.(x)yy dA 'V<CA;/> X, (353)
_ ¥ )t kav(x) 1 ¥
H(x)k A WLCTL . (354
g, (x) av(x)<cA7> ® 7 () A/KJ'(X)Zyyyyd VV<0A7> ) (3.54)
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Al usar estos resultados en la ecuacion (3.47) permite expresarla como
7V, == (ka, (x){c, )| ~& ()V{ 7V (y,) v (e, )|

(0%

@ (3.55)

; v <y7y7 >} Vv <CA;/ >7L ,enlafase —y.

Notese que los términos de orden superior no fueron incluidos en la ecuacién anterior.
Por otro lado, el llevar a cabo un anélisis de orden de magnitud en cada término en el

lado derecho de la ecuacion (3.48) da como resultado

k<CA7>7L +n IV <CA7>yL N, Ty VYV <CA7>7L +ky v <CA7>7 X

:O(k<cAy>7)+O (o) (3.56)

Ky v vvie, ) :
x C

2

7 on) |, of keblen ) |, of kEA (e )
Lch Lc I—cl-c1 .

+0O

De esta forma, si se satisfacen las restricciones de escala en (3.52) y r, < L, las

siguientes desigualdades son validas

1
X

k<cA7>y‘X >ky,V(c, ) X >>§yyy7 :VV(c,,)

x;k<CA7>y

n, v <CA7>7 ) >N, 7Yy VV <CA7>7 E (3.57)
Y como consecuencia, la ecuacion (3.48) se simplifica a
P ~ y P V4
-n V¢, = k<cA7> o+ nyk.@V<cAy> K at A, (x). (3.58)

Como se mostr6 anteriormente, es conveniente comparar los estimados de la fuente
difusiva en la ecuacion (3.58) con los dos Gltimos términos en la ecuacion (3.55). Estos

estimados estan dados por

Ll ore v ga of 7Y
%/AJ;.nW-EZ;V@A»XdA—O 7LCI77 , (3.59)
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87 rO LC

deo{mwy»)M%y}

; j g’ (X)V{? V<y7y7>} :vv(c,)

X

‘(;;/rol-cl-\:1

dv = O[ZA(v<y7y7>)A<CA7>y J .

(3.60)

(3.61)

Por otro lado, al usar los estimados desarrollados por Pérez-Cérdova y Ochoa-Tapia

(1995),

o((yy,))-0[(r+2.)55 |

los estimados en las ecuaciones (3.60) y (3.61) pueden expresarse como

1 _ . 1_€w @rA C 4
3 I [e0viamty b e, Jov _O[< o)l J
Z l+e,) r2Aa(c,, )
a)%v;(fx) 871(X)V.{ 27 V<y7y7>}:vv<%>y X Y O{( 102 ) yL02|_C<|_:> }

De manera que si se satisfacen las siguientes restricciones de escala,

2 2
10¢, L, 1 10s, LL¢

e )n e @

el problema de las desviaciones espaciales se expresa como

oV, =5, (¥)ka, (x)(c,, )| entatase-,

fuente reactiva volumétrica

" _n «OIVE — r
CF1 —nyK-ZV<cA7> M INE,, = k<cA7> e A, (x),
%{_/
fuente difusiva superficial fuente reactiva superficial
CF.2 C,, =0,eny=2h,
C.F3 € =Ca €NY =0,

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)
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Periodicidad: Cp (r+4)=C, (r), =12 (3.71)

Dada la linealidad del problema de valor a la frontera, se propone una solucion en

funcion de las fuentes del tipo,

,, =sy<CAy>/‘ +bv(c, )], (3.72)
X X
donde s, y b, son las variables de cerradura. La sustitucién de la ecuacién anterior en

las ecuaciones (3.67)-(3.71) da lugar a los siguientes dos problemas de valor a la

frontera,
Problema |
k
TV, = (%) o 1a fase- v, (3.73)
& (%)
n Vs, =§ en A_(x), (3.74)
7y
s,=0, eny=2h, (3.75)
Periodicidad s, (r+¢)=s,(r), i=12. (3.76)
Problema Il
V’b, =0, enlafase-y, (3.77)
-n, Vb =n_.en A (x), (3.78)
b,=0,eny=2h, (3.79)
Periodicidad b, (r+4)=b,(r), i=12. (3.80)
Junto con,
s, (¢, ) +b,V(c, ) =C,,, eny=0. (3.81)

Antes de continuar en el desarrollo del problema de cerradura, es conveniente obtener la
forma cerrada de la condicion de salto, ya que de esa manera se estara en posicion de
determinar si es necesario resolver los dos problemas arriba presentados o sélo uno de

ellos.
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3.3.- Forma cerrada de la condicion de salto.

Debe recordarse que el propdésito de resolver el problema de cerradura es transferir
informacién de la escala local a la promedio a través de un filtro, que en este caso es la

integral en la superficie A en el segundo término del lado derecho de la ecuacion

(3.12). En la seccion anterior se obtuvo una propuesta para resolver el problema de

cerradura [ecuacion (3.72)], por lo que sustituyéndola en la ecuacion (3.12) se obtiene,

<kCA7 >W = <k>w <CAy >: + <IZSV >W <CA7 >z + <l€b7 >W.V <CA7 >Z _ (3.82)

Al hacer un anélisis de orden de magnitud del Gltimo término en el lado derecho de la

ecuacion anterior se obtiene,

o e |«/ r
(kb,) V(). = O(Ik<cAy>s ] (3.83)

En la ecuacion anterior se supuso que k = O(k) y, a partir del Problema Il se tiene que

b, =O(I7). Por otro lado, el estimado de orden de magnitud del primer término del

lado derecho de la ecuacion (3.82) es,

(), (e ), =O(k(cy ), ). (3.84)

De manera que, si se cumple la restriccion |, /L <1 en la inter-region, la condicion de

salto se reduce a,

<CA7>;)+n,7,0-(gwa-V<CAy>Z) ) =Ky (Csy ), (3.85)

donde se definié un coeficiente de reaccidn efectivo como,

K =(K),, +(ks,) . (3.86)

ne

En la ecuacidn (3.85) se utilizo la condicion de (3.8) la cual implica que

<cAy >y = <CA7 >7 = <cAy >7 , en la superficie divisoria. (3.87)

s n ®
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La ecuacion (3.85) expresa que el flux de concentracion es discontinuo debido a una
reaccion quimica en la frontera medio poroso-fluido, la cual se expresa, a diferencia de
la ecuacion (2.61), en términos de un coeficiente efectivo que se puede determinar a
partir de la solucién de un problema de cerradura (ecuacién (3.86)). Es pertinente
reconocer que la estructura de la condicion de salto (3.85) fue reportada previamente
por Aris (1975) a partir de la ponderacion del flux en las bocas de los poros y la
reaccion quimica en la superficie catalitica externa.

Por otro lado, el salto en el flux en la ecuacion (3.85) puede despreciarse cuando se

cumple la siguiente desigualdad

4

nm-(ewa-V <CA7>Z)) > K <cAy> (3.88)

[

La expresion anterior puede ser resultado de suponer que la velocidad de reaccién total
que se lleva a cabo dentro de los microporos es mucho mayor que la velocidad total de
reaccion en la superficie externa del medio poroso (la inter-region),

1

- Jauk(e, ) av >>a]% [ Ky (. ) A, (3.89)
) ,

(o
Az]w
Este es el caso en algunas aplicaciones practicas en medios porosos (Aris, 1975). Bajo

estas circunstancias, se obtiene la condicion de continuidad del flux,
I /4 Y
n,m-(_zv <cAy>”) = nnw-(gwa-V<cAy>w) . (3.90)
Por ultimo, como puede notarse de la ecuacion (3.86), para obtener el coeficiente de
reaccion efectivo (Keff) es Unicamente necesario resolver el Problema I, (ecuaciones

(3.73)-(3.76)), lo cual se lleva a cabo en la siguiente seccion.

3.4.- Solucion del problema de cerradura.

Para llevar a cabo la solucion del Problema I, se debe considerar la condicion de (3.81),

de donde se deduce la necesidad de conocer la solucion del problema de cerradura en la
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region homogénea—w . Para ello, conviene recordar que en la Seccion 3.2 se obtuvo la

ecuacion (3.67) a partir de las ecuaciones véalidas en la fase—y y en todo el dominio, por

lo que se puede aplicar en la region—w, debido a que las restricciones de escala
necesarias para obtener esta ecuacion son mas faciles de satisfacer en esta region. De
esta forma, la ecuacion diferencial que describe los cambios espaciales de la

concentracion en la region—w es,

~ kav 7
2 _ w _
Vi€, = . <cAy>w, en la fase — . (3.91)

Por otro lado, la condicién de frontera (3.68) es valida dondequiera que exista una

interfase sélido-fluido, por lo que se puede utilizar con seguridad en esta region,

—n,V(c, ) -n Ve, :%<CM>: en A (x,). (3.92)

7
Para completar el planteamiento de este problema, se impone la condicion de
periodicidad,
Periodicidad €, (r+¢)=¢,,(r), i=123. (3.93)

Este problema es idéntico al expresado en las ecuaciones (1.4-51) a (1.4-53) del texto de

Whitaker (Cap. 1, 1999). Para resolver este problema se propone la siguiente solucion,
Cro =S50 (Cy ). +0,,2V(cy, ) . (3.94)

Al sustituir esta ecuacion en el lado derecho de (3.81) se obtiene,

s, <cAy>y +b v <cAy>y =S, <CA7>:) +b vV <CA7>; , eny=0, (3.95)
debe recordarse que en esta frontera es razonable suponer que <cAy >y = <cAy >Z) , de
manera que se extrae de esta Ultima ecuacion que,

S, =S, eny=0. (3.96)

Por otro lado, dado que esta frontera es artificial, es aceptable imponer la condicién,
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o 0
Loy =—CA7‘” , eny=0. (3.97)
o oy

Lo que implica que en y=0 no s6lo se estd suponiendo que el campo de las

desviaciones espaciales es continuo, sino también su derivada. Al realizar un analisis

similar al que nos llevo a la ecuacion (3.96), resulta,

os, 0s
—~ =" eny=0. (3.98)
o oy

Para obtener esta ecuacion se utilizé implicitamente la restriccion (3.22). Posteriormente

se mostrara la ventaja que implica el considerar esta condicion de frontera.

El problema de valor a la frontera para la variable s , se obtiene al sustituir la ecuacion

(3.94) en las ecuaciones (3.91) a (3.93),

Problema Ill,
Vi —- KB oniat
S,, =~ ¢enlafase -y (3.99)
g}/(t)'*'él
k
-n, Vs = f7y en A, .. (3.100)
Periodicidad s, (r+¢)=s,(r), i=123. (3.101)

Los problemas 1 y 111 no estan restringidos, hasta el momento, a algin tipo de geometria
para el medio poroso. Ademas, es claro que el resolverlos en un modelo como el
mostrado en la Figura 3-1 seria una labor por demés laboriosa y probablemente
innecesaria. Por ello, se propone, como primera aproximacion, el modelo simplificado
mostrado en la Figura 3-2, donde ademas se identifican las celdas unitarias a utilizar
para resolver los problemas de cerradura. En adelante se denotarad a este modelo como
modelo de medio poroso centrado en las caras y es similar al propuesto originalmente

por Prat (1989, 1990, 1992).
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Sin embargo, a partir de un analisis de simetria de los problemas de cerradura, se puede
demostrar que es suficiente resolver un cuarto y la mitad de las celdas unitarias en la
region homogénea—w Yy en la inter-region (ver Apéndice A-1), respectivamente. De
dicho analisis, también se obtiene que,

0s
—2 =0, eny=0. (3.102)

oy

Al sustituir este resultado en la ecuacion (3.98), se obtiene,
—~L =0, eny=0. (3.103)

o P=2h

Celda unitaria
para la inter-region

h

h

Celda unitaria
para la region-m

Figura 3-2: Modelo de medio poroso centrado en las caras y celdas unitarias para la

inter-region y la region homogénea — .

De esta forma, el Problema | esta totalmente definido sin necesidad de resolver el
Problema 111, lo cual simplifica notablemente el analisis. A continuacion, se presenta el
planteamiento del Problema | para la mitad de la celda unitaria de la Figura 3-2 (las

definiciones de las variables adimensionales se encuentran en el Apéndice A-1):
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o’ 0°s f (Y,)K
. L—— 1(%o) L#*, en la fase fluida, (3.104)
oX? oY ,(Y,)
0s 2
CF1 Bk e x =2 v, (k)<Y <V, (K), (3.105)
X w 2
oS
izo,enx =0, Y,(k-1)<Y <Y, (k), k=1..,nc,Y,(nc)<Y <2H;
1
X =2,0<Y <2H, (3.106)
0s 2
Sk, eny=H,0cx<2 (3.107)
oY 0 2
0s @’ A
—L=K,L—,enY =Y,(k), 0< X <—, 3.108
N e (k) > ( )
CF.2 sy=0,enY=2H,0sX§l, (3.109)
2
oS 1
CF.3 2 _0,enY=0,0<X <>, (3.110)
oY 2

donde nc es el nimero de cuadrados a usar en la celda unitaria; A es la relacion del largo
del lado de cada cuadrado de la celda unitaria entre el largo de la base de la misma y el

parametro ¢ esta definido como,

§r = tme 0 (3.111)

En la ecuacion (3.104) el subindice “0” indica que las propiedades estan evaluadas en la
superficie divisoria entre el medio microporoso y el fluido. Dicha superficie se define
como el lugar donde la porosidad adquiere el valor del promedio de las porosidades de

las regiones homogeéneas. Esta discusion se retoma en el Capitulo 6.

3.5.- Resultados.

El problema de cerradura descrito por las ecuaciones (3.104) a (3.110) fue resuelto
utilizando el método de diferencias finitas con inversion linea por linea (ver detalles en

el Apéndice A-2) para la mitad de la celda unitaria bidimensional mostrada en la Figura
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3-2. La solucion se obtuvo de manera tal que no dependiera de pardmetros numéricos ni
del nimero de cuadrados dentro de la celda. Se obtuvieron resultados aceptables al usar
una tolerancia de 1x10™* y once cuadrados en la celda unitaria, es decir, once celdas
unitarias computacionales (Apéndice A-2) y un numero variable de puntos en las dos
direcciones, de manera que se generen mallas computacionales autocontenidas y los
resultados no dependan de la cantidad de nodos computacionales.

De esta forma se obtuvieron los resultados que se muestran en las Figuras 3-3 y 3-4. El
comportamiento de los resultados es similar al de los obtenidos por Wood y col. (2000),

es decir, el coeficiente efectivo depende fuertemente del valor de la porosidad

(% =1- A2) y del modulo de Thiele microscopico ¢. Se puede notar que, al aumentar

la velocidad de reaccion dentro de los microporos (aumento de ¢) el coeficiente

efectivo para la inter-region disminuye hasta llegar a cero; este efecto se ve retardado

conforme se incrementa la fraccion de sélido en la celda unitaria.

1.0 4

0.8+

0.6 4
Kl.‘ff
k £ =099 0.91 0.75 0.51 0.19
[ 4
e 0.4 0.96 | g4 0.64\ 036
0.2+
0.0
0.1 1 10 50

¢

Figura 3-3: Coeficiente efectivo de reaccion vs. ¢ como funcion de la razén de aspecto

A; vista bidimiensional.

Desde un punto de vista fisico, los resultados ofrecen la posibilidad de analizar la

importancia de la contribucion de la velocidad de reaccion en la condicion de salto en la
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inter-region entre un sistema formado por microporos y fluido. Con estos resultados, es
posible evaluar los efectos que tiene la condicion de salto sobre el flux interfacial
particula-fluido en un sistema macroscopico, ya que al no considerar los efectos de la
conveccion, el sistema estudiado hasta este punto, puede tomarse como analogo al de
particulas porosas, (es decir, sin microporos) inmersas en un reactor perfectamente
mezclado. Esta analogia serd vélida Unicamente cuando las restricciones de escala

asociadas con los microporos pueden aplicarse a los poros de las particulas cataliticas.

oY
Figura 3-4: Coeficiente efectivo de reaccion vs. ¢ como funcion de la razén de aspecto

A; vista tridimiensional.

3.6.- Efectos de la microestructura.

Con el fin de aplicar la metodologia desarrollada a modelos de medios porosos y
fronteras mas realistas y analizar su efecto en el coeficiente efectivo de reaccion, se
proponen dos modelos de celda unitaria, mostrados en las figuras 3-5 y 3-7,
respectivamente. El primero, se obtiene de desplazar horizontalmente, una distancia
¢/2, una de cada dos filas de cuadrados del modelo de la Figura 3-2; mientras que el

segundo, se obtiene de desplazar verticalmente, la misma distancia que en el caso
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anterior, una de cada dos columnas de cuadrados del modelo de la Figura 3-2. De esta
forma, el primer modelo consiste en un medio poroso centrado en el cuerpo horizontal,
mientras que en el segundo caso corresponde a un medio poroso centrado en el cuerpo
vertical.

Como se mencion6 anteriormente, los Problemas | y 11l no estan restringidos a algun
modelo de medio poroso o de geometria, por lo que se siguié un procedimiento similar
al caso mostrado en la Figura 3-2 para resolver estos dos problemas; los detalles de las
pruebas de simetria y antisimetria de estos problemas se encuentran en el Apéndice A-3.
Las rutinas numéricas para resolverlos difieren de las del caso anterior, primordialmente
en el tipo de celda unitaria computacional a utilizar para resolverlos.

Los resultados presentados en las figuras 3-6 y 3-8 se obtuvieron utilizando 6 y 11

celdas computacionales, es decir, 12 y 11 cuadrados en la direccion y; la tolerancia se

tomo de 1x10™° sobre el coeficiente efectivo. Una comparacion de los resultados que se
obtienen con los tres tipos de modelos se incluye en el Apéndice A-4 para cada valor de
A. En este apéndice, se incluye ademas un conjunto de graficas tridimensionales de la
variable de cerradura para los tres modelos de celda unitaria discutidos aqui. Las
graficas se obtuvieron usando mallas computacionales de 3200 y 5000 nodos. A
continuacion se presentan algunos comentarios sobre los resultados de las figuras 3-6 y
3-8
e EIl coeficiente efectivo de reaccion quimica exhibe valores inferiores a los del
caso anterior, sin embargo, este efecto no es muy significativo y disminuye
conforme disminuye la porosidad.
e En el modelo centrado en cuerpo horizontal, la superficie divisoria es, como en
el modelo centrado en el cuerpo, una linea; sin embargo, en el modelo centrado
en el cuerpo vertical, la frontera se vuelve mas irregular. Esto puede ser la razén

del incremento en las diferencias en los resultados de este modelo.
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Los resultados presentados en esta parte del trabajo confirman las observaciones
efectuadas para el caso del coeficiente efectivo en las regiones homogéneas (Kimy col.,
1987), es decir, que el efecto del tipo de microestructura no tiene un efecto significativo
en el calculo del coeficiente efectivo.

Por altimo, en el Apéndice A-4, se muestran gréaficas tridimensionales del campo de la
variable de cerradura para los tres modelos de medio poroso utilizados en esta parte del
trabajo. Las graficas se obtuvieron utilizando mallas computacionales de entre 3200 y

5000 puntos.

— - v=2h

Celda unitaria
para la inter-region

h

= 1ly=0

Figura 3-5: Modelo de medio poroso centrado en el cuerpo horizontal.

eff

096 \ .84\ 0.641 0.36
<k>r:ru 0.4
0.2
0.0 SN SR T T T O R
0.1 1 e -
¢

Figura 3-6: Comparacion del coeficiente efectivo obtenido para un medio poroso

centrado en el cuerpo horizontal (——-) y centrado en las caras (——).
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TVy=2h

Celda unitara
para la inter-region

h

1.0

0.8 4

0.6

eff £ =0.99 091} 0.75 0.51 0.19

( ) ] ' 0.96 | .84\ 0.64\ 0.36

e 0.4 4
0.2
0.0 T T T T T Ty T

0.1 1 10 50
¢

Figura 3-8: Comparacion del coeficiente efectivo obtenido para un medio poroso

centrado en el cuerpo vertical (———) y centrado en las caras (——).

Cabe mencionar que, aunque el campo difiere apreciablemente al cambiar la geometria,
el coeficiente efectivo obtenido no difiere en esa misma proporcion, esto se debe al paso

de integracion involucrado en el calculo del mismo.
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Para cerrar este capitulo, se presentan en la Figura 3-10, los resultados que se obtienen
al tratar al medio microporoso como un medio bidisperso, es decir con dos distintos
diametros de microporo (ver Figura 3-9). Para elaborar este modelo de medio poroso, se
tomé como base el modelo de la Figura 3-5, disminuyendo a la mitad la separacion
horizontal entre los cuadrados de medio solido. Este modelo es similar al propuesto
originalmente por Wakao y Smith (1962, 1964) y la idea de que el espaciamiento
vertical entre los cuadrados sea distinto que el horizontal fue tomada del trabajo de
Cunningham y Geankoplis (1968).

El efecto de reducir la distancia horizontal (1 ,=1,/2, Figura 3-9), como es de

suponerse, es mas importante conforme aumenta la razén de aspecto A. Obteniéndose de
esta forma una diferencia significativa con los resultados que se obtienen de usar el
modelo de medio poroso consistente en un medio de frontera regular y, por ende, del

modelo de medio poroso centrado en las caras.

- v=2h

Celda unitaria 7 S
5 . o
para la inter-region

N | y=0

Figura 3-9: Modelo de medio microporoso bidisperso, centrado en el cuerpo horizontal.

70



Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

Esta es una muestra més de la versatilidad que ofrece el concepto de celda unitaria para
el modelado de medios porosos. Resultados similares se pueden obtener realizando

modificaciones analogas a los otros modelos de medio poroso arriba mencionados.

1.0+

0.8

0.6
Keff

(K)o 04

0.2+

0.0
0.1

Figura 3-10: Coeficiente efectivo vs. ¢ para un medio poroso centrado en el cuerpo

horizontal con distribucion bidispersa de diametros de microporo (—--) y su

comparacion con el caso monodisperso (——).

3.7.- Resumen de la metodologia.

Para concluir estos dos capitulos, se presentan a continuacion los pasos clave de la
metodologia utilizada:

1. Se utiliza el método del promedio volumétrico para obtener una ecuacion de
transferencia generalizada (ETMG), la cual no tiene restricciones de escala y por
ello es valida en todo el dominio.

2. A partir de la ETMG se obtienen las ecuaciones de medio efectivo
correspondientes a las regiones homogéneas al imponer las restricciones de

escala apropiadas.
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3.

10.

11.

Se define una region de promediado (V,) que contenga porciones de las

regiones homogéneas y de la inter-region e integrar las ecuaciones obtenidas en

los puntos anterioresen V,_ .

Se resta de la version integrada de la ETMG las ecuaciones integradas de cada
region.
Se identifican las propiedades de exceso en la ecuacion resultante.

Se determina, donde sea necesario, la relacion entre <l//>s Yy v,.

Se usa la descomposicion espacial de la variable de transporte (concentracion,
temperatura o velocidad) y del coeficiente local responsable del salto.

Se plantea el problema de valor a la frontera de las desviaciones espaciales de la
variable de transporte en la inter-region.

Se propone (si la linealidad del problema lo permite) una solucién del problema
del punto anterior en términos de las fuentes de desviacion y las variables de
cerradura.

Se sustituye la solucién propuesta en el término que ocasiona el salto y se
define, si es posible, un coeficiente efectivo que involucre la solucion del
problema de cerradura.

Se resuelve(n) el (los) correspondiente(s) problema(s) de cerradura para predecir

el coeficiente de salto.

Como puede notarse, los pasos 1-5 fueron originalmente propuestos por Ochoa-Tapia y

Whitaker (1995a). En su metodologia el siguiente paso seria expresar a las propiedades

de exceso en términos de las variables correspondientes a las regiones homogéneas

mediante el uso de coeficientes ajustables. Es en este punto donde la metodologia aqui

propuesta se separa de la de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) e incorpora la de Wood y
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col. (2000) para completar el analisis a partir del planteamiento y solucion del problema
de cerradura correspondiente.

Los resultados de estos capitulos pueden extenderse a casos mas complicados, como es
el caso de la transferencia difusiva y convectiva de masa entre un medio poroso y un
fluido (Escala I, Figura 2-1) esto se lleva a cabo en el Capitulo 7 incluyendo efectos de
adsorcion. Ademas, la idea de desarrollar condiciones de salto cerradas se extiende en la
Parte Il de este trabajo, al caso de transporte de cantidad de movimiento. De esta
manera, la metodologia propuesta en estos primeros capitulos constituye la base para el
resto del analisis en este trabajo.

Antes de proseguir con el problema de transferencia de cantidad de movimiento, resulta
pertinente obtener la forma cerrada de la ecuacion de transferencia de masa
generalizada, la cual es valida en todo el dominio. Este analisis es conveniente para
comprender el efecto que tienen las suposiciones que permiten calcular los coeficientes

efectivos dependientes de la posicion.
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Capitulo 4:
Ecuacion de transferencia de masa generalizada cerrada para

difusion pasiva en la frontera fluido-medio poroso.

En los dos capitulos anteriores se analizo el fenémeno de transferencia difusiva de masa
con reaccion de primer orden en la frontera medio microporoso-fluido. Para ello, se
desarroll6 la condicion de salto correspondiente y se resolvié el problema de cerradura
asociado. En la Seccién 2.3, se introdujo ademas, una ecuacion de transferencia de masa
generalizada (la cual no esta cerrada) que constituye una pieza clave en el desarrollo de
la condicion de salto. En este capitulo se obtiene la forma cerrada de la ecuacion de
transferencia generalizada, para posteriormente presentar los perfiles de concentracion y
los valores del flux de masa en la inter-region predichos con este modelo en la frontera
entre un medio poroso y un fluido. Para ello, se plantean y resuelven los problemas de
cerradura asociados para el proceso de transferencia de masa mediante difusién pasiva.
Este tipo de modelo ha sido llamado por algunos autores (Arquis y Caltagirone, 1984;
Beckermann y col., 1987, 1988; Gobin y col., 1998; Goyeau y col., 2003) como modelo
de un solo dominio (One domain approach). Mientras que el modelo que involucra el
uso de ecuaciones de medio efectivo en las regiones homogéneas y condiciones de salto
en las fronteras se le ha llamado modelo de dos dominios (Two domain approach).

A pesar que el uso de modelos que implican una sola ecuacion para describir el
transporte en todo el dominio ha sido extenso, la mayoria de los trabajos emplean
ecuaciones empiricas para describir los cambios espaciales de coeficientes efectivos
(difusividad, conductividad, permeabilidad) y de caracter geométrico (porosidad, area
interfacial). Por ello, en este capitulo se predicen dichos cambios a partir de la solucion

de los correspondientes problemas de cerradura.
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4.1.- Ecuacion de transferencia de masa generalizada.

Con el fin de analizar el transporte difusivo de masa sin la influencia de algln
mecanismo de consumo de materia (por ejemplo, adsorciéon o reaccion quimica en la
interfase sélido-fluido), se presentan las siguientes ecuaciones puntuales que describen

el transporte difusivo de masa de la especie A desde el seno del fluido (fase—y ) hacia

un medio poroso

oc ]
%ZV'(W%)' en lafase—y, (4.1)
-n -/Ve, =0, enlainterfase y -, (4.2)

donde la fase solida es referida como la fase—«, la cual se supone impermeable de
acuerdo a la ecuacion (4.2). Al igual que en el caso anterior, se supondré que el mismo

fluido se encuentra dentro (regién—w) y fuera (regién—7z) del medio poroso (Figura 4-

1). Bajo esta suposicion, la ecuacion (4.1) es valida dondequiera que esté presente la

fase—y . Note que las ecuaciones (4.1) y (4.2) son idénticas a las ecuaciones (2.1) y

(2.2) al fijar k =0 en la condicion de frontera interfacial.

El siguiente paso en el analisis consiste en obtener la ecuacion de transferencia de masa
generalizada (ETMG), a partir de la aplicacion del método del promedio volumétrico al
problema local. Sin embargo, dado que este analisis es analogo al desarrollado en el

Capitulo 2, se presenta aqui Unicamente la ecuacion (2.25) para k =0,

e
g, ()= :Vo[ey(x)D(x)-V<cA7> } (4.3)
Cabe remarcar que para obtener la ecuacion anterior no se impusieron restricciones de
escala, por lo que es valida en todo el dominio. En la ecuacion (4.3), <CAy>7 es la

concentracion de la especie A promediada intrinsecamente (ver ecuacion (2.7)) en el

espacio geométrico ocupado por la fase-y (Vy(x)); g,(x) denota la fraccion
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volumétrica de la fase-y (porosidad) en la regién de promediado (V) de volumen

7" (Figura 4-1), la cual depende de la posicién del centroide x de V. Por dltimo, D(x)

es el tensor de difusion efectiva dependiente de la posicion definido en la ecuacién

(2.19) como

Fluido homogéneo
(region-n)

V

Inter-region m—m

Fase—y

Medio poroso homogéneo
(region—m)

Figura 4-1: Region de promediado, longitudes y regiones (homogéneas y heterogéneas)

caracteristicas del sistema.

En la ecuacion (4.4), Ay,((x) denota la superficie ocupada por la interfase y—x enV,
mientras que €, corresponde a las desviaciones espaciales de la concentracion definidas

previamente (ecuacion (2.15)) como
y
X+, - <CA7>
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En este momento, conviene retomar la ecuacion (2.26), donde se presentan los valores
constantes que adquieren la porosidad, el area interfacial y el coeficiente de difusion
efectiva en las regiones homogeéneas del sistema,

5071 en la region homogénea —n

- . . (46
€,y %, D, enlaregionhomogenea —w (4.6

5, (037 (000~

A la ecuacion (4.3) también se le suele Ilamar modelo de un solo dominio (Arquis y
Caltagirone, 1984; Beckermann y col., 1987, 1988; Gobin y col., 1998; Goyeau y col.,
2003). De acuerdo a la ecuacion (4.4), este modelo no esta cerrado, pues se encuentra en
funcion de las desviaciones espaciales de la concentracion, asi como de los cambios
espaciales de la porosidad y el area interfacial. Para resolver este problema, Goyeau y
col. (2003) propusieron usar relaciones tipo Heaviside, lineales, sinusoidales y basadas
en funciones error para describir estos cambios espaciales. Sin embargo, no hay garantia
de que dichos modelos heuristicos puedan ofrecer una descripcion adecuada del
transporte cerca de la frontera entre un medio poroso y un fluido. Por ello, en este
trabajo se usan las relaciones desarrolladas por Pérez-Cordova y Ochoa-Tapia (1995)
para describir los cambios especiales de las propiedades geométricas (porosidad, area
interfacial) y se resolveran los problemas de cerradura correspondientes para cerrar la

ecuacion (4.4). Esto se lleva a cabo en la siguiente seccion.

4.2.- Problema de cerradura.

Como se menciond en la seccion anterior, para obtener una forma cerrada de la
ecuacion de transferencia de masa generalizada, es necesario plantear y resolver el
problema de valor a la frontera asociado con el campo de las desviaciones espaciales de

la concentracion. Para ello, es conveniente escribir la ecuacion (4.3) como sigue
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ot

jdA 4.7)

Al restar a la ecuacion (4.1) la ecuacion anterior, se obtiene, al tomar en cuenta la
descomposicion espacial dada en la ecuacion (4.5), la siguiente expresion

ac,,

= V'(QVCM)

_g;l(X)VSy(X)-(fZV@AyY) ,enlafase—y, (4.8)

fuente difusiva volumétrica

J/ﬁ AVJ.( )nyK(A<cAy>7 +6A7)dA

fuente difusiva volumétrica no-local
V4
— CA}/
X

Por otro lado, la condicion de frontera correspondiente a la interfase solido-fluido se

—&(X)Ve

4

donde se usé A<CA7>7 = <CA7 >y

X+yy

obtiene de sustituir la descomposicion espacial de la concentracion (ecuacion (4.5)) en

la ecuacién (4.2), de manera que

, en lainterfase y —«. (4.9

X+y,

~ 7
€y = nyk-Qﬁ<cA7>

fuente difusiva superficial
Sin embargo, como se mostro en el Capitulo 3 (ver Seccién 3.2), si se cumplen las
siguientes restricciones de escala en la inter-region

Ael 1 (1_gm)2|7r° <l (Ls.) Efb
e, 10¢ L, 10e, LiL¢

<1, (4.10)

Y - . .
A<cAy> se puede considerar  despreciable 'y como  consecuencia

V4
_<CA7>
. X

ecuacion (4.8) se reduce a

< €,,, de manera que el Ultimo término en el lado derecho de la
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571(x)V.[Q}£ j( )nyK(A<cAy>y+(;A7)dA]:gyl(x)V.[&]i j( )nchAy dA} (4.11)
A(x A(x

Ademas, el lado derecho de la ecuacidon (4.4) se simplifica como sigue

D(X)°V<CA >7 _ r 1 -
Z v —V<CA7> +%Ay;|'(x)nwcAydA. (4.12)

Por otro lado, si se acepta la siguiente restriccion de escala

Ac
5y 1, (4.13)

6‘7!’0

las fuentes difusivas volumétricas se pueden considerar despreciables respecto a las

fuentes difusivas superficiales. Ademas, debido a la restriccion de |, < L. el término

del lado derecho de la ecuacion (4.11) es despreciable respecto a V-(QVCAy). En este

momento conviene hacer notar que, de las restricciones de escala arriba impuestas, las
mas dificiles de satisfacer son las de primer orden. Esto puede restringir la validez de
los resultados a un conjunto de valores no muy amplio, la discusion sobre ello se
ampliard méas adelante. Si por ultimo se impone la siguiente restriccion de escala,

L>1, (4.14)

2
4

el problema de las desviaciones espaciales de la concentracion se puede expresar como

v, =0, enlafase—y, (4.15)
C.F.1 N, +TVC, =n TV (c, ) s enlainterfase y — «, (4.16)
fuente difusiva superficial
CF.2 G, =€y, =0; enY =2h, (4.17)
N . o, oc,,
CF3 € =Crors a—Y7= 8Y7 ,enY =0, (4.18)

Periodicidad: €y (r+4)=¢, (r), i=12 (4.19)
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El cual esté referido a una celda unitaria como la mostrada en la Figura 4-2. En las

condiciones de frontera (4.17) y (4.18) se supuso que el alto de la celda unitaria (2h) es

tal que las desviaciones espaciales corresponden a las de las regiones homogéneas. Cabe
mencionar que en la parte inferior de la celda unitaria se supuso que tanto el campo de
las desviaciones espaciales de la concentracion como su derivada espacial son funciones
continuas. Mientras que en la parte superior de la celda unitaria, se tomd en cuenta el
hecho que las desviaciones espaciales de la concentracion son despreciables en la region

homogénea-7. Ademas, se impuso la condicion de periodicidad, donde r representa el

centro de la celda unitaria, representativa de la inter-region, y 4 son los vectores que se

requieren para generar un medio poroso espacialmente periédico.

region-n

Y=2h

region-

Figura 4-2: Zona representativa de la inter-region.

Dada la linealidad del problema de valor a la frontera, definido por las ecuaciones (4.15)
-(4.19), se puede proponer una solucién en términos de la fuente difusiva superficial

como sigue
G, =b,V{c,) . (4.20)

El resultado de sustituir la ecuacién anterior en las ecuaciones (4.15)-(4.19), es el

siguiente problema de valor a la frontera
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V’b, =0, enlafase-y, (4.21)

CF1 -n_ Vb =n_, en lainterfase y —«, (4.22)

C.F.2 b,=0, enY =2h, (4.23)
y . ob y oc,,,

CF3 b,V (c,, ) = 6—Y7-V<CA7> LTy ey =0, (4.24)

Periodicidad: b, (r+4)=b,(r),i=12. (4.25)

Por otro lado, a partir del trabajo de Ryan y col. (1981), en la region homogénea—w se

tiene que

Cpo =0,V (c,, ). (4.26)

Ayo Yo ®

De manera que, suponiendo que V<CA7>7 :V<CA7>;, la condicion de frontera (4.24)

Y =0

se puede expresar como,

ob b,
CF3 b =b ;—L="TI% enY=0, (4.27)
SR Y

Ademas, puede demostrarse (a partir de un analisis de simetria y antisimetria) que las
componentes tangencial y normal a la superficie divisoria (componentes X y Y,

respectivamente) del vector b, satisfacen las siguientes condiciones de frontera,

ob
Componente X g;’x =0,enY =0, (4.28)
Componente Y b,,=0enY=0. (4.29)

Por lo que las componentes X y Y de la condicion de frontera (4.27) son

b

C.F.3a X —0,enY =0, (4.30)
oY

C.F.3b b, =0 enY=0. (4.31)

Note que, debido a las ecuaciones (4.30) y (4.31), no es necesario resolver los

problemas de las variables de cerradura en la region homogénea—w.
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De esta forma, al sustituir la ecuacion (4.20) en el segundo sumando del lado derecho de

la ecuacion (4.12), permite escribir el tensor de difusion dependiente de la posicion

como sigue
D
M:g}/(x) I+u‘/1 J. n}/l(b}/dA
Z 7, (%) alw (4.32)
:gy(X)H—u)// J. nyxb}/dA'
T ALY

i

Para obtener la ecuacion anterior se tomé en cuenta la definicion de la porosidad
(gy (x)= u77(x)/”7) Conviene mencionar que, en la ecuacion (4.32), A, (x)denota la

superficie ocupada por la interfase » —x en la celda unitaria representativa de la inter-
region. En la siguiente seccion se describe la solucion del problema de las componentes

X'y'Y de la variable de cerradura b, .

4.3.- Solucidn del problema de cerradura.

El problema de cerradura descrito en la seccion anterior se resolvido numéricamente
usando diferencias finitas con el método de inversion linea por linea. Al igual que en el
caso anterior, los célculos se hicieron usando diferentes tamafios de malla y valores de
tolerancia para asegurar independencia de los parametros numéricos.

El problema se resolvio para la celda bidimensional presentada previamente en la Figura
3-2. Sin embargo, dado que se desean calcular los cambios espaciales del coeficiente de
difusion efectiva (ecuacion (4.32)), se debe resolver el problema usando un numero
variable de cuadrados en la celda unitaria como se sugiere en la Figura 4-3. Para
determinar el nimero de cuadrados a utilizar, se hicieron diversas pruebas para el
calculo del coeficiente de difusion en la superficie divisoria. Encontrandose que, usando
diez cuadrados se obtienen resultados aceptables (es decir, con una desviacion menor al

3% respecto al resultado obtenido usando un numero infinito de cuadrados).
82




Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

Para encontrar una relacion de correspondencia entre el nimero de cuadrados
contenidos en la celda unitaria (ncE[O,ZO])y la posicion correspondiente del

coeficiente de difusion efectiva, se introduce la siguiente relacion

& _20-nc
2h 20
Asi, £/2he[-0.5,05] donde &/2h=-0.5 corresponde al seno del medio poroso,

0.5, vnc[0,20]. (4.33)

&12h =0 a la superficie divisoriay £/2h=0.5al fluido homogéneo. En la Figura 4-3,
se muestran tres ejemplos del campo de la componente X de la variable de cerradura

para £/2h=0.4,0y —0.5. Como es de esperarse, los valores de b, son minimos en la

zona ocupada por el fluido y méaximos en las cercanias de la interfase sélido-fluido. De
manera que al aumentar la cantidad de fluido en la celda unitaria, el segundo sumando
en el lado derecho de la ecuacién (4.32) adquiere valores cada vez menores respecto al

primer sumando.

Max b, = 0.00

-0.02
-0.04
—0.06
4 —0.08

—0.10

-0.12
—0.14
—0.16

-0.18

Doo0000o00000000000000|

E000000000

AT . S 020
a) b) c) Min b, = -0.25

Figura 4-3: Campos de la componente X de la variable de cerradura para a)
£12h=04,b) £/2h=0.0 yc) £/2h=-0.5.

De esta forma, se calcularon los cambios espaciales de las componentes tangencial y
normal (componentes X y Y, respectivamente) a la superficie divisoria del tensor de

difusion efectiva mostrados en la Figura 4-4 para diferentes valores de la porosidad de
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la region homogénea—®. Como se puede notar, conforme aumenta la porosidad, la

magnitud de los cambios espaciales de ¢ Dy /<] al pasar de una region a otra

disminuye a la vez que aumenta la diferencia entre los valores de las componentes Xy Y

del coeficiente de difusién efectiva.

OO T T T T T T T 1
-0.50 -0.25 0.00 0.25 0.5C
&/2h
Figura 4-4: Dependencia espacial de las componentes tangencial (——) y normal
(————) del tensor de difusion efectiva como funcién de ¢,

Para tener una idea mas clara de la magnitud de las diferencias de las componentes del
tensor de difusion efectiva, en la Tabla 4-1 se presenta una comparacion de los cambios

espaciales de ambas componentes para ¢, =0.2 y 0.8. Como puede notarse, para
¢,, =0.2, la diferencia en los resultados es inferior a 0.2%, mientras que para ¢, =0.8

el valor méximo de la diferencia es 1.63%. Dado que estas diferencias son menores al
5%, puede concluirse que el uso de las componentes normal o tangencial del tensor de
difusion da lugar a predicciones similares de, por ejemplo, los perfiles de concentracion

(Seccidn 4.5).
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Tabla 4-1: Comparacion de los cambios espaciales de las componentes tangencial y

normal del tensor de difusion efectiva para ¢, =0.2 y 0.8.

< ¢, =02 £,=08
2h | Componente | Componente % Componente | Componente %
tangencial normal Diferencia | tangencial normal Diferencia

-0.5 0.10875 0.10875 0.00000 0.63324 0.63312 0.01200
-0.4 0.19789 0.19759 0.03000 0.67004 0.66591 0.41300
-0.3 0.28701 0.28643 0.05800 0.70683 0.69927 0.75600
-0.2 0.37614 0.37529 0.08500 0.74348 0.73332 1.01600
-0.1 0.46532 0.46416 0.11600 0.78017 0.76816 1.20100
0.0 0.55439 0.55306 0.13300 0.81684 0.80056 1.62800
0.1 0.64351 0.64200 0.15100 0.85351 0.84045 1.30600
0.2 0.73266 0.73100 0.16600 0.89019 0.87822 1.19700
0.3 0.82176 0.82013 0.16300 0.92686 0.91726 0.9600
0.4 0.91089 0.90956 0.13300 0.96353 0.95777 0.57600
0.5 1.00000 1.00000 0.00000 1.00000 1.00000 0.00000

* o Diferencia = |Componente normal — Componente tangencial| x100%

Por otro lado, los resultados de la Figura 4-4 se pueden aproximar mediante las

siguientes expresiones

D
Componente tangencial, & X — A, +B, (EJ vi €[-0.5,0.5], (4.34)
Z 2h)" " 2h
D
Componente normal, M =A +B, (%} v% €[-0.5,0.5]. (4.35)

4

En las ecuaciones (4.34) y (4.35), los coeficientes A,, B,, A, y B, dependen de la

porosidad de la region homogénea—a como se muestra en la Tabla 4-2. Cabe mencionar
que en todos los ajustes el coeficiente de correlacion fue siempre superior a 0.99.

Para propdsitos de las comparaciones que se presentan en la Seccion 4.5, se presenta a
continuacion la deduccion de las ecuaciones de medio efectivo en las regiones

homogeéneas con su correspondiente condicion de frontera.
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Tabla 4-2: Dependencia de los coeficientes de las ecuaciones (4.34) y (4.35) con ¢,,,.

gya) AX BX A/ BY

0.1 0.52604 0.94791 0.52565 0.94762
0.2 0.55439 0.89125 0.55294 0.89038
0.3 0.58551 0.82900 0.58199 0.82800
0.4 0.61996 0.76014 0.61450 0.75998
0.5 0.65874 0.68200 0.65130 0.68041
0.6 0.70299 0.59422 0.69313 0.59184
0.7 0.75471 0.49087 0.74272 0.48865
0.8 0.81679 0.36679 0.80307 0.36530
0.9 0.89336 0.21350 0.88258 0.21294

4.4.- Ecuaciones de medio efectivo y condicién de salto.

Como se mostr0 en el Capitulo 2, al imponer las restricciones de escala
correspondientes, se pueden obtener las ecuaciones de medio efectivo en cada regién a
partir de la ecuacién de transferencia de masa generalizada. Dado que estas ecuaciones
no son validas en la frontera, se deben plantear las condiciones de salto
correspondientes en la inter-region. A continuacion, se presentan brevemente las

ecuaciones gue constituyen este modelo.

4.4.1.- Ecuaciones de medio efectivo para las regiones homogéneas.
En las regiones homogéneas del sistema, las siguientes restricciones de escala se
satisfacen por lo regular,

<L, rf<Li. (4.36)
Como consecuencia, en la region homogénea—-w (x—>xw)se cumple la siguiente

desigualdad

jdA. (4.37)

Lo que permite simplificar la ecuacion (4.4) a
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D,V(cy) ., . 1 )
Tyy =v(cy,) + 7o) A,A,(Ixa,)n7KCA7 dA, (4.38)

y, por tanto, la ETMG (4.3) se expresa, en esta region, como

alc, )
c M:V-[s D -V<CA7>7] en la regién homogénea — o . (4.39)

70 at y0 " © ®

La cual es idéntica a la ecuacion (2.32) al fijar k =0.

Por otro lado, en la region ocupada por el fluido homogéneo (region homogénea—n), la
Unica fase presente es la fase—y, por lo que si se satisfacen las restricciones de escala

(4.36), la ecuacion (4.4) se reduce a

"=V (c,) . (4.40)

n 4 n

D,V <cA7>

De manera que, la ecuacién de medio efectivo en esta region es,

o(cy,),
ot

= V(W(cwi) en la region homogénea —7. (4.41)

4

4.4.2.- Condicion de salto.

Como se menciond anteriormente, las suposiciones que conducen a las ecuaciones
(4.39) y (4.41) pueden no ser validas en la inter-region. Esto lleva a desarrollar
condiciones de salto que acoplen los fendbmenos de transferencia de masa en el fluido
con la transferencia de masa en el medio poroso homogéneo.

De acuerdo a la metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a), para desarrollar la

condicién de salto, es conveniente definir una regién de promediado (V, ) de volumen

7., como la mostrada en la Figura 4-5, la cual contiene porciones de ambas regiones,
de manera que

17/ 8N0) /4 N7) /4

7, =7,+7,. (4.42)

Mientras que el area que define la superficie de V_ se puede descomponer en
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o, =, + o, . (4.43)

@ n

Al integrar la ecuacion (4.3) y usando el teorema de la divergencia en los términos

difusivos se obtiene,

e, (X)Mdv e (X)Mdv
4, o J, a (4.44)

_j {2, ()P(x)v (e, ) |aa+ [, 2, (x)D(x)-¥ (c,, )" |aa
A7
Al repetir esta operacion para las ecuaciones de medio efectivo en las regiones
homogéneas (ecuaciones (4.39) y (4.41)) y sumando las ecuaciones resultantes da lugar
a la siguiente expresion
olc, YV ’
[z, (S >de+j <t>"dv

v ot v

@ n

g IR L AR AL AL

+.!' n,, [ £,D,V(cy, ) _/Z/’V<CA7>ﬂdA.
Auy

region—n

Figura 4-5: Region de promediado para la inter-region y vectores unitarios asociados.

En la ecuacién anterior, A:m representa la porcién de la superficie divisoria entre las dos

regiones asociada con V_ . Debe recalcarse que el uso de las ecuaciones (4.39) y (4.41)
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en la inter-region representa una aproximacion, ya que estan siendo usadas en la inter-
region; este error se corrige mediante la introduccion de la condicion de salto. El

resultado de restar las ecuaciones (4.44) y (4.45) es la siguiente expresion

c, Y c ) c, ) 0(Cy ’
J‘ gy(x)a< A7> 6< 7>w dV+J gV(X)a<at7> _ <5t >77 dv

_ i 12 ()D()V (e, ) ~2,0,V(c,, ) |dA

+,;[ n”-[gy (x)D(x)V <CA7 >7 ~oN <CA7>::|dA

(4.46)

4

- nm.[gwow.vmy ~7v(c,) }dA.

J ] n
Auy

En la ecuacién anterior se pueden identificar las siguientes dos propiedades de exceso,

Exceso de acumulacion superficial

o(cw,). olc, ) o(cy)
I (o) Ponl |y

< >y < >7 (4.47)
0 Ca 0 Ay

+\£ £,(x) aty — 7 \dV

Exceso de transporte superficial

nee, DV, (¢, ) do= | nw.[gy ()D(x)V(c, ) -0,V (c, ) ]dA

‘ b (4.48)

+Z[ nq-[ey (x)D(x)V <CAy>y A <CA7 >;]dA,

donde C representa la curva cerrada que rodea la superficie divisoria (Figura 4-5) y n,

es el vector unitario normal a la curva C. De esta forma, la ecuacion (4.46) puede
escribirse, haciendo uso del teorema de la divergencia superficial (Deemer y Slattery,

1978; Slattery, 1980; Ochoa-Tapia y col., 1993; Slattery, 2007), como
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7
gys aﬁ% - Vs"c"«/st'Vs <CAy >:

%/—J
exceso de acumulacion superficial

exceso de transporte por difusion interna (4 49)

o 14 .. .. .
=-n,, .[ngw-V <cA7 >w -9N <cAy >J , en la superficie divisoria.

transporte difusivo neto hacia la inter-region
A diferencia del caso presentado en el Capitulo 2, si el exceso de acumulacion
superficial y de transporte por difusion interna son despreciados respecto al transporte
neto difusivo, el resultado no es una condicion de salto, sino la condicion de

continuidad del flux de masa

v

N,,*€.0,°V <cAy> =n, 7V <cAy>7 , en la superficie divisoria . (4.50)

® n
Esto puede resultar en una simplificacion excesiva del problema dado que, como se
menciond anteriormente, la introduccion de condiciones de salto permite corregir los
errores causados por usar las ecuaciones (4.39) y (4.41) fuera de las regiones
homogéneas. Por ello, resulta mas conveniente usar la ecuacion (4.49) en lugar de la
ecuacion (4.50). Los términos de exceso de acumulacion superficial y de transporte por

difusion interna pueden calcularse usando las definiciones (4.47) y (4.48) suponiendo

que la curvatura de la inter-regién es despreciable de manera que,

s I ey(§)8<c”>y— oAen ). g

T e a v a
sty (4.51)
£=1 o(c c
oo |2(©) <a‘§> - |de,
(4.52)

Debe notarse que para calcular estos términos se requiere de las soluciones tanto de la

ecuacion de transferencia de masa generalizada cerrada como de las ecuaciones de
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medio efectivo de las regiones homogéneas. Dado que este es un proceso transitorio,
para superar esta dificultad se desarroll6 un esquema numérico en el que se discretizan
las ecuaciones (4.51) y (4.52) en un instante previo al usado para discretizar las
ecuaciones (4.39) y (4.41). Los resultados se muestran en la siguiente seccion.

Por otro lado, como se expuso anteriormente, para propositos de este trabajo se

impondra la siguiente condicién de continuidad del campo de concentracion,
(cy) =(c,,) . enlasuperficie divisoria. (4.53)
n 2

lo cual implica, en principio, adoptar ciertas suposiciones y restricciones de escala lo
cual se discutira mas a fondo en un trabajo futuro. De esta forma, este modelo esta

constituido por las ecuaciones (4.39), (4.41), (4.49) y (4.53).

4.5.- Comparacion cuantitativa.

En esta seccion se resuelve numéricamente el problema de difusion unidireccional entre
un medio poroso y un fluido usando los modelos desarrollados en este capitulo.
Ademas, se analizan las consecuencias de no considerar los cambios espaciales de las
propiedades promedio en la ETMG cerrada. Para esto se consideran los siguientes
problemas de valor a la frontera:

e Modelo-l. Este modelo consiste en usar la ecuacion (4.3) para describir el
transporte de masa en todo el dominio. Para describir los cambios espaciales de
la porosidad y el coeficiente de difusion efectiva se emplean los resultados de
Pérez-Cordova y Ochoa-Tapia (1995) y la solucion del problema de cerradura,

respectivamente. El problema de valor a la frontera es el siguiente:

U o oU
g, (g)gzg(D(g)z} V¢ e(-11), (4.54)
ou
e 0, en ¢ =—H, (4.55)
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U=1enc-=1, (4.56)
U =U,, cuando 7 =0, V¢ e[-11]. (4.57)

Al escribir este problema se usaron las siguientes variables adimensionales:

U:<CAy> ,U0=<CA7>3,§ g 7 D(¢) M,@_sg)

(o) " L2

donde <cAy>y es el valor de la concentracion lejos de la frontera en la fase fluida,

4 « s -
la cual se supone constante y <CA7>0 es el valor inicial de la concentracion. En la

ecuacion (4.55), H es una distancia relacionada con el largo del medio poroso, la
cual se fijé como tres veces la distancia adimensional desde la frontera hasta el
fluido homogéneo, sin embargo, se obtienen resultados andlogos usando otros
valores de H.

Debe remarcarse que, para usar este modelo, se debe definir una region de

cambios espaciales (5) de D({) y ¢, (<), la cual se fija como

so2h 20, 20 b 1
L/2 Li2\fi-g, 1-¢, 5 LI2 10/1-¢,

(4.59)

Para obtener la ecuacion anterior se supuso que 2r,=20l_ 'y que
L =20(2r,).Cabe mencionar que los resultados de este modelo no cambian

apreciablemente al usar las componentes normal o tangencial del tensor de

difusion efectiva.

e Modelo-I*. En este caso, se resuelve el problema de valor a la frontera del

modelo anterior sin considerar los cambios espaciales de D({) y ¢,(¢) en la

inter-region, sino simplemente al pasar de una region a otra, es decir se usan

{‘97“’ 6 <0 (4.60)

1, >0’
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e D
yo —eff o
Emite <0

D(¢)=1 2 . (4.61)

4

1L ¢>0

e Modelo Il. Por ultimo se considera el siguiente problema de valor a la frontera

basado en las ecuaciones (4.39), (4.41), (4.49) y (4.53),

&, a;z_‘“ =D, 6522‘“ , V(e (—1,0), (4.62)
.
%:% vee(0), (4.63)
Yo _0,en¢=-1, (4.64)
¢

& M, 1 fi[@J%aUSJz—Dw§92+aU",eng:o, (4.65)

L2 or Li2o¢| 7 o¢ o oc
U, =U,, en £ =0, (4.66)
U, =1 en¢ =1, (4.67)
U,=U,=U,, cuando r=0. (4.68)

La respuesta transitoria de los perfiles de concentracion usando los diferentes modelos

se muestra en la Figura 4-6. Como se puede notar, para valores bajos de la porosidad de

la regién homogénea—w (5 < 0.2) se presentan las mayores diferencias en los perfiles

Yo
de concentracion entre los modelos, para determinados valores de 7 . Estas diferencias
pueden atribuirse a una mayor resistencia que presenta el medio poroso, dado que para
estos casos la fraccion volumétrica de la fase—x es elevada. Ademéas, como se
menciono en la seccion anterior, en la discretizacion usada en el Modelo-11, se introdujo
un retardo para el célculo de los términos del lado izquierdo de la ecuacion (4.65). Por
otro lado, para 7>0.5 las predicciones obtenidas con el Modelo-1* son
considerablemente distintas a las resultantes con los otros modelos. Cabe mencionar
que, para valores extremos de 7 (7r<0.1 y 7>50) todos los modelos ofrecen los

mismos resultados. Esto se debe a que, para valores de 7 cercanos a la condicion
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inicial, la transferencia de la especie A ain no alcanza la frontera del medio poroso.
Mientras que, para valores de 7 cercanos al estado estacionario, no se presentan
cambios espaciales apreciables de la concentracion y los modelos convergen al valor en
el seno del fluido. Note que, en todos los resultados, se puede observar una inflexion en

los perfiles cerca de ¢ =0, ademas, todos los modelos predicen perfiles semejantes

cerca (¢ >0.75) del seno del fluido.

Figura 4-6: Influencia de la porosidad en los perfiles de concentracion como funcion

del tiempo. a) ¢, =02, b) ¢,=04, ¢) ,=06, d) &,=08. (——) Modelo-l,

(.....) Modelo-1*y (————) Modelo-11.

Por otro lado, en la Figura 4-7 se muestra la respuesta transitoria del flux de masa en
¢ =0 (es decir, en la superficie divisoria) para diferentes valores de la porosidad. En
este caso, las predicciones del Modelo I* son inferiores a las obtenidas con los otros
modelos. Al igual que en la Figura 4-6, al aumentar la porosidad las diferencias entre

los modelos disminuyen. Ademas, para valores extremos del tiempo (7 <0.1y 7>10)
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las predicciones de los modelos se asemejan entre ellas por las razones explicadas
arriba.

05- 051
0.4 0.4

0.34 0.34

Flux de masa en la inter-region
Flux de masa en la inter-region

054 0.5+

0.4 041

0.3 039

02 0.2+

01 0.1

Flux de masa en la inter-region

Flux de masa en la inter-region

0.0

00 e . . :
0.01 0.1 1 10 50 o001

Figura 4-7: Influencia de la porosidad en el flux de masa en la superficie divisoria

como funcién del tiempo. a) ¢, =0.2,b) ¢,=04,¢) ¢,=0.6,d) ¢,=08. (—)

Modelo-1, («+<<) Modelo-1*y (————) Modelo-II.

Por ultimo, debido a la aproximacion adoptada en la solucion del Modelo |1, se observa
el retraso en la prediccion del flux, sobretodo a valores bajos de porosidad. Sin
embargo, las areas bajo las curvas resultantes de los modelos | y 11 son similares, por lo
que la suposicién de que en el Modelo 11 se satisface en promedio el Modelo | es valida.
Para concluir este capitulo, es pertinente presentar los siguientes comentarios sobre los
resultados obtenidos:
e Los modelos | y Il ofrecen una descripcion, en general, similar de los perfiles de
concentracion y del flux de masa en estado no estacionario. Sin embargo, a
valores bajos de porosidad, se presentan algunas diferencias entre los resultados

de estos modelos. De acuerdo a lo expuesto en este capitulo, dichas diferencias
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se atribuyen a la aproximacion adoptada en la solucién del Modelo Il. Sin
embargo, se pueden proponer otras posibles fuentes de discrepancia. Una
alternativa consiste en las restricciones de escala impuestas en el desarrollo del
problema de cerradura. Las cuales, al menos las de primer orden, pueden
traducirse en una sobre-simplificacion del problema. Por otro lado, el imponer
condiciones de continuidad del campo de concentracion en el Modelo 11 puede
ser también una fuente de discrepancia en los resultados. Esto puede deberse a
que las restricciones y suposiciones detras del uso de la condicién de
continuidad no sean satisfechas bajo determinadas circunstancias. En un trabajo
futuro se explorara la pertinencia de usar condiciones de discontinuidad tanto en
campo como en el flux de concentracion.

Otra posibilidad de discrepancia es el efecto del espesor de la capa limite, el cual
se fijo arbitrariamente y se supuso igual tanto para la porosidad como la difusion
efectiva, lo cual no necesariamente es correcto. Por estas razones, los resultados
obtenidos deben considerarse como un primer paso hacia un estudio mas
detallado de las suposiciones implicitas en la ETMG cerrada. Este anélisis se
Ilevara a cabo en un trabajo futuro. Ademas, como se discutira en el Capitulo 6,
la solucion de este tipo de modelos constituye una alternativa para el calculo del
coeficiente de salto en la condicion de salto de transferencia de cantidad de
movimiento.

e Los resultados muestran ademas, que el no considerar los cambios espaciales de
coeficientes efectivos y propiedades geométricas se traduce en predicciones
erroneas tanto de los perfiles de concentracion como del flux de masa en la
frontera (para valores de z no cercanos a la condicion inicial ni al estado
estacionario). Esto debido a que, en principio, este tipo de propiedades depende
fuertemente de las caracteristicas de la microestructura del medio poroso. Esta

informacidn se obtiene a partir de la solucién de problemas de cerradura.
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Parte II:

Transferencia de cantidad de movimiento
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Capitulo 5:

Condicion de salto de transferencia de cantidad de movimiento

en la inter-region medio poroso-fluido.

El estudio de la transferencia de cantidad de movimiento en la frontera medio poroso-
fluido ha sido un tema de intensa investigacion desde hace al menos tres décadas. Al
igual que en el caso de transferencias de masa, actualmente existen dos corrientes para
el anélisis de este tipo de procesos de transporte. La primera se refiere a los modelos de
un solo dominio (one domain approach) en el cual el dominio (medio poroso, fluido y
frontera) se maneja como un continuo, es decir el medio poroso se considera un
pseudofluido. La transicion del fluido al medio poroso se logra a través de una
transicion continua de las propiedades efectivas. Para ello se requieren usar ecuaciones
que sean por lo tanto vélidas en todo el dominio (Arquis y Caltagirone, 1984;
Beckermann y col., 1987, 1988; Gobin y col., 1998). La otra linea de andlisis es el
modelo de dos dominios (two domain approach) en donde se usan ecuaciones de medio
efectivo en las regiones homogéneas las cuales se acoplan por medio de sus
correspondientes condiciones de salto.

Sobre esta Gltima, Beavers y Joseph (BJ) (1967) estudiaron tedrica y experimentalmente
el flujo en un canal parcialmente lleno de un medio poroso. En su anélisis propusieron
una condicion de frontera semi-empirica para acoplar las ecuaciones de Stokes y de
Darcy (en el Capitulo 1 se presenta una revision detallada de la bibliografia relacionada
con este tema). Posteriormente, Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) propusieron la
siguiente condicion de frontera al estudiar el sistema de BJ usando el método de

promedio volumétrico

Eﬂ(u ay ay - \/Kﬂw
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donde £ es el llamado coeficiente de salto, el cual se determind que es del orden de la

unidad al ajustar los resultados experimentales de BJ (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995b).
Recientemente se han dedicado algunos trabajos a la prediccion tetrica de este
coeficiente (Goyeau y col., 2003; Deng y Martinez, 2005; Min y Kim, 2005; Chandesris
y Jamet, 2006). De ellos cabe mencionar el de Goyeau y col. (2003) quienes

combinaron los modelos de uno y dos dominios, obteniendo una expresion de £ en

funcidn de la solucion del problema en un solo dominio.

El objetivo de este capitulo es replantear la condicion de salto de transferencia de
cantidad de movimiento, originalmente propuesta por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a),
de manera que esté expresada en funcién de la solucién de un coeficiente efectivo. El
cual no sélo debe tener un significado fisico claro, sino que ademas, sus valores se
puedan obtener a partir del problema de cerradura correspondiente. Dado que una buena
parte del planteamiento de la condicion de salto esta basada en el trabajo de Ochoa-
Tapia y Whitaker (1995a), en las siguientes secciones se presentan algunos de los pasos

mas importantes.

5.1.- Problema puntual.

El sistema fisico, mostrado en la Figura 5-1, consiste en el flujo paralelo de fluido

(region—n) sobre un medio poroso homogéneo (region—w) saturado por el mismo

fluido. Se supone flujo estacionario e incompresible y que los efectos inerciales en
ambas regiones son despreciables. Lo anterior se hace con el propdsito de hacer el
analisis méas sencillo y contar con un problema idéntico al estudiado por BJ (1967) y

Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a).
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Por otro lado, en este contexto se denotara a la fase fluida, dentro y fuera del medio

poroso, como la fase —/, mientras que la fase sélida sera referida como la fase—o . Las

ecuaciones diferenciales que describen la transferencia local de cantidad de movimiento
en ambas regiones son,

Vev, =0, en lafase— g (5.2)

0=-Vp,+p,0+u,V’v,, enlafase—p (5.3)

junto con la condicién de no deslizamiento en la interfase sélido-fluido,

CF1 v, =0, en lainterfase f—o (5.4)
r » r
» A >
. > region-n > = R
L 4 » L 4 » v .
PR IINCEEEPn 99 NEEECP 99 WEOEE?
i 3390666 Con3anto b ind st AN NSEETs 90 Nesee
¢ o
e by 9, g 2 ”” OIAINEE S dray .
“:c"““\h 9% e R [ CLION-ON U NeS el t,':\t,h e
4 IINEE Coraqan 66D :s :t QIR E6 g os\t: Cernqanée Lo

Figura 5-1: Flujo de un fluido sobre un medio poroso en un sistema tipo BJ.

5.2.- Promedio volumétrico.

Al igual que en los casos anteriores, el andlisis se inicia definiendo una region de
promediado (V) de volumen 777, como la mostrada en la Figura 5-2, la cual puede
localizarse tanto en las regiones homogéneas como en la inter-region w—rn. Para
promediar las ecuaciones (5.2) y (5.3) es necesario definir los operadores de

promediado superficial e intrinseco para una propiedad y, definida en la fase—4,

respectivamente como,

Promedio superficial <1//ﬁ>‘x = J}ﬂi/ | )l//ﬁ . dv, (5.5)
Vﬂ X
S B 1
Promedio intrinseco 7 =— Yy dv . (5.6)
< > M d}’;(x) V/,J. X+Y g
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Estos operadores estan relacionados por medio de,

B
<l//ﬂ>=8ﬂ (X)<l//ﬂ> (5.7)
donde &, (x) es la fraccion volumétrica de fluido (porosidad), cuya dependencia con la

posicién x del centroide de V se ha dejado explicita. Dado que gﬁ(x) = %(x)/”)”/, la

fraccion volumétrica se reduce en la regiones homogéneas a

1, en la region homogénea —n

_ - ) ) 5.8
&5 (x) {gﬂw, en la regién homogénea — (8)

El siguiente paso consiste en obtener ecuaciones de transporte generalizadas las cuales
carecen de restricciones de escala y son por lo tanto validas en ambas regiones

homogéneas asi como en la inter-region.

2r,

Flujo

Region
homogénea—n

~ fase—f

Do

Region
homogénea — ®

Figura 5-2: Regidon de promediado en las regiones homogéneas y en la inter-region.

5.3.- Ecuaciones de transferencia generalizadas.
El resultado de aplicar el operador de promediado superficial a la ecuacion (5.2) es

(Vev,)=0. (5.9)
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Para intercambiar diferenciacion e integracion, se utiliza el teorema del promediado
espacial (Howes y Whitaker, 1985) en la ecuacion anterior, de manera que, al tomar en

cuenta la condicién de no deslizamiento (5.4), se obtiene
V+(v,)=0. (5.10)

Al aplicar ahora el operador de promediado superficial a la ecuacién (5.3) resulta la
siguiente expresion

0=—(Vp,)+2,(X) 0,0+ 12, (V'V,), (5.11)
donde se supusieron despreciables los cambios espaciales de la densidad y viscosidad

dentro del volumen de promediado. El uso del teorema del promediado espacial en el

primer término del lado derecho da lugar a

<Vpﬂ> <pﬁ> > fnﬂapﬁ dA. (5.12)

&%()

Por otro lado, al usar la descomposicién espacial (Gray, 1975) para la presion,

Ps :<pﬂ>ﬂ + pﬁ' (513)

><+y/;

junto con la relacion de (5.7), permite expresar a la ecuacion (5.12) como,

(Vpﬂ>=gﬁ(x)v<pﬁ>”+% nﬁ0[<pﬂ>ﬁ _<pﬁ>ﬂxjdA

X+y
el ) ’ (5.14)
40 P 0A,
A/,”( )
donde se emple0 la siguiente relacion
(ps) ‘ Ve, (x 5o (Ps)| d (5.15)
A,,(, X

Por otro lado, utilizando el teorema del promediado espacial en el ultimo término de la

ecuacion (5.11) se obtiene

(Vv,) = (VeWv, ) =Ve(Vv, >+f [ Vv, da. (5.16)

A/}o'( )
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Una segunda aplicacion de este teorema, tomando en cuenta la condicion de no

deslizamiento, da como resultado

<V2vﬂ>:V2<vﬁ>+% I N, Vv, dA, (5.17)
7 Ago (%)

Por otro lado, al usar la descomposicién espacial para la velocidad

B o
v, oy, :<vﬂ> x+y,,+vﬁ iy (5.18)
en la ecuacion (5.17), permite llegar a
(V) =5 (v, )+ & | nﬂg.(v@ﬂy’ (v, jdA
/ A,@g(x) X+y/j X
(5.19)
—Vgﬂ(x)-V<vﬂ>ﬂ+% J n,, Vv, dA
7 Ayo(X)

De manera que, al sustituir las ecuaciones (5.14) y (5.19) en el lado derecho de la

ecuacion (5.11) resulta

= nﬂa-[—m( pﬁﬂx +uﬁV(A<vﬂ>ﬂLﬂdA (5.20)

=(v,)/

X

_<pﬁ>ﬂ

X+Y

:<pﬂ>ﬂ ‘<Vﬂ>ﬂ

B

donde se usaron A< p ﬂ>
X X+Yp

Una forma mas conveniente de expresar la ecuacion anterior es la siguiente,

Y Av, )’

X

0= —V<pﬂ>ﬂ +p,0+ py65 (X)V? <vﬁ>
~Hye5 (X) Ve, (X)'V(‘Sﬁl(X)<Vﬂ>)_/‘ﬂK}1(X)'<Vﬂ>*

donde se introdujo un tensor de esfuerzos dependiente de la posicion K;)..l(x), definido

(5.21)

como

MK (X)'<Vﬂ> = “/;1(x)

I Np+(1By = 4,V9 ) dA

Ass (x)

T ufl( )A!(X)nﬂg-[lA<pﬁ>ﬁ‘x —ﬂﬂV(Mvﬂ)ﬁLHdA %

2 X
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Notese que en la ecuacion (5.21) se dio preferencia a la forma superficial del
promediado de la velocidad.

Dado que, para la obtencion de las ecuaciones (5.10) y (5.21) no se emplearon
restricciones de escala, éstas son vdlidas en todo el dominio. Estas ecuaciones
constituyen el modelo de un solo dominio (Goyeau y col., 2003). Para utilizar este
modelo Goyeau y col. (2003) supusieron que los cambios espaciales de las propiedades

efectivas pueden ser aproximados mediante relaciones heuristicas.

- 7 - -1
Por otro lado, conviene hacer notar que el término x,K, (x)-<vﬂ> corresponde al

vector u,®@, en el trabajo de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) (ver ecuacion 36 de esta

referencia), el cual es el componente clave del término de exceso global (ecuacion 68,
Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995a). Para mantener la consistencia con la estructura

reportada del modelo de un solo dominio, en este trabajo se prefiere denotar al vector

w1, @, en términos de un tensor de esfuerzos dependiente de la posicion. El cual, se

reduce en las regiones homogéneas a

K*l

B

0 en la regién homogénea —
(x):{ 9 9 g (5.23)

-1 -7 7 ’
K,  enlaregion homogénea —w
donde K;U denota el tensor de esfuerzos en la region homogénea—w , cuya definicion

se presentara mas adelante (ecuacion (5.30)).
A continuacion se muestra cémo, al imponer las restricciones de escala
correspondientes, se pueden obtener las ecuaciones de Stokes y Darcy-Brinkman en las

regiones homogéneas—»n y @, respectivamente.
Region homogénea—»
En esta region (x—>x,7), como ya lo han mostrado previamente Ochoa-Tapia y

Whitaker (1995a), si se cumplen las siguientes restricciones de escala
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n<L,L,, (5.24)
r < L,L; < L,L,. (5.25)
los valores de las variables promediadas corresponden a los de las variables puntuales,

de manera que

= pﬁ’
X, X, +Y g

(5.26)

Xy X tYp

y como consecuencia las desviaciones espaciales de la presion y la velocidad son
despreciables, ademas la fraccion volumétrica es constante e igual a la unidad, por lo

que las ecuaciones (5.10) (5.21) se reducen a
V-<vﬂ>f =0, en la region homogénea —7, (5.27)
0= ! ’ la region homogé 28

_—V<pﬁ,>q + Py + 1,V <vﬁ>q, en la regién homogénea—7 . (5.28)
Debe notarse que esta Ultima es idéntica a la ecuacién de Stokes (5.3), siempre que se
cumpla que <vﬂ> = <vﬂ>ﬂ =V,,, de la misma forma que la ecuacion (5.27) es idéntica a

U n

la ecuacion de continuidad (5.2).
Region homogénea—w
En esta region (x — x,, ), también se cumplen las restricciones de escala (5.24) y (5.25)

lo que permite satisfacer la siguiente desigualdad,

[ (1P, + 1,99, )dA> | nﬁa{_mm)ﬂ‘x +uﬁV£A<vﬂ>/’x HdA. (5.29)

Aso 0 Aso 0

Por lo que la ecuacion (5.22) se reduce a,

. 1 - -
#ﬂKﬁz‘<Vﬂ>w =-— J N o o(—1B, + 22,VV ;) dA. (5.30)
De esta forma, para obtener el tensor de permeabilidad es necesario plantear y resolver
los problemas de cerradura para p, y ¥, cuya solucion se muestra en la monografia de

Whitaker (Cap. 4, 1999).
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Por otro lado, en esta region la porosidad se supone constante de manera que se

satisface la siguiente desigualdad

O(V(v,), ) O(V (& ¥ (e (vs), ) (5.31)
Por lo que las ecuaciones (5.10) y (5.21) se expresan como

V-(gﬂw <vﬂ>i) =0, enlaregion homogénea—w, (5.32)

0=-Vv/{ pﬁ>i P9+ iV (V)

(5.33)
—11,K 5,+(v,) , en laregion homogénea — o,

esta Ultima puede reacomodarse para obtener la ley de Darcy con la primera correccion

de Brinkman,
__Kp s a2 la regi6n homogé 5.34
<Vﬂ>w__ p . V<pﬂ>w—pﬂg—8ﬂw,uﬂv <Vﬁ>w , en la region homogénea—w. (5.34)
f

Sin embargo, debido a los rapidos cambios espaciales de la micro-estructura, las
ecuaciones (5.27), (5.28), (5.32) y (5.33) no son validas en la inter-region. Por lo que,
para completar el planteamiento del problema se requieren imponer condiciones de
frontera en la inter-regién que acoplen estas ecuaciones. Lo cual se llevara a cabo en la

siguiente seccidn.

5.4.- Condiciones de salto.
El siguiente paso consiste en definir una regién de promediado (V,) de volumen 77,

como la mostrada en la Figura 5-3, en la cual se integraran las ecuaciones de medio
efectivo obtenidas en la seccion anterior y de la diferencia entre la suma de las
ecuaciones de cada region y de la ecuacion de transporte generalizada se obtendra la

condicién de salto. De acuerdo a la Figura 5-3, el volumen 7, puede descomponerse en

V. =7+, . (5.35)

106



Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

Mientras que el area de la superficie externa de V_ se define a su vez como

o, = oY, + o, . (5.36)

Figura 5-3: Region de promediado V y vectores unitarios para la inter-region.

Ecuacion de continuidad

Al integrar las ecuaciones (5.10), (5.27) y (5.32) en la region V_ y usando el teorema de

la divergencia, se obtienen

[Ve(v,)dv = [nev,)dA=[n,«(v,) dA+ [n «(v,) dA=0, (5.37)
v, A, A, A
J'n”-<vﬂ> dA+ J' n,]w-<vﬁ> dA=0, (5.38)
& ’ Ao ’
jnw-<vﬁ>w dA+ J' nwn-<vﬂ>w dA=0, (5.39)
A, Aoy

donde A;,, representa la porcion de la superficie divisoria entre las dos regiones

contenida en V_ (ver Figura 5-3). Al sumar las ecuaciones (5.38) y (5.39) y restando el

resultado a la ecuacion (5.37) se obtiene
anw.(<vﬁ>—<vﬂ>w) dA+£nn-(<vﬁ>—<vﬂ>’7) dA = J. nm-(<vﬂ>w —<vﬂ>n)dA . (5.40)
) Ry

De acuerdo con el trabajo de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) es conveniente definir el

exceso de velocidad superficial como
ans-(5<vﬂ>s)da= A[ nw-(<vﬂ>—<vﬁ>w) dA+£nn-(<vﬂ>—<vﬁ>”) dA, (5.41)
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donde C representa una curva cerrada sobre la superficie divisoria (Figura 5-3);
mientras que ng es el vector unitario tangente a la frontera y normal a la curva C. Al

usar el teorema de la divergencia superficial (Deemer y Slattery, 1978; Slattery, 1980;

Ochoa-Tapia y col., 1993; Slattery, 2007), la ecuacion anterior se escribe como

gvvs.((s@ﬂx)d;\: [ nw.(<vﬁ>_<vﬁ>w) dA+ i n,,.(<vﬂ>_<vﬂ>n) dA, (5.42)

A

w

donde el operador gradiente superficial se ha definido previamente como

\% =(I—n n )-V y o se refiere al espesor de la frontera. De esta manera, las

S ne’ ‘no

ecuaciones (5.40) y (5.42) dan lugar a la siguiente condicion de frontera
an-(<vﬁ>w —<vﬂ>”) = VS-(5<vﬂ>s) en la superficie divisoria . (5.43)

Por otro lado (como se mostrd en el Capitulo 2), cabe mencionar que si los cambios
espaciales de los integrandos en ambos términos en el lado derecho de la ecuacion

(5.42) pueden despreciarse dentro de las secciones transversales de V, y V,, la

ecuacion (5.42), puede expresarse como

AYjﬂyvs.((s<v/,>s)dA=Am(jxm)nw.(<v/),>—<vﬂ>w)dA+ J nAvo)={v,),) oA, (5.4

Ay (%)

donde A7(x,7) y A,(x,) son las superficies de V, y V, en los limites superior e

inferior de V

o !

respectivamente. En estas superficies es razonable suponer que se

satisfacen las restricciones de escala, bajo las cuales las ecuaciones de transporte
generalizadas y las propiedades promedio corresponden a sus valores en las regiones
homogéneas. Bajo estas circunstancias, el lado derecho de la ecuacion (5.44) puede

suponerse mucho menor que la unidad y como consecuencia

n,,((v), ~(va), )= Vo 5(v,), ). (5.45)

De esta forma, la ecuacion (5.43) se reduce a
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nw”-(<vﬁ>w —<vﬁ >,,) =0, en la superficie divisoria, (5.46)
la cual impone continuidad de las componentes normales de la velocidad. Ademas, con
base en la continuidad del campo de la velocidad superficial <vﬁ> (ver Figura 3 en
Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995a) se impone la siguiente condicion

<vﬁ>” = <Vﬂ>a) = <vﬂ >W , en la superficie divisoria. (5.47)

Ecuacion de movimiento
Para efectuar la integracion de la ecuacién de movimiento valida en cualquier punto, es
conveniente expresar la resta entre los términos correspondientes a la primera y segunda

correccion de Brinkman como

%% <vﬂ> ~-Ve, (X)V (5; (x)<vﬂ>) =g, (x)V-(gg1 (x)V <vﬂ>)

, (5.48)
+ép (X)(Vgﬂ (x)Ve, (X))<Vﬂ>'
Por lo que la ecuacién (5.21) toma la siguiente forma
B _
O:_V<pﬁ> +pﬁg+ﬂﬂv°(5ﬂl(x)v<vﬁ>) (5.49)

+u,e, (X)(Ve, (X)Ve, (x))<vﬂ> — 1K (x)-<vﬂ>.

De esta manera, al integrar las ecuaciones (5.49), (5.28) y (5.33) en la regién V_ se

obtienen, respectivamente

0= —J' n, < pﬁ>ﬂdA— J' n, < pﬂ>ﬂdA+ I padV + I padVv
A, A, v, v,
+A[ yﬂnw-(gﬁl(x)V<vﬁ>)dA+;[,uﬁ.n,]-(gﬁl(x)V<vﬂ>)dA (5.50)
+Vj ,uﬂgf(x)(Vgﬁ (x)-Vgﬂ(x))<vﬂ>dV —vjyﬂKﬂl(x)-<vﬂ>dV,

O:—J‘nn<pﬂ>:dA— j n,m<pﬂ>jdA+.|'pﬂng
g v

K e ’ (5.51)
+Iyﬂnn-V<vﬂ>n dA+ j ,u/),n,W-V<vﬂ>?7 dA,
A, Ao
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O:—j nw<pﬂ>z dA- J' nw]<pﬂ>i dA+Ipﬁng + I g;,j)yﬁnw-V<vﬁ>w dA
A, A Vo Ao

+ J. 5;),%”@,; -V<Vﬁ >w dA- I ,uﬂK;U-<Vﬂ>w dv.
Aoy v,

(5.52)

El resultado de restar la suma de las ecuaciones (5.51) y (5.52) a la ecuacién (5.50) es
gnnwn{—'(mi (oa)) o[22 (vi) =9 (v, ) Jon
LR T
+jyﬂ A& )V (V) =V (v,) )dA
+jﬂﬁ 7(8; (X)V(v,) -V {v ))
—jyﬂK <vﬁ>dV+jyﬂ (V) dv

+Vjﬂﬁgﬁ )(Vgﬁ( )V, (X)) (v,)dV.

(5.53)

La estructura del lado derecho de esta Gltima ecuacion sugiere la introduccion de los
siguientes términos de exceso

Exceso de esfuerzo superficial:

f.+o(T), o = I, AP (001, (25 ()W (v, ) =22V (v,), )|

A,

(5.54)
" ;[ nn.[_|(<pﬂ>ﬂ ~(p,)) )+ (g;(x)vm)_v(vﬁ)q)}dA,
Exceso de esfuerzo global:
Aj n,,*(T,). dAZ\}"ﬂﬂKﬂl(X)'<Vﬂ>dV —ijﬁKﬂ;-<vﬂ>w v, (5.55)
Exceso de esfuerzo de Brinkman:
AI n,,(T,), dAz\JyﬁKﬁl(X)-<vﬁ>dV —ijﬂKﬂiu.<vﬂ>w av . (5.56)

Al usar las definiciones anteriores en la ecuacién (5.53) da como resultado la siguiente

condicion de salto,
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-n,, (< pﬂ>i ~( pﬂ>:)+yﬂnmo(g;al)v (V) —V<vﬂ>q):Vs.5<T>S

P P (5.57)
+<—”’Kﬂ1 ovﬂ> +<—/’gﬁ3(V5ﬁ-Vgﬂ) vﬂ> .en la superficie divisoria.
8y " o\ (Y
En esta ecuacidn se usaron los siguientes resultados
Uy,
(Mor(T).) =—<—ﬂK; > , (5.58)
s &s |
no
Hs
<nw”.<5ﬁ>s>s=<;ﬂgﬁs(x)(v5ﬂ(xweﬂ(x)) vﬂ> . (5.59)
s no no

cuya deduccion se presenta en la Seccion 5.5.

Es conveniente mencionar que la ecuacién (5.57) es equivalente a la ecuacién (70) de
Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a). Sin embargo, es de notarse la ausencia de parametros
ajustables, a diferencia de la ecuacion (81) del mismo trabajo.

Por otro lado, al igual que en la definicion de la velocidad superficial, la ecuacion (5.54)
puede expresarse, usando el teorema de la divergencia superficial y suponiendo que los
cambios espaciales de los integrandos en el lado derecho de esta ecuacion son

despreciables dentro de las secciones transversales de V, y V,, como sigue
[VAah)aa= [ ne((p) (0] J sty (2 )V (v,) -2V (v,), )|
- | nn-[—|(<pﬂ>/’_<pﬂ>:)+luﬂ(gﬂl(x)V<vﬁ>—V<vﬁ>qﬂdA.

A (%)

(5.60)

Sien las superficies A, (xq) y A,(x,), se satisfacen las restricciones de escala bajo las

cuales los campos de presion y velocidad resultantes de las ecuaciones de transporte
generalizadas corresponden a sus valores en las regiones homogéneas, el lado derecho
de la ecuacion (5.60) puede suponerse mucho menor que la unidad y como

consecuencia
ﬂﬁnm-(«s;i,V<vﬂ>w —V(vﬂ>”)>> V,+8(T).. (5.61)

Por lo que la ecuacion (5.57) se reduce a
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-n,, (( )., ~(Ps), ) N, '(%V (vy), -V <Vﬂ>q) = %K1'<Vﬂ ), (5.62)

en la superficie divisoria,

para obtener la ecuacién anterior se despreciaron los cambios espaciales de la

viscosidad y de a, en la region de integracion. En esta ultima ademas, se introdujo un

tensor mixto de esfuerzos (K‘l), el cual se define como

K*= K?‘W +5g3(V5ﬁ-Vgﬂ)

I (5.63)

nw

S —
esfuerzos globales esfuerzos de Brinkman

Notese que K™ es una combinacion de los esfuerzos debidos a los cambios en la
microestructura del medio poroso (de aqui en adelante se les denotard como esfuerzos
de Brinkman) y globales. Dicha combinacién de esfuerzos fue previamente usada por
Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) para definir el vector de arrastre d, que aparece en la
version vectorial de la condicion de salto (ecuacion (84) en Ochoa-Tapia y Whitaker
1995a) y se transforma en el parametro ajustable S en la version escalar de la misma
(ver ecuacion (5.1)). Conviene remarcar que el término K™ involucra la combinacion
de cantidades promedio asociadas con cambios espaciales de propiedades
macroscépicas. Ademas se supuso que el tensor mixto de esfuerzos puede considerarse
como constante en el pequefio dominio de integracion A’;w (ver Seccion 5.5). La cual es
la superficie de la region de promediado cuando su centroide se localiza en la superficie

divisoria. No debe olvidarse que se esta analizando el sistema estudiado por Beavers y

Joseph (1967), donde la velocidad promedio esta dada por
(vy) =(v,) *i, A=w1. (5.64)

Por lo que se necesita la componente tangencial de la ecuacion (5.62). La cual se

obtiene al hacer el producto punto con el vector unitario tangente a la superficie i
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1 5<Vﬂ>w 6<Vﬁ>q _ K™
& - =

Coy oy A

(v,) , enlasuperficie divisoria, (5.65)

donde la forma escalar de K™ es

2

d

K =ik Ni=K| 47| =2 || . (5.66)
ne dy

La ecuacion (5.65) representa una condicién de salto similar a la propuesta
originalmente por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a), con la importante diferencia de no
implicar el uso de pardmetros ajustables. De hecho, al comparar las ecuaciones (5.1) y

(5.65) se obtiene la siguiente relacion entre gy K™
JK MK’1
B=—. (5.67)
Ay
Como ya se menciond, el tensor mixto de esfuerzos es la suma de las contribuciones de
los esfuerzos globales y de Brinkman. De acuerdo a la ecuacion (5.66), esta ultima
puede obtenerse directamente a partir de una expresion que describa los cambios

espaciales de la porosidad en la inter-region (Pérez-Cérdova y Ochoa-Tapia, 1995). La

dificultad en el calculo de K™ radica en la determinacion de K; , la cual puede
nw

Ilevarse a cabo a partir de la ecuacion (5.22). Esto implica el conocer los campos de las
desviaciones espaciales de presion y velocidad en la inter-region, para lo que se
necesitan plantear y resolver los problemas de cerradura correspondientes. Este es el
objetivo del siguiente capitulo. Por el momento se presentan los detalles que permiten

Ilegar a las ecuaciones (5.58) y (5.59).

5.5.- Relacion entre (w)sy ws.

Relacion entre <tﬁ>s ytg.

Para facilitar la nomenclatura, se definen las siguientes propiedades,
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(t), =Ny (Ta),: (t) = K5 () (v, )i (t,), = 1KoV} . (5.68)

En la seccidn anterior se defini6 al exceso de esfuerzo global como,

[ (t,), dA=v[<tﬁ>dV —V{<tﬁ>w dv . (5.69)

s
Aon

El objetivo aqui es encontrar la relacion entre <tﬁ>S y t, definido como

y=tlp

Hp o
=LK v, =]ty (5.70)

E

ts

donde a, se refiere al valor del area interfacial por unidad de volumen (aV =, /“’/Y/)

evaluada en la superficie.
Para cumplir el objetivo es conveniente, para el caso en que los efectos de curvatura de

la inter-region sean despreciables, expresar la ecuacion (5.69) como
y=+B y=0
<tﬂ>s :.[y:—B <tﬂ>dy_jy:—8<tﬁ>w dy ' (571)
En la Figura 5-4, se muestra la distribucion de <tﬂ> con la posicion cerca de la frontera

(las longitudes caracteristicas asociadas con la inter-region son las mismas que en los
casos anteriores).

(t;)

(ty)e

- IH—>y

-B -r, 0 +r, +B

Figura 5-4: Distribucién de esfuerzos globales con la posicion. ESSNJ denota

J'yzo <t ﬂ>w dy y ——representa .[yy::’ <t ﬂ>dy.

y=-To
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De acuerdo a dicha figura, en el intervalo ye[+r,+B] el esfuerzo <tﬂ> es
despreciable, mientras que para ye[—B,—ro] el esfuerzo es practicamente idéntico a

<tﬂ> , de manera que la ecuacion (5.71) se puede simplificar a

(t,), =" (e )oy=] (n,), av. (5.72)

y=-To
De aqui se puede seguir el procedimiento de la Seccion 4 del trabajo de Wood y col.

(2000) para llegar a

1 —
~(t,), A J Uy dA=<tﬂs>,,w =:—’:<K ;\Wovﬂ>w. (5.73)

donde n% se refiere al area de la inter-region 7n—w ocupada por la region de

promediado cuando su centroide se localiza en la superficie divisoria. En la ecuacion
(5.73) el signo de menos viene de suponer que la cantidad obtenida en la ecuacion
(5.72) es negativa (ver Figura 5-4). Cuando este no sea el caso, se debe cambiar el signo

en el lado izquierdo de la ecuacion (5.73).

Relacion entre <bﬁ>s y by

En la ecuacion (5.56) se definio al exceso del esfuerzo de Brinkman como,

J {bs),an=[(b,)av. (5.74)

Aon

donde se usaron las siguientes definiciones,
<bﬂ>s = nw”~<Bﬂ>s; <bﬂ> = yﬂgf(x)(Vgﬂ (X)Ve, (x))<vﬁ>. (5.75)
Es importante mencionar que estos esfuerzos, a diferencia de los globales, s6lo toman

valores significativos en la frontera y no deben confundirse con los esfuerzos de la

primera correccion de Brinkman (ﬂﬁvz <vﬁ.>).
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Debe recordarse que el término <bﬁ> viene de una combinacion de las dos correcciones

de Brinkman como lo muestra la ecuacion (5.48). De manera que, fisicamente se pueden
interpretar como esfuerzos generados por los cambios espaciales de la porosidad cerca
de la frontera, esta situacion se presenta graficamente en la Figura 5-5.

Al igual que en el caso anterior, el primer paso consiste en obtener la forma simplificada
de la ecuacion (5.74) cuando los efectos de curvatura de la inter-regién sean

despreciables,

y=+B
<bﬂ>s - jyz,B <bﬂ>dy : (5.76)
De acuerdo a la distribucion de esfuerzos mostrada en la Figura 5-5, la ecuacién anterior

se puede simplificar a,

(b,). =[""(b,)dy. (5.77)

y=-T

Y de aqui se puede seguir la metodologia de Wood y col. (2000) para obtener,

(bs), == [ndA=(b),, =3 (e (Ve (9, (4)

)
no A, s

v, >w . (5.78)

Esto concluye las demostraciones.

(by)

:I :I—by
-B -, 0 4, +B

Figura 5-5: Distribucion de esfuerzos de Brinkman con la posicion.
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Capitulo 6:

Estimacion del tensor mixto de esfuerzos.

En el capitulo anterior se obtuvo una forma cerrada de la condicion de salto de
transferencia de cantidad de movimiento en la inter-region medio poroso-fluido. Dicha

condicién no implica el uso de parametros ajustables, sino un tensor mixto de esfuerzos,
K™, el cual es una combinacion de los esfuerzos globales y de Brinkman en la inter-

region. Estos Gltimos pueden estimarse a partir de las expresiones desarrolladas por
Pérez-Cordova y Ochoa-Tapia (1995). Sin embargo, no se ha reportado en la literatura
una expresion que permita predecir los esfuerzos globales en la frontera. Para resolver

este problema, conviene recordar que en el capitulo anterior se obtuvo una definicion de

los esfuerzos globales dependiente de la posicion K;}l(x) que puede usarse para

predecir el valor de la permeabilidad en la frontera. Dado que K;(x) es funcion de las

desviaciones espaciales de la velocidad y la presion, es necesario plantear y resolver los
problemas de cerradura correspondientes para calcular los esfuerzos globales.

El analisis se llevara hasta el planteamiento del problema de cerradura, dejando para un
trabajo posterior su solucion. Por ello se propone, como primera aproximacion,
extrapolar el uso de modelos, desarrollados para predecir la permeabilidad en la region
homogénea—w, a la frontera. Esto da lugar a expresiones analiticas para el tensor mixto
de esfuerzos, que a su vez permitiran la estimacion del coeficiente de salto. De esta
manera, se comprobaré que el orden de magnitud del coeficiente de salto es la unidad,
como originalmente lo habian propuesto Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a), ademas se

compararan los resultados con los reportados por Goyeau y col. (2003).
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6.1.- Problemas local y promedio.

En el capitulo anterior se partio de las ecuaciones que describen el problema local de

transferencia de cantidad de movimiento en un sistema que consiste en el flujo de un

fluido (fase—ﬂ) a través de un medio poroso (compuesto por las fases fluida y solida

(fase—o)),
Vev, =0, en lafase— g, (6.1)
0=-Vp,+p,9+u,V’v,, enlafase—p, (6.2)
v, =0, en lainterfase -0 . (6.3)

Mediante un proceso de promediado, sin involucrar restricciones de escala, se
obtuvieron ecuaciones de transferencia generalizadas (ecuaciones (5.10) y (5.21)), las

cuales son vélidas en todo el dominio y pueden expresarse como sigue
B
V{5, (0)(v,)) 0. (6.4)

=—V<pﬂ> + 0+ p1,6 51 (X )V2<v >

g (6.5)
~tye, (X) Ve, (X 'V(gﬂ X)<Vﬂ>) 1K ( )'<Vﬂ>'

En la ecuacion anterior se utilizo un tensor de esfuerzos dependiente de la posicion

- 1 B 3
fuﬂKﬂl(X)'<Vﬂ>: 7:(%) nﬂg-(lpﬂ —uﬂVvﬂ)dA
' Ao (X
o (X) 66
B B Y
5 9. { [< DL (e Uwﬂ[wvﬁ) vy HdA,
ﬂ Aﬂﬂ B 5
el cual tiene la siguiente propiedad
: 0, enlaregion homogénea —n
1
Ky (X)= {Kﬂfy, en la regién homogénea— o' 6.7)

Al imponer las restricciones de escala correspondientes a las ecuaciones (6.4) y (6.5), se

obtuvieron, las siguientes ecuaciones de medio efectivo para cada region,
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V-<vﬂ>ﬂ =0, enlaregion homogénea—7, (6.8)
n
0= ’ v? la region homogé 6.9
_—V<pﬂ>n +p,0+ i, <Vﬁ'>n’ en la regién homogénea—7, (6.9)
V-(gﬂw <vﬁ>i) =0, enlaregion homogénea—w, (6.10)

0= _V< pﬁ>i + p/}g + g,;i)ﬂﬂvz <Vﬁ>w

(6.11)
—yﬁK;};-<vﬁ>w , en la regién homogénea — .

Por otro lado, al usar la metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) junto con la

de Wood y col. (2000) se obtuvieron las siguientes condiciones a la frontera,

n,, .(<vﬁ >w (v, >”) =0 en la superficie divisoria (6.12)
-n,, (< pﬂ>i ~( pﬂ>f)+yﬂnwn-(gl;j)v (V) —V<vﬂ>”) :%K—l.<vﬁ>w (6.13)

en la superficie divisoria.

donde se definié un tensor mixto de esfuerzos K™, como

K'= K3 +£’3(V8 V¢ ) I, 6.14
5 lyo s \VérrVes) (6.14)
esfuerzos globales esfuerzos de Brinkman

el cual es el resultado de combinar los esfuerzos globales y de Brinkman. Como se

discutié en el Capitulo anterior, el mayor problema en el calculo de K™ radica en

obtener K; . El cual puede obtenerse a partir de la ecuacion (6.6) al localizar el
no

centroide en la superficie del medio poroso. De acuerdo a esta ecuacion, K;‘ es
no

funcion de los campos de desviaciones espaciales de la presion y velocidad. Por ello en
la siguiente seccion se desarrollaran los problemas de valor a la frontera cuya solucion

permitira la obtencion de los esfuerzos globales en la frontera.
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6.2.- Problema de cerradura.

Para obtener las ecuaciones gobernantes de p, y V,, es necesario retomar las

ﬂ 1

definiciones de las desviaciones espaciales de presion y velocidad,

Poleey, ~(p,)’

X+Y 4 B

, (6.15)

X+y/3

Py

\V;

\
X+ B

(v, (6.16)

X+
Yp X+Ypg

El uso de las ecuaciones anteriores en la resta de las ecuaciones (6.1) y (6.4) asi como

las ecuaciones (6.2) y (6.5), respectivamente, da como resultado

Vv, :g;(x)Vgﬂ(x)-<vﬂ>ﬂ,en la fase — 3, (6.17)

fuente

0==VP,+u,V°V,— 1, <Vﬂ >ﬂ g5 (X)V7e,(x)
) , fuente B , (6 . 18)
+ 1565 (X)Ve, (X)-V<Vﬂ> + 1,65 (X)K 5 (x)-<vﬁ> .en la fase — S.

fuente fuente

La condiciéon de frontera valida en la interfase fluido-sdlido se obtiene de usar la

descomposicion espacial de la velocidad en la condicion de frontera interfacial (6.3),

CF1 v =—<vﬁ>ﬁ, en la interfase f—o . (6.19)

—_—
fuente

En las ecuaciones (6.17)-(6.19) se han identificado cinco fuentes de desviaciones. A
diferencia del problema de las desviaciones de la velocidad en la region homogénea—w
(Whitaker, 1999), tanto la porosidad como la permeabilidad dependen de la posicion del
centroide del volumen de promediado.

Debe ser claro que no se desea resolver el problema de valor a la frontera para las
desviaciones de la velocidad en toda la superficie divisora, sino en una region
representativa como la que se muestra en la Figura 6-1. Donde se puede notar que a una
determinada distancia 2h, las desviaciones espaciales corresponden a las de las regiones

homogéneas. De esta forma es posible imponer las siguientes condiciones de frontera
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CF.2 Eng=-h VU, =V, p,=0,,. (6.20)
CF3 En¢=h  ¥,=¥,=0;p,=p,,=0. (6.21)
En esta Gltima ecuacidon se aprovecho el hecho que las ecuaciones de medio efectivo en
la region —; son idénticas a las ecuaciones locales para la fase—/3.

Para completar el planteamiento del problema de valor a la frontera para las
desviaciones espaciales, se imponen condiciones de periodicidad en las direcciones

tangentes a la superficie del medio poroso

Periodicidad: P, (r+¢)=p,(r), V,(r+4)=v,(r), i=1,2. (6.22)

region—nm

C=h

el ¥

region—m

Figura 6-1: Zona representativa de la inter-region.

En este momento es conveniente notar que el problema de valor a la frontera para las

desviaciones espaciales no es invariante a una transformacion de coordenadas del tipo
g . .

r—r-+g, a menos que <vﬂ> y su gradiente puedan considerarse como constantes.

Para esto se consideran las siguientes expansiones en series de Taylor,

= <Vﬂ>ﬂ

Fos (6.23)

X

x+yﬂ.V<Vﬂ>ﬂ‘x+%yﬁyﬁ :VV<vﬂ>ﬂ
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Vv, | =v(v,)

><+y/;

+... (6.24)

X

X +%yﬂyﬁ :vvv(v,)’

+yﬂ-VV<vﬁ>ﬂ

Al sustituir estas expresiones en las ecuaciones (6.17)-(6.19), da como resultado

s =6 (X)Ve, (x)(v,)”

Vv

+&, (X)Vs, (x)-yﬁ-V<vﬁ>ﬁ (6.25)

X

X

0=—-Vp, +1,V°V, - 1,6, (X) V&, (x)(V >

~Hy65 (X) Ve, ()Y oV {V ﬂ‘
+y,,s;(X)V8ﬂ(X)'V<Vﬂ>ﬂL
e (X) Ve, (X)y VY (v, )
1,8, (K (X)(v, )" .

+,6, (X)K S (X)y 5oV <Vﬁ>

(6.26)

X

|

—yﬂ-V<vﬂ>ﬂ .

X

CF.1 v,=—(v,)’ (6.27)

Las ecuaciones anteriores pueden simplificarse si se aceptan las siguientes restricciones
de escala,

D1, 0w, (6.28)

L L

. - , s
donde L, es la longitud caracteristica asociada con <vﬁ>

, mientras que L, es la

X

. Bajo estas condiciones, el problema

X

longitud caracteristica correspondiente a V<v P >ﬂ

de valor a la frontera para las desviaciones espaciales de presion y velocidad es

V-Vﬁ:egl(x)v,sﬁ(x)-(vﬁy , enlafase—z, (6.29)
fuente
0=-Vp, +yﬂV2\7ﬂ — Hy <Vﬂ>ﬂ ggl(X)Vzgﬂ (x)
, fuente , (630)
+yﬂg/_”l(x)vgﬂ(x)'v<vﬂ> ‘ +ﬂp€ﬁ(X)K;,l(X)-<Vﬂ> .en la fase — 3,
fuente fuente
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CF1 V,= —<vﬂ>ﬂ K en lainterfase f—o, (6.31)
fuente

CF.2 En ¢=-h ¥,=V,, (6.32)

C.F.3 En¢=h V,=9 =0, (6.33)

Periodicidad: Py(r+4)=0,(r), V,(r+4)=9,(r), i=12. (6.34)

La estructura lineal de este problema de valor a la frontera sugiere proponer las

siguientes expresiones para los campos de desviaciones
- ) B B
vﬁzcﬂ.V<vﬂ> +Bﬂo<vﬂ> : (6.35)
- _ B B
By = ,A, V() + bV, (6.36)
donde los coeficientes que multiplican a las fuentes son las variables de cerradura.

Al sustituir estas Ultimas superposiciones en las ecuaciones (6.29)-(6.34), se obtienen

los siguientes problemas de valor a la frontera

Problema I:
VB, =5, (X,)Ve;(X,), enlafase—p, (6.37)
0=-Vb, + VB, —&.! (X, ) Ve, (X, )1+ &, (X, )KS (X,), enlafase— 3, (6.38)
CF.1 B,=-, en la interfase f—o, (6.39)
C.F.2 En¢=h B,=0, (6.40)
C.F.3 En{=-h B,=B,, (6.41)
Periodicidad: b, (r+4)=b,(r),B,(r+4)=B,(r), i=12. (6.42
Problema II:
v.C, =0, en lafase—- g, (6.43)
0=-VA,+VC,+&, (X))V&, (X))l en la fase— g3, (6.44)
CF1 C, =0,en lainterfase -0, (6.45)
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CF.2 Enc=h  C,=0, (6.46)
CE3 Enc=-h C,=0, (6.47)

Periodicidad: A, (r+4)

Il
>
=
—_
=
~
@)
=
—_
=
+
-~
~
Il
@)
=
—
=
~

i=12. (6.48)

En las ecuaciones (6.41) y (6.47) se supuso que en ¢ =—h, <vﬂ>ﬂ (v, >ﬁ < 1. Ademas,

[

las desviaciones espaciales en la region homogénea—w estan dadas por

v,=B,{v,), (6.49)

@

By = t10,(V, ), (6.50)

[0]

donde las variables de cerradura B, y b, se obtienen de resolver el problema de

cerradura correspondiente (ecuaciones 4.2-27, en Whitaker, 1999). Notese que este
problema de cerradura puede obtenerse a partir del Problema I fijando el centroide en la

region homogenea—w (es decir, x —x_,) y considerando que, en esta region, los

cambios espaciales de la porosidad son despreciables.

Por otro lado, en su trabajo Eidsath y col. (1983) propusieron imponer condiciones de
simetria en las posiciones de la celda unitaria (representativa del seno del medio poroso)
paralelas a la direccion del flujo, de manera que

Enc=—h Bo_g (6.51)

oc

De esta forma, al suponer continuidad de las derivadas del campo de las desviaciones
espaciales de la velocidad en esta frontera, la condicion de (6.41) se puede reemplazar
por,

oB
£=0

En C:—h g— (652)

Con esta condicion se evita resolver el problema de cerradura en la region

homogénea—-w .
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Para explorar la pertinencia de resolver estos dos problemas, es conveniente realizar un
analisis de orden de magnitud en los dos problemas arriba planteados.
A partir de la ecuacion (6.39) se obtiene que

B,=0(1). (6.53)

B

Al usar este estimado en la ecuacion (6.38) permite llegar a

b,= O{iJ (6.54)
y
Por altimo, un andlisis de orden de magnitud en la ecuacion (6.44) da como resultados
IZA 1A
C,=0| L2 |; A, =0| £=22 |, (6.55)
&, &,

Aqui se supuso que la longitud caracteristica asociada con la fraccion volumétrica es

en la inter-regiéon. De esta forma, haciendo un andlisis de orden de magnitud de las

ecuaciones (6.35) y (6.36) se obtiene lo siguiente

0(v,)=0 e (v,) (6.56)
“ ’rOLgﬂ Al
i
IZA v
O(p,)=0|1- ‘ﬂ’“ o) (6.57)
hleg Iﬁ
Por lo que si en la inter-region se cumple la restriccion de escala
I2A
528 o, (6.58)
hle,

s6lo es necesario resolver el Problema | para tener una estimacion de los campos de

desviaciones espaciales de la velocidad y la presion, los cuales se pueden expresar como
v,=B ! 6.59
Vp = ﬂ‘<Vﬂ> ’ (6.59)

- B
By =u,b,(v,)" . (6.60)
Cuando este no sea el caso, la definicion del esfuerzo global y, por tanto, la estructura

de la condicion de salto se modifican notablemente debido a la incorporacion de un

término extra relacionado con el gradiente de la velocidad.
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Hasta este punto se ha conservado cierto grado de generalidad al no fijar la posicion del
centroide en el planteamiento del problema de cerradura. Esto es conveniente si se desea
resolver este problema en cada posicion de la inter-region y, de esta forma, calcular los
cambios espaciales del tensor de esfuerzos. De hecho, como se mostrd en el Capitulo 4,
este es el procedimiento a seguir para obtener una version cerrada de la ecuacion
generalizada de transferencia de cantidad de movimiento, la cual constituye el modelo
de un solo dominio (Goyeau y col., 2003). Sin embargo, para obtener una forma cerrada
de la condicion de salto, s6lo se necesita resolver el problema de cerradura en la
superficie divisoria entre el medio poroso y el fluido (ver Seccion 5.5). En este

contexto, cuando el medio poroso es homogéneo, la superficie divisoria se localiza en el

1 . . . .
lugar donde ¢, =§(1+5ﬂm) y sera referida, de aqui en adelante, como la posicion

donde el centroide esta ubicado en x =X, .

6.3.- Forma cerrada del tensor de esfuerzos globales.

No debe olvidarse que el propdsito de estimar los campos de las variables de cerradura
es estimar el valor del tensor de permeabilidad en la inter-regién, para asi calcular el
coeficiente de salto. De esta forma, al sustituir las ecuaciones (6.59) y (6.60) en el

tensor de permeabilidad dependiente de la posicion (ecuacion (6.6)) evaluado en x =X,

se obtiene

5 75(%)

s

n

15K (% )V ) sot(10, = VB, )dA |«(v,) X

Fooa) ’ (6.61)
+0}ﬁ/1 f nﬂg-[lA<pﬂ>ﬁX —yﬂV£A<vﬂ>ﬂ ) ﬂdA.

B (XO) As(%o)
Con el fin de simplificar la ecuacion anterior, se sustituyen las series de Taylor para

<pﬂ>ﬂ y V<vﬁ>ﬂ alrededor de x,en el Gltimo término de la ecuacion (6.61) para

obtener,
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ﬂﬂKﬂl(Xo)°<Vﬁ>xo:_a)f//zf(o)[A _[X ( Ib +VB )dA}<vﬂ>ﬂ

/ ﬂ

) s
n, |:(yﬂy,8 vv(p >‘ j 'uﬁ'(yﬂyﬂ vV (v >ﬂ

& (%)
o)

Xo

HdA (6.62)

o

Al sustituir en la ecuacion anterior las siguientes relaciones geométricas desarrolladas

%)

por Quintard y Whitaker (1994)

j Ny ,0A=-V(y,), (6.63)
7 Aﬂa()

InﬂayﬂyﬁdA V<yﬂyﬂ> (6.64)
7 Aﬁa x)

resulta que

1K (X )°<Vﬂ> =-_Lr

S ACRIIEN a-(—lbﬂ+VBﬁ)dA}-<vﬂ>
-5 )V, ) 9 (0, | vy,

- 8;1 gXO) <yﬁyﬁ> {IVV < pﬂ>

Xo

} (6.65)

T

Por otro lado, Pérez-Cordova y Ochoa-Tapia (1995) encontraron que en la inter-region

B

1YYV (V)

Xo

medio poroso-fluido, se cumplen los siguientes estimados de orden de magnitud,

31 1
W:o[% L (€5, - ﬂw)}o[ﬁl_—(l—gﬂw)j, (6.66)

rZ
= o[(ugﬂw)ﬁj. (6.67)

iV {y, )i

iV (i, i)

De manera que los estimados de orden de magnitud de los tres términos del lado

derecho de la ecuacion (6.65) son

g

ad [ nye(-tb,+VB,)dA (v,
(%) Ago (%)

ol o

B
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gﬂl(xo)V<Yﬁ>:[|V<pﬂ>ﬂx _/uﬂVV<Vﬁ>ﬂj
(6.69)
(1_%0) h - s
:O[ml_—igﬂl(xo)luﬂ<vﬂ> ],
g;(xo) . A A
> V(yﬁyﬁ>:{|vv<pﬂ> ‘ ~1,VVV{v,) ‘ }
° (6.70)
r2 (1+gﬁ(u) B Vi
~o| s v |
Por lo que si se cumplen en la inter-region las siguientes restricciones de escala
—(1_€ﬂw)léi<<1;( 3 J(lJrgﬁ(”)I; <1, (6.71)
oL, L LL) 20LL,

las cuales son més faciles de cumplir que la ecuacién (6.58). Entonces, la ecuacion
(6.65) puede simplificarse a,

£5(%0)K5 (%) = “}”/_(i ] j nﬂg-(—lbﬂ+VBﬂ)‘W dA, en la superficie divisoria .(6.72)

B0 Ag(x)

Con la cual se puede calcular el tensor de esfuerzos globales en la superficie divisoria.
Para completar esta parte del analisis, en la siguiente seccién se presenta el problema
bidimensional de valor ala frontera a resolver para calcular la forma escalar de este

coeficiente.

6.4.- Problema de cerradura bidimensional.
Dado que el objetivo es estimar los cambios espaciales de la componente de la
velocidad que es tangente a la superficie del medio poroso; se necesita la forma escalar

del tensor de esfuerzos globales, la cual se obtiene a partir de la ecuacion (6.72) como

dA, (6.73)

eﬂ(XO)K;(XO)=—W(1XO)Aﬁj [—(i.nﬂa)bﬁ,ﬁ%J

N o

ne

donde
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K" =K (%o )i, (6.74)
By =1Bei, (6.75)
b, . =b,i, (6.76)

y la forma escalar del tensor mixto de esfuerzos (K’l = i-K’loi) que se requiere en la

condicion de salto es

(6.77)

Como se mostré en el capitulo anterior, a partir de la ecuacion anterior es posible
obtener el coeficiente de salto mediante la siguiente expresion
JK P K™
B="—". (6.78)
Ay
La ecuacion (6.73) esta expresada en funcion de variables de cerradura que se obtienen

de resolver la forma escalar del Problema | para una celda unitaria bidimensional

oB oB
—Le P 0, enlafase— 2, (6.79)
o o¢
0=_ o0y azBﬂz,és N azBﬁzéé
o5 0 e
42 (6.80)
&
—&,1(0)—2| +¢,(0)K; ' enlafase— 3,
dy
y=0
ob o°B o°B
O=——Lo4 2= 2= 4 ¢ (0)KZ, enlafase— g, (6.81)
g 0O¢ e
CF1 B,.=-1B, . =0, enlainterfase f-o, (6.82)
CF.2 Eng=h  B,.=0B,.=0b,,=0, (6.83)
oB oB ob
CF3 En ¢ =-h P =025 =0; —2£ =0, (6.84)
¢ e g
Periodicidad: #(r+¢)=¢(r), i=1,2; ¢=b,.,B,..,B, .. (6.85)
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donde se usaron las siguientes definiciones,
Bﬁ.’45 = j.Bﬂ.i ; K;; = j'K;}l(XO )o| . (686)

De esta forma, la componente tangencial de la condicion de salto es

A S L (el ] o

po o
oy oy 7" Ay (%) N o

0

(6.87)

2

de £

+e?| =2 fo___(v,) , en la superficie divisoria.
g ( dy j 5ﬁ(xo)a\/s< ﬁ>w

no
Para resolver el problema de valor a la frontera arriba planteado se pueden usar modelos
simples de medios porosos como los mostrados en el Capitulo 3 (ver Figuras 3-2, 3-5,
3-7 y 3-9). El problema de las variables de cerradura tiene una estructura similar al
problema de Stokes. Sin embargo, los Gltimos términos en las ecuaciones (6.80) y (6.81)

requieren conocer el campo de la variable de cerradura en ¢ =0. Este tipo de dificultad

se puede superar, siguiendo las ideas de Barrére y col. (1992), mediante una
redefinicion de variables. Una metodologia alternativa para tratar con este problema
consiste en obtener la forma cerrada de las ecuaciones de transporte generalizadas y
calcular, como se hizo en el Capitulo 4, los coeficientes de exceso a partir de sus
definiciones correspondientes. Sin embargo, es de mencionarse que la solucion
numeérica del problema de cerradura esta mas alla de los objetivos de este trabajo y sera
objeto de futuras investigaciones.

No debe perderse de vista que el propdsito de resolver el problema de cerradura
consiste, en este caso, en calcular el tensor de esfuerzos globales, el cual puede
reducirse al inverso de la permeabilidad del medio poroso homogéneo (cuando el
centroide se localiza en dicha region). Bajo esta idea es que, en la siguientes secciones
se explora la posibilidad de extrapolar el uso de modelos para predecir la permeabilidad

del medio poroso homogéneo (revisados en el Capitulo 1) en la frontera medio poroso-
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fluido. La cual, junto con la evaluacion de las contribuciones de los esfuerzos de
Brinkman en la inter-region permitira la evaluacion del tensor mixto de esfuerzos y, a su

vez, del coeficiente de salto S. A continuacion se estudiaran los esfuerzos de Brinkman

y posteriormente se presentara el modelo aproximado para predecir los esfuerzos

globales.

6.5.- Cambios de propiedades geométricas con la posicién.

Para estimar los cambios de propiedades geométricas, como la porosidad y el area
interfacial por unidad de volumen, Pérez-Cérdova y Ochoa-Tapia (1995) propusieron

los siguientes polinomios

&;(Y) Z%(%{u +1)+%(eﬁm —l)[lJ[(lJ —3], para —r, <y<+r, (6.88)

av(Y)_lJrl(lJ[(lT— ], para —r, <y<+r, (6.89)

a\/,w _2 4 r-O r-O

los cuales se obtuvieron suponiendo que el medio poroso estd compuesto de esferas o
cilindros, de diametro ¢_, igualmente espaciados. Ademas, mostraron que para obtener
cambios espaciales suaves de las propiedades promedio, la siguiente relacion de
longitudes de escala debe satisfacerse

r,=20¢_ . (6.90)
Para estimar la contribucion de los esfuerzos de Brinkman al tensor de permeabilidad

mixto, es necesario el gradiente de la ecuacion (6.88), el cual esta dado por,

de,(y 3 i
35 ):4_r0<8[7’w _1){(%j - :l’ para —r, <y <+l. (691)

0

De esta forma, es posible calcular los cambios espaciales de la porosidad y su derivada a

partir del valor de la porosidad en la region homogénea—w. En la Figura 6-2 se
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muestran los resultados obtenidos a partir de las ecuaciones (6.88) y (6.91) para

diferentes valores de ¢,,. En ambas graficas se identifican las curvas correspondientes

a los materiales estudiados por BJ (1967) cuyas propiedades se resumen en la Tabla 6-1.

En todos los casos se supuso que la fraccion volumétrica en la region homogénea—7 es
la unidad. De la Figura 6-2a se observa que al aumentar ¢,, también lo hace gﬂ(y),
mientras que lo inverso se muestra en la Figura 6-2b para dgﬁ/dy. Debe notarse que

esta derivada presenta un maximo en y =0, es decir, cuando el centroide se localiza en

la superficie del medio poroso.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
y/r,

Figura 6-2: Cambios espaciales de a) la porosidad y b) su derivada respecto a y. En
ambos casos se identifican las curvas correspondientes a los materiales estudiados por

BJ (1967).

De esta forma, a partir de las ecuaciones (6.88) y (6.91) se obtiene la siguiente

expresion para los esfuerzos de Brinkman (B(y))

B<y>=e;<y>[dd%]z <y>[§gﬁy— }] 692)

la cual esta restringida a las suposiciones hechas para obtener la ecuacion (6.88). La

ecuacion anterior evaluada en y =0 se reduce a
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9(e, 1)’
B(0 :—S%_ ) . (6.93)
21, (gﬂw +l)
Tabla 6-1: Datos de los materiales estudiados por Beavers y Joseph (BJ)
Material Didmetro de poro | Porosidad | Permeabilidad
(m) (22) (mz)
1. Espuma de metal A (EA) 4,06x10"* 0.78 9.7x10°°
2. Espuma de metal B (EB) 8.64x10™* 0.78 3.94x10°°
3. Espuma de metal C (EC) 1.14x10°° 0.79 8.2x10°°
4. Aloxita 1 (A1) 3.3x10™ 0.58 6.45x107"
5. Aloxita 2 (A2) 6.86x10~ 0.52 1.6x10°°

La dependencia de los esfuerzos de Brinkman con la posicion y &, se muestra en la

Figura 6-3. Puede notarse que, al aumentar la fraccion porosa de la region—w, los
esfuerzos disminuyen, generando curvas cada vez mas simétricas alrededor de y=0.
Los resultados se presentan normalizados con el valor del esfuerzo en la frontera; de

esta forma, se aprecia que solo para ,, > 0.9 el valor del esfuerzo es menor o igual al

esfuerzo en la superficie.

En la Figura 6-4 se muestran los resultados para el caso particular de los materiales
empleados por BJ. En este caso se puede apreciar la gran sensibilidad de los resultados
ante cambios en la porosidad, ya que al incrementarse ésta en sélo 6 centésimas el valor
méaximo del esfuerzo disminuyd de la unidad a 0.62 aproximadamente.

Es conveniente recordar que en la condicion de salto desarrollada en el capitulo anterior,

se necesita conocer el valor del &rea interfacial en la superficie (a,), el cual se puede

obtener a partir de la ecuacion (6.89) al sustituir y =0

a,=a,(0) =", (6.94)
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donde, el area interfacial por unidad de volumen en la region homogénea—w (am)

puede expresarse como funcion de la porosidad y el diametro de las esferas o cilindros

que componen el medio poroso de acuerdo a

a, = E3(1—%) . (6.95)

o

08 06 -04 -02 0

yir,
1.4+ £, 0.5
12+ 00 7
&4 0.1 1.2 8 0.8
10
1.0
s 0.9
1 S o8-
e &
o 6 o 06
I
44 02 0.4
0.3
24 0.24
0.4
0 . , - . 0.0 T T T \
-1.0 .05 0.0 05 1.0 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0
ylr yir,

0

Figura 6-3: Vistas tri- y bi-dimensionales de la dependencia de los esfuerzos de

Brinkman con la posiciony ¢, .

Al sustituir esta expresion en la ecuacion (6.94) se obtiene

3 = (1-25): (6.96)

o

A continuacion se presenta la metodologia aproximada para la estimacion de los
esfuerzos globales en la frontera. Para ello, primero se comparan varios modelos para el

calculo de la permeabilidad en la regién homogénea—w disponibles en la literatura, de
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acuerdo a su capacidad para reproducir los datos reportados por BJ. Y posteriormente se

extrapolaran a la inter-region los modelos que mejor ajusten los datos.

A2
1.0
084 [ N
AL
0.6 !
(>é ...........................
e 1
2 o '
@ 041 !
[}
[}
0.2+ :
EA, EB, EC |
[}
0.0 . . . | : . -
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

yrr,
Figura 6-4: Dependencia espacial de los esfuerzos de Brinkman para los materiales

usados por BJ. La linea punteada horizontal indica el valor de B(0)/B,, para cada

material. B, =max(B),,.

6.6.-Comparacion de modelos de permeabilidad.

Los modelos revisados en el Capitulo 1 para estimar la permeabilidad son los

siguientes,

e Tubos capilares

2

K, =lmle (6.97)
R .

e Radio hidraulico (Carman-Kozeny)

83

= oo 6.98
180(1-¢,, ) (6:%9)

fz

Ko
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e Rumpfy Gupte (1971)

6_5.5f2
_Spots
w=gg (6.99)
e Happel y Brenner, (1991)
g ¢?
o Flujoparalelo K, =—7"227 . (6.100)

16k, (1-2,,)’

0 Flujo perpendicular

2 4 4
K, - (1, +5) [t 1t +§)4 o | (6.10)
16 ) 2(y,+06) +¢
donde,
2 3
k, = Epo . (6.102)
1 2
(1—%){2|n(1_%}—3+4(1—gﬁw)—(1—gﬁw) }
e Larsony Higdon (1989),
K 3
po_p Fw  t_ 1 (6.103)
! (1_ gﬂw ) fo J1- gﬁw

e Sahraoui y Kaviany (1992)

K
—2 =0.0606 ¢5.;  04<¢

10 <0.8. (6.104)

[oa

Como criterio de seleccion entre estos modelos, se decidié que sélo aquellos modelos
que reproduzcan satisfactoriamente los datos de permeabilidad de la Tabla 6-1, seran los
que se usardn para predecir la permeabilidad en la inter-region. Los resultados se
muestran en las figuras 6-5y 6-6, las observaciones para los modelos capilares son las
siguientes:

e Con el modelo de tubos capilares no es posible predecir satisfactoriamente los

datos experimentales.
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e EIl modelo de Rumpf y Gupte s6lo describe satisfactoriamente los datos de las

dos especies de aloxita.

1.00E-007 4
a)

8.00E-008 .
6.00E-008

4.00E-008

2.00E-008 4

0.00E+000 +—— T T
1 2 3

Material

0.00E+000

2.00E-007 4

1.60E-007

1.20E-007

8.00E-008 4

4.00E-008 1

Material

Figura 6-5: Estimacion del coeficiente de permeabilidad para los datos de BJ usando

los modelos de a) (——) Rumpf y Gupte (———) tubos capilares, b) Ecuacién de

Carman-Kozeny para (——) esferasy (———) cilindros.

e Usando la ecuacion de Carman-Kozeny para esferas es posible describir

satisfactoriamente todos los datos, mientras que su version para cilindros soélo es

atil para los datos de aloxita.

Por otro lado, para los modelos de arrastre se observa que

e Las ecuaciones aproximadas de Happel y Brenner para flujo perpendicular

reproducen mejor los datos que para flujo paralelo, sin embargo los resultados

s6lo son aceptables para las tres especies de espuma de metal.

e El modelo de Larson y Higdon con A=2x10" reproduce satisfactoriamente

todos los datos de BJ, sin embargo en el caso de las dos especies de aloxita, el

modelo de Sahraoui y Kaviany ofrece mejore predicciones que el modelo de

Larson y Higdon no siendo éste el caso para las tres especies de espuma de

metal.
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1.20E-007

1.80E-007 X b)
1.60E-007 a) 1058007
1.40E-007 “':‘ 9.00E-008
1.20E-007 7.50E-008

K., 1.00e.007] Ao 6,00E-008-

8.00E-008 ] 4.50E-008
6.00E-008 -
3.00E-008 1
4.00E-008 ]

2.00E-008 1.50E-008 -

0.00E+000

0.00E+000

T

1 2 3 4 5
Material Material

Figura 6-6: Estimacion del coeficiente de permeabilidad para los datos de BJ usando

los modelos de a) Happel y Brenner para flujo perpendicular (——) y paralelo(——-),

b) Larson y Higdon (——) A=2x10"; Sahraoui y Kaviany (-—-).

A partir de estas observaciones se deduce que Unicamente la ecuacién de Carman-

Kozeny para esferas y el modelo de Larson y Higdon con A=2x10" reproducen
satisfactoriamente los datos experimentales de permeabilidad para todas las especies;
para las tres especies de espuma de metal es recomendable usar el modelo de Happel y
Brenner para flujo perpendicular y para las dos especies de aloxita el modelo de Rumpf

y Gupte o bien el de Sahraoui y Kaviany.

6.7.- Esfuerzos globales.

En el Capitulo 1 se expusieron diversos modelos para estimar la permeabilidad de un
medio poroso en su regién homogénea. Sin embargo, no se encontr6 una relacion que
describa los cambios espaciales de la permeabilidad al pasar de la region homogeénea a
la inter-region y de ahi a otra region homogénea. Ante este problema, Ochoa-Tapia y
Whitaker (1995b) propusieron sustituir directamente la dependencia de la porosidad en
la ecuacion de Carman-Kozeny. El que hayan elegido esta ecuacion incluye el hecho

que permite reducir los esfuerzos a cero en el limite cuando ¢, —1. Esta propiedad la
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comparten s6lo algunos de los modelos presentados en la seccion anterior. Como ya se
menciond, los unicos modelos (de los que se discutieron aqui) que reproducen
satisfactoriamente todos los datos de BJ son los de Carman-Kozeny y el de Larson-
Higdon. Ambos permiten una transicion suave en los esfuerzos al pasar de una region
homogénea a otra, recuperando los valores extremos fisicamente esperados. La

estructura de ambos modelos permite que se puedan resumir en la siguiente expresion

3
po __ Yp (6.105)

- (1—8ﬂw)2

donde 7/=;/1=(180)’1 lleva a la ecuacion (6.98), mientras que si

y=7, :2x10’3/(1—gﬁw)2/3, se obtiene la ecuacién (6.103). Siguiendo las ideas de

Ochoa-Tapia y Whitaker (1995b), la ecuacion (6.105) puede usarse en la inter-region

sustituyendo gﬂ(y), dado por la ecuacion (6.88), en lugar de &, . De esta forma, la

Po

ecuacion (6.105) dependiente de la posicion, toma la siguiente forma

2 2! )
t; (1—8ﬁ(y))
la cual, en la frontera, se reduce a
71’02_ (1+ gﬂw)a
Ky|,, =Ky (0)=—"—". (6.107)
2(1-¢,,)

De esta forma, al normalizar los esfuerzos globales dependientes de la posicion con su
valor en la superficie del medio poroso, se obtuvieron los resultados de la Figura 6-7. Al
igual que en el caso de los esfuerzos de Brinkman, al disminuir la porosidad, el valor
méaximo de los esfuerzos globales crece y llega a ser hasta 660 veces su valor en la

superficie, (para ¢,,=0.1). Por otro lado, su valor se vuelve despreciable para

y >0.51,.
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Figura 6-7: Vistas tri- y bi-dimensionales de la dependencia de los esfuerzos de

globales con la posiciony ¢, -

Para los materiales empleados por BJ, los resultados se muestran en la Figura 6-8. La
ecuacion (6.106) muestra que los esfuerzos globales son funcién tanto de la fraccion
porosa como del diametro de la esfera (o cilindro) que componen el medio poroso. El
maximo esfuerzo lo presentd la aloxita 1, por lo que los resultados se presentan
normalizados de acuerdo a este valor. Al igual que en la Figura 6-4, los resultados son

bastante sensibles a cambios en las propiedades de los materiales. Cabe mencionar que

con los modelos de Carman-Kozeny (7,) y de Larson y Higdon (y,) se obtienen

resultados muy similares.
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1
1.0

Figura 6-8: Dependencia de los esfuerzos de globales con la posicion para los

materiales estudiados por BJ 7, (——)y 7, (-—-).

6.8.- Tensor mixto de esfuerzos.

Con los resultados obtenidos en las dos secciones anteriores, se puede obtener la
componente tangencial del tensor de esfuerzos, al sustituir las ecuaciones (6.93) y
(6.107) en la ecuacion (6.77)

2(1-¢,) -1y
Ko (1-25) - (&0 )3 , (6.108)
7 (L+g,,) 800G (), +1)

donde se usé la relacion de (6.90). Debe ser claro, de la ecuacion anterior, que los
esfuerzos de Brinkman pueden despreciarse respecto a los globales. Bajo estas
circunstancias, la ecuacion (6.108) se simplifica a

KL= 2(1_ € o )2

= . (6.109)
yf§(1+gﬂw)3
Por otro lado, de acuerdo a la ecuacion (6.78), el coeficiente de salto puede

determinarse a partir de la ecuacion (6.109) como

~ 2657
. (6.110)

3y (L+ey, )

141




Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

donde se usaron ademas las ecuaciones (6.96) y (6.105).
La estimacion del coeficiente de salto, para los materiales estudiados por BJ, se presenta

en la Tabla 6-2. Donde se muestran los resultados que se obtienen al usar los modelos

de Carman-Kozeny (;/1), Larson-Higdon (,) y de Goyeau y col. (2003). Es de notarse

que los tres modelos ofrecen estimaciones del orden de la unidad para el coeficiente de
salto, lo cual corresponde con lo expuesto previamente por Ochoa-Tapia y Whitaker

(1995a,b). Sin embargo, los resultados del modelo y, se acercan més a los reportados

por Goyeau y col. (2003) para Al y A2. Para los materiales EA, EB y EC los modelos

7. Y 7, dan practicamente el mismo resultado, el cual difiere en aproximadamente 6%

del reportado por Goyeau y col. (2003).

Tabla 6-2: Estimacidon del coeficiente de salto para los materiales usados por BJ

Material B(n) | B(r,) Goyeau y col. (2003)
1. Espuma de metal A | 1.093 | 1.099 1.03
2. Espuma de metal B | 1.093 | 1.099 1.03
3. Espuma de metal C | 1.095 | 1.085 1.02
4. Aloxita 1 1.002 | 1.250 1.230
5. Aloxita 2 0.955 | 1.246 1.300

Estas observaciones se corroboran en la Figura 6-9, donde se muestra la dependencia
del coeficiente de salto con la porosidad y ademés la interseccion de las curvas de los

tres modelos corresponde a ¢, ~0.79, la cual es la porosidad de las espumas de metal.
Cabe mencionar que, los modelos 7, y y, exhiben el mismo comportamiento en el
limite cuando ¢,, — 0; no siendo este el caso del modelo de Goyeau y col. (2003), en
el cual g alcanza valores superiores a la unidad. Sin embargo, en el limite cuando

&5, —1, tanto los resultados que se obtienen con el método de Goyeau y col. (2003),

como () llegan a un valor constante mientras que S(y,) tiende a cero. Respecto a
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esto Ultimo, debe notarse que en este limite K, | ey la condicion de salto de
! &

Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) se reduce a la continuidad de las derivadas de la
velocidad.

Por ultimo, a partir de la componente tangencial de la condicion de salto

6<V'B>’“—g a<vﬁ>" = K2 &g <Vﬂ> \

oy oy a,

en la inter-region 7 - .

se aprecia que el término responsable del salto es K‘lgﬁw/aVs , el cual puede expresarse,
de acuerdo a las ecuaciones (6.94) y (6.109) como

K, 2(1-
w2 8ﬁ”)8ﬁg. (6.111)
Ay 37[0(14—8&“)

100+

10 =
3\ Goyeau y col. (2003)

0.1-; ﬂ(?@)

ool t+—vr—pr-——
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

€ﬂw

Figura 6-9: Dependencia del coeficiente de salto con la porosidad usando y =y,,7, ¥y

la metodologia de Goyeau y col. (2003).

A diferencia de la ecuacion (6.110), K¢, /a, es funcién de la porosidad y del

diametro de las esferas (o cilindros) que componen el medio poroso. Esta Gltima,
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también puede expresarse en funcion del tamafio de poro (fﬂ). La dependencia de

K‘lgﬁw/aVS con la porosidad y ¢, se muestra en la Figura 6-10 para los resultados
obtenidos con los modelos y, y y,. Donde se muestra que el salto en el esfuerzo en la
frontera aumenta con ¢, . Ademas, la comparacion de las Figuras 6-10a y 6-10b muestra
que la forma de las curvas difiere para ¢,, >0.3. Como puede observase, para un

tamafio de poro dado, los modelos y, y y, predicen valores maximos de K’lgﬁwlaVs

notablemente diferentes. Lo anterior claramente enfatiza el efecto de algunas
caracteristicas de la microestructura del medio poroso en la determinacion del esfuerzo
en la inter-regién. Esta informacion se pierde en el coeficiente de salto dado por la
ecuacion (6.110). No estd de mas remarcar que estas observaciones estdn basadas en
estimaciones y que la solucion del problema de cerradura aqui planteado es la mejor
forma de determinar qué tanta informacion de la microestructura se vera reflejada en el

coeficiente de salto, lo cual sera realizado en futuros trabajos.

a)

—~ —
T T

e 1S
-~ -
tﬁg CUg
— —

2 S

W A
1 T

¥ FB
x
- FC X
(= (=

g/}m g/i/u

Figura 6-10: Dependencia del coeficiente K’lgﬁw/aw con ¢,, y el tamafio de poro.

Usandoa) y=y, yb) y=7,.

A partir de lo desarrollado en estas secciones se puede concluir que no existe una forma

Unica de determinar el coeficiente de salto a partir de los modelos revisados de la
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literatura ya que no se cuenta con una expresion general que relacione la permeabilidad
con la porosidad. Sin embargo, es posible confirmar que el coeficiente de salto tiene
orden de magnitud de la unidad, lo cual es consistente con la expuesto por Ochoa-Tapia

y Whitaker (1995a,b).

6.9.- Resumen de resultados.

Como conclusidn de este capitulo, es pertinente comentar los resultados obtenidos:

e Siguiendo la metodologia planteada en este trabajo, para el caso de difusion y
reaccién, se obtuvo una condicion de salto cerrada de transferencia de cantidad
de movimiento en la frontera medio poroso-fluido. Sin embargo, existe una
diferencia importante en el término causante del salto, el cual, en este caso es un
tensor mixto de esfuerzos. Dicha diferencia radica en la naturaleza promedio de
K™, lo que hace innecesario el uso de una descomposicion espacial de dicho
término.

e El tensor mixto de esfuerzos es el resultado de la combinacion de los esfuerzos
globales y de Brinkman en la frontera. Estos Gltimos se pudieron calcular a
partir de expresiones disponibles en la literatura. Mientras que, para los
esfuerzos globales, se plantearon las versiones vectorial y escalar del problema
de cerradura que se debe resolver.

e Se confirmd, mediante el uso de las ecuaciones de Carman-Kozeny y de Larson-
Higdon, que el orden de magnitud del coeficiente de salto es de la unidad, como

lo habian anticipado Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b). Asimismo, se analizo
la dependencia de K’lgﬁw /a,, con el diametro de poro y la porosidad.
Con los resultados obtenidos, el siguiente paso en este trabajo consiste en estudiar el

transporte convectivo de masa en la frontera medio poroso-fluido. Esto se lleva a cabo

en el siguiente capitulo.
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Transferencia convectiva de masa
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Capitulo 7:
Condicion de salto de transferencia difusiva y convectiva de masa

entre un medio poroso y un fluido.

En este capitulo se aborda el tema de la transferencia de masa en la inter-region medio
poroso fluido, tomando en cuenta los efectos difusivos y convectivos; ademas, se
consideran los fendbmenos de adsorcion y reaccion de primer orden tanto en el seno
como en la frontera del medio poroso. Un estudio similar a este ya ha sido reportado por
Valencia-Lopez y col. (2003), el cual no incluye el fendmeno de reaccion de primer
orden y su resultado es una condicion de salto no cerrada, es decir, en términos de
coeficientes indeterminados. Mientras que, en este capitulo se desarrolla la condicion de
salto en términos de las variables del problema de cerradura correspondiente. Sin
embargo, varios de los pasos del desarrollo de la condicion de salto se harén siguiendo
las propuestas de Valencia-Lépez y col. (2003). Por otro lado, el estudio de este
problema en el seno del medio poroso, empleando el método del promedio volumétrico,
fue llevado a cabo previamente por Whitaker (1986) y varias de las ideas de ese trabajo
seran retomadas en este capitulo. Asimismo, una buena parte de los desarrollos
expuestos en capitulos previos serdn retomados para el anlisis de este sistema.

El capitulo esta organizado de la siguiente forma: se comienza el anélisis con el proceso
de promediado de las ecuaciones locales para obtener, mediante la aplicacion del
método del promedio volumétrico, las ecuaciones de transferencia generalizadas. A
partir del uso de estas ecuaciones, y las correspondientes a las regiones homogéneas, en
la inter-region se plantea la condicion de salto para este caso. Posteriormente, se
plantean los problemas de las variables de cerradura que permiten obtener la forma
cerrada de la condicién de salto. El capitulo concluye con una breve discusion de los

resultados.
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7.1.- Problema puntual.

El problema fisico que se desea analizar, consiste en el flujo convectivo de un fluido
dentro y fuera de un medio poroso. Al igual que en los dos capitulos anteriores, se
denota a la fase fluida como la fase—/£, mientras que la fase solida es la fase—o . La
ecuacion que gobierna la transferencia de masa puntual de la especie A en una solucion

diluida (X, <1)es

0 )
;’:ﬂ +V.(CA/>’V/;’) = VO(%VCAﬂ),en la fase—ﬂ. (71)

En la ecuacion anterior, f/; es la difusividad de la mezcla. La condicién de frontera en

la interfase solido-fluido se expresa como sigue

Cps _ —nﬂU-(ZVCAﬁ)— k.C,, en lainterfase 5 —o. (7.2)

donde c,, es la concentracion molar superficial de la especie Ay k; es el coeficiente de
velocidad de reaccion superficial. Para obtener una forma Gtil de la ecuacién anterior, se
requiere contar con mas informacién sobre las concentraciones molares interfacial y la
concentracion en la fase—fg. La relacion méas sencilla, para el flux de masa
unidireccional de y hacia la superficie sélida, es la lineal,

N, (TVC,, ) =KCuy —K iy, (7.3)
donde k, y k, son las constantes de velocidad de adsorcion y desorcion,
respectivamente y pueden determinarse a partir de la ecuacion de Smoluchowski como

lo muestran Wood y col. (2004). La sustitucion de la ecuacion (7.3) en la ecuacion (7.2),

Ilevo a Whitaker (1986) a proponer las siguientes restricciones

2
M»l; (k71+ks)£t* >1, (7.4)
a‘\/(uk—lkl kfl

bajo las cuales es vélida la suposicion de equilibrio de adsorcion local. De esta forma, la

8ﬁw

concentracion superficial puede expresarse en términos de la concentracion en el seno

de la fase—f por medio de,
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Cas = KCyy, (7.5)
Keq k . . . .
donde, K =——"—, K, =—%. Al sustituir la ecuacion anterior en la ecuacion (7.2)
1+k, 7k, k.,
resulta en
OCpy B .
K== —N 5,7,V C,, ) —K,Cyy, €N la interfase - o, (7.6)

en esta Ultima, k, =k,K, es un coeficiente de pseudo-reaccion (Whitaker, 1986). En

este andlisis se ha supuesto que la superficie catalitica es homogénea, cuando este no
sea el caso, se debe considerar el trabajo de Wood y col. (2000). Adicionalmente, el
flujo (dentro y fuera del medio poroso) se supone estacionario, incompresible y con
efectos inerciales despreciables, de manera que las ecuaciones de conservacion locales

de continuidad y cantidad de movimiento, dondequiera que esté presente la fase—/£ son
las siguientes

Vev, =0,en lafase- g, (7.7)
0=-Vp,+p,9+u,V’v,.enlafase— 3. (7.8)
En la interfase solido-fluido se impone la condicion de no deslizamiento
v, =0, en lainterfase -0 . (7.9)
Con estas ecuaciones se completa la descripcién del problema local. A continuacion se

Ileva a cabo el proceso de promediado, sin imponer restricciones de escala, para obtener

las ecuaciones de transferencia generalizadas.

7.2.- Ecuaciones de medio efectivo.

El suavizado espacial de la ecuacion (7.1) se inicia al aplicarle el operador de promedio

superficial,

v, (7.10)

X+y/j

<V’ﬂ>‘x :zi/ I Vo

Vi(x)
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donde 7 es el volumen de la region de promediado V, el cual se puede ubicar tanto en
las regiones homogéneas del sistema como en la inter-region (Figura 7-1); de esta

manera se obtiene la siguiente expresion
o(c i
%%Vo(cwv ))=(V{(Zvey,)). (7.11)

Para obtener esta ecuacion se supuso que V, (x) es independiente del tiempo. Como se

ha explicado en otros capitulos de este trabajo, es conveniente conservar explicita la
dependencia de ciertas cantidades de la posicion x del centroide de la region de
promediado.
Una aplicacion del teorema del promediado espacial (Howes y Whitaker, 1985), en los
términos convectivo y difusivo, de la ecuacion (7.11) da como resultado
a<CA/;’> 1
Tw.(cmvﬂ):V-(@VcAﬁ%W j( )nﬂc,-(gchAﬂ —V,Cy ) dA. (7.12)
T Age(x
Sin embargo, con base en las condiciones en la interfase sdlido-fluido (7.6) y (7.9), la

ecuacion anterior puede simplificarse a

6<cAﬂ>

M+V.<0Aﬁvﬂ>=V.gﬁ/ﬁ<VcAﬁ>—krav(x)<cAﬂ>ﬁa—Kav(x) - 2, (7.13)

ot

donde se despreciaron los cambios espaciales de

7, Ky k. en el volumen de

promediado. Ademas, se usaron las definiciones de la concentracion promedio en el

area

j Cyy OA, (7.14)

a,(x)=—""—. (7.15)
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Una segunda aplicacion del teorema del promediado espacial, en el primer término del

lado derecho de la ecuacion (7.13) permite obtener,

a<;:ﬁ>.+V'<CAﬁvﬁ> =V. % V<CAﬁ>+% J. N 5o Cag dA
et (7.16)
o(c
i, (X)<CAﬁ>ﬁJ ~Ka, (X)%-
Fluido homogéneo

(region—n)

Medio poroso
homogéneo Inter—region w—n

(region-w)

Figura 7-1: Region de promediado V, regiones y longitudes caracteristicas del sistema.

av, (7.17)

En este punto conviene introducir el operador de promedio intrinseco
1
AT

<‘/’ﬂ>ﬁ
Vi (x)

el cual se relaciona con el promedio superficial mediante la porosidad gﬂ(x), de

acuerdo a la siguiente relacion,

<‘/’ﬂ>:8ﬁ (X)<l//ﬁ>ﬂ' (7.18)

Conviene recordar, que en las regiones homogéneas, la fraccion volumétrica se reduce a

(7.19)

1, en la region homogénea —n
£;(X)=

€4, €N laregion homogeénea — o

151



Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

Haciendo uso de la relacion entre los operadores de promedio intrinseco y superficial,

en la ecuacion (7.16) da como resultado

00020 0o, ) -7, (0¥ o

0{Cpy
—krav<x><cAﬂ>ﬁg—KaV(x)%,

donde se introdujo el siguiente tensor de difusion dependiente de la posicion,

(7.20)

D(X)'V<C >ﬁ B B
T‘W:V<0Aﬁ> +%”(x) A/;;'.(x)nﬁg (CAﬂ oy, —<cAﬂ> U dA, (7.21)

el cual ya se ha obtenido en otras partes de este trabajo (ecuaciones (2.17) y (4.11)).
Dirigiendo la atencién ahora al término convectivo en la ecuacion (7.20), resulta
conveniente utilizar las descomposiciones espaciales de la concentracion y velocidad

(Gray, 1975)

Cag vy <CAﬁ>ﬁ » +Cpp oy, (7.22)
Vilay, = (v, N ) (7.23)

para poder expresar al término <cAﬂvﬂ >ﬁ como sigue,
<cAﬂvﬂ >ﬁ = <vﬂ >ﬁ <cAﬂ>ﬂ +<6Aﬂ\7 >ﬁ +<CAﬂVﬂ>i : (7.24)

donde se definio la siguiente propiedad de exceso, (también denominada dispersion no-

B

5o 5 5 5

<CA/1’V/1’>EX_ <CAﬂ> _<CAﬂ> <Vﬂ>
X+yy X+Yp X X

s B

- B B ~
+<0Aﬂ<vﬂ> > +<<CM> vﬂ> |

B B

Al sustituir el resultado de la ecuacién anterior en el término convectivo de la ecuacion
(7.20) resulta,

local, Valencia-Lépez y col., 2003)
B
(V)

(7.25)

gﬁ(x)a@%w.(gﬁ(x)(vﬂ)ﬂ<cAﬁ>ﬁ) = V4 2, (x) D)+, (x)}v (e,,)’ |
3(Cus),,

2, ()0, ~Ka, ()t

(7.26)
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donde se introdujo el tensor de dispersion dependiente de la posicidn, definido como

B

D, (x):V <cAﬁ> = ’

Y
—<cAﬂvﬁ.> —<cAﬁvﬂ>eX. (7.27)
En este momento, conviene definir un tensor de dispersion total dependiente de la
posicién como sigue

D, (x)=D(x)+Dj(x). (7.28)

De esta manera, la ecuacion de transferencia de masa generalizada es,

eﬁ(x)a“%w{eﬂ(x)<vﬂ>”<cw>ﬁ)=v-[sﬂ<x>Dﬁ(x>ov<cAﬁ>ﬂ}

8<CAﬁ>ﬂo‘.

ot

(7.29)
k.2, (X)<CAﬂ >ﬂg —Ka, (x)

Para la cual no se involucré el uso de restricciones de escala y es por tanto valida en
todo el sistema (regiones homogéneas e inter-region). Para completar la presentacion de
las ecuaciones generalizadas, a continuacion se muestran las ecuaciones de continuidad
y movimiento promediadas, que se obtienen de seguir el procedimiento descrito en el

Capitulo 5 (ver Seccion 5.3),
V-(gﬂ (v,Y ) —0, (7.30)

0= —V<pﬂ>ﬂ + P9+ 1,6, (X)V? <Vﬂ>
~Hye5 (X)Ve, (X)'V('S,El(X)<Vﬂ>)_/‘ﬂK}1(X)'<Vﬂ>*

donde K '(x) es un tensor de esfuerzos dependiente de la posicién (definido en la

(7.31)

ecuacion (5.22)). Conviene hacer notar que en la ecuacion (7.31) se prefiri6 expresar al
promedio de velocidad mediante el operador definido en la ecuacion (7.10), mientras
que, en la ecuacion (7.29), se uso el promedio intrinseco.

El siguiente paso en el andlisis consiste en obtener, a partir de la ecuacion de
transferencia de masa generalizada, las ecuaciones de medio efectivo validas en las

regiones homogéneas del sistema. Estas regiones seran identificadas mediante el
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siguiente cambio de variable x — x,, donde h=w,n. Como ya ha sido reportado
(Carbonell y Whitaker, 1984; Whitaker, 1999), en estas regiones es factible satisfacer
las siguientes restricciones de escala,

L<lely <l L, (7.32)

y COMO consecuencia,

V<cAﬂ>ﬂ>>%/(;Xh) I)nﬁa(<cAﬂ>ﬂ

Ase (%n

~(Cw >ﬂ

XntYp

jdA,
X (7.33)

en las regiones homogéneas,
<\7ﬂéAﬂ >ﬁ > <\7ﬂ>ﬂ <cAﬂ>ﬂ ,<vﬂ>ﬂ <6Aﬂ>ﬁ ,en las regiones homogéneas. (7.34)
Region homogénea—w
En esta region (x — x,, ), puede demostrarse (Whitaker, 1999) que cuando se satisfacen

las restricciones de escala

Iﬂ<<LC, Iﬂ, <, (7.35)
la siguiente desigualdad es valida
<CAﬂ>Z >Cpp (7.36)

. s -
La cual permite reemplazar <cAﬁ>ﬁ —(c,,). en la ecuacion (7.29). Por otro lado, con
o @

base en las desigualdades expresadas en las ecuaciones (7.33) y (7.34), el tensor de

dispersion total puede escribirse como,

Dﬂ(xw).v<cAﬁ>fj=@[V<CM>2+W1X) [ ney, dal-(v,e,) . 37

Aﬂc (xa))

Una comparacién de las predicciones tedricas con datos experimentales de este
coeficiente se puede encontrar en la monografia de Whitaker (1999). De esta forma, la

ecuacion (7.29) se puede simplificar a

Ka,, a<CAﬂ>j B B
&0 1+ pn +V-(gﬂ'w<vﬂ>w<cw>w)

= V-[gMDﬁ (x,)V <cAﬁ >Z] -ka,, <cAﬂ >Z , en la region homogéna — w.

(7.38)
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Region homogénea—»
Dado que en esta region (x - xq) la Unica fase presente es la fase fluida (Figura 7-1),
el tensor de dispersion total se reduce a la siguiente expresion,

B B
D, (%, )V (Cus), = ZV (Cas). - (7.39)
y, tomando en cuenta las restricciones mencionadas anteriormente, la ecuacion de

medio efectivo es ahora,

B
a<i+ﬂ>”+vn(<vﬂ >f <cAﬂ >f) = V(f/ﬂ*v <cAﬂ >f ) en la region homogénea —77 . (7.40)
La cual tiene la misma estructura que la ecuacion (7.1). El procedimiento para obtener,
a partir de la ecuacion de transferencia generalizada las ecuaciones de medio efectivo de
continuidad y de transferencia de cantidad de movimiento en las regiones homogéneas,
se llevd a cabo en el Capitulo 5. Con las ecuaciones desarrolladas hasta el momento se

puede proceder al desarrollo de las condiciones de salto que acoplan las ecuaciones

(7.38) y (7.40).

7.3.- Condicion de salto.
Siguiendo la metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a), para el desarrollo de la
condicion de salto, es conveniente definir una nueva regién de promediado (V,) de
volumen 277, como la mostrada en la Figura 7-2, la cual contiene porciones de ambas
regiones homogeéneas, de manera que
7. =7,+7,, (7.41)

cuya area superficial se define de manera analoga

oY, = o + o, (7.42)

Al integrar en V_ la ecuacion de transferencia generalizada, y haciendo uso del teorema

de la divergencia en los términos difusivo y convectivo, resulta la siguiente expresion
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Figura 7-2: Region de promediado V, y vectores unitarios asociados.

Al repetir este procedimiento en las ecuaciones de medio efectivo (7.38) y (7.40), y

sumando las ecuaciones resultantes queda,

\;[gﬂw 6<C$tﬁ>z av +I <6t >’7 av +;\[nm.(8ﬁ'm <vﬁ>i <0Aﬁ>z)dA
+j (< > (e Aﬂ>,,)dA+ I “m'(%,w<vﬂ>ﬁ<cw>i—<Vﬂ>f<CAﬂ>f)dA

wn

_I [ £.005 ( V< > }dA+A[n”-(_@ﬂV<cAﬂ>:)dA (7.44)

+ _[ o '[%,wDﬂ (X, )V (eys >i =GV (s >: } dA
:

wn

a(c,,)
—VJ; k.a,, <CAﬁ>Z dv —\;[ Kaw%dv.

De la resta de estas dos ultimas ecuaciones se obtiene la siguiente expresion
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A,
+f n,].[gﬁ (x)D, (x)-¥ {c,,)’ —@V<0Aﬁ>ﬂdA
Ay
—J' k.a, (x)<cAﬁ>ﬂU dv + j k.a,, <CAﬁ>Z dv
V/z)

B
= Kav(x)%dvﬁujmv,w%%%dv.
V(e)

(7.45)

Cuya estructura sugiere proponer las siguientes propiedades de exceso (Valencia-Lopez

y col., 2003),

Exceso de acumulacion superficial

[ 25 2(ew; dA= f!ep(X)a<CAﬂ>ﬁ —¢ a<cAﬂ>Z]dv

i at ot ro ot
(7.46)
ole,) olc,,)
j{() ul <6Atﬂ>’7]dv,
Exceso de transporte convectivo superficial
CJS”S’(gﬁs (V). <CAﬂ>sﬁ) do= | ”w'(‘gﬂ V) (o) Vi), <CA,;>Z) dA
¢ A (7.47)

{J; nn-(gﬂ (X)<Vﬂ>ﬁ <CAﬂ>ﬂ —<Vﬂ>j <CA/;>:) dA,
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Exceso de transporte dispersivo superficial

cﬁnso[gﬁsDS-VS<cAﬁ>ﬂda
C
B

= ;\[ e £, ()0, (X)V (ey,) ~2,,0, (x, )V (e, ) | dA  (7.48)

B B
#n, 2 (0D, (X9 {e,) - 7V (e, ) | 0A
A,
Exceso de reaccion superficial

j (Rey), 0A= [ ka, (x)(cps), aV - [ ka,,, (Cy). AV, (7.49)
A, V.. v,

Exceso de adsorcion superficial

P B
[ (Rus) dA= [ Ka, (X)%dv - K%’w%dv - (7.50)

En las definiciones anteriores, n. es el vector unitario normal a la Curva C (Figura 7-2)

y D.es el tensor de exceso de dispersion total superficial. Por otro lado, a partir de las

ideas expuestas en el Capitulo 2, se puede demostrar que (los detalles se encuentran en

la Seccion 2.6)

1
(RRX>S=W/ [ kcw|. dA:<krcAﬂ>w, (7.51)
— Ton Aa"]
_ 1 aCAﬂ| Y,
(RAdSL—O% JMK = SdA_<K—at ~ (7.52)

Para obtener las ecuaciones anteriores se supuso que el radio de la region de
promediado es mucho menor que el radio de curvatura de la inter-region (r, <r,) y que
se satisface la restriccion de escala r, > 1. El uso de las definiciones (7.46)-(7.52) en la

ecuacion (7.45), permite obtener, tras aplicar el teorema de la divergencia superficial
(Deemer y Slattery, 1978; Slattery, 1980; Ochoa-Tapia y col., 1993; Slattery, 2007), la

siguiente forma de la condicion de salto,
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a<CAﬂ>f i B 5
Gl +n“’"'(8ﬂs<"ﬁ>s <CAﬁ>s_gﬂ5D5.V5<CAﬂ>s)

N~ —
acumulacién superficial exceso de transporte superficial

Mo °(8ﬂ,w <Vﬂ >i <CAﬂ >f - <Vﬂ >f <CAﬂ >:)

transporte convectivo

= _na)ri .|:gﬁvaﬁ (Xfﬂ ).V <CAﬁ >i - ZV <CAﬂ >::|

transporte difusivo

0
(k) —<K c

reaccion superficial

(7.53)

AB

> , en la superficie divisoria.

no

%f_/

adsorcion superficial

Por otro lado, si se aceptan las suposiciones y restricciones de escala introducidas en las
Capitulos 2 y 5, los términos de exceso de transporte superficial pueden considerarse
despreciables respecto a los términos difusivos y convectivos en la ecuacion (7.53).

Esto permite expresar la ecuacién anterior en estado cuasiestacionario como

_nwrz.[gﬁ,wDﬂ( )‘V< Aﬂ> QV<CA >ﬂ}
#1250 (V) (000), = (V) (o) (7:54

Cas
] Aﬂ>nw < > en la superficie divisoria.

No estd de méas remarcar que, a diferencia del trabajo de Valencia-Lépez y col. (2003),
aqui se ha distinguido entre la acumulacion superficial y el exceso de adsorcion
superficial. De esta forma, al despreciar el transporte superficial no se esta, de ninguna
forma, despreciando el término de adsorcion superficial. Para completar el
planteamiento del problema se impone la siguiente condicion de continuidad del campo

de concentraciones promedio,

<CAﬂ>z = <cAﬂ>ﬁ <cAﬂ> en la superficie divisoria . (7.55)

Por otro lado, en el Capitulo 5, se obtuvieron las siguientes condiciones para la

velocidad y su gradiente (ver Seccion 5.4),
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n,, .(<Vﬁ>w —<vﬁ >,,) =0, en la superficie divisoria, (7.56)
—an (< pﬁ >z —< pﬂ>j)+ ,uﬂnw] -(g}(luV <Vﬂ>w —V<Vﬂ >ﬂ) = ':v—ﬂsKl.<Vﬁ>w (7.57)

en la superficie divisoria.
donde K™ es el tensor mixto de esfuerzos definido en la ecuacion (5.59). El uso de las

ecuaciones (7.55) y (7.56) en la condicion de salto (7.54), permite que se cancelen los
términos que constituyen el transporte convectivo, de esta forma la condicion de salto se

reduce a,

0
<K%> 6,0, ()9 (e, ) -9 (e, |
no

_<erAﬂ>”w , en la superficie divisoria.

(7.58)

La cual, en estado estacionario, adquiere la misma estructura que la condicion de salto

obtenida en el Capitulo 2 para el caso de difusion y reaccion (ver ecuacion (2.47)). Sin
embargo, en la ecuacion (7.58), Dﬁ(xw) es el tensor de dispersion total en la region
homogénea—w, a diferencia de D, que es el tensor de difusion efectiva. El siguiente

paso en el andlisis es el planteamiento de los problemas de las variables de cerradura

necesarios para obtener una forma cerrada de la ecuacion (7.58).

7.4.- Problema de cerradura.

El objetivo ahora, consiste en desarrollar expresiones que permitan escribir la ecuacion
(7.58) en términos de cantidades medibles en las regiones homogeneas. Para esto, se
usan las descomposiciones espaciales de la concentracién (ecuacion (7.22)) y las

siguientes descomposiciones (Wood y col., 2000)
k, = <kr>w +k, (7.59)

K=(K) +K, (7.60)
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que permiten descomponer los términos de reaccion y adsorcion superficial como sigue,

(k) = (k) (o) #06),, 65 +K esy)” +KE5,) (7.61)
i) (i, Aol Bkl ) e
o /., oot "ot ot ot

no

Las cuales pueden simplificarse a (Whitaker, 1999)

(kus) =), (Cns), +{

B
5 o
<Kac’*ﬂ> =(K),, (o) +<KacAﬂ> . (7.64)
ot /., ot ot/

Estas dos ecuaciones se encuentran en funcion de las desviaciones espaciales de la

,cAﬂ> , (7.63)

concentracion. Por lo que se debe obtener el problema de valor a la frontera, a partir del
cual, se pueden expresar dichas desviaciones en funcion de variables macroscopicas.

Para ello, conviene escribir la ecuacion (7.29) de la siguiente manera,

a<(2tﬂ> + <vﬁ >ﬂ V°<CAﬂ>ﬂ
- v(yﬁv <CA/;’ >ﬁ ) +&, (X)Vs, (X)(—%V <CAﬂ >ﬂ )

8<CA/>’ >ﬁo‘

-&, (x)ka, (x)<cAﬁ>ﬁU -&, (x)Ka, (x) (7.65)

ot
% oefovteJo
/ ) X

A/,J(x
=, (X) V| (€4%,) + (CuaVs),, |

Para obtener la ecuacion anterior se tomé en cuenta la ecuacion (7.30). Al restar a la

e (X)Ve

ecuacion (7.1) la ecuacion (7.65), tomando en cuenta la descomposicion espacial (7.22),

resulta la siguiente expresion
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0(Cap
ey (x)ka, (X)<CAﬁ>ﬁo_ +&,'(x)Ka, (x)%

(s -low] )

(7.66)
-1 ~
+&, (x)V-[<cAﬂ ﬂ> <cAﬁvﬁ> } en la fase - S.
Sin embargo, en muchas aplicaciones, la siguiente restriccion es vélida,
5 (7.67)
s

donde 5, es la longitud caracteristica asociada con las desviaciones espaciales de la

concentracion en la frontera interfacial (Whitaker, 1999). Lo que permite escribir la

ecuacion (7.66) en estado cuasiestacionario,

—&,H (X) Vo =L J N,,Cas dA} (7.68)

—&;H(X) V- ;f [ n,;{(CAﬂ)ﬂ ﬂJ dA}

+&, (X)Ve <6Aﬂ\7ﬂ> <cAﬂvﬂ> J en la fase — 3.

~(Cu)

><+y/3

La condicion de frontera interfacial se obtiene de sustituir la descomposicion espacial

(7.22) en la ecuacion (7.6)

B

Km_—n ( V<CAﬁ> )_nﬁa.(?/ﬁchﬂ)
)=

ot (7.69)

<cAﬂ en la interfase - o,

Aﬁ’
donde se tomo en cuenta la restriccion en la ecuacion (7.67). Un andlisis de orden de

magnitud de la ecuacion anterior lleva al siguiente resultado,
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kS,/7,  S,IL  KS, It

- B
Cpy = c . 7.70
¥ k.6, k.6, k.6, (00) (7.70)
1+0| — %~ | 1+0| —~ | 1+0| —*~
De donde se puede deducir que la siguiente desigualdad es valida
B
Wiy < (Cap) . (7.71)
siempre y cuando se cumplan las siguientes restricciones de escala,
k.0, oy
L« L (7.72)
7 o
Bajo estas suposiciones, la ecuacion (7.69) se simplifica como sigue,
B
ofcy)” _ o
T T -(gv( o) ) A7) (7.73)

< ” enlainterfase 5 —o.

Ademas, las restricciones de escala 6, <L y J, <1, permiten que se satisfagan las

siguientes desigualdades

Ve, > gﬂl(x)V! [ st dA} (7.74)
Ao (%)
[ npeVicy) das [ & (x)Ve, (x)V{c,,) v, (7.75)
Pso (%) V(%)
V,eVE,, > £, (X) V(€ V). (7.76)

Para obtener esta Gltima se tomd en cuenta la condicion de no-deslizamiento, la cual

permite que V, :O(<vﬂ>ﬁ). Por lo que, la ecuacion (7.68) se reduce, al tomar en

cuenta la desigualdad en (7.71), a
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~ o Bl _ roa
Vﬁ°VCAﬁ+VﬁV°<CAﬂ> L =NVC,,

+g;(x)av(x){kr <<CAﬂ>ﬂ . > +K§<<0Aﬂ>ﬁ Xty > }
21 po 71 po (7.77)
éQZ

—gﬂl(X)V'[ J}ﬁ A.[( )nﬂo— [<CAﬂ>ﬂ oy, _<CAﬂ>ﬁLj dA]

-1
+&, (X)V-<CAﬂVﬁ >ex ,en la fase — S.
En este punto, conviene encontrar queé tipo de restricciones de escala deben satisfacerse

puedan suponerse constantes en el volumen de
X+Y g

para que la propiedades <y/ﬁ>ﬂ

promediado. Para esto, se considera la siguiente expansion en series de Taylor alrededor

de x,

.. (7.78)

X

:<l//ﬂ>ﬂ‘x +yﬁ'V<l//ﬂ>ﬂ‘x +%yﬂyﬂ :VV(z//ﬂ>ﬂ

<‘/’ﬂ>ﬂ

El siguiente paso consiste en sustituir esta expansion en las ecuaciones (7.73) y (7.77);

X+Yp

sin embargo, dada la complejidad de las ecuaciones resultantes, es mas conveniente

analizar término por término, de esta forma, los términos de reaccion y adsorcion se
pueden expresar como,

0
{(ew X+yﬂ>ﬂa++<5<<cw>ﬂ >

“K{ews)| +hr, 9 (o) | +3vy0 99 (e, )| K

0 01
+Ka(yﬂ-v<cw>ﬁ Xj+ Ka(zyﬂyﬂ :VV<cAﬁ>ﬂ Xj+...

Mientras que el término de difusion no local toma la siguiente forma,

~(c,,) j dA]:

&, ()Y ZV(¥,))V (e )ﬂ‘ (7.80)

: Aﬁa(x)

e;(x)V-[;ﬁ ] “ﬁa[<cw>ﬂ
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En la ecuacion anterior se usaron las siguientes expresiones desarrolladas por Quintard

y Whitaker (1994)

v/i/ I NpoY dA:_V<yﬁ>’ (7.81)
" Ak(x)

/i J 0¥y, 8R==V(y,y,). (7.82)
" Aw(x)

Por ultimo, los términos que componen el término de transporte dispersivo no-local se

pueden descomponer como sigue,

B

_ (@MX Y9 (6] +29,9,199 (o, m(m

B

<CAﬂ >ﬁ . <Vﬂ >ﬂ »
+£<0Aﬂ>ﬁ‘x +yﬂoV<cAﬂ>ﬁL +%yﬁyﬂ :VV<cAﬂ>ﬁU(yﬂ.V<vﬂ>

+(<0Aﬂ>ﬁ‘x +yﬂ-V<cA/),>ﬁ‘x +%yﬁyﬁ :VV<CAﬂ>ﬁ‘Xj(%yﬁyﬂ ZVV<vﬁ>

X

j (7.85)

)

De esta manera, de acuerdo al desarrollo del Capitulo 3, si se satisfacen las siguientes

B

restricciones de escala,

1OgﬂL26 . 10¢, LiLCl
(1-2,,) 3,1, >t (1+¢,,) 176,

la ecuacion (7.77) puede expresarse como

>1, (7.86)

n<Lr<Ll?,

- - Bl rora _1 s
vﬁ-VcAﬂ+vﬂV-<cAﬁ> L =TNCy, +&, (x)krav(x)<cAﬁ> L
fuente convectiva fuente de reaccion volumétrica
B
0(C,
-1
+&, (x)Ka, (x)

fuente de adsorcion volumétrica

(7.87)

X en lafase—f.

Para obtener la ecuacion anterior se impusieron las siguientes condiciones
(v,)=0,(€,,)=0. (7.88)
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Al repetir el andlisis para la condicion de frontera interfacial resulta,

B
0(Cap) \
N, (G, ) =0, GV (0n) | |+ K
nﬁo—(*/ﬂ w ) =N 7V \Cas) | a
CFl fuente difusiva superficial fuente de adsorcion superficial (789)
B .
+k, (Cuy) e lainterfase -0
%/_/
fuente de reaccion
superficial

Debe ser claro que no se pretende resolver el problema de las desviaciones espaciales de
la concentracion en toda la superficie divisora entre las regiones, sino en una porcion
representativa como la mostrada en la Figura 7-3. Como en los casos anteriores, se debe
seleccionar la altura h de la celda unitaria de manera tal que, en sus extremos, las
desviaciones espaciales y sus derivadas, correspondan a las de las regiones homogéneas.
Bajo estos argumentos, es permisible imponer las siguientes condiciones de frontera,

C.F.2 En ¢ =h, Cuy =Cpy =0, ¥, =7, =0, (7.90)
L 0Cpy _OC,, Vg OV,
R VY A T L

En la ecuacién (7.90), se tomd en cuenta el hecho que las desviaciones espaciales en la

CF3  En¢=-h, G, =C,.V

, (7.91)

region homogenea—# son despreciables. Para completar el planteamiento del problema
de valor a la frontera, se impone la condicion de periodicidad en las direcciones
tangentes a la superficie divisora,

Periodicidad: (7.92)

region—m

Figura 7-3: Celda unitaria para la inter-region.
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De esta forma, se puede proponer la siguiente expresion de €,

5 €n términos de las

fuentes como,

. s p o ew)
cAﬂ:sﬁ<cAﬁ> +bﬂ-V<cAﬂ> +d, pat (7.93)

La cual, da lugar a los siguientes tres problemas de valor a la frontera para las variables

de cerradura,

Problema |
V,oVs, = 7V, +¢.t(x)k.a, (x),en lafase— 3, (7.94)
K, la interf
CF.1 —N, Vs, = o en la interfase 8 — o, (7.95)
“p
C.F.2 Eng=h,  s,=0, (7.96)
0s
CF3 Eng=-h s,=s,, 2P (7.97)
o¢ o¢
Periodicidad: S,(r+4)=s,(r), i=12. (7.98)
Problema Il
V,eVb,+V, =7V, enlafase- g, (7.99)
CF1 -n, +Vb,=n, , enlainterfase - o, (7.100)
C.F.2 Eng=h b,=0, (7.101)
ob
CF3 Enc=—h b,=b, 22_Pu (7.102)
o ¢
Periodicidad: b,(r+4)=b,(r), i=12. (7.103)
Problema 11
V,eVd, = 7V, + &, (x) Ka, (x),en la fase - 3, (7.104)
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CF1 —N,,*Vd, =K/Z, enlainterfase -0, (7.105)

CF.2 En ¢ =h, d, =0, (7.106)
od

C.F.3 En¢=-h, d,=d,, —ﬂzad—w, (7.107)
o o¢

Periodicidad: dy(r+4)=d,(r), i=12. (7.108)

Notese que los problemas | y 111 tienen la misma estructura y que los tres problemas de
valor a la frontera dependen del campo de velocidades. Para obtener las condiciones de

frontera en £ =-h, se tomoé en cuenta el hecho que €,, puede expresarse en términos

de las fuentes de desviaciones en la region homogénea—w como sigue,

= _ s B a<CAﬁ>i
Cho —bﬂw-V<cAﬂ>w+sﬂw<cAﬂ>w+dwT. (7.109)
Asi como la siguiente condicién,
B p
Enc=-h (o) =(cy) s <c$tﬂ> - a<°$tﬂ>w V(c,,) =v(c,,) (7110

Para determinar la necesidad de resolver estos problemas de cerradura, es conveniente
obtener la forma cerrada de la condicién de salto, lo cual se lleva a cabo en la siguiente

seccion.

7.5.- Condicion de salto cerrada.

En la seccion anterior se obtuvo una ecuacion que permite expresar el campo de las
desviaciones espaciales de la concentracion, en términos de la concentracion promedio
y sus derivadas. De esta forma, al sustituir la ecuacion (7.93) en los términos de
reaccion y adsorcion de la condicion de salto (7.58) (ecuaciones (7.63) y (7.64),

respectivamente), se obtienen las siguientes ecuaciones,
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(kiCay >,7w = (k) <CAﬂ>f * <Erbﬂ>,,w v <CAﬂ>f

) ol (7.111)
+<krsﬂ>w<cAﬂ>f+<krdﬂ>w <8tﬂ>s :
B o . s
<K6C—Aﬂ> (), 0(Cap), H{Rb,) - (V(c ﬂ>)
A a oo (7.112)

B B
+<Kdﬂ>’m o <CAﬂ>s +<K5ﬁ>’m 6<CAﬁ >5 .

ot ot
Sin embargo, a partir de los problemas Il y Il se pueden obtener los siguientes

estimados de orden de magnitud,

b, =0(5,), (7.113)
Ko
=0| —2£|. (7.114)

. . K& .
De manera que, si las restricciones de escala 6, <L y 7{«1 se satisfacen,

=B
entonces, las ecuaciones (7.111) y (7.112) se simplifican, tomando en cuenta la

ecuacion (7.55), a lo siguiente

(kca) =K (cas ), (7.115)
B
o

donde se recuperé la definicion del coeficiente efectivo de reaccion introducido en el
Capitulo 3 (la dependencia de este parametro con la porosidad y el modulo de Thiele

local se muestra en las Secciones 3.5 y 3.6 para el caso difusivo),

Ko =(k),, +{ks,) (7.117)

no

y se introdujo un coeficiente efectivo de adsorcion K3*, definido como sigue

K =(K),, +(Ks,) . (7.118)
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A partir de las ecuaciones (7.117) y (7.118) se deduce que s6lo es necesario resolver el
Problema | para calcular los coeficientes efectivos. Notese que en el caso en que no se

lleve a cabo una reaccion quimica, el Problema | se vuelve homogéneo y s, no pasara

el filtro de integracion en la ecuacion (7.118), por lo que el coeficiente efectivo de

adsorcion es, en este caso

KX = <K>,,w' caso no reactivo. (7.119)

Por Gltimo, se presentan las ecuaciones que definen el problema macroscopico

Region homogénea—w

;. (1+ a, J ’ <°$tﬂ>ﬁ v {(v,), (e )

Ep0 (7.120)
=V 2,0, (%9 (e, |-k, (e4,)]
V(v,) =0, (7.121)
<Vﬁ>w =— lj;:“ .(V< pﬁ>z — Py~ &t V? <Vﬂ>(u)' (7.122)
Region homogénea—»
o(c /
%JFV.«VMI <cAﬁ >f) = yﬁvz <CAﬁ>: , (7.123)
V(v /,>” =0, (7.124)
0=—v<pﬂ>f+pﬂg+yﬂv2<vﬁ>ﬂ. (7.125)
Inter-region w—n
<CAﬂ>Z = <cAﬁ>f : (7.126)
P B
K —<Ca"t" ) _ -n,, .[gﬂ,wD (%)Y (Cs). =V (ers). } ~Kg (e, ) (7.127)
n,,e((v), ~(vs), | =0. (7.128)

Ny (< pﬂ>i _<pﬁ>:)+ HpNay '(gial)V (va), =V (v, >,7) = %K1.<Vﬂ>w' (7.129)
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Con esto se termina el analisis. No sin antes enfatizar que, a pesar que la estructura, en
estado estacionario, de la condicion de salto (7.127) es similar a la obtenida en el

Capitulo 2, existen diferencias significativas. Como son: el coeficiente de dispersion

total D,(x,), incluye los efectos tanto difusivos como convectivos; ademas el

coeficiente efectivo de reaccion se obtiene mediante la solucién del Problema I, el cual
depende del campo de velocidad local. Estas diferencias dejaran de ser significativas
solo en el caso en que los efectos convectivos sean despreciables respecto a los
difusivos (es decir, cuando el nimero de Péclet sea mucho menor que la unidad).

Para finalizar este capitulo, es oportuno comentar que este tipo de andlisis puede
extenderse a casos mas complicados como son, el transporte de masa en un sistema de
tres fases, o bien para el fenomeno de transferencia de calor en la inter-region medio
poroso-fluido. El anélisis de estos y otros sistemas, asi como la solucién del Problema |,

se llevaran a cabo en investigaciones futuras.
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Conclusiones

En este trabajo, se desarrollé una metodologia que permite obtener condiciones de salto
en la frontera entre sistemas multifasicos. Se estudiaron los casos de transferencia
difusiva y convectiva de masa en la frontera medio poroso-fluido, asi como al fenémeno
de transferencia de cantidad de movimiento en el sistema estudiado por Beavers y
Joseph (1967).

La metodologia propuesta es el resultado de combinar los trabajos de Ochoa-Tapia y
Whitaker (1995a) y Wood y col. (2000). Los pasos mas importantes que conforman esta
metodologia son los siguientes:

i) Obtener las ecuaciones de medio efectivo en las regiones homogeéneas del
sistema junto con la ecuacion de transporte generalizada, por medio de un
suavizado espacial de las ecuaciones puntuales.

i) Definir propiedades de exceso a partir de la resta de las ecuaciones de medio

efectivo y de transporte generalizada, previamente integradasen V,, .

iii) Determinar la relacion entre las propiedades de exceso y las locales, en este
paso se suelen involucrar las condiciones de frontera puntuales.

iv) A partir de descomposiciones espaciales de las propiedades puntuales y de la
solucion de los problemas de valor a la frontera asociados, expresar la
condicion de salto en términos de coeficientes efectivos de transporte y de
propiedades asociadas con las regiones homogeéneas.

El contar con esta metodologia permite plantear, usando el método del promedio
volumétrico, problemas macroscépicos completos de valor a la frontera. En otras
palabras, se puede disponer ahora tanto de ecuaciones diferenciales como de

condiciones de frontera cerradas.

172



Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

Por otro lado, en cada capitulo se incluye una seccion para conclusiones y discusion de

resultados, sin embargo, resulta conveniente retomar aqui las conclusiones a las que se

Ilegé en este trabajo,

En el caso de la transferencia de masa difusiva con reaccion de primer orden, se
encontr6 un coeficiente efectivo de reaccion (Capitulo 2), el cual se calculd
numericamente para cuatro modelos de celda unitaria, determinando su
dependencia con la porosidad y un mddulo de Thiele local (Capitulo 3).

Se estudiaron las predicciones de variables macroscopicas que ofrecen las
ecuaciones de transporte generalizada y de medio efectivo involucrando el uso
de condiciones de salto para el caso de difusion pasiva en estado transitorio entre
un medio poroso y un fluido (Capitulo 4). Los resultados muestran, en general,
un comportamiento similar, en el caso de los perfiles de concentracion y flux en
la frontera. Las diferencias entre estos resultados y los obtenidos con un modelos
heuristico fueron presentadas.

Para el fendmeno de transferencia de cantidad de movimiento, en el sistema
estudiado por Beavers y Joseph (1967), se propuso una modificacion a la
condicion de salto propuesta por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a). La cual
consiste en introducir un tensor mixto de esfuerzos como el responsable de la
discontinuidad del gradiente de velocidad, con esto se evita el uso de
coeficientes ajustables (Capitulo 5). Posteriormente, se plantea el problema de
las variables de cerradura que se debe resolver para estimar la componente
tangencial del tensor de esfuerzos (Capitulo 6). Como primera aproximacion, se
extrapolaron los modelos de Carman-Kozeny y Larson-Higdon a la inter-region.
Esto permiti6 comparar los resultados con los de Goyeau y col. (2003),

obteniendo resultados similares para algunos de los materiales usados por
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Beavers y Joseph (1967). De esta comparacion, se comprobd ademas que el
orden de magnitud del coeficiente de salto es de la unidad.

e En el caso de la transferencia convectiva de masa en la frontera medio poroso-
fluido (considerando ademés los fendmenos de adsorcion y reaccion) la
metodologia aqui propuesta permitio obtener una condicion de salto en términos
de coeficientes efectivos de reaccion y adsorcion. Estos coeficientes se pueden
calcular mediante la solucion del problema de cerradura planteado en el Capitulo
7. El cual, se reduce, en el caso plenamente difusivo al problema resuelto en el
Capitulo 3.

Con los resultados obtenidos, es posible extender la aplicacién de la metodologia a otro
tipo de sistemas como son, el flujo de fluidos en microcanales, sistemas
microelectronicos, transporte de masa y cantidad de movimiento en biopeliculas,
columnas cromatograficas, sistemas de tres fases, entre otras. Esto se llevara a cabo en

trabajos futuros.
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Francisco J. Valdés-Parada

Apeéndice A-1:

Prueba de simetria y antisimetria de los problemas de cerradura

A-1.1. Problema bidimensional para la inter-region.

El problema de la variable de cerradura s, , escrito en coordenadas cartesianas en un

dominio bidimensional, es

Problema |
o%s,  0O%s
T+ ;:-?V(y) , en la fase fluida,
oy 75,(y)
0s k 1
CF.1 —~L=—_enx==a; vy, (k)sy<y,(k), k=1,...,nc,
> 5 yi(k)<y<y,(k) nc
05 k
——L=— en x=-=a; y,(k)<y<y,(k), k=1
%7 yi(k)<y<y, (k)
05
z :,L,en y=Y,(k), Box<® k-1
y 7 2
05 k
——L=—en y=y,(k), ——<x<
oy "7 YRk
CF.2 sy:O,en y =2h,
0S
CF3 —~=0,en y=0,
oy
Periodicidad: s,(r+4)=s,(r), =12

(A-1.1)

(A-1.2)

(A-1.3)

(A-1.4)

(A-1.5)

(A-1.6)

(A-1.7)

(A-1.8)

Las condiciones de frontera estan referidas a la posicion de los ejes de acuerdo a la

Figura A-1.1 y nc denota el nimero de cuadrados contenidos en la celda unitaria. Como

se puede notar, se tienen suficientes condiciones de frontera en las dos direcciones, sin

embargo, para x==(/2 debe usarse la condicién de periodicidad. La implementacion

A-11
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de este tipo de condiciones de frontera puede resultar poco conveniente en un esquema
numérico. Por ello, para analizar la posibilidad de modificar estas Gltimas condiciones
de frontera por otras de tipo Dirichlet o Neumann, se lleva a cabo un analisis de simetria
o0 antisimetria alrededor de x=0. Para esto, conviene escribir el Problema | para las

variables 5, X y y como sigue

y=2h

— I
= fyl(k)

x=a/2

Figura A-1.1: Celda unitaria para la inter-region.

Problema 1
0’s, 0%, y)k
I+ — :—/aV( )_ , en la fase fluida, (A-1.9)
x Z¢,(Y)
3, k 1
CF.1 —L=—enX==a; y(k)<y<V,(k), k=1,...nc, A-1.10
X7 58 Ni(k)<y <Y, (k) ( )
oS,
BTN S 7:—%51; L()<T<T,(k)s k=Lonc,  (A-L11)
X O




Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada

entre medios multifasicos

0s.
_7:,L,en7=V2(k),—337£3,k:1 ..... nc,
N 7 2 2
0s.
_4=L,en yzyl(k),—igsi,kzl ..... nc,
N 2 2
CF.2 §y:0,en7=2h,
s, _
C.F.3 —£=0,en y=0,
Yy
Periodicidad: §y(r+4)=‘y(r), i=12.

X ——X,
y—>y,
se obtiene,
o’s, 0’s
L+ —=- av(y) , en la fase fluida,
o 7))
3,k 1
CF.1 ——L=— en x=-=a; y,(k)<y<y,(k), k=1,...,nc,
> ~ai n(k)<y<y,(k)
3, k
—~L=—/en x==a; vy, (k)<y<y,(k), k=1,...,nc,
e yi(k)<y<y,(k)
s,
& _ X ceny=vy,(k), —2<x<2 k=1..nc,
8y ’/‘f/y’ 2 2
oS,
——r = k ceny=y(k), —Esxsg, k=1,...,nc,
o 7 2 2
C.F.2 §5,=0,en y=2h,
0sS,
C.F.3 —~L=0,en y=0,
oy
Periodicidad: 5 (r+4)=s,(r), =12

(A-1.12)

(A-1.13)

(A-1.14)

(A-1.15)

(A-1.16)

(A-1.17)

(A-1.18)

(A-1.19)

(A-1.20)

(A-1.21)

(A-1.22)

(A-1.23)

(A-1.24)

(A-1.25)

(A-1.26)

A-1.3
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Como se puede notar, para que el problema anterior sea idéntico al Problema | basta

con hacer el siguiente cambio
5 (-xy)=s,(xY). (A-1.27)
Por lo que, se puede concluir que s, es simétrico alrededor de x=0, lo cual permite

imponer la siguiente condicion de frontera

0s
—£=0, en x=0. (A-1.28)
OX

Esta condicion se puede extender para x = iE gracias a la condicion de periodicidad.
Ademas, la propiedad de que el campo sea simétrico alrededor de x=0, permite
resolver el problema de cerradura en la mitad de la celda unitaria de la Figura A-1.1. De

esta forma, el Problema | es ahora

d’s, 0%, a,(y)k

+ =—— , €n la fase fluida, A-1.29
' oyt Te(y) A129
CF.1 % _k en x=a; (k)<y<y,(k), k=1..,nc (A-1.30)
L ax Z’ 2 1 y]_ —y—yz 1 e KL ] L] .
05
J:L, en y=y,(k), 2ex<® k=1..nc, (A-1.31)
y 7 2 2
05
——L= k ceny=y (k), 8 ex<® k=1..nc, (A-1.32)
y 7 2 2
CF.2 s,=0,en y=2h, (A-1.33)
05
C.F.3 —~L=0,en y=0, (A-1.34)
oy
0s
CF4 —~=0,en x=0, (A-1.35)
OX
0S I
C.F5 —~L=0,en x=—. (A-1.36)
OX 2

A-1.4
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Para concluir este apéndice, se muestra a continuacion la forma adimensional de este

problema de valor a la frontera.

A-1.2. Problema de cerradura adimensional.

Para escribir el problema de la variable de cerradura en forma adimensional, se definen

las siguientes variables y pardmetros adimensionales,

X y h a A, 4a
X=2 y=d gt Az 4 _Ox_™a
¢ P r P ZE
k 4 IZ 2 <k>wa"w2
Ko=— K, = L (A-1.37)
BRGNS

Por otro lado, los cambios espaciales de la porosidad y el &rea interfacial seran descritos
por medio de las siguientes expresiones propuestas por Pérez Cordova y Ochoa-Tapia

(1995)

a,(y) :1+1(LJZ [[Lj_g}: f(Y),0<Y<40A,  (A-L38)
a_4l20a) || 20A

1 Y Y[( Y
8,v(y)=€m+z(8y,u—1)(mj Kﬁj_ﬂ: £,(Y),0<Y <40A. (A-1.39)

Por lo que, el problema de cerradura se puede escribir acorde con la Figura A-1.2, como

0%, 0°s f (YK
ax; + aY; = - 1f( (\)()1 #%, en la fase fluida, (A-1.40)
2

0s 2
CF1 —7:K¢—,en X =

A

ok, 2=y <Y, (k). (A-1.41)
0s ¢ A

Sk, 2 en Y=Y, (k), 0<X <2, A-1.42
oY 1 . 2( ) 2 ( )
0s 2

_a_Yy_Klfb_, en Y =Y, (k), 0< X sg, (A-1.43)
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C.F.2 syzo,enY:ZH,OsXs%, (A-1.44)
0s 1

CF3 S0 env=0,0<X<, (A-1.45)
oY 2

as}/ .

CF4 =0, enX =0, Y, (k-1)<Y <Y, (k).Y, (ne)SY <2H:  (A-L46)
0s 1

CF5 B0, en X =X,0<Y <2H . (A-1.47)
oX 2

- > X
Figura A-1.2: Celda unitaria simplificada para el problema de cerradura en la inter-

region.

A-1.6
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Apendice A-2:

Solucion numérica del problema de cerradura

A-2.1.- Planteamiento del problema.

Es conveniente comenzar el analisis con el planteamiento adimensional del problema de

cerradura del Apendice A-1, referido a un dominio discreto

0%s 0%s f (Y K
Lo —L =- 1(Yirz) L #%, en la fase fluida, (A-2.1)
oX g oY g f, (Y /2)
0s ¢ : :
C.F.1 — =K,—.,eni=MX, OY(k)<j<MY(k), k=1..nc, (A-2.2)
OX | a,,l
v
0s 2
— =K1¢—,en j=MY(nc), 1<i<MX, (A-2.3)
oY |, a0
0s 2
_E k2 en j=0Y (k), 1<i<MX, (A-2.4)
oY |. a,,l
L]
CF.2 S|, =0.en j=NY, 1<i<NX, (A-2.5)
oS, . .
C.F3 — =0,en j=1,1<i<NX, (A-2.6)
oY "
05 ] ] .
C.F4 a—x’ =0,eni=1 MY (k-1)< j<OY(k),MY(nc)< j<NY; (A-2.7)
ij
05 ) .
C.F5 a—xy =0,en i=NX,1<j<NY, (A-2.8)
ij

donde se hicieron las siguientes equivalencias,
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Yl(k):(k_1)+% = j=0Y (k):k=1..,nc;

Y =

T

= j=MY(nc),Y=2H = j=NY. (A-2.10)

A-2.2.- Discretizacion de las ecuaciones diferenciales.

Para resolver el problema se usard el método de diferencias finitas con inversion linea
por linea, realizando el barrido en la direccion Y. Para ello, es necesario discretizar la
ecuacion valida en la fase fluida y las condiciones de frontera. La ecuacion (A-2.1) se

puede escribir, en un dominio discreto i, j; como,

fl(YNXIZ)Kl 2 2
SV‘i—lj 2(1+r)s ‘. i Sk = _W(AX) ¢ _r(sf‘i,j—1+57 i,j+1)’ (A-2.11)
donde,
AX Y

La ecuacion (A-2.11) puede expresarse en forma tridiagonal como,

‘-_1, +Bs \ iy =00 (A-2.13)
donde

— _ _ _ fl(YNXIZ)Kl 2 2

A =1 B =-2(1+r),C =1 D, ——m(AX) ¢ —r(sy\i,j_ﬁsy\iw). (A-2.14)

Para discretizar las condiciones de frontera se usaran diferencias hacia delante o hacia
atras segln convenga.
A continuacion se describe el esquema numérico para resolver el problema, para una

celda unitaria que contenga un nimero nc de cuadrados internos.

A-2.2
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A-2.3.- Esquema numérico.

La direccion del barrido se es de arriba hacia abajo, como se indica en la Figura A-2.1;

de esta forma se puede notar que se comienza por fijaren j=NY

S| Y=0,para1§isNX.

71i,N

(A-2.15)

Posteriormente se barre toda la seccion ocupada por el fluido que se encuentra por

encima del medio poroso, es decir, MY (nc)+1<j<NY -1, de acuerdo a las

posiciones mostradas en la Figura A-2.1.

Para i=1, laecuacion correspondiente es

Aisy‘OJ +Bys | +C, sy‘zyj -D,,
donde,

A=0B=-1 C=1D=0.
Mientras que, para 2 <i < NX -1, se tiene

A sy‘H‘j +B SVL,,- +C;s,

i+1, ]

donde,

1:1 (YNX /2 ) K1

A =1 B =-2(1+r),C =1 D, =—
( ) fZ(YNX/Z)

1
Por Gltimo, para i = NX la ecuacion es

Anx S7‘NX—1,] + B SV‘NX j +Chx SV‘NX+1,] =D

donde,

ANX =-1 BNX =1 CN>< =0, DNX =0.

(A-2.16)

(A-2.17)

(A-2.18)

(AX )’ ¢ —r(sy\i,jjsy\iym). (A-2.19)

(A-2.20)

(A-2.21)

Para resolver las matrices tridiagonales que se generan con este esquema, se utiliza el

algoritmo de Thomas (el cual esta disponible en monografias como la de Fletcher, Cap.

6, 1991).
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J=NY

Direccion del
barrido

Jj=MY(nc)

j=0Y(nc)

Celda unitaria
computacional

J=MY(I)
J=0x(1)

i=MX
i=NX

Figura A-2.1: Celda unitaria en funcion de puntos discretos.

Como se puede notar, en la Figura A-2.1 se eligié una celda con la que se pueden
calcular tantos cuadrados como se desee. La primera parte de la celda barre desde
MY (k)+1< j<OY (k+1)-1 utilizando las ecuaciones (A-2.16) a (A-2.21).
Posteriormente, se calcula el campoen j=0Y (k+1),

Para 1<i<MX, la ecuacion es

A S7‘i—1,OY(k+l) +B, S7L,0Y(k+1) +Cis, 1OV (keD) Di. (A-2.22)
donde,
¢2
A =0, B =1 C=0D-=s, V(e K,AY a (A-2.23)
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Mientras que, para MX +1<i < NX —1 se tiene

B s +C;s =D. (A-2.24)

A S7‘i—1,OY(k+l)+ i 7L,OY(k+1) 77 i, 0v (k+1) i
donde,

A=1 B =-2(1+r),C =1,

D =- filMnre )Y (AX) ¢ - r(s ‘ +s ‘ ) (A-2.25)
f, (YNX/Z) liovks1 7oy (ks
Finalmente, para i = NX la ecuacion es
Avx SV‘Nx-l,ov(m) B SV‘NX,OY(kH) *+Cix SV‘NX+1,oy(k+1) =D (A-2.26)
donde,
Ay =-1 By =1 Cy =0, D, =0. (A-2.27)

A continuacion se calcula el campo que rodea al k-ésimo cuadrado, empezando

por j=MY (k),de 1<i<MX,

A S7‘i—1,MY(k) +Bs, i,MY (k) +Gi S HLMY() D (A-2.28)
donde,
¢2
A :O, Bi :1, Ci :O, Di = Sy i,MY(k)+1_AYKla' (A‘229)
Mientras que, para MX +1<i< NX -1, se tiene
A SV‘i—l,MY(k) +B, S7‘i,MY(k) +Cis, LMY (K) >F (A-2.30)
donde,
A =1 B =—2(1+ r), C =1
D, :——fl(YNX’Z)Kl(AX )2 ¢2—r(s ‘ +s ‘ ) (A-231)
! f, (YNX/2) 7MY (k)-L - 7MY (k)L )
Por ultimo, en i = NX la ecuacion es
A s;"NX—l,MY(k) + B SV‘NX,MY(k) +Cox 57‘NX+1,MY(k) =Dy, (A-2.32)
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donde,
A, =-1 B, =1 C, =0, D, =0. (A-2.33)
Ahora se barreré el resto del cuadrado, es decir en OY (k)+1< j<MY (k)-1.
Para i = MX la ecuacion es
Ay sy\MHJ +Bux S| +Con sy\MMj =Dy (A-2.34)

donde,

2
A, =0, By =1, Cyy =1, Dy = KAX 2. (A-2.35)

@

Mientras que, para MX +1<i< NX —1 se tiene

A sy‘H‘j +B SVL,,- +C,'s

it =D (A-2.36)

donde,

A =1 B =-2(1+r),C =1, Di:—M(AX)ZqﬁZ—r(sy‘__ +s,| ).(A-2.37)
fZ(YNXIZ) LI b

Finalmente, para i = NX , la ecuacion es
A S, s B S e+ Syl = Do (A-2.38)
donde,
Ay =-1 B, =1C,, =0, D, =0. (A-2.39)
Es de notarse que para el cuadrado numero nc, no se emplearan las ecuaciones (A-2.22)

a (A-2.27) ni se barrera de MY (nc)+1< j<OY(nc+1)-1. Por dltimo se calcula el
campoen j=1,para 1<i<NX, lacondicion de frontera (A-2.6) implica que

Ji =5, (A-2.40)
Con esto se completa el barrido. El programa repetiré las operaciones mostradas en esta
seccion hasta que se satisfaga una determinada tolerancia sobre el coeficiente efectivo,

definida como,
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_ supuesta
Keff

K supuesta
eff

K eff

Tolerancia = , (A-2.41)

donde K:™** se refiere al valor obtenido con el campo que de la iteracion anterior y

para la primera iteracion es el obtenido con el campo supuesto para iniciar el programa.
El coeficiente efectivo se calculard usando integracion numérica extendida de Simpson
3/8 (ver por ejemplo, Nakamura 1992). A continuacion (Figuras A-2.2-4) se muestran
los diagramas de flujo del programa y sus principales subrutinas. No se incluye el
diagrama de la subrutina con la que se resuelven las matrices tridiagonales ya que esta

disponible en la literatura (Fletcher, 1991).

datos

Localiza las fronteras de los cuadrados en las dos
direcciones, generando los vectores MY y OY

A
Calcula los polinomios de la porosidad y el area interfacial, asi como
la constante efectiva y sus desviaciones de la escala anterior

k.

Llama a la subrutina rut la cual calcula el
campo de la variable de cerradura

l

Con el valor del campo estimado en rut calcula el
coeficiente efectivo

A

Despliega los resultados

Figura A-2.2: Diagrama de flujo del programa principal.
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( Inicio )

Y

Genera el campo supuesto

Fija el valor en j=NY

i

Barre de j = MY(nc)+1 a NY-1 usando las
ecuaciones (3.2) a (3.7)

i

Llama a la subrutina cuadrado nc
veces (nc=no. de cuadrados)

A
Calcula el campo en j = 1 suponiendo
que la derivada del campo es =0 .

)

Calcula el coeficente efectivo usando los valores supuestos y
posteriormente usando los nuevos valores y calcula
error = | valor supuesto-valor calculado | / valor supuesto
valor supuesto nuevo = (w)valor

error > tolerancia
calculado+(1-w)valor supuesto Sl

(w=peso) no

Crear un nuevo campo supuesto:

Fin

Figura A-2.3: Diagrama de flujo de la subrutina rut.
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Inicio

Ho

¥
Calcula el campo de
MY{(I)+1<j< MY{(lk+1)-1

h J
Calcula el campo en la cara inferior
del cuadrado (FOY(k))

¥
I

Calcula el campo en la cara superior
del cuadrado (=MY(k))

¥
Calcula el campo en posiciones entre la
base v la cara superior del cuadrado
(OY(K)H1<j<MY(L)-1)

X
{ Fin )

Figura A-2.4: Diagrama de flujo de la subrutina cuadrado.
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A-2.4.- Independencia de parametros numéricos y del namero de

cuadrados.

Una vez alcanzada la convergencia del coeficiente efectivo con el esquema numérico
presentado anteriormente, es necesario hacer que la solucién no dependa de los
pardmetros numéricos como son la tolerancia y el nimero de puntos. Respecto a lo
primero, en la Tabla A-2.1 se muestran los resultados para A=a/l=0.2, ¢=1 y once
cuadrados en la celda, para diferentes valores de tolerancia, encontrando satisfactorio el
resultado usando 1x10™, ya que su porcentaje de error con respecto a la ordenada al
origen (0.54242), obtenida a partir de la funcion que ajusta a la gréfica de tolerancia

contra coeficiente efectivo, es inferior al 5%.

Tabla A-2.1: Dependencia del coeficiente efectivo con la tolerancia escogida

Tolerancia K. /<k>,,,,,, i /<k> _0.54242‘( 100% j
eff ne 0.54242
1x10° 1 84.36
1x10° 0.6710 23.72
1x10™ 0.5592 3.09
1x10” 0.5441 0.315

Respecto al numero de puntos, lo que se hizo fue correr el programa con diferentes
nameros de puntos de manera tal que se usen celdas autocontenidas. Por ejemplo, al
usar 100, 200, 400, 800 y 1600 puntos para A=0.2, ¢=1 y once cuadrados, a partir de
la obtencién de la funcién que ajuste a una grafica del inverso de nimero de puntos

contra K, /(k)w se calcula la ordenada al origen (en este caso de 0.56), como se

muestra en la Figura A-2.5. Cabe mencionar que si sélo se hubieran tomado los ultimos
tres puntos el resultado no habria cambiado significativamente (0.563). Los resultados

que se muestran en la Tabla A-2.1 se obtuvieron usando este procedimiento.
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0.554

0.50

0.40

0.35 : : : : :
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
1/No. de puntos

Figura A-2.5: Coeficiente efectivo contra el inverso del nimero de puntos para A=0.2,

¢ =1y once cuadrados.

De esta manera, el siguiente punto a discutir es el nimero de cuadrados a emplear en la

celda unitaria, para ello se resolvio el problema para A=0.5y ¢ =3 usando desde uno
hasta veinte cuadrados en la celda y posteriormente, al graficar el inverso del nimero de

cuadrados contra K, /<k)w, como se muestra en la Figura A-2.6, se obtuvo la funcién

que ajuste adecuadamente (con un coeficiente de correlacion superior a 0.95) los datos

como,
K 0.33298 A-D 4D
o =1.0079 - s (A-2.42)
o 1L (No. de cuadrados)
0.23883

y se determind la ordenada al origen, que en este caso fue 0.67492. Posteriormente, se
calculd el porcentaje de error absoluto de cada uno de los resultados con respecto a este
valor, obteniendo los resultados presentados en la Tabla A-2.2, donde se puede observar

que con once cuadrados es suficiente para obtener un error inferior al 0.5%.
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e

0.04 0.1
1/No. de cuadrados

Figura A-2.6: Coeficiente efectivo vs. inverso del nimero de cuadrados para A=0.5y

$=3.

Tabla A-2.2: No. de cuadrados y % error absoluto respecto a la ordenada al origen.

o, de Ken 4 67492 (100%)
cuadrados <k>w g 0.67492
1 48.16571
2 43.72074
3 37.79411
4 27.2536
5 16.33823
6 9.67522
7 6.04812
8 401233
9 2.53067
10 2.27434
11 0.20891
12 2.06099
13 0.42375
14 1.79577
15 0.36597
16 0.65637
17 0.60007
18 0.10223
19 0.19113
20 0.15261

En resumen, el procedimiento a seguir para estimar el coeficiente efectivo es el

siguiente.
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1. Llevar a cabo el esquema numérico detallado en la Seccion A-2.3, hasta que se
obtenga convergencia en los valores supuestos de la variable de cerradura en las
iteraciones con respeto al coeficiente efectivo, con una tolerancia de 1x10™* y
usando once cuadrados.

2. Repetir el paso anterior usando distintos nimeros de nodos computacionales de
manera que se generen mallas autocontenidas.

3. Obtener la funcion que describa los resultados obtenidos en el paso anterior y

estimar la ordenada al origen, la cual se tomara como el resultado.
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Apendice A-3:
Prueba de simetria y antisimetria para el modelo de

medio poroso centrado en el cuerpo

Al igual que en el caso del modelo de medio poroso centrado en las caras, es
conveniente hacer un analisis de simetria y antisimetria, para los otros modelos de
medio poroso, con el fin de reemplazar las condiciones de periodicidad por condiciones
equivalentes de tipo Dirichlet o Neumann. En este apéndice se centra la atencion,
primeramente en el modelo de medio poroso centrado en cuerpo horizontal y
posteriormente en el vertical. Ademas, se incluyen algunos comentarios sobre como se

modifica el esquema numeérico, planteado en el Apéndice A-2, para estos casos.

A-3.1.- Medio poroso centrado en el cuerpo horizontal.

El problema de valor a la frontera (escrito en términos de variables y parametros
adimensionales), referido a las posiciones de la celda unitaria bidimensional dibujada en

la Figura A-3.1, es en este caso

Problema Ih
s, &
> 05 BOK 2 on 1a fase fluida, (A-3.1)
ox2 oy £,(Y)
o, &
CFL =K P en X=X, Y, (K) <Y Y, (k). Y, (k) <Y ¥ (K):
X =-X,, Y, (k)<Y <Y, (k), (A-3.2)
8sy ¢’
e X=X, Y,(K)<Y <Y, (K), Y, (K) <Y <Y, (K):

X =X,, Yy (k)<Y <Y, (k), (A-3.3)
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0s 2
a—sz K1¢—, enY =Y, (k), =X, <X <X,; Y=Y, (k), £X; <X Si%, (A-3.4)
0s, @ . _ 1

—— K ey =Y, (k)5 =X, <X <X,; Y =Y (K), £X, < X <tZ,  (A35)

CF.2 s, = 0,enY =2H, (A-3.6)
oS

C.F.3 —~L=0,enY =0, (A-3.7)
oY

Periodicidad: s, (r+4)=s,(r), i=12. (A-3.8)

Para llegar a la condicion de frontera (A-3.7) se hicieron las mismas suposiciones que
en el caso del medio porosos centrado en las caras y, ademas, se tomd en cuenta que aln

para este modelo de medio poroso se cumple que
os, ,
—2=0,enY =0. (A-3.9)
oY

Estas mismas observaciones aplican para el modelo de celda unitaria centrada en el
cuerpo vertical, por lo que en la Seccion A-3.2 se utilizara la condicion de frontera
(A-3.7) sin mayor discusion.

De acuerdo al procedimiento del Apéndice A-1, conviene escribir el Problema lh en

términos de las variables 5, X y Y como

Problema Ih
o’s, 0%, f,(Y)K
_Sg + _Sg =— 1( )_ > 42 en la fase fluida, (A-3.10)
X oY A
2
CF.1 —%: K1¢—, en X =X, Y, (k)<Y <Y, (k), Yy (k)<Y <Y, (k);
X ==X,, Y5 (k)<Y <Y, (k), (A-3.11)
os, 2 — _ _
a—lz Klﬂ’ en X =-X,, Y, (k)<Y <Y, (k), Yy (k)<Y <Y, (k);
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X =X,, Ys(k)<Y <Y, (k), (A-3.12)

2
—_=Kl¢—,en Y =Y,(k), =X, <X <X,; Y =Y,(k), ixlsXSi%, (A-3.13)

Y =Y (k), £X, < Xgi%, (A-3.14)

Yo (K)
Ys(K)
Y,(K

Y5(K)
Y2(K)
Yi(®

1X2

Figura A-3.1: Celda unitaria para el problema en la inter-region.

C.F.2 5 =0,enY =2H, (A-3.15)

&5 _
CF3 —£=0en¥ =0, (A-3.16)
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Periodicidad: 5, (r+4)=s,(r), i=12. (A-3.17)

y
Haciendo, ahora los siguientes cambios de variables,
X ==X, (A-3.18)
Y >Y. (A-3.19)
Lo que da lugar al siguiente problema de valor a la frontera,

0’5 0%, f(Y)K
Tt~ 1Y) L%, en la fase fluida, (A-3.20)
oX? oY 5,(Y)

%, _ ¢
CRL  —r=Ki——en =X =X, Y, (k)<Y <Y, (k) Yo (k) <Y <Y, (k):
a,,!
X =X,, Y, (k)<Y <Y, (k), (A-3.21)
2
Sk P en X=X V()<Y <Y (K), Y ()<Y < (6);
-X =X,, Yy (k)<Y <Y, (k), (A-3.22)
a— 2
a—?: Kl¢—, enY =Y, (k), =X, <X <X,; Y=Y, (k), £X; <X Si%, (A-3.23)
0s,

2
Sk P eny =Y, (K); =X, <X <X,; Y =Y, (K), £X, < X Si%, (A-3.24)

(o

C.F.2 5 =0,enY =2H, (A-3.25)
oS,

C.F3 —~-0,enY =0, (A-3.26)
oY

Periodicidad: 5, (r+4)=s,(r), i=12. (A-3.27)

Como se puede notar, para que el problema anterior sea idéntico al Problema Ih se debe
cumplir que,

s, (-X,Y)=s,(X,Y). (A-3.28)
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Por lo que se puede concluir que s, es simétrico alrededor de X =0. Y, con ayuda de

- o 1
las condiciones de periodicidad, este resultado se puede extender a X =J_r5. De esta

forma, el problema de cerradura para la inter-region puede resolverse en la celda
unitaria de la Figura A-3.2 (la cual corresponde a la mitad de la celda unitaria de la

Figura A-3.1) y se expresa a continuacion,

d%s, 0% f (Y)K
axg + 8Y§ =— 1f( (\)()1 ¢, en la fase fluida, (A-3.29)
2

0s 2
CF.1 _a_x7=K1_¢ ,en X =X, Yl(k)sY sYz(k), Y5(k)sY sYG(k); (A-3.30)
s, _ 4 .
&ZKlﬂ,en XZXZ,Ya(k)SY SY4(k), (A'331)
asy @ 1
a_Y= K,—.,enY =Y4(k), 0<X <X, Y =Y2(k), X, <X SE, (A-3.32)
0s, @ 1
v Ki——.,enY =Y, (k); 0<X <X,; Y=Yy (k), X, <X SE' (A-3.33)
CF.2 s, = 0,enY =2H, (A-3.34)
0S
C.F.3 —L=0,enY =0, (A-3.35)
oY
0S
C.F4 a—xyzo, en X =0,0<Y <2H, (A-3.36)
asy 1
C.F5 —L=0,enX==,0<Y<2H. (A-3.37)
OoX 2

Por otro lado, el esquema computacional a seguir para resolver este problema es similar

al caso anterior. Es decir, se inicia el barrido de arriba hacia abajo; una vez que se llega

a Y =H se barre hasta Y;(nc) y posteriormente se utilizan cada una de las celdas

unitarias computacionales hasta llegar a nc=1. La diferencia entre el programa
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computacional usado para este problema comparado con el caso del medio poroso

centrado en las caras radica en el tipo de celda unitaria computacional a usar.

Celda unitaria
computacional

=

Figura A-3.2: Celda unitaria simplificada para la inter-region.

En este caso, se obtuvieron resultados aceptables usando 6 celdas computacionales y
una tolerancia de 1x10~°. Es decir, se usaron practicamente la mitad de las celdas usadas

en el modelo de medio poroso anterior.

A-3.2.- Medio poroso centrado en el cuerpo vertical.

El problema de valor a la frontera, (expresado en términos de variables y pardmetros

adimensionales) es, de acuerdo a la Figura A-3.3,
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Problema Iv
0? o?
Sg + s; __R(K, ¢#°, en la fase fluida, (A-3.38)
oX? oY f,(Y)
0s, ¢ :
CRL ==K en X=X, Y, (k)<Y <Y, (Kk), Y, (k) <Y <Y, (K);
X ==X, Y5 (k)<Y <Y, (k), (A-3.39)
s, _\
=K en X ==X, Yy (K) <Y <Y, (K), Y (k) <Y <Y, (K):
X =Xy, Y (k)<Y <Y, (k), (A-3.40)
o, ¢’ :
= Kla, enY =Y, (K), -X, <X <X;; Y =Y, (k), +X, < X <#1, (A-3.41)
0s ¢
——L =K, =, enY =Y, (k); =X, <X <X;; Y=Y (k), £X, <X <#1,  (A-3.42)
oY a,,l
CF.2 S, = 0,enY =2H, (A-3.43)
0s
C.F.3 —2=0,enY =0, (A-3.44)
oY
Periodicidad: s, (r+4)=s,(r),i=12. (A-3.45)

De acuerdo al procedimiento de los dos casos anteriores, el siguiente paso consiste en

escribir el problema anterior, en términos de s , X y Y, como sigue

Problema v
az_gg + az_g; _h (?)_Kl #° , en la fase fluida, (A-3.46)
X oY A
CR1 2=k, ¢;,en K = X,, Y, (k)<Y <Y, (k). Y, (K) <V <Y, (k)
X ==X, Y; (k)<Y <Y, (k), (A-3.47)
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0s, 2 - — —
== 1a%f’en X ==X, Y, (k)<Y <Y, (k), Y, (k)<Y <Y (K);
X =X, Yy (k)<Y <Y, (k), (A-3.48)
2
%: Kl¢—, enY =Y, (k), =X, <X <X;; Y =Y, (k), £X, < X <41, (A-3.49)
a0
Y=2H

Figura A-3.3: Celda unitaria para el problema en la inter-region.

2
K1¢—f, enY =Y (k); =X, <X <X;; Y =Y(k), X, <X <+l,  (A-3.50)

@

C.F.2 5 =0enY=2H, (A-3.51)
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s, _

C.F.3 —£L=0,enY =0, (A-3.52)
oY

Periodicidad: 5 (r+4)=s,(r),i=12. (A-3.53)

Al tomar en cuenta los cambios de variables siguientes
X —>-X, (A-3.54)
YoV, (A-3.55)

se obtiene el siguiente problema de valor a la frontera,

0’s, 0% f(Y)K
axg + aY; =— 1f( (3()1 #*, en la fase fluida, (A-3.56)
2

5 & -
CR1 =K en =X =X, Y, (k)<Y <Y, (K), Yy (k)<Y =¥, (K);
X =Xy, Y, (k)<Y <Y, (k), (A-3.57)
ﬁ 2
—a—;y_Kl¢—,en X =X,, Y,(K)<Y <Y, (k). Y, (K)<Y <Y, (k)
—X =Xy, Y (k)<Y <Y, (K), (A-3.58)
e, ¢’ .
S en Y=Y (K), X S XS XY =Y, (K), £X, S X <5, (A-3.59)
oS,

2
—-—L= K1¢—, enY =Y, (k); =X, <X <X;; Y=Y (k), £X, <X <#1,  (A-3.60)

@

C.F.2 5 =0,enY =2H, (A-3.61)
a5,

C.F.3 Z=0,enY =0, (A-3.62)
oY

Periodicidad: s, (r+4)=s,(r),i=12. (A-3.63)

Al comparar el problema anterior con el Problema lv, se puede notar que basta con
proponer la siguiente igualdad

s, (-X,Y)=s,(X,Y), (A-3.64)

A-3.9



Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

para que ambos problemas sean idénticos. De lo anterior se concluir que s, es simétrico

alrededor de X =0. Al igual que en los casos anteriores, con ayuda de la propiedad de
periodicidad, esta condicién de frontera se puede extender a X =+1 De esta forma, el
problema de cerradura para la inter-region se puede resolver para la celda unitaria

presentada en la Figura A-3.4 y se expresa como

0%, 0°s f.(Y)K

4 A L 4%, en la fase fluida, A-3.65
x v ) ! (A-3.89)
05 ¢’
CF.1 —a—X7= K,—.en X =X,, Yl(k)SY SYZ(k), Ys(k)SY SYG(k); (A-3.66)
0s @
a—)Z:Kl—,en X=X1,Y3(k)£Y SY4(k), (A-3.67)
s, _#
~ K e =Y, (k), 0 X < X;; Y =Y, (k), X, <X <1, (A-3.68)
0s, @
——Z =K, en Y =Y, (k); 0 X < X;; Y =Y, (K), X, <X <1, (A-3.69)
oY a,,!
CF.2 s,=0,enY =2H, (A-3.70)
0s,
CF3 2 =0,enY =0, (A-3.71)
oY
0S
C.F4 —~L=0,enX =0, (A-3.72)
oX
0S
C.F.5 —Z=0,enX =1. (A-3.73)
oX

El esquema numérico es similar al de los dos casos anteriores, de nuevo el cambio
radica en el tipo de celda unitaria computacional a usar, la cual es mas complicada que
las anteriores. Notese que, a diferencia de los casos anteriores, el ancho de la celda
unitaria computaciones es de la unidad. Por ultimo, al igual que en el caso del medio
poroso centrado en las caras, al considerar once celdas y una tolerancia de 1x10™° se

obtuvieron resultados satisfactorios.
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Celda unitaria
computacional

Figura A-3.4: Celda unitaria simplificada para la inter-region.

A-3.11



Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

Apendice A-4:

Graficos de la variable de cerradurass,

Figura A-4.1: Campo de la variable de cerradura s, para A=0.1,4=0.5 obtenidos

con los modelos del medio poroso, a) centrado en las caras (M1), b) centrado en el
cuerpo horizontal (M2), ¢) centrado en el cuerpo vertical (M3). Comparacion del

coeficiente efectivo obtenido a partir de estos tres modelos para A=0.1.
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Figura A-4.2: Campo de la variable de cerradura s, para A=0.2,¢=0.95 obtenidos

los modelos del medio poroso, a) centrado en las caras (M1), b) centrado en el cuerpo
horizontal (M2), c) centrado en el cuerpo vertical (M3). Comparacion del coeficiente

efectivo obtenido a partir de estos tres modelos para A=0.2.
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Figura A-4.3: Campo de la variable de cerradura s, para A=0.3,4=1.5 obtenidos

con los modelos del medio poroso, a) centrado en las caras (M1), b) centrado en el
cuerpo horizontal (M2), c) centrado en el cuerpo vertical (M3). Comparacién del

coeficiente efectivo obtenido a partir de estos tres modelos para A=0.3.
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Figura A-4.4: Campo de la variable de cerradura s, para A=0.4,¢4=2.25 obtenidos

los modelos del medio poroso, a) centrado en las caras (M1), b) centrado en el cuerpo
horizontal (M2), c¢) centrado en el cuerpo vertical (M3). Comparacion del coeficiente

efectivo obtenido a partir de estos tres modelos para A=0.4.
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%

Figura A-4.5: Campo de la variable de cerradura s, para A=0.5,¢=3.25 obtenidos

los modelos del medio poroso, a) centrado en las caras (M1), b) centrado en el cuerpo
horizontal (M2), c) centrado en el cuerpo vertical (M3). Comparacion del coeficiente

efectivo obtenido a partir de estos tres modelos para A=0.5.

A-4.5



Condiciones de frontera para el transporte Francisco J. Valdés-Parada
entre medios multifasicos

Figura A-4.6: Campo de la variable de cerradura s, para A=0.6,4=4.75 obtenidos

los modelos del medio poroso, a) centrado en las caras (M1), b) centrado en el cuerpo
horizontal (M2), c) centrado en el cuerpo vertical (M3). Comparacion del coeficiente

efectivo obtenido a partir de estos tres modelos para A=0.6.
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Figura A-4.7: Campo de la variable de cerradura s, para A=0.7, ¢ =7 obtenidos con

los modelos del medio poroso, a) centrado en las caras (M1), b) centrado en el cuerpo
horizontal (M2), c¢) centrado en el cuerpo vertical (M3). Comparacion del coeficiente

efectivo obtenido a partir de estos tres modelos para A=0.7.
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Figura A-4.8: Campo de la variable de cerradura s, para A=0.8,4=11.5 obtenidos

los modelos del medio poroso, a) centrado en las caras (M1), b) centrado en el cuerpo
horizontal (M2), c¢) centrado en el cuerpo vertical (M3). Comparacion del coeficiente

efectivo obtenido a partir de estos tres modelos para A=0.8.
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Figura A-4.9: Campo de la variable de cerradura s, para A=0.9,¢4=23 obtenidos

con los modelos del medio poroso, a) centrado en las caras (M1), b) centrado en el
cuerpo horizontal (M2), c) centrado en el cuerpo vertical (M3). Comparacion del

coeficiente efectivo obtenido a partir de estos tres modelos para A=0.9.
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