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Introduccion

La ecologia matematica se apoya fundamentalmente en el anélisis de la dinami-
ca presa-depredador para predecir las interacciones entre especies, asi como su evo-
lucion, crecimiento y patrones de distribucién poblacional de las especies biologicas
involucradas.

El primer modelo presa-depredador basado en solidos principios matematicos
fue propuesto por Lotka [40] y Volterra [57]. A raiz de sus hallazgos, desde entonces
se han llevado a cabo numerosos intentos para mejorarlos. Uno de los esfuerzos
para lograr esta tarea es el modelo de Leslie-Gower, cuya principal caracteristica es
que la ecuacion de crecimiento del depredador es logistica, lo que implica que existe
competencia o autointerferencia entre los depredadores, ver [38]. Actualmente, el
modelo de Leslie-Gower ha sido estudiado desde un punto de vista matematico
y biolégico por muchos investigadores, lo cual es evidente por la cantidad de
trabajos publicados, ver por ejemplo [20], [29], [16], [49], [18] y las referencias alli
contenidas.

En 1931 el bidlogo W.C. Allee investigé las fluctuaciones poblacionales y descu-
brié que una variedad de fenémenos biolégicos afectan la dinamica de las especies,
como las dificultades para encontrar pareja, la termorregulaciéon social, la deriva
genética, la evitacion de enemigos naturales, la evitaciéon de depredadores, la de-
fensa de los recursos y la mala nutricién debido a la baja densidad de poblacién.
Este fenémeno ahora se conoce como efecto Allee. Los efectos Allee fuertes dan co-
mo resultado tamanos de poblacion criticos, mientras que los efectos Allee débiles
no. Esto se debe al vinculo del efecto entre la densidad o el tamano de la pobla-
cién y la aptitud individual. Se anima a los lectores interesados en este tema a
consultar, por ejemplo, [45], [9], [51].

La respuesta funcional, se refiere a la cantidad de presas que consume un
depredador por unidad de tiempo, es un componente crucial de los modelos ma-
tematicos de la dinamica presa-depredador. La capacidad de la presa para huir
de un ataque o el éxito de la persecucion del depredador son dos ejemplos de
las variables que pueden afectar. Diversos estudios en dinamica poblacional han



modelado la respuesta funcional utilizando formulaciones de tipo Holling I, II, TII
o IV (véase [23], [24]). En este trabajo se analiza un modelo presa-depredador
que incorpora una respuesta funcional Holling tipo II, caracterizada por un pre-
dominio del tiempo de bisqueda a bajas densidades de presas y del tiempo de
manipulacién a altas densidades. Esta formulacién permite capturar de manera
mas realista las limitaciones en la capacidad de consumo del depredador, es decir,
a bajas densidades de presas, el depredador dedica mas tiempo a la busqueda
activa, mientras que, a altas densidades, el tiempo de manipulacién de las presas
capturadas se vuelve predominante. Matematicamente, esto se expresa como

qr
hw) = br +a’

donde x = z(t) denota la densidad de la poblacién de presas en el tiempo t > 0, ¢
representa la tasa maxima de consumo per capita, b esta asociado con el tiempo
de manejo por presa capturada y a es el parametro de saturacion, correspondiente
al niimero de presas necesario para que la tasa de depredacién alcance la mitad de
su valor maximo. En este trabajo, y sin pérdida de generalidad, fijaremos b = 1, lo
cual equivale a una adecuada eleccién de las unidades de la variable x (densidad de
presas), de manera que el punto de semisaturacién se ubique en la escala deseada.

El siguiente modelo presa-depredador de Leslie-Gower con respuesta funcional
Holling tipo II, efecto Allee en la presa y depredador generalista es considerado
por Arancibia-Ibarra y Flores en [3]:

dr x qry
(1= ) eom - 22,

1
w_ (o M
dt nr+c)’

donde x y y representan el tamano de las poblaciones de presas y depredadores,
respectivamente, en el momento t. Los significados bioldgicos de los pardmetros
r, K, m, q, a, s, n y ¢ se muestran en la tabla 1.

Es importante destacar, debido a su relevancia en el analisis posterior, que los
ejes coordenados en el sistema (1) son invariantes bajo la dindmica. Por razones
de interpretacién biolégica, nos limitamos a estudiar el sistema (1) en el primer
cuadrante, es decir, en la regién {(z,y) € R*, z >0, y > 0}.

La investigaciéon de Arancibia-Ibarra y Flores [3] se enfocé en demostrar que
el sistema (1) experimenta bifurcaciones de Hopf y Takens-Bogdanov bajo ciertas
condiciones entre los parametros. Mas recientemente, Zhu y Liu han analizado
el mismo sistema en [63], pero asumiendo que la poblacién de presas aumenta
mucho mas rapido que la de los depredadores. Esto conduce a un sistema lento-
rapido y, dado que un depredador puede coexistir con varias generaciones de



Parametros | Descripcion

tasa de crecimiento intrinseca de la presa

capacidad de carga ambiental para la presa

poblacién minima viable o umbral de Allee

tasa maxima de consumo per capita de los depredadores

es la cantidad de presas para llegar a la mitad de ¢

tasa de crecimiento intrinseca de los depredadores

calidad de los alimentos, indica cémo los depredadores convierten
las presas devoradas en nuevos nacimientos de depredadores

c capacidad de carga ambiental para el depredador

S weaew I X=

Tabla 1: Significado biolégico de los parametros presentes en el sistema (1).

presas, se pueden distinguir dos escalas de tiempo para la presa y el depredador,
matematicamente resulta en un sistema lento-rapido. Utilizando la teoria de la
forma normal lenta-rapida, la teoria geométrica de la perturbacién singular y la
teorfa de Fenichel [15], se logran identificar fenémenos dindmicos significativamen-
te mas complejos, como los efectos de Allee fuerte (m > 0) y débil (m < 0). Este
ultimo incluye la aparicién de ciclos de canard, que surgen desde un punto de
bifurcacién de Hopf, la explosion de canard, oscilaciones de relajacion descritas
por la funciéon de entrada-salida, y la presencia de érbitas heteroclinicas y ho-
moclinicas. No obstante, Zhu y Liu [63] no consideran un caso degenerado que
también muestra un comportamiento dinamico interesante. Este caso degenerado
ocurre cuando la nuclina lenta interseca la rapida a lo largo del eje y, como se
explica en el capitulo 4. Ademas, cerca de este punto degenerado, descubrimos
numéricamente fenémenos nuevos que no habian sido reportados anteriormente.
Utilizando técnicas modernas, pudimos determinar la criticidad de la bifurcaciéon
singular de Hopf.

Los resultados de este trabajo fueron discutidos y analizados en colaboracién
con el Dr. Hildeberto Jardén-Kojakhmetov del Bernoulli Institute for Mathema-
tics, Computer Science and Artificial Intelligence de la Universidad de Groningen.
Como fruto de esta colaboracién, se publicé el articulo [1].

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo 1, se pre-
sentan los conceptos fundamentales de la teoria de bifurcaciones, se introduce la
teoria de Fenichel y se proporcionan las herramientas necesarias para el analisis
de sistemas lento-rapido. Ademas, el material relacionado con estos sistemas y la
técnica de explosién (blow-up) ha sido adaptado de [26]. En el capitulo 2, se reali-
za una transformacion del modelo descrito por las ecuaciones (1) a un sistema de
ecuaciones polinémicas topolégicamente equivalente, mediante el uso de variables
escaladas. Esta reduccion facilita el andlisis matematico del sistema al simplificar



su estructura sin alterar su comportamiento cualitativo. Ademads, en la secciéon
2.2, se establecen las condiciones sobre los parametros del modelo que garantizan
la existencia de puntos de equilibrio positivos y su estabilidad lineal es analizada
en la seccion 2.3.

El sistema lento-rapido se introduce y estudia en el capitulo 3. La variedad
critica M se calcula en la seccion 3.1, donde se muestra que se compone de dos
partes disconexas. A continuacién, se aplica la teoria de Fenichel, la cual per-
mite analizar el comportamiento del sistema perturbado en un entorno de My,
especificamente cuando el parametro ¢, que define las escalas de tiempo, es pe-
queno. En la seccién 3.2, se calcula la forma normal del punto de pliegue P, el
cual es el punto donde las partes atractora y repulsora de My coinciden. El caso
en el que el punto P coincide con el punto de equilibrio positivo se trata en la
seccién 3.3, donde se aplica la técnica de explosién (blow-up) para llevar a cabo la
desingularizacién del sistema. Este procedimiento facilita el analisis detallado de
la dinamica y las bifurcaciones cercanas a esta degeneracién. En particular, iden-
tificamos la aparicién de ciclos de canard que surgen de una bifurcacion de Hopf
singular, proporcionando una comprensién mas profunda de los comportamientos
dindmicos complejos en esta region del sistema. La rapida transicion en el tamano
del ciclo limite, desde pequenos ciclos de canard hasta oscilaciones de relajacion,
ocurre en un rango exponencialmente pequenio del parametro de bifurcacién. Este
fenémeno se asocia con la explosion de canard, un proceso que se analiza detalla-
damente en la seccién 3.4. La funcion de entrada-salida, utilizada para estudiar
las oscilaciones de relajacion y los ciclos de canard, se detalla en la seccion 3.5.
Esta funcién describe cémo el sistema se comporta con pequenas perturbaciones,
siendo clave para entender los fenémenos de oscilacion y la aparicién de soluciones
periddicas, en particular las que surgen de la bifurcaciéon de Hopf singular. En la
seccién 3.6, aplicamos la técnica descrita por por De Maesschalck y et al. en [43]
la cual permite determinar de manera intrinseca la criticidad de una bifurcacién
de Hopf en sistemas lento-rdpido sin necesidad de llevar el sistema a su forma
normal.

En el capitulo 4, se analiza el comportamiento asintético del modelo (2.1)
en las proximidades de una bifurcacion transcritica degenerada, la cual ocurre
cuando las nulclinas se intersectan en el punto de bifurcacion transcritica Tg.
Para estudiar este fenémeno, se emplean dos herramientas fundamentales de la
teoria de sistemas dindamicos: la reducciéon a la variedad central y la técnica de
explosion.

En la seccién 4.2, motivados por la simulacion numérica presentada en la figura
4.11, mostraremos que el sistema (2.1) exhibe una bifurcacién de Takens-Bogdanov
de codimensién 2, cuando existen dos puntos de equilibrio E, y Ey (condicién 1(a)



del teorema 8) en las proximidades de T¢.

Todos los calculos necesarios, aunque tediosos, para obtener los resultados pre-
sentados en esta tesis, asi como las gréficas, fueron realizados utilizando el soft-
ware Mathematica. Ademas, empleamos el paquete MatCont, basado en Matlab,
para calcular la continuacion de puntos de equilibrio y bifurcaciones, asi como las
graficas obtenidas.






Capitulo 1

Preliminares

Una ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes reales se dice que es estruc-
turalmente estable (para definiciones precisas, véase [21, 47]), cuando un pequeno
cambio en los coeficientes produce una ecuacién diferencial perturbada, cuya fa-
milia de curvas solucion son cualitativamente las mismas que las de la ecuacion
diferencial original.

Una bifurcacion es un cambio en la estructura cualitativa del diagrama de
fases de un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

= f(x,\) (1.1)

donde x € R™ y A € R" es un pardametro que varia en una vecindad de un
valor critico A\g. La codimension de una bifurcacién se define como el ndmero
minimo de parametros que deben modificarse para que la bifurcacion ocurra de
manera genérica; este valor es siempre menor o igual que n. Para determinar la
codimensién, comtinmente se realiza un proceso de reduccién o normalizacién del
sistema, lo que permite identificar las condiciones esenciales bajo las cuales la
bifurcacién se manifiesta.

Por otro lado, dado un campo vectorial V' definido por (1.1), en )y se puede
buscar una familia de campos vectoriales que contengan a V' y que satisfaga un
criterio de estabilidad estructural. Esta familia se llama una deformacion versal (o
desdoblamiento universal) de V' (ver [21]).

Una de las bifurcaciones mas estudiadas en sistemas dinamicos es la bifurcacién
de Hopf ver [48]. A continuacién, se describe su estructura. En este caso, tenemos
r € R? y un pardmetro A € R.



Considere el sistema analitico en el plano

&= Ax—y+pz,y)
y=x+y+qz,y)

donde las funciones

plx,y) = Z az‘jﬂiiyj :(6120372 + anxcy + a02y2)
i+5>2

+ (agox?’ + a21132y + a12$y2 + aogyg) + -

q(z,y) = Z bijxiyj :(520332 + by + 50292)
i+>2

+ (bgo.’ﬂg + bgll'zy + b12$y2 + bogyg) + -
son analiticas.

Para A = 0, Df(0,0) tiene un par de valores propios imaginarios puros y el
origen se denomina foco débil o foco multiple. El primer coeficiente de Liapunov
o estd dado por la ecuacion

3T

o= (3(a30 + bos) + (@12 + ba1) — 2(ag0bao — ap2boz)

(1.3)
+ (a11(ao2 + ago) — b11(boz + b20))-

Teorema 1. (Bifurcacion de Hopf) Si o < 0, entonces para cada X\ > 0 existe una

unica orbita periddica asintoticamente estable que se bifurca del punto de equilibrio

xg. St o > 0, entonces para cada A < 0 existe una unica orbita periodica inestable

que se bifurca del punto de equilibrio xg.

Definicién 1. El caso o < 0 se llama una bifurcacion de Hopf supercritica, y
o > 0 es una bifurcacion de Hopf subcritica. Ver las figuras 1.1 y 1.2.

1.1. Bifurcacién de Takens-Bogdanov

En esta seccién vamos a dar condiciones suficientes para que algunos sistemas
de ecuaciones diferenciales en el plano tipo Takens-Bogdanov, sean topoldgica-
mente equivalente a su deformacién versal (o desdoblamiento universal), para
mas detalles ver [36].
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Figura 1.1: Bifurcacién de Hopf supercritica. Figura tomada de [36].
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Figura 1.2: Bifurcacién de Hopf subcritica. Figura tomada de [36].

La bifurcacion de Takens-Bogdanov desempena un papel fundamental en el
analisis del comportamiento de los sistemas dinamicos, ya que puede dar lugar
a la aparicion de dérbitas homoclinicas asociadas a puntos de equilibrio tipo silla,
en un entorno proximo a valores criticos de los pardmetros. Supongamos que el
sistema en el plano estd definido por

i = P(z,y),
v =Q(z,y),

donde el punto denota la derivada con respecto de t, y las funciones P, () son
analiticas en un entorno del origen (0,0) y éste es un punto de equilibrio aislado.

(1.4)

Sea f(x,y) = (P(x,y),Q(z,y)) y sea A = Df(0,0) la matriz de la parte lineal.
En el caso de que A tenga un tunico valor propio cero, es decir, det A = 0, pero
trA # 0, en Andronov et al. [4], pdg. 338, se demuestra que el sistema (1.4) puede
ser escrito en la forma

i:pl(xvy)v (15)
T = Yy +p2(l’,y),



donde p; y py son analiticas en un entorno del origen y tienen expansion que inicia
con términos de segundo grado en x y y. El siguiente teorema estd demostrado en
la seccién 12.1, pag. 340 de Andronov et al. [4].

Teorema 2. Sea el origen un punto de equilibrio aislado del sistema analitico
(1.5). Sea y = ¢(x) una solucion de la ecuacion y+ po(z,y) = 0 en un entorno del
origen, y la expansion de la funcion ¥ (x) = pa(z, ¢(z)) en un entorno de x = 0
tiene la forma ¥ (x) = apx™ + ..., donde m > 2 y a,, # 0. Entonces

1. para m tmpar y a,, > 0, el origen es un nodo inestable

2. para m impar y a,, <0, el origen es (topoldgicamente) una silla

3. para m par, el origen es una silla-nodo.

En el caso de que la matriz A tenga dos valores propios cero, es decir, det A = 0

y trA = 0, el sistema (1.4) puede transformarse, mediante cambios de coordenadas
y escalamiento de tiempo, a la siguiente forma normal:

T =y,
g = ara® 1+ h(@)] + bua"y[L + g(2)] + y*R(x, y), (1.7)

donde h(z), g(x) y R(z,y) son funciones analiticas en un entorno del origen, con
h(0)=¢g(0)=0,k>2,a,#0yn>1.

Esta forma normal permite caracterizar la naturaleza del punto de equilibrio,
como se detalla en [4], pag. 356, y se resume en el siguiente resultado.

Teorema 3. Sea k =2m con m > 1 en (1.7). Entonces el origen en (1.4) es:

1. una cuspide st b, =0 y también si b, #0 yn > m,

2. un punto silla-nodo si b, #0 yn < m.

La demostracion de este teorema se puede consultar en [4], pdginas 357-362.

Ahora consideremos la familia de campos vectoriales

i = f(z,y, 1),
v =g(x,y, 1), (18)

donde z,y e R, u e R, m>2,y f,g € C®(z,y, ).

Supongamos que para p = 0, el sistema (1.8) tiene un punto de equilibrio en
el origen x = y = 0, y que la parte lineal del sistema en dicho punto tiene un valor
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propio A = 0 con multiplicidad algebraica dos y geométrica uno. En este caso, la
parte lineal es similar al bloque de Jordan de orden dos:

(30)

Bajo estas condiciones, el sistema (1.8) puede escribirse, para p = 0, en la forma
normal

T =1y,
§ = az? + by + O(|(z,y) ). (1.9)

Supongamos ademds que ab # 0 en (1.9). Bajo esta condicién, es posible
realizar un cambio de variables y un reescalamiento del tiempo adecuados para
normalizar los coeficientes no nulos del término cuadréatico y del término mixto.
Considerando la transformacién:

2 NG Lo 2
x 75, 33 - b
2 Y a
el sistema (1.9) se transforma en
T (1.10)

g =a*+azy+O(|(z,y)P).

Notemos que si ab < 0, entonces la direccion del tiempo se invierte. Si uno
quiere mantener la direccién del movimiento, entonces (1.9) debe ser transformado
en la ecuacién que tiene la misma forma que (1.9) con @ = 1, b = +1. Nosotros
solamente consideramos el caso b = 1. El caso b = —1 es similar.

Definicién 2. Una familia de campos vectoriales (1.8) es llamada deformacion

de la ecuacion (1.10) si para p = 0 se tiene la forma (1.10).

Bajo las hipétesis consideradas, podemos suponer que el sistema (1.8) constitu-
ye una familia de deformaciones del sistema normalizado (1.10), y puede escribirse
de la siguiente forma:

Yy = 1'2 + xry + O(|($ay)|3) + ’LUQ('%',y,,M),

donde z,y € R, p € R™, m > 2, wy,wy € C®°(z,y, 1) y wily=0 =0, 7 =1,2.

La familia biparamétrica de campos vectoriales

L=y, ) (1.12)
§ =+ pay + 2% + 2y,
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es la deformacién versal de (1.10). Este resultado no es obvio y su demostracion fue
dada por Takens [55] y Bogdanov [6]. Obtenemos las siguientes representaciones
locales de las curvas de bifurcacién (ver [48)):

(i) La curva de bifurcacién de silla nodo SN = { (1, po)|p1 = 0, 2 # 0}.

(ii) La curva de bifurcaciéon de Hopf subcritica es H = {(u1, p2)|m2 = /—p1, 1 < 0}.

(ili) La curva de bifurcacién homoclinica es HL = {(u1, pi2) |72 = 2¢/=p1, 11 <

0}.

o2

@& | &
| ®

Figura 1.3: Diagrama de bifurcacién y retratos fase de (1.12). Figura tomada de
[48].

Con el fin de explicar brevemente la Teoria Geométrica de Perturbacion Singu-
lar, de la cual usamos algunas técnicas para analizar el sistema (1), en las siguientes
secciones damos un breve extracto del estudio sobre el método de explosion para
sistemas de tipo lento-rapido [26].

1.2. Sistemas de tipo lento-rapido

Algunos sistemas fisicos y biolégicos estan formados por procesos que operan
en escalas de tiempo y longitud distintas. Los modelos mateméticos empleados
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para analizar estos sistemas de multiples escalas suelen abordarse como problemas
de perturbacion singular, destacandose los problemas de dos escalas. Por ejemplo,
un sistema de tipo lento-rapido se describe mediante una ecuacion diferencial
ordinaria (EDO) singularmente perturbada de la forma

et = f(x,y,¢),
y. - g(I7 y7 6)7
donde el punto superior denota la derivada con respecto al tiempo lento ¢, x € R™

y y € R™ denotan las variables rapida y lenta respectivamente, y ¢ > 0 es un
pequeno parametro que representa la separacion de la escala de tiempo.

(1.13)

t
Al definir el tiempo répido 7 := —, podemos reescribir el sistema (1.13) como

una e-familia de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma
/

r = f(x7y7€)a

(1.14)
y = eg(z,y,e),

donde ahora prima (') denota la derivada con respecto al tiempo rapido 7. Supo-
nemos que f:R™ x R" x R — R™ y g : R™ x R" x R — R™ son de clase C*,
con k suficientemente grande.

El concepto de Teoria Geométrica de Perturbacion Singular (TGPS), se refie-
re a la coleccion de técnicas geométricas con las que se pueden analizar sistemas
de tipo lento-rdpido. La idea de TGPS es estudiar los limites de (1.13) y (1.14)
cuando € — 0, analizar objetos invariantes en los dos limites y luego usar métodos
de perturbacién para describir la dinamica de (1.13) y (1.14) para ¢ > 0 suficien-
temente pequeno. En consecuencia, al considerar € = 0 en (1.13) obtenemos

0= f(z,y,0),

Y= g(w,y,()), (115)

que se llama sistema reducido (o subsistema lento), y el flujo de (1.15) se llama
flujo lento. Estructuralmente, el sistema (1.15) es una ecuacién diferencial restrin-
gida (o ecuacién algebraica diferencial), ver [56]. A partir de (1.14) obtenemos
para € = 0 la EDO

x/ = f<x7 y50)7

1.16
y/ — 07 ( )

que se llama ecuacién de capa (o subsistema rapido) donde podemos ver a las
variables lentas (y) como pardmetros. Observamos en (1.15) que el conjunto
{f(z,y,0) = 0} define el espacio de fase de las soluciones del subsistema lento
y el conjunto de puntos de equilibrio de la ecuacién del subsistema réapido. Esto
conduce a la siguiente definiciéon natural:
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Definicién 3. (Variedad critica). La variedad critica se define como el conjunto

So= {(z,y) ER™ x R" | f(z,y,0) = 0}. (1.17)

Notemos que aunque llamamos a Sy una variedad, estrictamente hablando,
las soluciones de la ecuacién f(z,y,0) = 0 no definen necesariamente una va-
riedad diferencial, es decir, pueden no ser localmente difeomorfas a un espacio
euclidiano. Una caracteristica importante que pueden tener las variedades criticas
es la hiperbolicidad normal.

Definicién 4. Un punto p = (z,y) € Sy se llama hiperbdlico sila matriz D, f(p,0) €
R™*™ donde D, representa la derivada total con respecto a x, no tiene valores
propios en el eje imaginario. La variedad critica Sy se denomina normalmente
hiperbolica si todos los puntos p € Sy son hiperbdlicos.

De manera equivalente a la definicién (4), se puede decir que Sy es normal-
mente hiperbdlica si todos sus puntos son puntos de equilibrio hiperbdlicos del
subsistema rapido. En caso contrario, llamaremos a p € Sy no hiperbdlico si la
matriz D, f(p,0) tiene al menos un valor propio en el eje imaginario.

Un punto hiperbdlico p es atrayente si todos los valores propios tienen una
parte real negativa, repelente si todos los valores propios tienen una parte real
positiva, y tipo silla si hay valores propios negativos y positivos en la parte real. Si
la variedad critica es, o no, normalmente hiperbdlica, distinguira las herramientas
que se necesitan para el analisis del correspondiente sistema lento-rapido. En el
caso de la hiperbolicidad normal tenemos el teorema de Fenichel; en el caso de
pérdida de hiperbolicidad normal debido a la presencia de puntos no hiperbélicos,
podemos utilizar el método de blow-up (explosién). Un esquema representativo de
la teoria geométrica de perturbacion singular dado en la figura 1.4. Para mayores
detalles sobre esta teoria el lector es referido a [15] y [33].

La pérdida de hiperbolicidad normal en un sistema lento-rapido es muy rele-
vante ya que esta relacionada con caracteristicas dinamicas como: ciclos de canard,
explosién de canard, oscilaciones de relajacion, etcétera.

1.3. Teorema de Fenichel

El teorema de Fenichel, proporciona herramientas y técnicas geométricas para
analizar sistemas de tipo lento-rapido con puntos hiperbaolicos:
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lento 4 — fx, y.9) - X = flx.,y.°) rapido
y=8(xy.7) 0<ex1 y' = cg(x.y.?)
-0 ‘ =0
EAD |0 = f(x,y.0) 50 x' = f(x,y,0) | ecuacién
v =g(x,y,0) conjunto critico y'=0 de capa
normalmente hiperbdlico (Fenichel): no hiperbdlico (blow-up):

Figura 1.4: Esquema de la teoria geométrica de perturbacion singular.

Teorema 4. Suponga que Sy C Co es una subvariedad compacta normalmente
hiperbolica (posiblemente con frontera) de la variedad critica Cy del sistema (1.14).
Luego, para € > 0 lo suficientemente pequeno, se cumple lo siguiente:

(M1) Eziste una variedad local invariante S, difeomorfa a Sy. La invariancia local

significa que las trayectorias pueden entrar o salir de S. solo a través de su
frontera.

(M2) S. tiene la distancia de Hausdorff O(e), cuando € — 0, de Sy.
(M83) El flujo en S, converge al flujo lento cuando ¢ — 0.

(M4) S. es diferenciable de clase C*.

(M5) S. es normalmente hiperbdlica y conserva las mismas propiedades de esta-
bilidad que Sy; es decir, es atractora, repulsora o de tipo silla con respecto
a las variables rapidas.

(M6) S. no suele ser inica. En las regiones que permanecen a una distancia fija de
0S., todas las variedades que satisfacen los incisos (M1) al (M5) anteriores
se encuentran a una distancia de Hausdorff de orden O(exp(—C/a)) unas
de otras para algin C' >0, C € O(1), cuando € — 0.
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Comunmente se hace referencia al teorema de Fenichel como la teoria geométri-
ca de perturbacién singular (TGPS). No obstante, en la actualidad, la TGPS abar-
ca una amplia gama de técnicas geométricas, que incluyen el método de explosién
y la teoria de la forma normal lento-rapida, entre otras.

1.4. Meétodo de explosién para sistemas de tipo
lento-rapido

En esta seccién, presentamos una revision del método de explosion, el cual se
emplea con frecuencia en la actualidad para el analisis de sistemas de tipo lento-
rapido que presentan singularidades no hiperbolicas. Para esclarecer la relacién
entre el método de explosién y los sistemas lentos-rapidos, primero reescribamos
la e-familia de campos vectoriales del sistema (1.14) en R™*" como un campo
vectorial inico en R™*"*! de la forma

x/ == f($7 y? 8)7
y = eg(z,y,¢), (1.18)
e = 0.

Ademads, supongamos que el origen (x,y,e) = (0,0,0) es un punto de equilibrio y
que D, f(0,0,0) tiene todos sus valores propios iguales a cero. Esto significa que
(0,0,0) es una singularidad nilpotente del sistema (1.18) y, como tal, el método de
explosion se puede adaptar para desingularizar este punto. Usar esferas, cilindros
o espacios relacionados como espacios ampliados es a menudo muy conveniente,
pero no necesario.

Observacion 1. Las singularidades nilpotentes son un subconjunto de las singu-
laridades no hiperbolicas. Por lo tanto, no todas las singularidades no hiperbolicas
de los sistemas lentos-rdpidos pueden estudiarse con el método de explosion.

Aunque existen varias versiones equivalentes y mejoras del método de explo-
sion, nos centraremos en el caso cuasi-homogéneo, dado que es el mas utilizado
en la actualidad.

Sea X : R™T+l — R™T1+1 o] campo vectorial, que estd definido por (1.18), y
sea SV la esfera de dimensién N. A continuacién, podemos definir formalmente la
transformacién de explosion mas comtunmente utilizada en sistemas lentos-rapidos:

Definicién 5. (Explosién cuasi-homogénea). Considere un campo vectorial X :
R+l s R™ L definido por (1.18) y suponga que X (0) = 0. Sea a =
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(c1,...,am) €N, B=(P1,...,0n) € N v v € Ny. Sea la transformacién polar
generalizada ¢ : S™*" x I — R™*! que puede ser definida por

¢ (z,7,&,7) = (r°z,ry,172) = (z,y,¢). (1.19)

donde (Z,4,8) = (T1,.. Ty Tty -+, Um,&) € S™ r € I, donde I C R es
un intervalo que contiene al origen. Aqui usamos la notaciéon de indices multi-
ples r%z = (r°zy,...,r%%,,), y de manera similar para r°j. La explosién cuasi-
homogénea del campo vectorial X, denotado como X, se define por

X qu 1|i§€r oXogb(j,g,é,r). (120)

Observamos que ¢ asigna la esfera By := S™™™ x {0} al origen en R™*" 1
donde ¢! asigna 0 € R™™*! a By. Por lo tanto, la operacién ¢! se llama
explosién (cuasi-homogénea) mientras que ¢ se llama blow-down “desinfle” (cuasi-
homogénea). La palabra cuasi-homogéneo refleja el hecho de que los exponentes
que aparecen en (1.19) no son necesariamente los mismos. Omitimos el término
“cuasi-homogénea” cuando todos los exponentes («, 3,7) son iguales a 1.

De (1.20) deducimos que X y X son topologicamente conjugados para r > 0,
lo que significa que existe un mapeo uno a uno entre las trayectorias de X y
las trayectorias de X fuera de B,. Ademas, se puede demostrar que X estd bien
definido en r = 0. Debido a la presencia de singularidades no hiperbdlicas, y
dependiendo de la eleccion de los exponentes, suele ocurrir que el sistema denotado
por X se anule en By, luego definimos el campo vectorial desingularizado X =
1 L X. Ahora X no se anula en By. Dado que X y X son suavemente equivalentes
para r > 0, toda la informacién obtenida de X es equivalente a la de X fuera
de By. Sin embargo, dado que X ya no se anula a lo largo de {r = 0}, podemos
intentar inferir la dindmica de X para r > 0 pequeiio a partir de la restriccién
X |(r=0}. Esto simplifica mucho el anélisis, pues normalmente encontramos que
X tiene singularidades semi-hiperbodlicas, singularidades hiperbdlicas o ninguna
singularidad. Finalmente, debido a las equivalencias entre X , X,y X, llegamos a
la conclusién de que el flujo de X para r > 0 suficientemente pequeiio proporciona
una descripcion completa del flujo de X para € > 0 suficientemente pequeno.

Cuando estudiamos problemas de alta dimensién, digamos para m + n > 2,
trabajar con coordenadas polares puede resultar engorroso. Entonces, preferimos
trabajar en cartas que cubran el espacio de expansién. En cada una de las cartas
podemos definir coordenadas locales y un campo vectorial local correspondiente.
En la practica, lo que hacemos para definir las coordenadas locales en una carta
es fijar una de las coordenadas ampliadas en +1. Esta aproximaciéon se llama
“explosion direccional”. Por ejemplo, para realizar una explosion en la direccion
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de &, definimos nuevas coordenadas de acuerdo con ¢ : R*™™+l — R*tm+1 dado
por

¢(z,9,6,7) = (r°z,7"g,17) , (1.21)
es decir, fijando £ = 1. De manera similar, podemos definir explosiones en cual-
quiera de las otras direcciones.

Las explosiones direccionales inducen campos vectoriales locales en cada una
de las cartas (euclidianas). Una vez que se realiza el anélisis de los campos vecto-
riales locales relevantes, se pueden superponer las regiones adecuadas de las cartas
y hacer coincidir el flujo en dichas cartas a través de los llamados mapeos de coin-
cidencia (o mapeos de transicién) para describir la dindmica en todo S™*" x I. En
particular, este proceso nos permite rastrear objetos invariantes, principalmente
variedades centrales, a través del espacio expandido. En la figura 1.5 mostramos
una representacion esquematica del mapeo ampliado.

r

(I
Ki={yg=1} ; ,74:131

y

T2
4 K

m)

a={E=1}

Figura 1.5: Bosquejo del espacio ampliado y de algunas de las cartas direccionales.
En la practica, a través del método de expansion, estudiamos los campos vecto-
riales locales definidos en las cartas y luego “pegamos” las trayectorias y otros
objetos invariantes para describir la dindmica en una pequena vecindad de B,
que a su vez proporciona la dinamica de un sistema lento-rapido alrededor del
origen para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Figura tomada de [26].

En resumen, el método de blow-up permite abordar de manera mas accesible
el analisis de sistemas lento—rapido en un entorno de puntos de equilibrio no
hiperbdlicos. No obstante, el estudio de los campos vectoriales resultantes tras la
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explosion sigue siendo altamente no trivial, debido a diversos desafios, como la no
linealidad de los campos locales, la presencia de equilibrios semihiperbdlicos y la
aparicion de resonancias, entre otros. Incluso puede ocurrir que, en alguna de las
cartas resultantes, persista una singularidad nilpotente, en cuyo caso puede ser
necesario aplicar nuevamente el procedimiento de blow-up. Ademas, la eleccion
adecuada de las potencias («a, 3,7) no siempre es evidente y puede requerir un
analisis cuidadoso.

En la siguiente seccion, exploraremos algunos conceptos fundamentales sobre
el método de explosion. Esto nos permitird analizar la dindmica de sistemas de
tipo lento-rapido en una vecindad de los puntos de equilibrio no hiperbélicos.

1.5. Punto de pliegue (fold point) genérico

El pliegue genérico es la primera situacion natural donde aparece un punto
no hiperbdlico en sistemas planos lentos-rapidos. En esta secciéon resumimos los
principales resultados de [33].

Definicién 6. (Punto de pliegue genérico). Considere el sistema (1.13) con (z,y) €
R2. Decimos que (g, 30) es un punto de pliegue genérico si

0
f(1'073/07 O) = 07 a_£<x07 Yo, 0) = 07 (122)

junto con las condiciones de no degeneracion

82

a—;;(xo,yo, 0) #0, 2—5(1’07 Y0,0) # 0,  g(zo,10,0) # 0. (1.23)

Sin pérdida de generalidad, asumimos que (zg,yo) = (0,0) y podemos elegir
los signos de (1.23). Por lo tanto, un sistema lento-rdpido con un punto de pliegue
genérico en el origen se puede expresar como la forma canénica (local)

v = —y+2*+ O, xy, y?, 2%),

1.24
Yy =ce(—1+0(zy,0)). (1.24)

Observamos que la variedad critica correspondiente
So={(z,y) €R*| —y +a” + Ole,xy,y*,2°) = 0}, (1.25)

es localmente una parabola como se muestra en la figura 1.6.
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Sea §§ (resp. &) un subconjunto compacto de la seccién atractora (resp.
repulsora) de la variedad critica Cy. Se sabe por el teorema de Fenichel que una
variedad lenta S¢ (resp. SI) existe como una perturbacién suave de S (resp.
Sp). Sin embargo, el teorema de Fenichel solo garantiza la existencia de tales
variedades fuera del punto de pliegue. El objetivo principal es extender S maés
alla del punto de pliegue. Sea p > 0 un nimero pequeno e I C R un intervalo
adecuado, y definimos las secciones

2= {(z,y) eR* |z €I, y=p},

1.26
S — {(a,y) €R? | = p, y € R). (1.26)

Aqui I es un intervalo adecuado, significa que en ¥ interseca a S§ pero no a Sf,
ver la figura 1.6. El siguiente teorema establece las propiedades de la variedad lenta
S% a medida que pasa por el origen (un esquema de este resultado lo mostramos
en la figura 1.6).

Figura 1.6: Bosquejo de un sistema lento-rdpido en un entorno de un punto de
pliegue (fold point) genérico. Considerando sélo los primeros términos de la va-
riedad critica Sy, que se muestra con la linea punteada, esta queda definida por
So = {(z,y) € R? | y = z*}. Las lineas continuas (azules) con flechas dobles
representan la dindmica de la ecuacion de capa. Luego, Sy tiene una rama atrac-
tora (S§) y una repulsora (Sf). Lejos del punto de pliegue, el teorema de Fenichel
garantiza que, para € > 0 suficientemente pequena, S§ y §; se alteran suavemente
con variedades invariantes (en este caso trayectorias) 8¢ y S, respectivamente. El
andlisis (a través de la explosién) garantiza que S puede extenderse mas alld del
punto de pliegue, como se muestra en la figura. En particular, se puede mostrar
que la distancia entre el eje z y la intersecciéon S*NY es de orden O(e%?). Figura
tomada de [26].
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Teorema 5. Sea I1 : X" — 3% [a funcion de transicion para el flujo de (1.24).
Entonces, existe eqg > 0, de modo que las siguientes afirmaciones son vdlidas para
e € (0,g0):

(F1) La variedad 8¢ pasa por X en un punto (p, h(c)), donde h(c) € O(e?/3).

(F2) La transicion 11 es una contraccion con tasa de contraccion O(exp(—C/e)),

donde C > 0.

Notamos la importancia de los dos enunciados (F'1) y (F2) contenidos en el
teorema 5. En primer lugar, la estimacién h(e) € O(£*?) indica que S® no es
una perturbacién regular del conjunto singular ¢ U {(z,0) € R? | x > 0}. En
otras palabras, no es posible considerar una serie asintética en potencias enteras
positivas de € como una expansion de S en una pequena vecindad del punto
de pliegue. El segundo enunciado muestra que la contracciéon exponencial hacia
8§82, que antes del punto de pliegue estd garantizada por el teorema de Fenichel,
no se pierde después de cruzar el punto de pliegue. Observamos que este hecho
no es un argumento de perturbacion regular derivado de la ecuacién de capa
correspondiente, pero se puede probar mediante un analisis mas amplio.

1.6. Ciclos de canard en el plano

Las trayectorias cercanas a un punto de pliegue genérico primero siguen la
parte atrayente de la variedad critica y luego siguen la direccion rapida. Quizas de
manera contraria a la intuicion, para ciertas familias de un parametro de sistemas
planos lentos-rapidos, hay trayectorias cerca de una singularidad de pliegue que
pueden seguir de cerca la region inestable de la variedad critica para un tiempo
de orden O(1). Este tipo de trayectorias se denominan canard, ver la figura 1.7.

Iniciemos considerando una familia de un parametro de sistemas lentos-rapidos
planos dada por
/
xr = f("’v7 y7w7€)’

/

y = eg(z,y,w,e),
donde w € R. Aligual que en el caso de pliegue genérico de la seccién 1.5, podemos
suponer que existe un punto de pliegue en el origen, digamos para w = 0.

(1.27)

Definicién 7. (Punto de Canard). Considere el sistema (1.27). Decimos que
(z,y) = (0,0) es un punto canard si

£(0,0,0,0) =0, g(o, 0,0,0)=0, ¢(0,0,0,0)=0 (1.28)
xr
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junto con las condiciones de no degeneracion

>’ f of
5.2(0.0.0.0) #0, a—y(o,o, 0,0) #£ 0,

%
W

99
T

(0,0,0,0) # 0, (0,0,0,0) # 0.

(1.29)

La principal diferencia con respecto al caso de pliegue genérico en la seccion
1.5 radica en la presencia de un punto de equilibrio en el origen, el cual esta
determinado por la condicién g(0,0,0,0) = 0. Las condiciones de no degeneracién
implican una interseccién transversal en el origen de las nuclinas de (1.27). La
variedad critica de (1.27) es, hasta los términos de orden uno, la misma que la
dada en la seccién 1.2. Entonces, usamos la misma notacién y no repetimos su
definicion aqui. De manera similar al caso del plegue genérico, se puede demostrar
que un sistema lento-rapido en el plano tiene una expresién local cerca de un
punto canard dada por

.77/ = —yhl(:L’,y,W,s) + x2h2(x,y,w,€) + 5h3(x,y,w,€),
1.30
y/ = €($h4($,y,W,€) - wh5(:c,y,w,€) + yh6(£>yaw7€))7 ( )
donde
hs = O(z,y,w,¢),
2= Ol y,w,e) (1.31)

h;j =14 0(z,y,w,e), j=1,2,45.
Observacion 2. Hasta los términos de orden inicial el sistema (1.30) se lee como

= —y+ a?,
Y (1.32)
Yy = e(x —w).

Sea, por ahora, € > 0. Entonces se produce una bifurcacién de Hopf en w = 0.
Ademas, la norma de los valores propios correspondientes tiende a cero (y al
infinito en la escala de tiempo lenta) cuando ¢ — 0. Esta situacién se conoce
como bifurcacién de Hopf singular.

Definimos las constantes

_ Ohy
a; = %(0707070% (133)
a5 = h6(07 07070)7
. @hl ahg ah4
A= =Z2(0,0,0,0) + 352(0,0,0,0) = 25(0,0,0,0) — 2as, (1.34)
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y las secciones
= {(ey) eRr € L,y =p"}, j=en, ex, (1.35)

donde p > 0 e I; es un pequeno intervalo adecuado, ver la figura 1.7. Sea Gep e =
YNMNSEL, Gexe = 2 NS! y denotamos por 11 : X" — X la transicién inducida
por (1.27). El resultado principal que describe el comportamiento de las variedades
lentas §¢ y &7 alrededor del punto canard es el siguiente.

Teorema 6. Suponga que el sistema (1.27) tiene un punto canard en el origen,
es decir, satisface (1.28) y (1.29). Suponga que la solucion xo(t) del problema
reducido conecta S* con SI. Entonces existe £g > 0 y una funcion suave w.(+/€)
definida en [0, 9| tal que para e € (0,0 las siguientes afirmaciones son vdlidas.

(C1) M(gene) = Gexe Sty s0lo siw = we(\/2).

(C2) La funcion w. tiene la expansion

w(VE) = — (“1 ;&5 + éA) e+ O(%?) (1.36)

(C3) El mapeo de transicion se define solo para w en un intervalo alrededor de
w.(v/E) de tamario O(exp(—C/e)) para algin C > 0.

(C4) Hay una condicion de division en w = w.(\/€) dado por

0
q H en,e) — Yexe)|lw=w € 0 137
o5 (M(Gen.2) = Geae) o= we(ve) > (1.37)

En la figura 1.7 se da una representacién esquematica del teorema 6. El aspecto
mas importante del teorema 6 es que nos dice que para £ > 0 hay exactamente
un valor del parametro w para el cual S se extiende exactamente a S, es decir,
coinciden como se indica en (C7). La trayectoria anterior se suele llamar canard
méaximo para distinguirla de otras que pueden seguir a S para el tiempo de
orden O(1). Otro punto importante del teorema 6 es su tercer elemento (C3), que
nos dice que las érbitas de canard cerca de los pliegues planos ocurren solo para
valores de w dentro de un intervalo exponencialmente pequeno. En relaciéon con
la observacion anterior, observamos ademas que la interseccion de §¢ y S! no es
transversal y, por lo tanto, pequenias Cl-perturbaciones del pardmetro w destruye
el canard maximo; véase (C4).

En la carta Ky = {¢€ = 1}, el objeto clave de estudio es un sistema de ecuaciones
en el plano de la forma

/o 2
Lo = _?/2+$2;

Yo = T2,

(1.38)

~
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Figura 1.7: Representacién esquemaética de un canard maximo. Notemos que S¢
se extiende precisamente a S més alla del origen. Las trayectorias que atraviesan
exponencialmente cercanas a 8¢ siguen a S’ para el tiempo de orden O(1) antes
de ser repelidas. Figura tomada de [26].

que se obtiene después de la restriccién a {ry = wy = 0}; compdrese con el sistema
(1.32). Se puede comprobar que el sistema (1.38) es completamente integrable,
teniendo una constante de movimiento denotada por H (x4, ys). Esto significa que
las trayectorias de (1.38) estan determinadas por las curvas de nivel de H. Aqui
(22, Y2, T2, €2), denotan las coordenadas locales en la carta Ks.

Hay una curva especial 4. dada por la soluciéon de H = 0. La mayor importancia
de 7. es que conecta con precisiéon S§ con S). Naturalmente, en el espacio de
explosién §§ y S§ corresponden a M$|,,—o y Mb|,,—¢ respectivamente.

El siguiente paso es investigar como se rompe dicha conexion para ry > 0,
we # 0, que describird cémo las variedades M§ y MY} estdn conectadas. Para
tal fin se utiliza un andlisis basado en el método Melknikov [21]. En esencia, el
método de Melknikov proporciona una expresiéon para la distancia entre M§ y

%, denotada por d = d(rg,ws). Por lo tanto, para ¢ > 0 las variedades 8¢ y S7
estdn conectadas si y solo si d = 0. Estimaciones cuidadosas de la funcién d y
un blow-down (desinfle) proporcionan la expresién para w. en el teorema 6 y el
argumento de ruptura que prueba (C4).

El teorema 1 en [14] proporciona estimaciones asintéticas del pardmetro para
cada uno de los ciclos canard que se muestran en la figura 1.9. Todos estos ciclos
ocurren dentro de un intervalo exponencialmente pequeno del parametro. Esto
significa que la transicién entre ciclos de canard de pequena amplitud hacia os-
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Amplitud Ciclo de relajacién Amplitud Ciclo de relajacién

‘ Ciclos

I de
canard

Cliclos
de
canard

-

Figura 1.8: Diagramas de bifurcaciéon correspondientes a una explosién de canard
para A < 0 a la izquierda y A > 0 a la derecha (ver la férmula (1.34) y el
teorema 6). Se produce una bifurcacién de Hopf en w = wy y un canard maximo
cuando w = w¢. Estos diagramas representan la amplitud y estabilidad de los
ciclos limite I'c, para € > 0 fijo suficientemente pequeno. En particular, tenemos
que para A < 0 todos los ciclos de canard son estables.

cilaciones de relajacién se produce para una variacion exponencialmente pequena
del parametro. Este efecto se llama explosion de canard, ver figura 1.8.

Las extensiones y generalizaciones de los resultados de [14] se aplica a familias
generales de un parametro de sistemas en el plano de tipo lento-rdapido (1.27) que
tienen una variedad critica en forma de S (un caso particular es el oscilador de
van der Pol, figura 1.9). El resultado principal es la prueba de que la transicién
entre orbitas periddicas de pequena amplitud a oscilaciones de relajaciéon ocurre
dentro de un intervalo exponencialmente pequeno del pardmetro.

. AV
‘*_\UL__»?L

Figura 1.9: Ciclos de canard singulares (o conjuntos periédicos limite) que dan
lugar a ciclos de canard en el oscilador de van der Pol. Para € > ( existen 6rbitas
cerradas suficientemente pequenas como perturbaciones de estos ciclos singulares.
Figura tomada de [26].
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Capitulo 2

Reduccién y analisis de la
estabilidad lineal de los puntos de
equilibrio del modelo

En este capitulo, se aborda la reduccién del modelo (1) a un sistema polinémico
topoldgicamente equivalente, con el objetivo de facilitar su estudio analitico. Esta
transformacién permite preservar las propiedades cualitativas del sistema original,
como la existencia y estabilidad de los puntos de equilibrio, al tiempo que sim-
plifica su estructura matematica. Ademas, se identifican los puntos de equilibrio
del sistema reducido y se analiza su estabilidad local mediante la linealizacién en
torno a dichos puntos. En este sentido, los resultados aqui presentados constituyen
una sintesis clara y rigurosa que sistematiza y clarifica este aspecto del modelo.
Cabe senalar que, a diferencia de este enfoque, los trabajos [3] y [63], los cuales se
concentran principalmente en la existencia de bifurcaciones locales a partir de los
equilibrios, sin desarrollar con el mismo nivel de detalle la caracterizacién previa
de su existencia y estabilidad lineal.

2.1. Sistema reducido

Con el objetivo de simplificar los calculos, en esta seccién reduciremos el sis-
tema mediante un reescalamiento de las variables y el tiempo, segtin lo propuesto
por Zhu y Liu en [63], y analizaremos el comportamiento asintético de las solucio-
nes. A partir de este punto, dado que las variables x y y representan el tamafno de
las poblaciones de presas y depredadores, respectivamente, consideraremos que el
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sistema (1) esté definido en el conjunto 2 = {(z,y) € R?, z >0, y > 0}.

Proposicién 1. Eziste una equivalencia topoldgica de clase C' entre el sistema
(1) y el siguiente sistema, excepto en la singularidad v = —a,

du _ u(u+O)((u+ A) (1 —u)(u— M) —v),

g - (2.1)
= Sv(u+ A)(u+ C — Qu).

Demostracion. Sea Q = {(u,v) € R%, u >0, v > 0}. Definimos la funcién
P OxR— QxR

¢<u7 /U7 7_) = (x7 y’ t)?

donde 2 3
r=Ku, y= T—v, dr = n dt.
q (nx 4 ¢)(u+ a)

Adicionalmente definimos

a c S rK
A=—<1, Ci=—, §:=— e p— M= —
K ’ Kn’ rK’ @ ng Y

=3

entonces (A, M,C,S,Q) € (0,1) x (=1,1) x R3.

El mapeo ¢, definido como

rK? (nz+c)(z+a)
=| K
p(u,v,7) ( U, q Y, rn k3 )

es un difeomorfismo que preserva la orientacion del tiempo ya que

K 0 0
0 e 0
q
(u+c)(u+a)
rnk3
= (u+c)(u+a)/ng > 0.

det Dp(u,v,7) =
0 0

Por lo tanto el sistema (1) es topolégicamente equivalente al sistema (2.1) O

Notemos que el sistema (2.1) es de tipo Kolmogorov, entonces los ejes u y v
son conjuntos invariantes respecto al flujo. Adicionalmente, tenemos la siguiente
proposicion.
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Proposicién 2. El conjunto T' = {(u,v) € R? : 0 < u < 1,v > 0} es positiva-
mente invariante bajo el flujo del sistema (2.1). Es decir, cada drbita que entra
en I' en un tiempo finito nunca sale de alli.

Demostracion. El campo vectorial asociado a la ecuacién diferencial (2.1) lo de-
notamos como:

Flu,v) = (u(u +O)((u+ A)(1 = u)(u— M) —v), So(u+ A)(u+ C — Qv)).

Para demostrar que I' es positivamente invariante es suficiente probar que el campo
en OI" apunta al interior de I o es tangente a éste.

Iniciemos por considerar el caso u = 0y v > 0, tenemos que
F(0,v) = (o, SvA(C — Qv)),

de tal forma que cualquiera que sea el signo de SvA(C —Quv), el campo es tangente
a la frontera de I.

Si0<u<1ywv=0, tenemos que
F(u,0) = (u(u—i—C’)(u—i—A)(l—u)(u—M), o)

y cualquiera que sea el signo de u(u + C)(u + A)(1 — u)(u — M), el campo es
tangente a la frontera de T'.

Siu=1ywv >0, tenemos que
F(1,0) = ( (1 +0), So(l+A)(1+C— Qv))
donde —v(1+ C') < 0 y cualquiera que sea el signo de Sv(1+ A)(1+ C — Q) las
trayectorias del campo entran y permanecen en el region I'.
Por lo tanto el conjunto I' = {(u,v) € Q | 0 <u <1, v > 0} es positivamente

invariante. [

La siguiente proposicién establece que todas las soluciones que se inician en I"
estan eventualmente acotadas.

Proposicién 3. Todas las soluciones de (2.1) con condiciones iniciales en T' estdn
acotadas y estan contenidas en el conjunto

F:{(u,v):Ogugl,OSUS%}>

cuando t — oo.
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Demostracion. De la primera ecuacién del sistema (2.1) tenemos que si
uu+Clv>0 y 0O<u<l

Entonces q
d_“ <1+ A)A+C)(1 —u)(u— M).

T

Separando variables e integrando ambos lados de (2.2), tenemos

M — H+AA+O)(I-M)rter  Jfe—(+AA+O)1-M)T _ p1

U= A A0t O0—Mrte o+ A+C)A-M)r _ ger

Por lo tanto limsup u(r) < 1.

T—00

Por otra parte, de la segunda ecuacién del sistema (2.1), como
O<u(t)<1l y wv>0,

tenemos
u+C—-—Qu<1+C—Qv paratodo v >0

y
Sv(u+C — Quv) < Sv(l+C — Qu).

Ademas u+ A < 1+ A, entonces
Sv(u+A)(u+C —Qv) < Sv(l+A)(1+C — Q).

Por lo tanto

d
S Su(1+ A)(1+C - Qu).

Separando variables e integrando ambos lados de (2.3), tenemos

(1 4 C)eS(l-l-A)(l-‘rC)T 1+ C

— (140 ¢ QeS(1+A)(1+C)T e SA+A)(A+O)TH(1+C)er) Q'

Por lo tanto lim sup v(7) <

1+C
T—00 Q

(2.2)

(2.3)

Como consecuencia de los resultados anteriores, tenemos que I' es un conjunto
positivamente invariante y atractor para el flujo del sistema (2.1) en el primer

cuadrante.

]

En la siguiente seccion, buscaremos todos los puntos de equilibrio factibles de
(2.1), especialmente los puntos de equilibrio de coexistencia entre ambas especies.
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2.2. Determinacion de los puntos de equilibrio

Observemos que los puntos de equilibrio de (2.1) con M > 0 (efecto Allee
fuerte) y donde una de las especies se extingue son (M, 0), (0,0), (1,0) y (0,C/Q).
Por otro lado, si M < 0 (efecto Allee débil), el punto de equilibrio (M,0) se
encuentra en el semieje negativo u < 0. En éste trabajo estudiaremos el caso
en el que el sistema es afectado por un efecto Allee débil, es decir M < 0. Los
puntos de equilibrio positivos o puntos de coexistencia entre ambas poblaciones,
corresponden a la interseccién de las nullclinas en el primer cuadrante. Estas
nulclinas estan dadas por

ewyzugc,hmy:m+AxLﬂmu—My (2.4)
La coordenada u, del punto de interseccion (u.,v,) estd determinada por la solu-
cion de la ecuacion

u—+C
Q

o equivalentemente por los ceros del polinomio

= (u+A)(1 —u)(u— M),

P(u) = u3—|—(A—M—1)u2+(M—A—AM+$)u+AM+g=0. (2.5)

Para garantizar la existencia de los puntos de equilibrio positivos, en el caso
M < 0, observamos que la interseccion de la recta ¢(u) = (u+ C)/Q vy la funcién
cibica h(u) = (u + A)(1 — u)(u — M) depende del valor de los pardmetro C'y
(. Para hallar los valores u, donde hay puntos de equilibrio positivos, aplicamos
la regla de los signos de Descartes al polinomio (2.5). Por lo tanto, tenemos el
siguiente teorema el cual es dado de forma equivalente en [3].

Teorema 7.

1. Con % > —AM y M <0, ver la figura 2.1, se tienen los siguientes casos.

a) iIA-M—-1<06A-M-1>0yM—-A-AM +5 <094
A—M—leyM—A—AM+é<O, entonces los coeficientes del

polinomio (2.5) tienen dos cambios de signo, por lo que el sistema (2.1)
tiene hasta dos puntos de equilibrio positivos en el primer cuadrante.

b)SiA-M-1>0yM-A-AM+5>00A-M-1=0y
M—A-— AM+% > 0, entonces los coeficientes del polinomio (2.5) no

tienen cambios de signo, por lo que el sistema (2.1) no tiene puntos de
equilibrio positivos en el primer cuadrante.
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(a) Caso la. en el teorema 7 (b) Caso la. en el teorema 7 (c) Caso 1b. en el teorema 7
con dos puntos de equilibrio.  con un punto de equilibrio. sin puntos de equilibrio.

Figura 2.1: La interseccién de la nuclina de la presa h(u) = (u+ A)(1—u)(u— M)
(curva roja) y la nuclina del depredador ¢(u) = (u + C)/Q (recta negra), indica
dos, uno o ningin punto de equilibrio del sistema (2.1) con efecto Allee débil

(M < 0).

2. Con % =—AM y M < 0, ver la figura 2.2, se tienen los siguientes casos.

a) SIA-—M—-1<0y M—A—AM—{—% > 0, entonces los coeficientes del
polinomio (2.5) tienen dos cambios de signo, por lo que el sistema (2.1)
tiene hasta dos puntos de equilibrio positivos en el primer cuadrante.

b) SiA-M—-1<0yM—-A-AM+5<06A-M—-12>0y
M—A—AM + % < 0, entonces los coeficientes del polinomio (2.5)
tienen un cambio de signo, por lo que el sistema (2.1) tiene un punto
de equilibrio positivo en el primer cuadrante.

c) SiA—-M—-1>0yM—A—AM —|—% > 0, entonces los coeficientes
del polinomio (2.5) no tienen cambios de signo, por lo que el sistema
(2.1) no tiene puntos de equilibrio positivos en el primer cuadrante.

3. Con % < —AM y M <0, ver la figura 2.3, se tienen los siguientes casos.

a) IA-M—-1<0yM—-A-AM+5<06A-M~-12>0y
M-A-AM+5>06A-M~-1>0yM—-A-AM + 5 <0,
entonces los coeficientes del polinomio (2.5) tienen un cambio de signo,
por lo que el sistema (2.1) tiene un punto de equilibrio positivo en el
primer cuadrante.

b) SiA-M—-1<0y M—A—AM—l—% > 0, entonces los coeficientes del
polinomio (2.5) tienen tres cambios de signo, por lo que el sistema (2.1)
tiene hasta tres puntos de equilibrio positivos en el primer cuadrante.
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(a) Caso 2a. en el teorema 7 (b) Caso 2b. en el teorema 7 (c) Caso 2c. en el teorema 7
con dos puntos de equilibrio. ~ con un punto de equilibrio. sin puntos de equilibrio.

Figura 2.2: La interseccién de la nuclina de la presa h(u) = (u+ A)(1 —u)(u— M)
(curva roja) y la nuclina del depredador ¢(u) = (u+ C)/Q (recta negra), indica
dos, uno o ningtin punto de equilibrio del sistema (2.1) con efecto Allee débil
(M <0).

Observacién 3.

= Fl caso 2 del teorema 7 corresponde a un caso degenerado en el que las dos

nulclinas se intersecan a lo largo del eje v, véase la figura 2.2. También sirve
como separador de situaciones genéricas ya estudiadas en la literatura, véase
por ejemplo [62]. Por lo tanto, una parte importante de nuestro articulo estd
dedicada a este caso.

Consideremos el caso 2 del teorema 7 con A y M fijos. Sea Q) suficientemente
pequeno como para que haya exactamente un punto de equilibrio positivo
(Us,04). ST A— M —1 < 0 entonces, a medida que se aumenta el valor de
Q, la coordenada u, disminuye. Finalmente, para ) = m, aparece
un sequndo punto de equilibrio (2(b) — 2(a) (que se denotard como Ey =
(ug,v2)). Si se aumenta ain mds Q, (u., v.) colisiona con Ey y desaparece
(2(a) — 2(c)). Por otro lado, si A— M —1 > 0 entonces, a medida que
se aumenta el valor de Q, la coordenada u, disminuye. Finalmente, (u., v, )
colisiona con el punto (0, —AM) antes de dejar de existir (2(b) — 2(c)).

Consideremos el caso 3 del Teorema 7 con A y M fijos. Sea Q lo suficien-
temente pequeno como para que haya exactamente un punto de equilibrio
Positivo (U, vy). St A— M —1 < 0 entonces, a medida que aumenta el valor
de ), la coordenada u, disminuye. Ademds, para () = tenemos
dos casos:

1
A-M+AM
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(a) Caso 3a. en el teorema 7 (b) Caso 3b. en el teorema 7 (c) Caso 3b. en el teorema 7
con un punto de equilibrio. con dos puntos de equilibrio.  con tres puntos de equilibrio.

Figura 2.3: La interseccién de la nuclina de la presa h(u) = (u+ A)(1 —u)(u— M)
(curva roja) y la nuclina del depredador ¢(u) = (u + C)/Q (recta negra), indica
uno, dos o tres puntos de equilibrio del sistema (2.1) con efecto Allee débil (M <
0).

(1) Si@Q > HAJFALA“}JFAMJrMQ aparece un sequndo punto de equilibrio Ey =
(ug,v2) y eventualmente un tercer punto de equilibrio E5 (3(a) — 3(b)).
Cuando @) crece atin mas los puntos (us,vs) y Eo chocan y finalmente
desaparecen, mientras que Es choca con el punto (0, —AM) antes de

dejar de existir.

. 3 . .. .y .
(i) Si@Q < AT LA Stempre hay un dnico punto de equilibrio.

Por otro lado, st A — M — 1 > 0, siempre tenemos un unico punto de
equilibrio. Esto porque nos estamos moviendo de una condicion a otra dentro
de las consideradas en el punto 3(a) del Teorema 7.

Estudiamos los casos en los que hay un punto de equilibrio positivo (u,,v,) en
el primer cuadrante, es decir, estudiamos los casos 2(b) y 3(a).

2.3. Analisis de la estabilidad lineal de los pun-
tos de equilibrio

En esta seccién estudiaremos los casos 2(b) y 3(a) del teorema 7. Para determi-
nar la naturaleza de los puntos de equilibrio debemos calcular la matriz jacobiana
J (u,v) del sistema (2.1):

(Bt +HAM - C - A+ Dt 4« —u(u+C)
I (u,v) = ( Su(A+ C +2u— Qu) Su+ A)(u+C —200)) 20
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donde o = 3(A(M—C+1)~I—CM—|—C—M)U2+2(A(CM—|—C—M)—(C]\/[—|-
v))u — C(AM +v).

La matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto (0,0) es:
—ACM 0
jmﬁ”‘( 0 AGJ'
Con determinante det(7(0,0)) = —A2C?*MS > 0 y traza tr(7(0,0)) = AC(S —
M) > 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio (0,0) es un repulsor.

La matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto (1,0) es:
7(1,0) = —(1+0)A1+A)(1 - M) —(1+0)
’ 0 S1+C)(1+A))"
Con determinante det(7(1,0)) = —S(1+ C)*(1 + A)*(1 — M) < 0. Por lo tanto,
el punto de equilibrio (1,0) es un punto silla.

La matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto (0,C/Q) es:

(D )
J(0,C/Q) ( Ags —ACS

Entonces

(1) Si —AM — % > 0, tenemos det(J(0,0)) = —AC?S(—AM — %) < 0. Por lo
tanto, el punto de equilibrio (0, C/Q) es un punto silla.

(2) Si —AM — % < 0, tenemos det(J(0,0)) = —AC%S(—AM — %) > 0y si
tr(J(0,0)) = C(—AM — %) — ACS < 0, entonces el punto de equilibrio
(0,C/Q) es un atractor.

(3) Si —AM — % < 0, tenemos det(J(0,0)) = —AC%S(—AM — %) > 0y si
tr(J(0,0)) = C(—AM — %) — ACS > 0, entonces el punto de equilibrio
(0,C/Q) es un repulsor.

De acuerdo con las condiciones 2(b) y 3(a) del teorema 7, el sistema (2.1) tiene
solo un punto de equilibrio positivo en el primer cuadrante, y se encuentra sobre
la recta v = “EC, por lo que lo denotamos por (u, “*50) donde 0 < u, < 1. De
modo que, la matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto (u., “*50) es:

Uy + C
j(u*, T) =
1Mm+®«A—M+AM+ﬂM+1—mm—%® —u,(uy + C)
S(u*-I—AC%)(u*—&-C) —S(U* + A) (U* + C)
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La traza y el determinante de J estan dados por

tr(J) =

(u, + C)((A — M+ AM)u, +2(M + 1 — A)u? — 3u® — S(u, + A)>, (2.7)
det(J) =
2(1 5 5 (2.8)
Sts(ue + A)(ue + C) (@ — (A= M+ AM)u, +2(M + 1 — A)us — 3u*>.

Ya que el polinomio caracteristico estd dado por \? — tr(J)\ + det(J) = 0,
el signo de la parte real de los valores propios es el signo de la tr(J). Por lo
tanto, el punto de equilibrio (u., “50) es estable si tr(J) < 0, y es inestable
si tr(J) > 0. Las condiciones necesarias para que ocurra una la bifurcacién de
Hopf son: tr(J) = 0 y det(J) > 0. Resolviendo la ecuacién tr(J) = 0 para Q,
obtenemos el valor () = Qg donde hay una bifurcacién de Hopf. En resumen

tenemos el siguiente teorema.

Teorema 8. Sea el sistema (2.1) tal que

1. En el caso 2(b) del teorema 7 donde M < 0, AM+C/Q =0, A—M—-1<0
yM—A—AM + é < 0. El sistema (2.1) tiene solo un punto de equilibrio

positivo interior. Ademds, el punto de equilibrio (u., u*érc) es:

(i) un nodo estable si: 3u? +2(A— M — u, + (M — A— AM + é) >0y

Sty .
~ AS+ (2A —2M + 2AM + S)u + (M — A — 1)u2’

Q

(ii) un nodo inestable si: 3u? +2(A— M — Vu, + (M — A — AM + %) >0

Yy
RIT™

S AS+ (2A—2M + 2AM + Sy + (M — A — a2’

Q@
(iii) un centro lineal si: 3u? +2(A — M — Vu, + (M — A — AM + é) >0y

Sty .
AS + (2A —2M +2AM + S)u, + (M — A — 1Dw?’

Q

2. En el caso 3(a) del teorema 7 donde M < 0, AM+C/Q <0, A—M—-1<0

yM—A—AM + % < 0. El sistema (2.1) tiene solo un punto de equilibrio

positivo interior. Ademds, el punto de equilibrio (u., “*50) es:

36



(i) un nodo estable si: 3u? +2(A — M — Vw + (M — A— AM + %) >0y

3(uy + C)

Q> S M =2 —wyun + AS = (u, = D + M2, = 3)°

(ii) un nodo inestable si 3u? +2(A— M — 1)w + (M—A—AM+%) >0y

3(uy + C)

C < ST M =2 —wyu + AS = (u, = D + M2, = 3)

(iii) un centro lineal si 3u® +2(A— M — w+ (M — A— AM + %) >0y

3(uy + C)

©= (S + M(u, — 2) — ), + A(S — (us — 2)u, + M(2u, — 3)’

Demostracion. De (2.5), tenemos que

1
P(u,) = ui’+(A—M—1)uf+(M—A—AM+§)u*+AM+%: 0

Sea Jj; = A— M+ AM +2(1 — A+ M)u, — 3u?, entonces

() = (s +C) (i — Sl + 4))

det(J) = Sus(us + A)(us + 0)2(% - Jn).

Los signos de la traza dependen del valor u,J;; — S(u. + A) y los signos del
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determinante dependen del valor de % — Ji1.

1 1 ,

Uy (é—JH) = (%—A+M—AM)u*—(1—A+M)uz+ui’

— (1 — A+ M)u? + 2u?

= — (AM+€> — (1= A+ M)u? +u? +u?

Q
- - (AM+%)—(AM+%)—(%_MM_AM)U*Mz
- —2(AM+g)—<é—A+M_AM>u*+u3
_ —Q(AM+g)—<é—A+M—AM>u*
— (AM+%) —(é—A+M—AM)u*+(1—A+M)u§
= —3(AM+g)—2<%—A+M—AM)u*+(1—A+M)u§.

Despejando u,J;; de la ecuacion anterior, obtenemos

por lo que la traza, puede expresarse como:

tr(J) = (u. + C) (3 <AM + 9)

Q
+ us <(A—M—1)u*—|—2 <$—A+M—AM) +$) — S(us + A),
y el determinante puede expresarse como
det(J) =
S, (uy + A)(u, + C)? (% —(A—M+AM +2(1 — A+ M)u, — 3uz)> .

Resolviendo la ecuacion tr(J) = 0 para @, obtenemos el valor de Qg en donde se
anula la traza. Para el caso 2(b) del teorema 7, con AMQ + % = 0, tenemos

Sy

O = S @A = 2M T 2AM + S)u. + (M — A— D2’

(2.9)
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y para el caso 3(a) del teorema 7, con AMQ + % < 0, tenemos

3(us +C)

@ = AMQ2uy —3) + S — (s — 2)uy) + ue(M(uy —2) + S — uy)

(2.10)

Si suponemos que ) = Qg con det(J) > 0, concluimos que la matriz J tiene
un par de valores propios imaginarios puros conjugados, lo que implica que el
punto de equilibrio (u,, “3<) es un centro. Cuando @ > Qp, los valores propios
de J tienen partes reales negativas, lo que implica que el punto de equilibrio es
topoldgicamente un nodo estable. Por otro lado, si ) < Qg, los valores propios
de J tienen partes reales positivas, lo que implica que el punto de equilibrio es
topoldgicamente un nodo inestable. Considerando las distintas posibilidades para
los dos valores propios, obtenemos los resultados del teorema. O

En diversos sistemas de ecuaciones diferenciales, es posible distinguir variables
que evolucionan en distintas escalas de tiempo. Esta caracteristica es especialmen-
te evidente en modelos presa-depredador, donde las especies que ocupan diferentes
niveles troficos suelen presentar tasas de crecimiento significativamente distintas.
Por ejemplo, en interacciones ecoldgicas como las de insectos y aves [41], o liebres
y linces [54], se ha documentado empiricamente que la poblacién de presas crece
mucho mas rapidamente que la de sus depredadores.

Esta separacion natural de escalas de tiempo, motiva el estudio de modelos
lento-rapido, en los cuales se introduce un parametro que cuantifica la diferencia
entre las velocidades de evolucion de las variables. En el siguiente capitulo, desa-
rrollaremos esta idea incorporando un parametro que separa las escalas temporales
de presa y depredador, lo que nos permitird analizar la dinamica del sistema desde
la perspectiva de la teoria de sistemas dinamicos lento-rapido.
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Capitulo 3

Analisis del sistema en las
variables lenta y rapida

3.1. Modelo lento-rapido

Basandose en la observacion de que las especies que ocupan diferentes ni-
veles troficos presentan distintas tasas de crecimiento, varios investigadores han
desarrollado modelos mateméaticos de sistemas presa-depredador que incorporan
esta diferencia en la escala de tiempo. Especificamente, se introduce un pequeno
parametro 0 < ¢ < 1 que permite diferenciar las distintas velocidades de creci-
miento de las especies involucradas. El parametro € se interpreta como la relacion
entre la tasa de muerte lineal del depredador y la tasa de crecimiento lineal de la
presa [22]. La condicién 0 < € < 1 introduce una separacién natural de escalas de
tiempo, es decir, durante una generacién de depredadores pueden sucederse varias
generaciones de presas. Esta diferencia de escalas justifica formular el modelo co-
mo un sistema lento-rapido, donde la dindmica de la presa corresponde a la escala
rapida y la del depredador a la escala lenta. Asi, la formulacién adoptada sigue un
planteamiento general de tipo lento-rapido, en el espiritu del modelo desarrollado
por Zhu y Liu en [63].

En esta seccién analizamos la dindmica de (2.1) bajo el supuesto de que la
poblacién de presas crece considerablemente mas rapido que la de depredadores,
es decir, s < r en (1). Dado que la capacidad de carga de la poblacién de presas
K, suele tener un valor mayor que 1, entonces S = -3 es un pardmetro de per-
turbacion que es lo suficientemente pequeno. En consecuencia, haciendo S = ¢ en

(2.1), el sistema puede escribirse como un sistema lento-rapido [35] dado por la
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ecuacion diferencial ordinaria singularmente perturbada:

X ) = u(u+ O (w+ A1 — w)(u— M) — o),
gfj (3.1)
pri g(u,v) = v(u+ A)(u+ C — Qu),

donde u es la variable rapida, v es la variable lenta y t es el tiempo lento. Ahora

hacemos un reescalamiento del tiempo, para definir el tiempo rapido 7 = ﬁ, y

obtenemos una e-familia de ecuaciones diferenciales de la forma

j_“ = f(u,v) = u(u+C)((u+ A1 —u)(u— M) —v),
a7 (3.2)
o= eg(u,v) = ev(u+ A)(u+c— Qu),

con condiciones iniciales u(t) > 0, v(t) > 0.

Para estudiar la dindmica completa del sistema (2.1), recurrimos a la teoria
geométrica de perturbacion singular que nos permite estudiar los limites de los
sistemas (3.1) y (3.2) cuando € — 0.

Tomando £ = 0 en el sistema (3.1), encontramos el sistema algebraico diferen-
cial
0= Flu,v) = u(u+C)((u+A)(1 —u)(u— M) —v),
d (3.3)
= v(u+ A)(u+C - Qu),
obtenemos el subsistema lento correspondiente al sistema lento-rapido (3.1), y el
flujo de (3.3) se llama flujo lento, ver la figura 3.1. La solucién del sistema (3.3)
estd restringida al conjunto {(u,v) € R? | f(u,v) = 0} que define la variedad
critica dada por
Mo = {(u,v) €R* | f(u,v) = O},
Esta variedad critica consta de dos variedades diferentes
M = {(u,v) €R?* | u=0,v >0},
M= {(u,v) ER* |v=(u+A) (1 —u)(u—M), 0<u<1, v>0},

tal que My = M)U M} donde M es el eje v positivo y M} es una porcién de la
grafica de un polinomio ciibico, en el primer cuadrante, semejante a una pardbola.

Tomando € = 0 en el sistema (3.2), obtenemos

i_“ = flu,v) = u(u+C)((u+a)(1 —u)(u— M) —v),
r (3.4)
=
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la ecuacion de capa (o subsistema rdpido) correspondiente al sistema lento-répido
(3.2). El flujo rapido consiste en una densidad constante de depredadores deter-
minada por la condicién inicial v(0) = ¢, dado por la ecuacién diferencial

j—:f:u(u+0)((u+a)(1—u)(U_M)_6)7 (3:5)

con condicién inicial u(0) > 0. Notemos que la direccién del flujo rapido depende
de la eleccién de las condiciones iniciales u(0), v(0) y los valores de los parametros.

La variedad critica M} se puede dividir en dos partes, una parte consta de la
parte atractora del subsistema rapido y otra parte es de naturaleza repulsora, ver
figura 3.1. La parte atractora y repulsora de la variedad estan seperadas por un
punto de pliegue P = (u,,v,) que se caracteriza por las siguientes condiciones

flup,v,) =0,  gluy,v,) #0,

o*f
%(upa vp) = Oa %(ul)v Up) 7£ Oa w(upv Up) 7& 0.

/% %

Qla
N
7
/
Ay
/
/
7

(a) C < —AMQ (b) C = —AMQ

Figura 3.1: Dindmica del sistema lento-rapido (3.2) para (a) C < —AMQ y (b)
C = —AMQ, donde M)y M} son las subvariedades criticas. Se muestran el punto
de plegado P = (uy, v,), el punto transcritico 7z = (0, —AM), la nuclina £(u) y su
punto de interseccién % con el eje v, asi como una representacién esquematica del
flujo lento en los diferentes componentes del punto critico (curva roja) y el flujo
rapido (lineas azules).

El punto de pliegue P = (u,, v,) corresponde al punto maximo de la variedad
critica Mg, donde u, se obtiene al resolver la ecuacién h'(u) = 0 para u, siendo
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h(u) la funcién definida en (2.4). Por lo tanto las coordenadas de P estan dadas
por

1

vp = (uy + A)(1 —uy)(us — M) (3.6)
= (1= A=2M 4 B) (24 A~ M~ §)(1+24+ M + 5),

donde = V1+ A+ A2 — M + AM + M?2.

El punto de pliegue divide a la variedad critica en dos subvariedades normal-
mente hiperbdlicas: atrayente ./\/lé’a y repelente ./\/lé’a dadas por

My = {(u,v) €R? | v =h(u), u, <u <1},
My = {(u,v) €ER? | v="h(u), 0<u<u,}

El punto de interseccién de la variedad critica M con el eje vertical v, es el punto
de bifurcacién transcritica para el subsistema rapido T¢ = (0, —AM).

El teorema de Fenichel garantiza la existencia de una variedad localmente
invariante M! difeomorfa a la variedad critica M}, excepto en los puntos no
hiperbdlicos Py T¢. La variedad critica M se puede escribir explicitamente como
v = h(u) y, la variedad invariante M} se puede escribir como una perturbacién
de v = h(u) de la siguiente manera, con € como parametro de perturbacién,

M = {(w,v) | v="N(u,e)},
donde la funcién h(u, ) es de clase C* para algiin k > 0.

La expansién formal de h(u,e) en series de potencias de € estd dada por
h(u,e) = ho(u) + ehy(u) + e%ho(u Zaﬂh (3.7)

Ya que v = h(u,¢) de la condicién de invariancia para variedades, tenemos

dv Oh(u,e) du

dt ~  ou dt’
u dov
Usando la expresion explicita de ¥ @ asi como el sistema lento-rapido
(2.1), tenemos
Oh(u,¢)

eh(u, &) (ut-A) (u+C+Qh(u,e)) =

5 u(u+C) ((u+A)(1—u)(u—M)—h(u,c)).
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Sustituyendo la expansién (3.7), tenemos

ey hi(u)(u+ A) <U+C—Qz€jhj(u)) =
= s 0 _ (3.8)
u(u—l—C’)@Zejhj(u) ((u+A)(1 —u)(u— M) — Zejhj(u)> .

Jj=0 J=0

Suponiendo que u # 0, ho(u) # 0 e igualando los términos independientes de € en
ambos lados de (3.8), obtenemos

ho(u) = (u+ A)(1 — u)(u — M),

que es, como era de esperarse, la variedad critica. Ahora igualamos los coeficientes
lineales de € de ambos lados de (3.8), y obtenemos

ho(w)(u+ A)(u + C - Qho(u)).
—u(u + C)ho(u)

hi(u) =
Llevando a cabo un proceso similar, igualando los coeficientes de €2, obtenemos
ha(u)

ha(w) <(u + A)(u+ C — 2Qho(w)) + ulu + C)hy (u))

ha(u) = —u(u+ C)ho(u)

Por lo tanto la expansién de h(u,e) en series de potencias de ¢ hasta orden
dos, esta dada por

ho(u)(u+ A)(u + C — Qho(u))
—u(u + C)ho(u)
a(u) ((u+ A)(+ C = 2Qho(w)) + ufu + C)iu(w))
—u(u + C)ho(u)

hu,e) = (u+A) (1 —u)(u— M)+«

+ &2

?

de donde obtenemos que la reduccién del sistema (2.1) es

du  h(u,e)(u+ A)(u + C — Qh(x,¢))

dt h(u, ) ’

(3.9)

Para variedades normalmente hiperbdlicas, la teoria de Fenichel es bastante com-
pleta, es decir, la ecuacién (3.9) describe el flujo sobre la variedad M}, sin em-
bargo, en la vecindad de los puntos donde se pierde la hiperbolicidad normal,
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por ejemplo, cerca de los puntos de bifurcacién, puntos de pliegue o puntos de
auto-interseccién !, esta teoria no es adecuada.

En la figura 3.2 mostramos las aproximaciones de la variedad invariante para
diferentes valores de €. Estas aproximaciones tienen dos discontinuidades no remo-
vibles en la vecindad de los puntos no hiperbdlicos Py T¢. La variedad critica M}
es normalmente hiperbdlica excepto en los puntos P = (u,,v,) y Tc = (0, —AM).
Luego, cualquier trayectoria que comience cerca de la subvariedad atractora (re-
pelente) /\/l(l)’a, (M(l)’r) no puede cruzar el punto de pliegue P (punto transcritico
T¢). Por lo tanto, el teorema de Fenichel no garantiza la existencia de una variedad
invariante M’ como una perturbacién suave de la variedad lenta M.

v

1

Figura 3.2: Aproximacion de la variedad invariante perturbada para distintos va-
lores de . Para ¢ = 0 (rojo), ¢ = 0.001 (azul), ¢ = 0.01 (morado) y ¢ = 0.1
(verde).

Para eliminar las singularidades en estos puntos, usaremos la tecnica de ex-
plosién (blow-up). Primero estudiaremos la dindmica cerca del punto de pliegue
P = (uy,v,) y posteriormente en el capitulo 4 estudiaremos la dindmica en el punto
de bifurcaciéon transcritica T. Para el punto de pliegue utilizamos la transforma-
cién de explosién (blow-up) en el punto no hiperbdlico de pliegue que extenders el
sistema sobre una 3-esfera en R*, denotada por S* = {z € R* : ||z|| = 1}. Usando
la técnica de explosién eliminamos la singularidad del sistema y determinamos
la solucion de canard que pasa por el punto. Para aplicar ésta técnica primero
transformamos el sistema (2.1) a la forma normal.

L Aunque nos referimos a M} como variedad diferencial, estrictamente hablando, las solucio-
nes de la ecuacién f(u,v) = 0, pueden no ser localmente difeomdérfas a un espacio euclidiano.
Por ejemplo, pueden auto-intersecarse como en el caso de la singularidad transcritica. Sin em-
bargo, hay regiones abiertas en donde M} es de hecho una variedad diferencial. Entonces, por
convencién, podemos referirnos a M{ como una variedad diferencial.

46



3.2. Forma normal del sistema lento-rapido

Como ya mencionamos, la variedad critica M se puede dividir en dos partes,
una parte atractora del subsistema rapido y otra parte es de naturaleza repulsora.
La parte atractora y repulsora de la variedad estd separada por un punto de
pliegue P. Cuando ) = @y, el punto de equilibrio de coexistencia F, coincide
con el punto de pliegue P, como consecuencia se cumplen las siguientes condiciones

fup,vp, Qu) =0, fultp, vp, Qu) =0, fo(up, vy, Qur) # 0,
fuu(tp; vp, Q) # 0, g(up, vy, Qr) =0, gu(up, vy, Qmr) # 0, (3.10)
Y 9Q(up, vy, Q) # 0.

Usando la transformacion dt, = u(u + C)dt en (2.1), trasladamos el punto de
pliegue al origen, U = u—u,, V = v—1v,, A = Qg — @; y junto con las condiciones
(3.10) el sistema (2.1) se reduce a la forma

jg = - V+(1—-A+M —3u,)U? - U?
jz/ = 6(600 + bloU + b01V + bgoUQ + anV + bogVQ + b21U2V + buUVQ + b22U2V2),
donde
I (At u)uiX
00 — u*<0—|—u*) 9
v <uzv*(QH —A) = A((C + u.)? + (C +2u,) (A — QH)U*)>
0 u2(u, + C)2 ’
b V(A4 u) (2N — Qg)
v (ui’v*()\ — Q)+ A((C + w)? + v, — Qu)(C? + 3Cu, + 3uz>))
b pu—
2020, (Qu — \) — A((c Fu)? + 20, — Qu)(C + 2u*)>
bll =

u2(uy + C) ’
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(ue + A)(A = Qn)

by —
 2ud0,(A = Q) + A((C + u.)? 4 20.(A = Qu)(C? + 3Cu. + 3u?))
b (Qu — N)(u?2 + A(C + 2u,))
2 u2(u, + C)? ’
b (A= Qu)(ud + A(C? + 3Cu, + 3u?))
o u(u. + C)? '
Sea f3; = U*(QHU*(A(C;?ZQZS%%A(CM*)Q) y aplicando la transformacién:
U VB v B Vit — t

p— U f—
1—A+M—3u, " 1—A+M—3u,

aqui escribimos nuevamente U; como U, V; como V' y t; como t. Luego el sistema
se puede escribir en la forma normal

AU
o = VUV + Uha(U.V) + eha(U,V),
¢ (3.11)

dV
= S (UnUV) = Mis(U,V) + Vhs(U, V)
donde
h(U, V) = 1,
VB
=1
h2(U> V) + (1 _ A—|— M — 3u*)2U7
h3<U7 V) = )
U*ﬁZ
ha(U V)= 1+ U,
(UV) VBi(1— A+ M — 3u,)
h5<U7 V) =1+ O(U7 V),
he(U,V) = — LOWV),
o(OV) =~ ety T oY)
con ﬁ _ A(CHus)®—Qp (ui—i-A(C?—&-SCu*—&-Sui))v* y \ — (A+uy) (A—1—M+3uy)v?

u3 (CFur)? us (Cus ) (B1)3/2

El sistema (3.11) es la forma normal del sistema lento-rapido (2.1) en un
entorno del punto de equilibrio (u,v,). Aqui A mide la perturbacién de @) desde
Qg y se considera como pardmetro de bifurcacién del sistema (3.11). Ademés,
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suponemos que el parametro de bifurcacion () y el parametro de escala de tiempo
e son independientes. Ahora ampliamos el sistema anterior a R*, para lo cual
agregamos las ecuaciones

dr de

AR €0
a Vo

para el sistema (3.11) y estudiamos la dindmica del sistema en las proximidades
del (0,0,0,0).

3.3. Explosion del punto de pliegue

Cuando Q = Qpg, correspondiente al umbral de bifurcacién de Hopf, el pun-
to de equilibrio F, del sistema (2.1), coincide con el punto de pliegue P. Esta
coincidencia identifica a P como el punto canard.

Consideremos el espacio de explosion
S ={(U,V,\8) eRL: TP+ V24 N+ =1},

y un intervalo I = [0, u| donde p > 0 es una pequena constante. Definimos una
variedad M := S3 x I y el mapeo extendido ® : M — R*, donde

(U, V., \&p)=(pU,p*V,p\p &)= UV, \e). (3.12)

Usando el mapeo anterior podemos escribir el sistema transformado de la si-
guiente manera

ST <dU _@)

dt p\dt o dt
v 1 fav  _ _dp
G R (E B 2ﬁVd—f)
A ) (3.13)
A _1(dr_sdp
dt — p\ dt dt )’

de 1 (de dp
a — 2 \at )

Para estudiar la dindmica del sistema transformado en y alrededor del hemis-
ferio S2.,, presentaremos las cartas con los mapeos de expansién de direcciones.
A lo largo de cada direccion del eje de coordenadas definimos las cartas K;, Ko,
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Ks y K, configurando V =1, =1, U = 1, A = 1 respectivamente en (3.13).
Las cartas K; y K3 describen la dindmica en una vecindad del ecuador de S® y
K5 describe la dindamica en una vecindad del hemisferio positivo. Aqui nos enfo-
camos principalmente en la carta K, para demostrar la existencia de una solucién
periddica para 0 < ¢ < 1. Al volver a escalar el tiempo con la transformacién
t := pt, desingularizamos el sistema (3.13) de modo que el factor p desaparece.
La versién transformada del sistema (3.13) se puede escribir en la carta K, de la
siguiente manera

dU _ — - _ — -
= = —Vby + U?bs + p (U — asUV + a3U%) + O(p(A, p)),
v < oy _ P
— = Ubs — Moy + p (aaU* + a5V) + O(p(A, p)),
dt (3.14)
d_y,
dt
dé
—_— = O
dt ’
donde
(A+u)(A—1— M + 3u,)v?
1 ) 2 ) 3 ) 4 U*<C+U*)(61)3/2 )
ap = O, a9 = 0, a3 = — 61 (315)

(1— A+ M — 3u,)?’
VB (Al + 0P = Qu(ud + A(C? + 3Cu. + 3u2) v.

(e + C) (1 + A — M+ 3u,)(A(us + C) — Q. (2 1 A(C + 2u)0.)’
- Q.. (A + uy)

La bifurcaciéon de Hopf del sistema (3.11) ocurre cuando A = 0. Los valores propios
de la matriz jacoboana en la bifurcaciéon de Hopf son imaginarios puros y dependen
de e, y tienden a cero cuando € — 0. Ademas, en el sistema lento los valores propios
estan en funcién de % Entonces, tanto en el sistema lento como en el rapido, la
bifurcacion de Hopf es singular cuando € — 0.

Para determinar la criticidad de la bifurcacién de Hopf y la explosiéon de ca-
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nard, definimos la constante

. ahl 8h2 ah4
A = B (0,0,0,0) +3 B (0,0,0,0) — 2 o (0,0,0,0) — 2h4(0,0,0,0)

= —a9 + 3a3 — 2a4 — 2a;

VB
(1—A+ M — 3u,)?

VB (Al +C) = Qu(u + A(C? + 3Cu. + 3u2)) .
us(ue + C) (=1 + A= M + 3u) (A(us + C)? — Qp (u2 + A(C + 2u*))v*>

donde los coeficientes hy, hs, hy vy hg estan definidos en (3.11), y los coeficientes
as, as, ay y as se encuentran en (3.15).

-3

(3.16)

Observacion 4. Es importante destacar que, en el marco de la teoria cldsica de
bifurcaciones, el coeficiente A coincide con el primer coeficiente de Lyapunov.

Ya que determinar de forma explicita el valor de A en funcién de los parame-
tros del sistema resulta inviable analiticamente. Para ilustrar la criticidad de la
bifurcacién de Hopf a través del signo de A, realizamos a continuacién un ejem-
plo numérico considerando un conjunto especifico de pardmetros que satisfacen la
condicién AM + % =0:

A=05C=01052, M—0.1, Q=2.104012

donde el sistema experimenta una bifurcacién de Hopf supercritica en el punto
u = 0.53869979, v = 0.30603456 con A = —1.76548 < 0.

Para un segundo caso, en el que se cumple AM + % < 0,consideramos los
parametros:

A=05, C=0.05 M-0.1,  =1.939069

donde también se observa una bifurcacion de Hopf supercritica en el punto en
u = 0.544603, v = 0.306643 con A = —2.23129 < 0.

Observaciéon 5. En la seccion 3.6 determinaremos de manera intrinseca la cri-
ticidad de la bifurcacion de Hopf, mediante un procedimiento novedoso que no
requiere que el sistema esté en forma normal lenta-rdpida. Este enfoque permite
confirmar y respaldar los resultados obtenidos previamente.
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En lo que sigue vamos calcular la curva de bifurcacién de Hopf singular Ay (/)
y la curva canard maxima Ac (/) para la forma normal lenta-rdpida (3.11), para
lo cual haremos uso de las férmulas (3.15) y (3.16) en [34].

Teorema 9. Sea (U,V) = (0,0) el punto de canard del sistema transformado
(3.11) en A = 0 tal que (0,0) es una singularidad plegada y (0, 0,0) = 0. Entonces
para € lo suficientemente pequeno existe una curva de bifurcacion de Hopf singular
A = Ag(Ve) tal que el punto de equilibrio P del sistema (3.11) es estable para
A>Au(VeE) y

(a1 + CL5>

> e+ 0O(e2). (3.17)

)\H(\/g> =

Demostracion. En la carta Ky, € = 1 por lo que la transformacién de esplosion
como se define en (3.12) se reduce a

p=+e, U=+cU, V=cV, \= (3.18)

Usando la transformacion (3.18) podemos escribir el sistema (3.14) eliminando las
barras superiores como

U= =V + U+ eG (U, V) + O(Ve(\ V),

Vi = U= bk + VEG(U,V) + O(VE( VE)). (319

donde
gl = &1U - GQUV -+ a3U3, gg = G4U2 —+ &5‘/. (320)

Sea (Ue, V¢) el punto de equilibrio del sistema (3.19), U. = A+ O(2) y V. = O(2),
donde O(2) := (A*,A\\/g, \). Linealizando el sistema alrededor de este punto de
equilibrio, tenemos la matriz jacobiana

2U, + aj/e+0(2) —1+0(2)
J = ( Lo a5 /2 ) (3:21)

En la bifurcaciéon de Hopf tenemos la traza de J es igual a cero, lo que implica
que
2\ + (a1 + as)ve + O(2) =0,

y aplicando el mapeo blow-down (desinfle) Ay = A/ obtenemos la curva de
bifurcacién de Hopf singular Ay (y/e) para la forma normal lenta-rdpida (3.2)

Ccomo
ay + as

— O(e?). (3.22)

AH(\@) = -

]
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La curva de bifurcacién de Hopf singular para el sistema (3.2) con la condicién
AM + % = 0 estd dada por

Sy
QnlVe) = AS + (2A —2M 4+ 2AM + S)u, + (M — A — 1)u? (3.23)
+ 210 o),
y para la condicion AM + % < 0 esta dada por
B 3(w+C)
Qu(Ve) = AMQ2w —3)+ S — (w —2)w) + w(M(w —2) + S — w) (3.24)
+ @ ;r %, + O(sg).

Teorema 10. Sea (U,V) = (0,0) el punto de canard de la forma normal lenta-
rapida (3.11) en A = 0 tal que (0,0) es una singularidad plegada y g(0,0,0) = 0.
Entonces, para € > 0 suficientemente pequeno, existe una curva de canard maxima
A = Ac(Ve) tal que el flujo lento en las subvariedades invariantes normalmente
hiperbdlicas ML* se conecta con ML" en el espacio de explosion. Y Ao (v/2) estd

dada por

A

Ao(VE) = — (C” T g) c+0(<4)) (3.25)

donde A fué dada en (3.16).

Demostracion. Aqui probaremos la existencia de una curva de canard maxima y
daremos una expresion analitica de la misma. Para esto probaremos primero la
siguiente proposicion. En la carta K, del espacio de explosién consideramos el
sistema desingularizado (3.19) como

U= =V +U"+VeGi(U,V) + O(Ve(A Ve)),
Vi= U=bid +veGo(U.V) + O(VE(X, VE)),
pr =0,
A =0,
donde by, bs, b3, by, G1 v G estdn dadas en (3.15) y (3.20). La dindmica del sistema,
en la esfera se obtiene haciendo p = 0 en (3.26) para diferentes valores de A en la

vecindad de 0. Luego tomando p = 0 y A = 0, el sistema anterior es integrable y
tenemos

(3.26)

Ut: —V+U2,

3.27
Vi=U. (3.27)

La solucion de este sistema ayuda a demostrar el teorema principal.
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Proposicién 4. La solucion del sistema (3.27) estd dada por H(U,V') = 0, donde

vz 1 v
H — -2V = - _
Yy
T o
— ==
dt ou

Demostracion. Podemos escribir el sistema (3.27) como

dV U

v~ U2-V’
o de forma equivalente, como la ecuacion
UdU + (V. —U*dV = 0,

para convertir esta ecuacién en una ecuacion exacta, multiplicamos ambos lados
por el factor integrante e 2V. Luego, integrando obtenemos

1
i <—U2 +V + 5) = 0.

1
Multiplicando por 3 obtenemos la solucién del sistema (3.27) como

Ut o1V
=2V (| _> - - —
‘ ( 2+4+2) “

¢
donde ¢ = 50 es una constante. La solucion para ¢ = 0 es una parabola dada por
1
U= - +V.
5 +
]

Para continuar con la demostracion del teorema 10, expresamos la solucion del
sistema (3.27) en forma paramétrica
1
n(t) = (U@LL%Q)::(Lt1—§>, teR. (3.29)
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Para € = 0, las subvariedades atractora y repulsora de la variedad critica M} se
intersectan a lo largo del ecuador del espacio de expansién S®. Segin la teorfa
de Fenichel, para ¢ > 0 existen variedades invariantes lentas perturbadas, una
de ellas atrayente atractoras (ML®) y repulsoras (ML"). A lo largo de la curva
(3.29), las subvariedades invariantes atrayentes (M) y repelentes (M2") en el
espacio de expansion se cruzan y la trayectoria de soluciéon que se encuentra en
esa interseccion se denomina curva de canard mdzima. Utilizamos la funciéon de
Melnikov para calcular la distancia entre estas variedades invariantes, la cual esta
dada por

D,y = dyp+ da) + O(p?), (3.30)

donde

dy= [ HE) G0)ar
e (3.31)

dy = /_OO VH(n(t)" (_%4) dt,

[e.9]

donde G y H se definen en (3.20) y (3.28) respectivamente. La distancia entre
las subvariedades M1 y ML estd dada por la ecuacién (3.30). Dado que la
curva de canard maxima corresponde a la interseccion de las variedades invariantes
perturbadas, es preciso que se cumpla la condicién D, = 0. Con el fin de verificar
dicha condicién, procedemos al calculo explicito de las integrales de Melnikov d,,
y dy, definidas en (3.29) y (3.31), respectivamente.

o [

_ / T (U — axUV 1 asU®) (~U) + (@l + asV) (U7 — )] dt

o0

= e/;ooemz ((az—ag)t4+ (—a1 — %—F%‘i‘%) t2— %) dt.

0H (n(t))
oU

oOH (n(t))

(CLlU—CLQUV+CL3U3) oV

+ (a4U2 + a5V) dt

(3.32)

Ahora, al sustituir z = ¢? y realizar varias integraciones por partes, se obtiene

d, = % (—4ay + ay — 3az + 2a4 — 2a5) / e_2t2dt,

—00
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*  OH
dy = — by——dt
A /oo tov

= b4/ e 2V <U2—U) dt

—00

= —% h e~ 2 dt.
2

—00

Como dy # 0, el teorema de la funciéon implicita nos permite resolver explicita-
mente a partir de (3.30),

d 1
Ap) = —d—ip +0O(p?) = 3 (—4ay + ay — 3as + 2a4 — 2as5) p + O(p?)
1
= g (—4&1 —4das + as — 3as + 2a4 + 20,5) P+ O(pQ) (333)
+ A
_ (a1 : a5 g) o+ O().

Ahora usando la funcién blow-down A¢ = A(y/€) obtenemos la curva de canard
maxima para la forma normal lenta-rapida (3.11).

B (a1 + a; 4 A) e+ O(3?). (3.34)

Ae(Ve) = 5 3

]

La curva de canard méaxima, a lo largo de la cual se genera el ciclo de canard
con cabeza en el sistema (3.2) bajo la condicion AM + % = 0, estd dada por

S,
_AS+(2A—2M+2AM—|—S)u*+(M—A—1)u3

N (al + as n ﬂ) 4 O,

Qc(Ve)
(3.35)

2 8
y para la condicion AM + % < 0 esta dada por

3(w+ C)
AMQ2w —3)+ S — (w —2)w) + w(M(w —2) + S —w)
(a1+a5 .A
+

A 3/2
5 +8)6—|—(9(5 ).

Qc(Ve) =
(3.36)
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Fijando los parametros A, C', M, S'y € > 0, tenemos que Q¢ (/) da el umbral
para la existencia de ciclo canard con cabeza. En la figura 3.3 mostramos un dia-
grama de las curvas de umbral en el plano )-¢, que lo dividen en cuatro regiones.
Para un ¢ > 0, fijo, en la regién I, cuando ) > @y, el punto de equilibrio de
coexistencia es estable. A medida que disminuimos @ de la regién I a la regién
11, después de cruzar el umbral de bifurcacion de Hopf () = Qi aparecen ciclos
de canard de pequena amplitud. En la region 11, es decir, cuando Q¢ < @ < Qg,
el sistema experimenta una transicion del ciclo de canard sin cabeza al ciclo de
canard con cabeza. El tamano del ciclo de canard aumenta al disminuir ) y la
forma del ciclo cambia a canard con cabeza en Q)¢. El ciclo de canard con cabeza
persiste en la region 71, donde Q),, < @ < Q¢. Al disminuir aiin mas ), es decir,
cuando Q = @Q,,, el punto de equilibrio inestable esta rodeado por un atractor
periédico estable llamado oscilacién de relajacion. Este atractor periddico consta
de dos flujos concatenados lento (cerca de la variedad critica) y rapido (casi hori-
zontal y alejado de la variedad critica). Podemos ver que para e suficientemente
pequeno, esta transicion, del ciclo de canard pequeno a la oscilacién de relajacion
a través del ciclo de canard con cabeza, tiene lugar dentro de un intervalo estrecho
del parametro @), este fenémeno se conoce como explosion de canard. En la figura
3.10 mostramos un diagrama de bifurcacién asociado a una explosién del canard.

3.4. Explosion de canard

En las secciones anteriores, hemos observado la dindmica periddica del sistema
lento-rapido cerca del punto canard. El punto de equilibrio de coexistencia E, es
estable para () > Qg vy las trayectorias convergen a este punto para cualquier
condicion inicial ya que es el atractor global; ver la figura 3.4. Cuando Q) = Qg, el
punto F, coincide con el punto de pliegue P, el punto de equilibrio de coexistencia
pierde estabilidad a través de la bifurcacién de Hopf singular. Podemos ver que
para () < @y, se observa un ciclo limite estable de pequena amplitud; ver la
figura 3.5. Debido a la disminucion del parametro @), el ciclo limite estable crece
en tamano esta solucién periddica se conoce como ciclo canard sin cabeza, esto
marca el inicio de la explosién de canard. Al reducir ain mas (), se obtiene un
canard mdzximo sin cabeza en () = )¢, umbral de canard; ver la figura 3.6. Cuando
@ < Q¢, obtenemos otro ciclo de canard conocido como canard con cabeza, este
ciclo es especial en el sentido de que desde la vecindad del punto de pliegue sigue
la variedad lenta repulsora My" durante un tiempo de O(1), antes de saltar a otra
variedad atractora (ver la figura 3.7). Al disminuir @), el sistema se establece en una
gran solucion periddica estable llamada oscilacion de relajacion, que marca el final
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Figura 3.3: Diagrama que muestra la curva de bifurcacién de Hopf singular @y
(en azul), la curva del canard méximo Q¢ (en rojo) y la correspondiente al ciclo
de oscilacién de relajacion @, (en negro punteado).

de la explosién de canard (ver la figura 3.8). Esta dérbita se caracteriza porque el
flujo lento al llegar a la proximidad del punto de pliegue salta directamente a otra
variedad lenta atrayente, como se estudiara en la seccion 3.5. Esta oscilacién de
relajacion eventualmente desaparece cuando @@ = QF, esto es, cuando E, € M),
pues este punto se vuelve un atractor global (ver la figura 3.9). La fuerza del
efecto Allee tiene una influencia significativa en la amplitud de la coexistencia
oscilatoria estable de ambas especies. El cambio en la amplitud del ciclo limite
correspondiente a la explosion del canard se muestra en la figura 3.10.

Observacion 6. Obsérvese en las figuras 3.7 y 3.8 que, en el caso degenerado en
que se cumple la condicion AM+% =0, los ciclos cercanos al punto Ty tienen un
pico en parte cercana al eje v. La dindmica en torno a este punto serd analizada
con mayor detalle en la seccion 4.1.
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(a) Caso AM—&—%zO (b) Caso AM+%<0

Figura 3.4: Para () > Qg el flujo converge al punto estable F,.
3.5. Funcién de entrada-salida

En esta seccion demostraremos la existencia de una oscilacion de relajacién,
para esto usaremos la funcion de entrada-salida. Es importante senalar que el
uso de esta funcién es valido tnicamente para el caso genérico AM + % < 0.

El caso critico AM + % = 0 se analizara por separado en la seccion 4.1. El ciclo
canard y la oscilacién de relajacién pasan por la vecindad de P para ¢ < 1. Ahora
demostramos la existencia de una trayectoria que salta del punto de pliegue a otro
punto de la variedad lenta M} a través de un flujo horizontal rdpido y continuando
alli por un tiempo constante la trayectoria sale de M en un cierto punto. Esto est4
determinado por la funcion de entrada-salida y podemos encontrar las coordenadas
del punto de salida de la variedad lenta M§.

Con el fin de alcanzar nuestro objetivo, reescribimos el sistema (3.2) como el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

g—u = ufi(w,0) = u((w+C)((u+ A)(1 = u)(u = M) =v)),
- (3.37)

% = €U91(U,U) = cv (S(U+A)(u+ C— Qv)) :

Notemos que (3.37) es un sistema de tipo Kolmogorov (véase [17]). Al evaluar
las funciones del lado derecho de (3.37) en u = 0, obtenemos: f;(0,v) = C(—AM —
v), 91(0,v) = SA(C'—Qu), lo que implica que f,(0,v) < 0siv > —AM, f1(0,v) >
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(a) Caso AM—l—%:O (b) CasoAM+%<O

Figura 3.5: En el valor critico ) = Q g, el punto de equilibrio de coexistencia F,
coincide con el punto de pliegue P y pierde estabilidad a través de una bifurcacion
de Hopf singular. Para () < @y, se genera un ciclo limite estable de pequena
amplitud en torno a Fi,.

0si v < —AM. Observemos que T¢(0,—AM) en el eje vertical es el punto de
bifurcacién transcritico y podemos dividir la variedad lenta MJ en dos partes

MY = {(u,v) :u=0,0>—AM},

y
MY ={(u,v) :u=0,0 < —AM}.
Es claro que MQ*“ es atractora y My” es repulsora del flujo rapido ver figura 3.1,

Fijemos € > 0 y tomamos u,, como el punto méaximo de la variedad critica
M} cuyas coordenadas fueron dadas en (3.6)

1
uf:§(1—A+M+6),

donde 8 = V1+ A+ A2 — M + AM + M?2. Luego, de la expresién de M tene-
mos

Vy = (Uf+A)(1—Uf)(Uf—M) (338)

Ahora consideramos una trayectoria que parte de un punto, digamos (uy,v),
. . . 0
donde u; < u, y v1 = v,. La trayectoria se atrae hacia la variedad atractora M*
. . . . co . 0,a
y comienza a moverse hacia abajo manteniendo la proximidad a Mj“. Se espera-
ba que la trayectoria dejaria el eje vertical en el punto de bifurcacion transcritica
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(a) Caso AM—&—%zO (b) Caso AM+%<0

Figura 3.6: El pequeno ciclo limite estable se amplia progresivamente, dando lugar
a una solucion peridédica conocida como ciclo canard sin cabeza, la cual continta
creciendo hasta alcanzar un tamano mdximo cuando () = Q¢.

Tc donde pierde su estabilidad [44]. La trayectoria cruza el punto T y continta
moviéndose verticalmente hacia abajo permaneciendo cerca de la parte repelente
Mg””, por un cierto tiempo, hasta que se alcanza una poblacién minima de de-
predadores p(v;) tal que 0 < p(v;) < —AM. Después de dejar la variedad lenta
cerca del punto p(vy), la trayectoria comienza a moverse a lo largo de un segmen-
to casi horizontal y es atraida hacia la variedad atractora lenta M. Este punto
de salida esta determinado por una funcién implicita p(v), llamada funcién de
entrada-salida, que se define implicitamente como

v1
/ Si0) dv = 0.
p(v1) Ugl<0’ U)

Para simplificar, definimos v := p(v), luego tenemos

" C(-AM —v)
/Uo WsAC QT =

C - QUl
C - QUO
AQS

(AMQ +C)1In <

> + AMQIn (@) O (3:39)

U1

Sustituyendo v; = v, de (3.38) en la ecuacién (3.39), obtenemos una ecuacién
trascendental en vy que se puede resolver numéricamente para obtener el punto
de salida.
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(a) Caso AM—l—%:O (b) CasoAM+%<O

Figura 3.7: Para () < ()¢, se obtiene otro ciclo canard, conocido como canard con
cabeza. Este ciclo incrementa su amplitud a medida que se reduce el valor de @,
y el sistema finalmente se establece en una solucién periddica de gran amplitud,
denominada oscilacion de relajacion, cuando Q) = Q...

Teorema 11. Para el sistema (3.37), existe un inico punto vy := p(vy) € (%, —AM)

tal que
p(v1) Ugl<07 U)

Demostracion. Sea F(vy) = [ v A0v) dv, integrando y aplicando propiedades

p(v1) vg1(0,v)
de los logaritmos, tenemos
C —
(AMQ + C)ln [ £2CU) 4 Anrm (&
F(U ) _ C— Q'UO U1
0 AQS Y
como vy € (%, —AM), calculamos el limite lateral
lim F(vy) = —o0,
1)04)%-F

ya que AMQ+C < 0. Entonces % es una asintota de F'(vg) y para valores cercanos
a %, F(Uo) < 0.
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(a) Caso AM—&—%zO (b) Caso AM+%<0

Figura 3.8: Para ) < Q,,, el ciclo de relajacién persiste hasta que () alcanza el
valor critico ) = QF, a partir del cual el punto E, = T adquiere estabilidad.

Por otra parte

C—Qu;
AMQ+C

U1
mos son negativos. Ademas AMQ+C <0y AMQ < 0, por lo que F(—AM) > 0.

AM
—AM < vy, implicaque 0 < ——— <1y0<

< 1, por lo que los logarit-

Por otra parte, si vg € (%,—AM), como vy > 0, CQ > 0, AM +vy <0y

C — Qupy < 0, entonces
dF(’Uo) . CQ(AM +’U0)
d?)o 'Uo(c — QU0>

> 0,

es decir, F'(vg) es creciente en (%, —AM).

Como la funcién F'(vg) es continua y tiene un cambio de signo en (%, —AM),
por el teorema de Bolzano, la funcién F(vy) tiene al menos un cero en dicho
intervalo. Més atn, ya que la funcién es creciente, por el teorema de Rolle, el cero
es unico. O

Teorema 12. Sea P el punto de plieqgue en la variedad critica M} donde el
flujo lento en la variedad atractora ./\/lé’a viene dado por (3.9). Suponga también
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Figura 3.9: Cuando E, = T¢, se cumple que % = —AM, lo que implica que

unicamente se verifica la condicion AM + % = 0. En este caso, la oscilacion de
relajacion desaparece, ya que el punto F, se convierte en el atractor global del
sistema.

que el punto de equilibrio de coexistencia se encuentra en la subvariedad critica
normalmente hiperbolica repulsora bajo la restriccion paramétrica,

Uy < Up,

y sea E una pequena vecindad de una trayectoria singular vy que consta de trayec-
torias alternas lentas y rdpidas. Entonces, para € suficientemente pequeno existe
un unico ciclo limite atractor 7. C E tal que v. — o cuando € — 0.

Demostracion. Aqui, demostramos la existencia de un ciclo limite atractor tinico
llamado oscilacién de relajacién. Para estudiar la dindmica del sistema (3.37),
definimos dos secciones del flujo como

A" = {(ug,v) ruy < uyp,v e (v1—6,v140)},
A = {(u+7v) Sup K Uup,U € (Ul - 52,1)1 + (52>}’

donde ¢ es un nimero positivo suficientemente pequeno. Definamos un mapeo de
retorno II : A"™ — A" que es una composiciéon de dos mapeos

O AT s A WA AT

tal que IT = W o ®. Fijamos € > 0 y tomamos un punto (u,, v, ) de la seccién A™.
Ahora consideramos una trayectoria del sistema (3.37) partiendo del punto inicial
(uy,vy). Del andlisis de la funcién de entrada y salida, podemos decir que esta
trayectoria serd atraida por Mg’a y dejard a ./\/lg’r en el punto (0,p(vy)), donde
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Figura 3.10: Diagrama de bifurcaciéon asociado a una explosion de canard. Este
diagrama ilustra la amplitud y estabilidad de los ciclos limite para un valor fijo de
0 < e < 1. Se observa una bifurcaciéon de Hopf supercritica (A < 0) en Q@ = Qpg,
asi como un canard maximo en ) = Q¢. Ademas, el ciclo de relajacién desaparece
eventualmente en () = Q.

p(vy) es la funcién de entrada y salida. Luego la trayectoria salta a la seccién
A% en el punto (u,,p(vy)). Por lo tanto, el mapeo ® se define con la ayuda de
la funcién de entrada-salida como ®(uy,vy) = (uy, p(vy)).

Ahora para estudiar el mapeo ¥ consideramos dos trayectorias !, 72 partiendo
de la seccién A", Estas trayectorias son atraidas hacia M1* donde el flujo lento
viene dado por d_u = M

dr h(u, )

Estas siguen la variedad lenta perturbada hasta la vecindad del punto de plie-
gue donde se contraen exponencialmente entre si [58] y saltan a A™. Aplicando
el teorema 2.1 de [33], tenemos que la aplicacién II es una contraccién. Usando
el teorema de mapeo de contraccién, concluimos que II tiene un punto fijo tinico
que da lugar a un ciclo de oscilacién de relajacién tnico .. Ademas de la teoria
de Fenichel, inferimos que . converge a 7, cuando € — 0. [

Cuando ¢ — 0, todas las trayectorias convergen asintéticamente a este ciclo
limite estable que consiste en transiciones alternadas lentas y réapidas de densi-
dades de presas y depredadores. Este ciclo se puede interpretar de la siguiente
manera. Cuando la poblacién de depredadores alcanza una alta densidad, hay
una rapida disminuciéon en la poblacion de presas debido al consumo excesivo por
parte del depredador especialista y la presa alcanza un nivel considerablemen-
te bajo. Como consecuencia, la poblacion de depredadores disminuye lentamente
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hasta que alcanza un umbral de densidad bajo en el que la poblacién de presas
comienza a crecer nuevamente. En consecuencia, la presa se regenera en muy poco
tiempo mientras que la densidad de depredadores permanece més o menos fija. A
medida que la densidad de presas se acerca a su capacidad de carga, la poblacién
de depredadores crece lentamente debido a la abundancia de recursos. Finalmente,
cuando la densidad de depredadores alcanza su nivel maximo, el ciclo lento-rapido
se completa y esta dindmica continda con el tiempo. Ver figure 3.11.

0

Figura 3.11: Secciones del flujo: A™ y A%,

3.6. Determinacion intrinseca de la criticidad de
la bifurcacién de Hopf

En la secciones 3.2 y 3.3 calculamos la criticidad de la bifurcacion de Hopf
llevando el sistema (3.2) a la forma normal (3.11), calculando la curva de bifurca-
cién de Hopf Ay (1/€) de manera explicita y obteniendo la constante A para este
fin. En esta secciéon usaremos un método novedoso para calcular la criticidad de
la bifurcacién de Hopf, sin llevar el sistema (3.2) a la forma normal. La intencién
de calcular la criticidad de Hopf por partida doble no es redundar, sino mas bien
presentar las dos alternativas con proposito didactico.

Utilizando las propiedades inherentes de la nocién de punto de Hopf lento-rapi-
do, De Maesschalck et al. [43] demostraron que la criticidad de un una bifurcacién
de Hopf en un sistema lento-rapido se puede determinar sin la necesidad de tener
o cambiar el sistema a la forma normal, como lo hicimos en la secciones 3.2 y
3.3. Ellos introdujeron una férmula sencilla para verificar de manera intrinseca si
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existe algin punto de contacto singular. Esto es muy ttil porque la curva critica
no requiere parametrizacion. En este trabajo se analiza el caso en el que el primer
coeficiente de Lyapunov es distinto de cero.

Como ya mencionamos, la variedad critica M} se puede dividir en dos partes,
una parte atractora y otra parte repulsora respecto al subsistema rapido . La parte
atractora y repulsora de la variedad estd separada por un punto de pliegue P. En
esta seccion determinamos de manera intrinseca la criticidad de la bifurcacién
de Hopf lenta-rédpida del sistema (2.1). Si el punto de pliegue P coincide con el
punto de equilibrio de coexistencia () = (Qy como consecuencia se cumplen las
condiciones (3.10)

f(up,vp, Q) =0, fulup, vy, Qu) =0, fo(up, vy, Qmr) # 0,
fUU(umUPv QH) 7A 0, g(upv Up, QH) =0, QU(UWUP? QH) 7A 0,
y gQ(u;m Up, QH) 7& 0.

Consideremos el sistema (3.2)

j_: = u(u+ C)((u+ A)(1 - w)(u— M) — ),
j—:}_ = ev(u+ A)(u+c— Qu).

donde identificamos

Fu,v) =u(u+C)((u+ A) (1 —u)(u— M) —v),
G(u,v) =v(u+ A)(u+ C — Qu).

Ahora definimos Z = % y calculamos

ZF(U, V) =u(C+u)(A(l+ M —2u) + (2 — 3u)u + M (2u — 1))
+u((M —u)(u—1)(A+u) —v) + (C+u)(M —u)(u—1)(A+u)—0v)

ZZF(U,V) =2(=3Mu + 6u* + 6 Mu? — 10u* + C(—M + 3u + 3Mu — 6u?)
+ A(—=M + C(1 +m — 3u) + 3u + 3Mu — 6u*) — v)

ZZZF(U, V) =6(—M+C(14+M —4u) + A(1 — C+ M — 4u) + 4u +4Mu — 10u?)

0 1

UG, 2) = ‘G(u,v) 0

= ol A+ C - Qu
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oF O0ZF

oU  oU
Q(VF,VZF) = ot
ov oV

= A(C*M +2CMu+ (2M + C(1 — 3C + M))u* — 8Cu* — 4u*)
+ C?((3 + 3M — 8u)u® + v) + 2u*((2 + 2M — 5u)u® + v)
+ Cu(—u(M — 8(1 + M)u + 19u?) + 2v),

G(U,V) = Q(Q, Z) AVF,VZF)
- ((A +u)v(c+u— Qu) (A(M + 2C Mu
+ (2M + C(1 = 3C + M))u* — 8Cu® — 4u*) + C*((3 + 3M — Su)u® + v)
4 2u?((2 + 2M — 5u)u? + v) + Cu(—u(M — 8(1 + M)u + 19u?) + 21}))),
ZZZF(U,V)
(ZZF(U,V)]?
- [3(—M+C(1+M—4u)+A(1—C’+M—4u)+4u+4Mu— 10u2)]/

AU, V) =

[2(—3Mu + 6u* + 6 Mu* — 10u® + C(—M + 3u + 3Mu — 6u?)

FA(=M +C(1+ M — 3u) + 3u + 3Mu — 6u2) —v)2].

SeaV = a1~ 8u + a2 donde a; y as son algunas funciones. Luego encontramos
a; y ag resolviendo el smtema de ecuaciones V(F) =0y V(ZF) = 1. Obtenemos

—oF a oF a

V= oV + ou
Q(VE,VZF)oU = Q(VF,NZF) oV’

(3.40)

De (3.40) obtenemos

OF

v 0 1 S 0

VEW) = R mvzm ot T ONENZF) o0

—0F oF

) OF )
v . ou _

VO(uv) = o E v ZF) 00 T N E N ZF) 907"
_OF oF o

V3G (u,v 2 VG + =% Vg,

)= Q(VE,VZF)du Q(VE,NZF) v
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1
o= §V29(Ufavf) — (VG (ug,vp))(Aluy, vy)), (3.41)
donde (uys,vy) es elpunto de pliegue

Para nuestro modelo particular, determinar analiticamente el signo de o es
inviable debido a su complejidad. Sin embargo, presentamos cortes representativos
de la graficade o = o(A, C, M) dado por (3.41) en la figura 3.12, donde es evidente
que existen ambos regimenes, supercritico y subcritico. No obstante, el analisis
previo prueba la siguiente proposicién, que estd especializada para los propositos
del trabajo.

Proposicién 5. Eziste un conjunto abierto de valores de pardmetros (A, M,C')
con A = % y M ~ —% para los cuales (1.13) sufre una bifurcacion de Hopf
supercritica en () = Qg.

Observacion 7. Los wvalores numéricos A = % y M = —1—10 se eligieron simple-

mente con fines de simulacion. Se puede comparar y complementar esto con la
figura 4.11.

Figura 3.12: Presentamos cortes de (3.41) para los valores de parametros indicados.
De esta manera, verificamos la regiéon de parametros para la cual la bifurcacién
de Hopf es supercritica (o < 0) o subcritica (¢ > 0). La curva negra indica o = 0.

Vamos a ilustrar la criticidad de la bifurcacion de Hopf utilizando valores
numéricos. Al aplicar este criterio intrinseco, obtendremos el valor de . Conside-
remos el caso AM + % =0,con A=0.5,C=0.1052, M — 0.1, Q = 2.104012 y
¢ = 0.05. Entonces el sistema experimenta una bifurcaciéon de Hopf supercritica,
pues 0 = —0.914906 < 0, en el punto u = 0.53869979, v = 0.30603456.

Y para el caso AM —i—% <0,con A=0.5,C=0.05 M—0.1, Q = 1.939069 y
¢ = 0.05. Entonces el sistema experimenta una bifurcaciéon de Hopf supercritica,
pues 0 = —0.855288 < 0, en el punto u = 0.544603 v = 0.306643.
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Capitulo 4

Punto de bifurcacion transcritica
degenerada

En esta seccion, estudiamos el comportamiento asintético del modelo (2.1)
cerca del punto de bifurcacién transcritico degenerado, que es creado cuando un
punto de equilibrio del sistema (2.1) se superpone con el punto de bifurcacién
transcritica Te = (0, —AM) de la curva critica My, para lo cual, usaremos re-
duccion a la variedad central y la técnica de explosién en coordenadas polares.
En la seccién (4.1) ampliaremos este andlisis local para el caso en el que ¢ es su-
ficientemente pequetio, usando la técnica de explosién (blow-up) en coordenadas
cuasi-homogéneas y estudiaremos el comportamiento cerca del punto 7¢ en las
diferentes cartas.

De acuerdo con las condiciones sobre los pardametros consideradas en el caso
3(a) del teorema 7, es decir,

M <0, g<—AM, A-M-1<0 vy M—A—AM+$<0,

bajo estas condiciones, el sistema (2.1) admite un punto de equilibrio positivo E,
y un punto de equilibrio en el eje v, dado por <0, %) el cual se encuentra por

debajo del punto de bifurcacién transcritica T¢ sobre la curva critica; véase la
figura 4.1(a). En otras palabras, bajo las condiciones del caso 3(a) del teorema 7,
el punto de bifurcacion transcritica Tz no coincide con el punto de equilibrio

c
(0.5).

Por otro lado, si desplazamos la recta de manera que el punto de equilibrio fron-
tera (O, %) , ubicado sobre el eje v, coincida con el punto de bifurcacién transcritica
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Figura 4.1: Posiciones relativas entre el punto de bifurcacion transcritica T¢ y
el equilibrio limite (O, %) en el eje v. (a) (O, %) debajo de T¢. (b) (O, %) se

superpone con 1o exactamente.

Te, ver figura 4.1(b), es decir, bajo la condicién
— = —AM, (4.1)

entonces T se convierte en un punto de bifurcacién transcritica degenerada del
sistema (2.1). En lo que sigue, analizaremos la naturaleza de este punto bajo
la condicién (4.1). Primero, reduciremos el sistema (2.1) a la variedad central.
Luego, realizaremos un analisis mas detallado aplicando la técnica de explosién
en coordenadas polares.

Proposiciéon 6. Bajo la condicion (4.1), el sistema (2.1), haciendo S = ¢, se
puede reescribir como

U=—-AMQ(A— M+ AM)U? + AMQ UV + O(||U, V|]*),

V=c(-A2MU+AMQV+O(|U, V). (4.2)

Demostracion. Primero trasladamos el punto Tx(0, —AM) al origen mediante el
cambio de variables
u=U, v=V+4+AM. (4.3)

Al sustituir esta transformacién en el sistema (2.1), obtenemos

U=C(A-M+AM)U? - C UV +0O(|U, V|,

V=e(-AMU+AMQV+O(|UV|?)). 44
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De acuerdo con la condicién (4.1), tenemos
C = —AMQ
que al sustituir en (4.4), obtenemos (4.2). O

Lema 1. Bajo la condicion (4.1), el sistema (2.1) admite una variedad central
sobre la cual se cumple lo siguiente:

1. S é > A — M+ AM el punto de bifurcacion transcritica degenerada es
localmente estable.

2. Si % < A— M+ AM el punto de bifurcacion transcritica degenerada es
localmente inestable.

restringido al primer cuadrante.

Demostracion. La matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto (0, —AM), bajo
la condicién (4.1), esta dada por:

0 0
J = <—A2MS —AQMS) ’
con valores propios A\; = 0, Ay = —A2M S < 0.

De acuerdo con el teorema de la variedad central, el sistema (4.2) admite, en
un entorno del origen, una variedad central local expresada como

V =h(U) = ho+ U+ hU? + hsU + -+ =Y " b U*, (4.5)
k=0

donde hyj son constantes a determinar, para k =0,1,2,3,---.

Al suponer que V = h(U) tenemos

dvV.  dn(U)dU
dt AU dt’
Sustituyendo las expresiones de % y % en la ecuacién anterior, y comparando

los coeficientes U, obtenemos un sistema de ecuaciones que permite determinar
los coeficientes hy:

ho - O,
s
AM(14+ MQ — AQ — AMQ)
hy = o ,
hy = MQUA-1)M+A)2Q((A-1)M+ A) —5)+3)

Q2e2
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Por lo tanto

V:hw%:$U+AMO+MQ&%Q—AM@U2
M(QUA— DM + A)2Q(A—-1)M +A4) =5 +3) (4.6)
Q2€2

Sustituyendo (4.6) en la primera ecuacién de (4.2), obtenemos

+

AM(L+MQ — AQ — AMQ) .,

Qe (4.7)
MQUA-DM + A)RQUA 1M+ 4) =5) +3) sy 170y

Q2€2

Ahora, considerando que @) y ¢ son positivos y AM < 0, de donde obtenemos que

U=

_|_

AM(1 4+ MQ — AQ — AMQ) <0, si %>A—m+AM

1
AM(1+ MQ — AQ — AMQ) >0, s g <A-m+AM.

Asi, si se cumple que % > A — M + AM, entonces la solucién U = 0 de
(4.7) es localmente asintdticamente estable para toda condicién inicial Uy > 0.
Esto implica que el punto de equilibrio (0, 0) es localmente estable para el sistema
completo (4.2), siempre que la trayectoria se inicie en el primer cuadrante. Por
el contrario, si % < A—m+ AM, la solucién U = 0 de (4.7) es localmente
inestable. O

Para complementar el analisis previo mediante la variedad central, aplicaremos
ahora la técnica de explosién en coordenadas polares. Este enfoque nos permitira
explorar con mayor detalle la dindmica local del sistema (2.1) en las proximidades
del punto de bifurcacién transcritica degenerada T¢.

Lema 2. Bajo la condicion (4.1):

1. S % > A — M+ AM el punto de bifurcacion transcritica degenerado es
localmente estable.

2. Si % < A— M+ AM el punto de bifurcacion transcritica degenerado es
localmente inestable.
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Demostracion. De acuerdo con la proposicion 6, el sistema (2.1), bajo la condicién
(4.1), puede reescribirse en la forma:
U=—-AMQ(A - M + AM)U*+ AMQ UV
+ (A= M+ AM + A(A— M - 1)MQ)U?
— UV 4+ (1+M+AMQ —1))U* - U®, (4.8)
Vza(—AMJU+AMﬂJV—AMUQ

+Au+M@UV—MNﬂ+WV—QUW)

Usaremos coordenadas polares para realizar la explosion del punto de bifurca-
ci6én transcritica degenerada T del sistema (2.1) para mostrar la dindmica local
cerca de este punto.

Aplicamos la transformacién a coordenadas polares dada por x = rcosf, y =
rsenf, es decir,
r = xi 4+ yy, 0= a1y —yi,
entonces el sistema (4.8) se convierte en

7= AzMésené’(QseHQ — cos@) r
—l—A(—MQ(A—M+AM)COS30+Msen900326’(Q—5)
+esen®fcosO(MQ + 1) — Qe sen® 9) 2+ O(r?),

9:A2Mesen9(Qsen9—cose)

+ %Acos@((senQG)(A(M—i— DMQ — M*Q + MQe +¢)

+ (cos20)(M(Q = £) + Q2) = MQ — Me = Qe ) + O(r?).

En el sistema (4.9), el circulo unitario invariante tiene cuatro puntos de equili-
brio, los cuales estan dados por: Py(0, 5 ), P(0, 37”), Ps (0, arctan <%>> y Py (0, arctan (%)),
(los signos en el cociente =5 se conservaron para indicar que P; estd en el tercer

cuadrante).

Con el objetivo de analizar la estabilidad lineal de estos puntos de equilibrio,
calculamos la matriz jacobiana J(r, 6) del sistema (4.9), evaluada en cada uno de

ellos:
A? A?
J(Pl) = ( ]\()4@8 —Az(])WQg) ) J(PQ) = ( ]\()4@8 —AZ(])WQg) )
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J(PS) = (2 AQJ\(;Qs) ) J(P4) = (g —AZ?WQE) )

AMQ? ((A—M+AM)Q—1) sen (2arctan (%))

20/Q2+1
corresponden a equilibrios tipo silla, mientras que P3 y P, son puntos de equilibrio
degenerados.

donde w = . Se observa que los puntos P, y P,

Ademds, para 0 <7 < 1, alo largo de 0 = 5, 0 = 37” y 0 = arctan (%), en
este ultimo € toma valores en el primer y tercer cuadrantes. Tras una simple veri-
ficacién con las condiciones (4.1), M < 0 y todos los demds pardametros positivos,

obtenemos
7 |9:§ =A*MQer <0, 7 \9:3777: A*MQer < 0,

 AMQP((A— M+ AM)Q 1)

' (4.10)
r |0:arctan(%) o (QZ + 1)3/2

2

Notemos que la ultima igualdad es negativa si é > A — M+ AM y positiva si
% < A—M + AM. De (4.10) podemos ver que los puntos P;(0,3) y P»(0, ), son

atractores, mientras que los puntos Pj (0, arctan <$>) (en el primer cuadrante)

y Py (0, arctan (%)) (en el tercer cuadrante), la direccién del flujo es alternada,

si % > A— M+ AM Pj es atractor y Py es repulsor, y cuando % <A—M+AM
se invierte su estabilidad.

En consecuencia, cuando se cumple la condicién % > A— M+ AM, el punto
Te se comporta como un atractor local, como se muestra en la figura 4.2(c). Por
el contrario, si é < A— M + AM, el punto T corresponde a un equilibrio tipo

silla, como se ilustra en la figura 4.3(c).

Las figuras 4.2 y 4.3 muestran el comportamiento del flujo en un entorno
del punto de bifurcacion transcritica bajo ambas condiciones. En particular, las
trayectorias cercanas pero externas al circulo unitario se presentan en las subfi-
guras 4.2(a) y 4.3(a). La contraccién del circulo unitario hacia el origen se ilustra
en 4.2(b) y 4.3(b), mientras que las subfiguras 4.2(c) y 4.3(c) muestran el sistema
tras aplicar la correspondiente traslacion del punto de equilibrio.

Observacién 8. Aunque Pj (O,arctan <%>> y Py (O, arctan (%)) no son Sin-

gularidades elementales, sus trayectorias locales pueden determinarse mediante
(4.10).
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(a) (b) (c)

Figura 4.2: Si se cumple la condiciéon % > A— M+ AM, el punto T¢ es un atractor
local. (a) Las trayectorias de la explosién (blow-up) cerca del circulo unitario. (b)
Las trayectorias de la explosién (blow-up) cerca del origen. (¢) La distribucién de
trayectorias cerca del punto de bifurcacion transcritico degenerado T¢.

4.1. Desingularizacién del punto 7., en el caso
degenerado C' = —AMQ)

En la seccién anterior estudiamos el comportamiento asintético de las solucio-
nes cerca del punto de bifurcacion transcritica degenerada T usando la variedad
central y coordenadas polares. En esta seccién, proporcionamos un analisis local
del sistema cerca del punto T para el escenario degenerado C' = —AMQ y € su-
ficientemente pequefio. Por conveniencia, repetimos el sistema (3.2) considerado,
a saber

( d
d—;‘ = u(u — AMQ)(AM — (u — M)(u —1)(A +u) —v),
d
X4 ® s A - A - Q). (a.11)
de
— =0
Cdt
donde también desplazamos el origen al punto T, reciclamos las coordenadas
y agregamos la ecuacién trivial % = 0. Una verificacion directa confirma que

el origen es un punto nilpotente. Para analizar su comportamiento, aplicaremos
la técnica de explosion (blow-up). Con este fin, proponemos una ampliacién del
sistema mediante la transformacién de la forma:

(u,v,€) = (ru,rv,1€), (4.12)

donde > + 2+ =1y r € [0,rg).
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(a) (b) (c)

Figura 4.3: Si se cumple la condicion % < A— M + AM, entonces el punto T es
un punto silla. (a) Las trayectorias blow-up (explosion) cerca del circulo unitario.
(b) Las trayectorias blow-up (explosién) cerca del origen. (c¢) La distribucion de
trayectorias cerca del punto de bifurcacion transcritico degenerado T¢.

Por razones que se aclararan en el analisis ampliado que sigue, introducimos las
siguientes condiciones de no degeneraciéon: A— M +AM #0y A— M+ AM # %

4.1.1. Carta de entrada
Las coordenadas locales en la carta K; = {o = 1} estan dadas por
uU=nru, V=7, €=T7re, (4.13)

lo que conduce al campo vectorial local

—j:;l =r1e1(Q — up)(A*M + O(ry)),

1

((1;:1 = AMQ(1 — (A+ M — AM)uy)uy — A2M(Q — up)ure; + O(r1),  (4.14)
1

—3? = —€61(Q — w)(A*M + O(ry)),
1

donde t; denota el tiempo en esta carta (después de la ampliacién y la desingula-
rizacion).

En esta carta, lo primero que nos interesa es la restriccién de (4.14) para

78



r1 = 0, la cual se expresa de la siguiente forma:

d

% = AMQ(1 — (A+ M — AM)uy)uy — APM(Q — uy)ur€r,

i (4.15)
1

d_tl - _A2M€%(Q - u1>.

Proposicién 7. El origen es un punto de equilibrio semihiperbdlico de (4.15) y
tiene una variedad central 1-dimensional My asociada a él. Para e; > 0, M es
unica, coincide con el eje €1 y el flujo a lo largo de €l se aleja del origen.

Observacién 9. FEl sistema (4.15) tiene otro punto de equilibrio en (uy,€;) =
(m, 0) pero esto se estudia en la carta Ks.

Demostracion. Las afirmaciones se deducen a partir de varios argumentos estandar
ampliamente conocidos. A modo de referencia, senalamos que el jacobiano en el

origen es
_|AMQ 0
J = { 0 0} , (4.16)

y recuerde que M < 0. ]

La dindmica del sistema (4.14) restringida al caso ¢; = 0 esta dada por:

dry
dt
du1
dt
De esta expresién se deduce facilmente que el eje r; constituye un conjunto de

puntos de equilibrio localmente atractor. El flujo correspondiente en esta carta,
cerca del origen, se muestra en la figura 4.4.

=0,
(4.17)
= —AMQ(=1+ (A — M + AM)uy)us + O(ryuy),

Sean A" y A9t las secciones definidas como se muestra en la figura 4.4, y
dadas explicitamente por:

Azln = {(7”1,U1,61) =0, 0<u; <1, 0<¢ < 52};

4.18
A = {(ri,ur, @) €1 =05, 0 <up <y, 0 <7y <A1}, )

con 0y, 02, y U; constantes suficientemente pequetias. Sea IT; : A7 — A“! definido
por el flujo de (4.14). Del andlisis realizado anteriormente, se deduce la siguiente
caracterizacion del mapeo II;.

Proposicion 8. La funcion 11 esta bien definida vy es, ademds, una contraccion.

En particular, la imagen de A™ bajo 11, es una regién en forma de curia contenida
out
en A",
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> U1

AP //.K_
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M

€1

Figura 4.4: Esquema de la dindmica del sistema (4.14) en un entorno del origen,
de acuerdo con el andlisis desarrollado en esta seccion. Las trayectorias limite se
muestran en verde y azul, correspondientes a los casos ¢, = 0y r; = 0, respec-
tivamente. Una drbita representativa del sistema completo (4.14) se ilustra en
r0jo.

4.1.2. Carta central

Las coordenadas locales en la carta Ky = {€ = 1} estan dadas por
U= Touy, U =Tovs, € =Ty (4.19)

lo que conduce al campo vectorial local

d?"g
— =0
dty
du
ﬁ = —UQ(AMQ — ’I"QUQ)(AU,Q(M — Tolo + 1) + UQ(TQ'LLQ — 1)(M — 7“2’&2) — 'UQ)
2
d’U2
g = —((A + ’I"QUQ)(UQ — QUQ)(AM — 7“2’[)2))}.
2
(4.20)
Restringiendo a {ry = 0} para (4.20), nos centramos en
dUQ
E = —AMQ’LLQ((A — M+ AM)UQ — ’UQ),
va (4.21)
—2 = —AQM(UQ — QUZ).
dty
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donde, como ahora 75 es un parametro regular, el analisis que sigue proporciona
la dindmica cualitativa también para r, suficientemente pequeno.

Proposicién 9. Las siguientes afirmaciones son vdlidas para (4.21):

1. El origen es el unico punto de equilibrio y el eje vy es invariante bajo el
flujo. Ademds, el flujo a lo largo del eje vy se dirige hacia el origen.

2. FEl origen es semihiperbolico. Para us > 0, existe una variedad central My de
dimension 1 que es localmente atractora tangente al espacio propio central

)

3. Para ug > 0: a) si A— M + AM < % entonces el origen es localmente

estable; b) st A— M + AM > é entonces el origen es inestable y la variedad
central es unica.

Demostracion. Los puntos 1y 2 se deducen de manera directa. Para el punto 3,
definimos la variedad invariante

My = {(ug,v5) € R*| vy = hy(up)},

con he(0) =0y j—:Z(O) = % Al aplicar los métodos estdndar para el cdlculo de

variedades centrales, se obtiene

ho(tg) = Loy 4 L AT MHEAMG 5 sy (4.22)

Q AQ?
lo que implica que
dup \ _ _ Ly 3
=—-AMQ(A— M + AM Juz + O(uy), (4.23)
dt |, Q

que lleva a la afirmacion (recordamos que M < 0). La razén por la cual la variedad
central es unica en el caso (A — M + AM — é > 0) se debe al comportamiento
tipo silla cerca del origen. O

Ademas, nos interesa el caso en que el flujo sobre la variedad central My se
aleja del origen, ya que esto permite establecer la posibilidad de oscilaciones de
relajacién en un entorno degenerado C' = —AMGQ. Por lo tanto, definamos las
secciones:

A;n = {(UQ,UQ) 0 <uy < aQ, Vg = 53}a

4.24
A = {(ug,v2) : uz = b4, |2 — ha(d4)] < 05}, 42
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donde 1o, 03,04 and d5 son constantes positivas pequenas que ademas satisfacen
Uy < 04 ¥ h(04) + 05 < d3. Sea Tl : AP — A3 el mapeo definido por el flujo del
sistema (4.21). La siguiente proposicién caracteriza Ils.

Proposicion 10. Sea A — M + AM — é > 0 y ug suficientemente pequeno. La
funcion g esta bien definida. En particular, dentro de un pequeno entorno de
Mo, el flujo de (4.21) se contrae hacia Ms.

Demostracion. Las afirmaciones se deducen de la proposicién 9 y de los argu-
mentos estandar de la variedad central. En particular, sea e = v — h. Se deduce
que:

de _ dvy  Ohy du,
dtg n dtg 5’u2 dtQ

Ohs du
= — A’ M (uy — hy)) — ——2
(UQ Q(e + 2)) a’lLQ dtg (425)
(9h2 d’LLQ
A2 2 _ £ “
=A"QMe + A°M(Qhy — us) D, iy

= A’QMe,

donde la tltima igualdad se sigue de la invariancia de My = {vy = ha(ug)}. Re-
cordemos que M < 0. O]

Observamos que la Proposicién muestra que, bajo el contexto de la proposicién,
la variedad central M, atrae localmente en todas partes y no solo cerca del origen.

El flujo del sistema (4.21) se representa de manera esquematica en la figura
4.5. Cabe recordar que, en este diagrama, ro = € actia como un parametro de
perturbacion regular.

4.1.3. Carta de salida
Las coordenadas locales en la carta K3 = {u = 1} estan dadas por

u=rs, v = 7303, € = r3€s, (4.26)
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)

Figura 4.5: Retrato fase del sistema (4.21) para A— M + AM — % < 0 (izquierda)
yA—M+AM —% > ( (derecha). Los diagramas se construyen cualitativamente a
partir de la proposicion 9, utilizando que % > () para todo vy < 0, y considerando

la disposicién relativa de las nulclinas vy = (A—M+AM )uy, donde A—M+AM >

OY’UQ: %Ug.

lo cual conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en coordenadas
locales:

% = —AMQrs(A — M + AM — vg) + O(r2),

3

% = AMQ(A — M + AM — v3)vs + A*M(Qus — 1)es + O(r3), (4.27)
3

% — AMQ63(A - M+ AM — ?Jg) + 0(637”3)-
3

Comenzamos analizando el sistema (4.27) restringido al subespacio 73 = 0. En
esta restriccion, el sistema se reduce a:

d
d_;)?’ = AMQ(A — M + AM — v3)vs + AzM(Q’U:a — 1es,
deg (4.28)
S AMQes(A— M+ AM — ).
3

Proposicién 11. Bajo la condicion A— M+ AM > 0, el sistema (4.28) presenta
las siguientes propiedades:
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1. Hay dos puntos de equilibrio:

o3 = (0,0) and  p3=(A— M+ AM,0). (4.29)

2. El punto de equilibrio o3 es un sumidero hiperbdlico.

3. El punto de equilibrio p3 es semihiperbolico y estd asociado a una variedad
central local unidimensional, N3 la cual es de tipo repulsivo. Si ademds A —
M+ AM < é entonces el flujo a lo largo de N3 se dirige hacia p3 y N3 es

unico; por otro lado, si A— M + AM > % entonces el flujo a lo largo de N3
se aleja de ps3.

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones se verifican de manera directa. Para
la tercera, aplicamos el procedimiento estandar de reduccion a la variedad central.
En este caso, se obtiene que

Ns = {(vs,€3) € R*|v3 = g3(es)},
donde la funcién gs(e3) admite la siguiente expansion en serie de potencias:

A(A=M+AM — %) AAA—M+AM - %)

= A-M+AM QELO(E).
gs(es) Mg ¢t s s amnge @O0
(4.30)
Al sustituir esta expresién en la segunda ecuacién de (4.28), se obtiene
dey | AM(A - M+ AM - é)e2++(9(e3) (4.31)
ds |y, (A— M+ AM) 3 3 '

Dado que M < 0, esta expresion permite concluir el caracter repulsivo o atractivo
de la variedad central, de acuerdo con el signo de A— M+ AM —% como se afirma.
La unicidad de la variedad central en el caso atractivo se deduce del caracter tipo
silla en el caso correspondiente. O

Observacion 10. La variedad central My, en la carta Ky, estd contenida en el

conjunto invariante hacia adelante T'y = {(UQ, v9) ER? [uy > 0,0 < vy < %UQ}

En las coordenadas de la carta K3, I's corresponde al's = {(63, v3) € R? |10 < w3 < é}

Entonces se sigue de la proposicion 11 que para A — M + AM > %, la unica va-
riedad central My converge al origen de la carta K3. En este contexto, denotemos
por M3 una parametrizacion de My en las coordenadas de K3 y supongamos que
(al menos localmente) Mz = {vs = hs(es)}.
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Por otro lado, el sistema (4.27) restringido a e3 = 0 viene dado por:

@3:—LMWQ—nMAﬂ+ﬂ1—m%+U4—MXm—1T—%V&
;1123 (4.32)
Ef:MMQ—mm«LHW—meM—me—D—me

donde recordamos que r3 > 0.

Proposicién 12. Las siguientes afirmaciones son vdlidas para (4.32) (recuerde
que A— M + AM > 0):

1. El origen o3 = (0,0) es una silla hiperbdlica. En particular, la direccion rs
es repulsora mientras que la direccion vz es atractora.

2. Hay una curva de equilibrios.
63 = {(7’3,1}3) €R2|U3 = A—M+AM+(1 —A—|—M>7”3 —T‘g} (433)

Para r3 suficientemente pequeno, la curva {3 es repelente.

Demostracion. Todas las declaraciones son sencillas. Indicamos que el valor propio
no trivial a lo largo de ¢3 es A = —AMQ(A — M + AM) + O(r3) y recordamos
que M < 0. O

Observacién 11. Sustituyendo (u,v) = (r3,73,v3) en la expresion de la variedad
critica de (4.11), se deduce que la curva {3 es, de hecho, la variedad critica M}
escrita en las coordenadas del diagrama Kj.

Proposicién 13. Sea A — M + AM — é > 0. Hay una variedad central Ps (no
unica) de 2 dimensiones en el punto ps. El flujo restringido a ella es tipo silla,
con la direccion r3 estable y la direccion €3 inestable, como se muestra en la figura

4.6.

Demostracion. El resultado se deriva de los cédlculos estandar para la variedad
central, por lo que a continuacion se presentan solo los pasos esenciales. Suponien-
do que la variedad central puede expresarse como la gréifica de v = Hs(rs, €3),
obtenemos que

1+ (A— M+ AM)Q
(A— M + AM)Q

Hy=A—-M+AM + Aes+ (1— A+ M)r+0(r3, €3, r3€3).

(4.34)
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Por lo tanto, la dinamica reducida en la variedad central viene dada por

dry  r3(AMQ — r3)(Aes(—1 + (A — M + AM)Q) + (A — M + AM)Qr?)

dts (A— M+ AM)Q ’
des  e3(AMQ —r3)(Aes(—1+(A- M+ AM)Q) + (A - M + AM)Qr?)
dt; (A— M+ AM)Q '

(4.35)

La condiciénA—M+AM—% >0, juntocon M <0y A— M+ AM > 0,
implica que el término comun A63(_H(A_A{Xf‘%i%\%g_MJ“AM)QTZ es positivo. De

ahi se sigue la afirmacion. O]

A continuacién, describimos los dos mapeos de transicién mas relevantes. Para
ello, comenzamos definiendo las siguientes secciones:

AL = {(rs,vs,e3) : €3 =0, | v3— h3(ds)] < 07, 0 <15 < 73},
Aén = {(T3,1)3763) L T's = pP3, |U3 — €3| < 6_0/6, 0 S €3 < 58} s (436)
Ag“t = {(T37U37 63) - 3= 597 |U3‘ < 510’ 0 < € < €3}7

donde todas las constantes introducidas se asumen suficientemente pequenas y
positivas, y ademés satisfacen €3 < dg, 73 < dg, 0 < dg. Sea Iz : A" — Agut
el mapeo definido por el flujo del sistema (4.27), asf como II§ : A" — At
El analisis desarrollado anteriormente es suficiente para establecer el siguiente
resultado:

Proposicion 14.

» El mapeo 13 estd bien definido. En particular, la imagen de AL bajo 113 es
una region en forma de cuna contenida en A3, y el mapeo actia como una

contraccion exponencial hacia el eje rs.

» Bl mapeo 11§ también estd bien definido. La imagen de la franja exponen-
cialmente delgada A™ es otra franja del mismo tipo, contenida dentro de

out
A:)) .

La dindmica descrita del sistema (4.14) por las proposiciones 11, 12, 13 y 14
se resume en la figura 4.6.

Para completar, presentamos brevemente la dindmica en el grafico inferior en
la siguiente seccion.

86



Figura 4.6: Dindmica del sistema (4.14) en el diagrama K3 = {u = 1} para
A—M—l—AM—é <0 alaizquierdayA—M—i—AM—% > 0 a la derecha.
El flujo en azul ocurre en el plano (e, v3), mientras que el verde en el plano
(r3,v3). Las 6rbitas negras son un esbozo de una muestra de érbitas que fluyen
desde AL y llegan a A", La superficie roja es la variedad central P;. Nétese que,
dado que /3 es simplemente la variedad critica M} escrita en las coordenadas
locales de este diagrama, las érbitas en P3 pueden identificarse con las variedades
lentas que se perturban desde M}. Aunque no mostramos A™  ya que es una
franja exponencialmente delgada, es evidente a partir del andlisis presentado que

algunas de las drbitas cercanas a Ps llegan a AJ™.
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Figura 4.7: Dindmica de (4.38) cerca del origen. En contraste con el flujo de (4.14),
la variedad central en el plano (vy, €4) no es unica.

4.1.4. Carta inferior

Las coordenadas locales en la carta K, = {0 = —1} estdan dadas por
U= TalUy, U= —T4, €=Ty€4, (4.37)

lo que conduce al campo vectorial local

% — raea(Q + ur) (A*M + O(ry)),
% = —AMQ(L + (A+ M — AM)us)uy — A*M(Q + us)uses + O(ra),  (4.38)
0 Q4+ un) (42M + O(r).

La dindmica es similar a la de la carta de entrada, solo que con la direccién € inver-
tida, por lo que simplemente mostramos en la figura 4.7 el flujo correspondiente
y omitimos los detalles.

4.1.5. Dinamica de explosion en Ty, oscilaciones de relaja-
cién y canard transitorio

Con el analisis realizado en las secciones 4.1.1-4.1.4 deducimos que la dindmica
de explosion en T¢ estd dada por dos flujos no equivalentes como se muestra en
la Figura 4.8.
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Figura 4.8: Las dos dinamicas ampliadas no equivalentes del punto Ty para A —
M+ AM < % a la izquierda y A — M + AM > % a la derecha. Las curvas
punteadas representan la variedad critica. Los flujos reducidos correspondientes

se indican con las flechas magenta. Comparese con la figura 3.1 cerca del punto
Tc.

En particular, la prueba de la siguiente proposicion se desprende del analisis
efectuado anteriormente.

Proposicién 15. Consideremos el sistema (4.11) y sean Xg, X1 y 3o las secciones
definidas de la siguiente manera (consulte también la figura 4.8):

Yo={(u,v,e) €ER® : 0<u<i, v=70, e<1}
Ui ={(u,v,6) €R® 1 w=w*, h(u) =6 <v <h(u) +6, e 1} (4.39)
Yo ={(u,v,6) ER® : u=u*, 0<v<h(u), e<1},

donde 1 < u* < u* son constantes positivas suficientemente pequenas. Entonces,
para A — M + AM > é y € > 0 suficientemente pequenos:

» La funcion Ty : Yo — Xs inducida por el flujo de (4.11) estd bien definida
y es una contraccion.

s Para 0 > 0 exponencialmente pequeno y QQ = Q,,, donde Q,, es el valor del
parametro Q para el cual hay un canard mdximo en P, la funcion 11 :
X1 — Yy inducida por el flujo de (4.11) estd bien definida.

Demostracion. En el nivel singular, es decir, para ¢ = 0, la funcién Il se
describe mediante la concatenacién de las érbitas correspondientes para 7 = 0
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en el analisis de expansién realizado en las Secciones 4.1.1-4.1.4. En particular,
véanse las figuras 4.4, 4.5 y 4.6, asi como el andlisis que conduce a ellas, junto
con una expansion. Para la funcion I1;_,5 solo hay que tener cuidado de tener los
parametros apropiados de modo que el flujo lento a lo largo de ./\/l(l)’r se dirija
hacia T como en la figura 4.9 y que el parametro @) se elija de modo que haya
un canard maximo en el punto de pliegue P.

Este resultado se obtiene para valores de () exponencialmente proximos a
Qr. Como se mostro en la seccion 3.6, la bifurcacion de Hopf singular en P para
(Q = Qy puede ser supercritica; por lo tanto, una eleccién apropiada de parametros
asegura la estabilidad del error maximo para e > 0 suficientemente pequeno. [

Observacion 12. Para A—M+AM < é, se puede demostrar que las trayectorias
que cruzan Yo convergen transversalmente al origen. Como esto no conduce a
un comportamiento oscilatorio, no entraremos en detalles sobre este caso. Sin
embargo, resulta interesante observar que, en este caso, el punto degenerado T
es un punto silla, pero eventualmente atrae a todas las orbitas.

A continuacién, discutimos las oscilaciones que estdn organizadas por las dos
singularidades, el pliegue P y el punto silla degenerado Ty, ver la figura 4.10,
que ahora se presenta en las coordenadas originales (u, v) del sistema (2.1) donde
S =ce

Contamos con todos los elementos para demostrar lo siguiente:

Teorema 13. Consideremos el sistema (2.1) con C = —AMQ y A— M + AM >
1

ok

1. Sean los pardmetros (A, M,Q) € (0,1) x (—1,0) x R+ elegidos de manera
que el punto de plieque P sea un punto de salto genérico. En particular, esto
implica que el punto de equilibrio Ey = (Uy, V1) estd en la rama izquierda
de M} con 0 < Uy < u,. Supongamos que Ey se encuentra dentro de una
distancia de orden O(1) desde la singularidad Te y P. Para € = 0, hay
una orbita singular vo como se muestra en el panel izquierdo de la figura
4.10. Para S = € < 1 hay un ciclo localmente estable . que converge en la
distancia de Haussdorf a vy como € — 0.

2. Sean los pardmetros (A, M, Q) € (0,1)x(—1,0)xR~q elegidos de manera que
el punto de pliegue P sea un punto de canard, es decir, Q = Qp, donde Qg
se did en (2.10). Para e = 0, hay una orbita singular vy como se muestra en
el panel derecho de la figura 4.10. Para S = e < 1y Q = Q.(¢) = Qg donde

Q. es el valor del pardmetro () para el cual existe un error mdximo, existe
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Figura 4.9: Ciclos singulares en los que nos centramos. El ciclo rojo sélido en (a)
representa una orbita candidata para una oscilacion de relajacion regular, que
aparece cuando C' < —AMQ@. Este ciclo ya fue estudiado en [63]; sin embargo,
lo incluimos aqui para ofrecer una presentacion completa. Véase la seccion 3.5.
Los dos ciclos en la parte inferior, (b) y (c), son degenerados y, hasta donde
sabemos, no han sido reportados previamente. A nivel singular, estos existen para
C = —AMQ@. Como mostramos en la seccién 4.1, el cilco representado en (b),
llamado canard transitorio, se construye mediante la combinacién de un canard
méximo en Py una transicion tipo silla (degenerada) en T¢. Por su parte, el ciclo
en (c) resulta de un salto genérico en P seguido de la misma transicién tipo silla
degenerada en T¢.
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Figura 4.10: A la izquierda mostramos una oscilacién de relajacion singular que
pasa por el punto de pliegue P y el punto singular 7. A la derecha mostramos
un canard transitorio que pasa por las mismas singularidades. Estos ciclos se
obtienen para diferentes regimenes de parametros (recuerde que en esta seccién
C = —AMQ) siempre que A — M + AM > % La oscilacién de relajacion se
obtiene cuando el punto de pliegue P es un punto de salto genérico. El canard
transitorio se obtiene cuando el punto de pliegue sufre una bifurcacion de Hopf

singular y el pardmetro Q) =~ Qg se elige de modo que haya un canard méaximo en
P.

un ciclo localmente estable 4. que converge en la distancia de Haussdorf a
Yo como € — 0.

Demostracion. Nos referimos a secciones adecuadamente definidas como se mues-
tra en la figura 4.10. Para ambos casos, la transicion ¥y — X3 se sigue de la
teoria de Fenichel, al igual que ¥4, — ¥3. Ademas, tales transiciones son contrac-
ciones exponenciales. Las transiciones >3 — >4, que también es una contraccién,
y Y3 — Y se siguen de [33]. Las transiciones ¥y — 35 v X1 — X son ambas
contracciones y son las versiones reducidas de la proposicién 15. Por lo tanto, la
existencia y estabilidad de . y de 7. se siguen de la concatenacién de las funciones
mencionadas anteriormente. O

4.2. Bifurcacion de Takens-Bogdanov

Recordemos que una bifurcacién de Takens-Bogdanov, es una bifurcacion de
un punto de equilibrio en una familia de pardmetros de ecuaciones diferenciales
ordinarias auténomas en el plano, donde el equilibrio critico tiene un valor propio
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Figura 4.11: Equilibrios de (2.1) y sus bifurcaciones en un diagrama de bifurcacién
de codimension 2 obtenido mediante Matcont [12]. Para este diagrama fijamos los
parametros A = %, = —1—10 y e = 5—10. La superficie gris corresponde a los
equilibrios. Para valores fijos de C', mostramos los equilibrios estables en azul
y los equilibrios inestables en rojo discontinuo. Estos equilibrios experimentan
una bifurcacion de Hopf supercritica a lo largo de la linea magenta soélida y una
subcritica a lo largo de la linea magenta discontinua. La linea magenta punteada
indica sillas neutras. La curva negra es una curva de puntos limite (LP), que
representa la regién donde el equilibrio positivo no es unico. Indicamos ademas
un punto de Hopf generalizado GH = (u,v; C, Q) = (0.544,0.306; 0.158,2.292), un
punto de cispide CP = (u,v;C, Q) =~ (0.133,0.128;0.078,1.657), y un punto de
Takens-Bogdanov BT = (u,v; C, Q) ~ (0.047,0.076;0.084, 1.721). Véase también

la figura 4.12, que complementa este diagrama.

cero de multiplicidad (algebraica) dos, y por lo tanto la parte lineal del sistema
de ecuaciones diferenciales es nilpotente.

Motivados por la simulacion numérica presentada en la figura 4.11, mostra-
remos que el sistema (2.1) exhibe una bifurcacién de Takens-Bogdanov de codi-
mensién 2, cuando existen dos puntos de equilibrio E, y E, (condicién 1(a) del
teorema 8) en las proximidades de T¢. Para lograr nuestro objetivo, primero ve-
rificaremos cudles son los valores de los parametros para los cuales tanto la traza
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Figura 4.12: Diagrama de bifurcacién que resalta los ciclos limite (curvas negras)
que surgen de las bifurcaciones de Hopf (comparar con la figura 4.11). Mostramos
los diagramas correspondientes para C' = 0, C' = 0.125 y C' = 0.175, los dos
ultimos alrededor del punto GH. De hecho, en los dos tltimos casos, los ciclos
limite de la explosién de canard se truncan y chocan con la curva de equilibrios,
dando lugar a una orbita homoclinica limite. Esto también es una verificacion
numérica de que las orbitas periddicas que surgen de una explosion de canard
terminan en una orbita homoclinica limite siempre que el equilibrio positivo no
sea unico, recuerde la observacion 3.

como el determinante de la matriz jacobiana J, dada en (2.6), evaluada en el
punto F,, se anulan simultaneamente.

Proposicién 16. Consideremos la matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto
E,. Entonces las condiciones necesarias y suficientes para que tr J’E = det J|E =
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0 son

us(1 —Q95)
Ay = ——F77>0,
Qs
(4.40)
M, = (4.41)
C?S + (C = D)u2(QS + 3) —u2(C(QS + 2) — 35) + 4CSu, + ul(QS + 4) <0
Uy ((C = Due(QS +2) — C(QS + 1) + u2(QS + 3)) ’
con, A=0.5,C=0.05 y M =-0.1.
Demostracion. La matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto E, es:
u*(u*+0)<(A—M+AM+2(M—|—1—A)U*—3UE) —u u*+C
En lo que sigue vamos a despejar M de las =0ydetJ ‘ .
Iniciemos por resolver tr J | 5, = 0 para M:
M= plu.) , (4.42)

QBu2(A+C —1)+2A(C — Du, — AC — 2Cu, + 4u?)
donde
p(u) = 5Qui +4Qui (A + C — 1) + u2(Q(BA(C — 1) —=3C + S) +2)
+u, (C(—2AQ + QS + 3) + AQS) + C(AQS + C).

Por otro lado, al resolver det J } . = 0 para M, obtenemos

M=
1

(Q (3u2(A + C — 1) + 2A(C — Du, — AC — 2Cu, + 4u?) )

(Cu*(AQ(?)u* ~9)

+ Quy(4u, — 3) +4) + u2(AQ(4u, — 3) + Qu.(5u, — 4) + 3) + 02).
(4.43)

Ahora, igualamos (4.42) y (4.44) y despejando A obtenemos

Qs

95

A=



Sustituyendo este valor en (4.44), obtenemos

M, =
C2S + (C = Dud(QS + 3) — u2(C(QS + 2) — 35) + 4CSu, + u*(QS + 4)
Uy ((C = Dua(QS +2) —C(QS + 1) + u2(QS + 3)) '

(4.44)

En resumen, hemos demostrado que (4.40) son condiciones necesarias y suficientes
paraquetrJ}E :detJ‘E = 0. n

Para ilustrar que la proposicion 16 concuerda con los resultados numéricos
presentados en la figura 4.11, se fijan los valores de los parametros segin la le-
yenda del pie de dicha figura: C' = 0.084, Q = 1.721, e = 5 = 0.02 y u, = 0.047.
Esto da como resultado A, = 0.493075 =~ % y M, = —0.114541 ~ —1—10. Estos
valores permiten verificar numéricamente las condiciones establecidas en la pro-
posicion, evidenciando la correspondencia entre el andlisis tedrico y los resultados
computacionales.

4.2.1. Forma normal

Teorema 14. Bajo las condiciones (4.40), el sistema (2.1) experimenta una bi-
furcacion Takens-Bogdanov de codimension 2 en una vecindad pequena del punto
de equilibrio positivo F,(u,,v.), cuando (M, A) varian cerca de (M, Ay). Ademds
se cumple lo siguiente:

(i) Existen valores de los pardmetros tales que el sistema (2.1) tiene un ciclo
limite inestable.

(ii) Existen valores de los pardmetros para los que el sistema (2.1) tiene un lazo
homoclinico inestable.

Demostracion. Sustituyendo (4.40) en el sistema (2.1), obtenemos el siguiente
sistema de despliegue

Ezl_f = u(u—C)((u+ A+ M)(1 —u)(u— (M. + X)) —v) = f(u,0),
! (4.45)
d_i =Sv(u+ A+ A1) (u—Qu—C) =g(u,v).
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Trasladamos el origen de coordenadas al punto de equilibrio en el sistema
(4.45), es decir, = u — u,, y = v — v,. Luego obtenemos

dx
2 3 2 4
d_ = apo + Q10T + g1y + 202" + a117Y + A30X” + A1 XY + Ag0T ",
-

d (4.46)
% = boo + biox + bo1y + b20132 + byixy + b21x2y.

donde

ago = Ui (e — C) ((us + A 4+ A1)(1 — ) (ue — (M + X2)) — v,

a9 = Uy (Us — C) (2u* — 3?4 Ay — 2u A A Mo (=14 20, 4+ X)) + (=14 2u, + ) Ao
F AL+ My = 2uy + X)) + U (—0s + (=1 4w ) (As + 1w + M) (M — ws + Ao)),
H(C 4 wa) (=i + (=1 + w) (As + s + M) (Mo — us + A2))
aon = (C—uw)uy, a3 = C—2uy, a9 =—1, ay =1-AACHM,—du,—A—Ny,
oy = 3M*u*—6ui—6M*uf+1Oui’+v*+M*)\1—3u*)\1—3M*u*)\1—|—6u3)\1+3u*)\2—6u3)\2
FX1 A2 = 3u A Ao+ Ay (Mo —3Mow, +3u, (=14 2u, — Ao) + Ao+ C(1+ M, —3u, +\2))
+C (= 6u2 + A+ Mo(—143u, + M) + (=14 M)Ao + 3u. (1= Ay + \2)),
aso = — M, + 4du, + 4Mu, — 10u? + Xy + M A — 4u g + (=1 4 du, + M) g
+A(1+C + M, — 4u, + Xg) — C(1 + M, — du, — A\ + X\p),
boo = S, (u* + A, + )\1) (u* — Qu, — C’),
big = Sv.(A — C — Qus + 2u, + \y),
bor = S(ux — C — Qui)(As + us + A1),
boo = Svx, bi1 = S(As — C — Qui 4+ 2us + A1), by =S

d
Ahora hacemos el cambio de variable U =y y V = d—y, de tal forma que el
T
sistema (4.46) se transforma en
dU
R /¢
dr ’
I agobio + (a10b1o + 2a0ebs) + (ap1bio + aob11)U + b1 V' + (agebio + 2a10beo)x
+ (ap1bi1 + aooblz)U2 + (a11b10 + 2a01b29 + a10b11 + 2a0pbor )xU + byzV + 200UV
+0 (U, V)P).
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El siguiente paso es lograr que esta tultima ecuacion solo dependa de U y V.
Luego debemos expresar a x en términos de U y V' mas términos de orden tres.
Para llevar a cabo ésto, proponemos que z sea de la siguiente forma:

v =2(U, V) =6+ 6U+ 8V + 03U% + 5,UV + 65V

Los coeficientes §; para ¢ = 1,...,5 son calculados al reemplazar en la ecuacién
anterior U =y y V = biox + b1y + bagx? + biizy + boey? para obtener

x = g + 2b1ox + (61 + 02b01)y + (d2b20 + 55b%0)$2 + (62b11 + d4b10 + 205b10b01 )Y
+ (62boz + 63 + dabor + 5b5, )y + O (|(z,y)[°) -

Ahora igualamos coeficientes y obtenemos el sistema de ecuaciones algebraicas

(50 — 0,
02b10 = 1,
(51 + 52[)01 == 0,

dabog + 5519%0 =0,
02011 + 0410 + 205b10bo1 = 0,
Sabog + 03 + 84boy + 05b3, =0

cuya solucién es:

b 1 bioborb1r — b2 byg — b2,b
50 - 07 51 = _b_Ol7 52 = b_’ (53 = 10%01*11 bgl 20 10 02’
10 10 10
2001020 — b10b11 bao
54 = b3 ) 55 - _bT
10 10

Por lo tanto

b(]l 1 blObOIbll - b(%leO - b%0b02 2 2b01b20 - bl(]bll b20 2
_ Mgy —y U Uv — 2v2,
T T T T b3, TR, 0,
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: . av
Sustituyendo estas expresiones en e obtenemos

-
dVv b 2a00bag + a10b
— = agobio + | (a10b10 + 2apobao) -2+ agibio + apobir | U + 00720 SacLi bor| V
d’T blO blg
{_ 261002311?%0 2a00b02162()bll _ 2a00bo1b21 _ 2a00b20bo2 + agobra -+ a1ob§1bzo — ayobos
b%o bty bio bio b1
2a01bg1b ao0b?
Bl aop1bi1 + oo a11b011 U?
bio 10
1
+ b <anb:{’0 — 2a90b30bo1 + 2a01b7gbao — 2a10b10b01b20 + 4agobor by
L 010
—b3obo1bi1 — 2anobiobaobi1 + 2b%boz + 2a00biobr] UV
[—2agob? biob b2, + b2.b
| ol b o £ B0 2 4o (0, 1)F).
L 10
Entonces podemos escribir el sistema (4.46) como:
dU
o
o (4.47)
% =Y +’Y1U+72V +73U2 +’Y4UV +75V2 -+ O(|<U, V)|3),
donde los v;, 2 =1,...,5 son
b
Yo = agobio, T = (aloblo + 2a00520) <_bﬂ) + ap1b10 + apobii,
10
o = 2a00520b+ ai0b1o 4 by,
10
g = _26100;(2)15%0 2a00b221520511 o 2a0(;)bOlb21 o QCLOObeObm + agobys + a102§1b20 — a1oby
10 10 10 10 10
2a01b01b agb?
Bl ke ap1b11 + 20701 _ a11bo1
bio bio
1
V= (anb:{’o — 2a90b3obo1 + 2a01b7gba0 — 2a10b10b01b20 + 4agobor by
10
— blobo1b11 — 2apobiobagbin + 2b%0boa + 2a00bigbar,
_ —2agob3y + a10biobzo + azbiy + bigbit
Y5 = b3
10
bajo la condicion ~y37y, # 0.
t
Ahora introducimos un nuevo tiempo a través de 7 = T-~T tal que dt =
— 5

(1 —v5U)dr. Ademés, definimos las nuevas variables t = U y y = (1 —U)V, de

99



tal forma que las ecuaciones (4.47) se transforman en

dr

ar 0

d 2

P (et e ey a® ey
dt 1 — v 1 — 2 1 — 2

Notemos que

dr dr
aUu av
=V|{-p— 1 —~U)—
( %d7>+( Vs )dT
_ sy dy
1 -y  dr’
V5Y°
lo cual se cumple si y solo si — = (. Como consecuencia
— V5T
dy 72 V4
2 —(1 = 2 2 O 3
7= (1= 72) <’70 et gy ey (ICz, 9)P)

= 0+ (11 — 29075)2 + Y2y + (93 — 27175 + Y072) 2
+ (71— v25)zy + O (|(z, 9)|?) -

En lo que sigue, continuaremos denotando la variable independiente nueva 7
como t. Entonces el sistema (4.47) toma la forma

@y
;it (4.48)
d_i = 1 + Yo + gy + Pax® + Yszy + O (|(2,9) ).

donde

Ui =7, Ye=7—27%% V3=, UYi=r—2M+%% Us="T1i—"727s

Estos coeficientes pueden ser expresados en términos de (@, A\; y Ao. En particular
tenemos que

77Z)4 - hl(Q) /\1’ /\2>)
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donde h1(Q, A1, A2) es una funcién que depende de @, y los coeficientes de (A1,
Ag), dependen suavemente de Q). Notemos que 14 < 0 cuando 1.7 < @ < 1.8 y Ay,
Ao son pequenos, ver la figura 4.13.

Wi

-0.00196 f

-0.00198

-0.00200 f

-0.00202 F

-0.00204 f

-0.00206 f

Figura 4.13: Gréfica de ¢4 la cual es negativa cuando 1.7 < @) < 1.8.

Ahora introducimos un nuevo tiempo 7 = \/—1/y, tal que — = +/—14. Ademas
definimos las variables 1 = x y x9 = y_ Luego, en las nuevas variables las

V=4

ecuaciones del sistema (4.48) son

d[[‘l
- = o,

dr

dx

J:—ﬁ—ﬁl—F U I%—i—ﬂ

dr Vs Yy V=T — 4
En lo que sigue, continuaremos denotando la variable independiente nueva 7 como
t. Entonces el sistema (4.48) toma la forma

2122 + O (| (21, 22)]%)

dr _
at (4.49)
dxy ¢1 % 103 2 Z/15 '
= = S ——xy — 2+ ——x129 + O (|(21,22) %) .
dt va Yu V= Py (e, 22))
Definimos el cambio de variable
P2 _
I_x1+2¢4 Y = Xa.

donde, sin pérdida de generalidad, x y y no son las mismas variables definidas
anteriormente.
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Luego las ecuaciones del sistema (4.49) se pueden escribir como

dx

E:ya

(4.50)

vy +0 (|(z.)]*).

—thy 2/ =y

dy_ (00 ¢%+< V3 Po1)s )y—:z:2+ (3

PTARTIE V—s

Tenemos que
77Z}5 = h2(Q7 )\17 )\2)7

donde hy(Q, A1, \2) es una funcién que depende de ) cuyos coeficientes de (Mg,
A2) dependen suavemente de ). Ademds, ¥5 > 0 cuando 1.7 < @ < 1.8 y A1, Ay
son pequenos, ver la figura 4.14.

w5
0.4930F
0.4925F
0.4920F
0.4915F
0.4910F
0.4905F

0.4900F

= Q

1.72 1.74 1.76 1.78 1.80

Figura 4.14: Gréfica de 5 la cual es positiva cuando 1.7 < @) < 1.8.

: : : : V=
Finalmente, introducimos una nueva escala de tiempo 7 =

t tal que dr =
5

vy 2 3
$a dt, y tomando en cuenta las nuevas variables z; = %x, Ty = Ly,
Y5 (N Yav/ =1y
las ecuaciones del sistema (4.50) se transforman en
d.fl?l
—_— x s
dr 2

dry _ iy P35 " <¢2¢§ Y3t
dr ¢f 4 207

Sin pérdida de generalidad, escribimos 7 como ¢, y obtenemos la forma versal del

> To + x% + 2129 + O (|($1,x2)|3) )
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sistema (4.46)

d.I‘l "

— = T,

ddt (4.51)

% =T + Toy + 22 + 1179 + O (|(21, 2)|?)

donde . - )
Y S T R
v g 20
Con el fin de ver la independencia lineal de 7 y 7, calculamos el determinante

‘ 8(7’1, 7'2) 7& O
a()‘la )‘2) A=0

cuando 1.7 < @) < 1.8. Entonces 71 y 7 son parametros linealmente indepen-
dientes, y la transformacion de parametros anterior es un homeomorfismo en una
vecindad pequena del origen.

Notemos que todas las transformaciones de tiempo que hemos realizado son
positivas, entonces usando los resultados en Takens [55] y Bogdanov [6] (ver tam-
bién [7] y [48]) obtenemos de el sistema (4.46) el desarrollo versal del desdobla-
miento de una bifurcacién Takens-Bogdanov de codimension 2 dada por (4.51).
En otras palabras, el sistema (4.46) sufre una bifurcacién de Takens-Bogdanov de
codimension 2 en una pequena vecindad de E, (u.,v,), pues (M, A) varia cerca de
(M,, A,), vy la bifurcacién de Hopf dentro de la bifurcacién de Takens-Bogdanov
es subcritica.

Obtenemos las siguientes representaciones locales de las curvas de bifurcacién
ver [48]:

(i) la curva de bifurcacién de silla nodo SN = {(7y, 72)|m = 0,72 # 0},
(ii) La curva de bifurcacién de Hopf subcriticaes H = {(71, 72)|m2 = v/—71, 71 < 0},

(ili) La curva de bifurcacién homoclinica es HL = {(11, 72)|72 = 2¢/=71, 71 < 0}.
[

A partir del diagrama de bifurcacion de Takens-Bogdanov, asi como de los
correspondientes retratos de fase del sistema en la figura 4.15, tenemos la siguiente
informacion.
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Figura 4.15: Diagrama de bifurcacién y su correspondiente retrato de fase del
sistema (4.46). El origen es el punto de bifurcacién Takens-Bogdanov (TB), y las
curva de bifurcacién SN se refiere a silla-nodo, H a Hopf y H L a lazo homoclinico.

. Las curvas de bifurcacion SN, H y HL dividen al entorno del origen en el
plano (71, 72) en cuatro regiones.

. Cuando (71, 75) = (0,0), el tnico punto de equilibrio positivo es una ctispide
de codimensién 2.

. No hay puntos de equilibrio cuando los parametros estan en la regién I.

. Cuando los parametros cruzan la region SN hacia la regién I1, hay dos
puntos de equilibrio a través de la bifurcacién de silla-nodo, uno es un foco
inestable y el otro es una silla.

. Cuando los parametros cruzan H hacia la regién I11, aparece un ciclo limite
inestable a través de la bifurcacion subcritica de Hopf, donde el foco es
estable, mientras que cuando los parametros estan en la curva H, el foco es
inestable con multiplicidad uno.

. Cuando los parametros cruzan la region 11 y se encuentran en la curva HL,
aparece un ciclo homoclinico inestable a través de la bifurcacién homoclinica.

. Cuando los pardmetros cruzan la region [11 hacia la region [V, las ubi-
caciones relativas de una variedad estable y una inestable de la silla Ef se
invierten.
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Capitulo 5

Conclusiones

En el contexto de la dinamica ecolégica presa-depredador, este trabajo se enfo-
ca en la coexistencia de depredadores y presas, asumiendo que las presas presentan
una dinamica réapida. Hemos identificado una bifurcacién de Hopf singular, de la
cual emergen ciclos de canard estables que aumentan de amplitud, dando lugar
a una explosién de canard. Adema&s, demostramos la existencia de un ciclo de
relajacién asociado a este comportamiento. Cabe recordar que en el estudio pre-
sentado se considera el efecto Allee débil, representado por m < 0 en el sistema
(1) (0 M < 0 en el sistema (2.1)), que garantiza la existencia del punto de equili-
brio Te = (0, —M A), donde si ademéas C' = —AM (@), se produce una singularidad
transcritica degenerada. Hemos descubierto que este punto puede comportarse de
dos maneras segin los pardmetros: por un lado, puede comportarse como un nodo
estable y, por otro, como un punto silla. En el primer caso, las érbitas cercanas a
Tc, que biolégicamente corresponden a una poblacién baja de presas y una pobla-
cién de depredadores de &~ —M A, el sistema puede evolucionar hacia la extincién
de la presa o hacia un ciclo de coexistencia donde el tiempo transcurrido cerca de
T es considerablemente largo, debido precisamente a la naturaleza degenerada
del punto.

Hemos encontrado (véanse la figura 4.11 y la seccién 4.2) la existencia de
un punto de Takens-Bogdanov. Esto, naturalmente, conduce a dindmicas locales
interesantes como la bifurcacién de silla nodo, bifurcacion de Hopf subcritica y
bifurcacion homoclinica que influyen en la dinamica global. De la figura 4.11,
esta bifurcacién ocurre cerca de la regiéon donde se encuentran dos equilibrios
coexistentes positivos.

Varios problemas de investigacion permanecen abiertos. Aqui discutimos algu-
nos. En las simulaciones observamos que cuando el punto de equilibrio se desplaza
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a través de la variedad critica hacia el punto 7¢ su estabilidad cambia y también
varia el signo del parametro A. Recordemos que este parametro determina la cri-
ticidad de la bifurcacion de Hopf, por lo que este cambio sugiere la ocurrencia
de una bifurcaciéon de Hopf generalizada. Se puede consultar la figura 4.11 para
una visualizacion mas clara. Un problema adicional de interés, que no se aborda
en el presente trabajo, es el de la ciclicidad [61, 60]. Su estudio en el contexto
degenerado constituye una linea de investigacién relevante que podria explorarse
en trabajos futuros.
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