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Dra. Martha Álvarez Ramı́rez. Por su disponibilidad para guiarme a lo largo de
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3.1 Modelo lento-rápido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2 Forma normal del sistema lento-rápido . . . . . . . . . . . . . . . 47
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lugar a ciclos de canard en el oscilador de van der Pol. Para ε > 0
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valor cŕıtico Q = Q∗C , a partir del cual el punto E∗ = TC adquiere
estabilidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.9 Cuando E∗ = TC , se cumple que C
Q

= −AM , lo que implica que
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Introducción

La ecoloǵıa matemática se apoya fundamentalmente en el análisis de la dinámi-
ca presa-depredador para predecir las interacciones entre especies, aśı como su evo-
lución, crecimiento y patrones de distribución poblacional de las especies biológicas
involucradas.

El primer modelo presa-depredador basado en sólidos principios matemáticos
fue propuesto por Lotka [40] y Volterra [57]. A ráız de sus hallazgos, desde entonces
se han llevado a cabo numerosos intentos para mejorarlos. Uno de los esfuerzos
para lograr esta tarea es el modelo de Leslie-Gower, cuya principal caracteŕıstica es
que la ecuación de crecimiento del depredador es loǵıstica, lo que implica que existe
competencia o autointerferencia entre los depredadores, ver [38]. Actualmente, el
modelo de Leslie-Gower ha sido estudiado desde un punto de vista matemático
y biológico por muchos investigadores, lo cual es evidente por la cantidad de
trabajos publicados, ver por ejemplo [20], [29], [16], [49], [18] y las referencias alĺı
contenidas.

En 1931 el biólogo W.C. Allee investigó las fluctuaciones poblacionales y descu-
brió que una variedad de fenómenos biológicos afectan la dinámica de las especies,
como las dificultades para encontrar pareja, la termorregulación social, la deriva
genética, la evitación de enemigos naturales, la evitación de depredadores, la de-
fensa de los recursos y la mala nutrición debido a la baja densidad de población.
Este fenómeno ahora se conoce como efecto Allee. Los efectos Allee fuertes dan co-
mo resultado tamaños de población cŕıticos, mientras que los efectos Allee débiles
no. Esto se debe al v́ınculo del efecto entre la densidad o el tamaño de la pobla-
ción y la aptitud individual. Se anima a los lectores interesados en este tema a
consultar, por ejemplo, [45], [9], [51].

La respuesta funcional, se refiere a la cantidad de presas que consume un
depredador por unidad de tiempo, es un componente crucial de los modelos ma-
temáticos de la dinámica presa-depredador. La capacidad de la presa para huir
de un ataque o el éxito de la persecución del depredador son dos ejemplos de
las variables que pueden afectar. Diversos estudios en dinámica poblacional han
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modelado la respuesta funcional utilizando formulaciones de tipo Holling I, II, III
o IV (véase [23], [24]). En este trabajo se analiza un modelo presa-depredador
que incorpora una respuesta funcional Holling tipo II, caracterizada por un pre-
dominio del tiempo de búsqueda a bajas densidades de presas y del tiempo de
manipulación a altas densidades. Esta formulación permite capturar de manera
más realista las limitaciones en la capacidad de consumo del depredador, es decir,
a bajas densidades de presas, el depredador dedica más tiempo a la búsqueda
activa, mientras que, a altas densidades, el tiempo de manipulación de las presas
capturadas se vuelve predominante. Matemáticamente, esto se expresa como

h(x) =
qx

bx+ a
,

donde x = x(t) denota la densidad de la población de presas en el tiempo t ≥ 0, q
representa la tasa máxima de consumo per cápita, b esta asociado con el tiempo
de manejo por presa capturada y a es el parámetro de saturación, correspondiente
al número de presas necesario para que la tasa de depredación alcance la mitad de
su valor máximo. En este trabajo, y sin pérdida de generalidad, fijaremos b = 1, lo
cual equivale a una adecuada elección de las unidades de la variable x (densidad de
presas), de manera que el punto de semisaturación se ubique en la escala deseada.

El siguiente modelo presa-depredador de Leslie-Gower con respuesta funcional
Holling tipo II, efecto Allee en la presa y depredador generalista es considerado
por Arancibia-Ibarra y Flores en [3]:

dx

dt
= rx

(
1− x

K

)
(x−m)− qxy

x+ a
,

dy

dt
= sy

(
1− y

nx+ c

)
,

(1)

donde x y y representan el tamaño de las poblaciones de presas y depredadores,
respectivamente, en el momento t. Los significados biológicos de los parámetros
r, K, m, q, a, s, n y c se muestran en la tabla 1.

Es importante destacar, debido a su relevancia en el análisis posterior, que los
ejes coordenados en el sistema (1) son invariantes bajo la dinámica. Por razones
de interpretación biológica, nos limitamos a estudiar el sistema (1) en el primer
cuadrante, es decir, en la región {(x, y) ∈ R2 , x ≥ 0, y ≥ 0}.

La investigación de Arancibia-Ibarra y Flores [3] se enfocó en demostrar que
el sistema (1) experimenta bifurcaciones de Hopf y Takens-Bogdanov bajo ciertas
condiciones entre los parámetros. Más recientemente, Zhu y Liu han analizado
el mismo sistema en [63], pero asumiendo que la población de presas aumenta
mucho más rápido que la de los depredadores. Esto conduce a un sistema lento-
rápido y, dado que un depredador puede coexistir con varias generaciones de
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Parametros Descripción
r tasa de crecimiento intŕınseca de la presa
K capacidad de carga ambiental para la presa
m población mı́nima viable o umbral de Allee
q tasa máxima de consumo per cápita de los depredadores
a es la cantidad de presas para llegar a la mitad de q
s tasa de crecimiento intŕınseca de los depredadores
n calidad de los alimentos, indica cómo los depredadores convierten

las presas devoradas en nuevos nacimientos de depredadores
c capacidad de carga ambiental para el depredador

Tabla 1: Significado biológico de los parámetros presentes en el sistema (1).

presas, se pueden distinguir dos escalas de tiempo para la presa y el depredador,
matemáticamente resulta en un sistema lento-rápido. Utilizando la teoŕıa de la
forma normal lenta-rápida, la teoŕıa geométrica de la perturbación singular y la
teoŕıa de Fenichel [15], se logran identificar fenómenos dinámicos significativamen-
te más complejos, como los efectos de Allee fuerte (m > 0) y débil (m < 0). Este
último incluye la aparición de ciclos de canard, que surgen desde un punto de
bifurcación de Hopf, la explosión de canard, oscilaciones de relajación descritas
por la función de entrada-salida, y la presencia de órbitas heterocĺınicas y ho-
mocĺınicas. No obstante, Zhu y Liu [63] no consideran un caso degenerado que
también muestra un comportamiento dinámico interesante. Este caso degenerado
ocurre cuando la nuclina lenta interseca la rápida a lo largo del eje y, como se
explica en el caṕıtulo 4. Además, cerca de este punto degenerado, descubrimos
numéricamente fenómenos nuevos que no hab́ıan sido reportados anteriormente.
Utilizando técnicas modernas, pudimos determinar la criticidad de la bifurcación
singular de Hopf.

Los resultados de este trabajo fueron discutidos y analizados en colaboración
con el Dr. Hildeberto Jardón-Kojakhmetov del Bernoulli Institute for Mathema-
tics, Computer Science and Artificial Intelligence de la Universidad de Groningen.
Como fruto de esta colaboración, se publicó el art́ıculo [1].

Este trabajo está organizado de la siguiente manera. En el caṕıtulo 1, se pre-
sentan los conceptos fundamentales de la teoŕıa de bifurcaciones, se introduce la
teoŕıa de Fenichel y se proporcionan las herramientas necesarias para el análisis
de sistemas lento-rápido. Además, el material relacionado con estos sistemas y la
técnica de explosión (blow-up) ha sido adaptado de [26]. En el caṕıtulo 2, se reali-
za una transformación del modelo descrito por las ecuaciones (1) a un sistema de
ecuaciones polinómicas topológicamente equivalente, mediante el uso de variables
escaladas. Esta reducción facilita el análisis matemático del sistema al simplificar
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su estructura sin alterar su comportamiento cualitativo. Además, en la sección
2.2, se establecen las condiciones sobre los parámetros del modelo que garantizan
la existencia de puntos de equilibrio positivos y su estabilidad lineal es analizada
en la sección 2.3.

El sistema lento-rápido se introduce y estudia en el caṕıtulo 3. La variedad
cŕıtica M0 se calcula en la sección 3.1, donde se muestra que se compone de dos
partes disconexas. A continuación, se aplica la teoŕıa de Fenichel, la cual per-
mite analizar el comportamiento del sistema perturbado en un entorno de M0,
espećıficamente cuando el parámetro ε, que define las escalas de tiempo, es pe-
queño. En la sección 3.2, se calcula la forma normal del punto de pliegue P , el
cual es el punto donde las partes atractora y repulsora de M0 coinciden. El caso
en el que el punto P coincide con el punto de equilibrio positivo se trata en la
sección 3.3, donde se aplica la técnica de explosión (blow-up) para llevar a cabo la
desingularización del sistema. Este procedimiento facilita el análisis detallado de
la dinámica y las bifurcaciones cercanas a esta degeneración. En particular, iden-
tificamos la aparición de ciclos de canard que surgen de una bifurcación de Hopf
singular, proporcionando una comprensión más profunda de los comportamientos
dinámicos complejos en esta región del sistema. La rápida transición en el tamaño
del ciclo ĺımite, desde pequeños ciclos de canard hasta oscilaciones de relajación,
ocurre en un rango exponencialmente pequeño del parámetro de bifurcación. Este
fenómeno se asocia con la explosión de canard, un proceso que se analiza detalla-
damente en la sección 3.4. La función de entrada-salida, utilizada para estudiar
las oscilaciones de relajación y los ciclos de canard, se detalla en la sección 3.5.
Esta función describe cómo el sistema se comporta con pequeñas perturbaciones,
siendo clave para entender los fenómenos de oscilación y la aparición de soluciones
periódicas, en particular las que surgen de la bifurcación de Hopf singular. En la
sección 3.6, aplicamos la técnica descrita por por De Maesschalck y et al. en [43]
la cual permite determinar de manera intŕınseca la criticidad de una bifurcación
de Hopf en sistemas lento-rápido sin necesidad de llevar el sistema a su forma
normal.

En el caṕıtulo 4, se analiza el comportamiento asintótico del modelo (2.1)
en las proximidades de una bifurcación transcŕıtica degenerada, la cual ocurre
cuando las nulclinas se intersectan en el punto de bifurcación transcŕıtica TC .
Para estudiar este fenómeno, se emplean dos herramientas fundamentales de la
teoŕıa de sistemas dinámicos: la reducción a la variedad central y la técnica de
explosión.

En la sección 4.2, motivados por la simulación numérica presentada en la figura
4.11, mostraremos que el sistema (2.1) exhibe una bifurcación de Takens-Bogdanov
de codimensión 2, cuando existen dos puntos de equilibrio E∗ y E2 (condición 1(a)
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del teorema 8) en las proximidades de TC .

Todos los cálculos necesarios, aunque tediosos, para obtener los resultados pre-
sentados en esta tesis, aśı como las gráficas, fueron realizados utilizando el soft-
ware Mathematica. Además, empleamos el paquete MatCont, basado en Matlab,
para calcular la continuación de puntos de equilibrio y bifurcaciones, aśı como las
gráficas obtenidas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Una ecuación diferencial ordinaria con coeficientes reales se dice que es estruc-
turalmente estable (para definiciones precisas, véase [21, 47]), cuando un pequeño
cambio en los coeficientes produce una ecuación diferencial perturbada, cuya fa-
milia de curvas solución son cualitativamente las mismas que las de la ecuación
diferencial original.

Una bifurcación es un cambio en la estructura cualitativa del diagrama de
fases de un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

x′ = f(x, λ) (1.1)

donde x ∈ Rm y λ ∈ Rn es un parámetro que vaŕıa en una vecindad de un
valor cŕıtico λ0. La codimensión de una bifurcación se define como el número
mı́nimo de parámetros que deben modificarse para que la bifurcación ocurra de
manera genérica; este valor es siempre menor o igual que n. Para determinar la
codimensión, comúnmente se realiza un proceso de reducción o normalización del
sistema, lo que permite identificar las condiciones esenciales bajo las cuales la
bifurcación se manifiesta.

Por otro lado, dado un campo vectorial V definido por (1.1), en λ0 se puede
buscar una familia de campos vectoriales que contengan a V y que satisfaga un
criterio de estabilidad estructural. Esta familia se llama una deformación versal (o
desdoblamiento universal) de V (ver [21]).

Una de las bifurcaciones más estudiadas en sistemas dinámicos es la bifurcación
de Hopf ver [48]. A continuación, se describe su estructura. En este caso, tenemos
x ∈ R2 y un parámetro λ ∈ R.
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Considere el sistema anaĺıtico en el plano

ẋ = λx− y + p(x, y)

ẏ = x+ λy + q(x, y)
(1.2)

donde las funciones

p(x, y) =
∑
i+j≥2

aijx
iyj =(a20x

2 + a11xy + a02y
2)

+ (a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a03y

3) + · · ·

y

q(x, y) =
∑
i+j≥2

bijx
iyj =(b20x

2 + b11xy + b02y
2)

+ (b30x
3 + b21x

2y + b12xy
2 + b03y

3) + · · · .

son anaĺıticas.

Para λ = 0, Df(0, 0) tiene un par de valores propios imaginarios puros y el
origen se denomina foco débil o foco múltiple. El primer coeficiente de Liapunov
σ está dado por la ecuación

σ =
3π

2

(
3(a30 + b03) + (a12 + b21)− 2(a20b20 − a02b02)

+ (a11(a02 + a20)− b11(b02 + b20)
)
.

(1.3)

Teorema 1. (Bifurcación de Hopf) Si σ < 0, entonces para cada λ > 0 existe una
única órbita periódica asintóticamente estable que se bifurca del punto de equilibrio
x0. Si σ > 0, entonces para cada λ < 0 existe una única órbita periódica inestable
que se bifurca del punto de equilibrio x0.

Definición 1. El caso σ < 0 se llama una bifurcación de Hopf supercŕıtica, y
σ > 0 es una bifurcación de Hopf subcŕıtica. Ver las figuras 1.1 y 1.2.

1.1. Bifurcación de Takens-Bogdanov

En esta sección vamos a dar condiciones suficientes para que algunos sistemas
de ecuaciones diferenciales en el plano tipo Takens-Bogdanov, sean topológica-
mente equivalente a su deformación versal (o desdoblamiento universal), para
más detalles ver [36].
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Figura 1.1: Bifurcación de Hopf supercŕıtica. Figura tomada de [36].

Figura 1.2: Bifurcación de Hopf subcŕıtica. Figura tomada de [36].

La bifurcación de Takens-Bogdanov desempeña un papel fundamental en el
análisis del comportamiento de los sistemas dinámicos, ya que puede dar lugar
a la aparición de órbitas homocĺınicas asociadas a puntos de equilibrio tipo silla,
en un entorno próximo a valores cŕıticos de los parámetros. Supongamos que el
sistema en el plano está definido por

ẋ = P (x, y),
ẏ = Q(x, y),

(1.4)

donde el punto denota la derivada con respecto de t, y las funciones P , Q son
anaĺıticas en un entorno del origen (0, 0) y éste es un punto de equilibrio aislado.

Sea f(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) y sea A = Df(0, 0) la matriz de la parte lineal.
En el caso de que A tenga un único valor propio cero, es decir, detA = 0, pero
trA 6= 0, en Andronov et al. [4], pág. 338, se demuestra que el sistema (1.4) puede
ser escrito en la forma

ẋ = p1(x, y), (1.5)

ẋ = y + p2(x, y), (1.6)
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donde p1 y p2 son anaĺıticas en un entorno del origen y tienen expansión que inicia
con términos de segundo grado en x y y. El siguiente teorema está demostrado en
la sección 12.1, pág. 340 de Andronov et al. [4].

Teorema 2. Sea el origen un punto de equilibrio aislado del sistema anaĺıtico
(1.5). Sea y = φ(x) una solución de la ecuación y+p2(x, y) = 0 en un entorno del
origen, y la expansión de la función ψ(x) = p2(x, φ(x)) en un entorno de x = 0
tiene la forma ψ(x) = amx

m + . . . , donde m ≥ 2 y am 6= 0. Entonces

1. para m impar y am > 0, el origen es un nodo inestable

2. para m impar y am < 0, el origen es (topológicamente) una silla

3. para m par, el origen es una silla-nodo.

En el caso de que la matriz A tenga dos valores propios cero, es decir, detA = 0
y trA = 0, el sistema (1.4) puede transformarse, mediante cambios de coordenadas
y escalamiento de tiempo, a la siguiente forma normal:

ẋ = y,
ẏ = akx

k[1 + h(x)] + bnx
ny[1 + g(x)] + y2R(x, y),

(1.7)

donde h(x), g(x) y R(x, y) son funciones anaĺıticas en un entorno del origen, con
h(0) = g(0) = 0, k ≥ 2, ak 6= 0 y n ≥ 1.

Esta forma normal permite caracterizar la naturaleza del punto de equilibrio,
como se detalla en [4], pág. 356, y se resume en el siguiente resultado.

Teorema 3. Sea k = 2m con m ≥ 1 en (1.7). Entonces el origen en (1.4) es:

1. una cúspide si bn = 0 y también si bn 6= 0 y n ≥ m,

2. un punto silla-nodo si bn 6= 0 y n < m.

La demostración de este teorema se puede consultar en [4], páginas 357-362.

Ahora consideremos la familia de campos vectoriales

ẋ = f(x, y, µ),
ẏ = g(x, y, µ),

(1.8)

donde x, y ∈ R, µ ∈ Rm, m ≥ 2, y f, g ∈ C∞(x, y, µ).

Supongamos que para µ = 0, el sistema (1.8) tiene un punto de equilibrio en
el origen x = y = 0, y que la parte lineal del sistema en dicho punto tiene un valor
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propio λ = 0 con multiplicidad algebraica dos y geométrica uno. En este caso, la
parte lineal es similar al bloque de Jordan de orden dos:(

0 1
0 0

)
.

Bajo estas condiciones, el sistema (1.8) puede escribirse, para µ = 0, en la forma
normal

ẋ = y,
ẏ = ax2 + bxy +O(|(x, y)|3).

(1.9)

Supongamos además que ab 6= 0 en (1.9). Bajo esta condición, es posible
realizar un cambio de variables y un reescalamiento del tiempo adecuados para
normalizar los coeficientes no nulos del término cuadrático y del término mixto.
Considerando la transformación:

x 7→ a

b2
x, y 7→ a2

b3
y, t 7→ b

a
t,

el sistema (1.9) se transforma en

ẋ = y,
ẏ = x2 + xy +O(|(x, y)|3).

(1.10)

Notemos que si ab < 0, entonces la dirección del tiempo se invierte. Si uno
quiere mantener la dirección del movimiento, entonces (1.9) debe ser transformado
en la ecuación que tiene la misma forma que (1.9) con a = 1, b = ±1. Nosotros
solamente consideramos el caso b = 1. El caso b = −1 es similar.

Definición 2. Una familia de campos vectoriales (1.8) es llamada deformación
de la ecuación (1.10) si para µ = 0 se tiene la forma (1.10).

Bajo las hipótesis consideradas, podemos suponer que el sistema (1.8) constitu-
ye una familia de deformaciones del sistema normalizado (1.10), y puede escribirse
de la siguiente forma:

ẋ = y + w1(x, y, µ)
ẏ = x2 + xy +O(|(x, y)|3) + w2(x, y, µ),

(1.11)

donde x, y ∈ R, µ ∈ Rm, m ≥ 2, w1, w2 ∈ C∞(x, y, µ) y wi|µ=0 = 0, i = 1, 2.

La familia biparamétrica de campos vectoriales

ẋ = y,
ẏ = µ1 + µ2y + x2 + xy,

(1.12)
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es la deformación versal de (1.10). Este resultado no es obvio y su demostración fue
dada por Takens [55] y Bogdanov [6]. Obtenemos las siguientes representaciones
locales de las curvas de bifurcación (ver [48]):

(i) La curva de bifurcación de silla nodo SN = {(µ1, µ2)|µ1 = 0, µ2 6= 0}.

(ii) La curva de bifurcación de Hopf subcŕıtica esH = {(µ1, µ2)|τ2 =
√
−µ1, µ1 < 0}.

(iii) La curva de bifurcación homocĺınica es HL = {(µ1, µ2)|τ2 = 5
7

√
−µ1, τ1 <

0}.

Figura 1.3: Diagrama de bifurcación y retratos fase de (1.12). Figura tomada de
[48].

Con el fin de explicar brevemente la Teoŕıa Geométrica de Perturbación Singu-
lar, de la cual usamos algunas técnicas para analizar el sistema (1), en las siguientes
secciones damos un breve extracto del estudio sobre el método de explosión para
sistemas de tipo lento-rápido [26].

1.2. Sistemas de tipo lento-rápido

Algunos sistemas f́ısicos y biológicos están formados por procesos que operan
en escalas de tiempo y longitud distintas. Los modelos matemáticos empleados
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para analizar estos sistemas de múltiples escalas suelen abordarse como problemas
de perturbación singular, destacándose los problemas de dos escalas. Por ejemplo,
un sistema de tipo lento-rápido se describe mediante una ecuación diferencial
ordinaria (EDO) singularmente perturbada de la forma

εẋ = f(x, y, ε),

ẏ = g(x, y, ε),
(1.13)

donde el punto superior denota la derivada con respecto al tiempo lento t, x ∈ Rm

y y ∈ Rn denotan las variables rápida y lenta respectivamente, y ε > 0 es un
pequeño parámetro que representa la separación de la escala de tiempo.

Al definir el tiempo rápido τ :=
t

ε
, podemos reescribir el sistema (1.13) como

una ε-familia de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

x′ = f(x, y, ε),

y′ = εg(x, y, ε),
(1.14)

donde ahora prima (′) denota la derivada con respecto al tiempo rápido τ . Supo-
nemos que f : Rm × Rn × R −→ Rm y g : Rm × Rn × R −→ Rm son de clase Ck,
con k suficientemente grande.

El concepto de Teoŕıa Geométrica de Perturbación Singular (TGPS), se refie-
re a la colección de técnicas geométricas con las que se pueden analizar sistemas
de tipo lento-rápido. La idea de TGPS es estudiar los ĺımites de (1.13) y (1.14)
cuando ε→ 0, analizar objetos invariantes en los dos ĺımites y luego usar métodos
de perturbación para describir la dinámica de (1.13) y (1.14) para ε > 0 suficien-
temente pequeño. En consecuencia, al considerar ε = 0 en (1.13) obtenemos

0 = f(x, y, 0),

ẏ = g(x, y, 0),
(1.15)

que se llama sistema reducido (o subsistema lento), y el flujo de (1.15) se llama
flujo lento. Estructuralmente, el sistema (1.15) es una ecuación diferencial restrin-
gida (o ecuación algebraica diferencial), ver [56]. A partir de (1.14) obtenemos
para ε = 0 la EDO

x′ = f(x, y, 0),

y′ = 0,
(1.16)

que se llama ecuación de capa (o subsistema rápido) donde podemos ver a las
variables lentas (y) como parámetros. Observamos en (1.15) que el conjunto
{f(x, y, 0) = 0} define el espacio de fase de las soluciones del subsistema lento
y el conjunto de puntos de equilibrio de la ecuación del subsistema rápido. Esto
conduce a la siguiente definición natural:
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Definición 3. (Variedad cŕıtica). La variedad cŕıtica se define como el conjunto

S0 = {(x, y) ∈ Rm × Rn | f(x, y, 0) = 0}. (1.17)

Notemos que aunque llamamos a S0 una variedad, estrictamente hablando,
las soluciones de la ecuación f(x, y, 0) = 0 no definen necesariamente una va-
riedad diferencial, es decir, pueden no ser localmente difeomorfas a un espacio
euclidiano. Una caracteŕıstica importante que pueden tener las variedades cŕıticas
es la hiperbolicidad normal.

Definición 4. Un punto p = (x, y) ∈ S0 se llama hiperbólico si la matriz Dxf(p, 0) ∈
Rm×m, donde Dx representa la derivada total con respecto a x, no tiene valores
propios en el eje imaginario. La variedad cŕıtica S0 se denomina normalmente
hiperbólica si todos los puntos p ∈ S0 son hiperbólicos.

De manera equivalente a la definición (4), se puede decir que S0 es normal-
mente hiperbólica si todos sus puntos son puntos de equilibrio hiperbólicos del
subsistema rápido. En caso contrario, llamaremos a p ∈ S0 no hiperbólico si la
matriz Dxf(p, 0) tiene al menos un valor propio en el eje imaginario.

Un punto hiperbólico p es atrayente si todos los valores propios tienen una
parte real negativa, repelente si todos los valores propios tienen una parte real
positiva, y tipo silla si hay valores propios negativos y positivos en la parte real. Si
la variedad cŕıtica es, o no, normalmente hiperbólica, distinguirá las herramientas
que se necesitan para el análisis del correspondiente sistema lento-rápido. En el
caso de la hiperbolicidad normal tenemos el teorema de Fenichel; en el caso de
pérdida de hiperbolicidad normal debido a la presencia de puntos no hiperbólicos,
podemos utilizar el método de blow-up (explosión). Un esquema representativo de
la teoŕıa geométrica de perturbación singular dado en la figura 1.4. Para mayores
detalles sobre esta teoŕıa el lector es referido a [15] y [33].

La pérdida de hiperbolicidad normal en un sistema lento-rápido es muy rele-
vante ya que está relacionada con caracteŕısticas dinámicas como: ciclos de canard,
explosión de canard, oscilaciones de relajación, etcétera.

1.3. Teorema de Fenichel

El teorema de Fenichel, proporciona herramientas y técnicas geométricas para
analizar sistemas de tipo lento-rápido con puntos hiperbólicos :
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Figura 1.4: Esquema de la teoŕıa geométrica de perturbación singular.

Teorema 4. Suponga que S0 ⊆ C0 es una subvariedad compacta normalmente
hiperbólica (posiblemente con frontera) de la variedad cŕıtica C0 del sistema (1.14).
Luego, para ε > 0 lo suficientemente pequeño, se cumple lo siguiente:

(M1) Existe una variedad local invariante Sε difeomorfa a S0. La invariancia local
significa que las trayectorias pueden entrar o salir de Sε sólo a través de su
frontera.

(M2) Sε tiene la distancia de Hausdorff O(ε), cuando ε→ 0, de S0.

(M3) El flujo en Sε converge al flujo lento cuando ε→ 0.

(M4) Sε es diferenciable de clase Ck.

(M5) Sε es normalmente hiperbólica y conserva las mismas propiedades de esta-
bilidad que S0; es decir, es atractora, repulsora o de tipo silla con respecto
a las variables rápidas.

(M6) Sε no suele ser única. En las regiones que permanecen a una distancia fija de
∂Sε, todas las variedades que satisfacen los incisos (M1) al (M5) anteriores
se encuentran a una distancia de Hausdorff de orden O

(
exp(−C/ε)

)
unas

de otras para algún C > 0, C ∈ O(1), cuando ε→ 0.
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Comúnmente se hace referencia al teorema de Fenichel como la teoŕıa geométri-
ca de perturbación singular (TGPS). No obstante, en la actualidad, la TGPS abar-
ca una amplia gama de técnicas geométricas, que incluyen el método de explosión
y la teoŕıa de la forma normal lento-rápida, entre otras.

1.4. Método de explosión para sistemas de tipo

lento-rápido

En esta sección, presentamos una revisión del método de explosión, el cual se
emplea con frecuencia en la actualidad para el análisis de sistemas de tipo lento-
rápido que presentan singularidades no hiperbólicas. Para esclarecer la relación
entre el método de explosión y los sistemas lentos-rápidos, primero reescribamos
la ε-familia de campos vectoriales del sistema (1.14) en Rm+n como un campo
vectorial único en Rm+n+1 de la forma

x′ = f(x, y, ε),

y′ = εg(x, y, ε),

ε′ = 0.

(1.18)

Además, supongamos que el origen (x, y, ε) = (0, 0, 0) es un punto de equilibrio y
que Dxf(0, 0, 0) tiene todos sus valores propios iguales a cero. Esto significa que
(0, 0, 0) es una singularidad nilpotente del sistema (1.18) y, como tal, el método de
explosión se puede adaptar para desingularizar este punto. Usar esferas, cilindros
o espacios relacionados como espacios ampliados es a menudo muy conveniente,
pero no necesario.

Observación 1. Las singularidades nilpotentes son un subconjunto de las singu-
laridades no hiperbólicas. Por lo tanto, no todas las singularidades no hiperbólicas
de los sistemas lentos-rápidos pueden estudiarse con el método de explosión.

Aunque existen varias versiones equivalentes y mejoras del método de explo-
sión, nos centraremos en el caso cuasi-homogéneo, dado que es el más utilizado
en la actualidad.

Sea X : Rm+n+1 → Rm+n+1 el campo vectorial, que está definido por (1.18), y
sea SN la esfera de dimensión N . A continuación, podemos definir formalmente la
transformación de explosión más comúnmente utilizada en sistemas lentos-rápidos:

Definición 5. (Explosión cuasi-homogénea). Considere un campo vectorial X :
Rm+n+1 −→ Rm+n+1 definido por (1.18) y suponga que X(0) = 0. Sea α =
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(α1, . . . , αm) ∈ Nm
0 , β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn

0 y γ ∈ N0. Sea la transformación polar
generalizada φ : Sm+n × I −→ Rm+n+1 que puede ser definida por

φ (x̄, ȳ, ε̄, r) =
(
rαx̄, rβ ȳ, rγ ε̄

)
= (x, y, ε) . (1.19)

donde (x̄, ȳ, ε̄) = (x̄1, . . . , x̄m, ȳ1, . . . , ȳm, ε̄) ∈ Sm+n, r ∈ I, donde I ⊂ R es
un intervalo que contiene al origen. Aqúı usamos la notación de ı́ndices múlti-
ples rαx̄ = (rαx̄1, . . . , r

αx̄m), y de manera similar para rβ ȳ. La explosión cuasi-
homogénea del campo vectorial X, denotado como X̄, se define por

X̄ = Dφ−1|(x̄,ȳ,ε̄,r) ◦X ◦ φ (x̄, ȳ, ε̄, r) . (1.20)

Observamos que φ asigna la esfera B0 := Sm+n × {0} al origen en Rm+n+1,
donde φ−1 asigna 0 ∈ Rm+n+1 a B0. Por lo tanto, la operación φ−1 se llama
explosión (cuasi-homogénea) mientras que φ se llama blow-down “desinfle” (cuasi-
homogénea). La palabra cuasi-homogéneo refleja el hecho de que los exponentes
que aparecen en (1.19) no son necesariamente los mismos. Omitimos el término
“cuasi-homogénea” cuando todos los exponentes (α, β, γ) son iguales a 1.

De (1.20) deducimos que X̄ y X son topologicamente conjugados para r > 0,
lo que significa que existe un mapeo uno a uno entre las trayectorias de X y
las trayectorias de X̄ fuera de B0. Además, se puede demostrar que X̄ está bien
definido en r = 0. Debido a la presencia de singularidades no hiperbólicas, y
dependiendo de la elección de los exponentes, suele ocurrir que el sistema denotado
por X̄ se anule en B0, luego definimos el campo vectorial desingularizado X̃ =
1
rk
X̄. Ahora X̃ no se anula en B0. Dado que X̄ y X̃ son suavemente equivalentes

para r > 0, toda la información obtenida de X̃ es equivalente a la de X̄ fuera
de B0. Sin embargo, dado que X̃ ya no se anula a lo largo de {r = 0}, podemos
intentar inferir la dinámica de X̃ para r > 0 pequeño a partir de la restricción
X̃|{r=0}. Esto simplifica mucho el análisis, pues normalmente encontramos que

X̃ tiene singularidades semi-hiperbólicas, singularidades hiperbólicas o ninguna
singularidad. Finalmente, debido a las equivalencias entre X , X̄, y X̃, llegamos a
la conclusión de que el flujo de X̃ para r > 0 suficientemente pequeño proporciona
una descripción completa del flujo de X para ε > 0 suficientemente pequeño.

Cuando estudiamos problemas de alta dimensión, digamos para m + n > 2,
trabajar con coordenadas polares puede resultar engorroso. Entonces, preferimos
trabajar en cartas que cubran el espacio de expansión. En cada una de las cartas
podemos definir coordenadas locales y un campo vectorial local correspondiente.
En la práctica, lo que hacemos para definir las coordenadas locales en una carta
es fijar una de las coordenadas ampliadas en ±1. Esta aproximación se llama
“explosión direccional”. Por ejemplo, para realizar una explosión en la dirección
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de ε̄, definimos nuevas coordenadas de acuerdo con φ : Rn+m+1 −→ Rn+m+1 dado
por

φ (x̄, ȳ, ε̄, r) =
(
rαx̄, rβ ȳ, rγ

)
, (1.21)

es decir, fijando ε̄ = 1. De manera similar, podemos definir explosiones en cual-
quiera de las otras direcciones.

Las explosiones direccionales inducen campos vectoriales locales en cada una
de las cartas (euclidianas). Una vez que se realiza el análisis de los campos vecto-
riales locales relevantes, se pueden superponer las regiones adecuadas de las cartas
y hacer coincidir el flujo en dichas cartas a través de los llamados mapeos de coin-
cidencia (o mapeos de transición) para describir la dinámica en todo Sm+n×I. En
particular, este proceso nos permite rastrear objetos invariantes, principalmente
variedades centrales, a través del espacio expandido. En la figura 1.5 mostramos
una representación esquemática del mapeo ampliado.

Figura 1.5: Bosquejo del espacio ampliado y de algunas de las cartas direccionales.
En la práctica, a través del método de expansión, estudiamos los campos vecto-
riales locales definidos en las cartas y luego “pegamos” las trayectorias y otros
objetos invariantes para describir la dinámica en una pequeña vecindad de B0,
que a su vez proporciona la dinámica de un sistema lento-rápido alrededor del
origen para ε > 0 suficientemente pequeño. Figura tomada de [26].

En resumen, el método de blow-up permite abordar de manera más accesible
el análisis de sistemas lento–rápido en un entorno de puntos de equilibrio no
hiperbólicos. No obstante, el estudio de los campos vectoriales resultantes tras la
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explosión sigue siendo altamente no trivial, debido a diversos desaf́ıos, como la no
linealidad de los campos locales, la presencia de equilibrios semihiperbólicos y la
aparición de resonancias, entre otros. Incluso puede ocurrir que, en alguna de las
cartas resultantes, persista una singularidad nilpotente, en cuyo caso puede ser
necesario aplicar nuevamente el procedimiento de blow-up. Además, la elección
adecuada de las potencias (α, β, γ) no siempre es evidente y puede requerir un
análisis cuidadoso.

En la siguiente sección, exploraremos algunos conceptos fundamentales sobre
el método de explosión. Esto nos permitirá analizar la dinámica de sistemas de
tipo lento-rápido en una vecindad de los puntos de equilibrio no hiperbólicos.

1.5. Punto de pliegue (fold point) genérico

El pliegue genérico es la primera situación natural donde aparece un punto
no hiperbólico en sistemas planos lentos-rápidos. En esta sección resumimos los
principales resultados de [33].

Definición 6. (Punto de pliegue genérico). Considere el sistema (1.13) con (x, y) ∈
R2. Decimos que (x0, y0) es un punto de pliegue genérico si

f(x0, y0, 0) = 0,
∂f

∂x
(x0, y0, 0) = 0, (1.22)

junto con las condiciones de no degeneración

∂2f

∂x2
(x0, y0, 0) 6= 0,

∂f

∂y
(x0, y0, 0) 6= 0, g(x0, y0, 0) 6= 0. (1.23)

Sin pérdida de generalidad, asumimos que (x0, y0) = (0, 0) y podemos elegir
los signos de (1.23). Por lo tanto, un sistema lento-rápido con un punto de pliegue
genérico en el origen se puede expresar como la forma canónica (local)

x′ = −y + x2 +O(ε, xy, y2, x3),

y′ = ε
(
− 1 +O(x, y, ε)

)
.

(1.24)

Observamos que la variedad cŕıtica correspondiente

S0 = {(x, y) ∈ R2 | − y + x2 +O(ε, xy, y2, x3) = 0}, (1.25)

es localmente una parábola como se muestra en la figura 1.6.
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Sea Sa0 (resp. Sr0) un subconjunto compacto de la sección atractora (resp.
repulsora) de la variedad cŕıtica C0. Se sabe por el teorema de Fenichel que una
variedad lenta Saε (resp. Srε ) existe como una perturbación suave de Sa0 (resp.
Sr0). Sin embargo, el teorema de Fenichel solo garantiza la existencia de tales
variedades fuera del punto de pliegue. El objetivo principal es extender Saε más
allá del punto de pliegue. Sea ρ > 0 un número pequeño e I ⊂ R un intervalo
adecuado, y definimos las secciones

Σen = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ I, y = ρ2},
Σex = {(x, y) ∈ R2 | x = ρ, y ∈ R}.

(1.26)

Aqúı I es un intervalo adecuado, significa que en Σen interseca a Sa0 pero no a Sr0 ,
ver la figura 1.6. El siguiente teorema establece las propiedades de la variedad lenta
Saε a medida que pasa por el origen (un esquema de este resultado lo mostramos
en la figura 1.6).

Figura 1.6: Bosquejo de un sistema lento-rápido en un entorno de un punto de
pliegue (fold point) genérico. Considerando sólo los primeros términos de la va-
riedad cŕıtica S0, que se muestra con la ĺınea punteada, esta queda definida por
S0 = {(x, y) ∈ R2 | y = x2}. Las ĺıneas continuas (azules) con flechas dobles
representan la dinámica de la ecuación de capa. Luego, S0 tiene una rama atrac-
tora (Sa0 ) y una repulsora (Sr0). Lejos del punto de pliegue, el teorema de Fenichel
garantiza que, para ε > 0 suficientemente pequeña, Sa0 y Sr0 se alteran suavemente
con variedades invariantes (en este caso trayectorias) Saε y Srε , respectivamente. El
análisis (a través de la explosión) garantiza que Saε puede extenderse más allá del
punto de pliegue, como se muestra en la figura. En particular, se puede mostrar
que la distancia entre el eje x y la intersección Saε ∩Σex es de orden O(ε2/3). Figura
tomada de [26].
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Teorema 5. Sea Π : Σen −→ Σex la función de transición para el flujo de (1.24).
Entonces, existe ε0 > 0, de modo que las siguientes afirmaciones son válidas para
ε ∈ (0, ε0]:

(F1) La variedad Saε pasa por Σex en un punto (ρ, h(ε)), donde h(ε) ∈ O(ε2/3).

(F2) La transición Π es una contracción con tasa de contracción O
(
exp(−C/ε)

)
,

donde C > 0.

Notamos la importancia de los dos enunciados (F1) y (F2) contenidos en el
teorema 5. En primer lugar, la estimación h(ε) ∈ O(ε2/3) indica que Saε no es
una perturbación regular del conjunto singular Sa0 ∪ {(x, 0) ∈ R2 | x ≥ 0}. En
otras palabras, no es posible considerar una serie asintótica en potencias enteras
positivas de ε como una expansión de Saε en una pequeña vecindad del punto
de pliegue. El segundo enunciado muestra que la contracción exponencial hacia
Saε , que antes del punto de pliegue está garantizada por el teorema de Fenichel,
no se pierde después de cruzar el punto de pliegue. Observamos que este hecho
no es un argumento de perturbación regular derivado de la ecuación de capa
correspondiente, pero se puede probar mediante un análisis más amplio.

1.6. Ciclos de canard en el plano

Las trayectorias cercanas a un punto de pliegue genérico primero siguen la
parte atrayente de la variedad cŕıtica y luego siguen la dirección rápida. Quizás de
manera contraria a la intuición, para ciertas familias de un parámetro de sistemas
planos lentos-rápidos, hay trayectorias cerca de una singularidad de pliegue que
pueden seguir de cerca la región inestable de la variedad cŕıtica para un tiempo
de orden O(1). Este tipo de trayectorias se denominan canard, ver la figura 1.7.

Iniciemos considerando una familia de un parámetro de sistemas lentos-rápidos
planos dada por

x′ = f(x, y, ω, ε),

y′ = εg(x, y, ω, ε),
(1.27)

donde ω ∈ R. Al igual que en el caso de pliegue genérico de la sección 1.5, podemos
suponer que existe un punto de pliegue en el origen, digamos para ω = 0.

Definición 7. (Punto de Canard). Considere el sistema (1.27). Decimos que
(x, y) = (0, 0) es un punto canard si

f(0, 0, 0, 0) = 0,
∂f

∂x
(0, 0, 0, 0) = 0, g(0, 0, 0, 0) = 0 (1.28)
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junto con las condiciones de no degeneración

∂2f

∂x2
(0, 0, 0, 0) 6= 0,

∂f

∂y
(0, 0, 0, 0) 6= 0,

∂g

∂x
(0, 0, 0, 0) 6= 0,

∂g

∂ω
(0, 0, 0, 0) 6= 0.

(1.29)

La principal diferencia con respecto al caso de pliegue genérico en la sección
1.5 radica en la presencia de un punto de equilibrio en el origen, el cual está
determinado por la condición g(0, 0, 0, 0) = 0. Las condiciones de no degeneración
implican una intersección transversal en el origen de las nuclinas de (1.27). La
variedad cŕıtica de (1.27) es, hasta los términos de orden uno, la misma que la
dada en la sección 1.2. Entonces, usamos la misma notación y no repetimos su
definición aqúı. De manera similar al caso del plegue genérico, se puede demostrar
que un sistema lento-rápido en el plano tiene una expresión local cerca de un
punto canard dada por

x′ = −yh1(x, y, ω, ε) + x2h2(x, y, ω, ε) + εh3(x, y, ω, ε),

y′ = ε
(
xh4(x, y, ω, ε)− ωh5(x, y, ω, ε) + yh6(x, y, ω, ε)

)
,

(1.30)

donde

h3 = O(x, y, ω, ε),

hj = 1 +O(x, y, ω, ε), j = 1, 2, 4, 5.
(1.31)

Observación 2. Hasta los términos de orden inicial el sistema (1.30) se lee como

x′ = −y + x2,

y′ = ε(x− ω).
(1.32)

Sea, por ahora, ε > 0. Entonces se produce una bifurcación de Hopf en ω = 0.
Además, la norma de los valores propios correspondientes tiende a cero (y al
infinito en la escala de tiempo lenta) cuando ε → 0. Esta situación se conoce
como bifurcación de Hopf singular.

Definimos las constantes

a1 =
∂h3

∂x
(0, 0, 0, 0),

a5 = h6(0, 0, 0, 0),
(1.33)

A = −∂h1

∂x
(0, 0, 0, 0) + 3

∂h2

∂x
(0, 0, 0, 0)− 2

∂h4

∂x
(0, 0, 0, 0)− 2a5, (1.34)
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y las secciones

Σj =
{

(x, y) ∈ R2|x ∈ Ij, y = ρ2
}
, j = en, ex, (1.35)

donde ρ > 0 e Ij es un pequeño intervalo adecuado, ver la figura 1.7. Sea qen,ε =
Σen ∩ Saε , qex,ε = Σex ∩ Srε y denotamos por Π : Σen → Σex la transición inducida
por (1.27). El resultado principal que describe el comportamiento de las variedades
lentas Saε y Srε alrededor del punto canard es el siguiente.

Teorema 6. Suponga que el sistema (1.27) tiene un punto canard en el origen,
es decir, satisface (1.28) y (1.29). Suponga que la solución x0(t) del problema
reducido conecta Saε con Srε . Entonces existe ε0 > 0 y una función suave ωc(

√
ε)

definida en [0, ε0] tal que para ε ∈ (0, ε0] las siguientes afirmaciones son válidas.

(C1) Π(qen,ε) = qex,ε si y solo si ω = ωc(
√
ε).

(C2) La función ωc tiene la expansión

ωc(
√
ε) = −

(
a1 + a5

2
+

1

8
A

)
ε+O(ε3/2) (1.36)

(C3) El mapeo de transición se define solo para ω en un intervalo alrededor de
ωc(
√
ε) de tamaño O

(
exp(−C/ε)

)
para algún C > 0.

(C4) Hay una condición de división en ω = ωc(
√
ε) dado por

∂

∂ω

(
Π(qen,ε)− qex,ε

)
|ω= ωc(

√
ε) > 0. (1.37)

En la figura 1.7 se da una representación esquemática del teorema 6. El aspecto
más importante del teorema 6 es que nos dice que para ε > 0 hay exactamente
un valor del parámetro ω para el cual Saε se extiende exactamente a Srε , es decir,
coinciden como se indica en (C1 ). La trayectoria anterior se suele llamar canard
máximo para distinguirla de otras que pueden seguir a Srε para el tiempo de
orden O(1). Otro punto importante del teorema 6 es su tercer elemento (C3 ), que
nos dice que las órbitas de canard cerca de los pliegues planos ocurren solo para
valores de ω dentro de un intervalo exponencialmente pequeño. En relación con
la observación anterior, observamos además que la intersección de Saε y Srε no es
transversal y, por lo tanto, pequeñas C1-perturbaciones del parámetro ω destruye
el canard máximo; véase (C4 ).

En la cartaK2 = {ε̄ = 1}, el objeto clave de estudio es un sistema de ecuaciones
en el plano de la forma

x′2 = −y2 + x2
2,

y′2 = x2,
(1.38)
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Figura 1.7: Representación esquemática de un canard máximo. Notemos que Saε
se extiende precisamente a Srε más allá del origen. Las trayectorias que atraviesan
exponencialmente cercanas a Saε siguen a Srε para el tiempo de orden O(1) antes
de ser repelidas. Figura tomada de [26].

que se obtiene después de la restricción a {r2 = ω2 = 0}; compárese con el sistema
(1.32). Se puede comprobar que el sistema (1.38) es completamente integrable,
teniendo una constante de movimiento denotada por H(x2, y2). Esto significa que
las trayectorias de (1.38) están determinadas por las curvas de nivel de H. Aqúı
(x2, y2, r2, ε2), denotan las coordenadas locales en la carta K2.

Hay una curva especial γc dada por la solución deH = 0. La mayor importancia
de γc es que conecta con precisión Sa0 con Sr0 . Naturalmente, en el espacio de
explosión Sa0 y Sr0 corresponden a Ma

2|r2=0 y Mr
2|r2=0 respectivamente.

El siguiente paso es investigar cómo se rompe dicha conexión para r2 > 0,
ω2 6= 0, que describirá cómo las variedades Ma

2 y Mr
2 están conectadas. Para

tal fin se utiliza un análisis basado en el método Melknikov [21]. En esencia, el
método de Melknikov proporciona una expresión para la distancia entre Ma

2 y
Mr

2, denotada por d = d(r2, ω2). Por lo tanto, para ε > 0 las variedades Saε y Srε
están conectadas si y solo si d = 0. Estimaciones cuidadosas de la función d y
un blow-down (desinfle) proporcionan la expresión para ωc en el teorema 6 y el
argumento de ruptura que prueba (C4).

El teorema 1 en [14] proporciona estimaciones asintóticas del parámetro para
cada uno de los ciclos canard que se muestran en la figura 1.9. Todos estos ciclos
ocurren dentro de un intervalo exponencialmente pequeño del parámetro. Esto
significa que la transición entre ciclos de canard de pequeña amplitud hacia os-

24



Figura 1.8: Diagramas de bifurcación correspondientes a una explosión de canard
para A < 0 a la izquierda y A > 0 a la derecha (ver la fórmula (1.34) y el
teorema 6). Se produce una bifurcación de Hopf en ω = ωH y un canard máximo
cuando ω = ωC . Estos diagramas representan la amplitud y estabilidad de los
ciclos ĺımite Γε,ω para ε > 0 fijo suficientemente pequeño. En particular, tenemos
que para A < 0 todos los ciclos de canard son estables.

cilaciones de relajación se produce para una variación exponencialmente pequeña
del parámetro. Este efecto se llama explosión de canard, ver figura 1.8.

Las extensiones y generalizaciones de los resultados de [14] se aplica a familias
generales de un parámetro de sistemas en el plano de tipo lento-rápido (1.27) que
tienen una variedad cŕıtica en forma de S (un caso particular es el oscilador de
van der Pol, figura 1.9). El resultado principal es la prueba de que la transición
entre órbitas periódicas de pequeña amplitud a oscilaciones de relajación ocurre
dentro de un intervalo exponencialmente pequeño del parámetro.

Figura 1.9: Ciclos de canard singulares (o conjuntos periódicos ĺımite) que dan
lugar a ciclos de canard en el oscilador de van der Pol. Para ε > 0 existen órbitas
cerradas suficientemente pequeñas como perturbaciones de estos ciclos singulares.
Figura tomada de [26].
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Caṕıtulo 2

Reducción y análisis de la
estabilidad lineal de los puntos de
equilibrio del modelo

En este caṕıtulo, se aborda la reducción del modelo (1) a un sistema polinómico
topológicamente equivalente, con el objetivo de facilitar su estudio anaĺıtico. Esta
transformación permite preservar las propiedades cualitativas del sistema original,
como la existencia y estabilidad de los puntos de equilibrio, al tiempo que sim-
plifica su estructura matemática. Además, se identifican los puntos de equilibrio
del sistema reducido y se analiza su estabilidad local mediante la linealización en
torno a dichos puntos. En este sentido, los resultados aqúı presentados constituyen
una śıntesis clara y rigurosa que sistematiza y clarifica este aspecto del modelo.
Cabe señalar que, a diferencia de este enfoque, los trabajos [3] y [63], los cuales se
concentran principalmente en la existencia de bifurcaciones locales a partir de los
equilibrios, sin desarrollar con el mismo nivel de detalle la caracterización previa
de su existencia y estabilidad lineal.

2.1. Sistema reducido

Con el objetivo de simplificar los cálculos, en esta sección reduciremos el sis-
tema mediante un reescalamiento de las variables y el tiempo, según lo propuesto
por Zhu y Liu en [63], y analizaremos el comportamiento asintótico de las solucio-
nes. A partir de este punto, dado que las variables x y y representan el tamaño de
las poblaciones de presas y depredadores, respectivamente, consideraremos que el
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sistema (1) está definido en el conjunto Ω = {(x, y) ∈ R2, x ≥ 0, y ≥ 0}.

Proposición 1. Existe una equivalencia topológica de clase C1 entre el sistema
(1) y el siguiente sistema, excepto en la singularidad x = −a,

du

dτ
= u(u+ C)

(
(u+ A)(1− u)(u−M)− v

)
,

dv

dτ
= Sv(u+ A)(u+ C −Qv).

(2.1)

Demostración. Sea Ω̃ = {(u, v) ∈ R2, u ≥ 0, v ≥ 0}. Definimos la función

ϕ : Ω̃× R −→ Ω× R

ϕ(u, v, τ) = (x, y, t),

donde

x = Ku, y =
rK2

q
v, dτ =

rnK3

(nx+ c)(u+ a)
dt.

Adicionalmente definimos

A :=
a

K
< 1, C :=

c

Kn
, S :=

s

rK
, Q :=

rK

nq
y M :=

m

K

entonces (A,M,C, S,Q) ∈ (0, 1)× (−1, 1)× R3
+.

El mapeo ϕ, definido como

ϕ(u, v, τ) =

(
Ku,

rK2

q
v,

(nx+ c)(x+ a)

rnK3

)
,

es un difeomorfismo que preserva la orientación del tiempo ya que

det Dϕ(u, v, τ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
K 0 0

0 rK2

q
0

0 0
(u+ c)(u+ a)

rnK3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (u+ c)(u+ a)/nq > 0.

Por lo tanto el sistema (1) es topológicamente equivalente al sistema (2.1)

Notemos que el sistema (2.1) es de tipo Kolmogorov, entonces los ejes u y v
son conjuntos invariantes respecto al flujo. Adicionalmente, tenemos la siguiente
proposición.
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Proposición 2. El conjunto Γ = {(u, v) ∈ R2 : 0 ≤ u ≤ 1, v ≥ 0} es positiva-
mente invariante bajo el flujo del sistema (2.1). Es decir, cada órbita que entra
en Γ en un tiempo finito nunca sale de alĺı.

Demostración. El campo vectorial asociado a la ecuación diferencial (2.1) lo de-
notamos como:

F (u, v) =
(
u(u+ C)

(
(u+ A)(1− u)(u−M)− v

)
, Sv(u+ A)(u+ C −Qv)

)
.

Para demostrar que Γ es positivamente invariante es suficiente probar que el campo
en ∂Γ apunta al interior de Γ o es tangente a éste.

Iniciemos por considerar el caso u = 0 y v ≥ 0, tenemos que

F (0, v) =
(

0, SvA(C −Qv)
)
,

de tal forma que cualquiera que sea el signo de SvA(C−Qv), el campo es tangente
a la frontera de Γ.

Si 0 < u < 1 y v = 0, tenemos que

F (u, 0) =
(
u(u+ C)(u+ A)(1− u)(u−M), 0

)
y cualquiera que sea el signo de u(u + C)(u + A)(1 − u)(u − M), el campo es
tangente a la frontera de Γ.

Si u = 1 y v ≥ 0, tenemos que

F (1, v) =
(
− v(1 + C), Sv(1 + A)(1 + C −Qv)

)
donde −v(1 +C) ≤ 0 y cualquiera que sea el signo de Sv(1 +A)(1 +C −Qv) las
trayectorias del campo entran y permanecen en el región Γ.

Por lo tanto el conjunto Γ = {(u, v) ∈ Ω̃ | 0 ≤ u ≤ 1, v ≥ 0} es positivamente
invariante.

La siguiente proposición establece que todas las soluciones que se inician en Γ
están eventualmente acotadas.

Proposición 3. Todas las soluciones de (2.1) con condiciones iniciales en Γ están
acotadas y están contenidas en el conjunto

Γ̃ =

{
(u, v) : 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1 + C

Q

}
,

cuando t→∞.
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Demostración. De la primera ecuación del sistema (2.1) tenemos que si

u(u+ C)v > 0 y 0 < u < 1.

Entonces
du

dτ
≤ (1 + A)(1 + C)(1− u)(u−M). (2.2)

Separando variables e integrando ambos lados de (2.2), tenemos

u ≤ M − e(1+A)(1+C)(1−M)τ+c1

1− e(1+A)(1+C)(1−M)τ+c1
=

Me−(1+A)(1+C)(1−M)τ − ec1
e−(1+A)(1+C)(1−M)τ − ec1

.

Por lo tanto ĺım sup
τ→∞

u(τ) ≤ 1.

Por otra parte, de la segunda ecuación del sistema (2.1), como

0 < u(τ) < 1 y v > 0,

tenemos
u+ C −Qv < 1 + C −Qv para todo v ≥ 0

y
Sv(u+ C −Qv) < Sv(1 + C −Qv).

Además u+ A < 1 + A, entonces

Sv(u+ A)(u+ C −Qv) < Sv(1 + A)(1 + C −Qv).

Por lo tanto

dv

dτ
≤ Sv(1 + A)(1 + C −Qv). (2.3)

Separando variables e integrando ambos lados de (2.3), tenemos

v ≤ (1 + C)eS(1+A)(1+C)τ

e(1+C)c1 +QeS(1+A)(1+C)τ
=

1 + C

e−S(1+A)(1+C)τ+(1+C)c1) +Q
.

Por lo tanto ĺım sup
τ→∞

v(τ) ≤ 1+C
Q

.

Como consecuencia de los resultados anteriores, tenemos que Γ̃ es un conjunto
positivamente invariante y atractor para el flujo del sistema (2.1) en el primer
cuadrante.

En la siguiente sección, buscaremos todos los puntos de equilibrio factibles de
(2.1), especialmente los puntos de equilibrio de coexistencia entre ambas especies.
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2.2. Determinación de los puntos de equilibrio

Observemos que los puntos de equilibrio de (2.1) con M > 0 (efecto Allee
fuerte) y donde una de las especies se extingue son (M, 0), (0, 0), (1, 0) y (0, C/Q).
Por otro lado, si M < 0 (efecto Allee débil), el punto de equilibrio (M, 0) se
encuentra en el semieje negativo u < 0. En éste trabajo estudiaremos el caso
en el que el sistema es afectado por un efecto Allee débil, es decir M < 0. Los
puntos de equilibrio positivos o puntos de coexistencia entre ambas poblaciones,
corresponden a la intersección de las nullclinas en el primer cuadrante. Estas
nulclinas están dadas por

`(u) =
u+ C

Q
, h(u) = (u+ A)(1− u)(u−M). (2.4)

La coordenada u∗ del punto de intersección (u∗, v∗) está determinada por la solu-
ción de la ecuación

u+ C

Q
= (u+ A)(1− u)(u−M),

o equivalentemente por los ceros del polinomio

P (u) = u3 + (A−M − 1)u2 + (M − A− AM +
1

Q
)u+ AM +

C

Q
= 0. (2.5)

Para garantizar la existencia de los puntos de equilibrio positivos, en el caso
M < 0, observamos que la intersección de la recta `(u) = (u+C)/Q y la función
cúbica h(u) = (u + A)(1 − u)(u −M) depende del valor de los parámetro C y
Q. Para hallar los valores u∗ donde hay puntos de equilibrio positivos, aplicamos
la regla de los signos de Descartes al polinomio (2.5). Por lo tanto, tenemos el
siguiente teorema el cual es dado de forma equivalente en [3].

Teorema 7.

1. Con C
Q
> −AM y M < 0, ver la figura 2.1, se tienen los siguientes casos.

a) Si A − M − 1 < 0 ó A − M − 1 > 0 y M − A − AM + 1
Q
< 0 ó

A−M − 1 = 0 y M − A− AM + 1
Q
< 0, entonces los coeficientes del

polinomio (2.5) tienen dos cambios de signo, por lo que el sistema (2.1)
tiene hasta dos puntos de equilibrio positivos en el primer cuadrante.

b) Si A − M − 1 > 0 y M − A − AM + 1
Q
≥ 0 ó A − M − 1 = 0 y

M −A−AM + 1
Q
≥ 0, entonces los coeficientes del polinomio (2.5) no

tienen cambios de signo, por lo que el sistema (2.1) no tiene puntos de
equilibrio positivos en el primer cuadrante.
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(a) Caso 1a. en el teorema 7
con dos puntos de equilibrio.

(b) Caso 1a. en el teorema 7
con un punto de equilibrio.

(c) Caso 1b. en el teorema 7
sin puntos de equilibrio.

Figura 2.1: La intersección de la nuclina de la presa h(u) = (u+A)(1−u)(u−M)
(curva roja) y la nuclina del depredador `(u) = (u + C)/Q (recta negra), indica
dos, uno o ningún punto de equilibrio del sistema (2.1) con efecto Allee débil
(M < 0).

2. Con C
Q

= −AM y M < 0, ver la figura 2.2, se tienen los siguientes casos.

a) Si A−M −1 < 0 y M −A−AM + 1
Q
> 0, entonces los coeficientes del

polinomio (2.5) tienen dos cambios de signo, por lo que el sistema (2.1)
tiene hasta dos puntos de equilibrio positivos en el primer cuadrante.

b) Si A − M − 1 < 0 y M − A − AM + 1
Q
≤ 0 ó A − M − 1 ≥ 0 y

M − A − AM + 1
Q
< 0, entonces los coeficientes del polinomio (2.5)

tienen un cambio de signo, por lo que el sistema (2.1) tiene un punto
de equilibrio positivo en el primer cuadrante.

c) Si A −M − 1 ≥ 0 y M − A − AM + 1
Q
≥ 0, entonces los coeficientes

del polinomio (2.5) no tienen cambios de signo, por lo que el sistema
(2.1) no tiene puntos de equilibrio positivos en el primer cuadrante.

3. Con C
Q
< −AM y M < 0, ver la figura 2.3, se tienen los siguientes casos.

a) Si A − M − 1 ≤ 0 y M − A − AM + 1
Q
≤ 0 ó A − M − 1 ≥ 0 y

M − A − AM + 1
Q
≥ 0 ó A −M − 1 ≥ 0 y M − A − AM + 1

Q
≤ 0,

entonces los coeficientes del polinomio (2.5) tienen un cambio de signo,
por lo que el sistema (2.1) tiene un punto de equilibrio positivo en el
primer cuadrante.

b) Si A−M −1 < 0 y M −A−AM + 1
Q
> 0, entonces los coeficientes del

polinomio (2.5) tienen tres cambios de signo, por lo que el sistema (2.1)
tiene hasta tres puntos de equilibrio positivos en el primer cuadrante.
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(a) Caso 2a. en el teorema 7
con dos puntos de equilibrio.

(b) Caso 2b. en el teorema 7
con un punto de equilibrio.

(c) Caso 2c. en el teorema 7
sin puntos de equilibrio.

Figura 2.2: La intersección de la nuclina de la presa h(u) = (u+A)(1−u)(u−M)
(curva roja) y la nuclina del depredador `(u) = (u + C)/Q (recta negra), indica
dos, uno o ningún punto de equilibrio del sistema (2.1) con efecto Allee débil
(M < 0).

Observación 3.

El caso 2 del teorema 7 corresponde a un caso degenerado en el que las dos
nulclinas se intersecan a lo largo del eje v, véase la figura 2.2. También sirve
como separador de situaciones genéricas ya estudiadas en la literatura, véase
por ejemplo [62]. Por lo tanto, una parte importante de nuestro art́ıculo está
dedicada a este caso.

Consideremos el caso 2 del teorema 7 con A y M fijos. Sea Q suficientemente
pequeño como para que haya exactamente un punto de equilibrio positivo
(u∗, v∗). Si A −M − 1 < 0 entonces, a medida que se aumenta el valor de
Q, la coordenada u∗ disminuye. Finalmente, para Q = 1

A−M+AM
, aparece

un segundo punto de equilibrio (2(b) → 2(a) (que se denotará como E2 =
(u2, v2)). Si se aumenta aún más Q, (u∗, v∗) colisiona con E2 y desaparece
(2(a) → 2(c)). Por otro lado, si A −M − 1 > 0 entonces, a medida que
se aumenta el valor de Q, la coordenada u∗ disminuye. Finalmente, (u∗, v∗)
colisiona con el punto (0,−AM) antes de dejar de existir (2(b)→ 2(c)).

Consideremos el caso 3 del Teorema 7 con A y M fijos. Sea Q lo suficien-
temente pequeño como para que haya exactamente un punto de equilibrio
positivo (u∗, v∗). Si A−M − 1 < 0 entonces, a medida que aumenta el valor
de Q, la coordenada u∗ disminuye. Además, para Q = 1

A−M+AM
tenemos

dos casos:
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(a) Caso 3a. en el teorema 7
con un punto de equilibrio.

(b) Caso 3b. en el teorema 7
con dos puntos de equilibrio.

(c) Caso 3b. en el teorema 7
con tres puntos de equilibrio.

Figura 2.3: La intersección de la nuclina de la presa h(u) = (u+A)(1−u)(u−M)
(curva roja) y la nuclina del depredador `(u) = (u + C)/Q (recta negra), indica
uno, dos o tres puntos de equilibrio del sistema (2.1) con efecto Allee débil (M <
0).

(i) Si Q > 3
1+A+A2−M+AM+M2 aparece un segundo punto de equilibrio E2 =

(u2, v2) y eventualmente un tercer punto de equilibrio E3 (3(a)→ 3(b)).
Cuando Q crece aún más los puntos (u∗, v∗) y E2 chocan y finalmente
desaparecen, mientras que E3 choca con el punto (0,−AM) antes de
dejar de existir.

(ii) Si Q < 3
1+A+A2−M+AM+M2 , siempre hay un único punto de equilibrio.

Por otro lado, si A − M − 1 > 0, siempre tenemos un único punto de
equilibrio. Esto porque nos estamos moviendo de una condición a otra dentro
de las consideradas en el punto 3(a) del Teorema 7.

Estudiamos los casos en los que hay un punto de equilibrio positivo (u∗, v∗) en
el primer cuadrante, es decir, estudiamos los casos 2(b) y 3(a).

2.3. Análisis de la estabilidad lineal de los pun-

tos de equilibrio

En esta sección estudiaremos los casos 2(b) y 3(a) del teorema 7. Para determi-
nar la naturaleza de los puntos de equilibrio debemos calcular la matriz jacobiana
J (u, v) del sistema (2.1):

J (u, v) =

(
−5u4 + 4(M − C − A+ 1)u3 + α −u(u+ C)

Sv(A+ C + 2u−Qv) S(u+ A)(u+ C − 2Qv)

)
(2.6)
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donde α = 3
(
A(M −C + 1) +CM +C −M

)
u2 + 2

(
A(CM +C −M)− (CM +

v)
)
u− C(AM + v).

La matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto (0, 0) es:

J (0, 0) =

(
−ACM 0

0 ACS

)
.

Con determinante det(J (0, 0)) = −A2C2MS > 0 y traza tr(J (0, 0)) = AC(S −
M) > 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio (0, 0) es un repulsor.

La matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto (1, 0) es:

J (1, 0) =

(
−(1 + C)(1 + A)(1−M) −(1 + C)

0 S(1 + C)(1 + A)

)
.

Con determinante det(J (1, 0)) = −S(1 + C)2(1 + A)2(1−M) < 0. Por lo tanto,
el punto de equilibrio (1, 0) es un punto silla.

La matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto (0, C/Q) es:

J (0, C/Q) =

(
C
(
−AM − C

Q

)
0

ACS
Q

−ACS

)
.

Entonces

(1) Si −AM − C
Q
> 0, tenemos det(J (0, 0)) = −AC2S(−AM − C

Q
) < 0. Por lo

tanto, el punto de equilibrio (0, C/Q) es un punto silla.

(2) Si −AM − C
Q
< 0, tenemos det(J (0, 0)) = −AC2S(−AM − C

Q
) > 0 y si

tr(J (0, 0)) = C(−AM − C
Q

) − ACS < 0, entonces el punto de equilibrio

(0, C/Q) es un atractor.

(3) Si −AM − C
Q
< 0, tenemos det(J (0, 0)) = −AC2S(−AM − C

Q
) > 0 y si

tr(J (0, 0)) = C(−AM − C
Q

) − ACS > 0, entonces el punto de equilibrio

(0, C/Q) es un repulsor.

De acuerdo con las condiciones 2(b) y 3(a) del teorema 7, el sistema (2.1) tiene
solo un punto de equilibrio positivo en el primer cuadrante, y se encuentra sobre
la recta v = u+C

Q
, por lo que lo denotamos por (u∗,

u∗+C
Q

) donde 0 < u∗ < 1. De

modo que, la matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto (u∗,
u∗+C
Q

) es:

J (u∗,
u∗ + C

Q
) =(

u∗(u∗ + C)
(

(A−M + AM + 2(M + 1− A)u∗ − 3u2
∗

)
−u∗(u∗ + C)

S(u∗+A)(u∗+C)
Q

−S(u∗ + A)(u∗ + C)

)
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La traza y el determinante de J están dados por

tr(J ) =

(u∗ + C)
(

(A−M + AM)u∗ + 2(M + 1− A)u2
∗ − 3u3

∗ − S(u∗ + A)
)
,

(2.7)

det(J ) =

Su∗(u∗ + A)(u∗ + C)2
( 1

Q
− (A−M + AM)u∗ + 2(M + 1− A)u2

∗ − 3u3
∗

)
.

(2.8)

Ya que el polinomio caracteŕıstico está dado por λ2 − tr(J )λ + det(J ) = 0,
el signo de la parte real de los valores propios es el signo de la tr(J ). Por lo
tanto, el punto de equilibrio (u∗,

u∗+C
Q

) es estable si tr(J ) < 0, y es inestable

si tr(J ) > 0. Las condiciones necesarias para que ocurra una la bifurcación de
Hopf son: tr(J ) = 0 y det(J ) > 0. Resolviendo la ecuación tr(J ) = 0 para Q,
obtenemos el valor Q = QH donde hay una bifurcación de Hopf. En resumen
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 8. Sea el sistema (2.1) tal que

1. En el caso 2(b) del teorema 7 donde M < 0, AM+C/Q = 0, A−M−1 < 0
y M −A−AM + 1

Q
≤ 0. El sistema (2.1) tiene solo un punto de equilibrio

positivo interior. Además, el punto de equilibrio (u∗,
u∗+C
Q

) es:

(i) un nodo estable si: 3u2
∗ + 2(A−M − 1)u∗ + (M −A−AM + 1

Q
) > 0 y

Q >
3u∗

AS + (2A− 2M + 2AM + S)u∗ + (M − A− 1)u2
∗
;

(ii) un nodo inestable si: 3u2
∗ + 2(A−M − 1)u∗ + (M −A−AM + 1

Q
) > 0

y

Q <
3u∗

AS + (2A− 2M + 2AM + S)u∗ + (M − A− 1)u2
∗
;

(iii) un centro lineal si: 3u2
∗ + 2(A−M − 1)u∗ + (M −A−AM + 1

Q
) > 0 y

Q =
3u∗

AS + (2A− 2M + 2AM + S)u∗ + (M − A− 1)w2
;

2. En el caso 3(a) del teorema 7 donde M < 0, AM+C/Q < 0, A−M−1 < 0
y M −A−AM + 1

Q
< 0. El sistema (2.1) tiene solo un punto de equilibrio

positivo interior. Además, el punto de equilibrio (u∗,
u∗+C
Q

) es:
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(i) un nodo estable si: 3u2
∗ + 2(A−M − 1)w + (M −A−AM + 1

Q
) > 0 y

Q >
3(u∗ + C)

(S +M(u∗ − 2)− u∗)u∗ + A(S − (u∗ − 2)u∗ +M(2u∗ − 3)
;

(ii) un nodo inestable si 3u2
∗+ 2(A−M − 1)w+ (M −A−AM + 1

Q
) > 0 y

Q <
3(u∗ + C)

(S +M(u∗ − 2)− u∗)u∗ + A(S − (u∗ − 2)u∗ +M(2u∗ − 3)
;

(iii) un centro lineal si 3u2
∗ + 2(A−M − 1)w + (M − A− AM + 1

Q
) > 0 y

Q =
3(u∗ + C)

(S +M(u∗ − 2)− u∗)u∗ + A(S − (u∗ − 2)u∗ +M(2u∗ − 3)
;

Demostración. De (2.5), tenemos que

P (u∗) = u3
∗ + (A−M − 1)u2

∗ + (M − A− AM +
1

Q
)u∗ + AM +

C

Q
= 0

Sea J11 = A−M + AM + 2(1− A+M)u∗ − 3u2
∗, entonces

tr(J ) = (u∗ + C)
(
u∗J11 − S(u∗ + A)

)
,

det(J ) = Su∗(u∗ + A)(u∗ + C)2
( 1

Q
− J11

)
.

Los signos de la traza dependen del valor u∗J11 − S(u∗ + A) y los signos del
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determinante dependen del valor de 1
Q
− J11.

1

Q
− J11 =

1

Q
−
(
A−M + AM + 2(1− A+M)u∗ − 3u2

∗

)
u∗

(
1

Q
− J11

)
=

(
1

Q
− A+M − AM

)
u∗ − (1− A+M)u2

∗ + u3
∗

− (1− A+M)u2
∗ + 2u3

∗

= −
(
AM +

C

Q

)
− (1− A+M)u2

∗ + u3
∗ + u3

∗

= −
(
AM +

C

Q

)
−
(
AM +

C

Q

)
−
(

1

Q
− A+M − AM

)
u∗ + u3

∗

= − 2

(
AM +

C

Q

)
−
(

1

Q
− A+M − AM

)
u∗ + u3

∗

= − 2

(
AM +

C

Q

)
−
(

1

Q
− A+M − AM

)
u∗

−
(
AM +

C

Q

)
−
(

1

Q
− A+M − AM

)
u∗ + (1− A+M)u2

∗

= − 3

(
AM +

C

Q

)
− 2

(
1

Q
− A+M − AM

)
u∗ + (1− A+M)u2

∗.

Despejando u∗J11 de la ecuación anterior, obtenemos

u∗J11 = 3

(
AM +

C

Q

)
+ u∗

(
(A−M − 1)u∗ + 2

(
1

Q
− A+M − AM

)
+

1

Q

)
,

por lo que la traza, puede expresarse como:

tr(J ) = (u∗ + C)

(
3

(
AM +

C

Q

)
+ u∗

(
(A−M − 1)u∗ + 2

(
1

Q
− A+M − AM

)
+

1

Q

)
− S(u∗ + A),

y el determinante puede expresarse como

det(J ) =

Su∗(u∗ + A)(u∗ + C)2

(
1

Q
− (A−M + AM + 2(1− A+M)u∗ − 3u2

∗)

)
.

Resolviendo la ecuación tr(J ) = 0 para Q, obtenemos el valor de QH en donde se
anula la traza. Para el caso 2(b) del teorema 7, con AMQ+ C

Q
= 0, tenemos

QH =
3u∗

AS + (2A− 2M + 2AM + S)u∗ + (M − A− 1)u2
∗
. (2.9)
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y para el caso 3(a) del teorema 7, con AMQ+ C
Q
< 0, tenemos

QH =
3(u∗ + C)

A(M(2u∗ − 3) + S − (u∗ − 2)u∗) + u∗(M(u∗ − 2) + S − u∗)
. (2.10)

Si suponemos que Q = QH con det(J ) > 0, concluimos que la matriz J tiene
un par de valores propios imaginarios puros conjugados, lo que implica que el
punto de equilibrio (u∗,

u∗+C
Q

) es un centro. Cuando Q > QH , los valores propios
de J tienen partes reales negativas, lo que implica que el punto de equilibrio es
topológicamente un nodo estable. Por otro lado, si Q < QH , los valores propios
de J tienen partes reales positivas, lo que implica que el punto de equilibrio es
topológicamente un nodo inestable. Considerando las distintas posibilidades para
los dos valores propios, obtenemos los resultados del teorema.

En diversos sistemas de ecuaciones diferenciales, es posible distinguir variables
que evolucionan en distintas escalas de tiempo. Esta caracteŕıstica es especialmen-
te evidente en modelos presa-depredador, donde las especies que ocupan diferentes
niveles tróficos suelen presentar tasas de crecimiento significativamente distintas.
Por ejemplo, en interacciones ecológicas como las de insectos y aves [41], o liebres
y linces [54], se ha documentado emṕıricamente que la población de presas crece
mucho más rápidamente que la de sus depredadores.

Esta separación natural de escalas de tiempo, motiva el estudio de modelos
lento-rápido, en los cuales se introduce un parámetro que cuantifica la diferencia
entre las velocidades de evolución de las variables. En el siguiente caṕıtulo, desa-
rrollaremos esta idea incorporando un parámetro que separa las escalas temporales
de presa y depredador, lo que nos permitirá analizar la dinámica del sistema desde
la perspectiva de la teoŕıa de sistemas dinámicos lento-rápido.
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Caṕıtulo 3

Análisis del sistema en las
variables lenta y rápida

3.1. Modelo lento-rápido

Basándose en la observación de que las especies que ocupan diferentes ni-
veles tróficos presentan distintas tasas de crecimiento, varios investigadores han
desarrollado modelos matemáticos de sistemas presa-depredador que incorporan
esta diferencia en la escala de tiempo. Espećıficamente, se introduce un pequeño
parámetro 0 < ε � 1 que permite diferenciar las distintas velocidades de creci-
miento de las especies involucradas. El parámetro ε se interpreta como la relación
entre la tasa de muerte lineal del depredador y la tasa de crecimiento lineal de la
presa [22]. La condición 0 < ε� 1 introduce una separación natural de escalas de
tiempo, es decir, durante una generación de depredadores pueden sucederse varias
generaciones de presas. Esta diferencia de escalas justifica formular el modelo co-
mo un sistema lento-rápido, donde la dinámica de la presa corresponde a la escala
rápida y la del depredador a la escala lenta. Aśı, la formulación adoptada sigue un
planteamiento general de tipo lento-rápido, en el esṕıritu del modelo desarrollado
por Zhu y Liu en [63].

En esta sección analizamos la dinámica de (2.1) bajo el supuesto de que la
población de presas crece considerablemente más rápido que la de depredadores,
es decir, s� r en (1). Dado que la capacidad de carga de la población de presas
K, suele tener un valor mayor que 1, entonces S = s

rK
es un parámetro de per-

turbación que es lo suficientemente pequeño. En consecuencia, haciendo S = ε en
(2.1), el sistema puede escribirse como un sistema lento-rápido [35] dado por la
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ecuación diferencial ordinaria singularmente perturbada:

ε
du

dt
= f(u, v) = u(u+ C)

(
(u+ A)(1− u)(u−M)− v

)
,

dv

dt
= g(u, v) = v(u+ A)(u+ C −Qv),

(3.1)

donde u es la variable rápida, v es la variable lenta y t es el tiempo lento. Ahora
hacemos un reescalamiento del tiempo, para definir el tiempo rápido τ = t

ε
, y

obtenemos una ε-familia de ecuaciones diferenciales de la forma

du

dτ
= f(u, v) = u(u+ C)

(
(u+ A)(1− u)(u−M)− v

)
,

dv

dτ
= εg(u, v) = εv(u+ A)(u+ c−Qv),

(3.2)

con condiciones iniciales u(t) ≥ 0, v(t) ≥ 0.

Para estudiar la dinámica completa del sistema (2.1), recurrimos a la teoŕıa
geométrica de perturbación singular que nos permite estudiar los ĺımites de los
sistemas (3.1) y (3.2) cuando ε→ 0.

Tomando ε = 0 en el sistema (3.1), encontramos el sistema algebraico diferen-
cial

0 = f(u, v) = u(u+ C)
(
(u+ A)(1− u)(u−M)− v

)
,

dy

dt
= v(u+ A)(u+ C −Qv),

(3.3)

obtenemos el subsistema lento correspondiente al sistema lento-rápido (3.1), y el
flujo de (3.3) se llama flujo lento, ver la figura 3.1. La solución del sistema (3.3)
está restringida al conjunto {(u, v) ∈ R2 | f(u, v) = 0} que define la variedad
cŕıtica dada por

M0 = {(u, v) ∈ R2 | f(u, v) = 0}.
Esta variedad cŕıtica consta de dos variedades diferentes

M0
0 = {(u, v) ∈ R2 | u = 0, v ≥ 0},

M1
0 = {(u, v) ∈ R2 | v = (u+ A)(1− u)(u−M), 0 < u < 1, v > 0},

tal queM0 =M0
0∪M1

0 dondeM0
0 es el eje v positivo yM1

0 es una porción de la
gráfica de un polinomio cúbico, en el primer cuadrante, semejante a una parábola.

Tomando ε = 0 en el sistema (3.2), obtenemos

du

dτ
= f(u, v) = u(u+ C)

(
(u+ a)(1− u)(u−M)− v

)
,

dv

dτ
= 0,

(3.4)
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la ecuación de capa (o subsistema rápido) correspondiente al sistema lento-rápido
(3.2). El flujo rápido consiste en una densidad constante de depredadores deter-
minada por la condición inicial v(0) = c, dado por la ecuación diferencial

du

dτ
= u(u+ C)

(
(u+ a)(1− u)(u−M)− c

)
, (3.5)

con condición inicial u(0) > 0. Notemos que la dirección del flujo rápido depende
de la elección de las condiciones iniciales u(0), v(0) y los valores de los parámetros.

La variedad cŕıtica M1
0 se puede dividir en dos partes, una parte consta de la

parte atractora del subsistema rápido y otra parte es de naturaleza repulsora, ver
figura 3.1. La parte atractora y repulsora de la variedad están seperadas por un
punto de pliegue P = (up, vp) que se caracteriza por las siguientes condiciones

f(up, vp) = 0, g(up, vp) 6= 0,

∂f

∂u
(up, vp) = 0,

∂f

∂v
(up, vp) 6= 0,

∂2f

∂u2
(up, vp) 6= 0.

(a) C < −AMQ (b) C = −AMQ

Figura 3.1: Dinámica del sistema lento-rápido (3.2) para (a) C < −AMQ y (b)
C = −AMQ, dondeM0

0 yM1
0 son las subvariedades cŕıticas. Se muestran el punto

de plegado P = (up, vp), el punto transcŕıtico TC = (0,−AM), la nuclina `(u) y su
punto de intersección C

Q
con el eje v, aśı como una representación esquemática del

flujo lento en los diferentes componentes del punto cŕıtico (curva roja) y el flujo
rápido (lineas azules).

El punto de pliegue P = (up, vp) corresponde al punto máximo de la variedad
cŕıtica M1

0, donde up se obtiene al resolver la ecuación h′(u) = 0 para u, siendo
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h(u) la función definida en (2.4). Por lo tanto las coordenadas de P están dadas
por

up =
1

3

(
1− A+M + β

)
,

vp = (uf + A)(1− uf )(uf −M)

=
1

27

(
1− A− 2M + β

)(
2 + A−M − β

)(
1 + 2A+M + β

)
,

(3.6)

donde β =
√

1 + A+ A2 −M + AM +M2.

El punto de pliegue divide a la variedad cŕıtica en dos subvariedades normal-
mente hiperbólicas: atrayente M1,a

0 y repelente M1,a
0 dadas por

M1,a
0 = {(u, v) ∈ R2 | v = h(u), up < u ≤ 1},

M1,r
0 = {(u, v) ∈ R2 | v = h(u), 0 ≤ u < up}.

El punto de intersección de la variedad cŕıticaM1
0 con el eje vertical v, es el punto

de bifurcación transcŕıtica para el subsistema rápido TC = (0,−AM).

El teorema de Fenichel garantiza la existencia de una variedad localmente
invariante M1

ε difeomorfa a la variedad cŕıtica M1
0, excepto en los puntos no

hiperbólicos P y TC . La variedad cŕıticaM1
0 se puede escribir expĺıcitamente como

v = h(u) y, la variedad invariante M1
ε se puede escribir como una perturbación

de v = h(u) de la siguiente manera, con ε como parámetro de perturbación,

M1
ε = {(u, v) | v = h(u, ε)},

donde la función h(u, ε) es de clase Ck para algún k > 0.

La expansión formal de h(u, ε) en series de potencias de ε está dada por

h(u, ε) = h0(u) + εh1(u) + ε2h2(u) + . . . =
∞∑
j=0

εjhj(u). (3.7)

Ya que v = h(u, ε) de la condición de invariancia para variedades, tenemos

dv

dt
=
∂h(u, ε)

∂u

du

dt
.

Usando la expresión expĺıcita de
du

dt
y

dv

dt
aśı como el sistema lento-rápido

(2.1), tenemos

εh(u, ε)(u+A)(u+C+Qh(u, ε)) =
∂h(u, ε)

∂u
u(u+C)

(
(u+A)(1−u)(u−M)−h(u, ε)

)
.
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Sustituyendo la expansión (3.7), tenemos

ε

∞∑
j=0

εjhj(u)(u+ A)

(
u+ C −Q

∞∑
j=0

εjhj(u)

)
=

u(u+ C)
d

du

∞∑
j=0

εjhj(u)

(
(u+ A)(1− u)(u−M)−

∞∑
j=0

εjhj(u)

)
.

(3.8)

Suponiendo que u 6= 0, ḣ0(u) 6= 0 e igualando los términos independientes de ε en
ambos lados de (3.8), obtenemos

h0(u) = (u+ A)(1− u)(u−M),

que es, como era de esperarse, la variedad cŕıtica. Ahora igualamos los coeficientes
lineales de ε de ambos lados de (3.8), y obtenemos

h1(u) =
h0(u)(u+ A)(u+ C −Qh0(u))

−u(u+ C)ḣ0(u)
.

Llevando a cabo un proceso similar, igualando los coeficientes de ε2, obtenemos
h2(u)

h2(u) =
h1(u)

(
(u+ A)(u+ C − 2Qh0(u)) + u(u+ C)ḣ1(u)

)
−u(u+ C)ḣ0(u)

.

Por lo tanto la expansión de h(u, ε) en series de potencias de ε hasta orden
dos, está dada por

h(u, ε) = (u+ A)(1− u)(u−M) + ε
h0(u)(u+ A)(u+ C −Qh0(u))

−u(u+ C)ḣ0(u)

+ ε2
h1(u)

(
(u+ A)(u+ C − 2Qh0(u)) + u(u+ C)ḣ1(u)

)
−u(u+ C)ḣ0(u)

,

de donde obtenemos que la reducción del sistema (2.1) es

du

dt
=

h(u, ε)(u+ A)(u+ C −Qh(x, ε))

ḣ(u, ε)
, (3.9)

Para variedades normalmente hiperbólicas, la teoŕıa de Fenichel es bastante com-
pleta, es decir, la ecuación (3.9) describe el flujo sobre la variedad M1

0, sin em-
bargo, en la vecindad de los puntos donde se pierde la hiperbolicidad normal,
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por ejemplo, cerca de los puntos de bifurcación, puntos de pliegue o puntos de
auto-intersección 1, esta teoŕıa no es adecuada.

En la figura 3.2 mostramos las aproximaciones de la variedad invariante para
diferentes valores de ε. Estas aproximaciones tienen dos discontinuidades no remo-
vibles en la vecindad de los puntos no hiperbólicos P y TC . La variedad cŕıticaM1

0

es normalmente hiperbólica excepto en los puntos P = (up, vp) y TC = (0,−AM).
Luego, cualquier trayectoria que comience cerca de la subvariedad atractora (re-
pelente) M1,a

0 , (M1,r
0 ) no puede cruzar el punto de pliegue P (punto transcŕıtico

TC). Por lo tanto, el teorema de Fenichel no garantiza la existencia de una variedad
invariante M1

ε como una perturbación suave de la variedad lenta M1
0.

Figura 3.2: Aproximación de la variedad invariante perturbada para distintos va-
lores de ε. Para ε = 0 (rojo), ε = 0.001 (azul), ε = 0.01 (morado) y ε = 0.1
(verde).

Para eliminar las singularidades en estos puntos, usaremos la tecnica de ex-
plosión (blow-up). Primero estudiaremos la dinámica cerca del punto de pliegue
P = (up, vp) y posteriormente en el caṕıtulo 4 estudiaremos la dinámica en el punto
de bifurcación transcŕıtica TC . Para el punto de pliegue utilizamos la transforma-
ción de explosión (blow-up) en el punto no hiperbólico de pliegue que extenderá el
sistema sobre una 3-esfera en R4, denotada por S3 = {x ∈ R4 : ‖x‖ = 1}. Usando
la técnica de explosión eliminamos la singularidad del sistema y determinamos
la solución de canard que pasa por el punto. Para aplicar ésta técnica primero
transformamos el sistema (2.1) a la forma normal.

1Aunque nos referimos aM1
0 como variedad diferencial, estrictamente hablando, las solucio-

nes de la ecuación f(u, v) = 0, pueden no ser localmente difeomórfas a un espacio euclidiano.
Por ejemplo, pueden auto-intersecarse como en el caso de la singularidad transcŕıtica. Sin em-
bargo, hay regiones abiertas en donde M1

0 es de hecho una variedad diferencial. Entonces, por
convención, podemos referirnos a M1

0 como una variedad diferencial.

46



3.2. Forma normal del sistema lento-rápido

Como ya mencionamos, la variedad cŕıticaM1
0 se puede dividir en dos partes,

una parte atractora del subsistema rápido y otra parte es de naturaleza repulsora.
La parte atractora y repulsora de la variedad está separada por un punto de
pliegue P . Cuando Q = QH , el punto de equilibrio de coexistencia E∗ coincide
con el punto de pliegue P , como consecuencia se cumplen las siguientes condiciones

f(up, vp, QH) = 0, fu(up, vp, QH) = 0, fv(up, vp, QH) 6= 0,

fuu(up, vp, QH) 6= 0, g(up, vp, QH) = 0, gu(up, vp, QH) 6= 0,

y gQ(up, vp, QH) 6= 0.

(3.10)

Usando la transformación dt∗ = u(u + C)dτ en (2.1), trasladamos el punto de
pliegue al origen, U = u−u∗, V = v−v∗, λ = QH−Q; y junto con las condiciones
(3.10) el sistema (2.1) se reduce a la forma

dU

dt∗
= −V + (1− A+M − 3u∗)U

2 − U3,

dV

dt∗
= ε

(
b00 + b10U + b01V + b20U

2 + b11UV + b02V
2 + b21U

2V + b12UV
2 + b22U

2V 2
)
,

donde

b00 = −(A+ u∗)v
2
∗λ

u∗(C + u∗)
,

b10 =
v∗

(
u2
∗v∗(QH − λ)− A

(
(C + u∗)

2 + (C + 2u∗)(λ−QH)v∗
))

u2
∗(u∗ + C)2

,

b01 =
v∗(A+ u∗)(2λ−QH)

u∗(u∗ + C)
,

b20 =
v∗

(
u3
∗v∗(λ−QH) + A

(
(C + u∗)

3 + v∗(λ−QH)(C2 + 3Cu∗ + 3u2
∗)
))

u3
∗(u∗ + C)3

,

b11 =
2u2
∗v∗(QH − λ)− A

(
(C + u∗)

2 + 2v∗(λ−QH)(C + 2u∗)
)

u2
∗(u∗ + C)

,
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b02 =
(u∗ + A)(λ−QH)

u∗(u∗ + C)
,

b21 =
2u3
∗v∗(λ−QH) + A

(
(C + u∗)

3 + 2v∗(λ−QH)(C2 + 3Cu∗ + 3u2
∗)
)

u3
∗(u∗ + C)3

,

b12 =
(QH − λ)(u2

∗ + A(C + 2u∗)
)

u2
∗(u∗ + C)2

,

b22 =
(λ−QH)(u3

∗ + A(C2 + 3Cu∗ + 3u2
∗)
)

u3
∗(u∗ + C)3

.

Sea β1 =
v∗(QHv∗(A(C+2u∗)+u2∗)−A(C+u∗)2)

u2∗(C+u∗)2
y aplicando la transformación:

U =

√
β1

1− A+M − 3u∗
U1, V =

β1

1− A+M − 3u∗
V1, t∗ =

t1√
β1

,

aqúı escribimos nuevamente U1 como U , V1 como V y t1 como t. Luego el sistema
se puede escribir en la forma normal

dU

dt
= −V h1(U, V ) + U2h2(U, V ) + εh3(U, V ),

dV

dt
= ε (Uh4(U, V )− λh5(U, V ) + V h6(U, V )) ,

(3.11)

donde

h1(U, V ) = 1,

h2(U, V ) = 1 +

√
β1

(1− A+M − 3u∗)2
U,

h3(U, V ) = 0,

h4(U, V ) = 1 +
v∗β2√

β1(1− A+M − 3u∗)
U,

h5(U, V ) = 1 +O(U, V ),

h6(U, V ) = − QHv∗(A+ u∗)

u∗(C + u∗)
√
β1

+O(U, V ),

con β2 =
A(C+u∗)3−QH

(
u3∗+A(C2+3Cu∗+3u2∗)

)
v∗

u3∗(C+u∗)3
y λ = (A+u∗)(A−1−M+3u∗)v2∗

u∗(C+u∗)(β1)3/2
.

El sistema (3.11) es la forma normal del sistema lento-rápido (2.1) en un
entorno del punto de equilibrio (u∗, v∗). Aqúı λ mide la perturbación de Q desde
QH y se considera como parámetro de bifurcación del sistema (3.11). Además,

48



suponemos que el parámetro de bifurcación Q y el parámetro de escala de tiempo
ε son independientes. Ahora ampliamos el sistema anterior a R4, para lo cual
agregamos las ecuaciones

dλ

dt
= 0, y

dε

dt
= 0,

para el sistema (3.11) y estudiamos la dinámica del sistema en las proximidades
del (0, 0, 0, 0).

3.3. Explosión del punto de pliegue

Cuando Q = QH , correspondiente al umbral de bifurcación de Hopf, el pun-
to de equilibrio E∗ del sistema (2.1), coincide con el punto de pliegue P . Esta
coincidencia identifica a P como el punto canard.

Consideremos el espacio de explosión

S3 = {
(
Ū , V̄ , λ̄, ε̄

)
∈ R4 : Ū2 + V̄ 2 + λ̄2 + ε̄2 = 1},

y un intervalo I = [0, µ] donde µ > 0 es una pequeña constante. Definimos una
variedad M := S3 × I y el mapeo extendido Φ :M−→ R4, donde

Φ
(
Ū , V̄ , λ̄, ε̄, ρ̄

)
=
(
ρ̄ Ū , ρ̄2 V̄ , ρ̄ λ̄, ρ̄2 ε̄

)
:= (U, V, λ, ε) . (3.12)

Usando el mapeo anterior podemos escribir el sistema transformado de la si-
guiente manera

dŪ

dt
=

1

ρ̄

(
dU

dt
− Ū dρ̄

dt

)
,

dV̄

dt
=

1

ρ̄2

(
dV

dt
− 2ρ̄V̄

dρ̄

dt

)
dλ̄

dt
=

1

ρ̄

(
dλ

dt
− λ̄dρ̄

dt

)
,

dε̄

dt
=

1

ρ̄2

(
dε

dt
− 2ρ̄ε̄

dρ̄

dt

)
.

(3.13)

Para estudiar la dinámica del sistema transformado en y alrededor del hemis-
ferio S3

ε≥0, presentaremos las cartas con los mapeos de expansión de direcciones.
A lo largo de cada dirección del eje de coordenadas definimos las cartas K1, K2,
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K3 y K4 configurando V̄ = 1, ε̄ = 1, Ū = 1, λ̄ = 1 respectivamente en (3.13).
Las cartas K1 y K3 describen la dinámica en una vecindad del ecuador de S3 y
K2 describe la dinámica en una vecindad del hemisferio positivo. Aqúı nos enfo-
camos principalmente en la carta K2 para demostrar la existencia de una solución
periódica para 0 < ε � 1. Al volver a escalar el tiempo con la transformación
t̄ := ρ̄t, desingularizamos el sistema (3.13) de modo que el factor ρ̄ desaparece.
La versión transformada del sistema (3.13) se puede escribir en la carta K2 de la
siguiente manera

dŪ

dt̄
= −V̄ b1 + Ū2b2 + ρ̄

(
a1Ū − a2Ū V̄ + a3Ū

3
)

+O
(
ρ̄(λ̄, ρ̄)

)
,

dV̄

dt̄
= Ūb3 − λ̄b4 + ρ̄

(
a4Ū

2 + a5V̄
)

+O
(
ρ̄(λ̄, ρ̄)

)
,

dλ̄

dt̄
= 0,

dε̄

dt̄
= 0,

(3.14)

donde

b1 = 1, b2 = 1, b3 = 1, b4 =
(A+ u∗)(A− 1−M + 3u∗)v

2
∗

u∗(C + u∗)(β1)3/2
,

a1 = 0, a2 = 0, a3 = −
√
β1

(1− A+M − 3u∗)2
, (3.15)

a4 =

√
β1

(
A(u∗ + C)3 −Q∗

(
u3
∗ + A(C2 + 3Cu∗ + 3u2

∗)
)
v∗

)
u∗(u∗ + C)(−1 + A−M + 3u∗)

(
A(u∗ + C)2 −Q∗

(
u2
∗ + A(C + 2u∗)

)
v∗

) ,
a5 = − Q∗v∗(A+ u∗)

u∗(C + u∗)
√
β1

.

La bifurcación de Hopf del sistema (3.11) ocurre cuando λ = 0. Los valores propios
de la matriz jacoboana en la bifurcación de Hopf son imaginarios puros y dependen
de ε, y tienden a cero cuando ε→ 0. Además, en el sistema lento los valores propios
están en función de 1

ε
. Entonces, tanto en el sistema lento como en el rápido, la

bifurcación de Hopf es singular cuando ε→ 0.

Para determinar la criticidad de la bifurcación de Hopf y la explosión de ca-
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nard, definimos la constante

A = −∂h1

∂x
(0, 0, 0, 0) + 3

∂h2

∂x
(0, 0, 0, 0)− 2

∂h4

∂x
(0, 0, 0, 0)− 2h6(0, 0, 0, 0)

= −a2 + 3a3 − 2a4 − 2a5

= − 3

√
β1

(1− A+M − 3u∗)2
(3.16)

− 2

√
β1

(
A(u∗ + C)3 −QH

(
u3
∗ + A(C2 + 3Cu∗ + 3u2

∗)
)
v∗

)
u∗(u∗ + C)(−1 + A−M + 3u∗)

(
A(u∗ + C)2 −QH

(
u2
∗ + A(C + 2u∗)

)
v∗

)
+ 2

QHv∗(A+ u∗)

u∗(C + u∗)
√
β1

donde los coeficientes h1, h2, h4 y h6 están definidos en (3.11), y los coeficientes
a2, a3, a4 y a5 se encuentran en (3.15).

Observación 4. Es importante destacar que, en el marco de la teoŕıa clásica de
bifurcaciones, el coeficiente A coincide con el primer coeficiente de Lyapunov.

Ya que determinar de forma expĺıcita el valor de A en función de los paráme-
tros del sistema resulta inviable anaĺıticamente. Para ilustrar la criticidad de la
bifurcación de Hopf a través del signo de A, realizamos a continuación un ejem-
plo numérico considerando un conjunto espećıfico de parámetros que satisfacen la
condición AM + C

Q
= 0:

A = 0.5, C = 0.1052, M − 0.1, Q = 2.104012

donde el sistema experimenta una bifurcación de Hopf supercŕıtica en el punto
u = 0.53869979, v = 0.30603456 con A = −1.76548 < 0.

Para un segundo caso, en el que se cumple AM + C
Q
< 0,consideramos los

parámetros:

A = 0.5, C = 0.05, M − 0.1, Q = 1.939069

donde también se observa una bifurcación de Hopf supercŕıtica en el punto en
u = 0.544603, v = 0.306643 con A = −2.23129 < 0.

Observación 5. En la sección 3.6 determinaremos de manera intŕınseca la cri-
ticidad de la bifurcación de Hopf, mediante un procedimiento novedoso que no
requiere que el sistema esté en forma normal lenta-rápida. Este enfoque permite
confirmar y respaldar los resultados obtenidos previamente.
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En lo que sigue vamos calcular la curva de bifurcación de Hopf singular λH(
√
ε)

y la curva canard máxima λC(
√
ε) para la forma normal lenta-rápida (3.11), para

lo cual haremos uso de las fórmulas (3.15) y (3.16) en [34].

Teorema 9. Sea (U, V ) = (0, 0) el punto de canard del sistema transformado
(3.11) en λ = 0 tal que (0, 0) es una singularidad plegada y g(0, 0, 0) = 0. Entonces
para ε lo suficientemente pequeño existe una curva de bifurcación de Hopf singular
λ = λH(

√
ε) tal que el punto de equilibrio P del sistema (3.11) es estable para

λ > λH(
√
ε) y

λH(
√
ε) = −(a1 + a5)

2
ε+O(ε

3
2 ). (3.17)

Demostración. En la carta K2, ε̄ = 1 por lo que la transformación de esplosión
como se define en (3.12) se reduce a

ρ̄ =
√
ε, U =

√
εŪ , V = εV̄ , λ =

√
ελ̄. (3.18)

Usando la transformación (3.18) podemos escribir el sistema (3.14) eliminando las
barras superiores como

Ut = −V + U2 +
√
εG1(U, V ) +O

(√
ε(λ,
√
ε)
)
,

Vt = U − b4λ+
√
εG2(U, V ) +O

(√
ε(λ,
√
ε)
)
,

(3.19)

donde

G1 = a1U − a2UV + a3U
3, G2 = a4U

2 + a5V. (3.20)

Sea (Ue, Ve) el punto de equilibrio del sistema (3.19), Ue = λ+O(2) y Ve = O(2),
donde O(2) := (λ2, λ

√
ε, λ). Linealizando el sistema alrededor de este punto de

equilibrio, tenemos la matriz jacobiana

J =

(
2Ue + a1

√
ε+O(2) −1 +O(2)

1 +O(2) a5

√
ε

)
(3.21)

En la bifurcación de Hopf tenemos la traza de J es igual a cero, lo que implica
que

2λ+ (a1 + a5)
√
ε+O(2) = 0,

y aplicando el mapeo blow-down (desinfle) λH = λ
√
ε obtenemos la curva de

bifurcación de Hopf singular λH(
√
ε) para la forma normal lenta-rápida (3.2)

como

λH(
√
ε) = −a1 + a5

2
ε+O(ε

3
2 ). (3.22)
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La curva de bifurcación de Hopf singular para el sistema (3.2) con la condición
AM + C

Q
= 0 está dada por

QH(
√
ε) =

3u∗
AS + (2A− 2M + 2AM + S)u∗ + (M − A− 1)u2

∗

+
a1 + a5

2
ε+O(ε

3
2 ).

(3.23)

y para la condición AM + C
Q
< 0 está dada por

QH(
√
ε) =

3(w + C)

A(M(2w − 3) + S − (w − 2)w) + w(M(w − 2) + S − w)

+
a1 + a5

2
ε+O(ε

3
2 ).

(3.24)

Teorema 10. Sea (U, V ) = (0, 0) el punto de canard de la forma normal lenta-
rápida (3.11) en λ = 0 tal que (0, 0) es una singularidad plegada y g(0, 0, 0) = 0.
Entonces, para ε > 0 suficientemente pequeño, existe una curva de canard máxima
λ = λC(

√
ε) tal que el flujo lento en las subvariedades invariantes normalmente

hiperbólicas M1,a
ε se conecta con M1,r

ε en el espacio de explosión. Y λC(
√
ε) está

dada por

λC(
√
ε) = −

(
a1 + a5

2
+
A
8

)
ε+O

(
ε

3
2 ,
)

(3.25)

donde A fué dada en (3.16).

Demostración. Aqúı probaremos la existencia de una curva de canard máxima y
daremos una expresión anaĺıtica de la misma. Para esto probaremos primero la
siguiente proposición. En la carta K2 del espacio de explosión consideramos el
sistema desingularizado (3.19) como

Ut = −V + U2 +
√
εG1(U, V ) +O

(√
ε(λ,
√
ε)
)
,

Vt = U − b4λ+
√
εG2(U, V ) +O

(√
ε(λ,
√
ε)
)
,

ρt = 0,

λt = 0,

(3.26)

donde b1, b2, b3, b4, G1 y G2 están dadas en (3.15) y (3.20). La dinámica del sistema
en la esfera se obtiene haciendo ρ = 0 en (3.26) para diferentes valores de λ en la
vecindad de 0. Luego tomando ρ = 0 y λ = 0, el sistema anterior es integrable y
tenemos

Ut = −V + U2,

Vt = U.
(3.27)

La solución de este sistema ayuda a demostrar el teorema principal.
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Proposición 4. La solución del sistema (3.27) está dada por H(U, V ) = 0, donde

H(U, V ) = e−2V

(
U2

2
− 1

4
− V

2

)
y

dU

dt
= −e−2V ∂H

∂V
,

dV

dt
= e−2V ∂H

∂U
.

(3.28)

Demostración. Podemos escribir el sistema (3.27) como

dV

dU
=

U

U2 − V
,

o de forma equivalente, como la ecuación

UdU + (V − U2)dV = 0,

para convertir esta ecuación en una ecuación exacta, multiplicamos ambos lados
por el factor integrante e−2V . Luego, integrando obtenemos

e−2V

(
−U2 + V +

1

2

)
= c0.

Multiplicando por
1

2
obtenemos la solución del sistema (3.27) como

e−2V

(
−U

2

2
+

1

4
+
V

2

)
= c,

donde c =
c0

2
es una constante. La solución para c = 0 es una parábola dada por

U2 =
1

2
+ V.

Para continuar con la demostración del teorema 10, expresamos la solución del
sistema (3.27) en forma paramétrica

η(t) =
(
U(t), V (t)

)
=

(
t, t2 − 1

2

)
, t ∈ R. (3.29)
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Para ε = 0, las subvariedades atractora y repulsora de la variedad cŕıtica M1
0 se

intersectan a lo largo del ecuador del espacio de expansión S3. Según la teoŕıa
de Fenichel, para ε > 0 existen variedades invariantes lentas perturbadas, una
de ellas atrayente atractoras (M1,a

ε ) y repulsoras (M1,r
ε ). A lo largo de la curva

(3.29), las subvariedades invariantes atrayentes (M1,a
ε ) y repelentes (M1,r

ε ) en el
espacio de expansión se cruzan y la trayectoria de solución que se encuentra en
esa intersección se denomina curva de canard máxima. Utilizamos la función de
Melnikov para calcular la distancia entre estas variedades invariantes, la cual está
dada por

Dρ,λ = dρρ+ dλλ+O(ρ2), (3.30)

donde

dρ =

∫ ∞
−∞
∇H

(
η(t)

)TG(η(t)
)
dt,

dλ =

∫ ∞
−∞
∇H

(
η(t)

)T ( 0
−b4

)
dt,

(3.31)

donde G y H se definen en (3.20) y (3.28) respectivamente. La distancia entre
las subvariedades M1,a

ε y M1,r
ε está dada por la ecuación (3.30). Dado que la

curva de canard máxima corresponde a la intersección de las variedades invariantes
perturbadas, es preciso que se cumpla la condición Dρ,λ = 0. Con el fin de verificar
dicha condición, procedemos al cálculo expĺıcito de las integrales de Melnikov dρ
y dλ, definidas en (3.29) y (3.31), respectivamente.

dρ =

∫ ∞
−∞

[(
a1U − a2UV + a3U

3
) ∂H(η(t)

)
∂U

+
(
a4U

2 + a5V
) ∂H(η(t)

)
∂V

]
dt

=

∫ ∞
−∞

e−2V
[(
a1U − a2UV + a3U

3
)

(−U) +
(
a4U

2 + a5V
) (
U2 − v

)]
dt

= e

∫ ∞
−∞

e−2t2
(

(a2 − a3)t4 +
(
−a1 −

a2

2
+
a4

2
+
a5

2

)
t2 − a5

4

)
dt.

(3.32)

Ahora, al sustituir z = t2 y realizar varias integraciones por partes, se obtiene

dρ =
e

16
(−4a1 + a2 − 3a3 + 2a4 − 2a5)

∫ ∞
−∞

e−2t2dt,
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y

dλ = −
∫ ∞
−∞

b4
∂H

∂V
dt

= b4

∫ ∞
−∞

e−2V
(
U2 − v

)
dt

= −b4e

2

∫ ∞
−∞

e−2t2dt.

Como dλ 6= 0, el teorema de la función impĺıcita nos permite resolver expĺıcita-
mente a partir de (3.30),

λ(ρ) = −dρ
dλ
ρ+O(ρ2) =

1

8
(−4a1 + a2 − 3a3 + 2a4 − 2a5) ρ+O(ρ2)

=
1

8
(−4a1 − 4a5 + a2 − 3a3 + 2a4 + 2a5) ρ+O(ρ2)

= −
(
a1 + a5

2
+
A
8

)
ρ+O(ρ2).

(3.33)

Ahora usando la función blow-down λC = λ(
√
ε) obtenemos la curva de canard

máxima para la forma normal lenta-rápida (3.11).

λC(
√
ε) = −

(
a1 + a5

2
+
A
8

)
ε+O(ε3/2). (3.34)

La curva de canard máxima, a lo largo de la cual se genera el ciclo de canard
con cabeza en el sistema (3.2) bajo la condición AM + C

Q
= 0, está dada por

QC(
√
ε) =

3u∗
AS + (2A− 2M + 2AM + S)u∗ + (M − A− 1)u2

∗

+

(
a1 + a5

2
+
A
8

)
ε+O(ε3/2).

(3.35)

y para la condición AM + C
Q
< 0 está dada por

QC(
√
ε) =

3(w + C)

A(M(2w − 3) + S − (w − 2)w) + w(M(w − 2) + S − w)

+

(
a1 + a5

2
+
A
8

)
ε+O(ε3/2).

(3.36)
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Fijando los parámetros A, C, M , S y ε > 0, tenemos que QC(
√
ε) da el umbral

para la existencia de ciclo canard con cabeza. En la figura 3.3 mostramos un dia-
grama de las curvas de umbral en el plano Q-ε, que lo dividen en cuatro regiones.
Para un ε > 0, fijo, en la región I, cuando Q > QH , el punto de equilibrio de
coexistencia es estable. A medida que disminuimos Q de la región I a la región
II, después de cruzar el umbral de bifurcación de Hopf Q = QH aparecen ciclos
de canard de pequeña amplitud. En la región II, es decir, cuando QC < Q < QH ,
el sistema experimenta una transición del ciclo de canard sin cabeza al ciclo de
canard con cabeza. El tamaño del ciclo de canard aumenta al disminuir Q y la
forma del ciclo cambia a canard con cabeza en QC . El ciclo de canard con cabeza
persiste en la región III, donde Qro < Q < QC . Al disminuir aún más Q, es decir,
cuando Q = Qro, el punto de equilibrio inestable está rodeado por un atractor
periódico estable llamado oscilación de relajación. Este atractor periódico consta
de dos flujos concatenados lento (cerca de la variedad cŕıtica) y rápido (casi hori-
zontal y alejado de la variedad cŕıtica). Podemos ver que para ε suficientemente
pequeño, esta transición, del ciclo de canard pequeño a la oscilación de relajación
a través del ciclo de canard con cabeza, tiene lugar dentro de un intervalo estrecho
del parámetro Q, este fenómeno se conoce como explosión de canard. En la figura
3.10 mostramos un diagrama de bifurcación asociado a una explosión del canard.

3.4. Explosión de canard

En las secciones anteriores, hemos observado la dinámica periódica del sistema
lento-rápido cerca del punto canard. El punto de equilibrio de coexistencia E∗ es
estable para Q > QH y las trayectorias convergen a este punto para cualquier
condición inicial ya que es el atractor global; ver la figura 3.4. Cuando Q = QH , el
punto E∗ coincide con el punto de pliegue P , el punto de equilibrio de coexistencia
pierde estabilidad a través de la bifurcación de Hopf singular. Podemos ver que
para Q < QH , se observa un ciclo ĺımite estable de pequeña amplitud; ver la
figura 3.5. Debido a la disminución del parámetro Q, el ciclo ĺımite estable crece
en tamaño esta solución periódica se conoce como ciclo canard sin cabeza, esto
marca el inicio de la explosión de canard. Al reducir aún más Q, se obtiene un
canard máximo sin cabeza en Q = QC , umbral de canard; ver la figura 3.6. Cuando
Q < QC , obtenemos otro ciclo de canard conocido como canard con cabeza, este
ciclo es especial en el sentido de que desde la vecindad del punto de pliegue sigue
la variedad lenta repulsoraM1,r

0 durante un tiempo de O(1), antes de saltar a otra
variedad atractora (ver la figura 3.7). Al disminuirQ, el sistema se establece en una
gran solución periódica estable llamada oscilación de relajación, que marca el final
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Figura 3.3: Diagrama que muestra la curva de bifurcación de Hopf singular QH

(en azul), la curva del canard máximo QC (en rojo) y la correspondiente al ciclo
de oscilación de relajación Qro (en negro punteado).

de la explosión de canard (ver la figura 3.8). Esta órbita se caracteriza porque el
flujo lento al llegar a la proximidad del punto de pliegue salta directamente a otra
variedad lenta atrayente, como se estudiará en la sección 3.5. Esta oscilación de
relajación eventualmente desaparece cuando Q = Q∗C , esto es, cuando E∗ ∈ M0

0,
pues este punto se vuelve un atractor global (ver la figura 3.9). La fuerza del
efecto Allee tiene una influencia significativa en la amplitud de la coexistencia
oscilatoria estable de ambas especies. El cambio en la amplitud del ciclo ĺımite
correspondiente a la explosión del canard se muestra en la figura 3.10.

Observación 6. Obsérvese en las figuras 3.7 y 3.8 que, en el caso degenerado en
que se cumple la condición AM+ C

Q
= 0, los ciclos cercanos al punto TC tienen un

pico en parte cercana al eje v. La dinámica en torno a este punto será analizada
con mayor detalle en la sección 4.1.
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Figura 3.4: Para Q > QH el flujo converge al punto estable E∗.

3.5. Función de entrada-salida

En esta sección demostraremos la existencia de una oscilación de relajación,
para esto usaremos la función de entrada-salida. Es importante señalar que el
uso de esta función es válido únicamente para el caso genérico AM + C

Q
< 0.

El caso cŕıtico AM + C
Q

= 0 se analizará por separado en la sección 4.1. El ciclo
canard y la oscilación de relajación pasan por la vecindad de P para ε� 1. Ahora
demostramos la existencia de una trayectoria que salta del punto de pliegue a otro
punto de la variedad lentaM0

0 a través de un flujo horizontal rápido y continuando
alĺı por un tiempo constante la trayectoria sale deM0

0 en un cierto punto. Esto está
determinado por la función de entrada-salida y podemos encontrar las coordenadas
del punto de salida de la variedad lenta M0

0.

Con el fin de alcanzar nuestro objetivo, reescribimos el sistema (3.2) como el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

du

dτ
= uf1(u, v) = u

(
(u+ C)

(
(u+ A)(1− u)(u−M)− v

))
,

dv

dτ
= εvg1(u, v) = εv (S(u+ A)(u+ C −Qv)) .

(3.37)

Notemos que (3.37) es un sistema de tipo Kolmogorov (véase [17]). Al evaluar
las funciones del lado derecho de (3.37) en u = 0, obtenemos: f1(0, v) = C(−AM−
v), g1(0, v) = SA(C−Qv), lo que implica que f1(0, v) < 0 si v > −AM , f1(0, v) >
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Figura 3.5: En el valor cŕıtico Q = QH , el punto de equilibrio de coexistencia E∗
coincide con el punto de pliegue P y pierde estabilidad a través de una bifurcación
de Hopf singular. Para Q < QH , se genera un ciclo ĺımite estable de pequeña
amplitud en torno a E∗.

0 si v < −AM . Observemos que TC(0,−AM) en el eje vertical es el punto de
bifurcación transcŕıtico y podemos dividir la variedad lenta M0

0 en dos partes

M0,a
0 = {(u, v) : u = 0, v > −AM},

y
M0,r

0 = {(u, v) : u = 0, v < −AM}.
Es claro queM0,a

0 es atractora yM0,r
0 es repulsora del flujo rápido ver figura 3.1.

Fijemos ε > 0 y tomamos up, como el punto máximo de la variedad cŕıtica
M1

0 cuyas coordenadas fueron dadas en (3.6)

uf =
1

3

(
1− A+M + β

)
,

donde β =
√

1 + A+ A2 −M + AM +M2. Luego, de la expresión de M1
0 tene-

mos
vf = (uf + A)(1− uf )(uf −M). (3.38)

Ahora consideramos una trayectoria que parte de un punto, digamos (u1, v1),
donde u1 < up y v1 = vp. La trayectoria se atrae hacia la variedad atractoraM0,a

0

y comienza a moverse hacia abajo manteniendo la proximidad aM0,a
0 . Se espera-

ba que la trayectoria dejaŕıa el eje vertical en el punto de bifurcación transcŕıtica
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Figura 3.6: El pequeño ciclo ĺımite estable se ampĺıa progresivamente, dando lugar
a una solución periódica conocida como ciclo canard sin cabeza, la cual continúa
creciendo hasta alcanzar un tamaño máximo cuando Q = QC .

TC donde pierde su estabilidad [44]. La trayectoria cruza el punto TC y continúa
moviéndose verticalmente hacia abajo permaneciendo cerca de la parte repelente
M0,r

0 , por un cierto tiempo, hasta que se alcanza una población mı́nima de de-
predadores p(v1) tal que 0 < p(v1) < −AM . Después de dejar la variedad lenta
cerca del punto p(v1), la trayectoria comienza a moverse a lo largo de un segmen-
to casi horizontal y es atráıda hacia la variedad atractora lenta Ma

1. Este punto
de salida está determinado por una función impĺıcita p(v1), llamada función de
entrada-salida, que se define impĺıcitamente como∫ v1

p(v1)

f1(0, v)

vg1(0, v)
dv = 0.

Para simplificar, definimos v0 := p(v1), luego tenemos∫ v1

v0

C(−AM − v)

v(SA(C −Qv))
dv = 0 =⇒

(AMQ+ C) ln

(
C −Qv1

C −Qv0

)
+ AMQ ln

(
v0

v1

)
AQS

= 0

(3.39)

Sustituyendo v1 = vp de (3.38) en la ecuación (3.39), obtenemos una ecuación
trascendental en v0 que se puede resolver numéricamente para obtener el punto
de salida.
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Figura 3.7: Para Q < QC , se obtiene otro ciclo canard, conocido como canard con
cabeza. Este ciclo incrementa su amplitud a medida que se reduce el valor de Q,
y el sistema finalmente se establece en una solución periódica de gran amplitud,
denominada oscilación de relajación, cuando Q = Qro.

Teorema 11. Para el sistema (3.37), existe un único punto v0 := p(v1) ∈ (C
Q
,−AM)

tal que ∫ v1

p(v1)

f1(0, v)

vg1(0, v)
dv = 0.

Demostración. Sea F (v0) =
∫ v1
p(v1)

f1(0,v)
vg1(0,v)

dv, integrando y aplicando propiedades

de los logaritmos, tenemos

F (v0) =

(AMQ+ C) ln

(
C −Qv1

C −Qv0

)
+ AMQ ln

(
v0

v1

)
AQS

,

como v0 ∈ (C
Q
,−AM), calculamos el ĺımite lateral

ĺım
v0→C

Q

+
F (v0) = −∞,

ya que AMQ+C < 0. Entonces C
Q

es una aśıntota de F (v0) y para valores cercanos

a C
Q

, F (v0) < 0.
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Q < 0

Figura 3.8: Para Q < Qro, el ciclo de relajación persiste hasta que Q alcanza el
valor cŕıtico Q = Q∗C , a partir del cual el punto E∗ = TC adquiere estabilidad.

Por otra parte

F (−AM) =

(AMQ+ C) ln

(
C −Qv1

C + AMQ

)
+ AMQ ln

(
−AM

v1

)
AQS

,

−AM < v1, implica que 0 < −AM
v1

< 1 y 0 < C−Qv1
AMQ+C

< 1, por lo que los logarit-

mos son negativos. Además AMQ+C < 0 y AMQ < 0, por lo que F (−AM) > 0.

Por otra parte, si v0 ∈ (C
Q
,−AM), como v0 > 0, CQ > 0, AM + v0 < 0 y

C −Qv0 < 0, entonces

dF (v0)

dv0

=
CQ(AM + v0)

v0(C −Qv0)
> 0,

es decir, F (v0) es creciente en (C
Q
,−AM).

Como la función F (v0) es continua y tiene un cambio de signo en (C
Q
,−AM),

por el teorema de Bolzano, la función F (v0) tiene al menos un cero en dicho
intervalo. Más aún, ya que la función es creciente, por el teorema de Rolle, el cero
es único.

Teorema 12. Sea P el punto de pliegue en la variedad cŕıtica M1
0 donde el

flujo lento en la variedad atractora M1,a
0 viene dado por (3.9). Suponga también
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Figura 3.9: Cuando E∗ = TC , se cumple que C
Q

= −AM , lo que implica que

únicamente se verifica la condición AM + C
Q

= 0. En este caso, la oscilación de
relajación desaparece, ya que el punto E∗ se convierte en el atractor global del
sistema.

que el punto de equilibrio de coexistencia se encuentra en la subvariedad cŕıtica
normalmente hiperbólica repulsora bajo la restricción paramétrica,

u∗ < up,

y sea E una pequeña vecindad de una trayectoria singular γ0 que consta de trayec-
torias alternas lentas y rápidas. Entonces, para ε suficientemente pequeño existe
un único ciclo ĺımite atractor γε ⊂ E tal que γε → γ0 cuando ε→ 0.

Demostración. Aqúı, demostramos la existencia de un ciclo ĺımite atractor único
llamado oscilación de relajación. Para estudiar la dinámica del sistema (3.37),
definimos dos secciones del flujo como

∆in = {(u+, v) : u+ � uf , v ∈ (v1 − δ, v1 + δ)},
∆out = {(u+, v) : u+ � uf , v ∈ (v1 − δ2, v1 + δ2)},

donde δ es un número positivo suficientemente pequeño. Definamos un mapeo de
retorno Π : ∆in → ∆in que es una composición de dos mapeos

Φ : ∆in → ∆out, Ψ : ∆out → ∆in,

tal que Π = Ψ ◦Φ. Fijamos ε > 0 y tomamos un punto (u+, v+) de la sección ∆in.
Ahora consideramos una trayectoria del sistema (3.37) partiendo del punto inicial
(u+, v+). Del análisis de la función de entrada y salida, podemos decir que esta
trayectoria será atráıda por M0,a

0 y dejará a M0,r
0 en el punto (0, p(v+)), donde
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Figura 3.10: Diagrama de bifurcación asociado a una explosión de canard. Este
diagrama ilustra la amplitud y estabilidad de los ciclos ĺımite para un valor fijo de
0 < ε� 1. Se observa una bifurcación de Hopf supercŕıtica (A < 0) en Q = QH ,
aśı como un canard máximo en Q = QC . Además, el ciclo de relajación desaparece
eventualmente en Q = Q∗C .

p(v+) es la función de entrada y salida. Luego la trayectoria salta a la sección
∆out en el punto (u+, p(v+)). Por lo tanto, el mapeo Φ se define con la ayuda de
la función de entrada-salida como Φ(u+, v+) = (u+, p(v+)).

Ahora para estudiar el mapeo Ψ consideramos dos trayectorias γ1
ε , γ

2
ε partiendo

de la sección ∆out. Estas trayectorias son atráıdas haciaM1,a
ε donde el flujo lento

viene dado por
du

dτ
=
g
(
u, h(u, ε)

)
ḣ(u, ε)

.

Estas siguen la variedad lenta perturbada hasta la vecindad del punto de plie-
gue donde se contraen exponencialmente entre śı [58] y saltan a ∆in. Aplicando
el teorema 2.1 de [33], tenemos que la aplicación Π es una contracción. Usando
el teorema de mapeo de contracción, concluimos que Π tiene un punto fijo único
que da lugar a un ciclo de oscilación de relajación único γε. Además de la teoŕıa
de Fenichel, inferimos que γε converge a γ0 cuando ε→ 0.

Cuando ε → 0, todas las trayectorias convergen asintóticamente a este ciclo
ĺımite estable que consiste en transiciones alternadas lentas y rápidas de densi-
dades de presas y depredadores. Este ciclo se puede interpretar de la siguiente
manera. Cuando la población de depredadores alcanza una alta densidad, hay
una rápida disminución en la población de presas debido al consumo excesivo por
parte del depredador especialista y la presa alcanza un nivel considerablemen-
te bajo. Como consecuencia, la población de depredadores disminuye lentamente
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hasta que alcanza un umbral de densidad bajo en el que la población de presas
comienza a crecer nuevamente. En consecuencia, la presa se regenera en muy poco
tiempo mientras que la densidad de depredadores permanece más o menos fija. A
medida que la densidad de presas se acerca a su capacidad de carga, la población
de depredadores crece lentamente debido a la abundancia de recursos. Finalmente,
cuando la densidad de depredadores alcanza su nivel máximo, el ciclo lento-rápido
se completa y esta dinámica continúa con el tiempo. Ver figure 3.11.

Figura 3.11: Secciones del flujo: ∆in y ∆out.

3.6. Determinación intŕınseca de la criticidad de

la bifurcación de Hopf

En la secciones 3.2 y 3.3 calculamos la criticidad de la bifurcación de Hopf
llevando el sistema (3.2) a la forma normal (3.11), calculando la curva de bifurca-
ción de Hopf λH(

√
ε) de manera expĺıcita y obteniendo la constante A para este

fin. En esta sección usaremos un método novedoso para calcular la criticidad de
la bifurcación de Hopf, sin llevar el sistema (3.2) a la forma normal. La intención
de calcular la criticidad de Hopf por partida doble no es redundar, sino más bien
presentar las dos alternativas con propósito didáctico.

Utilizando las propiedades inherentes de la noción de punto de Hopf lento-rápi-
do, De Maesschalck et al. [43] demostraron que la criticidad de un una bifurcación
de Hopf en un sistema lento-rápido se puede determinar sin la necesidad de tener
o cambiar el sistema a la forma normal, como lo hicimos en la secciones 3.2 y
3.3. Ellos introdujeron una fórmula sencilla para verificar de manera intŕınseca si
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existe algún punto de contacto singular. Esto es muy útil porque la curva cŕıtica
no requiere parametrización. En este trabajo se analiza el caso en el que el primer
coeficiente de Lyapunov es distinto de cero.

Como ya mencionamos, la variedad cŕıticaM1
0 se puede dividir en dos partes,

una parte atractora y otra parte repulsora respecto al subsistema rápido . La parte
atractora y repulsora de la variedad está separada por un punto de pliegue P . En
esta sección determinamos de manera intŕınseca la criticidad de la bifurcación
de Hopf lenta-rápida del sistema (2.1). Si el punto de pliegue P coincide con el
punto de equilibrio de coexistencia Q = QH como consecuencia se cumplen las
condiciones (3.10)

f(up, vp, QH) = 0, fu(up, vp, QH) = 0, fv(up, vp, QH) 6= 0,

fuu(up, vp, QH) 6= 0, g(up, vp, QH) = 0, gu(up, vp, QH) 6= 0,

y gQ(up, vp, QH) 6= 0.

Consideremos el sistema (3.2)

du

dτ
= u(u+ C)

(
(u+ A)(1− u)(u−M)− v

)
,

dv

dτ
= εv(u+ A)(u+ c−Qv).

donde identificamos

F (u, v) = u(u+ C)
(
(u+ A)(1− u)(u−M)− v

)
,

G(u, v) = v(u+ A)(u+ C −Qv).

Ahora definimos Z = ∂
∂U

y calculamos

ZF (U, V ) = u(C + u)(A(1 +M − 2u) + (2− 3u)u+M(2u− 1))

+ u((M − u)(u− 1)(A+ u)− v) + (C + u)((M − u)(u− 1)(A+ u)− v)

ZZF (U, V ) = 2(−3Mu+ 6u2 + 6Mu2 − 10u3 + C(−M + 3u+ 3Mu− 6u2)

+ A(−M + C(1 +m− 3u) + 3u+ 3Mu− 6u2)− v)

ZZZF (U, V ) = 6(−M +C(1 +M −4u) +A(1−C+M −4u) + 4u+ 4Mu−10u2)

Ω(G,Z) =

∣∣∣∣ 0 1
G(u, v) 0

∣∣∣∣ = −v(u+ A)(u+ C −Qv),
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Ω(∇F,∇ZF ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F

∂U

∂ZF

∂U

∂F

∂V

∂ZF

∂V

∣∣∣∣∣∣∣∣
= A(C2M + 2CMu+ (2M + C(1− 3C +M))u2 − 8Cu3 − 4u4)

+ C2((3 + 3M − 8u)u2 + v) + 2u2((2 + 2M − 5u)u2 + v)

+ Cu(−u(M − 8(1 +M)u+ 19u2) + 2v),

G(U, V ) = Ω(Q,Z) Ω(∇F,∇ZF )

= −
(

(A+ u)v(c+ u−Qv)
(
A(c2M + 2CMu

+ (2M + C(1− 3C +M))u2 − 8Cu3 − 4u4) + C2((3 + 3M − 8u)u2 + v)

+ 2u2((2 + 2M − 5u)u2 + v) + Cu(−u(M − 8(1 +M)u+ 19u2) + 2v)
))
,

A(U, V ) =
ZZZF (U, V )

[ZZF (U, V )]2

=
[
3
(
−M + C(1 +M − 4u) + A(1− C +M − 4u) + 4u+ 4Mu− 10u2

)]
/[

2(−3Mu+ 6u2 + 6Mu2 − 10u3 + C(−M + 3u+ 3Mu− 6u2)

+ A(−M + C(1 +M − 3u) + 3u+ 3Mu− 6u2)− v)2
]
.

Sea V = a1
∂
∂u

+ a2
∂
∂v

donde a1 y a2 son algunas funciones. Luego encontramos
a1 y a2 resolviendo el sistema de ecuaciones V(F ) = 0 y V(ZF ) = 1. Obtenemos

V =
−∂F
∂V

Ω(∇F,∇ZF )

∂

∂U
+

∂F
∂U

Ω(∇F,∇ZF )

∂

∂V
. (3.40)

De (3.40) obtenemos

VF (u, v) =
−∂F

∂v

Ω(∇F,∇ZF )

∂

∂u
F +

∂F
∂u

Ω(∇F,∇ZF )

∂

∂v
F,

VG(u, v) =
−∂F
∂v

Ω(∇F,∇ZF )

∂

∂u
G +

∂F
∂u

Ω(∇F,∇ZF )

∂

∂v
G,

V2G(u, v) =
−∂F

∂v

Ω(∇F,∇ZF )

∂

∂u
VG +

∂F
∂u

Ω(∇F,∇ZF )

∂

∂v
VG.
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y

σ =
1

2
V2G(uf , vf )− (VG(uf , vf ))(A(uf , vf )), (3.41)

donde (uf , vf ) es elpunto de pliegue

Para nuestro modelo particular, determinar anaĺıticamente el signo de σ es
inviable debido a su complejidad. Sin embargo, presentamos cortes representativos
de la gráfica de σ = σ(A,C,M) dado por (3.41) en la figura 3.12, donde es evidente
que existen ambos reǵımenes, supercŕıtico y subcŕıtico. No obstante, el análisis
previo prueba la siguiente proposición, que está especializada para los propósitos
del trabajo.

Proposición 5. Existe un conjunto abierto de valores de parámetros (A,M,C)
con A ≈ 1

2
y M ≈ − 1

10
para los cuales (1.13) sufre una bifurcación de Hopf

supercŕıtica en Q = QH .

Observación 7. Los valores numéricos A = 1
2

y M = − 1
10

se eligieron simple-
mente con fines de simulación. Se puede comparar y complementar esto con la
figura 4.11.

Figura 3.12: Presentamos cortes de (3.41) para los valores de parámetros indicados.
De esta manera, verificamos la región de parámetros para la cual la bifurcación
de Hopf es supercŕıtica (σ < 0) o subcŕıtica (σ > 0). La curva negra indica σ = 0.

Vamos a ilustrar la criticidad de la bifurcación de Hopf utilizando valores
numéricos. Al aplicar este criterio intŕınseco, obtendremos el valor de σ. Conside-
remos el caso AM + C

Q
= 0, con A = 0.5, C = 0.1052, M − 0.1, Q = 2.104012 y

ε = 0.05. Entonces el sistema experimenta una bifurcación de Hopf supercŕıtica,
pues σ = −0.914906 < 0, en el punto u = 0.53869979, v = 0.30603456.

Y para el caso AM + C
Q
< 0, con A = 0.5, C = 0.05, M − 0.1, Q = 1.939069 y

ε = 0.05. Entonces el sistema experimenta una bifurcación de Hopf supercŕıtica,
pues σ = −0.855288 < 0, en el punto u = 0.544603 v = 0.306643.
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Caṕıtulo 4

Punto de bifurcación transcŕıtica
degenerada

En esta sección, estudiamos el comportamiento asintótico del modelo (2.1)
cerca del punto de bifurcación transcŕıtico degenerado, que es creado cuando un
punto de equilibrio del sistema (2.1) se superpone con el punto de bifurcación
transcŕıtica TC = (0,−AM) de la curva cŕıtica M0, para lo cual, usaremos re-
ducción a la variedad central y la técnica de explosión en coordenadas polares.
En la sección (4.1) ampliaremos este análisis local para el caso en el que ε es su-
ficientemente pequeño, usando la técnica de explosión (blow-up) en coordenadas
cuasi-homogéneas y estudiaremos el comportamiento cerca del punto TC en las
diferentes cartas.

De acuerdo con las condiciones sobre los parámetros consideradas en el caso
3(a) del teorema 7, es decir,

M < 0,
C

Q
< −AM, A−M − 1 < 0 y M − A− AM +

1

Q
< 0,

bajo estas condiciones, el sistema (2.1) admite un punto de equilibrio positivo E∗

y un punto de equilibrio en el eje v, dado por
(

0, C
Q

)
el cual se encuentra por

debajo del punto de bifurcación transcŕıtica TC sobre la curva cŕıtica; véase la
figura 4.1(a). En otras palabras, bajo las condiciones del caso 3(a) del teorema 7,
el punto de bifurcación transcŕıtica TC no coincide con el punto de equilibrio(

0, C
Q

)
.

Por otro lado, si desplazamos la recta de manera que el punto de equilibrio fron-

tera
(

0, C
Q

)
, ubicado sobre el eje v, coincida con el punto de bifurcación transcŕıtica
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Figura 4.1: Posiciones relativas entre el punto de bifurcación transcŕıtica TC y

el equilibrio ĺımite
(

0, C
Q

)
en el eje v. (a)

(
0, C

Q

)
debajo de TC . (b)

(
0, C

Q

)
se

superpone con TC exactamente.

TC , ver figura 4.1(b), es decir, bajo la condición

C

Q
= −AM, (4.1)

entonces TC se convierte en un punto de bifurcación transcŕıtica degenerada del
sistema (2.1). En lo que sigue, analizaremos la naturaleza de este punto bajo
la condición (4.1). Primero, reduciremos el sistema (2.1) a la variedad central.
Luego, realizaremos un análisis más detallado aplicando la técnica de explosión
en coordenadas polares.

Proposición 6. Bajo la condición (4.1), el sistema (2.1), haciendo S = ε, se
puede reescribir como

U̇ = −AMQ(A−M + AM)U2 + AMQ UV +O
(
‖U, V ‖3

)
,

V̇ = ε
(
− A2M U + A2MQ V +O

(
‖U, V ‖2

))
.

(4.2)

Demostración. Primero trasladamos el punto TC(0,−AM) al origen mediante el
cambio de variables

u = U, v = V + AM. (4.3)

Al sustituir esta transformación en el sistema (2.1), obtenemos

U̇ = C(A−M + AM)U2 − C UV +O
(
‖U, V ‖3

)
,

V̇ = ε
(
−A2M U + A2MQ V +O

(
‖U, V ‖2

))
.

(4.4)
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De acuerdo con la condición (4.1), tenemos

C = −AMQ

que al sustituir en (4.4), obtenemos (4.2).

Lema 1. Bajo la condición (4.1), el sistema (2.1) admite una variedad central
sobre la cual se cumple lo siguiente:

1. Si 1
Q
> A − M + AM el punto de bifurcación transcŕıtica degenerada es

localmente estable.

2. Si 1
Q
< A − M + AM el punto de bifurcación transcŕıtica degenerada es

localmente inestable.

restringido al primer cuadrante.

Demostración. La matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto (0,−AM), bajo
la condición (4.1), está dada por:

J =

(
0 0

−A2MS −A2MS

)
,

con valores propios λ1 = 0, λ2 = −A2MS < 0.

De acuerdo con el teorema de la variedad central, el sistema (4.2) admite, en
un entorno del origen, una variedad central local expresada como

V = h(U) = h0 + h1U + h2U
2 + h3U

3 + · · · =
∞∑
k=0

hkU
k, (4.5)

donde hk son constantes a determinar, para k = 0, 1, 2, 3, · · · .

Al suponer que V = h(U) tenemos

dV

dt
=

dh(U)

dU

dU

dt
.

Sustituyendo las expresiones de dV
dt

y dU
dt

en la ecuación anterior, y comparando
los coeficientes U , obtenemos un sistema de ecuaciones que permite determinar
los coeficientes hk:

h0 = 0,

h1 =
1

Q
,

h2 =
AM(1 +MQ− AQ− AMQ)

Qε
,

h3 =
M(Q((A− 1)M + A)(2Q((A− 1)M + A)− 5) + 3)

Q2ε2
.
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Por lo tanto

V = h(U) =
1

Q
U +

AM(1 +MQ− AQ− AMQ)

Qε
U2

+
M(Q((A− 1)M + A)(2Q((A− 1)M + A)− 5) + 3)

Q2ε2
U3 + · · · .

(4.6)

Sustituyendo (4.6) en la primera ecuación de (4.2), obtenemos

U̇ =
AM(1 +MQ− AQ− AMQ)

Qε
U2

+
M(Q((A− 1)M + A)(2Q((A− 1)M + A)− 5) + 3)

Q2ε2
U3 +O(U4).

(4.7)

Ahora, considerando que Q y ε son positivos y AM < 0, de donde obtenemos que

AM(1 +MQ− AQ− AMQ) < 0, si
1

Q
> A−m+ AM

y

AM(1 +MQ− AQ− AMQ) > 0, si
1

Q
< A−m+ AM.

Aśı, si se cumple que 1
Q
> A − M + AM , entonces la solución U = 0 de

(4.7) es localmente asintóticamente estable para toda condición inicial U0 > 0.
Esto implica que el punto de equilibrio (0, 0) es localmente estable para el sistema
completo (4.2), siempre que la trayectoria se inicie en el primer cuadrante. Por
el contrario, si 1

Q
< A − m + AM , la solución U = 0 de (4.7) es localmente

inestable.

Para complementar el análisis previo mediante la variedad central, aplicaremos
ahora la técnica de explosión en coordenadas polares. Este enfoque nos permitirá
explorar con mayor detalle la dinámica local del sistema (2.1) en las proximidades
del punto de bifurcación transcŕıtica degenerada TC .

Lema 2. Bajo la condición (4.1):

1. Si 1
Q
> A − M + AM el punto de bifurcación transcŕıtica degenerado es

localmente estable.

2. Si 1
Q
< A − M + AM el punto de bifurcación transcŕıtica degenerado es

localmente inestable.
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Demostración. De acuerdo con la proposición 6, el sistema (2.1), bajo la condición
(4.1), puede reescribirse en la forma:

U̇ = −AMQ(A−M + AM)U2 + AMQ UV

+
(
A−M + AM + A(A−M − 1)MQ

)
U3

− U2V +
(
1 +M + A(MQ− 1)

)
U4 − U5,

V̇ = ε
(
− A2M U + A2MQ V − AM U2

+ A(1 +MQ) UV − AQ V 2 + U2V −Q UV 2
)
.

(4.8)

Usaremos coordenadas polares para realizar la explosión del punto de bifurca-
ción transcŕıtica degenerada TC del sistema (2.1) para mostrar la dinámica local
cerca de este punto.

Aplicamos la transformación a coordenadas polares dada por x = r cos θ, y =
r sen θ, es decir,

rṙ = xẋ+ yẏ, r2θ̇ = xẏ − yẋ,
entonces el sistema (4.8) se convierte en

ṙ = A2Mε sen θ
(
Q sen θ − cos θ

)
r

+ A
(
−MQ(A−M + AM) cos3 θ +M sen θ cos2 θ(Q− ε)

+ ε sen2 θ cos θ(MQ+ 1)−Qε sen3 θ
)
r2 +O(r3),

θ̇ = A2Mε sen θ
(
Q sen θ − cos θ

)
+

1

2
A cos θ

(
(sen 2θ)

(
A(M + 1)MQ−M2Q+MQε+ ε

)
+ (cos 2θ)(M(Q− ε) +Qε)−MQ−Mε−Qε

)
+O(r2).

(4.9)

En el sistema (4.9), el ćırculo unitario invariante tiene cuatro puntos de equili-

brio, los cuales están dados por: P1(0, π
2
), P2(0, 3π

2
), P3

(
0, arctan

(
1
Q

))
y P4

(
0, arctan

(
−1
−Q

))
,

(los signos en el cociente −1
−Q se conservaron para indicar que P4 está en el tercer

cuadrante).

Con el objetivo de analizar la estabilidad lineal de estos puntos de equilibrio,
calculamos la matriz jacobiana J(r, θ) del sistema (4.9), evaluada en cada uno de
ellos:

J(P1) =

(
A2MQε 0

0 −A2MQε

)
, J(P2) =

(
A2MQε 0

0 −A2MQε

)
,
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J(P3) =

(
0 0
ω A2MQε

)
, J(P4) =

(
0 0
ω −A2MQε

)
,

donde ω =
AMQ2

(
(A−M+AM)Q−1

)
sen (2 arctan( 1

Q))
2
√
Q2+1

. Se observa que los puntos P1 y P2

corresponden a equilibrios tipo silla, mientras que P3 y P4 son puntos de equilibrio
degenerados.

Además, para 0 < r � 1, a lo largo de θ = π
2
, θ = 3π

2
y θ = arctan

(
1
Q

)
, en

este último θ toma valores en el primer y tercer cuadrantes. Tras una simple veri-
ficación con las condiciones (4.1), M < 0 y todos los demás parámetros positivos,
obtenemos

ṙ |θ=π
2

= A2MQε r < 0, ṙ |θ= 3π
2

= A2MQε r < 0,

ṙ |θ=arctan ( 1
Q) = −

AMQ3
(
(A−M + AM)Q− 1

)
(Q2 + 1)3/2

r2.
(4.10)

Notemos que la última igualdad es negativa si 1
Q
> A −M + AM y positiva si

1
Q
< A−M +AM . De (4.10) podemos ver que los puntos P1(0, π

2
) y P2(0, 3π

2
), son

atractores, mientras que los puntos P3

(
0, arctan

(
1
Q

))
(en el primer cuadrante)

y P4

(
0, arctan

(
1
Q

))
(en el tercer cuadrante), la dirección del flujo es alternada,

si 1
Q
> A−M +AM P3 es atractor y P4 es repulsor, y cuando 1

Q
< A−M +AM

se invierte su estabilidad.

En consecuencia, cuando se cumple la condición 1
Q
> A−M + AM , el punto

TC se comporta como un atractor local, como se muestra en la figura 4.2(c). Por
el contrario, si 1

Q
< A −M + AM , el punto TC corresponde a un equilibrio tipo

silla, como se ilustra en la figura 4.3(c).

Las figuras 4.2 y 4.3 muestran el comportamiento del flujo en un entorno
del punto de bifurcación transcŕıtica bajo ambas condiciones. En particular, las
trayectorias cercanas pero externas al ćırculo unitario se presentan en las subfi-
guras 4.2(a) y 4.3(a). La contracción del ćırculo unitario hacia el origen se ilustra
en 4.2(b) y 4.3(b), mientras que las subfiguras 4.2(c) y 4.3(c) muestran el sistema
tras aplicar la correspondiente traslación del punto de equilibrio.

Observación 8. Aunque P3

(
0, arctan

(
1
Q

))
y P4

(
0, arctan

(
1
Q

))
no son sin-

gularidades elementales, sus trayectorias locales pueden determinarse mediante
(4.10).
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(a) (b) (c)

Figura 4.2: Si se cumple la condición 1
Q
> A−M+AM , el punto TC es un atractor

local. (a) Las trayectorias de la explosión (blow-up) cerca del ćırculo unitario. (b)
Las trayectorias de la explosión (blow-up) cerca del origen. (c) La distribución de
trayectorias cerca del punto de bifurcación transcŕıtico degenerado TC .

4.1. Desingularización del punto TC, en el caso

degenerado C = −AMQ

En la sección anterior estudiamos el comportamiento asintótico de las solucio-
nes cerca del punto de bifurcación transcŕıtica degenerada TC usando la variedad
central y coordenadas polares. En esta sección, proporcionamos un análisis local
del sistema cerca del punto TC para el escenario degenerado C = −AMQ y ε su-
ficientemente pequeño. Por conveniencia, repetimos el sistema (3.2) considerado,
a saber

X :



du

dt
= u(u− AMQ)(AM − (u−M)(u− 1)(A+ u)− v),

dv

dt
= ε(u+ A)(v − AM)(u−Qv),

dε

dt
= 0,

(4.11)

donde también desplazamos el origen al punto TC , reciclamos las coordenadas
y agregamos la ecuación trivial dε

dt
= 0. Una verificación directa confirma que

el origen es un punto nilpotente. Para analizar su comportamiento, aplicaremos
la técnica de explosión (blow-up). Con este fin, proponemos una ampliación del
sistema mediante la transformación de la forma:

(u, v, ε) = (rū, rv̄, rε̄), (4.12)

donde ū2 + v̄2 + ε̄2 = 1 y r ∈ [0, r0).
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(a) (b) (c)

Figura 4.3: Si se cumple la condición 1
Q
< A−M +AM , entonces el punto TC es

un punto silla. (a) Las trayectorias blow-up (explosión) cerca del ćırculo unitario.
(b) Las trayectorias blow-up (explosión) cerca del origen. (c) La distribución de
trayectorias cerca del punto de bifurcación transcŕıtico degenerado TC .

Por razones que se aclararán en el análisis ampliado que sigue, introducimos las
siguientes condiciones de no degeneración: A−M +AM 6= 0 y A−M +AM 6= 1

Q
.

4.1.1. Carta de entrada

Las coordenadas locales en la carta K1 = {v̄ = 1} están dadas por

u = r1u1, v = r1, ε = r1ε1, (4.13)

lo que conduce al campo vectorial local

dr1

dt1
= r1ε1(Q− u1)(A2M +O(r1)),

du1

dt1
= AMQ(1− (A+M − AM)u1)u1 − A2M(Q− u1)u1ε1 +O(r1),

dε1
dt1

= −ε21(Q− u1)(A2M +O(r1)),

(4.14)

donde t1 denota el tiempo en esta carta (después de la ampliación y la desingula-
rización).

En esta carta, lo primero que nos interesa es la restricción de (4.14) para
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r1 = 0, la cual se expresa de la siguiente forma:

du1

dt1
= AMQ(1− (A+M − AM)u1)u1 − A2M(Q− u1)u1ε1,

dε1
dt1

= −A2Mε21(Q− u1).

(4.15)

Proposición 7. El origen es un punto de equilibrio semihiperbólico de (4.15) y
tiene una variedad central 1-dimensional M1 asociada a él. Para ε1 ≥ 0, M1 es
única, coincide con el eje ε1 y el flujo a lo largo de él se aleja del origen.

Observación 9. El sistema (4.15) tiene otro punto de equilibrio en (u1, ε1) =(
1

A−M+AM
, 0
)

pero esto se estudia en la carta K3.

Demostración. Las afirmaciones se deducen a partir de varios argumentos estándar
ampliamente conocidos. A modo de referencia, señalamos que el jacobiano en el
origen es

J =

[
AMQ 0

0 0

]
, (4.16)

y recuerde que M < 0.

La dinámica del sistema (4.14) restringida al caso ε1 = 0 está dada por:

dr1

dt
= 0,

du1

dt
= −AMQ(−1 + (A−M + AM)u1)u1 +O(r1u1),

(4.17)

De esta expresión se deduce fácilmente que el eje r1 constituye un conjunto de
puntos de equilibrio localmente atractor. El flujo correspondiente en esta carta,
cerca del origen, se muestra en la figura 4.4.

Sean ∆in
1 y ∆out

1 las secciones definidas como se muestra en la figura 4.4, y
dadas expĺıcitamente por:

∆in
1 = {(r1, u1, ε1) : r1 = δ1, 0 ≤ u1 < ũ1, 0 ≤ ε1 < δ2} ,

∆out
1 = {(r1, u1, ε1) : ε1 = δ2, 0 ≤ u1 < ũ1, 0 ≤ r1 < δ1} ,

(4.18)

con δ1, δ2, y ũ1 constantes suficientemente pequeñas. Sea Π1 : ∆in
1 → ∆out

1 definido
por el flujo de (4.14). Del análisis realizado anteriormente, se deduce la siguiente
caracterización del mapeo Π1.

Proposición 8. La función Π1 está bien definida y es, además, una contracción.
En particular, la imagen de ∆in

1 bajo Π1 es una región en forma de cuña contenida
en ∆out

1 .
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ε1

u1

r1

M1

∆in
1

∆out
1

Figura 4.4: Esquema de la dinámica del sistema (4.14) en un entorno del origen,
de acuerdo con el análisis desarrollado en esta sección. Las trayectorias ĺımite se
muestran en verde y azul, correspondientes a los casos ε1 = 0 y r1 = 0, respec-
tivamente. Una órbita representativa del sistema completo (4.14) se ilustra en
rojo.

4.1.2. Carta central

Las coordenadas locales en la carta K2 = {ε̄ = 1} están dadas por

u = r2u2, v = r2v2, ε = r2, (4.19)

lo que conduce al campo vectorial local

dr2

dt2
= 0

du2

dt2
= −u2(AMQ− r2u2)(Au2(M − r2u2 + 1) + u2(r2u2 − 1)(M − r2u2)− v2)

dv2

dt2
= −((A+ r2u2)(u2 −Qv2)(AM − r2v2))}.

(4.20)

Restringiendo a {r2 = 0} para (4.20), nos centramos en

du2

dt2
= −AMQu2((A−M + AM)u2 − v2),

dv2

dt2
= −A2M(u2 −Qv2).

(4.21)
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donde, como ahora r2 es un parámetro regular, el análisis que sigue proporciona
la dinámica cualitativa también para r2 suficientemente pequeño.

Proposición 9. Las siguientes afirmaciones son válidas para (4.21):

1. El origen es el único punto de equilibrio y el eje v2 es invariante bajo el
flujo. Además, el flujo a lo largo del eje v2 se dirige hacia el origen.

2. El origen es semihiperbólico. Para u2 ≥ 0, existe una variedad centralM2 de
dimensión 1 que es localmente atractora tangente al espacio propio central

Ec = span

{[
Q
1

]}
.

3. Para u2 ≥ 0: a) si A − M + AM < 1
Q

entonces el origen es localmente

estable; b) si A−M +AM > 1
Q

entonces el origen es inestable y la variedad
central es única.

Demostración. Los puntos 1 y 2 se deducen de manera directa. Para el punto 3,
definimos la variedad invariante

M2 = {(u2, v2) ∈ R2 | v2 = h2(u2)},

con h2(0) = 0 y dh
du2

(0) = 1
Q

. Al aplicar los métodos estándar para el cálculo de
variedades centrales, se obtiene

h2(u2) =
1

Q
u2 +

1− (A−M + AM)Q

AQ2
u2

2 +O(u3
2), (4.22)

lo que implica que

du2

dt

∣∣∣∣
M2

= −AMQ(A−M + AM − 1

Q
)u2

2 +O(u3
2), (4.23)

que lleva a la afirmación (recordamos que M < 0). La razón por la cual la variedad
central es única en el caso (A −M + AM − 1

Q
> 0) se debe al comportamiento

tipo silla cerca del origen.

Además, nos interesa el caso en que el flujo sobre la variedad central M2 se
aleja del origen, ya que esto permite establecer la posibilidad de oscilaciones de
relajación en un entorno degenerado C = −AMQ. Por lo tanto, definamos las
secciones:

∆in
2 = {(u2, v2) : 0 ≤ u2 < ũ2, v2 = δ3} ,

∆out
2 = {(u2, v2) : u2 = δ4, |v2 − h2(δ4)| < δ5} ,

(4.24)
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donde ũ2, δ3, δ4 and δ5 son constantes positivas pequeñas que además satisfacen
ũ2 < δ4 y h(δ4) + δ5 < δ3. Sea Π2 : ∆in

2 → ∆out
2 el mapeo definido por el flujo del

sistema (4.21). La siguiente proposición caracteriza Π2.

Proposición 10. Sea A −M + AM − 1
Q
> 0 y ũ2 suficientemente pequeño. La

función Π2 está bien definida. En particular, dentro de un pequeño entorno de
M2, el flujo de (4.21) se contrae hacia M2.

Demostración. Las afirmaciones se deducen de la proposición 9 y de los argu-
mentos estándar de la variedad central. En particular, sea e = v2 − h. Se deduce
que:

de

dt2
=

dv2

dt2
− ∂h2

∂u2

du2

dt2

= −A2M(u2 −Q(e+ h2))− ∂h2

∂u2

du2

dt2

= A2QMe+ A2M(Qh2 − u2)− ∂h2

∂u2

du2

dt2
= A2QMe,

(4.25)

donde la última igualdad se sigue de la invariancia de M2 = {v2 = h2(u2)}. Re-
cordemos que M < 0.

Observamos que la Proposición muestra que, bajo el contexto de la proposición,
la variedad centralM2 atrae localmente en todas partes y no solo cerca del origen.

El flujo del sistema (4.21) se representa de manera esquemática en la figura
4.5. Cabe recordar que, en este diagrama, r2 = ε actúa como un parámetro de
perturbación regular.

4.1.3. Carta de salida

Las coordenadas locales en la carta K3 = {ū = 1} están dadas por

u = r3, v = r3v3, ε = r3ε3, (4.26)
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Figura 4.5: Retrato fase del sistema (4.21) para A−M +AM − 1
Q
< 0 (izquierda)

y A−M+AM− 1
Q
> 0 (derecha). Los diagramas se construyen cualitativamente a

partir de la proposición 9, utilizando que dv2
dt
> 0 para todo v2 < 0, y considerando

la disposición relativa de las nulclinas v2 = (A−M+AM)u2, donde A−M+AM >
0 y v2 = 1

Q
u2.

lo cual conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en coordenadas
locales:

dr3

dt3
= −AMQr3(A−M + AM − v3) +O(r2

3),

dv3

dt3
= AMQ(A−M + AM − v3)v3 + A2M(Qv3 − 1)ε3 +O(r3),

dε3
dt3

= AMQε3(A−M + AM − v3) +O(ε3r3).

(4.27)

Comenzamos analizando el sistema (4.27) restringido al subespacio r3 = 0. En
esta restricción, el sistema se reduce a:

dv3

dt3
= AMQ(A−M + AM − v3)v3 + A2M(Qv3 − 1)ε3,

dε3
dt3

= AMQε3(A−M + AM − v3).

(4.28)

Proposición 11. Bajo la condición A−M +AM > 0, el sistema (4.28) presenta
las siguientes propiedades:
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1. Hay dos puntos de equilibrio:

o3 = (0, 0) and p3 = (A−M + AM, 0). (4.29)

2. El punto de equilibrio o3 es un sumidero hiperbólico.

3. El punto de equilibrio p3 es semihiperbólico y está asociado a una variedad
central local unidimensional, N3 la cual es de tipo repulsivo. Si además A−
M + AM < 1

Q
entonces el flujo a lo largo de N3 se dirige hacia p3 y N3 es

único; por otro lado, si A−M +AM > 1
Q

entonces el flujo a lo largo de N3

se aleja de p3.

Demostración. Las dos primeras afirmaciones se verifican de manera directa. Para
la tercera, aplicamos el procedimiento estándar de reducción a la variedad central.
En este caso, se obtiene que

N3 = {(v3, ε3) ∈ R2 | v3 = g3(ε3)},

donde la función g3(ε3) admite la siguiente expansión en serie de potencias:

g3(ε3) = A−M+AM+
A(A−M + AM − 1

Q
)

(A−M + AM)Q
ε3+

A2(A−M + AM − 1
Q

)

(A−M + AM)Q2
ε23+O(ε33).

(4.30)
Al sustituir esta expresión en la segunda ecuación de (4.28), se obtiene

dε3
dt3

∣∣∣∣
N3

= −
A2M(A−M + AM − 1

Q
)

(A−M + AM)
ε23 + +O(ε33), (4.31)

Dado que M < 0, esta expresión permite concluir el carácter repulsivo o atractivo
de la variedad central, de acuerdo con el signo de A−M+AM− 1

Q
como se afirma.

La unicidad de la variedad central en el caso atractivo se deduce del carácter tipo
silla en el caso correspondiente.

Observación 10. La variedad central M2, en la carta K2, está contenida en el

conjunto invariante hacia adelante Γ2 =
{

(u2, v2) ∈ R2 |u2 > 0, 0 < v2 <
1
Q
u2

}
.

En las coordenadas de la carta K3, Γ2 corresponde a Γ3 =
{

(ε3, v3) ∈ R2 | 0 < v3 <
1
Q

}
.

Entonces se sigue de la proposición 11 que para A−M + AM > 1
Q

, la única va-
riedad centralM2 converge al origen de la carta K3. En este contexto, denotemos
por M3 una parametrización de M2 en las coordenadas de K3 y supongamos que
(al menos localmente) M3 = {v3 = h3(ε3)}.
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Por otro lado, el sistema (4.27) restringido a ε3 = 0 viene dado por:

dr3

dt3
= −(AMQ− r3)(A(1 +M − r3) + (M − r3)(r3 − 1)− v3)r3,

dv3

dt3
= (AMQ− r3)(A(1 +M − r3) + (M − r3)(r3 − 1)− v3)v3,

(4.32)

donde recordamos que r3 ≥ 0.

Proposición 12. Las siguientes afirmaciones son válidas para (4.32) (recuerde
que A−M + AM > 0):

1. El origen o3 = (0, 0) es una silla hiperbólica. En particular, la dirección r3

es repulsora mientras que la dirección v3 es atractora.

2. Hay una curva de equilibrios.

`3 =
{

(r3, v3) ∈ R2 | v3 = A−M + AM + (1− A+M)r3 − r2
3

}
. (4.33)

Para r3 suficientemente pequeño, la curva `3 es repelente.

Demostración. Todas las declaraciones son sencillas. Indicamos que el valor propio
no trivial a lo largo de `3 es λ = −AMQ(A −M + AM) + O(r3) y recordamos
que M < 0.

Observación 11. Sustituyendo (u, v) = (r3, r3, v3) en la expresión de la variedad
cŕıtica de (4.11), se deduce que la curva `3 es, de hecho, la variedad cŕıtica M1

0

escrita en las coordenadas del diagrama K3.

Proposición 13. Sea A −M + AM − 1
Q
> 0. Hay una variedad central P3 (no

única) de 2 dimensiones en el punto p3. El flujo restringido a ella es tipo silla,
con la dirección r3 estable y la dirección ε3 inestable, como se muestra en la figura
4.6.

Demostración. El resultado se deriva de los cálculos estándar para la variedad
central, por lo que a continuación se presentan solo los pasos esenciales. Suponien-
do que la variedad central puede expresarse como la gráfica de v3 = H3(r3, ε3),
obtenemos que

H3 = A−M +AM +
−1 + (A−M + AM)Q

(A−M + AM)Q
Aε3 + (1−A+M)r+O(r2

3, ε
2
3, r3ε3).

(4.34)
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Por lo tanto, la dinámica reducida en la variedad central viene dada por

dr3

dt3
=
r3(AMQ− r3)(Aε3(−1 + (A−M + AM)Q) + (A−M + AM)Qr2)

(A−M + AM)Q
,

dε3
dt3

= −ε3(AMQ− r3)(Aε3(−1 + (A−M + AM)Q) + (A−M + AM)Qr2)

(A−M + AM)Q
.

(4.35)

La condición A −M + AM − 1
Q
> 0, junto con M < 0 y A −M + AM > 0,

implica que el término común Aε3(−1+(A−M+AM)Q)+(A−M+AM)Qr2

(A−M+AM)Q
es positivo. De

ah́ı se sigue la afirmación.

A continuación, describimos los dos mapeos de transición más relevantes. Para
ello, comenzamos definiendo las siguientes secciones:

∆in
3 = {(r3, v3, ε3) : ε3 = δ6, | v3 − h3(δ6)| < δ7, 0 ≤ r3 < r̃3} ,

∆in
c =

{
(r3, v3, ε3) : r3 = ρ3, |v3 − `3| < e−c/ε, 0 ≤ ε3 < δ8

}
,

∆out
3 = {(r3, v3, ε3) : r3 = δ9, |v3| < δ10, 0 ≤ ε3 < ε̃3} ,

(4.36)

donde todas las constantes introducidas se asumen suficientemente pequeñas y
positivas, y además satisfacen ε̃3 < δ6, r̃3 < δ9, δ8 < δ6. Sea Π3 : ∆in

3 → ∆out
3

el mapeo definido por el flujo del sistema (4.27), aśı como Πc
3 : ∆in

c → ∆out
3 .

El análisis desarrollado anteriormente es suficiente para establecer el siguiente
resultado:

Proposición 14.

El mapeo Π3 está bien definido. En particular, la imagen de ∆in
3 bajo Π3 es

una región en forma de cuña contenida en ∆out
3 , y el mapeo actúa como una

contracción exponencial hacia el eje r3.

El mapeo Πc
3 también está bien definido. La imagen de la franja exponen-

cialmente delgada ∆in
c es otra franja del mismo tipo, contenida dentro de

∆out
3 .

La dinámica descrita del sistema (4.14) por las proposiciones 11, 12, 13 y 14
se resume en la figura 4.6.

Para completar, presentamos brevemente la dinámica en el gráfico inferior en
la siguiente sección.
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Figura 4.6: Dinámica del sistema (4.14) en el diagrama K3 = {ū = 1} para
A −M + AM − 1

Q
< 0 a la izquierda y A −M + AM − 1

Q
> 0 a la derecha.

El flujo en azul ocurre en el plano (ε3, v3), mientras que el verde en el plano
(r3, v3). Las órbitas negras son un esbozo de una muestra de órbitas que fluyen
desde ∆in

3 y llegan a ∆out
3 . La superficie roja es la variedad central P3. Nótese que,

dado que `3 es simplemente la variedad cŕıtica M1
0 escrita en las coordenadas

locales de este diagrama, las órbitas en P3 pueden identificarse con las variedades
lentas que se perturban desde M1

0. Aunque no mostramos ∆in
c , ya que es una

franja exponencialmente delgada, es evidente a partir del análisis presentado que
algunas de las órbitas cercanas a P3 llegan a ∆out

3 .
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ε1

u4

r4

Figura 4.7: Dinámica de (4.38) cerca del origen. En contraste con el flujo de (4.14),
la variedad central en el plano (v4, ε4) no es única.

4.1.4. Carta inferior

Las coordenadas locales en la carta K4 = {v̄ = −1} están dadas por

u = r4u4, v = −r4, ε = r4ε4, (4.37)

lo que conduce al campo vectorial local

dr4

dt
= r4ε4(Q+ u1)(A2M +O(r4)),

du4

dt
= −AMQ(1 + (A+M − AM)u4)u4 − A2M(Q+ u4)u4ε4 +O(r4),

dε4
dt

= −ε24(Q+ u4)(A2M +O(r4)).

(4.38)

La dinámica es similar a la de la carta de entrada, solo que con la dirección ε inver-
tida, por lo que simplemente mostramos en la figura 4.7 el flujo correspondiente
y omitimos los detalles.

4.1.5. Dinámica de explosión en TC, oscilaciones de relaja-
ción y canard transitorio

Con el análisis realizado en las secciones 4.1.1-4.1.4 deducimos que la dinámica
de explosión en TC está dada por dos flujos no equivalentes como se muestra en
la Figura 4.8.
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Figura 4.8: Las dos dinámicas ampliadas no equivalentes del punto TC para A −
M + AM < 1

Q
a la izquierda y A − M + AM > 1

Q
a la derecha. Las curvas

punteadas representan la variedad cŕıtica. Los flujos reducidos correspondientes
se indican con las flechas magenta. Compárese con la figura 3.1 cerca del punto
TC .

En particular, la prueba de la siguiente proposición se desprende del análisis
efectuado anteriormente.

Proposición 15. Consideremos el sistema (4.11) y sean Σ0, Σ1 y Σ2 las secciones
definidas de la siguiente manera (consulte también la figura 4.8):

Σ0 = {(u, v, ε) ∈ R3 : 0 ≤ u < ũ, v = ṽ, ε� 1}
Σ1 = {(u, v, ε) ∈ R3 : u = u∗, h(u)− δ ≤ v < h(u) + δ, ε� 1}
Σ2 = {(u, v, ε) ∈ R3 : u = u?, 0 ≤ v < h(u), ε� 1},

(4.39)

donde ũ < u∗ < u? son constantes positivas suficientemente pequeñas. Entonces,
para A−M + AM > 1

Q
y ε > 0 suficientemente pequeños:

La función Π0→2 : Σ0 7→ Σ2 inducida por el flujo de (4.11) está bien definida
y es una contracción.

Para δ > 0 exponencialmente pequeño y Q = Qm, donde Qm es el valor del
parámetro Q para el cual hay un canard máximo en P , la función Π1→2 :
Σ1 7→ Σ2 inducida por el flujo de (4.11) está bien definida.

Demostración. En el nivel singular, es decir, para ε = 0, la función Π0→2 se
describe mediante la concatenación de las órbitas correspondientes para r̄ = 0
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en el análisis de expansión realizado en las Secciones 4.1.1-4.1.4. En particular,
véanse las figuras 4.4, 4.5 y 4.6, aśı como el análisis que conduce a ellas, junto
con una expansión. Para la función Π1→2 solo hay que tener cuidado de tener los
parámetros apropiados de modo que el flujo lento a lo largo de M1,r

0 se dirija
hacia TC como en la figura 4.9 y que el parámetro Q se elija de modo que haya
un canard máximo en el punto de pliegue P .

Este resultado se obtiene para valores de Q exponencialmente próximos a
QH . Como se mostró en la sección 3.6, la bifurcación de Hopf singular en P para
Q = QH puede ser supercŕıtica; por lo tanto, una elección apropiada de parámetros
asegura la estabilidad del error máximo para ε > 0 suficientemente pequeño.

Observación 12. Para A−M+AM < 1
Q

, se puede demostrar que las trayectorias
que cruzan Σ0 convergen transversalmente al origen. Como esto no conduce a
un comportamiento oscilatorio, no entraremos en detalles sobre este caso. Sin
embargo, resulta interesante observar que, en este caso, el punto degenerado TC
es un punto silla, pero eventualmente atrae a todas las órbitas.

A continuación, discutimos las oscilaciones que están organizadas por las dos
singularidades, el pliegue P y el punto silla degenerado TC , ver la figura 4.10,
que ahora se presenta en las coordenadas originales (u, v) del sistema (2.1) donde
S = ε.

Contamos con todos los elementos para demostrar lo siguiente:

Teorema 13. Consideremos el sistema (2.1) con C = −AMQ y A−M +AM >
1
Q

.

1. Sean los parámetros (A,M,Q) ∈ (0, 1) × (−1, 0) × R>0 elegidos de manera
que el punto de pliegue P sea un punto de salto genérico. En particular, esto
implica que el punto de equilibrio E1 = (U1,V1) está en la rama izquierda
de M1

0 con 0 < U1 < up. Supongamos que E1 se encuentra dentro de una
distancia de orden O(1) desde la singularidad TC y P . Para ε = 0, hay
una órbita singular γ0 como se muestra en el panel izquierdo de la figura
4.10. Para S = ε� 1 hay un ciclo localmente estable γε que converge en la
distancia de Haussdorf a γ0 como ε→ 0.

2. Sean los parámetros (A,M,Q) ∈ (0, 1)×(−1, 0)×R>0 elegidos de manera que
el punto de pliegue P sea un punto de canard, es decir, Q = QH , donde QH

se dió en (2.10). Para ε = 0, hay una órbita singular γ̃0 como se muestra en
el panel derecho de la figura 4.10. Para S = ε� 1 y Q = Qc(ε) ≈ QH donde
Qc es el valor del parámetro Q para el cual existe un error máximo, existe
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Figura 4.9: Ciclos singulares en los que nos centramos. El ciclo rojo sólido en (a)
representa una órbita candidata para una oscilación de relajación regular, que
aparece cuando C < −AMQ. Este ciclo ya fue estudiado en [63]; sin embargo,
lo incluimos aqúı para ofrecer una presentación completa. Véase la sección 3.5.
Los dos ciclos en la parte inferior, (b) y (c), son degenerados y, hasta donde
sabemos, no han sido reportados previamente. A nivel singular, estos existen para
C = −AMQ. Como mostramos en la sección 4.1, el cilco representado en (b),
llamado canard transitorio, se construye mediante la combinación de un canard
máximo en P y una transición tipo silla (degenerada) en TC. Por su parte, el ciclo
en (c) resulta de un salto genérico en P seguido de la misma transición tipo silla
degenerada en TC.
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Figura 4.10: A la izquierda mostramos una oscilación de relajación singular que
pasa por el punto de pliegue P y el punto singular TC . A la derecha mostramos
un canard transitorio que pasa por las mismas singularidades. Estos ciclos se
obtienen para diferentes reǵımenes de parámetros (recuerde que en esta sección
C = −AMQ) siempre que A − M + AM > 1

Q
. La oscilación de relajación se

obtiene cuando el punto de pliegue P es un punto de salto genérico. El canard
transitorio se obtiene cuando el punto de pliegue sufre una bifurcación de Hopf
singular y el parámetro Q ≈ QH se elige de modo que haya un canard máximo en
P .

un ciclo localmente estable γ̃ε que converge en la distancia de Haussdorf a
γ̃0 como ε→ 0.

Demostración. Nos referimos a secciones adecuadamente definidas como se mues-
tra en la figura 4.10. Para ambos casos, la transición Σ2 → Σ3 se sigue de la
teoŕıa de Fenichel, al igual que Σ4 → Σ0. Además, tales transiciones son contrac-
ciones exponenciales. Las transiciones Σ3 → Σ4, que también es una contracción,
y Σ3 → Σ1 se siguen de [33]. Las transiciones Σ0 → Σ2 y Σ1 → Σ2 son ambas
contracciones y son las versiones reducidas de la proposición 15. Por lo tanto, la
existencia y estabilidad de γε y de γ̃ε se siguen de la concatenación de las funciones
mencionadas anteriormente.

4.2. Bifurcación de Takens-Bogdanov

Recordemos que una bifurcación de Takens-Bogdanov, es una bifurcación de
un punto de equilibrio en una familia de parámetros de ecuaciones diferenciales
ordinarias autónomas en el plano, donde el equilibrio cŕıtico tiene un valor propio
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Figura 4.11: Equilibrios de (2.1) y sus bifurcaciones en un diagrama de bifurcación
de codimensión 2 obtenido mediante Matcont [12]. Para este diagrama fijamos los
parámetros A = 1

2
, M = − 1

10
y ε = 1

50
. La superficie gris corresponde a los

equilibrios. Para valores fijos de C, mostramos los equilibrios estables en azul
y los equilibrios inestables en rojo discontinuo. Estos equilibrios experimentan
una bifurcación de Hopf supercŕıtica a lo largo de la ĺınea magenta sólida y una
subcŕıtica a lo largo de la ĺınea magenta discontinua. La ĺınea magenta punteada
indica sillas neutras. La curva negra es una curva de puntos ĺımite (LP), que
representa la región donde el equilibrio positivo no es único. Indicamos además
un punto de Hopf generalizado GH = (u, v;C,Q) ≈ (0.544, 0.306; 0.158, 2.292), un
punto de cúspide CP = (u, v;C,Q) ≈ (0.133, 0.128; 0.078, 1.657), y un punto de
Takens-Bogdanov BT = (u, v;C,Q) ≈ (0.047, 0.076; 0.084, 1.721). Véase también
la figura 4.12, que complementa este diagrama.

cero de multiplicidad (algebraica) dos, y por lo tanto la parte lineal del sistema
de ecuaciones diferenciales es nilpotente.

Motivados por la simulación numérica presentada en la figura 4.11, mostra-
remos que el sistema (2.1) exhibe una bifurcación de Takens-Bogdanov de codi-
mensión 2, cuando existen dos puntos de equilibrio E∗ y E2 (condición 1(a) del
teorema 8) en las proximidades de TC . Para lograr nuestro objetivo, primero ve-
rificaremos cuáles son los valores de los parámetros para los cuales tanto la traza
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Figura 4.12: Diagrama de bifurcación que resalta los ciclos ĺımite (curvas negras)
que surgen de las bifurcaciones de Hopf (comparar con la figura 4.11). Mostramos
los diagramas correspondientes para C = 0, C = 0.125 y C = 0.175, los dos
últimos alrededor del punto GH. De hecho, en los dos últimos casos, los ciclos
ĺımite de la explosión de canard se truncan y chocan con la curva de equilibrios,
dando lugar a una órbita homocĺınica ĺımite. Esto también es una verificación
numérica de que las órbitas periódicas que surgen de una explosión de canard
terminan en una órbita homocĺınica ĺımite siempre que el equilibrio positivo no
sea único, recuerde la observación 3.

como el determinante de la matriz jacobiana J , dada en (2.6), evaluada en el
punto E∗, se anulan simultáneamente.

Proposición 16. Consideremos la matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto
E∗. Entonces las condiciones necesarias y suficientes para que tr J

∣∣
E∗

= det J
∣∣
E∗

=
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0 son

A∗ =
u∗(1−QS)

QS
> 0,

(4.40)

M∗ = (4.41)

C2S + (C − 1)u3
∗(QS + 3)− u2

∗(C(QS + 2)− 3S) + 4CSu∗ + u4
∗(QS + 4)

u∗ ((C − 1)u∗(QS + 2)− C(QS + 1) + u2
∗(QS + 3))

< 0,

con, A = 0.5, C = 0.05 y M = −0.1.

Demostración. La matriz jacobiana del sistema (2.1) en el punto E∗ es:

J (P∗) =(
u∗(u∗ + C)

(
(A−M + AM + 2(M + 1− A)u∗ − 3u2

∗

)
−u∗(u∗ + C)

S(u∗+A)(u∗+C)
Q

−S(u∗ + A)(u∗ + C)

)

En lo que sigue vamos a despejar M de las ecuaciones tr J
∣∣
E∗ = 0 y det J

∣∣
E∗ = 0.

Iniciemos por resolver tr J
∣∣
E∗

= 0 para M :

M =
p(u∗)

Q (3u2
∗(A+ C − 1) + 2A(C − 1)u∗ − AC − 2Cu∗ + 4u3

∗)
, (4.42)

donde

p(u∗) = 5Qu4
∗ + 4Qu3

∗(A+ C − 1) + u2
∗(Q(3A(C − 1)− 3C + S) + 2)

+ u∗(C(−2AQ+QS + 3) + AQS) + C(AQS + C).

Por otro lado, al resolver det J
∣∣
E∗

= 0 para M , obtenemos

M =

1(
Q (3u2

∗(A+ C − 1) + 2A(C − 1)u∗ − AC − 2Cu∗ + 4u3
∗)
)(Cu∗(AQ(3u∗ − 2)

+Qu∗(4u∗ − 3) + 4) + u2
∗(AQ(4u∗ − 3) +Qu∗(5u∗ − 4) + 3) + C2

)
.

(4.43)

Ahora, igualamos (4.42) y (4.44) y despejando A obtenemos

A∗ =
u∗(1−QS)

QS
.
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Sustituyendo este valor en (4.44), obtenemos

M∗ =

C2S + (C − 1)u3
∗(QS + 3)− u2

∗(C(QS + 2)− 3S) + 4CSu∗ + u4
∗(QS + 4)

u∗ ((C − 1)u∗(QS + 2)− C(QS + 1) + u2
∗(QS + 3))

.

(4.44)

En resumen, hemos demostrado que (4.40) son condiciones necesarias y suficientes
para que tr J

∣∣
E∗

= det J
∣∣
E∗

= 0.

Para ilustrar que la proposición 16 concuerda con los resultados numéricos
presentados en la figura 4.11, se fijan los valores de los parámetros según la le-
yenda del pie de dicha figura: C = 0.084, Q = 1.721, ε = S = 0.02 y u∗ = 0.047.
Esto da como resultado A∗ = 0.493075 ≈ 1

2
y M∗ = −0.114541 ≈ − 1

10
. Estos

valores permiten verificar numéricamente las condiciones establecidas en la pro-
posición, evidenciando la correspondencia entre el análisis teórico y los resultados
computacionales.

4.2.1. Forma normal

Teorema 14. Bajo las condiciones (4.40), el sistema (2.1) experimenta una bi-
furcación Takens-Bogdanov de codimensión 2 en una vecindad pequeña del punto
de equilibrio positivo E∗(u∗, v∗), cuando (M,A) vaŕıan cerca de (M∗, A∗). Además
se cumple lo siguiente:

(i) Existen valores de los parámetros tales que el sistema (2.1) tiene un ciclo
ĺımite inestable.

(ii) Existen valores de los parámetros para los que el sistema (2.1) tiene un lazo
homocĺınico inestable.

Demostración. Sustituyendo (4.40) en el sistema (2.1), obtenemos el siguiente
sistema de despliegue

dx

dτ
= u(u− C)

(
(u+ A∗ + λ1)(1− u)

(
u− (M∗ + λ2)

)
− v
)

= f(u, v),

dy

dτ
= Sv

(
u+ A∗ + λ1

)(
u−Qv − C

)
= g(u, v).

(4.45)

96



Trasladamos el origen de coordenadas al punto de equilibrio en el sistema
(4.45), es decir, x = u− u∗, y = v − v∗. Luego obtenemos

dx

dτ
= a00 + a10x+ a01y + a20x

2 + a11xy + a30x
3 + a21x

2y + a40x
4,

dy

dτ
= b00 + b10x+ b01y + b20x

2 + b11xy + b21x
2y.

(4.46)

donde

a00 = u∗(u∗ − C)
(
(u∗ + A∗ + λ1)(1− u∗)

(
u∗ − (M∗ + λ2)

)
− v∗,

a10 = u∗(u∗− c)
(
2u∗− 3u2

∗+λ1− 2u∗λ1 +M∗(−1 + 2u∗+λ1) + (−1 + 2u∗+λ1)λ2

+A∗(1 +M∗ − 2u∗ + λ2)
)

+ u∗(−v∗ + (−1 + u∗)(A∗ + u∗ + λ1)(M∗ − u∗ + λ2)),

+(C + u∗)(−v∗ + (−1 + u∗)(A∗ + u∗ + λ1)(M∗ − u∗ + λ2))

a01 = (C−u∗)u∗, a11 = C−2u∗, a21 = −1, a40 = 1−A∗+C+M∗−5u∗−λ1−λ2,

a20 = 3M∗u∗−6u2
∗−6M∗u

2
∗+10u3

∗+v∗+M∗λ1−3u∗λ1−3M∗u∗λ1+6u2
∗λ1+3u∗λ2−6u2

∗λ2

+λ1λ2−3u∗λ1λ2+A∗
(
M∗−3M∗u∗+3u∗(−1+2u∗−λ2)+λ2+C(1+M∗−3u∗+λ2)

)
+C
(
− 6u2

∗ + λ1 +M∗(−1 + 3u∗ + λ1) + (−1 + λ1)λ2 + 3u∗(1− λ1 + λ2)
)
,

a30 = −M∗ + 4u∗ + 4M∗u∗ − 10u2
∗ + λ1 +M∗λ1 − 4u∗λ1 + (−1 + 4u∗ + λ1)λ2

+A∗(1 + C +M∗ − 4u∗ + λ2)− C(1 +M∗ − 4u∗ − λ1 + λ2),

b00 = Sv∗
(
u∗ + A∗ + λ1

)(
u∗ −Qv∗ − C

)
,

b10 = Sv∗(A− C −Qv∗ + 2u∗ + λ1),

b01 = S(u∗ − C −Qv∗)(A∗ + u∗ + λ1),

b20 = Sv∗, b11 = S(A∗ − C −Qv∗ + 2u∗ + λ1), b21 = S

Ahora hacemos el cambio de variable U = y y V =
dy

dτ
, de tal forma que el

sistema (4.46) se transforma en

dU

dτ
= V,

dV

dτ
= a00b10 + (a10b10 + 2a00b3)x+ (a01b10 + a00b11)U + b01V + (a20b10 + 2a10b20)x2

+ (a01b11 + a00b12)U2 + (a11b10 + 2a01b20 + a10b11 + 2a00b21)xU + b11xV + 2b02UV

+O
(
|(U, V )|3

)
.
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El siguiente paso es lograr que esta última ecuación solo dependa de U y V .
Luego debemos expresar a x en términos de U y V más términos de orden tres.
Para llevar a cabo ésto, proponemos que x sea de la siguiente forma:

x = x(U, V ) = δ0 + δ1U + δ2V + δ3U
2 + δ4UV + δ5V

2.

Los coeficientes δi para i = 1, . . . , 5 son calculados al reemplazar en la ecuación
anterior U = y y V = b10x+ b01y + b20x

2 + b11xy + b02y
2 para obtener

x = δ0 + δ2b10x+ (δ1 + δ2b01)y + (δ2b20 + δ5b
2
10)x2 + (δ2b11 + δ4b10 + 2δ5b10b01)xy

+ (δ2b02 + δ3 + δ4b01 + δ5b
2
01)y2 +O

(
|(x, y)|3

)
.

Ahora igualamos coeficientes y obtenemos el sistema de ecuaciones algebraicas

δ0 = 0,

δ2b10 = 1,

δ1 + δ2b01 = 0,

δ2b20 + δ5b
2
10 = 0,

δ2b11 + δ4b10 + 2δ5b10b01 = 0,

δ2b02 + δ3 + δ4b01 + δ5b
2
01 = 0

cuya solución es:

δ0 = 0, δ1 = −b01

b10

, δ2 =
1

b10

, δ3 =
b10b01b11 − b2

01b20 − b2
10b02

b3
10

,

δ4 =
2b01b20 − b10b11

b3
10

, δ5 = −b20

b3
10

.

Por lo tanto

x = −b01

b10

U +
1

b10

V +
b10b01b11 − b2

01b20 − b2
10b02

b3
10

U2 +
2b01b20 − b10b11

b3
10

UV − b20

b3
10

V 2.
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Sustituyendo estas expresiones en
dV

dτ
obtenemos

dV

dτ
= a00b10 +

[
(a10b10 + 2a00b20)

(
−b01

b10

)
+ a01b10 + a00b11

]
U +

[
2a00b20 + a10b10

b10

+ b01

]
V

+

[
−2a00b

2
01b

2
20

b3
10

+
2a00b01b20b11

b2
10

− 2a00b01b21

b10

− 2a00b20b02

b10

+ a00b12 +
a10b

2
01b20

b2
10

− a10b02

−2a01b01b20

b10

+ a01b11 +
a20b

2
01

b10

− a11b01

]
U2

+

[
1

b3
10

(
a11b

3
10 − 2a20b

2
10b01 + 2a01b

2
10b20 − 2a10b10b01b20 + 4a00b01b

2
20

−b2
10b01b11 − 2a00b10b20b11 + 2b3

10b02 + 2a00b
2
10b7

]
UV

+

[
−2a00b

2
20 + a10b10b20 + a20b

2
10 + b2

10b11

b3
10

]
V 2 +O

(
|(U, V )|3

)
.

Entonces podemos escribir el sistema (4.46) como:

dU

dt
= V,

dV

dt
= γ0 + γ1U + γ2V + γ3U

2 + γ4UV + γ5V
2 +O (|(U, V )|3) ,

(4.47)

donde los γi, i = 1, . . . , 5 son

γ0 = a00b10, γ1 = (a10b10 + 2a00b20)

(
−b01

b10

)
+ a01b10 + a00b11,

γ2 =
2a00b20 + a10b10

b10

+ b01,

γ3 = −2a00b
2
01b

2
20

b3
10

+
2a00b01b20b11

b2
10

− 2a00b01b21

b10

− 2a00b20b02

b10

+ a00b12 +
a10b

2
01b20

b2
10

− a10b02

− 2a01b01b20

b10

+ a01b11 +
a20b

2
01

b10

− a11b01

γ4 =
1

b3
10

(
a11b

3
10 − 2a20b

2
10b01 + 2a01b

2
10b20 − 2a10b10b01b20 + 4a00b01b

2
20

− b2
10b01b11 − 2a00b10b20b11 + 2b3

10b02 + 2a00b
2
10b21,

γ5 =
−2a00b

2
20 + a10b10b20 + a20b

2
10 + b2

10b11

b3
10

bajo la condición γ3γ4 6= 0.

Ahora introducimos un nuevo tiempo a través de τ =
t

1− γ5U
tal que dt =

(1− γ5U)dτ . Además, definimos las nuevas variables x = U y y = (1− γ5U)V , de
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tal forma que las ecuaciones (4.47) se transforman en

dx

dτ
= y,

dy

dτ
= − γ5y

2

1− γ5x
+

(
γ0 + γ1x+

γ2

1− γ5x
y + γ3x

2 +
γ4

1− γ5x
xy

+
γ5

(1− γ5x)2
y2 +O(|(x, y)|3)

)
(1− γ5x)2.

Notemos que

dy

dτ
=
dV (1− γ5U)

dτ

= V

(
−γ5

dU

dτ

)
+ (1− γ5U)

dV

dτ

= − γ5y
2

1− γ5x
+
dy

dτ
,

lo cual se cumple si y solo si − γ5y
2

1− γ5x
= 0. Como consecuencia

dy

dτ
= (1− γ5x)2

(
γ0 + γ1x+

γ2

1− γ5x
y + γ3x

2 +
γ4

1− γ5x
xy +O

(
|(x, y)|3

))
= γ0 + (γ1 − 2γ0γ5)x+ γ2y + (γ3 − 2γ1γ5 + γ0γ

2
5)x2

+ (γ4 − γ2γ5)xy +O
(
|(x, y)|3

)
.

En lo que sigue, continuaremos denotando la variable independiente nueva τ
como t. Entonces el sistema (4.47) toma la forma

dx

dt
= y,

dy

dt
= ψ1 + ψ2x+ ψ3y + ψ4x

2 + ψ5xy +O (|(x, y)|3) .

(4.48)

donde

ψ1 = γ0, ψ2 = γ1−2γ0γ5, ψ3 = γ2, ψ4 = γ3−2γ1γ5 +γ0γ
2
5 , ψ5 = γ4−γ2γ5.

Estos coeficientes pueden ser expresados en términos de Q, λ1 y λ2. En particular
tenemos que

ψ4 = h1(Q, λ1, λ2),
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donde h1(Q, λ1, λ2) es una función que depende de Q, y los coeficientes de (λ1,
λ2), dependen suavemente de Q. Notemos que ψ4 < 0 cuando 1.7 < Q < 1.8 y λ1,
λ2 son pequeños, ver la figura 4.13.

1.72 1.74 1.76 1.78 1.80
Q

-0.00206

-0.00204

-0.00202

-0.00200

-0.00198

-0.00196

ψ4

Figura 4.13: Gráfica de ψ4 la cual es negativa cuando 1.7 < Q < 1.8.

Ahora introducimos un nuevo tiempo τ =
√
−ψ4, tal que

dτ

dt
=
√
−ψ4. Además

definimos las variables x1 = x y x2 =
y√
−ψ4

. Luego, en las nuevas variables las

ecuaciones del sistema (4.48) son

dx1

dτ
= x2,

dx2

dτ
= −ψ1

ψ4

− ψ2

ψ4

x1 +
ψ1√
−ψ4

x2 − x2
1 +

ψ5√
−ψ4

x1x2 +O
(
|(x1, x2)|3

)
En lo que sigue, continuaremos denotando la variable independiente nueva τ como
t. Entonces el sistema (4.48) toma la forma

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −ψ1

ψ4

− ψ2

ψ4

x1 +
ψ3√
−ψ4

x2 − x2
1 +

ψ5√
−ψ4

x1x2 +O (|(x1, x2)|3) .

(4.49)

Definimos el cambio de variable

x = x1 +
ψ2

2ψ4

, y = x2.

donde, sin pérdida de generalidad, x y y no son las mismas variables definidas
anteriormente.

101



Luego las ecuaciones del sistema (4.49) se pueden escribir como

dx

dt
= y,

(4.50)

dy

dt
= −ψ1

ψ4

+
ψ2

2

4ψ2
4

+

(
ψ3√
−ψ4

− ψ2ψ5

2ψ4

√
−ψ4

)
y − x2 +

ψ5√
−ψ4

xy +O
(
|(x, y)|3

)
.

Tenemos que

ψ5 = h2(Q, λ1, λ2),

donde h2(Q, λ1, λ2) es una función que depende de Q cuyos coeficientes de (λ1,
λ2) dependen suavemente de Q. Además, ψ5 > 0 cuando 1.7 < Q < 1.8 y λ1, λ2

son pequeños, ver la figura 4.14.

1.72 1.74 1.76 1.78 1.80
Q

0.4900
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0.4925

0.4930

ψ5

Figura 4.14: Gráfica de ψ5 la cual es positiva cuando 1.7 < Q < 1.8.

Finalmente, introducimos una nueva escala de tiempo τ =

√
−ψ4

ψ5

t tal que dτ =
√
−ψ4

ψ5

dt, y tomando en cuenta las nuevas variables x1 =
ψ2

5

ψ4

x, x2 =
ψ3

5

ψ4

√
−ψ4

y,

las ecuaciones del sistema (4.50) se transforman en

dx1

dτ
= x2,

dx2

dτ
=
ψ1ψ

4
5

ψ3
4

− ψ2
2ψ

4
5

4ψ4
4

+

(
ψ2ψ

2
5

2ψ2
4

− ψ3ψ5

ψ4

)
x2 + x2

1 + x1x2 +O
(
|(x1, x2)|3

)
.

Sin pérdida de generalidad, escribimos τ como t, y obtenemos la forma versal del
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sistema (4.46)

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= τ1 + τ2x2 + x2

1 + x1x2 +O (|(x1, x2)|3) ,

(4.51)

donde

τ1 =
ψ1ψ

4
5

ψ3
4

− ψ2
2ψ

4
5

4ψ4
4

, τ2 =
ψ2ψ

2
5

2ψ2
4

− ψ3ψ5

ψ4

.

Con el fin de ver la independencia lineal de τ1 y τ2, calculamos el determinante∣∣∣∣ ∂(τ1, τ2)

∂(λ1, λ2)

∣∣∣∣
λ=0

6= 0

cuando 1.7 < Q < 1.8. Entonces τ1 y τ2 son parámetros linealmente indepen-
dientes, y la transformación de parámetros anterior es un homeomorfismo en una
vecindad pequeña del origen.

Notemos que todas las transformaciones de tiempo que hemos realizado son
positivas, entonces usando los resultados en Takens [55] y Bogdanov [6] (ver tam-
bién [7] y [48]) obtenemos de el sistema (4.46) el desarrollo versal del desdobla-
miento de una bifurcación Takens-Bogdanov de codimensión 2 dada por (4.51).
En otras palabras, el sistema (4.46) sufre una bifurcación de Takens-Bogdanov de
codimensión 2 en una pequeña vecindad de E∗(u∗, v∗), pues (M,A) vaŕıa cerca de
(M∗, A∗), y la bifurcación de Hopf dentro de la bifurcación de Takens-Bogdanov
es subcŕıtica.

Obtenemos las siguientes representaciones locales de las curvas de bifurcación
ver [48]:

(i) la curva de bifurcación de silla nodo SN = {(τ1, τ2)|τ1 = 0, τ2 6= 0},

(ii) La curva de bifurcación de Hopf subcŕıtica esH = {(τ1, τ2)|τ2 =
√
−τ1, τ1 < 0},

(iii) La curva de bifurcación homocĺınica es HL = {(τ1, τ2)|τ2 = 5
7

√
−τ1, τ1 < 0}.

A partir del diagrama de bifurcación de Takens-Bogdanov, aśı como de los
correspondientes retratos de fase del sistema en la figura 4.15, tenemos la siguiente
información.
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Figura 4.15: Diagrama de bifurcación y su correspondiente retrato de fase del
sistema (4.46). El origen es el punto de bifurcación Takens-Bogdanov (TB), y las
curva de bifurcación SN se refiere a silla-nodo, H a Hopf y HL a lazo homocĺınico.

1. Las curvas de bifurcación SN, H y HL dividen al entorno del origen en el
plano (τ1, τ2) en cuatro regiones.

2. Cuando (τ1, τ2) = (0, 0), el único punto de equilibrio positivo es una cúspide
de codimensión 2.

3. No hay puntos de equilibrio cuando los parámetros están en la región I.

4. Cuando los parámetros cruzan la región SN hacia la región II, hay dos
puntos de equilibrio a través de la bifurcación de silla-nodo, uno es un foco
inestable y el otro es una silla.

5. Cuando los parámetros cruzan H hacia la región III, aparece un ciclo ĺımite
inestable a través de la bifurcación subcŕıtica de Hopf, donde el foco es
estable, mientras que cuando los parámetros están en la curva H, el foco es
inestable con multiplicidad uno.

6. Cuando los parámetros cruzan la región III y se encuentran en la curva HL,
aparece un ciclo homocĺınico inestable a través de la bifurcación homocĺınica.

7. Cuando los parámetros cruzan la región III hacia la región IV , las ubi-
caciones relativas de una variedad estable y una inestable de la silla E∗1 se
invierten.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En el contexto de la dinámica ecológica presa-depredador, este trabajo se enfo-
ca en la coexistencia de depredadores y presas, asumiendo que las presas presentan
una dinámica rápida. Hemos identificado una bifurcación de Hopf singular, de la
cual emergen ciclos de canard estables que aumentan de amplitud, dando lugar
a una explosión de canard. Además, demostramos la existencia de un ciclo de
relajación asociado a este comportamiento. Cabe recordar que en el estudio pre-
sentado se considera el efecto Allee débil, representado por m < 0 en el sistema
(1) (o M < 0 en el sistema (2.1)), que garantiza la existencia del punto de equili-
brio TC = (0,−MA), donde si además C = −AMQ, se produce una singularidad
transcŕıtica degenerada. Hemos descubierto que este punto puede comportarse de
dos maneras según los parámetros: por un lado, puede comportarse como un nodo
estable y, por otro, como un punto silla. En el primer caso, las órbitas cercanas a
TC , que biológicamente corresponden a una población baja de presas y una pobla-
ción de depredadores de ≈ −MA, el sistema puede evolucionar hacia la extinción
de la presa o hacia un ciclo de coexistencia donde el tiempo transcurrido cerca de
TC es considerablemente largo, debido precisamente a la naturaleza degenerada
del punto.

Hemos encontrado (véanse la figura 4.11 y la sección 4.2) la existencia de
un punto de Takens-Bogdanov. Esto, naturalmente, conduce a dinámicas locales
interesantes como la bifurcación de silla nodo, bifurcación de Hopf subcŕıtica y
bifurcación homocĺınica que influyen en la dinámica global. De la figura 4.11,
esta bifurcación ocurre cerca de la región donde se encuentran dos equilibrios
coexistentes positivos.

Varios problemas de investigación permanecen abiertos. Aqúı discutimos algu-
nos. En las simulaciones observamos que cuando el punto de equilibrio se desplaza
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a través de la variedad cŕıtica hacia el punto TC su estabilidad cambia y también
vaŕıa el signo del parámetro A. Recordemos que este parámetro determina la cri-
ticidad de la bifurcación de Hopf, por lo que este cambio sugiere la ocurrencia
de una bifurcación de Hopf generalizada. Se puede consultar la figura 4.11 para
una visualización más clara. Un problema adicional de interés, que no se aborda
en el presente trabajo, es el de la ciclicidad [61, 60]. Su estudio en el contexto
degenerado constituye una ĺınea de investigación relevante que podŕıa explorarse
en trabajos futuros.
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