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Capitulo 1

Introduccion

Graficas de clanes

Si G es una grafica, un clan de G' es una subgrafica completa maximal. Los clanes
de una gréfica han sido objeto de estudio practicamente desde el mismo inicio de la
teoria de las graficas y desde entonces han sido estudiados en una amplia variedad
de situaciones. En particular, se sabe que el problema calcular el clan maximo es
NP—duro (el problema de decisién asociado es N'P—completo) desde el mismisimo
trabajo seminal de Cook [12](1971) en el que se definen estos conceptos (ver también
[20]). De modo que la nocién de clan de una grafica es una pieza fundamental en la
teoria de complejidad computacional y su profunda comprension es esencial para el

avance de la teoria.

Incluso con mas razoén se puede afirmar que la nociéon de clan es una idea central
en la teoria de las graficas. Una construccién que exhibe la estructura clénica de
una grafica G es la grdfica de clanes de G, k (G), que se define como la grafica de
interseccion del conjunto de clanes de G. Esto es, k (G) tiene por vértices a los clanes
de Gy dos vértices son adyacentes si son distintos tienen intersecciéon no vacia. Esta

construccion se ha estudiado extensamente al menos desde 1968 (véase [27]).

El operador de clanes £, transforma pues graficas en gréaficas y es entonces natural
preguntarse qué sucede al aplicar repetidas veces el operador de clanes a una grafica
especifica. Las grdficas iteradas de clanes de G fueron introducidas por Hedetniemi y
Slater en [31](1972), y se definen recursivamente por medio de las formulas: £° (G) =
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Gy k" (G) = k (k" (G)). Las graficas iteradas de clanes han sido estudiadas
en multiples articulos. Este trabajo incluye bibliografia extensa sobre el tema y
referencias adicionales pueden ser encontradas en [74] y [66].

Los graficas iteradas de clanes pueden exhibir una variedad de comportamientos:

Una grafica G es k—divergente (o clan divergente) si lim,,_, o, |k"™ (G)| = co. En caso
contrario decimos que es k—convergente (o clan convergente). Es facil probar que
G es k—divergente si y solo si el conjunto {|V (k" (G))| : n € N} no esta acotado.
También es facil ver que una gréafica G' es k—convergente, si y s6lo si, existen enteros
i>0yp>1tal que k(G) = k**P(G). Si iy y py son los niimero méas pequefios que
satisfacen la condicién anterior decimos que g es el indice de transicion de G'y que py
es el periodo de G, denotaremos a estos niimeros por i (G) y p (G) respectivamente.
Decimos que G es k—periddica sii(G) = 0. G es k"—invariante si k"G = G. En el
caso especial en que k"(G) es isomorfa a la grafica trivial (de un punto) para alguna
n, decimos que G es k—nula. El k—cardcter de G es la propiedad de G que puede

tomar uno de tres valores: k—divergente, k—convergente pero no k—nula y k—nula.

Los mismos Hedetniemi y Slater en 1972 [31], exhiben ejemplos no triviales de graficas
k—nulas, k—periodicas y k—convergentes (de periodo 1y 2).

Solo un ano después Neumann-Lara descubre los primeros ejemplos de graficas clan
divergentes: Para n > 3 todos los octaedros n—dimensionales O,, son k—divergentes.
De hecho k(O,) = Ojn-1. Escalante reporta en [15](1973) este descubrimiento de
Neumann-Lara y muestra ademas que existen graficas de cualquier posible periodo
p(G) > 1.

El estudio del k—caracter habia empezado. Desde entonces se han abordado las
graficas iteradas de clanes desde diversos enfoques. Por ejemplo, se ha estudiado la
k—divergencia en [15-17,37-41,43,46,55-58,61|. La k—convergencia y k—nulidad ha
sido estudiada en [1,5,8,16-18,30,31,33,37,42,45,64]. También existen trabajos que
estudian especificamente la k—invariancia [3,5,11,47-49]. Otro aspecto que ha sido
muy estudiado es el didmetro de gréficas iteradas de clanes [3,9,10,14,32,33,35,39,59,
60,62|. Prisner es el principal estudioso de la relacion entre la homologia de complejos
simpliciales y las graficas iteradas de clanes [4,44,63,64|. Otros interesantes trabajos
en relacion a graficas iteradas de clanes incluyen [2,7,13,21-27,50,51,65,67-71,75,78|.

El presente trabajo ha dado lugar a varios articulos de investigacion |16, 37,4249,
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60-62] e incluye muchos de los resultados ahi publicados y algunos otros.

Asi, nuestras aportaciones al estudio del didmetro de las graficas iteradas de clanes
[60,62] se encuentran, junto con nuevos teoremas, en el capitulo 2. El estudio que
hemos hecho del k—caracter de los relojes [43,46] se encuentra en forma ampliada
en el capitulo 3. El capitulo 4 contiene una generalizacién de la maravillosa teoria
de graficas expansivas de Neumann-Lara [55] que incluye una generalizacion parcial
previamente publicada por mi en [61]. Quiza es ésta la aportacion més profunda
de este trabajo. Finalmente en el capitulo 5 se presentan los resultados que hemos
obtenido en el estudio de las graficas con cuello local grande [45] y algunas de sus
consecuencias. Por razones de tiempo, los trabajos publicados en [16,37,42,44,47-49|

ya no encontraron lugar en esta tesis.

A lo largo de este trabajo, se presentan problemas abiertos en su lugar natural y
luego se recolectan y presentan de nuevo en el apéndice (pag. 89). Sirva esta lista

para estimular la imaginacién de aquellas personas que lean esta tesis.

Notacién y terminologia

Todas nuestras graficas son no vacias, simples (sin lazos ni aristas paralelas) y a

menos que se diga lo contrario, también son finitas.

En general usaremos notacion estandar de teoria de graficas [6,28]. Hacemos, sin

embargo, algunas precisiones:

Sea G una grafica. Denotamos al conjunto de vértices por V(G) y al conjunto de
aristas por E(G). A veces escribiremos x € G en lugar de z € V(G). El orden de G
es |G| = [V(G)].

Frecuentemente, identificaremos a las subgréficas inducidas de G con sus conjuntos
de vértices. En particular, usualmente, veremos a los clanes como subconjuntos de
V(G). Diremos que @ es un clan iterado de G si @ € V(k"(G)) para alguna n > 1.

Ocasionalmente, hablaremos de la grdfica de completas de G, ¢(G), que se define
como la gréafica de interseccién de todas las completas de G. Observe que k(G) es

una subgrafica inducida de ¢(G).

La vecindad de un vértice z en G, Ng(x), es el conjunto de todos los vecinos de
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z, es decir Ng(z) = {y € G : {z,y} € E(G)}. La vecindad cerrada de un vértice
z en G es Nglz] = Ng(xz) U {z}. Cuando z y y son vecinos, también decimos que
son adyacentes. La vecindad de un conjunto de vértices A C (@, se define como:

Ng[A] = Uyea Nelal-

Si G es una graficay z,y € G denotamos por dg(z,y) a la distancia entre los vértices
zeyenG. Si A, B CV (G) definimos el conjunto de distancias de A y B en G, como
D¢ (A,B) = {dg (a,b) :a € Ay be B}. Cuando sea claro escribiremos solamente
d(z,y) y D(A, B) respectivamente.

El didmetro de G se define como diam(G) = max{dg(z,y) : v,y € G}. Siz € G
definimos el radio local de G en x como radio,(G) = maxyeq d(z,y). Definimos el
radio de G como radio(G) = mingcg radio,(G).

Siz,y € G, decimos que x domina a y en G si Ng[z] O Ng[y]. Sin embargo decimos
que y es un vértice dominado (sin especificar quién es z) solamente cuando y es

dominado por algin vértice distinto = # y.

Un morfismo f entre dos graficas Ay B es una funcion f : V(A) — V(B) tal que las
imagenes de vértices adyacentes son adyacentes o iguales. En este caso escribimos
simplemente f : A — B. La categoria de las graficas G es la categoria que tiene por
objetos a todas las graficas y por morfismos los recién descritos. En esta categoria
el producto categoérico de dos graficas A y B es el producto fuerte AX B que tiene
por vértices al producto cartesiano V(AKX B) = V(A) x V(B); dos vértices distintos
(a1,b1), (az, by) € AX B son adyacentes si y s6lo si a; es adyacente o igual a as y by es
adyacente o igual a b,. El producto fuerte tiene muchisimas propiedades relevantes

para el estudio de las graficas iteradas de clanes. Una de las mas importantes es:

Teorema 1.1 (Neumann-Lara [56]) Si A y B son grificas, tenemos k(AX B) =
k(A)R k(B). O

Otra propiedad que usaremos es:

Teorema 1.2 (Neumann-Lara [54]) Si (a1, b2), (a2,bs) € AR B entonces

darp((ai, b1), (a2, bs)) = max{da(ai, az),dp (b1, by)}
En particular diam(A X B) = max{diam(A),diam(B)}. O
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En ocasiones, vamos a requerir la nocién de grifica punteada. Una grafica punteada
es un par ordenado (A, x) donde A es una grafica y x es un vértice seleccionado de
A. La suma punteada de dos graficas punteadas (A, z) - (B, y) es la gréafica punteada
que se obtiene al tomar la unién disjunta de A y B y luego identificar los vértices
seleccionados z y y. El vértice x = y de (A,z) - (B,y) es su vértice seleccionado.
También, hablaremos de la suma punteada A - B de dos graficas A y B: el contexto

hara claro cuales son los vértices de A y B que habran de identificarse.
Algunas graficas especiales seran de uso frecuente:

Denotamos por C, al ciclo de n vértices. P, representarda a la trayectoria de n
vértices. La grdfica completa (cualesquiera dos vértices son vecinos) de n vértices
serd representada por K,. El octaedro n—dimensional, O,, es la grafica con 2n
vértices, cada uno de ellos de grado (=ntmero de vecinos) 2n — 2. Cuando n = 3

decimos simplemente que se trata del octaedro.

Si H y G son graficas, decimos que G es localmente H, si para cualquier vértice
x € G la subgrafica inducida G[Ng(z)] es isomorfa a H. Si H = {Hy, Ho, ...} es una
familia (no necesariamente finita) de graficas, decimos que G es localmente H si cada
G[Ng(x)] es isomorfa a alguna H; € H. Decimos que G es una grafica localmente

ciclica si G es localmente {C, : ¢t > 3}.
En su momento hablaremos también un poco sobre triangulaciones:

Por supuesto (ver por ejemplo [36,73|), una triangulacion de un espacio topoléogico
X es un par ordenado (C, f) donde C' es un complejo simplicial y f : |C| — X es un
homeomorfismo que va de la realizacion geométrica |C| de C' al espacio X. Cuando
X =|C|y f = 1¢ y también cuando no haya confusion posible, diremos que C' es

una triangulacion.

El 1-esqueleto de un complejo simplicial C' es el subcomplejo de C' que consta de todos
los stmplejos de dimension 0 6 1. De manera natural, el 1-esqueleto de cualquier com-
plejo se puede ver como una gréfica: los O-simplejos son los vértices y los 1-simplejos
son las aristas. Llamamos a esta grafica la grdfica subyacente del complejo. En
general, uno no puede reconstruir el complejo a partir del 1-esqueleto, pero nosotros
consideraremos solamente triangulaciones de superficies y solamente triangulaciones
en donde todo tridngulo del 1-esqueleto es una cara (= 2-simplejo). A una trian-

gulacion con estas caracteristicas le llamamos triangulacion de Whitney |[79](1931).
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En el caso de tales triangulaciones, observamos que toda la informacién del complejo
puede ser reconstruida a partir del 1-esqueleto. Dependiendo del contexto, consider-
aremos pues a una triangulaciéon de Whitney como espacio topologico, como complejo
simplicial, como el 1-esqueleto del complejo y/o como la grafica subyacente, sin ser
muy explicitos al respecto.

Notamos también que, con excepcion del tetraedro K, toda triangulacion de Whit-
ney tiene la propiedad de que los clanes de la grafica subyacente, son exactamente

las caras de la triangulaciéon. De ahi nuestro interés en este tipo de triangulaciones.

Las triangulaciones de Whitney han sido también llamadas triangulaciones limpias
[29,77].

Los siguientes dos resultados nos muestran que las triangulaciones de Whitney tienen
sencillas caracterizaciones combinatorias. No hemos encontrado estos resultados pu-

blicados previamente, pero es probable que sean parte del folclore.

Teorema 1.3 (Larrion, Neumann-Lara y Pizana [45]) G es la grifica subyacente a
una triangulacion de Whitney de una superficie (cerrada) si y solamente si G es

localmente ciclica. O

Teorema 1.4 (Larrion, Neumann-Lara y Pizafia [45]) G es la grdfica subyacente a
una triangulacion de Whitney de una superficie compacta (que puede tener borde) si
y solamente si G es localmente {Cy, P, : t > 3,r >2}. O

Para la poca terminologia de grupos que usaremos seguiremos a Rotman [72] y para
categorias a Mac Lane [52].

Resultados preliminares

Resumimos en las siguientes dos subsecciones los resultados sobre gréficas clan con-
vergentes y gréaficas clan divergentes que usaremos méas adelante.
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Graficas clan convergentes

Una clase de graficas que es sumamente importante en el estudio de las gréaficas clan

convergentes es la clase de las graficas clan-Helly:

Definicién 1.5 Decimos que una grifica G es clan-Helly si el conjunto de todos sus
clanes V (k (G)) satisface la propiedad de Helly:

Helly: Para toda familia F C 'V (k (Q)), si cualesquiera dos elementos de F tienen

interseccion no vacia, entonces toda la familia tiene interseccion no vacia.

Se sabe por Moon y Moser [53|(1965) que una grafica con n vértices puede tener
hasta 3™, 4 -3™"! (m > 1) 6 2-3™ clanes, dependiendo de si n = 3m, 3m + 1 6
3m + 2. Una prueba independiente, puede ser obtenida usando los resultados de
Hedman sobre graficas densas [34]. Estas, son cotas superiores que efectivamente se
alcanzan. Cotas muy semejantes se pueden alcanzar incluso si se pide que la grafica
sea clan-Helly, simplemente agregando un nuevo vértice que sea vecino de todos los
demés a cualquiera de las graficas que alcanzan estas cotas [76]. Por esta razon
es muy sorprendente que de hecho, se pueda verificar en tiempo polinomial si una

grafica dada es clan-Helly:

Teorema 1.6 (Szwarcfiter |75|) Una grifica G es clan-Helly si y solamente si todo

tridngulo extendido de G' es un cono. [

Aqui un tridngulo extendido de G es la subgrafica inducida en G' por un conjunto
de vértices que incluye los vértices de un tridngulo 7" junto con todos los vértices de
G que sean adyacentes a dos o méas vértices del tridngulo. Por supuesto, un cono es

una grafica en la que existe un vértice que es adyacente a todos los demés.

La clase de las graficas clan-Helly es una de las primeras clases de gréaficas que fueron
reconocidas como k—-cerradas |15], es decir que la grafica de clanes de cualquier

grafica clan-Helly es a su vez clan-Helly.

Una de las razones por las que las graficas clan-Helly son tan importantes en la teoria

de graficas de clanes es el siguiente famoso teorema debido Escalante:
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Teorema 1.7 (Escalante [15]) Sea G una grdfica clan-Helly sea H cualquier subgrd-
fica inducida minimal de G que satisfaga: Para toda x € G existe una y € H tal que
y domina a x. Entonces k*(G) = H. En particular, toda grdfica clan-Helly es clan

convergente de periodo 1 o 2. [

La mayoria de los articulos que estudian graficas clan convergentes prueban que sus
graficas son a la larga clan-Helly (k"(G) es clan-Helly para alguna n). Nosotros
mismos usaremos esta idea en el capitulo 5. Una notable excepciéon es el propio
articulo de Escalante |15], en donde se construyen graficas k—periodicas de cualquier

periodo: cuando el periodo es mayor que 2, la grafica no puede ser clan-Helly.

Otros ejemplos de graficas periddicas no clan-Helly se pueden construir facilmente
usando los relojes introducidos por Larrion y Neumann-Lara en [41]|. Nosotros estu-
diaremos los relojes en el capitulo 3.

Bornstein y Szwarcfiter [8| construyen ejemplos interesantes de graficas con defecto de
Helly grande: Para toda n existen gréaficas donde k"(G) es clan-Helly, pero k" 1(G)
no lo es. Estas graficas son k—nulas, y por lo tanto, son a la larga clan-Helly, pero

no es este hecho el que se usa para probar su convergencia.

Algunas interesantes consecuencias inmediatas del teorema de Escalante son:

Teorema 1.8 Para una grdifica clan-Helly G las siquientes condiciones son equiva-
lentes:

1. G es k—periddica.
2. G2 E(QG).
3. G no tiene vértices dominados.

4. La funcion * : G — ¢(k(GQ)) dada por x(z) = {Q € k(G) : x € Q} es de hecho
un isomorfismo entre G y k*(G). O

Estos resultados hacen ver que los clanes de clanes (vértices en k?(G)) se dividen en
dos tipos:
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Definicion 1.9 Si G es una grdfica cualquiera y Q € k*(G) es un clan de clanes de

G, entonces decimos que @ es una corbata de G si [Q = @ y decimos que es una
estrella de G si [\ Q # .

Figura 1.1: Una estrella y una corbata

Claramente, una grafica es clan-Helly si y s6lo si no tiene corbatas. Sabemos entonces,
por el teorema de Escalante, que si una grafica es k—divergente tiene que tener
corbatas. El reciproco, sin embargo, es falso. Un ejemplo de esto es la grafica de la

derecha en la figura 1.1; ejemplos no triviales pueden ser encontrados en [8§].

También, si z es un vértice de G observamos que *(z) (tal y como se define en el
teorema anterior) es una completa de k(G), pero en general puede no ser un clan de
k(G). Sin embargo, para cada = € G siempre podemos escoger un clan @ de £(G)
que contenga a *(z). Lo interesante es que no importa como haga uno esta eleccion, la
funcién resultante es un morfismo de G a k?(G). Abreviamos */(;) como z* y decimos
que el morfismo x — z* es el morfismo estrella de G en k?(G). Cuando queremos

enfatizar que este morfismo no es tnico diremos que es un morfismo estrella.

Note que si #(x) es clan (de clanes), también es estrella. Por otro lado z* puede ser
una estrella o una corbata, pero toda estrella Q € k%(G) es de la forma Q = z* = *(x)
para alguna z € G.
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Graficas clan divergentes

Como ya se dijo antes, los octaedros n-dimensionales fueron los primeros ejemplos
conocidos de graficas clan divergentes. Desde entonces otro par de familias de ejem-
plos han sido encontradas, a saber los relojes [38,41] y ciertas triangulaciones de
Whitney del toro [39] y de la botella de Klein [40]. Estos ejemplos son primitivos en
el sentido que se tienen pruebas directas de su divergencia que involucran el célculo
explicito de todas sus gréaficas iteradas de clanes. Estos, y los que se pueden con-
struir a partir de estos usando el producto fuerte X (ver Teorema 1.1) son los dnicos

ejemplos primitivos que se conocen.

Las triangulaciones de Whitney del toro y los relojes tienen la virtud de tener un
crecimiento lineal. Ello permite calcular y estudiar muchas de sus gréaficas iteradas
de clanes para asi poder desentranar sus misterios. En el caso de los octaedros, si
bien el crecimiento es explosivo y son pocas las graficas iteradas de clanes que pueden
ser efectivamente calculadas, las graficas que se obtienen son siempre octaedros m-

dimensionales y no es dificil atin con pocos ejemplos entender lo que sucede.

Sin embargo, las graficas iteradas de clanes de una gréafica dada exhiben en general
un comportamiento muy complejo, en apariencia cadtico. Por ejemplo, la sucesién
de o6rdenes de las graficas iteradas de clanes del icosaedro es: 12, 20, 32, 92, 472,
44644, 7?7 Este tipo de ejemplo es frecuente: La computadora es capaz de calcular
solamente unas pocas gréaficas iteradas de clanes debido al crecimiento explosivo del
orden de las graficas. En casos como éste son pocas las graficas iteradas que uno
tiene a mano para estudiar y tratar de entender qué es lo que ocurre. En el caso del
icosaedro, atlin estas pocas graficas iteradas de clanes son dificiles de entender y la

comprension de la n—ésima iteracion da poca luz sobre la siguiente.

Concluimos que para estudiar la clan divergencia hacen falta técnicas y criterios que
permitan inferir la clan divergencia de las graficas sin tener que calcular todas sus
graficas iteradas de clanes. Asi por ejemplo, nosotros probaremos en el capitulo 4
que el icosaedro es clan divergente sin saber siquiera cudal es el orden de su sexta

grafica de clanes.

Todas las técnicas conocidas a la fecha involucran un enfoque categorico y clases de
morfismos especiales en esas categorias que tienen la propiedad de heredar la clan
divergencia, es decir, cada vez que A y B son gréaficas en la categoriay ¢ : A — B
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es uno de estos morfismos especiales, entonces tenemos que si A es k—divergente,

también lo es B. Listaremos a continuacion los teoremas que se tienen en ese sentido.

Sean A y B dos gréficas, decimos que un morfismo entre ellas ¢ : A — B es una
retraccion si existe un morfismo 7 : B — A tal que po7 = 15. En este caso, decimos
que T es una seccion y que B es un retracto de A. En este caso la clase de morfismos

que heredan la clan divergencia es la clase de las secciones:

Teorema 1.10 (Teorema de la retraccion, Neumann-Lara [56]) Si B es un retracto
de A, entonces, k"(B) es un retracto de k™(A) para toda n. En particular, Si B es

clan divergente A también lo es y si A es clan nula B también lo es. [

Como puede verse en [37], este teorema permite estudiar amplisimas clases de graficas

clan divergentes.

Si B es una subgrafica de A y podemos obtener B a partir de A eliminando vértices
dominados uno a uno, diremos que A se retrae fuertemente a B y que B es un retracto
fuerte de A. Note que A puede no retraerse fuertemente a otra subgrafica C ain
si B = (. Claramente, este es un caso particular de la retraccion y si¢t: B — A
es la inclusion, diremos que cualquier morfismo que tenga a ¢ como seccidn, es una
retraccion fuerte. Por supuesto, el teorema anterior vale para las retracciones fuertes,

pero de hecho, podemos decir mucho mas para las retracciones fuertes:

Teorema 1.11 (Teorema de la retraccion fuerte, Frias y Neumann-Lara [16,17]) Si
x es un vértice dominado de de una grifica A, entonces, A y A—{x} tienen el mismo
k—cardcter. Es decir, A es k—divergente si y sélo si A— {x} lo es y A es k—nula si
y sdlo si A—{z} lo es. En particular, si A se retrae fuertemente a B, entonces A y

B tienen el mismo k—cardcter. [

Un caso particular del teorema anterior fue probado por Prisner en 1992:

Teorema 1.12 (Prisner [64]) Si A se retrae fuertemente a un punto, A es k—nula. O
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Otro instancia particular de la retraccion es cuando A = BX(C'. Aqui, tanto B como
C son retractos de A. También en este caso, usando el teorema 1.1, se puede decir
més sobre A que lo que nos ofrece el teorema de la retraccion. En particular, A es

k—divergente si y s6lo si B 6 C lo son y A es k—nula si y so6lo si By C lo son.

Otra interesante clase de morfismos que heredan la clan divergencia es la clase de
los cubrimientos triangulares: Decimos que ¢ : A — B es un cubrimiento triangular
si para cada x € A, la restricciéon de ¢ a N4[z] es un isomorfismo sobre Np[p(z)].
También diremos que A cubre triangularmente a B. Los cubrimientos triangulares
también son llamados isomorfismos locales. Si ¢ es un cubrimiento triangular, se
sabe que ¢~ '(z) tiene la misma cardinalidad para toda x € B, llamamos a este

nimero el nimero de hojas del cubrimiento triangular.

Teorema 1.13 (Teorema del cubrimiento triangular, Larrion y Neumann-Lara [40])
Si A cubre triangularmente a B con h hojas, entonces, k™(A) cubre triangularmente a

k™(B) con h hojas para todan. En particular, A y B tienen el mismo k—cardcter. O

El resultado anterior junto con la clan divergencia de ciertas triangulaciones del toro,
fue usado en [40] para probar que toda grafica localmente Cq es clan divergente.

Una clase méas de morfismos que heredan la clan divergencia es descrita en el hermoso
trabajo sobre graficas expansivas de Neumann-Lara [55]. No lo ponemos aqui porque

dedicaremos el capitulo 4 por entero a desarrollar y generalizar estas ideas.

Una vez aclarado el panorama general, cabe enfatizar la importancia de los ejemplos
primitivos: Sin ellos, todas las técnicas y criterios desarrollados no constituirian més

que una teoria vacia. Los ejemplos primitivos son pues fundamentales.



Capitulo 2
Cimientos

Los cimientos fueron introducidos por Bornstein y Szwarcfiter en [8] y han sido
utilizados en |9, 60, 62]. Han mostrado ser de suma utilidad en el estudio de las
propiedades métricas de las graficas iteradas de clanes, y en particular para el es-
tudio del comportamiento del diAmetro y el radio bajo el operador de clanes. En
este capitulo presentaremos nuestras aportaciones a la teoria de cimientos siendo la
formula de la distancia (teorema 2.17) la méas fundamental. También obtendremos

algunas conclusiones interesantes:

Daremos una nueva familia de graficas {G,} con la propiedad diam(k™(G)) =
diam(G) + m para toda 0 < m < n, dando asi una nueva prueba al teorema del
diametro de Bornstein y Szwarcfiter [9](1998) (ver teorema 2.21), antes conocida
como la conjetura del didmetro de Peyrat, Rall y Slater [59](1986).

También, estudiaremos el problema de decidir si existe una grafica G que satisfaga
diam(k™(@)) = diam(G) + n para toda n > 0 y obtendremos varias conclusiones

sobre la posible existencia de tal grafica.

Distancias en G y en k(G)

Empecemos por un teorema elemental que fue originalmente escrito para mi trabajo

sobre la clan divergencia del icosaedro [61]:
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Teorema 2.1 Sea G una grifica y Q, Q' € k(G) con @ # Q'. Entonces

dk(G) (Q: QI) = min DG (Qa Q’) +1

Prueba. Sear =minD(Q, Q") y s =d(Q,Q"). Sea (zg,x1,...,x,) una trayectoria
en G con g € Qy z, € . Tomemos Q; € V(k(Q)) tal que {z;,z;11} C Q; para
i=0,1,...,7 — 1. Entonces (Q,Qo,Q1,...,Q,—1,Q") es un camino en k(G) que
muestra que d(Q, Q') =s <r+ 1.

Ahorasea (Qqo, @1, - - - , Qs) una trayectoria de longitud minima en k(G) entre Qy = @
y Qs = @'. Tomemos ahora z; € @; N Q;y1 para ¢ = 0,1,...,s — 1. Luego,
(o, Z1,... ,T5—1) €s un camino en G, que demuestra que d(xg,zs—1) < s — 1. Como
T €EQyxs 1 €Q,sesiguequer+1=minD(Q,Q")+1<d(xp,zs1)+1<s. O

Figura 2.1: Trayectorias en G y en k(G)

Note que para toda grafica G y cualesquiera dos clanes @, Q" € V (k (G)), tenemos
D(Q,Q")] <3y DQ,Q") #{1}. SiG tiene al menos dos vértices en cada compo-
nente conexa, entonces D(Q, Q") # {0} y por lo tanto D(Q, Q") = {0,1} si y sélo si
d(Q,Q) =0 (ie. @ = Q). Observe también, que si @ y ' son cualesquiera dos
clanes, tenemos max D(Q, Q') < minD(Q, Q') + 2 (ver figura 2.1).

Como dijimos el teorema es elemental. La prueba es directa. Sin embargo, es un
teorema sintetizador en el sentido de que recoge la esencia de una argumentaciéon que
ha sido usada una y otra vez para probar distintos teoremas y lemas en no pocos
articulos: Los catorce corolarios que se listan a continuacién, son una muestra de ello.
Cada uno de estos teoremas en sus respectivos articulos incluia una prueba, todas
estas pruebas con la misma idea subyacente, la misma del teorema 2.1. La idea no
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es nueva, la prueba no es nueva, lo que es nuevo es la forma que toma el enunciado
del teorema 2.1. Esta forma permite probar cualquiera de los corolarios que se listan
a continuacién sin mayor esfuerzo. No podemos decir lo mismo de ninguno de los
catorce teoremas siguientes aunque hemos de reconocer que Dutton y Brigham se

acercaron bastante.

Corolario 2.2 (Hedman [33, teorema 4.2]) Si G es una grdfica coneza,

diam(k(G)) > diam(G) — 1.

Prueba. Inmediato O

Decimos que una grafica G' es una grafica de tiempo, si existe una funciéon inyectiva
f :V(G) — R tal que para cada par de vértices distintos u,v € V(@) tenemos que
{u,v} € E(G) siy solosi |f(u) — f(v)| < 1.

Corolario 2.3 (Hedman [33, lema 4.3]) Si G es una grdfica de tiempo coneza, en-
tonces diam(G) > diam(k(G)) |Excepto, claro, cuando G es trivial].

Prueba. Sean a,b € G tal que f(a) < f(z) < f(b) para toda x € G. Calcule la
distancia entre los tinicos clanes A y B que satisfacena € Ay be B. [

Corolario 2.4 (Hedman [35, teorema 3.1]) Si G es una grdfica conezra, diam(G) +
1 > diam(k(G)) > diam(G) — 1.

Prueba. Inmediato. O

Corolario 2.5 (Teorema del didmetro de Hedman |35, teorema 4.1|) Para una grd-
fica coneza G, diam(G) + n > diam(k"™(G)) > diam(G) — n.

Prueba. Inmediato del corolario anterior. O

Siguiendo a Balakrishnan y Paulraja [3|, decimos que dos clanes A y B son diame-
trales si diam(G) € D(A, B).
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Corolario 2.6 (Balakrishnan y Paulraja, [3, teorema 1) Para una grifica coneza G,
diam(k(G)) = diam(G) +1 si y sdlo si existe un par de clanes diametrales [distintos|
de tipo 1 en G.

Prueba. Dos clanes diametrales A y B son de tipo 1 simin D(A, B) = diam(G). O

Corolario 2.7 (Balakrishnan y Paulraja, [3, teorema 2[) Sea G una grdfica coneza.
Entonces diam(G) = diam(k(G)) si y sdlo si existe un par de clanes diametrales
[distintos| de tipo 2 en G y no existe un par de clanes diametrales [distintos| de tipo
1 en G [o bien G es la grafica triviall.

Prueba. Ay B son clanes diametrales de tipo 2 si min D(A, B) = diam(G)—1. O

Corolario 2.8 (Balakrishnan y Paulraja, [3, teorema 8]) Sea G una grifica coneza.
Entonces diam(G) — 1 = diam(k(G)) si y sdlo si cada par de clanes diametrales es
de tipo 3 [o bien G es una completa no triviall.

Prueba. Ay B son clanes diametrales de ¢ipo 3 si min D(A, B) = diam(G)—2. O

Corolario 2.9 (Peyrat, Rall y Slater [59, teorema 2/) Sea G una grdfica de didmetro
d. k(G) tiene didmetro d+1 siy sdlo si G tiene dos clanes C y D tal que la distancia
d(z,y) = d para toda x € C, y € D.

Prueba. Inmediato. [

Corolario 2.10 (Dutton y Brigham [14, lemaf) Sean C y C' vértices arbitrarios
de k(G) con v, v' vértices arbitrarios de G en C y C' respectivamente. Entonces
dk(G)(C, C,) —1 S dg(’U,U,) S dk((;)(c, Cl) + 1.

Prueba. Inmediato del teorema 2.1 y la observacion que le sigue. [

Dutton y Brigham presentan el siguiente resultado como un corolario sin demostracion

explicita de su lema (corolario anterior). En mi opinién una prueba es necesaria:
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Corolario 2.11 (Dutton y Brigham [14, corolario 1(b)]) Para cualquier grifica G,
radio(G) — 1 < radio(k(G)) < radio(G) + 1.

Prueba. Se usaré el corolario anterior en las desigualdades centrales: Primero
tomemos z,y € Gy P,Q € k(G) de tal forma que: radio,(G) = radio(G), =z € P,
radiop(k(G)) = d(P,Q) y y € Q. Entonces

radio(k(GQ)) < d(P,Q) < d(z,y) + 1 < radio(G) + 1

Si ahora tomamos z,y € Gy P,Q € k(G) de forma que: radiop(k(G)) = radio(k(G)),
z € P, radio,(G) = d(z,y) y y € Q. Entonces

radio(k(G)) > d(P, Q) > d(z,y) — 1 > radio(G) — 1

Corolario 2.12 (Dutton y Brigham [14, corolario 2]) Si dyq)(C,C") = m, existen
vértices v € C yv' € C' tal que dg(v,v") = m — 1 [Siempre y cuando C' # (', i.e.
m > 0].

Prueba. Inmediato. O

Corolario 2.13 (Dutton y Brigham [14, teorema 2[) Para cualquier grdfica G, se
tiene que: diam(k(G)) = diam(G) — 1 si y sdlo si para cada par de clanes C y C'

existe un vértice v € C y un vértice v' € C' tal que dg(v,v') < diam(G) — 2.

Prueba. Inmediato. O

Corolario 2.14 (Dutton y Brigham [14, teorema 3]) Para cualquier grifica G, se
tiene que: radio(k(G)) = radio(G) + 1 si y sdlo si, para cada clan C eziste un clan
asociado C' tal que dg(v,v") > radio(G), para toda v € C yv' € C".

Prueba. Inmediato del teorema 2.1 y el corolario 2.11. [
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Corolario 2.15 (Dutton y Brigham [14, teorema 4[) Para cualquier grdifica G, se
tiene que: radio(k(G)) = radio(G) — 1 si y sdlo si existe un clan C tal que para cada
clan C'" existen vértices v € C yv' € C" con dg(v,v") < radio(G) — 2.

Prueba. Inmediato del teorema 2.1 y el corolario 2.11. [

La formula de la distancia

Los cimientos que definiremos a continuacién han sido sumamente ttiles en el estudio
del diametro de las graficas y en el estudio del defecto de Helly. Los cimientos fueron
introducidos (con diferente nombre y diferente notacion) por Bornstein y Szwarcfiter
en [8] y han sido utilizados en [9,60,62].

Definicion 2.16 Si G es una grdfica Q) € V(k"(G)) definimos recursivamente el

cimiento de Q en G, Bg(Q), de la siguiente manera:

Q sin=1
UgegBalg) sin>1

BG(Q) = {

La figura 2.2 ilustra esta definicion.

Asi, por ejemplo, si Q € k?(G), entonces Bg(Q) es un conjunto de vértices de G,
pero By)(Q) es un conjunto de vértices de k(G) (clanes de G). Para simplificar

la notacién, a veces escribimos B, (Q) en lugar de Bym(g)(Q) y también tomamos

B(Q) = Bo(Q) = Ba(Q) -

En la seccién anterior, probamos el teorema 2.1 y senalamos la multitud de conse-
cuencias que tiene. El siguiente teorema es una generalizaciéon incluso méas tutil que

aqueél.

Teorema 2.17 (La formula de la distancia) Sean Q1 y Q2 vértices de k" (G). En-

tonces:

maxD (B (Q1),B(Q2)) —n < d(Q1,Q2) <minD (B(Q1),B(Q2)) +n
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Figura 2.2: Cimientos

Si ademds B(Q1) N B(Q2) no contiene (como subconjunto) a ningin clan de G,

entonces:

d(Q1,Q2) =minD (B(Q1),B(Q2)) +n

Prueba. Consideremos el caso base n = 1:
Si Q1 = Q- el resultado es inmediato.

Supongamos entonces que Q1 # Qs.
El teorema 2.1, nos dice que d(Q1,Q2) = minD(B(Q1), B(Q2)) + 1. Obviamente
max D(B(Q1), B(Q2)) < minD(B(Q1), B(Q2)) + 2. Luego:

max D(B(Q1), B(Q2)) — 1 < minD(B(Q1), B(Q2)) + 1 = d(Q1, Q2)

Supongamos ahora que n > 2 y apliquemos induccién:

din(c)(Q1,Q2) + (n—1) > max Dyq) (Bre)(Q1), Bre)(Q2))

max {dk(G)(PI: P2) 1P e Bk(G)(Ql)a P, e Blc(G) (Qz)}

max {max D (B(P,), B(P)) — 1: Pi € By)(Q1), P2 € By)(Q2)}
max D¢ (B(Q1), B(Q2)) — 1

AV
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Similarmente:

dn()(Q1,Q2) —  (n—1) < minDy) (Br)(@1), Br() (Q2))

min {dy)(P1, P2) : Pi € Bya)(Q1), Ps € Biy(@s))}

min {min D (B(P,), B(P2)) + 1: P, € Byey(@Q1), P € Bricy (Q2))}
min D¢ (B(Q1), B(Q2)) + 1

|

IN

Cuando Bg(Q1) N Bg(Q2) no contiene a ningtin clan de G, se sigue que By(g)(Q1) N
Bi(c)(Q2) = 9, en particular, esta interseccién no contiene a ningtin clan de k(G) y
P, # P, para cualesquiera Py € By)(Q1) ¥ P> € By)(Q2). Asi que solo hay que

repetir el tltimo argumento cambiando cada '<’ por un '=". [

Usando el teorema anterior, se pueden dar nuevas pruebas para el lema 1 de [8] y

para el teorema 3 de [9].

La figura 2.3 nos puede dar una idea de qué tan buenas son las cotas. Tomando
G = Ps, tenemos un dibujo de G' y sus primeras 3 graficas de clanes. Si tomamos
los vértices g7 y ¢, el teorema anterior nos dice que:

2 =maxD (B (qf) B (qg)) —-2<d (q%,qg) < minD (B (qf) , B (qg)) +2=2

Si observamos que sus cimientos Bg(q?) = {21, 22,23} ¥ Ba(qs) = {x3, 24,75} soélo
se intersectan en un vértice, el teorema de hecho nos da la garantia de que podremos
conocer el valor exacto de la distancia entre ¢? y ¢2. Por supuesto, cuando los cimien-
tos se intersectan demasiado las cotas son menos buenas: 1 = 4 — 3 < d(¢3,¢3) <
0 + 3 = 3. Observamos sin embargo, que cuando es posible calcular cimientos y
distancias con respecto a un nivel adecuado (en este caso, por ejemplo calculando
los cimientos respecto a k?(G), tenemos 1 =2 —1 < d(¢?,¢5) <0+ 1 = 1) siempre
es posible conocer el valor exacto de la distancia que se busca. También hay casos

en donde la cota inferior falla, pero no para esta G.

Para poder continuar con el estudio de los cimientos y su relacién con las distancias

en las graficas iteradas de clanes necesitamos la nocién de extension de morfismos:

Si ¢g : H — G es un morfismo de graficas, entonces, decimos que ¢, : k(H) —
k(G) es una extension de @y a k(H) si po(Q) C ¢1(Q) para toda @ € V(k(H))
Similarmente, decimos que ¢, : k"(H) — k™(G) es una extension de @o a k™(H) s

1
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— o k(G)
@ @
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Figura 2.3: Distancias en G y k"(QG)

existen morfismos 1, Yy ... , pn_1 tal que ;1 : K*TH(H) — k*71(G) es una extension
de ¢; : k'(H) — k'(G) a k (k*(H)) parai=0,1,... ,n— 1.

Claramente, todo morfismo de graficas tiene al menos una extensiéon a cada nivel
(a cada k"(H)). En general, estas extensiones pueden no conservar muchas de las
caracteristicas del morfismo original, en particular, una extensién de un morfismo
no trivial bien puede ser trivial (su imagen es un punto). Sin embargo tenemos el

siguiente teorema:

Teorema 2.18 Sea ¢y : H — G un morfismo de grificas y ¢, : k"(H) — k"(Q)
cualquier extension de o a k"(H). Tome @ € k™(H). Entonces:

o (B (Q)) C Ba (¢n(Q))

Prueba. El caso base es inmediato. Sea ¢, : k" '(H) — k" '(G) una exten-
sién de ¢, tal que ¢, es una extension de ¢,_;. Por hipétesis de inducciéon, para
cualquier g € k"1 (H), tenemos g (Bx(q)) C Bg (¢n_1(q)). Luego, para Q € k™(H)
tenemos ¢o (Bir(@)) = ¢o (Uyeq Bu(0)) = Uyeq 90 (Bu(0)) € Uyeq Ba (¢n-1(0) =
Bg (pn-1(Q)) € Ba (pa(@))- O

Cuando H es una subgrafica inducida de (G, es posible que un clan iterado de H sea
a su vez un clan iterado de G. Las extensiones nos permiten discernir si ese es el
caso:
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Teorema 2.19 Sea H una subgrdfica inducida de G. Sea @y : H — G la inclusion.
Sea @, : k"(H) — k™(G) cualquier extension de oo a k™(H) y sea Q@ € k™(H).
Entonces son equivalentes:

1. on(Q) € k"(H)

3. Qe k"(G)

Prueba. En el caso n = 1, las equivalencias son triviales. Probaremos el paso
inductivo:

(2) = (1): trivial.
(2) = (3): trivial.
(1) = (2): Sea Q@ ={aq1,...,qs}. Entonces

(pn(Q) = {Qpnfl(ch)a s ;(pnfl(q‘s)apla cee apr}

para algunas p; € k""}(G). Por hipotesis ¢,(Q) € k™(H) y por lo tanto
©on—1(g;) € k" *(H). Por hipotesis de induccioén, tenemos que ¢©,_1(g) = g,
luego, @ C ¢,(Q) € k™(H), pero @ ya era un clan en k" '(H). Asi que
en(Q) = Q.

(8) = (2): Sea Q@ = {q1,-.-,q;} € k"(G). Luego, ¢; € k" }(G) para toda i =
1,...,s. Por hipétesis de induccion tenemos ¢, 1(¢;) = ¢; y asi Q@ C ¢,(Q),
pero @ ya era un clan de k" (Q).

0

De nuevo en el caso de una subgréafica inducida H de G y usando el teorema anterior
podemos dar criterios, en términos de cimientos, para saber cuando un clan iterado

de H es un clan iterado de G y viceversa:

Teorema 2.20 Sea H una subgrdfica inducida de G, sean @ € k™(H) y P € k"(QG).
Entonces:
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1. Bg(P) C H implica P € k"(H)

2. Si Ng [Bu(Q)] C H entonces Q € k™(Q)
Prueba. El teorema es trivial para el caso n = 1. Probaremos el paso inductivo.

(1) Sea P = {p1,...,p;} con p; € k" }(G). Por hipotesis de induccion, p; €
k"'(H), asi que P es una completa de k"~ '(H). Sea P € k"(H) con P C P.
Sea ¢y : H — G la inclusion y ¢, cualquier extension de ¢q a k" (H). Entonces,
usando el teorema anterior, tenemos: P = @,_1(P) C @n_1(P) C ¢n(P).
Pero P es un clan de k" (G), asi que ¢,(P) = P. Siq € P\ P, tenemos
¢n-1(q) = p; € k" *(H) para alguna p; € P, pero entonces, por el teorema
anterior, ¢ = ¢,_1(q) = p; € P, contrario al supuesto ¢ € P\ P. Luego, P =P

y P € k"(H).

(2) Sea @ = {q1,...,¢.}. Por hipétesis de induccion, ¢; € k" 1(G) para toda i.
Sea € k" (G) con Q C (. Para llegar a una contradiccion, supongamos que
Q< Q Tome cualesquiera g € Q y p € Q — . Por el inciso anterior de este

teorema, tenemos Bg(p) € H. Observamos que:

q € Bpn1(1)(Q) N Byn1) (Q)

P € Bin1(6)(Q)

Ba(p) ¢ H

py g son adyacentes en k"~ !(QG)

()

Si ahora tomamos cualquier ¢ € ¢ N p y cualquier p' € p tal que Be(p') € H,
tenemos que p' y ¢ de nuevo satisfacen (x), si tan sélo cambiamos cada n—1 por
un n — 2. Iterando este proceso, llegamos a un par de clanes § € k(H) N k(G)
y D € k(G) que satisfacen:

7 € Bim)(Q) N Bye) (Q)

p € Bre)(Q)

pgLH

Py qson adyacentes en k(G)

Tome ahora x € gNpy y € p— H. Necesariamente, z y y son adyacentes en
G, pero entonces y € Ng[x] C Ng[Byr(Q)] C H. Contradiccion.
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Graficas de Johnson

El estudio del didmetro de las graficas iteradas de clanes empieza en 1983 cuando
Hedman [32] muestra un ejemplo de de una grafica a la que le crece el didmetro una
vez y pregunta si existen graficas a las que les crezca el diametro dos veces seguidas
y también pregunta si existe alguna grafica G con lim,,_,, diam(k"(G)) = co. Mas
tarde el propio Hedman demuestra que a las graficas de tiempo (no triviales) les
decrece el didmetro en 1 bajo cada iteracién del operador de clanes [33](1984) y

prueba su famoso teorema del didmetro [35](1986) ( ver corolario 2.5).

En el mismo afio tanto Balakrishnan y Paulraja [3](1986) como Peyrat, Rall y Slater
[59](1986) dan respuesta afirmativa a la primera pregunta de Hedman. Estos ultimos
dan ejemplos de gréficas a las que les crece el diAmetro hasta 4 veces seguidas y
conjeturan que para toda n existe una grafica a la que le crece el didmetro n veces
seguidas. También, expresan su creencia de que no existen graficas de diametro

divergente al iterar el operador de clanes.

Cuatro anos méas tardé en aparecer el siguiente trabajo sobre didmetros y graficas
de clanes cuando Chen y Lih [10](1990) generalizan el resultado de Hedman sobre
graficas de tiempo a graficas cordales. Luego Dutton y Brigham [14](1995) usan las
técnicas existentes para estudiar el comportamiento del radio de las graficas bajo el

operador de clanes.

En 1999 Larrion y Neumann-Lara [39] dan respuesta afirmativa a la segunda pregunta
de Hedman (y negativa a la creencia de Peyrat, Rall y Slater): Si existen graficas G
con lim,, o, diam(k™(G)) = oco. Sin embargo, a los ejemplos presentados les crece el

didmetro como |% |, de modo que éstos no resuelven la conjetura de Peyrat, Rall y

Slater. Esta habia sido, de hecho, resuelta un ano antes por Bornstein y Szwarcfiter:

Teorema 2.21 (Teorema del didmetro de Bornstein y Szwarcfiter (1998) [9]). Para
cada n ezxiste una grdifica G tal que diam (k" (G)) = diam (G) +n. O

La prueba de Bornstein y Szwarcfiter construye ejemplos de tales graficas usando
una construcciéon muy especial a la que llaman H(G, d): Empezando con una grafica
GG y un numero entero d toman dos copias isomorfas de G y usando trayectorias de

longitud d unen cada vértice de cada copia de G' a un nuevo vértice, como se muestra
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en la figura 2.4. Luego toman G igual a la 1—ésima grafica de lineas de una completa
G = LY(K,,) y demuestran que para valores adecuadamente escogidos de d,i y m
puede hacerse crecer el diametro de H(L!(K,,),d) tantas veces como se desee.

Figura 2.4: La construccion de H(G, d)

Por otro lado, como reportamos en [60, 62|, podemos encontrar ejemplos mas natu-
rales de graficas a las que les crece el didmetro cualquier niimero de veces seguidas

entre las graficas de Johnson:

Definicion 2.22 Dado un conjunto finito M y un entero 0 < r < |M|, la grafica
de Johnson J (M,r) es la grifica que tiene por vértices a todos los subconjuntos de
M de orden r, dos de ellos son adyacentes si y solamente si comparten exactamente

r — 1 elementos. Si 0 <r < m también escribimos: J (m,r) =J ({1,...,m},r).

Las graficas de Johnson tienen muchas propiedades de simetria muy interesantes y
han sido estudiadas ampliamente. Es bien conocido (y facil de probar) que dados dos
vértices S1, So € J(m,r) podemos calcular facilmente su distancia como d(S;, S2) =

|S1 — Sa| = |Sy — Si|. En particular, el didmetro de una grafica de Johnson es
diam(J(m,r)) = min{r,m — r}

Se sigue que cuando r € {0,1,m — 1,m}, J(m,r) es una gréafica completa. De
modo que, desde el punto de vista de las graficas de clanes, las graficas de Johnson
interesantes son aquéllas en las que 2 < r < m — 2. Otra propiedad interesante es

que J(m,r) = J(m,m —r).

Una propiedad interesante de las graficas de Johnson en relacion a las graficas iteradas

de clanes es que para 2 < r < m—2 tanto J(m,r—1) como J(m, r+1) son subgraficas
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inducidas de k(J(m,r)). Estas subgraficas inducidas dan una particion de k(J(m,r))
en dos clases, es decir, todo vértice de k(J(m,r)) pertenece a exactamente una
de estas dos subgréficas inducidas. Este bonito resultado es facil de probar, pero

omitimos su prueba porque no necesitaremos este resultado.

Sin embargo, una generalizacion parcial de ese resultado vale para las graficas iteradas
de clanes y nos sera de mucha utilidad: Con frecuencia J(m,r+n) es una subgrafica
inducida de £™(J(m,1)):

Teorema 2.23 Sean m,r € N con 2 < r < m — 1. Entonces para cada n € N tal

que 1 <n < min{r —1,m — r} hay un morfismo (necesariamente inyectivo)
on o J (myr+n) — k" (J (m,r))
tal que para cada S € V (J (m,r +n)),

B(pn (5)) = J (S,7).

Prueba. Supongamos n = 1. Tome M = {1,... ,m} y S € V(J(M,r+1)).
Observamos que el conjunto J (S,r) induce una subgrafica completa de J (M,r):
Como para cada Ry, Ry € J(S,7) con R; # Ry, tenemos que |Ry N Ry| =71 — 1, se
sigue que R; y R, son adyacentes en J (M, ).

En este caso, J (S,r) ya es un clan de J (M,r): Si R € J(M,r) — J (S,r), entonces
|S — R| > 2y, como r > 2, siempre hay un vértice R’ de J (M, r) en J (S, r) tal que
|R' — R| > 2.

Ahora, la funciéon ¢y : J (M,r+1) — k(J (M, r)) dada por ¢y (S) = J(S,r) es un
morfismo porque si S, S’ € J(M,r + 1) son adyacentes, entonces |S N S'| = r y asi
J(S,r)NnJ(S",r) D {SNS"} # . Claramente, B (J (S,r)) = J (S,r).

Ahora supongamos que n > 2. Por hipdtesis de induccién, tenemos un morfismo
Ono1:J (Myr+n—1) = k"1 (J(M,r))
tal que B (¢n—1 (1)) = J(T,r) paratoda T € V (J (M,r +n —1)).

Como antes, para cada S € J(M,r+n) el conjunto J (S, +n — 1) induce una
subgrafica completa de J (M,r +n — 1), asi que ¢,_1 (J (S,r +n — 1)) induce una
subgrafica completa de k"' (J (M,r)). Definamos Cs = ¢,_1 (J (S,7 +n —1)).
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Para cada S € J (M, r + n), seleccionemos un clan fijo Qs de k"' (J (M,r)) (un
vértice en k™ (J (M, r))) que contenga a Cs. Entonces

BQs) = UB@2UUB@w= | Blp.a(D)

q9€Qs q€Cs TeJ(S,r+n—1)

= U J7@n=7(8r).

TeJ(S,r+n—1)

Pero si R € J(M,r) — J(S,r), entonces |[S—R| > n+ 1y asi, como r > n+ 1,
hay una R' € J(S,r) tal que d (R, R') > n + 1. Ahora, el teorema 2.17 le prohibe
a R la pertenencia a B (Qs) porque max D (B (Qs),B(Qs)) < n. Entonces tenemos

B(Qs) = J(S,7).

Finalmente, si 5,5 € J(M,r+n)y |SNS'| = r+mn— 1, entonces Qs N Qs 2
{on1 (SN S} #£ 2.

Asi, el morfismo que se requiere esta dado por: ¢, (S) = Qs O

Ahora podemos dar una segunda prueba al teorema del didmetro de Bornstein y

Szwarcfiter (teorema 2.21):

Teorema 2.24 Sean r > 2, m > 4r — 2 y G = J (m,r), entonces para cada n con
1<n<r-—1:diam (k" (G)) = diam (G) + n.

Prueba. Sean ) = {l,...,r+n}, So = {r+n+1,...,2r+2n} y M =
{1,...,m}. Por el teorema 2.23, hay un morfismo ¢ : J (M,r +n) — k™ (J (M,r))
tal que B (¢ (S1)) = J (S1,7) y B(p(S2)) = J (Sa,7). Como J (S1,7)NJ (Sa,7) =@
y min D¢ (J (S1,7),J (S2,7)) = r, el teorema 2.17 nos dice que d (¢ (S2), ¢ (S2)) =
r + n. Entonces diam (k" (G)) > r + n, pero diam (G) = r y ya sabiamos que para
cualquier gréafica, diam (k"(G)) < diam(G) +n. O

Varios problemas abiertos emergen en esta direccién, por ejemplo existe cierta evi-
dencia experimental que indica que a las gréificas de Johnson les crece el didmetro

mas alla de los limites que hemos probado:

Problema 1 ;Es cierto que diam(k"(J(m,r))) =r+nsi2<ryr+n<|Z] ¢
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Cabe mencionar que toda grafica de Johnson J(m,r) con 2 < r < m — 2 es clan
divergente: El octaedro es un retracto de todas estas graficas. Esto implica que al
igual que con el octaedro, el orden de las graficas de Johnson crece superexponen-
cialmente al aplicar repetidamente el operador de clanes y deja poco espacio para
la experimentacién computacional en busca de una respuesta negativa al problema

anterior.

Por otro lado, en el caso de que el problema 1 tenga una respuesta afirmativa ;valdria

también para gréaficas de Johnson infinitas?

Problema 2 ;FEs cierto que diam(k™(J(Ro,7))) =7+ n para todar > 2 yn>0?

De manera més general, podemos hacernos la siguiente pregunta:

Problema 3 ;Fziste alguna grifica G (no necesariamente finita) de didmetro finito
tal que diam(k™(G)) = diam(G) + n para toda n?

Observamos que los teoremas 1.1 y 1.2 valen también para productos fuertes numer-

ables, de modo que si problema 1 tiene una respuesta afirmativa, la gréafica
J6,2)XKJ(7,2) K- - K J(m,2) X - -

nos daria una respuesta afirmativa al problema anterior. No podemos hacer cosa
parecida usando solamente el teorema 2.24.

Por supuesto, todo el trabajo hecho a la fecha sobre graficas iteradas de clanes es

sobre graficas finitas, de modo que es natural preguntar:

Problema 4 (Problema del didmetro)
sFEziste alguna grdfica finita G tal que diam(k™(Q)) = diam(G) + n para toda n?

Este ultimo problema es el paso obvio siguiente después del teorema del didmetro
de Bornstein y Szwarcfiter. Dedicaremos la siguiente secciéon a consideraciones gen-
erales sobre como deberia ser una grafica que resolviera afirmativamente el problema

anterior.
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Diametros

El resultado principal de esta seccion es el teorema 2.28, que nos presenta 5 formas

equivalentes del problema 4. Pero necesitaremos algunos lemas:

Lema 2.25 Sea G una grdfica de didmetro d > 1 y sean x, y dos vértices de G.
Entonces minD (N[z],{y}) <d— 1.

Prueba. ;Doénde cae el segundo vértice de una trayectoria de longitud minima

entre x y y? U

Teorema 2.26 Sean p € k"(G) y g € k" '(G) con q € p. Entonces: p € ¢*. En
particular, ¢* € p* y si x € By, (p) tenemos que x* € B, 1o(p*) para 0 < m < n.

Prueba. Inmediato. O

Teorema 2.27 Si v € G, entonces Nglz] C Bg(z*). Si g € k"(G) entonces
Ne[Ba(q)] € Ba(q").

Prueba. Si y € Ng[z], hay un clan @ de G que contiene a la arista {z,y}.
Entonces, por definicién @ € z* y y € Bg(z*). Por el teorema anterior, si € By(q),
tenemos que z* € By(q*), pero Ng[z] C By(z*) C Bg(g*) O

Diremos que @ € k"(G) cubre a z € k™(G) si z € B,,(Q) y que @ cubre a k™(G) si
B,,(Q) = V(k™(G)). Diremos que una corbata iterada @ € k""?(G) es una corbata

pura, si cada ¢ € B,,,(Q) es una corbata param =2,3,... ,n+ 2.

Tenemos ahora el teorema principal de la seccién:

Teorema 2.28 Son equivalentes:

1. Existe una grifica Gy tal que diam(k™(G,)) = diam(G,) + n para toda n.

2. FExiste una grdfica Gy con infinitas corbatas puras.
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3. Emiste una grdfica G con infinitos clanes iterados () con la propiedad: Si

Q € k™(G3) entonces B, (Q) € k™(G3) para toda m con 0 < m < n.

4. Existe una grifica G4 tal que hay infinitos clanes iterados Q con la propiedad:

By(Q) & Ga.

5. Eziste una grdfica Gy tal que diam(k™(G5)) > n para toda n.

Prueba.

(1) = (2): Tomemos Gy = G;. Sean P,Q € k"(G) tal que d(P, Q) = diam(G3) +n.

Como diam(Gs) > 2, tenemos, por la formula de la distancia, que By(P) N
By (Q) = @. Luego, d(P, Q) = minD(B(P), B(Q)) + n también por la formula
de la distancia. Si alguno de entre P y () no es una corbata pura, digamos
v* € B, (P), por el teorema 2.27, tenemos que N[z] C By(v*) C By(P), para
cualquier z € By(v). Entonces, usando el lema 2.25:

d(P,Q) min D(B(P),B(Q)) +n
min D(N|[z], B(Q)) +n
diam(G2) —1+n

diam(Gs) + n

IANIA

A\

Que es una contradiccion. Entonces, en cada nivel £"(Gs), G tiene al menos

dos corbatas puras.

(2) = (3): Tome G3 = k*(G2) y = € k™(Gy), con m > 0. Luego z* € k™ 2(G,) =

k™(G3). Ninguna corbata pura de G5 cubre a z*.

(3) = (4): Obvio.

(4) = (5): Como Gy es finita, hay algin vértice x € G4 tal que hay un nimero

infinito de clanes iterados que no lo cubren. Si P € k"(G4) no cubre a z, p
tampoco cubre a x para cualquier p € B,,,(P) con 1 < m < n. Sea {Py, Py, ...}
una familia de clanes iterados de G4 con P; € k'(Gy) y = & By(P;). Sea G,
una copia disjunta de G4 y 2’ el vértice correspondiente a z en G). Sean
{P], Py, ...} los clanes iterados de G} que corresponden a los de G4. Podemos
ahora tomar a (G5 como las suma punteada de G4 y G’ con respecto a = y

x', es decir: G5 = (G4, ) - (G, x'). Observamos que G4 y G’ son subgraficas
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inducidas de G5 y por construccion, tenemos que Ng,[Bg,(P;)] C G4 para toda
i. Como lo mismo ocurre con todas las P/, tenemos que, por el teorema 2.20(2),
tanto P; como P/ son clanes iterados de G5. Luego

diam(k"(Gs)) > minD(B(P,),B(P)))+n>n+2>n

(6) = (1): Sea d = diam(G5). Por el teorema de Hedman (corolario 2.5), G5
solamente puede no incrementar su didmetro en un méximo de d aplicaciones
del operador de clanes. De lo contrario, para una n suficientemente grande,

tendriamos:

diam(k"(G5)) < diam(Gs5) +n— (d+1) <n

En particular, G5 puede no incrementar su didmetro solamente en un nimero
finito de ocasiones. Tomemos ahora

m = max ({-1} U {m € N: diam (k™" (G5)) < diam (k" (G))})
Ahora solo basta tomar Gy = k™ (G5).

O

Sea b(G,n) = min{|By(Q)| : @ € k"(G)}. Es claro que para toda G, b(G,n) es
mondtona creciente en n. El teorema anterior nos dice que existe una grafica G,
a la que siempre le crece el didmetro ssi existe una grafica G4 tal que b(Gy,n) <
|G4| para toda n. Una manera en que a uno se le ocurriria que se puede dar una
respuesta negativa al problema 4 es tratando de demostrar que para cualquier grafica
G, b(G,n) < b(G,n+1) siempre que b(G,n) < |G|. Sin embargo esto es falso: incluso
en ejemplos tan sencillos como la suma punteada de dos cuadrados G = C4 - C4 se
tiene b(G, 3) = b(G,4) y b(G,5) = b(G, 6):

n= 1123456 7
bGn) = 2|3l4]4]6|6||G =7

Quiza algin otro enfoque semejante podria dar mejores frutos.
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Capitulo 3
Relojes

Las gréficas de relojeria o simplemente los relojes, fueron introducidos por Larrion y
Neumann-Lara en [41] y ya han probado ser extremadamente ttiles para construir
ejemplos y contraejemplos en el estudio de las graficas iteradas de clanes. Por ejem-
plo, han sido usadas para construir ejemplos de: Gréficas clan divergentes primitivas
(de crecimiento lineal) [41], graficas con cualquier periodo [16,17], graficas clan diver-
gentes r—coafines saturadas [61]| y graficas de comparabilidad de 6rdenes parciales
con la propiedad del punto fijo que sean clan divergentes [43,46|. Precursores de los
relojes pueden ser encontrados en [38] e incluso en [15](1973) en donde también se

usaron para construir ejemplos.

La version de relojes que presentamos aqui es ligeramente mas general que la pre-
sentada por Larrion y Neumann-Lara en [41]. La mayoria de los resultados en las
primeras tres secciones son adecuaciones de los que se presentan en [41,43| a este
enfoque mas general. En la cuarta secciéon veremos las similitudes y diferencias de
ambas versiones de relojes. Aunque la presentacion que se da aqui es autocontenida

recomendamos ampliamente al lector la revision de los trabajos [41] y [43].

Los resultados principales de este capitulo son los teoremas 3.5 y 3.10. Pero también

construiremos ejemplos que seran indispensables para el siguiente capitulo.
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Graficas ciclicamente segmentadas

Definicion 3.1 Sea G una grifica. Una segmentacion ciclica de G es un conjunto

de s > 3 segmentos S = {Gy, G1,...,Gs 1} que satisface las siguientes propiedades:
1. 8 es una particion de V (G).

2. Cada G; induce una subgrdfica completa en G.

3. Toda arista de G estd en la union de a lo mds dos segmentos consecutivos
maodulo s

4. Todo tridngulo de G estd en la union de a lo mds dos segmentos consecutivos

modulo s

En este caso decimos que G admite una segmentacion de s segmentos. Diremos que
G es el segmento siguiente de G; y que G; es el segmento anterior de G; siempre que
j=1+1 mod s. En adelante, entenderemos que toda referencia a los indices de los
segmentos se toma modulo s, por ejemplo, que Gs = Gy. Una grdfica ciclicamente
segmentada es una grafica G provista de una segmentacion ciclica §. Si G es una
grafica ciclicamente segmentada con segmentacion § = {Gy, G, ... ,Gs_1} y = € Gy,

denotamos por F}, al conjunto de vecinos de x en G, y por B, al conjunto de vecinos
de z en G;_,. También, si A C G, definimos FA = (), 4 Fu y BA =(),c4 Ba-

acA

Los relojes y sus clanes

Definicién 3.2 Sea G una grdfica ciclicamente segmentada con segmentacion S =

{Gy,G1,... ,Gs_1}. Decimos que G es un reloj si satisface:

(I) Para toda G; € S y para toda x € G;:

F,+ 2.

(II) Para toda G; € S y para cualesquiera x,y € G; existe una z € G; tal que:

F,NF,=@=F,DF,UF,
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(III) Para toda G; € S y para cualesquiera x,y € G; existe una z € G; tal que:

F,NF,#3=F,=F,NF,yB,2 B, UB,.

Los relojes asi definidos tienen multiples propiedades. Analizaremos algunas a con-

tinuacion.
Sea G un reloj con segmentacion S = {Gy, G1,... ,Gs_1}

Observamos que todo clan de G esta contenido en la unién de a lo més 2 segmentos
consecutivos. Supongamos que Q C G; UG;41 es un clan de G y que QN G; # D #
QNG Sea X = QNG; yY = QN G- Entonces, notamos que X = BY
y Y = FX, pues de otro modo @ no seria clan. Como Y # @, por la propiedad
(III) tenemos que FX = (\,.y F, = F, para alguna z € G;. Luego Q = F, U BF,.
Notemos que si x € V (G), F, U BF, siempre es un clan, sin embargo es posible que
F, UBF, = F,U BF, para z,y € V(G), v # y. Por otro lado, si ) es un clan
que esta contenido en un sblo segmento GG;, como G; es una completa, se sigue que
@ = G;. El segmento G; es un clan exactamente cuando F'G; = BG; = &. Los dos
tipos de clanes descritos cubren todas las posibilidades para clanes de G. Para cada
z € V (Q) definimos 27 = F, U BF, y llamamos a estos clanes vértices viejos de
k (G) porque como veremos més adelante, estos vértices de k (G) reproducen mucho
de la estructura original de G. A los otros posibles clanes del tipo G, les llamaremos
vértices nuevos de k (G) siempre que estén presentes. También es conveniente llamar
segmento bueno' a un segmento G; siempre que FG;y1 = BG;.1 = O, en caso
contrario decimos que es un segmento malo. Note que z — z' es una funcién de
V (G) en V (k (G)). Entonces es claro que significa A™ para cualquier subconjunto

A de vértices de G. Resumimos nuestras observaciones en el siguiente enunciado:

1. Si G es un reloj con segmentacion S, 27 = F, U BF, es un clan de G
para toda z € V (G); G; € S es un clan de G si y s6lo si FG; = BG; = 2.
Todo clan de G es de una de estas dos formas.

1Tal y como estd definida aqui la bondad, parece mas natural llamar segmento bueno a Giy1
en lugar de a G;, la razén por la que hacemos esto es por compatibilidad con los trabajos previos
publicados sobre el tema. En los relojes que se presentan en [16,17,41,43,46,61], siempre se satisface
F@; = o para toda i y la condiciéon BG;,1 = @ es equivalente a que F, # G; 1 para toda z € G;,
esta ultima condicion es la que se usa para definir la bondad en la literatura y en este contexto es
igualmente adecuado llamar bueno a G; 0 a Gj41.
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Definimos a continuacion S = {éo, Gi,... ,és_l} con G; = {27 :2 € G;} U{Gi;1}
si Gi41 es un clan de G (i.e. si FG;1; = BG4, = @). En caso contrario definimos
G; = {z*:z € G;}. Afirmamos que S es una segmentacion de k (G). En primer
lugar, es claro que S es una particion de los vértices de k (G) (note que ninguna G;

puede ser vacia). Veamos que toda G; es una completa en k (G):

Si Gir1,zt € G; tenemos zt N Gy = F, U BF, N Gy = F, # @, luego cualquier
vértice nuevo de un segmento es adyacente en k (G) a todos los demaés vértices de su
segmento. SizT,yt € éz tenemos que o bien F,;NF, # & (en cuyo caso, zTNy* # &)
o bien F, N F, = &, y entonces, por la propiedad (II), tenemos que existe una z € G;
tal que F, O F, U F, esto implica que z € BF, N BF, de lo que concluimos que
zt Nyt # &. Se sigue que todo par de vértices viejos en un mismo segmento son

adyacentes. Hemos probado pues que toda G; es una completa en k (Q).

Si zt y y* no estan en segmentos consecutivos ni iguales no pueden ser adyacentes:
sizt € Giyyt e é’j tenemos que z € G; y y € Gy, luego 2 C G; U G4y
y yt € G; U Gjiq luego - Nyt C (G;UGi11) N (G UG 4+1) = @. También
observamos que dos vértices nuevos nunca son adyacentes entre si y que un vértice
nuevo G;11 € G, solo puede ser adyacente a vértices viejos de los segmentos G; y
GH—I (de hecho todo vértice nuevo es adyacente exactamente a todo vértice viejo en
su segmento y el siguiente). Hemos probado que toda arista de k (G) esta contenida

en la union de a lo mas dos segmentos consecutivos de k (G).

Finalmente vemos que no puede haber tridngulos que no estén contenidos en dos
segmentos consecutivos. Suponga que (o, @1, Q2 son tres clanes de G' que se inter-
sectan mutuamente y que no estan en la union de dos segmentos de k (G). Entonces,
necesariamente, la segmentacion de G consta de exactamente tres segmentos y sin
pérdida de generalidad Qq € Gy, Q1 € G4, Qs € G, con S = {éo, G, ég} Luego,
Qo C GoUG, Q1 C GiUGy y Qa € Gy UGy Se sigue que Qg N Qy C Gy,
Q1NQ2 C Gy Q2NQoy C Gy. Como estos tres clanes se intersectan dos a dos, basta
con tomar x € QoNQ1, ¥y € Q1NQ2y z € Q2N Q) para exhibir un triangulo {z,y, 2}
de G que no esta en la unién de dos segmentos consecutivos de G, contradiciendo la

hipotesis de que GG es un reloj. Asi pues hemos probado que:

2. Si G es un reloj con segmentacion S = {Gy,G4,...,G, 1}, k(G) ad-
mite la segmentacién ciclica: S = {G’O,él,... ,@5_1}, donde G; =

{.T+ A Gz} U {Gi+1} (Si FGi—l—l = BGz’—l—l = @) (0] éz = {$+ tx e Gz} (en
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caso contrario).

Una vez probado que k (G) es una grafica ciclicamente segmentada, tenemos derecho
a usar 'y B para describir las adyacencias de los vértices de k (G) de la misma
forma que en cualquier otra grafica segmentada. Note, sin embargo, que G; puede
ser tanto un conjunto de vértices de G, como un vértice de k (G) y en consecuencia
Fg, es un conjunto de vértices de £ (G), pero F'G; es un conjunto de vértices de G.

Notamos de inmediato que:

3. Fg, = (G)Y, Bg, = @ para toda i.

3

Ahora notamos que por las propiedades (I) y (III),siz € G, y X ={y € G; : F, = F,;}
entonces necesariamente existe una € X tal que (F; = F, y) B; D B, para toda
y € X. Este vértice puede no ser tinico, pero para cada x € V (G) podemos escoger
uno de tales vértices y asi obtener una funcion de V (G) en V (G) (x — ) con las
propiedades:

4. Si z € G;, entonces 7 € Gy, Fyy = I3, Fy=F, = B; DB,y Fy=F, =
z = y para toda y € G,.

Por la propiedad (III), tenemos que si F, C F, entonces existe z tal que F,

U

F,NF,=F,y B, O B, U By, pero por las propiedades de z, tenemos que B;
B, O B, UB,. También o € F; siy so6lo si x € B,, pero B, C B; y por lo tanto
a € F, = aeF,. Como F, = F; para cualquier z, tenemos que x € B, si y sblo si
I € B,. Asi:

5. z € B, si y s6lo si T € B,; a € F, implica o € F, y F, C F, implica
B, C B;.

También es inmediato lo siguiente:

6. 2" =yt F,=F,&z=y; Como I, = F; tenemos z =z y 2+ =z%.
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Si o™ € Fy+, se sigue que existe § € BF, N F, = o™ Nz". Entonces F, C Fzy
x € Bg, pero v € Bg C Bs y asi @ € F, (prop. (III)). Por otro lado, si & € Fy,
entonces, claramente & € BF; N F, = at Nz, luego a™ y T son adyacentes en
k(G)y at =a' € F,+. Entonces:

7. at € Fy+ siy solosi ae F;.

Si a € F, es claro que ot = at € (F,)". Por otro lado, si at € (F,)", tenemos que
existe B € Fj tal que ot = 81, pero entonces 5 € F, y @ = [ y asi:

8. at € (F,)" siy sélo si a € F,.

Como Bg, = @ para toda i, tenemos que G; ¢ Fy+ para cualquier z € V (G). Usando

los dos incisos anteriores, tenemos:
9. Fpr = (F,)".

Ahora, ot € F,uNFy+ siysolosia € F,ya € Fysiysolosiat =at € (F,NF,)"

y resulta:
10. Fpr NEpr = (F,NE)™.

También tenemos que 27 € B+ @ at € Fyr S a € Fy &z € By:
11. 2+ € B,+ si y solo si z € Bg.

Si ahora zt € (B,)", tenemos que existe y € B, con z* = y*, pero entonces

a € Fy = F, y por lo tanto, € B,. El reciproco es trivial y tenemos:
12. zt € (B,)" siy sélo si z € B,.

En vista de los dos incisos anteriores, observamos que la tinica diferencia posible entre
B+ y (Bo—[)+ es que B,+ puede contener un vértice nuevo. Como Fg, = (Gi)+ para
toda 7, tenemos que de hecho B,+ contiene a G;,; (siempre que o € G;,1) siempre

que tal vértice exista en k (G). Renombrando a por z y G;;; por G; resulta:
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13. Para toda z € G, By+= )
5:)+ en caso contrario.

Ahora estamos listos para probar facilmente el siguiente:

Teorema 3.3 Sea G un reloj con segmentacion S = {Gy,G1,... ,Gs_1}, entonces

k (G) es un reloj con segmentacion S = {éo, Gi,...,Gs_ 1} donde

i =

~ {LE+ S Gz} U {Gi—l—l} si FGz’—|—1 = BGH—I = .
{z* :2 € G;} en caso contrario.

Prueba.

Usaremos libremente las afirmaciones numeradas precedentes. Ya hemos probado
que k (G) admite la segmentacion S, de modo que sélo resta probar que también

satisface las propiedades (I), (IT) y (III) de los relojes.

Sabemos que Fy+ = (F,)" y Fg, = (G;)" de donde se sigue que k (G) satisface la
propiedad (I), puesto que F, y G; son no vacios por hipotesis.

Ahora supongamos que u,v € G; y que F, N F, = &. Entonces, ninguno de los dos
vértices puede ser igual a G;,q: Si, por ejemplo, u = G;;1 y v = zt con = € G,

tendriamos:

F,NF,=Fg, NFu=(G) NF) 2GunF)" =(F)" +0o.

Luego, sin pérdida de generalidad, v = 2 y v = y* para algunas =,y € GG;. Entonces,
@ =F+NFEy=(FN Fy)+ implica que F, N F, = &. Como G es un reloj, existe
una z € G; tal que F, O F, U F, y entonces:

Fou=(F)"2(F,UF)" = (F)"U(F)" = F,r UF,+
y asi hemos probado la propiedad (II).
Ahora, supongamos que u,v € G,y que F,NF, #* O.

Supongamos primero que uno de los vértices u, v es un vértice nuevo, por ejemplo
u=Gi1yv =2zt conz € G,;. Entonces, como antes, tendriamos que F, N F, =
Fy+ = F,. Como B, = Bg, , = &, también es cierto que B, 2 B, = B, UB,. Luego,
v es el vértice de k (G) que la propiedad (III) dice que debe existir.
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Finalmente veamos que pasa si ambos vértices u y v son vértices viejos, en este caso,

_|_

u=2z" yv=uy" para algunas z,y € G;. Entonces:

D # Fpr N Fyr = (FpN Fy)+ implica que F;z N Fy = F, N F, # @, luego, existe una
z € G;tal que F, = F;NF; y B, D B; U By. Entonces F,+ = (F,)" = (Fzn Fg)Jr =
(Fe) " N(Fy) = FrNFpe = Fe NFe y (B:)T 2 (B,)" 2 (BsUBy)" = (Bz)" U
(By)". Ahora, si FG; = BG; = @ tenemos B,+ = (B,)" U{G;} 2 (Bz)" U (B;)" U
{Gi} = B,+ U B+ y en caso contrario tenemos: B,+ = (B;)* D (Bz)" U (By)" =
B+ U By+. Esto prueba que & (G) satisface también (III). O

Las funciones de z — = : V(G) - V(G) y z — z7 : V(G) — V (k(G)), nos
permiten definir dos graficas G y Gt como las subgraficas inducidas por la ima-
gen de estas funciones en sus codominios naturales, es decir: G = G [WG)} y
Gt =k (Q) [V (G)ﬂ y las restricciones de los codominios de estas funciones a sus
respectivas imagenes nos dan dos nuevas funciones (que denotaremos con el mismo
nombre): z+— Z:V (G) =V (G) yz— zt : V(G) —» V(GF). Es natural pregun-
tarse si estas funciones son morfismos de graficas. De hecho, son bastante mas que

€S0:

= {GﬂaGla T aGsfl}f en-
tonces G y G son relojes con segmentaciones S = {C_}'O,(_}'l, cen ,és_l} y St =

{GF,GT, ... .G} respectivamente. Ademds:

Teorema 3.4 Si G es un reloj con segmentacion S

1. Las funcionesz — 7 : G — G yx — zt : G — G son morfismos sobreyectivos

plenos de grificas.
2. Ambas funciones son morfismos de relojes (respetan las segmentaciones).

3. 2+ %:G — G es una retraccion fuerte.

1%

4. G=GT.

Prueba.

Mostremos primero que G es un reloj. En primer lugar, probaremos que si z € V (G)
y « # T entonces G — {x} es un reloj. Sea G' = G — {x} y sean F' y B’ las funciones
que describen las adyacencias en G’. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
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z € G;. Como T € G, tenemos que G; — {z} D {Z} # & y entonces G — {z} es
una grafica segmentada con segmentos Gy, ... ,G;_1,G; — {z},Git1,... ,Gs_1. Si
v eV (G") y F, = @ entonces F,, = {x}, pero entonces, T € F,, — {z} = F y por lo
tanto F, # @, contradiccion. Observamos que F,, N F,, = @ siy sélosi F, N F, = &,
pues siz € F,NF, entonces T € F,NF,—{z} = F.NF!. Si F.NF) = @ (ambas en el
mismo segmento) entonces F,, NF, = & y existe una w (en el mismo segmento que u y
v) tal que F,, O F,,UF,. En cualquier caso, Fy = F,, 2 F,UF,y F. DO F,UF, (note
que si w =z, w ¢ V (G'), pero siempre tenemos w € V (G')). Ahora supongamos
que F! N F] # @. Entonces F,, N F,, # @ y existe una w (en el mismo segmento que
uyv), tal que F, = F,NF, y B, 2 B,UB,. De nuevo el problema es que w puede
no estar en G', sin embargo, w € G’ tiene las propiedades: Fy = F, = F,NF, y
B; 2 B, 2 B,UB,. Luego F, = F NF,y By O B, UB,. Hemos probado pues
que G’ es un reloj. Si ahora tomamos y € V (G) con y # ¢y (en G) y y # x, tenemos
que F, = Fy y By 2 By. Esto implica que F, = Fj y B; 2 B, y podemos escoger la
funcién a — a en G' de modo que y # 7 (en G'). Finalmente, nos damos cuenta que
podemos obtener G a partir de G quitando uno a uno todos los vértices = de G que
satisfacen z # Z, de modo que G es un reloj. Note que no necesariamente G=G. El
hecho de que G* es un reloj, quedara probado con la afirmacién de que es isomorfo
aG.

Para cualesquiera dos vértices x y y adyacentes, es posible que ambos vértices estén
en el mismo segmento o en segmentos consecutivos. Si z,y € G; entonces T,y € G; y
como todo segmento es completo, tenemos que T es adyacente a 4. Si por el contrario
estdn en segmentos consecutivos, digamos, x € G; y y € G411, entonces y € F, = I}
luego, © € B, C By y entonces T y y son adyacentes. Con esto probamos que
x +— T es un morfismo de graficas. La sobreyectividad y la plenitud se concluyen de

inmediato por la definicién de G.

Si z y y son adyacentes, y estdn en el mismo segmento y entonces z+ y y* también lo
estan y asi, z7 y ¥y también son adyacentes. Por el contrario, si estdn en segmentos
consecutivos, digamos € G; y y € Gj41, entonces z* Ny" = B, NF, D {y} # &
y por lo tanto x — zt es un morfismo de graficas. La sobreyectividad se sigue
de la definicion de G*. Para ver que es un morfismo pleno, supongamos que z+
es adyacente a y™, si ambos estdn en el mismo segmento, entonces z y y también
lo estdn y por lo tanto son adyacentes. Supongamos que zt € G y y* € @;’H,

entonces By+ D (Bz)" 3 y*, y por el enunciado con nimero 12, y € B;. Luego, 7
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y y son adyacentes. Como 27 =z (i.e T esta en la preimagen de z7) tenemos que

x — zT es un morfismo pleno.

Ambos morfismos respetan los segmentos por la forma en que estan definidos ellos

mismos y la forma en que estan definidas G y G+.

En general, tenemos que Ng[z] C Ng[Z] para toda z. Luego, = estd dominado por Z,
de modo si z # Z, G — {z} es un retracto fuerte de G. Si u y v son ambos distintos
de z y Ng[u] C Ng[v], tenemos que Ng_iz1[u] C Ng_iz3[v]. De modo que podemos
seguir quitando vértices dominados de G hasta obtener G. Asi hemos probado que

x +— T es una retraccion fuerte.
Como Z = § siy sélo si z+ = y*, la funcién z — z* : V (G) — V (G*) esta bien

definida y es biyectiva. Es un isomorfismo porque Fz+ = (FJ—E)Jr y por el enunciado

con niamero 7. [

Ahora podemos probar el siguiente:

Teorema 3.5 Si G es un reloj, podemos obtener (una copia isomorfa a) k(G) con

dos simples operaciones:

tic: Calcular G. FEs decir, para cada vértice x en G; escoger un vértice T, con las
propiedades: Fy = Fz, Fy = Fy = Bz D By y Fy = F) = T = i y luego

tomamos G como la subgrdfica inducida en G por estos vértices {T : v € G}.

tac: Agregar un nuevo vértice a cada segmento G; de G siempre que GG; sea un
segmento bueno y agregar las aristas necesarias para cada uno de estos vértices
nuevos sea adyacente a todos los vértices viejos de su propio segmento y del

siguiente.

Prueba. Inmediato de los teoremas 3.3 y 3.4. O

En el caso G = G, también es 1til, para calcular graficas iteradas de clanes el siguiente
resultado:

Teorema 3.6 Si G = G entonces k (G) = k (G).
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Prueba.

La condiciéon G = G es equivalente a que para cualesquiera z,y € V (G), F, = F, =
x = y. Probaremos que esta tltima condicion se satisface en k (G).

Como G = G = G*, tenemos que la funcién z — 2t : G — G es inyectiva y

entonces resulta que:

Foo=Fp= () =F) >F=F,=>r=y=s" =y

También se tiene que:

FG¢ = FGJ- = (Gz)+ = (Gj)+ = G; = Gj.

Finalmente, usando de nuevo la inyectividad de +:

Fg,=Fp = (G)" = (F,)" = G;=F, = BG; 2 {z} # @.

Pero si BG; # @ entonces G; no es un clan de G'y tampoco es un vértice de k (G). O

El k—caracter de los relojes

Teorema 3.7 Si G es un reloj con segmentacion S = {Gy,G1,... ,Gs 1} y FG; #
@ para alguna i, entonces FG; # @ para toda j. Con la segmentacion usual S =
{éo,él, .. ,G’s_l}, k(G) también satisface Féj # & para toda j.

Prueba.

Si FG; # @, entonces, por la propiedad (IIT) de los relojes, existe z € G; tal que
F,=FG;y B, D UmEGi B, pero, como F, # @ para toda y € G;_1 (de hecho para
toda z € V (G)), tenemos: UzeGi B, = G;_;. Entonces B, = G;_1 y z € FG;_4, por
lo que FG;_; # &. Repitiendo este proceso otras s — 2 veces, tenemos la primera

afirmacién que habia que probar.

Ahora, ningtin G; puede ser clan de G, de modo que usando el el enunciado con
nimero 10 de la seccién anterior, tenemos: FG; = MNeca, For = Neea, (F)" =
(Nyec, F )+ = (FG;)". Pero sabemos que FG; # @ para toda i. [

reG; - T
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Teorema 3.8 S5i G es un reloj con segmentacion S = {Gy,G1,... ,Gs 1}, FG; =@

para toda i y k (G) tiene la segmentacion usual S = {éo, Gi,...,Gs 1}, entonces:

1. FG; = & para toda i.
2. BGi11 = sty sdlo st Bé,- =d.

3. G y k(G) tienen el mismo nimero de segmentos buenos.

Prueba.

Dependiendo de si BG;11 = & 0 no, tenemos Féz = (ﬂzeGi Fﬁ) NFg,, o Fé, =
ﬂwEGi F,+, pero (ﬂzEG’i Fw+) N FGitl = (ﬂ(EEGi Fm+) N (Gi+1)+ = ﬂzEG’i F,+ y en-
tonces, en cualquier caso resulta FG; = (\,cq. For = \,cq, (F,)" = (Neee, FI)+ =
(FG;)" de modo que FG; = @ para toda i.

Si BG4 = I, tenemos que BG; = (ﬂ Bw+) N Bg,,, € Bg,,, = 9.

T€G; it+1

Si por el contrario, BG;,1 # @, resulta que o bien BG; # @ y BG; = ﬂmeGi B+ =
+ + .

ﬂzEGi (BT)+ 2 (ﬂmEGi Bi‘) 2 (ﬂzEGi Bm) = (BGZ)+ 7é & o bien BGl = @, y

entonces BG; = Noca, Bat = Nyeq, (Bz)" U{G:}) 2 {Gi} # 2.

La tercera afirmacion es consecuencia inmediata de las primeras dos. [

Definimos G como la gréafica que se obtiene de G al aplicar la operacién H — H un

nimero infinito de veces. Esta grafica nos permite decidir sobre la divergencia de

relojes:

Teorema 3.9 Un reloj G con segmentacion S = {Gy, Gy, ... ,Gs 1} es k—divergente

o
st y solo st G tiene algun segmento bueno.

Prueba.

o

Por comodidad, renombramos G por G'. Como G es un retracto fuerte de G, G
también es un retracto fuerte de G, por el teorema 1.11, G' y G tienen el mismo
k—caracter. Sean {G.} los segmentos de G’ y sea F' la funcion que describe las
adyacencias en G'. Sabemos que G' = G'. Si F'G! # @, para alguna i, tenemos que
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G" no puede tener segmentos buenos y k (G') 2 G’ = G’ (note que no necesariamente

k(G) = G). Por lo que G’ tiene que ser k—convergente.

Si F'G, = @ para toda i y m es el nimero de segmentos buenos de G’, tenemos que,
|k (G")| = |@| +m. Por el teorema anterior, sabemos que la condicion F'G}, = @ y el
nimero de segmentos buenos se conservan al calcular la grafica de clanes, de modo
que [k" (G")| = |G'| + nm y asi G’ es k—divergente. [

Como la operacién G +— G es polinomial y hay que aplicar esta operaciéon un maximo
de |G| veces, tenemos el siguiente:

Teorema 3.10 Si G es un reloj, podemos calcular en tiempo polinomial el k— cardcter

de G. O

Un resultado anédlogo para cografos serd publicado en [37]. Pero el problema de
calcular el k—carécter para graficas en general parece mucho mas dificil, de hecho, ni
siquiera se sabe si existe algin algoritmo (no necesariamente polinomial) que calcule
el k—caracter.

Problema 5 (Problema de la computabilidad del k—caracter [43])

s FEs computable el k—cardcter?

Observamos que existe un algoritmo que calcula el k—caracter si y s6lo si existe un
algoritmo que decide la k—divergencia. Por otro lado, un algoritmo que decida la
k—nulidad no seria suficiente para calcular el k—caracter y de nuevo, nadie sabe si

tal algoritmo existe:

Problema 6 (Problema de la computabilidad de la k—nulidad) [43]
¢ Es computable la k—nulidad?

El problema 5 puede ser un reto incluso en instancias particulares. Todas las técnicas
conocidas no son suficientes para determinar el k—caracter de la grafica de la figura
3.1. La importancia de este ejemplo en particular quedaré claro cuando enunciemos

el problema 16 (pag. 82).

Problema 7 Determinar el k—cardcter de la grdifica de la figura 3.1.
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Figura 3.1: Una gréafica de k—caracter desconocido

Sumas segmentadas

Conviene hacer una pausa aqui, para revisar los relojes originales (tal y como fueron

definidos en [41,43]) y su relacion con los relojes aqui definidos.

Sean M y N dos graficas ciclicamente segmentadas disjuntas con segmentaciones
M = {Mg,My,... , My_1} y N = {Ny, Ni,...,Ns_1} respectivamente. Definimos
la suma segmentada M HH N de M y N como la gréfica ciclicamente segmentada GG
con segmentacion G = {Gy, Gy, ... ,Gs 1} dada por G; = M;UN;, que tiene V(G) =
V(M)UV(N)y EG)={{u,v}:ue M;,ve Njconi=jo6i=j+1}JUE(M) U
E(N). Es una sencilla verificacion mostrar que en efecto G = M B N es una grafica
ciclicamente segmentada. Observamos que la suma segmentada no es conmutativa,

pero si es asociativa.

A parte de las propiedades (I), (IT) y (IIT) de los relojes, vamos a necesitar considerar

una variante de la propiedad (III):

(Illa) Para toda G; € S y para toda x,y € G; eriste una z € G; tal que:

F,=F,NF,y B, 2 B,UB,.

La condicion (I11a) es equivalente a pedir la condicion (IIT) y también pedir que en
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caso de que F, N F, = & para algunas z,y € G;, entonces también exista una z con
F,=9y B, D B, para toda w € G;.

Teorema 3.11 Sean M y N grdficas ciclicamente segmentadas con segmentaciones
M={My, My,... , My 1} y N ={Ng, N1,...,Ns 1} respectivamente. Supongamos
que M satisface (I) y (III) y que N satisface (I1la). Entonces M B N es un reloj.

Prueba. Sea G = M H N, probaremos que G satisface (I), (II) y (III).

(I): Si z € G; tenemos que F, # & ya sea porque z € M; y M satisface (I) o por
quex € Ny Fp 2 My, # 9.

(IT): Sean z,y € G; y supongamos que F, N F, = @. Como M satisface (I) y
F, C M;,, siempre que v € Nj;, se sigue que tanto z como y pertenecen a M;.

Entonces, cualquier z en N; satisface F, O F, U F),.

(III): Sean z,y € G; y supongamos que F,NF, # @. Si (digamos) v € M; y y € N;,
como F, C I, y B, O By, tomando 2 = x tenemos: F, = F;, N F,y B, O B, UB,
como queriamos. Si ahora suponemos que x,y € M;, la z que existe en M; dado
que M satisface (III) nos sirve aqui. Finalmente, consideremos el caso z,y € N;. La
z que existe en N; dado que N satisface (IIla) es la z que buscamos (Note que es
posible que F, N F, N N;11 = &, de modo que la propiedad (III) no seria suficiente
aqui). O

Una manera sencilla y natural de lograr que M satisfaga (III) es prohibiendo que la
condiciéon F, N F, # @ tenga lugar. Si agregamos ahora la condiciéon (I), M se ve
obligada a que todos sus segmentos tengan el mismo orden y que cada vértice en M;
sea vecino de exactamente un vértice en M;,, para todai. A una grafica ciclicamente

segmentada como ésta se le llama en [41,43| corona (de un reloj).

Por otro lado, también una manera sencilla de lograr que N satisfaga (I1Ia) es dando
un orden lineal z; < zy < - -- < x,, dentro de cada segmento N; = {z1,...,z,,} de
N y luego pidiendo que cada vez que x < y tengamos que F, C F, y By C B;. A
una grafica ciclicamente segmentada como ésta se le llama en [41,43] nicleo (de un

reloj).

En [41,43] se definen los relojes (que aqui llamaremos relojes antiguos) como la suma

segmentada de una corona y un niicleo. Gracias al teorema anterior sabemos que
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todo reloj antiguo es un reloj:

Corolario 3.12 Si M es una corona y N es un nicleo, cada uno con s segmentos

entonces M H N es un reloj.

Es claro ya en este contexto que no todos los relojes son relojes antiguos (por ejemplo,
un ntcleo que satisfaga (I) es reloj, pero no es antiguo). Sin embargo subsiste el hecho
de que los relojes antiguos son mas faciles de construir y son una subclase amplia
e interesante de los relojes. Ademas, se pueden calcular sus graficas de clanes muy
facilmente pues para un reloj antiguo la corona se mantiene invariante y s6lo debemos

concentrarnos en lo que sucede en su nicleo.

Todos los relojes que presentamos en la siguiente seccién son antiguos y sus coronas
tienen 2 vértices en cada segmento.
Ejemplos

Como dijimos, los relojes son ttiles para construir ejemplos y contraejemplos. Un

primer interesante ejemplo es el de una grafica k—invariante que no es clan-Helly:

Ejemplo 3.13 El reloj Ry con vértices {1,... 13} y segmentacion
S = {{1,2,3,4},{5,6,7}, {8,9, 10}, {11,12,13}}

que se muestra en la figura 3.2 es una grdfica k—invariante que no es clan-Helly

2 6 9 12 2

Figura 3.2: Una grafica k—invariante que no es clan-Helly
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De hecho, el ejemplo previo fue presentado por Escalante en [15] (1973), muchos otros
ejemplos pueden construirse hoy en dia, gracias a los relojes. Sorprendentemente, la
suma punteada de dos graficas k—invariantes puede ser clan divergente:

Ejemplo 3.14 La grifica que se obtiene del reloj del ejemplo anterior al tomar la
suma puntada (en el vértice 4) con un cuadrado, G = (Ro,4) - (Cy4, 1) es una grdfi-

ca clan divergente y los ordenes de sus grdficas iteradas de clanes estdn dados por
K@) =Gl + [3].

Aunque la grafica del ejemplo anterior no es un reloj, usando la maquinaria de-
sarrollada para los relojes, es facil probar que lo que se afirma en él es en efecto
cierto: cada k*"(G) es la suma punteada de un reloj y un cuadrado, de hecho,
k*(G) = tac®™(Ry) - C4. Nos preguntamos si algo semejante puede pasar para gréfi-
cas k—nulas.

Problema 8 (Frias y Neumann-Lara [17]);Es cierto que la suma punteada de dos

grificas k—nulas es k—nula?

Otra sorpresa que que plantea el ejemplo 3.14 es que es posible que la funcién de
crecimiento definida por fg(n) = |k"(G)| puede ser menor que |G| + n para una

grafica divergente G.

Problema 9 ;Cudl es la minima funcion de crecimiento posible para una grdfica

clan divergente?
Dos ejemplos seran imprescindibles para el siguiente capitulo.

Ejemplo 3.15 Definimos el reloj T}, para s > 4, n > 0 como aquel que tiene por
vértices a V = {xé 10 € Ly, j €{0,...,n+2}}, segmentacion S = {G; : i € L},
con G; = {xj :7€40,...,n+ 2}} y adyacencias dadas por:

Fy = {0}, Foy = {217},

Fp = {z4*:j' < j} siempre que j # 0, 1.

J’

Entonces, tenemos que T" = T", FG; = BG; = @ para toda i, T" tiene s segmentos
buenos, k (T?) =2 T y |k™ (T?)| = 3s + ns. En particular, T™es k— divergente.
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Figura 3.3: De arriba a abajo: Ty y T}

Ejemplo 3.16 Definimos el reloj H], para m > 2, n > 0 como aquél que tiene por
vértices a

V:{x;’.:ie{o,...,Qm—l},jG {0,...,2+ VHi mOdm)J}}

m

segmentacion S = {G; :i € {0,... ,2m — 1}}, con

Gi:{x;’.:je {0,... 2+ VJr(i mmOd m)J}}

y adyacencias dadas por:

{x§+1} si j € {0,1},
Fy = {5t j' <4} sij¢{0,1},ie{m—1,2m -1},

{afj' <j} sijg{0,1},i ¢ {m—1,2m —1}.

Recuerde que, como tenemos 2m segmentos, los indices © se toman maodulo 2m. En-

tonces tenemos H% = H" , FG; = @ para toda i y BG; = @ si y sdlo sii+n =m—1
mod m. H tiene 2 segmentos buenos, k (H") = H"™ y |[k™ (HO)| = 6m + 2n. En
particular, H es k—divergente.
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Figura 3.4: De arriba a abajo: HY, Hy y H2
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Capitulo 4
Graficas coafines

En este capitulo estudiaremos las graficas divergentes en sumandos que resultan
ser una generalizacion de las graficas expansivas de Neumann-Lara [55,57] y de las
graficas absolutamente saturadas [61]. Con estas nuevas técnicas podremos resolver
el problema del k—caracter del icosaedro [40,57,58] que permaneci6 abierto por 20
anos. También probaremos que toda superficie (cerrada) admite una triangulaciéon

k—divergente.

Las primeras tres secciones de este capitulo, presentan los conceptos y resultados de
Neumann-Lara [54,55,57| que usaremos. Incluimos pruebas para la comodidad del

lector.

Las categorias G, G“, Q)

Como se dijo en la introduccion, un morfismo entre dos graficas Ay B es una funcion
f:V(A) = V (B) que manda vértices adyacentes en vértices adyacentes o iguales.
La categoria de las graficas, G, se define como aquélla que tiene por objetos a las

graficas con los morfismos descritos.

Una grdfica automorfa A es un par ordenado (A, 74) donde A es una grafica y 74 es
un automorfismo de A. Un morfismo entre dos gréficas automorfas A = (A,74) y
B = (B, 7) es un morfismo admisible entre A y B, es decir, un morfismo de gréficas
f : A — B (las imagenes de vértices adyacentes son adyacentes o iguales) tal que
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forqa = 7o f. La categoria de las grificas automorfas, G%, es la que tiene a los
objetos y morfismos recién descritos. A veces, cuando el contexto sea suficientemente
claro, llamaremos “gréafica” a una “grafica automorfa” y “morfismo” a un “morfismo

admisible”.

Decimos que A = (A, 74) es una subgrafica (automorfa) de B = (B,75) si A es
subgrafica de B, 75 (A) = A y 74 es la restriccion de 75 a A. Si f : A — B es
un morfismo en G* con A = (A,74) y B = (B, 7p) definimos f (A) = (f (4), 7))
donde 7y(4) es la restriccion de 75 a f (A). Claramente f (A) es una subgrafica de
B y f se restringe a un morfismo de A en f(A). También debe ser claro que si
C =(C,7¢) es una subgréfica de B, entonces f~'(C) = (f~*(C),74-1(c)) (donde

Tr-1(c) es la restriccion de 74 a f~1(C)) es una subgrafica de A.

Sir > 2, decimos que una grafica automorfa A es r—coafin si da (z,7a(x)) > r para
todo x € A. También decimos simplemente que A es coafin en caso de que el valor
de r sea claro o no importante. Definimos la categoria de gréaficas r—coafines, G,
como la subcategoria plena de G que resulta de restringir los objetos a las graficas

r—coafines. Note que G es una subcategoria plena de G,

Las pruebas de que las categorias descritas en efecto lo son, se omiten por ser verifi-

caciones rutinarias.

Los morfismos completos van a ser fundamentales en el estudio de las graficas iteradas

de clanes:

Definicién 4.1 En cualquiera de las categorias G, G*, G\), decimos que un morfis-
mo 7 : A — B es completo si para cada subgrdfica completa S de B, 7' (S) es una

subgrdfica completa de A.

Note que basta verificar que 77!(S) es completa cuando |S| < 2.

El producto fuerte de grdficas automorfas, AXB se define simplemente como AXB =
(AR B, 74 x 7). Es claro que este producto fuerte también esté bien definido para
graficas r—coafines (ver teorema 1.2) y que tanto en G como en G() se trata del

producto categoérico.
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El operador de clanes en G, G, GI")

El operador k£ puede definirse de manera natural en todas las categorias descritas. Ya
lo definimos previamente en G. Sea A = (4,74) € G* definimos k(A) = (k (A) , Ty(a))
donde Ty(4) se define como T4y (Q) = {74 (z) : z € Q} para toda @ € k(A). Hace
falta mostrar que 74(4) es en efecto un automorfismo de k(A):

En primer lugar, veamos que 7x4) (@) € k(A). Note que todo morfismo de gra-
ficas manda subgraficas completas en subgraficas completas, asi que T4 (Q) =
{74 (z) : * € Q} es una subgrafica completa de A. Sea @' un clan de A que contiene
a Tra) (Q) entonces @ = Tk’(i]) o Tr(a) (@) C 7'];&1) (Q"). Como @ es clan tenemos
Q= Tk_(il) (Q') y por lo tanto Ti(4) (@) = Q', de modo que 74 (Q) es maximal y por
tanto es un clan de A.

Sélo resta probar que Ty4) preserva adyacencias. Sean @ y @' dos clanes de A
adyacentes en k(A), es decir, @ N Q' # . Entonces

Tk(A) (Q) N Ti(a) (QI) D) {TA (.Z‘) X E QﬂQI} e %]

Asi, hemos probado que 74y es un automorfismo de k(A) y por lo tanto que k
también es un operador en G*. En lo sucesivo omitiremos los subindices de 74 y Tx(a)

siempre que ello no cause confusion.

Como G es una subcategoria de G*, para ver que k también es un operador en
G basta ver que si A es r—coafin entonces k(A) también lo es. Sea A =(A4,7)
una grafica automorfa r—coafin y sea @) € k(A). En primer lugar notamos que si
d(z,y) < 1 para algunas z,y € A, por la desigualdad del triangulo, tenemos que
d(z,7y) > d(y,7y) — d(z,y) > r — 1. Luego minDy (Q,7Q) > r — 1. También
observamos que @) # 7(Q) gracias a que, por definicién, r > 2. Usando el teorema 2.1
concluimos que di(4) (@, 7Q) = minDy (Q,7Q) +1 > r. Con lo que probamos que
k(A) es r—coafin y que k es un operador en G,

Es claro como extender los conceptos de k—caricter, k—convergencia, k—nulidad,
etc. a las dos nuevas categorias. También es claro que G = (G,7g) y G tienen el

mismo k—carécter.
Note que se sigue de inmediato que una grafica coafin no puede ser k—nula.

El operador k£ no es un funtor en ninguna de estas categorias.
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Dominacién en G, G%, G

Sea M cualquiera de las categorias G, G, G,

El concepto de dominacién introducido por Neumann-Lara en [55,57| ha probado
ser de mucha utilidad en el estudio del k—caracter de las graficas 2—coafines. Lo

transcribimos aqui:

Definicion 4.2 Sean A,B € H. Decimos que A domina a B y lo escribimos A 7~ B,
st existe X € H y existen dos morfismos a : X — A y f: X — B tal que « es

sobreyectivo y completo.

El concepto de dominaciéon en G se define aqui por completez, aunque no es de
utilidad puesto que A 7 B para cualesquiera A, B € G.

Los siguientes cuatro teoremas son probados por Neumann-Lara [55,57] para las
categorias G, G* y G®). Técnicamente, no hay nada mas que probar para G{) puesto
que G es una subcategoria plena de G2, pero incluimos pruebas para la comodidad
del lector.

Teorema 4.3 (Neumann-Lara [55,57]) La relacion “¥” es un preorden en H. Es

decir, es una relacion reflexiva y transitiva.

Prueba. La reflexividad es clara. Probaremos la transitividad. Sean A/ B,C € H
talque AZ B~ C. Sean X;,Xo e Hya; : X} - A 51 : Xy =B ap : Xo — B,
B2 : Xo — C morfismos de H con a1 y as sobreyectivos y completos como se ilustra

en el diagrama.
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Sea X la subgrafica inducida en X; XX, por el conjunto de vértices {(u,v) : f1(u) =
az(v)} y sean a : X — Xj y 8 : X — X, las restricciones de las proyecciones de
X; XX, en X; y X, respectivamente. Probaremos que o o 'y 35 o 8 son morfismos
con a; o « sobreyectivo y completo. Como a; y f2 ya son morfismos y «; ya es
sobreyectivo y completo, nos bastard probar que o y 5 son morfismos y que « es

sobreyectivo y completo.

SiH =G, ay B son claramente morfismos y por tanto también lo son o'y Sr0f5.

Mostraremos que si H = G, a y [ son también morfismos:

Si (u,v) € Xentonces (7x, (u), Tx,(v)) € Xpues 51 (7x, (1)) = 78(51(v)) = TB(02(v)) =
aa(Tx,(v)). La admisibilidad, se hereda de X; XX,. Finalmente, en el caso H = G,
a y B son morfismos porque G es una subcategoria plena de G°.

Solo resta probar que « es sobreyectivo y completo:

Sea u € Xj, como ay es sobreyectivo, existe una v € X, tal que 51(u) = as(v) y

entonces (u,v) € X. De modo que « es sobreyectivo.

Claramente, la preimagen de un vértice de X; es una completa. Si {u1,us} es una
arista de X1,y (u1,v1), (ug,v2) son cualesquiera dos vértices en la preimagen de u; y
us respectivamente, entonces, tenemos que aq(v1) = B1(u1) y az(ve) = B1(us) deben
ser adyacentes o iguales en B, luego, por la completez de oy, tenemos que vy y v
son adyacentes o iguales en X,. De modo que (u1,v1) vy (ug2,v2) son adyacentes en
X. Se sigue que « es un morfismo completo. [

Teorema 4.4 (Neumann-Lara [55,57]) Para toda A,B € H, A = B implica k (A) =
k (B).

Prueba. Por hipoétesis, existe X € ‘H y dos morfismos o : X — A, f: X — B, con

« sobreyectivo y completo.
X
a B
e N\
A B

Sea X' la subgréfica inducida en k(X) X k(B) por el conjunto {(P,Q) : B(P) C Q}
ysean o : X — k(X) y 8 : X' — k(B) las restricciones de las proyecciones de
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k(X) X k(B) en £(X) y k(B) respectivamente.

XI

Probaremos que o’ y 8’ son morfismos, con o' sobreyectivo y completo. También
probaremos que k(X) = k(A).

SiH =@, d yp son claramente morfismos. En el caso H = G2, solo hay que probar
que X' es una subgrafica (7—invariante) de £(X) X £(B): Si (P,Q) € X tenemos

7(P,Q) = (7x(P),m8(Q)), pero B(rx(P)) = m8(B(P)) C 75(Q). Asi que X' es una
subgrafica de k(X) X k(B) (en G%) y tanto o/ como ' son morfismos admisibles.

Finalmente, recuerde que G es una subcategoria plena de G°.
Es una verificacion rutinaria el que ' es sobreyectivo y completo.

Finalmente, observamos que si @ € k(A), a 1(Q) es un clan de X y que si P € k(X),
a(P) es un clan de A. Las funciones asi descritas, son inversas una de la otra y

claramente son admisibles, de modo que k(A) = k(X). O

Teorema 4.5 (Neumann-Lara [55,57]) Para toda A/B € H, Si f : A — B es un
morfismo, entonces A 77 B.

Prueba. Obvio. O

Teorema 4.6 (Neumann-Lara [55]) Para toda A € H, A = k* (A).

Prueba. Sea X la subgréfica de AKk?(A) inducida por {(z, P) : *(z) C P} con a'y
[ las restricciones de siempre y *(z) = {Q € k(A) : € Q}. Usando las mismas ideas

de las demostraciones anteriores, el resto es ya sélo una verificaciéon de rutina. [
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Sumas r—coafines

La suma de Zykov (unién disjunta de dos graficas més todas las posibles aristas entre
ellas) juega un papel central en la teoria de graficas expansivas de Neumann-Lara, y
su adecuada generalizacion es la clave para nuestra teoria de graficas divergentes en

sumandos:

Definicién 4.7 Sea G € G\), A una subgrifica de G y sean Ay, Ay, ..., A, subgrd-
ficas de A. Decimos que A es suma r-coafin de A, Ay, ..., A, con respecto a G y lo

escribimos A = @ A;, si se cumplen las siguientes condiciones:

1. {V(Ay),...,V(A,)} es una particion de V (A).

2. de(z,y) <7 —1para todax € V(A;) yy eV (A;) siempre que i # j.
En algunos casos también escribiremos: A = A; @ A P -+ - D An

Definicion 4.8 Definimos el rango de G, que escribimos como rango (G), como el
mdzrimo numero n tal que existe una subgrifica A de G y n subgrdficas A, ..., A,
de G tal que A = P A;

Teorema 4.9 SiG,G' € G, A=A P A D - DPg An es una subgrifica de G
yf:G — G esunmorfismo, entonces f (A) = f (A1) Dy f(A) Dy - DBy [ (An).

Prueba. SeaG' = (G',7'). En primer lugar notamos que f (A) es una subgrafica de
G' y que cada f (4A;) es subgrafica de f (A). Claramente V (f (A)) = UL,V (f (A))
y V(f(A;)) # @ para toda i. Como la imagen de cualquier trayectoria bajo un
morfismo es un camino, también tenemos que dg (r,y) < r — 1 para toda x €
V(f(A))yy € V(f(A))) siempre que ¢ # j. Solo resta probar que V (f (A;)) N
V (f (A;)) = @ para toda i # j.

Supongaquei#jyz €V (f(A))NV(f(4A)). Como G es r—coafin tenemos que
dg (x, 7' (x)) > r, pero por otro lado, z € V (f (A;)) y 7' (z) € V (f (4;)) implica
que dg (z,7' (z)) < r — 1. Contradiccion. [
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Teorema 4.10 Si G,G' € G, A = A P A D D A, es una subgrdfica
de Gy f: G — G es un morfismo sobreyectivo y completo, entonces f~' (A) =

F7H (A1) Dg [T (A2) D - D [ (An).

Prueba. Observamos que f~!(A) es una subgrafica de G’ y que cada f~' (4A;)
es subgrafica de f~!'(A). Claramente V (f~'(A)) = UL,V (f~'(A;)). Siz €
V(f~H(A))NV (f~1 (A;)) para algunas ¢ # j, tendriamos que f (z) € V (A;)NV (4;)
contrario a la hipotesis de que A = Ay P A P - D An. Gracias a que f es
sobreyectivo, tenemos que V (f~! (A;)) # @ para toda i. Como f es completo, ten-
emos que dg (z,y) < r—1paratodaz € V(f 1 (A))yyeV(f'(A)) siempre
que i # j. O

Graficas divergentes en sumandos

El siguiente teorema relaciona el rango con la dominacion':

Teorema 4.11 Si G - G' en G entonces rango (G) < rango (G'). En particular,
rango (G) < rango (k% (G)) para toda G € G,

Prueba.  Sea X una gréfica r—coafin tal que existen dos morfismos (en G)
a:X > Gy pf:X —> G con a sobreyectivo y completo. Sea n = rango (G) y
A=A DA D, - -P;A,. Por el teorema anterior,

ot (A) =o' (A) Do (A) D Pat (A)
X X X
y luego, por el teorema 4.9, tenemos

Ba™ (A) =8 (" (A1) P B (™ (A) P - P B (e (An)).

De modo que rango (G) < rango (G').

Por el teorema 4.6, tenemos rango (G) < rango (k? (G)). O

Tenemos ahora la definicién central de este capitulo:

LEl teorema 4.11 parece indicarnos que deberiamos escribir G 2 G’ en lugar de G 2~ G'. Usamos
esta notacion para ser consistentes con [55].



4. Graficas coafines 61

Definicion 4.12 Decimos que G € G es divergente en sumandos si el conjunto
{rango (k" (G)) : n € N} no estd acotado.

Claramente, G es divergente en sumandos si y sélo si k" (G) es divergente en suman-
dos para cualquier n. La razén por la que nos interesa la divergencia en sumandos

es que ésta es una forma de clan divergencia:
Teorema 4.13 Si G € G es divergente en sumandos, entonces es k—divergente.

Prueba. Claramente rango (k" (G)) < |V (k" (G))|. O

El teorema de la divergencia en sumandos

Llegamos asi al teorema principal del capitulo:

Teorema 4.14 (Teorema de la divergencia en sumandos) Si G,G' € G con G
divergente en sumandos y G = G', entonces G' también es divergente en sumandos.

Prueba. Inmediato de los teoremas 4.11 y 4.4. [

Encontramos que el producto fuerte tiene nuevas e interesantes propiedades en relacion

a las graficas divergentes en sumandos:

Teorema 4.15 Si A, B € G y AR B es divergente en sumandos, entonces A y B
también lo son.

Prueba. Como las proyecciones son morfismos en la categoria, tenemos AXB ~ A
yAXB~Z B O

Teorema 4.16 rango(X X Y) = min{rango(X), rango(Y)}.
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Prueba. Como XX Y - Xy XX Y 7 Y, por el teorema 4.11 tenemos que:
rango(XXY) < min{rango(X), rango(Y)}.

Sean M = M Mo Py PxM,, y N =NPyNuPy---PyN, con m =
rango (X) y n = rango (Y). Sin pérdida de generalidad, supongamos que m < n. Pro-
baremos que P = (M) RN, ) Pymy (Mo B Nz) Dy - Dxsoy Mm ¥ N7 ). Es claro
que cada M; X N; es una subgrafica de XX Y y que {V (M; XN;)} es una par-
ticion de V (P). En el caso en que u € M; KN, y v € M; XN, con ¢ # j,
para probar que dxmy(u,v) < r — 1 basta con recordar que si u = (u1,us) y
v = (v1,v2) entonces dxmy (u,v) = max {dx (ui,v1),dy (ug,v2)}. Concluimos que
rango (XX Y) > min {rango (X) ,rango (Y)}. O

Teorema 4.17 Si lim,,_, rango (k" (A)) = oo = lim,_,, rango (k™ (B)), entonces
AXDB es divergente en sumandos.

Prueba. Es facil verificar que el teorema 1.1 vale para graficas automorfas, de
modo que k" (AX B) = k™ (A) K k" (B) para toda n. Terminamos usando el teorema
anterior. [

Observamos que el teorema anterior no es el reciproco del teorema 4.15.

Problema 10 ;A X B es divergente en sumandos siempre que A y B lo son?

Es facil probar usando el teorema 4.6 que el siguiente problema es equivalente al

anterior.

Problema 11 ;A es divergente en sumandos ssi lim,_, rango(k™(A)) = 0o ?

Relojes divergentes en sumandos

En las secciones precedentes, hemos desarrollado técnicas tutiles para concluir la
divergencia en sumandos (y la clan divergencia) de una grafica A siempre que haya
otra grafica B divergente en sumandos que la domine. Sin embargo, nuestra teoria

es vacia mientras no tengamos algtn ejemplo de gréafica divergente en sumandos.
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En el caso r = 2 las graficas divergentes en sumandos son precisamente las graficas
expansivas estudiadas por Neumann-Lara [55,57]. Para r > 3, Encontraremos los
preciados ejemplos entre los relojes estudiados en el capitulo 3.

Diremos que un reloj r—coafin es una grafica r—coafin G = (G, 7) donde G es un

reloj. Retomamos los ejemplos 3.15 y 3.16, para verlos ahora como relojes r—coafines.

Ejemplo 4.18 Definimos al reloj (m + 1)—coafin T5, , por T4, = (13

n
2m> 2m» TZm) dOTldC

T3 es el relog del ejemplo 3.15 y el automorfismo 14, estd dado por:

Tom(o) = 27"
Tom(@1) = 25"
Ty (@) = 27"™ siempre que j # 0, 1.

Observamos entonces que k (Th,) = (k (T3, (Tgm)k(T; )) &~ Tt
Teorema 4.19 T}, . es una grifica (m + 1) —coafin divergente en sumandos.

Prueba.

-

N N . . - - - . N N
Tomemos zj, 7% € V (1,,). Definimos la distancia unidireccional d(x}, x%) como:

(0sii=dyj=j
lsii=dyj#j
li' —i| sij=j €{0,1}
i —d| sij'€{0,1} yj>2
i =il si (j—3") > | =1

cf(xé, a:;-’,) = 4

| | —i| + 1 en caso contrario.

Una verificacion de rutina, nos dice que d(x;,xj
N , . 2
;-, usando solamente vértices que estén en los segmentos

i _ . ) o
Gi, Giy1, ... ,Gy. Luego es claro que la distancia en T3, de 77 a z7, es d (:v;, x;,) =

min<d (z¢,2%) ,d (x5, 20) . Asi tenemos que T% es (m + 1)—coafin.
777 J J 2m

%) es la longitud de la trayectoria

més corta que une a r’ con

Tomemos ahora A; = {xg it xgimt}, parat=0,...,[2]. Esfacil notar que cada A,
es o —invariante y que el conjunto de distancias de A; a Ay es D(A;, Ay) = {1, m}
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siempre que ¢ # t'. Luego, tomando A, = T, [A;] y A =Ty, [AO UATU---U ALEJ
tenemos que A = @Tg A, y entonces rango(T5,.) > L%J, y asi hemos probado que

T, es divergente en sumandos. [

Ejemplo 4.20 Definimos al reloj (m + 1)—coafin HY,, por H, = (H},,nk) donde
H" es el reloj del ejemplo 3.16 (figura 3.4) y el automorfismo 0l estd dado por:

M (20) ™"
M(21) = g™
(%) = '™ siempre que j # 0, 1.

Observamos entonces que k (HY,) = (k (HM)Y, (nﬁl)k(}%)) =~ HHL,
Teorema 4.21 H? es una grifica (m + 1) —coafin divergente en sumandos.

Prueba. La prueba de que es (m + 1) —coafin es muy semejante a la del teore-
ma anterior. H? es divergente en sumandos porque hay un morfismo de graficas
(m + 1) —coafines ¢ : T9, — HC, dado por la funcién identidad en en los conjuntos
de vértices, es decir ¢ es la funcién que manda al vértice ac; de T, en el vértice x;

de H® . Terminamos usando los teoremas 4.5 y 4.14 [

Tenemos aqui un comportamiento muy interesante con este par de gréaficas coafines:
Aunque rango (k™ (T9,,)) < rango (k™ (HZ,)), pasa lo contrario con los 6rdenes de las
graficas: |V (k" (T%,,))| = 6m + 2mn > 6m + 2n = |V (k" (H?,))| para n > 1.

Ademas, los rangos de ambas graficas son periddicamente iguales y distintos, pues
se puede probar que rango (k" (T9,,)) = 3m +m [ 2| y rango (k" (HZ,)) = 3m + n.
Los octaedros y las graficas de los ejemplos 4.18 y 4.20 son todos los ejemplos prim-
itivos de graficas divergentes en sumandos que conozco. Son pocos y seria bueno
conocer mas. Sin embargo veremos que, usando el teorema de la divergencia en
sumandos, estos pocos ejemplos primitivos son ttiles para probar la clan divergencia
de una amplia gama de gréaficas.
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El icosaedro

El problema del k—caracter del icosaedro fue (implicitamente) planteado en [57] y
citado en [40,45,58]. Recientemente resolvi el problema [61] usando graficas abso-
lutamente saturadas: una generalizacion parcial de la teoria de graficas expansivas
de Neumann-Lara [55,57]. Como la idea de gréfica divergente en sumandos es una
generalizaciéon comin a ambas teorias, también podemos probar la divergencia del

icosaedro con estas técnicas:
Teorema 4.22 Fl icosaedro es divergente en sumandos.

Prueba. El automorfismo antipoda del icosaedro es 3—coafin. Sea I la grafica
automorfa que consta del icosaedro y el automorfismo antipoda. Hay un morfismo
de graficas 3—coafines ¢ : H) — k (I):

En la figura 4.1, después de identificar los vértices con etiqueta 1 y los vértices con
etiqueta 9 (respectivamente), se muestra un dibujo del icosaedro. Los clanes del
icosaedro son todos los triangulos y los tridngulos sombreados son la imagen de HY

bajo ¢. Es claro que Hj es isomorfa a su imagen bajo ¢ y que ¢ es admisible. O

Figura 4.1: Icosaedro con una inmersion de HY en k(T)

Cabe mencionar que el icosaedro no es expansivo (que de hecho es lo que se pregun-
taba en [57]). De modo que este es nuestro primer ejemplo de una gréfica cuya clan
divergencia no se puede probar con las técnicas de graficas expansivas pero si con
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las de las graficas divergentes en sumandos. Veremos a continuacién, estas mismas

ideas sirven para dar triangulaciones k—divergentes para cualquier superficie.

Superficies k—divergentes

En esta seccion necesitaremos una cierta triangulacion 4—coafin de la esfera. Aunque
las triangulaciones 4—coafines como la que necesitamos son faciles de construir, prefe-
rimos usar una triangulacion 5—coafin (recuerde que toda grafica r—coafin es tam-
bién (r — 1) —coafin), porque asi tenemos una grafica mas simétrica y méas bonita. La
triangulacion que escogemos pues es el dodecaedro estelado que se construye empezan-
do con el dodecaedro, agregando luego un vértice a cada cara y haciendo adyacente
cada uno de estos vértices a todos los vértices de su cara. Esta triangulaciéon es de

Whitney por el teorema 1.3.

Sea S la grafica automorfa que consta del dodecaedro estelado y el automorfismo
antipoda. En la figura 4.2, después de identificar los vértices con la etiquetas iguales,
observamos un dibujo del dodecaedro estelado. Los vértices que conforman el do-
decaedro original aparecen més grandes. La coafinaciéon antipoda la obtenemos del
dibujo, al hacer un desplazamiento a la derecha de longitud igual a la mitad de la

del dibujo y luego reflejando por el eje de simetria horizontal.

Figura 4.2: Dodecaedro estelado S: triangulacion 5—coafin de una esfera

Teorema 4.23 El dodecaedro estelado S es 5—coafin divergente en sumandos.
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Prueba. Observe la figura 4.3 0O

Figura 4.3: Dodecaedro estelado con una inmersién de HY en & (S)

Sabemos pues que la esfera admite triangulaciones divergentes en sumandos. Se
sabe también que el toro admite triangulaciones k—divergentes [39,40]. Veremos a

continuaciéon que el toro también admite triangulaciones divergentes en sumandos.

Tomemos S y eliminemos las aristas {a, b} y {¢, d} para obtener la grafica 5—coafin S;.
Observe que S, todavia es divergente en sumandos. Sea S, una copia disjunta de S; y
sean {1, d', 2", V', 4', ¢, y,d'} los vértices correspondientes en Sy a {1, a, z,b,4, ¢, y, d}.
Definimos T como la grafica que se obtiene de la uniéon disjunta de S; y S, al hacer
las identificaciones de vértices: 1 = 1, a = ad', z =2, b =0V, 4 =4, ¢c = ¢,
y=1vy"yd=d. Observamos que T tiene una 5—coafinacion cuyas restricciones a las
subgraficas S; y S, son las coafinaciones originales de S; y Sy respectivamente. Es

inmediato el teorema siguiente:

Teorema 4.24 T es una triangulacion del toro 5—coafin divergente en sumandos. [

Teorema 4.25 Toda superficie compacta H (orientable o no) con un nimero par
de componentes conexas en la frontera y caracteristica de FEuler par, admite una

triangulacion de Whitney (5—coafin) divergente en sumandos.
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Prueba. Supongamos primero que H es una superficie cerrada (sin frontera)
Cualquiera que se el caso, podemos construir una triangulacién como la que necesi-
tamos con alguna de las dos construcciones siguientes (y a veces con ambas):

Caso 1. H no es orientable 6 H es orientable con x(#H) = 4m + 2.

Sea W cualquier triangulacién de Whitney que satisfaga x(W) = 2x(H) + 1y
que sea orientable o no segiin lo sea . Observe que la condicion x(H) = 4m+2
es necesaria para que (1) sea par y asi poder asegurar que tal superficie existe

en el caso orientable.

Elimine una arista cualquiera de W para obtener W; y sea C; el cuadrado
inducido de W; que se formé al eliminar la arista de W. Sea W, una copia
disjunta de W; y (5 el cuadrado que le corresponde a C';. Si ahora tomamos la
union disjunta de Wy, S; y W e identificamos los cuadrados C; con {1, a, z,b} y
Cy con {y, d, 4, c} obtenemos una triangulacién de Whitney 5—coafin divergente
en sumandos de una superficie S con x(S) = 2x(W)+2 -4 = x(H) y S es
orientable 0 no segin lo sea H. Es decir, S y H son homeomorfas.

Caso 2. H no es orientable con x(H) < —2 6 H es orientable con x(H) = 4m.

Sea W cualquier triangulacién de Whitney que satisfaga x(W) = ;X(’H) +2y

que sea orientable o no segin lo sea H. Observe que la condicién x(H) = 4m
es necesaria para que x(W) sea par en el caso orientable y que la condicion
X(H) < —2 es necesaria en el caso no orientable, pues de lo contrario W tendria
que ser una triangulaciéon no orientable con x (W) = 2.

Sea T; la grafica que obtenemos de T, al eliminar las aristas {b,u} y {c, v}
que estan totalmente contenidas en la subgrafica S; de T. Observamos que
T, todavia es 5—coafin divergente en sumandos. Sean Wy, C1,Ws y Cs como
en la construccion anterior. Ahora obtenemos una triangulacion de Whitney
5—coafin divergente en sumandos al tomar la union disjunta de W1, T, y W5 e
identificar los cuadrados C; con {b,p,u,1} y Cy con {c,q,v,y}. Con esta otra
construccion, obtenemos una triangulacion de una superficie S con x(S) =
2x(W)+0—4 = x(#) tal que S es orientable o no segin lo sea . De nuevo

tenemos que & y ‘H son homeomorfas.

Si ahora deseamos dar triangulaciones para H en el caso en que H tenga un nimero

par de componentes conexas en la frontera, basta con repetir las construcciones
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anteriores tomando W con la mitad de componentes conexas en la frontera que las

que tiene ‘H. [

Teorema 4.26 Toda superficie compacta no orientable con un cualquier nimero de

componentes conezxas en la frontera admite una triangulacion de Whitney k— divergente.

Prueba. En las triangulaciones obtenidas del teorema anterior, si identificamos
a todo vértice con su imagen bajo la coafinacién, obtenemos de nuevo una trian-
gulaciones de Whitney: No se forman tridngulos adicionales pues la coafinacion es
5—coafin (bastaria que fuera 4—coafin). Las nuevas triangulaciones de superficies asi
obtenidas son k—divergentes gracias al teorema del cubrimiento triangular (teorema
1.13). Es facil verificar que las nuevas superficies resultantes no son orientables y que
cubren todos los casos de caracteristica impar que estaban ausentes en el teorema
anterior. [

En particular, hemos probado que:

Teorema 4.27 Toda superficie cerrada admite una triangulacion k—divergente. [
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Capitulo 5
Cuello local grande

El tetraedro es la Gnica grafica localmente C3 y claramente es k—nulo. El octaedro y
el icosaedro son respectivamente las tinicas graficas localmente C, y C5 y ambas son
k—divergentes [56,61|. Luego vienen las gréficas localmente Cg que se sabe que hay
un nimero infinito de ellas y todas son k—divergentes [39,40]. ;Qué pasa con las

graficas localmente C; parat > 7 7

En este capitulo responderemos a esta cuestiéon: Toda grafica localmente C; con

t > 7 es clan convergente ... mas atn, toda grafica localmente {C; : ¢ > 7} es
clan convergente ... incluso mas: toda gréafica con cuello local al menos 7 es clan
convergente.

La mayoria de los resultados presentados aqui fueron reportados originalmente en
[45].

Cuello local

Sea GG una gréafica, el cuello de G, cuello (G), se define como la longitud de un ciclo
de longitud minima de G. Si G no tiene ciclos decimos que cuello (G) = co. Como

nosotros sélo consideramos graficas simples, cuello(G) > 3.
Siz € V(G), el cuello local de G en z es: cl(G,z) = cuello (Ng ()).

El cuello local de G es ¢l (G) = min {cl(G,z) : x € V (G)}.
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El teorema de triangulos y vértices

El objetivo principal de esta seccién es probar el siguiente teorema que sera fttil

después para probar el teorema del cuello local grande (teorema 5.3).

Teorema 5.1 Sea G una grdfica con cl (G) > 7 y sea F una familia de al menos 3

tridngulos y/o vértices de G que satisface las siguientes propiedades:

1. Cada vez que tenemos dos tridngulos distintos Ty y Ty de F se satisface que
TyNTy| = 2 o bien TyNTy| = 1 y existe un tridngulo T3 de G tal que

2. 5t T y v son respectivamente un tridngulo y un vértice de F, entonces v € T
6 |Ngv]NT|=2.

3. Siu yv son dos vértices de F, entonces u y v son adyacentes en G.
Entonces existe un tridngulo Ty en G tal que:

1. Para todo tridangulo T en F, To =T ¢

2. Para todo vértice v en F, v € T.

Prueba. Estudiaremos la situacién en varios casos. Los casos 3 y 4 cubren todas
las posibilidades, pero el caso 1 se usara para probar el caso 2 y ambos para probar

el caso 3.

Caso 1. Existen dos triangulos 77,75 € F tal que |77 NTy| = 1.

Sean T} = {a,b,c} y Ty = {a,V,¢'}. Por hipotesis existe un tridngulo 73 de G tal que
Ty N T3] =2y |To NTs| = 2. Sin pérdida de generalidad, digamos que T3 = {a, b, b'}.

Afirmamos que Ty = T3 funciona:

Sea T # Ty, T un tridngulo en F. Probaremos que T'= Ty 6 |T N Ty| = 2. Supong-

amos que |T'NTy| < 1 para llegar a una contradiccion.
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Caso 1.1 a € T.

Si |TNTi| = |TNTy| =1 entonces, digamos que T = {a,u,v} con {u,v} N
{a,b,c,0, '} = & (recuerde que hemos supuesto que |7 N Ty| < 1). Entonces,
por hipdtesis tienen que existir otros dos triangulos Ty y T5 tal que |T'NTy| =
TnNTy =2 = |TNTs5| = |T,NTs|. Esto garantiza que hay (al menos)
una arista que conecta a los conjuntos de vértices {u,v} y {b,c} y también
al menos una arista entre los conjuntos {u,v} y {V/,c'}. Pero entonces, el
conjunto de seis vértices {u,v,b,¥,c,¢'} induce al menos 6 aristas (ademés
de las dos mencionadas se tenian ya: {c,b}, {b,b'}, {b',c'} y {u,v}) y por
lo tanto tiene que contener un ciclo de longitud menor o igual a 6. Como
{u,v,b,V',¢c,c'} C Ng(a), tenemos una contradiccion con la hipotesis de cuello

local grande.

Supongamos ahora que 7T intersecta en dos vértices a (exactamente) uno de los
triangulos 77 o T5. Sin pérdida de generalidad, suponemos que [T'NTi| =1
y [TNTy =2 . Como [T NTy < 1, tendriamos que T = {a,c’,u} con u ¢
{a,b,c,b,c'}. Ahora, por hipotesis tendriamos que existe un triangulo 75 tal
que |T'NT5| = |T5 NTy| = 2. Esto implica que hay por lo menos una arista
que conecta los conjuntos de vértices {c,b} y {u,c'}. Luego el conjunto de 5
vértices {u, b, c,t', '} induciria por lo menos 5 aristas (la recién mencionada
ademaés de {c, b}, {b,0'}, {0/, '} y {¢,u}) y entonces la vecindad de a contiene
un ciclo de longitud menor o igual que 5.

Finalmente, si |TNTy| = [TNTy| = 2, como |[T'NT,| < 1, tendriamos que
T = {a,c,c'} y entonces el conjunto {c,b,¥', ¢'} induciria un ciclo de longitud

4 en la vecindad de a.

Caso 1.2 a ¢ T.

Entonces, como 7' tiene que intersectar en por lo menos un vértice tanto a 1}
como a 15 y por lo tanto hay por lo menos una arista de 77N7T a ToN7T". Como
|T NTy| < 1, esa arista no puede ser {b,0'} asi que el conjunto de 4 vértices
{c,b,V', '} induce al menos 4 aristas y a contiene un ciclo de longitud a lo mas

4 en su vecindad.

Hemos probado pues que todo tridngulo 7" en F satisface T = Ty 6 [T N Tg| = 2.

Veamos que ocurre con los vértices:
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Sea v un vértice en F. Si v € T, no hay nada que probar. Supongamos que
v € (T1 UTy) — Tp. Sin pérdida de generalidad, suponemos que v € T; — Ty, es decir
v = c. Entonces, v tiene que ser adyacente a dos vértices de T» (uno de los cuales,
por cierto, es a) y el conjunto de 4 vértices {c, b, ¥, '} induce al menos 4 aristas y

por lo tanto, a contiene un ciclo de longitud a lo méas 4 en su vecindad.

Finalmente, supongamos que v ¢ 71 U T, U T,. Entonces, v tiene que ser adyacente
a dos vértices de T7 y a dos vértices de Ty. Si v es adyacente a a, a tiene un ciclo
de longitud a lo méas 5 en su vecindad. Por el contrario, si v no es adyacente a a, v
tiene que ser adyacente a ¢, b, b’ y ¢. En este caso, b tiene un ciclo de longitud 4 en

su vecindad.
Caso 2. Existen un tridngulo 77 y un vértice v en F tal que |Ng [v] N Ty| = 2.

Si las condiciones del caso 1 se dan, no hay nada mas que probar. Asi que suponemos
que |T'NT'| = 2 para cualesquiera dos (si es que hay dos) tridngulos 7', 7" en F.
Sean T1 = {a,b,c} y v ¢ {a,b,c}. Sin pérdida de generalidad, Ng [v] N T} = {a, b}.

Afirmamos que el triangulo Ty = {a, b, v} nos sirve:

Supondremos que 7" es un tridngulo en F con |T'NTy| < 1 para llegar a una con-
tradiccion. Entonces, como |1 NT;| = 2 pero |T N Tp| < 1, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que T = {a, ¢, z} con x ¢ {a,b, c}. Entonces hay dos posibilidades:
veT 6v ¢ Ty |Ng[v]NT| = 2. En el primer caso, la vecindad de a contiene un
ciclo de longitud 3 (contradiciendo la hipotesis de cuello local grande). En el segundo
caso, el conjunto de 4 vértices {v, b, ¢, z} induce al menos 4 aristas y a tiene un ciclo

de longitud a lo més 4 en su vecindad.

Si vy es otro vértice de F, tiene que ser adyacente a v y entonces, podemos suponer
que v ¢ {v,a,b,c}, pues si v; € {a,b,v} = Ty no hay nada que probar y si v; = ¢, v

tendria un ciclo de longitud 3 en su vecindad.

Entonces v; tiene que ser adyacente a v y a dos vértices de 77. Sin pérdida de
generalidad, v; es adyacente a a y entonces a contiene un ciclo de longitud 3 6 4 en
su vecindad.

Caso 3. Hay un tridngulo en F.

Si las condiciones del caso 1 6 2 se dan no hay nada més que probar.
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Suponemos entonces que para cualesquiera dos tridngulos distintos 77 y 15 de F se
cumple que |7} NTy| = 2 y que para cualquier vértice v € F y cualquier tridngulo
T, € F, tenemos que v € T;. Pero entonces cualquier tridngulo 7 de F satisface las

conclusiones del teorema.
Caso 4. F no tiene tridngulos.

Si F consta exclusivamente de vértices, entonces todos ellos deben ser adyacentes.
Por hipétesis, deben ser al menos 3. No pueden ser més de 3 porque inducirian
un tetraedro y cualquiera de estos vértices contendria un ciclo de longitud 3 en
su vecindad. Asi que son exactamente tres vértices adyacentes F = {u,v,w}. El

tridngulo inducido Ty = {u, v, w}, satisface las conclusiones del teorema. [

El teorema del cuello local grande

Para poder probar el teorema del cuello local grande, necesitamos conocer los clanes
de clanes de las graficas que nos ocupan (c/(G) > 7). Suponiendo solamente que
cl(G) > 5, podremos describir detalladamente los clanes de clanes de G:

Teorema 5.2 Si G es una grdfica con cl (G) > 5, entonces:

1. Toda estrella P € k*(G) de G es de la forma P = z* para alguna x € G.

2. Toda corbata Q € k*(G) de G es de la forma Qr = {T" € k(G) : |T'NT| > 2},
para algun tridngulo T de G.

3. Dos estrellas x* y y* son adyacentes en k*(G) ssi x y y son adyacentes en G.

4. Dos corbatas Qr,, Qr, son adyacentes en k*(G) ssi [TiNTy| =2 6
y eziste un tridngulo Ts tal que |Ty NT3| =2 = |To N T;|.

T10T2| - 1

5. Una estrella x* y una corbata Qr son adyacentes ssi x € T 6 |[Ng[z]| N T| = 2.

Prueba. Observamos que todo clan de GG es un tridngulo o una arista que no
estd contenida en un triangulo (bastaria incluso que cl(G) > 4). Los clanes de k(G)

pueden ser estrellas o corbatas.
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Si Q € k*(G) es una estrella de G, entonces Q = z* para alguna z € G (ver pag. 9).
Claramente, dos estrellas z*, y* de G son adyacentes en k*(G) si y solamente si sus

centros x y y son adyacentes en G.

Sea @ € k?(G) una corbata de G. En primer lugar observamos que ) no puede
contener a un clan que sea una arista: Si {a,b} € @, debe haber un clan ¢; € @
tal que ¢; N {a,b} = {a} y otro clan ¢ € @ tal que g, N {a,b} = {b}, pero ahora
q1 v qo deben intersectarse en algin otro vértice, digamos x € ¢; N ¢o. Ahora,
resulta que {a,b, z} es una completa, contradiciendo el hecho de que {a,b} es un

clan. Concluimos que @) consta exclusivamente de tridngulos.

Si todos los triangulos de @ se intersectaran (dos a dos) en una arista, tendriamos
dos posibilidades: o bien hay una arista que esta contenida en todos los tridngulos
de @ (contradiciendo el que @ es una corbata) o bien @) contiene tres tridngulos que
inducen un tetraedro (contradiciendo la hipétesis de cuello local grande). Asi que en
() debe haber al menos dos tridngulos 7T} y 75 que se intersectan exactamente en un

vértice, digamos 171 = {a,b,z} y To = {u,v,z}.

Como @ es una corbata, debe haber otro clan 75 en @) tal que x ¢ T3 y sin embargo,
T5 debe intersectar no trivialmente a 77 y T5. Sin pérdida de generalidad, sea T3 =

{a,u,z}.

z
13
a u
To
T, T,
b x v

Figura 5.1: Una corbata de G
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Observamos que z ¢ {a, b, z, u, v}, pues de lo contrario, tendriamos x € T3, cl(G,u) =
36c(G,a)=3.

Sea Ty = {a,u,x}. Observamos que Ty € @, pues de lo contrario, tendria que haber
un tridngulo 7, € @ tal que Ty, N1y, = &, pero entonces, necesariamente tendriamos
Ty =4b,z,v} y (G, z) < 4. Contradiccion.

Hasta ahora tenemos que {7y, 71,72, T3} C @

Sea ahora 7" cualquier otro tridngulo de (). Si T intersectara a 7 en un dnico vértice,
digamos z, tendriamos que 7'N T3 = {z} y ello implica que ¢l(G,u) = 3. De modo

que T intersecta a T en exactamente dos vértices.

Hemos probado que () tiene un tridngulo especial T y que cualquier otro tridngulo
de @) tiene que intersectar a 7 en exactamente 2 vértices. También, hemos visto que
para cada arista de Ty hay al menos un tridngulo 7' € () que se intersecta con T

exactamente en esa arista.

Reciprocamente, si 7" es un tridngulo de G, la coleccion Qr = {T" € k(G) : [TNT'| >
2} es una corbata de G siempre y cuando para cada arista de 7" exista un triangulo

en G que intersecte a T' en exactamente esa arista.

Las caracterizaciones de adyacencias enunciadas son ahora obvias. [

Decimos que z es el centro de z* (aunque el centro pueda no ser inico) y que T es

el centro de Q.

Si G es una triangulacién de Whitney de una superficie (c/(G) > 5), toda corbata de
G es exactamente como en la figura 5.1. En general, una corbata puede tener méas de
4 tridngulos como se muestra en la figura 5.2. Cuando ¢l(G) # 5, las corbatas pueden
ser incluso més extranas y pueden no tener nada que podamos llamar centro. Si esta

interesado en corbatas exdticas, puede estudiar las que aparecen en el octaedro.

Teorema 5.3 (Teorema del cuello local grande) Si G es una grdfica con cl (G) > 7,

entonces k (G) es clan-Helly y por lo tanto G es k—convergente.

Prueba. Sea F una familia de clanes de k(G) (vértices en k%(G)) que se intersectan
2 a 2. Tenemos que probar que toda la familia se intersecta de manera no trivial.
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Figura 5.2: Otra corbata de G' con centro en T'

Por el teorema anterior, F = {Qr,...,Qr.,z},... , 2%} para algunos tridngulos
T; y algunos vértices z; de G. También por el teorema anterior, la familia F' =

{Ih,...,T,,x1,... x4} satisface las condiciones 1-3 del teorema 5.1.

Si |F'| < 2 no hay nada que probar, de lo contrario el teorema 5.1 nos dice que hay
un triangulo 7y tal que Ty € z* y Ty € Qr para cualquier estrella z* 6 corbata Qr
que pertenezcan a F. De modo que F tiene una interseccién comtn. Por el teorema

de Escalante (teorema 1.7), G es clan-convergente. [J

Superficies k—convergentes

De inmediato se siguen varios interesantes corolarios al teorema del cuello local

grande:

Teorema 5.4 Toda grifica localmente C; cont > 7 es k—convergente. [
Teorema 5.5 Toda grdfica localmente {C; : t > T} es k—convergente. [

Teorema 5.6 Toda triangulacion de Whitney de una superficie compacta (con o sin

frontera) con grado al menos 7 en todos los vértices interiores es k—convergente. [
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Por supuesto, la aplicabilidad de los teoremas previos depende de la existencia y de
la cantidad de graficas localmente ciclicas. De hecho se prueba en [45] que para cada
t > 7 existen infinitas superficies no homeomorfas que admiten una triangulaciéon de

Whitney localmente C;.

A continuacién veremos una construccion explicita de suficientes graficas localmente
C; como para triangular infinitas superficies no homeomorfas. Este material fue
presentado originalmente en [42].

Empezaremos por construir una familia de graficas localmente Cq (triangulaciones
del toro) y a partir de ellas construiremos todas las graficas localmente C; que nece-

sitamos.

Considere la gréfica infinita T con vértices en el grupo abeliano libre V(T') = Z&Z y
aristas dadas por E(T') = {{u,v} : u,v € Z&Z y u—v € {£(1,0),£(0,1), £(1,-1)}}.
Esta grafica es localmente Cq y es la cubierta universal triangular de todas las gra-
ficas localmente Cg finitas tal y como se prueba en [40]. Observamos que cualquier
vector v € Z @ Z (vértice de T') tiene asociada una traslacion 7, en Z @ Z dada por

To(z) =z +v.

Tomemos ahora un entero fijo r > 2. Sean u = (4,1), v = 2r,4r), a =7, =7, ¥
sea I', = («, B): el grupo generado por o y . Si ahora identificamos dos vértices z y
y en T cada vez que exista una vy € I, con v(z) = y, obtenemos una gréfica finita (la
grafica cociente) a la que llamamos 7, = T/T'.. Equivalentemente, la construccion
puede hacerse sobre el paralelogramo fundamental (ver figura 5.3 para el caso r = 2),
identificando lados opuestos. Observamos que esta grafica es una triangulacién del

toro, es localmente Cg y tiene 14r vértices.

Sean ahora wy = (2,1),... ,w; = (i+1,2i—1),... ,wa = (2r+1,4r—1). Observamos
que el conjunto de las vecindades cerradas de estos vértices en T, { N[w1], ... , N|wo,|},
es una particiéon del conjunto de vértices de 7;.. Por lo tanto, si removemos los vértices
Wi, ... ,wq de T, obtenemos una grafica T, localmente Ps: T = T, — {w1,... ,wa }
con 12r vértices. 7T es una triangulacién de Whitney de un toro menos 2r discos.
Parai=1,...,2r, sea D; = N(w;) la i-ésima componente conexa de la frontera de
T;. Cada D; induce un ciclo de longitud 6 en 7.

Consideramos ahora r copias disjuntas de la triangulacién del cilindro de la figura

54. Parat=1,...,r, sean B; y B,,; las componentes conexas de la frontera de la



80

Graficas Iteradas de Clanes

Figura 5.3: Una region fundamental en Z & Z que produce a la gréfica T,

Br—|—1

A
Y

Figura 5.4: Una triangulacion del cilindro localmente P,
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i-ésima copia del cilindro. Ahora, identificamos los vértices de B; con los de D; para

j=1,...,2r respetando el orden ciclico. A la grafica resultante le llamamos 7).

Para asegurarnos que 7") es una triangulacién de Whitney, hay que tener el cuidado
de hacer las identificaciones de modo que no se conviertan en vecinos dos vértices
de T! que estén a distancia 2 en 7. En el caso r = 2 hay una tnica manera de
hacer las identificaciones sujetandose a esta restriccion. La gréafica resultante es una
triangulacion del toro triple (género = 3). En los demaés casos (r > 2) hay suficiente
libertad como para poder hacer las identificaciones de la manera que se prefiera y
en particular, la grafica T puede ser una triangulaciéon del (r + 1)—toro o de la

superficie no orientable que tiene la misma caracteristica de Euler que el (r+1)—toro.

Todas las triangulaciones asi obtenidas son localmente C; y por el teorema del cuello

grande, son k—convergentes.

También se puede construir facilmente una triangulaciéon clan convergente del toro
doble: En T; (figura 5.3) elimine la arista que une al vértice (3,3) con el (4,3) y
llamemos T, a esta grafica. Sea C; el cuadrado inducido por {(3, 3), (4,2), (4,3),(3,4)}
en T,. Sea Ty una copia disjunta de T; y sea C5 el correspondiente cuadrado de 7'
Tome la unién disjunta de Ty y T3 v luego identifique los cuadrados C; y Cs para
obtener una triangulacién de Whitney del toro doble. Esta grafica tiene cuello lo-
cal 6 y nuestros teoremas no valen para ella, pero una verificacion directa (usando

Gap [19]) nos muestra que es clan convergente.

Hemos probado asi que toda superficie cerrada orientable con género al menos 2 y
toda superficie cerrada (orientable o no) con caracteristica de Euler par y menor o

igual que —6 admite una triangulacion (de Whitney) k—convergente.

De hecho, usando el teorema del cubrimiento triangular basta con dar un ejemplo de
una triangulacion de Whitney k—convergente para la superficie que resulta de tomar
la suma conexa de un toro y un plano proyectivo, para asegurar la existencia de tri-
angulaciones de Whitney k—convergentes para casi todas las superficies. Justamente

esto es lo que se hizo en [42]:

Teorema 5.7 [42] Casi todas las superficies cerradas admiten una triangulacion de
Whitney k— convergente. Las posibles excepciones son: La esfera, el plano proyectivo,
el toro y la botella de Klein. 0O
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Réapidamente emerge el siguiente:

Problema 12 Determinar si ezisten triangulaciones de Whitney (# Ky) clan con-

vergentes para la esfera, el plano proyectivo, el toro y la botella de Klein.

Para la esfera, se tiene mucha evidencia experimental que apunta a que la respuesta

deberia ser negativa:

Conjetura 13 (Conjetura de la esfera [43,45]) Con excepcion del tetraedro Ky, toda

triangulacion de Whitney de la esfera es k— divergente.

Si la conjetura de la esfera es cierta, usando el teorema del cubrimiento triangular se
puede probar que lo mismo sucede con el plano proyectivo.

Una interesante conjetura relacionada es:

Conjetura 14 (Conjetura del disco [43,45]) Toda triangulacion de Whitney del disco

es k—nula.

Gracias al teorema del cuello local grande, conocemos el k—caracter de las graficas
localmente {C; : t > 7} y por otro lado, también conocemos el k—caracter de las
graficas localmente C; para ¢t < 6. Es natural preguntarse qué pasa con las otras
graficas localmente ciclicas de grado mixto, como por ejemplo las gréaficas localmente

{Cs,C7} o las localmente {C4,Cs5,Cs}, etc. Méas atin, es natural preguntarse:
Problema 15 Determinar el k—cardcter de todas las grificas localmente ciclicas.
En particular: hay un namero finito de graficas localmente {C4,C5}. Estas grafi-
cas se muestran en la figura 5.5. Ya sabemos que el octaedro y el icosaedro son
k—divergentes, por otro lado, se puede probar que las graficas (b), (d) y (e) son
expansivas (i.e. 2—coafines y divergentes en sumandos), de modo que el siguiente
problema es equivalente al problema 7 (pagina 45).

Problema 16 Determinar el k—cardcter de todas las grificas localmente {Cy,Cs}.

La siguiente seccién presenta una respuesta parcial a la conjetura del disco.
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A &

) Octaedro ) Doble cono sobre Cs
) La grafica de la figura 3.1 ) Otra grafica localmente {C4,Cs} .
(e) ... y otra maés. (f) Icosaedro

Figura 5.5: Todas las graficas localmente {Cy,Cs}
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Triangulaciones del disco

Teorema 5.8 Sea A una triangulacion de Whitney del disco. Sea i el nimero de
vértices interiores de A y sea f el nimero de vértices exteriores (en la frontera).
Sean d; y df el promedio de los grados de los vértices interiores y exteriores respec-
tivamente. Entonces d; = % (6 —d;) — % +4.

Prueba. Contando la cara externa tenemos, por Euler: y =V — A+ C = 2.
ConV =1+ f, A= % (z d; + f - cif) y si T es el ntimero de tridngulos, tenemos:
i-d;+f-d; = 3T+ f (es decir, la suma de grados es igual al nimero de caras contadas
tantas veces como vértices contengan), luego C =T + 1 = % (z di+ f-dj — f) +1

y entonces:

ZCZZ-FfJf i-Czi-i-f'CZf—f
+
2 3
.2 1, - -
= z+§f—6(z-di+f-df)+1

2 = i+f- +1

Luego: 6 = 6i+4f—i-Ji—f-ch y despejando obtenemos: Jf = % (6 — c?i) —%+4. O

Teorema 5.9 Sea A una triangulacion de Whitney del disco con d; > 6. Entonces,

A tiene al menos dos vértices en la frontera de grado a lo mds 3.

Prueba. Si todos menos uno de los vértices de la frontera tuvieran grado por lo
menos 4 y d; > 6 entonces tendriamos:
6 6 2 A(f-1)+2 -

_ 7 _

que es una contradiccién. [

Teorema 5.10 Sea A una triangulacion de Whitney del disco tal que todo vértice
interior tiene grado > 6. FEntonces, A se retrae fuertemente a cualquiera de sus

veértices.
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Prueba. Sea u € V (A) el vértice al que queremos retraer fuertemente, gracias al
teorema anterior existe un vértice en la frontera v € V (A), v # u con grado a lo més
3, pero entonces la vecindad de v en A induce una trayectoria de a lo més 3 vértices
y v se puede retraer fuertemente a alguno de sus vecinos. Si la grafica resultante
A—{v} es una triangulacion del disco, terminamos por hipétesis de induccion, en caso
contrario, A — {v} es o bien una arista o bien el resultado de pegar dos subgraficas
por un punto, digamos B y C y el punto de pegado es el vértice al que se retrae
fuertemente v, digamos w. En el caso en que A — {v} es una sola arista, claramente,
A — {v} se retrae fuertemente a cualquiera de sus dos vértices y por lo tanto A se
retrae fuertemente a u. En caso contrario B y C pueden ser un par de aristas o una
arista y una triangulaciéon del disco o dos triangulaciones del disco. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que u € B, y entonces, como C' se retrae fuertemente a
w (por hipotesis de induccion o porque toda arista se retrae fuertemente a cualquiera
de sus vértices), tenemos que A — {v} se retrae fuertemente a B. Finalmente, B se

retrae fuertemente a u ya sea por hip6tesis de inducciéon o porque B es una arista. [J

Teorema 5.11 Sea A una triangulacion de Whitney del disco tal que todo vértice

interior tiene grado > 6. Entonces A es k—nula.

Prueba. Por el teorema anterior, A se retrae fuertemente a un punto y por el
teorema 1.12 A es k—nula. [
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Conclusiones

En este trabajo, hemos hecho aportaciones significativas al estudio de las graficas

iteradas de clanes.

Expusimos nuevas y poderosas técnicas para decidir la clan divergencia de una amplia
familia de graficas (capitulo 4) y también presentamos nuevas técnicas para el estudio

de la clan convergencia (capitulo 5).

Hemos incrementado el conjunto de ejemplos de graficas clan divergentes primitivas
conocidas (capitulo 3) y mostramos que el k—caracter de algunas familias de graficas
(relojes y graficas regulares localmente ciclicas) puede ser determinado en tiempo

polinomial (capitulos 3, 4, 5).

Ampliamos el conocimiento en la teoria de cimientos de graficas iteradas de clanes
probando varios teoremas de propodsito general y en particular dimos una nueva

prueba al teorema del didmetro de Bornstein y Szwarcfiter (capitulo 2).

Ademés hemos planteado diversos problemas abiertos que podréan servir como linea-

mientos para investigaciones futuras.
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Problemas abiertos

Problema 1 ;FEs cierto que diam(k"(J(m,r))) =r+nsi2<ryr+n<[%] ?
(Pdgina 27)

Problema 2 ;Es cierto que diam(k™(J(Ro,7))) = r+n para todar > 2 yn > 07
(Pdgina 28)

Problema 3 ;FEziste alguna grifica G (no necesariamente finita) de didmetro finito
tal que diam(k™(G)) = diam(G) + n para toda n? (Pdgina 28)

Problema 4 (Problema del didmetro)
¢FEziste alguna grifica finita G tal que diam(k"(G)) = diam(G) + n para toda n?

(Pdgina 28)

Problema 5 (Problema de la computabilidad del k—caréacter [43])
¢Es computable el k—cardcter? (Pdgina 45)

Problema 6 (Problema de la computabilidad de la k—nulidad [43])
¢Es computable la k—nulidad? (Pdgina 45)

Problema 7 Determinar el k—cardcter de la grdfica de la figura 3.1. (Pdgina 45)

Problema 8 (Frias y Neumann-Lara [17])

¢FEs cierto que la suma punteada de dos grificas k—nulas es k—nula? (Pdgina 49)

Problema 9 ;Cudl es la minima funcion de crecimiento posible para una grdfica

clan divergente? (Pdgina 49)



90 Problemas abiertos

Problema 10 ;AKX B es divergente en sumandos siempre que A y B lo son?
(Pdgina 62)

Problema 11 ;A es divergente en sumandos ssi lim,_,, rango(k™(A)) = co?

(Pdgina 62, equivalente al problema 10)

Problema 12 Determinar si existen triangulaciones de Whitney (# K4) clan con-

vergentes para la esfera, el plano proyectivo, el toro y la botella de Klein.
(Pdgina 82)

Conjetura 13 (Conjetura de la esfera [43,45]) Con excepcion del tetraedro K4, toda
triangulacion de Whitney de la esfera es k—divergente. (Pdgina 82)

Conjetura 14 (Conjetura del disco [43,45]) Toda triangulacion de Whitney del disco
es k—nula. (Pdgina 82)

Problema 15 Determinar el k—cardcter de todas las grdficas localmente ciclicas.
(Pdgina 82)

Problema 16 Determinar el k—cardcter de todas las grificas localmente {Cy,Cs}.

(Pdgina 82, equivalente al problema 7)
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