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1 .-) Introducción 

Una de las preocupaciones  primarias de los físicos de este siglo ha sido desde luego, 

contestar  cual  es el último  constituyente de la  materia, por ejemplo, los físicos de partículas 

han  podido  desentrañar los constituyentes de los nucleones (neutrón,  protón)  como los 

quarks. 

Desde este punto de vista,  la relatividad  general conduce a las  siguientes  preguntas. 

¿De que esta hecho  el  espacio-tiempo?, ¿Cómo  son  sus constituyentes, de tal  forma que 

nos  den una visión continua del espacio-tiempo  sobre la  escala  diaria?, ¿Qué conceptos 

puede uno  usar  para  describir su comportamiento a una  escala  fundamental, mucho  muy 

pequeña?t . 

Estas son algunas de las preguntas  que deberá  contestar  una  teoría  cuántica de la 

gravedad 

Las  teorías modernas (Relatividad General  y la  Mecánica  Cuántica)  necesitan ser 

revisadas ya que presentan algunos inconvenientes, luego entonces se necesitará  una  teoría 

de la gravitación mucho mejor que  no contemple singularidades y aún, que  dé resultados 

del espacio-tiempo en escalas de lo mucho  muy  pequeño (energías muy grandes). Como 

no  existe  una  frontera bien  definida  entre lo cuántico y lo clásico, de aquí surgen las ideas 

de estados  decoherentes1s2 de una  teoría  cuántica,  cuando se tiene que el límite sea una 

teoría  clásica.  Estados “decoherentes” tiene un significado en  un sistema  abierto, cuando 

no  existen  efectos de interferencia  cuánticos en el sistema. 

E l  programa  de la cuantización de la relatividad  general ha  tenido resultados  parciales 

para el sistema de constricciones que resultan a nivel cuántico en los diferentes  formalismos 

que se  han  propuesto  para  cuantizar  la  teoría de Einstein,  existiendo  todavía dificultades 

inherentes  al  mismo  problema de la cuantización en  todos los formalismos. Dada  esta com- 

plicación  uno  busca  obtener información aproximada del universo actual en una  situación 

donde la  mecánica  cuántica fué importante, por este  motivo en éste  trabajo se presen- 

tan algunos  resultados  cuando  el número  de  grados  de libertad de la relatividad  general 

(métricas) son finitos, estudiaremos lo que llamaremos  cosmología cuántica en lo que se 

llama  el minisuper-espacio. 

t La longitud  de  Planck I, _(Gh/c3) 2 % 1 . 6 ~ 1 0 - ~ ~  c m ,  h = I.O5~IO-~~erg-seg 1 
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La idea de la cosmología cuántica es quitar los modos inhomogeneos y sólo cuantizar 

los modos  homogeneos del campo  gravitacional. La esperanza puesta en este  contexto 

es poder  conocer en forma  aproximada el comportamiento de la gravedad cuántica.  Por 

este  motivo  uno  puede  pensar que la cosmología  cuántica es  un modelo alternativo  para 

la gravedad cuántica.  La  extrapolación  hacia  la misma  gravedad cuántica no es evidente 

a partir de este estudio. 

En los años ~ O ’ S ,  se desarrollo un estudio de  modelos cosmológicos, en particular ho- 

mogéneos,  con el uso  de un formalismo  hamiltoniano3.  Entre los modelos más estudiados 

estan aquellos  en que las  funciones lapse y shift toman valores N=l y Ni = O ;  las  hipersu- 

perficies a t = cte. son aquellas que aceptan  grupos de movimiento definidos en ellas y que 

se conocen  como  universos  tipo  Bianchi  (nueve en total). 

Las  3-geometrías  involucradas en una  métrica que  nos determina la  forma  general de 

los universos tipo  Bianchi es 

donde n(t) es una función  escalar y &( t )  es una  matriz 3 X 3, wi  son 1-formas  apropiadas 

al modelo Bianchi a estudiar,  estos  parámetros dependen exclusivamente de  la. coordenada 

temporal,  por lo que el problema  tiene un número  finito de grados de libertad; en el 

lenguaje de  Misner las 3-geometrías de estos modelos cosmológicos son un subconjunto del 

super-espacio,  denominado  mini-super-espacio4. 

Una de  las principales motivaciones para  la construcción de una formulación  hamilto- 

niana  para  la  relatividad  consistía en la posibilidad de cuantizar  la  teoría,  esto  es,  asociar 

a cada  variable  canónica un operador  sobre un espacio  vectorial  e  imponer reglas de con- 

mutación  entre  pares de variables canónicamente  conjugadas.  De este modo el operador 

hamiltoniano  toma el papel de generador de traslaciones en el tiempo, es decir es respons- 

able  de la dinámica del sistema. Uno de  los problemas principales de cuantización  a  partir 

de una  teoría  hamiltonia,na, es  que el sistema en  si tiene 4 constricciones  sobre  las variables 

canónicas y no es muy claro  dar  la  interpretación de la función de estado  resultante que 

se obtiene. 

La  idea de la  ge~metrodinámica~, que  es como se ha  llamado  a  la  relatividad general 

cuando es vista como una  teoría  dinámica, es introducir nuevas variables y considerar al 

2 



espacio-tiempo  formado  por la evolución de métricas y i j ( t )  , esto nos sugiere  entonces 

quién es la variable  dinámica que evoluciona 

A partir  de las  variables ADM', uno puede escribir  la acción del campo  gravitacional 

S[gcLy] = d4x2/-8R[g,,] + términos  de  frontera (1.2) 

a la forma 

donde R es  el  escalar  de curvatura espacial y I<& la curvatura  extrínseca.  En  esta acción 

existen  dos  integraciones  de  caracter  diferente,  la  primera  integral es sobre la hipersuperficie 

m, donde la función  lagrangiana L esta definida por una  integral  sobre la hipersuperficie 

de la forma: 

- 

r 

esto implica 
t l  

S = [  L dt 
J t o  

aquí se está especificando la métrica sobre la hipersuperficie inicial (a t o )  y  sobre la final 

(a t l ) ,  por lo que la variación será sobre todas las posibles hipersuperficies (sus  métricas) 

que  conecten a las  dos hipersuperficies de los extremos. La expresión (1.3)  no  depende 

del sistema  de  coordenadas  empleados, lo que revela que la propiedad  verdaderamente 

relevante para  cada hipersuperficie iE(t), no es la métrica  definida  en ella sino la geometría 

intrínseca  de la variedad  tridimensional. De ésta  manera el espacio-tiempo es la evolución 

de 3-geomet rías. 

La geometrodinámica  cuántica  puede ser aplicada a métricas  donde la homogenei- 

dad ha sido  implementada  antes de hacer la cuantización del sistema y esto  tiene varios 

propósitos. Yendo desde  un modelo teórico para la cuantización  de la relatividad  general; 

así  ciertos  problemas  de  gravedad  cuántica  pueden ser resueltos  en un  contexto  limitado 

con la esperanza  de  aplicar  estas soluciones a la teoría  completa. La idea es que  estos 

modelos den  un  comportamiento  aproximado del universo cerca del Big Bang,  partiendo 

de  una  situación  donde la mecánica cuántica es importante3. 

Otra  manera  de  cuantizar modelos cosmológicos  es mediante el formalismo  de  inte- 

grales de t r a y e ~ t o r i a ~ ~ ~ 1 ~ ~ ~ ~ ,  es decir, se consideran todas las posibles 4-geometrías conec- 

tando dos de ellas fijas, dando a  cada  una  de ellas un peso proporcional a la acción clásica 
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evaluada a lo largo  de esta  trayectoria. Existen algunos resultados  interesantes  para  ciertos 

modelos cosmológicos (Friedmann-Robertson-Walker (FRW), el mismo modelo acoplado a 

un  campo escalar’’. etc.) 

Por  otro  lado,  otro  método, el formalismo supersimétrico dado  por  Graham,  D’Eath 

y otros1’, ellos mantienen  las  propiedades  supersimétricas de los campos  y  cuantizan el 

sistema  mediante  las constricciones supersimétricas  de  las  supercargas  y  de los hamilto- 

nianos  supersimétricos; dichas constricciones son aplicadas  sobre la función  de onda del 

sistema  de  acuerdo al programa  de Dirac. Usando esta metodología  aqui  presentaré resul- 

tados  obtenidos  para el modelo cosmológico Bianchi tipo I1 en el contexto  de  la  mecánica 

cuántica  supersimétrica. 

Otra  de las  teorias que discutire, es la Supergravedad.  Existen  varias  razones para 

estudiar y comprender  la cosmología cuántica desde el punto  de  vista  de  la  supergravedad, 

primero,  se  esperaban,  originalmente  que las divergencias del regimen ultravioleta pudiesen 

cancelarse,  segundo,  en la definición dada por Hawking de los estados  de los agujeros 

de  gusano, las  masas efectivas de las partículas  inducidas por ellos son típicamente del 

orden  de la masa  de Planck * en una teoría  no super~imétrical~. Tales masas efectivas 

Planckianas  se  esperan  que  sean removidas en una teoría  supersimétrica. La acción local 

supersimétrica  podría  tener profundas consecuencias para  la  teoría  cuántica  resultante. 

Las constricciones  supersimétricas proveen una raiz cuadrada  tipo  Dirac del hamiltoniano 

definido por  medio  de la ecuación de  Wheeler-DeWitt  que  gobierna la  dinámica de la 

función de  onda.  En el formalismo de  supergravedad el campo  de  la  gravitación, el gravitón, 

forma  un  supermultiplete con un campo fermiónico de espín :, el gravitino. En este 

contexto  estudiaré  la cuantización  de la cosmología en el minisuperespacio,  en el cual las 

variables  de la  materia y  gravitación son reducidos a un número  finito  de  grados  de  libertad. 

Con esto  no podemos  garantizar que los resultados se puedan  extrapolar  directamente a 

la cosmología completa,  dado que se redujeron los grados  de  libertad,  pero nos dará  una 

idea  de cómo se podría  comportar en forma  aproximada. Los resultados  obtenidos  en los 

otros formalismos para  cuantizar modelos cosmológicos, a nivel de soluciones, resultan ser 

similares a las soluciones encontradas  mediante el formalismo de Teitelboim. 

Por otro  lado, se tiene que una  de las dificultades severas en cosmología cuántica 
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así  como en la relatividad  completa, es  que  el hamilt,oniano del sistema es cuadrático en 

el mismo  sentido  que el hamiltoniano  para  una  partícula  relativista, H 2  = p2 + m2, es 

cuadrático14. Los hamiltonianos  cuadráticos de esta  forma conducen automáticamente  a 

una  ecuación  tipo  Klein-Gordon  (ecuación de Wheeler-DeWitt)  para  la función de estado 

que caracteriza al universo con todos los problemas  inherentes  de interpretar  estas funciones 

de estado como  densidades de probabilidad7.  Como es bien  conocido, la ecuación de Klein- 

Gordon  no es consistente con los principios de la  mecánica  cuántica  ordinaria,  debido a la 

presencia de derivadas  respecto al tiempo de  segundo orden, lo cual  conduce a la  existencia 

de  probabilidades negativas. 

Existen varias teorías  para poder resolver este  tipo de ecuaciones cuadráticas,  tales 

como el  método de la raíz cuadrada, el método de Dirac y el método de Schrodinger-Klein- 

Gordon3. E l  primer  método  utiliza  conceptos de transformadas de Fourier y algunos  mo- 

delos se pueden resolver fácilmente,  pero se  empiezan a complicar  cuando el sistema  tiene 

potenciales de interacción. En el  segundo método,  también se intenta  una raíz cuadrada 

de este  tipo de hamiltonianos, donde H es lineal en los momentos y el operador  cuadrático 

H 2  conduce a la ecuación original semejante a. Klein-Gordon. Este tipo de raíz cuadrada 

fue  inmediatamente  encontrada  para  métricas  tipo  Bianchi y al menos para el modelo 

Bianchi  tipo I, la ecuación de “Dirac”  resultante es resuelta. El problema  básico fué que la 

solución encontrada es  un vector de la  forma ($:) y no existe  una  interpretación  natural de 

sus  componentes. El  tercer  método  utiliza al hamiltoniano  cuadrático en  su forma original 

e  introduce  cierta representación para los  opera.dores  de la  teoría y se trata de resolver 

la ecuación  diferencial  (funcional) de  segundo orden,  este  método  también se complica 

cuando  existen  potenciales de interacción.  Pero  como se verá en uno de los apartados, 

cuando se usan  ansatze y cambios de coordenadas  apropiados, la ecuación  de  Wheeler- 

DeWitt  resultante se puede resolver fácilmente para los modelos Bianchi  Clase A. 

En  éste punto  de  las  soluciones  será  importante  mirar si las soluciones  encontradas en 

el dominio  clásico  (época de  inflación?)  para los mismos  modelos  tienen  alguna relación 

con  las obtenidas en el dominio cuántico.  En principio, tal relación (si  existe)  deberá 

mostrarnos si es necesario  incorporar  otros  campos a la  teoría o encontrar algún  mecanismo 

que haga emerger de este dominio  cuántico el  dominio clásico ó viceversa 

Este  trabajo  está organizado de la siguiente manera. En  la sección 2 ,  presento  algunas 
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ideas  para  cuantizar modelos  cosmológicos, en  el contexto de la  supergravedad, especial- 

izado para  el  Bianchi  tipo IX y en particular  para el modelo  del Taub  extremo, en  el 

microsuperespacio. La sección 3 la dedico a la mecánica  cuántica  supersimétrica apli- 

cada  al modelo  cosmológico  Bianchi 11. En  la sección 4 se dan  resultados  para los modelos 

Bianchi  clase  A en el formalismo  hamiltoniano  estandar ADM. La sección 5 se dedica a una 

teoría  generalizada en 5 dimensiones de la  teoria de Einstein, como una  teoría de norma 

para  obtener  la densidad  lagrangiana de la teoría de Ashtekar con términos  topológicos  adi- 

cionales. La sección 6 la utilizo para presentar  resultados de una  teoría en supergravedad 

N=2, D=5 restringida  (sin  campo  electromagnético y sin torsión)  para los modelos cos- 

mológicos Bianchi  V y VIO. La sección 7 se dedica a comentarios  generales  de este  trabajo 

así como una serie de apéndices que aclaran diferentes partes del texto y por  último  las 

referencias. 
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X - )  Supergravedad N = l  

2.1) .- Introducción 

La teoría de la supergravedad consiste de  dos campos de norma acoplados muy par- 

ticulares,  descritos en términos de los sistemas de Einstein y el de Rarita-Schwinger sin 

masa.  En muchos casos, el propósito es el de analizar las propiedades  dinámicas  de la su- 

pergravedad a traves de la reducción de los sistemas  acoplados en la  forma  hamiltoniana. 

La  acción  será  una  suma de  los términos cinéticos correspondiendo  estos a los grados de 

libertad del sistema  junto con las constricciones y los correspondientes  multiplicadores de 

Lagrange. 

Recientemente  ha renacido el interés por la cosmología c ~ á n t i c a ' ~ ~ ~ ~ ~ ,  por  ejemplo, 

geometrodinámica  cuántica  aplicada a métricas en las cuales se impone la condición de 

homogeneidad  antes de llevar a cabo la cuantización. Este tipo de teorías  tiene varias 

aplicaciones:  puede ser un modelo de teoría  para la cuantización de la relatividad  gen- 

eral, donde  ciertos  problemas de la gravedad  cuántica pueden ser resueltos  al  menos en  un 

contexto  limitado con la esperanza de poder  aplicar estos resultados en un contesto más 

amplio en la  teoría.  También estos modelos  pueden darnos una  idea  aproximada del com- 

portamiento  global del universo en situaciones donde la  mecánica  cuántica es importante16. 

Después de inventada la Supergravedad,  Teitelboim  et a117718 mostraron  que esta 

teoria  provee  naturalmente  una  raíz  cuadrada  del  tipo  Dirac  para la gravedad. Esta raíz 

cuadrada  sugiere  inmediatamente la idea de interpretar  las  componentes del vector de es- 

tado en términos de estados  cuánticos en supergravedad.  Sin  embargo,  puesto que la raíz 

cuadrada de Teitelboim es precisamente la extensión natural  supersimétrica de la gravedad, 

constituye un método  general  para  obtener  raices  cuadradas  en  gravedad y cos- 

mología  cuánticas y da  la posibilidad de interpretar las funciones de estado  resultantes. 

La estructura  hamiltoniana  de  la  supergravedad es dictada  por  las invarianzas de norma 

locales y por  la elección geométrica  apropiada de los datos de valores iniciales  para los dos 

sistemas. Un conjunto  adecuado de grados de libertad puede ser elegido al  tomar las 

componentes  espaciales a nivel de las tétradas ePa y del campo  fermiónico $@. Como 

se observará  más  adelante,  las variables fermiónicas  más  apropiadas estan elegidas en el 

espacio  tangente $a = e@ a $ p ,  en lugar del espacio-tiempo  curvo 
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La  función de lagrange  de  supergravedad en un formalismo de  primer  orden es": 

donde el primer  sumando es la función de lagrange para gravitación  que ya tiene infor- 

mación de  la torsión y el segundo sumando es  del sistema  de  Rarita-Schwinger, R es  el 

escalar  de curvatura  (ver las definiciones de estas  cantidades  en  las ecuaciones (2.23) y 

(2.24)).  Esta función de lagrange llevada a la  forma canónica (ADM) tiene el siguiente 

aspecto2' 

Donde la constricción supersimétrica S a nivel cuántico  contendrá  la información de las 

ecuaciones tipo Dirac del modelo elegido, en particular  para  nuestro  estudio, el Bianchi 

tipo IX. Las variables de los campos básicos  en la formulación gravitón-gravitino  de la 

supergravedad N = l ,  son las tétradas  (en el apéndice se da  la  manera  sistemática de  obtener 

las  tétradas a partir de  las 1-formas diferenciales del modelo por estudiar) eP y el campo 

vector-espinor del gravitino $PA,  donde A=1, ... 4 son los indices espinoriales,  que se pueden 

suprimir  cuando  la  notación sea obvia, este  campo obedece a  la  dinámica del sistema de 

Ein~tein-Rarita-Schwinger~~~~'. 

Existe una estrecha relación entre  tomar  la raíz cuadrada de las constricciones de 

un  sistema  hamiltoniano,  introduciendo grados de libertad  de espín en una  teoría física 

y la  idea  de  supersimetría. Lla.mamos supersimetría  a  la  invariancia  de una  teoría  bajo 

transformaciones  que mezclan variables fermiónicas, las cuales obedecen relaciones de an- 

ticonmutación, con variables bosónicas, las cuales obedecen relaciones de conmutación. El 

ejemplo  más simple es  el electrón de Dirac, el cual puede ser considerado  como un  sistema 

hamiltoniano  constreñido,  mismo que posee dos constrlcciones 

H = P,PP + m 2  M O 
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éstas  constricciones cumplen con un álgebra  cerrada en  el siguiente sentido* 

{S, S} = -H (2.5) 

{H, H) = O. (2.7) 

Para  la  teoría  cuántica hacemos el cambio  usual { , } -+ [ , I ,  convertimos S y H a operadores 

S,  H y 

85 = 3. 
Y5 

Los  estados físicos de la teoría  cuántica  deberan ser aniquilados tanto por S como  por H 

De  (2.5) se deduce  que 

S I $  > = o  * H I $  >=o  

de manera que la ecuación de Dirac es la raiz cuadrada de la ecuación de Klein-Gordon. 

Así pues tomar  la raíz cuadrada de las constricciones significa tomar  la raíz cuadrada de 

las  ecuaciones  cuánticas de movimiento. La transformación  generada  por la constricción 

fermiónica (2.3)  obtenida a partir del conmutador (para  una  variable  bosónica) o del an- 

ticonmutador  (para  una variable fermiónica) de las variables dinámicas con S ,  está  dada 

Por 
S x p  = €8, sp, = o 

(2.10) 

y claramente  mezcla variables de Bose y de Fermi. 

La  relatividad  general se ajusta muy  bien y de manera  natural  al  esquema  anterior.  El 

objeto  dinámico es ahora una  métrica 3-dimensional ó, más  precisamente,  las  componentes 

espaciales de la  tétrada eia y sus correspondientes  momentos  conjugados pia. La  teoría 

posee  constricciones ? lo ,  Xi, Jab asociadas con la libertad de deformar  una superficie 3- 

dimensional,  normal y tangencialmente a sí misma y con la  libertad de realizar  rotaciones 

localizadas  de  las  tétradas, respectivamente. La constricción Ffo z O es cuadrática en los 

* El paréntesis  de  Poisson  generalizado,  incluyendo  cantidades  fermiónicas  tiene la forma 

{ F , G } =  ( ~ a p , - a p , ~ ) + ~ r ( ~ ~ f ~ ~ ) , d o n d e ~ f e s + l s i F e s u n a f u n c i ó n p a r  dF d G  dF d G  

y - 1  cuando es impar 
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momentos en completa  analogía con (2.4). Es por tanto  natural  preguntarse si es posible 

tomar  la  raíz  cuadrada de los generadores de las deformaciones superficiales y dotar de 

esta  manera a cada punto del espacio con  un  nuevo grado de libertad asociado con una 

estructura espinorial intrínseca. La respuesta fué dada por Freedman, van  Nieuwenhuizen 

y  Ferraralg  y por  Deser  y  Zumino2’. El  campo de  espín aparece  como  una  propiedad 

fundamental del espacio al mismo nivel  que  los atributos  geométricos, en analogía  total 

con el  papel  jugado  por  el  espín del electrón respecto a la  partícula  puntual.  Así, en  el 

mismo  sentido en el que uno habla de las “spinning particles”, se puede hablar de que la 

supergravedad es la  teoría del  “spinning space”. 

Para  mostrar que las constricciones fermiónicas de la supergravedad  son la raíz  cuadra- 

da de los generadores  de  las  deformaciones superficiales mostraremos el álgebra  completa. 

Existen  tres diferentes constricciones en el problema: los generadores  de  traslación ‘ M a ,  

los generadores  de  rotación Jab y los generadores  supersimétricos SA. Los  generadores de 

traslaciones F í a  son la proyección a lo largo de la  tétrada de los generadores  usuales de 

las  mismas . F 1 , ( 2 1 3 2 2 ) .  Si bien  ambas  descripciones son equivalentes, es más  conveniente 

en el presente contexto  tomar a ‘Ma como las  cantidades  básicas. Así,  las relaciones de 

conmutación  adquieren  una  forma  más  simétrica y el papel  desempeñado  por los distintos 

campos en la  teoría se muestra  claramente. 

Los multiplicadores de Lagrange  asociados con traslaciones,  rotaciones y transforma- 

ciones  supersimétricas son las componentes covariantes temporales de los campo  de norma 

correspondientes.  Estos  campos son epa  (tétrada), wpab (coeficientes  de  rotación de Ricci) 

y qp (vector-espinor de Rarita-Schwinger)  respectivamente. El hamiltoniano  se lee en- 

tonces  como  sigue 

(2.11) 

se debe enfatizar que F í a ,  Jab y S son construidos a partir de las variables canónicas de la 

teoría y no  dependen de  los multiplicadores de lagrange. Las leyes de  transformación de 

todos  estos  objetos son  las siguientes 
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donde 

(2.12) 

(2.13) 

Los  tensores H ,  C, y R tienen la propiedad de  que  sus componentes a lo largo de 

la  tétrada, Hab, Ccab y f l c d a b ,  se transforman  homogéneamente bajo  traslaciones  locali- 

zadas,  rotaciones y transformaciones supersimétricas. Esta propiedad implica que  dichas 

componentes  dependen solo de las variables canónicas de la  teoría y no de los multipli- 

cadores  de  Lagrange. Es importante  notar que las componentes del tensor de Riemann 

&dab se transforman  inhomogéneamente bajo  supersimetría y dependen por  lo  tanto de 

los multiplicadores de lagrange. 

La transformación de los multiplicadores bajo  una  traslación S a ( x ) ,  una  rotación  eab(x) 

y una  transformación  supersimétrica ~ ( z )  está dada por la siguiente expresión 

Así, el  álgebra que  cumplen los generadores Xa, Jab y S es: 

(2 .15~)  

(2.15b) 



{ S ( x ) ,  J a b ( x ’ ) }  = --S(z,x’)oabS ( 2 . 1 5 ~ )  

{WC(Z), Jab(.’)} = S(%, Z‘)(Sc3-1 - S,a3-1*) 

{Jab(.), J C d ( x ’ ) )  = S(Z,Z’)(r]  S,S, - r] 6 , S f +  

1 
2 { f i a ( x ) ,  z b ( z ’ ) }  = &(x, x ’ ) ( - n a b c d J C d  + g a b s )  (2.15d) 

b a  (2.15e) 

a c b d   b c a d  

qbdS:SF - r]””S,bS;) J e f  . w 5 . f  1 

La ecuación (2.15a) es la  relación, en términos  de  generadores, encontrada  por Freed- 

man y van N i e u ~ e n h u i z e n ~ ~  actuando  directamente con las  transformaciones en los dis- 

tintos  campos. Es importante  notar que debido a la definición (2.12) de una  traslación 

localizada, ningún  campo  aparece  explícitamente en  el miembro  derecho de ( 2 . 1 5 ~ ~ ) .  Los 

campos aparecen, sin embargo, en las  otras relaciones de conmutación. 

Los  campos C c a b ,   f ¿ a b c d  y H a b  juegan el papel de curvaturas en (2.15). Si se suprimen, 

el álgebra se reduce a un número infinito de copias (una  para  cada  punto del espacio) del 

álgebra  supersimétrica de espacio  plano. 

La  relación (2.15a) muestra que la supergravedad  es cláramente la “raíz cuadrada” de 

la relatividad  general.  De  hecho, los estados físicos de la  teoría  cuántica deben satisfacer 

S/$ >= o (2.16) 

lo cual vía (2.15a)  implica que 

(S5 + %)I$ >= o (2.17) 

y por  tanto 

ha\$ >= o (2.18) 

Las funciones C c a b ,   f ¿ a b c d  y Hab dependen de las variables canónicas  de la teoría.  Las 

constantes de estructura del álgebra no  son  por tanto  constantes sino que  dependen de los 

campos. Esto  hace que  el problema del ordenamiento  cuántico  sea  particularmente difícil. 

Este problema  está presente en la relatividad general  ordinaria,  donde Rabcd aparece en 

el miembro  derecho de (2.15d)  para el caso  correspondiente en términos de 3-10 y ? t i ;  en 

lugar de 3-1,. Siempre que  se tiene un álgebra con constantes  de  estructura  dinámica no 
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es posible separar el álgebra del hecho de  que los generadores deben  estar constreñidos  a 

anularse. 

El propósito  de  éste  trabajo es utilizar el formalismo de  Teitelboim para  obtener la 

raíz cuadrada a la ecuación de Wheeler-DeWitt asociada con la cosmología Bianchi tipo 

IX. A fin de llevar a cabo  este  programa, simplificaremos la  supergravedad lo más posible. 

Las  variables  de campo básicas en la formulación gravitón-gravitino de  la  upe erg rave dad^^ 
N = l  son la tétrada ep y el vector-espinor del campo del gravitino $ J ~ A ( Z " )  donde 

A = 1, . . . , 4  son  indices espinoriales, las cuales obedecen el sistema  de  Einstein-Rarita- 

Schwinger formulado  por  Freedman y van Nieuwenhuizen. Para simplificar los cálculos al 

máximo  posible,  supondremos que puede ser desarrollado  en una base anticonmutante 

de  orden esto es 

$pA  $pA161 f $ p A 2 6 2  (2.19) 

donde  las G p A i  son funciones ordinarias y las E ;  son constantes  que obedecen ~ i c j  = --eje ; .  

Es obvio que los grados  de  libertad que cmntizaremos son los $ p ~ i ,  las cuales escribiremos 

como operadores G p ~ .  La métrica  tipo Bianchi que usaremos es 

donde n(t) es un escalar y P ; j ( t )  es una  matriz 3 X 3 y N(t)  y Ni ( t )  son las  funciones  de 

lapse y shift, respectivamente. Las 1-formas wi son las apropiadas a un universo Bianchi 

particular y obedecen la. relación 

1 
2 

dw' = - - Cj,J A wk. (2.21) 

donde c;!k son las  constantes de estructura del grupo de movimiento asociado con el modelo 

Bianchi particular  en consideración, aquí  tomaremos  las del modelo Bianchi tipo IX. 

Consideraremos  que la cosmología cuántica  implica  la  cuantización del modelo ho- 

mogéneo elegido, con = $ p ( t )  siendo R(t), ,B ; j ( t )  y G p ~ ; ( t )  el conjunto  completo  de 

variables  dinámicas. Tomaremos la  parametrización  de M i ~ n e r ~ ~  para  la pi j  en  la cual 

Pij = diag(P+ + m - ,  P+ - J @ - ,  -M+). 

2.2.-) Lagrangian0 para el modelo Bianchi  tipo IX 
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Como se mencionó en la introducción, nos restringimos al caso  (que  resulta  ser  general, 

excepto  cuando se introduce  supermateria) 

$p = w$ll  + E2$p2 (2.22) 

con €1 €2 + €2 €1  = O. El Lagrangiano de la supergravedad  se reduce  entonces a 

donde 

Y 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

son los coeficientes de rotación de Ricci (sin torsión), los tensores de contorsión y torsión 

respectivamente.  Nótese que  en nuestro  Lagrangiano  todos los términos de tercer orden 

o mayor  han  desaparecido  debido a (2.19).  Para  las  matrices y usamos la representación 

real de Majorana 

O O O - i  O 0 0  
O i  

i o 0 0  O O O - i  

donde $ = $TC con C = -iyo. 
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La métrica  de  un modelo general tipo Bianchi es 

Las I-formas w' para el Bianchi tipo IX son 

u1 = -sinx3dx' + sinxl cos x  dx 

w 2  = cos x3dx1 + sin x1 sinx3dx2 

w3 = cosx1dx2 + dx3. 

3 2  

(2.27) 

(2.28) 

Para escribir  las ecuaciones de movimiento del gravitino  necesitamos una  tétrada ortonor- 

mal 

(2.29) 

Los coeficientes de  rotación  de Ricci (2.24) usando  (2.29) y (2.30) se reducen a (babe = 

e a ' 5 p b c )  

(2.31) 

- fl - Pii 
W i i o  = 

N 
(no  suma) 

5 0 0 ;  = 5 i i k  = 0 

5;jo = E ' J ~  -[e ..e .. - e ..e . . I  .. Nk p - p  p - p  
2N JJ 11 11 JJ 

(no  suma) 

(no  suma) 

i ,  j ,  k en orden ciclico y sin suma 

donde el punto significa derivada  respecto al tiempo y todos los indices se refieren al espacio 

tangente. 
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Calculemos ahora el Lagrangiano (2.23) para  este caso. Hacemos el siguiente  cambio 

de  variable para el campo del gravitino26,* 

$p = ('e)$ e/t ('I $(a )  p ,  u = O,  1,2,3.  (2.32) 

Así, el Lagrangiano  (2.23)  toma  la  forma 

3ev3" 
N 

L = -{(h)2 - - 

3 1 2 4 
4 3  3 3 
iN R- 
2 

iN 
2 

- -e-nN{-e-8p+ + -e4p+[c0sh(4&P-) - 11 - -e-2p+ cosh(2&P-)} 

- -e 43y 41{e-4P+ + 2e28+ sinh(2&@-)} 

-4p+ - 2e2P+ sinh(2&/l-)} - -e $ 2 7  $3{e 

- -e 42y $l{e-48+ - 2e2P+ cosh(2&P-)} + iN1 cosh(3P+ - di,8-)&'y043 
iN R- 
2 

+ (-3b+ + f i m 2 - Y  Y Y 43) .  
2 0 3  

(2.33) 

* Debido a que  los  campos  fermiónicos $p E G p ~  donde el  índice p nos denota el campo  espinorial y la 

letra A=1,2,3,4 la componente,  entonces  las funciones 4 ( ' ) ~  también son espinores  de 4 componentes,  que en  lo 

sucesivo  se  eliminara el parentesis ( )  de  la  letra  latina  minuscula  ya  que  todos los  indices  se  referiran  al  espacio 

tangente. 
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A este nivel no hemos combinado los términos en $0 y q!+, en  un solo término (qy$ = -&q), 

así como tampoco hemos simplificado términos  de la  forma $,ypy’yP$p(daypyuyPq = 

Typ~’yp$) para  facilitar  la comparación de la,s ecuaciones dinámicas obtenidas a partir de 

(2.33) con las ecuaciones exactas de supergravedad N = l ,  que  tienen el siguiente  aspecto 

- 

- 

donde 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

Las  ecuaciones obtenidas  en  éste contexto, fueron determinadas  en la norma definida por 

los multiplicadores de  lagrangelg N = 1, N’ = O, $0 = O ,  yZ$i = O. No existe garantía 

de  que las  ecuaciones  obtenidas a partir de lo anterior coincidan con la variación de la 

función de  lagrange,  puesto  que se impuso  la condición de homogeneidad sobre L antes  de 

l a  variación. No siempre es consistente realizar la variación seguida  por la homogenización 

con el procedimiento inverso. 

Al variar L con respecto  a N’ obtenemos las ecuaciones io de  Einstein-Rarita-Schwin- 

ger, el anulamiento  de las constricciones implica la validez de las ecuaciones Oi. Las ecua- 

ciones ij con i # j no las recuperamos,  dado que se introdujo  la  métrica  en la función  de 

lagrange.a 

2.3) Modelo Cosmológico Cuántico 

Nuestra función  de  lagrange  (2.33) puede ser transformada  a la forma canónica en la 

forma  usual,  donde la parte fermiónica de la función de  lagrange  se transforma  de  manera 

a Como  la  intención  de  este  trabajo  se  centra en la  propiedad  de TU22 CUUdTUdU entre  los  generadores 

supersimétricos S y el  hamiltoniano Ho no  es  importante  obtenerlas,  en  caso  contrario  se  incluirian  como  nuevas 

constricciones  en  la  densidad  lagrangiana y actuarian  sobre  la  función  de  onda a nivel  cuántico,  modificando la  

forma  de  la  función  de  onda  obtenida. Lo mismo  sucede  con  la  constricción  Jab  que  no  tampoco  fué  considerada 

en  este  enfoque. 
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semejanteb, donde el momento conjugado a las variables fermiónicas 4i, 7rk esencialmente 

son combinaciones de ellas  mismas18. Así tenemos 

Lcanónico = P a  h + P +  8 + + P -  8- 
+ -{[-PA Ne3" + P: + P! 

12 
1 2 4 
3  3  3 

+ e-"{ -e-'P+ + -e4P+[cosh(4h/3-) - 11 - -e-2p+ cosh(2hP- ) } ]  

- e  R [-e ~P++~AP- ~ ~ 7 0 7 2 7 3  + y y e-4B+q3y y y I} do 

- -[$lY1Y0(Y2& Y3$3) +&'Y2Y0(Y1&1 4- Y3#3)  + &Y3T0(y1d1 + 7'2d2)1. 

o 1 3 -  012 

2 -  

2 
(2.37) 

Las constricciones Eo, E; y S son multiplicadas por las variables no-dinámicas N,  N' 

y 40. De  manera  semejante  al trabajo desarrollado por otros  autores en este  contexto, 

las  constricciones  satisfacen  una  álgebra similar al  álgebra  descubierta por Teitelboim17. 

Ellas  mantienen la propiedad del álgebra de la raiz cuadrada. Si nosotros usamos la misma 

forma homogénea para los paréntesis de Dirac22126, (y su generalización G r a ~ s m a n n i a n a ~ ~ )  

será  entonces  posible  mostrar que en &te ca,so la  constricción  supersimétrica S y 3co pre- 

El momento  canónico  de  las  variables  bosónicas qk, pk = 6c. 64k, mientras  que  para el campo  fermiónico 
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(2.39) 

en  donde el lado derecho de  esta ecuación es un  “hamiltoniano  generalizado” H (como se ve 

de  ecuación  (2.38)) con H = fi(P’.s, 4‘s) (que  depende tanto  de  cantidades bosónicas como 

fermiónicas),  que contiene al hamiltoniano X0 de  la cosmología estandar (ver ecuación 

(2.40)), sólo  depende  de los momentos bosónicos de la  teoría. 

Como en el caso del modelo28 de Bianchi tipo I, la homogenización de  la función 

de  lagrange  introduce  términos  extras  dentro del álgebra,  que son proporcionales a la 

constricción S y dependen  únicamente  de las variables canónicas  de la teoría.. Puesto que 

ellas son  proporcionales a S, son debilmente cero y no adicionan nuevas constricciones al 

álgebra,  para A f. B todos los paréntesis { S A ,  S g }  M O, teniendo relaciones similares a 

(2.39) para el resto  de { S A ,  SA} .  

Se puede  mostrar que la constricción usual  en cosmología Bianchi tipo IX 

- e -4R {-e-’@+ 1 + ~e4B+[cosh(4&B_) - 11 
3  3 

4 
3 

- -e-2g+ cosh(2&@-))] 

(2.40) 

que  genera  la ecuación semejante a la ecuación de Klein-Gordon, es una consecuencia de 

S y5 = O a través del álgebra  (2.38). 

t E s t a  constricción nos determina la ecuación  cuántica  de  Wheeler-DeWitt  que no depende  de  variables 

iermiónicas. 
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Las  cuatro componentes del generador  supersimétrico S sonc: 

+3e-2” { - ,2P++ZAP- $13  + e2P+-2&P- $ 2 2  + e-4P+$34}] 

(2.41) 

Para  la cuantización de este modelo clásico seguimos  el procedimiento canónico, con- 

vertimos P Q ,  P &  y $i a operadores que actuan  sobre  la  función de onda $ del universo, 

que en principio nos dara  la probabilidad de encontrar al universo en  un estado con val- 

ores dados  de R, & y $i. Consecuentemente las constricciones S ,  ‘Ho y ‘ H i  son ahora 

operadores con  el orden de los factores  arbitrario. La representación de los operadores 

S A  es la siguiente, los momentos P O ,  P+, P- toman la forma  usual’ i&,  -i- respecti- 

vamente.  También  deberemos de encontrar  una  representación para  las componentes del 

d 

En  este  punto  aparecen  las  componentes  del  campo  del  gravitino $ i  como $ i ~  donde  los  indices  nos 

indican,  i=espinor y A=componente,  debido  a  que  cada  campo di es  multiplicado  por  las  diferentes  matrices Y J  

(ver  ecuación (2 .26) ) ,  por  ejemplo 

‘ 0 0 0  41 1 0 0  O i  

0 0 0 - 2  

como  se  ve  en  la  ecuación ( 2 . 3 7 )  cuando  construimos  la  constricción S ‘ Los parentesis  de  Poisson  entre  los  momentos y las  variables  canónicas  conjugadas a ellos  es 1 (cantidades 

bosónicas) 
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campo  fermiónico $ i ~  las cuales deben de cumplir" 

y para  cada SA podemos  escribir S A  $ = O ,  donde cada SA será un operador  matricial del 

orden más pequeño  posible que  nos produzca el álgebra  apropiada para S. Pero  también es 

posible tomar  otras realizaciones para las 4 i A ,  i.e en término de operadores diferenciales12d, 

esto  último  no lo haremos aquí. 

En analogía con la ecuación de Dirac,  cada SA pueden ser escritas como 

donde cada  matriz M B ~  es una combinación lineal de las  matrices M A i .  De este  modo,  a 

partir de (2.41) podemos escribir para  cada  SA^ 

e'' 
S1 = --{ MllPn + M12P+ + h413P- + e-2n  [e2p++2fip-(M21 - M22 - diiM23) 

12 

+e 2p+-2ap- (M21 - Mz2 + diiM23) + e-4p+(M21 + 2M22)] } (2.43a) 

e El parentesis  de  Poisson  entre $ i  y su  momento  conjugado 7r es { $ i ~ ,  X ; }  = ( ~ F ) A B ,  que  escribiendo k 

para 7rk = i$iyOaik se  obtiene  el  álgebra  entre  las  componentes  del  campo  fermiónico { $ i ~ ,  $ j ~ }  --+ 
- 

( Y ~ Y ~ ) A B ,  ver  ref [181. 

Cada  matriz M& es  una  combinación  de los operadores  $iA,  que  se  leen  de  la  ecuación ( 2 . 4 1 ) ,  por  ejemplo: 

0 1 1  E ( - 4 1 1  - $24 -k $32), 0 1 2  +(2$32 + $24 + $11), M13 $(-$24 + $ 1 1 ) ~  etc. ,   de  esto,  

uno  calcula  las  matrices Me; que  aparecen en los términos  del  potencial. 
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Las  matrices que aparecen en la  parte libre de S1 aparecen en el  término de interucción de 

S2 como  combinación  lineal y viceversa. Si uno observa S3 y S4 estan acopladas en forma 

analoga. 

El  hecho  de que las  constricciones S1 y S 2  se encuentren  acopladas  debido que com- 

parten el mismo  conjunto de y éste también es el  caso del acoplamiento de S3 y Sq, 

nos permite elegir dos conjuntos independientes de 6 matrices  ortonormales, uno para las 

combinaciones lineales de las 4 i A  que aparecen en S1 y S 2  y otros  para  las que aparecen en 

S3 y S*. De  este modo la función de onda  multicomponente  tiene 16 entradas que nosotros 

dividimos como sigue: 

con cada 81 y 8 2  de 8 componentes.  Sobre @ I  actuaran sólo S1 y S 2  y sobre 9 2 ,  S3 y S4 

correspondientemente. 

Todas  las  constricciones  actuaran  sobre la función de onda  completa $, pero  lo que se 

ha logrado aqui es dividir el  problema en 2 partes,  tales que las  primeras dos S’s sobre la 

segunda parte de la función de onda den identicamente  cero y lo  mismo pasa con las  otras 

dos S’s, S3 y S 4  cuando actuan sobre la primera parte de la función de onda. Esto es como 

partir  la ecuación de Dirac en dos ecuaciones independientes, con matrices de Pauli  para 

las  componentes I y 11, asi como para I11 y IV. 

En (2 .43~~)  tenemos seis matrices  MA^, y para preservar el álgebra  para  las M ~ i g  esto 

implica que el  mínimo  rango posible para  una representacion matricial de  MA^, es ochoh. 

Estas  matrices  MA^ las renombramos por las  matrices I?; las  cuales  calculamos siguiendo 

el  procedimiento de P a i s 2 g .  De  éste modo la ecuación cuántica S A  /$A >= O ,  donde $A 

Como  las  matrices MA¡ son  combinaciones  lineales  de  losoperadores $ i ~ ,  el álgebra  que  cumplen  estas 

matrices,  esencialmente  es el álgebra  para  las $’S, ecuación (2.42) 

Esto  se puede  ver si aplicarnos  la  formula dim.matriz = 2 1  6, 2 7  cuando el número  de  matrices 
N N - 1  

independientes N es  par ó impar,  respectivamente.  En  nuestro  caso N=6,  obteniendo  que  la  dimensión  de  las 

matrices  MA^ es  ocho. 
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son vectores  de  ocho  componentes,  para  la $ nos queda de la siguiente forma 

donde las  matrices I' son 

0 0 - i  o 

y'=(í O 0  O i  0 o 0" i) 
Estas ecuaciones  tienen un acoplamiento no minimal similar al del oscilador de  Dirac3', 

donde Pj es transformado a Pj - irnwprj, con ,B una  matriz.  Las  ecuaciones  tipo  Dirac son 

transformadas  unas  a  otras  cambiando el signo del término de potencial, de igual manera 

a la que  se da en la teoría de Dirac  estándar, las soluciones de energía  positiva y negativa 

estan  relacionadas,  teniendo  una clase de comportamiento tipo universo-antiuniverso. 

La solución a este  sistema de ecuaciones diferenciales es muy  complicad^^^", pero 

eligiendo un nuevo conjunto de variables se puede resolver por separación de variables; 

aquí  muestro la solución a la primera ecuación para el modelo Bianchi  tipo IX, falta 
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aplicar la segunda ecuación S2 para conocer como se restringe esta solución. 

(2.46) 

donde las  constantes de separación cumplen la relación nj - mj - lj = 0 , j  = 1, * . . , 8  y 

las nuevas variables son a = - Q +  p+ + a/?-, p = -0 + p+ - &p-, y = -52 - 2p+, y 

E;(*) es la función integral-e~ponencial~l~, que depende del argumento * especificado en 

cada  caso. 

En este punto es conveniente mencionar el porque la función de  onda  no depende 

explicitamente  de  las variables del gravitino; en principio la función de onda  multicom- 

ponente .sl, = $(a,&, +;A), pero en la forma funcional de la $J que se obtiene en este 

formalismo,  no  aparece en ningún momento ninguna de las  componentes $ i ~ .  La razon es 

que se elige que el  operador  matricial MA¡, que tiene la información  fermiónica del prob- 

lema,  aplicado a la función de onda 1 1 1 ,  >, dé una ecuación de eigenvalores y eigenvectores, 

es decir, donde los eigenvalores son las  matrices  constantes MA¡ que son conbinaciones de 

las  matrices I?; (ecuación (2.45)), ó sea MA¡[$ >= MA;I$. El inconveniente  es que no se 

tiene  una  interpretación  tan  clara como en el  problema del oscilador  armonico en mecánica 

cuántica  estandard, cuando la representación elegida es la representación de número, donde 

cada eigenvector y eigenvalor esta relacionado con el  estado  excitado  correspondiente del 

oscilador  harmonico; en nuestro caso tenemos combinaciones de las  componentes 4 ; ~  como 

eigenvalor y no podemos asegurar que sea un eigenvector de  un estado 4;A en  particular. 

n 

Por  otro  lado, haciendo 0- = P- = O ,  se obtiene el modelo de Taub  para el  cual ya 

existe  una solución en base a funciones especiales31a y al  tomar el límite p+ ”+ 00 para 

este  modelo,  tenemos el modelo del Taub  Extremo en  el micro-super-espacio. La solucioón 

a este Último modelo se presenta en la siguiente subsección. 
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2.4) Modelo de Taub 

Es bien conocido32 en cosmología cuántica.  estándar que para el  sector del micro- 

superespacio del modelo de Taub  (tomando el límite de @+ muy grande, R grande), la 

ecuación de Wheeler-DeWitt corresponde a una ecuación tipo  Klein-Gordon  sin  término 

de masa, i.e. ningún término de potencial está presente. Sin  embargo,  para  éste caso  pa,r- 

ticular la ecuación  tipo  Dirac  obtenida en (Super)cosmología  cuántica  contiene un término 

de  potencial.  De  ésto se infiere que existen diferencias en los resultados que se obtienen 

para  la solución de la función de onda usando (Super)cosmología y cosmología  cuántica 

est  ándar . 
Para el modelo de Taub, el vector de estado se divide en cuatro vectores de 4 compo- 

nentes y cada uno de ellos obedece una ecuación tipo  Dirac, que tiene la siguiente  forma 

con y, p1 y p 2  matrices, y y2 = ,822 = const., ,012 = O , asi que cuando  tomamos  el  cuadrado 

de ésta ecuación, los dos términos del potencial nos reproducen el  potencial del modelo de 

Taub 

el  cual en el  límite del sector del microsuperespacio es cero.  Sin  embargo, en éste  límite 

el  último  término en la ecuacion (2.47) es cero, pero la ecuación  diferencial  tiene otro 

término que no  es  cero,  teniendo un término de potencial. Si tomamos  el  cuadrado de ésta 

ecuación,  el  cuadrado del término de potencial  remanente es cero,  pero  el  producto con fl 
y P+ produce  términos extra, como en  el caso de la teoría de Dirac  estándar. 

Luego  entonces, en el  sector del microsuperespacio para el modelo de Taub,  la ecuación 

tipo  Dirac y la ecuación iterada de la  misma, en (Super)cosmologia, poseen un término 

de potencial, en contraste con la ecuación de Wheeler-DeWitt de la cosmología estándar. 

Para poder  hacer  comparaciones con cosmología estándar, presentamos la solución al con- 

junto de  ecuaciones  tipo  Dirac que se obtienen para  éste modelo restringido. En  ésta, 

uno  observa que las soluciones decrecen exponencialmente con el  cuadrado de uno de  los 

radios del universo,  resultado  obtenido previamente por Hawking y Page33  para el mo- 

delo de  Friedmann,  y por Moncrief y Ryan34 en cosmología cuántica  estándar. Conviene 
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mencionar una posible conexión entre estos  resultados y el formalismo  de A ~ h t e k a r ~ ~  para 

gravedad  cuántica. 1<0dama~~  mostró  que existen funciones de  estado ADM que  pueden 

ser  construidas  de soluciones * A ,  para  la ecuación de  Wheeler-DeWitt,  en  la  forma 

(2.49) 

donde SA es una funcional con pa.rte  imaginaria  únicamente  y  que  puede  ser  calculada 

algebráimmente  para  cmlquier modelo cosmológico36~37 

Considerando  que 8 = We-’, IV = const, Moncrief y Ryan34  fueron  capaces  de 

obtener soluciones para el modelo cosmológico del Bianchi tipo IX, y  en  particular  para el 

modelo  de Taub,  encontrando 

(2.50) 

Nuestras soluciones para el sector del micro-super-espacio para el modelo de  Taub 

son de  la  forma  exp(-e-2Re2P+), que es una exponencial cuyo argumento es el factor del 

primer  término del potencial  en (2.47). Aquí ambos términos  en el potencial  tienen la 

forma  de S en (2.50), pero con la diferencia que ,& y p2 son matrices. 

Cosmología cuántica significará la cuantización del modelo homogeneo de  Taub con 

Q p  = a,,(-¿) y el conjunto  completo de variables dinámicas O(-¿), P i j ( t )  and Q p A i ( t ) .  El 

problema  de  construir  una acción que sea función únicamente  de éstas variables  dinámicas 

y  que nos dé el  conjunto  de ecuaciones de Rarita-Schwinger es bien conocido en cosmología 

cuántica,  pero  para los Bianchi Clase B esto no se puede  hacer38.  Ahora la, matriz /?;j = 

diag(P+ 7 P+ 9 - W + )  

La forma canónica del lagrangiano  (2.33) se encuentra  de  la  misma  manera como en 

el caso del Bianchi tipo IX. 
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+ i N 1  cosh(3x)$,yo$753 + i N 2  co~h(3x)$,y~$75~ + iN3&y0$752 

- -[$751Y Y (Y $752 + y3&) + q2y270(yl& + y3(i3) + q3y370(yl& + r 2 4 2 ) ] .  
z -  1 0  2 '  

2 
(2.51) 

Las  constricciones 7 i o ,  7 i i  y S satisfacen un álgebra  cerrada  similar  al  álgebra  descubierta 

por  Teitelboim17. Es posible mostrar que  en nuestro  caso  las  constricciones S y 7 i o  satis- 

facen la propiedad de raíz cuadrada, por ejemplo 

Los  términos  extras en esta  álgebra son proporcionales a la  constricción S,  y dependen 

únicamente  de  las variables canónicas de la  teoría. Como estas son proporcionales  a S ,  

se dice  que  ellas son debilmente  cero, por  lo cual no a.dicionan nuevas constricciones al 

álgebra. Para A # B todos los parentesis { S A ,  S g }  O son debilmente cero, y relaciones 

similares a (2.52) se  siguen para el resto de {SA ,  SA} .  
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Las  cuatro componentes de S para el modelo  de Taub son 

e3' 1 
12 2 S 1  = - - [ p O ( - $ l l  - $24 + $ 3 2 )  + - p + ( 2 $ 3 2  + $24 + $ 1 1 )  

(2.53) 

+ 3 e - 2 " { e 2 P + ( - $ 1 3  + $ 2 2 )  + 
Puesto que { S A ,  Sg} M O ,  A # B, nosotros podemos considerar que cada  una de 

las S A  operen  sobre  espacios  ortonormales, con lo que podemos escribir  para  cada S A ,  

S A  I + A  >= O. Cada S A  representa  una raiz cuadrada de ";lo, con S A  en  representación 

matricial  de  rango  más pequeño  posible. 

De la  misma  manera que para el modelo  cosmológico del Bianch  tipo IX, este modelo 

tiene  las  mismas  peculiaridades  ya que  es un submodelo del mismo, asi  el  hecho de  que las 

constricciones S 1  y S 2  se encuentren a.copladas debido  que comparten  el  mismo  conjunto 

de y éste  también es el caso del acoplamiento de S3 y S 4 ,  nos permite elegir dos 

conjuntos  independientes de 4 matrices  ortonormales, uno para  las combinaciones  lineales 

de  las $iA que apa,recen en S1 y S 2  y otros para. las que aparecen en S 3  y S 4 .  De  este modo 

la función  de onda multicomponente  tiene 8 entradas que nosotros  dividimos  como sigue: 

con cada \kl y \ k 2  con 4 componentes.  Sobre \kl actuaran sólo S 1  y S 2  y  sobre \ k Z ,  S 3  y 

S4 correspondientemente. 

Todas  las  constricciones  actuaran  sobre  la función  de onda  completa 4, pero  lo que  se 

ha logrado  aqui  es  dividir  el  problema en 2 partes,  tales que las  primeras dos S's sobre la 

segunda parte de la función de onda den identicamente  cero y lo mismo  pasa con las  otras 

dos S's, S 3  y S 4  cuando  actuan sobre la primera parte de la función de onda. Esto es como 

partir  la  ecuación de Dirac en  dos ecuaciones  independientes, con matrices  de  Pauli  para 

las  componentes  I y 11, asi como para I11 y IV. 
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Con  esto en mente,  para el modelo  de Taub, nosotros  representamos  las $ i ~  y sus 

combinaciones  lineales  por  matrices y de igual manera  a como se mostro  para el modelo 

Bianchi  tipo IX, en  este  caso el número de matrices  linealmente  independiente son 4 (ver 

S1 y S2, por ejemplo), entonces la dimensión  de estas  matrices  será 4 (ver pie  de  pagina 

21). Con lo cual (2.53) se reduce a 

El  acoplamiento  no  minimal asi como el vector de estado se divide  de manera  natural 

en vectores de cuatro  componentes*. Observa,ndo  que  si cambiamos  el  signo del término 

de potencial,  la  primera y tercera ecuación son interca,mbiables,  correspondientemente la 

segunda y la  cuarta ecuación. 

El  sector del microsuperespacio del modelo  de Taub ha sido  definido  en cosmología 

cuántica e ~ t a n d a r ~ ~  en la región  de /3+ muy grande (con R grande). Para el  modelo de 

Taub el  hamiltoniano es de la  forma 

(2.55) 

y para el sector del microsuperespacio,  éste  potencial se anula, con lo  cual la ecuación de 

Wheeler-DeWitt se simplifica a 

a2+ a2+ 
8 0 2  8/31 

-- + - = o ,  

cuya solución  general es 

Q = F(R - P+) + G(R + P+), 

(2.56) 

(2.57) 

donde F y G son  funciones arbitrarias de R - p+ y R + /3+, respectivamente. En nuestro 

caso, los  últimos  términos de la ecuación (2.54) se anulan para /3+ muy grande (R grande), 

* E s t a  división  es la que  nos  permite  encontrar solución distinta  de  cero al conjunto  de  ecuaciones  diferenciales 

parciales  a  que  se  traducen  las  constricciones SA. 
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pero el  primer  término del potencial  permanece, luego entonces en este  límite  considerado, 

la ecuación  tipo  Dirac no corresponde a la simple raíz cuadrada de la ecuación (2.56),  la 

cual  no  contiene  términos de potencial. Sin embargo el cuadrado del primer  término en 

dicho potencial  de la ecuación (2.54) es cero y la ecuación iterada  tipo  Dirac  tiene términos 

extras  (ver  (2.52)) debido al producto de las derivadas con dichos términos  de potencial, 

como  lo  conocemos de la  teoría de Dirac  estándar. El potencial para el modelo de Taub 

(2.48) es  obtenido  esencialmente  tomando el cuadrado de  los  dos términos del potencial de 

la ecuación (2.54). 

En lo que sigue,  nosotros  exhibimos  una solución particular  para  el  sector del micro- 

superespacio del modelo de Taub. Elegimos para  las  matrices y la siguiente realización 

ya = (;; 7 )  0; = (1, -3) 0; = (1, "$ 0 1, (2.58) 

donde o son las  matrices de Pauli. 

Si analizamos  las dos primeras ecuaciónes de (2.54) aplicadas a la misma función de 

onda, resultados  similares son obtenidos para las otras dos. La primer  ecuación nos queda 

a a 
-+I3 + "14 - 2ie-2'e2P+[$~13 - +14] = O 
a0 ap+ 
a a 

- + I 4  + -+I3 - 2ie-2"e28+[+13 - $141 = O asl ap+ 
a a 

-+I1 - " - - - ~ ~ 2  - 2ie-"e2Pf[-t+!ql + g12] = O 
dsl ap+ 
a a 

"$12 - -?b11 - 2ie-2'e2P+[-+11 + $121 = o. 
a0 ap+ 

donde el segundo índice en *la  denota  la componente del cuadrivector Ql. 

La  solución de éste  sistema acoplado al  aplicarse a la segunda ecuación  ecuación se 

restringe a la siguiente  forma 

(2.59) 

(2.60) 

(2.60)  ha sido escrita en término del radio del modelo de Taub restringido R1 = ,-"e". Las 

primeras dos componentes decaen como exp(-R:) y las  otras son cero en nuestro  límite. 
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Este  comportamiento  fue  encontrado por Hawking y Page33 al considerar  un universo tipo 

Frledmann  acoplado  minimalmente  a  un  campo escalar sin masa qj(t). Nuestro  resultado 

también  depende  únicamente  de  un radio R1, que cuando R1 t 00 se parece al modelo de 

FRW ~ 

Si uno  traduce  la solución encontrada  para el modelo de Taub  en el microsuper-espacio 

en relación con la función potencial @ presentada  por D'Eath, Hawking y Obregónr2f, se 

observa que  existe  este  comportamiento de QJ N e-" cuando se aplica  esta solución al 

segundo  conjunto  de ecuaciones diferenciales parciales que resultan al tomar  la segunda 

ecuación tipo Dirac, con esto las componentes 3 y 4  resultan ser cero y  las dos primeras 

presentan  este  comportamiento. La, otra solución QJ N e" surge al resolver las ecuaciones 

3 y 4 de  (2.54),  resultando  las  primeras dos entradas  en  la función de onda iguales a cero 

y las otras dos con  el comportamiento con @ positivo. El resultado  que  obtiene Macias 

para el modelo de  Taub  (no en el microsuper-espacio) es más  complicada,  pero  también 

presenta el comportamiento  de exponenciales de un cierto  potencial a. En  este  punto,  uno 

observa que  a nivel de soluciones, el comportamiento que tiene la función de estado es muy 

similar  en ambos formalismo, el usado por D'Eath, Hawking y Obregón con espinores  de 

dos componentes y el formalismo matricial empleado en este  trabajo. 

Por  otro  lado,  una solución exacta  para el  modelo de  Taub fue encontrada por Moncrief 

y Ryan34  en el formalismo hamiltoniano ADM, la  cual  puede ser escrita  en  término  de los 

dos radios del modelo R1 y R2 como $ = C exp(- $RT) exp( -gR2), 1 2  con C = cte.  Para R2 

muy pequeÍí0 (sector del microsuperespacio) uno puede expander la  segunda exponencial 

para  obtener 
II, = Cexp(-iR:) 1 [l - -R;], 1 

6 
(2.61) 

para R1 grande, el primer  término decae como exp( - iR;) y el segundo  término se aproxima 

a cero en este límite. De éste  modo  las primeras componentes de la función de onda se 

comportan  de  manera similar como los primeros términos  de  (2.61).  Nuestra solución 

(2.60)  en el sector del microsuperespacio del modelo de Taub es válida para ,B+ muy 

grande (a grande) lo cual  produce que uno  de los radios R2 del universo vaya a cero, y si 

uno considera a Q*Q como  una representación de la probabilidad  de  encontrar al universo 

en algun estado,  éste  debera depender únicamente  de la evolución del radio R1. 

Para finalizar, los trabajos que estan involucrados en esta  parte son los siguientes: 
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3 .-) Mecánica Cuántica  Supersimétrica 

En los últimos años se han  propuesto  extensiones  supersimétricas de cosmología  cu- 

ántica,  obteniendo resultados que tienen profundas consecuencias para  la  teoría  cuántica 

en cuestión. Las teorías  supersimétricas  dan la posibilidad de  proveer  de una  marco de 

unificación para  la descripción de bosones y fermiones los cuales son combinados en el 

mismo  multiplete supers imétr i~o~~,  ademas las  teorías de campo  supersimétricas son menos 

divergentes que las  teorías de campo ordinarias. Un entendimiento  completo  de  tales 

teorías requiere  del uso familiar con el  álgebra de Grassmann,  el  álgebra de cantidades 

que anticonmutan.  Se  ha mostrado que las  teorías de campo  supersimétricas pueden 

ser  construidas definiendo  un supercampo en  un super-espacio, que es un espacio que 

consiste  esencialmente del espacio-tiempo usual adicionando los espinores de G r a ~ s m a n n ~ ~  

. El  supercampo @ es entonces una función  de las  coordenadas  del  espacio  tiempo  y 

de elementos  impares 0 y 8 del álgebra de Grassmann (8 es el  conjugado de O). Las  

transformaciones  supersimétricas pueden ser vistas como una  traslación  par en Grassmann 

en éste superespacio. Los generadores  de estas  transformaciones son las  supercargas. Las 

teorías  de  campo supersimétricas pueden ser definidas tambien sin dar  explicítamente  la 

referencia  al  superespacio o números  de  Gra.ssmann. 

Witten41 en 1981 construyó un ejemplo de los más simple  de  un sistema super- 

simétrico,  una  partícula de  espin : moviendose  en una dimension, éste fué  un ejemplo 

de  un sistema  supersimétrico el cual no hace  referencia a una  teoría  de  campo. El  también 

definió el álgebra que debe ser satisfecha, por los operadores de carga en término de los 

cuales  el  hamiltoniano  supersimétrico puede ser expresa.do. Estas  relaciones  algebráicas 

que Witten formuló  inicialmente para su sistema, son ahora la  base que  definen las  rela- 

ciones de la  mecánica  cuántica supersimétrica y estas  relaciones con  su contraparte de 

una  teoría  de  campo pueden ser  también  establecidas. El  término de Hamiltoniano su- 

persimétrico es tomado en el sentido de  que el Hamiltoniano es definido  en término de 

supercargas que obedecen la misma álgebra, que el de los generadores de una. teoría de 

campo  supersimétrica. 

De  acuerdo a Witten,  la  mecánica  cuántica  supersimétrica es caracterizada por la 
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existencia  de  operadores  de  carga Q; que obedecen el álgebra 

donde 3-1 es el hamiltoniano  supersimétrico, N es  el nimero de  generadores y { .....} denota 

un  anticonmutador. 

Usando  éste formalismo en cosmología cuántica, en el minisuper-espacio,  presentaré 

resultados para diferentes modelos cosmológicos  los cuales existe una correspondencia con 

las soluciones obtenidas  en los otros formalismos que presento  en  éste trabajo. 

En el formalismo  de  la mecánica cuántica  supersimétrica, una  simetría escondida para 

el potencial U que  aparece en el hamiltoniano del super-espacio Ho del Bianchi tipo IX fué 

descubierta12b, lo cual  permitió  asegurar que Ho es la parte bosónica de  un  hamiltoniano 

supersimétrico y las dos supercargas Q y son definidas con varibles de  Grassmann,  dadas 

como operadores diferenciales, teniendo para el sistema  cuántico un  conjunto  de ecuaciones 

diferenciales lineales acopladas. 

En  éste  contexto la solución para la función de  onda Q puede ser escrita como un 

vector  n-dimensional ó como una expansión en variables de  Grassmann  multiplicadas  por 

funciones bosónicas". Una, solución para el primer  término bosónico de  esta expansión 

fue  obtenida12b,  pero es necesario notar que esta solución para el primer término bosónico 

del  hamiltoniano  supersimétrico no corresponde  a una solución de la parte bosónica de 

Ho, sino a otra ecuación de  Wheeler-DeWitt con un  ordenamiento  de  factores  diferente 

al  propuesto34.  En  éste  método también se ha introducido la constante cosmológica para 

el modelo de FRW42 supersimétrico (k = +1). Para el resto  de  las  funciones bosónicas 

del Bianchi tipo IX en la expansión en Grassmann  (sector fermiónico) serán  encontradas 

si la correspondiente ecuación diferencial que las determinan  puede ser r e ~ u e l t a l ~ ~ j ~ ~ .  La 

masa del gravitino  no a,parece como la raíz cuadrada  de A como en la referencia [41] 

* La relación  entre  estas  dos  represent.aciones  es  de  tal  modo  que la componente ( 1 1 )  de la representación 

vectorial  corresponderá  al  término  puramente  bosónico, la componente (12) al término  con  el  orden  más  bajo  de 

la expansión  en  Grassmann,  por  ejemplo 8 , (13) + etc .  O 
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puesto que supergravedad no es usa,da. Uno  de los problemas que pudiera  presentarse 

en el  procedimiento es de  que el l a g r a n g i a . n ~ ~ ~  deberá ser construido para ca.da modelo 

cosmológico bajo consideración, asi como la, manera. de incluir materia. 

En  esta sección usaremos éste  método y será  extendido  para  obtener  todas  las  fun- 

ciones  bosónicas que aparecen en la expansión  en la  base de Grassmann  para la función 

de  onda,  esto  lo haremos para  tres modelos cosmológicos,  el FRW (k = +1) y el Taub 

en el  microsuperespacio, que  son dos subcla.ses del Bianchi  tipo IX ,  asi como del modelo 

cosmológico  del Bianchi  tipo 11. Se mostrará que estas soluciones son esencialmente  las 

encontradas  previamente  usando ~upergravedad~~ N=l y los modelos reducidos12d N=4, 

d=l. También se hace  notar que la simetría.  escondida para el p ~ t e n c i a l l ~ ~ j ~ ~  U para el 

Bianchi  tipo I X ,  es vista como una propiedad general de los modelos Bianchi  Clase A. Esta 

simetría  escondida se verá. posteriormente en el formalismo  Hamiltonian0 ADM, no es otra 

cosa que tomar los  momentas en la representación de las  derivadas de una  acción  para 

tener la ecuación de clásica de Einstein-Hamilton-Jacobi. Aquí se exhibe  para el  Bianchi 

tipo 11, pero  posteriormente se dará pa,ra los otros modelos. Para finalizar esta sección 

calcularemos la densidad  de probabilidad  no l 2  integrando  sobre vari- 

ables  de  Grassmann  para  la función  de onda del Bianchi  tipo I1 y mostramos dos figuras 

en las  cuales se nota  la contribución de la  parte  púramente  bosónica y otra  al  resto de la 

expansión  de la. función de onda. 

3.1) El método 

La métrica  para los modelos tipo  Bianchi es de la  forma 

donde O( t )  es  una función escalar y /?;j una  matrix  3x3 diagonal y sin traza,  las a2 son 

uno-formas de cada modelo  cosmológico tipo  Bianchi que obedecen  da' = eijkai A aj. 

El  hamiltoniano  para.  estos modelos tiene la constricción = O ,  que toma  la forma 

siguiente  (sin  ordenamiento de factores) 

B o  = - P i  + P: + P? + U(O, /3*) 
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que se puede escribir como 

E o  = y p p p ,  + U(q”) (3.4) 

donde U(qp) es el  potencial del modelo cosmológico bajo estudio, q p  = (IR, p+,  p-), p = 

O ,  1 , 2  son coordenadas generalizadas y P,, son los momentos generalizados canónicamente 

conjugados y q p ”  = (-1, +1,  +1) = qpu .  

A partir del hecho que las funciones de potencial para los modelos diagonales  Bianchi 

Clase A se pueden escribir  al  estilo de “laplacianos” aplicados a otra función @, nos permite 

obtener  las supercargas Q como una razz cuadrada de la ecuación (3.4). 

donde para el Bianchi  tipo IX se encontró @(q) = ie2”Tr(ezo) y para el Bianchi  tipo I1 es 

@(q) = ie2”ez@++zfiB-.  En el apéndice B se dá  la  manera  sistematica de encontrar  esta 

nueva función  potencial @ para los modelos Bianchi  Clase A. 

La manera de  escribir  la función U(q) permite  asegurar que el  hamiltoniano  anterior, 

es la  parte  bosónica de  un Hamiltoniano supersi~nétrico~~ de la  forma 

donde las  super-cargas no hermitianas (tipo ecuaciones de Dirac) son 

con $ p  y $” que satisfacen  el  algebra 

y 3-10 es  el  hamiltoniano  bosónico del modelo cosmológico en estudio. 

Para realizar la cuantización del sistema,  aplicamos el Super-Hamiltonian0 H a la 

función de onda y se elige una representación para las  partes de espín TP y +”; en éste 

caso,  la representación es en términos de números de Grassmann 8 p  y sus derivadas 
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Se  nota que el super-hamiltoniano difiere del hamiltonlano  estandar en un término de 

espín, el cual se anula en  el límite clásico. 

Cualquier  solución  pa,ra HS = O podemos  escribirla en forma  natural en función de 

tres números de Grassmann 

donde las 8 funciones A*, Bu y C”  dependen únicamente de las coordenadas  generalizadas 

q” (son  funciones  bosónicas j. 

Las soluciones  supersimétricas deben  de satisfacer  las  constricciones QS = O = &S, 

de donde  las 8 funciones  bosónicas  para los  modelos cosmologicos Bianchi I1 y IX pueden 

ser obtenidas de las siguientes expresiones 

donde aF son  constantes y f*(q) son funciones que satisfacen la ecuación 

(3.11) 

(3.12) 

Para  otros modelos  estas  ecuaciones son modificadas  levemente  como se muestra en- 

seguida. 

3.2) Modelo de FRW k= +1 

Siguiendo el procedimiento anterior [12b] para el  modelo cosmológico del FRW, noso- 

tros  obtenemos  para  la función CP (tomando h = 1 ,  0 = -aj 

(3.13) 

donde se uso la relación entre el parámetro a y el radio del modelo a = eff. La expansión 

en variables  de  Grassmann  para la función de onda  completa es 

Q =A+ +Bo O’, (3.14) 
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las  supercargas  en  éste  caso son 

Q = i - [ - a - + a  d , 
deo  da ‘I (3.15) 

consecuentemente  las  ecuaciones diferenciales para las componentes de la función de onda 

resultan 

[$ - a]&  = O and 

cuyas  soluciones  son de la forma 

a’  a2 
2 

,A+ = a+exp (-5) Bo = boexp (-), 

(3.16) 

(3.17) 

donde a+, bo son constantes. 

Estas soluciones  fueron  encontradas  previamente  usando el modelo supersimétricolZd 

N=4, d=l.  Estos también pueden ser reproducidos  por el enfoque  de ~upergravedad~~ 

N=l.  

3.3) Sector del  micro-super-espacio del modelo de Taub 

Para el sector del micro-super-espacio del  modelo de Taub,  la función 4j tiene la forma 

4j = $e2ae’P+ y 9 

9 = d+ + BOOo + BlO’ + C20° 8’. (3.18) 

En  éste caso  aplicando  las constricciones de las supercargas Q 9 = 9 = O uno  obtiene 

las  ecuaciones diferenciales 

(3.19) 
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siendo  las soluciones para las funciones bosónicas de la forma 

1 
A+ = Aexp (-QR:), 

2 
,130 = bRIR.2, (1 + GR:), 
,131 = -bR1 Ri 

1 
C:! = C exp (QR:) 

con R1 = ea ep+ y R2 = eae-2p+, donde A, b 7  C son constantes. 

(3.20) 

Para  éste modelo cosmológico, la solución encontrada es esencialmente la misma  que 

se obtuvo  en la referencia [42] usando el enfoque de  supergravedad N = l .  En  éste caso 

uno  obtiene dos  términos  semejantes a A+ o dos términos  semejantes  a C2, pero ellos no 

aparecen mezclados en la misma solución. Una vez más el tipo  de solución exponencial con 

argumentos  positivo y negativo del cuadrado  de los radios  aparece  aquí.  Con la imposición 

de  condiciones  de  frontera  apropiadas,  únicamente una clase de  términos  permanecerá  en 

la función de  onda. 

3.4.-) Modelo Cosmológico Bianchi tipo I1 

El potencial  para  éste modelo cosmológico  es (se  usa  x = p+ y y = p-)  

1 
3 

U = - exp (4cu + 4x + 4&iy), (3.21) 

Es facil ver que la función Q, para éste modelo es Q, = iexp (2a + 2x + 2&y), con esto 

mostramos  que el potencial U para  este modelo, también  tiene una  simetría escondida, 

y no  unicamente el Bianchi tipo IX12b, lo cual se mostrará en el apéndice B, que es una 

propiedad  general  de los modelos cosmológicos Bianchi Clase A. 

Las  ecuaciones  que necesitamos resolver son las mismas que se encuentran  en  la refe- 

rencia [12b] (empleando  las ecuaciones (3.7) y (3.9)). 

of* 'f 2V@ e Of, = o, 
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donde 0 es  el d’lambertiano en 3 dimensiones. 

Determinando f*, todas  las funciones bosónicas que aparecen  en la función de  onda 

pueden  ser  obtenidas. Para resolver la ecuación (3.2), observamos que @ satisface  la 

siguiente ecuación 

entonces  proponemos para f* el ansatz 

f* =W*e rtcp , 

y para W* nosotros  obtenemos 

nW* = 1 2 ( @ 2  7 @)W*, 

cuya solución es 

W* = rf exp (b*( 2cr - x + &y)) e?’ 

Entonces 

fk = rk exp (bk(2a - x + &y)), 

donde r*, b* = constantes. 

La solución para las funciónes bosónicas de la función de onda 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

nos queda  de  la siguiente forma 

(3.29) 

ú 

con q* =constantes  de  integración. 

Como se encontró  en los dos casos previos, la dependencia en la solución en  término 

de  exponenciales  de la función @ es obtenida  también  en  este modelo. La selección de 
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condiciones de frontera  sobre la función  de onda, será lo que determine los estados  físicos de 

interes que prevalezcan.  Una  posibilidad es demandar que 9 no diverga para 1x1, [y /  -+ 00 

para a, fija12b, en ese ca.so unicamente los términos e-' permanecen.  Con  esta condición 

nosotros  calcularemos en la siguiente sección 19 l 2  como una densidad  de probabilidad 

no normalizada', integrando sobre las variables de Grassmann, y es claro que uno puede 

distinguir dos casos de interes en el comportamiento de esta densidad de probabilidad. Uno 

es donde  el término dominante es el  término  púramente  bosónico, y el otro  caso,  cuando 

los tres  términos  fermiónicos son los relevantes. 

3.5) Densidad de probabilidad /IJ 12 no normalizada 

Para  calcular / @ I 2  para la función  de onda 9 dada por la  ecuación  (3.28),  necesitamos 

primero  integrar  sobre  las variables de Grassmann 8. Este   pro~edimiento~~ se  basa en la 

definición de  un producto  escalar de dos funciones  en una  base de números de Grassmann, 

el  cual  necesitamos  para  mostrar que 9*9 es positiva.. 

Si 9 1  y 9 2  son funciones que  dependen  de  números  de Grassmann, usamos la siguiente 

definición para el  producto  escalar 

donde la operación * es definida  por 

(Cdl . . .O') * = e; . . . e*c* 

(3.30) 

(3.31) 

y la  integral con números  de Grassmann 

y en la expansión de la integral sobreviven los términos de ese estilo que combinados de 

cierta  manera, debemos de tener una integral en los números de Grassmann de tal  forma 

que sea  uno.  Al  aplimrlo  al modelo del Bianchi  tipo 11, obtenemos 
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Considerando  que  las  constantes que aparecen  en (3.29) son reales,  obtenemos 

(3.35) 

Al demandar  que lQ12 no  diverja  cuando 1x1, /y [  --+ 00 para (Y fija, únicamente el término 

e-2' en la ecuación (3.35) deberá  permanecer. En las referencias [12b,40], el modelo 

cosmológico del Bianchi tipo IX fue estudiado y una solución explicita para el primer 

término  en la expansión  de la función de onda fué dada y analizada.  Para  nuestro modelo 

es claro  que los términos B,, en (3.28) pueden ser la contribución  principal en la  densidad  de 

probabilidad 1 Q I 2  y no A+. Esto dependera de los valores de los parametros de integración 

que  aparecen  en la solución (3.29). 

Las dos  figuras siguientes representan cuales son los términos  dominantes  en el calculo 

de la densidad  de  Probabilidad, como se menciono anteriormente.  En  el  primer caso la 

exponencial e-" decae del valor 1 a, cero (q+ = 1). En la segunda  figura, 1 Q 1 2  tiene  un 

máximo y posteriormente decrece al  aumenta,r  de valores y. 

O X 

'5 

I lPsil*2 

O 

Fig.  1 La función  densidad  de  probabilidad,  cuando  se  toma en cuenta sólo el primer  térmiuo  bosónico  de 

la  función  de  onda, I Q l 2  a: e-" , q+ = 1, (Y -5. Observese  que esta función  tiene  una  simetría 

traslacional a lo largo  de  la  linea X = -&y + 5.  
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3.6) Observaciones 

Usando  el  método de simetría escondida de la mecánica  cuántica  supersimétrica, se 

encontró  una correspondencia. de la función de onda para el modelo de FRW (k= +1) con 

los dos formalismos  vistos en este  trabajo (posteriormente en el  ADM se observara algo 

semejante  para los modelos Bianchi clase A).  Para el  sector del microsuper-espacio del 

modelo de Taub, este  método  da  la  misma solución particular  encontrada en supergravedad. 

Para el modelo del Bianchi  tipo 11, esta solución es nueva, no se había  encontrado por 

otros  metodos  (nosotros mismos la obtuvimos en cosmología ADM  estandar). La función 

de onda  encontrada  tiene  términos que por un lado se comportan  como los estados de 

agujero de gusano propuestos por Hawking y otros  términos que satisfacen la propuesta 

de Hartle-Hawking de estados sin frontera. Cuando se calcula  la función de densidad no 

normalizada IQ 1 2 ,  para  este mismo modelo, bajo  las condiciones enunciadas  previamente, 
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Al hablar de las soluciones  que  se obtienen en los diferentes enfoques  que existen  para 

estudiar  la cosmología cuántica, no  queremos decir que  sean totalmente  equivalentes,  más 

bien que existe  una correspondencia a, nivel de  soluciones para  las funciones  de onda de los 

modelos  cosmológicos  similares, de esto, el proceso  de extraer algunas  predicciones para 

los  modelos cosmológicos se siguen  de la  manera usual4’. A este nivel se ha mostrado que 

los enfoques  estudiados aquí (supergravedad N = l ,  mecánica  cuántica  supersimética y  y 

posteriormente ADM) dan  resultados similares. 

Para finalizar, los trabajos que estan involucrados  en esta sección son los siguientes: 

1.- O. Obregón, J. Socorro  and J. Benítez,  Phys.  Rev. D 47, (1993)  4471. 

2.- J. Socorro, O. Obregón  and J. Benítez, Proceeding in Symposium Latinoamericano 

on Relativity  and  Gravitation,  SILARG VI11  World Scientific  Pub.  446-451  (1994). 
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4.-) Formalismo Hamiltonian0 ADM 
En los últimos años a.lgún trabajo se ha hecho en  el formalismo hamiltoniano cono- 

cido como ADM (Arnowitt-Deser-Misner)  aplicado  a modelos cosmológicos4g. De esta 

aplicación  algunas conclusiones han sido exhibidas conociendo la solución a la ecuación 

cuá,ntica de Wheeler-DeWitt (WDW)  estudiada, con esto  algunas relaciones fueron encon- 

tradas  en común con el formalismo de Ashtekar,  por ejempo Kodama3' mostro que  existe 

una  transformación  entre  la función de  onda ADM y la función de  onda a la Ashtekar, 

siendo de  la  forma QADM = QAeFiSA, donde S A  es una función púramente  imaginaria  que 

puede  ser  calculada  algebraícamente  para cualquier modelos cosmológico en el formalismo 

de  Ashtekar. 

En  particular, como Q A  = const. es una posible solución (para  un cierto  ordenamiento 

de  factores)  uno  esperaría una. solución de  la  forma = We-', W = constante 

para el  modelo  del  mixmaster y una función que puede ser calculada para los modelos 

cosmológicos bajo  estudio  (en  particular presento los Bianchi clase A). Por  otro  lado, 

Moncrief y Ryan34,  dan una solución a un submodelo de este  mismo  problema,  el modelo 

de  Taub. Ellos fueron  motivados para proponer su ansa,tz,  al  observar las soluciones de  la 

ecuación de WDW de  la  forma = We"@, donde  la  función Q, es una solución a la 

ecuación  clásica  de Einstein-Hamilton-Jacobi. 

Al mismo tiempo, Graham12' encontró una solución al mismo  modelo  en el sector 

bosónico utilizando el método  de  simetría escondida, en mecánica cuántica  supersimétrica, 

que  en el  contexto  de Moncrief y Ryan, es  leida como la misma ecuación de  Einstein- 

Hamilton-Jacobi. 

Debido a que los principales  resultados  obtenidos en cosmología cuántica  estan basados 

en  obtener  una solución a la ecuación clásica de Einstein-Hamilton-Jacobi y/o resolver las 

constricciones  supersimétricas  (Supercargas Q, Cj en  mecánica  cuántica  supersimétrica, 

S A ,  SB en  supergramead),  al parecer pudiera  existir una correspondencia  entre los tres 

formalismos a nivel de  obtener soluciones, pero no al predecir otras propiedades fisicas del 

sistema  estudiado  (obtención de cantidades conservadas, definir un  producto  escalar,  etc), 

que  en muchos de los casos son problemas abiertos. 

- 

Esta  parte del trabajo es una extensión a 1a.s ideas  presentadas  por Moncrief y Ryan. Se 

45 



estudia la ecuación  cuántica  de  Wheeler-DeWitt para cualquier  ordenamiento  de  factores en 

el mismo  sentido  que  fué  presentado por Hartle-Hawking’, para los modelos cosmológicos 

Bianchi Clase A. El método que presento pa.ra resolver la ecuación de WDW, muestra la 

posible  dependencia  en la función de  onda de un pará.metro Q que  caracteriza  cualquier 

ordenamiento  de factores en la ecuación de WDW. Algunas soluciones particulares  han 

sido obtenidas  para ciertos modelos, a.quí se presentan las mismas soluciones, además de 

otras  que  no fueron  contempladas o analimdas en su momento. 

La métrica  de los modelos cosmológicos Bianchi tiene la forma general 

donde 

X l = e  - 3 0  ( - P: + P: + P: + e4av(x, y)) ,  (4.3) 

y eqa  V(x, y) = U(qlL) es el término del potencia,l para el modelo cosmológico en consid- 

eración. 

La ecuación de Wheeler-DeWitt es la forma del operador X 1  = O con Pqp , realizados 

por -itlqp con 91’ = (a, x, y). El factor  e-3cu puede ser ordenado  de  muchas  maneras con 

Pa. Hartle-Hawking’ han sugerido, lo que ellos han  llamado un ordenamiento  de  factores 

semi-general, para el cual,  en  este caso e-3aPi es ordenado como 

donde Q es  cualquier  c0nstant.e  real. Con este  ordenamiento  de  factores, la ecuación de 

WDW viene a ser 
aQ 

OQ + Q- - e4T(x,y)\II  = O, da (4.5) 
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donde 0 es el d'lambertiano en tres dimensiones, con signatura (-, +, +). . 
En este  punto,  estamos interesados en tra,nsformar la, última ecuación en otra, pero que 

no  contenga  el  termino del potencial, que  nos permita  obtener soluciones más  fácilmente 

de la forma  +(qp) = W(qP, Q)e-"(q'), pero que dichas soluciones satisfagan  todas  las 

ecuaciones  en  las  cuales se transforma la ecuación de WDW original. 

Esta sección esta orga.nizada como sigue: en la  parte 1 se presenta  el  procedimiento 

por el  cual la ecuación de WDW original se reduce a otras más simples. En  la  parte 2 se 

aplican  estas  ecuaciones a los modelos cosmológicos tipo  Bianchi  Clase A,  para los cuales 

escribo  una  forma  general  para  determinar  la función de onda. Algunas soluciones ya 

fueron obtenidas, pero sin tomar en cuenta el ordenamiento de factores en la ecuación de 

WDW, entonces,  estas son más generales. En el apendice B presento el procedimiento para 

resolver la ecua.ci6n  clásica de EHJ para  la función @, que aparece en la descomposición de 

la ecuación de WDW, para los  modelos cosmológicos Bianchi  Clase A,  la cual se presenta 

en la  tabla 1 de esta sección. 

4.1.-) Reducción de la ecuación  de  Wheeler-DeWitt 

Usando  el  ansatz para  la función de onda, @(S") = W ( a ,  x ,  y)e-" en la ecuación (4.5), 

obtenemos5' 

d W  d@ 
da da  

O W  - Wn@ - 2VW V@ + Q- - QW- + W[(V@)2 - U ]  = O ,  (4.6) 

con U el término de potencial que expecifica el modelo cosmológico bajo estudio. 

Si uno puede resolver la ecuación no lineal 

(vq2 -u = o ,  (4.7) 

para  la función e, uno obtiene  una ecuación maestra  para  determinar la función W (esto 

se present a en el  apendice B).  

La (4.7) no es otra cosa que la ecuación clásica de Einstein-Hamilton-Jacobi que se obtiene 

al  reemplazar los momentos P,P --+ a en la ecuación (4.3) y elegir = O. 
84' 
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Se pudo resolver la ecuación (4.7) en todos los modelos  cosmológicos Bianchi  Clase 

A, haciendo el siguiente cambio de coordenadas  generalizadas = Q + x + &y, /32 = 

Q + x - &y, /33 = Q - 2x, y reescribir la ecuación (4.7) en estas nuevas coordenadas.  Con 

este  cambio,  la función @ es obtenida  inmediatamente para. los modelos  cosmológicos bajo 

estudio  (ver  apéndice B). 

En  particular  Moncrief y Ryan3* encontraron en  el caso del Bianchi  tipo IX una 

solución exacta  para  la ecuación (4.7), siendo ésta 

@ = -e2Q.[e-4x 1 + 2e2X cosh(2\/5y)], 
6 (4.9) 

también  encontraron  una  función de onda  particular  para  este  modelo,  donde  W=const., 

ello implicó  que el parámetro Q= -6, ademas,  para un submodelo de éste, el modelo de 

Taub, el pará,metro es cero, pero la W es ahora  una  función de la  forma W = const.  ea+’. 

En  lo que sigue,  presento las ideas que me permiten  reducir la ecuación de WDW a 

un conjunto de ecuaciones diferenciales que  son mas  simples  de resolver para  la función 

W, conociendo la función @. La función W en estos  casos, si depende del parámetro Q. 

Esto además  nos  permite recobra las soluciones particulares  para  la función de onda @ 

que  algunos  autores  han  obtenido para ciertos modelos cosmológicos tipo  Bianchi. 

Si en la ecuación (4.S) uno desea  obtener  una  ecuación  para la función W, una posi- 

bilidad es demandar que 

(4.10) 

la cual  sera  considerada  como  una  ecuación de consistencia  para  dicha  función, lo anterior 

implica que 
d@ 
da 

W C I @ + 2 V W * V @ + Q W - = O ,  (4.11) 

la cual es más  fácil de resolver clue la ecuación original (4.5).  La ecuación (4.11) es similar 

a la ecuación (4.5), pero sin término de potencial  (semejante a una  ecuación de onda 

homogénea). 
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4.2.-) Soluciones para los modelos cosmológicos Bianchi  Clase 
A 

En  esta sección  presento las soluciones a todas las ecuaciones que aparecen en la 

descomposición de la ecuación de WDW original, por ejemplo,  las  ecuaciones (4.7),  (4.10) 

y (4.11), y doy  el conjunto de soluciones para los  modelos cosmológicos tipo  Bianchi  Clase 

A, tomando en cuenta el parámetro de ordenamiento de factores, en el sentido de Hartle- 

Hawking. 

Bianchi tipo I 

El término de  potencial pa.ra este modelo  es cero,  entonces  una  posibilidad  para la función 

CP es ser  una  constante, luego la ecuación maestra  (4.8)  toma  la  forma  parecida a la ecuación 

reducida (4.11) 

(4.12) 

La solución para  la función de onda es semeja.nte a la función de una  onda  plana, 

Q l = A e  , c.2 (4.13) 

con la condición  sobre el modulo del vector k, k2 = O (k = (a - Q ,  b,  c ) ) ,  con a, b, c 

constantes,  y X = (-a, x ,  y). 

4 

4 

Existe  la siguiente relación entre  todas  las  constantes 

Q f JQ' + 4(b2 + c2) 
2 

a =  (4.14) 

Esta relación nos da  la solución  encontrada  por Ryan" para el caso &=O. 

Otra posibilidad para  la función CP, que es solución de la ecuaón de EHJ, es 

@ = const. f F(g(u)),  (4.15) 
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Con esto, la solución consistente con las ecuaciones (4.10) y (4.11) es la siguiente 

función de  onda, 

a a + b  
)cy + (-)x - exp  [const. f F(g(u))]  (4.16) 

a1 

donde a, b son constantes de integración que satisfacen la constricción 

2 (q- ( ? y +  ($) = o  (4.17) 

Si uno desea obtener  la solución parecida  a la  onda  plana por medio de  esta solución, es 

necesario tomar  la siguiente forma más simple para  la función F(g(u)) = u y W=constante, 

implicando  que  las  constantes  toman el  valor a = b = O. 

Bianchi tipo I1 

Para este modelo, el termino de potencial  tiene  la siguiente forma U2 = $exp(4@1),  donde 

es la nueva  coordenada definida anteriormente. Resolviendo la ecuación (4.7),  la solución 

para @ es 
1 
6 

@2 = -e2p1 + a0 G(cy + x). (4.18) 

donde a0 es una constante. La solución para  la función Q cuando el parámetro es real,  la 

obtenemos  al resolver las ecuaciones (4.10) y (4.11)? de este  modo la función  de onda tiene 

la forma 
Q2 = W o  exp ( 3  - a + -)cy Q + (b - a)x - (4.19) 

2 
con la condición sobre  la  constante a0 = 0 en la función @ 2 ,  para que  sea una solución 

consistente a la ecuación  cuhntica  de WDW, y las constantes  involucradas  satisfacen la 

siguiente  relación 

108 - 72a + 24ah - 16b2 - 3Q2 = 0. (4.20) 

En  este  punto, podemos  obtener varios casos, por ejemplo,  poniendo &=O se obtiene 

la siguiente condición entre las constantes 

4b2 - 6ab + 18a - 27 = O. 

y consecuentemente la solución para  la función de onda 

( 3  - a)a + (b - a)x - 

(4.21) 

(4.22) 
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Otro  caso  es elegir  las  constantes a = b = O ,  ello nos implica que el parámetro Q toma los 

valores Q = f 6 ,  y con el valor -6,  se obtiene que la función W = const., 

= Wexp[f@2],   (4.23) 

Este  último  resultado  para  la función  de onda fui! obtenido en la ref. [51] en el  formalismo 

de la  mecánica  cuántica  supersimétrica  para el  término  bosónico (y los terminos  fermiónicos 

también) y posteriormente en la ref.  [52] en el formalismo ADM. 

Es importante  hacer  notar que  en éste modelo (y posiblemente en otros),  la función 

@2, que es  solución a la ecuación  clásica de EHJ, presenta dos partes,  una es la que se 

encuentra  por el método presentado en el apéndice B, y otra,  la  parte que tiene que ver 

con la función G,  que se obtiene  únicamente por inspección de esta  ecuación,  pero ello no 

implica que toda  la función Q2 calculada aquí sea solución a la ecuación cuántica  de WDW. 

Como en éste  caso, el  requisito que se pide a la función @2 para que se  pueda  encontrar 

una solución a la ecuación de WDW, es  que la  constante a.o sea  cero,  esto es compatible 

con el  resultado  presentardo en la  tabla 1 ,  posteriormente. 

Bianchi tipo V11,=-1 

Para este  modelo, el término de potencial es U6 = $exp[4(a +x)] y resolviendo la ecuación 

(4.7) se encuentra  pa,ra  la función @ 

(4.24) 

función que presenta la  particularidad de  no tener  la  forma  estándar  obtenida  para los otros 

modelos Bianchi estudiados y tampoco en los dema,s Bianchi  Clase A que posteriormente 

present arés 

La forma de la función W, resolviendo las  ecuaciones (4.10) y (4.11) es 

1 
W = exp [-(a + x)a2], 

4 (4.25) 
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Bianchi tipo IX y casos reducidos 

Este modelo es el más complicado de los modelos anisotrópicos tipo Bianchi,  siendo la 

forma del  potencial 

y la solución a la ecuación (4.7) tiene la. forma  (ver  apéndice B, la  manera  en que fue 

obtenida dicha  función) 

Cuando se resuelven las ecuaciones (4.10) y (4.11), la. función de  onda  resulta ser 

(4.34) 

con Q = f 6 . ,  

En  este  punto, es conveniente mencionar que existe otra solución diferente para este 

modelo a la ecuación de EHJ, presentando el mismo tipo que  en el modelo del Bianchi I1 

( @ g ~ ~ ~  = +g + F(a, &). Esta función @ g ~ ~ ~  implica  que la función W deba ser cero, lo 

cual  es una inconsistencia,, queriendo decir que no existe función de  onda  para es modelo 

cuántico  del Bianchi tipo IX. De donde,  la función @g es la única parte que  de esta nueva 

función + que  permanece al sustituirla en la ecuación de WDW (ver  tabla 1). 

Por  otro  lado,  uno  de los modelos reducidos es  el modelo de  Taub, en éste,  uno 

reemplaza  en  todas  las expresiones únicamente y = P- = O 

@TAUB = - [2e 2 * + 2 X  + e " 4 X ] ,  

6 
(4.35) 

resultando  para  la función W 

W = Woexp(a + x). (4.36) 

Para éste  submodelo, el valor del parámetro Q calculado  por  este  procedimiento es cero. 

Esta solución fue encontrada por Moncrief y Ryan34. 

Para el modelo  de  FRW, el valor de Q=2 fue obtenido por este  método y la solución 

para  la función de  onda,  la  forma muy conocida @FRW = $e2*, y 

4.37) 
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Para concluir esta sección, si uno observa todas las expresiones que se obtuvieron  para 

la función @, existe  una  forma general para reescribirlas, para ello usando las  matrices 

3x3 mij,  (excepto  para el Bianchi tipo VIh=-l debido a que la matriz correspondiente a 

este modelo  deberia ser modificada) que a,pa,rece en el esquema  clasificatorio  de Ellis y 

M a c C a l l ~ m l ~ ’ ~ ~  para los modelos Biancli Clase A, cuando  las  constantes  de  estructura 

son escritas  en la forma 

c i k  = Ejks msi + SfkiLj] (4.38) 

Si definimos gi(qP) = (epl, ep2,  ep3)  con pi definidas anteriormente, la. solución unifi- 

cada para la ecuación (4.7) pa.ra los  modelos  cosmológicos Bianchi clase A. 

y la  matriz miJ para  todos los Bknchi Clase A es presentada en la  siguiente tabla. 

Modelos  Bianchi  Clase A (ai = O )  

Bianchi type 111 - @ 

I O O 

I1 diag( 1, O ,  O) f ie2p1 

VIh=-1 f [2(p1 - p2) e(P1+82)] 

VIIh,o diag( 1,1, O )  f i [e2p1 + e2p2] 

VI11 diag( 1,1, -1) f$[e2p1 + e2p2 - e2p3] 

IX ( 4 j  1 -J-;[e2PPI + e2P~ + e2P3 1 
Tabla 1. Se  presenta  la  matriz 111 y la función @ para los modelos  Bianchi  Clase A 

donde la matriz Q! modificada es (valor fijo de y)  

O 1 0  
CV=-y  A ( o o o )  1 o o (4.40) 

Una  expresión  similar a la ecuación (3.14) fue obtenida en otros  contextos  en las referencias 

[53,54]. En el caso  donde mij es  diagona.1,  la. ecuación (3.24) es similar a 

1 
@(qLL) = fi [mij gij] (4.41) 

donde gij es la 3-métrica. 

54 



Entonces la funci6n de onda !€J tiene la forma general 

(4.42) 

donde la. función W es dada  en  la siguiente tabla. 

Bianchi type yy constricción 

I exp [? . k] 
I1 exp[(3 + 2 - a)o + (b - a)x - -y 3 
V I k  - 1 exp [+(a + S ) ]  & = O  

VIII exp [(3 + + ) c y ]  Q = f 6  

+ 
a2 - aQ - ( h 2  + c 2 )  = O 

108 - 72a + 24ah - 1 G b 2  - 3Q2 = O 

VIIh=O exp [ (3  + - a>o - ax] 36 - 24a - Q' = 0 

IX exP K3 + 214 Q = f6 

Tabla 2 .  L a  función W y la relación entre  diferentes  constantes para cada  modelo  Bianchi 

Con esto, la función de  onda encontra.da para los  modelos  cosmológicos tipo Bianchi 

Clase A en el fornlalismo  hamiltoniano ADM estan  también  caracterizados  por la forma55 

e*@,  que es un  buen  indicio  para  continuar  buscando  la  correspondencia con  los otros 

formalismos  usados para estudiar la cosmología cuántica. Ayui también se presenta el 

problema  de definir un  producto  interno que  sea  finito,  debido a que las funciones de  onda 

no  estan  normalizadas. 

Para finalizar, los trabajos que estan involucrados en esta sección son los siguientes: 

1.- O. Obregón and J. Socorro, \zr = W e * @  quantum, cosmological solat ion for Class A 
Bianch i  models, enviado al Class. Quantum  Grav. (1995). 

2.- J .  Socorro, O. Obregón and J. Benítez,  Proceeding in Symposium  Latinoamericano 

on R.ela.tivity a.nd Gravihtion, SILARG VI11 World  Scientific Pub. 446-451 (1994). 



5.-) Densidad  lagrangiana de la  Teoría de Ashtekar 
a partir de una  Teoría de norma de la gravedad en 
D=5 

Hace algunos  años MacDowell-Mansouri5", pa gel^^^ y otros  autores58  introdujeron 

teorías  de  campo  para 1a.s cuales, su acción  es independiente  de la métrica y la conexión. 

En  ellas, los campos  fundamentales en  la,  a,cción son los campos  de norma  de  un  grupo 

apropiado G, donde gp,, y r;la son obtenidos como combinaciones de  estos  campos, con lo 

cual  relatividad  general es una consecuencia. de  estas  construcciones. En  teoría  de  campo 

convenciona.1, la  métrica determina, el espacio-tiempo para el resto  de los campos  cuánticos 

y esta presente  necesariamente en la, acción de dichas teorías,  siendo  un campo  propiamente 

dicho. En los enfoques mencionados, la métrica no aparece en la acción, con lo cual no 

se considera como uno  de los campos fundamentales,  siendo  derivado  de los campos de 

norma gravitacionales wCc = -wIL . Posteriormente  estos son identificados como las 

seis componentes  de  la conexión wp ab y las cuatro wp 4a  con las tétradas ep  '. 

A B  B A  

Estas teoría,s  de  norma. estan cercanamente  relacionadas con el formalismo de Chern- 

sir non^^^, asi como con la  teoría  de A~h teka r~~?" ,  su cuantización  canónica ha conducido a 

algunos  autores6' a obtener soluciones para las cuales los estados físicos son precisamente 

la  exponecial  de la acción de Chern-Simons 

Por  otro  lado,  una clase de teorías que dependen  de la conexión y una densidad 

escalar han sido  propuestas6', pa.ra. grupos de norma  arbitrarios.  Para el grupo  S0(3,C), 

la formulación  canónica conduce directamente  al  hamiltoniano del formalismo  de  Ashtekar. 

En  este  sentido  estas teorías  pueden ser consideradas como un generalización de la teoría 

de  Ashtekar. 

Los trabajos  antes mencionados nos m0stiva.n a investigar  la  busqueda de  una  teoría 

de  gravitación  que  dependa  únicamente  de campos de  norma  tipo MacDowell-Mansouri, 

los cuales estan  cercanamente rela.cionados con el formalismo de  Chern-Simons,  siendo 

también una extensión del formalismo de Ashtekar en vista  de su conexión con la acción 

de  Chern- Simons. 

Se mostmrá que a partir  de la relación de los campos  de  norma  gravitacionales con la 

conexión y la  métrica,  nuestra acción es descompuesta en cuatro términos: Los términos 

topológicos de Euler y el de  Pontrjagin, la  acción de Ashtekar (en la  forma  propuesta por 
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Samuel63 y por Jacobson y SmolinG4,  además de un término con constante cosmológica. 

El invariante topológico de  Pontrjagin  aparece  también como un término  extra en coni- 

pa.ración con la acción de MacDowell-Ma.nsou1-i. Esto puede  ser  considerado como una 

generalización de  esta  teoría.  Nuestra  propuesta se reduce ahora clasicanlente a la for- 

mulación exacta  de la teoría  de  Ashtekar, sin endmrgo es una  propuesta diferente65 que 

depende  unicamente  de los campos de norma del grupo elegido y ello preserva la relación 

con el  formalismo  de  Chern-Simons. 

La propuesta que  presentamos es una extensión al procedimiento de MacDowell- 

Mansouri,  en lo que sigue damos  una revisión rápida  de la ideas de este  procedimiento. El 

punto  de  partida  de  esta teoría es considerar el potencial  de norma up (x), donde los 

indices p = O ,  1,2 ,3  corresponden a una base 4-dimensional del espacio-tiempo M, con xa 

son  coordenadas locales sobre la variedad M, y los indices A,B = O ,  1,2,3,4  estan asociados 

al grupo  fibrado  de  anti-de-Sitter  S0(3,2). De éste  modo el potencial  de  norma wp es 

una conexión asociada al haz fibra.do principal (M, S0(3,2)). 

A B  

AB 

Del potencial  de  norma w ,  nosotros podemos introducir la curvatura 
A B  

[AB1 

donde f[[CD][EF]] son 1a.s constantes  de  estructura  de S0(3,2). Aquí la notación  en los indices 
A B  AB [AB] significa antisimetrización. Para el potencial  de  norma en si up y la curvatura R,, 

creemos conveniente no  usar los parentesis cmdrados,  pensando  que son antisimétricos en 

los indices AB. 

Consideremos ahora los generadores SAB = "&A del álgebra  de  anti-de-Sitter SO( 3,2) 

que  satisfacen la siguiente relación 

(5.2) 

Encontramos  que las  constantes  de  estructura, de S0(3,2) son dadas  por 

De esta expresión  obtenemos los siguientes resultados: 
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donde los indices a,b corren  de O a, 3. 

Sustituyendo los resultados  anteriores en el término  de  curvatura  (5.1),  obtenemos 

Y 

donde 

R;; = apwy ab - auw, + wp caw,c - w,  wpc . ab  b  ca  b (5.10) 

Considerando  que  puede ser considerado como la torsión,  mientras  que R$ es la 

curvatura  usual del tensor  de  Riemann en cuatro dimensiones. Hasta  aquí hemos ya. 

identificado  las  componentes  de los ca.mpos de norma wp como las seis componentes de 

la conexión w,  ab y  las tétradas e, a 3 wp 4a .  

A B  

La acción de MacDowell-Mansouri S ~ h l  es 

(5.11) 

Aquí 8""P es  el símbolo de  permutación, una densidad  tensorial con = +1 y para 

contraer los indices asociados con el grupo  fibrado S0(3,2), uno considera una  estructura 

que  ma'ntenga la propiedad de forma  mas genera.1 de  invariancia  de  Lorentz,  siendo el 

símbolo antisimétrico Eabcd (ver ref. [56]). 

Con esto, se vió que esta teoría es equivalente a  tres  términos  en la acción, el término 

topologico de  Euler, el término de Einstein-Hilbert y el término  de  constante cosmológica. 

La nueva teoría  de  norma  de gravitación que se propone, es simplemente la generalización 

de  ésta  última  teoría,  pero  ahora  tomando  la  parte  auto-dual  de  la conexión +w, ab para 

construir  las correspondientes  intensidades de campo  de norma +RE:. Varia.s acciones 

han sido ya construidas  basandose en la  parte  auto-dual de la ~ o n e x i ó n ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ .  La teoría 
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de  Ashtekar  puede ser incluida en este  grupo de propuestas.  Nuestro  enfoque es basado, 

sin  embargo,  en  otro principio  de construcción y es una  de las  formas  mas  naturales  de 

extender  la clase de  teorías  de  norma que se  ha.cen mención en  las referencias [56,57,58], 

en  particular  nosotros extendemos en este  tra.bajo la formulación de MacDowell-Mansouri. 

Sin  embargo,  clasicamente  la acción de Ashtekar es obtenida  exactamente  de  nuestra for- 

mulación.  Entonces, esta nueva teoría de norma de la  gravitación es también  una extensión 

alternativa  de esa  realizada por Ashteka.r. 

Nuestra  propuesta  parte  de  la acción con cantidades  auto-duales 

(5.12) 

*Ajku ab = - 1 [Apu ab 'f i *Apu ab] 

2 

con *AjLu ab = l e a b  cd A "', como la forma. de obtener  cantidades  auto-duales (+) o 

anti-auto-duales (-). 
2 

Con esto,  la conexión auto-dual +w, es 

ab 
Y 2 cdwp cd)a  

y de la siguiente definición 
V a b  - a b a b  
u p u  - e,  e u  - e, ep , 

tenemos  su  correspondiente expresión auto-dual 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

En  este  punto,  estamos interesados  únicamente en tomar  la  parte  auto-dual  de Rit. Asi 

tenemos 
+ R a b  =+ R;: - x 2  + C a b  

IL u CLU' (5.16) 

donde 
+ R a b  

PU = ap +wu ab - a, +wp ab + +WIL w,,, - 
c a  + b + W u c a +  b 

w p c  ' (5.17) 

Con estas expresiones de 'RE:':, y por consiguiente la  teoría  de  norma  de  gravitación  dada 

por la acción (5.12) es ahora definida. 
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Para  mostrar que esta nueva teoría  reproduce la  teoría de Ashtekar,  introducimos la 

ecuación (5.16) en (5.12) y encontramos 

donde hemos usados las  ecuaciones (5.14) y (5.15)  para  obtener el último  término de 

la ecuación  (5.18).  Con  esto, nosotros reconocemos el segundo término  como  la  acción de 

A ~ h t e k a r ~ ~ > ~ ~ ,  mientras que el último  término es el término  usual de constante cosmológica. 

Asi el  segundo y el tercer  término corresponden a la teoría de Ashtekar. 

Para clarificar  el  significado del primer  término de la ecuación (5.18), usamos la 

ecuación (5.13) y vemos que +Rit da.da en la ecuación (5.17) puede ser escrita como: 

con 

donde ¿iab cd = 6:6," - 626;. De este  modo, el primer término en (5.18) viene a ser 

1 
16 
- 1 d4x EcLuap  Eabef RZ"y Ri) (bab cd 6"' gh - 2i¿iab cd € e f  gh - Eab  cd Eef gl,). (5.20) 

Considerando que 
ab 

E ef = -2(qceqdf - qcf qde) 7 

el  primer y tercer sumando en la ecuación (5.20) conduce a 

(5.21) 

(5.22) 

Por el  mismo  procedimiento, el segundo término en la ecuación (5.20) se convierte en 

i J d4x E ~ " ~ ~  Rab p u  R$ 11ag11bh. (5.23) 

Resumiendo,  el  primer  término en la ecuxión  (5.18) conduce al  resultado 

(5.24) 
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Nosotros reconocemos al primer término como  el término topológico de Euler y el segundo 

es  el término topológico de  Pontrjagin, asi el primer término en la ecuación (5.18) es un 

término topológico (una diferencial exacta). 

Si consideramos la  suma del segundo y tercer término en (5.18) y el primer  término en 

(5.24)  nosotros  obtenemos el enfoque propuesto por MacDowell-Mansouri56, puesto que es 

conocido que el segundo  término en (5.18) da. la  mitad  de  la acción de Einstein-Hi1be1-t~~~~~. 

La nueva característica viene del segundo término en (5.24)) el término topológico de 

Pontrjagin. el segundo y tercer términos en (5.18) nos da  la teoría  de  Ashtekar con término 

cosmológico, el primer término es puramente topológico (Euler  más  Pontrjagin) como 

se muestra en la expresión (5.24).  Nuestra  propuesta conduce entonces a la acción de 

MacDowell-Mansouri al remover el término topológico de  Pontrjagin y esto nos conduce a 

la acción de Ashtekar al  tomar  ambos términos topológicos. 

En el formalismo  de Ashtekar la conexión +w, ah usualmente  llamada A, ab juega  un 

papel  central.  En  la  literatura,  la  intensidad del campo asociado a A, ab es llamada F$ 

la cual es definida  como 

F”,b, = ¿?,AII - &AIL + A,, ““A,, - A, ““Apc . h h (5.25) 

En  nuestro enfoque F$ = +R$, F$ tiene la, estructura de la  intensidad  de  campos  de 

Yang-Mills. La  teoría  de Ashtekar es construida pareciendose a una  teoría de Yang-Mills 

y es usualmente  considerada como la versión de graveda.d de  estas clases de teorías. Sin 

embargo,  la acción en el formalismo de Asl1teka.r  es 

(5.26) 

la  cual es lineal  en  las componentes de la intensidad de los campos y no tiene l a  estructura 

usual  de  una acción de Yang-Mills. 

Con  éste  trabajo nosotros mostramos que al adicionar  tres  términos  a la acción (5.26) 

(términos  de  Euler,  Pontrjagin y cosmológico) nosotros llegamos a la teoría de norma 

propuesta por medio de  la acción (5.12).  Esta ya es cuadrática  en  las  componentes  de  la 

intensidad  de los campos F$ = F$ - X2 ‘E$, meramente la acción (5.12)  puede ser 

escrita  como 

(5.27) 
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En  nuestra  opinion,  la  estructura de norma de esta  teoría de la gravedad  clarifica en 

parte, y desde  un nuevo punto de vista,  la selección pa.rticu1a.r  de la acción (5.26) propuesta 

por  Samuel63 y Ja.cobson-Sm01in~~. 

Sin  embargo, la acción (5.27) ha.  sido ta,mbién construida  tomando en cuenta su in- 

teresante  relación  cercana con la teoría de Chern-Simons. De echo, si en lugar del símbolo 

de Levi-Civita E&&, nosotros usamos la  métrica de I<illing asociada  al  grupo SO( 3 ,2) ,  

la expresión (5.27) viene a ser la segunda. forma  Clase  Chern,  de la cual la acción de 

Chern-Simons puede ser deriva,da,. 

De acuerdo a nuestro  resultado, el forndismo de Ashtekar es cercanamente  rela- 

cionada a la teoría de  Chern-Simons.  Esto puede contribuir a entender el hecho que los 

estados físicos de relativichd general  a nivel cuá11tico~~ son la exponencial de la acción de 

Chern-Simons II, exp( 7 S c 8 ) .  const 

Para finalizar, el trabajo que esta involucrado en esta sección es  el siguiente: 

1.- J.A.  Nieto, O. Obregón  and J. Socorro, Phys. Rev. D50, R3583  (1994). 
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6.-) Modelos 1 .  Cosmológicos en  Supergravedad N=2, 
en cinco  dimensiones 

6.1 .-) Introducción 

En éste  trabajo se estudim modelos cosmológicos en la  teoría de supergravedad, para 

N=2, en  cinco  dimensiones, con algunas restricciones sobre las  variables de campo del 

sistema. Dichos modelos se pueden estudiar en una  teoría  4-dimensional, con dos campos 

escalares 4 y 11, interaccionando. La finalidad primordial de este  acoplamiento es la de 

buscar la  manera de remover la singularidad para un tiempo  finito  debido a la presencia 

de un campo  supersimétrico $ y a la manera en  que interacciona con un campo  escalar de 

corto  alcance 4,  tipo  Brans-Dicke. Los modelos estudiados son  los Bianchi  tipo V y VIo. 

Laa teor ía  físicas formuladas sobre  espacio-tiempos mayores que 4 han sido objeto 

de estudios  intensivos en los últimos a.ños, tales como teoría de cuerdas,  supercuerdas y 

supergravedad. Recientemente  Balbinot  et a,l.68369 ha,n considerado soluciones cosmológicas 

para  la  teoría de supergraveda,d N=2, D=5 70371, la. cud contiene la métrica. gMN,  un 

campo de espín $, $& (a=1,2 es un índice interno) y una  1-forma B A  (M,N=l ,  ..., 5 and 

pu = 1 ,  ..., 4).  El interes esta enfocado en las soluciones cosmológicas de  las  ecuaciones 

clásicas  de  campo  obtenidas  al  tomar  una  adecuada configuración del “estado base”, es 

decir la configuración donde el conjunto de todos los campos fermiónicos son cero y el 

potencial de Maxwell t,iene solamente una  componente, AB = ( O ,  O ,   O ,   O ,  AS) = (O ,  O ,  O ,   O ,  $). 

Estas  teorías, cuyo origen esta en  los trabajos de Kaluza-Klein,  tienen  como meta dar 

una  explicación de las propiedades intrinsecas de  la. materia,  tal como la  carga  eléctrica 

como una manifestación del espacio-tiempo de una dimensionalidad “interna”  adicional. 

Sin  embargo,  la necesidad de tener  una  consistencia  física de la, compactificación del es- 

pacio  interno, forza a los teóricos a introducir otros  campos,  además de la geometrización 

multidimensional de la gravitación, que induzca esta  compactificación;  no es claro si uno 

puede en general  observar  estos campos extras en sentido geométrico.  Sin  embargo una 

estructura  geométrica puede ser  introducida, cuando estos campos se interpretan como 

componentes de  un multiplete supers imétr i~o~~.  

La teoría contiene un campo  adicional  semejante  a los de Maxwell, definido como un 

campo externo en 5-dimensiones, que proviene de la  métrica $MN, como en el  esquema 
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tradicional  de  IMuza-I<lein. Aquí  presentamos  soluciones exactas en esta  teoría  bajo 

la presunción  de que el espa.cio-tiempo  5-dimensional  tiene  localmente la  estructura de 

V4xS’ ,  donde V4 es el espa.cio-tiempo  4-dimensional, cuya sección  espacial  la  da  el modelo 

cosmológico a estudiar, en nuestro  caso los modelos B i a n ~ h i ~ ~ , ~ ~  tipo V y VIO. 

El lagrangiano de la supergravedad para N=2, D=5 puede ser escrita  como 

1 
- “ h & F A B & ( r  ABCD + 46 6 )$Da, 

AC B D  
8 

donde los términos  proporcionales a la torsión  han sido despreciados; F A B  = ~ A B B  - h B  - 

A y rABC es un producto  anti-simétrico de matrices de Diract. 

La signatura es (+ - - - -); el tensor de Riemann R2cD = &rkD - &rkc + 
l?iDI’$E - 17Ecl?$E, y el  tensor de Ricci RAB = RzcD. 

Las restricciones  introducidas,  impuestas, como se mencionó anteriormente,  para 

poder  tener la configuración del “estado base”,  esta sobre  el  campo  fermiónico y el campo 

electromagnético. Después  de la reducción  dimensiona.1 se obtiene  una  teoría  efectiva en la 

cual la gravedad esta  acoplada en forma  no-trivial a dos campos escalares $ y q5 = ( g 5 5 ) $ .  

El elemento de línea  5-dimensional esta da.do por: 

La 1-forma BA es B, = O, B5 = $(S”). Como ningún campo se considerá  dependiente de 

x5, la  teoría  es equivalente a la descrita. por  un lagrangiano  4-dimensional de la. forma 

64 



(6.4b) 

( 6 . 4 ~ )  

donde 0 es  el d’alembertiano covariante * con respecto a g I L v .  Este  sistema es equivalente 

al que se obtiene del lagrangiano de supergravedad de 5 dimensiones al  variar con respecto 

a BA,  gAB y $2, e imponiendo el ansatz después  de variar, $2 = O ,  BA = ( O ,   O ,  O ,  O ,  $) y 

tornando en cuenta  la  métrica 5-dimensional, la ecuación (6.2). 

6.2.-) Métricas  de los  modelos  cosmológicos y las soluciones 
exact as 

Bianchi tipo V 

Este modelo cosmológico es anisotrópico y homogéneo, con la  siguiente métrica 

donde A, B y C son funciones del tiempo cosmológico t. L a s  ecuaciones de campo  para 

éste  espacio-tiempo y los campos 4 y $ son 

qi 3 d 2  

3 ?j 
4 7  

~ ~ + ~ c + i 3 ~ 1 - 3 y 2 e - 2 * = - ( ~ + B + c j  , (6.6a) 

2 
B + B 2 + C + C 2 + B C - q 2 e - 2 A   = - ( B + C j  (i) - ($) - - (  ) , (6.6b) 

A + A 2 + c + C 2 + A C - q 2 e - 2 A  = -(A+C) ($) - ($) - -(-) 3 y i 2  , ( 6 . 6 ~ )  

4 4  

4 4  
3 4  2 

f + A 2  + B + B 2  + AB - q2e-2A = -(A + B )  * (i) - ( g )  - -(-) , ( 6 . 6 4  

2A = B + c ,  

. .  

$ + ( A + B + C j  & - - = o ,  $4  
4 



aquí los puntos  significan derivadas con respecto  al  tiempo t. En lo que sigue presentamos 

las  soluciones exactas de 1a.s ecuaciones diferenciales (6.6).  Para poner el sistema anterior 

de una  forma  más  simétrica, definimos una nueva variable del tiempo: d77 = exp( -A)dt, 

ahora las ecuaciones (6.6) son 

+ 3 ( ! y 2 ,  

4 4  

4" 
4 
4'' 
4 

" 

" 

4' 
4 
- 

( 6 . 7 ~ )  

(6.7b) 

3 (f ) ', (6.7d) 
4 4  

(6.7e) 

aquí las  primas significan derivadas respecto  al  parámetro v. 
Multiplicando la ecuación (6.7f) por 4' y la ecuación (6.7g) por 4' y sumandolas, 

obtenemos  (usando la ecuación (6.7e)) 

O 

4' = a2e-2A4.  (6.10) 

Sumando las ecuaciones (6.7a y 6.7b) multiplicadas por e Z A  ambos  miembros,  obtenemos 

[d" + 2A"4 + 4A'4' + 4A'2q5]e2A = 4q24e2*,  (6.11) 
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pero  el  primer  miembro es una diferencial exacta de 

teniendo así otra primera  integral, 

(6.12) 

$e2A = a3 e2q9 + a4 e-'q9, (6.13) 

donde a3 y cy4 son constantes de integración. De las ecuaciones (6.9 y 6.10) obtenemos 

Usando  las  ecuaciones (6.10,  6.13 y 6.14)  para eliminar e 2 A  

La solución para  esta ecuación es 

en esta  última ecuación a5 es una  constante de integración,  e I esta  dada por 

(6.14) 

(6.15) 

( 6 . 1 6 ~ )  

(6.16b) 

El  valor explicit0 de esta integral se deja, para después, ya que depende del signo del 

producto  de a 3 a 4  o de si una de las dos constantes se anula. 

Restando  la ecuación ( 6 . 7 ~ )  de (6.7d), encontramos 

que tiene  como  primera  integral 

(C - B)'$ = age-2A. 

Usando la ecuación (6.13) y la ecuación anterior,  al  integrar se obtiene 

(C - B) = I 
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(6.18) 

(6.19) 



y de la ecuación (6.14) 

La solución para A la obtenemos de la, ecuación (6.13) 

(6.20) 

(6.21) 

de la ecuación C' + B' = 2A' tenemos 

C + B = 2 A  (6.22) 

donde sin perder  generalidad, hemos elegido una  constante de integración igual a cero. 

De 1a.s ecuaciones (6.1s) a. (6.22) obtenemos la solución para B y C. 

(6.23) 

(6.24) 

Si  nosotros ahora sustituimos  las expresiones anteriores para A, B, C ,  q!~ y 1c, en las 

ecuaciones (6.7), nosotros  obtenemos la siguiente relación entre  las diferentes constantes 

de integración, 

( ~ 1  = - ( 4 4  + 4803a4)/3, (6.25) 

y puesto que a1 > O ,  es claro clue a3a4 < O ,  por lo cual  estamos  listos  para evaluar 

la integral I ( q )  y todas la,s otras funciones que  dependen  de ella. La forma  final de las 

(6.26) 

(6.27) 
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(6.28) 

(6.29) 

En éste  punto,  no es posible observar  si la. singularidad del espacio  es  removida por 

la introducción  del  ca,mpo  escalar 4 y del campo supersimétrico 4, para algún valor  en 

especial del parámetro v. 

Bianchi tipo VIo 

Este modelo  cosmológico es anisotrópico  y homogéneo,  con l a  siguiente métrica 

donde A y B son  funciones del tiempo cosmológico t .  Las ecua,ciones de campo, usando 

las  ecuaciones (6.4), para  éste  espacio-tiempo son 

(6.31e) 

los puntos  significan derivadas  con respecto al tiempo t. De  igual manera que  en el  caso an- 

terior, definimos una nueva variable del tiempo  por: d?] = exp( -A)dt, ahora  las ecuaciones 

(6.31) son 

2A‘B’ + BI2 - q2 = - (A + 

2B” - 2A’B’ + 3B 12 + q2 = (A - 2B)” - - - - - , 
4 4 4 4  

(6.32a) 

(6.323) 
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( 6 . 3 2 ~ )  

(6.32d) 

(6.32e) 

la  prima significa la derivada, con respecto a. rl. Multiplica.mos la ecuación ( 6 . 3 2 ~ )  por 4’ y 

la ecuación (6.32d) por $’ y sumandolas, se obtiene 

1 
-(dl2 2 + g t 2 ) ‘  + 2B’($l2 + $ I 2 )  = o,  

La ecuación (6.32e) implica. 

4’ = a2e-2Bd. 

(6.33) 

(6.34) 

(6.35) 

Sumando las ecuaciones (6.32 a y b) y multiplicando ambos miembros por e2B, obtenemos 

[dl’ + 2B”d + 4B’4’ + 4B’2q5]e2B = O, (6.36) 

que es una segunda derivada total de la forma 

(de  ) = o ,  2B I I  (6.37) 

teniendo una  primera integral de movimiento, 

de2B = cy3 + ~ 4 7 7 .  (6.38) 

De  las ecuaciones (6.34 y 6.35) tenemos 

y de las  ecuaciones (6.35 y 6.38) tenemos 

(6.39) 

(6.40) 
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eliminando $ entre an1ba.s ecuaciones,  tenemos  para 4, 

La solución de esta ecuación es dada por 

con éste  resultado, regresamos a la ecuación (6.38),  para  encontrar  la función B: 

y de la ecuación  (6.39) es claro que 

(6.41) 

(6.42) 

(6.43) 

(6.44) 

Si restamos  la ecuación ( 6 . 3 2 ~ )  a la (6.3%) y ademas usamos las  ecuaciones (6.38) y 

(6.43),  se  obtiene  una ecua.ción diferencial para  la función A, cuya solución es: 

(6.45) 

donde Al es una  constante de integración (la  otra  constante  aditiva fue elegida  igual a 

cero). 

AI sustituir los resultados para las funciones A, B, 4 y $ en las  ecuaciones (6.32) se 

encuentra la siguiente  relación  entre algunas constantes de integración 

QI = a i ( 4 A l  + 1)/3.  (6.46) 

Para  determinar si  en éste  modelo, la interacción de los campos escalares  evita  la 

singularidad del espacio  calculamos el volumen V = exp[A + 2B] para los  siguientes valores 

muy particulares de las  constantes de integración al = a2 = a 4  = a 5  = 1, Al = i, y 

a3 = o ,  
4 2 2  Ir = -.“eq v 1 2  2 3 1 2  3 

U + V )  v .  4 
(6.47) 

observese que para q = O esta solución particular  tiene  una  singularidad,  correspondiendo 

a un valor  finito del tiempo  t dado  por 

eq2V2/2 q d m d q .  (6.48) 
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Suponiendo que las  constantes a2 y a 5  tengan el mismo signo y que a 4  > O (con  esto 

tenemos que el  campo  escalar #I > O pa.ra a 3  + a 4  71 > O ) ,  la solución anterior  tiene  una 

singularidad para  éste ca.so. Con esto se  concluye  que  aun  con la  presencia del  campo 

escalar #I y del campo  supersimétrico $, no  es  posible  remover la singularidad para el 

modelo Bianchi  tipo VIO. 

Para finalizar, los trabajos clue estm involucrados  en esta sección son los  siguientes: 

1.- Luis O. Pimentel  and J. Socorro,  Int. J. Theo.  Phys. 34, 701 (1995). 

2.- Luis O. Pimentel  and J. Socorro,  Gen.  Rel.  and  Grav. 25, 1159  (1993). 
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7.- Comentarios 

En este  trabajo se ha.n  considera.do tres enfoques diferentes para  estudiar cosmología 

cuántica (supergravedad N = l ,  mecánica  cuántica  supersimétrica y el  formalismo  hamilto- 

niano  ADM), que parten de diferentes bases.  Se  complementa con una  teoría  cuadratica 

para  la gravedad en D=5 debida  a  MacDowell-Mansouri;  nuestra  propuesta  auto-dual 

es  usar  cantidades  auto-duales en todas  las  cantidades que aparecen en la definición de 

la acción  de  MacDowell-Mansouri,  obteniendo la teoría de la gravedad en variables de 

Ashtekar  más  otros  términos que generalizan la acción de ellos. Se finalizó este  trabajo 

con  el  estudio  de modelos  cosmológicos  considerando el sector  bosónico de una  teoría de 

supergravedad N=2, D=5,  para estudiar el comportamiento a nivel clásico,  de los  radios de 

los modelos  considerados,  nuestro  resultado no evita la singularidad  de los mismos, como 

en los modelos  estudiados por otros  autores. 

Respecto a la cosmología. cuántica, es importante  mencionar que el trabajo que motivó 

a encontrar  la  ca,racterización de la función  de onda Q con respecto a la. dependencia N e*’, 

fué el de K ~ d a m a ~ ~ ,  que presenta una relación  funcional  entre la función de onda en el 

formalismo  hamiltoniano  ADM y el formalismo  de Ashtekar  (variables  complejas), 

donde la función S es una funcional  puramente  imaginaria que se puede determinar alge- 

braicamente  para los modelos  cosmológicos  en estudio en el formalismo de Ashtekar. 

A partir de esto, por  ejemplo en  supergra,vedad N = l ,  D’Eath, Hawking y Obregónl’f 

presenta,n la siguiente forma.  de la función  de onda  pa.ra el modelo Bianchi  tipo I, (que  al 

parecer  no es la más  general  posible, usando notación de espinores de  dos componentes), 

bajo  la idea de  que la función  de onda  debe  ser  invariante de Lorentz (de hecho esto  hace 

que la constricción  supersimétrica JABIG >= O se satisface  automáticamente. 

donde F y G son funciones  identicamente  cero ( presenta  otra  alternativa que 

permite suponer que existan  estas funciones,  posteriormente P.V. escribe  otra 
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forma  más general  para. la función de onda inva.riante de  Lorentz,  teniendo el inconveniente 

de  no contener los estados de agujero de gusano y de Hartle-Hawking a partir  de  esta 

generalización a,l esquema esta.nda,rd12f) siendo los pa,rá.metros $‘S variables Grassman 

pares,  además,  la función I tiene la forma 

1 
6 

I = -exp( 2cu)Tr(exp( 2p)). 

que viene siendo  identica a.1 potencial 4j obtenido  tanto de la llamada sirnetria escondida 

de los modelos cosmológicos tipo Bianchi Clase A en mecánica cuántica  supersimétrica, 

como de  la solución a la ecuación de Einstein-Hamilton-Jacobi clásica en el formalismo 

hamiltoniano ADM. Ellos consideran un cierto  ordenamiento  de  factores  en la ecuación 

de  Wheeler-DeWitt,  resultando el estado conocido como agujero de gusano en el sector 

bosónico (término G o ) ,  a.si  como  el estado  de Hartle-Hawking en el sector fermiónico (en 

el término con mayor nimlero de  cantidades  Grassmanianas). Estos estados  también son 

posteriormente  obtenidos en los otros formalismos. 

En el formalismo  matricial  usado en supergravedad N = l ,  la  idea principal era  obtener 

la  propiedad  de  “raiz  cuadrada a. la Dirac’? entre  la constricción hamiltoniana bosónica 

de  la cosmología cuántica  estandard  (hamiltonianos  para los modelos cosmológicos tipo 

Bianchi  Clase A, ya que los Clase B no admiten una formulación hamiltoniana) y  la 

constricción  supersimétrica. S a través del álgebra  (2.38). Ello nos permite  asegurar que 

S I $  >= O t 7 & l ? i ;  >= O. Los modelos mris interesantes a estudiar  en  este formalismo son 

aquellos  que  tiene  potenciales de interacción, en particular el modelo Bianchi tipo IX y en 

nuestro  caso el  sub-modelo  de Taub cuyo hamiltonia.no es de la  forma 

y para el sector del micro-super-espa.cio (p+ t m, grande), el potencial se anula, con lo 

cual  la ecuación de  Wheeler-DeWitt se transforma en partícula  libre 

cuya solución general es 

1 F(a - p+) + G(Q + p+), 
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donde F y G son funciones  arbitra,rias de R - p+ y R + p+, respectivamente. En nuestro 

caso, los  idtimos  términos de la ecuación (2.54) se anulan para p+ muy grande (0 grande), 

pero  el  primer  término del potencial  permanece  distinto de cero, luego entonces en este 

límite  considerado,  “la  ecuación  tipo  Dirac de nuestra  formulación  no  corresponde a la 

raíz cuadrada  estandard” de la ecuación (2.56),  la cual no contiene potencial. El  cuadrado 

del primer  término en  dicho potencial de la ecua.ción (2.54) es cero y la ecuación  iterada 

tipo  Dirac  tiene  términos  extras  (ver  (2.52)) debido al producto de las  derivadas con el 

potencial,  como ya es conocido de la teoría. de Dirac está.nda.r. El  potencial  para el modelo 

de Taub  (2.48) es obtenido  esencialmente tomando el  cuadrado de los dos términos del 

potencial de cualquiera de las  ecuaciones de (2.54). 

La idea  primordial en este enfoque matricial que  nos permite  obtener la  forma de la 

función  de onda,  parte del hecho de  que las  constricciones SI y S2 estan  acopladas  debido 

que comparten el mismo conjunto de {$¡A}, y éste también es el caso del acoplamiento de 

S3 y Sq, esto n o s  permite elegir dos conjuntos independientes  de 4 matrices  ortonormales, 

uno  para  las combinaciones  lineales de las $ i ~  que aparecen en S1 y S2 y otros  para  las que 

aparecen en S3 y Sq. De  este modo la función  de onda  multicomponente  tiene  8  entradas 

que nosotros dividimos como sigue: 

con cada y \ k 2  con 4  componentes.  Sobre actuaran sólo S1 y S2 y sobre a2, S3 y 

S4 correspondientemente. 

Todas  las  constricciones SA actuaran sobre la función  de onda  completa 4, pero lo 

que se  logró  aquí es dividir  el  problema en 2 partes,  tales que las  primeras dos S’s sobre 

la segunda  parte  de  la función  de onda se anulan identicamente y lo  mismo pasa con S3 y 

S4 cuando  actuan  sobre  la primera parte de la función  de onda. 

La solución  al sistema acopla,do que  surge  de la ecuación S1 fué  de la  forma 
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Esta solución ha sido escrita, en término del radio del modelo de Taub  restringid^^^ R1 = 

e ‘ex. Las primeras dos componentes decaen como exp(-R:) y las  otras son cero en 

este  sector. Este comportamiento fué encontrado por Hawking y Page3’ al  considerar 

un universo tipo Friedmann acoplado mínimalmente a un campo  escalar sin masa d( t ) .  

Nuestro  resultado  también depende Únimmente de un radio R1, que cuando R1 + m se 

parece  al model de FRW. 

- 

Por  otro  lado, al  aplicar la segunda S2 sobre la solución anterior,  esta se restringe de 

tal  manera que las dos últimas componentes son cero, o sea: 

Q 1  = 

I %(l + i)exp(-R:) 

-$(l - i)exp(-R; 

O 

O 

La forma  para XP2 (solución a S3 yS4 simultaneamente) es: 

Q 2  = 

Esta forma de la función de onda multicomponente puede sufrir modificaciones si realmente 

aplicamos todas las constricciones que  posee la supergravedad N = l ,  no fueron tomadas en 

cuenta  las  otras  constricciones 3-li y Jab. Esta illtima  constricción  tiene la siguiente forma 

(ver  ref. Pilati) 

J ab = 2pk[”ek bI - nk aab 

En el caso particular del modelo cosmológico estudiado, la primera parte  (bosónica) 

de esta constricción  resulta  ser cero identicamente  al  fijar la tétrada y la segunda  tiene el 

papel  de mostrar cuales son las componentes de esta función multicomponente que pueden 

ser  consideradas  como independientes (debido a’ clue existen  constantes de acoplamiento). 

Para complementar esta  parte, si uno traduce la solución encontrada  para el modelo 

de Taub en el  microsuper-espa,cio en la notación en términos de la función potencial @ 
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presentada  por D’Eath, Ha,wking y  Obregón, uno observa que existe  este  comportamiento 

de Q = e*’ con R1 = @ = como  se menciono  anteriormente. El  resultado que 

obtiene  Macias  para el modelo  de Taub completo es más complicada,  pero  ta,mbién  presenta 

el comportamiento de exponenciales de  un potencial @. 

En este  punto, uno observa que a nivel de soluciones, el comportamiento que tiene 

la función de estado es muy similar en ambos formalismo,  el  usado  por D’Eath, Hawking 

y Obregón con  espinores  de  dos componentes y el formalismo matricial empleado en este 

trabajo. 

Existen diversos punto que  quedan abiertos en este  esquema,  uno es encontrar  la  cor- 

respondencia que  pueda, existir con los otros formalismos  usados para  estudiar cosmología 

cuántica.. Otro relaciomdo con el punto  anterior, es  que  no tenemos la dependencia ex- 

plicita de los ca.mpos fermiónicos en la  estructura funcional de la función  de onda, ya que 

se  considero la aplicación del operador  matricial M i *  sobre > como una  ecuación de 

eigenvalores y eigenvectores, siendo los eigenvalores las matrices  constantes ri, teniendo el 

problema  de  definir a que  corresponde el (ó componente)  estado  encontra.do,  debido 

a que cada  matriz es una combinación de varias Otro punto abierto, es encontrar 

una  ecuación de consistencia  para  la densidad  de probabilidad  consevada que sea positiva- 

definida (estilo  Dirac?). 

Por  otro  lado, a, nivel de  la. mecánica  cuántica  supersimétrica,  al  escribir la forma 

de la, función de onda en una. base de  Gra,ssman para el mismo modelo Bianchi  tipo IX, 

tomando en cuenta que cualquier solución para HQ = O se puede escribir en forma  natural 

en función de tres números  de  Gra.ssmann 

1 
2 

Q = A+ + Bu@” + - E ~ ~ ~ x C ~ ~ ~ @ ~ ~  + A-6 6 6 o 1 2  

donde las 8 funciones AA, B,  y C” dependen únicamente de la,s coordenadas  generalizadas 

q” (todas son  funciones  b0sónica.s). 

La  función  supersimétrica  debe de satisfacer  las  constricciones QQ = O = QQ, y las 8 

funciones  bosónicas  a  determinar para los modelos  cosmológicos Bianchi  Clase A satisfacen 
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l as  siguientes  relaciones 
d* = a f e  F @ ( q ) / h  

donde aF son constantes y f*(q) son  funciones  que  cumplen la ecuación 

Para el Bianchi  tipo I1 se encontró  una solución explícita a esta  última  ecuación, siendo 

de la  forma 
A& = q* eT', 

Bo = 2b+ f+ e-'! 
1 

81 = --Bo, 
2 

Co = -2b- f- e , @ 

con q*  =constantes de integración. 

La solución en términos de exponenciales de la función @ es obtenida ta.mbién en este 

modelo. La selección de  condiciones  de frontera  sobre la función  de onda,  será  lo que 

determine los estados  físicos de interes que  prevalezcan. 

En este formalisnlo fué posible  encontrar una producto  interno en términos de vari- 

ables  de  Grassmann que es positivo-definido, lo que  queda abierto es poder  determinar 

una densidad  de  probabilidad  conservada que sea  positiva-definida, en las otras variables 

(a, P*>- 

En lo que respecta al formalismo  hamiltoniano ADM, usando un propuesta  semejante 

a la de Kodama  para  la función  de onda X€' N W(q1') exp(f@) ,  se encontró la siguiente 



forma  general  para la  función de onda  para  todos los modelos cosmológicos Bianchi clase 

A, 
1 
6 

donde la función W, g i (q tL )  = ( ,P I ,  eP2, ea3) con f i  y la  matriz  mij  se definieron anteri- 

ormente. En  cuanto a l a  función @ en este  formalismo se pudo escribir  de l a  siguiente 

forma 

9 = w exp [h - [gi  mi' (gj 

1 
6 

= f- [gi mij  (gj)T] 

Al hablar  de las soluciones  que se obtuvieron en los diferentes  enfoques  estudiados 

en este  trabajo, en la cosmología cuántica, no  queremos decir que sean  totalmente equi- 

valentes,  más  bien, que existe  una correspondencia  entre estas soluciones. E l  proceso de 

extraer  algunas predicciones  cuánticas para los modelos cosmológicos, se sigue de  la  manera 

usual4'. A este nivel se ha mostrado que los enfoques estudiados  aquí  (supergravedad N = l ,  

mecánica cuá.ntica,  supersimétrica y ADM) clan resultados  similares en lo  concerniente a 

la dependencia (ya sea en componentes o en forma  general)  funcional de exp( f@) ,  con @ 

determinada  para  cada modelo  cosmológico tipo  Bianchi. 

Por  otro  lado, en una  teoría de campo propuesta,  por MacDo~el l -Mansour i~~,  se ob- 

tiene  una  acción de la  forma 

S = término de Euler + gravedad  de Einstein + constante  cosmológica 

Nuestra  propuesta fué convertir a cantidades  auto-duales todas  las  cantidades involu- 

crada,s en dicha  acción; se mostró que a partir de la relación de los campos de norma 

w p  AB con la conexión y la  tétrada,,  nuestra acción  auto-dual se descompone en cuatro 

contribuciones. Dos es estas  contribuciones corresponden a los términos  topológicos de 

Euler y de  Pontrjagin,  tenemos  también la acción de Ashtekar (en  la  forma  propuesta 

por  Sa,muelG3 y por  Jacobson y Smolin")),  además  de un término  cosmológico, es decir 

S = término  de  (Euler + Pontrjagin) + Gravedad a. la Ashtekar + constante cosmológica 

El  invariante  topológico de Pontrjagin  aparece  también  como un término  extra en 

comparación con la acción de MacDowell-Mansouri. Esto puede ser  considerado como 



una generalización de esta  teoría. Nuest'ra. propuesta, se reduce ahora  clásicamente a la 

formulación exacta  de  la  teoría, de Ashtehr, sin embargo es una  propuesta  diferente65 que 

depende  unicamente de los campos de norma del grupo  elegido y ello  preserva la relación 

con el  formalismo  de  Chern-Simons. La propuesta que presentamos  podría  ser usada  para 

generalizar la  teoría de  supergravedad. 

Para finalizar, en éste  trabajo se estudiaron los modelos  cosmológicos Bianchi  tipo 

V y VIO en el sector bosónico de una teoría, de  supergravedad, N=2, D=5, con algunas 

restricciones  sobre  las variables de campo del sistema. Esta teoría es equivalente a una 

teoría  4-dimensional, con  dos campos escalares $I y $I acoplados. 

En  este  punto,  para el  modelo72  Bianchi  tipo V ,  queda  por  analizar si la. singularidad 

del espacio-tiempo  es removida  por la introducción del campo  escalar 4 y del campo 

supersimétrico $, pa,ra algún  valor  en especia,l del parámetro 71. 

Para el  modelo73  Bianchi  tipo VIO, suponiendo  que la,s constantes a 2  y a5 tengan el 

mismo  signo y que a 4  > O (con  esto tenemos que el campo escalar q5 > O para a3+a4 71 > O ) ,  

la solución  anterior  tiene una singularidad. Con ésto se concluye que aún con la presencia, 

del campo  escalar $ y del campo supersimétrico $I, no es posible remover la singularidad 

para el  modelo Biancli tipo VIO,  al igual de lo que sucede6g para el modelo de FRW. 
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8.- Apéndice A 

En éste apéndice se muestran los pasos a seguir para  determinar las tétradas a partir 

de la métrica general de los modelos  cosmológicos tipo  Bianchi. La teoría  canónica que 

se utiliza en supergravedad a. nivel función de lagrange o hamiltoniana, es conocida  como 

ADM, luego  entonces es necesario a,decuar las métricas a esta  teoría. 

La métrica,  más  geneml de los  modelos  cosmológicos tipo  Bianchi, con signatura 

(+ - - -) es: 

con wi las  formas diferenciales apropiadas al modelo tipo  Bianchi,  esta  misma  métrica se 

puede escribir como 

ds2 = N2dt2 - e-2"(t)e2Y!t)(u' + N' dt)(J + Nj dt) u 

donde 

que  es la  forma usual de bajar y subir indices curvos con g ; j ,  y ademas se utiliza la 

parametrización de Misner para, ello 

Uno  de los problemas  fundamentales a los  que uno se encuentra en la adecuación de la 

métrica  empleada de los modelos  cosmológicos, es  que las  funciones N; que  aparecen en 

nuestra  métrica no  corresponde a la  dada en  el formalismo ADM, luego entonces  hay que 

encontrar  la ley de  transformación pa,ra la adecuación de las métricas. 

La  forma  estándar de la  métrica del formalismo  ADM (ver  Gravitation, cap 21, refer- 

encia [6]) se escribe 

ds2 = (N2 - Ñ'Ñj )dt2 - 2Ñ;  dt dx' - gkl dxk dx' 

Si uno  observa  las  ecuaciones A.l y A.G, nota  las diferencias de estra.da: 



i)  Las Ñi y IV~ no deben ser las misnms,  dada la  manera en  que estan  escritas  las 

métricas, una, esta. en 1-formas diferenciales y la otra. e n  sistema. coordenado. 

ii)  Debe de existir  una ley de transformación de coordenadas a 1-formas diferenciales 

y  viceversa;  de  aquí se obtiene  la  matriz de Lorentz de t'ransformación 

donde L$ es la  matriz de transformación de Lorentz  de  coordenadas,  de  esto  último se 

tiene: 
N2 - N' Ni = Ñ2 - N' Ni -1 - 

"k N (L!)-l N' 

Nk = LL Ni 
- 

- gkl = .-2R e2P i 
ij Lk  L! 

De  esta  manera la ecuación A . l  se re-escribe como 

Cualquier  métrica se  puede escribir de una  base ortonormal,  utilizando como definición a 

las  1-formas  diferenciales, a un espacio  tangente 

donde a,b son indices de éste  último  espacio, a, b = O ,  1,2 ,3 ,  que  se escribiran  encerrados 

en  un  pa,rentesis, pa.ra diferenciarlos de los indices curvos a, p, y la métrica, es la 

de  Minkowski, con el mismo tipo de signatura, que  nos servirá  para  subir  y  bajar indices 

planos. 

Existe  también  una ley de transformación de la  base  ortonormal a tétradas de l a  forma 

De esta  manera, si comparamos la  métrica A.2 y A.10 se observa que 

,("I = N dt 

n(i)  = e-' eTk (uk + Nk dt) 

= e-' epk (L:n  dx" + Nk dt) 

= e-' eTk Lk, dx" +e-' epk Nk dt 

(A. 12) 

S2 



(A.13) 

En el  cálculo  de  las cantidades emp1eada.s  en la función de  lagrange  de  supergravedad, 

también  se  usan  las  tétradas  opuestas, y pa.ra, calcularlas  se  emplea la transformación 

inversa dxp = e'l d a ) ,  de éste modo tenemos: 
(a) 

(A. 14) 

De  esta  manera tenemos  determinadas  todas  las  tétradas que se pueden usar al calcular 

las cantidades definidas  en las funciones de lagrange de  supergravedad, las cuales  podemos 

(A. 15) 

Apéndice B 
En éste apéndice  se da la nmnera en que se puede encontrar la función que es 

solución a la ecuación clásica de Einstein-Hamilton-Jacobi (EHJ), haciendo un cambio  de 

variables en la ecuación  original. 

La ecuación de  EHJ 

( V a y  - LJ = o,  (B.1) 
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donde 
a 

se puede  transformar a otra, ecuación que  se  puede  resolver por un  método  semejante al 

de  separación de varia,bles. 

Sea la transformación de co0rdenada.s siguiente: 

1 
B 1 = a + x + h y  a = - 3 [ P I  + p2 + p3 I 
B 2 = o + x - & y  

p3 = a - 2x 

1 1 
x = 6 [ P I  + a ]  - 5/33 

J s y  = 1 2 [PI - p2] 

el operador V en  esta.s nueva.s  va.riables es escrito como [ 1 '  

E l  término de  potencial del Biancli  tipo IX en las nuevas variables tiene la siguiente 

forma (para los demas modelos el término de potencial  correspondiente tiene un compor- 

tamiento parecido a éste). 

S4 



Si uno  observa  esta  última  ecuación, podemos separa.r en  dos partes y de ahí obtener  la 

función @ de la siguiente manera.: 

De (B.7) obtenemos 

la cual podemos separar en tres  ecuxiones de la siguiente manera 

(B.lO) 

AI integrar la primera de estas  ecuaciones  obtenemos un resultado  parcial  para la función @, 
en función de la variable /31 m& otras dos funciones, . f (/32)+~(/?3) ,  donde f y  g son funciones 

del  argumento  considera,do; después sustituir  éste  resultado en la segunda ecuación, se 

obtiene  la función f, por último se sustituye el resultado  previo en la  tercer  ecuación y se 

determina la función g, con esto la, solución para función @ es 

(B.ll) 

la cual  debe  de  satisfacer  las  otras  ecuaciones de constricción que surgen  de la segunda 

ecuación en la que se separo la ecuación original de EHJ. 

(B.12) 

lo cual se cumple al  sustituir la función @ en cada  una de e s t a  tres  ecuaciones. 
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Este procedimiento puede ser utilizado para  encontrar  la  función @ que  es solución a 

la ecuación de EHJ, utilizando el potencial  respectivo de los modelos  cosmológicos Bianchi 

Clase A, los cuales se presentaron en la  Tabla 1. 

Por  otro  lado, es posible que existaa  otras soluciones a  esta ecuación claásica de EHJ, 

tal como se mostro en los modelos Biancli I1 y Bianchi IX, las  cuales  presenten la  parte 

de la función Phi,, que  se muestra. en  la. tabla. I,  n1á.s otros  términos,  pero que en general 

estos nuevos términos  no  sean  soluci6n a, la, ecua,ción cuántica de WDW, como  sucede para 

estos dos modelos en particular. 
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