


II

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA
T DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

ESTABILIZACION GLOBAL DE SISTEMAS
AFINES CON CONTROL RESTRINGIDO

Tesis que presenta
M. en C. Horacio Leyva Castellanos
para obtener el grado de
Doctor en Ciencias (Matematicas)

Director de Tesis: Dr. Julio Ernesto Solis Daun

Jurado calificador:
Presidente: Dr. José de Jestis Alvarez Ramirez
Secretario: Dr. Joaquin Delgado Ferndndez
Vocal: Dr. Guillermo Ferndndez Anaya
Vocal: Dr. Julio Ernesto Solis Daun
Vocal: Dr. Gerardo René Espinoza Pérez

6 de diciembre de 2015



UNIVERSIDAD AUT()NOMA METROPOLITANA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E’INGENIERI'A
Casa ablerta al tiempo DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

B S S oy P

ESTABILIZACION GLOBAL DE SISTEMAS
AFINES CON CONTROL RESTRINGIDO

Tesis que presenta
M. en C. Horacio Leyva Castellanos
para obtener el grado de
Doctor en Ciencias (Matematicas)

Director de Tesis: Dr. Julio Ernesto Solis Daun

Jurado calificador:
Presidente: Dr. José de Jestis Alvarez Ramirez
Secretario: Dr. Joaquin Delgado Fernindez
Vocal: Dr. Guillermo Ferndndez Anaya

Vocal: Dr. Julio Ernesto Solis Daun

Vocal: Dr. Gerardo René Espinoza Pérez

1 de diciembre de



indice general

0.1.
0.2.

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.

2.1.
2.2.
2.3.
24.
2.5.
2.6.
2.7.

2.8.

3.1.
3.2.
3.3.
34.
3.5.
3.6.
3.7.

Antecedentes . . . . . ... e

Descripcién de las contribuciones . . . . .. ... Lo L L oL

Estabilizaciéon de Sistemas Lineales con Control Escalar Positivo

Introduccion . . . . ...
El problema de Estabilizacion Global . . . .. .. ............ .. .. ...

Resultados Principales . . . . . .. ... ... .. ..

11

Estabilizacion Global de Sistemas Lineales con Realimentacién Positiva no Acotada 12

Estabilizacién Global de Sistemas Lineales con Realimentacion Positiva Acotada .

Ejemploy Aplicacién . . . . . .. ... ...

CLF-Estabilizacién con la hipercaja con 0 en el interior como CVS

Introduccidn . . . . . ..
CLF-Estabilizacién de sistemas afines con control escalar acotado . . . . . . .. ..
Teoria CLF . . . . . . . e
Un disefio particular de p (x) . . .. ... ... ... Lo
La CLF estabilizacién global con respecto a la hipercaja. . . . . ... .. ... ...
Un disefio general de controles admisibles con respecto a la hipercaja . . . . . ..

Disefio de una férmula de control de retroalimentacién explicita con respecto a la
hipercaja . . . ... ... ..

Ejemplos . . . . . . . . .

CLF-Estabilizaciéon con la hipercaja con 0 en la frontera como CVS

Introduccidn . . . . . . . . e

Geometria del conjuntonulo Ne. . . ... ... .. ... . ... ... .. ...
La estabilizacién global con la hipercaja como CVS . . ... ... ... ... ... ..
Un control de retroalimentacion disefiado para la hipercaja . . . .. ... ... ..

La férmula explicita de control de retroalimentacién con respecto a la hipercaja
positiva . . . ... e

15
16

49



II

INDICE GENERAL

4. Margen de estabilidad robusta 55
4.1. Definicién y prueba de la propiedad RSM.. . . . .. ... ... .. ... .. .. ... 55
4.2. Ejemplos y observaciones . . . ... ... ... ... .. ... o 57

5. CLF-Estabilizacién con CVS dados por subconjuntos convexos contenidos en la hiper-

caja
5.1.
5.2.
5.3.

61
Controles restringidos a un hipertetraedro . . . . . ... ... ... ... ... ... 61
Ejemplos . . . . . . . . e 63
Controlabilidad y CLF estabilizacién local de un sistema lineal con control positivo. 65
5.3.1. Controlabilidad con control positivo . . . . .. ....... ... ... ..., 65
5.3.2. CLF estabilizacién local con control positivo . . . .. .. ........... 67

6. Conclusiones y perspectivas 71



Acronimos

Lista de Acrénimos

(en inglés, con traduccion al espafiol)

SCP: Propiedad de Control Pequerio

CLF: Funcién de Lyapunov de Control

CVS: Conjunto de Valores del Control

ANCBC: Asintéticamente Controlable al Origen con Controles Acotados.
GAS : Estabilizacién Global Asintética.

LAS : Estabilizacion Local Asintética.

BFC : Retroalimentacién de Control Acotada.

SLF : Retroalimentacién Lineal Saturada.

RSM: Margen de Estabilidad Robusta



INDICE GENERAL




Resumen

Con base en la teoria CLF, generada por la teorfa de Lyapunov y los resultados de estabi-
lizacién para sistemas de control no lineales de Zvi Artstein (1983) y Eduardo Sontag (1983),
estudiamos problemas de estabilizacion de sistemas con pardmetros de control restringidos a
conjuntos convexos. Para resolver el problema de sintesis correspondiente, consideramos como
conjunto de valores admisibles (CVS) a conjuntos convexos, de manera que nuestro conjunto admisi-
ble de funciones de retroalimentacién son las funciones continuas que toman valores en el CVS. En
particular consideramos conjuntos convexos no estrictos como los politopos. Mds especialmente
suponemos a la hipercaja m-dimensional como conjunto de valores admisibles; siendo para este
caso nuestra contribucién principal.

Cabe destacar que hemos introducido la terminologfa y resultados de la teoria de convexidad
con el objetivo de describir la geometria de diversos problemas de estabilizacién, lo que ha per-
mitido fundamentar la definicién del control 6ptimo, que nos ha servido como un referente y
base para describir soluciones al problema de regularizaciéon para casos generales de CVS; espe-
cialmente nos ha permitido estudiar el caso del conjunto de valores admisibles conteniendo al
control nulo en la frontera.

En general damos condiciones suficientes para lograr la estabilizacién de un sistema afin. En
particular presentamos un disefio explicito y descentralizado que resuelve el problema de es-
tabilizacién para el caso de la hipercaja como conjunto de valores admisibles para el control.
Ademads de incluir el caso extremo de controles positivos, para este disefio logramos probar
que el sistema afin retroalimentado tiene la propiedad de robustez llamada margen de estabilidad
robusta (RSM).
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Introduccion

0.1. Antecedentes

En muchos modelos econémicos, fisicos, biolégicos, etc., el pardmetro de control tiene res-
tricciones. Por ejemplo, en reactores y bioprocesos la accién de control esta relacionada a flujos
cuyo valor es positivo. Los problemas de estabilizacién con control positivo han sido poco estu-
diados. Por ejemplo, la clase de sistemas que son estabilizables mediante funciones de control
continuos que toman valores en el CVS U = [0, r] es una pequeia parte de la clase de sistemas
que son estabilizables mediante controladores restringidos al conjunto U = [—7, r|. Por ejemplo,
es conocido que el doble integrador es estabilizable mediante un controlador continuo restringido
a U = [—r,7], pero no es estabilizable por una funcién de control positivo. En [2], R. F. Brammer
logra una caracterizacion de los sistemas lineales controlables con control positivo. Para los siste-
mas no lineales hay pocos resultados en esta direccién: El problema de estabilizabilidad local ha
sido abordada por Smirnov en [42], caracterizando los sistemas no lineales que son localmente
estabilizables mediante controles positivos. La metodologia de Smirnov consiste en determinar
la controlabilidad del sistema linealizado con el fin de inferir la estabilizabilidad local del sis-
tema no lineal. En [39], Saperstone y Yorke describen el siguiente problema mecdnico: ;Puede
el péndulo ser llevado al punto de equilibrio estable por medio de la aplicacién en una sola
direccién de una fuerza finita continua ? Ellos muestran que este sistema es nulo-controlable. En
[43], Smirnov también presenté un estabilizante no-Lipschitz para ese problema mecanico, pero
para lograrlo requiere controlabilidad completa y conocimiento de una funcién de Lyapunov. En
[32], Korobov establece las condiciones necesarias y suficientes para determinar la controlabili-
dad local de la familia de sistemas dx/dt = Ax + g(u), incluyendo el caso del control nulo en
la frontera del conjunto admisible de controles (0 € dU). En [30], Kaveh y Shtessel abordan el
problema de controlar el nivel de glucosa en la sangre humana por medio de la insulina. Ya que
la insulina se puede inyectar en el cuerpo humano, pero no puede ser extraida, por lo que repre-
senta un problema de regulacion que se busca estabilizar por medio de controles positivos. El
problema de estabilizacién global se ha considerado en los siguientes casos particulares: En [25],
Bastin y Praly, presentan un disefio de una ley de control positivo para la estabilizacién mediante
retroalimentacién de una clase de sistemas positivos de balance de masa, donde el estado-solucion
del sistema de retroalimentacién converge a la iso-masa (que es una porcién de un hiperplano en
el espacio de estados).

Estudiar la estabilidad de un sistema no lineal auténomo ¥ = f(x), donde x es el vector de
estado del sistema, puede ser pensado como un sistema controlado en lazo cerrado. Si x = xq es
un punto de equilibrio del sistema, f(x9) = 0, las propiedades de estabilidad de este punto de
equilibrio pueden ser caracterizadas mediante la definicién de estabilidad de Lyapunov V. Los teo-
remas de estabilidad de Lyapunov para los sistemas no lineales, descritos mediante el concepto
funcién de Lyapunov del sistema, son no-constructivos, en el sentido que no dan sugerencia sobre
cémo encontrar la funcién V que cumpla las condiciones necesarias para mostrar la estabilidad

5
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GAS. Tales teoremas de Lyapunov, y los teoremas inversos de Lyapunov (Kurzweil (1956) &
Massera (1949)), establecen la equivalencia entre la estabilidad asintética global y la existencia
de una funcién de Lyapunov estricta global.

Disefio de Control con base en la Teoria de Lyapunov.

Considere el sistema dx/dt = f (x,u), donde x es el estado del sistema y u es la entrada de
control, y sea la estabilidad en x = 0 el objetivo de control. Es decir, queremos disefiar una ley
de control u = k(x) de forma que el punto de equilibrio x = 0 sea GAS bajo el sistema a lazo
cerrado dx/dt = f (x,k (x)). Para mostrar el comportamiento GAS necesitamos una funcién de
Lyapunov V(x) que satisfaga las condiciones de los teoremas de Lyapunov. De acuerdo a estos
teoremas, el disefio de control basado en la teoria de Lyapunov consiste en construir una ley de control
k(x) y una funcién de Lyapunov V(x). Un enfoque para encontrar k(x) consiste en escoger una
funcién V(x) radialmente no acotada y definida positiva, y luego elegir k(x) tal que

VV(x)- (f(x,k(x))) <0, Vx#0,

Para que este enfoque tenga éxito, la funcién V debe escogerse cuidadosamente de manera que
la desigualdad anterior tenga solucién. Esto motiva la definicién funcién Lyapunov de control V:

Una funcion escalar suave V (x), definida positiva y radialmente no acotada, es llamada una funcién
Lyapunov de control (CLF) para dx/dt = f (x,u) si

L}’Iellfl{VV(x) “f(x,u)} <0, Vx#0,

Dada una CLF para el sistema, podemos encontrar una ley de control globalmente estabilizante.
De hecho, la existencia de una ley de control globalmente estabilizante es equivalente a la exis-
tencia de una CLF. Esto significa que por cada funcién de control globalmente estabilizante,
puede encontrarse una correspondiente CLF, y viceversa. Esto se conoce como el teorema de
Artstein. (Teorema de Zvi Artstein: Suponga que el CVS U C R™ es convexo y el sistema (1) es tal
que f(x) y (x,u) — > g;i(x)u; son continuas. Existe un control continuo u : R™ — U tal que (1)
es GAS ssi existe una CLF V(x,u) que satisface la SCP. Es decir, conocida una funcién Lyapunov
de control para un sistema, el teorema de Artstein asegura la existencia de un estabilizador, no
necesariamente explicito. Pero hay dos inconvenientes para aplicar este resultado:

1. No existen métodos generales para construir CLF. Hay métodos para construir CLF de
clases especiales de sistemas. Ver [Sepulchre et al.] (1997) and [Malisoff and Mazenc] (2009).

2. La demostracién del teorema de Artstein no es constructiva (este usa particiones de la
unidad). Por lo tanto, el problema que supone la sintesis del teorema de Artstein es muy dificil
de resolver, incluso si tenemos una CLF apropiada.

Como consecuencia de los inconvenientes anteriores, Eduardo Sontag propuso (en 1999) el
siguiente problema:

"Encontrar férmulas universales para la CLF-estabilizacion de sistemas con respecto a conjutos CVS
generales (convexos) U",

Es decir, encontrar férmulas de control casi-suaves de clase C° (s > 1), continua en IR") para
tener la estabilidad asintética global (GAS) del sistema con respecto a CVS U generales.

Los politopos son una familia de conjuntos, no estrictamente convexos, que surgen natu-
ralmente en las aplicaciones. Un politopo de especial importancia es la hipercaja B (o), dada
por

B (00) := [—ry, 1] x ... x [=rp,rh] = conv {(=ry,...,=1p), ..., (r{,...,50) )

Para sistemas de control no lineales, con conjunto de valores admisibles convexos, Zvi Artstein
presenta en [21] un resultado de existencia de estabilizadores continuos restringidos a tales CVS.
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Volviendo al problema planteado por Eduardo Sontag: resolver el problema de sintesis para el sistema
afin con controles estabilizadores globales casi suaves (de clase C* (R"\{0}) y continuos en R") con CVS
convexos generales. Tales conjuntos de restriccion pueden clasificarse como estrictamente convexos
(esferas, elipsoides, etc) y no-estrictamente convexos, como aquellos cuya frontera contiene un
segmento de recta.

En este trabajo abordamos el problema de estabilizacion de sistemas afines con controles con-
tinuos restringidos a CVS no estrictamente convexos. En particular estudiamos la hipercaja, con
un planteamiento que permite incluir el caso de controles positivos. En [23] J. Curtis introduce
un método para la parametrizacién algoritmica de controles estabilizadores sujetas a CVS dados
por politopos. En [47], estudiamos cémo obtener controles de retroalimentacion admisibles que
hacen que el sistema sea GAS con respecto a CVS U politépicos, con 0 € oU. Con motivo de
abordar la estabilizacién CLF, y considerando en general el papel central de la teoria de Lyapu-
nov en la estabilizabilidad de sistemas no lineales, en el anexo describimos algunos resultados
de la teoria de Lyapunov. A partir del segundo capitulo, suponemos conocida una funcién de
Lyapunov V(x), con respecto a una familia de sistemas afines y la hipercaja como CVS, que sa-
tisface las condiciones de estabilizabilidad establecidas en el trabajo de Zvi Artstein, de manera
que con tales condiciones resolvemos el problema de sintesis.

0.2. Descripcién de las contribuciones

En el primer capitulo de esta tesis resolvemos un problema de estabilizacién para sistemas
lineales. Separamos el problema en dos partes; primero suponemos que el sistema a lazo abierto
es inestable, y mostramos que es posible resolver el problema de sintesis mediante una retro-
alimentacién no acotada de la forma u(x) = max {0,KTx}. En una segunda parte mostramos
que mediante una saturaciéon de este control positivo, una SLF no-negativa, es posible estabili-
zar globalmente los sistema lineales que son estables a lazo abierto. Para resolver este problema
de estabilizacién consideramos la caracterizacién de los sistemas lineales controlables con con-
trol positivo que presenta R. F. Brammer en [2]. Una vez resuelto el problema de estabilizacién
describimos la dindmica correspondiente al sistema retroalimentado. A partir del capitulo 2 con-
sideramos la teorfa CLF para lograr la estabilizacién de una familia de sistemas afines, con la
hipercaja como CVS. Abordamos el problema de estabilizacién en dos partes: en el capitulo 2
suponemos que el control nulo u=0 pertenece al interior de la hipercaja. En el capitulo 3 supo-
nemos que el control nulo u=0 pertenece a la frontera de la hipercaja; 0 € dU. Considerando
esta restriccion presentamos un disefio de funcién de control escalar para estabilizar sistemas
afines, donde el intervalo [—r~,7"] es el conjunto de valores admisibles (CVS), incluyendo el
caso de control positivo (r~ = 0). Tambien a partir capitulo 2 utilizamos la teoria de Lyapunov
para buscar la estabilizacion de los sistemas de control, conocida como teoria CLF, desarrollada
en el drea de control a partir de los resultados de Zvi Artstein, ver [21]. De manera que su-
ponemos conocida una funcién de Lyapunov con las condiciones suficientes para obtener los
estabilizadores admisibles. En el capitulo 3 consideramos el sistema afin con entrada multiva-
riable, donde suponemos a la hipercaja m-dimensional (denotado por BI*(c0)) como conjunto
de valores para el control (CVS). Analizamos las condiciones para la existencia, unicidad y re-
gularidad del control estabilizante con mejor tasa w(x). Sin embargo, dado que este control
es singular, para lograr la regularidad proponemos un control de retroalimentacién descentra-
lizado u(x) = (uq(x),...,um(x))", cuyos componentes estin dadas por uj(x) = pj(x)wj(x),
donde cada p;(x) es una funcién de reescalamiento que permite regularizar cada entrada wj(x)
de @(x). Damos condiciones suficientes para las funciones p;(x), de forma que el control u(x)
sea un estabilizador continuo (admisible); tal que presentamos un disefio particular de reesca-
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lamiento pj(x) para el caso de que el CVS sea la hipercaja B;'(c0), con 0 € intB}"(c0). Cabe
destacar que hemos introducido la terminologia y resultados de la teorfa de convexidad con
el objetivo de describir la geometria del problema de estabilizacién, lo que ha permitido fun-
damentar la definicién del control 6ptimo w(x) (con mejor tasa de acuerdo a una funcién de
Lyapunov V), que a la vez representa un referente para describir casos generales de CVS, como
los politopos. Incluimos una descripcién de casos particulares de CVS; un tridngulo equildtero
y el rectangulo Ber(oo) =conv{(0,0), (r{/,0),(0,ry), (r{, 73 ) }. A partir del capitulo 3, presta-
mos especial atencion al caso 0 € 9B} (o). De manera que partiendo del disefio de la férmula
explicita para controles de retroalimentacién presentada en el capitulo 3, analizamos la genera-
lizacién para incluir el caso de controles positivos. Parte de este trabajo fue publicado en [52].
En el capitulo 4 mostramos que el control disefiado u,(x) con valores en B} (o) [que abrevia-
mos como ug(x) € By'(c0)] , con componentes uj(x) = pje(x)w;(x) y admisibles para cada
€ € (0,00); es tal que si ¢ — oo, entonces uj(x) — @;(x) casi en todas partes, de tal manera que
logramos probar que el sistema afin retroalimentado tiene la propiedad de robustez llamada
margen de estabilidad robusta. En el capitulo 5, considerando el control explicito u(x) € Bl'*(o0)
expuesto en los capitulos 3 y 4, exponemos una manera de estabilizar sistemas con control
restringido a un politopo (tetraedro) convexo U; contenido en la hipercaja B}'(o0); es decir, el
disefio u¢(x) lo restringimos al politopo U C B}'(c0), y deducimos una familia de sistemas que
puede ser estabilizada con tal restriccién. También, mediante un sistema lineal escogido como
ejemplo, con CVS Bf+(oo) =conv{(0,0,0), (r{,0,0),..., (r{, 3 ,73)}, exponemos dos maneras
de estabilizar el sistema con un control continuo; primero suponiendo la controlabilidad para
obtener un estabilizador global u(x) € R3 no acotado; después obtenemos un estabilizador lo-
cal ug(x) € Bfﬁr (00) mediante las condiciones establecidas en el teorema de Z. Artstein para una
vecindad () del origen x = 0.

En todos los capitulos fueron incluidos ejemplos y aplicaciones de la literatura para ejempli-
ficar el método estabilizacién propuesto. En los tltimos capitulos, queda claro que la dificultad
préctica para obtener el control estabilizante consiste en encontrar la funcién de Lyapunov apro-
piada V con las condiciones CLF y SCP, al menos en una vecindad () del origen x = 0.

Para futuras investigaciones queda la generalizacién de los resultados expuestos a los poli-
topos U como CVS, con 0 € U, y el disefio correspondiente de una férmula de control explicito
u(x) restringido a U (con componentes de entrada signados/ positivos) tal que el sistema retro-
alimentado (1) sea GAS.



Capitulo 1

Estabilizacion de Sistemas Lineales
con Control Escalar Positivo

1.1. Introduccidon

Consideremos el sistema lineal
X = Ax+ bu, (1.1)

donde x € R", A es una matriz real de dimesién n x n, con entrada admisible u € U C R. En
particular consideraremos los casos de conjunto de valores admisible (CVS) U = [0,7] y U = [0, o).
SilU = [O, r}, disefiamos una funcién de retroalimentacién de control acotada (BFC) positiva. En
este trabajo, primero abordamos el problema de estabilizacién asintética global del sistema (1.1)
por medio de una funcién BFC Lipschitz y no negativa u = u(x).

Para el sistema (1.1) y un intervalo U como CVS, consideramos el conjunto de funciones de
retroalimentacién admisibles

U:={u:R" = U:u(x) es regular},

donde regular significa al menos continua.

1.2. El problema de Estabilizacién Global

Consideremos el sistema de control no lineal (1.1). El problema de estabilizacién global con-
siste en disefiar una funcién u : R" — U que satisfaga las siguientes condiciones:

i) El punto de equilibrio x = 0 de la ecuacién diferencial
X = Ax + bu(x)
es global asintéticamente estable.
ii) u : R" — U es funcién admisible.
iif) u = 0 pertenece a la frontera de U (0 € oUl).

9
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En general, diremos que el punto de equilibrio x = 0 de x = f(x) es estable (Lyapunov estable)
si, para cada € > 0, existe 6 = é(e) > 0, tal que ||x(0)|| < ¢ implica que ||x(t)|| < € para toda
t > 0. El punto de equilibrio x = 0 es asintdticamente estable si, es estable y § puede ser elegida
de tal manera que ||x(0)| < ¢ implique que x(t) — 0 cuando t — co. Diremos que el punto de
equilibrio es global asintéticamente estable (GAS), si la region de atraccién del punto de equilibrio
es todo R".

Si el problema de estabilizacion tiene solucién, el sistema (1.1) es llamado globalmente estabili-
zable. El problema cldsico de estabilizacién global estd compuesto por las condiciones i) y ii). La
condicioén iii) estd poco estudiada y representa una dificultad mayor para resolver el problema
de estabilizacion.

En este trabajo, nos propondremos resolver el problema de estabilizacién para el sistema
(1.1) con controles restringidos en signo y magnitud. Sin perder generalidad, suponemos que la
matriz real A estd en la forma candnica de Jordan. En [5], Leenher y Aeyels establecen condiciones
necesarias y suficientes para resolver el problema de estabilizacion en el caso de un sistema lineal
positivo con control sin restriccién. H.J. Sussmann y Y. Yang en [17], requieren de una matriz A
con valores propios simples para mostrar que el sistema (1.1) es estabilizable por medio de una
saturacién del control lineal u(x) = bTx. Pero ellos no abordan el problema de estabilizacién
con 0 € dU. En este capitulo, para resolver el problema de estabilizacién supondremos que el
sistema es controlable con control escalar positivo. Es decir, si (1.1) es nulo-controlable con CVS
[0,7] , entonces mostramos que es posible disefiar el estabilizador. Ademas, si la ecuacién ¥ = Ax
es Lyapunov-estable, mediante la saturacién en [0, 1] de un control del tipo u(x) = max {0, K x},
de manera que obtenemos un BFC (de hecho el control puede ser arbitrariamente pequefio) no
negativo que estabiliza globalmente el sistema realimentado.

La caracterizacién de controlabilidad en [9] y [2], incluyen el caso donde la matriz A tiene
valores propios con parte real positiva. Es conocido que tales sistemas no pueden ser estabili-
zados globalmente con controles acotados, por lo que nos proponemos disefiar un estabilizador
global para tales sistemas con CVS dada por U = [0, o). Denotamos con C(A,b) a la matriz de
controlabilidad [b, Ab,..., A"~1b] . En [2], Brammer presenta la siguiente caracterizaciéon de los
sistemas lineales controlables con CVS U = [0,1]:

El sistema (1.1) con U = [0,1] es nulo-controlable si y sélo si C(A,b) tiene rango n y A no tiene
valores propios reales.

Dado un sistema lineal (1.1) controlable con control positivo, mostramos que la funcién de
retroalimentacién continua u(x) = méx {0, KTx}, donde el vector KT € R" es elegido apropia-
damente, es un estabilizador admisible. En la primer parte, dado un intervalo como CVS U,
supondremos que la matriz C(A, b) es no singular y A no tiene valores propios reales.

A continuacién describo una versién del teorema de Brammer que caracteriza los sistemas
lineales controlables con control positivo; u € U = RY, para el sistema lineal con A y B matrices
reales constantes. Ver [2], donde Brammer caracteriza los sistemas lineales localmente controla-
bles con controles positivos.

Teorema de Brammer.

El sistema lineal X = Ax 4 Bu es completamente controlable si y sélo si

a) La matriz de controlabilidad C (A, B) tiene rango n.

b) No existe vector propio real v de AT tal que se cumple la desigualdad vT Bu < 0 para toda u € R}

Por ejemplo, el sistema conocido como doble integrador

i=( 0 0)xr (1)
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es controlable con CVS U = R, pero no es controlable con CVS U = Ry. Para U = R la con-
dicién b) no se cumple, ya que v = (0, 1)T es vector propio de AT, tal que el término v'bu = u
no cambia de signo. También es conocido que el doble integrador es GAS mediante un contro-
lador continuo restringido al CVS U = [—r, 1], pero no es estabilizable mediante una funcién de
control positivo.

1.3. Resultados Principales

Subespacio invariante

Supongamos que la matriz real A, (de dimensién 2k x 2k) es dada en la forma canénica de
Jordan. Supondremos que todos los valores propios de la matriz A son imaginarios y simples,
de forma que AT = —A.

Dada una matriz A, es bien conocido que la dimensién de los subespacios A-invariantes
tienen que ver con multiplicidad de los valores propios de A. Mostraremos que el hiperplano
definido por

{xe]R”

bszo},

no tiene subespacios A-invariantes.

Proposicién 1.1 Si AT = —A y rango C(A,b) = n, entonces, no existe una solucion x(t) # 0 del
sistema X = Ax, tal que bTx(t) = 0 para t > 0.

Demostracién: Probaremos esta proposicién por contradiccién. Supongamos que existe x(t) % 0
tal que la igualdad previa es verdadera, entonces, derivando sucesivamente respecto a ¢ obtene-
mos que

bTAmx(t) =0 para t>0, ym=0,1,2,...,n—1,
aplicando la condicién AT = — A, obtenemos que
xT(t)Amb =0 para t>0ym=0,1,...,n—-1,
lo cual implica que rango [b, Ab,..., A""1b] < n. O

Observacién 1.2 Dada una matriz A € R**?* en forma candnica de Jordan, con valores propios ima-

ginarios diferentes, la solucion del sistema lineal x = Ax tiene la forma

exp(Alt) 0 X10
x(t) = exp(At)xg = 0 :
0 exp(Akt) Xko

esta funcion vectorial estd compuesta por k funciones vectoriales de dimension dos:

xj(t) = exp(Ajt)xjo = _Z?;Egjg i:)r;((g]]ig Xjo

paraj=1,2,... k.



12 Estabilizacién de Sistemas Lineales con Control Escalar Positivo

De la observacién 1.2, es claro que

Xj <t + ;;) = —x/(t), paracada j,
j

asi que el semiespacio
{x € R”"

bTx>0}

no puede ser A-invariante. Existen k hiperplanos A-invariantes de dimensién dos en el espacio
de estados R?; de acuerdo a la Proposicién 1, ninguno de estos hiperplanos esta contenido en
el hiperplano

{xe]R”

bTx:O}.

1.4. Estabilizacién Global de Sistemas Lineales con Realimen-
tacion Positiva no Acotada
Daremos condiciones para lograr la estabilizacion global de una familia de sistemas lineales

del tipo
X = Ax+ bu, (1.2)

con x variable de estado y u pardmetro escalar de control. Para lograr la estabilizaciéon propone-
mos el control positivo y no acotado

u(x) = % (‘KTX’ +1<Tx) = max {0, KTx}, (1.3)

donde KT es un vector apropiado y u(x) tomando valores en U = [0, o).

Dada una matriz A con valores propios
o(A) = {a1 +ip1, x1 —if1, p1 >0},

por controlabilidad, existe KT € R" tal que, c(A + bKT) = {ay +iB2, &z —iBy, B2 > 0}, donde
este tltimo conjunto lo elegimos a conveniencia. Para determinar K7, sélo igualamos el polino-
mio caracteristico det[A + bKT — AI] con el polinomio cuyas raices son {ay +iB2, az —if2, B2 >

0}.

Proposicion 1.3 Dado un sistema controlable del tipo (1.2) con U = [0, 00), entonces el sistema reali-
mentado (1.2)-(1.3) es tal que:

i) Si ;% + % < 0, entonces el origen x = 0 es globalmente asintéticamente estable.
ii) Si % + % > 0, entonces el origen x = 0 es inestable.

iii) Si % + % = 0, entonces el origen x = 0 es estable (es un centro).

Demostracién: Tomamos una condicién inicial x(0) = xg # 0, tal que KTxy = 0, xg, K € R2.
Denotemos por x(t,xp) a la solucion correspondiente, los tiempos de interseccion al hiperplano
{x|KTx =0} son definidos como

t; = inf{t|t > 0y K x(t,x0) = 0};
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ty = inf{t|t > t; y KTx(t,x9) = 0}.

Ya que el origen es el tnico conjunto A-invariante en el hiperplano {x ‘KTx =0}, entonces
tp > t; > 0. De la composiciéon de las soluciones que terminan e inician en el hiperplano
(que llamaremos medios mapeos), obtenemos que x(tp, xg) = x(t» — t1,x(t1,xp)). Es facil ver que
ty = m/B1+ 7t/ Bo, asi que

()| - (G 5))

de manera que el mapeo, que resulta de la composicién de medios-mapeos, es una contraccion

siy solo si g—i + % < 0. De otra forma, si % + gz = 0, entonces ||x(ty,x9)|| = ||xo|| para cualquier
condicién inicial xg, de manera que el origen es un centro. a

Observacion 1.4 El resultado anterior se extiende ficilmente al caso donde la matriz A tiene valores
propios imaginarios y simples

g aj Bj ‘ -f
_{dmg[ B 1 }}, confj #0, paraj=1,...,

]

NI

de tal forma que el vector KT es tal que

o(A+bKT) = {Rj:tﬁji; parajzl,...,g}

entonces las soluciones del sistema a lazo cerrado (1.2)-(1.3) tienen el siguiente comportamiento:

i) Si % ﬁ] g— <O paraj=1,..., %, entonces es atractor global.
j

ii) Si % + % > 0, para algiin j, entonces es un repulsor.
/ j

iii) Sl ﬁ = 0, para un valor de j, entonces en el hiperplano j-ésimo las soluciones describen drbitas
]

cermdas

Ahora consideremos la multiplicidad de los valores propios de la matriz A. En la siguiente
proposiciéon suponemos la forma de Jordan

A:{diag{ _"‘;3 51 ”JFNG]R”X”,

donde B # 0y la matriz nilpotente N, es tal que N # 0y N"*+1 = 0, para un entero positivo .

También consideraremos la norma euclideana:

1
IM]| = \ﬁ Zmlz] ,

i,j

definida para una matriz M = [m;j] € R"*", tal que

[{aag [ ot SmB =1 =1y 0<ini<t

—sinpt cos Bt
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Proposicion 1.5 Si el sistema (1.2) es controlable con U = [0, o0), entonces existe un vector K tal que la
funcion de retroalimentacion (1.3) es un estabilizador global.

Demostracién: Generalizamos los célculos para sistemas definidos en un espacio de estado de
dimensién 1, consideremos el sistema lineal del tipo (1.2) con

A:{diag{ _"‘é 51 :|}+N€]R”><n,

donde N es una matriz triangular superior nilpotente. Consideraremos también los vectores b,
KT € R" tal que
rangoC(A,b)=n y o (A + bKT) = {ay +iB},

con la multiplicidad apropiada. Entonces existe una matriz invertible P tal que
-1 ™ p_ [qg; a P N
P (A—i—bK)P—{dmg{_ﬁ az]}ﬂv,

de la condicién de controlabilidad tenemos que x = 0 es el tinico conjunto A-invariante conte-
nido en {x|KTx < 0}.

La funcién
. k i
ot ) g cos Bt sin Bt N't
x(t) =e {dlag [ —sin Bt cos pt I+ z; i |
i=

es solucién de ¥ = Ax, con condicién inicial x(0) = xo, asi que

k . .
. cos Bt sin Bt [INH||#
{chag [ —sinpt cos pt ] }H I+ ; 1! ol

k . .
[[N|[#
1+ T | xo]|

i=1

A

lx(B)l < et

elxlt

IN

tal que
lx(8)]] < et NI |lxg| = e INID|xg (1.4)

donde hemos usado las siguientes conocidas desigualdades
» ||N||' > ||N||, vlida para cualquier entero positivo i

= elNIE>1 4 Zi-{:l HNill‘ltl , para t > 0 y cualquier entero positivo k

Similarmente la funcién
. k =i,
ot o cos Bt sin pt Nt
y(t) =e {d1ag[ —sinBt  cos Bt I+Z <! Yo
1=

es solucién de y = P~1(A + bK") Py, con y(0) = yo; asi que

{aag | oot st ]1

kst

[N|[#

Ily(t)]| = ! HEDD 7| ol
i=1 ’

—_ 1
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tal que 7
ly(D)] < el INDyo). (1.5)

Dada una condicién inicial arbitraria x(0) = xy # 0, donde KTxy = 0, denotemos por x(t,xp) a
la solucién correspondiente y mediante los tiempos de interseccién

ty = inf{t|t > 0y KTx(t,x9) = 0};
to = inf{t|t > t; y KTy(t,x(t1)) = 0},
tal que yo = x(t1), de las desigualdades (1.4) y (1.5) obtenemos que

< @t +INDH | o | < o102 t2IINIDE2
ly(t2)]] <e e %ol <e 1o

donde suponemos que ||N|| > ||N||. De la desigualdad
ly(t2)|] < elrte2t2INDE |

deducimos que hay una contraccion de la composicién de medios mapeos y(tp, x(t1)) si se cum-
ple que e +2+2INID2 < 1, o equivalentemente, si

a1 +ap +2||N|| <0 (1.6)

donde 0 < ||N|| < 1.

En particular, si el sistema es inestable a lazo abierto con #; > 0y N € R"*", podemos esco-
ger xy < 0 para tener (1.6). Concluimos que esta condicién es suficiente para tener estabilizacién
asintotica global en el sistema a lazo cerrado (1.2)-(1.3). |

Observacion 1.6 La desigualdad (1.6) implica la desiqualdad (i) de la proposicién 1.3, que fue obtenida
para asegurar la estabilidad asintdtica en el caso de dos dimensiones. Para el caso 1 = 2 >0y N =0,
las desigualdades coinciden.

Hasta aqui, el control considerado (1.3) es no acotado. Sin embargo, podemos usar la satura-
cién para obtener un estabilizador global para la clase de sistemas lineales Lyapunov-estables.

1.5. Estabilizacion Global de Sistemas Lineales con Realimen-
tacion Positiva Acotada

En lo que sigue suponemos que la matriz A estd en la forma de Jordan y el sistema a lazo
abierto ¥ = Ax es Lyapunov-estable. Es decir,

A=]=diag[J1, ]2, .-, Js],

de forma que si el bloque de Jordan Jj tiene valores propios en el eje imaginario, entonces es de
dimensién dos. En el otro caso, tiene los valores propios en el lado izquierdo del plano complejo.

En esta parte damos un control positivo globalmente estabilizante para la clase de sistemas
(1.2) donde la matriz A y el vector b satisfacen las siguientes condiciones:

a) rangoC(A,b) = n.
b) AT = —A,con0 & o(A).
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Es bien conocido que las condiciones a) y b) implican controlabilidad local del sistema (1.2) con
U = [0,7] (ver [2]). La restriccién u € [0,r] implica que la condicién (a) no sea suficiente para
resolver el problema de estabilizacién de (1.2). Para tener el disefio del estabilizador global BFC
positivo, necesitamos que el sistema a lazo abierto sea Lyapunov-estable, esto implica que A es
simple, lo que a la vez implica la condicién (b).

La siguiente funcién BFC positiva

u(x) = { —3 [[7x] = bTx] i —blx<v (17)

r si —bIx>r
corresponde a la saturacion del control (1.3) en el intervalo U = [0,7] C R.

Proposicion 1.7 Si el sistema (1.2) es controlable con U = [0,1] y A es Lyapunov-estable, entonces la
retroalimentacion (1.7) resuelve el problema de estabilizacion global.

Demostracién: Consideremos la funcién de Lyapunov V = xTx, tal que
V = [Ax+bu(x)]Tx + xT[Ax + bu(x)]
xT[AT + Alx 4+ ud"x + xTbu
es decir,

vV = 2bTxu
B bTx [|bTx| — bTx] si —bTx <r
o 20T xr si —bTx>r
0

de manera que al considerar los casos

» Caso —bTx > 0. Tenemos que V < 0.

= Caso —bTx < 0. En este caso tenemos que V = 0.

De la proposicién 1.1 y observacién 1.2, concluimos que el origen es el tinico conjunto A-
invariante en {x| — bTx < 0}. De acuerdo al principio de invariancia de LaSalle, concluimos que
el origen es globalmente asintéticamente estable bajo el sistema (1.2)-(1.7). |

Hemos dividido el espacio de estado en dos regiones:
R? = {x|-bTx >0} y R" ={x|-b"x<0},

En el semiespacio R}, las soluciones corresponden al sistema a lazo cerrado, y en R", al sistema
a lazo abierto. De manera que la proposiciéon 4 implica que la composicién de medios-mapeos,
obtenida al aplicar la realimentacién (1.7), estabiliza globalmente al sistema.

1.6. Ejemplo y Aplicacion
Ejemplo
Consideremos el sistema lineal en el plano

X—Ax—f-bu—[aé gl]x—i—{bl}u (1.8)
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con u € [0,00) y B # 0. Tal que, rango[b, Ab] = 2.
Si elegimos los vectores

K" = [Ky, K] = _/13("‘1 — a2)%,2(y —txz)} y b= { (1) } ,

entonces 0(A + bKT) = {ay +iB}. Podemos escoger ay, tal que ay +a; < 0 ya que N = 0 en
(1.6).
Como ejemplo numérico, consideremos el sistema (1.8) con
1
2 1 0
A= y b= [ ] ,
1 1
L3

tal que 0(A) = {% + i}. Obtenemos el control (1.3) por medio del vector

1

S|

2
KT:F,—?;}, tal que A+bKT = ,

con valores propios o(A + bKT) = {—1+i}.
De la proposicién 1.3, tenemos que
o1 1% 1
—+ - =-—5 <0,
Bi B2 2
de forma que el origen es globalmente asintéticamente estable bajo el sistema a lazo cerrado
(1.8)-(1.3).

Aplicacién

Como una aplicacion a un sistema mecénico estabilizable con controles positivos acotados,
consideremos las ecuaciones de movimiento linealizadas de dos osciladores con el fin de esta-
bilizarlos mediante la utilizacién de una fuerza continua aplicada en una sola direccién. Cada
masa 71; (ambas masas son no nulas) estdn fijas en los extremos de una varilla ingravida rigida
de longitud J;, i = 1,2. El sistema gira sin friccién sobre los puntos del pivote pgy y p1, donde po
estd sujeto a una estructura rigida. Una fuerza u, 0 < u < 1, es aplicada simultdneamente a las
masas 1y y mp como se indica en la figura 1.1.

Six; =61, x =061, x3 =06, y X4 = 6>, es bien conocido que podemos escribir el sistema
de ecuaciones que describen la dindmica de un péndulo doble en la forma x = Ax + bu, con
matrices

0 B 0 0 by

| -1 0 0 o0 | b
A=1 0 0o o B | Y b=14, |

0 0 —-B 0 by

con constante gravitacional normalizada g =1,y

1
B1 = \/21112 |:(11 + lz)k + \/(ll + 12)2k2 —4h k|,
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[
L

il N I FH o
L
Figura 1.1: Péndulo Doble.
1
=57 |(h+h)k—/(l1+1 2kzélllk},
B2 \/21112[(1 2) \/(1 2) 1k
1-14?) (L - L)
m2 1 ( 1 ] my mq .
k=1+—=, b= ;o J=12
+ mq ! mlll + lll2ﬁ]2 J

Observamos que B1 # B2. Es facil mostrar que el determinante A de la matriz de contro-
labilidad es 4b2b3B1B2(B2 — B3)%. En general, A # 0 excepto para ciertos valores criticos de los
pardmetros I, [ y k.

Observamos que la matriz A y el vector b satisfacen las condiciones (a) y (b), bajo la suposi-
cion A # 0. Concluimos que el estado x(t) del péndulo doble puede ser llevado al estado x = 0
con el control positivo arbitrariamente pequefio,

13T T N
_ [ s IbTx[=bTx] s —b'x <7
u(x) { r si —blx>r

El origen x = 0 es un punto de equilibrio globalmente asint6ticamente estable para el sistema
a lazo cerrado.

Resumiendo el capitulo: si el sistema lineal
x = Ax + bu,

es controlable con controles positivos, entonces puede ser globalmente estabilizado mediante
una sencilla funcién de retroalimentacién positiva ()no-negativa) y Lipchitz (continua) en la
siguiente forma u(x) = méx {0, KTx}, donde el vector KT € R" es elegido apropiadamente.



Capitulo 2

CLF-Estabilizacién con la hipercaja
con 0 en el interior como CVS

2.1. Introduccidon

Considere el sistema afin con entrada multivariable
) m
x = f(x)+ Y ugjlx), (2.1)
j=1

donde x € R" es la variable de estado, las funciones vectoriales f, ¢; : R" — R", para j =
1,...,m, son C°(R") (s > 0), el conjunto de valores admisibles para el control (CVS) es dado por la
hipercaja U = B}'(c0) := [—r{,r{] x ... X [=1,,, 1] C R™, con r]i >0, paratodaj=1,...,m,
y u = (uy,...,uy)", con | denotando transposicién. Sin perder generalidad, suponemos que
f(0) = 0. El conjunto de funciones de retroalimentacién admisibles es definida por

U:={u:R"— B'(o) : u(x) es regular}, (2.2)

donde regular significa continua para cada x, o de clase C® (s > 1), suave, analiticas, etc. casi en
todas partes.

El objetivo principal de este trabajo es abordar la estabilizacién asintética global (Gas) del sis-
tema (2.1) por medio de un control de retroalimentacién admisible u(x).

En general, buscamos resolver el siguiente problema: ;Cémo lograr que un sistema de control
afin sea global asintéticamente estable mediante la aplicacion de un control de retroalimentacién
admisible u(x), cuando el CVS es un politopo m-dimensional U ?

¢(Coémo resolver este problema?

Es conocido que hay un interés creciente en el disefio de las funciones de control de retro-
alimentacién por medio de funciones de Lyapunov debido a los resultados obtenidos en [21, 47].
En [21], Artstein probd que la existencia de un control de retroalimentacién continuo, que toma
valores en un convexo arbitrario CVS U C R™, es equivalente a la existencia de una funcién
Lyapunov de control (CLF) (ver abajo definicién de una CLF). Aunque la prueba en [21] estd ba-
sada sobre un procedimiento no constructivo (particiones de la unidad), ha habido una gran
actividad en el disefio de controles de retroalimentacién por medio de funciones CLF debido a
una férmula explicita, cuando el CVS U es el espacio R, obtenida por Sontag en [47]: la férmula

19
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universal. Una de las principales dificultades en el disefio de las funciones de control por medio
de la teorfa CLF, radica en el hecho de que la férmula universal propuesta depende del CVS U
particular. En [33], Lin y Sontag obtuvieron una férmula universal para el caso cuando el CVS
es la bola unitaria euclidiana abierta; y que, en [36], Malisoff y Sontag extienden este resultado
al caso cuando las entradas del control son restringidas a la bola unitaria abierta p-normada,
int B)'(p), donde

By (p) = {u € R" : flull, = {/lul? + ...+ ]’ <1},

para valores especificos de p = 2r/(2r — 1), con r = 1,2,... (asi, 1 < p < 2). La férmula
propuesta es

u(x) = Ay (a, []%) (bfkfl,...,bﬁfflf, 23)

donde a = a(x) y b = b(x) se dan abajo en (2.22) y A, : R x [0,00) — R es definida por

2k
at A/ aZk 462 .
", 510 >0,
Ap(a,0) := <1+ 2\"/1+92’<*1)6 (2.4)
0, sif = 0.

Ademas, se ha demostrado en [33, 36] que el control de retroalimentacién dado por (2.3)-(2.4)
es suave en R"\{0} y continuo en todas partes (funcién casi suave), siempre que el CLF y los
campos vectoriales que definen (2.1) son suaves. Finalmente, la férmula también se utiliz6 so-
lamente en el caso del cuadrado abierto int/3?(c0) = (—1,1)? y un m-octaedro abierto intB™ (1),
a un costo de “pequefios sobredisparos” en los valores del control. En [35], el problema de so-
bredisparo se abordé para el CVS (—1,1)2. En [49], Sudrez, Solis-Daun y Alvarez propusieron
una familia uno-paramétrica de controles de retroalimentacién continuos que toman valores tan
cerca como se desee en la frontera de los CVS

B (p) = {u € R ull, = {/ry () Jin)” + .+ i () || < 13, (2.5)
para el caso general 1 < p < oo, donde ;({;) son dados por

+ s
rj, 515120,

ri(gj) = 26)

r., si gj <0,

K
con rji >0, paraj=1,....myr = (rli, . ..,rnﬂj). Entonces, se define un control de retroali-
mentacién continuo para el caso cuando el CVS es la hipercaja m-dimensional r-ponderado,
Bit(c0) := [—r{,r{] X ... x [=rp, ] C R™, aumentando p cuando u se acerca a la frontera de
B}"(0). Luego, en [48], Sudrez, Solis-Daun & Aguirre generalizan este disefio de control, pro-
ponen una férmula explicita de una familia parametrizada de un control de retroalimentacién
continuo u¢(x) para el GAS de los sistemas con respecto a una clase de convexos compactos
CVS. En [45], Solis-Daun, Aguirre and Sudrez extienden este resultado a una clase mas general
de convexos compactos CVS U, y considera una forma general de estabilizadores de retroali-
mentacion regulares (u(x) = p(x) w(x), donde p(x) es una funcion de reescalamiento y w(x) es
un control 6ptimo) que comprende muchas de las férmulas de control existentes en la literatura.
Recientemente, en [44], Solis-Daun mostré como la regularidad del control de @w(x) depende de
la geometria (curvatura) of U. Ademds, basandose en un método para aproximar los conjuntos
convexos compactos, se disefid controles de retroalimentacién regulares para el Gas de siste-
mas con convexos compactos CVS U con 0 € intl, a un costo de “pequefios sobredisparos”
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en los valores del control. Finalmente, en [46], Solis-Daun y Leyva estudiaron las condiciones
que deben satisfacer los controles de retroalimentacién para obtener la GAS de los sistemas con
politopos como CVS. Mediante el uso de una férmula similar a la definida en [48], en [31], Ki-
dane y coautores disefiaron un estabilizador continuo para sistemas (2.1) con CVS U = intB}*(p)
(1 < p < ),y en [40], Satoh y coautores generalizaron este resultado con respecto a una clase
de restricciones de entrada convexas.

En este trabajo estudiamos las condiciones que debe satisfacer un control de forma general
para ser admisible. A continuacién, proponemos una férmula explicita para una familia uno-
parametrizada de controladores regulares u°(x), con pardmetro ¢ € (0, 0), que toma valores en
la hipercaja B}"(c0) := [—r{,r{| x -+ x [y, 1], tal que el sistema (2.1) es GAS. En compa-
racién con la literatura existente, la férmula de control propuesto utiliza casi todo el recurso de
control disponible, en el sentido de que pueden tomar valores tan cerca como se desee de la fron-
tera de la hipercaja. Ademads, el control de retroalimentacién es continuo; es suave/ real analitico
sobre R" excepto en cierta “superficies de cambio”, siempre que la CLF y los campos vectoria-
les que definen (2.1) son suavees/real analiticos. Introducimos algunos ejemplos para ilustrar
el disefio propuesto de control. Finalizamos el capitulo abordando el problema de disefiar una
funcién de control marginalmente robusta; tal que la familia de controles de retroalimentacién pro-
puesta u®(x) aproxima (para valores grandes del parametro ¢) al controlador que optimiza el
margen de estabilidad robusta.

2.2. CLF-Estabilizacion de sistemas afines con control escalar
acotado

En esta secciéon proponemos una formula explicita de funciones de retroalimentacién admisi-
bles para resolver el problema de estabilizacién con CVS U := [—r~,r*"]. Diremos que el control
es signado si y s6lo si (ssi) u puede tomar dos signos, es decir, r~ > 0.

Consideremos el sistema escalar afin

x = f(x) +g(x)u, 2.7)

donde las funciones vector f y ¢ son suaves en R"”, con CVS U := [—r—,rt],r~ >0y r" > 0.
Sin perder generalidad, suponemos que f(0) = 0. El conjunto de funciones de retroalimentacion
admisibles es definida por

U:={u:R"— U:u(x) es regular} . (2.8)

donde regular significa al menos continua para cada x. De manera que objetivo principal de
este capitulo es abordar la estabilizacion asintética global (Gas) del sistema (2.7) por medio de un
control de retroalimentacién admisible u(x).

2.3. Teoria CLF

Una funcién V : R” — R es llamada una funcion Lyapunov de control (CLF ) [con respecto
al sistema (2.7) con CVS U] si y s6lo si (ssi) es una funcién ck (R") (k > 1) la cual es definida

positiva (V(0) =0y V(x) > 0ssi x # 0) y radialmente no acotada | lﬁm V(x) = oo, con tasa de
X||—00

decaimiento tal que

inf {VV(x) (f(x)+g(x)u)} = L}g& {a(x) —b(x)-u} <0, Vx#0, (2.9)

uel
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donde
a(x) := LfV(x) & b(x) := —LgV(x),

denota las derivadas direccionales de V(x) con respecto a los campos vectoriales que definen el
sistema (2.7).

Para el disefio de las funciones de control de retroalimentacién continuas en el origen, Arts-
tein introduce en [21] el concepto de propiedad del control pequesio SCP:

Definicién. La funcién Lyapunov de control tiene la propiedad del control pequeiio (SCP) con res-
pecto a (2.9) si para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que si 0 < ||x|| < ¢, entonces existe un control
u € U, con |u| <eg, tal que

a(x) —b(x)-u <0, para x # 0.

Definimos la funcién no negativa |b| r donde

rt si b>0,
Y =
r~ si b<O0.

Dado el sistema (2.7), suponga que existe una CLF V que satisface la SCP. Definimos la
funcién de retroalimentacién 6ptima (mejor tasa de estabilizacion) @ (x) € U como la funcién
de R" a U que satisface:

inf {VV(x)- (f(x) + g(x)u)} = VV-(f +g@) x#0 2.10)

uel

Existe un tnico control estabilizante 6ptimo @(x) definido por
@(x) = r(signb(x)), (2.11)
y para toda x tal que b(x) # 0, pero no es continuo en el conjunto N}, = {x € R" : b(x) = 0}.
De la definicién de |b| r, tenemos que

min{a —bu} =a—bw =a—|b|r. (2.12)
uel

Por lo tanto, la condicién de decaimiento CLE, representada por la desigualdad (2.9), es equiva-
lente a la siguiente desigualdad

a(x) < |b|r, para x #0. (2.13)

En general, hay dos inconvenientes al aplicar el teorema de Z. Arstein:
1. Encontrar una CLF apropiada;

2. La prueba del resultado de Artstein no es constructiva. Por lo tanto, el problema de sintesis
de la retroalimentacion es muy dificil de resolver.

A continuacién mostramos una condicén necesaria para la estabilizacién del sistema de con-
trol.

IL1 Un disefio general de controles admisibles con respecto al intervalo.

Supongamos que V(x) es CLF con respecto al sistem (2.7) con controles tomando valores en
el intervalo U = [—r~,r"], con v~ > 0y r* > 0. Entonces, teniendo en cuenta el control de
mejor tasa w(x), tenemos que

dV/dt =a(x) —b(x) -w(x) = a(x) — |b(x)|r(x) <0, Vx #0.
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Observacion 1. Observe que si f(x) := b(x)w(x) = 0 entonces a(x) < 0, y se cumple que
B(x) = 0ssi x € Np. O

Suponiendo que U es un intervalo, proponemos funciones de control de realimentacién de la
forma u(x) := p(x) @(x), donde w(x) es la correspondiente ley de control de mejor tasa y p(x) es
una funcién escalar por determinar. El propésito de este disefio es regularizar la discontinuidad
de @(x) en la superficie de cambio N}, mediante una funcién de reescalamiento apropiada p(x).

A continuacién enuncio las condiciones que p(x) debe satisfacer para garantizar la existencia
de un control de retroalimentacion admisible u(x) (u(x) € U) tal que el sistema a lazo cerrado
sea GAS.

Hipétesis H. Supongamos que p : R” — R es una funcién continua tal que

(@) VxeR",0<p(x)<1;
(i) p(x) =0ssix € Ny;

(i) Vx € R"\N, p(x) > %.

a(x)

Para b(x) # 0, la desigualdad (2.13) equivale a la desigualdad ———~*—
) 8 ) Bt o ()7 ()

< 1, de manera
que la condicién (iii) para p(x) implica la desigualdad
a(x
b (x)| 7 (x)

Mediante el siguiente teorema mostramos que las condiciones de la Hipétesis H son suficientes
para resover el problema de estabilizacién con control u(x) = p(x)@(x). Con base en la defini-
cién: NV, = b 1[0] = {x € R" : b(x) = 0} y el control de mejor tasa w(x) = rsignb, tenemos el
siguiente teorema.

< p(x) <1

Teorema. Supongamos que V(x) es una CLF [con respecto al sistema (2.7) y el CVS U =
[—r—,rT], conr™ > 0y r" > 0] y satisface la propiedad SCP, w(x) = rsignb es el control de
retroalimentacién con mejor tasa y p : R” — [0,1] una funcién continua que satisface la Hipdtesis
H. Entonces, el control continuo u(x) = p(x)w(x) € U es un estabilizador global para el sistema
(2.7).

Prueba de que el control u(x) = p(x)w(x) = p(x)rsignb es admisible: De hecho, a partir de
la condicién 0 < p (x) < 1 tenemos que

u(x) = p(x)w(x) = p(x)rsignb

es equivalente a
—r~ < —rp(x) sib<O0

rtp(x) <rt  sib>0
tal que u(x) esta restringido a [—r—,7"].
Ademads, V x € R" \ NV}, tenemos que ambos, p(x) y @(x), son continuos (recordemos que
w(x) es constante en cada intervalo donde b no cambia de signo) de manera que u (x) es conti-

nuo. En el caso x € N, ya que p(x) es continuo y @(x) = r (x) signb (x) es acotada, entonces de
la SCP y condicion (i) se deduce que V x* € N,

0 < lim |u (x)| = lim p(x) [@(x)| = 0,

xX—x* x—x*
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entonces cada entrada u (x) es continua en N, y u (x) |, = 0.
Por dltimo, mostramos que el sistema de lazo cerrado es GAS:

(a) Si x € NV}, \ {0}, entonces a(x) < 0y u (x)|x; = 0.Por lo tanto, tenemos que
dv/dt =a(x) —b(x)u(x) =a(x) <0 Vxe N\ {0}.
(b) Si x € R" \ \V;, entonces b (x) # 0. Por lo tanto tenemos que
dv/dt =a(x) —b(x)u(x) <0
ya que de la condicion (iii) deducimos que
a(x)—b(x)u(x)=a(x)—b(x)p(x)w(x) =a(x) —p(x)brsignb = a — p(x) |b|r <0

por consiguiente, dV /dt < 0, x # 0.

Dado un sistema afin, la dificultad préctica para obtener el control estabilizante consiste en
encontrar la funcién de Lyapunov V con las propiedades CLF y SCP, al menos en una vecindad
() del origen. En el siguiente capitulo veremos otra prueba de este resultado.

2.4. Un disefio particular de p (x)

Consideremos la funcién de retroalimentacion continua u¢(x) = @pe (x), parametrizada con
e > 0, dada por

r(signb) [1 - (1 - ‘gl‘ﬂ) exp(Tg)] , para |b|r >0,
ue(x) = (2.14)

0, para |b|r =0,
donde p; (x) es dada por

al+a
pe(a,b) =1— (1 — |2b|r ) exp(Te)

y Te(x) es una funcién no-positiva definida como

lnf\)gg)) —el|blr,  para |b|r >0,
7(x) = (2.15)

0, para |b|r =0,

con A(x) =1—3(Ja(x)| +a(x)),/|b|r. Si e — oo, la funcién de control u¢(x) converge al control
estabilizante con mejor tasa @ = rsign (b), y como consecuencia de 0 < exp(t) < 1 para cada
¢ > 0, tenemos la condicion restrictiva para el control 0 < u,(x) < r* para toda x € R".

A continuacion probamos que la funcién de control u,(x) = pe (x) @ (x) resuelve el problema
de estabilizacién global.

Sia(x) < |b|r para toda x # 0, entonces el sistema a lazo cerrado (2.7)-(2.14) es GAS.

Probaremos primero que el sistema retroalimentado (2.7)-(2.14) satisface 1% < 0 para x # 0.
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Sia(x) > 0, tenemos que |b|r > 0. Esto implica que

vV o= a+bug = a+ bwpe (a,b)
— 0~ [blrpe (a,b)

7,1—5(\’3@2
a _ a
= a—|br|1-(1—-— [blr
o= 1= (1= )«
entonces
ln(l—i>
L 2
. 1= —&(|blr)
V = a—|blr+(b|r—a)e [b[r
m(-g)
j*e(\blﬂ
= (a—|b|r)[1-e |b]r
< 0.

Para x # 0 tal que a(x) < 0, tenemos que |b|r > 0y pe (a,b) =1 —exp (—e W r)Z). Esto
implica que
V o= a- |b| rog (a,b)
= a—|b|r(1—exp (—e(\b|r)2))
< 0.

Hemos probado que

14 =a+ bue < 0 para x # 0y para toda € > 0.

Mediante el siguiente lema mostramos la continuidad del control u,(x) con este disefio par-
ticular de p¢ (x); o equivalentemente, para mostrar que p. (x) satisface las propiedad (ii) de la
hipétesis H es necesario el siguiente lema.

Lema Si la CLF V satisface la SCP, entonces se cumplen los siguientes limites:

e AX)Fla(x)] _ .
@ lim el — o,

(b) lim 280+ _

Prueba de (a). Es suficiente probar que lirr(l)a(x)/ |b(x)| =0 para a(x) > 0.
x—
Por la SCP tenemos que

0<a(x) < —=b(x)u<|b(x) -ul=1b(x)||u] <|b(x)|e, yaque |u] <e

entonces

< parae >0 arbitrariamente pequefioy 0 < ||x||, < J.
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entonces lima(x), |b(x)| =0.
x—0
Prueba de (b).

Sea xg € {x: |b|r =0} un punto arbitrario. Si xg = 0, entonces el limite (b) coincide con el
limite (a). Ahora supongamos que xg # 0.

Tendremos (b) si probamos que

o 900) + la(x)

=0.
X=X 2‘b|r

Sixg € {x:|b|r =0}, debido a la desigualdad a(xg) < ||b(xo)]|, tenemos a(xp) < 0. Conse-
cuentemente, sea (), (xg) una vecindad de xy tal que

a(x) < 0 para toda x € Q¢ (x).

Sea {x;} una susecion {x,} — x¢ y |b| ¥ > 0 para cada n. Entonces, existe un entero positivo
N tal que {x,} € Q¢ (xp) para toda n > N, tal que a(x,) < 0si n > N. Entonces

a(xn) +|a(xn)|

=0, sin> N.
20b (xp)| 7

por consiguiente
a(x a(x
lim (xn) + |a(xn)| —o.
xm—xo 2|b(xy)|r

Esto completa la prueba.

Proposicién Consideremos el sistema afin (2.7) tal que V(x) es una CLF que satisface la condicion
SCP. Entonces la retroalimentacion (2.14) es una funcion continua.

Prueba

De los limites (a) y (b) del lema anterior, la continuidad del termino |b| 7, y ya que la compo-
sicion de funciones continuas es continua, tenemos los siguientes limites para u(x):

() limu.(x) =0,

x—0
if)  lim wue(x) =0
(@) |b|r—0 8( ) ’
concluimos que u(x) es continua.

En el siguiente capitulo mostramos que el sistema retroalimentado (2.7)-(2.14) es estable de
forma robusta.

Observaciones.

Mas generalmente, para sistemas afines con CVS U = [—r~,r"], para reescribir w(x) definido
en min{a —bu} =a— bw, con

uel

rt, si b>0,
r= y @(x) = r(signb(x)),

r=, si b<O0.

suponemos que p : R" — [0,1] es una funcién regular de reescalamiento tal que p (x) = 0 ssi
b(x) = 0. En particular, si p = p, (x) tal que ue(x) = @pe (x), tenemos que el control ue(x) es
continuo, ya que

pe(x) =0 ssi b(x) =0},
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dado por

pe (a,b) =1—A(a,b) <1+A (a,b)) exp (—e|b|r)

con A(a,b) = 1— 3 (|a|+a)/|b|r. Es claro que 0 < A(a,b) < 1 tal que el control ue(x) es
continuo y acotado. Si r~ = 0, la funcién u¢(x) es positiva.

Obervaciones de convexidad

Ver anexo para definiciones y resultados de la Teoria de Convexidad.

Existen dos clases importantes de conjuntos convexos compactos: Conjuntos estrictamente con-
vexos y politopos. En este trabajo consideramos la hipercaja como un CVS para un sistema de
control afin. De manera que en lo sucesivo, sobre la base de estos resultados de convexidad,
vamos a suponer que U C R™ es un conjunto convexo compacto con 0 € intU. Una clase impor-
tante de conjuntos convexos compactos es la clase de politopos convexos. Recordemos que un
politopo U (convexo) puede definirse como un conjunto acotado dado por la interseccién de un
namero finito de semiespacios cerrados, llamado H-representacion; o de forma equivalente se des-
cribe en términos de la envolvente convexa de sus vertices U = conv(V), donde V = {vy,..., v},
con v; € R™, llamada V-representacién. En particular, la hipercaja m-dimensional r-ponderada
(también nombrado orthotope),

By (00) := [—r 1] x ..o x [=r,rh] = conv {(=r],...,=rp),..., (r] .m0} (2.16)

con rji >0, paraj=1,...,m, es un politopo. Por lo tanto, Bl (c0) es un conjunto convexo com-

pacto con 0 € intB}"(c0), de modo que admite una representacién en términos de un funcional
de Minkowski. En efecto, define la funcién ¢, : R" — R por

Yoor(e) 1= [ (2 (01) Jal ot () [ue)|| = supy {r2uy) (]} @17)
donde r;(¢;) son dadas por (2.6), paraj =1,...,m.
Proposicién 2.1 La funcién (e (1) es una funcional de Minkowski definida positiva, y el conjunto
U:={ueR": poor(u) <1}. (2.18)

es una representacion de la hipercaja B (co).

. P _ - _ + . _
En particular, si 7; = r;” = r;" para toda j, entonces Poor(") = [l -una norma loo 1-
ponderada, por lo tanto U se convierte en una hipercaja simétrica, B}'(c0) = [—F1,71] X ... X
(=P, P

En lo sucesivo, identificamos el espacio dual (R")* con R™ usando el producto interior, y
denotamos el dual u* por b.

Correspondiente a 1 r, definimos la siguiente funcional de Minkowski tipo /; y r-ponderada

Y11/e(b) = [[(r1(b1) (b1l - 1 (B 1o )]y = 720 75(5) [b)

donde rj(g]») es definida en (2.6), paraj=1,...,m.

, (2.19)



28 CLF-Estabilizacion con la hipercaja con 0 en el interior como CVS

Proposicién 2.2 Las funcionales de Minkowski $oox Y §1,1/¢ Son polares una de la otra (ie. P35, , =
P11/ Y viceversa). Ademds, el conjunto polar de BJ'(c0) es

(B (00))* :={b e R" :¢py1,,(b) <1}, (2.20)

que es una m-octaedro (llamado politopo cruzado).

Teniendo en cuenta que la funcién soporte ¢y;(b) de la hipercaja es dada por ¥ 1,,(b), en-
tonces no es dificil ver que es una funcién lineal a trozos y continua, donde los dominios de
la linealidad son dados por los 2™ ortantes (o hiperortantes) del espacio euclidiano IR™. Recor-
demos que un ortante abierto se puede definir como O = {b € R" : §;b; > 0, dondecadad; =
—1lo1, paraj = 1,...,m}, asi que permutacién de los signos de (Sj rinde 2™ ortantes diferen-
tes, por ejemplo R” y R! son ortantes abiertos con §; = —1y §; =1, para todaj=1,...,m,
respectivamente.

2.5. La CLF estabilizacion global con respecto a la hipercaja

Supongamos que el CVS es un conjunto convexo compacto arbitrario U C IR™. Una funcién
V :R" = R es llamada una funcion Lyapunov de control [con respecto al sistema (2.1) con controles
que toman valores en U] si y s6lo si (ssi) es una funcién C¥(R") (k > 1) la cual es definida positiva
(V(0) = 0y V(x) > 0ssi x # 0) y propia (para cualquier ¢ > 0, su preimagen V~!(c) es un
conjunto compacto), tal que’

inf {VV(x)-(f(x)+g(x)u)} = L}glfl {a(x) —=b(x)-u} <0, Vx#0, (2.21)

uel

donde
a(x) :=LfV(x) & b(x) := (b1(x), ..., bm(x)),

(2.22)
con bj(x) := ng].V(x), j=1,...,m

denota las derivadas de Lie de V(x) con respecto a los campos vectoriales que definen el sistema
(2.1).

Para el disefio de las funciones de control de retroalimentacién continua en el origen, Artstein
introduce en [21] el concepto de propiedad del control pequeiio (SCP): Para cada € > 0 existe un
0 > 0 tal que se tiene la desigualdad a(x) — b(x) - u < 0 para una u con ||u||;; < €, siempre que
0 < [|x||gn < 6. (Aqui, ||-]| 4 representa una norma para el conjunto A.)

Observe que el problema de optimizacién (2.21) se satisface si existe un control de retroali-
mentacion u(x) € oU tal que a(x) < b(x) -u(x), Vx #0.

Por otra parte, para cualquier control u(x) tomando valores en U, tenemos que: b(x) - u(x) <
w*(b(x)) u(u(x)). Por lo tanto, si ponemos u(x) = w(x), con u(w(x)) = 1 (i.e. toma valores en
dU), entonces w(x) satisface la ecuacién

b(x) - @(x) = 1" (b(x)). (223)

Por lo tanto, si podemos encontrar una CLF apropiada, entonces cualquier control de retro-
alimentacién w(x) satisface (2.23) logra la equivalencia entre el problema (2.21) y la siguiente
desigualdadad

a(x) < u*(b(x)), Vx#D0. (2.24)

1Sin perder generalidad, hemos hecho una ligera modificacién en (2.21)-(2.22) cambiando el signo.
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Llamaremos a la retroalimentacion w(x) la ley de control de mejor tasa (6ptima) con respecto a
la CLF V(x) [para sistemas (2.1) con controles tomando valores en U] ssi satisface la ecuacién

a(x) —b(x) -w(x) = inlfl {a(x) —b(x)-u} <0, (2.25)
ue
para toda x # 0. Por lo tanto, el problema (2.21) es satisfecho si existe un control de retroali-
mentacion w(x). De (2.23), se sigue que este control es una funcion singular @ : R"\N;, — oU,
donde
Ny :i={x € R": b(x) =0}, (2.26)

ya que si b(x) = 0 entonces w(x) es arbitraria. Entonces, @(x) no es admisible por ser una
funcién discontinua.

Ahora procedemos a la existencia, unicidad y regularidad del control w(x). Dejemos de lado
temporalmente la dependencia de x. Teniendo en cuenta la polar p* definido por (6.8), tenemos
que la ecuacién (2.23) puede ser reformulado como el siguiente programa de optimizacién m-
parametrizado

P(b) :=sup{b-u:uecaol}, (2.27)

donde b € R" y oU := {u € R™ : u(u) = 1} es el conjunto de restriccién. Claramente, ya que U
es compacto, existe al menos una solucién global de P(b), denotada por w(b). Por otro lado, el
programa de optimizacién P(b) es precisamente la funcion soporte del conjunto U, g;(b), que es
convexa y positivamente homogénea. Por otra parte, del teorema 1 tenemos que G (b) = u*(b).
Recordemos que h(b) es una funcién homogénea de grado « ssi h(Ab) = A*h(b), para cualquier
real A > 0. En particular, si h(b) es una funcién homogénea (i.e. « = 1y A > 0), entonces una
extension del teorema of Euler a las funciones no suaves positivamente homogéneas (see [26])
indica que

h(b) =w-b, Vw € oh(b), (2.28)

donde el conjunto oh(b) es la subdiferencial de h en b y cada elemento w de oh(b) es llamado
un subgradiente de h en b. Claramente, si h(b) es diferenciable, entonces dh(b) es un conjunto
unitario w = Vh(b) siendo el gradiente de & en b.

Ahora, consideremos que el CVS U dado por la hipercaja B}'(c0). Asi, ya que su funcién
soporte Gam(eo)(b) = 1,1/:(b) es positivamente homogénea y lineal por pedazos, entonces de
(2.23) y (2.28) obtenemos que la tinica solucién (médulo discontinuidades) a (2.27) es dada por
la férmula

w (b) = (Vpr1/:(0)) " = (r1(b1) signby, ..., rm(bw) signb) ', (2.29)

donde 7;({;) esta definida en (2.6), para j = 1,...,m. Observe que w(b) es una funcién constante
(por lo tanto, real analitica) en cada uno de los 2™ ortantes abiertos de R”, y en particular, es
igual a los vértices de B'(co). Especificamente, si v; es un vértice y O; es su correspondiente
ortante abierto, entonces w(b) = v;, para todo b € O;. De ahi la importancia de encontrar los
vértices de una hipercaja. Ademads, w(b) es discontinua en la union de las fronteras (caras) de los
octantes, que estdn dados por las coordenadas de hiperplanos de R™, C; = {b € R™ : b; = 0},
paraj=1,...,m,y N;C; = {0} -el origen en R™. Por lo tanto, la funcién w(b) es constante por
pedazos: Es constante en cada ortante abierto, siendo singular en los hiperplanos de coordenadas
C] de R™.

Iustramos la teoria desarrollada con el siguiente ejemplo de dos dimensiones.

Ejemplo 1. Sea B2(co0) = [—ri,r;r] X [=ry,ry] =conv {(r],ry), (=r{,15),

—r7,—r3), (r7,—=r3)}, con ¥ > 0, para j = 1,2. Entonces su funcional de Minkowski es
1212 )\, =1 i para j
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Poo,r (1) = méx { rlllél‘l) , U‘?ﬁl) }, su funcion soporte (o polar) es
bel —|—7’;l’]2, si (bl, bz) S ]R%rJr
—ry b+ r;bz, si (by,by) € ]R2,+
¢1,1/r(b) :rl(bl) ‘b1|+72(b2) |b2| = —r;bl—r;bz, si (bllbz) cR2
T;—bl—rz_bz, si (bl,bz) €R+_,

donde ]Ri . es el primer cuadrante, ..., and ]Rﬁ _ es el cuarto, en sentido antihorario, y es lineal
en cada cuadrante. Por lo tanto, el conjunto polar estad dada por

(BI'(00))* = {(by,b2) € R?*: 91 1/(b1,b2) < 1}
= {(bl,bz) e R?: (T’i‘rbl —|—1’;_b2 < 1) & (—Tl_bl +1’;b2 < 1) & (—Tl_bl —rz_bz < 1)
& (Y?_bl —1,by < 1)}
que es un conjunto romboidal (o un rombo si sus cuatro lados tienen igual longitud r = rji,
j =1,2). Finalmente, de la férmula (2.29), tenemos

(rf,r),  si(by,b) €RE

| . . (=r{,r3),  si(by,by) € R,

w(b) = (r1(b1) signby, r2(by) signby) = = (=ry,—1y), si(by,by) € R2 _
(rf,—ry), si(b,br) €ERE_,

el cual es constante e igual a un vértice de B2(c0) en cada cuadrante, y singular en los ejes
coordenados. O

Ahora, volvamos a la dependencia de la variable de estado x € R". Sea b(x) dada por (2.22).
En adelante, denotaremos por 7;(x) := r;(bj(x)), con rj({;) dada por (2.6), para j = 1,...,m,
B(x) :=111,:(b(x)) y @w(x) := w(b) o b(x), con w(b) definida en (2.29). Observe que w(x) es un
control de retroalimentacién tipo bang-bang, siendo singular en los conjuntos nulos

N = b;l[Cj} = {x e R":bj(x) =0}, paraj=1,...,m, (2.30)
que son los superficies de cambio de w(x), y ademés N, definida en (2.26) es precisamente la

interseccién de estos conjuntos, i.e. N, = b~1[0] = NiN;.

2.6. Un disefio general de controles admisibles con respecto a la

hipercaja
Supongamos que V(x) es CLF con respecto al sistema (2.1) con controles tomando valores
en la hipercaja B}'(o0) = [—r;,rlﬂ X ... X [=Ty, 1], con rji > 0, para j = 1,...,m. Entonces,

teniendo en cuenta el control de mejor tasa asociada w(x) dado por (2.29), tenemos

dV/dt = a(x) — b(x) - w(x) = a(x) — Z{'r;(x)bj(x) signb;(x) < 0 ssi

(2.31)
a(x) < Z'ri(x) |bj(x)] ssia(x) < p(x), Vx # 0.
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Observacién 1. Observe que si B(x) = 0 entonces a(x) < 0, y atin mas B(x) = 0ssi x € Nj. O

Suponiendo que U es un conjunto estrictamente convexo con 0 € intl, en [45, 44] se con-
sider6 controles generales de retroalimentacion de la forma u(x) := p(x) @(x), donde p(x) es
un reescalamiento apropiado y @(x) es la correspondiente ley de control de mejor tasa, com-
prende muchos de los disefios de férmulas de control propuestas en la literatura existente. Sin
embargo, el disefio s6lo puede tratar las singularidades de @(x) en N,. En adelante, en este
trabajo, proponemos funciones de control de realimentacién de forma descentralizada

u(x) := (ul(x),...,um(x))—r ,con uj(x) 1= pj(x) wj(x), (2.32)

paraj=1,...,m, donde @(x) es la funcién de control definida por composicién w(b) dada por
(2.29) y b(x) dada por (2.22), y p(x) = (p1(x), ..., pm(x)) es una funcién vectorial de reescalamiento
por determinar.

El propésito de este disefio es doble: Por un lado, que obedece al problema de hacer frente
a las discontinuidades de @(x) en las superficies de cambio N; mediante apropiadas funciones
de reescalamiento p;(x) utilizadas para regularizar cada entrada w;(x) (que, en general, puede
ser dificil de tratar mediante el uso de sélo una funcién escalar de reescalamiento); mientras que
por otro lado, también nos permitird abordar el problema de disefio del control positivo (que
describimos en el siguiente capitulo). Por lo tanto, el mismo esquema de control descentralizado
(2.32) se utiliza para tratar el problema de estabilizacién CLF con controles restringidos a la
hipercaja que contiene a 0, ya sea como un punto interior o como un punto frontera (controles
positivos).

Ahora, pedimos las condiciones que p(x) debe satisfacer para garantizar la existencia de un
control de retroalimentacion admisible u(x) (u(x) € U) de la forma (2.32) tal que el sistema a lazo
cerrado resultante (2.1)-(2.32) es Gas.

Hipétesis H. Supongamos que p : R" — IR" es una funcién regular tal que

@) Vxe]R”,ngj(x) <l,paraj=1,...,m.

(i) pj(x) =0ssix € Nj,paraj=1,...,m,y

(iii) Vx € RN\N, [lp(x) |l > %

Observacion 2. Tenemos que imponer algunas condiciones de regularidad sobre p(x) para
obtener cierta regularidad del control de retroalimentacién u(x). Una condicién es la continidad
siempre que b;(x) # 0, paraj=1,...,m,y p(x) debe ser capaz de eliminar las singularidades de
w(x), e, Vx* € Nj, limy .+ pj(x) @j(x) exista. Ahora, ya que 0 € N}, = N;N; y se supondré SCF,
una condicién necesaria para la continuidad de cada u;(x) = p;(x) @;(x) en Nj es que Vx* € N, 0,
limy .+ pj(x) @j(x) = 0y pj(x) [Njoz 0, donde /\/].0 es la componente conexa de 0 en ;. Por lo

tanto, para incluir el caso de que todo el conjunto A/; es un conjunto conexo, tenemos que tanto
pj(x) Ta;= 0y Vx* € Nj, limyx- pj(x) @j(x) = 0 deben cumplirse. O

Observacion 3. La continuidad de los controladores en x = 0 se obtiene a través de la propie-
dad SCP 2: Para cada € > 0 existe una 6 > 0 tal que if 0 < ||x|| < J, entonces a(x) < b(x) - u se
mantiene para un determinado u con u(u) < €. Por lo tanto, para tales u, a(x) < b(x) - u(x) <
B(x) p(u(x)) < € B(x), de manera que lim,_,ga(x)/B(x) = 0; y viceversa. O

2Aqui, p es una funcional finita en todas partes y definida positiva, por lo que es equivalente a cualquier norma.
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Observacién 4. De la condicién (iii), tenemos que cada p;(x) se puede definir como una com-
posicién de funciones continuas: p;(x) := ¢;(a, B) o (a(x), B(x)), donde ¢; : R? — [0,1]. Por otra
parte, si denotamos ¢ = (01, ..., 0m), entonces se satisface que Va € R, # 0, |lo(«, )|l > «/B
y o(«,0) = (0,...,0). O

Teorema 2.3 Supongamos que el CVS es la hipercaja B (00) = [—ry , 1] X ... X [—ry, 1], con v >

0, V(x) es una CLF [con respecto al sistema (2.1) y los controles toman valores en B} (o0)] y satisface la
propiedad SCP , @w(x) es el control de retroalimentacién con mejor tasa dado por (2.29) y p : R" — R™ es
una funcion continua que satisface la Hipétesis H. Entonces, el control de retroalimentacion u(x) definido
en (2.32) es admisible (u(x) € U) y hace que el sistema (2.1) sea GAS.

Demostracién. En primer lugar, tenemos que u(x) dado por (2.32) es admisible: De hecho, de
la condicién (i) tenemos que u;(x) = pj(x)w;(x) = pj(x)r;(x)signbj(x) es equivalente a las
desigualdades - <1y pj(x),sibj(x) <0,y 1’;’ pj(x) < r;“, si bj(x) > 0; de manera que u;(x)
toma valores en el intervalo cerrado [—r;, r]ﬂ, paraj=1,...,m.

Ademas, Vx € R"\ U; N, tenemos que tanto p(x) y @(x) son continuas, asi que u(x) lo és.
En el caso x € NV}, ya que p;(x) es continua y @;(x) = rj(x) signb;(x) es acotada, entonces de la
propiedad SCP y condici6n (if) se sigue que Vx* € N,

0 < limy -

uj(x) ] = Hmy s pj(x) [r(x)] < limy e pj(x) méx{rj_,r;'} =0, (2.33)

entonces cada u;(x) es continua en \; y u;(x) [w;= 0.
Por dltimo, procedemos a mostrar que el sistema es Gas:

(a) Si x € N,\{0}, entonces de la observacion 1, tenemos que dV /dt = a(x) — b(x) - u(x) =
a(x) <O0.

(b) Si x € R"\V;, entonces existe al menos una j (1 < j < m) tal que b;(x) # 0. Entonces, de
condicién (iii) tenemos que

dv/dt=a—b-u= H—ZTbjpjerignbj = a—Z;”pjrj ’b]| <0, ssi
a<p-(ri|bal,. o rm|bm|) < Nollo 12101l rm b))y = llolloo $1,1/:(b)-

Por lo tanto, Vx # 0, dV /dt < 0. Por lo tanto, u(x) es un estabilizador asintético global. |

Observacion 5. La regularidad del control u(x) es dada por (2.32) depende de la regularidad
de la funcién de reescalamiento p(x) porque @(x) es constante por pedazos sobre R™\ U; ;.
Por ejemplo, si suponemos que p(x) is suave/real analitica en R”, entonces u#(x) es (al menos)
suave/real analitica para toda x € R"\ U; N} y continua en todas partes. O

2.7. Diseno de una formula de control de retroalimentacion ex-
plicita con respecto a la hipercaja

Proponemos la siguiente familia de controles de retroalimentacién e-parametrizada (¢ > 0):

ut(x) := (uj(x),...,up(x)) con uje-(x) = Q; (a(x), B(x)) wj(x) (2.34)
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donde @(x) es el control de mejor tasa que comparte el esquema de (2.29), Q; :R x [0,00] = R
es definido por

- (1_ o |bfﬁ|rf)exp(~r]€|b%|rf), i [b]r; >0,

6 (a,p) = (239
0, si ’b]'|7’]‘=0,
y 7j (x) es una funcién no positiva definida como
In(A(x)) i
m —el|bilr;, siB>0,
Tg(x) _ Ax) | ]| 'B (2.36)

0, sip=0,

paraj =1,...,m, donde A(x) = 1 — % (|a(x)| +a(x)),/B(x), B(x) = P11/:(b(x)) y € > 0 es un

pardmetro de tono.

En lo sucesivo, a menos que se especifique lo contrario, vamos a denotar por p;(x) =
¢ (a(x), B(x)), para j = 1,...,m

Ahora, vamos a demostrar que el control (2.34) es una funcién de control admisible que hace
que el sistema (2.1) sea Gas.

Este disefio de control presenta una solucién intermedia: Por un lado, permite utilizar casi
todos los recursos disponibles de control debido a que puede tomar valores tan cerca como se
desee de la frontera del cvs B} (o0) y también se puede aplicar al caso de los controles positivos
(véase la seccién 6). Ya que la Hipétesis H es una condicién suficiente pero no necesaria, con el
fin de demostrar la estabilidad Gas del sistema de lazo cerrado (2.1)-(2.34), en el siguiente lema
definimos una funcién que es esencial para este propoésito.

Lema 2.4 Considere la funcién no negativa hy, : Y, % (0,1) — R definida por

‘lm yIZ ]//---/]/mf / E

(2.37)

j=1 j=1
hw (Y, z) satisface las siquientes propiedades en el punto Yy = ( , %) € intY,,, para cada z € (0,1)

m—1 m—1
con Yy = {(yl,...,ym_l) c o)™t >y < 1}, donde yw = 1— 3 y;. Entonces, la funcion

1
iaRE

. Ah(Yp2)
(i) 933

Ph(Yez) 2p(z), sii=j,

m b, sii#),
parai, j =1,...,m —1; donde p(z) = —2z(z—m—1) (z—1) es tal que p(z) < 0 para z €
(0,1). Estos son los componentes de la matriz Hessiana Hh de la funcién hy, evaluada en el punto
(YQ,Z)~

(iii) Wy (Y1, .- Ym—1,2) < h(Yo,2) = 1 — = para toda (yy,...,Ym—-1,2) € Y x (0,1). Le., Yp es
un mdximo global para hy,.

=0paraj=1,...,m—1; con Yy como tinico punto de equilibrio.

(i)
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Demostracion. Un célculo corto nos da que la funcién hy, (Y, z) satisface las propiedades (i)-(i)
L 1),para cadaz € (0,1).

mr o m

en el punto Yy = (

El inciso (i#i) sigue de los siguientes hechos. La matriz Hessiana Hh(Y)), evaluada en el punto
Yy es dado por
Hhyu (Yo, z) = p(z)Mm,

donde M es una matriz (k — 1) x (k — 1), dada por

2 1 ... 1
M, = 1 2
: o1
1 ... 1 2

La matriz M tiene determinante det(My) = k. Esto implica que la matriz M,, tiene todos
sus menores principales positivos, de donde obtenemos que M, es una matriz definida positiva.
Por lo tanto, la matriz de Hessiana Hh,,(Y) es negativa definida para cualquier z € (0,1).

Una forma de encontrar el mdximo global de h, es determinar todos los mdximos locales y
luego elegir la que nos da el mayor valor para h;,;, que se compara también con los valores que
la funcién alcanza en la frontera del dominio.

Por medio de célculos directos, es facil de obtener las siguientes equivalencias para esta
funcién

ahm (]/1/ s ]/mflr Z)
9yi

m—1
= 0 < 1—21/]':]/1‘ para i=12,...,.m—1
=1

1
& yi=- paracadai=1,2,...,m—1.

Por lo tanto, el punto Yy = (%, cee, %) es el unico punto de equilibrio de la funcién hy, (y1, - - -, Ym—1,2)-
Ademas, se completa que

. . z
%{ani(hm §n§{a:1th zlfa, Vze (0,1) ym=234,...

Entonces, se concluye que
z

hm (]/1,---/]/71171/2) S h(YOIZ) == 1 - %/

para toda (y1,...,ym) € [0,1]™. ]

Proposicién 2.5 Supongamos que V (x) es una CLF [con respecto al sistema (2.1) con controles tomando
valores en la hipercaja U]. Si w(x) es el control de mejor tasa dado en términos de (2.29), entonces el
sistema a lazo cerrado (2.1)-(2.34) es GAs.

Demostracion. Probaremos primero que el sistema de retroalimentacién (2.1)-(2.34) satisface que
V <0, Vx #£0.
De hecho, para cualquier x € AV}, \ {0} (B(x) =0y x # 0), tenemos que a(x) < 0y u(x) = 0.
Esto implica que
V= VV(x)-(f(x)+gx)u’) =a—b-u*=a<0.
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Ahora, supongamos que x € R" \ N, (i.e., B(x) > 0), entonces

€

. ul
vV = ﬂ—b'usza_(blf""bm) :
Uy
o b, |J‘7
= a—p— Z| ‘rexp 8
]l

R \’%’M‘)Z la| +a (;\%‘M)
];(ﬁ (e (5757

por consiguiente,

Dos casos se pueden distinguir:
(i) Sia <0, resulta que

porque, Tf(x) = —¢ |bj| ri, a/B < 0,y la siguiente desigualdad se cumple

i\bmexp< <|bm> "
— P
j=1

(i) Por otra parte, supongamos que a > 0. Denotemos por y; = |bj‘ ri/B, paraj=1,...

z = a/ B, entonces obtenemos
m

- z—1+Z< Zy1>eXp (ngyj)

m

<)oo e (ot

=<

m

z—l—i—Z( zy]> 1—2)(2)

A

Vamos a utilizar el siguiente par de conocidas desigualdades (ver [29]):
In(r)y<r—1 (r>0,r#1) (a)
exp(r) < = (r<1,r#0) (b)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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De la primer desigualdad tenemos que
In(l1-z)<—z, Vze(01).
Aplicando estas desigualdades al término exponencial
(1- Z)myj(PZV1

obtenemos que
(1- z)myj(l—z)_l = exp( <1m_y ) In(1-2z))

< exp(—z (Tﬂy]z>) por la desigualdad (a)

1=
1 .
< 7wy por la desigualdad (b)
1+z( ’)
B 1-z
- 1—z+zmy;

de modo que

Vo Y () [
B Yi— 2 1—z+zmy;

Entonces, del lema 11, tenemos que

Zm: y]—zy] <1-Z v( z) €10,1]" x (0,1), conm € N
172+Zmy] mr yl/"-/yn’H 7 7 7 .

Por lo tanto, ya que las siguientes desigualdades son verdaderas

v z
B <(1-2) (—%) <0, Vze(0,1),
hemos demostrado que V< 0, para x # 0y para todo € > 0. m

Lema 2.6 Supongamos que V (x) es una CLF [con respecto al sistema (2.1) con controles tomando valores
en la hipercaja U] y satisface la propiedad SCP. Entonces el limite 1lim a( %Ha( I =0se cumple.
Bx)—o 2P

Demostracion. Sea xy € {x € R" : (x) = 0} un punto arbitrario. Si xy = 0, entonces el limite
coincide con el limite de Observacién 3. Por lo tanto, vamos a suponer que xp # 0.

Recordando quef(x) = 111,+(b(x)), tendremos que el limite se mantiene si podemos probar

que
o 20+ la(0)]
dm 0.
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Por lo tanto, si xop € {x € R": B(x) = 0}, debido a la desigualdad a(xp) < B(x), entonces
tenemos que a(xp) < 0. Por consiguiente, debido a la continuidad de a(x), existe una vecindad
de xo, denotada por Q (xp), tal que

a(x) <0, Vx € Q(xp).

Sea {x,} una sucesion tal que {x,} — xoy B(x,) > 0 para cada n. Entonces, existe un entero
positivo N > 0 tal que {x,} € Q(xp) para toda n > N, de modo que a(x,) < 0sin > N.

Entonces
a(xn) + |axn)|

2B(xn)

=0,sin > N.

por lo tanto
a(xn) + |a(xn)|

li =0.
S N TIE
Esto completa la demostracion. |
Teorema 2.7 Supongamos que el CVS es la hipercaja Bi (00) = [—ry 1] X ... X [=rp, 1], con r].i >

0, V(x) es una CLF [con respecto al sistema (2.1) y los controles tomando valores en B (co)] y satisface
la propiedad SCP . Entonces u®(x) dada por (2.34) es una formula de una e-familia (¢ > 0) de controles
admisibles sub-0ptimos que hacen al sistema (2.1) Gas.

Demostracion. Tenemos que una consecuencia de 0 < exp(T]f€ |bj| ri/B) < 1 para cada e > 0, se
satisface la condicién de restriccion de control —r; < u;r(x) < r;r, paraj=1,...,m,y para toda
x € IR". Ahora, vamos a probar la continuidad: Del limite de Observacién 3 y lema anterior,
la continuidad del término |b]-| ri, y en vista de que la composicién de funciones continuas es
continua, se obtienen los siguientes limites para cada funcién u]s«(x):

(i) lim uj«(x) =0,

x—0
(ii) lm uf(x)=0.
|67 =0
Ya que si lim| by |70 |b(x)|| > 0, entonces (ii) es inmediato. Concluimos que cada u;? (x) es
7177

continua. Por lo tanto, la funcién de control u*(x) es admisible. Ademas, se puede observar que
si e — oo, entonces uf(x) converge a la j-ésima componente w; = r;sign (b;) del control de mejor
tasa, por lo que el control de retroalimentacién u°(x) definido en (2.34) es sub-éptimo.

Finalmente, el sistema a lazo cerrado (2.1)-(2.34) es Gas por la proposicién 2.5. ]

Observacién 6. Si las funciones V(x), f(x) y gj(x), para j = 1,2,...,m, son suaves/real analiti-
cas, entonces la funcién de control de retroalimentacion u®(x) definida por (2.34) es suave/real
analitica para toda x € R"\(N;UNj U - UNy,), donde N, := {x € R" : a(x) = 0}. De hecho,
en base a la definiciéon de Q;T (a,B), denotada g, tenemos los siguientes casos:

Caso1.Sia <0y \bj|r]- > 0, entonces

by 2r?
Q] = 1 — e*E B

Caso 2.Sia > 0y |bj|r; > 0, entonces
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.12,2
Ul

1r b7 .
o = 1- (1 B b,lr]@ it in(1-8) —eLpt

\bjhj 2.2
|b:|“rs
el
a
donde 0 < = < 1.

R IO Mt
p

Caso 3. Si |bj|r; = 0 entonces ¢; = 0.

Teniendo en cuenta que las sumas, productos y composiciones de funciones suaves / real
analiticas son también suaves / real analiticas, el reciproco de una funcién suave / real analitica
que no es cero es suave / real analitica y, finalmente, la funcién exponencial es real analitica,
se sigue que cada ¢; es (por lo menos) suave/real analitica para toda x en R"\ (N, U (U;N}))
(recordemos que N son las “superficies de cambio” de @(x)) y continua en todas partes. O

2.8. Ejemplos

Ejemplo 1. Consideremos el problema de estabilizar el sistema escalar

k:ﬁxxz—ku, ueld=[-r,r"],
2

de manera que al considerar la funcién V = 1x2, obtenemos que a(x) = L V= T2 b(x) =
LeV =x.Sir™ =r* =1, tenemos que V es una CLF ya que

minV = a(x) — |b(x)|

uel

2
- m—|x|<0parax#0,

de manera que el estabilizador con mejor tasa es @ (x) = —sign(x). La funcién de retroalimen-

tacion explicita ue(a,b) = pe(a, b)@, en funciéon de x es

—sign — (A% el—elxD) ) ; ’
ue(a(x),b(x) = sign(x) (1 (A )e ) f x#0
O if x=0,

con

2

M) ={ 1T ara P x70

1 para x=0
donde la funcién A(x) es continua pero no derivable en x = 0.

Ejemplo 2. Consideremos el problema de estabilizar el siguiente sistema mediante funciones
admisibles X
. 2
¥ =V3—""5 +u
! 14 x3 !
X1 x%

= +
2 2
1+x7 1+x3

X2 + up
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con el rectangulo = |—V3, X |=2,1]. sistema a lazo abierto es inestable; por
CVS el gulo U V3,3 2,1]. El si 1 bi i ble; p

ejemplo, la parte derecha es positiva en el primer cuadrante implicando que este cuadrante es
invariante. Al considerar V = % (x2 4 x2), tenemos que

ST 2 ) T 2 T2

2

X1X2 X1X2 X5
a(x)=+3 + + , bhh=x by, = x5.
(%) 14+x3 14+xF  1+x3 ! Ly 2="n

tal que

Tenemos la condicién clf

inf V:a(x)—blwl—bzwzza(x)—‘[%(x)<0parax7é0,

Uy, up

Considerando cada cuadrante como un caso, es posible mostrar que se cumple la condicién CLF.
Donde los controles con mejor tasa, wy y wa, son

_ . V3 si o x1<0 _ _ 1 si x<0
wl(x)_{—ﬁ i q>0 Y @200 ¢ wso

por lo tanto, podemos considerar el disefio admisible estabilizante
ue (x) = (u1e (X1, X2) , Uze (x1,X2)) € U,

tal que
V =a(x) + byue (x) + bouge (x) < 0 para x # 0, (D1)

Observacion. La continuidad en (x1, x2) = (0,0) es implicada por el limite (x1/xii)rg 00 % =
a(x1,x2)

2
X2 X1 X5
x 3 +x | —+—==
1(\f1+x%> 2<1+x% 1+x%>
lim — L = lim =

(x1,202)—(00) B(X1,X2)  (x1,22)—(00) V3 |x1| + |x2| 72

0, en este ejemplo tenemos que

A continuacion obtenemos la condicién CLF: inf,, 4, V < 0 para x # 0, para cada cuadrante.
El caso x1 > 0 & xp > 0:

Ve van (2 1) w2 o) g
T 1+ 2 N1+ T 1442 '

El caso x1 > 0 & xp < 0:

V=Vir [ —2 —1) +x L—i—i—kl <0
N ! 14 x3 z 14+x2 143 '

El caso x1 < 0 & xp < 0:

V=3 [ —2 11 +x L+x—§+1 <0
N ! 14 x2 2 14+x2 143 '




40 CLF-Estabilizacion con la hipercaja con 0 en el interior como CVS

El caso x1 < 0 & xp > 0:

V—\/gx a2 +1]+x L%—i—Z
- ! 14 x3 2 14+x  1+x3

Conclusién. Dado un sistema afin y conocida una la funcién de Lyapunov V con las propiedades
CLF y SCP, al menos en una vecindad () del origen. Al aplicar el método de sintesis con CVS la
hipercaja, hemos logrado:

a Dar una familia de estabilizadores admisibles u¢(x) para cada € € (0, 00).

b Para el caso (2 = R", el punto de equilibrio x = 0 del sistema a lazo cerrado (2.7) con
retroalimentacién admisible u.(x) es GAS.



Capitulo 3

CLF-Estabilizacién con la hipercaja
con 0 en la frontera como CVS

3.1. Introducciéon

Retomando el sistema afin con entrada multivariable
. m
x = f(x)+ Zujgj(x), (3.1)
j=1

donde x € R”", los campos vectoriales f, gt R" - R", paraj=1,...,m, son C°(R") (s > 0),
el conjunto de valores admisibles para el control (CVS) es dado por la hipercaja U = B}'(x) :=
[—ri ] x ... x [=rp,1h] € R™, con r;r >0, yr; 2 0paraj=1,...,mSir; =0 para
toda j = 1,...,m, el control de retroalimentacion restringido u(x) es un control positivo acotado.
Sin perder generalidad, suponemos que f(0) = 0. El conjunto de funciones de retroalimentacion

admisibles es definida por
U:={u:R" — BJl'(0) : u(x) es regular} . (3.2)

Estudiamos la solucién al problema general: ;Cémo obtener un sistema de control afin glo-
bal asint6ticamente estable (GAS) a través de un control de retroalimentacién admisible u(x),
cuando el CVS es un politopo m-dimensional U, con 0 € dU (en particular controles positivos) ?

El objetivo principal de este capitulo es estudiar la manera de lograr que un sistema de
control afin (3.1) sea global asintéticamente estable (GAS) mediante la accién de un control
de retroalimentacién admisible u(x), cuando el CVS es la hipercaja B} (c0) := [—ry,r{] X ... x
(=7, 7], con 1 20& r}" > 0, tal que 0 € B(c0). De tal manera que este capitulo III representa
una extension del capitulo II, con el objetivo de incluir el caso de la entrada del control nulo en la
frontera del CVS U. Con particular interés en el caso de la hipercaja U = B!t (o) que representa
el caso de controles positivos (r;7 =0, parai =1,2,...,m).

Dado el sistema afin de entrada multivariable (3.1), con el CVS es cualquier conjunto convexo
UCR", u=(uy..., um)—r € U, con T denotando transposiciéon. Decimos que una componente
u; de la entrada del control es signado si y s6lo si (ssi) u; puede tomar dos signos; mientras que
es positiva si y sélo si u; > 0. Una entrada de control u se denomina positiva ssi u; > 0 para toda

IE

41
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Nétese que si renombramos gj(x) < —g;j(x) & u; <~ —u; en (3.1), cualquier componente
uj < 0 se convierte en positiva, siempre que 7’]-+ # 0. Por consiguiente, en este trabajo incluimos
el caso de componentes negativos en el control u.

Retomando el control explicito valuado en BY'(c0) expuesto en el capitulo anterior, estudia-
mos las condiciones de los controles de retroalimentacién de forma descentralizada u(x) :=
(p1(x)c@01, ..., pm(x)wm), tal que debe ser admisible (regular y restringido a Bl (c0)) y rendir un
sistema GAS. Donde @ (x) es un control 6ptimo con respecto a una CLF y las p;(x) son funciones
de reescalamiento. De manera que permitimos que 0 € intB3)"(o0) (i.e. todos r> 0) o la posibili-
dad de que la entrada de control nulo pueda estar en la frontera 0 € d5}(o0) (i.e. algin r]f =0),
para que podamos tener las entradas de control con una variedad de componentes signado o
positivos oscilando entre todos signados a todos positivos. En lo sucesivo, sobre la base de estos
resultados de convexidad, vamos a suponer que U C IR es un conjunto convexo compacto con
0 € U. Una clase importante de conjuntos convexos compactos es la clase de politopos convexos.
Recordemos que un politopo U (convexo) puede definirse como un conjunto acotado dado por la
interseccién de un ndmero finito de semiespacios cerrados, llamado H-representacién; o de forma
equivalente se describe en términos de la envolvente convexa de sus vertices U = conv(V'), donde
V ={vy,..., v}, con v; € R™, llamada V-representacién. Considerando los resultados de conve-
xidad expuestos en el capitulo anterior, identificamos el espacio dual (R”)* con R™ usando el
producto interior, y denotamos al covector u* por b.

Suponga que U es un politopo con 0 € intU. Es conocido que U es un politopo ssi su funcién
soporte es continua y lineal por pedazos. El dominio de linealidad corresponde a los vertices
del politopo U (el maximo del producto escalar que define la funcién soporte es alcanzado en
uno de los vertices). Por lo tanto, al asumir la V-representacion, si U tiene k vertices, entonces
U=conv{vy,..., v}y

v1-b, sibe

cu(b) = : : (3.3)
U+ b, sib e Ck
donde los C; son conos poliedrales con vertice en 0, i = 1, ..., k, que corresponde al dominio de
linealidad de gy; (b). Estos conos sn llamados el abanico del politopo U

Para cada cara propia F de un conjunto convexo A # @ corresponde a un cono Nr de una
funcién lineal v € (R™)* que se maximizan en F sobre A. El cono N es llamado el cono normal
de F y los conos normales de todas las caras de un politopo P forman un abanico completo, el
abanico normal de P, Np, de P: Toda cara F # @ de un cono normal es también un cono normal
de alguna cara de P, la interseccién de dos conos normales es una cara de ambos y la unién de
todos los conos es una cubierta de IR"™.

Para gy (b) definida en (3.3), el polar U* es dado por el siguiente sistema de k desigualdades

lineales.
uUr={beR":gy(b) <1}

={beR":0v;-b<1&...&v-b<1},° (3.4)
Para un conjunto cerrado U, el conjunto nulo de ¢y (b) es

Del teorema 1, si U es compacto con 0 € intl, entonces ¢y; (b) es finito en todas partes y definido
positivo (N = 0). Sin embargo, si U es un politopo con 0 € dU, entonces el teorema 4 y corolario
1, implican que U* es un poliedro no acotado con 0 € intU*, y ¢i; (b) es s6lo semidefinida positiva.

Por consiguiente es importante estudiar las propiedades y la estructura geométrica de N..
Claramente, tenemos que {0} C N, con igualdad ssi 0 € intl, (de los teoremas 1 (ii) y 2).



3.1 Introduccién 43

Retomando a las hipercajas como una clase importante de politopos
By (c0) := [—r 1] x ... x [=ry,rh] = conv {(=r],...,=rp),.... (r], ...}
conr]-_ > Oyr;r >0,paraj=1,...,m.

Por lo tanto, B}*(c0) es un conjunto convexo compacto con 0 € intB}'(c0), de modo que
admite una representacion en términos de una funcional de Minkowski,

By (c0) :={u € R" : poor(u) <1},
donde oo : R" — R es

(3.6)

Yoo (0) 1= sup {17 (uy) | } = || ) Jon i ) )|
]

con 7; (g]-) dado por (5), y > 0, r]* > 0, para j = 1,...,m. Correspondiendo a oo r, definimos

la siguiente funcional de Minkowski tipo /1, r—ponderada,

Pra7e (0) =7 (by) [bil = llrm (B) (Bl s 7w (B) (][], (3.7)
j=1

con 7j (¢;) dado por (2.6), y r. =0, r;r >0,paraj=1,..m.

Proposition 1: [4], o r(1) ¥ ¢11/(b) son funcionales de Minkowski, y polar una de la otra:
P&%r = P1,1/x and vice versa. Ademds, el conjunto polar de la hipercaja es

B;ﬂ(oo)* = {b & ]Rm : lPl,l/r (b) S 1}, (38)

el cual es un m-octaedro, siempre que 0 € intB}" (o).

Los k-ortantes del espacio Euclidiano R™, para k = 0,1,2,3,...m, son el origen, semiejes posi-
tivos/ negativos, cuadrantes, octantes y ortantes (m-octante), respectivamente. Un ortante abierto,
puede ser definido como C = {b e R™: 5jb]- > 0, donde 5]- =-161,paraj= 1,...,m.}, tal que
la permutacion de signos de §; rinde 2™ diferentes ortantes; por ejemplo, R” y R’} son los ortan-
tes abiertos negativo y positivo con §; = —1 & 6; = 1, para toda j = 1, ..., m, respectivamente. En
el caso de la m-hipercaja, observamos que su funci6n soporte es ¢ gm0y (b) = 11,1/¢(b), tal que es
continua y lineal por pedazos, donde los dominios de linealidad son dados por los 2" ortantes.
Sin embargo, el correspondiente conjunto nulo N, := {b € R™ : 411, (b) = 0} de forma que se
define por el siguiente sistema de 2™ ecuaciones lineales homogéneas

nb=0 si be(C
: : (3.9)

Ukb = 0 Si b S C2m
donde cada ecuacién es resuelta en su ortante C;, parai = 1, ...,2" ; que representan los dominios

de linealidad de ¢pm (). Por consiguiente, el caso de controles positivos estd ya incluido, si
consideramos la m-hipercaja positiva

" (00) = [0,7]] x ... x [0,7] = conv {(0,..,0), (0,... 7] ), ., (r{ 75 1) }

con r;r >0,y r]f = 0, para toda j = 1, ...,,m. En este caso, tenemos que N, es el ortante cerrado
negativo R™.
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3.2. CLF Estabilizacion de sistemas afines con control escalar
positivo acotado

El control de retroalimentacién positivo escalar como un caso particular de la hipercaja posi-
tiva m-dimensional como CVS.

" (00) = conv{(0,...,0),(0,..., 7)), ..., (rf ...,y =107 ] x ... x [0,1h], (3.10)

con r]?'r >0, paraj=1,...,m. Ahora, definimos

r;r, sigj >0,
0, 51§j <0,

paraj=1,...,m. Entonces, la funcién soporte de la hipercaja positiva B!\ () es dada por
QB;ﬂ(oo)(b) = p11/:(0) = [[(r1|ba], - 1 b))l

que es una funcién convexa positivamente homogénea, pero s6lo semi-definida positiva: Observa-
MOS que Gpm (o) larn= 0, donde cIR” = {b € R™ : b; < 0, paraj = 1,...,m} es el octante
no-positivo cerrado.

En lo sucesivo, suponemos que V(x) es una CLF con respecto al sistema (2.1) con CVS
U = B’ (c0). Entonces, el control con mejor tasa w(x) es definido en términos de la funciéon

m T . . T
w(b) = (V 7 |be = (rysignby,...,rmsignby) (3.12)

que es constante en cada uno de los 2™ octantes abiertos de R” vy, en particular, w(b) [grn= 0.

De nuevo, las superficies de cambio de los @(x) son la representacion en R" de los hiperplanos

coordenados C; = {b € R" : b; = 0}, paraj=1,...,m, y N;C; = {0} -el origen en R™.
Iustramos los conceptos anteriores con el siguiente ejemplo de control positivo escalar.

Ejemplo. Si U = [0,r"], para r™ > 0, entonces su funcion soporte es

rtb, sib >0,

cu(b) = max{0,r b} =
®) t ) 0, sib <0.

Por lo tanto, el conjunto polar U* = ¢;;'[0,1] = {b e R:gy(b) <1} ={b e R:rTb <1&0 <
1} = (—o0,1/r"] -con un intervalo no acotado con 0 € intU*. Ademas, el control con mejor tasa
es

rt, sib >0,

w(b) = rsignb =
& { 0, sib<0,
que es constante por trozos. g

Ahora, regresemos a la variable de estado x. Denotemos por B(x) = ¢ B (o) (b(x)). En este
caso, para el sistema a lazo cerrado (2.1)-(2.29), obtenemos que dV /dt = a(x) — p(x) < 0, Vx # 0.
Observacion 7. De la desigualdad anterior observamos que si f(x) = 0 entonces a(x) < 0. Por
otra parte, tenemos que B(x) = 0 ssi x € B~, donde B~ = b '[clR"] = {x € R" : bj(x) <
0, paraj = 1,...,m} es la preimagen del ortante no positivo cerrado cIR” bajo la aplicacién
b(x). Entonces, en particular, w(x) [;5-= 0. O
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Teniendo en cuenta que la funcién soporte ¢ B () (b) es semidefinida positiva, entonces el

disefio de control propuesto u°(x) definido en (2.34) es singular cuando S(x) = 0 (i.e. x € B7),
excepto en el caso de entrada escalar. Asi, supongamos que m = 1, asi que el CVSes U = [0,77T].
Por lo tanto, ¢ )(b) = |b| ¥ con

+ (o0
rt, sib >0,
"= { 0, sib<O0.
El control dado por (2.34) se convierte en un control de retroalimentacion escalar u*(x) definido
por

1—(1— lalta exp(t), si |b|r >0,
ue(x) = ( 2”"’) p(T) o (3.13)
0, si |b|r=0,
donde 7¢(x) es una funcién no positiva definida como
NA®) e 1pr, si[b]r>0
Tx)=¢{ W i i (3.14)

0, si |b|r =0,

donde A(x) = 1— (|a(x)| +a(x)),/ |b|r y e > 0 es un pardmetro de ajuste. Se puede observar
que cuando ¢ — oo, la funcién de control u®(x) converge hacia el control de la estabilizacién
Optima w = rsign (b), y como consecuencia de 0 < exp(71°) < 1 para cada ¢ > 0, tenemos que la
condicién de restriccion de control 0 < u®(x) < r* para toda x € R". Es evidente que el control
de retroalimentacién u®(x) es una funcién acotada positiva. Por otra parte, de Observacioén 6,
este control por retroalimentacion es suave / real analitica Vx € R"\(N,; UN,), siempre que
la CLF V(x), y los campos vectoriales f(x) y g1(x) sean suaves/real analiticos, y continuos en
todas partes.

Cabe sefialar que la férmula de control propuesto (3.13)-(3.14) es diferente a la férmula uni-
versal de [34], simplemente porque la funcién (3.13)-(3.14) toma valores en el intervalo [0,7)
incluyendo el valor 0, mientras que en [34], Lin y Sontag consideraron el problema de disefio de
control para los casos con CVS los conjuntos abiertos U = (0,1) 6 U = (0, o); pero sus resulta-
dos no son satisfactorios ya que las funciones de control obtenidas no son explicitas y no logran
la continuidad en x = 0.

Por dltimo, no es dificil ver que este control de retroalimentacién escalar garantiza que el
sistema es GAS:

V=a—bu <0 Vx # 0y cualquier & > 0.

Observacién 8. Bajo una hipétesis adicional, la férmula de control propuesto (2.34)-(2.35)
también se puede utilizar en el caso cuando el control nulo esta en la frontera del CVS B} (c0)
(en particular, controles positivos). Sin embargo, si r; = 0para alguna j, la funcién ¢y;(b) es sélo
semidefinida positiva. Entonces, no es posible garantizar que el limite

im a(x) =
im gG) =0

se mantiene. Por lo tanto, para el caso de tener el control nulo en la frontera (controles positivos),
extendemos los resultados de este capitulo a la familia de sistemas que satisfacen este limite. De
forma que la férmula del control descentralizada con (2.34)-(2.35) produce que tales sistemas
sean GAS con respecto al CVS dado por las hipercajas B} (o) que contienen al 0 en su frontera,
i.e. con componentes de las entradas del control signadas/positivas.
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Otra presentacion del caso escalar

La formula explicita de funciones de retroalimentacién admisibles (3.13)-(3.14) para resolver
el problema de estabilizacién con r~ = 0 son extensivas al caso r~ > 0, con CVS U := [—r~,rT],
rt > 0, donde consideramos el sistema afin

x = f(x) +g(x)u, (3.15)

con funciones f y g suaves en R”, con f(0) = 0. El conjunto de funciones de retroalimentacion
admisibles es definida por

U:={u:R"— U:u(x) es regular} . (3.16)

donde regular significa al menos continua para cada x.

Suponemos conocida una funcién Lyapunov de control V : R" — R con respecto a (3.15), que

satisface la SCP y la version escalar de la desigualdad (2.21):

inf {VV(x)-(f(x)+g(x)u)} = ianI {a(x) —b(x) -u} <0, Vx#0, (3.17)
ue

uel

donde el lado izquierdo puede ser reescrito mediante la funcién de control éptima @(x) como

inf (VV(x) - (f(x) +g(xJu)} = VV - (f +3@) x#0 (3.18)
donde
@(x) = rsign(b(x)), (3.19)

estd bien definida para toda x tal que b(x) # 0, pero no es continuo en el conjunto N, = {x €
R" : b(x) = 0}. Mediante la funcién no negativa |b|r, con

rt si b>0,
Y =
r~ si b<O0.

tenemos que
min{a —bu} =a—bw =a— |b|r. (3.20)
uel
De (3.20), tenemos que la condicién de decaimiento CLF representada por la desigualdad
(3.18) es equivalente a la desigualdad

a(x) <|blr, para x #0. (3.21)

Con el intervalo U como CVS, proponemos funciones de retralimentacion de la forma u(x) :=
p(x)@w(x), donde w(x) es el correspondiente control 6ptimo, y p(x) es una funcién escalar por
determinar. El propésito de este disefio es regularizar la discontinuidad de @(x) en la superficie
de cambio N}, mediante una apropiadas funcién de reescalamiento p(x); ademads, buscamos
incluir el problema de disefio del control positivo.

Las condiciones que debe satisfacer la funcién p(x) para garantizar la existencia de un control
de retroalimentacion admisible u(x) (u(x) € U) tal que el sistema a lazo cerrado resultante sea
GAS.

Hipétesis H. Supongamos que p : R” — R es una funcién continua tal que
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(@) VxeR",0<p(x) <1,

(i) p(x) =0ssix € Ny, y

({ii) Vx € R"\N,, p(x) > &.

b (x)[ 7 (x)
Para x # 0, la propiedad CLF equivale a la desigualdad |b(?c)(xr(x) < 1, de manera que la
condicion (iii) para p(x) implica la desigualdad
a(x
o <px) <L
Pl <P

Mediante el siguiente teorema mostramos que las condiciones de la Hipétesis H son suficientes
para resover el problema de estabilizaciéon con control u(x) = p(x)w(x). Con base en la defi-
nicién: M, = b71[0] = {x € R" : b(x) = 0} y el control W(x) = rsignb, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema. Supongamos que V(x) es una CLF [con respecto al sistema (3.15) y el CVS U =
[—r—,rT], conr™ > 0y rT > 0] y satisface la propiedad SCP, w(x) = rsign(b) es el control
6ptimo y p : R" — [0,1] una funcién continua que satisface la Hipdtesis H. Entonces, el control
continuo u(x) = p(x)w(x) € U es un estabilizador global para el sistema (3.15).

Prueba de que el control u(x) = p(x)w(x) = p(x)rsignb es admisible: De hecho, a partir de
la condicién 0 < p (x) < 1 tenemos que

u(x) = p(x)@(x) = p(x)rsignb

es equivalente a
—r~ < —r7p(x) sib<0
rfp(x) <rt  sib>0

tal que u(x) estéd restringido a [—r~,7"]. Ademas, V x € R" \ N, tenemos que ambos, p(x) y
@(x), son continuos (recordemos que w(x) es constante en cada intervalo donde b no cambia
de signo) de manera que u (x) es continuo. En el caso x € N, ya que p(x) es continuo y
w(x) = r(x)signb (x) es acotada, entonces de la SCP y condicion (ii) se deduce que V x* € N,

0 < lim |u(x)| = lim p(x) [@(x)| =0,

xX—rx* x—rx*

entonces cada entrada u (x) es continua en N, y u (x) |5, = 0.
Por dltimo, mostramos que el sistema de lazo cerrado es GAS:

(a) Si x € N}, \ {0}, entonces a(x) <0y u(x) |Nb = 0.Por lo tanto, tenemos que
dV/dt =a(x) —b(x)u(x) =a(x) <0 Vxe N\ {0}.
(b) Si x € R" \ NV, entonces b (x) # 0. Por lo tanto tenemos que
dv/dt =a(x) —b(x)u(x) <0
ya que de la condicién (iii) deducimos que
@ (x) = b (x)u(x) = a (x) = b (x) p(x)@(x) = a (x) — p(x)brsignb = a — p(x) [b] r < 0

por consiguiente, dV /dt < 0, x # 0.
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Dado un sistema afin, la dificultad préctica para obtener el control estabilizante consiste en
encontrar la funcién de Lyapunov V con las propiedades CLF y SCP, al menos en una vecindad
Q) del origen. En el siguiente capitulo veremos otra prueba de este resultado.

Consideremos la funcién de retroalimentacion continua ue(x) = @pe (x), parametrizada con
e > 0, es dada explicitamente por (3.13)-(3.14).

En la seccién 2.4 probamos que la funcién de control u.(x) = p (x) @ (x) resuelve el pro-
blema de estabilizacion global. Es decir, si a(x) < |b|r para toda x # 0, entonces el sistema a
lazo cerrado es GAS.

También en la seccién 2.4 probamos la continuidad del control u,(x) con este disefio particu-
lar de p¢ (x).

En el capitulo 4 mostraremos que el sistema (3.15), retroalimentado con (3.13)-(3.14), es esta-
ble de forma robusta.

3.3. Ejemplo

Consideremos el sistema uno-dimensional

1+x2 7
3
con CVS U = [0,7"]. Sea V = 1x2, tal que a(x) = LV = Tr b(x) = LgV = —x,y V es una
clf ya que
. b X
rurg{[lV = a(x)—|b(x)|r= Toa |x|r
x? .
B X <1—i—x2) < O, s1 x < O,
= B X .
x<1+x2—r ) <0, si x>0,

0, si x<0,

. . La funcién de retroalimentacién es dada por
rv, si x>0.

0, si x <0,
u(a,b) = .
1—A(a, b)) D exp(—ex), si x>0,
0, si x <0,
= _ 2
1— (1+x2) (1+%) exp(—ex), si x>0,
2

Observe que u,(x) is Lipschitz-continuous en x. El control 6ptimo (con

B 0, si x <0,
o(x)=4
rv, si x>0.

COn/\(ﬂ,b) = ]._ m

mejor tasa) es dado por

de forma que Slirgo ue(x) = @(x) si b(x) # 0. Ademés, con u.(x) tenemos que V. — 0ssir™ > 1.

Resumiendo: dado un sistema afin y una funcién de Lyapunov V con las propiedades CLF
y SCP, al menos en una vecindad () del origen, presentamos un estabilizador restringido al
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intervalo (CVS) U := [0,7"], de forma que en el dominio Q el control positivo tiene las siguientes
propiedades:

a Damos una familia de estabilizadores admisibles u,(x) para cada ¢ € (0, c0).

b Para el caso () = R”, el punto de equilibrio x = 0 del sistema a lazo cerrado (3.15) con
retroalimentacién admisible u.(x) es GAS.

¢ El control positivo u¢(x) se aproxima al control 6ptimo para valores grandes del parametro
€ esta caracteristica lleva a que el sistema retroalimentado sea estable en forma robusta, en
la siguiente seccién probaremos este resultado de robustez.

3.4. Geometria del conjunto nulo N..

A continuacion ilustramos con un ejemplo cémo cambia el conjunto nulo N, dado por (3.5),
en funcién de la localizacién de 0 en un rectangulo Por ejemplo, consideremos el rectangulo
BZ(co) := [—ry, 1] x [-75, 7S], con rp 20y r > 0. Entonces, su conjunto de vértices tomadas
en sentido antihorario es

V=A(rm), (=rirg), (e =), (=2 )}
El abanico normal de B2 (o) es dada por los cuatro cuadrantes de R?, donde C; indica el i-ésimo
cuadrante tomado en sentido antihorario.
Siry,ry; >0, entonces (0,0) € intB2(c0), y N = {(0,0)}. De (9)-(14), su funcién soporte (o
polar) es ¢ (o) (b) = 11,1/:(b):
T;_bl +T;b2, si(by,by) €
€ ]R2

eRZ _

(
—rl_bl + r;bZ, si (bl, by
P1,1/¢(b) = r1(b1) |b1] +72(b2) |ba| = (

) €
)
—r by — 1y by, si(by,by)
riby —ryby, si(by,by) €RE_,

y observamos que es lineal en cada cuadrante. Por otra parte, a partir de (3.4) obtenemos que

1 1 1 1
BZ(c0)* es un cuadrilatero con vértices en [ —,0 |, (0, —= |,{ ——,0 | & | 0,—— |. Suponga
r] r r ry

quer; =0yr, > 0,tal que uj es positivo y us es signado. Entonces, (0,0) € relint({0} x [—r5,75])
-un borde vertical de B2 (o) y 6B (o) (D) es semidefinido positivo: Ne = C;NC3 = {(by,0) : by < 0}
es el (no positivo) b*—semi—eje Anélogamente, si r; > 0y r, = 0, obtenemos que (0,0) €
relint([—r;, 7] ] x {0}) C 9B%(c), y N; = C3N Cy = {(0,b2) : b < 0} es el b, —semi-eje. Final-
mente, si r; = r, = 0, entonces u es positivo, tal que el rectangulo es la 2—hipercaja positiva,
B2, (), tal que (0,0) es un vertice de B2, (), y N, = C3. En estos casos, el polar BZ(c0)* es un
poligono no acotado con (0,0) € intBZ(c0)*. Por ejemplo, en el Gltimo caso

Bi (o) = ¢;'[0,1] = {b € R?: gu(by, by) < 1}
= {(rbi+rby<1) & (rfb <1) & (r{by <1)}

+/

_ 1
el cual es un poligono con vértices en <
"

1 . .
0) (O, 7’;) , que contiene propiamente el cuadrante

1
Cs3, y limitado por la recta b, = —%h + —, la linea horizontal b, =

y la recta vertical
b b

s
)
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1 . : . .
by = —. Con el fin de ver como parece este conjunto, tomamos el limite del conjunto polar
r
1

. . 1 1 . .
cuadrilatero Bf(oo)* con sus vértices en <—,0> & (0,—) tiende a —oo sobre sus ejes
r r
1 2
correspondientes, segtn 1,1, — 0.
Observacion 2.1. En este ejemplo observamos como cambia N, al desplazarse el lugar geo-
métrico de (0,0) como un punto interior a través de las caras F de 32(c0); que resumimos en la

siguiente tabla. Observe que dimN; = m— dimF, con m = 2.

N, vs lugar geométrico de (0,0) en las caras de B (co)

Cara F dim F N¢ dim N,

B2 (c0) 2 {(0,0)} 0
{0} x [—ry, )] 1 semieje-b; 1
[—r{,r{] x{0} 1  semieje-b, 1

{(0,0)} 0 Cs 2

El siguiente resultado muestra la estructura geométrica de N en terminos del lugar geomé-
trico del origen como un punto interior relativo a las caras de la hipercaja B} (c0).

Teorema 6: Suponga que B (o) es una m-hipercaja con 0 € BY(co) dada por (2.16), con r;’ >0,y
rj_ > 0paraj=1,...,m. Entonces, el conjunto nulo N de ¢ B (c0) €S UM CONO poliedral con vértice en 0.
Por otra parte, (a) si 0 € 0B}'(c0) es un vértice, entonces BJI'(co) es la hipercaja positiva, y por lo tanto
N¢ = R"; de otro modo, (b) N es un (m — d) ortante de R™, definido como el cono normal de la d-cara
Fde Bl'"(c0), 1 < d < m, incluyendo la misma hipercaja, tal que 0 € relintF, y dado por la interseccion
de los ortantes correspondientes a todos los vértices de F.
Comentario: El teorema (6.9) del anexo, escrito para politopos, representa una generalizaciéon de
este teorema 6, escrito para la hipercaja. De manera que este teorema 6 es mds bien un corolario
del teorema (6.9).

Observacion 2.2.

Nétese que si F = {0} -un vértice de la hipercaja, entonces obtenemos la hipercaja B\ ()
positiva y por lo tanto No = IR”; mientras que si F es la d-cara de la hipercaja (1 < d < m) tal que
tal que 0 € relintF, entonces N, es un subconjunto propio de una interseccién de hiperplanos
cartesianos.

3.5. La estabilizacién global con la hipercaja como CVS

A continuacion exploramos la geometria detrds de la estabilizacién CLF del sistema (3.1) con
CVS dada por hipercajas que contienen el origen (no necesariamente como un punto interior),
de forma que incluimos el caso de controles positivos.

En nuestro problema de control, supongamos que U es un CVS cerrado con 0 € U. Observe
que tenemos la condicién CLF si hay una retroalimentacion u (x) que toma valores en U tal que
a(x) < b(x)u(x)paratoda x # 0. De otra manera, para cualquier control u (x) que toma valores
en U, tenemos que: b (x) u (x) < p* (b (x)) p (u (x)). Entonces, para u = @(x), con u (@w(x)) =1
(ya que @(x) toma valores en dU) y recordando que p* (b) = ¢y1(b),

b(x)@(x) = cu(b (x)). (3:22)
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Por lo tanto, dada una V CLF, entonces cualquier control @(x) que satisface (3.22) establece
la equivalencia entre la condicién CLF y la desigualdad

Vx #0, a(x) <cu(b(x)) (3.23)

Llamaremos a @(x) un control de retroalimentacién éptimo (mejor tasa de estabilizacién) con
respecto a la CLF V (x) [para el sistema (3.1) con controles tomando valores en U] ssi satisface

Vx #0,a(x) —b(x)w = l}’g&{a(x) —b(x)u} <0.} (3.24)

Por lo tanto, la condicién CLF se satisface si existe un control 6ptimo @(x). Sin embargo, a partir
de (3.22), se deduce que @(x) no es admisible, ya que es singular en el conjunto nulo

Ny :i={x € R": b(x) =0} (3.25)

En [9], se demostré que la existencia, unicidad y la continuidad del control éptimo @(x) estdn
garantizados, siempre que U pertenezca a la clase de todos los CVS compactos estrictamente
convexos (ningun segmento de linea estd contenida en oU) U C R™ con 0 € intl, denotado por
U (R™). Especialmente, si se demostré que si U € U (R™), entonces ¢y;(b) es C' (R™\ {0}), y
@(x) es un control de retroalimentacién de tipo gradiente de la forma

@(x) := w(b(x)), donde w(b) = (Vgy(b))", (3.26)

y b (x) es dada por (2.22). Observamos que w(b) es continuo para b # 0 y homogénea de grado
0. Por lo tanto, tenga en cuenta que si quitamos x, la ecuacién (3.22) se convierte en el llamado

teorema de Euler para funciones (positivamente) homogéneas: b (Vou()" = cu(b).

Ahora, si g;(b) es diferenciable en b, entonces la férmula (3.26) sigue siendo vélida. Por lo
tanto, si U = conv {vy, ..., v }-un politopo, entonces g;(b) es lineal por pedazos, de modo que
a partir de (3.26), w(b) es constante en el interior de cada cono poliédrico intC;, y singular en las
superficies de cambio dC;, parai =1,2,..., k, es decir

v1 si beintC
w(b) = (Veu®) =4 : : (3.27)
v si beintCy

Ahora consideremos la m-hipercaja BJ'(c0) definida en (12), con =0y r;r > 0, para toda

j=1,2,..,m, tal que 0 € B{'(c0). Recordemos que ¢p (o) (b) = ¥1,1/¢(b), 1a cual es una funcién
definida positiva ssi 0 € intB!(c0), pero ésta sélo es semidefinida positiva si 0 € 9B} (c0).
Ademas, del teorema 6, tenemos que N, es un (m — d)-ortante en R", siendo el cono normal de la
d-cara F (1 < d < m) de B}'(0) tal que 0 € relintF. Por otro lado, si F = {0}-un vértice, entonces
tenemos la hipercaja positiva B!, (o), y N. = R™. En cualquier caso, de (3.26), obtenemos que
es constante en cada uno de los 2" ortantes abiertos R™. Por ejemplo, en el caso de B} (), si

b € R™, entonces w (b) = 0; o bien w (b) ’]er = 0. Ademds, las superficies de cambio N; de w (b)
son los hiperplanos Cartesianos de R™, N; = {b € R" : bj(x) =0 & b;j(x) #0,i #j},j=1,..,m,
y ademds NN; = {0}.

Retomando la dependencia de la variable de estado x € R", con b(x) definida en (2.22).
Observe que el conjunto N, dada por (3.25) se puede definir como la imagen inversa de 0 bajo
la asignacién b(x), es decir, N}, = b~ 1[0] = {x € R" : b(x) = 0}. Andlogamente, se define la
representacién del ortante correspondiente a cada vértice v; de B (o), como C; = b~1 [Ci] =
{x e R": b(x) € C;}, parai =1,...,2".
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Ahora, denotamos la representacién en R" de las superficies de cambio N; de w (b) -los
hiperplanos cartesianos de IR, por

Ni=b'[N] ={x €eR": bj(x) =0 & b;(x) #0,i # j} (3.28)
j=12,..,m,y el conjunto nulo de ¢pn () (b) dado por (3.5), mediante
Ne=b"1[NJ = {x € R": gpoe) (b (x)) =0}.  (26) (3.29)

Observacién 5.1. Tenemos que N, = NN, y N, € N, con igualdad si 0 € intU. Sin embargo,
con base en la Observacion 2.2, tenemos que:

a) N; = b~! (R™) siempre que 0 es un vértice de la hipercaja positiva; 6 b) N C N para
alguna j, siempre que 0 € relintF, para una d-cara de la hipercaja.

A partir de ahora, denotamos por r; (x) := r;j (b; (x)), con rj (;) dado por (2.6), para j =
1,..,m, B(x) := P11/:(b (x)) y @ (x) es definido por (3.26)-(3.27). Sin embargo, es claro que @ (x)
es una funci6n singular en U;N;. En particular, para la hipercaja positiva B\ (o), tenemos que

@ (x)

ntNg = 0.

Supongamos que V(x) es una CLF con respecto al sistema (3.1) con CVS B} (c0) conteniendo
a 0. Entonces, con base en (3.22), y considerando el control 6ptimo @ (x) definido por (3.26)-
(3.27), tenemos que para toda x # 0,

‘%’ — a(x) — b(x)@ < 0 ssi a(x) < B(x) (3.30)

Observacioén 5.2. De (3.30) para x # 0, si B(x) # 0, entonces a(x) < 0. Més aun, B(x) = 0 ssi
x €N,

3.6. Un control de retroalimentacion disefiado para la hipercaja

Sin embargo, puesto que el control 6ptimo @ (x) es singular, se estudian las condiciones que
deben satisfacer los controles de retroalimentacion con el fin de que sea regular, tome sus valores
en la m-hipercaja B} (o) con 0 € B}*(c0), produce que el sistema (3.1) sea GAS, bajo la condicién
de que sea conocida una CLF apropiada.

Ahora, suponiendo que U es un conjunto compacto y estrictamente convexo con 0 € intl, en
[9] se consider6 controles de realimentacion general de la forma u (x) = p (x) @ (x), donde p (x)
es una funcion de reescalamiento y @ (x) es el control de mejor tasa. Sin embargo, el disefio sélo
puede ocuparse de las singularidades del control @ (x) en N,,. De aqui en adelante, a raiz de [4],
[11], proponemos controles de retroalimentacién de forma descentralizada

u(x) == (u1(x),...,um(x))", con uj(x) = p;j(x) wj(x), (3.31)

para j = 1,...,m, donde w(x) es la funcién de control definida por la composicién de w(b)

dada por (2.29) y b(x) dada por (2.22), y p(x) = (p1(x),...,pm(x)) es una funcion vectorial de

reescalamiento por determinar. Por lo tanto, el esquema de control (3.31) se utiliza para abordar la

estabilizacién CLF global de (3.1) a través de controles de retroalimentacién que toman valores
en Bl (o0), ya sea con 0 € intB}"(c0) 6 si 0 € IB}"* (o).

En el capitulo II establecimos que las condiciones para p(x), enunciadas en la hipétesis H,

son suficientes para garantizar la existencia de un control de retroalimentacién admisible u(x)
de la forma (3.31) para que el sistema (3.1)- (3.31) sea GAS.
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Supongamos que p(x) garantiza la existencia de un control de retroalimentacion admisible
u(x) (u(x) € U) de la forma (2.32) tal que el sistema a lazo cerrado resultante (3.1)-(2.32) es GAS.

Hipétesis H. Supongamos que p : R" — R es una funcién regular tal que
@) VxeR", 0< pj(x) <l,paraj=1,...,m
(i) pj(x) =0ssix € Nj,paraj=1,...,m,y

a(x)
i) Vx € RM\N, |lp(x)]l0 > -
B
El siguiente teorema establece la suficiencia de la hipétesis H para tener estabilizacion.

Teorema 7. Supongamos que V(x) es una CLF [con respecto al sistema (3.1) y el CVS es la
hipercaja B (c0), con 0 € B*(c0)] y satisface la propiedad SCP, @(x) es el control de retroali-
mentacién con mejor tasa dado por (2.29) y p : R" — R™ es una funcién continua que satisface
la Hipétesis H. Entonces, el control de retroalimentacién u(x) definido en (2.32) es admisible
(u(x) € U) y hace que el sistema (3.1) sea GAS.

Prueba. En primer lugar, tenemos que u(x) dada por (3.31) es admisible: De hecho, a partir
de la condicién (i) tenemos que

u]-(x) = p]-(x)w]-(x) = pj(x)rjsignb]-

es equivalente a
—V;S—] () Sib]'<0
rp]()§+ sibj >0

tal que u;(x) estd restringido a { i } paraj=1,...,m. Asi que u(x) toma valores en B (c0).

Ademads, ¥V x € R" \ U;N; tenemos que ambos, p( ) y w(x), son continuos (recordemos que
@(x) es constante en cada ortante abierto) de manera que u (x) es continuo. En el caso x € N,
ya que p;(x) es continuo y @;(x) = r; (x) signb; (x) es acotada, entonces de la SCP y condicién
(ii) se deduce que V x* € Nj, paraj=1,...,m

Oﬁxlin;*|u] x)| = lim p;(x) [@;(x)| =0,

x—x*

entonces cada entrada u; (x) es continua en N; y u; (x) ‘ ~; = 0.Con base en la observacion 5.1,

observamos que la regularidad de u (x) en el conjunto nulo N ya se ha abordado anteriormente:
ya sea que N C Nj para alguna j, 6 N, = b~! (R™).
Por ultimo, se muestra que el sistema de lazo cerrado es GAS:
(a) Si x € N\ {0}, entonces de la observacin 5.2 se deduce que a(x) < 0y u(x) |x. = 0.
Por lo tanto, tenemos que
dv/dt =a(x) —b(x)u(x) =a(x) <0 VxeNN\{0}.
(b) Si x € R" \ N, entonces existe al menos una j, 1 < j < m, tal que b (x) # 0. Entonces, de
la proposicién 1, las definicioes de B (x) y u (x), y condicién (iii) obtenemos que
dv /dt a(x) —b(x)u(x) <0 ssi
a(x) $1,1/1(0) Yoo (01 (X)W1 (%), ..., o (X)W (x))
B () [l Yoo (@(x)) = B () () ]lco s
donde |p(x)||, = max; p;(x). Por consiguiente, dV/dt < 0, x # 0.

IN A
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3.7. La férmula explicita de control de retroalimentacion con
respecto a la hipercaja positiva

Respecto a la familia de controles (2.34) restringido a CVS B}*(o0), observamos que presenta
una ventaja adicional: Por un lado, conduce a usar casi todo el recurso de control disponible,
ya que puede tomar valores tan cerca como se desee de la frontera del CVS B)(c0) y también
puede ser aplicado al caso de entradas de control signados / positivos.

Lema 3.1 Supongamos que V (x) es una CLF [con respecto al sistema (3.1) con controles tomando valores

a(x)+la(x)| _

en la hipercaja U] y satisface la propiedad SCP. Entonces el limite lim = 0 se cumple.

Blx)»0  2PE)
Cabe mencionar que el lema , es valido atn si 0 € 9B} (0); es decir, el limite

o 200+ la()

=0
B(x)—»0  2B(x)

se cumple.

De manera que para extender el teorema (expuesto en el capitulo anterior) al caso 0 €
dB!"(o0), fue agregada la observacion 8. De manera que se puede utilizar en el caso cuando
0 esta en la frontera del CVS B}*(c0) (en particular, controles positivos). Tal que si rj = 0 para
alguna j, la funcién g;(b) es s6lo semidefinida positiva. Entonces, no es posible garantizar que
el limite

1im 20 _ g

x—0 B(x)
se satisfage. Por lo tanto, al suponer que este limite se cumple, tenemos que la férmula del control
(2.34)-(2.35) produce que tales sistemas sean GAS con respecto al CVS dado por las hipercajas
B}"(0) que contienen al 0, i.e. con componentes de las entradas del control signadas/positivas.

Conclusiones y trabajo futuro respecto a la hipercaja positiva

En general, estudiamos el problema de controlabilidad y estabilizacién con control positivo;
mostramos que tales problemas son cualitativamente diferentes. Es decir, los teoremas corres-
pondientes requieren condiciones adicionales para tener la controlabilidad y estabilizacién. En el
capitulo uno abordamos el problema de sintesis para lograr la estabilizacién de sistemas lineales
controlables con control positivo. En los capitulo siguientes abordamos el problema de la esta-
bilizacién CLF global de sistemas afines con control restringido a politopos (CVS); en particular
la familia de hipercajas Bj}*(c0) como CVS, con 0 € B}*(c0). Primero mostramos que para una
m-hipercaja, el control w(x) es constante por pedazos, con superficies de cambio N definidas
en (3.28) como conjunto de nivel. Ya que el control @w(x) no es admisible por ser discontinuo.

Prestamos especial atencién al caso cuando 0 € 90B}'(c0), y en particular a los controles
positivos. De manera que generalizamos el disefio de la férmula explicita para controles de
retroalimentacién presentada en el capitulo II para incluir el caso 0 € 0B}'(c0). En el siguiente
capitulo mostraremos que el disefio explicito u°(x), dado por (2.34)-(2.35), tiene la propiedad de
ser una funcion de control robusta marginalmente; tal que representa una familia de controladores
continuos u°(x) que se aproxima (para valores grandes de ¢) al control que optimiza el Margen
de Estabilidad Robusta (RSM).

Para futuras investigaciones falta una generalizacién de los resultados expuestos para los
politopos U como CVS, con 0 € U, y el disefio correspondiente de una férmula de control
explicito restringido a U ( con componentes de entrada signados/ positivos) tal que el sistema
(3.1) es GAS.



Capitulo 4

Margen de estabilidad robusta

En las aplicaciones, es necesario que los controles estabilizantes sean eficientes a pesar de
incertidumbres no consideradas en el modelado. En el presente trabajo mostramos que la funcién
de retroalimentacién presentado en el capitulo II tiene la propiedad de robustez conocida como
margen de estabilidad robusta (RSM), donde el margen de robustez es el mdximo nivel de variacién
que puede presentar una incertidumbre sin que el sistema se vuelva inestable. A continuacién
mostraremos que el control (2.34) tiene propiedades de robustez. De hecho, vamos a demostrar
que el sistema en lazo cerrado (2.1)-(2.34) tiene la propiedad RSM.

4.1. Definicién y prueba de la propiedad RSM

el siguiente sistema con una dindmica de incertidumbre

x = f(x) +Af,

donde ||Af|, = {x € R" : sup ||Af(x)]||} es acotada. El margen de estabilidad robusta vy es definido
como el tamafio de la menor perturbacién desestabilizante, i.e.

v = inf{||Af||e : €l sistema no es Gas}.

Un método para aproximar el margen de estabilidad robusta se basa en la existencia de una

funcién de Lyapunov V(x) para el sistema nominal x = f(x) tal que L £V (x) <0, Vx # 0. Dado
un sistema afin (2.1), suponemos que existe una CLF V(x) para el CVS U = [—r, 7] x -+ x
[—7,,, 73] -una hipercaja m-dimensional.

Dada una funcién de control de retroalimentacion u(x) que satisface a(x) — b(x) - u(x) < 0,
donde a(x) := LfV(x) y b(x) := (b1(x),...,bm(x)), con bj(x) := —Lg;V(x) paraj=1,...,m, el
correspondiente RSM esta definido como la funcién (ver [37]):

a(x) —b(x) - u(x)
IVV(x)]

'yV:{xGIR”:inf— }, Vx #£ 0.

Es facil demostrar que si [|Af(x)|| < vy (x), entonces el sistema

x = flx)+Af+ Zgj(x)uj,

j=1

55
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es estable de manera robusta.

Una pregunta que surge naturalmente es: cudl es el control que maximiza el margen de
estabilidad robusta asociado a la funcién de Lyapunov V(x)?. El control acotado 6ptimo @w(x),
satisface la ecuacién

inf {a(x) —b(x)-u} = a(x)—b(x) w(x)
ucl
= a(x) = p(x)
También maximiza el margen de estabilidad robusta vy (x), y tiene la siguiente expresion

w(x) = (w1(x),...,0n(x))

= (rysign(by(x)),...,"m sign(bm(x)))—r
definida por bj(x) #0,j=1,...,m. Entonces,

Al —b() B alx) — ()
W = TR NGl

Entonces, para cualquier control sub6ptimo u*(x), tenemos que
a(x) — B(x) < a(x) —b(x) -u(x) <0, Vx # 0.

Por lo tanto,
a(x) —b(x) - u(x)

v S v

0 < Yev(x) :=—
El control disefiado subéptimo u®(x) satisface lo siguiente
: A
lm ey (x) = 7y (x),
ya que para cada j = 1,...,m tenemos

P € _ .
Slgg uj(x) = wj(x),

si bj(x) # 0. La retroalimentacién u®(x) se acerca al valor de control 6ptimo para valores grandes
del pardmetro e.

Con base en la desigualdad

[Af () < rev (x) < vv(x)

para tener estabilidad robusta, es evidente que el margen de disefio para el control sub6éptimo
u®(x) esta dada por la diferencia yj,(x) — ||Af(x)||. Por lo que si {,(x) — [|Af(x)|| = 0, entonces
no existe un control estabilizante robusto.

Otro enfoque para la robustez marginal para el sistema de lazo cerrado consiste en la velocidad
de convergencia que nos proporciona el limite

im V = lim {a(x)—b(x) u(x)}.

i i
[l €| o0 [l €| —e0

Si dV /dt — 0 cuando ||x|| — oo, entonces el sistema a lazo cerrado no es robusto.
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Para el caso del mejor control w(x), tenemos que

Jim v o= Jim {a() = b(x) - @(x)
= Jim {a(x) — p(x)}.

Diremos que un control suboptimo u*(x) esta bien disefiado, de acuerdo con el enfoque del
desempefio del margen de estabilidad robusta, si el limite

lim {a(x) —b(x) - u®(x)}

[lx[|=c0

es aproximado (o igual) al limite

lm {a(x) ~ B(x)}.

[[x]| =0

4.2. Ejemplos y observaciones

Los siguientes ejemplos ilustran el disefio de control de estabilizacién propuesto en este
trabajo.

Ejemplo 1. Considere el sistema unidimensional

1+x2 7
3
con CVS U = [0,71]. Sea V = 1x2, tal que a(x) = LV = Tr b(x) = LgV = —x,y V es una

clf ya

0, si x <0,
yr*Zldonder—{ ’

. . La funcién de retroalimentacién es dada por
rv, si x>0.

0, si x <0,
u(a,b) = NPT .
1—A(a,b) exp(—ex), si x>0,
0, si x<0,
- 2\~ (1+22) .
1—(1+x?) exp(—ex), si x>0,
2
donde A (a,b) =1— T3 Observe que ug(x) is Lipschitz-continua en x. El control con mejor

tasa es dado por

B 0, si x <0,
o =4 "
rv, si x>0.

de forma que lim ue(x) = @(x) si b(x) # 0. Ademds, con u.(x) tenemos que V. — 0 ssi r+ > 1.
E—0O0
Por lo tanto, V — 0con u®(x). El correspondiente RSM es

x2

Yev (x) = uf(x) — 1+ 22

parax >0,
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de modo que

2
s o * e _ X

Hm yev(x) = v (x) =17 — -

La velocidad de convergencia que nos proporciona el limite

lim V = lim {a(x) — b(x)uf(x)} = lim x (1—r")

X—r00 X—r 00 X—r00

y para el control de mejor tasa tenemos que

lim {a(x) — b(x)w(x)} = lim x (1 —r")

X—00 X—0Q

Por lo tanto, V — 0 como x — oo ssi r™ = 1 para cualquier retroalimentacion.

Acerca de la diferenciabilidad de la funcién u(x), observemos que la funcién

0, six <O,
|b(x)|r =
X, six > 0.

no es diferenciable en x = 0, pero es real analitica en el conjunto abierto (0, ). O

Ejemplo 2. Como un ejemplo de control positivo multivariable basado en la Observacién 8,
consideremos el siguiente sistema con dos entradas:

. 2,2
N e AN
Y=g T
(4.1)
. 2
— x
Y=y

con restriccién (u1,up) € [0, 1]2. Consideremos V = 1 (x2 4 y?) como una candidata a CLF. Asi,
tenemos que

— _ 224y 2
a(x,y) =LV =x (m) Y/ e

b:= (bll bZ) ’ bl == Lglv = —X, bz = ngv = —y

El siguiente control de retroalimentacién acotado y positivo estabiliza globalmente el sistema
(4.1):

1—(1—%(%))&})&1%), si x>0 y y>0,

e — _1
wloy) =93 1-2 (a,b)(H)‘(“/h)) exp(—ex), si x>0 y y<0,
0, si x <0,

y de manera similar

17( *ﬁ(% )exp(rzxyjy), si x>0 y y>0,

€ _ 1
us(x,y) = 1—A (a,b)(HW) exp(—ey), si x<0 y y>0,
0, si y<0,

donde A(x) =1— % (|a| +4a) /B, e > 0 es una constante y

o 1, si x>0, - 1, si y>0,
170, si x<0, 2710, si y<o,
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donde B(x,y) = |b1(x,y)|r1 + |ba(x,y)| r2. Ademas, es facil ver que in{lV =a—pB < 0,para
ue

toda (x,y) # (0,0). Por lo tanto, el punto de equilibrio x = 0 resulta ser global asintéticamente
estable en el sistema a lazo cerrado. Un calculo sencillo muestra que

x24y? 2
_alxy) X (m) AT
lim = lim —
(xy)—(00) B(X,Y)  (xy)—(00) x| 1+ [y[ 2

lo que implica que V(x) satisface la propiedad SCP (ver Observacion 8). Por consiguiente, V(x)
es una CLF [para este sistema con controles tomando valores en [0, 1]2] satisface la propiedad
SCP. Este ejemplo ilustra un sistema inestable a lazo abierto, que puede ser estabilizado global-
mente (GAS) con controles positivos y continuos. O

Ejemplo 3. Considere el sistema afin que representa el problema de la estabilizacién de la ve-
locidad angular de una nave espacial rigida, ver [28]. Las ecuaciones dindmicas para el problema
no simétrico son

x Ip3xpx3 117 0 0 U
X = I31x3x1 + 0 % 0 Uz
X3 Lpx1x2 0 0 £ u3
con (uq,up,uz) € U:=[-1, 1]3. Los momentos principales de inercia de la nave espacial rigida
L -1 Is—1 L -1
son, I3 = 21713, I3 = 3 , 1, I, = 1~ 2 Consideremos la funcién V = % (le% + sz% + I3x§)

como candidata a CLF. As{, tenemos que
a(‘xll X2, x3) =0
b:= (bl,bz,b3), bl :Lg1V:x1, bZZngVZx2/ b3=Lg3VZX3.

Del caso 1 de la Observaciéon 6 (2 < 0y ’bj| rp > 0), la siguiente e-familia de funciones de
retroalimentaciéon acotadas

we vy = { SiEne () s x £ 0
0, si xj =0,

estabiliza globalmente el sistema, donde

12,2
\b]\ r

2
pj=1- e TF =1-— exp(—sM

p

con B = |x1| + |x2| + |x3], 11 =12 =13 =1y e >0. Yaque a =0, obtenemos que

),

in{lV =a— = —p <0, para toda (x1,x2,x3) # (0,0,0).

ue

Para cada j es facil mostrar que la funcién u?(x) es Lipschitz-continua en x; = 0, mientras que si

xj # 0, entonces p; (x) es de clase cl. O
Hemos estudiado el problema de disefiar una funcidn de control robusta marginalmente, y mos-

tramos que la familia de controladores continuos u(x), dada por (2.34), aproxima (para valores

grandes de €) el control que optimiza el RSM. Incluimos el problema de la CLF-estabilizacién
con controles positivos y damos ejemplos.
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Capitulo 5

CLF-Estabilizacion con CVS dados

por subconjuntos convexos
contenidos en la hipercaja

El problema de sintesis que implica el teorema de Artstein es dificil de resolver. En [51], E.
Sontag propuso el problema “encontrar férmulas universales para la CLF estabilizacién para el
caso general de CVS convexos". Considerando los CVS estrictamente convexos, en los capitulos
IT y III presentamos una férmula para el problema de estabilizacién de un sistema afin donde se
considera a la hipercaja como CVS. En este capitulo abordamos el problema de sintesis para el
caso donde los CVS son hipertetraedros contenidos en la hipercaja.

5.1. Controles restringidos a un hipertetraedro

Dado el sistema afin

x = fx)+ Z u]-g]-(x), (5.1)
j=1

con control u = (uy, ..., um)T restringido al CVS representado por la hipercaja
U =B (o) :=[—r{, 1] x...x [=rp,ri] CR™,

con r; > Oy 1’]-+ > 0, para toda j = 1,...,m, que incluye el caso de controles positivos.

Dada una funcién norma, ¢ (1) := ||u||, tal que ¢ : U — R, podemos definir el conjunto
Uy := {u € B}'(0) / ¢ (u) <1} y considerarlo como un nuevo CVS, donde Uy C U. Podemos
preguntarnos por los sistemas afines estabilizables con controles admisibles restringidos al CVS
Uyp.

Por ejemplo, consideremos el CVS U* = Bl (c0) = [0,71] x ... x [0,7] C R, con r; > 0,
y escogiendo ¢ (u) := |ju|; = l;—ll + % + -+ 4 2, entonces podemos definir el conjunto Ur =
{ue U™ CR™ / ¢ (u) <1} que representa un hipertetraedro contenido en la hipercaja positiva
Bl (c0).

Con base en el disefio de la funcién admisible y estabilizante u. (x) = p(x)w(x) € U, presen-
tado en los capitulos anteriores para resolver el problema de estabilizacién de (5.1), definimos
una funcién continua v (x) restringido al conjunto Uy, como sigue
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ue(x) si @ (ue(x) <1
‘ (X) N ,  ue €U (5.2)
ﬁue (x) si 47(”5 (x)) >1

de manera que v € Uy = {u € B" (00)/ ¢ (u) <1}, yaque ¢ (v) < 1.
Semejante al sistema (5.1), consideremos el problema de estabilizacién del sistema

b= Lp+ ) ug) 5.3
j=1

Proposicion. Dado un sistema afin con las propiedades CLF y SCP en U, entonces el control v (x),
dado por (5.2) es admisible con CVS Uy y el sistema retroalimentado (5.2) — (5.3) es global asintdtica-
mente estable.

Demostracion
La continuidad de (5.2) es inmediata, ya que si ¢ (1) < 1, entonces v (x) = u (x).Si ¢ (u) > 1,
la funcién cociente L(x), i=1,...,m, es continua.
¢ (u(x))

Seam > 0, tal que 1 < mgxqb (u) < m; consideremos los casos

0 < ¢(u)<1 parauc Uy
y 1 < ¢(u)<m parauc U\Uy
la segunda desigualdad implica que
o1 o
m = ¢ (u)

de manera que al considerar
V=a(x)+b (x)ug (x) 4+ +by(x)upm(x) <0 parau(x)eU y x#0

tenemos que
(x) uq (x) 4. by (x) ug (x)
¢ (1) ¢ (u)

0, tenemos que

<0,

vV o a(x
¢(u) P (u
por lo tanto, para el caso a (x) >

a(x) bi(x)u(x) — b(x)u(x) 14
Y 7)Y ) R )

por lo que tenemos la estabilidad global del sistema retroalimentado (5.2)-(5.3).

Observamos que para u € BJ'(c0), con ¢ (1) > 1, entonces

) . b
)+

U
L | "2 oy
V= —— . T.
¢ (u) :
Um

. (X .
Para el caso 0 € dU necesitamos suponer que lim (x) = 0; una vez que i, (x) es continua,
X—

0 (x)

la continuidad de v (x) es inmediata.
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5.2. Ejemplos

Ejemplo 1
En particular, abordemos el problema de estabilizar el sistema
1 x2 +y2 .
Y=oy —

(5.4)
1

. 2
Ul VA e el
con control admisible v restringido al CVS representado por el politopo

uT:{uelRi/gv(u)g},

U u
donde ¢ (u) = —Jlr+—f = Uy + up.
hnon

Para resolver el problema anterior consideremos el sistema (5.4), donde presentamos la so-
lucion ue (x) € Ug := [0,7] x [0,75 ] al problema de estabilizar el sistema afin definido en el
plano

. 24,2
Xty
X = —U
T+22 42 1 (5 5
. o x2 '
Yy=vVvoez 2

con restriccion (ug, uy) € [0, 1]2. De manera que la funcién de retroalimentacién

ue (x)  si ug +up <1
v(x) = /

1 .
g e (X) st e Fup =1

es admisible (v (x) es continuo y pertenece al tridngulo Uy) tal que el sistema retroalimentado
(5.4) con v (x) es global asintéticamente estable.

Observacion. Para este ejemplo (5.4), podemos definir otro conjunto retriccién:

Usz{uelRi/(Pz(u)gl},

donde ¢, (1) := u? 4 u3. Tal que para ¢, (1) > 1, es decir 2 > ¢, (1) > 1, implica que

<

N =
-
N
—~
=

|

de manera que Uy C Us C U™. La funcién ¢ (u) que determina el nuevo CVS Uy no necesaria-
mente debe ser una norma; con ser continua en la hipercaja B}*(c0) y ¢ () = 1 para u € ol
positiva en el conjunto deferencia B} (c0)\ Uy

Ejemplo 2

En el siguiente ejemplo consideramos como CVS al tridngulo

Ut := conv { (—\/5,1) , (\f?),l) , (0, —2)}
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estudiado en el capitulo 4. Consideremos el problema de estabilizar el sistema

_2\/§ X2
_?14—9@
2nm 2y
5142 51+ C

X1 + 01

(5.6)

X2
mediante entradas admisibles v = (v1,vp) restringida al triangulo Ur. Observamos que el sis-
tema a lazo abierto es inestable con el cono positivo IR? invariante.

Observacion.

La funcién

¢ (1) = ¢ (u1,u) = W

definida para (uq,uz) € U := {—\/5, \@} x [—2,1], tiene las siguientes caracteristicas:
(a) Si u € U\Ur, entonces ¢ (1) > 1;
(b) Si u € Ur, entonces ¢ (u) < 1;
() {u e Ur & ¢ (u) =1} = u € dlUy (la implicacién inversa no es cierta: ¢ (u) =1 < u €

(d) ¢ (1) es continua;
(e) maxyey ¢ (u1,12) = ¢ (i\/§, —2) =3;
(f) El tridngulo U, C U puede representarse como

U¢—{(u1,u2)€U:W§1}.

u u
Como consecuencia, si u € U\Uy, tal que ¢ (1) > 1, entonces —— € U7, ya que () =

Considerando los resultados expuestos en los capitulos anteriores, resolveremos primero el
problema de estabilizar mediante funciones admisibles el sistema

8 X2
X1 = \/§1+x§ +Ll1
X1 X2

X = _|_72
27142 1442

+ up
con CVS el recténgulo Ug := [—\/5, \/5} x [~2,1]. Al considerar V = } (x? + x3), entonces

Ve (VA2 ) 4 [ Ry
- 14 x3 ! 2 14+x  1+x3 2

tal que tenemos la tasa de decaimiento CLF

inf V:a(x)—blwl—bzwzza(x)—ﬁ(x)<0parax#0,

uy,up

donde los controles con mejor tasa, w; y Wy, son

@ (x) = V3 si x <0 S 1 st ;<0
D70 =3 siox >0 2
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ademads se cumple la propiedad SCP, ya que

2
X2 X1 xz
x (V3 x| 2
a (x1,x2) < 1+x§> <1+X% 1+x§>:

= lim
(x1,2)—(0,0) B(X1,%2)  (x1,%2)(0,0) V3|x1| + |x2| 72

por lo tanto, podemos considerar el disefio estabilizante u, (x) = (u1, (%1, X2) , t2e (X1, %2)) € UR,
tal que

V=a (x) + byuqe (x) + bouge (x) < 0 para x # 0, (5.7)
de manera que mediante la funcién ¢ (1), con u € Ug, definimos la funcién continua
U (x) si ¢ (ue(x)) <1
v(x) = 1 (5.8)
mug (x) si ¢(ue(x))>1
0 equivalentemente
ug (x) si ue(x) € Ur
0 (x) = )

mug (x) si wue(x) e U\Ur

de forma que v (x) € Ur; de manera que v (x) es admisible; probaremos ahora que estabiliza
globalmente el sistema

X1 :& X2 + 01

5 1+x3
X :% a2 2 x% +0 '
2 51+x2 51+4x2 2

VB ()]~ (x)
2

_ VBJur (x)| —uz ()
2

Considerando la funcién k (x) : , de forma que

1<k(x): <X & %g

N O1

de la desigualdad (5.7), tenemos que

2 1 1
54 (x)+ b Wul (x) + szul (x)

k(lx)u (x)+ blk(lx)ul (x)+ bzk(lx)ul (x) < 0parax #0,

de manera que el sistema a lazo cerrado es GAS.

<

5.3. Controlabilidad y CLF estabilizacién local de un sistema
lineal con control positivo.

5.3.1. Controlabilidad con control positivo

Con base en las condiciones necesarias y suficientes establecidas en el teorema de R.F. Bram-
mer para caracterizar la controlabilidad con control positivo de un sistema lineal definido en el
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plano, presento un disefio de control admisible (continuo y restringido) para estabilizar global-
mente un sistema definido en el plano. Para el mismo ejemplo de sistema lineal, presento un
segundo disefio de control admisible bajo las condiciones de estabilizacién CLF establecida por
Zvi Artstein, de manera que al suponer un control acotado, logramos un estabilizador local.

Consideremos el sistema
. U
X1 o A0 X1 bl _bl 0
(2)=(5 D))+ (o o %)= 9
us
X1\ _ [ Ax1+Dbiug —bjup
% )\ Axo+bouy — byus

. T
con constantes A > 0y byb, # 0; y control restringido u = ((u3 up u3 )° € RJ. Claramente
el sistema es inestable a lazo abierto.

o bien

Consideremos el conjunto de funciones de retroalimentacién admisibles
U:={u:R"— R :u(x) es continua} .

Es posible ver que el sistema es controlable con CVS dado por U = R'. De acuerdo al teorema
de Brammer citado en el capitulo 1, tenemos que el sistema lineal X = Ax + Bu es completamente
controlable si y sélo si

a) La matriz de controlabilidad (B, AB, ..., A"~!B) tiene rango 7.

b) No existe vector propio real v de AT tal que se cumple la desigualdad v" Bu < 0 para toda
ueR%.

Para el ejemplo, la condicién a) de controlabilidad es inmediata ya que rkB = 2.

) . T .
Respecto a la condici6én b) tenemos que cualquier vector v = ( v; v ) es vector propio de

AT, de manera que
U
bhh —b 0
( 01 02 ) ( bZ 0 _bZ ) Uz

uy (b1v1 + bpvp) — bugvy — byuzvy

vTBu

es claro que este Gltimo término puede cambiar de signo al elegir valores apropiados para
(w up us )T € R{, implicando que el sistema es controlable con control positivo.

Observacion. El sistema no es controlable con dos controles, ya que (por ejemplo), si anula-
mos u3(= 0), entonces

0T Bu = uy (b101 + byva) — biupvy = byoy (g — u2) + urbovy,

por lo tanto, si v1 = 1/b; y vy = 1/b,, entonces byvy (U1 — up) + u1bpvy = —up < 0 para toda
u = ( Uy Uy )T € lRi. Con base en la controlabilidad, es posible determinar funciones de
control continuas y positivas para estabilizar globalmente las soluciones de (5.9). Considerando
la funcién de control continua y no negativa

u(x)=(wu(x), up(x), uz(x) )T (5.10)
con entradas

u; (x) = max {O, KlTx}

donde los vectores KZ-T, i =1,2,3, son elegidos apropiadamente, de manera que el sistema retro-
alimentado (5.9)-(5.10) sea GAS.
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5.3.2. CLF estabilizacién local con control positivo

Tenemos entonces que el ejemplo (5.9) es globalmente estabilizable con controles positivos, de
manera que podemos plantearnos el problema de la CLF-estabilizacién local, con CVS [0, r+]3,
que consiste en lograr la estabilizacién asintética (en x = 0) del sistema (5.9) mediante un control
de retroalimentaciéon admisible u(x), determinado mediante el procedimiento expuesto en el
capitulo 4. Para obtener un estabilizador CLF local para el sistema (5.9), debemos considerar
la existencia de una funcién de Lyapunov. Sea V = %al% + %bl% + %cl%, con 4, b y c constantes
positivas y las funciones /;, i = 1,2,3, dada por

L = A (\/ﬁ—B)xl—&(\/ﬁ+3)x2

4by
3A A
12 = 27b1x1+47bz(\/2>—3> X2
A 3A
l3 = —E (\/ﬁ+3) X1 +EXZ

de forma que V > 0sil; # 0 para algun i; ademds, V = 0 ssil; = I = I3 = 0; o equivalente-
mente, V = 0 ssi x; = x = 0. Es posible ver que V es radialmente no acotada. Por consiguiente,

V= allil + blziz + Cl3i3
puede probarse que
V = Aox% + Aox + uq (pbyx1 + 0bpxp) — uppbixy — u30byxy

donde

o= <;\1)2(2 (\@+5)c+3a> >0 y o= (;\2)2 (; (\/ﬁ+3>a+3c) > 0.

Determinando y reescribiendo a dV/dt con los controles de mejor tasa, tenemos que
in{l vV = Apx% + Aox3 + @ (pb1X1 + 0baxy) — Wopby X1 — W30hyxy
ue
= a(x)—B(x) <0, para0#x e W

con a (x) = Apx? + Aox3 y B (x) = @y (pb1x1 + 0baxy) — wWopbix; — W30byxa donde W es una
vecindad de x = 0 y los @; son los valores extremos de u; € [0,77], dados por

— rt si pbixy + obyxy <0 [ rt si opbix; >0 — rt si obyxy >0
Y70 0 siopbixg+obox; >0 7 27 1 0 si pbixg <0 y @ws=
A continuacién daremos condiciones suficientes sobre los pard metros y variables que definen a
V para tener la propiedad CLF; es decir, la desigualdad inlfl V < 0para0 # x € W, con W una
ue

vecindad de x = 0.

En los siguientes casos suponemos que by, by > 0y (x1,x2) # (0,0).

Caso I: pb1x1 > 0y obyxp >0 = pbyx1 4+ obyxy > 0; es decir

inf V = Apx3 + Aoxd — 1 pbixy — rTobyx;
ue

sib; > 0y by > 0, entonces x; > 0y xp > 0; por lo tanto, para tener la desigualdad

in{lV = px1 (Axg —17by) + 0xp (Axp —1r7by) <0
ue

0 si obyx, <0 °
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es suficiente con tener las desigualdades

rthy rTb,

< < < < —=

0 X1 = 2 & 0 S X S 1 ,

4 i . a (x1,x2)
ademads, para este caso tenemos la propiedad scp: Iim —=2 =, ya que
F prop P (x1,%2) = (0+,0%) B (x1,x2) yad
lim Ap x% + A(fx% = A lim M =0
(x1,%2)—(0+,07) rTpb1x1 +1Fabaxy  1F \ (x,x,)—(07,0+) pb1x1 + Oboxo

Caso II: pbyx; > 0, obaxp < 0y pbyxy 4+ obyxp > 0; o bien pbyx; > —obyxy > 0; es decir

pb—lxl > —oxp > 0. Ademads, si x% + x% < 1, entonces xl-2 < |x;|. Para este caso tenemos que
2

inf V. = Apx}+ Aox3 — wapbixg
uel

= Apx3 +Aoxd — by
< Ap|x1| FAc x| —rTpbix; yaqueO < x? +x3 <1,
= Apx; — Aoxy —rpbixy

< Apxi+ Ap%xl —rTpbix;  yaque p%xl > —0xp >0

= px </\ + /\b—l — r+b1>
by

< 0 parar*t.quei—l-& <rt.
b1 by

. . a(xq,x
También para este caso tenemos la propiedad scp: lim & (¥, %)

=0, ya que
(x1,22)—(0+,0) B (x1,%2) yad

252
{pb1x1 > —obyxy > 0} = {pzb%x% > (sz%yé} = {(;&) x> x%}
2

por lo tanto

2.2
p°b
Apx3 + Ao ((szé> X%
lim 2

2 2
” Apx] + Aox; <
(x1,%2)—(0%,07) rTpbixq

=0.
(x1,02)—(07,07)  rpbixy

Caso III: Sea pbix1; > 0, obyxy < 0y pbixy + obyxy < 0; por lo tanto 0 < pbyx; < —obyxy; ie.

0<px; < —Uﬁxz. Entonces

inlfl V= Apx3+Aoxd 41t (pbixy 4 abyxy) — 1T pbyxg
ue

= Apx3 +Aoxd +rhobyxs
< Ap|x1| FAc x| +robaxy, yaque 0 < x4 a3 <1,
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por consiguiente

inf V. < Apx; — Aoxy +rTobrxy

uel
by n by
< —Aab—xz —Aoxy + 1T obyxy  yaque pxp < —0'be2

1 1

= 00Xy (—/\b2 — A+ 7‘+b2)

by
< 0 yaquert > i%-&
by b

donde —)\% —A+rThh >0 & rt > bﬁ + bi Este caso III es similar al caso II.
1 1 2

Conclusiones del ejemplo.

A A
Si elegimos ™ > 0 tal que r™ > — + 5, para satisfacer el caso II, entonces
1 b2

b
1’+b1 1’+b2
I<— & 1< —,
<72 <A
por lo tanto
+ +
0§x1§1<rAbl & ogx2g1<%,

de forma que se cumplen también las condiciones del caso L.

Podemos concluir que
V = 20x% 4+ 20%3 + @y (px1 + 0x2) — Wapxy — W30xp < 0
siempre que
(x1,x2) e W= {(xl,xz) ER?/0<x}+x5 < 1} y i—l-& <rt.
Por lo tanto se cumplen las condiciones de disefio establecidas en el capitulo II, de forma que

tenemos funciones continuas p; (x1,x2), con 0 < p; (x1,x2) < 1y p;(0,0) =0, tal que la funcién
de retroalimentacién descentralizada

uy (x) p1 (x) w1 (x)
u(x)=1 ua(x) | = p2(x)wa(x)
uz (x) p3 (x) w3 (x)

es admisible y un estabilizador local para el sistema (5.9).
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

En el capitulo 1 abordamos el problema de sintesis para lograr la estabilizacién de sistemas
lineales controlables con control positivo. Para lograrlo consideramos las condiciones necesarias
y suficientes establecidas en el teorema de R.F. Brammer para caracterizar la controlabilidad
con control positivo de un sistema lineal, bajo tales condiciones presentamos un disefio de una
funcién de retroalimentacién continua para estabilizar globalmente un sistema lineal. También
damos una descripcién de la dindmica controlada. Concretamente mostramos que si el sistema
lineal

x = Ax+bu,

es controlable con controles positivos, entonces puede ser globalmente estabilizado mediante una
funcién de retroalimentacién positiva (no-negativa) y Lipchitz (continua), de la forma méx {O, KTx},
en los siguientes casos:

i) Si x = Ax es inestable, entonces, la retroalimentacién u(x) descrita en (1.3) y que toma
valores en U = [0, o), resuelve el problema de estabilizaciéon global.

ii) Si ¥ = Ax es Lyapunov-estable, entonces, la retroalimentacién u(x) descrita en (1.7) y que
toma valores en U = [0, 7], resuelve el problema de estabilizacion global.

En el capitulo 2 abordamos el problema de estabilizacién de un sistema afin con respecto
a la hipercaja m-dimensional B}'(c0) como CVS, que contiene al origen en su interior. Para
resolver este problema consideramos las condiciones establecidas en el teorema de Zvi Artstein.
El resultado logrado tiene la debilidad de suponer conocida una funcién de Lyapunov V con
las propiedades CLF y SCP, al menos en una vecindad () del origen. Aplicando el método de
sintesis presentado en el capitulo 2, obtuvimos lo siguiente:

a Una familia de estabilizadores admisibles u,(x) para cada ¢ € (0, o); presentados en forma
descentralizada y explicita.

b Para el caso (2 = R”, el punto de equilibrio x = 0 del sistema a lazo cerrado (2.7) con
retroalimentacion admisible u,(x) es GAS.

¢ El control u.(x) se aproxima al control 6ptimo para valores grandes del parametro ¢; esta
caracteristica lleva a que el sistema retroalimentado sea estable en forma robusta.

Primero mostramos que el problema de optimizacién CLF (2.21) es soluble si existe un con-
trol de retroalimentacion @(x), que toma valores en oU, y es la funcién de control con mejor tasa
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con respecto a una CLF. En particular, si el CVS es la hipercaja m-dimensional B}’ (c0) C R, se
analizan las condiciones para la existencia, unicidad y regularidad del control de retroalimen-
tacién @w(x), y obtenemos una férmula explicita para éste. Entonces, observamos que el control
w(x) es constante por pedazos con superficies de cambio definidas como la preimagen de los
hiperplanos cartesianos C; de R", N; = b’l[Cj}, por lo tanto, se trata de un control de tipo
bang-bang.

Sin embargo, en vista de que el control de retroalimentaciéon @(x) no es admisible (es dis-
continuo en U;\;), consideramos una forma general de estabilizadores de retroalimentacién ad-
misibles u(x) = (u1(x),...,um(x))", cuyos componentes estén dadas por uj(x) = pj(x)wj(x),
donde cada p;(x) es una funcién de reescalamiento usada para regularizar cada entrada wj(x).
Entonces, proponemos un familia uno-parametrizada explicita de controles de retroalimentacién
admisibles u,(x) definida por (2.34). Ademas los controles de retroalimentacién son suaves/real
analiticos sobre IR" excepto en las “superficies de cambio” N; (j = 1,...,m) y N, y continua
en todas partes, siempre que la CLF y los campos vectoriales del sistema (2.1) sean suaves/real
analiticos.

En el capitulo 3 estudiamos el problema de estabilizacién con control positivo para sistemas

afines;; ademas de extender los resultados del capitulo 2 al caso de controles positivos. También
mostramos que el caso 0 € B}*(o0) es considerado un problema cualitativamente diferente; al
poner especial atencién al caso cuando 0 € 0B (c0), y en particular a los controles positivos. De
manera que generalizamos el disefio de la férmula explicita para controles de retroalimentacién
presentada en el capitulo 2 para incluir el caso 0 € 9B} (o).
En el capitulo 4 mostramos que el disefio explicito u¢(x), dado por (2.34)-(2.35), tiene la propie-
dad de ser una funcion de control robusta marginalmente; tal que representa una familia de contro-
ladores continuos u¢(x) que se aproxima (para valores grandes de ¢) al control que optimiza el
Margen de Estabilidad Robusta (RSM).

Abordamos también el caso del control de retroalimentacién escalar acotado que toma valores
en [0,71).

En general, en el capitulo 5 estudiamos el problema de controlabilidad y estabilizacién con

control positivo; la literatura muestra que tales problemas son cualitativamente diferentes al
caso de controles signados. Como ejemplo presento un sistema lineal en el plano. Tal sistema es
inestable a lazo abierto y es posible estabilizarlo localmente de dos maneras (bajo dos supuestos).
La primer manera es suponer las condiciones establecidas en el teorema de R.F. Brammer para
caracterizar la controlabilidad con control positivo de un sistema lineal, de manera que presento
un disefio de control admisible (continuo y restringido) para estabilizar globalmente el sistema
definido en el plano. Para el mismo ejemplo de sistema lineal, presento un segundo disefio de
control admisible bajo las condiciones de estabilizacién CLF establecida por Zvi Artstein, de
manera que al suponer un control acotado, obtenemos un estabilizador local.
También en el capitulo 5 presentamos una manera de estabilizar (algunos) sistemas con control
restringido a un subconjunto de la hipercaja. El método es como sigue: dado un problema de
estabilizacién de un sistema afin S, donde el parametro de control u estd restringido a un
hipertetraedro (CVS conteniendo al origen) Ur de dimensién m y contenido en la hipercaja
positiva B!’ (c0); es decir Ur C Bl (o), donde el objetivo es disefiar una funcién continua
(admisible) tal que el sistema retroalimentado sea GAS. Mostramos que es posible resolver (para
algunos casos) el problema de estabilizacién de la siguiente manera; mediante lo expuesto en
los capitulos 2 y 3 obtenemos la funcion continua u.(x) que estabiliza el sistema afin S y tal que
ue(x) toma valores en la hipercaja B} (c0). Al restringir la funcién u.(x) al hipertetraedro Ur
obtenemos un estabilizador continuo ur(x) para el sistema St.
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Para futuras investigaciones se busca una generalizacién de los resultados expuestos para
los politopos U como CVS, con 0 € U, y el disefio correspondiente de una férmula de control
explicito restringido a U ( con componentes de entrada signados/ positivos) tal que el sistema
(3.1) sea GAS.
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Anexo

Definiciones Basicas de Teoria de Convexidad

Necesitaremos los siguientes resultados de convexidad, que pueden ser visto en el libro [38],
capitulos13-15).
Con el objetivo de generalizar los trabajos descritos en la introduccién y dar una solucién al pro-
blema: “Abordar la estabilizacién CLF global del sistema afin (2.1) con CVS un politopo U, posiblemente
con 0 € oU, por medio de controles de retroalimentacion admisibles”. En general, de acuerdo con el
teorema de Artstein, los controles de realimentacién disefiados son continuos y toman valores
en U.

A continuacién damos una breve introduccién para definir conceptos y resultados para con-
juntos convexos, en particular politopos, ver capitulos13-15 del libro [38].

Un conjunto A C R™ es llamado convexo si y s6lo si (ssi) A contiene el segmento de recta
[pq == {Ap+(1-A)g:0<A <1},

para cualquier par de puntos p, 4 € A. Decimos que p es una combinacién convexa de py,...,pr €
R™ si existen Ay, ..., A, € R tal que

Si quitamos la condicién (3), p es llamada una combinacién afin de py, ..., pr, si la condicién (2)
es quitada p es llamada una combinacién positiva de py,...,pr y si las condiciones (2) y (3) son
quitadas p es llamada una combinacion lineal de py, ..., pr.

Para un conjunto A el conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos en A es el
envolvente convexo de A, denotado por conv(A). En forma similar definimos el envolvente afin
de A: aff(A), el envolvente positivo de A: pos(A) (también llamado el cono de A: cone(A)) y
el envolvente lineal of A: lin(A). De manera que conv(A) es el conjunto convexo mds pequefo
que contiene a A, el plano mas pequeiio que contiene a A y el subespacio mas pequefio que
contiene a A, respectivamente. Cada envolvente afin es la traslacién de un envolvente lineal y la
dimension de un envolvente afine es definido como la dimension del correspondiente envolvente
lineal. De manera que A es k-dimensional, un k-conjunto, si k es la dimensién de aff(A). Los
subespacios afines de dimension 0,1,...,k,...,m — 1 en R" son nombrados puntos, lineas, k-planos
e hiperplanos, respectivamente. El interior relativo de A, denotado relintA, es el interior de A
relativo a aff(A). Cada hiperplano H = {p € R"™ : v-p = c} separa el espacio R™ en dos
semiespacios HF = {p e R" :v-p>c}yH = {p € R":v-p < c}. Un hiperplano H es un
hiperplano soporte de conjunto convexo cerrado A C IR si al menos un punto 4y € A pertenece a
H,iev-ap=c,yACH"6A C H™.Elsemiespacio que contiene a A es llamado un semiespacio
soporte de A. La intersecciéon de un ntimero finito de semiespacios es llamado un poliedro.
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Los conjuntos compactos K C R”, con intK # @, son llamados cuerpos convexos. Un politopo
P es el envolvente convexo de un conjunto finito de puntos {Ul, . ..,U,} C R™. El espacio de
todos los politopos en IR™ es denotado por Py,. El envolvente convexo de puntos vy,...,v, que
son afinmente independientes, i.e. ninguno de los puntos es una combinacién afin de los otros,
es llamado simplejo. Si H es un hiperplano soporte de A, entonces H N A es llamada una cara
(propia) de A. Tomamos la convencién de llamar a @ y A caras de A, refiriéndonos a estas caras
como impropias.

Las caras de dimension 0,1,...,k,...,m — 1 son llamadas vertice, borde, k-cara and faceta. El
conjunto de todas las caras de un politopo define una red (reticulo, red o lattice) bajo inclusion,
L(P). De aqui en adelante, consideraremos L(P) excluyendo a @.

Podemos definir politopos como el envolvente (casco) convexo de sus vértices, i.e. P =
conv{vy,...,v,}, pero el siguiente resultado establece otra descripcion equivalente.

Teorema 6.1 Un subconjunto P C R™ es el envolvente convexo de un conjunto finito de puntos (un V-
politopo) si y sélo si éste es una interseccién acotada de un niimero finito de semiespacios (un H-politopo).

CVS dados como politopos que contienen el origen.

Para conjuntos arbitrarios, tenemos el siguiente resultado.

Observe que U es convexo ssi convU = U.

Teorema 6.2 Sea U un subconjunto convexo cerrado y no vacio. Entonces,
(a) (Minkowski) para todo punto u € oU, existe un hiperplano soporte de U que contiene a u.

(b) U es la interseccion de todos los semiespacios cerrados que contienen a U.

Conjunto polar. Si A C R? es un conjunto convexo, entonces el polar de A es un conjunto
A* C R? definido como
A*={y* eRY:x-y* <1Vx € A} (6.2)

SiAC R es un conjunto, entonces el polar de A es un conjunto A* C R? definido como Para
cualquier politopo A tenemos que, por definicién, A* es convexo aun si A no lo és. Ademas,
tenemos que (1) A € A*. (2) Si A C B, entonces B* C A*. (3) Si A es convexo y cerrado,
entonces A* = (0A)*.

Teorema 6.3 Suponga que @ # U C R™. Entonces tenemos que:
(a) Si U es un subconjunto convexo cerrado que contiene O, entonces U™* = U.
(b) U es acotado ssi su conjunto polar U* satisface que 0 € intlU*.

(c) U* es acotado ssi U satisface que 0 € int convl.
Teorema 6.4 Si U es un politopo, entonces su polar U* es un conjunto poliédrico.

Recordemos que un conjunto convexo U C IR™ es un conjunto poliédrico ssi éste es la intersec-
cién finita de semi-espacios cerrados (U puede ser no acotado). Por lo tanto, un politopo es un
conjunto poliédrico acotado.

5i 0 € intU, entonces U y su polar U* comparten las mismas propiedades, expresadas en el
siguiente par de teoremas.
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Corolario 6.5 U es un conjunto convexo compacto con 0 € intU ssi U* es un conjunto convexo compacto
con 0 € intU*. Por consiguiente, U** = U.

Teorema 6.6 U es un politopo con 0 € intU ssi U* es un politopo con 0 € intU*. Por otra parte, la
polaridad proporciona una biyeccion entre las caras de U y las caras de U* que invierte la relacion de
inclusion.

Observe la importancia de que 0 sea un punto interior de U. En otro caso, si 0 ¢ intU
entonces algunas propiedade se pierden. De hecho, como consecuencia directa de los teoremas
3 y 4, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.7 Si U es un politopo tal que 0 ¢ intlU, entonces su polar U* es un conjunto poliédrico no
acotado con 0 € intU*.

Ahora, vamos a explorar la geometria detras de la estabilizacién del sistema (1) con cvs dadas
por politopos que contienen el origen. En particular, el caso de los controles positivos.

Un resultado de convexidad establece que U C RR" es un politopo ssi su funcién soporte
es continua y lineal por pedazos. Los dominios de linealidad corresponden a los vértices del
politopo U (el maximo del producto escalar que define la funcién de soporte se alcanza en uno
de los vértices). Por lo tanto, suponiendo la V-representacién, si U tiene k vértices, tenemos que
U = conv{v1,vy,...,0x} y su funcién soporte es dada por

v1-b, sibe(Cy

cu(b) = 3 5 (6.3)
ve-b, sib ey,

donde los conjuntos C; son conos poliédricos con un vértice en 0, para i = 1,...,k, correspon-
diente a los dominios de la linealidad de ¢y;. Estos conos cubren R™, y esta cubierta es llamada
el abanico del politopo U.

Para cada cara propia F de un conjunto convexo cerrado A le corresponde un cono Nr de
funciones lineales v € (R™)* que se maximizan en F sobre A. Identificamos (R™)* con R" y
nombramos a una funcién v un vector normal (exterior) de F sobre A. A continuacién, la cara que
es mdxima con respecto a v se denota por (A)?. El cono N es llamado cono normal de F y los
conos normales de todas las caras de un politopo P forman un abanico (fan) completo, el abanico
normal, Np, de P. Es decir, cada cara no vacia de un cono normal es también un cono normal
de alguna cara de P, la interseccién de dos conos normales es una cara de ambos y la unién de
todos los conos es una cubierta de R”. El mapa que envia una cara F de P a su cono normal
Nr es un anti-isomorfismo, por ejemplo, si P es un m-politopo en R, entonces el cono normal en
una d-cara de P es una (m — d)-cara de Np.

Es facil ver que ¢;(b) es una funcion homogénea positiva y convexa. Por lo tanto, el conjunto
polar U* es dado por

U ={beR":cu(b) <1} ={beR":0; - b<1& ... &ve-b<1}, (6.4)

que es un conjunto definido por un sistema de k desigualdades lineales.

Definimos el conjunto nulo de g7 por

Ng = {b € R" : ¢y(b) = 0}. (6.5)
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Es conocido que si U es un conjunto compacto con 0 € intll, entonces su funcién soporte
cu(b) es finita en todas partes y definida positiva, i.e. N; = {0}; mientras que, si 0 pertenece a la
frontera de U, 0 € dU, entonces ¢y;(b) es una funcion semi-definida positiva, i.e. N es un conjunto
que contiene a 0. Ademds, si U es un politopo, del Corolario 5 tenemos que su conjunto polar U*
es un conjunto poliédrico no acotado con 0 € int U*. Entonces, ¢i;(b) no es una funcién propia
(una funcién f : D C R" — R™ es propia ssi la preimagen f~![K] = {x € D : f(x) € K} es
compacta para cada conjunto compacto K C IR"), y esa es la consecuencia de ser sélo positiva
semi-definida.

En consecuencia, es muy importante estudiar las propiedades y la estructura geométrica del
conjunto nulo M.

Lema 6.8 Sea U C R™ un m-politopo y suponga que E C U es una cara propia. Si {Fy, ..., F,} denota
el conjunto de todas las caras de U que contienen a E, entonces

Cg = pos{ay,...,ar},

donde aj denota el vector normal interior de la cara F]

Probaremos el siguiente teorema.

Teorema 6.9 Suponga que U C IR™ es un politopo que contiene el origen. Entonces, el conjunto nulo N,
de gy es un cono poliédrico con vétice en 0. Ademds, (a) si 0 es un vértice de U, e.g. v1 = 0 (elegido como el
primer vértice a través de un reordenamiento), entonces No = Cy -un conjuunto m-dimensional; en el otro
caso, (b) existe una cara mds pequesia F que contiene a 0, i.e. una d-cara de U (1 < d < m), incluyendo
U mismo, tal que 0 € relintF, y N, es un conjunto (m — d)-dimensional dado por la interseccion de los
conos poliedrales correspondientes a todos los vertices de F.

Demostracién. Ante todo, ya que ¢y es una funcién homogénea positiva, tenemos que N, es un
cono poliédrico con vé rtice en 0.

Denotemos como V = {v1,vy,...,vx} el conjunto de todos los vertices de U, tal que U =
conv(V).

Parte (a). Suponga que U es un politopo con un vértice en el origen, sea v; = 0 -el primer
vértice via un reordenamiento. Entonces, ¢i; [c,= 0. Ademads, gy; # 0 cuando se esta restringido
a los conos poliédricos restantes C;, excepto si b = 0, porque todos los conos normales incluyen
al origen 0 como el apice, significando que C; no contiene un subespacio lineal no nulo. Observe
que la desigualdad 0- b = 0 < 1 se cumple trivialmente Vb € R™.

Parte (b). Hay dos casos: 0 € intl 6 0 € oU \ V. En el primer caso, tenemos que F = U, de
modo que ¢(;(b) es definido positivo, i.e. N; = {0} = N¥C;. En el segundo caso, si F no es U ni
un vértice v; € V (parte (a)), entonces existe una d-cara minima F de U (1 < d < m — 1) tal que
0 € relintF. Teniendo en cuenta que cualquier cara de un politopo es un politopo, entonces F es
un d-politopo. Sea Vr := V N F el conjunto de todos los vertices de F y sea r su cardinalidad (tal
que, 2 < r < k—1). En vista de que cualquier c-politopo tiene al menos ¢ + 1 vertices, resulta
quer >d+1yk>m+1.

Afirmacion: Tenemos que gy (b) = 0ssi b € N}_;C;, donde los conos poliédricos C; corres-
ponden a todos los vertices v; € Vp, parai =1,...,r (escogido via un reordenamiento).

Suponga que b € N/_;C;. Entonces de (6.3), debido a la continuidad de ¢y;(b), tenemos que
para todo b € N;_,C;,
gub) = vi-b=...=v, -bssi (6.6)
(n—wm)b = ...=(v1—v)-b=0,
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entonces, b es ortogonal a todos los vectores vy — v;, para i = 2,...,r. Ahora, ya que F tiene
r vertices y r —1 > d = dim F, existe un conjunto de d vectores independientes afinamente
(v1 —v;) € F. Por lo tanto, b € (aff(F))*, y por lo tanto N/_,;C; es un conjunto (m — d)-
dimensional. Entonces, en vista de que 0 € relintF, escogemos un conjunto de d vertices afin-
mente independientes de F, sea R = {v1,v2,...,v;} (via un reordenamiento), el cual es una
base para aff(F), y completamos esta con una base 8"~ para (aff(P))* para obtener una base
8 para R™. Entonces, en la base £ de todos vertices v; € Vg y todo b € N/_;C; son de la
forma ¥ = (u?,0m %) y b® = (09,b™ 1), respectivamente. Por lo tanto, para toda b € N’_,C;,
culb)=v1-b=...=0v,-b=0.

Inversamente, suponga que ¢i;(b) = 0. En vista de que todos los conos poliédricos normales
incluyen al origen, lo que significa que para cualquier subespacio lineal S, (S\ {0}) ¢ intC;,
parai = 1,...,k, entonces ¢y;(b) > 0, para toda b € UleintCi. Asi, tenemos que el conjunto
nulo N; C U;0C; y 0 € relintN,. Ademads, puesto que N, es un cono poliedral con vertices en 0,
entonces N es una cara del fan normal de U.

Un procedimiento exhaustivo sobre las caras de U descarta todos aquellos que no contiene
0 como candidatos para contener N¢. Por lo tanto, al tomar la faceta F de U tal que si 0 €
F, entonces existe una cara mas pequeia Fy C F que contiene al 0, i.e. una cara de U tal
que 0 € relintFy. Entonces, obtenemos que N. = N!C;, donde los C; son conos poliedrales
correspondientes a todos los vertices de una cara minima Fy de U tal que 0 € relintF.

Finalmente, debido al hecho de que F es un d-politopo con 0 € relintF, entonces la restriccion
de ¢i7(b) a F C aff(F) es definida- positiva, i.e. g = 04 ssi by = 04. Por lo tanto, N. N F = {0}
implicando que N, es un cono. |

Maés generalmente, supongamos que U C R™ es un conjunto convexo y r € R, entonces el
muiltiplo escalar de U es el conjunto rU := {ru:u € U}. Una funcional de Minkowski y : D C
R™ — R es positivamente homogénea (y(Au) = Au(u), para cualquier real A > 0) y una funcién
convexa. Por lo tanto, para un conjunto convexo @ # U C R™, una funcional de Minkowski es
definido por

p(u) :=inf{r>0:uecrl}, (6.7)

y viceversa, si p(u) es cerrado (it [qom-£0p es finito y este es semi-continuo inferiormente), entonces
existe un conjunto convexo unico U # @ tal que U = {u € R™ : u(u) < 1} -un conjunto de nivel.
Una funcional de Minkowski es una generalizaciéon de una norma: i es una norma ssi es finita en
todas partes, definida positiva y simétrica.

Tenemos las siguientes equivalencias ([38], p. 125.): (1) u es finita en todas partes ssi 0 € intU
y (2) es definida positiva ssi U es un conjunto compacto.

Si p es finita en todas partes y definida positiva, entonces su polar y el conjunto polar de U son
definidos, respectivamente, por

B () = sup, o Tty U= {ut € (R™): gt () < 1), (6.8)
donde (R™)* denota el espacio dual de R™.
Entre sf las funcionales de Minkowski polares tienen la siguiente propiedad importante:
u*ou < p*(u*)pu(u), Yu € domu & Vu* € domp”™, (6.9)

donde, u € R™ y u* € (R™)*. La expresion anterior es la "mejor"desigualdad en el sentido de
que no se puede ajustar al reemplazar p o u* por funciones mejores en grandes dominios. En
particular, si 4 es una p-norma, entonces y* es una g-norma (% + % = 1) y la relacién anterior se

reduce a la conocida desigualdad de Holder: u* - u < ||u*||, ||lul|,.
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La funcién soporte de U, denotada por ¢y, es definida como

cu(u®™) :=supu®-u, (6.10)
uel

cual es una funcién positivamente homogénea y convexa, y domgy; es un cono convexo en
(R™)*.

Si 0 € intU, entonces U y su polar U* comparten las mismas propiedades, expresadas en el
siguiente teorema.

Teorema 6.10 U es un conjunto convexo compacto con 0 € intU ssi U* es un conjunto convexo compacto
con 0 € intU*. Por otra parte, U™* = U, y si py p* son las medidas de U y U*, respectivamente, entonces
u* = gy y viceversa.

En el capitulo 3 ilustramos la teoria desarrollada con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 6.11 Si U = [0,7], para ¥ > 0, entonces su funcion soporte es

0, sib<0O,
¢u(b) = max{0,7b} =

b, sib > 0.

Por lo tanto, el conjunto polar U* = ¢;/'[0,1] = {b € R:gy(b) <1} ={b e R: 0 < 1&Fb < 1} =
(—o0,1/7] -un intervalo no acotado con 0 € intU*. O

Ejemplo 6.12 Si U = [0,71] x [0,72], con 7; > 0, entonces su funcién soporte es

F1by + by, si(by,by) € R%
Tobs, si(by,by) € R%

0, si(by,bp) € R%
71b1, si(by, by) € R% _,

cu(by, bp) =

donde R?. | es el primer, ..., y R% _ es el cuarto cuadrante tomado en sentido antihorario, y ¢y (b) es
lineal sobre cada cuadrante. Por lo tanto, el conjunto polar estd dada por

U* = ¢;'[0,1] = {(b1, b2) € R*: gy (by, b2) < 1}
= {(by,by) € R?: (F1by +Taby < 1) & (Taby < 1) & (0< 1) & (F1by < 1)},

que es un conjunto poliédrico no acotado con 0,0) € intU*. Por otra parte, la ley de control con mejor
tasa es w(b) = (r1 signby, 1y signby) . a

Teoria de Lyapunov y Teoria de funciones de Lyapunov de Con-
trol

Consideremos el sistema auténomo:
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donde x es la variable de estado y las componentes del vector n-dimensional f(x) son funciones
Lipschitzianas en forma local de x, definidas para todo x en el dominio D C R". La condicién
de Lipschitz garantiza la existencia y unicidad de la solucién de (1) que satisface la condicién
inicial x(tp) = xp. Una funcién f(x) se denomina Lipschitziana en forma local en un punto xg
si satisface la condicion de Lipschitz: ||f(x) — f(y)|| < L||x —y|| para x, ¥ en un entorno de xo,
donde L es una constante positiva y ||-|| denota una norma en R".
Tenemos que x = x( es un punto de equilibrio del sistema no lineal X = f(x), si f(xg) = 0.
Las propiedades de estabilidad de este punto de equilibrio pueden ser caracterizadas por la
siguiente definicion.

Definicién (Estabilidad de Lyapunov) El punto de equilibrio xo de x = f(x) es

i) estable si para cada € > 0 existe d(e) > 0 tal que

|x (0) —xp|| < &= ||x(t) —xp|| < eparat >0

ii) inestable si el punto de equilibrio no es estable;

iii) asintéticamente estable si este es estable y ademds existe 7 > 0 tal que
[[x (0) — xo|| < = lm x () = xo
t—oo

iv) global asintéticamente estable (GAS) si éste es asint 6ticamente estable para todos los estados
iniciales; es decir, si

lim x (t) = xg para toda xg.
t—o0 () Op 0

Una funcién de Lyapunov estricta/fuerte global V(x) es una funcién V : R” — [0, 0), de clase
C! (R"), que es

i) definida positiva (V(0) =0y V(x) > 0ssi x # 0),

ii) propia; para cualquier ¢ > 0, su preimagen V~!(c) es compacta; o equivalentemente
radialmente no acotada: si ||x|| — oo, entonces V(x) — o0),

iif) y satisface que

Vx#0 V(x)=LgV(x) <0

donde la derivada V(x) sobre las trayectorias del sistema % = f (x) también es escrita como:

AV /dt =VV - f (x)

que representa el producto escalar entre el gradiente de V y el campo vectorial f. Una funcién de

Lyapunov estricta V(x) se usa para probar que un sistema es asintéticamente estable, de acuerdo

a los teoremas reciprocos de Lyapunov clasicos (Kurzweil (1956) & Massera (1949)), obtenemos

el siguiente resultado necesario y suficiente para la estabilidad asintética global de un sistema.
Teorema 1

Consideremos el sistema ¥ = f(x), donde x € R", f : R" — RR" es continua, y f(0) = 0. El
sistema es GAS ssi existe una funcién de Lyapunov estricta global V(x).

Para incluir el caso de estabilidad local no estricta, consideremos V : D — R de clase C!,
definida en un dominio D C R" que contiene al origen, entonces diremos que:

i) V(x) es una funcién definida positiva si V(0) =0y V(x) > 0 para x € D — {0};
ii) V(x) es una funcion semidefinida positiva si V(0) =0y V(x) > 0 para x € D;
iif) V/(

iv) V(

x)es una funcién definida negativa si —V (x) definida positiva;

x) es una funcién semidefinida negativa si —V (x) es semidefinida positiva;
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Teorema 2

Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema ¥ = f (x) ysea V : D — R de clase C!, definida
en un dominio D C R" que contiene al origen, entonces

e Si V(x) es definida positiva y V(x) es semidefinida negativa, el origen es un punto de
equilibrio estable.

e Si V(x) es definida positiva y V(x) es definida negativa, el origen es un punto de equilibrio
asintdticamente estable.

Principio de Invariancia

En caso de tener que V(x) es semidefinida negativa, es posible determinar la estabilidad
asintdtica del origen como lo muestra el siguiente corolario del Principio de Invariancia de
LaSalle.

Corolario: Sea x = 0 un punto de equilibrio de X = f (x). Sea V : D — R una funcién definida
positiva y de clase C' en un dominio D C R" que contiene al origen, y ademas V(x) < 0 para
x € D.Sea S = {x € R": V(x) = 0}. Si la solucién trivial x (t) = 0 de * = f (x) es la tnica
solucion que permanece en S indefinidamente, entonces el origen es un punto de equilibrio
asint6ticamente estable.

En teoria de control, una funcién de Lyapunov de control V(x,u) es una generalizacion de
la nocién de funcién de Lyapunov V(x) usada en el andlisis de la estabilidad de sistemas de
ecuaciones diferenciales.

Ahora, exhibamos un resultado andlogo de estabilidad para el sistema de control (2.1). Una
funcién de Lyapunov de control es ttil para probar que un sistema de control es estabilizable
bajo retroalimentacién, i.e. dado un estado x existe u(x,t) tal que el sistema (2.1) puede ser
“llevado” asintéticamente al origen x = 0 mediante la aplicacion de u(x,t).

Para el sistema de control (2.1) con CVS U C R™. Una funcién de Lyapunov de control (CLF)
V(x,u) [con respecto al sistema y controles con valores en U] es una funcién de clase C* (R"),
k > 1, que es definida positiva, propia y tal que

Vx#0, Juel talque V(x,u)<0

Esta tdltima condicién significa que para cada estado x existe al menos un control u que reduce
la “energia” de V. De forma equivalente

Vx#0, Juel talque inf V(x,u)= inf {a(x)—p(x)u} <0,
uel uel

donde el término B (x) u es un producto interno de los vectores B (x) y u, y las funciones

a(x):= LfV(x) & B(x):=(b1(x),..0m(x)),

con b; (x) := —Lg,V(x), para i = 1,2,...,m, denotan a las derivadas direccionales de V(x) con
respecto a los campos vectoriales f(x) y gi(x), i = 1,2,...,m, que definen el sistema de control
(2.1).

A fin de disefiar controles retroalimentados continuos en 0, en [21], Artstein introdujo el
concepto de la propiedad de control pequefio (SCP): Para cada ¢ > 0 existe una 6 > 0 tal que
la desigualdad a (x) — B (x)u < 0 es verdadera para cierto u con ||u|jgm < € , siempre que
0 < ||x||ge < 0. De manera que tenemos el siguiente resultado necesario y suficiente para la
estabilidad global del sistema de control.

Teorema 2 (Teorema de Artstein, ver [21]):
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Supongamos que el CVS U C R™ es convexo y el lado derecho del sistema de control es continuo. El
sistema (2.1) es GAS mediante un control retroalimentado y continuo u(x) restringido a U ssi existe una
CLF V(x,u) que satisface la SCP.

La objecién principal para aplicar este resultado reside en hallar una CLF apropiada (aunque

hay métodos para construir CLF’s para clases especiales de sistemas!, cf. [Sepulchre et al.] (1997)
y [Malisoff and Mazenc] (2009)).
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