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Introducci on

Las enfermedades infecciosas representan un verdaddstempie de dimensiones globales
en la salud pablica, en su estudio se utilizan modelos n&tteos que describen su evolucion;
tales modelos representan situaciones que soélo diBailense obtendrian mediante observacion
directa o a través de experimentacion. El objetivo de lodefos matematicos aplicados a la epi-
demiologia es proporcionar informacion util para tomecisiones, establecer medidas operativas
en el control o erradicar una enfermedad infecciosa. En ahkpion, las personas susceptibles a
una enfermedad infecciosa cominmente se dividen en peg@elipos que interacttan de manera
mas estrecha, por ejemplo familias, grupos de alumnasiktonsiderar que los integrantes de las
familias interactGan entre si, es posible que se incréamanasa de contactos. Los miembros de un
grupo interactian con uno o mas miembros de otros grupos) en la escuela, el cine, el trabajo,
los centros de diversion, etc., definidos como sitios deiggl o que posibilita que la enfermedad
trascienda entre ellos y avance en la poblacion. El mod@emaomin es € IR que se utiliza en
enfermedades infecciosas de ciclo corto en las que se adduieunidad permanente después de
padecer la infeccion, como ocurre con la rubéola, el spi@mla varicela, las infecciones virales
y el dengue. El principal problema que se presenta en la npayte de los modelos matematicos
es que ignoran la estructura de la poblacion, factor inapdeten la diseminacion de la enfermedad
infecciosa. Lo sobresaliente de estudiar la estructura g@lblacion a través de redes radica en
gue si éstas se encuentran muy conectadas, entoncessseenta el riesgo de transmitir enferme-
dades virulentas y parasitarias. En las redes se desciil#laica de la poblacion a través de los
patrones de contacto. La importancia de estudiarlos en alplag@bn de susceptibles reside en el
hecho de que determina el riesgo de contraer una infedegtos influyen de manera significativa
en la dispersion de una enfermedad infecciosa, motivo Iprra se considera que los contactos
se realizan localmente y a distancia.

Stanley Milgram en 19671[7] realiza un experimento con el cual demuestra que, cComamMuax
necesitamos cerca de seis personas para conectarnos tpneryzersona en el planeta.
Aunque suene incrigie y contraintuitivo las cosas son asi y esto pone de mafufiel alto gra-
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do de “clusterizacion”(clustering) o agrupamiento queigma al mundo social. La “clusteriza-
cionimplica que, por supuesto, todos no conocemos a tpeos vinculando adecuadamente a los
diferentes grupos en que nos movemos podemos llegar a tanrdamialquiera.

En 1997 una fraternidad universitaria inventd un desgtfi®sirvio para construir el llamado “Jue-
go de Kevin Bacon”, que consiste en demostrar que este actdroentro del universo filmico a
través de un simple proceso de mapeo de la conectividadutelarde Hollywood. El resultado de
este experimento es contundente: en un mundo formado puoside miles de individuos, cada
actor esta conectado con cualquier otro en un promedio dedsR]. Watts y Steve Strogat2f],

a partir de estos indicios, rastrean otras redes con s@mita@racteristicas y llegan a conclusiones
idénticas.

Tanto en fendbmenos bioldégicos como en infraestructutéceles, y hasta en el mismo univer-
so de Internet, las propiedades de las redes “mundo petpaBoen estar presentes. Por lo cual
analizaremos el modelo simpk Rde la propagacion de una enfermedad infecciosa en laasial |
interacciones entre los elementos de la poblacion sonmitéesspor una red “mundo pequefio”.

La propagacion toma lugar en una red de este tipo, misma guergmos mediante el modelo
de Watts y StrogatZ[7]. Cada individuo infeccioso tiene contactos con otroscegbmados alea-
toriamente. El objetivo de un contacto es cualquier adiique resulta en la infeccion de un
susceptible a traves de un individuo infeccioso. Una vezugusujeto permanece infectado, se
recupera con cierta tasa. Las tasas de recuperacion eiorfeze asumen como parametros de
distribuciones exponenciales, lo cual puede represenparsmedio de un proceso de Poisson pa-
ra ambos eventos: infeccioso y recuperado. Suponemos Un@ci@m de tamano constantey
entonceN = | + S + R La epidemia se detiene cuando solo hay dos clases de inds/ieh

la poblacion: los recuperados o inmunes y los susceptiBlesumero de individuos infectados
denomina el tamafio de la epidemia.

La interrogante que plantean Fell y Wagner es la siguiendencClas redes que son grandes y
dispersas pueden, a pesar de eso, ser recorridas en muygp@gas o con muy pocas ligas?, al
respecto, Watts y Strogatz determinaron que la red del mpegloeiio es extremadamente eficien-
te. En estas redes para establecer contacto con otras @eesola transmision de una enfermedad
infecciosa, mensaje o sefial, no es necesario conocer sltmlmiembros de la poblacion, si bien
se requiere interaccion eficiente entre ellos. En estagelksconectan algunos vértices cercanos
para conectarlos de manera aleatoria con algunos otros.

En el capitulo 1 presentamos el modelo de Watts-Strogaésgrihimos las propiedades estrucu-
trales de las redes mundo pequefio tales como diameti@astico, coeficiente de agrupacion y
distribucion de grado, propiedades con las cuales esamd@s las subredes que generaremos de
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las redes mundo pequefio.

Uno de los conceptos claves de las redes es que no son Uniea@séructuras estaticas, sino es-
tructuras evolucionando en el tiempo en al menos un dobtalseen primera instancia generando

un “producto”(envio de informacion, toma de decisiongsieracion de poder) y en segundo lugar
produciendo modificaciones en su propia morfologia. Emdef, y en lo que se denomina la era

conectada lo importante es que lo que sucede y como sucpdedietanto de la estructura de la

red como de su historia.

Algunos procesos se realizan teniendo en cuenta a los watias cercanos y no a toda la pobla-
cion implicada, lo cual conduce directamente al problesiardindo pequefio.

En el capitulo 2 se generaran subredes de la red origindiamie el proceso de muestreo de
la misma manera que May y Stumpf relizan el muestreo aleatieriredes]6] y se estudiara la
dinamica evolutiva de dichas subredes. Determinaremias siubredes conservan la misma es-
tructura que la red original y la misma dinamica evolutiedal propagacion de la enfermedad.

En el capitulo 3 explicamos la manera en la que simulareino®deloS IRen una red mundo
pequefo y en las subredes obtenidas de la red mundo pedilefigetivo de un contacto es cual-
quier actividad que resulta en la infeccion de un suscep#élitaves de un individuo infeccioso.
Las tasas de infeccion y recuperacion se asumen como pawade distribuciones exponenciales,
lo cual puede representarse por medio de un proceso de P@iasambos eventos: infeccioso
y recuperado. Asumimos una poblacion de tamano conshaptentoncesN = | + S + R La
epidemia se detiene cuando solo hay dos clases de indivistulaspoblacion: los recuperados o
inmunes y los susceptibles.

En el capitulo 4 determinamos si las subredes de la red muegleeiio son subredes mundo pe-
gueiio mediante las propiedades estructurales antesanadeis, realizamos las simulaciones de
la epidemiaS IRen la red mundo pequefio y sus subredes y determinamos taaiude la epide-
mia en la red mundo pequefio y en sus subredes.

En el capitulo 5 determinamos el nUmero reproductivo enddes mundo pequefio y en sus subre-
des mediante la definicion que propone Hernandez-S{@regpresada en terminos de contactos,
en donddR, es el nimero esperado de contactos que un individuo imfeatiene durante su pe-
riodo de completo de infeccion, definiendo como un contagédquier actividad que pueda causar
la infeccion de un susceptible.
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Capitulo 1
Redes Mundo Pequiao

Suponer una interaccion aleatoria no resulta apropiadapeadelar la propagacion de ciertos
padecimientos. Por ello, a finales de la década de 1990da#ifitos empezaron a interesarse por
el estudio de redes. Estas son (tiles para estudiar landin&n la transmision de un mensaje,
sefial, rumor, fluido, moda o enfermedad infecci@#. [

En la actualidad, las redes se emplean en muchos campos @mdaagrexisten redes sociales,
econdbmicas, neuronales, computacionales, de sistegas@s, y muchas masJ|. En dichas
redes, los nodos o vértices se representan en un circtdeéstde puntos equidistantes, es decir,
los elementos del sistema (seres humanos, empresas sgtanm@nales de computadoras, plantas
generadoras. de electricidad, etc.) y las ligas que los igmasentan las interacciones entre ellos.

Las redes pueden clasificarse en dos principales grupds) segn sus propiedades de conec-
tividad. Las redes exponenciales, en las cuales la disttibude conectividad de los nodos (la
probabilidadP(k) de que un nodo esté conectado a oke®dos) es acotada exponencialmente
y la segunda identificada por redes libres de escala (s&@g-que exhiben una distribucion de
conectividad de ley de potencial].

Dentro de las redes, las mas representativas son lasrsigstie

= Red regular, en la cual cada vértice se comunica coR/@ugértices vecinos.
= Red aleatoria, en la que cada vértice se conecta con tasldstoas con cierta probabilidad.

= El modelo de Watts-Strogatz, esto es, una red intermedia Entegular y la aleatoria en
la cual cada vértice se comunica con K3 vertices vecinos, localizados a su lado (unos
pocos se comunican con vertices lejan@$) [

Todos estos modelos de redes se utilizan hoy en dia padiadautransmision de enfermedades
infecciosas. En particular el modelo de Watts-Strogatznesde los mas usados para modelar la
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transmision de enfermedades infecciosas porque supopatton de contactos mas real, puesto
gue en el mundo real cada individuo tiene contactos con wosiimto de éstos. Por consiguiente,
es razonable asumir que cada individuo se comunica cok gesinos inmediatos y que de los
N individuos, sb6lo algunos de ellos, ademéas de comuniaayeesusk vecinos inmediatos, se
comunican con algunos sujetos lejanos (contactos a digjafitsto significa que el patron de
contactos entre individuos se lleva a cabo bajo una red detimpequeiio, donde cada individuo
se representa por un nodo o vértice y los contactos entigdnds se representan por ligas y la
transmision de la enfermedad puede tener lugar solo adi@de estos nexos.

1.1. Redes con topolag Mundo Pequdio

El fenbmeno mundo pequefio se observd por primera vezadiranlas redes de relaciones
sociales entre individuos. En este caso, los nodos comdspoa las personas que integran una
comunidad y los enlaces corresponden a las relacioneslabar afectivas entre los individuos.
Después de un analisis estadistico basado en basesodadddt poblacion de EE.UU., Milgram
[17] y posteriormente Kocherllp] concluyeron que, en promedio, existen seis grados deaepar
cion entre cualesquiera dos personas en EE.UU. Esto smqifie si elegimos dos personas al azar
de la poblacion de EE.UU. muy probablemente se encontratacionadas, en promedio, a través
de soOlo seis personas. Este hecho captura la esencia deldan mundo pequefio. En una red
de este tipo, la distancia promedio entre cualesquieragpaodos, es decir, el nUmero de enlaces
gue separan a los nodos, es mucho menor que la que corregpondeed del mismo tamafo. En
las redes con la caracteristica mundo pequefio, existeamsenos internos que generan enlaces
de largo alcance entre nodos fisicamente muy alejados shtPara cuantificar esta propiedad,
consideremos la siguiente definicion:

Definicion 1.1.1. Sea U una red consistente en n nodos conectados entre samtediristas,
entonces, la distancia promedientre dos nodos, se define como el promedio de las distaljcias
entre cada par de nodos iy |. Esto es,

1 n n

2
==

) (1.1)

Consideremos a un sistema como una red dedos, los cuales representadinamicas loca-
les, yk enlaces entre ellos, los cuales esquematizan las interasciSi consideramos una interac-
cion de corto alcance, los nodos de la red estan enlazattbe@ sus vecinos inmediatos y todos
los nodos tienen el mismo nUmero de conexiones. Esta asiaude conexiones se conoce como
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estructura periodica o regular

Existen, sin embargo, redes en las cuales la distribu@aodexiones no presenta una estructura
regular.

Una de las redes con estas propiedades estudiada reciatdessela red WWW (World Wide
Web). En este caso, los nodos de la red son los documemdbissftey los enlaces son las ligas
entre ellosl{nks). El tamafo de esta red es gigantesco (800 millones de rodb399).

Los trabajos de Albert, Jeong y Barab&i mostraron que la estructura de conexiones de la in-
ternet es distinta a la estructura periodica.

Otro ejemplo con una estructura de conexiones distintaegialar, se encuentran en los estudios
realizados por Amaral et alfl] en referencia a la red neuronal del gusano nema@akmorhab-
ditis elegansEn este caso los nodos corresponden a las neuronas y lossotaresponden a las
sinapsis entre ellas.

La graficas son usadas para representar todos los tipodete donde los vértices representan los
elementos de la red (personas, animales, terminales deutonguganizaciones, ciudades, etc.)
y las aristas representan alguna interaccion predefimitte s elementos conectados (amistad,
relacion presa-depredador, conexiones, alianzas deiosgoarreteras, etc.).

Definicion 1.1.2.Una grafica G consiste de un conjunto no vacio de elemenamsablos vértices,
y una lista no ordenada de pares de estos elementos, llansaas. El conjunto de vértices de
la grafica G es denotado por(@), y la lista de aristas de G es denotada pof@}. Siiy j son
vértices de G, entonces una arista de laformaij se dice gnectaaiy a j.

El nUmero de veértices evi(G) es llamado el orden de la grafica denotado ppi (el nUmero
total de aristas e&(G) es llamado su tamaindA) [26)].

Para una grafica no dirigida, el tamafio maxiMode E(G) = @ corresponde a una grafica
totalmente conectada (grafica completg][ Una grafica que no esta totalmente conectada tiene
M < @

El nUmero de aristas que inciden a un vértices llamado el grado de y se donota pok,.

Un estadistico al que frecuentemente nos referimos eadbgromedio de la grafida Asi, para

una grafica no dirigidak cuantifica la relacion entne'y el nUmero total de aristas en la grafica,

M = ”—2k [26]. El efecto correspondiente énde que una grafica no este totalmente conectada es
gue se debe de cumplir gkex n. Una grafica en la cual todos los vértices tienen exacttaradn
mismo gradd es llamad& — regular o simplementeegular.
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Definicion 1.1.3.Una d-gréafica es una grafica simple no dirigida que es sim@aina grafica
Euclidiana de dimension d en la que cada vértice v es candeck sus vecinos; y W, por

[(v—i%)+n] (mod 1,
(v+i%) (mod n

Ui

Wi

dondel <i<k/2,1<d <dyk> 2d.

De esta manera unkgraficaconk = 2 es un anillo, un@-graficaconk = 4 es una red
cuadriculadada en dos dimensiones, etc.

Figura 1.1.1: Ejemplo de una 1-gréafica dos 4.

Figura 1.1.2: Ejemplo de una 2-gréafica dos 4.
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Figura 1.1.3: Un s6lo vértice de una 2-grafica &cn 8.

Las redes de interés para nosotros tienen muchos véctcesonexiones dispersas, pero sin
estar desconectada. Especificamente requerimas guk > In(n) > 1, dondek > In(n) garan-
tiza que una grafica aleatoria sera coneija [

Un teorema de Erdds y Rényd][garantiza que “casi cualquier’grafica aleatoria que dangpe
k> ﬁ(ﬂ) (equivalente & > In(n)) sera conexa (estara conectada). Irdnaita, es suficiente pedir

quek > 1y verificar que se generan graficas conexas.

1.2. Modelo Watts-Strogatz

Puesto que las redes con estructura de anillo tienen uradigtpromedio entre nodbeelati-
vamente grande para redes con dimensiones consideralaliées W8trogatzq7], han propuesto un
modelo para generar una red con la estructura de anilloguerexhiba la propiedad de distancias
promedio entre nodos pequeiias, es decir, la propiedadoymarliefio. Watts y Strogatz proponen
un modelo genérico que involucra un proceso estocasticn €onstruccion, el cual se describe a
continuacion:

Consideremos una-graficade n nodos con forma de anillo en la cual cada nodo esta conecta-
do a sus primerok vecinos § a cada lado), reubicamos de manera aleatoria cada aristarele |
con probabilidadp, es decir, cada arista de la red se mueve de ubicacion patarsctada con
otro nodo elegido al azar, usando el siguiente algoritmo:

1. Elegimos un vérticey la arista que conecta a éste con su vecino mas cercanatihosge
las manecillas del reloj(i + 1).

2. Generamos un nimero aleataxientre cero y uno. S > p, entonces la arista, { + 1) no se
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altera. Six < p, entoncesi(i + 1) se borra y se reubica tal ques conectado al vértige el
cual es elegido uniformemente de manera aleatoria deldetzrtices de la red (excluyendo
autoconexiones y la posibilidad de que existan conexictidas).

3. Cuando todos los vértices han sido considerados unaMazncedimiento se repite para las
aristas que conectan a cada vértice con sus vecinos n@osi,i + 2), etc. En total'g
vueltas son completadas, hasta que todas las aristas éfitadran sido consideradas para
redireccionarse exactamente una vez.

Este proceso introdudé‘ enlaces entre nodos distintos. Variando el parametta estructura de
conexiones de la red transita entre un estado ordenado lar¢gu= 0) hasta un estado de cone-
xiones distribuidas aleatoriamenie<£ 1) como se observa en la figuda2.1

Mundo Pecueiio Aleatona

Figura 1.2.1: Evolucion de una red regular a una red alieatr funcion del parametrp. El
numero de nodos en la red es- 20 y el grado de cada nodo ks- 4. Para los valores de = 0

se obtiene una red regular y pgra= 1 una red aleatoria. Entre los dos extremos aparecen las
[lamadas redes mundo pequeiy/][

Los resultados obtenidos al aplicar el mecanismo Wattsg&dte a una red con forma de anillo
[27], indican que, a medida que — 1, el grafico de la red converge a una red aleatcﬁjizy[l_
escala en forma logaritmica con el tamafio de la red de doEr ~ logN. Por otro lado, para
p— 0, | ~ N, en semejanza con lo que sucede en las redes periodicas.

Watts y Strogatz fueron los primeros en proponer un modeta ganerar una red mundo pe-
guefo, aungque con el tiempo han surgido variantes de estegpaerar redes de este tipo. Una
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de las variantes del modelo Watts-Strogatz que preserveofaeoalad mencionada y que ha co-
menzado a ser investigada intensivamente por diversoggrerplos Gltimos dos afos se debe a
Newmann y Watts19], [27]. En el modelo original de una red mundo pequefio de Wattsor St
gatz, la reubicacion de los enlaces entre pares de noddisartgposibilidad de que ciertos nodos
gueden aislados de los demas, es decir, completamenteneetsados. En la variante propuesta
por Newmann-Watts, esto no ocurre puesto que en lugar déeceedbs enlaces entre nodos, el
mecanismo consiste en afadir conexiones entre pares ds.nod

1.3. Propiedades Estructurales

Las propiedades estructurales mediante las cuales estndig la redes mundo pequefio y sus
subredes generadas mediante muestreo seran: Diametctecestico, coeficiente de agrupacion y
distribucion de grado.

1.3.1. Dametro caracteristico

Uno de los mas importantes estadisticos para caraatenaaed mundo pequefo considerado
agui es etliametro caracteristico (L(G))que mide la distancia tipiad(i, j) entre dos vértices de
la grafica. Esta es una propiedad global de la grafica.

Como distancia nos referimos simplemente al nUmero ndienaristas (en el conjunto de aristas)
por las que se puede llegar del vértica vértice j, es decir, es léongitud de camino mas corta
entrei y j.

Definicion 1.3.1.El diametro caracteristico ()de una grafica es la mediana de las longitudes
promedio de caminos mas cortos que conectan cada véerticé(6) con todos los otros vértices.
Esto es, calcular ¢, ))Vj € V(G) y encontrard, para cada v. Entonces definimos L como la
mediana ded,} [26].

Paran > 1000 el calculo computacional d€G) por la definicibn1.3.1es menos eficiente que
el método proporcionado por Huber (1996Y]. De acuerdo al método de Hubdres calculado
para un subconjunto de vérticeseleccionado de manera aleatoria.

Debido a que el diametro caracteristico para graficasonexas es infinito, solamente conside-
raremos graficas conexas, es decik 86 el nUmero de aristas en una realgl nUmero de vérti-
ces, entoncels > In(n) [4].

Programa: Diametro caracteristico.

19



1.3.2. Coeficiente de agrupadn

La idea de vecindad es también usada aqui para cuanti§itatisticamente las redes mundo
pequefio, llamandosmeficiente de agrupaciéte una grafica. El cual mide el nivel de agrupa-
miento de los nodos.

Al contrario de otros parametros (i.e. el diametro camastico) el coeficiente de agrupacion es
una magnitud de naturaleza local, es decir, un paramey calculo requiere, simplemente, un
barrido y recuento de las zonas proximas a cada vértice@ahdario en este caso) con indepen-
dencia de la topologia genérica de la red.

En el calculo del coeficiente de agrupacion se considegasgun vérticev tiene conexiones a
vértices, cuando cada uno de estos se conecta a los etfhsntonces el valor dg,es maximo.
C, es la proporcion de ligas que unen a vértices comunes auyparcular, en relacion al nUimero
total de aristas que unen esos vertic&g].[C, esta dado por la siguiente expresion:

C, = nimero _de aristas entre loséxtices vecinos del értice v
v nimero naximo permitido de aristas entre los vecinos déftice i

Generada una red mundo pequefio con cierto yaloalcularemos el coeficiente de agrupacion
C(p) de dicha red.

Definicion 1.3.2. La vecindadI', de un vértice v es la subgrafica que consiste de los vértice
adyacentes (conectados) a v (no incluyéndose v miskah) [

Definicion 1.3.3. El coeficiente de agrupaciéi€C(p) es el promedio de Csobre todo v. Ges el
coeficiente de agrupacion para cada vértice v de la grafita@onces:

C(p) =Cy (1.2)

con

C,= |Erv|/( k2 ) (1.3)

donde k es el nUmero de vecinos de v.
. : . K , . .
|[E(I'y)| es el nUmero de aristas en la vecindad de(vg es el numero total de posibles aristas

enl, [26].

Programa: Coeficiente de agrupacion.
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[E(T)| =4 Oy =4/15

Figura 1.3.1: El coeficiente de agrupact@ypara el nodw, es igual al nUmero de aristas existentes
entre los vértices vecinos gaue en este caso es 4, entre el nUmero maximo de aristasigde p
existir, que en este caso es 15.

En la figura 1.3.1, observamos un ejemplo del calculo del coeficiente de agrap para el
vérticev, donde por la definiciorl.3.3 el coeficiente de agrupacion para este nodo es:

4
Cv= T

1.3.3. Dametro caracteristico y coeficiente de agrupaéin

Si, dada una red de ordéhy gradok se traslada con una probabilidadada una de las aristas
de la red del lugar de origen a otro punto de la red escogidordeafaleatoria, se obtendra como
resultado una serie de familias de redes cuyas caratasisivolucionaran en funcion del parame-
tro p. De este modo parp = 0 la red resultante coincidira con la red inicial (i.e. uad con un
coeficiente de agrupacion y un diametro caracterisieeados mientras que para el vajpe 1
obtendremos redes completamente aleatorias, o lo que eisroonredes con un coeficiente de
agrupacion y un diametro caracteristico reducidos.ddemodo puede preverse, tanto para el coe-
ficiente de agrupamiento como para el diametro caratitarjgsunciones monoétonas decrecientes
en funcion del parametrp.

Ahora bien, cada una de las curvas dibujadas en la fifjlB&sigue una pauta particular de decre-
cimiento (mucho mas rapida en el caso del diametro caniatito), de modo que existen valores
de p (alrededor dep = 0.0001) para los cuales, mientras el coeficiente de agrupaetmanece
aproximadamente constante e igual al valor inicial, eingitio caracteristico puede haber dismi-
nuido sustancialmente, alcanzando cotas por debajo de“ndedvalor inicial. Asi en medio del
espectro entre las redes regulares y las redes aleatoaigxapna familia de redes que de un lado
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responde a un factor de agrupacion alto, igual que las redesares, y de otro lado a un diametro
caracteristico reducido, como corresponderia a unaleadiosia, satisfaciendo en fin de cuentas
las caracteristicas de las redes mundo pequefio.

Este contraste entre la velocidad de reduccion del diapd un lado, y el decaimiento del factor
de agrupamiento, de otro, es fruto, de los efectos no lineple la traslacion de las aristas tiene
sobre los parametros de distancia de la red.

Mediante el modelo de Watts-Strogatz con valores pequdégsgeneramos redes mundo pe-
gueiio las cuales con las dos propiedades estructuralesanadas anteriormente se comportan
como se muestra en la figura 3.2
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_ . ]
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Figura 1.3.2: Curvas normalizadas del diametro caretiev’L(p) y el coeficiente de agrupacion
C(p) para las familias de redes descritas en la figirad.1en funcion del parametrp (dibujado
en escala logaritmicaf].

Sip — 0, entonce€ ~ 3/4, pero sip — 1, entonce€ ~ Crangom ~ K/N[27].
Sip — 0, entonces ~ n/2k > 1, pero sip — 1, L =~ Liangom ~ IN(N)/IN(K) [27].

Observamos que las redes mundo pequefio tienen un altoieotfide agrupacion como las re-
gulares pero un pequefio diametro caracteristico cosnaléatorias.

La figura 1.3.2es el promedio de 20 realizaciones aleatorias siendo nizadak los valores por
L(0) y C(0). Teniendo las graficdd = 1000 vértices ¥k = 10 aristas por vértice.

Notemos que una escala horizontal logaritmica se obsamneagh rapido decaimiento dr{p) lo
cual corresponde al fenbmeno mundo pequefio. DurantedestémientoC(p) permanece casi
constante como una red regular, indicando que la tramsiita red mundo pequefio casi no se
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detecta.

Dada la simplicidad con que puede ser definida una red mungleefie Watts y Strogatz ana-
lizaron diferentes tipos de rede&7] esperando encontrar pautas similares a las obtenidasicon s
modelo probabilistico. En la tabld. 1 se muestran las medidas obtenidas sobre tres tipos de redes.
Asi, Watts y Strogatz tomaron como primer modelo el sisteeraioso de la especi@aenorhab-
ditis eleganggusano nematodo de un milimetro de longitud y provisto nl@parato nervioso
sencillo y simple de analizar), en el que los vértices rggmean neuronas y las aristas conexiones
sinapticas. El orden de la red asociado al sistema neréssn esta especie 8i&= 282 vy el
grado medio (i.e. el grado promediado de cada uno de log®grtigual &k = 14. En segundo
termino se analizo la red de colaboraciones cinemaficgsade los EE.UU. en el cual los vértices
son actores profesionales y las aristas participacionesenismo filme. En este caso el orden
de la red resultante fue dé = 225226 vértices y el grado medio He= 61. Finalmente, Watts y
Strogatz estudiaron la red de distribucion de una comapelctrica de la zona oeste de los Estados
Unidos, en la que cada transformador o subestacion séasaitao un véertice y las lineas de alto
voltaje que las unen corresponden a las aristas de la réendese una red dé = 4941 vértices

y k = 2.67 aristas en promedio.

| L la| C Ca |
Red de actores 3.65 2.99| 0.79 0.00027
Red eléctrica| 18.7 12.4| 0.080 0.005
C. elegans | 2.65 2.25| 0.28 0.05

Tabla 1.1: Relacion entre el coeficiente de agrupaCigrel diametro caracteristidode las redes
descritas frente al coeficiente de agrupadry el diametro caracteristido, de las redes alea-
torias correspondientes. Puede verse como, en efectos éresocasos el diametro caracteristico
se aproxima bastante a la de la red aleatoria, mientras quoeftiente de agrupacion es varios
ordenes de magnitud mayor.

Como se observa en la tablh1, en los tres casos se obtuvieron medidas similares a las es-
timadas para una red mundo pequefio. Esto es, un diameaciarastico relativamente pequefio
(siempre en comparacion con la medida esperada en unaeggdréd del mismo numero de veérti-
ces y aristas) frente a un coeficiente de agrupacion, metiglavés del factor de agrupacion,
mucho mayor que el agrupamiento de la red aleatoria comelsgate.

Mas adelante, el mismo esquema ha sido descrito en redéstidéadpbrocedencia, como por ejem-
plo, la red de relacion de Paul Erdds (que mide la distadeiana matematico dado a Paul Erdos a
través de conexiones que designan articulos firmadoslabaracion P3]) y también en la world
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web [22]. En estos casos es frecuente que vértices adyacentes&tioe \dado sean a su vez
adyacentes entre si, siendo el coeficiente de agrupacigareral elevado, mientras que por otra
parte se producen con frecuencia conexiones entre zonaseatkdistantes desde un punto de vista
geografico, lo que se traduce en un diametro caractarigducido (considerando como hemos
visto en términos relativos a una red aleatoria con el mistmoero de vértices y aristas).

1.3.4. Distribucion de grado

Recordemos que el grado de un vértice en una red es el nidmengstas que inciden a cada
vértice, es decir, el nUmero de vértices que estan tades a cada vértice.

Una red no dirigida con vértices yk aristas es caracterizada por un grado promedio:
< k>=2k/n

donde<> denota el promedio. Definamdé% como la fracciobn de vértices en la red que tienen
gradok. Equivalentementel, es la probabilidad de que un vértice escogido uniformeenaht
azar tenga gradk.

Una grafica dé>, para cualquier red dada se puede realizar haciendo un tastagle los grados
de los veértices.

Este histograma es tistribucion de gradale una red.

Definicion 1.3.4. La distribucion de gradbde una red es una funcion que indica la fraccion de
nodos R que tienen grado k.

La distribucion de gradBy, da la probabilidad de que al seleccionar un nodo tengaaxacite
k aristas. Conociendo el graltae cada nodo en la red, entonces tenemos el nUmero de Xi@dos
con graddk.
La funcion de Distribucion de grad®(k) es dada por:

donden es el nUmero total de nodos en la red.

Diferentes tipos de redes tienen distribucion de grB(l9 diferente. Asi la forma de la distri-
bucion de grado nos permite distinguir entre diferentased de redes.

Programa: Distribucion de grado.
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En una red de tipo aleatoria estudiadas por Erdos y R&hyj 1], [8], cada arista esta presen-
te 0 ausente con igual probabilidad, y aqui la distribn@é grado es, binomial o Poisson en el
limite de una red grande.

P(k =K) = Cq P - p)" "

Las redes del mundo real tienen una distribucion de gradamsemejante como las redes aleato-
rias. Lejos de tener una distribucion de Poisson, los graédos vértices en la mayoria de redes
son altamente sesgadas hacia la derecha.

Para las redes de libre escala, su distribucion de gradoeseley de potencias]
P(k) ~ k27

donde el parametrptiene que ser mayor que cero para asegurar una conectiviolaegio finita

(k). Este tipo de distribucion implica que estadisticameati&a nodo es probablemente significante
de tener un nUmero muy grande de conexiones comparado condatividad promedio de la red
(k). En términos de la distribucion de grado entre nodos es@los la diferencia entre una red
periodica en forma de anillo y una red con estructura tamdg anillo pero con la caracteristica
mundo pequeiio.

Consideremos una red en forma de anillo constituidanpwydos conectados a primeros vecinos.
Si hacemos que el nodo 1 se enlace al no@mtonces la red esta representada por un anillo de
n nodos cork = n enlaces a primeros vecinos. En este caso el grado de distribde la red
corresponde a la funci@®(k) = §(k — 2). Debido a la estructura de conexiones regular, el nimero
de enlaces entre dos nodos cualesquiera se incrementa@omadmente al tamafo de la red.
Entonces, para una red regular con esta estrudtura, Sin embargo, esto no ocurre en las redes
con topologia mundo pequefio, la red del internet y la regdamal del nematodo C. elegans. En
estos casos, los analisis muestran que, ademas d&(kjueene una forma distinta a la de una red
regular, la distribucion de grado entre notlescala en forma logaritmica con n, es dé_c#,log n,
(Albert y Barabasi, 2002)1], haciendo que la distancia promedio entre pares de nodeslseca
notablemente alin cuando las redes puedan contener umangraade de nodos. De acuerdo a lo
anterior, las redes reales consideradas presentan losrdggirasgos fundamentales:

= Las redes estudiadas poseen una estructura interna em ¢adaanoda tiene un nimerd,
de aristas, no necesariamente igual para todos. La fradeiimodod$® que pose& enlaces
sigue, en los casos observados, una ley de potencias del tipo

P(k) ~ k™ (1.4)
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siendo este el mismo para algunos sistemas.

= Dentro de la red se establecen conexiones de largo alcatreenedos fisicamente alejados
entre si, originando que la distancia promddiea pequefia en comparacion con la distancia
promediol en redes del mismo tamafo con estructura periodica de.anil
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Capitulo 2
Muestreo

La mayoria de los estudios de redes se han hecho en pecuditasles de la red original,
Stumpfy May [L6] trabajan con redes scale-free y estudian propiedades dstraa aleatorio en
redes de este tipo. El proceso de muestreo aleatorio paredes mundo pequefio lo realizamos
de la misma manera que May y Stumpé].

2.1. Muestreo aleatorio de redes

Empezamos tomando en cuenta unaRetk tamafd\ (podriamos considerar qud — o)
con una distribucion de grade(k). Podemos enfatizar que la distribucion de grado de unawed
es suficiente para caracterizar una red, pues diferentes pe@den tener la misma distribucion de
grado. La distribuciobn de grado es sin embargo, una de ¢tgmaatades de una red mas comunmen-
te estudiada (seguida del coeficiente de agrupacion yaelatro caracteristico), y por tanto nos
centraremos en él.

El proceso de muestreo que consideraremos es el siguiesde: ido en la re® es incluido

en la subred con probabilidad) y queda fuera de esta subred con probabilidadd)l(en el caso
de redes de interaccion de proteinas, este procescappdr ejemplo, corresponder a la prueba
para interacciones entre un subconjunto de proteinas erganismo). Para redes finitas, el valor
esperado de la subred EEM] = ng con varianzad/ar[M] = ng(1 - q).

De la figura 2.1.1, es evidente que una subr8dgenerada a partir del muestreo puede ser sus-
tancialmente diferente a la red toRlTeniendo asi mas de una subred.
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Figura 2.1.1: Proceso de muestreo en redes: Cada nodo esigedelo de manera aleatoria con
probabilidadq para ser incluido en la red y solo las aristas entre nodgsdele en la subred son
consideradas. Los nodos aislados seran eliminados deVa subred pudiendo tener mas de una
subred.

Mas precisamente, se&(k) y P*(k) las distribuciones de grado de las re®sS respectiva-
mente.
Si definimosP(k) en términos de su funcién generadora de probabilidadFjR&s), entonces:

[ee)

G(s) = Y P(i)s (2.1)

i=0

dondeP(i) es la probabilidad de que un vértice de gradea escogido de la red totél(k) es
entonces la k-ésima derivada @G€s);

P(k)

_i[d"G(s))
Sk ds )

Decimos que la funcié@(s) genera la distribucion de probabilidexk).

Notemos que al realizar el muestreo, no podemos tener nagfahos o no conectados, en-
toncesP(0) = 0.
Si los nodos de la subred son seleccionados de manera eeatdonces la probabilidad de que
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un nodo de gradoen la red total pueda estar conectado a otroedos k < i) en la subred es

dado por la formula binomia[, :( ) p“(1 — p)'~%. Conp la probabilidad de muestreo. Entonces,

(o)

PR =) P(i)[ ) ] P p)* 2.2)

i~k
Se sigue entonces gue la funcion generadora de probabjilata la subre@*(s), tiene la siguiente
forma simple:
[
k

SRH) Y ( . )(sp)k(l— -

i O<k<i

G'(9) ) (1 - p)7P()

1l
e
.

> .@-p+p9

i=0

G(1-p+p9y

G(L- p(1-9). (2.3)

Para redes donde no son permitidos nodos huérfanos, esdidexiek = 0 no existe, normalizamos
la distribucion de la subred después de descartar lossrtagirfanos que se crearon por el proceso
de muestreo, y entonces obtenemos

G'(9)

C > PRI -q(1- 9
k=1

G(1-91-9)-G1-p)

1-G1-0 (2.4)

Aparentemente la funcion generadora de probabilidad dedariginal descrita por la ecuacion
2.1y la de la subred descrita por la ecuaci@rBo 2.4, podrian en general no describir distribu-
ciones de grado similares para la distribucion de grada dalired muestreada, para pertenecer a
la misma familia de distribuciones, se requiere que

G'(s Q) =G(s Q), (2.5)

dondeQ y Q' son parametros que describen las distribuciones. De kci#ou(2.7) y (2.10) se
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sigue que
G'(sQ) =G(1-(1-0)sQ)=G(s Q). (2.6)

Sin embargoP(k) y P*(k) tienen la misma distribucion de grado (aunque, por supuesn la
conectividad promedio reducida por la probabilidad de rimees)) para distribuciones de grado
binomiales positivas y negativas. Estas distribuciongesentan una clase grande de distribucio-
nes, incluidas la de Erdos-Rény] [(alternativamente llamadas aleatorias clasicas o Ba)jsg
redes exponenciales.

Para redes mundo pequefio, partimos de una red de este éjgeaeramos mediante el algoritmo
de Watts-Strogatz. Cada nodo en la red mundo pequefio aglimen la subre® de manera alea-
toria con probabi- lidad) y queda fuera de la red con probabilidad f. Solamente las aristas de
los nodos incluidos son incluidas en la subred. Los noddesdas son eliminados.

Tomemos en cuenta que dependiendo del valay skra el nimero de subredes que tendremos.

Solo para algunos casos especiales la subred muestredeh ragsmo tipo que la red original
completa.

g = 1 significara que la todos los nodos de la red original solmiidas a la subred, teniendo la red
original.

Los nodos aislados después del muestreo son eliminades Jgpsubred mas pequefia que pode-
mos tener sera de dos vértices con una arista, esto depelndiel valor dej.

May y Stumpf discuten las propiedades de muestreo de labdisibn de grado de una red scale-
free [16].
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Capitulo 3
SIR en Redes Mundo Pequieo

El modelo de Watts-Strogats, esto es, una red intermedimssagdescribe en el capitul®1
entre la regular y la aleatoria en la cual cada vértice seuo@a con suk/2 vértices vecinos,
localizados a su lado (unos pocos se comunican con véleEa®s), es uno de los mas usados
para modelar la transmision de enfermedades infecciasasi@ supone un patron de contactos
mas real, puesto que en el mundo real cada individuo tiemcims con un subconjunto de éstos.
Por consiguiente, es razonable asumir que cada individeorsenica con suk vecinos inme-
diatos y que de los individuos, solo algunos de ellos, ademas de comunicanseusk vecinos
inmediatos, se comunican con algunos sujetos lejanosa@imista distancia). Esto significa que el
patron de contactos entre individuos se lleva a cabo bajoeshdel mundo pequefio, donde cada
individuo se representa por un nodo o vértice y los consaetdre individuos se representan por
aristas y la transmision de la enfermedad puede tener $@d@a través de estos nexos.

El anélisis de este tipo de redes es fundamental a la horaatiear por ejemplo estudios epi-
demioldgicos. Si el patron de contagio de una enfermedaiheple, es decir, si basta con que un
nodo tenga un vecino infectado para que con cierta prodadilse infecte también, la difusion
de la enfermedad puede entenderse y predecirse facila@ateir de las propiedades topolégicas
de la red. En patrticular, resulta evidente que la presercenthces largos (i.e., conexiones entre
partes de la red que estarian de otra forma a relativa gstandia) y de concentradores (nodos
con elevada conectividad) favorecen mucho la difusibmtieciones simples asi definidas.

3.1. Modelo SIR

El brote de Ebola del afio 2000 no alcanz6 a transformargauetemia por el mismo modus
operandi letal del virus. En efecto, la tasa de mortalidadi¢cida es tan elevada y su tiempo de
accion tan escaso que no ofrece tiempo para que sus Véamaesplacen a centros urbanos pobla-
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dos e infecten a una masa demografica mayor. Sin embargosodi planetaria de virus como el
VIH, de etiologia prolongada y accion mas gradual, sepgnnuevo tipo de desafios al combinar-
se con las tecnologias de transporte del siglo XXI, ya gsi@iletimas expanden dramaticamente
su rango de accion y pueden llegar a contagiar a persondsodhdo del mundo con absoluta
facilidad. ¢ Como pueden comprenderse estos procesogdrsedn epidémica con el auxilio de
la teoria de las redes mundo pequefio? Diversos atribubtassolo un rasgo, parecen ser entonces
la clave para la comprension de la tasa de expansion g égitos virus biologicos. Algo similar
puede decirse de la difusion de virus artificiales en Irdern

¢Mediante qué mecanismos y condiciones un pequefio leatenvierte en epidemia en la red
mundo pequeio y en sus subredes? Esta parece ser la preguaaental que intentamos con-
testar aqui, y recurrimos, en principio, a la teoria emigdédgica clasica conocida como modelo
SIR (Susceptibles, Infecciosos, Recuperado) para situestro procedimiento explicativo. Este
modelo, planteado en sus inicios por los matematicosailiKermack y A.G. McKendrick, pres-
cribe la trayectoria incremental de una enfermedad de uroresthndar. Los contactos se presu-
men al azar y en las etapas iniciales la poblacion contagiagequefia y la tasa de crecimiento
es muy lenta. Sin embargo, si la densidad de infectados gn@$@asta sobrepasar cierto umbral
critico, se inicia la fase de crecimiento explosivo en la tptasa de infecciosidad alcanza su
maxima virulencia (explosive phase). Luego de sobrepassit momento la tasa de infecciosidad
decrece hasta desaparecer ya que se hace sumamenteeddaritrar mas victimas, y aqui nos
encontramos con la fase de extincion.

En contraposicion a este modelo regido por contactos a) aaa preguntamos como actlia una
epidemia en una red mundo pequefio y en sus subredes.

Supongamos una poblacién de tamadfianicialmente sana, en la cual se introduce un cierto
namerol de infectados. El objeto de estudio de la mayor parte de esboelos lo constituyen
individuos vinculados con su entorno generalmente cadtitpor los vecinos mas cercanos. La
interaccion con sus vecinos es modelada matematicamefidema abstracta y despojada de todo
aspecto psicologico o social, y esta asociada al hechoelegla proximidad espacial entre dos
individuos a los cuales un sujeto podra transmitir o de l@des podra contagiarse la enfermedad.
Dependiendo del tipo de enfermedad, los individuos puedsaror los siguientes estados:

= Susceptibles (S), estado en el cual el individuo puede sgagi@ado por otro agente que
esté infectado.
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= Infectado (I), estado durante el cual se halla infectadogdpuwademas infectar.

= Recuperado (R), estado durante el cual el individuo no poeser infectado por haber ad-
quirido inmunidad (temporalmente o permanentemente)ectar (por haberse recuperado
o haber pasado la etapa contagiosa de la enfermedad).

ConS(t), I(t) y R(t) como el nUumero de individuos en cada clase o estado sumslersiguiente:

1. Laganancia en la clase infectada es un tasa proporciamaieero de infectados y suscepti-
bles, que esBS 1, dondeB > 0 es una constante. Los susceptibles son disminuidos an est
tasa.

2. Latasade recuperacion o la tasa individuos infectadese han recuperado es proporcional
al nUmero de individuos infectados, questsdondeu > 0 es una constante.

3. El periodo de incubacion es bastante corto tan asi gegepser insignificante, es decir, un
susceptible que contrae la enfermedad inmediatamentdestado pudiendo infectar.

Cada individuo de las distintas clases tiene la misma pitibath de estar en contacto con los
individuos de las otras clases.
Entonces el modelo que describe lo anterior es el siguiente:

ds
5 - Sl (3.1)
di
5 = ASl-ul. (3.2)
dR

dondes > 0 es la tasa de infeccionuy> 0O es la tasa de recuperacion. Este es el modelo clasico de
Kermack-McKendrick (1927)18]. Este es el modelo con el que trabajaremos.
El tamafio de la poblacion es constante

dS dl  dR _

Trata=0 =  SO+IO+RO=N (3.4)

dondeN es el tamafio total de la poblacion. Asil y R son todos acotados pbit. La formulacion
matematica del problema epidémico es completada cuaardosilas condiciones iniciales,

S(0) = Sp>0, (3.5)
1(0) = lg>0, (3.6)
R(O) = O. (3.7)
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Ahora surgen las siguientes preguntas:

¢cDad®s, u, Sp e lg, la infeccion se puede propagar?, ¢,como se desarrot@nalcurrir el tiempo?
y ¢cuando empieza a decaer?.

De (32)

d
[d—'t]o ~ 10(BS0 - ) (3.8)

SiSy > g = p, entonces la ecuacion (3.8) es positiva, f&a< g = p la ecuacion (3.8) es negati-
va. De (3.1)22 < 0, S < Sy, entonces sB < 1/,

dl
i 1(BS — 1) <0 para toda t> 0, (3.9)

lo > I(t) - 0 cuanda — oo y asi la infeccion desaparece, es decir, no ocurre unaeed

SiSy > % entonced (t) inicialmente se incrementa y se da una epidemia. El t&rrapidemia
significa qud (t) > |, para algur > 0.

El parametro criticp = g es algunas veces llamada la tasa relativa de eliminaciarrgcsproca
o(= 5’) es la tasa de contacto de la infeccion.
Escribimos
Ry = BSo (3.10)
Ju)
dondeR, es el numero reproductivo basico de la infeccion, estelesimero de infecciones se-

cundarias producidas por una infeccion primaria en ungapin susceptible.

%, es el periodo promedio de infeccion. Si mas de una inéecsgcundaria es producida de una
infeccion primaria, esto e®, > 1, claramente resulta una epidemia.

3.1.1. Nimero reproductivo basico

El principal parametro utilizado en epidemiologia es@hero reproductivo basic®,, defi-
nido como el numero promedio de infecciones causadas pmdividuo infeccioso cuando éste
es introducido a una poblacion de susceptibles duranterapb en el cual es contagioss).|
Hernandez-Suare®] propone otra definicion dBy y la expresa en términos de contacteses
el nUmero esperado de contactos que un individuo infeadiese durante su periodo completo
de infeccibn, definiendo como un contacto cualquier atdifiqgue pueda causar la infeccion de un
susceptible.
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Es importante hacer notar que el nUmero reprodudyes un namero sin dimensiones, no es
unatasa, la cual puede tener unidadesatapo? [11].
Podemos usar el hecho de drieno tiene dimensiones para ayudarnos a calcularlo.

Ry infeccion contacto tiempo
o . .
contacto tiempo infeccion

Mas especificamente:
Ry=7-C-d (3.11)

donder es la probabilidad de infeccion dada entre un individuespsble y uno infecciosa; es
la tasa promedio de contactos entre individuos suscegptiiefecciosos yl es la duracion de la
infeccion.

Entonces si tenemos una red regular y generamos una red rpeqgdefio, teniendo en cuenta
quepBprob €S la probabilidad de infecciop,es la tasa de recuperaciorces la tasa promedio de
contactos entre individuos susceptibles e infecciosdsners el nimero reproductivo basico para
una epidemia en esta red sera determinado mediante larsig@cuacion:

ﬁprob
M

Ry = c (3.12)
Sin embargo para las subredes generadas mediante el paeesaestreo mencionado en el
capitulo 2, el nUmero reproductivo de una epidemia entgxiale subredes lo calcularemos de la
siguiente manera:

En Anderson y May (1991)2{], el nUmero reproductivo de una enfermedad infecciosasgue
transmite directamente puede, en general, escribirse como

7(a, N)

= — A1
a+pu+v (3.13)

donder es latasa promedio en la cual individuos infectados pradouoevas infecciones (es decir,
el nUmero por unidad de tiempo).

El denominador representa la tasa promedio en la cual thabgiinfectados dejan de serlo porque
se recuperan (tasa o por muerte (debida a la infeccion, es la tasa por otras causas, es la tasa
). Esto es—— representa la duracion promedio de la infeccion, D.

w+u+v
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La ecuacion (3.13) se puede modificar dependiendo del 8gofdccion, sin embargo esta ecua-
cion ayuda a aclarar algunas ideas basicas.

Podemos escribir las tasas de transmision y recupetacipry, como funcion de la virulencia
(o) y del tamafio de la poblacion (n)a, n) y v(a) para enfatizar la mutua relacion entre los com-
ponentes d&,. Tal relacion es importante en cualquier discusion devédueion de la virulencia
de un agente infeccioso en patrticular.

Una estimacion directa de los componentes bioldgicos plara algunas infecciones, respirato-
rias por ejemplo, es muy dificil, sino imposible. Pero paméermedades de transmision sexual, la
ecuacion3.13toma una forma muy simple. La formula estandar es

Ro = BprobCD. (3.14)

Aqui, como antes, D es la duracion promedio de la infetoites la tasa promedio en la cual se
crean nuevos contactos (namero promedio por unidad detEmyS,., es la probabilidad de que
un individuo infeccioso pueda infectar a un susceptibleetiacion (3.14) supone muchos tipos
diferentes de homogeneidades (genéticas, de comportEnsecio-economicas, geograficas, etc)
dentro de lared a la cual se aplica.

Entre mas contactos tenga un individuo en la red, mas piided tiene de adquirir la infec-
cion y también es mas probable que una vez que tenga leciafela pueda transmitir. Podemos
reescribir aR, como

Ro = po[1 + (CV)?] (3.15)

DondeCV que es el coeficiente de variacion, de la distribucion ddgde la red, yo estan dados
por las siguientes ecuaciones

. 1
<i?>z2

CV = ,
<i>
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Si< i >=m, entonces el nUmero reproductivo badrgaqueda de la siguiente manera:

Ry = ,Bprome[l"'(CV)z]’ (316)

(3.17)

cv = Z (3.18)
m

donde como ya mencionamgs,, €s la probabilidad de que un individuo infeccioso puedecinfe
tar a un susceptible, D es la duracion promedio de la inbecen es la tasa promedio de nuevos
contactos y CV el “coeficiente de variacion’de la distriincde grado de la red [15]. Lo anterior
lo hacemos considerando que tenemos una red estaticajiesida vez muestreada la red mundo
pequefio los contactos no van a estar cambiando con el piasendieo.

El tamafio de la epidemia es una de las propiedades asagatias importantes en los mode-
los epidemiolbgicos y se define como el nUmero total deviddos infectados en una epidemia.
Es una medida cuantitativa muy importante porque se relaaie forma estrecha con los costos
de la epidemia.

3.2. SIR en una red Mundo Pequéao

Consideraremos para nuestro estudio una retll de 1000 nodos (individuos) cok = 10
aristas (contactos entre individuos) por nodo.
Los estados a los cuales los individuos susceptibles (f8xdimsos (1) y recuperados (R) pueden
cambiar se observan en la figuBa2.1

S T
<,< 1< R ——R
I R

Figura 3.2.1: Los individuos susceptibles pueden comgertn infecciosos o seguir siendo sus-
ceptibles, los individuos infecciosos pueden convergrseecuperados o seguir siendo infecciosos
y los individuos recuperados no pueden cambiar de estado.

Para simular el modelo SIR en una red mundo pequeiio supnadie siguiente:
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NUmero de vecinos:

El objeto de estudio de este modelo lo constituyen los iddvs vinculados con su entorno ge-
neralmente constituido por los vecinos mas cercanos. teaaiccion con sus vecinos esta asocia-
da al hecho de que es la proximidad espacial entre dos indigsith que hace mas probable la
transmision de la enfermedad entre ellos, en caso de stagiosa. Asi, la distribucion espacial
determinara cual es el grupo de individuos a los cualeswdividuos podra transmitir o de los
cuales podra contagiarse la enfermedad.

El periodo de incubacion desde el momento de exposiciéstalel momento en que el individuo
empieza a ser contagioso, es suficientemente pequefio ama@qnsiderar que un susceptible
gue contrae la enfermedad es, inmediatamente contagioso.

Que un individuo quede infectado dependera fuertemehteldeero de vecinos infecciosos y re-
cuperados que tenga; asi como de la probabilidad de ibfedei cada uno de los infecciosos, pues
no todos los individuos infecciosos tendran la misma podigiad de infeccion.

® O

@ @ @ ®
® O

@ Susceptible @ Infeccioso @ Recuperado

Figura 3.2.2: La probabilidad de que un individuo suscépiineda ser infectado dependera del
numero de individuos infecciosos que éste tenga y de laglitidad de infeccion de los infeccio-
SOs.

Tiempo que dura la infeccbn:

Como es sabido, no todos los individuos reaccionan de la animanera ante cualquier enfer-
medad. A cada individuo le dura periodos de tiempo distjigostanto, consideraremos esto de la
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siguiente manera: al quedar infectado un individuo, inadnente se le asignara de manera alea-
toria un tiempo en el que durara infeccioso, es decir, Sokste periodo de tiempo podra infectar,
convirtiéndose en recuperado posteriormente. Antes dergofectar se verificara si su periodo
para poder infectar alin no termina y se calculara su nuert de infeccioso.

Tiempo en que se calculagn las variaciones paralos S, 1y R:

Daremos la tasa en la que la dinamica se mueve y de esta maﬁue!aré el tiempo promedio
enque serevisanlos S, Iy R.

Los 4; seran obtenidos de una distribucion de probabilidad eepoial.

A nos ayuda a contar periodicamente de mediciones el nUneesasteptibles, infecciosos y re-
cuperados en cada instante, como si fuesen tres poblagaraslas. Recordemos que el total de
las poblaciones es constante, por tanto:

S+1+R=5p+1p+ Ry
A = 1 significara que se esta revisando el desarrollo de laraeftad diariamente.
Considerando quges la tasa de infecciornyes la tasa de recuperacif@,o, sera la probabilidad
de infeccion dada por la ecuaciéh19.

B

L 3.19
B+u (3.19)

,Bprob =

El siguiente algoritmo nos mostrara como realizaremogtalgacion del modelo SIR sobre una
red mundo pequefio

Algoritmo 1:1

1. Consideraremos que inicialmente no hay ningln individecuperado, (aunque los podria
haber), es decir, s6lo consideramos susceptibles e infaxs; y la cantidad que existe para
cada uno es:

S=Sy, I=lp y R=Ry=0

2. Indicamos la tasa de infeccignde recuperacion y la tasa en la que la dinamica se mueve
A donde% es el tiempo promedio en el que se obtienen las nuevas caesigara S, |, R.

Programa: SIR en una red mundo pequefio.
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Partiendo de una red regular, generamos una red mundefpeqediante el algoritmo de
Watts-Strogratzg7] para determinar como estaran distribuidos espaciakrestindividuos
susceptibles, infecciosos y recuperados.

. Determinamos de manera aleatoria los nodos (individontesjtados en la red antes genera-

da, asignandoles inmediatamente el tiempo que les diarareccion.

. De acuerdoalay % se revisan los tiempos de infeccion de cada individuo taféa para

ver si aln puede infectar a sus vecinos susceptibles o st yarwierte en un individuo
recuperado.

. Debemos conocer que ocurre con las cantidades de siegptifecciosos y recuperados

a medida que transcurre el tiempo; calculamos las variaside S, |, R.
Obtenemos las nuevas cantidades de S, I, R, sumando a laxipobétual la variacion
calculada 25].

3.3. SIR enlas subredes de la red Mundo Peqgiie

Al muestrear la red mundo pequefio como antes mencionampseslen generar varias subre-
des dependiendo del valor deon el que se muestrea. El valorglesta entre cero y uno, gi= 1
tenemos la red mundo pequefio, pues quiere decir que alnearestdos los nodos quedaron en la
subred. Sg = 0 no tenemos subred, pues ningln nodo quedara en la subred.

Al simular el modelo SIR en la red mundo pequeio y en las si@sree la red mencionada nos
interesa ver como va cambiando el nUmero de susceptibfesciosos y recuperados en cada pe-
riodo. Las variaciones d®, | y Rlas calcularemos de la siguiente manera:

Algoritmo 2: 1

1.

2.

Generamos una red mundo pequeiio mediante el modelo Staitgatz 7).

Simulamos el modelo SIR sobre la red mundo pequeiio gémarderiormente, de acuerdo
al Algoritmo 1.

Los estados de cada nodo seran guardados para cada tjgepaya transcurriendo, deno-
tando estos estados por 1: susceptible, 2: recupardog8cinko. Asi para uno de los nodos
conoceremos su estado conforme transcurra el tiempo.

Programa: SIR en las subredes de la red mundo pequefio.
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4. Al muestrear consideraremos los nodos que quedaron ebiadso subredes y los estados
de los nodos en cada tiempo, considerando que no podemosteios aislados, pues éstos,
si los hay seran eliminados de la nueva subiég
De esta manera podremos calculamos las variaciones pdreBlgsR para cada tiempo de
la subred o subredes.

Como antes mencionamos de acuerdo al valog dera el nUumero de subredes que se pueden
generar y podremos observar el comportamiento para caddeuna subredes y para cada uno de
los estados, susceptible, infecciosos y recuperado.

En el apendice A encontramos la explicacion detalladadgnamacion de los algoritmos y del

programa y paquete que nos permite ver los resultados pd@auca de los estados, S, 1y R, pues
podemos hacer un grafico por cada poblacion respectcetebd.
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Capitulo 4
Estudio de redes Mundo PequBo y sus
subredes

Como antes mencionamos podemos cuantificar las propiedattasturales de las redes mun-
do pequeio de acuerdo a su diametro caracteristicocierdé de agrupacion y distribucion de
grado.

En los algoritmos que nos permiten observar dichas progesdestructurales de las redes (regu-
lares, mundo pequefio y aleatorias), considerahes1000 nodos (individuos) & = 10 aristas
(contacto entre los individuos) por nodo.

Los algoritmos que nos muestran las propiedades estrieguras arrojan los siguientes resulta-
dos para dichas redes.

El grado de las redes lo calculamos de acuerdo a la distoibule grado.

e Redes Regulares:
Cuandop = 0 tenemos este tipo de redes. Esta red es una red en anillenmional pero
con un pequeia modificacion, que tiene a cada nodo comechadk los mas cercanos verti-
ces hacia su derecha y otros cinco hacia su izquierda. Tendiez aristas por nodo. Los
resultados que obtenemos para esta red se muestran erald tabl

No. de nodos 1000
No. aristas 5000
Grado minimo 10
Grado medio 10
Grado maximo 10
Diametro caracteristico| 50.45
Coeficiente de agrupacign0.666

Tabla 4.1: Red regular
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En donde el grado de un vértice es como antes mencionamosiela de vecinos que tiene.

e Redes Aleatorias:
Cuandop = 1 tenemos este tipo de redes. Como bien dice su hombre estatiede ningu-
na forma que se pueda justificar porque esta conectadarelgios nodos aleatoriamente, a
excepcion del nUmero de nodos que contiene en un pringjpaeso si que lo hemos fijado
para que todas ellas sean iguales en tamano, es decienglartie una red regular.
Los resultados que obtenemos para este tipo de redes laspsddservar en la tabld.2

No. de nodos 1000
No. aristas 5000
Grado minimo 5
Grado medio 10
Grado maximo 18
Diametro caracteristico| 3.27
Coeficiente de agrupacign0.0094

Tabla 4.2: Red aleatoria

Parap = 1 cuando todas las ramas se han redibujadas aleatoriarermsg caso obtenemos
un grafo aleatorio que tenga un grado de distribucion Ganss

¢ Redes Mundo Pequgo:
Esta red se ha creado a partir de una red regular pero con Uéignetad de que se han
introducido varias conexiones de larga distancia paraagidistancias para ir de un vértice
al otro de la red sea mucho mas corta que en una red regutaahor
Los resultados que obtenemos para este tipo de redes adtatabla 4.3
Las redes mundo pequefio se obtiene con un coeficiente deaagm grande, similar a
la red original, y un diametro caracteristico pequefmna en una red aleatoria. Watts y
Strogatz consiguieron que su modelo tuviera algunos aspdetmuchas de las redes reales,
gue tienen un diametro caracteristico pequefio, enioelacuna red aleatoria, mientras que
tienen un coeficiente de agrupacion relativamente altodeliciente de agrupacion de una
red aleatoria es casi cero).
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No. de nodos 1000

No. aristas 5000
Grado minimo 9
Grado medio 10
Grado maximo 11

Diametro caracteristico| 6.78
Coeficiente de agrupacifn0.664584

Tabla 4.3: Red Mundo Pequefio

4.1. Propiedades estructurales de las subredes de |la red Mdo
Pequdio

El muestreo de redes mundo pequefio lo realizaremos comersgano en la seccion2por
el proceso de muestreo aleatorio de May y Stunipf.[La distribucion de grado y el algoritmo
de muestreo nos ayudaran a observar cuando al muestreardemas de una subred. Generamos
una red mundo pequeiio con el valorple- 0.0001, partiendo de una red regulare= 1000
nodos 6 veértices i = 10 aristas por vértice.
Al muestrear un nimero considerable de veces y obtenepeiqatio del nUmero de subredes y
numero de nodos por red, obtenemos los siguientes regsitad

Valor de gq| NUmero de subredgsNumero de vértices
0.1 49 56
0.2 43 163
0.3 35 294
0.4 30 401
0.5 16 496
0.6 4 642
0.7 3 679
0.71 2 705
0.72 2 710
0.74 2 741
0.75 2 735
0.77 2 763
0.78 1 787
0.8 1 756

Tabla 4.4: Numero de Subredes obtenidas de Redes Mundeiirequ
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Debido a que s6lo nos interesa considerar las redes quergengnas propiedades de la red
original y que esto se logra cuando al muestrear tenemosus@ subred, entonces observando
la tabla 4.4, al llegar a muestrear can= 0.78, ya es muy poco probable encontrar mas de una
subred conexa, después de 30 corrimientos no encontraasderuna subred conexa, por lo cual
tenemos el siguiente resultado enunciado como una defnici”

Proposicion 4.1.1.El muestreo de la red mundo pequefo realizado medianteekpo de mues-
treo de May y Stumpf con valorx0.78 da por resultado solamente una subred conexa de la red
mundo pequeio.

4.1.1. Distribucion de grado

e Redes.
Analizaremos primero el comportamiento de la distriboaé grado de redes partiendo desde una
red aleatoria hasta una red mundo pequefio, utilizandmgt@ama Distribucion de Grado
Conp = 1 tenemos la graficg.1.1

Distribucidn de Grado
N=1000, k=10, p=1
180 T T T T T

Murn. de nodos

5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18
MNim. de conexiones

Figura 4.1.1: Distribucion de grado de una red aleatoradlstribucion de grado de una red
aleatoria sigue una distribucion de Poisson.

En el programa Distribucion de Grado, el valorpl@os dira la cantidad de nodos que seran
redireccionados de manera aleatoria de entre todos lossnodandop = 1 tenemos una red

Programa: Distribucion de grado en disco.
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aleatoria y su distribucion de grado se muestra en la figuial, en donde el ej& representa el
numero de enlaces en lared y el gjeorresponde a la fraccion de nod®dsonk enlaces.

El grado de distribucion de una red aleatoria sigue laibistiobn de Poisson con la forma de

una curva de campana. Una red aleatoria es similar a una cexhabde carreteras en las cuales
los nodos son las ciudades y las aristas son las mayoretecasrgue las conectan. De hecho la
mayoria de ciudades son conectadas por aproximadamemtisrab nUmero de carreteras. Sin

embargo, esta aproximacion no capta la realidad de las maeo es el caso de internet.

Conp = 0.3 tenemos la graficd.1.2

Distribucidn de Grado
M=1000, k=10, p=0.3
300 T T T T T T T T T

Marn. de nodos

B 7 g 9 10 1 12 13 14 15
Mim. de conexiones

Figura 4.1.2: Corp = 0.3 generamos un red y calculamos la distribucion de grada d@dma
observando que tiende a seguir una distribucion normal.

Para valores de.P < p < 0.8 tenemos una distribucion de grado como la de la figufia2 en
la que observamos que cada vez mas se aproxima a tener uridid8n normal.

Conp = 0.0001 tenemos la grafica de la distribucion de grado de uhmtado pequefial.1.3
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Distribucidn de Grado
MN=1000, k=10, p=0.0001
1000

400 -

a00 -

700 -

600 -

a00 -

Murn. de nodos

400 -

300 -

200 -

100 -

9 10 1
Mim. de conexiones

Figura 4.1.3: En la distribucion de grado de una red mundp@@&o la mayor parte de nodos en
la red tendran el mismo grado y s6lo un numero muy pequaefielos tendra un grado mayor o
menor.

A medida quep — 0 la distribucion de grado se colapsa a una funcion delfaide, indican-
do que la estructura de la red corresponde a la de una re@dregunk conexiones por nodo.

e Subredes.

Ahora analizaremos el comportamiento de las subredes deednaundo pequeiio generadas
conp = 0.0001 y variaremos el valor del muestrgara generar las subredes de la red mundo
pequend.

Recordemos que 8 g < 1y siq = 1, eso indicara que todos los nodos han sido seleccionados e
el muestreo y un valor pa@= 0 indicara que ningln nodo es considerado en la subrecekoés d
no hay subred.

Conqg = 1 tenemos la red mundo pequeio, ya que todos los nodos daidascen la subred
y la gréafica4.1.4nos muestra la distribucion de grado para esta red.
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Distribucidn de Grado
M=1000, k=10, p=0.0001, g=1

1000

400 -

a0o -

700 -

600 -

400 -

MNurn. de nodos

400 -

300 -

200 -

100 F

9 10 1
MNim de conexiones

Figura 4.1.4: Distribucion de Grado de una Red mundo psguaiestreada con=q, al muestrear
con g=1 recuperamos toda la red mundo pequefiio.

Al muestrear com = 0.9, tenemos la graficd.1.5.

Distribucidn de Grado
h=1000, k=10, p=0.0001, g=0.9
400 T T T T

Mirm. de nodos

g 6 7 g 9 10
Mim. de conexiones

Figura 4.1.5: Distribucion de Grado de una red mundo peguaiestreada cor=.9.

Como se observa en la figukal.5 al muestrear con un valor alto déa mayoria de nodos tienen
un grado alto y s6lo muy pocos tienen un grado muy pequefo.
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Al muestrear la red mundo pequefio apr= 0.7 tenemos la graficad.1.7 en la que empeza-
mos a observar como empieza a tener una distribucion nplonelial se observa mejor cuando
muestreamos cap= 0.5, en la grafica4.1.8

Congq = 0.8, tenemos la graficd.1.6

Distribucion de Grado
N=1000, k=10, p=0.0001, ¢=0.8
250 T T T T T T T

200

Mirm. de nodos
@
[

=]
=

a0

Mirm. de conexiones

Figura 4.1.6: Distribucion de Grado de una red muestreada}€0.8.

Conqg = 0.7, tenemos la graficd.1.7.

Distribucidn de Grado
MN=1000, k=10, p=0.0001, =0.7

200

Nim. de nodos

2 3 4 i 5} 7 8 9 10
Mim. de conexiones

Figura 4.1.7: Distribucion de Grado de una red muestreada€0.7.
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Cong = 0.5, tenemos la graficd.1.8

Distribucion de Grado
MN=1000, k=10, p=0.000, ¢=0.5

MNirn. de nodos

1 2 3 4 5 B 7 8 9
MNim. de conexiones

Figura 4.1.8: Distribucion de Grado de una red muestreadae0.5, aproximandose a una dis-
tribucion normal.

Al muestrear la red mundo pequefio apa 0.3 tenemos la grafica.1.9

Distribucidn de Grado
M=1000. p=0.0001, ¢=0.3

a0

Murn. de nodos

MNim. de conexiones

Figura 4.1.9: Distribucion de Grado de una red muestreada}€0.3.

Al muestrear la red mundo pequefio apa 0.1 tenemos la grafic&.1.10
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Distribucidn de Grado
W=1000, p=0.0001, =01

Murm de nodos
[ou)
o

Mim. de conexiones

Figura 4.1.10: Al muestrear can= 0.1 la distribucion de grado se reduce a una funcion decre-
ciente en la que vamos a tener muchos pares de nodos corsgptadmlo una arista.

Conformeq — 1 nos aproximamos a la red mundo pequefio, es decir a uneegiafia distri-
buciébn de grado como la grafica 1.3

Observamos que a medida gge— 0.3, la distribucion de grado de la grafica muestreada ex-
hibe una transicion gradual hacia una distribucion ganss Como sucede con la red original
cuandop — 1.

4.1.2. Dametro caracteristico

Considerando una red generada @oa 0.001 y su subred generada cgs 0.8 tenemos los
siguientes resultados proporcionados mediante el pragfiametro caracteristico

Valor de L de la Red Valor de L de la subred NUm. de nodos en la subred
41.306 52.337 816
20.028 22.785 787

Tabla 4.5: Diametro caracteristico de las subredes e001

Haciendop mas pequeiio, tenemos lo siguiente:

Programa en disco
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Para una red mundo pequefo generadagen0.0001 y su subred generada ape: 0.8 y utili-
zando el mismo programa tenemos los resultados de la tabla

Valor de L de la Red Valor de L de la subred Num. de nodos en la subred
50.4 53.5988 774
50.4 52.8628 798

Tabla 4.6: Diametro caracteristico de las subredes deashilundo Pequefio

Observamos que las subredes que se obtienen al muestrearseov@n esta propiedad estructural
de la red original mundo pequefiio.

El calculo del. (Diametro caracteristico) para una red de tanmd#1000, se complica en cuanto
a tiempo (dias) de compilacion del programa, debido adt=utos que se tienen que realizar.

4.1.3. Coeficiente de agrupabn

Considerando una red mundo pequeiio generadg ¢co0.0001 y su subred muestreada con
g = 0.8 tenemos los siguientes resultados proporcionados nteddaprograma: Coeficiente de
agrupacion

Valor de C de la Red Valor de C de la subred NUm. de nodos en la subred
0.664972 0.663569 806
0.664584 0.664076 801
0.664801 0.665376 802
0.665235 0.662312 806
0.664341 0.668059 786
0.664755 0.664071 819
0.665965 0.666826 799
0.665044 0.669185 792

Tabla 4.7: Coeficiente de agrupacion para las subredesadedriMundo Pequeiio

Observando estos resultados podemos decir lo siguiente:
La subred muestreada con valor0.78 de una red mundo pequefio tiene un coeficiente de agru-
pacion tan alto como la red original, es decir, la subred serva esta propiedad estructural.

De aqui que tenemos el siguiente teorema:

Programa en disco.
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Teorema 4.1.2.Las subredes muestreadas con un valor de muestreo ge08 de una red
mundo pequeiio (generadas a partir del modelo de Wattgs&irh) conservan un coeficiente de
agrupacion igual que las redes mundo pequefio, pero smeli@ caracteristico no.

4.2. SIR enlared Mundo Pequéo

Una caracterizacion completa del proceso de propagasaado por la evolucion de la po-
blacion infectada. Inicialmente, toda la poblacion esceptible, excepto por un solo individuo,
entonces conforme transcurre el tiempo el nUmero de ikhads infectados incrementa o decre-
ce y la poblacion de susceptibles y recuperados variandeg®lo del cambio de la poblacion
infecciosa.

BDD T T T T T T T T

700 -

[n])

)

[}
T

Recuperados

Mamero de personas

Infectados

Susceptibles

] 2 4 =] g 10 12 14 G 4

Tiempa

Figura 4.2.1: Corp = 1 tenemos las curvas continuas para los individuos infeosiaecuperados
y susceptibles.

Con el programa: SIRpero con los datos tomados de J. D. Murra§][N = 763,S, = 762,
lo=1,p = g = 202, = 0.44036 (tasa de recuperaciofi)= 2.18 x 1072 (tasa de infeccion) y
p = 1 (valor para generar una red aleatoria eprefgrama: SIR, generamos el comportamiento

Programa en disco.
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paralos |, Sy R que se muestra en la grafica.l

e Red Regular:

Cuandop = 0 tenemos una red regular. Chin= 1000 nodosk = 10 aristas por nodd&g, = 999,

lp = 1,8 =2.18x1072 (tasa de infeccion), y = 0.44036 (tasa de recuperacion) observamos el
siguiente comportamiento paralosl, Sy R.

=R
1DDD T T T T T T

a00

800 - -
Fecuperados

700 .

600

500 - .

Individuos

400} .

300

Susceptibles
100 -
Infecciosos

200

1] 20 40 G0 a0 100 120 140
Tiempo

Figura 4.2.2: SIR en una Red Regular. Grafica generada ntedibprograma: SIR que nos mues-
tra el comportamiento de los susceptibles, infecciososyperados.

La figura 4.2.3 muestra solamente el comportamiento de los infeccios@syvea red regular, es
decir, conp = 0. Observando esta grafica nos damos cuenta que no alcaabarauma epidemia
grande, habiendo sb6lo pequefios brotes de poca duracion.
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Infecciosos
Red regular
40 T T T T

- B

20 B

Individuos

1] 20 40 60 80 100 120 140
Tiermpo

Figura 4.2.3: Comportamiento de la poblacion infecciosa en una Red Regul

e Red Aleatoria:

SR
Red Aleatoria (p=1)
1000 T T T T

Recuparados
Suceptibles

800

700 -

600~

500 -

Murnero de individuos

300 -
200 Infecciosos

100

Tiempo

Figura 4.2.4: SIR en una Red Aleatoria. Grafica generadaamiedel Programa: SIR.
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Cuandop = 1 tenemos una red aleatoria. Cn= 1000 nodosk = 10 aristas por nod8q =
999,1 = 1,8 =2.18x1073 (tasa de infeccion) y = 0.44036 (tasa de recuperacion) observamos el
comportamiento paralos |, Sy R en la grafié2.4

Observando la curva de los individuos infecciosos poderaonsod cuenta que hay un brote epidémi-
co afectando a un gran nimero de individuos en la poblagooximadamente al sexto dia.

e Red Mundo Pequéio:

En contraposicion a un modelo regido por contactos al aparplanteamos como actlia una epide-
mia en una red mundo pequefio. En primera instancia si ehgimnho es al azar y esta confinado
por las fronteras geograficas simples la infecciosidadedeadramaticamente, ya que no cualquier
ejemplar de la poblacion puede contactar a cualquier étqpesar de esto los atajos propios de
las redes mundo pequeiio introducen cuotas de aleatorip@adecesitamos tener en cuenta si
deseamos frenar unos procesos epidémicos. Es decir, sacdkeiar considerando la topologia de
la red y no solo los dispositivos de contagio.

1000 T T T T T T
il - .
800 - A
700 - Susceptibles ]
o
S BOOF i
.8
%)
2
2 500 -
g 200 Recuperados
z
300 - .
200+ B
100 - A
Infecciosos
O 1
0 10 20 30 40 50 50 70

Tiempo

Figura 4.2.5: SIR en una Red Mundo Pequeiio generada coridagmsitasas que se usaron para
generar la grafica de una red aleatoria y una red regular.
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Observemos so6lo el comportamiento de los individuos oiésos.

60

Num. Infecciosos

0 10 20 30 40 50 60 70
Tiempo

Figura 4.2.6: Curva continua de los infecciosos en una rettimpequeiio. Observemos que no al-
canza a haber una epidemia grande, mas sin embargo hayipsduetes epidémicos que afectan
a una pequenfa parte de la poblacion.

Observamos el comportamiento para los I, Sy R en la gradica5y la grafica 4.2.6 nos
muestra solamente el comportamiento de los individuosandsos.
En general, y si se comparan las curvas de infecciosidadot¢hgio epidémico en redes mun-
do pequeiio y en redes aleatorias regidas por el modelo 8l&yrecia que en las redes mundo
pequefio la fraccion de infectados crece continuamentsegradiente desde 0 y no hay ningln
proceso de explosion epidémica que afecte a gran partepiblacion 28].

Una caracteristica importante que tienen las redes muegogio es que son mas resistentes a
los ataques al azar porque la conectividad no esta digtalile modo aleatorio. Es decir que,
teniendo a Internet en mente, es poco probable pensar qeedjproentos de ataque que no selec-
cionen nodos con mucha conectividad tengan un éxito iraptat Como contrapartida, cualquier
atague que funcione con una logica selectiva se vuelvmettte peligroso, lo cual seria inocuo en
una red vinculada estrictamente al azig] |
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45

Num. Infecciosos

0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo

Figura 4.2.7: Comportamiento de la poblacion infecciosara red mundo pequefio.

Num. de Infecciosos

O | | | |
0 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 4.2.8: 1 en una Red Mundo Pequefio.
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Num. Infecciosos

0 I I I I
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Figura 4.2.9: 1 en una Red Mundo Pequefio.

50

60

70

80

Observando las figurad.2.7, 4.2.8y 4.2.9podemos decir que en estas redes mundo pequefo
hay mas de un pequefio brote que afecta a una pequeha@éatpablacion, sin embargo no hay
una explosion epidémica que afecta a una gran parte deblagion como sucede con una red

aleatoria.
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4.3. SIR enla Subred

Debido a que una caracterizacion completa del procesoapagacion en nuestro modelo es

dado por la evolucion de la poblacion infecciosa, anedizens el comportamiento de dicha pobla-
cion.
Las figuras que se muestran de la poblacion infecciosa soeramas por el programa SIR. Va-
riando las tasas de recuperacion y de infecccibn most@serimero la figura que mostrara el
comportamiento de la poblacion infecciosa en una red mpedoeio y posteriormente el com-
portamiento de la poblacion infecciosa en la subred me@d#tr de la red mundo pequefio.

Generando una red mundo pequefio Bba 1000 nodosk = 10 aristas por nodq = 0.0001,

1 =0.6,8=0.25Y B = 0.2 tenemos la grafica.3.1que nos muestra solo el comportamiento
de los individuos infecciosos, pues una caracterizac@impteta del proceso de propagacion en
nuestro modelo es dado por la evolucion de la poblaci@ttafia. Inicialmente toda la poblacion
es susceptible excepto un individuo infeccioso, es dici,1y Sy = 999.

Red Mundo-Peqguerio

Individuos

Tiernpo

Figura 4.3.1: 1 en una Red Mundo Pequefiio.

Ahora muestreamos en la red mundo pequéi®.1conq = 0.8 y tenemos la gréaficat.3.2
gue nos muestra el comportamiento de los individuos indsos:

61



Subred de la red Mundo-Pequefio
14 T T T T T T T

Individuos

Tiempo

Figura 4.3.2: 1 en la subred.3.1

Podemos observar que los individuos infecciosos de la retdmpequefio y de la subred
alcanzan su maximo y su minimo en los mismos tiempos. Epcotamiento de4.3.1y 4.3.2
es muy similar en cada tiempo correspondiente, ambas agafiaestran que hay pequefios brotes
epidémicos en los mismos tiempos sin que ocurra un broteepco grande.

Red Mundo-Peguefio
18 T T T T T T T T

Marmero de infecciosos

] 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tiempo

Figura 4.3.3: 1 en una Red Mundo Pequefio.
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La grafica 4.3.3nos muestra solo el comportamiento de los individuos oifsos de una red
mundo pequeiio generada cdn= 1000 nodosk = 10 aristas por nodq = 0.0001,u = 0.4,

B =0.25Y B = 0.2.

Ahora muestreamos en la red mundo pequefio obtenida amerite cong = 0.8 y tenemos
la grafica 4.3.4que nos muestra el comportamiento de los individuos indsos:

Subred de la red Mundo Peqguefio
15 T T T T T T T T

Mamero de infecciosos

Figura 4.3.4: 1 en la subred.3.3

Observando la grafica de la retl 3.3y la grafica de la subredt.3.4podemos decir hay pe-
gueiios brotes en los mismos tiempos y que la curva de inf&deid termina en el mismo tiempo
para la red y para la subred.

Modificando las tasas y compilando el programa:!Skényu = 0.44036,5 = 0.3,q = 0.8y
p = 0.0001, tenemos la graficd.3.5que nos muestra el comportamiento solo de la poblacion
infecciosal en la red mundo pequefio.

Programa en disco.
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Red Mundo Peqguefio
45 T T T T T T

40+ .

I+ A

30+ A

25 .

20¢ .

Individuos

15+ A

10 H A

1] 10 20 30 40 &0 60 70
Tiempo

Figura 4.3.5: Comportamiento de la poblacion infecciosarea Red Mundo Pequefio.

Subred de la Red Mundo Peguefio
35 T T T T T T

24 -

20+ -

Individuos

Tiernpo

Figura 4.3.6: |1 en la subred.3.5
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Después de muestrear observamos la grafica de la pabiatézciosa4.3.6 Al comparar la
grafica de la red mundo pequei3.5y la grafica de la subred!.3.6 podemos observar que el
comportamiento de los individuos infecciosos es muy simeiteambas graficas y que el comporta-
miento de la poblacion infecciosa de la red muestreadagod@dinformacion del comportamiento
de la red mundo pequefio.

Fed Mundo Pequefio
30 T T T T T

Individuos
o
T
1

10 hH -

1 1
a 20 40 G0 a0 100 120
Tiempo

Figura 4.3.7: 1 en una Red Mundo Pequefio.

La grafica de la red mundo pequenio3.7la generamos utilizando los mismos valores con
los que generamos la grafieh3.5

Cuando muestreamos la red mundo pequéi®.7 observamos la gréaficat.3.8que representa
la poblacion infecciosa.
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Subred de la Red Mundo Peguefio

25 T T T T T
201 .
15+ —
2
=
=
=
=
£
10F —
5H i
D 1 1 1 1 1
0 20 40 B0 80 100 120
Tiempo
Figura 4.3.8: 1 en la subred.3.5
Red Mundo Peguefio
?D T T T T T
B0 - B
a0+ B
3 a0t -
E 30+ 4
E
=
20+ B
1D 1 -
D 1 | | | 1
n} 10 20 30 40 a0 B0

Tiempo

Figura 4.3.9: 1 en una Red Mundo Pequeio.

Cambiando las tasas de recuperacion y de infeccion, ciesidsy = 0.5 (tasa de recupera-

66



cion) yB = 0.6 (tasa de infeccion) generamos primero la red mundo pegue3.9y despues
realizamos el muestreo para diferentes valores de

Siq = 0.78 tenemos la grafica de la red mundo pequéfi®.9y la grafica de la subred una vez
realizado el muestreo e$.3.10

Comparando la grafica de lared y la subred podemos obsercanportamiento similar. Ademas
observamos que no existe una epidemia grande que afecta mtpdblacion, mas sin embargo,
hay pequefos brotes que afectan a solo una pequefa pdatpablacion.

Subred de la red Mundo Pequefio
ED T T T

40t .

30 .

Mamero de infecciones

1
0 10 20 a0 40 a0 =]
Tiernpo

Figura 4.3.10: | en la subred.3.9generada con un valor de-.78

Conq = 0.8 y conu = 0.5 (tasa de recuperacion)gy= 0.6 (tasa de infeccion) tenemos la
grafica para la red mundo pequefAd.11y para la subred tenemos la grafida3.12
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Red Mundo peguefio
al T T T T T

T0r B

B0 B

a0 r B

401 g

30r B

Individuos infecciosos

20r B

] I I I I
0 10 20 30 40 a0 60
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Figura 4.3.11: | en una Red Mundo Pequeiio 5

Subred de |3 red Mundo Pequefio
ED T T T T T

ant .

30 B

Individuos infecciosos

1
o 10 20 30 40 50 =in]
Tiempo

Figura 4.3.12: 1 en la subred.3.11

Observamos que cuando el tiempo de duracion de la epidentart® la grafica de de indi-
viduos infeccios de una red mundo pequeiio se comporta camd.213y la subred como en
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4.3.14

Num. Infecciosos

Tiempo

Figura 4.3.13: | en una red mundo pequefio con casi 10 didsrdeion de la epidemia

25

Num. infecciosos

Tiempo

Figura 4.3.14: | en la subred de la red mundo pequefio de @aas de duracion de la epidemia
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Cuando el tiempo de duracion es muy grande, podemos obs#rgamportamiento de los
individuos infecciosos como se muestra en la grafica. 15y para la subred como se observa en
la grafica4.3.16

35

30 1

25 b

20 1

15 b

Num. Infecciosos

10 b

O 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

Tiempo

Figura 4.3.15: | en una red mundo pequefio con casi 120 didardcion de la epidemia

25

151 1

10t .

Num. Infecciosos

1
0 20 40 60 80 100 120
Tiempo

Figura 4.3.16: | en la subred de la red mundo pequefio de 2aslids de duracion de la epidemia
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4.3.1. Duracbn de la epidemia

En series de tiempo de la incidencia de enfermedades ing&xen una poblacion determinada
se han observado, desde la antiguedad, dos patrones mgntife oscilaciones moderadas alre-
dedor de un nivel constante (patron endémico), o curvaiadas con puntas agudas entre periodos
de muy baja incidencia o ausencia completa de la enfermedad epidémico). Desde los afios,
cuando aparecio6 el Sida, se conoce un patron diferentesdgols anteriores, porque se parece a
una curva logistica que empieza con un crecimiento fueldego tiende a un nivel constante.

El féenomeno de las epidemias ha llamado la atencion de osuctatematicos desde finales del
siglo XIX, asi que en el aiio 1979 se contaban cerca de 60fulaxt publicados sobre la teoria
matematica de espidemias. La investigacion matemétiesta area se ha concentrado en el inten-
to de responder a dos preguntas esenciales. La primerauégeg,son las condiciones en que una
epidemia es posible? Si tales condiciones de cumplen, lmdagpregunta es: ¢,cual sera el tiempo
de extincion de la epidemia?. Trataremos la segunda preguna red mundo pequeio y en sus
subredes.

160

140

120

Numero de casos
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Figura 4.3.17: Duracion de la epidemia en la red mundo pexted
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Considerando una red regular de tamait® 1000 nodos cok = 10 aristas por nodo y ge-
nerando una red mundo pequefio goe 0.0001,u = 0.44036 yB = 0.3, tomamos la duracion
de 900 epidemias y generamos la grafie8.17que nos muestra los tiempos de extincion de las
epidemias en una red mundo pequefio.

La distribucion de probabilidad que mejor ajusta estosslas la distribucion de probabilidad
Log-Logistica, la graficad.3.18nos muestra dicha aproximacion.

En probabilidad y estadistica, la distribucion log-kigia (conocida como Distribucion de Riesgo
en economia) es una distribucion de probabilidad coatpara una variable aleatoria no negati-
va. Es usada en analisis de supervivencia como un modedmpénico para eventos cuyas tasas
incrementan inicialmente y decrecen despues, por ejemmitalidad por cancer siguiendo un tra-
tamiento.

La distribucion Log-Logistica es la distribucion de waaiable aleatoria cuyo logaritmo tiene una
distribucion Logistica.
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Figura 4.3.18: Estimacion de la duracion de la epidemiagnedes mundo pequefo. La distribu-
cion que mejor se ajusta a nuestros datos es la distriblicig-Logistica.
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Los valores estimados para la media y la varianza son:

u : 3.63408
o? : 012862

| Parametrd Estimacion| Std. Err. |

U 3.63408 | 0.0223485
o 0.358637 | 0.010834

Muestreando coqg = 0.8 las subredes de las redes mundo pequeio generadasrargat®y
tomando su tiempo de duracion tenemos la gradiéal 9que nos muestra los tiempos de extincion
de las epidemias en las subredes.
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Figura 4.3.19: Duracion de la epidemia en la subred de la tetimpequeiio
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Figura 4.3.20: Estimacion de la duracion de la epidemiagsubredes de la red mundo pequefio.
La distribucion que mejor ajusta los datos es la distribbutiog-Logistica.

Los valores estimados para la media y la varianza son:

Media : 3.63067
Varianza : 0.116751

| Parametrd Estimacion| Std. Err. |

J7 3.63067 | 0.0199865
o 0.341689 | 0.00953558

Para las epidemias que simulamos en promedio la duracita efgdemias en redes mundo
pequefio es de 47 dias y para las subredes muestreadascedide. 4
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4.4. Conclusiones

Cuando muestreamos la red mundo pequefio mediante el pieesuestreo de May y Stumpf
de acuerdo al valag con el que muestreamos podemos obtener mas de una subrettsrgo
nos interesa saber cual de todas esas subredes consermzaicibn de la red mundo pequefio.

La subred que mas informacion nos proporciona de la reihalies cuando nos queda solamente
una subred al muestrear y eso se obtiene con un valpr-de 78.

La distribucion de grado de una red aleatoria sigue unailalisiobn se poisson y a medida que
p — 0 la distribucion de grado se colapsa a una delta de Dirac.

En la grafica de la distribucion de grado de una red mundogiemse observa que el mayor nUme-
ro de nodos en la red tienen grado 10 y que s6lo una muy paqseie de ellos (los que fueron

redireccionados) tienen grado 9 G 11.

Al muestrear una red mundo pequefo y calcular la distribucie grado de las subredes, ob-
servamos que cong = 1 tenemos la red mundo pequefio, pues todos los nodos saidoxkn la
subred, posteriormente al seguir muestreando para valergs 1 observamos que a medida que
g — 0.3 la distribucion de grado de la grafica muestreada exhibdnansicion gradual hacia una
distribucion gaussiana como sucede con la red originaldwp — 1.

La subred muestreada con vatps 0.78 de una red mundo pequefio tiene un coeficiente de agru-
pacion tan alto como la red original, es decir, la subredseora esta propiedad estructural, sin
embargo la propiedad estructural del diametro caratienino la conservan estas subredes de la
red mundo pequeiio. Por tanto las subredes de la red mundefjeqo son redes mundo pequenio.

Analizando que ocurre al estudiar el modelo SIR en una reddmpequefio y en sus subredes, al
realizar el muestreo nos damos cuenta que al igual que ed lawado pequefio no hay una ex-
plosion epidémica como en una red aleatoria, sin embaygwedrios brotes epidémicos pequefios
de corta duracion que afectan a un numero muy pequenaldédnos en la poblacion.

Podemos observar que las curvas de infecciosidad tieneistaanduracion y que su punto maxi-
mo y minimo lo alcanzan en aproximadamente los mismos tisign general observamos que
las curvas tanto de la red mundo pequefio como de la subrestremga mediante el proceso de
muestreo de May y Stumpf tienen el mismo comportamientoyu#d Bos lleva a la conclusion de
gue al muestrear la red mundo pequefio con un valgr=610.8 y estudiar esta subred muestreada,
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podemos predecir lo que ocurrira en la red mundo pequefio.
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Capitulo 5
NUmero Reproductivo

El nimero reproductivo basico como antes mencionamasl, @8mero (medio) esperado de
nuevos casos infecciosos en una poblaciobn completamesteptible producido por un solo caso
durante su periodo completo de infectividad. Como todaadvdiolad de transmision, esta simple
definicion esconde algunas ironias.

El nimero de casos producidos no incluye ningin casoaditcausado por los casos secundarios
(es decir, mas abajo en la cadena) y no contabiliza ningéwnaeaso no infeccioso. La razon para
esto es qud, pretende medir como se extenderia la enfermedad. Si todasakos producidos
por el caso original no fueran infecciosos la enfermedadenexsenderia. También, si la media
del nUmero de casos fuera menor que uno, entonces la enf@ise extinguiria eventualmente.
(Asumimos que la enfermedad es de duracion limitada, bengzuperacion o por muerte. Logi-
camente si un caso dura para siempre, se extendera eveeft@la toda la poblacion, siempre y
cuandoR, fuera mayor que cero). Cuan&g = 1.0, cada caso se reproduce a si mismo de manera
gue el numero de casos permanece estable, sin aumentamimuis De esta manera una mayor
Ry representa una mayor transmisibilidad y extension de lerer&@dad en la poblacioR, para
algunas enfermedades como el sarampion esta alrededOr Bara la gripe existen estimaciones
pero se piensa generalmente que esta por debajo de 4, emgonde 15 a 3.

PeroR, no es toda la historia. Asi, también, tiene componentesquson evidentes en el nUmero.
En primer lugar, es una media, con lo cual en algunos dadgsgra mayor que uno y se exten-
dera localmente, y en otras ocasiones sera menor que unarg amingin sitio. Pero lo que es
mas importantdy, tiene cuatro componentes en €l: ¢,cual es la duraciéredieldm de infeccion?;
¢cuantos contactos mantiene una persona infectada emiadgeéeterminado de tiempo?; la pro-
babilidad de transmision (mas alta); y la probabilidadjde alguien que es infectado es, a su vez,
infeccioso.
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Puede verse a partir de aqui gegno es realmente una caracteristica del virus o de la enfer-

medad (aunque a veces nos referimos a él de esta forma)rsncatacteristica del virus en una
poblacion especifica en un momento y lugar determinaderaido alguno o todos los compo-

nentes podemos alterar tamby

El nUmero reproductivo de la red mundo pequefimnde 1000 nodos Y = 10 aristas por no-
do, conp = 0.0001,u = 0.6,8 = 0.25 yBprop = 0.2 €s:Ry = 4.166666.
Muestreando ésta red con un valor para el muestrep €.9 tenemos los valores del nUmero

reproductivo para cada subred en la tabla.

d

NUmero reproductivo de la SubredNUm. de nodos en la subre
4.014444 910
3.286427 902
2.443696 898
5.562640 889
4.073165 913
2.883107 910
4.462790 899
2.397748 900
4911954 902
4.173838 879
4.540915 880
5.131660 888
3.652972 888
4.974750 892
5.594489 896
4.169709 897
5.107950 903
4.924430 889
4.240749 902
4.276034 915
3.411668 919
4.394744 901
4.339086 899
4.073682 902
4.718770 899

Tabla 5.1: Con los datos obtenidos hacemos una prueba desigiH, : 1 = 4.166666H, : u #
4166666} = %" = 0.3732. Coma t |< toos(2)24, NO Se rechazkl, [28].
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Debido a quéH, no se rechaza, entonces podemos decir que al muestregq=c0® podemos
trabajar con estas subredes para predecir que pasaramometo reproductivo de la red mundo
pequeno.

Ahora muestreamos la red mundo pequefio considerandodasasiasas pero ahora aps 0.85,
teniendo los valores del nUmero reproductivo para cadeedudn la tablas.2

NUmero reproductivo de la SubredNUm. de nodos en la subred
4.581112 849
4.835934 838
5.254320 853
3.798198 832
2.682253 856
3.950756 859
3.634348 829
3.610484 857
4517878 851
4.531651 858
4.230274 836
3.561856 861
4.000176 855
4.953134 839
5.129046 861
4.723379 859
3.815306 848
4.209337 839
4.699197 850
3.459323 846
3.021072 843
4.525934 860
4.295609 862
4.109389 857
3.658252 834
3.759024 845

Tabla 5.2: Numero reproductivo de la Subred. Con los dabdsnidos hacemos una prueba de

hipbtesisH, : u = 4.166666,H, : 1 # 4.166666t = %" = -0.2427. Comd t |< tgos5(2)25 NO S€
rechazeH, [29].

Con el valor deg = 0.85 no rechazamos la hipbtesis nula, lo cual quiere de@refjmimero
reproductivo de la subred es igual al nUmero reproductiviaded mundo pequefio.
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El nimero reproductivo de la red mundo pequefiogen0.0001,u = 0.6,8 = 0.25 y Bpron = 0.2
es:Ry, = 4.166666.

Muestreando esta red cgr= 0.83 tenemos los valores del nUmero reproductivo para cditacu
en la tabla5.3,

NUmero reproductivo de la SubredNUm. de nodos en la subred
3.606771 857
4.077146 832
3.480261 825
4.699032 843
3.774186 813
4.382070 833
4.766923 836
4.746530 820
5.140262 844
3.036537 825
4.284970 833
4.002033 831
3.790097 834
4.467253 834
4.329488 822
4.795439 850
4.023220 827
3.335273 820
3.947571 848
5.623051 829
4.514936 837
4.463687 832
4.179713 812
4.009739 831
4.154112 810

Tabla 5.3: Numero reproductivo de la Subred. Con los dalbbsnedos hacemos una prueba de
hipbtesisH, : u = 4.166666,H, : u # 4166666t = %’1 = 0.1405. Comd t |< tgos5(2)24, NO SE
rechazeH, [29].

Al muestrear con un valor dg= 0.83, alin podemos predecir cual sera el nUmero repraducti
de la red original.

Con las mismas tasas, el mismo valor para generar una redonpegaieio, pero ahora con un
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valor para el muestreo dp= 0.8, tenemos la tablé.4 que nos muestra los valores p&ay el
numero de nodos para cada red muestreada.

NUmero reproductivo de la SubredNUm. de nodos en la subred
3.949301 778
3.402891 813
4.072622 806
4.734459 810
3.903716 796
3.883653 811
4.276094 795
4.110622 807
3.574667 801
2.782594 789
5.418863 798
3.771634 810
4.605611 807
4.476488 795
3.566886 811
4.819840 807
4.109112 794
4.222415 812
3.575267 799
2.073705 782
2.500559 809
3.457165 805
3.152102 802
3.897557 795
3.633087 805
3.380916 808

Tabla 5.4: Numero reproductivo de la Subred. Con los dalbbsnidos hacemos una prueba de
hipbtesis:H, : u = 4.166666,H, : u # 4.166666,t = %’1 = —2.7035. Comqg t |[> tpos2)25 =
2.056, entonces rechazamidg [28].

Cong = 0.8 ya no podemos decir que la subred tenga el mismo valor de¢rareproductivo
que la red mundo pequefio.

Creando una red mundo pequeiio goe 0.0001, pero ahora variando la tasa de infeccion y de
recuperacion siendo estasyz 0.44036 yB = 0.3, y creando solo una subred cga: 0.8 tenemos
los datos de la tabl®.5. El nUmero reproductivo para esta red mundo pequeify es6.8126.
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d

NUmero reproductivo de la SubredNUm. de nodos en la subre
5.237174 779
5.864380 800
5.957175 797
5.324294 788
5.708663 798
5.333621 803
5.427573 794
5.524039 799
5.371004 812
5.705592 800
5.793505 789
5.628037 802
5.294638 810
5.414716 795
5.494755 796

Tabla 5.5: Numero reproductivo de la Subred. Con los dalbbsnidos hacemos una prueba de
hipbtesisH, : u = 6.8126,H, : u # 6.8126,t = X‘;“ = -5.6672. Comd t |> tyos5p2)14 = 2.761,

entonces rechazameék, [28§].

Aln cambiando las tasas, cuando muestreamos con un vajet @68 el nUmero reproductivo
de la subred ya no es el mismo que el nUmero reproductivd@aed mundo pequefio.

Con los datos anteriores pero ahora tomando en cuentg gued.9, tenemos los valores del
namero reproductivo para cada subred en la t&hé

d

NUmero reproductivo de la SubredNUm. de nodos en la subre
6.279101 899
6.347743 910
6.367867 902
6.486699 898
6.160197 911
6.918863 908
5.974465 903
6.918863 900
7.021916 913
6.482167 909
6.342322 901
6.250441 905
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6.200160 89C
6.224451 907
6.091965 906
6.609393 901
6.484623 912
6.072837 896
6.364727 899
6.211350 909
6.921834 906
6.373676 910
6.172993 897
6.483858 913
6.406462 906

Tabla 5.6: Numero reproductivo de la Subred. Con los dalbbsnedos hacemos una prueba de
hipbtesisH, : u = 6.8126,H, : u # 6.8126,t = %’1 = —1.3970. Comd t |< tyos2)24 = 2.064,
entonces no rechazamblg [28].

Al aumentar el valor dg para el muestreo el nUmero reproductivo para la subredraseio
gue el de la red mundo pequefio.

5.1. Conclusiones

Debido a que el nUmero reproductivo, es el nUmero de iidaes en promedio que un indivi-
duo infeccioso puede causar en una poblacibn completarmasteptible, de acuerdo a las tasas de
infeccion y de recuperacion podemos calcular el nUmegpooductivo y predecir si en determinada
poblacibn puede ocurrir una epidemia.

Primero calculamos el numero reproductRgde la red mundo pequefio generada mediante el
algoritmo de Watts y Strogat27], considerando que en promedio cada nodo tendra 10 vecinos
[11], posteriormente muestreamos la red mundo pequ&élocpbn una valor deg > 0.78 para
generar solamente una subred y calculamos el nUmero reginaalde la subred.

Cong = 0.8 la subred ya no tiene el mismo namero reproductivo quedamendo pequefio,
sin embargo comg = 0.85 si, lo cual nos lleva a conjeturar que para valoreq de0.8 la subred
muestreada conservara las mismas propiedades que la reld peruefio, es decir, con ese valor
deg podemos decir que las subredes tendran el mismo niUmewmraivo.
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Independientemente del valor de las tasas, el valor delerdumeproductivo para las subredes
muestreadas con un valor de> 0.8 es el mismo que para la red mundo pequefio, lo cual nos
indica que podemos muestrear hasta cerca del 80 por cietdoel®total y poder predecir lo que
ocurrira con la red total.
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Consideraciones finales e ideas por explorar

El empleo de modelos matematicos para enfermedadesimdascha crecido en grado signi-
ficativo en los (ltimos afos debido a que proporcionanriméxion Gtil para tomar decisiones, e
instituir medidas operativas en el control o erradicadéruna enfermedad infecciosa. Estos mo-
delos son muy (tiles porque capturan propiedades esesdalla dispersion de una enfermedad
de una forma simplificada. Ademas, al modificar los paramsatel modelo se pueden representar
o descubrir situaciones que dificilmente se pueden obtaadiante experimentacioa.

Por lo tanto, contribuyen a prevenir futuras situaciongslpgicas, determinar la prevalencia e in-
cidencia y coadyuvar a tomar decisiones objetivas paranttam supresion de las enfermedades
infecciosas. Cabe mencionar que la adicion de elemerdss@ales al modelo matematico (mayor
sofisticacion), exige una mayor cantidad de parametrascalar y mayor numero de supuestos.
Desafortunadamente, en muchas circunstancias del mualdoase dispone de datos confiables
para realizar las cuantificaciones de los parametros riglpse lo cual da lugar a que las predic-
ciones o calculos de los modelos presenten en muchos casosisiderable margen de error. Por
ello, los resultados del modelo deben tomarse en estos cascsautela. No obstante, a pesar
de que muchos modelos matematicos no pueden realizacgi@ths precisas, sobre todo por la
falta de datos, éstos son de gran utilidad para medir eteetbrlas medidas de control aun an-
tes de iniciar la epidemia. Por otro lado, vale la pena me@cigue no existe una metodologia
sistematica para la modelacion y pruebas de hipotesenfdemedades infecciosas para profesio-
nales de la salud. Por ello es importante que los profesemi@ la salud tengan conocimiento de la
existencia de estos modelos y fortalezcan su colaboraci@modeladores de enfermedades, para
disefar en forma conjunta medidas eficaces de control gieacon de enfermedades infecciosas.

Watts describe el surgimiento de la moderna teoria de réstdence of Networks) como una

evolucion de los desarrollos teéricos de Leonard Euler, gesde el estudio de los objetos for-
males llamados grafos desde 1736, revolucionaron prinaroniatematicas teoricas para luego
proyectarse al conjunto de las ciencias sociales. En pilungar las distancias sociales entre per-
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sonas alejadas en la red, son tremendamente cortas posjaeds no se establecen al azar y los
clusters o regiones pueden ser navegados a través de wussgiajos. Esta “navegabilidad” ex-
trema, a pesar de los afos ya transcurridos desde el poipetimmento de Milgram, es un hallazgo
experimental y tebrico bastante opuesto al sentido cawitante.

En segundainstancia en las redes de mundo pequefio eveatestamente insignificantes pueden
generar acontecimientos incontrolables, pero tambigeventos de alto poder disruptivo pueden
ser tolerados por las redes si en su estructura cuenta cpiegades regeneradoras inferibles de
antemano. Finalmente esta ciencia de las redes parecggeoahpletamente nuevo y no solo un

subconjunto de las teorias y enfoques existentes. Aquiuyen las teorias de los grafos aleato-
rios de los matematicos, la de los modelos de percola@dia duimica y la de las transiciones

de fase de los fisicos. No todos los procesos son abordednelas mismas herramientas ni los

mismos procedimientos de formalizacion, pero todos seneqtibles de encararse con esta for-
ma militante de interdisciplinariedad. Lo que tenemos atavaqui, parece decir Watts de algin
modo, no es solo un conjunto de aplicaciones mas o meno®geteas de un mismo conjunto

de ideas desafiantes, sino una auténtica y novedosa diadijpitada de dispositivos y técnicas de
validacion de fuerte apoyo teorico y muy buen pronostid¢aturo.

Por Gltimo, es prudente mencionar que dado que el actuah esumndo cada vez mas interco-
nectado e interdependiente, las amenazas de brotes denggsdson muy altas, por lo que es
sumamente importante fortalecer un sistema de vigilammdeenioldgica para prevenir y comba-
tir la aparicion de enfermedades infecciosas capacedeatardia salud y la economia.

Queda por delante simular epidemias en redes de gran tamaifstruir modelos que capturen

la dinamica de individuos infecciosos en distintas redaalizar epidemias reales, entre otras co-
sas...
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Apéndice A
Programa

A.1. Especificaciones
Los lenguajes de programacion requeridos para realigaiaulaciones fueron:
e Borland G++ 5.02.

e Matlab 7.0

A.2. Cdodigo

El desarrollo de los programas se comprendio de la siguieanera:

En Borland G-+ se realizaron los programas (*.cpp) para obtener las ldgadatos que fueron
guardadas en un archivo de extension txt. En Matlab sezagah programas (*.m) para visulizar
los datos obtenidos de los programas eC

A.3. Programas

Los programas que estan incluidos en el disco son:

1. Coeficiente de agrupacion (C.cpp): Incluye la funcioragaear una red mundo pequefio y
poder calcular el coeficiente de agrupacion de una redaeguundo pequefio o aleatoria. ,

2. Diametro caracteristico (L.cpp): Incluye la funcioar@ crear una red mundo pequefio y
poder calcular el diametro caracteristico de una redaeguundo pequefio o aleatoria.

3. Distribucion de grado (DG.cpp): Incluye la funcion paraar una red mundo pequefio y
poder calcular la distribucion de grado de una red regmando pequefio o aleatoria.
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4. SIR (SIR.cpp): Este programa incluye la funcion paracina red mundo pequenio, la
funcidbn de muestreo, la funcibn que separa las subredessnde haber mas de unay
analiza el comportamiento de los Susceptibles, Infecsigd®ecuperados.

5. NUmero reproductivobibliografia.bib (Ro.m): Calculan&@mero reproductivo de las subre-
des muestreadas.

6. (subredes.m): Muestra el comportamiento de los indosdofecciosos despues del mues-
treo.

7. (DG.m): Nos permite ver la grafica de la distribucion dedp de la red y de las subredes.

A.4. Algoritmos

Para los Algoritmos 1 y 2 mencionados en la secc®y 3.3 respectivamente, utilizamos
el programa SIR.cpp (en Borland+&€) y guardamos los valores para cada tiempo de cada uno de
los nodos en un archivo de texto (SIR.txt), posteriormetiizamos el programa subredes.m (en

Matlab) para poder ver los gaficos para cada uno de los es$atly R para lared y para la subred
0 subredes en caso de haber mas de una subred.
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