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RESUMEN

El problema de la relacién entre el caos microscépico y el compor-
tamiento macroscdpico de un sistema de muchos grados de libertad
se explora numéricamente por medio del estudio de las propiedades
estadisticas asociadas a la posicién y el momento de una impureza
pesada acoplada a una cadena de osciladores con interacciones an-
arménicas a primeros vecinos del tipo Fermi-Pasta-Ulam. Para
este modelo particular hemos encontrado que el comportamiento
del tiempo de relajacién asociado a la funcién de autocorrelacién
del momento es diferente dependiendo del régimen dindmico (ya
sea regular o cadtico) de la cadena. Los principales resultados
del presente trabajo han sido reportados en : M. Romero-Bastida
y E. Braun, “Microscopic chaos from Brownian motion in a one-
dimensional anharmonic oscillator chain,” Phys. Rev. E 65, 036228 -
(2002) [ver también http://arXiv.org/abs/nlin/0201059].




ABSTRACT

The problem of relating microscopic chaos to macroscopic behavior
in a many-degrees-of-freedom system is numerically investigated
by analyzing statistical properties associated to the position and
momentum of a heavy impurity embedded in a chain of nearest-
neighbor anharmonic Fermi-Pasta-Ulam oscillators. For this par-
ticular mode! we have found that the behavior of the relaxation time
of the momentum autocorrelation function of the impurity is differ-
ent depending on the dynamical regime (either regular of chaotic) of
the lattice. The main results of this work have been reported in: M.
Romero-Bastida and E. Braun, “Microscopic chaos from Brownian
motion in a one-dimensional anharmonic oscillator chain,” Phys.
Rev. E 65, 036228 (2002) http://arXiv.org/abs/nlin/0201059
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Capitulo 1

Introduccion

La teorfa cinética de los gases fue desarrollada a finales del siglo XIX, siendo
la primera sistematizacién rigurosa, aunque restringida a un cierto tipo de sis-
temas muy especificos, de la teorfa atémica de la materia. Sin embargo, esta
teoria no era del todo aceptada debido a la falta de evidencia experimental direc-
ta del movimiento a nivel molecular. Einstein arguyé que la la trayectoria erratica
de una pequefia particula suspendida en un fluido (fenémeno que se conoce co-
mo movimiento Browniano) es el resultado de las colisiones aleatorias con las
moléculas que constituyen el fluido. Segin la explicacién propuesta por Einstein
el comportamiento de la particula suspendida deberia de mostrar, en promedio,
algtin tipo de regularidad. Este comportamiento efectivamente se manifiesta en
una cantidad conocida como desplazamiento cuadrédtico medio, la cual se incre-
menta linealmente con el tiempo (ver Ec. (2.10) del capitulo siguiente). A conti-
nuacién, Einstein mostré cémo el factor de proporcionalidad estd relacionado con
el nimero de Avogadro; esto es, con el nimero de moléculas que, de acuerdo a la
teoria at6mica, deberian de colisionar con la particula suspendida. Aunque estas
predicciones fueron comprobadas experimentalmente por Perrin algunos anos des-
pués, confirmando asi la hipé6tesis molecular, la teoria antes mencionada se basa
en una suposicion crucial. En su desarrollo, Einstein simplemente supuso que las
colisiones sucesivas con las moléculas del fluido deberian de ser estadisticamente in-
dependientes. La posicién de la particula suspendida es esencialmente la suma, de
variables aleatorias independientes, por lo que, de acuerdo a la teoria matematica
de los procesos estocasticos, el resultado es un proceso difusivo cuya caracteristica
mds fundamental es la dependencia lineal del desplazamiento cuadritico medio
con respecto al tiempo, como ya lo habfamos mencionado. Pero un andlisis real-
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mente microscépico deberia de estudiar a la particula suspendida junto con el
fluido como un sistema dindmico de muchos grados de libertad, gobernado por
las ecuaciones de Newton. Entonces esta dindmica microscopica determinista de-
beria, de alguna manera, poder explicar la independencia estadistica que Einstein
supuso a nivel fenomenolégico.

Ahora bien, de los estudios actuales sobre la dindmica de los sistemas de mu-
chos grados de libertad se sabe que la gran mayoria de estos son caéticos'; esto es,
su dindmica tiene propiedades muy diferentes a las de sus contrapartes integrables.
Serfa natural suponer entonces que, como el fluido en el que estd sumergida la
particula macroscopica del movimiento Browniano es un sistema esencialmente
cadtico, el efecto de la dindmica microscédpica deberia de alguna manera de ser
cuantificable de manera experimental. Gaspard et al. {1] realizaron el primer ex-
perimento directo para tratar de encontrar evidencia en este sentido. Para una
esfera de pldstico sumergida en agua en equilibrio termodindmico estos autores
encontraron, midiendo las posiciones sucesivas de la esfera y calculando a partir de
éstas la entropia de Kolmogorov-Sinai h,, (una cantidad que, si es positiva, indica
en principio la presencia de una dindmica cadética en un sistema dado), la primera
evidencia, en la forma de una h,, positiva y acotada, de un comportamiento
caético a nivel microscopico que se manifiesta a nivel macroscépico.

Sin embargo, en un estudio posterior de E. G. D. Cohen ¢t al. [2] por medio
de simulaciones numéricas de un sistema no-cadtico (el modelo de viento-drbol de
Ehrenfest) pudieron reproducir numéricamente el comportamiento de £, . reporta-
do por Gaspard et al., lo que hace que los resultados experimentales de {1] no sean
tan concluyentes como en principio pudiera parecer. Resultados posteriores (3, 4],
obtenidos por medio de la comparacién del comportamiento del desplazamiento
cuadritico medio, principalmente, de sistemas no-cadticos y cadticos (entre estos
tltimos el modelo de Lorentz?), han mostrado que los efectos de la dindmica mi-
croscopica de estos sistemas sobre las propiedades difusivas no son detectables,
por lo que existe una duda razonable de que, por medio de la metodologia experi-

*En este punto de la exposicién s6lo es necesario saber que las trayectorias en el espacio fase
de un gistema de este tipo tienen un caracter marcadamente no-periédico. Para una descripcién
mas rigurosa, ver el capitulo 4

2Los modelos utilizados en [2, 3, 4] consisten en una particula puntual moviéndose con veloci-
dad unitaria en dos dimensiones que colisiona con dispersores que no se translapan. Los modelns
tipo Ehrenfest (regulares) consisten en dispersores cuadrados distribuidos en posiciones ya sea
periédicas o aleatorias en el plano, mientras que los modelos tipo Lorentz (cadticos) consisten
en dispersores circulares. '




mental presentada en [1], sea posible encontrar evidencia de caos dindmico a nivel
microscépico.

El hecho de que en modelos microscépicos no-cadticos se presente la
fenomenologia del movimiento Browniano no es de ninguna manera novedoso. Los
modelos conocidos genéricamente como de osciladores arménicos acoplados, con-
sistentes en una particula pesada sumergida en un reticulo de particulas livianas,
comparten con los modelos utilizados por Cohen et al. la propiedad de tener una
dindmica regular (esto es, no-cadtica), lo que permite un estudio analitico del
problema. A pesar de que son modelos muy simplificados, son lo suficientemente
poderosos como para ser un punto de partida adecuado en la tarea de esclarecer
muchas de las hipétesis necesarias para poder recuperar al movimiento Browniano
macroscépico.

La principal limitante de este tipo de modelos es su excesiva simplificacién en
cuanto al tipo de interacciones que existen entre las particulas del sistema, ya que
ésta es de caracter armdnico. Sin embargo, su estructura puede generalizarse por
medio de la inclusién de potenciales anarménicos, lo que permite, en principio, -
responder la pregunta: ;cudles son las modificaciones introducidas en el compor-
tamiento macroscépico de la particula pesada debido al efecto de una dindmica
microscépica de caracter cadtico? A pesar de ser un programa de investigacion
inmediato, hasta el presente no se ha intentado llevarlo a cabo, y este trabajo es
un primer paso en esta direccidn.

Ahora bien, una ventaja de nuestro enfoque es que, como nuestro punto de par-
tida es un modelo no-cadtico que permite obtener analiticamente la fenomenologia
propia del movimiento Browniano, la generalizacién al caso cadtico nos permite
asegurar que las desviaciones del comportamiento arménico son el resultado de
la dindmica cadtica que hemos impuesto, por construccién, a nuestro sistema.
En principio seria entonces posible estudiar, desde un punto de vista distinto
pero complementario al de Cohen et al., la posibilidad de que en la dindmica
macroscopica de la particula pesada se manifiesten, de alguna manera, los efectos
de la dindmica microscépica subyacente.

Los diferentes conceptos tratados en este capitulo son explicados a lo largo de
la tesis como sigue.

En el capitulo 2 se hard una revisién, de ninguna manera exhaustiva, del
movimiento Browniano desde el punto de vista fenomenolégico, asf como una dis-
cusién de los primeros intentos de una formulacién microscépica (Hamiltoniana)
para el caso de una particula pesada sumergida en un fluido molecular. Estudi-
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con el enfoque de Boltzmann desde una perspectiva histérica, ver Ref. [7]).

Podemos ver que, en general, para pasar de una descripcion totalmente mi-
croscépica (hamiltoniana) a una totalmente macroscopica {termodindmica) tiene
que haber una reduccién de los grados de libertad involucrados, obteniéndose asi
una descripcion en la cual un conjunto de variables reducidas obedecen ecuaciones
fenomenoldgicas bien conocidas. En general es muy dificil conseguir esta reduc-
cidn, pero existe un fendmeno fisico para el cual ésta se consigue de una manera
bastante sencilla. Este fendmeno es el movimiento Browniano, en e} cual se estu-
dia el movimiento de una particula macroscépica suspendida en un fluido. Para
este problema las Unicas variables macroscépica relevantes son aquellas asociadas
a la particula suspendida, mientras que las variables asociadas a las particulas
que componen al fluido entran en la descripcion indirectamente a través de sus
efectos estocdsticos sobre la particula suspendida. Lo anterior fue mostrado por
Einstein a principios de siglo, obteniendo una de las primeras y més concluyentes
demostraciones del alcance de los métodos de la mecdnica estadistica.

La descripcién de este esfuerzo y su continuacién por Paul Langevin algunos
anos después serd e! primer objetivo de este capitulo. Posteriormente haremos
una breve revision de las herramientas tedricas que han sido desarrolladas para
estudiar al movimiento Browniano de manera fenomenoldgica. Por Gltimo hare-
mos un recuento de los modelos que han sido disenados para tratar de obtener
la fenomenologia del movimiento Browniano a partir de modelos microscépicos,
concluyendo con una ponderacién de los alcances y limitaciones de este tipo de
metodologia.

2.2 Antecedentes Historicos

En el afio de 1828 el botanico inglés Robert Brown reporté las observaciones,
hechas el afio anterior, sobre el movimiento errdtico de una suspensién de granos
de polen en agua. Una bella descripcién de este fenémeno fue dada posteriormente

“ ..seria dificil examinar durante

por Jean Perrin en los siguientes términos:
mucho tiempo una preparacién de particules muy fines en un liquido sin observar
un movimiento perfectamente trregular. Se mueven, se detienen, empiezan de
nuevo, suben, bajan, suben otra vez sin que se vea que tiendan a la inmovilidad [8].”
Cabe mencionar que este tipo de movimiento ya habia sido observado muchas veces
con anterioridad (Leeuwenhoek, Stephen Grant, Needham, Buffon, Spallanzani,
entre otros). El gran mérito de Brown fue el de afirmar por primera vez que este
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fenémeno tenia causas fisicas, no bioldgicas (la referencia al trabajo original de

Brown, asi como a los trabajos anteriores, puede consultarse en el capitulo 15 del- - -

libro de Brush {9]).

Durante el resto del siglo XIX se sugirieron todo tipo de posibles explicaciones:
gradientes de temperatura, evaporacién, corrientes de aire, flujo de calor, capila-
ridad, ésmosis, ninguna de las cuales resulté satisfactoria (ver Ref. [9] y Nota I

n [11]). Uno de los pocos resultados concluyentes obtenidos en este periodo es
que este movimiento no depende del tipo de particula suspendida ni del tipo de
fluido utilizado'. Gradualmente fue ganando terreno la hipétesis del origen mo-
lecular del movimiento Browniano (ya conocido por este nombre en la literatura
de la época), la cual postula que éste se debe al gran nimero de colisiones que la
particula suspendida experimenta con las particulas microscépicas que componen
al fluido. El resultado neto del gran nimero de colisiones es una fuerza que cam-
bia brusca e intermitentemente, por lo que el movimiento que realiza la particula
Browniana se percibe macroscépicamente como erréitico. Es significativo de este
periodo la ausencia total de publicaciones sobre el movimiente Browniano por los
creadores de la teorfa cinética tales como Clausius, Maxwell y Boltzmann. Sin
embargo, podria sospecharse que éste tltimo ya sabia en 1896 la causa de este
movimiento erratico cuando escribié “. .. particulas muy pequenas en un gas eje-
cutan movimientos que resultan del hecho de que la presion en la superficie de las
particulas puede fluctuar [10]". Los primeros intentos de aplicar la hipétesis de
los impactos moleculares al movimiento Browniano resultaron infructuosos hasta
que, en 1905, Einstein formulé una teoria capaz de orientar a los fisicos experimen-
tales sobre qué cantidad debia ser medida para asi poder comprobar la hipétesis
molecular [11].

(Cudl fue el método seguido por Einstein? La idea general consiste en derivar
una descripcién probabilistica vdlida para todo un conjunto de particulas, en lugar
de seguir en el tiempo la complicada trayectoria de una sola de ellas. La primera
suposicion necesaria es que el movimiento de cada particula es independiente del
de las demds. La segunda suposicién consiste en postular que la descripcién
deseada est4 definida por una escala de tiempo 7, de tal modo que dos puntos
diferentes de la trayectoria de una misma particula, después de ese intervalo,
pueden considerarse como eventos independientes. Ademds, no se hace ningiin
intento por caracterizar la dindmica en una escala de tiempo mds pequefia que

'Este resultado experimental tiene consecuencias importantes que seran exploradas en el
capitulo siguiente dentro del contexto de los modelos de osciladores acoplados.




8 Capﬁ:ulo 2. Movimiento Browniano

Te. Una tercera suposicion, de naturaleza probabilistica, es que existe una funcién
de densidad de probabilidad (FDP) f(A) para una distancia A recorrida por-la
particula Browniana durante el intervalo 7,. f(A) est4 definida de tal forma que
S(A)dA es la probabilidad de tener un cambio de posicién dentro del intervalo
(A, 8 +dA). Como f(A) es una FDP, debe de cumplir con

[ saya =1 (2.1)

—Co

Las tinicas suposiciones necesarias para el desarrollo posterior son que f(A) sélo
difiera de cero para valores muy pequenos de A y que satisfaga la condicién de
simetria
fl~4) = f(B). (2.2)
Consideremos a continuacién un ensamble de N particulas Brownianas, el cual
estd caracterizado por una densidad numérica n(z, t) tal que n{z, t)dz representa
al nimero de particulas en el intervalo (z, z + dz) al tiempo t. De la hipdtesis de
que las trayectorias separadas un intervalo 7, son independientes se sigue que el
nimero de particulas en z al tiempo ¢t + 7, estd dado por el nldmero de particulas
en  — A al tiempo ¢ multiplicado por la probabilidad f(A) de que la particula

pase de z — A a z e integrado para todos los posibles valores de A:
‘ +o0
T, b+ Te) = / n(z — A, t)f(A)dA. (2.3)

—~ 00

Esta es la ecuacién de evolucién para al densidad numérica n(z,t). Ahora, como
Te €5 MUy pequeinio, se tiene que

on(z,t
n(z,t+7.) =~ n(z,t) + ,;—n(l ) (2.4)
ot
También podemos desarrollar n{z — A, ) en potencias de A como
onfz,t) &% Fn(z,t)
T — ~ - 4 == 2.5
n(z — A, t) = n(z, t) — A p + B (2.5)
Sustituyendo estos dltimos desarrollos en la Ec. {2.3) podemos escribir

+o0 &n A?
n+%t’ifezn/ £(A) dA—~-/ Af(a)dA+ / IS
B (2.6)

En el lado derecho de (2.6) los sumandos impares en A se anulan debido a la condi-
cion de simetria (2.2). A contintacién tomamos en consideracién sélo términos de




2.2. Antecedentes Histéricos 9

O(A?). La integral del primer sumando se evalia usando (2.1), mientras que del
tercero definimos al coeficiente de difusién D en términos del segundo momento.
de la FDP f(A) como

1 oo (A?%)
D=———/ A?f(A)dA = Y21 2.7
de donde también definimos al desplazamiento cuadrdtico medio como (A?) =
(z*(t)), siendo (- - -) la representacién del promedio sobre todos los posibles valores
de A. Vemos entonces que de (2.6) se obiene la ecuacién de difusién

on o*n

—=D—. 2.8

ot Jz? (28)
Si la condicién inicial es que todas las particulas estén localizadas en z = 0,
n(z,t = 0) = N§(z), la solucién de esta ecuacién es

n(z,t) = exp (—z2/4Dt) , (2.9)

N
(4m Dt)1/2
Puesto que n(z,t) tiene la forma de lo que matemdaticamente se conoce como una
distribucidn Gaussiana, se sigue que la posicién promedio de la particula Brow-
niana es nula y que el desplazamiento cuadritico medio se incrementa linealmente
con el tiempo, esto es:
(A% =2Dt,  te~T,. (2.10)

Tanto la distribucién de desplazamientos (2.9) como la relacién (2.10) fueron com-
probadas experimentalmente por M. Seddig, T. Svedberg, V. Henri, J. Perrin y
Chaudesaiges (ver Ref. [9]), validando asi el esquema general de Einstein.

La siguiente contribucién al estudio del movimiento Browniano fue reportada
por M. von Smoluchowski [12] al afio siguiente de la publicacién del trabajo de
Einstein, aunque sus resultados fueron obtenidos muchos afios antes de la pu-
blicacién del trabajo de éste dltimo [9]. La importancia de este trabajo es que .
utilizé el concepto de trayectoria libre media para calcular (A?). Con esto logré
tomar en cuenta el efecto de las colisiones microscépicas sobre la trayectoria de la
particula Browniana de una forma més detallada que en el tratamiento de Ein-
stein, convirtiéndose asi en la primera aplicacién de la teoria cinética al estudio del
movimiento Browniano. Siguiendo esta metodologia Smoluchowski encontré una
expresion para el desplazamiento cuadrético medio de la forma (A?) = (3%/2/4) D,
Esta ligera discrepancia en el valor del coeficiente de difusién no deberia sorpren-
dernos del todo si recordamos que la teoria cinética estd concebida para el estudio
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de gases diluidos; ademds, el propio Smoluchowski adopt6 la relacién (2.10) en
trabajos posteriores [9].

Aunque el enfoque de Einstein ha sido muy exitoso, unc tiene que admitir que
es muy fenomenoldgico y que no puede dar, de una manera intuitivamente simple
al menos, una expresidn explicita que permita el cilculo de la constante de difusién
en términos de cantidades macroscdpicas. Langevin [13] propuso una metodologia
diferente y que, en sus propias palabras, es “infinitamente m4s simple” que la de
Einstein. Su propuesta consistid, esencialmente, en estudiar la trayectoria de
una sola particula Browniang y escribir la correspondiente ecuacién de Newton,
fuerza=masa ¥ aceleracion. Para describir adecuadamente la fenomenologia ya
conocida, Langevin propuso que la fuerza macroscopica total actuando sobre la
particula Browniana se puede descomponer en la suma de dos contribuciones: una
fuerza sistemdtica, que cuantifica el efecto de la friccién viscosa y que depende de
la velocidad segiin la ley de Stokes, v una fuerza £(¢) (“fuerza complementaria” en
su terminologia) que da origen a la trayvectoria erratica de la particula Browniana.
Entonces la ecuacién de movimiento para la particula Browniana se puede escribir - -

cOmo o /
d "z dx
M=l m ey 2 FLE). 2.11
air = g H IO, (210
donde
v = Barna, (2.12)

n es la viscosidad del fluido y a es el radio de la particula (supuesta esférica).
Como veremos mas adelante, la fuerza de friccién —ydz/dt y la fuerza fluctuante
#(t) no son independientes una de la otra. Esto es una consecuencia del hecho
de que las colisiones moleculares que dan origen a estas fuerzas no pueden ser
separadas en un tipo de colisiény que dé origen sdlo a un efecto de friccién y en
otro tipo que dé origen sélo a un efecto fluctuante?. A continuacién, Langevin
supuso que la fuerza fluctuante F'(t) y la posicién de la particula Browniana estén
descorrelacionadas temporalmente:

(F(t)z(t)) = (=(t))(F(t)) = 0, (2.13)

donde (- - -) denota un promedio tomado sobre todas las posibles realizaciones de la
fuerza F(t). Multiplicando la Ec. (2.11) por z, tomando el promedio anteriormente

*Para modelos simplificados [14] que tomen en cuenta de una manera sencilla los efectos de
las colisiones moleculares individuales sobre la velocidad de la particula Browniana, se obtienen
resultados que reproducen exactamente las predicciones de la ecuacién de Langevin, validando
asf la hip6Gtesis de la separacién de fiserzas en {2.11) para el caso particular de estos modelos.
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definido y utilizando la condicién (2.13) se obtiene

M d*(z?) 2
- — 2y = 3, L 2.14
T M (v*) 3ran 7 ( )

Langevin supuso a continuacién que la particula estd en equilibrio termodindmico
con el fluido circundante. Esto equivale a decir que el promedio de la energia
cinética de la particula Browniana es proporcional a la temperatura del fluido.
Formalizando esta observacién tenemos lo que se conoce como el principio de
equiparticion: M(v?) = k,T (k, es la constante de Boltzmann y T es la tempe-
ratura del fluido). Si ademds utilizamos el cambio de variable £ = d(z?)/dt, la
ecuacién (2.14) se puede escribir como

M d¢

d{zr?)

cuya solucién es L
T 6mna
=-2—4C (-— t) . 2.16
¢ 3rna +Cexp M ( )

Después de un tiempo transitorio 7 = M/67na =~ 10™%s, vélido para particulas
en las que se observa el movimiento Browniano, se entra a un régimen en el cual
€ ~ cte. Esto implica que la particula no se ha movido en promedio ({z) = 0) y
que el valor asintdtico del desplazamiento cuadritico medio estd dado por
. k, T
2 B
z°(t)) = —/—1, t>. 2.17
@) = 32 , (2.17)
Este resultado no es otro que la relacién de difusién de Einstein, pero ahora
tenemos un valor explicito para el coeficiente de difusién:
D = 5T :
6mna

(2.18)

Como hemos tenido ocasién de ver, el método de Langevin ofrece una forma
més clara de cuantificar el efecto de las colisiones moleculares sobre la particula
Browniana a través de la fuerza fluctuante F(¢) junto con sus propiedades es-
tadisticas. El método de Einstein no es tan explicito, pues el efecto de F(t) es
introducido a través de la FDP f(A). Sin embargo, ambas descripciones com-
parten un mismo formalismo matemdtico en términos de lo que actualmente se
conocen como procesos estocdsticos, los cuales son muy comunes en muchas 4reas
distintas de la fisica. De hecho, el formalismo de Einstein fue desarrollado inde-
pendientemente por L. Bachelier para estudiar la especulacién en el mercado de
valores de Paris alrededor de 1900 [9].
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2.3 Fenomenologia

En la terminologia moderna podemos decir que, tanto la posicién en el andlisis
de Einstein como la velocidad en el de Langevin son procesos Markoffianos. Un
proceso de este tipo estd descrito por cualquier funcién del tiempo 9(t) cuyo valor
al tiempo t + dt pueda determinarse probabilisticamente a partir de su valor en t,
pero de tal modo que esta estimacién no pueda ser mejorada con el conocimiento
de valores de ©(t) previos a t. Esta condicién implica una forma muy especifica
de relacionar a O(t + dt) con (1), 1a cual es {15

O(t + dt) = O(t) + A((t), t)dt + DV*(O(t), ) N (t)(dt)"/*. (2.19)

En esta ecuacién A(O(t),t) y D(O(t),t) son funciones diferenciables en sus ar-
gumentos, conocidas como funcidn de arrastre y funcion de difusidn del proceso,
respectivamente. N(t) es una variable aleatoria normal con media 0 y varianza
1, por lo que adoptamos la notacién N(t) = N(0, 1); como para cada instante se
toma un valor distinto de la variable aleatoria, la dependencia temporal es im-
plicita. Ademas, N(t) estd descorrelacionada temporalmente de N(¢') sit # '. La
demostracion de que efectivamente podemos describir la evolucidn temporal de un
proceso Markoffiano por medio de (2.19) estd detallada en la Ref. [15] y consiste
en subdividir el intervalo [¢,1+dt) en n — oo subintervalos iguales, imponiendo la
condicién de que la suma de los incrementos de O en esos subintervalos sea igual
al incremento total Z(O(t), ¢; dt) = ©(t + dt) — O(2) sobre el intervalo completo.
Debido al teorema del limite central resulta que el incremento total es una variable
aleatoria distribuida normalmente con media A(8(t), t)dt y varianza D(O(t), t)dt:
esto es, 2(O(t),t;dt) = N{A(O(i), t)dt, D(B(t),t)dt). Finalmente, utilizando la
transformacién funcional N{q, 3%) = a + SN(0,1) junto con o = A(O(t),t)dt y
B = D(©(t),t)dt se llega al resultado (2.19)3.

Un proceso Markoffiano cuyas funciones de arrastre y memoria tengan la forma

A((—)(t),t):—-f_—(—)(t) v DO, =c (2.20)
!

donde 7. y ¢ sean dos constantes positivas se le conoce como un proceso de
4

3Qperacionalmente puede considerarse que (2.19) define un algoritmo de integracion para una
ecnacién diferencial estocéstica en el que dt juega el papel de un incremento temporal discreto
At. Lo anterior ha sido mostrado explicitamente en un contexto totalmente diferente en [16]
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Ornstein- Uhlenbeck. Para el caso particular en que

DM 2 (k,,:r)2
T, = —— y c= ==, (2.21)
'k, T D\ M

la ecuacién (2.19) corresponde a la ecuacién de Langevin (2.11) escrita en términos
de la velocidad de la particula Browniana, v(t) = dr/dt = O(t). La correspon-
diente coordenada de posicién se se puede calcular a partir de

t
2(t) — 2(0) = /0 o(t')dt'. (2.22)
Por otra parte, st ahora se toman
AOM),H=0 y DO®),="c (2.23)

de tal modo que ¢* > 0, se obtiene lo que se conoce como un proceso de Wiener sin
arrastre con una constante de difusién ¢*. En particular, si la variable aleatoria es
la posicién de la particula Browniana, ©(t) = z(t), la ecuacién de evolucién que
se obtiene a partir de (2.19) tiene la forma

z(t+dt) = z(t) + (c’dt) 2N (t) (2.24)

Ahora bien, resulta en general que la posicién de la particula Browniana calculada
a partir de la integral {2.22) no coincide con el correspondiente resultado obtenido
a partir de la ecuacién de evolucién (2.24) (la primera es una aproximaciéon muy
burda a la segunda). Sin embargo, si tomamos 7, — 0y ¢ — oo de tal modo
que 7,c'/* = (2D)"/? = cte, entonces la posicién de la particula Browniana en
el esquema de Langevin (calculada a partir de (2.22)) corresponde a un proceso
Markoffiano que es estadisticamente indistinguible de la posicién de esa misma
particula Browniana calculada segun el esquema de Einstein si en (2.24) se hace
la identificacién ¢* = 7%¢ [17]. Esto dltimo implica que la hipétesis de Einstein
sobre la existencia de la escala de tiempo 7, debe de entenderse en el sentido de
que los cambios en la posicién de la particula Browniana ocurren en una escala
de tiempo que es grande en comparacién con aquella en la que ocurren cambios
significativos en la velocidad de la misma; esto es, 7. > 7,. Es en este sentido
que la representacion mds general de la posicién de una particula Browniana estd
dada por la integral temporal de un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, més que por
un proceso de Wiener.
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En vista de lo antericr, primero veremos qué tanta informacién general puede
deducirse a partir de la ecuacién original de Langevin, pasando posteriormente
a resenar muy brevemente el formalismo de la ecuacién de Fokker-Planck, mds
cercano en su metodologia al enfoque de Einstein.

2.3.1 Ecuacién de Langevin

En términos de la velocidad de la particula Browniana, la ecuacién de Langevin
unidimensional se escribe como

dv
Moo= —yv+ F(t). (2.25)

Debido a la presencia de F'(£), la anterior es una ecuacién diferencial estocéstica
que no puede ser resuelta a menos que se hagan algunas suposiciones sobre la
naturaleza estadistica de F'(t). Puesto que ésta representa el efecto aleatorio de
las colisiones a nivel molecular, suponemos que F'(¢) es una variable estocdstica
distribuida Gaussianamente con un primer y un segundo momentos dados por

(F#) =0 y (FOF()) =2B5t—1t), (2.26)

donde B es una constante cuyo significado se explicard mds adelante y (---)
tiene el mismo significado que en la seccién anterior. La presencia de la fun-
cién delta de Dirac en el segundo momento es una consecuencia de la observacion
fenomenolégica de que la escala de tiempo caracteristica de las fluctuaciones (cam-
bios de valor) de F(t) es muy pequena relativa a la escala de tiempo 7, carac-
teristica de la descripcién de Langevin. Por lo tanto

(F(w(0) =0  t>0, (2.27)

la cual nos dice simplemente que, durante la misma escala de tiempo 7, el cambio

en v es despreciable, mientras que F' ya ha experimentado numerosas fluctuaciones.
Bajo las suposiciones anteriores podemos ahora obtener varias predicciones

interesantes a partir de (2.25). La solucién formal de esta ecuacion es

v(t) = v(0) exp (—vt/M) + 7\1? fot exp (—(t — t')/M) F(t')dt'. (2.28)

Multiplicando a (2.28) por v(0), usando (2.27) y suponiendo que el principio de
equiparticion se satisface para el estado inicial ((v¥(0)) = k,TM~") obtenemos
como resultado

(v(t)0(0)) = L exp (~yt/M) (2.29)
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lo cual nos dice que la funcién de autocorrelacién de la velocidad decae exponen-
cialmente en un tiempo caracteristico 7 = M/vy que depende de la masa de la
particula y de las propiedades del fluido. Cabe mencionar que esta 7 es idéntica a
la 7, de la descripcién de Langevin y a la 7, con la que identificamos a la ecuacion
de Langevin con un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, por lo que a partir de este
momento adoptamos a 7 como nomenclatura general. Adem4s, la forma exponen-
cial (2.29) de la autocorrelacién de la velocidad es la propiedad més conocida que
caracteriza a un proceso Markoffiano.

Por otra parte, si a partir de (2.28) calculamos v*(t) y promediamos, encon-
tramos, usando adem4s las ecuaciones (2.26), (2.27) y (2.29), que

%{@2@)) = %k,,T exp (~2vt/M) + 2% (1~ exp (=2vt/M)]. (2.30)
Puesto que se espera fisicamente que el principio de equiparticién tenga validez
asintética (esto es, para t > 7) tenemos que, en ausencia de perturbaciones
externas, el lado derecho de esta dltima ecuacién debe de ser igual a k,T/2.
Entonces B tiene que tener un valor muy especifico, lo que nos lleva al bien
conocido teorema de fluctuacion-disipacion

B = y(k,T). (2.31)

Esta ecuacién establece el hecho de que la intensidad de la fuerza fluctuante,
cuantificada a través de B, estd relacionada a la disipacién de la energia de la
particula Browniana debida al fluido de tal manera que, si uno conoce la primera,
la segunda se puede calcular, y reciprocamente. Es en este sentido que las fuerzas
sistematica y fluctuante estdn relacionadas, como ya habiamos mencionado antes.
Nétese también que las ecuaciones (2.26) y (2.31) sugieren que, en general,

Y= le [T EorFoa, (2.32)

donde hemos utilizado la propiedad de que () es una funcién par en t. La
Ec. (2.32) ofrece una forma de calcular el coeficiente de friccién v a partir del
conocimiento de la funcién de autocorrelacién de la fuerza fluctuante F(t).

Por otro lado, calculando la posicién de la particula Browniana a partir
de (2.22) se tiene que el desplazamiento cuadratico medio se puede escribir como

(2(t) — 2(O)]) = /0 Car /0 Lt (¢ (")), (2.33)
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el cual nos permite, ntilizando la relacién de Einstein, definir al coeficiente de
difusidn D en términos de la autocorrelacién de la velocidad como

D= /0 " (w(0)0(8))dt. (2.34)

Una sustitucidn directa de {2.29) en {2.34) nos da como resultado, después de
una integracién elemental, la relacidn de Einstein (2.18) escrita en términos del
coeficiente de friccidn,

D= (k, Tyt (2.35)

Si aceptamos a (2.32) como una relacién valida entre el coeficiente de fric-
cién macroscdpico y y las fluctuaciones microscépicas contenidas en F(t), la
relacién (2.35) nos muestra cémo e! coeficiente de transporte de nuestro sistema,
la particula Browniana, también se relaciona a las fluctuaciones microscépicas.

Obsérvese que todos los resultados obtenidos hasta ahora son vdlidos para
t > 7. Una descripcidén vélida para todo tiempo también se puede obtener a
partir de (2.28), como a continuacién mostraremos.

51 eseribimos a esta solucién eomo

v(t) — v(0) exp (—yt/M) = ’ff j[: exp {—~{(t — ")/ M) F(t")dt', (2.36)
podemos inferir que las propiedades estadisticas del lado izquierdo son las mis-
mas que las del lado derecho. Pero éste contiene a F(t) linealmente; esto es,
tenemos una suma de variables dependientes de la fuerza estocdstica y, por lo
tanto, estocdsticas ellas mismas. Si F'(t) es una variable Gaussiana, entonces el
lado derecho serd también una variable Gaussiana [18]. Por lo tanto la combi-
nacién v(t) — v(0) exp(—yt/M) estd distribuida Gaussianamente. La distribucién
de velocidades puede escribirse entonces como

, M 172
fv{v’ g LKO)) - (QW,CBTU - (:‘Xp(-»?’}/t/M)jt)
| M{u(t) = v(0) exp(—7t/M)]?
X exp (— 2k, T[1 — exp(—2vt/M)] )

(2.37)

Para el caso ¢t >» 7 esta expresion se reduce a

M O\: M,
T ) e S 2.38
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la cual es precisamente una distribucién Maxwelliana de velocidades que describe
al estado de equilibrio. Podemos decir entonces que la particula Browniana llega,
después de cierto tiempo, a un estado de equilibrio independientemente de la
velocidad v(0) que haya tenido inicialmente.

De la solucién (2.36) se puede encontrar también la distribucion de posiciones
 al tiempo t. El resultado es [18]

(0 3 Mr~2 2
fo(z, £,2(0),v(0)) = (27rk,,T[27'“‘t — 3+ 4exp(—t/M) - exp(—2'yt/M)])

M1z — 2(0) — 7v(0){1 — exp(—7t/M)}]?
X exp (—‘ 2k, T[27-'t — 3 + dexp(—t/M) — exp(—%t/M)]) . (2.39)

De igual manera, para tiempos t > 7 la expresion anterior se reduce a

2
fo(2,5(0), 0(0)) = mm <, E.Z%iﬂ)]_) , (2.40)
donde se ha usado la definicién (2.35) para D. Es claro entonces gque en este
régimen temporal se recupera la densidad numérica (2.9) obtenida por el método
de Einstein.

Volviendo a la distribucién (2.39) podemos obtener la expresién general del
desplazamiento cuadritico medio para cualquier régimen temporal calculando

(l=(®) = sOF) = [~ 2*fala, 2(0), v(0))dz (2.41)

y utilizando una vez mas el principio de equiparticién. El resultado final de este
calculo es

(z(t) — 2(O)) = ;’“:2 H—; —1+exp (-%m , (2.42)

del cual se obtiene

() =<0 = { (e 5 1o 249

El primero de estos resultados no es otro que la relacién de difusién de Ein-
stein, mientras que el segundo tiene un significado fisico muy claro: para tiempos
pequeiios el efecto del medio circundante sobre la particula Browniana es despre-
ciable, por lo que ésta se mueve como particula libre.
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2.3.2 Ecuacion de Fokker-Planck

Una manera diferente de analizar el comportamiento de una particula Brownia-
na es establecer directamente una ecuacién que satisfaga la funcién de densidad
de probabilidad f, estudiada al final del apartado anterior. Es importante hacer
notar que en el método de la ecuacién de Langevin se construye la funcién f,.
En particular, si se supone que f, es una distribucidén Gaussiana, el proceso de
construccién es relativamente sencillo de ilevar a cabo, como ya se mostr6. Sin
embargo, si el proceso dindmice que se estd estudiando es tal que la FDP no
es Gaussiana se presentan dificultades que en general son muy dificiles de supe-
rar con el método de la ecuacion de Langevin. Otra situacién en la que es atil
trabajar directamente con la funcién de distribucién se presenta cuando se impo-
nen restricciones adicionales al problema. Si estas restricciones pueden expresarse
en la forma de condiciones de frontera, entonces la reduccién a un problema de
ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de frontera nos proporciona un
método mds directo de obtener la solucidn necesaria.

Como ya habiamos mencionado antes, {a velocidad de la particula Browniana
es un proceso Markoffiano, lo que implica que la funcién de densidad de proba-
bilidad f, satisface lo que se conoce como una ecuacidn maestra que se escribe
como

fulv,t + At) = / fu(v = Av, )W (v — Av; Av)d(Av), (2.44)

donde W (v; Av) es la probabilidad de transicion de que v experimente un incre-
mento Av en el intervalo At. Entonces puede demostrarse (18], a partir de (2.44),
que f,(v,t;v(0)) satisface una ecuacidn de Fokker-Planck cuya forma explicita
estd dada por

0 f, J k,TOf, -
%j;” = "I’a <’va + M “5%) (2.45)

La solucién a esta ecuacién diferencial parcial se puede obtener utilizando
métodos bien conocidos [18] para unas condiciones iniciales dadas y puede ademds
mostrarse que, para tiempos grandes,

fo(v, t;0(0)) — fo9(v), (2.46)

donde f#9(v) es la distribucién Maxwelliana de velocidades para la particula con
velocidad v, masa M, inmersa en un fluido a temperatura 7' y cuya forma explicita
estd dada por la ecuacién (2.38) de la seccién anterior. Por lo tanto, podemos
concluir que los esquemas de Langevin y de Fokker-Planck son equivalentes.
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2.4 Modelos Microscopicos

Como ya hemos tenido oportunidad de ver, la teoria fenomenoldgica del movimien-
to Browniano proporciona una descripcién bastante satisfactoria de las observa-
ciones experimentales. Sin embargo, es una teoria esencialmente incompleta (como
toda teoria fenomenolégica), pues tanto el coeficiente de friccién como el de di-
fusién tienen que obtenerse a partir de datos experimentales. Una descripcién
més fundamental tendria que ser estrictamente microscépica y en ella los coefi-
cientes antes mencionados deberian de poderse calcular a partir de los pardmetros
moleculares del fluido. Para alcanzar este objetivo, en los primeros trabajos la
metodologia consistié en partir de una descripcién mesoscépica, a partir de la
cual se obtiene la ecuacién de evolucién para la funcién de distribucién de una
particula pesada. Posteriormente, y utilizando diversas técnicas tales como los o-
peradores de proyeccién, fue posible derivar formalmente la ecuacidon de Langevin.
Sin embargo, en todos estos enfoques se obtienen expresiones meramente formales
para los coeficientes de transporte que no es posible evaluar de manera explicita. .
Es por ello que ha sido necesario recurrir a simulaciones de computadora para
realizar célculos explicitos de los mismos. Sélo en algunos casos muy especificos
(esferas duras) ha sido posible algin desarrollo analitico, pero atn asi los célculos
numericos son necesarios para extraer la informacién relevante de las expresiones
resultantes, como a continuacién veremos.

2.4.1 Modelo de Fluido: Primeros Trabajos

La primera teoria microscépica del movimiento Browniano fue desarrollada por
Kirkwood [19] y es aplicable a la autodifusién de un 4tomo o molécula inmersa
en un medio compuesto de particulas idénticas, tales como el argén liquido. Este
tipo de sistemas estdn descritos, a nivel microscépico, por un Hamiltoniano de la
forma

N o2 N
H= Z '2—1- + Z@(T,‘j) (247)
i=1 4T

donde p; y m son el momento y la masa de la i-ésima particula del fluido, mientras
que ®(ry;) es el potencial de interaccién entre pares de particulas y que sélo

depende de la distancia ri; entre ellas. El principal resultado de esta teorfa es
una expresién para el coeficiente de friccién v en términos de una funcién de
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autocorrelacion de la forma

Tk
Y = 3;_1 ™ (F (1) RO i, (2.48)
donde 7" es la temperatura en equilibrio del fluido, F(¢t) es la fuerza total al tiem-
po ¢ actuando sobre una cierta particula del fluido debida a todas las demds y
el promedio (- - ) se toma con respecto a la funcién de distribucién de equilibrio
del fluido. El tiempo 7, fue introducido por Kirkwood debido a que la integral
en (2.48) se anula en el limite 7; — oo para sistemas con un nimero finito de gra-
dos de libertad®. Esto implica que los tiempos de observacién deben de ser grandes
respecto a los tiempos caracteristicos asociados a las variables microscopicas, pero
pequenios relativos a los tiempos de recurrencia del sistema. Aunque lo anterior
establece un rango de validez para los valores de 7¢, no se ha encontrado la manera
de calcular este tiempo de forma analitica. Ahora bien, aunque Kirkwood arguyé
de manera plausible que {2.48) es vdlida para calcular el coeficiente de friccion
de una particula que tenga una masa mayor que las del fluido circundante, esta .
suposicidn solo pudo estudiarse en trabajos posteriores.

El primer andlisis riguroso de un sisterna compuesto por una particula pesada
de masa M interaccionando con un fluido compuesto de particulas idénticas de
masa m fue debido a Lebowitz y Rubin [20]. Estos autores plantearon el siguiente
Hamiltoniano,

p2 N2 N N

H=—- = D iq U i Rf 5 2.49

2M * §2m+g (ris) +§ (fr ') ( )

donde r; y p; = mv; son las posiciones y momentos de la i-ésima particula

del fluido, mientras que R y P = MV son la posicién y el momento de la
particula pesada, respectivamente; ® corresponde a la interaccién entre cualquier
par de particulas del fluido y U es la energia potencial de interaccién entre éstas
y la particula masiva. Si se considera ademds el efecto de un campo externo

4Este hecho es una consecuencia del teorema de recurrencia de Poincaré, el cual establece que,
para un sistema mecénico en ¢ cual las fuerzas dependan sélo de las coordenadas espaciales, la
trayectoria en el espacio fase regresa a una vecindad arbitrariamente pequeiia del punto inicial si
el sistema tiene un ndmero finito de grados de libertad y se espera un tiempo lo suficientemente
grande (Ver apéndice V de la Ref. [18] para una demostracién). El tiempo de recurrencia (o ciclo
de Poincaré) designa el tiempo que tarda el sistema en regresar a la vecindad del punto inicial en
este tipo de movimiento “cuasi-periddico”. Aunque este tiempo es extraordinariamente grande
para sistemas reales de moléculas, es’ importante tenerlo presente para desarrollos posteriores.
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constante E tenemos que la evolucién temporal de la densidad de probabilidad
FM(R,P,rN pV;t) para este sistema de N' = N + 1 particulas estd gobernada
por la ecuacién de Liouville
W) ) FA)
f?_f____ =~-iLfNM - E. .;C_..__’
ot JP
donde L es el correspondiente operador de Liouville. La funcién de distribucién
de la particula pesada

(2.50)

fRP;t) = [ IR, P, p"; t)dr Vdp” (2:51)

obedece una ecuacién de movimiento que se obtiene al integrar (2.50) sobre r¥ y
p"~. Si a continuacién se realiza un desarrollo en serie de potencias del cociente
de masas A2 = m/M:

fV = AW NV
f = Mi+Xh+...,

entonces se obtiene, a primer orden en el desarrollo anterior, la ecuacién de Fokker-
Planck para la funcién de distribucién de la particula pesada de la forma

of 9 af) P 9f of

- = ’(Pf“}‘MkBT"—"‘ M aR 'EI;’

ot~ 'oP op (2:52)

siendo esta ecuacién vélida para tiempos muy grandes comparados con los tiempos
de relajacién caracteristicos del fluido. Ademds, como en la derivacién de (2.52) se
utilizé el limite termodindmico N — oo, entonces se puede reescribir la expresién
de Kirkwood para el coeficiente de friccién v en el limite A? < 1 como

o0
7=3 ki = [ lim (F) - FO) et (2.53)
donde la funcién de autocorrelacién de la fuerza tiene que ser evaluada en un
sistema de referencia en el cual la particula pesada este fija en el espacio. Poste-
riormente Lebowitz y Résibois [21] extendieron el andlisis anterior para el caso de
un campo externo dependiente del tiempo E e'“* actuando sobre la particula pesa-
da. Utilizando un operador que promedia sobre las variables del flnido mostraron
ademds la equivalencia de sus resultados con aquellos obtenidos en el trabajo
anterior de Résibois y Davis [22].
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En todos los trabajos anteriores los términos de orden superior en A son des-
preciados para poder asi reducir las ecuaciones de evolucidn mesoscépicas a-las
ecuaciones que describen al movimiento Browniano macroscépico. Sin embargo,
la dependencia temporal de estos términos de orden superior no fue suficiente-
mente investigada como para justificar su eliminacién para tiempos muy grandes.
Mazur y Oppenheim [23] fueron al parecer los primeros en estudiar este problema
trabajando directamente con la ecuacién de Langevin para la particula pesada en
lugar de la funcién de distribucion, como en los casos anteriores. Su metodologia
consistié en construir la ecuacién dindmica para el momento P de la particula
pesada a partir del Hamiltoniano (2.49) para posteriormente estudiar bajo qué
condiciones se reduce a la ecuacién de Langevin fenomenolégica. Estos autores
encontraron una ecuacién tipo Langevin que es vélida hasta O(\?) para cualquier
escala de tiempo, suponiendo que el momento de la particula pesada sea de orden
A~1y que las funciones de correlacién de las variables asociadas al fluido en pre-
sencia de una particula pesada fija en el espacio decaigan con suficiente rapidez.
Ahora bien, en el limite A? — 0, £ = oo, A’t = cte. {conocido en la literatura como
limite de acoplamienio débil) se recupera la ecuacién de Langevin fenomenoldgica
junte con la expresion (2.48) que ahora se escribe como

1 S ) =
ah e EO RO o
Alpcte

En este punto de nuestra exposicion es importante mencionar que, aunque la fuerza
microscopica F(t) se comporta como una fuerza estocastica en esta aproximacién,
su estructura (al igual que en todos los casos anteriores) es tan complicada que
no es posible hacer un cdlculo explicito del coeficiente de friccion.

Puesto que el momento de la particula masiva es de orden A™!, se puede inferir
que la escala de tiempo en que la funcién de distribucién f(R,P;t) experimen-
ta variaciones significativas es lenta comparada con la correspondiente escala de
tiempo asociada al fluido. Esto implica que puede considerarse al momento de la
particula pesada como una variable lenta en comparacién con los momentos de
las particulas del fluido, lo cual estd demostrado explicitamente que se cumple
en el limite A> — 0 [24]. Ahora bien, como a nivel macroscépico la ecuacién de
Langevin estd definida solamente en términos del momento de la particula masiva,
es razonable suponer gue, a nivel mesoscépico, la variable dindmica que describa
al estado del sistema serd una coordenada de momento asociada a la particula
pesada y que tome en cuenta el efecto de todas las demds variables del sistema.
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Esto es,
P(t) = P(t;x" p") = P(t). (2.55)

Es sabido que [25], en términos de la nueva variable P(t), resulta una descripcion
totalmente aniloga a la obtenida con (2.50) si ahora tomamos como punto de
partida la ecuacién de evolucién para P(t), la cual tiene la forma

3_’;2 =iLP(t). (2.56)
Utilizando la técnica de los operadores de proyeccién sugerida por Zwanzig [26] y
desarrollada posteriormente por Mori [27], se puede reescribir la Ec. (2.56) de la
forma conocida en la literatura como ecuacidn generalizada de Langevin y que es

la siguiente

o~

i’%ﬁ = — /0 ‘ K(t —t)P(tdt + F(t), (2.57)
donde
K(t-t) = (F@)F@E) (P 0)™ (2.58)
y
F@t) = explt(1 — P)iL)(1 - P)iLP(0) (2.59)

son conocidas como funcién de memoria y fuerza aleatoria, respectivamente,
mientras que P es el operador de proyeccién sobre la variable P(0). Obsérvese
que (2.57) es una ecuacién formal de evolucién para la variable P(t) en la que el
efecto del resto de las variables del sistema estd contenido en F(t), por lo que,
en principio, es una ecuacién exacta a nivel mesoscépico. Sin embargo, su estruc-
tura es tan complicada que obtener analiticamente resultados cuantitativos con
ella es una tarea por demds imposible. Muestra de ello es que, en principio, se
puede calcular el coeficiente de difusién D a partir de la integral de la funcién
de autocorrelacién del momento P(t). Esta funcién puede a su vez obtenerse a
partir de (2.57) si multiplicamos a esta tdltima por P(#') y tomamos el promedio
estadistico, lo que resulta en una ecuacién para la funcién de autocorrelacién del
momento que puede resolverse formalmente utilizando la transformada de Laplace.
El resultado queda expresado en términos de la funcién de memoria, misma que
puede representarse por medio de un desarrollo en fracciones continuas [28]. Sin
embargo, los coeficientes de este desarrollo (conocidos como coeficientes de Mori)
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no pueden calcularse analiticamente; sélo pueden obtenerse numéricamente a par-
tir de simulaciones de dindmica molecular, lo cual ha sido mostrade en forma
explicita para un fluido de Lennard-Jones [29].

La suposicién (2.55) se conoce como un granulamiento grueso y corresponde a
una contraccion de la informacién necesaria para describir el estado del sistema.
Aunque el procedimiento para realizar este granulamiento grueso es perfectamente
natural para el caso del movimiento Browniano (A? -3 0, como ya habiamos men-
cionado}, no deja de ser una aproximacidén mesoscdpica, por 1o que mucha de la
informacién microsciépica contenida en ¢l Hamiltoniano (2.49) se pierde. Este es
un punto importante porque, en principic, no se sabe cudnta de esta informa-
cion es relevante para recuperar la fenomenologia macroscépica. Sin embargo,
podria suponerse que, si se toma un conjunto suficientemente grande de variables
gruesas, el estado del sistema estard bien definido, pudiéndose obtener entonces
las ecuaciones de transporte macroscépicas que obedecen los promedios de estas
variables. Este esquemna general fue propuesto por M. Green [30] y de hecho es €l
fundamento de la aplicacidon del método de proyectores a otro tipo de sistemas.
Pero, para el caso especifico del movimiento Browniano, se ha mostrado que, si no
se considera a la familia completa de formas multilineales de P (PP, PPP,...) co-
mo variables lentas, entouces la funcidn de autocorrelacién del momento muestra
un compertamiento asintético no-exponencial [31], observado por primera vez en
simulaciones de dindmica molecular para fluidos de esferas duras [32] y posterior-
mente en fluidos con potenciales continues [33]. Ahora bien, dentro del esquema
propuesto por Green este problema surge debido al granulamiento grueso que se
estd usando para obtener el nivel mesoscopico de descripcion; en este nivel el
problema se explica en términos de una interaccién de tipo hidrodindmico entre
las particulas del fluido. Esta explicacién, sin embargo, no elimina la posibilidad
de que este efecto (conocido como de “cola larga”) tenga un origen en la dindmica
microscépica del sistema, como ya habiamos antes mencionado. Por lo tanto, to-
dos estos resultados, en cierta forma, ponen en evidencia las limitaciones de este
tipo de enfoque®.

SEl problema de las “colas largas” en las funciones de autocorrelacién ha sido muy debatido
en la literatura pero, como su relevancia para el presente trabajo es marginal, no lo abordaremos
en detalle. Para una revisién de este tema pueden consultarse las referencias [34] y [35], las
cuales ofrecen una amplia perspectiva desde puntos de vista distintos pero complementarios.
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2.4.2 Modelo de Fluido: Desarrollos Posteriores

Como hemos podido ver, el problema del célculo de los coeficientes de trans-
porte consiste, esencialmente, en resolver un problema de muchos cuerpos, 1o que
resulta analiticamente imposible en general para sistemas descritos por el Hamil-
toniano (2.48). Sin embargo, utilizando técnicas de dindmica molecular es posible
realizar el cdlculo numéricamente, por lo que debe de plantearse una forma ex-
plicita para el potencial de interaccién. Siguiendo esta metodologia Vogelsang y
Hoheisel [36] fueron los primeros en calcular, para un potencial de Lennard-Jones
(12-6), el coeficiente de friccion v a partir de la expresién (2.48), encontrdndose
que la integral de la funcién de autocorrelacién de la fuerza alcanza un valor cons-
tante para el caso de una particula masiva con una masa tal que 50 < M < 180
e inmersa en un fluido compuesto de entre 256 y 864 particulas livianas. Para
los valores de masa utilizados el tiempo 7;, postulado por Kirkwood y que nece-
sariamente debe de ser tomado en cuenta para el caso de sistemas finitos, resulta
tener un valor de entre 0.75 y 2.0 ps. Estos autores mostraron que el célculo de
v a partir de la funcién de autocorrelacién de la fuerza, para el caso de un flui-
do compuesto de particulas idénticas, sélo puede realizarse utilizando la ecuacion
generalizada de Langevin (2.57). Adicionalmente, se encuentran resultados total-
mente congruentes con los anteriores si ademds de variar la masa también se varia
el volumen de la particula masiva [37}.

Para el caso de un fluido de esferas duras eldsticas ha sido posible obtener de
manera analitica, adaptando el método de las escalas miltiples de tiempo [38] al
caso de potenciales discontinuos, una expresién explicita y exacta para el coefi-
ciente de friccién v vélida en el limite A> — 0 [39]. Este coeficiente se separa
naturalmente en la suma de dos contribuciones. La primera resulta ser propor-
cional a la densidad de equilibrio del fluido en contacto con la particula pesada y
corresponde a las predicciones de la aproximacién cinética de Enskog. El segundo
término proviene del ritmo instantdneo de transferencia de momento del fluido a la
particula masiva y corresponde esencialmente a la expresién de Kirkwood (2.48)
para el caso del potencial de esfera dura. Aunque se encuentra una expresién
explicita para la fuerza F(t) ejercida por las particulas del fluido durante las co-
lisiones con la particula pesada, el cdlculo “exacto” de este término sélo puede
realizarse por medio de simulaciones de dindmica molecular [40], del mismo modo
que con el caso del potencial continuo de Lennard-Jones. Los resultados obtenidos
con estos modelos muestran claramente que es perfectamente posible calcular los
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coeficientes de transporte macroscépicos, aunque sélo para casos particulares y
aceptando las limitaciones propias de los métodos de la dindmica molecular. . .

2.5 Conclusiones

Tomando en cuenta todo lo anteriormente dicho en este capitulo, podemos sacar
algunas conclusiones generales. En primer lugar, vemos que la fenomenologia del
movimiento Browniano tiene el estatus de teoria satisfactoriamente desarrollada
y con miltiples aplicaciones en las més diversas dreas de investigacion, tanto
tedricas como aplicadas. Sin embargo, no se puede decir que su fundamentacién
microscdpica esté totalmente acabada. Aunque, como ya hemos tenido ocasién de
ver, se ha podido encontrar 1a funcién de distribucién para la particula pesada y su
ecuacién de evolucién, sélo se han podido encontrar expresiones formales para el
coeficiente de friccidn. De estas expresiones no se encuentra indicacién alguna de
como calcularlas explicitarnente para una interaccidn especifica, salvo para el caso
de esferas duras, como ya también se indic6. Debido a esta falta de resultades:
cuantitativos es que todavia son de gran utilidad los enfoques termodindmicos
(fenomenoldgicos) a este problema [41).

Un gran avance seria el poder tener un modelo en el que pudiera llevarse a
cabo de forma completa el siguiente programa, (ue consiste en:

¢ Resolver las ecuaciones de movimiento del sistema mecanico consistente en
una particula pesada acoplada a un conjunto de particulas livianas que cons-
tituyen el “medio” en el que aquella estd sumergida. La solucién consiste
de expresiones para las coordenadas y momentos al tiempo ¢t en términos de
condiciones iniciales para cada una de las particulas del sistema.

e Suponer que los valores de las coordenadas y momentos iniciales del “medio”
satisfacen una distribucién de equilibrio bien definida, tal como la que des-
cribe a un ensamble candnico. Las particulas livianas juegan entonces el
papel de “bafio térmico”.

e Mostrar que las coordenadas de posicién y momento de la particula pesada,
como funciones del tiempo, representan a un proceso estocéstico del tipo
descrito por la teoria fenomenoldgica estudiada en el presente capitulo.

No hay duda de que éste es un programa muy ambicioso y que no ha podido
llevarse a cabo de manera completa para el modelo de fluido descrito por el Ha-
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miltoniano (2.49). Sin embargo, existe una clase de modelos para los cuales es
posible completar el programa anterior de manera satisfactoria. Estos son les
asi llamados modelos de osciladores armdnicos acoplados. Son lo suficientemente
simples como para tratarlos de forma exacta y mantienen el suficiente contenido
fisico como para ser de interés. Su descripcién serd dada en el capitulo siguiente.
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Capitulo 3

Modelos de Osciladores
Acoplados

3.1 Introduccion

En el capitulo 2 vimos que la principal dificultad para formalizar una descripcion
microscépica del movimiento Browniano en un fluido es la gran cantidad de apro-
ximaciones que hay que hacer para poder llegar a la ecuacién de Fokker-Planck
o de Langevin. Debido a lo anterior se vuelve muy dificil poder determinar si los
resultados obtenidos son producto de la dindmica intrinseca del modelo o de las
aproximaciones utilizadas para llegar al nivel de descripcién macroscopico. Esto
es particularmente importante para el caso de resultados de dificil interpretacién,
tales como las “colas largas” en las funciones de autocorrelacién. Todos estos
factores sugieren una posible alternativa: plantear un modelo diferente que sea
mucho més sencillo en su estructura matematica, pero que mantenga suficiente
contenido fisico como para seguir siendo de interés.

Los modelos llamados genéricamente de osctladores armdnicos acopledos han
podido satisfacer estos requerimientos. Son de los sistemas de muchos cuerpos més
sencillos que existen, puesto que su dindmica se conoce de manera ezacta. Esto
hace que su comportamiento estadistico se haya podido investigar exhaustiva-
mente, empezando con el trabajo de Mazur y Montroll para el caso de un sistema
de osciladores con masas idénticas [42]. Es importante mencionar, sin embargo,
que este tipo de sistemas también tienen sus limitaciones. La mds seria de ellas
es que su mecanismo de transporte de energia no satisface la ley fenomenoldgica
de Fourier [43]. Pero como éste ltimo problema es irrelevante para el estudio del

29
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movimiento Browniano, podemos ignorarlo sin detrimento de desarrollos posterio-
res. Adeimnds, en los limites adecuados, estos sistemas satisfacen los requerimentos
fisicos que son relevantes en el estudio del movimiento Browniano, por lo que los
adoptaremos como punto de partida de nuestra investigacion.

Empezaremos haciendo una revisién de los modelos de osciladores acoplados
con interacciones a primeros vecinos. Veremos que en este tipo particular de mo-
delos se puede determinar un cierto régimen temporal en el que ocurre movimien-
to Browniano, recuperdndose tanto la ecuacion de Langevin como practicamente
todos los resultades fenomenolégicos presentados en el capitulo anterior. A con-
tinuacién complementaremaos nuestra discusién con la revision de los modelos con
interacciones de largo alcance. Finalmente concluiremos con una revisién de los
factores que hacen plausible el uso de modelos de osciladores para el estudio del
movimiento Browniano.

3.2 Interacciones a Primeros Vecinos

El modelo dindmico que vamos a estudiar es una cadena unidimensional compuesta
de N +1 particulas cuyas posiciones de equilibrio estdn separadas por una distancia
a = 1. A continuacién enumeramos las particulas desde —N/2 hasta N/2 v
escogemos la masa de todas ellas igual a m con excepcién de la particula central,
que tiene masa M. Esto equivale a decir que M; = msi1 # 0y Mg = M, con
la condicién M > m. Ademds suponemos que sélo hay interacciones arménicas
entre primeros vecinos, todas iguales y cuantificadas por una constante de fuerza
. El Hamiltoniano de nuestro sistema se escribe entonces como

1| N2ope N2 .
H=-| Y T 3 (Xiwr — X)), (3.1)
2 j=—Nj2 * ; izz—N/2 J

donde X; es el desplazamiento de la i-ésima particula desde su posicién de equi-
librio y P; es el correspondiente momento conjugado. Se han supuesto ademds
condiciones de frontera periddicas; esto es

Xnvjyer = Xonj2- (3.2)
En comparacién con el Hamiltoniano (2.49) del modelo de fluido, (3.1) tiene una
estructura mucho mds senciila. En primer lugar se estd considerando sélo el ca-
so unidimensional; las particulas ya no pueden moverse en todo el espacio, sino
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que ahora estén constrenidas a oscilar longitudinalmente alrededor de unas posi-
ciones de equilibrio definidas por una estructura espacial periédica. Por iltimo, -
las interacciones son arménicas y se restringen a primeros vecinos. Todas estas
caracteristicas hacen que nuesto sistema sea un modelo de un sélido cristalino muy
simplificado. De hecho, en el lenguaje del estado sélido lo que tenemos es una red
cristalina perfecta perturbada por un defecto (impureza) localizado en el sitio 0.
Ahora bien, aunque con este modelo no es posible estudiar caracteristicas propias
de un fluido, se sigue teniendo a un “sistema” (particula pesada) que interactia
con un “bafio térmico” (la red cristalina). Ademds, si recordamos que muchas
sustancias (como por ejemplo el argén) se solidifican en una red cristalina, vemos
que el modelo sigue teniendo relevancia para el estudio de sustancias reales. Las
particulas de masa m juegan ahora el papel del “fluido”, mientras que el defecto
corresponde a la particula Browniana.

Las ecuaciones de movimiento de nuestro sistema, que se obtienen a partir del
Hamiltoniano (3.1), tienen la forma explicita

d*X; & Q
= 1= - 5 (X + Xioy = 2X; 3.
- m( o 15,0) (Xevt + X1 — 2X) (3.3)
parai=—N/2,...,N/2, siendo @ = M/m — 1. La solucién de este sistema es in-

mediata y se puede escribir en forma exacta como una superposicién de funciones
periédicas, como veremos a continuacién. Esto le permitié a Rubin [44], en el
primer tratamiento formal del tema, estudiar de manera exhaustiva el movimien-
to de una impureza muy pesada inmersa en una cadena infinita de osciladores
armoénicos, encontrando una similitud muy grande con el de una particula Brow-
niana unidimensional libre de fuerzas externas. Con esta comprobacién a poste-
riori queda confirmada la plausibilidad del Hamiltoniano (3.1) como un modelo
viable para el estudio del movimiento Browniano.

Las soluciones { X;} a (3.3) y los respectivos momentos { P} se pueden escribir
como

X,(t) = Z[A,J(t)XJ + B,;j (t)PJ} (34)

J

B(t) = Y [Ci;(t)X; + Dy (t)Py), (3.5)

J
donde A, B, C'y D son funciones del tiempo que se describirdn méas adelante,
mientras que X; = X;(0) y' P; = P;(0) son las condiciones iniciales del sistema.
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A partir de (3.3) tenemos, para el oscilador pesado (i = 0), que

Fy(t) = Do(t) Py + 4(t), (3.6)
con Do = D()O N
N ey !
g(t) = Z Coi{t)X; + ‘}: Dy P;, (3.7)

donde }_'; omite al término i = 0. Si de (3.6) despejamos a P, obtenemos

Py = Po(t) = ¢ (t)

(3.8)

Derivando (3.6) respecto del tiempo y sustituyendo (3.8) obtenemos la ecuacién
Po(t) = —v(t)Po(t) + f(2) (3.9)

donde la funcién () y la “fuerza” f(t) estan dadas por

Dyt d
y
F(8) = YO(C() + A1) X: + X ID) + 2O D(B)] P, (3.11)

respectivamente, siendo C; = Cy; v D; = Dy;.

La expresién (3.9) corresponde a una ecuacién dindmica exacta. Es de notar
que (3.9) tiene la misma forma estructural que la ecuacién de Langevin (2.23)
si a esta Ultima la escribimos en términos del momento. Sin embargo, las ecua-
ciones (2.25) y {3.9) tienen diferencias esenciales. En primer lugar la v que aparece
en {2.23) es una constante positiva que cuantifica la disipacién hidrodindmica,
mientras que la y(t) en (3.9) es una funcién del tiempo que, en general, no co-
rresponde a un coeficiente de friccién. Ademds, la fuerza F(t) que aparece en la
ecuacién de Langevin es una fuerza estocdstica, mientras que f(t) en la Ec. (3.9)
representa una fuerza cuya evolucién temporal depende de una manera totalmente
deterministica de las condiciones iniciales. Lo que tienen en comin ambas can-
tidades es que son fuerzas que tienen su origen en el “fluido”. Las observaciones
anteriores ponen en claro que tener la solucién exacta al problema dindmico no es
suficiente; siempre serd necesario hacer suposiciones adicionales para poder recu-
perar la fenomenologia del movimiento Browniano. Entonces el problema consiste
en mostrar las condiciones bajo las cuales la ecuacién determinista (3.9) se reduce
a la ecuacién de Langevin (2.25), lo que haremos a continuacion.
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3.2.1 Autocorrelacién de Fy(t)

Nuestra primera observacién sobre la solucién exacta encontrada anteriormente
es que estd escrita en términos de las condiciones iniciales del sistema. Sin em-
bargo, en general no hay manera de conocer estas cantidades con precision. Lo
que si se sabe en las condiciones experimentales usuales es que el “fluido” estéd
inicialmente a determinada temperatura. Esto quiere decir que inicialmente las
condiciones iniciales de las particulas del fluido estdn distribuidas de acuerdo con
una distribucién canénica. Entonces {X;(0), P;(0)} son cantidades estocdsticas
que estdn distribuidas Gaussianamente. Puesto que una de las propiedades de
este tipo de variables es que estdn descorrelacionadas entre si (esto es, satisfacen
(X;(0)P;(0)) = 0 y (P,(0)P;(0)) = 6;;(P?(0))), podemos entonces multiplicar la
solucién (3.5) por FPy(0) y tomar el promedio sobre una distribucién canénica para
obtener la funcién de autocorrelacton normalizada del momento como

(Po(t) Po(0))
(PF(0))
Esta expresion fue obtenida a partir de una propiedad especifica de las condiciones
iniciales; su forma explicita se encontrard a partir de la solucién exacta de las

ecuaciones de movimiento. |
A continuacién desarrollamos las coordenadas y momentos del sistema en
términos del conjunto completo de funciones {U;(k)} (ver apéndice A) como

Do(t) = (3.12)

Xi(t) = >_[Ui(k)a(k)coswit + Ui(k)b(k) sin wyt] (3.13)
3
P,(t) = Z[U,(k)c(k) sin wet + U,(k)d(k) COoSs wkt], (314)

k

donde wy son las correspondientes eigenfrecuencias, mientras que las amplitudes
a(k), b(k), c(k) y d(k) estdn determinadas por las condiciones iniciales. Si hace-
mos explicita esta dependencia utilizando la relacién de ortonormalidad (A.10)
encontramos que

X0 = 25000+ 50y [w@e)] e

b

P(t) = Y [X;(0{M;by(t)} + P;(0)bi;(t)], (3.16)

7
donde
bi;(t) = Z M;Ui(k)U; (k) cos wyt (3.17)
k
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es la solucidn fundamental del problema, misma que corresponde a las siguientes
condiciones iniciales:

P0)=do vy Xi(0)=0. (3.18)

Si ahora comparamos la ecuacién (3.16) con {3.5) encontramos una relacién entre
las funciones C;; y D;; de la forma

Ci;(t) = M;Dy,(t), (3.19)

ademds de la siguiente expresién para D;; en términos del conjunto completo
{U(k)}:
Dy;(t) = 3 M;Ui(k)U; (k) cos wyt. (3.20)
k

De este dltimo resultado es inmediato tomar la componente deseada, Dy(t) =
Dgo(t), la cual se escribe como

Do(t) = M Y Us(k)U; (k) cos{wot sin(¢x/2)), (3.21)
P

donde ¢ = ka = 2sin™ ' (wi/wp) ¥

) K ,

5 =4— 3.22

Wo m ( )

es la frecuencia mdxima de oscilacién para un cristal perfecto (M; = m Vi).
Los valores de ¢, corresponden a las frecuencias normales wy modificadas por la
presencia del defecto, las cuales resultan ser soluciones de la ecnacién trascenden-
tal (A.21). La amplitud Up(k) se obtiene a partir de la expresién (A.27) tomando
i = 0. Sustituyendo estos resultados en la ec. (3.21) obtenemos

_ 2M (~ cos(wot sin(¢/2))
Do(®) = mN %; 1+ Q? tan?(¢y/2)’

0< ¢p <. (3.23)

Esta expresién es eracta para N finita y condiciones de frontera periddicas.
Aunque estos detalles son irrelevantes cuando se toma el limite termodindmico,
es importante tenerlos presentes, ya que este limite sélo se puede tomar rigurosa-
mente de forma analitica. Lo anterior puede hacerse en este modelo de manera
exacta, pero en ningun otro mds complejo que éste, a menos que se hagan apro-
ximaciones. Y esto es precisamente lo que queremos evitar al usar (3.1) en lugar
del Hamiltoniano (2.49) del modelo de fluido ya anteriormente discutido.
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En el limite N — oc, la sumatoria sobre la variable discreta ¢ puede susti-
tuirse por una integracién sobre la variable continua ¢ utilizando -la siguiente - -
regla:

- / do, (3.24)

Ok
por lo que la expresién (3.23) se convierte en

_ M ™ d¢ cos(wot sin(#/2)) -
Dolt) = "/o 71+ Q%tan*(¢/2) (3.25)

Haciendo el cambio de variable w = wysin{¢/2) la expresién anterior se escribe
como

ni
Do(t) = T QQ_ ) / - (wjz—:;)z cos widw
:
- G / ::: “"’t )215 cos zd, (3.26)
donde o
g= =0 (3.27)
Como wy ' es el tiempo més pequefio caracteristico de la dindmica del sistema,

podemos considerarlo como el andlogo de un “tiempo de interaccién microscépico”.
Esto es, para t < w;' la interaccién entre los osciladores es despreciable y el
oscilador pesado, en particular, se comporta como particula libre. Esperamos
entonces que el efecto del bano de osciladores livianos sélo sea apreciable en el
comportamiento del oscilador pesado para tiempos tales que wyt > 1. Ahora
bien, para obtener una expresién explicita de Dy los limites de la segunda igualdad
en (3.26) se extienden al infinito y se realiza una integracién de contorno en la
parte superior del plano complejo que encierra al polo igt (> 0). El resultado es

Doft) = 5% expl—wat/(@ — )'%) + 1, (3.28)
donde I’ es el error introducido al extender los limites de integracién al infinito.
La forma funcional de I’ se encuentra integrando la primera igualdad en (3.26)
por partes. Despues de algunos arreglos tenemos que
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Do(t) = Q@“I _Jig;.’_gf_),
ot z(wot)? — 2]

1 2 27-1 :
+H«@t—1—)~{{(u}0t} + (gt)”] /_W 24 (g on rdz

w2 f u:t m[[i“;"fl_) (q’;)f}f sin :L"d:v}. (3.29)

Si se extienden los limites de integracién al infinito y se hacen las integrales de con-
torno resultantes se encuentra que éstas reproducen el primer término de (3.28).
Entonces el término I’ en (3.28) corresponde al sumando que tiene a la funcién
ordinaria de Bessel de primer orden en esta dltima expresién. Conservando sélo
el primer término de su desarrollo asintético para wyt > 1 nos da como resultado

Do(t) = @‘le‘ exp(~wot/(Q* — 1)'/?)

) )\
+%:2__{ (753—5) sin (wot — ;f-) (3.30)
Esta dltima expresién muestra que la contribucién no exponencial tiene caracter
oscilatorio con un periodo aproximado de 27 /wg y amplitud decreciente. Sin
embargo, tambien notaros que es de orden O(Q™!) v entonces, como el caso de
interés corresponde a @ > 1, su contribucién a Dy(t) puede despreciarse.
Teniendo en cuenta esta ultima observacién podemos sustituir la primera
aproximacién a Dy(t), que es el término exponencial de la Ec. (3.28), en (3.10)
para obtener la forma asintética de la funcién 7(t), cuya forma explicita resulta
ser
Wo

y(t) = @ para ¢ > wj ' (3.31)

Observemnos a continuacién que, para que este modelo sea fisicamente relevante
en la descripcién del movimiento Browniano, la masa del oscilador central debe
de ser mucho mayor que la del resto, por lo que, aplicando esta consideracién en
la expresién anterior, tenemos como resultado final

vty ~T = (%)wo cuando M > m. (3.32)

Puesto que I' resulta ser una constante positiva, hemos recuperado uno de los
resultados principales de la fenomenologia descrita en el capitulo anterior. Fi-
nalmente tenemos que la funcién de autocorrelacién del momento (3.30) toma la
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forma
Dy(t) == exp(—Tt), para t>w;' y M>m. (3.33)

Hagamos ahora algunas observaciones sobre este resultado. Es claro que el
limite asintético en el tiempo y el limite de masa grande tienen que tomarse con-
juntamente para obtener la forma exponencial de Dy(t) y, por consiguiente, un
proceso Markoffiano. Esto es asi porque, mientras mayor es la masa del oscilador
pesado, mayor tiene que ser el tiempo transcurrido para que sea apreciable el
efecto de la interaccién con los osciladores del bafio. Tenemos entonces que la
aproximacién M > m utilizada para obtener la forma exponencial de Dy(t) no
es un desarrollo perturbativo; de alguna manera puede considerarse como un gra-
nulamiento grueso espacial con el cual se eliminan los detalles dindmicos del mo-
delo, quedéndonos con un comportamiento estadistico global. Esto es importante
recordarlo, pues sélo la expresién (3.26) describe el comportamiento de Dy(t) para
cualquier régimen temporal. También es importante mencionar que, si tenemos
una masa M grande pero finita, la funcién ¥(t) no puede ser estrictamente una
constante. Esto nos dice que M # m es una condicién necesaria, pero no sufi-
ciente para obtener movimiento Browniano. Ahora bien, ha podido mostrarse que
m/M < 1072 es la condicién suficiente para que la impureza se comporte como
particula Browniana [45]. Puesto que las contribuciones no exponenciales a Dy(t)
son de orden O(m/M), éstas se vuelven despreciables si se toma la ultima condi-
cién mencionada. Con esto queremos decir que, si observamos el movimiento de la
impureza con un error experimental de un orden mayor a m/M, se observard un
decaimiento estrictamente exponencial para Dg(t). Esto ltimo concuerda muy
bien con la fenomenologia descrita en el capitulo anterior, puesto que la ecuacién
de Langevin (2.25) es en si misma el producto de ciertas suposiciones asociadas a
los experimentos que establecen su validez.

3.2.2 Autocorrelacién de f(t)

A partir de (3.11) notamos que f(t) depende linealmente de las condiciones ini-
ciales {X;(0), Pi(0)} de las particulas de masa m (el “fuido”). Puesto que ya es-
tablecimos que las condiciones iniciales son variables aleatorias distribuidas Gaus-
sianamente y f(t) es una combinacién lineal de estas variables, entonces f(t)
también es una variable aleatoria con una distribucién Gaussiana. Esto es asi
porque la suma de variables aleatorias Gaussianas también es una variable aleato-
ria con la misma distribucién [18]. Falta comprobar si es necesaria alguna otra
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condicién para que la funcién de autocorrelacién tenga las propiedades descritas
por la teoria fenomenolégica del movimiento Browniano.

El célculo de (f(#)f(0)) es inmediato si sustituimos f{t) de (3.9), expresamos
a P(t) en términos de las eigenfunciones U;(k) dadas por (A.27) y tomamos el
limite N — oo. El resultado es [46]

(f(£)£(0)) = 4m /Owo d-;— cos(w(g)i)(wi ~ w’)'uw?lb(#) . (3.34)

Si a continuacién recordamos que las amplitudes b(¢) estan determinadas por las
condiciones iniciales, entonces podemos hacer la identificacién

k,T

Pl - 22, (339)
misma que permite obtener el resultado
. k,T .
(F(t)F(0)) =T Muwg ~5 [Jo(wot) + Ja(wot)], (3.36)

donde J, representa a una funcién ordinaria de Bessel de orden n. Para ¢ >» wg !
se tiene un comportamiento de la forma

_ Ji(wot) N (2)%Sin(wot~7r/4). (3.37)

1
—l i t Jolwt -
2[ o{wot) + Jo(wot)] ot (ool)}

m

Ahora bien, debido a las oscilaciones presentes en esta wltima expresion te-
nemos que la principal contribucién a [*3(f(t)f(0))d¢ proviene de la regién
(—wg?,+wy!). Si desearnos que (3.37) sea una representacién adecuada de una
funcién & con un error de aproximadamente 1%, entonces la unidad de tiempo mas
pequefa que debe tomarse es de 20/wg [45]. Este paso corresponde a realizar un
granulamients grueso temporal cuyo efecto es el de eliminar los detalles inherentes

al modelo, como en su contraparte espacial. Tenemos finalmente que
(f(H)f(0)) = 2T MK, T6(¢) t~ 20/wp , (3.38)

la cual es la expresién postulada por la teoria fenomenolégica del capitulo prece-
dente. |
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3.2.3 Ecuacién de Langevin

Teniendo en cuenta los resultados anteriores tenemos que (3.9) se puede reducir
a la ecuacién fenomenolégica de Langevin'

P(t) = =TP(t) + f(t), (3.39)

donde P(t) = Po(t) y T = v/M (7 es el coeficiente de friccién definido en el
capitulo anterior). Ademds f(t) es una fuerza estocdstica que cumple con la
propiedad

(F(8)f(0)) = 2I'M K Té(t), (3.40)

mientras que la funcién de autocorrelacién Dy(t) tiene la forma exponencial dada
por
(P(t)P(0)) = Mk, T exp(-Tt), (3.41)

donde hemos hecho uso del teorema de equiparticién (P?(0)) = Mk, T.
Sin embargo, la validez de estos resultados no es general (para cualquier tiem-
po), sino que, para éste modelo en particular, estd restringida al intervalo

m

M
wy'!<t< T 'n (——) (3.42)

La existencia de este régimen temporal fue mencionada por Hemmer [47] y pos-
teriormente por Takeno y Hori [48], pero los limites arriba mencionados fueron
calculados de manera explicita por Ullersma [49]. El hecho de que el proceso sea
Markoffiano sélo en este intervalo es una consecuencia de la forma particular del
potencial a primeros vecinos elegido para escribir el Hamiltoniano (3.1), el cual
establece que existe una frecuencia maxima de oscilacién wy. La existencia de este
acotamiento en las posibles frecuencias del sistema se traduce en el ya mencionado
intervalo de validez. Es claro entonces que (3.42) impone una restriccién impor-
tante al modelo de osciladores arménicos como fundamentacién microscépica del
movimiento Browniano. Ahora bien, en principio esta limitacién no es tan restric-
tiva como parece a primera vista ya que, como mencionamos antes, las contribu-
ciones no exponenciales a Dy(t) se vuelven despreciables cuando M > m. Para

!Cabe mencionar que, para el modelo definido por (3.1), se puede construir una FDP conjunta
para la posicién y el momento del oscilador pesado. A partir de esta tltima se pueden definir
las funciones de densidad de probabilidad para el momento y la posicion del oscilador pesado,
mismas que satisfacen unas ecuaciones tipo Fokker-Planck y de difusién, respectivamente [49]
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Teniendo en cuenta los resultados anteriores tenemos que (3.9) se puede reducir
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La existencia de este régimen temporal fue mencionada por Hemmer [47] y pos-
teriormente por Takeno y Hori [48], pero los limites arriba mencionados fueron
calculados de manera explicita por Ullersma [49]. El hecho de que el proceso sea
Markoffiano s6lo en este intervalo es una consecuencia de la forma particular del
potencial a primeros vecinos elegido para escribir el Hamiltoniano (3.1), el cual
establece que existe una frecuencia maxima de oscilacién wy. La existencia de este
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movimiento Browniano. Ahora bien, en principio esta limitacién no es tan restric-
tiva como parece a primera vista ya que, como mencionamos antes, las contribu-
ciones no exponenciales a Dy(t) se vuelven despreciables cuando M > m. Para

!Cabe mencionar que, para el modelo definido por (3.1), se puede construir una FDP conjunta
para la posicién y el momento del oscilador pesado. A partir de esta tltima se pueden definir
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mismas que satisfacen unas ecuaciones tipo Fokker-Planck y de difusién, respectivamente [49]




40 Capitulo 3. Modelos de Osciladores Acoplados

el caso de un sistema finito esta limitante tampoco provoca problemas de consi-
deracién, pues las escalas de tiempo que aparecen en (3.42) son muy inferiores al
tiempo de recurrencia del sistema [47]. Sin embargo, como la existencia de (3.42)
depende de los detalles del modelo, han habido intentos de superar esta limitante
dentro del contexto de los modelos de osciladores arménicos, mismos que serdn el
tema de nuestra siguiente seccidn.

3.3 Interacciones de Largo Alcance

Todos los autores ya citados han trabajado con el Hamiltoniano (3.1), el cual
define a un sistema de osciladores con interacciones a primeros vecinos, como en
un sélido unidimensional. Sin embargo, desde un punto de vista tedrico es posible
construir modelos unidimensionales en los que un oscilador dado esté acoplado
arménicamente no solo a sus primeros vecinos, sino también a otros més aleja-
dos. Esta es una forma de ampliar el rango de aplicabilidad de los modelos de
osciladores, con la ventaja adicional de que la dindmica sigue siendo rescluble de
manera exacta. Por lo tanto, el estudio del comportamiento estadistico del sis-
terma puede hacerse analiticamente, como en la seccidn anterior. Siguiendo esta
metodologia puede confirmarse hasta qué punto la ecuacién de Langevin, y todos
los resultados que esta implica, es independiente de los detalles de la interaccién,
al menos para los sistemas de osciladores armonicos.

El primer y mds célebre trabajo en el que se exploré que tipo de interaccién
puede reproducir la forma exponencial de la autocorrelacion del momento fue el
de Ford, Kac y Mazur [50]. En este trabajo se planteé un modelo que est4 descrito
por el Hamiltoniano

L[ e N/2
H=2| %Y P+ Y Xi®;X;| . | (3.43)

2 i=—N/2 ij=—N/2

En esta expresién X; y P; son las coordenadas y momentos del i-ésimo oscilador,
respectivamente, mientras que ®;; es el elemento de la matriz simétrica ® que
cuantifica la interaccién entre el i-ésimo y el j-ésimo oscilador de la cadena.
Obsérvese que, a diferencia del modelo con interacciones a primeros vecinos que
ya hemos estudiado, en el presente modelo la masa de todos los osciladores, en
particular la del central, es la misma.

Las soluciones formales a las ecuaciones de movimiento que se obtienen a partir
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del Hamiltoniano (3.43) se escriben como
Xit) = Y[(cos ®72);;X;(0) + [@3(sin @2¢)},; P;(0)] (3.44)

P(t) = Y [-[®(sin @5t)];; X;(0) + (cos @71);; P5(0),  (349)
J

donde las funciones trigonométricas que aparecen se definen por sus desarrollos en
serie. A continuacién supondremos, por las mismas razones expuestas en el caso de
primeros vecinos, que el sistema estd en equilibrio termodindmico en el instante ini-
cial. Esto implica que las condiciones iniciales { X;(0), ’(0)} son variables aleato-
rias obtenidas a partir de una distribucién Gaussiana, como ya habiamos antes
mencionado. Debido a la naturaleza lineal de las soluciones {X;(t), Pi(t)}, tene-
mos entonces un proceso Gaussiano estacionario cuyas propiedades estadisticas
est4n determinadas por las funciones de correlacién (X;(0)X;(t)), (X;(0)P;(t)) v
(P;(0)P;(t)). En particular, a partir esta dltima se puede expresar la funcién de
autocorrelacién normalizada del momento para el oscilador central de la cadena

e (Pu(t) Po(0))
_ {Py(t)Pe(0
P = )y

Entonces el problema planteado por Ford et al. es el de determinar qué
propiedades deberfan de tener las constantes de acoplamiento del cristal (dadas
por ®) para que la funcién de autocorrelacién normalizada del momento tenga la
forma

= (cos Q’%t)oo. (3.46)

po(t) = exp(=L, |t), (3.47)

lo que garantiza que el proceso sea Markoffiano.

Hagamos notar, en primer lugar, que (cos ‘I’%t)oo es una funcién de la matriz
de acoplamiento ®; esto es, (cos ‘I’%t)oo = [F(®)]oo. Ahora bien, esta funcién se
puede expresar como la tranformada de Fourier de una cierta funcién f(8) de la

forma
1 ¢~ .
F(@))y = 5 [ F(7®)cos((i - 1)0)ds, (3.48)
donde f(#) = w?. Entonces el requerimiento de que po(t) sea una funcién expo-
nencial decreciente puede escribirse como

™

polt) = == [ cos(((6)

-

D

t)df = exp(-T.|t]). (3.49)
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Esta es una ecuacién integral para f(6) cuya solucién es
1
f(8) =T?tan? 59. (3.50)

Aqui se presenta una dificultad importante, pues los elementos de matriz ® a los
que conduce (3.50) divergen debido a la singularidad de la solucién en 6 = 7. Para
resolver este problema Ford ef al. introdujeron una frecuencia de corte 6 tal que

. [?tan® 16, si 10] < 8y
f(g)“{op st G <9<

Esta suposicién soluciona formalmente el problema de determinar las condiciones
suficientes para que la autocorrelacién del momento corresponda a un proceso
Markoffiano, aunque con la salvedad de que la segunda igualdad en (3.49) es
valida s6lo para el limite wy, = I tan %90 — o0. Esto es claro si sustituimos
f*(8) en (3.49) y cambiamos la variable de integracién a w = I, tan 18, con lo que
resulta la representacion

| o T,
p(t) = = / D cos(wi)dw, (3.52)

T J-uwp w2 -+ FI“Z

la cual tiende a exp(—TI,|¢|) cuando wy — o0.

Una objecién importante al trabajo de Ford et al. es que, tanto la frecuen-
cia de corte wy como el limite wy — 00 son condiciones necesarias para obtener
movimiento Browniano, pero cuya tnica justificacién es la validez de los resulta-
dos obtenidos a través de ellas; ademads, no resulta nada clara la interpretacién
fisica de la interaccién dada por (3.50). Por esto es que dificilmente puede con-
siderdrsele como la solucién completa al problema planteado por las interacciones
de corto alcance, aunque indudablemente significé6 un gran avance en el estudio
del movimiento Browniano a través de los modelos de osciladores arménicos.

Posteriormente, Phillipson [51] trabajé este mismo problema (esto es, con os-
ciladores de masa idéntica) pero utilizando un modelo ezplicito de interacciones
de largo alcance, en el cual el Hamiltoniano (3.43) toma la siguiente forma:

1 [+ L<N/2 (N+1)—j
H=3 PP+ 0 R - X)) (3.53)
1=] ji=1 i=1

L = 1 corresponde al caso de interacciones a primeros vecinos, mientras que
L = N/2 corresponde a una interaccién de maximo alcance entre osciladores. Las
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constantes de fuerza ; cuantifican el grado de acoplamiento entre el oscilador

i y otro oscilador a una distancia jd del primero. Las posibles elecciones de - -

las constantes de fuerza estdn dictadas por dos criterios. El primero es que las
eigenfrecuencias resultantes sean reales, y el segundo es que la fuerza de interaccion
entre osciladores disminuya conforme aumente la distancia entre ellos,

> Il lim k] =0, (3.54)

A continuacién se plantea un modelo explicito para las constantes de fuerza en
el cual estas estdn relacionadas entre si como los términos de una progresién
geométrica con signo alternado de la forma

ki = (—z) " 'k; j=1,2,...,00, |z <1l (3.55)

En este modelo la variable z parametriza el alcance de las interacciones entre
osciladores. A partir de (3.53) junto con (3.55) se puede calcular la expresién de
la densided de frecuencias g(w) (ndimero de frecuencias por unidad de intervalo de
frecuencia entre el nimero total de frecuencias) para este modelo, la cual admite
cualquiera de las siguientes expresiones explicitas

2 (wg)?(1 = 2%)

=Z ; — 3.56
o) = P = 2 + Pl — iy (50
— (1 -+ Z) wé)Fp (3 57)

7272 ([2 + W) ([wf]? = w2 '

donde las cantidades
[ 4K 12 1—2z
Pp_y__ " MY o =

wy [m(l — 22)] y L, 2(21/2)00 (3.58)

actian reciprocamente como funciones de z. El primer caso lfmite de interés se
obtiene tomando z = 0, por lo que wf = wy = 2(k/m)"/%, T, = oo y la expresién
para g(w), de (3.56), resulta
2
g(OJ) - 7!'((4)8 _ wg)l/zy

siendo ésta la expresién explicita para la densidad de frecuencias en el caso de
interacciones a primeros vecinos ya estudiado con anterioridad. Ahora, cuando
z = 1, tenemos que wf — oo, I, = 0 y entonces tenemos, a partir de (3.57),

T,
W, (3.60)

(3.59)

g(w) =
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que corresponde a la densidad de frecuencias calculada por Ford et al. [50] por

‘q v f,(g) y

T

donde @ es la funcién de w obtenida por inversién de la ecuacién w? = f(8) (por
lo que g(w) es el jacobiano de la transformacién) y la funcién f(#) estd dada por
la expresién (3.50), la cual permite obtener la forma exponencial para la funcién
de autocorrelacién del momento.

Ahora bien, a partir de la densidad de frecuencias g(w) correspondiente al
modelo de interaccién definido por (3.55) se puede calcular las expresién general
para la funcién de autocorrelacién del momento a partir de

po(t) = fowo(g(w) cos wt)dw, (3.62)

resultando una expresién que, para 0.8 < z < 1 (interacciones de muy largo
alcance) y wgt > 10 (comportamiento asint6tico), se puede escribir como

2 : T
p,(t) = exp(~L,t) + , (—7};}?) cos (wot - Z) (3.63)
donde p, es un pardmetro que esta relacionado con z por mediode z =1—-2p, y
cuya dependencia explicita con respecto a wf y I, en el limite z — oo, se muestra
en el apéndice B. Si este resultado se compara con (3.30) podemos hacer varias
observaciones interesantes. La primera es que la parte oscilatoria de este mode-
lo se comporta como wet™'/2, mientras que, para el caso del modelo de vecinos
préximos, se tiene un comportamiento de la forma wyt~%? {ver Ec. (3.30)). La
segunda es que, despreciando estos términos oscilatorios, ambos modelos predi-
cen asintéticamente un decaimiento exponencial. De hecho, como se muestra en
el apéndice B, si en el modelo de vecinos préximos hacemos Ja transformacién
M — m y m — mp, /4, los factores exponenciales en ambos modelos, Ecs. (3.30)
y (3.63), son formalmente idénticos. Esto sugiere que, aunque en este modelo todos
los osciladores tengan idéntica masa, la funcién de autocorrelacién del momento
corresponde a la de un oscilador “pesado” de masa m inmerso en una cadena de
osciladores “livianos” de masa my, /4 y con acoplamiento a primeros vecinos entre
todos ellos. Este resultado muestra que, para el caso de osciladores arménicos de
masas idénticas, cualquiera de ellos puede realizar movimiento Browniano si las
interacciones entre osciladores son de muy largo alcance. Queda aclarada, ademads,
la countribucién del trabajo de Ford et al., ya que en éste no era del todo evidente
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que (3.50) implicara interacciones de muy largo alcance, como es el caso con este
modelo.

Aunque el andlisis realizado en los dos trabajos anteriores es sumamente ele-
gante, un modelo de osciladores con masas iguales no es realmente un buen
andlogo al fenémeno fisico del movimiento Browniano. EI modelo trabajado
originalmente por Rubin [44] y definido por (3.1) estd mucho més cerca de la
situacién fisica en la que una particula pesada estd acoplada a un conjunto de
particulas mucho més livianas que ella. En el caso especifico de interacciones a
primeros vecinos ya hemos visto que la consecuencia més importante de este tipo
de acoplamiento es la existencia del intervalo de validez (3.42). Por otra parte,
para los sistemas de osciladores de masa idéntica hemos visto que cualquiera de
ellos puede efectuar movimiento Browniano con la condicién de que las intera-
cciones sean de muy largo alcance. Sin embargo, esta es una condicién poco
plausible fisicamente, ademés de que la validez de los resultados obtenidos de-
pende de la forma particular (3.55) de las constantes de acoplamiento entre los
osciladores. Teniendo en cuenta estos antecedentes podria entonces tratarse de
encontrar cudles son las condiciones fisicas més generales bajo las cuales un de-
fecto pesado realiza movimiento Browniano independientemente del alcance de la
interaccién entre los osciladores. Siguiendo esta linea de ideas Mazur y Braun {52
encontraron que la impureza realiza movimiento Browniano en el limite M- — oc,
t = oo de tal forma que ¢t/M permanezca finito, el cual no es otro que el limite de
acoplamiento débil ya mencionado en el capitulo anterior?. Este limite define una
nueva escala de tiempo 7 = t/M en la cual es rigurosamente valida la ecuacién
fenomenolégica de Langevin (3.39), asi como las propiedades estocdsticas de la
fuerza fluctuante (3.40) y el decaimiento exponencial de la autocorrelacién del
momento (3.41). La nica condicién necesaria que hay que imponer sobre el al-
cance de la interaccién (cuantificada a través de la densidad de frecuencias g(w))
es que ¢g(0) sea una cantidad finita no nula. De (3.60) y (3.59) vemos que esta
condicién se satisface trivialmente tanto para interacciones de muy largo como de
corto alcance. Por lo tanto podemos decir que ha sido demostrado explicitamente
que las condiciones implicadas por el limite del acoplamiento débil garantizan que
el oscilador pesado realice movimiento Browniano independientemente de los de-
talles de la interacci6n, al menos para los modelos de osciladores arménicos. Sin
embargo, y a pesar de su innegables logros, este enfoque tiene limitaciones im-

2Un andlisis detallado de la aplicacién de este limite al modelo de osciladores acoplados
siguiendo la metodologia de [52] se puede estudiar en el apéndice C
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portantes. La principal es que los resultados obtenidos s6lo son validos cuando se
tiene rigurosamente que M = oc. Para un valor finifo de M (no importando qué
tan grande sea) la funcién de autocorrelacién del momento p,(t) muestra un com-
portamiento oscilatorio para tiempos grandes [45], como ya antes mencionamos.
Esto 1ltimo es consecuencia de que el término de decaimiento exponencial en p,(t)
nunca aparece aisladamente mientras wg tenga un valor finito [48]. Por 1ltimo,
en la escala natural de tiempo ¢ es imposible observar movimiento alguno en el
oscilador pesado.

3.4 Conclusiones

El objetivo del presente capitulo ha sido el de mostrar cémo se puede deducir la
mayor parte de la fenomenologia del movimiento Browniano a partir de mode-
los microscépicos sencillos. En particular, hemos mostrado ¢cdmo estos modelos
simplifican enormemente el problema de calcular los coeficientes de trasporte,
tarea que resultaba extremadamente complicada en los modelos de fluido ya ante-
riormente resefiados. Ahora bien, retomando la discusién iniciada al principio del
capitulo, y teniendo en cuenta lo hasta ahora presentado, volvemos a preguntarnos
cudles de los resultados obtenidos son inherentes a los modelos de osciladores y
cudles de ellos son resultados generales del movimiento Browniano aplicables a
sisternas mucho mds complicados, tales como flunidos. Una observacién favorable
en este sentido es que (3.62) implica que g{w) es la transformada de Fourier de
la funcién de autocorrelacién del momento. Esta relacién es vélida en liquidos,
siendo g{w) conocida como densidad espectral. Otra observacién favorable es que
el comportamiento asintético de la autocorrelacion del momento (~ ¢~3/2) ha sido
observado en estudios de fluidos por medio de dindmica molecular (aunque su ob-
servacidn experimental todavia es motivo de controversia, como ya se mencionaba
en el capitulo 2). De hecho, la presencia de este comportamiento asintético es per-
fectamente congruente con los resutados generales de Lee {33], el cual demostrd
que no es posible obtener un decaimientc exclusivamente exponencial para p,(t)
partiendo de consideraciones puramente dindmicas. Por el lado negativo pode-
mos decir que estos modelos, por sus misina naturaleza, son incapaces de modelar
fenémenos inherentes a los fluidos, tales como las interacciones hidrodinamicas.
Sin embargo, en el contexto de la teoria del movimiento Browniano, la limitacién
mas importante que tienen este tipo de modelos es que las interacciones arménicas
en los que estén basados no son particularmente realistas para modelar el tipo de




3.4. Conclusiones 47

interaccién que existe en fluidos reales. Para el estudio de éstos, los potenciales

m4s comunmente utilizados (Morse, Lennard-Jones, etc.) tienen un caracter mar- -.-.

cadamente diferente al potencial arménico que hemos estudiado hasta este mo-
mento. Desde esta perspectiva seria entonces deseable explorar la posibilidad de
construir un modelo anarmdnico que ampliara el rango de aplicabilidad de los
modelos arménicos, pero que todavia mantuviera muchas de sus ventajas. Para
conseguir esto ltimo el punto de partida natural seria el Hamiltoniano (3.1), al
cual podria anadirse un potencial anarménico convenientemente elegido. Ahora
bien, para el estudio de ciertos fenémenos de interés en la mecdnica estadistica
(entre los cuales no ha estado incluido hasta ahora el movimiento Browniano), ya
han sido planteados y estudiados exhaustivamente modelos basados en la prop-
uesta antes mencionada, por lo que haremos una revisién de los mismos en el
capitulo siguiente.
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Capitulo 4

El Modelo Fermi-Pasta-Ulam

4.1 Introduccion

Como hemos podido ver en el capitulo anterior, los modelos de osciladores
arménicos permiten el estudio analftico exacto de algunos efectos de la dindmica
de muchos cuerpos. Aunque la discusi6én se concentré en su viabilidad como mo-
delo microscépico para el estudio del movimiento Browniano, su utilidad ha sido
més ampliamente comprobada en el estudio de las propiedades termodindmicas
de s6lidos cristalinos (especialmente del calor especifico) y en la relacién entre las
propiedades el4sticas macroscépicas y las constantes de fuerza microscépicas. Se
ha estudiado ademd4s la relacién entre las propiedades dindmicas (funciones de au-
tocorrelacién de posicién y momento) de dtomos individuales y ciertas propiedades
experimentales para los casos de dtomos individuales en una red cristalina perfec-
ta, de 4tomos en la vecindad de una superficie y de defectos livianos y pesados [54).

Pero incluso en el estudio de sélidos, los modelos de osciladores arménicos
no son los suficientemente generales como para estudiar todos los fenémenos de
interés. Por ejemplo, para el problema de la conductividad térmica es perfec-
tamente conocido que estos sistemas son incapaces de modelar correctamente la
fenomenologia macroscépica, como ya habiamos mencionado en la introduccién
del capitulo 3. De hecho, para este problema se consider6 desde hace mucho tiem-
po la posibilidad de ampliar el intervalo de validez de los modelos de osciladores
armoénicos del tipo descrito por el Hamiltoniano (3.1), pero incluyendo términos
potenciales de més alto grado (esto es, anarmdnicos). Sin embargo, un estudio
analitico exacto del problema se vuelve imposible, por lo que se han usado distin-
tos tipos de aproximaciones, ya sea analiticas (teoria de perturbaciones, princi-
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palmente) o numéricas. Este ltimo enfoque fue iniciado por el célebre trabajo de
E. Fermi, J. Pasta y 8. Ulamn de 1934, el cual fue quizas el primer “experumento
numérico” realizado en la historia y que inici6é toda una nueva era tanto para la
mecdnica estadistica como para el estudio de los sistemas dindmicos, ademds de
iniciar una metodologia que es conocida actualmente como dindmica molecular.
Una excelente resefia histérica de estos desarrollos puede consultarse en el articulo
de revisién sobre el tema de J. Ford [55..

En la primera seccién presentaremos brevemente en qué consistié el trabajo
original de Fermi ¢t al., para continuar con una revision de los trabajos posteriores
que se han relizado para interpreiar y ampliar los resultados obtenidos por estos
autores. A continuacién revisaremos el enfoque que se la ha dado al problema
desde el punto de vista de los sistemas dindmicos, haciendo un recuento de los
teoremas hasta ahora conocidos para estudiar la evolucién temporal de los sistemas
Hamiltonianos no-armonicos y su relevancia para el caso de un nimero infinito de
grados de libertad. De especial importancia sera resenar los distintos pardmetros
que han sido propuestos para detectar numéricamente la presencia de trayectorias
no-regulares en el espacio fase de estos sistemas y estudiar la estructura del mismo,
asi como su aplicacion especifica al modelo de Fermi et al.

4.2 El Problema de la Equiparticién

De acuerdo al punto de vista tradicional, un sistema dado, no umportando cémo
sea preparado, evoluciona en una escala de tiempo razonable a un estado de
equilibrio termodindmico. Una de las caracteristicas mds importantes de este
estado de equilibrio es que la energia del sistema estd repartida por igual entre
todos los grados de libertad que aparecen cuadréticamente en el Hamiltoniano.
Este enunciado corresponde al asi Hamado principio de equiparticion, el cual ya
hemos utilizado en el contexto del movimiento Browniano. Ahora bien, siendo
este uno de los resultado mds fundamentales de la mecdnica estadistica cldsica, su
violacién en cierta situacién particular tendria consecuencias importantes. Baste
recordar que, a finales del siglo XIX, la confianza en el principio de equiparticién
era tan grande entre lo fisicos de aquel entonces que la falta de equiparticién
observada en la radiacién de cuerpo negro fue considerada como evidencia del
fracaso de la mecénica cldsica para explicar fenémenos a nivel microscépico.

1Para una resefia de la relacién historica entre las propiedades de la radiacién del cuerpo
negro y el problema de la equiparticién en el modelo FPU ver Ref. [56]
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4.2.1 El Trabajo Original

La idea original del reporte de Fermi et al. [57] fue la de comprobar numéricamente
si un sistema dindmico no-lineal de muchos cuerpos pudiera comportarse, para
tiempos muy grandes, como un sistema mecanico-estadistico; esto es, que relajase
hacia el estado de equilibrio. Para conseguir este objetivo, decidieron integrar
numéricamente las ecuaciones de movimiento correspondientes a un sistema uni-
dimensional de N particulas de masa unitaria interaccionando a primeros vecinos
a través de una constante de acoplamiento arménica también unitaria, extremos
fijos (Xo = Xn41 = 0) y descrito por el Hamiltoniano

H= Z Xip1 — Xi)* + %(XHI - X:)*|, (4.1)
=0
el cual define al actualmente conocido modelo FPU-a. Fisicamente su estructura
es muy razonable, ya que (4.1) puede considerarse como la primera aproximacién
anarmoénica a potenciales de interaccion més realistas, tales como el de Morse o
de Lennard-Jones.
Una forma equivalente de escribir al Hamiltoniano de este sistema se consigue
al efectuar la siguiente transformacién canénica ortogonal

a0 - (5 ) > sin (%) 200 (1.2

que diagonaliza a la parte arménica de (4.1), lo que resulta en la siguiente repre-
sentacién del Hamiltoniano

N
H=3 300+ Jutat v S gk Q,Q,Qk], 43)
i=1

J.k=1

donde w; = 2sin (2N) Vemos que, en términos de las variables ();, conoci-
das como coordenadas normales, se tiene un conjunto de N modos de vibracién
acoplados por medio de la constante «. Tales modos de vibracién se conocen
como modos normales y es claro que, si @ = 0, se tiene un conjunto de N os-
ciladores arménicos independientes, donde w; es la frecuencia del i-ésimo modo
normal y E; = 3(Q;i(t) + w?Q?(t)) es su correspondiente energia. Para el caso
a # 0 esta ultnna es s6lo una expresién aproximada, pero que todavia puede con-
siderarse vélida si @ <« 1. Es en este contexto que la relajacién hacia el equilibrio
corresponde a obtener la equiparticién de la energia entre todos los grados de
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libertad (modos normales) del sistema. Es claro entonces que el término ciibico
es el responsable del intercambio de energia entre los modos normales.

Las condiciones iniciales del experimento numérico original consistieron en
excitar a un solo modo normal. Esto es, el desplazamiento inicial de las particulas
de sus posiciones de equilibrio estd dado por ¢l modo fundamental

X;(0) = Asin (%ﬁ) i=1,...,N , (4.4)

donde n = 1, mientras que las velocidades iniciales son X;(0) = 0 V. Fermi et al.
utilizaron N = 32, 1 =1y o = 0.25, siendo la energia total £ = 0.077, o bien
€ = 0.00241, donde € = E/N es la densidad de energfa. Estas condiciones implican
que toda la energia del sistema estd concentrada en el modo fundamental, y ellos
esperaban observar, en un tiempo de cémputo razonable, un flujo significativo
de energia del modo fundamental a los otros modos normales. Sin embargo, el
experimento tuvo un resultado totalmente inesperado, como puede apreciarse en
la figura 4.1. En palabras de los autores:

Digamos que los resultados de nuestros cdlculos, desde el principio,
nos sorprendieron. En lugar de un flujo continuo de energia del primer
moado a los modos mds altos, todos lps casos mostraron comportamien-
tos completamente diferentes. ... En lugar de un incremento gradual
de todos los modos mds altos, la energia se intercambia, esencialmen-
te, sdlo entre algunos pocos. Por lo tanto, es muy dificil observar el
ritmo de “termalizacidn” o mezclado en nuestro problema, y este era
el propésito inicial de nuestros célculos®.

Otro modelo estudiado por Fermi et al. tiene un potencial cudrtico con un Ha-
miltoniano de la forma

Nlr., 1 3
H= Zﬂ [gX? + 5 (X = Xi)? + 7 (X — X, (4.5)

el cual también proporciona resultados similares a los obtenidos con (4.1). Este

Hamiltoniano ha sido conocido en la literatura como modelo FPU-$ y serd de una
importancia crucial en el desarrollo del presente trabajo.

2A pesar de esta dltima aﬁrma&&:, muchos afios después uno de los autores del reporte origi-
nal (J. Pasta) mencioné que el objetivo original del trabajo de 1954 era estudiar la conductividad
térmica del sistema. Ver Ref. [58]
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0.5

tiempo (x10%)

Figura 4.1: Evolucién temporal de la energfa E; de los primeros
5 modos normales. Reproduccién de la figura 1 de la Ref. [57)
utilizando el procedimiento numérico explicado en el apéndice D.
En esta figura (y en todo el resto del trabajo) el tiempo esta
expresado en unidades naturales. Ver capitulo 5.

4.2.2 Relevancia Fisica del Modelo FPU

En vista de los resultados obtenidos por Fermi et al., varias preguntas surgen in-
mediatamente, cuyas respuestas tienen una importancia crucial para desarrollos
posteriores. La primera de ellas concierne a la validez del modelo teérico propuesto
como modelo explicativo de un sistema fisico real. En primer lugar notemos que
el sistema definido por el Hamiltoniano FPU (4.1 6 4.5) es un modelo aproximado
del comportamiento de un sélido cristalino a bajas temaperaturas. La reduccién de
complejidad en comparacién a la situacién fisica real es considerable, de igual ma-
nera que en el caso del movimiento Browniano tratado en el capitulo anterior. Sélo
se considera una dimensién espacial y la interaccién entre particulas (usualmente
del tipo Lennard-Jones) es desarrollada en pequefios desplazamientos alrededor
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de las posiciones de equilibrio de las particulas. Esto equivale a considerar sélo el
caso débilmente anarménico (la situacién presente a bajas temperaturas).. Ahora. -
bien, en la actualidad podemos considerar que la relevancia fisica del modelo FPU
ya ha sido firmemente establecida, pues ahora se sabe que diferentes modelos en
una y dos dimensiones comparten una misma fenomenologia (ver [59] para una
revisién). En particular, practicamente todos los modelos hasta ahora estudiados
muestran un comportamiento no-estadistico para energias bajas (correspondientes
a bajas temperaturas), mientras que a energias mds altas la equiparticién ocurre
segiin lo esperado. Un punto importante a recordar es que la transicién entre es-
tos dos comportamientos ocurre en un intervalo de energias fisicamente relevante,
Por ejemplo, para un modelo de osciladores bidimensionales con interacciones de
tipo Lennard-Jones {60], la transicion, utilizando los pardmetros fisicos del argén,
ocurre para temperaturas de 5°K. Algunos cdlculos recientes de dindmica mole-
cular en un modelo de un cristal de xenon con impurezas diluidas consistentes en
moléculas de yodo muestran que el tiempo requerido para que se dé la equipar-
ticidn de la energia entre las moléculas de I, inicialmente excitadas y la matriz
de Xe se incrementa abriptamente por debajo de los 30 °K; esta situacién podria
investigarse experimentalmente para una muestra real [61].

La segunda pregunta concierne 2 la posibilidad de observar la falta de equipar-
ticiéon entre grados de libertad en un experimento de laboratorio, no en una si-
mulacién de computadora. Si la respuesta es positiva y se encuentra ademads que
¢l sistema experimental eventualmente relaja hacia el equilibrio, entonces el estu-
dio del mecanismo responsable podria sugerir una posible explicaciéon al problema
de la equiparticién en el modelo FPU. Una confirmacién en este sentido la pro-
porciona el cdlculo de las propiedades termodindmicas del hidrégeno molecular
H, [62). El hidrdgeno que sélo tiene niveles rotacionales pares se conoce como
para-hidrégeno, y aquel que sélo tiene niveles impares, orto-hidrogeno. Se sabe
ademds que, en una mezcla de orto- y para-hidrégeno en equilibrio, la composi-
cién de ambas especies es diferente dependiendo de la temperatura a la que esté
la mezcla. Ahora bien, si se prepara una muestra de hidrégeno a temperatura am-
biente y posteriormente es enfriada para realizar mediciones a baja temperatura
de su calor especifico, se encuentra una aparente discrepancia entre los resultados
experimentales y las predicciones tedricas. La razén es que la conversion entre
orto- v para-hidrégeno es extremadamente lenta, por lo que la composicién a
temperatura ambiente persiste a bajas temperaturas. Si se espera un tiempo lo
suficientemente grande como para que el sistema alcance el estado de equilibrio
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correspondiente a bajas temperaturas y se vuelve a realizar la medicién del calor
especifico, entonces se obtiene un excelente ajuste entre los datos experimentales
y el cédlculo teérico. Es claro entonces que la escala temporal de observacién afec-
ta dramdticamente los resultados obtenidos. Este “congelamiento” de grados de
libertad es cualitativamente similar al que ocurre en el modelo FPU y permite
suponer que la escala de tiempo en la que ocurre la equiparticién de energia entre
los modos normales es extremadamente grande para las condiciones originalmente
usadas por Fermi et al. Aunque es una suposicién bastante razonable y natural
para resolver el problema, no ha sido nada trivial confirmarla, como veremos més
adelante.

4.2.3 Resultados Posteriores

Para el caso especifico del modelo FPU, Izrailev y Chirikov [63] fueron los primeros
en mostrar que, para energias lo suficientemente altas, este modelo relaja hacia
el estado de equiparticién en escalas de tiempo cada vez mas cortas conforme
aumenta la energia del sistema. Este fenémeno sugiri6 la existencia de un umbral
de equiparticién E. tal que, para E < E,, la equiparticién no ocurre (o bien,
ocurre para tiempos extraordinariamente grandes), mientras que, para £ > E,, la
equiparticién ocurre segin lo esperado. Ahora bien, para que este comportamien-
to tenga relevancia dentro del contexto de la mecdnica estadistica, el umbral E,
debe de persistir en el limite termodindmico (N — oc). Tendria entonces que
cumplirse E, o< N para obtener el escalamiento limy_,o Ee/N = cte > 0. Uti-
lizando una representacién del sistema en términos de los modos normales lineales
y la excitacién de un subconjunto de éstos que corresponde a las condiciones ini-
ciales de la simulacién original de Fermi et al., estos autores encontraron, por
medio de aproximaciones analiticas, un umbral de equiparticién finito en el limite
termodindmico. Sin embargo, debido en parte a la falta de claridad en la defini-
cién del umbral pero sobre todo a sus importantes implicaciones, este resultado
dificilmente pudo tomarse como concluyente.

Bocchieri et al. [64] observaron numéricamente el umbral de equiparticién en un
sistema de osciladores con interacciones tipo Lennard-Jones, aunque para valores
muy pequenos de N (entre 8 y 100). Resultados posteriores obtenidos por Livi et
al. parecieron confirmar que E. o< N en los modelos 3 [65] y « [66] para valores de
N entre 64 y 512. Para obtener sus resultados, los autores anteriormente citados
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definieron una funcién, llamada entropia espectral, cuya forma explicita es

N/2

S(t) = — };p,-(t) Inpy(2), (4.6)

donde p;(t) = Ei(t)/ Tal2 Ex(t) y Exes la energia total del k-ésimo modo normal.
Resulta entonces que S alcanza su méximo valor, Sy = In(N/2), cuando el
sistema est4 en el estado de equiparticién. Para eliminar la dependencia de S con
respecto a N se define a la entropia normalizade como

. S(t) - Sn’mﬁg

n(t) = ‘S”(O‘—)_“— 5 (4.7)

de tal manera que 77 — 1 cuando S(t) =~ S(0} (“congelamiento” de las condiciones
iniciales) y - 0 cuando S(f) — S, (equiparticién). Cabe mencionar que ésta
ha sido una cantidad fundamental en el estudio del intercambio de energia entre
modos normales en el modelo FPU.

Sin embargo, incluso con la ayuda de n(t), la dependencia de E, con respecto
a E, N y las condiciones iniciales no es nada trivial de estudiar. Para el modelo
« se tiene que, si E' es muy grande, la parte ciibica del potencial se vuelve repul-
siva, obteniéndose soluciones no acotadas que provocan problemas de estabilidad.
Debido a esto es que el modelo 8 ha sido el més exhaustivamente estudiado hasta
la fecha. Pettini y Landolfi [67] exploraron numéricamente la dependencia del
tiempo 7, en que el sistema alcanza el estado de equiparticién como funcién de
la energia para valores relativamente altos de ésta y con valores de NV entre 128 y
512, obteniendo 1, &« N y un umbral de equiparticién E, x N, con una transicién
gobernada por una aproximacién de matriz estocdstica. Sin embargo, la equipar-
ticidn presente a energfas muy bajas y en escalas de tiempo mucho mas lentas
no fue estudiada. Kantz, Livi y Ruffo [68], también numéricamente, obtuvieron
la misma dependencia del tiempo de equiparticién con respecto al nimero de os-
ciladores, pero para valores de V entre 32 'y 1024. M4s precisamente, considerando
la dependencia funcional de i con respecto a la energia E, el tiempo ¢ y el ndmero
de osciladores N, estos autores encontraron que 77 depende sélo de dos variables,
E y t/N: n(E,t,N) = f(E,t/N) para condiciones iniciales en las que toda la
energia inicial se concentra en un grupo de modos normales An tal que An < N
{condiciones iniciales “fisicas”). Ademds, para condiciones iniciales en las que se
excita a un subconjunto An de meodos normales tal que An <« N (condiciones
iniciales “mecdnicas”) se obtiene n(E,t, N) = g(E/N, t/N). Este dltimo resultado
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parece estar en contradiccién con los de De Luca, Lichtenberg y Lieberman [69]
obtenidos analiticamente a partir de una representacién efectiva del Hamiltoniano
en términos de un conjunto reducido de modos normales y que parecen sugerir
n(E,t,N) = g(E,t/N?); pero si ambos resultados tienen que ser vélidos, entonces
n debe de ser funcién de un sélo pardmetro, Et/N?. Célculos numéricos poste-
riores [70] sugieren una correccién adicional a esta iltima estimacién, dando una
dependencia de 7 en términos de un solo pardémetro: SEnt/(N?v/N). Un resul-
tado importante de este tltimo trabajo es que incluso en el limite termodindmico
con E/N = cte <1y An « N, el tiempo de equiparticién diverge como V'N.
Esto dltimo es muy intrigante puesto que sugiere que pueden persistir estados
de no-equiparticién para tiempos grandes si se efectiia el limite termodindmico
N — oo antes que el limite asintético ¢ — oc.

Los resutados anteriores para el modelo 8 parecen indicar firmemente que el
umbral de equiparticién desaparece en el limite termodindmico. La conjetura de
que este comportamiento es universal parece confirmada por estudios similares
realizados con otros modelos no-arménicos. En particular, para el modelo ¢,
el cual es semejante al modelo 8 pero con un potencial anarménico de la forma
U,y = Ti(3Az? + spz}), existe evidencia de que el sistema alcanza el estado de
equilibrio en el limite termodindmico y que el tiempo de equiparticién también
diverge cuando el pardmetro de anarmonicidad tiende a cero (esto es, en el limite
armdnico), aunque hasta el presente no ha sido posible determinar la naturaleza de
esta divergencia (exponencial, polinomial o de algin otro tipo) {71]. Finalmente,
para el modelo ¢, Casetti et al. [72] han determinado, integrando las ecuaciones
de movimiento para tiempos muy grandes (~ 10%), un umbral E, ~ N~! debajo
del cual es posible inferir la eventual relajacién del sisterr:la‘hacia el estado de
equiparticién, pero para tiempos inobservables en cualquier computadora actual
si se utilizan los mismos pardmetros que originalmente usaron Fermi et al. Més
especificamente, estos autores determinaron que, si en el estudio original de 1954
se hubiera utilizado una amplitud A (ver Ec. 4.4) diez veces mas grande que la
originalmente usada para establecer las condiciones iniciales, se hubiera podido
observar la equiparticién de energia segin lo esperado.

Para concluir esta seccién recordemos que los términos potenciales no-
cuadréticos en los Hamiltonianos (4.1) y (4.5) son los responsables del complicado
mecanismo de intercambio de energia entre los modos normales (en la ausencia de
estos términos el intercambio no ocurriria en lo absoluto, como ya mencionamos).
El efecto de estos términos en las soluciones a las correspondientes ecuaciones de
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movimiento es considerable, pues la dindmica del sistema en el espacio fase es
mucho més complicada. Ahora bien, desde hace mucho tiempo se ha especulado. .
que la presencia de trayectorias no-periédicas es una condicién indispensable en el
surgimiento de las propiedades estadisticas del sistema (equiparticién de energia
en el caso del modelo FPU}. Por lo tanto, a continuacién haremos una revisién de
los resultados actualmente conocidos de la teoria general de los sistemas dindmicos
cuando se tienen NV > 1 grados de libertad, ya que este es el caso de interés en el
contexto de la mecénica estadistica.

4.3 Dinamica de Sistemas Hamiltonianos

El punto de vista mds comunmente aceptado es que un estado macroscépico de
equilibrio termodindmico corresponde a un conjunto de estados microscépicos cuya
dindmica debe de cumplir con dos propiedades fundamentales: no debe de tener
otras integrales de movimiento aparte de la energia y las correlaciones temporales
de las variables dindmicas deben de decaer répidamente. Dicho de otra forma,
una érbita tipica en el espacio fase, que representa el estado microscépico del
sistema como funcién del tiempo, debe de moverse de forma aproximadamente
aleatoria, o erratica, sobre la hipersuperficie de energia constante determinada por
las condiciones iniciales. Siuno desea que las correlaciones decaigan y que se pierda
rapidamente la memoria del estado inicial, se requiere que cualesquiera dos drbitas
que estén muy cerca la una de la otra en un instante dado, se separen rdpidamente,
perdiendo, en una escala de tiempo razonable, cualquier relacién reciproca. Estas
propiedades son caracteristicas bésicas de lo que actualmente se conoce como
caos, entendido como lo opuesto a una dindmica ordenada, caracterizada por
las siguientes propiedades: existencia de integrales de movimiento diferentes a la
energia, memoria (persistencia) de las condiciones iniciales y un caracter regular
(cuasi-periédico) de las érbitas en el espacio fase’.

Ahora bien, al problema del fundamento dindmico de la mecénica estadistica
clasica se le conoce como el problema ergddico, el cual es particularmente dificil
de tratar. Esto es debido no sélo a que en si es dificil de resolver, sino también
porque no es ficil de formular apropiadamente. Pueden ser definidas diferentes

3Es conveniente hacer notar que la excepcién a este punto de vista la constituyen los sistemas
de osciladores arménicos estudiados en el capitulo anterior. El elemento estadistico estd dado
por las condiciones iniciales y el gran nimero de grados de libertad involucrados, no por la
dindmica del sistema, que es totalménte regular.
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propiedades ergédicas [73], pero hasta el momento no es claro cuales de estas
propiedades son apropiadas para sustentar el enfoque mecanico-estadistico; esto .
es, no hay un método general disponible para determinar si un sistema es ergédico
o po a partir de su Hamiltoniano, con la excepcién del caso de una particula li-
bre que rebota eldsticamente con las paredes del asi llamado billar de Sinai [74].
Esta dificultad ha provocado que existan opiniones diferentes y controversiales
sobre esta cuestién. Un punto de vista muy extendido ha negado desde hace
mucho la existencia de este problema [75], considerando la imposibilidad de una
construccién dindmica de los ensambles estadisticos; en el limite termodindmico
el problema ergédico deberia de pertenecer al dmbito de la teoria de las proba-
bilidades [76]. El primer intento de obtener directamente un comportamiento
estadistico a partir de la dindmica microscépica fue el trabajo ya resefiado de Fer-
mi et al. cuyos resultados controversiales replantearon completamente el estudio
del problema erg6dico, ya que parecieron indicar la persistencia de un compor-
tamiento cuasi-periédico incluso en presencia de un potencial anarménico en el
Hamiltoniano. Ahora bien, casi al mismo tiempo fue planteado el teorema de.
estabilidad de Kolmogorov para sistemas dindmicos de N grados de libertad, el
cual ofrece una posible interpretacién a la falta de equiparticién observada en el
modelo FPU, como lo hicieron notar posteriormente Izrailev y Chirikov [63]. Es
por esto que a continuacién daremos una descripcién (de ninguna manera exhaus-
tiva) de los resultados tedricos actualmente conocidos para los sistemas dindmicos
con N > 1 y de su posible relevancia para el estudio del problema planteado por
el modelo FPU. Respecto al problema ergddico en general sélo estaremos intere-
sados en aquellos puntos directamente relevantes para el estudio de este modelo
en particular.

4.3.1 Teoremas Generales

Cuando un sistema dindmico de N grados de libertad admite la existencia de N
integrales de movimiento y, como consecuencia de las leyes de conservacién resul-
tantes, tiene un movimiento acotado, se pueden definir las coordenadas canénicas
conjugadas de accién-dngulo (I,0) tales que I = (I,,...,Iy) € B ¢ R y
@ = (61,...,8x) € TN. B es un subconjunto abierto de ®¥, mientras que TV
denota a un toroide (subvariedad) N-dimensional, de tal manera que el Hamilto-
niano del sistema es independiente de los dngulos, esto es

H(L,8) = Hy(l). (4.8)
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Con este conjunto de coordenadas es inmediato ver que la dindmica del sistema
es trivial, pues

I() =K0),  60) = 6(0) +w(I(0))2, (4.9)

donde w = (wy,...,wny) = 8Hy /01 es el vector de frecuencias angulares. Entonces
el espacio fase B x TV estd “foliado” en conjuntos de toroides I x TV, I € B de
tal modo que una érbita que empiece en un toroide dado permanece para siem-
pre en él. Los sistemas con esta propiedad se conocen como sistemas dindmicos
integrables, siendo los més ordenados o “menos ergédicos”. Notemos también que
el modelo FPU sin el término anarménico resulta ser un sistema de osciladores
armoénicos desacoplados (modos normales) que cumple con todas las propiedades
arriba mencionadas, por lo que el Hamiltoniano independiente de los 4ngulos re-
sulta ser Ho(I) = w - 1= 1N wil;.
Sin embargo, muchos sistemas de interés estdn descritos por Hamiltonianos de
la forma
H(1,0,0) = Hy(I) + o H,{1,6) + 0% ..., (4.10)

por lo que surge de inmediato una pregunta natural ;Serd la dindmica del sis-
tema perturbado, para ¢ pequeia, en algin sentide parecida a la dindmica no-
perturbada o existen nuevas caracteristicas producidas por la perturbacién? Esta
no es una pregunta nueva, ya que viene a ser una generalizacidn del estudio sobre
la equiparticién que estudiamos en la seccién anterior para el modelo FPU. De
hecho, el Hamiltoniano (4.1) tiene la misma estructura que (4.10) hasta O(o).
Ahora bien, a pesar de los grandes avances conseguidos, hasta la fecha el com-
portamiento general de (4.10) no es completamente claro si uno estd interesado
en sistemas con un nimero infinito de grados de libertad; esto es, en sistemas
mecanico-estadisticos.

Consideremos otra vez el Hamiltoniano (4.10). El objetivo de la teoria clésica
de perturbaciones seria el de encontrar (para ¢ pequefia) un cambio de varia-
bles canénico (I,8) = C,(I',8') tal que el nuevo Hamiltoniano H'(Y',¢',0) =
H(C,(Y,#),0) todavia conserve la forma integrable

H'(I',¢,0) = Hy(Y,0). (4.11)

En ese caso el sistema perturbado seria esencialmente la imagen de aquel no-
perturbado: se tendrian trayectorias cuasi-periédicas en todo el espacio fase, sin
comportamiento estadistico alguno. Esta posibilidad queda eliminada debido al
teorema de Poincaré-Fermi [77], el cual establece que, para sistemas no-lineales
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con un nimero N > 3 no existen constantes de movimiento ademds de la energia
del sistema. Esto quiere decir que no pueden existir subvariedades que separen al
espacio fase en regiones disjuntas, como en el caso integrable.

Sin embargo, para perturbaciones pequefias se tiene que las diferencias cualita-
tivas entre los sistemas perturbado y no perturbado estdn confinadas a un subcon-
junto del espacio fase de medida despreciable, aunque abierto y denso. Adema4s,
incluso dentro de este subconjunto las acciones se comportan como integrales de
movimiento aproximadas para tiempos extremadamente grandes. Estas afirma-
ciones provienen de un teorema fundamental establecido por Kolmogorov (78], el
cual fue posteriormente ampliado y generalizado por Arnold [79] y Moser (80], de
ahi que se conozca como “teorema KAM”. Este teorema es vélido para sistemas
descritos por Hamiltonianos cuasi-integrables de la forma

| Hy ||

H(L,0,0) = Hy(T) + o Hi(1,6,0),
( 0) 0( ) g l( ) Un H, ”

<1, (4.12)

donde || - - - || es una norma adecuada.

El teorema KAM establece que, si 0 < ¢ < g, (donde o, depende del nimero
de grados de libertad y de otros detalles del Hamiltoniano), entonces existe una
transformacién canénica (I,8) = C,(I',6') y un sistema dindmico Hy(I',¢'), tales
que el nuevo Hamiltoniano H'(Y',#',0) = H(C,(I', '), o) satisface la relacién

H(.0,0)% H (T, 0), (4.13)

donde B, es un subconjunto cerrado de B y el simbolo % denota igualdad entre
los dos miembros, asi como de sus derivadas, para I' € B,.

De la igualdad (4.13) se sigue que I},...Iy son integrales de movimiento (y,
por lo tanto, la correspondiente 6rbita se mueve sobre un toroide invariante) si las
condiciones iniciales pertenecen a B,. Las acciones del sistema no-perturbado son
integrales de movimiento aproximadas; esto es, se cumple |I;(t) — I(0)] = O(0)
para toda t. Debido a que el movimiento del sistema perturbado permanece
similar al del sistema no-perturbado, se tiene que no es posible comportamiento
estadistico alguno, excepto en el complemento de B,.

Para el caso particular N = 2 se tiene que los toroides invariantes son su-
perficies bidimensionales contenidas en un “superficie” tridimensional de energia
constante. Entonces, para cada “superficie” de energia, el complemento de B,
estd separado por los toroides en regiones disjuntas y de grosor exponencialmente
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pequeiio en o; una 6rbita que empiece en esta region en £ = () permanece atrapada
en ella para cualquier tiempo posterior. Sin embargo, para N > 2, se tiene que

dim({superficie de energia constante) — dim(toroide) > 1, (4.14)

por lo que el complemento de B, estd conectado. Queda entonces abierta la
posibilidad de tener un conjunto de érbitas moviéndose de manera erritica sobre
una “superficie” de energia. Este fenémeno se conoce como difusidn de Arnold
y puede demostrarse que efectivamente ocuire en algunos ejemplos sencillos [73].
Para sistemas de mds de tres grados de libertad este mecanismo de “difusién”
lenta ha sido frecucutemente propuesto como el responsable de hacer que una
trayectoria dada atraviese todo el espacio fase accesible.

La eficiencia de este mecanismo lo determina el teorema de Nekhoroshev [81],
el cual establece que existen constantes ¢, 4, 7o y v tales que, si I{(}} es el vector
de las acciones iniciales, entonces se satisface que

I{z) — I(0)] < Ao*, (4.15)
al menos para tiempos t € [0,T], donde
T =~ rgexp{{1/a)}”]. (4.16)

Ademds, este teorema es valido para perturbaciones lo suficientemente débiles
tales que 0 € ¢ < g.. Se sigue entonces que la trayectoria correspondiente a
un sistema dado visita la mayor parte del espacio fase disponible en un tiempo
exponencialmente grande ~ O(7T), mds grande de hecho que cualquier potencia
negativa de 0. Para tiempos menores a 7" existen trayectorias caéticas en el espacio
complementario a los toroides, perc estdn acotadas e involucran sélc a algunos de
los grados de libertad, los cuales permanecen descoplados del resto.

Después de la exposicién anterior volvemos a preguntarnos por la posible rele-
vancia del teorema KAM y del teorema de Nekhoroshev para el estudio de proble-
mas de interés a la mecdnica estadistica. Una respuesta positiva implicaria que el
umbral o., asi como los exponentes a y v fuesen independientes de N. Sin embar-
go, todas las estimaciones que hasta el momento existen dan como resultado una
dependencia muy pronunciada con respecto a /N, como a continuacién veremos.
Esto hace que estos teoremas, a pesar de su relevancia teérica de caracter fun-
damental, sean de poca utilidad prictica para el estudio de sistemas de muchos
grados de libertad como en los que estamos interesados.
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Con respecto al teorema KAM, las estimaciones de a.(N) siempre dan una

dependencia con respecto a N de la forma [82] o,(N) ~ exp(-BN In-N), B> 0, .

o bien [83] o.(N) ~ N~% con ¢ = 1300 para algunos casos particulares. Es claro
entonces que, para valores fisicamente significativos de la perturbacién y N > 1,
las subvariedades estables (toroides KAM) pueden considerarse, en general, como
de medida cero. El teorema de Nekhoroshev tampoco es muy 1til cuando tenemos
un sistema con muchos grados de libertad. El exponente v que aparece en (4.16)
tiene una dependencia muy pronunciada en N: la estimacién v(N) ~ (1/N?) es
del trabajo original [81], ¥(N) ~ (1/N) se obtuvo en [84] y también en [85), donde
se establece que es una estimacién éptima. Una prueba diferente del teorema de
Nekhoroshev, basada en una estrategia totalmente distinta [86], da como resultado
(a,v) = (3, 57+3) para los exponentes de las Ecs. (4.15) y (4.16). Esta dltima
estimacién también es 6ptima y practicamente ya no hay posibilidades de mejoras
subsecuentes para el caso general, aunque queda abierta la posibilidad de obtener
alguna mejoria en las estimaciones anteriores para Hamiltonianos particulares.

4.3.2 Resultados Analiticos Particulares

Sin embargo, y a pesar de las estimaciones anteriores cuando N > 1, en el caso
de sistemas de baja dimensionalidad tales como el modelo de Hénon-Heiles [87]
se tiene que el teorema KAM proporciona una explicacién satisfactoria de la
fenomenologia estudiada numéricamente. Para este caso particular se ha encon-
trado un umbral de caoticidad E. (el cual estd relacionado a o a través de las
condiciones iniciales) debajo del cual el sistema tiene un comportamiento cuasi-
periédico, mientras que, para el caso contrario, su dindmica estd dominada por
Orbitas cadticas. En la vecindad del umbral se tiene una coexistencia muy com-
plicada de 4mbos comportamientos. La pregunta relevante, al igual que en el caso
del umbral de equiparticién ya antes mencionado, vuelve a ser la de la persistencia
de E, en el limite termodindmico.

Los pocos resultados analiticos disponibles para los modelos FPU-« y 8 son
bastante ambiguos debido a las muy importantes simplificaciones que deben de
ser introducidas para obtener las estimaciones deseadas. Siguiendo la definicién
de umbral de inestabilidad exponencial en el modelo de Hénon-Heiles (el cual se
obtiene a partir de (4.1) con N = 3 y condiciones de frontera periédicas [88]),
se ha obtenido una estimacién de E. para el modelo FPU-a de la forma [89]
E, >~ 1/4a*+ O(1/N?), dorde « es la constante de acoplamiento anarménica. Se
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sigue entonces que la densidad critica de encrgia ¢, = E./N desaparece en el limite
N — c0. Para el modelo FPU-3, Izrailev v Chirikov [63] obtuvieron una ecuacién
de evolucién no-lineal para la amplitud de ur modo normal n cualquiera, obtenien-
do un umbral €, 22 1/8n independiente de V (3 es la constante de acoplamiento no-
lineal del modelo) para nimeros de onda n inicialmente excitados tales quen < N.
En el limite opuesto, N —n < N, estos autores encontraron que €. ~ w2n?/N3, lo
que implica que, para modos normales con nimeros n altos y IV grande, se obtiene
un cormportamiento estocastico inlcuso para una no-linealidad débil. Este dltimo
resultado concuerda con las estimaciones de Berman y Kolovskij [90] obtenidas
por medio de una aproximacién totalmente diferente; ademds, estos autores en-
contraron que, debajo del umbral ¢, la dindmcia de! modelo se puede describir por
medio de una ecuacién de Schridinger no-lineal, la cual se sabe que es integrable.
Todos estos enfoques quizds son muy simplificados, pero son los tnicos intentos
existentes hasta la fecha de tratar analiticamente el comportamiento caético de
sistemas Hamiltonianos con muchos grados de libertad.

4.3.3 Resultados Numéricos

Por el lado de los experimentos numéricos tenemos que el punto central es el
de la eleccién de un indicador adecuado que pueda revelar la existencia del um-
bral de caoticidad €.. Muchos pardmetros han sido presentados en la literatura,
aunque algunos de ellos estdn mds relacionados con el problema de la equipar-
ticién que con la dindmica del sistema (suponen que la equiparticién de energia
implica inequivocamente la presencia de 6rbitas caéticas). Por ejemplo, se ha
hecho notar que, si la entropia normalizada (4.7) se considera como una “variable
dindmica”, se pueden construir pseudo-secciones de Poincaré en el plano (7, ) que
dan informacién cualitativa global sobre el intercambio de energia entre los modos
normales [91]. Otros pardmetros de este tipo son las funciones de autocorrelacién
de una particula {92!, pardmetros relacionados a la estructura geométrica local del
espacio fase {93] y métricas relacionadas al promedio temporal de la energia de los
modos normales [94].

Sin embargo, las cantidades que han resultado ser de mayor utilidad para el es-
tudio del caracter caético de las trayectorias en el espacio fase de un sistema dado
son los lamados ezponentes de Lyapunov. Su importancia radica en que cuantifi-
can directamente la divergencia de dos trayectorias en el espacio fase inicialmente
muy proximas (sensibilidad a las condiciones iniciales). Existe un exponente por
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~ cada dimensién del sistema, pero el que se usa regularmente como medida de
caoticidad es el mayor de ellos [95], A,. Si A, > 0 se tiene inequivocamente una
dindmica cadtica, si A, < 0 se tiene un comportamiento totalmente regular, y
finalmente, si 0 < A, < 1, entonces se tiene una coexistencia de trayectorias or-
denadas y cadticas. Para el modelo 3 existe una fuerte evidencia numérica que
hace plausible la existencia de una funcién de densidad para los exponentes de
Lyapunov en el limite termodindmico [96]. La existencia de dicha funcién permite
definir la entropia de Kolmogorov-Sinai (obtenida a partir de la suma de todos
los exponentes de Lyapunov positivos del sistema) como una cantidad intensi-
va en el limite termodindmico, lo que resulta en una persistencia de trayectorias
caéticas cuando el nimero de grados de libertad del sistema tiende a infinito.
Desafortunadamente no existen resultados analiticos de caracter general (esto es,
independientes de un modelo especifico) que demuestren de manera inequivoca la
existencia de la funcién de densidad ya antes mencionada, aparte de los obtenidos
por Eckmann y Wayne [97] utilizando la aproximacién de la matriz aleatoria.
Con respecto a los resultados obtenidos en el caso de modelos especificos, para
el FPU-8 los resultados méds importantes han sido obtenidos por Pettini y Lan-
dolfi (67). Ademds de comprobar que la dindmica del modelo estd controlada por
el pardmetro intensivo® € = E/N, estos autores encontraron un umbral ¢, que no
corresponde estrictamente a un umbral de equiparticién (pues ésta siempre ocurre
para tiempos suficientemente grandes) ni a un umbral de caoticidad {ya que ésta
siempre estd presente si 8 # 0), sino mds bien a un umbral de caoticidad fuerte
(SST por sus siglas en inglés). EI SST es tal que, para ¢ > ¢, ocurre una “di-
fusién” rdpida de una trayectoria dada en todo el espacio fase disponible, tenien-
do el méximo exponente de Lyapunov un escalamiento de la forma X, (¢) ~ €2/3,
obtenido también para el modelo ¢* y que parece ser independiente del modelo
usado. Esto iltimo es debido a que el escalamiento de A, implica una dindmica
que semeja a un proceso aleatorio, lo cual fue a su vez comprobado por medio de
una aproximacion de matriz aleatoria. Por otra parte, para € < €., estd presente
un mecanismo de “difusién” mucho mas lento, caracterizado por un rdpido decre-
mento de A, conforme e disminuye y que ocurre en una escala de tiempo cuya
dependencia en ¢ estd descrita por una expresién semejante a la de la difusién
de Arnold, Ec. (4.16). Sin embargo, el correspondiente exponente v que estos
autores obtuvieron resulta ser independiente de N, por lo que resulta dificil de

"Este punto, que es de importancia crucial para el presente trabajo, se explicard con mas
detalle en el capitulo siguiente -
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entender este mecanismo de relajacién en el contexto del teorema de Nekhoro-

shev. Ademds, el umbral ¢, resulta también ser independiente de N para los .

valores estudiados (entre 32 y 128), por lo que la persistencia de este umbral en el
limite termodindmico podria tener importantes implicaciones para los fendmenos
estudiados por la mecénica estadistica. Para el modelo FPU-« resulta imposible
estudiar al SST ya que el potencial ciibico impide trabajar a energias muy altas. A
pesar de esto, Casetti et al. [72] han podido definir un umbral de caoticidad para
este modelo utilizando como criterio la persistencia del comportamiento A, ~ t™!
(caracteristico de una dindmica regular) hasta un tiempo maximo de ¢ = 4.3 x 108.
Esta es la primera evidencia directa de la existencia de un umbral de caoticidad
que ha podido obtenerse para el caso N > 2. Sin embargo, y al igual que en el
caso de la relacién entre el modelo FPU-8 y el teorema de Nekhoroshev antes alu-
dida, el escalamiento del umbral con respecto al nimero de osciladores, €, ~ N2,
no es explicable dentro del esquema del teorema KAM, pues en la estimacién ya
antes mencionada de g, ~ N7¢, ¢l exponente es demasiado grande: § ~ 1300.

4.4 Conclusiones

En el presente capitulo hemos mostrado ¢cémo un modelo undimensional de os-
ciladores anarménicos aparentemente muy sencillo puede desplegar un compor-
tamiento dindmico extremadamente complejo que tiene un interés intrinseco, en-
tre otras razones porque la fenomenologia observada en experimentos numéricos
no puede ser explicada satisfactoriamente por los teoremas hasta ahora conocidos
(KAM y Nekhoroshev). Esto hace que la dindmica de este modelo (y otros muchos)
sea todavia en gran parte desconocida cuando N > 1. Por lo tanto, las simu-
laciones numéricas siguen siendo una herramienta indispensable en el estudio de
este tipo de sistemas, ya que s6lo muy recientemente las aproximaciones analiticas
han podido aplicarse con un grado razonable de éxito. Algunos de estos resultados
incluyen la obtencién de soluciones exactas de baja dimensionalidad [98] y la esti-
macién del maximo exponente de Lyapunov por medio de la evolucién temporal de
un vector que representa la desviacién entre gecdésicas en una variedad Rieman-
niana construida con la métrica de Eisenhart sobre el espacio-tiempo [99, 100].
También ha quedado en evidencia que la relacién entre la dindmica Hamiltoniana
y el comportamiento estadistico no es nada trivial ni es tan inmediata como po-
dria pensarse. De hecho, en un estudio “termodindmico” [101] de varios modelos
Hamiltonianos no-arménicos se ha descubierto que un sistema de rotores rigidos




4.4. Conclusiones 67

tiene un comportamiento no-ergédico para el calor especifico en la misma escala
temporal y en el mismo rango de energia para los cuales el modelo FPU mues-
tra un comportamiento mecanico-estadistico normal para este mismo observable.
Sin embargo, también es sabido que el modelo FPU no es capaz de reproducir la
ley de Fourier [102]. Estos resultados implican que el comportamiento estadistico
puede depender crucialmente del tipo de variable macroscépica que se esté es-
tudiando, asi como de la eleccién del modelo microscépico particular utilizado.
Ahora bien, para el problema especifico de la conduccién de calor se ha hecho
la observacién [103] de que los resultados hasta ahora conocidos pueden ser de
interés para describir sistemas experimentales tales como cristales fuertemente
anisotrépicos [104], polimeros [105] y nanotubos [106]. A su vez, también han
sido presentados algunos estudios tedricos sobre la conductividad térmica de un
tubo cudntico en los regimenes balistico {107] y anarménico [108] cuyos resultados
podrian ser comprobados experimentalmente. Por lo tanto, puede concluirse que
los modelos unidimensionales de muchos grados de libertad son lo suficientemente
poderosos como para estudiar problemas fisicamente relevantes; existe, sin em--
bargo, un fenémeno de gran interés mecanico-estadistico que todavia permanece
inexplorado con este tipo de modelos: el movimiento Browniano. Esta tarea la
emprenderemos en el capitulo siguiente.
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Capitulo 5

El Modelo FPU Modificado

5.1 Introduccion

Como ya tuvimos ocasién de ver en el capitulo 3, los modelos de osciladores
arménicos son los tinicos que han permitido deducir de manera analitica, a par-
tir del Hamiltoniano que los describe, la ecuacién de Langevin, asi como la
fenomenologia presentada en el capitulo 2. Sin embargo, son modelos sumamente
restrictivos en cuanto al tipo de interaccién entre osciladores se refiere, pues un
potencial arménico no tiene la complejidad de aquellos utilizados en el estudio
de fluidos, aunque, por otra parte, ofrece importantes ventajas en cuanto al es-
clarecimiento del tipo de suposiciones necesarias para pasar de una descripcién
microscépica Hamiltoniana a una de tipo estadistico. Por otra parte, el modelo
FPU, que involucra interacciones més complejas que el caso armonico, pero que
conserva. la simplicidad de los modelos unidimensionales, ya ha sido ampliamente
estudiado y es todo un paradigma en cuanto al estudio de sistemas no lineales con
muchos grados de libertad se refiere.

En este capitulo construiremos un modelo de osciladores anarmdnicos para
el estudio del movimiento Browniano partiendo del Hamiltoniano (3.1) pero ana-
diendo un término potencial anarménico del tipo FPU. De hecho, nuestro modelo
resulta ser idéntico a este 1ltimo, pero con un oscilador masivo en la posicién
central de la cadena. Aunque el comportamiento del modelo FPU no estd enten-
dido por completo como ya vimos en el capitulo 4, consideramos que lo conocido
hasta ahora es suficiente como para aplicarlo al estudio del movimiento Brown-
1ano. Cabe mencionar que ya ha sido anteriormente estudiada la cadena FPU
diatémica [109] ¥ con una distribucién aleatoria de masas para el caso de equipar-
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ticién [110] y transporte de energia [111], respectivamente. Sin embargo, nuestra
particular modificacion al modelo FPU y su aplicacién al estudio del movimiento
Browniano es totalmente novedosa en el campo de la mecdnica estadistica de los
modelos Hamiltonianos.

A diferencia del modelo de osciladores arménicos anteriormente estudiado,
para el nuestro ya no es posible encontrar soluciones analiticas a las ecuaciones
de movimiento resultantes, por io que tendremos que utilizar las técnicas de la
dindmica molecular. Por medio de éstas estableceremos, primero, en qué inter-
valo de valores de los pardmetros propios de nuestro modelo podemos obtener
una fenomenologia fisicamente razonable. Posteriormente estudiaremos el com-
portamiento estadistico de nuestro modelo para poder construir un estado de
equilibrio termodindinico que finalmente nos permita comprobar si el oscilador
pesado realiza movimiento Browniano. Esta ultima tarea, sin embargo, la em-
prenderemos hasta el capitulo siguiente.

5.2 Planteamiento del Modelo

Nuestro objetivo en la presente seccién es plantear el Hamiltoniano de un sistema
de osciladores anarmoénicos de la forma H = Hy + oH; en el cual Hy es el Ha-
miltoniano para un sistema de osciladores arménicos acoplados (3.1) ya estudiado
en el capitulo 3. Si en este iltimo realizamos el cambio de indices i — ¢ + N/2
tenemos que

Hom 3 o+ 5 30k = X e
’ M 25 " o .

donde M; = msii # 0y My = M. Las condiciones periddicas se escriben
ahora como Xy, = Xp. Ahora bien, aunque en principic tenemos la libertad
de escoger la forma explicita de la parte anarménica H;, es importante tomar
en cuenta algunas consideraciones. La mds importante es que seria conveniente
que H, corresponda a un modelo ya conocido para el caso de masas iguales,
puesto que en ese caso se pueden hacer comparaciones directas con resultados ya
publicados en la literatura, facilitando asi el trabajo de validacién que realizaremos
posteriormente. Entonces los candidatos mas viables resultan ser los modelos
FPU estudiados en el capitulo anterior. De ellos elegiremos el que corresponde al
potencial cudrtico ﬁ >i(Xiz1 — X;)? entre otras razones porque da origen a fuerzas
puramente atractivas, propiedad que es compartida con el potencial arménico en
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Hy. Nuestro sistema queda descrito por el siguiente Hamiltoniano

Nop?2 g

Z?.M +3 Z Xipt — Z v — Xi)" (5.2)

A continuacién hacemos las transformaciones M; = mMg, P, =ymPy X; =
X;i/ v/, con lo cual (5.‘2) se escribe como

‘Z"“"*‘Q X:‘H‘ZV"" Z 1 = Xo)', (5.3)

donde ahora tenemos que la masa de cada oscilador se ha convertido en un
parametro adimensional, puesto que M, =1sii #0y AA/fO =M=M /m. Por
otra parte, el pardmetro o/«? cuantifica la contribucién de la parte anarménica a
la evolucién del sistema. Como el trabajo subsecuente se hard con el Hamiltonia-
no (5.3), podemos, sin peligro de confusién, hacer el cambio de variable X; = X,
P. = P; y definir 8 = 0/«2, con lo que tenemos finalmente que

P2 1 2 1 4
- i . _ Y. - Ly X 5.4
H ,‘éo ,—_ZM;' +2(X,+1 X:) +4ﬁ(X,+1 XH', (5.4)

donde M; = 1sii# 0y My = M. Este ltimo Hamiltoniano define un modelo
que, por su semejanza formal con (4.5), lo llamaremos modelo FPU-B modificado.

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen a partir de (5.4) tienen la forma
X ( ) M-1
dt? M
donde

b ) (Xiat + Xic1 = 2, + R{X (D)) = GUX (D)), (6:5)

F({X.(t)}) = Bl(Xiss = X:)° = (Xi — Xin0)?). (5.6)
Ahora bien, a diferencia de las ecuaciones (3.3) correspondientes al Hamiltoniano
armoénico (3.1), las ecuaciones (5.5) no son solubles analiticamente. Sin embar-
go, es perfectamente posible obtener soluciones numéricas con bastante precisién
utilizando las técnicas de la dindmica molecular, lo cual mostraremos en detalle a
continuacion.

5.3 Implementacion y Validacion del Modelo

Las ecuaciones de movimiento (5.5) se integraron numéricamente utilizando el
algoritmo de Verlet {112}, el cual corresponde a las ecuaciones de diferencias fini-
tas (D.5) y (D.15) para el célculo de las posiciones y momentos, respectivamente.
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En el apéndice D se hace una descripcién detallada de c6mo obtener ambas ecua-
ciones, asi como una discusién de los problemas de implementacién del algoritmo
a nuestro modelo desde un punto de vista meramente numérico. En la presente
seccién nos ocuparemos de los problemas de implementacién que estdn més direc-
tamente relacionados a la fisica del sistema.

Nuestro primer objetivo serd el establecer las posiciones y momentos con la
que vamos a inicializar nuestras simulaciones. Es claro que estas condiciones no
pueden ser totalmente arbitrarias. Teniendo en cuenta que estamos trabajando
esencialmente con un sélido cristalino y que deseamnos estudiar el comportamiento
del oscilador pesado cuando el bafio de osciladores livianos esté en un estado
de equilibrio termodindmico, las condiciones iniciales maés ficiles de implementar
tienen la forma

Xi(0)=0 F(0) =mn, i=0,...,N (5.7)

las cuales corresponden a tomar a todos los osciladores del sistema en reposo (lo
que tiene la considerable ventaja de preparar el estado inicial independientemente
del valor de 8) y donde {r;} son nimeros aleatorios distribuidos Gaussianamente
con media cero y varianza /2M;e, siendo e la densidad de energia ya definida
con anterioridad. Esta eleccién de momentos iniciales nos permite simular la
situacién fisica en la cual un cristal estd preparado a una cierta temperatura
(definida como la energia cinética promedio por grado de libertad) en equilibrio
termodindmico. Para obtener los momentos {F;} primero se genera un conjunto
de nimeros aleatorios distribuidos Gaussianamente con media cero y varianza 1y
después se ajustan por medio de un reescalamiento que produzca como resultado
un valor fijo de e. Se impone ademés la restriccién 3°; P;(0) = 0 para evitar un
incremento sistemdtico en las variables espaciales. Aunque esta eleccién de los
momentos {F;} es consistente con e! valor de la temperatura de un cierto estado
de equilibrio termodindmico, es claro que el sistema no empieza su evolucién
temporal en un punto del espacio fase correspondiente a ese estado de equilibrio,
ya que el sistema esté espacialmente ordenado al inicio de cada una de nuestras si-
mulaciones. Podemos decir entonces que la parte del espacio fase que corresponde
a los momentos estd en equilibrio termodindmico, pero la parte que corresponde
a las posiciones est4 fuera de equilibrio, siendo el estado total del sistema de este
ultimo tipo. Tenemos entonces que dejar que el sistema relaje hacia el estado
de equilibrio total consistente con la temperatura que se establece a partir de
los momentos. Los pardametros con los que estudiaremos la relajacion hacia el
equilibrio y las escalas de tiempo en la que ésta ocurre seran el tema de estudio
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de la siguiente seccién.

Una tdltima caracteristica de las condiciones iniciales determinadas por (5.7) es
que nos permiten fijar los valores de la densidad de energia con mucha precision.
Esto tltimo es extremadamente importante porque es precisamente el valor de
este pardmetro intensivo el que controla el tipo de comportamiento que presenta
nuestro modelo, de igual manera que con los modelos FPU a y f resefiados en el
capitulo anterior. Este hecho resulta de que, para una energia fija, la constante
de acoplamiento no-armdénica 3 determina la contribucién de la parte anarmdnica
del potencial a la dindmica definida por las ecuaciones de movimiento (5.5). Sin
embargo, y como es més natural, para una f3 fija la desviacién del comportamiento
arménico se obtiene al incrementar la energia del sistema. Para entender este pun-
to con més claridad hacemos notar que las ecuaciones (D.5) y (D.15) que definen
nuestro a.lgontmo de mtegra.cxon permanecen invariantes ante la transformacién de
escala X; = 1X;, P = uby ﬂ 123 mientras que la energla ante esta misma
transformacién, tiene un escalamiento de la forma E»(X , P, ﬂ) = 2 E(X, P, B).
Por lo tanto, la dindmica del sistema, con una 8y E o una B y E, es exacta-
mente la misma si se cumple la condicién SE = BE. Ahora bien, puede argiirse
que, si B # 0, el sistema eventualmente manifestard un comportamiento caético.
Sin embargo ha podido demostrarse de manera numérica que, para el modelo
FPU-a [72], la escala de tiempo (¢ ~ 1.6 x 10°) en la que se manifiesta el com-
portamiento caético cuando € = 0.04 < 1 es de al menos un orden de magnitud
mayor que las que hemos utilizado para obtener la mayoria de nuestros resultados
(tmaz ~ 7 x 10°). Aunque la comparacién es sélo cualitativa, pues los modelos
son diferentes, podemos suponer, con un grado razonable de certidumbre, que este
comportamiento es comun en ambos modelos. De hecho, los resultados presen-
tados en éste y el siguiente capitulo confirman satisfactoriamente nuestra suposi-
cién. Una ventaja adicional de adoptar este segundo enfoque proviene de que,
como deseamos estudiar a nuestro sistema en el limite termodinamico N — oo, es
conveniente definir un pardmetro de control que sea independiente del niimero de
osciladores N. Para el rodelo FPU-8 de masas iguales y con 8 = 0.1 (valor que
utilizaremos en todas nuestras simulaciones) se ha encontrado que [113, 114, 115],
cuando € > 1 estamos en una regién del espacio fase en la que los efectos de
la anarmonicidad son importantes para la dindmica del modelo. Por otra parte,
cuando € < 1 estamos en una regién del espacio fase en la que el efecto del
término arménico en (5.4) es dominante, por lo que el comportamiento del sis-
tema es regular (periddico). Cabria ahora preguntarnos si esta fenomenologia es
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alterada de alguna forma al perturbar la cadena con un defecto pesado en el sitio
¢ = 0. A través del estudio de diversos indicadores dindmicos podremos-contestar
de manera negativa a esta pregunta, ademés de que nos permitiran comprobar
la estabilidad de nuestro algoritmo de integracién y fijar los valores de algunos
parametros de nuestro modelo antes de estudiar la relajacién hacia el equilibrio
termodinamico.

5.3.1 Conservacién de la Energia

Debido a que el Hamiltoniano (5.4) no depende explicitamente del tiempo, la
energia total es una constante de movimiento, por lo que debe de permanecer
invariante ante la evolucién temporal del sistema. El algoritmo de Verlet es sim-
pléctico, lo que significa que el esquema definido por (D.53) preserva las 4reas en
el espacio fase y garantiza una representacién local adecuada del flujo Hamilto-
niano. Una consecuencia inmediata es que la conservacidn de la energia total
del sistema puede obtenerse numéricamente con un muy alto grado de precisién.
Esta propiedad del algoritmo es importante porque es bien sabido que, para sis-
temas Hamiltonianos con un nimero muy grande de grados de libertad, ésta es la
inica prueba de precisién que puede implernentarse de manera sencilla. A contin-
uacién tenemos que elegir un paso de integracién At lo suficientemente pequeno
para que nuestro esquema de integracién preserve el flujo Hamiltoniano y, por lo
tanto, conserve adecuadamente la energia inicialmente proporcionada al sistema.
Sin embargo, y debido en gran medida al ntiimero de osciladores N,,q, ~ O(10°)
necesarios para obtener los resultados reportados en el capitulo siguiente, no se
puede tomar un At muy pequefio, ya que los calculos se volverian prohibitiva-
mente largos. Nuestra estrategia consistié entonces en hacer varias simulaciones
con Np.. v diferentes pasos de integracion para un amplio rango de valores de € de
tal manera que siempre se mantenga el mismo nimero de cifras significativas en
el cdlculo de la densidad de energia. Siguiendo esta metodologia se encontré que,
con At = 0.05 {que corresponde aproximadamente a un sexagésimo del tiempo
mis rapido de la parte armdnica de la cadena, t,;, = 7 y que estd relacionado con
el tiempo de interaccién microscépico mencionado el el capitulo 3), se mantiene
un niimero constante de 5 cifras significativas para valores de € entre 0.01 y 10,
los cuales son valores representativos de los regimenes armoénico y anarménico,
respectivamente, para una cadena FPU de masas iguales.

En la figura 5.1 graficamos la densidad de energfa cinética, potencial y total
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Figura 5.1: Densidad de energfa cinética K, densidad de en-
ergfa potencial U y densidad de energia total € vs tiempo para
M =60 y N = 2000. Se presentan dos casos que corresponden
al régimen arménico {¢ = 0.01) y cadtico (¢ = 10}. Si se dividen
los valores del eje horizontal entre 7 se obtiene el tiempo expresa-
do en unidades del periodo més rapido de la parte arménica del
Hamiltoniano (5.4), tmin = .
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contra el tiempo ¢ (en unidades naturales) para dos valores distintos de la energia
total inicialmente dada al sistema y con la masa del oscilador pesado igual a 60.
En ambos casos es claro que la conservacién de la densidad de energia total es
excelente para el intervalo de tiempo mostrado. Estos resultados son indistin-
guibles de aquellos obtenidos con At = 0.025 y 0.0125. En la escala de las figuras
la densidad de energia total parece ser constante; sin embargo, existen fluctua-
ciones que provienen de la discretizacién de las ecuaciones de Newton. Pero estas
fluctuactones son de al menos un orden de magnitud menor que las fluctuaciones
~ O(N~1) de las energias cinética y potencial. Y lo que es més importante, la
energia total no muestra ninguna desviacién sistemética incluso para tiempos que
corresponden a mas de 20 millones de pasos de integracién (con At = 0.05). Tam-
poco se observé que estos resultados dependieran del valor especifico de M en un
intervalo de entre 1 y 100.

Por lo demds vale 1a pena observar que, para el caso de € = 0.01, las densidades

de energia cinética y potencial son aproximadamente de la misma magnitud. Esto

no es otra cosa que la manifestacién del hecho, bien conocido de la -mecénica
estadistica, que la energia cinética promedio de una cadena armoénica es la mitad
de la energia total. Tenemos entonces una primera evidencia empirica directe de
que la densidad de energia total es el pardmetro que controla la no-linealidad del
sistema puesto que, para € = 10, la densidad de energia cinética es una fraccién
mayor que la densidad de energia potencial, siendo este un comportamiento que
ya no es de caracter arménico.

5.3.2 Parametro de Control

El intervalo de valores de € en el que se presenta la transicién de un compor-
tamiento arménico a uno anarménico permanece en gran medida inalterado por
la presencia del defecto en la cadena. Pero la informacién asintética que pueden
proporcionar las energias cinética y potencial instantdneas es muy pobre, ademds
de que la relacién entre la evolucién temporal de estas cantidades y la dindmica
subyacente no es muy inmediata, por lo que seria deseable tener un indicador més
sensible que pudiera determinar inequivocamente (y de manera independiente) el
tipo de comportamiento que presente el sistema para un cierto valor de €. Esta
tarea no es nada facil, puesto que el estudio dindmico de los sistemas multidimen-
sionales es mucho més dificil que la de sistemas tales como el de Hénon-Heiles [87]
con N = 2. Para estos dltimos existen una serie de indicadores muy precisos y
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ampliamente utilizados (tales como las secciones de Poincaré), pero que, en gran
medida, no son aplicables para el caso de sistemas con N > 1. Sin embargo, y
teniendo en cuenta que nuestro objetivo es sélo una comprobacién de la relevancia
de la fenomenologia ya conocida del modelo FPU-£ usual a nuestro problema par-
ticular, resulta que el estudio de la distancia entre dos trayectorias en el espacio
fase inicialmente separades por una distancia infinitesimal nos proporciona infor-
maci6n bastante detallada sobre la estructura de ese espacio, ademas de ser muy
ficilmente implementable desde el punto de vista computacional. La distancia
entre dos trayectorias se define explicitamente como

N
it = ({ (S0 - PP + (xie) - ))21) N
i=
siendo las condiciones iniciales {X;(0), P;(0)} v {X/(0), P/(0)} de ambas trayec-
torias idénticas, salvo por X§(0) = X,(0) + 107®. El promedio ((::-)) se toma
sobre diez pares de trayectorias distintas para evitar las fluctuaciones que surgen
de una eleccién particular de las condiciones iniciales, las cuales se obtuvieron
a partir de una distribucién Gaussiana, como ya lo mencionamos anteriormente.
La distancia d(t) se calculé en un intervalo de 200 unidades de tiempo para un
conjunto de condiciones iniciales que corresponden a € = 0.01, ¢ = 10 y algunos
valores intermedios, mientras que los valores de M se escogieron en un intervalo
de entre 1 y 100.

Los resultados para los casos M = 1y M = 60 estdn reportados en la figura 5.2.
En ambos casos es evidente que, para las trayectorias que empiezan en las regiones
del espacio fase con € < 1, la distancia entre las trayectorias no cambia de orden
de magnitud ~ O(107%) para todo el intervalo de tiempo mostrado. Por lo tanto,
podemos afirmar que el comportamiento del sistema es regular en estas regiones.
Un escenario totalmente diferente se obtiene para € > 1, obteniéndose una diver-
gencia de caracter exponencial que es caracteristica de una dindmica dominada
por la presencia de érbitas caéticas. En estos casos la distancia d(t) aumenta en
varios 6rdenes de magnitud (de 107% a 102 aproximadamente) y, para el caso es-
pecifico de € = 10, se obtiene una separacién méxima, puesto que las trayectorias
estan acotadas por el tamano de la hipersuperficie de energia. En cuanto al efecto
de la masa M sobre los valores de € correspondientes a las regiones regulares y
cadticas del espacio fase es claro que, exceptuando una pequeiia regién en la que
t < 10, el mismo es de poca consideracién, como puede verse claramente para
el caso M = 60. Hemos ademds comprobado la estabilidad de estos resultados
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Figura 5.2: Distancia en el espacio fase entre pares de trayec-
torias correspondientes a diferentes condiciones iniciales determi-
nadas por € (densidad de energfa total) con N = 2000.

al variar N en aproximadamente dos 6rdenes de magnitud (de 2000 a 300 000),
por lo que podemos afirmar que estamos ante una caracteristica genuinamente
dindmica del modelo y que, segiin nuestra evidencia, es vélida incluso en el limite
termodindamico. Este hecho no es evidente ¢ prior: y concuerda cualitativamente
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con los resultados obtenidos para el modelo FPU-3 por medio del méximo ex-
ponente de Lyapunov, tanto numéricamente [67] como analiticamente {99, 100]. -
Podemos concluir entonces que los valores de € ya reportados en la literatura,
y que corresponden a € < 1 para un comportamiento regular y a € > 1 para
un comportamiento caético, son practicamente independientes de la presencia del
oscilador pesado.

5.4 Equilibracion del Sistema

Hasta este momento hemos estudiado el comportamiento mecanico de nuestro
modelo. El siguiente paso serd estudiar su comportamiento estadistico, principal-
mente a través de la influencia del bafio de osciladores livianos sobre el oscilador
pesado. Como ya habfamos antes mencionado, las condiciones iniciales de nues-
tras simulaciones son compatibles con un cierto comportamiento dindmico, pero
el estado que éstas definen no correspende estrictamente al del equilibrio ter-
modindmico, el cual est4 definido por el principio de equiparticién

M<%2> = k,T, ’ (59)

donde V(t) es la velocidad de! oscilador pesado y T es la temperatura del bano
de osciladores livianos. Esta condicién la hemos utilizado desde el primer capitulo
para definir el régimen en el cual deben de hacerse todas las mediciones de las
propiedades del oscilador pesado. Una primera caracteristica de este principio
que conviene resaltar es que es una relacién escrita en términos de promedios
estadisticos, que son invariantes ante una transformacion canénica del tipo (4.2) de
las variables microscépicas; por lo tanto, no tenemos una forma tnica de elegir la
representacién mdés adecuada de las mismas. Una posible eleccién corresponderia
escribir la relacién (5.9) en términos de los modos normales del sistema, pero
la transformacion implicada complicaria inecesariamente nuestro tratamiento, ya
que la eleccién (5.7) de las condiciones iniciales equivale a distribuir una cantidad
aproximadamente igual de energia cinética entre todos los grados de libertad del
sistema. Esta caracteristica hace que la representacién en términos de posiciones
y momentos sea la més adecuada para nuestros propésitos. Ahora bien, debido
a la presencia de los términos potenciales en el Hamiltoniano (5.4) la evolucién
temporal redistribuird parte de esa energia hasta que, después de un cierto tiempo
transitorio, la igualdad (5.9) se satisfaga con un grado razonable de precisién
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para todo tiempo posterior. A este proceso lo definimos como relajacién hacia el
equilibrio.

A continuacién tenemos que determinar la forma de calcular el promedio (- - -,
asi como la manera de obtener T' a partir de las variables dindmicas utilizando
ese mismo promedio. Una posibilidad seria la de calcular (--+) como un prome-
dio sobre un ensamble en el cual cada elemento del mismo corresponde a una
repeticién del “experimento” con unas condiciones iniciales distintas para cada
miembro del ensamble. Aunque es posible estudiar el modelo FPU utilizando esta
estrategia [116], la construccién de este tipo de ensamble es imprictica debido a
la cantidad de recursos computacionales necesarios. La otra posibilidad, que es
més natural debido a nuestro conocimiento completo de la dindmica microscépica,
consiste en sustituir el promedio scbre un ensamble por un promedio temporal in-
finito!; esto es, para una propiedad f arbitraria tenemos que (f) = tlj_)rg (e,
donde 1

(D= [ FAXE), RN (5.10)
es un promedio sobre un intervalo finito de tiempo £. Si el intervalo de tiempo
es lo suficientemente grande, basta con tomar una sola trayectoria en el espacio
fase (un solo “experimento”) para calcular el promedio deseado con un grado de
aproximacién razonable. Ahora, para el oscilador pesado la propiedad de la cual
tenemos que conocer su evolucién temporal tiene que ser su energia cinética

K,, =MV} . (5.11)

En cuanto al bafo de osciladores livianos, la propiedad dindmica equivalente cor-
responde a la energia cinética por grado de libertad, definida como

Ky = = 32 VAD) (5.12)

i=1
A partir de esta ultima propiedad podemos definir la temperatura cinética como
Tein = im0 (K )¢ en unidades de k,,, lo que implica que debemos tomar &, = 1.
Entonces el principio de equiparticién nos dice que, asintéticamente, debe de
cumplirse la siguiente igualdad
Hm (K.} = Tein- (5.13)

t—rgrande

11.a equivalencia entre promedios sobre el ensamble y promedios temporales es uno de los
aspectos del problema ergddico ya mencionado en el capitulo anterior. Puesto que este problema
no es relevante para el presente trabajo, supondremos la validez de la equivalencia entre estos
promedios. ’
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Hemos hecho la sustitucién “t — grande” por “t — oco” porque este ultimo es

un limite meramente forral; los tiempos de cémputo siempre son finitos (aunque . .

pueden ser muy grandes, como tendremos ocasi6n de ver més adelante). Ademds,
en los tiempos de cémputo a nuestro alcance debe de ser posible observar que la
igualdad (5.13) se satisfaga de manera muy aproximada, ya que, de lo contrario,
nuestra metodologia seria inutil para estudiar el problema que nos interesa.

Antes de continuar es conveniente hacer algunas iltimas observaciones sobre
el principio de equiparticién. La idea fisica que subyace a este principio es que
el efecto del oscilador pesado sobre el bafio de osciladores debe de ser desprecia-
ble; esto es, las propiedades estadisticas del bano no deben de verse mayormente
afectadas por la presencia del defecto en la cadena. Ya hemos visto en la seccién
anterior que, para algunas propiedades dindmicas, el efecto parece ser efectiva-
mente despreciable, lo que ofrece una primera evidencia, aunque indirecta, en este
sentido. Por otra parte, el efecto del baiio sobre el oscilador pesado debe de ser
de tal magnitud que este ultimo alcance el estado de equilibrio termodindmico
con el primero, independientemente de la energia cinética que inicialmente posea.
Por dltimo, la validez de (5.13) es de caracter puramente estadistico; esto es, su
validez depende del niimero N de osciladores livianos. El valor especifico de N
tiene una importancia marginal desde el punto de vista dindmico, por lo que,
hasta este momento, ese valor ha sido en gran medida arbitrario. Nuestro si-
guiente objetivo serd obtener una estimacién de N tal que permita satisfacer el
principio de equiparticién en un tiempo al alcance de los recursos de cémputo
disponibles. No es posible conocer este nimero de antemano debido a la falta de
estimaciones analiticas para este problema. Sélo podemos anticipar que debe de
ser muy grande.

5.4.1 Primeros Resultados

Nuestras primeras simulaciones empezaron con las condiciones iniciales definidas
por (5.7) y un ndmero de osciladores livianos de N = 2000, elegido en gran medida
porque nos permitié hacer comprobaciones muy rdpidas del comportamiento del
sistema. Los promedios (K, ,): y (K ,,): fueron calculados utilizando (5.10). Para
los casos € = 0.01 (régimen arménico) y € = 10 (régimen caébtico) los resultados
se muestran en la figura 5.3.

Asintéticamente es claro que (K,.); tiene el comportamiento esperado. De
hecho, el valor de este promedio se estabiliza para t =~ 1000, por lo que la iden-
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Figura 5.3: Tu, y (K,,): vs tiempo para los distintos valores
M utilizados. Los valores de 1a densidad de energfa correspoaden
a los regimenes arménico (e = 0.01) y cadtico (e = 10). N = 2000.

tificacién de Ty, con el limite asintético de (K ,,,.), estd plenamente justificada.
Podemos afirmar entonces que el bafio de osciladores livianos, tomado de manera
aislada, se comporta efectivamente como un bafo termodinamico. Sin embar-
g0, la situacién resulta ser totalmente diferente para (K, ,);: de la figura resulta
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evidente, en particular para el caso ¢ = 0.01, que el sistema completo evolu-
ciona asintéticamente hacia un estado metaestable que no corresponde al estado..
de equilibrio termodindmico definido por el principio de equiparticién (5.13). La
situacién para el caso € = 10 es cualitativamente similar, aunque cabe hacer no-
tar que, para el intervalo de tiempo mostrado, parece ya existir una tendencia
hacia el equilibrio, sobre todo para M = 100. En principio este comportamiento
serfa de esperarse, puesto que la presencia del potencial cuértico en (5.4) facilita
el intercambio de energia entre los distintos grados de libertad del sistema. Sin
embargo, esta tendencia resulta ser sélo aparente; si continuamos el cdlculo para
un intervalo de tiempo diez veces més grande que el mostrado en la figura 5.3 no
encontramos evidencia de un eventual relajamiento hacia el estado de equilibrio
para ninguno de los valcres de M estudiados.

.Cémo podemos entender estos resultados? El caso ¢ = 0.01 de la figura 5.3
parece sustentar el enfoque de Khinchin [76] segin el cual la ergodicidad de los
observables fisicos relevantes es una consecuencia del gran nimero de grados de
libertad involucrados més que del comportamiento caético del sistema. Una mues-
tra de ello es que el efecto de la dindmica en la equilibracién es muy débil, puesto
que el estado metaestable se alcanza muy rapidamente sin ninguna evidencia pos-
terior de una eventual relajacién al equilibrio. Ademds, el efecto de la masa M
es muy regular, disminuyendo el valor asintético de (K, ,): conforme aumenta el
valor de M. Sin embargo, la situacién para € = 10 es dramdticamente distinta. Se
observa claramente la influencia del potencial anarménico en la termalizacién del
sistema, acelerdndola y volviendo el efecto de M sobre la misma menos regular.
Estos resultados son una clara confirmacién de que el comportamiento estadistico
de un sistema dindmico resulta de un efecto combinado, tanto del nimero de
grados de libertad como de la dindmica intrinseca de! sistema. Adicionalmente,
en nuestro problema particular el efecto de la masa del oscilador pesado es el
de crear una separacion de escalas de tiempo muy pronunciada entre los distin-
tos grados de libertad del sistema (este efecto es caracteristico del movimiento
Browniano y tendremos ocasién de volver a estudiarlo en el capitulo siguiente).
Mientras que el nimero NV = 2000 de osciladores livianos es suficiente para llevar
a un estado de equilibrio termodindmico a cualquiera de ellos con respecto a los
demds, resulta insuficiente para termalizar al oscilador pesado en la misma escala
de tiempo. Esta termalizacion tiene que conseguirse a través de una transferencia
reciproca de energia entre el bafio térmico y el oscilador pesado. Pero parece claro
que, para N = 2000, esto no seria posible sin que el bafo de osciladores livianos
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pierda sus propiedades estadisticas {esto es, que deje de comportarse como bafio
térmico). Para el caso ¢ = 10 la interaccién debida al potencial cudrtico estd
claramente facilitando la transferencia de energia ya antes aludida, pero la efica-
cia de este mecanismo resulta muy pobre, por lo que el oscilador pesado y el batio
de osciladores livianos se comportan como sistemas independientes. Concluimos
entonces que el inico mecanismo disponible para conseguir la adecuada termali-
zacién del sistema consiste en aumentar el nimero de osciladores livianos de tal
manera que {5.13) se satisfaga dentro de unos limites aceptables, ya que deseamos
conservar, tanto la unidimensionalidad como el Hamiltoniano (5.4).
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Figura 5.4: Fluctuacién relativa de (K.}, (curvas inferiores) y
(K ,.4)¢ (curvas superiores) para € = 0.01 y € = 10 con M = 100
y N = 2000 en ambos cascs.

Podemos ampliar nuestra comprensién de esta fenomenologia estudiando no
solo los promedios (K )¢ y (K,p)t, sino también las correspondientes fluctua-
ciones relativas calculadas a través de

2 _ (e = s
TETTE (5:14)

donde f puede ser K, o K,,. Los resultados para ¢ = 0.01 y ¢ = 10 cuando
M = 100 se muestran en la figura 5.4. Es claro que, aunque el valor asintético
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T.in del promedio (K ,,): se alcanza en un tiempo relativamente corto, las fluctua-
ciones de esta cantidad empiezan a estabilizarse alrededor de un valor constante.
~ O(1/N) en una escala de tiempo mds grande, ¢, ~ 2000 para el caso mostrado.
Cabe mencionar que hay diferencias entre los casos arménico y caético, ya que,
mientras que en el segundo es evidente que el valor asintético de las fluctuaciones
ya es constante cuando t =~ t., en el primero todavia se observa una tendencia
decreciente para t > t., aunque con un ritmo mucho menor y dentro de los limites
estadisticos adecuados. Toda esta evidencia es congruente con un comportamiento
mecanico-estadfstico normal para el bafio de osciladores. Sin embargo, las fluctua-
ciones relativas de (K, ,); tienen una magnitud mucho mayor y no muestran una
dependencia con respecto a N en ninguno de los dos casos, arménico y caético.
Para los otros valores de M estudiados los resultados son virtualmente idénticos,
ya que la manera de calcular o2 excluye toda dependencia con respecto a M.
Hemos confirmado asf las observaciones hechas en el parrafo anterior referidas al
valor que debe de tener N para obtener una adecuada termalizacién del sistema,
tanto para el régimen arménico como para el cadtico, pues el comportamiento es
bastante similar en ambos casos.

Pero, a pesar de todos los resultados ya presentados, falta hacer una dltima
comprobacién: esta consiste en averiguar si la fenomenologia anteriormente es-
tudiada corresponde a una caracteristica global del sistema, dependiente sélo del
valor de M y del nimero de osciladores, o bien es una caracteristica local de-
pendiente de las condiciones iniciales utilizadas (aunque estas sean del caracter
mdés general posible). Para responder a esta interrogante hemos considerado el
siguiente conjunto alternativo de condiciones iniciales

P0) = 0 (5.15)
X,(0) = g(%)dn)U,-(n), (5.16)

donde h
a(n) = sin (%‘-) cos iy, (5.17)

siendo 1,, una variable aleatoria uniformemente distribuida en el intervalo 0 — 27,
mientras que

_ [cos(2min/N) — @ tan(nn/N) sin(2rin/N))

Uin) [L + Q2 tan?(nn/N)]'/2

i=0,...,N (5.18)
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Figura 3.5: Tein y (K, )¢ vs tiempo para los mismos valores de
M reportados en la figura 5.3, pero con unas condiciones iniciales
dadas por (5.15)-(5.18). Para A = 5, ¢ & 0.01137 y, para A =100,
€ 7 10.8432. Obsérvese la escala log-log para A = 5.

son las amplitudes reducidas (A.27) tomando la aproximacién ¢, = 2mn/N.
Puesto que, en equilibrio, los momentos {P;} deben de ser variables Gaussianas
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con media cero, el hacer P;(0) = 0 equivale a tomar el valor més probable para
las mismas. La componente aleatoria en {X;(0)} estd realacionada con la im-
posibilidad de preparar cualquier sistema fisico en un estado inicial perfectamente
ordenado: para una temperatura distinta de cero es inevitable un cierto grado
de aleatoriedad en las condiciones iniciales. Sin embargo, como las posiciones
iniciales est4n dadas en términos del conjunto completo {U(n)}, tenemos que
las condiciones iniciales (5.15)-(5.18) corresponden a una subvariedad (toroides
KAM) ligeramente perturbada del espacio fase, lo que las hace cualitativamente
diferentes a las condiciores (5.7) utilizadas hasta este momento.

En la figura 5.5 se muestra el resultado para A = 5 (e = 0.01137) y A = 100
(€ =~ 10.8432) con los mismos valores de M que en la figura 5.3. El comportamien-
to de (K, )¢ es muy sirilar al caso correspondiente a las condiciones iniciales
aleatorias (5.7) e incluso el valor asintético Ty, se alcanza en una escala de tiem-
po mucho més pequefia. Por otra parte, el comportamiento asintético de (K, ,):
es muy similar al ya anteriormente encontrado, resuitando mucho més pronuncia-
do en el régimen arménico (e = 0.01). Estos resultados muestran claramente que,
al empezar el célculo en un punto de una regién ordenada del espacio fase, resul-
ta todavia m4s dificil obtener un comportamiento estadistico adecuado. Ahora
bien, como la fenomenologia obtenida sélo difiere cuantitativamente de aquella
obtenida con las condiciones iniciales (5.7), podemos concluir que efectivamente
estamos ante una caracteristica global del sistema y que, al parecer, sélo podra ser
modificada aumentando el nimero de osciladores livianos, como ya lo habiamos
planteado.

5.4.2 Resultados en el Limite Termodinamico

La situacién cambia draméticamente cuando se incrementa el nimero N de os-
ciladores del bafio térmico. En la figura 5.6 se muestra una simulacién con los
mismos parametros utilizados en la figura 5.3, pero ahora utilizando un bano de
300 000 osciladores livianos. El criterio utilizado para determinar el valor de N
fue el de poder obtener, en la escala de tiempo mostrada, un valor asintético de
(K ,p)t que satisfaciera el principio de equiparticién (5.13) lo mejor posible para
el caso € = 0.01. Este criterio fue establecido con base a que estamos estudian-
do los diversos casos cadticos tomando como referencia el comportamiento del
correspondiente caso arménico, por lo que es indispensable conocer en detalle la
evolucién temporal de los promedios asociados a este caso particular.
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Figura 5.6: Mismos pardmetros que en la figura 5.3, pero ahora
con N = 300 000 osciladores livianos.

En la escala de las figuras se observa que, para € = 0.01, el sistema ha relaja-
do hacia un estado muy cercano al equilibrio termodindmico, como se esperaba.
Puede observarse que en este régimen existe una cierta universalidad en el com-
portamiento del promedio {K,,). para las distintas masas consideradas, ya que
todas las curvas tienden asint6ticamente de la misma manera al valor de Tg;n.
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Ademds, es claramente visible que se desarrolla un “pico” en cada una de las cur-
vas correspondientes a (K, ), antes de que el sistema finalmente relaje hacia el
equilibrio, siendo esta una caracteristica que se vuelve mas pronunciada conforme
aumenta el tamafo del bafo, como puede verse al comparar con la figura 5.3, y
que se presenta en un tiempo més corto para el caso caético (t =~ 325) que en el
caso arménico (t ~ 532). Este fenémeno es semejante al del “deslizamiento” de
las condiciones iniciales en una dindmica reducida de sistemas acoplados a bahos
térmicos [117] y también al de la evolucién temporal de la funcién H de Boltz-
mann para un fluido de Lennard-Jones [118]; en particular, en este tltimo caso las
condiciones iniciales son idénticas a las que hemos estado utilizando. Para e = 10
obtenemos, sin embargo, un resultado totalmente inesperado: el valor asintético
de equilibrio para (K,,): todavia no ha sido alcanzado. Este comportamiento
no se entiende del todo en vista de los resultados obtenidos para N = 2000 y
de lo que esperariamos de un Hamiltoniano con un término cudrtico como (5.4),
ya que en este tipo de sistemas es razonable esperar una rapida redistribucién de
la energia entre todos los grados de libertad mucho mas rdpida que en el corres-
pondiente caso de un potencial puramente cuadritico. En cuanto al origen de
este comportamiento, en este momento sélo podemos hacer algunas suposiciones.
Observemos en primer lugar que, tomando como referencia el caso arménico, el
numero de osciladores ya es lo suficientemente grande como para considerar que,
dentro de los limites impuestos por una metodologia de caracter numérico, es-
tamos trabajando muy aproximadamente en el limite termodindmico (N — oc).
Esto implica que hemos podido eliminar en gran medida los efectos sobre la equi-
libracién del sistema debidos al nlimero de osciladores y que eran muy evidentes
cuando tomamos N = 2000. Ahora, como un primer intento de cuantificar el
tiempo de equilibracién del sistema estudiaremos las fluctuaciones relativas de
K,,. y K,,, las cuales se muestran para el caso particular de M = 100 en la
figura 5.7. Para el caso de T, las fluctuaciones relativas empiezan a estabilizarse
alrededor de un valor constante ~ O(1/N) en una escala de tiempo t, ~ 5 x 10°,
mucho mds grande que en el caso andlogo con N = 2000. Sin embargo, ésta es la
unica dependencia en N que puede observarse, ya que las fluctuaciones relativas
de (K, ,):, tanto para € = .01 como para € = 10, tienen un comportamiento muy
parecido al de sus contrapartes para el caso de N = 2000. Esto nos muestra que
las propiedades estadisticas de las fluctuaciones relativas de (K ,,); permanecen
en gran medida inalteradas a medida que N se incrementa en varios érdenes de
magnitud, por lo que es muy dificil inferir, a partir de su comportamiento, si el
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sistema ha alcanzado el estado de equilibrio termodindmico definido por (5.13). A
pesar de esto, el comportamiento asintético de (K, ), parece ser mucho m4s regu-
lar que para N = 2000 y el de sus fluctuaciones relativas no resultan mayormente
afectadas por el valor de M. Estas observaciones hacen plausible considerar que
t. puede tomarse, en una primera aproximacion, como un indicador efectivo del
grado de equiparticién que ha alcanzado el sistema.
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Figura 5.7: Mismos pardmetros que en la figura 5.4, pero para
N = 300000 osciladores livianos.

Ahora bien, si deseamos investigar el ritmo de termalizacién con mds detalle
tenemos que utilizar un pardmetro diferente, el cual debe poder cuantificar, de
una manera sencilla, qué tan alejado se encuentra el valor asintético de (K, )
del valor de T,;,. De esta manera serd posible investigar el efecto, evidente en
la figura 5.6, del valor de M en la relajacién hacia el equilibrio. Proponemos

entonces la funcidén .
DK (t) = i‘—f'_";{(KPB)t - :Z::in{: (519)

cin
la cual proporciona una estimacién de la diferencia relativa entre (K,,); y el

valor hacia el cual debe de tender asintéticamente, T,,. De hecho, en ese régimen
temporal D, (t) debe de satisfacer la propiedad

lim D,(t) = 0. (5.20)

t—+grande
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Consideramos que una diferencia porcentual de 1% (D, (t) < 1) garantiza que el
equilibrio termodindmico ya ha sido alcanzado y que puede entonces hacerse el
estudio del movimiento Browniano, como mostraremos en el capitulo siguiente.
Cabe mencionar que nuestra funcién D, (t) tiene cierto parecido con el estimador
introducido por Thirumalai y Mountain para estudiar la equiparticién de energia
en el modelo FPU, el cual consiste esencialmente en una norma sobre el espacio
de un cierto observable obtenida a partir de dos trayectorias diferentes [94]. En
nuestro caso tenemos dos propiedades distintas cuyos promedios temporales sirven
para construir una norma que estd evaluada sobre una misma trayectoria en el

espacio fase.
4
3 '
= l
— 2
QA

tiempo (x10°)

Figura 5.&: Diferencia relativa para M = 40 y N = 300 000.

El resultado para M = 40 y algunos valores representativos de ¢ puede apre-
ciarse en la figura 5.8. Resulta claro que, asintéticamente, D, (t) < 1 para todos
los casos considerados. Sin embargo, la escala temporal ¢t = 9 x 10° en la que se
presenta este comportamiento es muy grande, mds grande de hecho que la escala
de tiempo t. calculada a partir de las fluctuaciones relativas de K, ,, como ya lo
mencionamos con anterioridad. Recordemos, sin embargo, que la estimacién de ¢,
se realizé tomando en cuenta tinicamente el valor M = 100, por lo que es de es-
perar que el estudio del comportamiento asintético de D, (t) para diversos valores
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de M proporcione informacion mucho maés detallada que aquella disponible hasta
este momento. Observamos, ademds, que los valores més grandes de-la diferen-
cia porcentual se presentan para ¢ < 3 x 10° la cual es una escala de tiempo
en la que ya habiamos considerado que el sistema todavia no alcanza el estado
de equilibrio termodindmico. Por lo tanto, la informacién que tenemos hasta el
momento es congruente con el criterio de equilibracién ya establecido a través de
t.. El comportamiento de D, (t) para el caso M = 60 es muy similar, como puede
observarse en la figura 5.9. La diferencia més notoria con respecto al caso anterior
es la rapidez con la que el comportamiento asintético de la diferencia porcentual se
presenta. Parat > 2x 10° tenemos que D, (t) < 1 en todos los casos anarménicos
considerados (e > 1). Por otra parte, D, (t) &~ 1 para el caso armduico (¢ = 0.01)
en la misma escala de tiempo, como se muestra. Por lo demds, la fenomenologia
es muy similar al caso M = 40.

tiempo (x10%)

Figura 5.9: Diferencia relativa: M = 60 y N = 300 000.

Pero este panorama cambia drdsticamente para los casos M = 80 y 100 mostra-
dos en las figuras 5.10 y 5.11, respectivamente. En particular, asintéticamente te-
nemos que D, (¢} &= 1 para € = 0.01 en ambos casos; este comportamiento es muy
semejante al caso anilogo para M = 60. Para ¢ = 10 tenemos que D, (t) < 1,
siendo este comportamiento también muy semejante al caso andlogo con M = 60;
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tiempo (x10°)

Figura 5.10: Diferencia relativa: M = 80 y N = 300 000.

en particular, es el Unico caso anarménico para el cual se cumple estrictamente
que D, (t) < 1 en el régimen temporal mostrado. Por lo tanto, podemos afirmar
que la diferencia porcentual, para ¢ = 0.01 y 10, tiene un comportamiento muy
parecido en los casos M = 80 y 100. A continuacién observamos que D, (t) > 1
para € = 1 y 2 en ambos casos considerados (M = 80 y M = 100). Este com-
portamiento es muy diferente a aquel ya observado para € = 10. Con la evidencia
hasta el momento disponible no es fécil dar una explicacién a esta fenomenologia,
aunque podria interpretarse como la manifestacién de un cambio cualitativo de la
dindmica del sistema cuando € = 1 y 2. Esta posibilidad sera explorada de una
manera totalmente diferente en el capitulo 6.

Teniendo en cuenta toda la informacién disponible sobre D, (t) para los casos
correspondientes a M = 40, 60, 80 y 100 podemos establecer algunas conclusiones.
Aunque sélo para t = 9 x 10° el comportamiento de D, (t) es lo suficientemente
regular en todos los cascs considerados, también es claro que, para t &~ 5 x 105,
la diferencia porcentual D, (t) ya no toma valores muy diferentes a 1, por lo
que podemos considerar que la informacién proporcionada por el comportamiento
asintotico de D, (t) es congruente con el valor de t. obtenido a partir de las
fluctuaciones relativas de K,,. La tnica excepcién parece ser el caso € = 1 para
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M = 80, ya que D, (t) presenta un decaimiento apreciable cuando ¢t > 5 x 10°.
En este momento no podemos decir si este resultado tendré consecuencias;. sélo
podremos averiguarlo cuando estudiemos el comportamiento de! cscilador pesado
en equilibrio termodindmico en el capitulo siguiente. Por dltimo, podemos decir
que, en vista de los resultados para N = 300 000 osciladores, hemos obtenido con
un grado razonable de precisién el estado de equilibrio en todos los casos. Sin
embargo, falta un estudio detallado de la dependencia de ¢, y D, () con respecto
a N que no hemos llevado a cabo debide a que el interés de este trabajo se centra
en el estudio del comportamiento del oscilador pesado en el estado de equilibrio,
pero que esperamos continuar en futuras investigaciones.

tiempo (x10°)

Figura §.11: Diferencia relativa: M = 100 y N = 300 000.

5.5 Resultados Adicionales

E!l comportamiento presentado en la seccién anterior es irrelevante una vez que
se ha alcanzado el estado de equilibrio termodindmico, mismo que necesitamos
para estudiar el movimiento Browniano del oscilador pesado. Sin embargo, la
fenomenologia encontrada es lo suficientemente interesante como para merecer
una investigacién adicional. Desde este punto de vista, es entonces necesario hacer




5.5. Resultados Adicionales 95

algunas suposiciones sobre el origen del comportamiento asint6tico del sistema en
el régimen anarmoénico. Observamos en primer lugar que la nica diferencia con el. «
modelo FPU usual es la presencia del defecto pesado en el centro de la red. Por lo
tanto, la hipétesis mas plausible es que los efectos hasta ahora observados pueden
tener su origen en el tipo de interaccién que existe entre el oscilador pesado y
el resto del sistema. Para explorar esta conjetura tenemos que hacer el siguiente
cambio de nomenclatura:

Cpy_ ) (X, P) s 1=0 91
(i 1) = { (gipi) si 1#0. (5:21)
Entonces el Hamiltoniano (5.4) se puede escribir de la siguiente forma
H=H,,+H, +H,,,, (5.22)
donde
p? 2, B4
= — =X
H,, M + X+ 1
N N-1 ,B 1 ﬂ
= Z%’z + [ (g1 = qi)* + Z(Qm - (Ii)q} + "2‘(0? +q,) + Z(‘I? +q,)
i=1 =1
Y 3 3
H,,= —B(qf"X = 54X° +q,X° + X%, — 5 X7, +qu,) - X(g, +qy)-

(5.23)

H,, corresponde al Hamiltoniano de un oscilador anarménico aislado, H,,.,. es el
Hamiltoniano de una cadena FPU de masas unitarias y extremos fijos, y final-
mente H,,. cuantifica la interaccién entre el oscilador anarménico y la cadena
FPU. Ahora bien, si definimos h(t) = H(t)/N, entonces podemos monitorear la
evolucién temporal de las cantidades h,, (t), h,,.(t) y k,,.(t) y poder asi observar
la relacién que existe entre ellas.

Los primeros resultados fueron obtenidos para el caso arménico con N = 2000
y se muestran en la figura 5.12(a). Desde una perspectiva distinta volvemos a
encontrar la misma fenomenologia que la ya mostrada en la figura 5.3. Se observa
que la energia del sistema, tanto cinética como potencial, estd concentrada en el
bafio de osciladores livianos, siendo despreciable la contribucién del oscilador pesa-
do. Es asimismo despreciable la energia de interacci6én entre ambos sistemas, por
lo que el oscilador pesado yla cadena de osciladores livianos est4n esencialmente
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Figura 5.12: h,,, h,, y h,, para el caso particular M = 60
como funcién del nimero de osciladores livianos en el régimen
arménico {e = 0.01).

desacoplados. La situacién cambia cuando tenemos N = 300 000, como puede
verse en la figura 5.12(b); para este caso, y después de un tiempo transitorio més
grande que aquel encontrado en la figura 5.6, vemos claramente que la energia
del oscilador pesado empieza a incrementarse. Ademds, la forma de la curva cor-
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respondiente = h,,(t) tiende a seguir muy de cerca a la curva de la energia del
bafo térmicc 1,,. Este comportamiento proporciona una clara evidencia de que
empiezan a formarse correlaciones entre el baiio y el sistema. Si aumentamos el
tiempo de observacién hasta 10 tenemos que las curvas correspondientes a h,,,, y
h,, terminan por seguir una evolucién temporal précticamente idéntica, mientras
que la energia de interaccién toma valores negativos muy grandes, como puede
verse en la figura 5.13(a).

La situacién para ¢ = 10 se muestra en la figura 5.13(b). Aunque existen seme-
janzas con el caso arménico, las diferencias resultan ser todavia mds interesantes
ya que, en el intervalo de tiempo mostrado, el sistema retorna a un estado seme-
jante al inicial, de manera totalmente opuesta a lo esperado y en contraposicién al
caso lineal. Este comportamiento tan extraiio debe de tener su explicacién en la
interaccién que existe entre el oscilador pesado y el bafio de osciladores livianos,
ya que el elemento diferente que existe con respecto al caso lineal es el predominio
de la contribucién anarménica en el Hamiltoniano de interaccién H, ..

Sin embargo, el estudio de la influencia de esta peculiar interaccién en la
relajacién hacia el equilibrio estd més alld de los objetivos del presente trabajo,
por lo que sélo nos conformaremos con dejar constancia de los efectos de esta
interaccién. Otra de las razones para no continuar con esta linea de investigacién
en el presente momento tiene que ver con la estructura misma de H,, ... Nuestro
modelo, (5.4), ha sido construido de tal manera que su estructura fuera muy
similar al modelo de osciladores acoplados (3.1), sin preocuparnos por el problema
de la interaccién entre el oscilador pesado y el bano de osciladores livianos. Una
consecuencia de esta metodologia es que la ya aludida interaccién resulta muy
complicada, puesto que involucra términos no-lineales tanto en las coordenadas
del oscilador pesado corno en las del bafio. De hecho, parece que, hasta donde
llega el conocimiento del autor de este trabajo, nunca se ha intentado el estudio de
una interaccién como la que estd expresada en H,, .. Pero podemos hacer algunas
suposiciones razonables sobre el origen de la fenomenologia que hemos encontrado.
En la literatura sobre el tema han podido estudiarse sistemas simplificados en los
que la interaccién es lineal en las coordenadas del bafio y arbitraria (esto es, no-
lineal) en las coordenadas del oscilador pesado [119, 120]. En este caso se sabe que
la consecuencia es la aparicién de ruido multiplicativo en la dindmica macroscépica
resultante. Si este mismo fenémeno estd presente en nuestro sistema, entonces la
ecuacién de movimiento para el momento del oscilador pesado, cuando éste alcance
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Figura 5.13: h,,, hyy ¥ hyyr parael caso particular M = 60 en

funci6n de la densidad de energia e y con N = 300 000 en ambos

€as0s.

el estado de equilibrio termodindmico, deberia de tener la forma

P(t) = ~TP(t) + g(P(O) (1), (5.24)

donde g es una funcién del momento P(t) tal que g(P(t)) — 1 cuando € < 1.
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Las implicaciones de esta suposicién son importantes, pero su esclarecimiento

ser4 pospuesto para futuras investigaciones debido a las razones ya anteriormente .. .

mencionadas.

5.6 Conclusiones

En este capitulo hemos modificado el modelo FPU-3 introduciendo un defecto
pesado de tal manera que este nuevo modelo sea una extensién del Hamiltonia-
no de osciladores arménicos acoplados (3.1) ya antes utilizado en el estudio del
movimiento Browniano. Las ecuaciones de movimiento del modelo FPU modifica-
do han sido resueltas numéricamente y hemos podido comprobar la confiabilidad
de las trayectorias obtenidas al comprobar la conservacién de la energia, asi como
en el establecimiento del intervalo de valores de € que corresponden al régimen
ordenado y cadtico de nuestro modelo. Sin embargo, hemos podido también com-
probar que la construccién del estado de equilibrio definido por el principio de
equiparticion (5.9) es la tarea més dificil hasta este punto de nuestro desarrollo.
Como resulta claro de la figura 5.6, para tiempos cortos nuestro sistema sigue una
dindmica que no obedece a la ecuacién de Langevin, como era de esperarse; sélo
cuando las fluctuaciones relativas del bafo de osciladores livianos alcanzan su valor
estadistico ~ O(1/N) podemos tener la seguridad de que el sistema ha alcanzado
el estado de equilibrio buscado. Pero esta relajacién no ha resultado nada facil
de caracterizar. A través de la funcién D, (t) hemos podido observar que, para
los valores extremos de ¢ que hemos utilizado (0.01 y 10), el comportamiento es
muy similar, pero a la vez muy diferente a los casos intermedios también estudia-
dos. Este comportamiento ha impedido utilizar a D, (¢) de una forma andloga a la
entropfa espectral (4.7) definida en el capitulo 4 para definir un tiempo de equipar-
ticién independiente de las fluctuaciones relativas del bafio. Una posible causa de
este fracaso la hemos encontrado estudiando la interaccién del baiio con el os-
cilador pesado. va que el comportamiento en el régimen cadtico es marcadamente
diferente al del régimen arménico. La conjetura de que esta interaccién da origen a
ruido multiplicativo en la dindmica macroscépica de nuestro modelo es plausible
considerando los resultados disponibles en la literatura para modelos similares,
pero no ha sido explorada con todo el cuidado que amerita porque, a primera
aproximacién, hemos conseguido el principal objetivo propuesto en este capitulo,
el cual era el de construir un sistema de osciladores anarménicos que tuviera un
comportamiento estadistico adecuado. Por lo tanto, las preguntas sin respuesta
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propuestas en este capitulo serdn pospuestas para futuras investigaciones, ya que,
con la informacién obtenida hasta el momento, estamos en la posicién de estudiar
detalladamente el movimiento del oscilador pesado para comprobar si éste efectia
movimiento Browniano de manera anédloga al sistema de osciladores armonicos
acoplados, lo que haremos a continuacién.




Capitulo 6

Movimiento Browniano en una
Cadena FPU

6.1 Introduccion

En el capitulo anterior planteamos el modelo FPU modificado, establecimos la
manera de integrar numéricamente las correspondientes ecuaciones de movimiento
y estudiamos la relajacion hacia el estado de equilibrio termodindmico en funci6n
de ciertos valores de los pardmetros caracteristicos del sistema. Este proceso de
relajacién resulté muy dificil de estudiar debido, segin los datos obtenidos, al
tipo de interaccion entre el oscilador pesado y el resto del sistema, por lo que la
fenomenologia puesta er: evidencia por nuestros experimentos numéricos todavia
no ha podido ser explicada en su totalidad.

Ahora bien, a pesar de las dificultades encontradas hemos podido obtener el
estado de equilibrio con un grado razonable de aproximacién, por lo que podemos
retomar la pregunta que ya nos plantedbamos en la introduccién: ;qué modifica-
ciones introduce en la fenomenologia macroscépica la presencia de un potencial
anarménico en el Hamiltoniano microscépico del sistema? Finalmente podremos,
en el presente capitulo, responder a esta pregunta de la manera menos ambigua
que nos permitan los datos numeéricos que obtengamos siguiendo la metodologia
que mds adelante presentaremos.

Nuestro primer objetivo serd el de estudiar el modelo ya planteado en el
limite arménico de tal manera que reproduzcamos numéricamente los resulta-
dos obtenidos analiticamente en el capitulo 3. Aparte de ser una comprobacién
del alcance de nuestra metodologia, los resultados obtenidos en este régimen tam-

101
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bién tienen un interés intrinseco, puesto que nunca se habian intentado reproducir

numéricamente los resultados analiticos yva conocidos. Posteriormente -estudiare- . -

mos las modificaciones que el potencial anarménico introduce en los pardmetros
macroscdpicos caracteristicos del movimiento Browniano, principalmente en el
coeficiente de difusién y en el tiempo de relajacién de la funcién de autocorrelacién
del momento, ademds de investigar cémo calcularlos con la mayor precisién posi-
ble.

6.2 Validacién: El Caso Armdnico

Puesto que ya comprobamos exhaustivamente en el capitulo anterior que, cuan-
do € < 1, el comportamiento del sistema definido por el Hamiltoniano (5.4) es
pricticamente indistinguible de aquel obtenido utilizando (3.1) (esto es, del caso
en que el potencial anarménico es estrictamente nulo), entonces podemos iniciar
nuestro estudio del movimiento del oscilador pesado recuperando numéricamente
los resultados ya obtenidos analiticamente en el capitulo 3 para el caso de interac-
ciones a primeros vecinos. Con esto garantizamos que podemos estudiar, con un
grado razonable de certidumbre, el comportamiento del sistema cuando tengamos
que ¢ > 1, régimen en el cual no existen expresiones analiticas disponibles.

Para estudiar el movimiento Browniano en una cadena de osciladores utilizan-
do las soluciones numéricas a las ecuaciones de movimiento, la metodologia con-
sistird en estudiar las propiedades asociadas al oscilador pesado v que se obtienen
a partir de las mismas, tales como su posicién, momento y la fuerza total ejercida
sobre el oscilador pesado debido a su interaccién con todos los demads osciladores
del sistema. Puesto que a partir de cada una de estas variables se pueden obtener
relaciones bien conocidas, la comprobacién del comportamiento estadistico en el
régimen arménico se vuelve inmediata, como a continuacién veremos.

6.2.1 Desplazamiento Cuadratico Medio

Para el caso de la posicién, tenemos que comprobar si en nuestro modelo se cumple
la relacién de difusién de Einstein (2.10). Esto es, debemos obtener una relacion
del tipo

para t 3> 7, donde 7 es el tiempo caracteristico de decaimiento de la funcion de
autocorrelacién del momento. En esta expresion el promedio estd calculado en un
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estado de equilibrio termodindmico, por lo que no depende del origen temporal y se

dice entonces que el prornedio es estacionario. Esta dltima propiedad nes permite . ..

calcular, para una funcién ¥(¢,0) arbitraria (en este caso particular, ¥(¢,0) =
[Xo(t) — Xo(0))?), el promedio (¥(t,0)), como [121]

1 N
(\Il(t, O))‘ = N‘ Z \I’(tn + t’ tn)y (62)

donde t,, son los origenes temporales que pueden obtenerse a partir de una trayec-
toria de longitud tma; y cuyo niimero total disponible estd dado por N = tmag —t'.
Ahora bien, como el promedio (6.2) tiene que evaluarse sobre la trayectoria del
oscilador masivo, entonces la precisién del promedio s6lo puede ser aumentada
extendiendo lo més posible la trayectoria en el tiempo. Empiricamente hemos
encontrado que t,; = 2 % 10° es el tamafo 6ptimo de la trayectoria (con lo que
obtenemos aproximadamente 199800 origenes temporales descorrelacionados) para
una correcta evaluacién del promedio (---); en (6.1).

Una estimacién del valor del coeficiente de difusién D se puede obtener a
partir de (2.34), conocida en la literatura como férmula de Green-Kubo, si la
reescribimos en términos de la funcién de autocorrelacién del momento p,(t), con
lo que resulta la expresion /

M*D = [ (PO, (Ot (6.3)

Si utilizamos el principic de equiparticién ({(F#(0)) = Mk,T) y la forma exponen-
cial asintética p,(t) = exp(-TI't), donde I' = mwy/M (wy =2 y m = 1 en nuestro
sistema de unidades), entonces obtenemos la relacién 2D = k,T, misma que
fue calculada de manera exacta para el modelo de osciladores arménicos acopla- |
dos [45). Ahora bien, si calculamos la temperatura en unidades de la constante de
Boltzmann, tenemos que 2D tiene que coincidir con la temperatura cinética T4,
que obtuvimos en el capitulo anterior. Puesto que el desplazamiento cuadrético
medio es la cantidad mas facilmente medible por medio de la dindmica molecular,
tenemos entonces una forma muy sencilla de calcular el coeficiente de difusién
D del oscilador pesado. Ademds, como puede también calcularse a partir de la
férmula de Green-Kubo (2.34), tenemos, en principio, una forma adicional de com-
probar su validez. Mencionemos por iltimo que, aparte del limite t > 7 = !,

1Cabe mencionar que, en virtud del teorema ergédico, esta forma de calcular el promedio
(--)¢ es equivalente a tomar un ensamble de sistemas idénticos excepto por sus condiciones
iniciales, que son diferentes para cada miembro del ensamble.
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Figura 6.3: Logaritmo de la funcién de autocorrelacién nor-
malizada del momento para cada una de las masas utilizadas vs
tiempo. Mismos pardmetros que en la figura 6.2,

en una escala lineal-logaritmica. El comportamiento lineal de las curvas en es-
ta grifica indica claramente un decaimiento exponencial de la forma p,(t) =
exp(—t/7) en el régimen temporal mostrado, lo que confirma que la ecuacién de
Langevin {3.39) proporciona una descripcién adecuada a la fenomenologia hasta
ahora estudiada.

Ura forma adicional de comprobar la validez de nuestros resultados consistirg
en calcular el tiempo de relajamiento 7 a partir de {(6.6). Ahora bien, es claro
que el limite superior infinito de la integral es meramente formal; teremos que
sustituirlo por un tiempo méximo para el cual la funcién p,(t) ya haya decaido
apreciablemente. Este tiempo lo podemos tomar del limite superior del intervalo
de validez (6.4) para cada una de las masas estudiadas. Los resultados se muestran
en la tabla 6.2, junto con el correspondiente coeficiente de difusién calculado
directamente a partir de la férmula de Green-Kubo (2.34).

Como resulta evidente, el calculo del tiempo de relajamiento resulta ser ex-
celente, sobre todo para los casos M = 40 y 60. En ambos el error porcentual
con respecto al valor exacto es despreciable, ~ 6.5 x 107° %. En los otros dos
casos el resultado numérico estd ligeramente mds alejado del valor exacto, y esto
es muy probablemente debido a'la desviacién sistemética que ya habiamos notado
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estado de equilibrio termodindmico, por lo que no depende del origen temporal y se

dice entonces que el promedio es estacionario. Esta tltima propiedad nes permite . ..

calcular, para una funcién W(¢,0) arbitraria (en este caso particular, ¥(¢,0) =
[Xo(t) — Xo(0)]?), el promedio (¥(t,0)), como [121]

1 N
(¥(t,0))e = 77 Y Ut +1,ta), (6.2)

donde t,, son los origenes temporales que pueden obtenerse a partir de una trayec-
toria de longitud #,.; y cuyo niimero total disponible estd dado por N =ty —t'.
Ahora bien, como el promedio (6.2) tiene que evaluarse sobre la trayectoria del
oscilador masivo, entonces la precisién del promedio sélo puede ser aumentada
extendiendo lo més posible la trayectoria en el tiempo. Empiricamente hemos
encontrado que t,az = 2 % 10% es el tamano 6ptimo de la trayectoria (con lo que
obtenemos aproximadamente 199800 origenes temporales descorrelacionados) para
una correcta evaluacién del promedio (---); en (6.1).

Una estimacién del valor del coeficiente de difusién D se puede obtener a
partir de (2.34), conocida en la literatura como férmula de Green-Kubo, si la
reescribimos en términos de la funcién de autocorrelacién del momento p,(t), con
lo que resulta la expresién ‘

M*D = [T (PO, (t)dt. (6.3)

Si utilizamos el principio de equiparticién ({P3(0)) = Mk,T) y la forma exponen-
cial asintética p,(t) = exp(—TI't), donde I' = mwy/M (wp =2 y m = 1 en nuestro
sistema de unidades), entonces obtenemos la relacién 2D = k,T, misma que
fue calculada de manera exacta para el modelo de osciladores arménicos acopla- |
dos [45]. Ahora bien, si calculamos la temperatura en unidades de la constante de
Boltzmann, tenemos que 2D tiene que coincidir con la temperatura cinética Ty,
que obtuvimos en el capitulo anterior. Puesto que el desplazamiento cuadritico
medio es la cantidad mds ficilmente medible por medio de la dindmica molecular,
tenemos entonces una forma muy sencilla de calcular el coeficiente de difusién
D del oscilador pesado. Ademds, como puede también calcularse a partir de la
férmula de Green-Kubo (2.34), tenemos, en principio, una forma adicional de com-
probar su validez. Mencionemos por dltimo que, aparte del limite t > r = '},

!Cabe mencionar que, en virtud del teorema ergédico, esta forma de calcular el promedio
(---)¢ es equivalente a tomar un ensamble de sistemas idénticos excepto por sus condiciones
iniciales, que son diferentes para cada miembro del ensambile.
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no es conocido con precisién el instante en el que (6.1) se vuelve una aproximacién
vélida, ni el tamaio del intervalo temporal en el cual mantiete su validez, por lo
que la estimacién de 2D obtenida en este parrafo se vuelve de gran utilidad. Para
las distintas masas estudiadas se presenta el resultado del célculo del desplaza-
miento cuadrdtico medio en la figura 6.1.

AM = 100
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Figura 6.1: Desplazamiento cuadritico medio del oscilador pe-
sado en el lmite armoénico (¢ = 0.01} con N = 300 000 para
todos los valores de M utilizados. En la figura pequefia se mues-
tra, para mayor claridad, el comportamiento balistico ~ ¢? que es
domivante cuando ¢ € T en todos los casos. La recta continua,
mostrada como referencia, tiene una pendiente de 0.01.

Como resulta evidente, el comportamiento asintético, que corresponde a tener
lineas rectas que sean muy aproximadamente paralelas, es el que esperdbamos. En
general tenemos que 7 = M /2 y, para la masa mds grande de M = 100, 7 = 50,
por lo que podemos considerar que, para t > 100, ya estamos en el régimen t > 7
en el que la relacién de Einstein (6.1) es vdlida. Si eliminamos los primeros 100
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puntos de cada una de las rectas y se ajusta su pendiente por medio de una
regresion de minimos cuadrados, obtenemos inmediatamente los “coeficientes de -
difusién” D,,. Estos resultados estdn reportados en la tabla 6.1.

Tabls 6.1: Coeficiente de Difusién
M

40 60 80 100
D,:* 0.0052 0.0053 0.0052 0.0052

*En todos los casos las incertidumbres asociadas son ~ O(107%)

Como ya vimos en el tratamiento fenomenolégico del capitulo 2, el coeficiente
D no depende de la masa de la particula Browniana; esta propiedad también
es valida para el caso del oscilador pesado en una cadena infinita de osciladores
armoénicos interaccionando a primeros vecinos [45] (recordar que ya habiamos es-
tablecido que D = k,T/2). Ahora bien, dentro del margen de incertidumbre
disponible, los datos de la tabla 6.1 confirman satisfactoriamente la afirmacién
anterior, ya que la diferencia entre cada valor D,, de la tabla 6.1 y la media
aritmética D no es estadisticamente significativa, por lo que podemos hacer la
identificacién D ~ D. Ademés de proporcionar una comprobacién adicional de la
validez de nuestra metodologia, este resultado es un gran avance con respecto al
tinico trabajo semejante al nuestro existente en la literatura. Omerti et al. [122]
estudiaron un sistema unidimensional de particulas puntuales en el que una de
ellas tiene una masa mayor que las demds, encontrando una dependencia del co-
eficiente de difusién de la particula masiva con respecto a su masa, lo cual es un
resultado fisicamente poco razonable.

6.2.2 Autocorrelacién del Momento

Nuestro siguiente objetivo serd calcular la funcién de autocorrelacién del momen-
to p,(t) para el oscilador pesado, ya que es una de las cantidades més fundamen-
tales que describen al movimiento Browniano, como tuvimos ocasién de ver en el
capitulo 3. De la relacién (3.42), que reescribimos como

%<t< %{lnM, (6.4)
sabemos que sélo en este intervalo se mantendrd la forma exponencial de p,(t),
por lo que, de momento, despreciaremos el comportamiento asintético de la mis-
ma. Sin embargo, en ese infervalo la aproximacién tiene que tener un alto grado
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de precisién, ya que posteriormente haremos comparaciones con los diversos casos
anarmonicos. El método para calcular la funcién de autocorrelacién del momen-
to es el mismo que aquel ya utilizado para el desplazamiento cuadrdtico medio.
Pero ahora, debido a que p,(t) es una funcién decreciente, es posible calcular las
incertidumbres que sen introducidas al aproximar el promedio infinito (- - ), por
medio de un promedio sobre una cantidad finita de pasos de integracién. Si se
supone ademads que la cantidad a estudiar {(FP{t) en este caso) es una variable
aleatoria con una distribucién Gaussiana, podemos entonces utilizar la estimacién
de Zwanzig y Ailawaldi [123] para la incertidumbre de p,(t), que corresponde
esencialmente a la variancia y que estd dada por la expresion

o)~ (22) 1t - 0 (6:5)

donde t,,,, es la longitud del intervalo temporal sobre el cual fueron obtenidos
los datos para calcular la funcién p,(t) (2 x 10° en nuestro caso) y 7 es el tiempo
caracterfstico de relajacion de esa misma funcién y que se calcula como .

r=2 /0 ~ o)t (6.6)

Es importante ahora hacer algunos comentarios. Para nuestro problema par-
ticular, la suposicion de Gaussianidad para Py(t) deja de serlo, puesto que esa
condicién la hemos impuesto por construccién a nuestro sistema a través de las
condiciones iniciales. Ademds, como estamos en el régimen arménico (¢ < 1)
esta propiedad se mantiene para todo tiempo posterior. Entonces el tiempo de
relajamiento calculado por medio de la Ec. (6.6) coincide con '™, el cual puede
calcularse de manera exacta, como ya fue mostrado anteriormente.

En la figura 6.2 se muestran las funciones p,(t) para los valores de M que
hasta ahora estudiados. Usando como comparacién la férmula exacta (3.23) en
cada caso vemos que la aproximacién numérica es muy buena en todos los casos.
Sin embargo, el caso M = 40 muestra un comportamiento asintético oscilatorio
muy marcado que no es del todo explicable, ya que hemos comparado los resulta-
dos numéricos de la expresién exacta (3.23) con aquellos obtenidos con la forma
asintética (3.30) y ninguno de ellos muestra el comportamiento oscilatoric espera-
do, por lo que seria ldgico suponer que este tipo de comportamiento no deberia ser
detectable numéricamente. Pero, como esta fenomenologia ocurre para tiempos
mucho mayores que el limite de validez para el caso M = 40 podemos, en una
primera instancia, ignorarla. Ahora bien, conforme aumenta la masa del oscilador
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Figura 6.2: Autocorrelacién del momento para cada una de
las masas utilizadas en el régimen arménico (¢ = 0.01) con
N = 300 000. Las lineas verticales muestran, de izquierda a
derecha, el limite del intervalo de validez para M = 40, 60, 80, 100.
Las curvas continuas corresponden a la expresién exacta (3.23)
evaluada para cada una de las masas.

pesado el comportamiento asintético ya antes sefialado va desapareciendo gra-
dualmente, aunque hay que aclarar que la incertidumbre también va aumentando
y ademas empieza a haber una desviacién sistemadtica con respecto a la expresién
exacta incluso dentro del intervalo de validez que es particularmente evidente para
M = 100. A pesar de estos inconvenientes para todos estos casos el ajuste sigue
siendo bastante bueno dentro de la incertidumbre existente, por lo que podemos
considerar que efectivamente estamos calculando, a partir de los datos propor-
cionados por nuesto cilculo de dindmica molecular, la funcién de autocorrelacién
del momento correcta en todos los casos que hemos estudiado.

En la figura 6.3 se muestran los mismos resultados que en la figura 6.2, pero
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Figura 6.3: Logaritmo de la funcién de autocorrelacién nor-
malizada de! momento poars cada una de las masas utilizadas vs
tiempo. Mismos pardmetros que en la figura 6.2,

en una escala lineal-logaritmica. El comportamiento lineal de las curvas en es-
ta gréfica indica claramente un decaimiento exponencial de la forma p (t) =
exp(~t/7) en el régimen temporal mostrado, lo que confirma que la ecuacién de
Langevin (3.39) proporciona una descripcién adecuada a la fenomenologia hasta
ahora estudiada.

Una forma adicional de comprobar la validez de nuestros resultados consistira
en calcular el tiempo de relajamiento 7 a partir de (6.6). Ahora bien, es claro
que el limite superior infinito de la integral es meramente formal; tenemos que
sustituirlo por un tiempo méximo para el cual la funcién p,(t) ya haya decaido
apreciablemente. Este tiempo lo podemos tomar de! limite superior del intervalo
de validez (6.4) para cada una de las masas estudiadas. Los resultados se muestran
en la tabla 6.2, junto con el correspondiente coeficiente de difusién calculado
directamente a partir de la férmula de Green-Kubo (2.34).

Como resulta evidente, el cdlculo del tiempo de relajamiento resulta ser ex-
celente, sobre todo para los casos M = 40 y 60. En ambos el error porcentual
con respecto al valor exacto es despreciable, ~ 6.5 x 107> %. En los otros dos
casos el resultado numérico estd ligeramente mds alejado del valor exacto, y esto
es muy probablemente debido a'la desviacién sistemdtica que ya habiamos notado
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Tabla 6.2: Tiempo de Relajacién y Coeficiente de Difusién

B M
40 60 80 100
T 20.0013 30.0019 39.9906 49.6926
D,° 0.0049 0.0049 0.0048 0.0047

°Las incertidumbres son ~ O{10~%)

en la figura 6.2. Pero incluso para el caso mds impreciso, M = 100, el error por-
centual es de 0.61 %, lo cual es una aproximacién todavia muy buena. Podemos
concluir entonces que el cdlculo del tiempo de relajacién 7 es confiable dentro de
unos limites bastante aceptables. Sin embargo, la situacién cambia para el caso del
coeficiente de difusi6n, ya que los datos muestran una desviacidn sistemdtica nega-
tiva con respecto a aquellos calculados por medio del desplazamiento cuadrético
medio, ademés de que esta diferencia tiende a aumentar conforme aumenta la
masa del oscilador pesado. Las diferencias porcentuales estdn en este caso entre
5.7T % y 9.62 %, por lo que su confiabilidad es menor con respecto a los datos de
la tabla 6.1. Debido a esto es que el cdlculo del coeficiente D se hard utilizando
el desplazamiento cuadréatico medio cuando més adelante estudiemos los diversos
casos en el régimen anarmonico.

6.2.3 Fuerza sobre el Oscilador Pesado

Como ltima prueba de validez calcularemos la funcién de autocorrelacién norma-
lizada de la fuerza instantdnea f(t) (FACF) que experimenta el oscilador pesado
debido a la presencia del bafio de osciladores livianos. De la expresién (3.36)
tenemos que debe de cumplirse la relacién

g..(t_)Jj_(O_)z = Jo(wot) + Jz(th) (67)

(£2(0))
en el régimen arménico. Este comportamiento es precisamente lo que se observa
en la figura 6.4 para el caso especifico de M = 60 con un tiempo total de cémputo
de tpna; = 10°. Ahora bien, como ya habfamos mencionado en el capitulo 3,
Nakazawa [45] estimé que, tomando un granulamiento grueso temporal en el que
la menor escala de tiempo sea ~ 20/wy, la expresién anterior se comporta muy
aproximadamente como una funcién §(¢). En nuestro sistema de unidades la
estimacién anterior corresponde a tomar la menor escala de tiempo como t ~ 10
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y entonces resulta claro que, asintéticamente, queda confirmada la afirmacién de
Nakazawa.

0.75

0.25

(FEF0))e/(f2(0))e

0 5 10 15 - 20

t1lempo

Figura 6.4: La curva continua corresponde a la expresién exac-
ta (6.7) de la funcidn normalizada de autocorrelacién de la fuerza
y los circulos son el resultado obtenido a partir de los datos de
nuestra dindmica molecular. Se muestra ademads la integral de la
FACF (tridngulos). Los parametros son M = 60 y N = 300 000.

Puede observarse que el ajuste de los datos numéricos con respecto a (6.7)
no es tan bueno como en el caso de la antocorrelacién del momento, ya que el
resultado exacto que estamos utilizando es estrictamente valido sélo para N — oc.
Esta observacion estd basada en el hecho de que las diferencias observadas estan
claramente mas alld de la incertidumbre ¢ de los datos numéricos, ya que o =
\/Ztl / t,,w; ~ 0.005, donde ¢, ~ 1.25 es el tiempo caracteristico de decaimiento de
la FACF (tiempo en que esta funcién decae desde uno hasta e™' = 0.368). Atin asi
la informacién proporcionada por nuestro cdlculo es significativa, ya que reproduce

cualitativamente la forma de la ¢urva correspondiente al resultado exacto. Es clara




6.3. Resultados en el Régimen Anarménico 111

también la separacién de escalas de tiempo inherente al movimiento Browniano,
pues t1: es mucho menor que el correspondiente tiempo asociado al decaimiento de
p,(t), 7 = 30 para el caso M = 60. Se muestra adems4s la integral de la FACF, la
cual, en principio, nos deberfa poder permitir calcular el coeficiente de friccién
a partir de

1
Tein

=5 [UOFON i <t<r (6.8)
Como ya habfamos mencionado en el capitulo 2, esta integral tiende a cero cuan-
do t > 7 debido al hecho de que estamos trabajando con un sistema finito de
osciladores. El limite superior de la integral corresponde al tienupo 73 postulado
por Kirkwood para el modelo de fluido, mismo que en principio permite obtener
un valor finito de la integral de la FACF y, por lo tanto, del coeficiente de friccién
7. Sin embargo, como la FACF presenta un comportamiento oscilatorio muy pro-
nunciado en el intervalo 0 < £ < 7.5, la correspondiente integral (6.8) no muestra
la “meseta” que seria necesaria para poder calcular el coeficiente de friccién y, por
el contrario, muestra un decaimiento muy pronunciado en el intervalo temporal
mostrado. Esta es una limitacién de nuestro modelo, ya que, como este compor-
tamiento oscilatorio no estd presente en un flunido de Lennard-Jones, para este
tiltimo caso si es posible calcular v a partir de (6.8) [36, 37]. Pero la situacién no
es tan grave como parece a primera vista, ya que el coeficiente de friccién y el de
difusién estdn relacionados a través de la relacién (2.35), D = (k,T)7y !, por lo
que un célculo basado en la integral (6.8) no ofrece mucha informacién adicional
aparte de aquella ya obtenida anteriormente.

6.3 ‘Resultados en el Régimen Anarmodnico

Habiendo comprobado las capacidades de nuestro esquema para recuperar de ma-
nera numeérica los resultados analiticos ya conocidos para € < 1 procederemos a
continuacién a explorar el comportamiento del coeficiente de difusién y del tiempo
de relajacién para el régimen cadtico; esto es, para € > 1. Los resultados de esta
seccién constituyen la parte mds importante de este trabajo, ya que el compor-
tamiento de nuestro modelo en el régimen caético es totalmente desconocido hasta
ahora. Ademds, teniendo como punto de comparacién los casos arménicos ya es-
tudiados se puede afirmar que cualquier desviacién del comportamiento arménico
proviene de la contribucién del potencial cudrtico en (5.4).
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6.3.1 Coeficiente de Difusién

Para el desplazamiento cuadratico medio obtenemos los resultados que se mues-
tran en la figura 6.5 para algunos valores representativos de e. Como es evidente,
para todos los casos ilustrados el intervalo temporal en el que el oscilador masivo
todavia no tiene un comportamiento difusivo normal (esto es, que su desplaza-
miento cuadrdtico medio tenga comportamiento balistico) es muy semejante al
del caso arménico, que habiamos estimado como ¢t & (0 — 100). Asintéticamente
observamos que, para los valores extremos de ¢ (0.01 y 10), el desplazamiento
cuadratico medio tiene un comportamiento muy similar para estos dos valores de
¢, y a su vez ligeramente distinto que el correspondiente a los casos ¢ = 0.6y 1. En
este punto de nuestro desarrollo todavia no podemos aventurar una hipétesis que
explique este comportamiento; nos limitamos a constatar su existencia. Ahora
bien, examinando el comportamiento del desplazamiento cuadritico medio para
cada uno de los valores de ¢ considerados, encontramos que en todos ellos podemos
considerar que el comportamiento balistico es dominante cuando ¢ < 100, mien-
tras que el mejor ajuste lineal se consigue en el intervalo (100 — 400). Podemos
entonces calcular el valor de un “coeficiente de difusién” D,, para cada valor de
€ a través de la pendiente de la grafica del desplazamiento cuadritico medio para
cada valor de M en el intervalo temporal (100 — 400), dentro del cual es vélida
la relacién de Einstein (6.1). Los resultados se muestran en la tabla 6.3; al igual
que en las tablas 6.1 y 6.2 la incertidumbre es un orden de magnitud menor a la
ultima cifra reportada.

Tabla 6.3: Coeficiente de difusién en el régimen anarmdnico

M
€ 40 60 80 100
0.1 0.0499 0.049 0.0487 0.0506
0.2 0.113 0.1074 0.0968 0.099
0.4 0.208 0.212 0.184 0.206
0.6 0.294 0.293 0.263 0.287
1 0.50 0.519 0.466 0.490
2 0.975 0.885 1.051 0.884
4 1.80 1.81 1.665 1.690
6 2.741 2.55 2.68 2.19
10 4.01 4.08 3.84 3.98

A continuacién podemos estudiar el comportamiento de D como funcién de
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Figura 6.5: Desplazamiento cuadratico medio del oscilador pe-
sado correspondiente a M = 40 {circulos), 60 (cuadrados), 80

(diamantes) y 100 (tridngulos) para distintos valores de e con
N = 300000 en todos los casos.

¢. Pero antes, y al igual que en el caso armdnico, tenemos que examinar c6mo
dependen los distintos valores obtenidos de D,, con respecto a la media aritmética
D, pero ahora para cada valor de e. De los valores en la tabla 6.3 vemos que, para
una cierta ¢, los valores de D,, para las distintas masas utilizadas no son tan
uniformes como en el caso arménico. De hecho, podria inferirse de los datos
que existe una dependencia débil del coeficiente de difusién con respecto a M.
La cuestién importante es si esta dependencia es estadisticamente significativa.

Examinando con mayor cuidado los valores de la tabla 6.3 encontramos que no
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existe una desviacion sistematica que permita inferir una dependencia significativa
del coeficiente de difusion respecto a M. De hecho, ningin valor de I,,, para una
cierta ¢, tiene una desviacién mayor a 7% de la media aritmética D. Por lo tanto,
podemos considerar que el coeficiente de difusién estd dado por D =~ D para un
valor fijo de e. Podemos entonces graficar a U como funcion de ¢; los resultados
obtenidos se reportan en la figura 6.6.
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Figura 6.6: Dependencia del coeficiente de difusién D con re-
specto a la densidad de energia €. La linea recta representa el
mejor ajuste de minimos cuadrados a los datos numéricos.

De la figura resnlta que el coeficiente de difusién D tiene una dependen-
cia con respecto a la densidad de energia € de la forma D = Dye™, donde
Dy = 0.466 &+ 0.008 y m = 0.964 + 0.008. De la validez de este escalamiento
para todo valor de € {que incluye desde el régimen arménico hasta el cadtico) con-
cluimos que no hay evidencia de alguna caracteristica de la dindmica microscépica
(Hamiltoniana) en el comportamiento del coeficiente de difusién ) que pueda in-
ferirse a partir de nuestros datos numéricos. Este resultado es congruente con
aquellos obtenidos por Dettmann et al. [2, 3] para los modelos de Eherenfest (re-
gular) y de Lorentz (cadtico), ya que estos autores estudiaron el comportamiento
difusivo de una particula en uri arreglo aleatorio de obstédcules, tanto cuadrados
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(modelo de Eherenfest) como circulares (modelo de Lorentz), y no encontraron
diferencias cualitativas entre ambos modelos, aunque tenian una dindmica com-
pletamente diferente.

A continuacién tenemos que dar una explicacidn de por qué no es posible ob-
servar alguna manifestacién del caos microscépico en el comportamiento difusivo
de nuestro modelo. Como se recordaré del capitulo 2, al estudiar la fenomenologia
del movimiento Browniano habiamos visto que el comportamiento difusivo des-
crito por la relacién de Einstein (6.1) es vélido para tiempos t 3> 7, donde 7 es el
tiempo de correlacién de la funcién de autocorrelacién del momento p,(t). Este
hecho es una consecuencia de que los cambios en la posicidén de una particula
Browniana ocurren en una escala de tiempo que es grande en comparacién con
aquella en la que ocurren cambios significativos en el momento de la misma, como
ya también menciondbamos en el capitulo 2. Cuando t > 7 ya se han perdi-
do todos los detalles sobre las condiciones iniciales del sistema y sélo se puede
obtener informacidén asintética de la posicién del oscilador pesado a través del

comportamiento asintético del desplazamiento cuadratico medio. Por otra parte, -

para t < 7 0 incluso t & T es posible estudiar propiedades del oscilador pesado
que corresponden al espacio de momentos del sistema y que hasta este momento
hemos ignorado. Ahora bien, estudiar el comportamiento del oscilador pesado
en estos regimenes temporales es equivalente a estudiar el comportamiento de la
funcién p,(t), lo que haremos a continuacién.

6.3.2 Tiempo de Relajacién 7

De manera totalmente andloga al caso arménico podemos calcular la funcién
po(t) en el intervalo de valores de € que corresponden al régimen anarmoénico.
Para algunos valores particulares de ¢ los resultados se pueden apreciar en las
figuras 6.7 y 6.8. Es claro que el comportamiento de p,(t), en la escala tempo-
ral mostrada, es aproximadamente exponencial, de manera totalmente andloga
al caso arménico ya antes estudiado. Por lo tanto, se puede inferir con un gra-
do razonable de certeza que el oscilador pesado se comporta como una particula
Browniana. Para cada valor de ¢ el ajuste con la correspondiente aproximacién
exponencial p,(t) = exp(—1t/7) es bastante bueno, como se puede apreciar en las
figuras en escala semilogaritmica 6.9 y 6.10, que corresponden a las figuras 6.7
y 6.8, respectivamente.

La propiedad que caracteriza a la funcién p,(t) es el tiempo de relajaciéon 7,
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Figura 6.7: Funci6n de autocorrelacién p, (t) del oscilador pesa-
do para distintos valores de € con N = 300000 y todos los valores

de M utilizados. Las lineas continuas para cada valor de M cor-
responden al ajuste exp(—t/7), donde 7 se calcula a partir de la
expresién (6.6).

el cual podemos calcular a partir de (6.6). Para una ¢ y una M dadas tenemos
ahora que definir un tiempo mdximo para el limite superior de (6.6). Coruparando
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Figura 6.8: Resultados anélogos a los de la figura 6.7, pero para
otros valores de e.

con el caso arménico tenemos que el efecto de tomar un valor de € en el régimen
cadtico es el de disminuir el valor de 7 en todos los casos considerados. Entonces
podemos tomar como limite superior de la integral (6.6) a la cota superior de
la desigualdad (6.4), tal y como se hizo en el caso arménico. Para comprobar
la validez de los valores de T calculados a partir de (6.6) podemos calcular los
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Figura 6.9: Logaritmo de la funcién de autocorrelacién normal-
izada p,(t) del oscilador pesado para distintos valores de ¢ con
N = 300000 y todos log valores de M utilizados. Las lineas con-
tinuas para cada valor de M corresponden al ajuste exp{—t/7),
donde 7 se calcula a partir de la expresion {6.6).

tiempos T a partir de cada una de las pendientes de las rectas definidas por los
puntos de simulacién en las figuras 6.9 y 6.10. La diferencia con respecto al valor
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Figura 6.10: Resultados anslogos a los de la figura 6.9, pero
para otros valores de e.

obtenido utilizando (6.6) no es estadisticamente significativa, por lo que el proce-
dimiento originalmente utilizado es perfectamente valido. Ahora bien, calculando
7 de cualquiera de las maneras antes mencionadas podemos obtener una serie de
valores de T para una M fija y cada € considerada, repitiendo posteriormente el
procedimiento para todos los valores de M utilizados. El resultado se muestra en
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la figura 6.11.
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Figura 6.11: Tiempo de relajacién 7 vs densidad de energia e.
Los sfmbolos corresponden a M = 40 {cfrculos), 60 {cuadrados),
80 (diamantes) y 100 (tridingulos). Las lineas rectas representan
los ajustes de minimos cuadrados en las regiones e < 1y ¢ > 1.

Puede apreciarse, en la escala log-log utilizada, que los puntos de simulacién
estdn separados en dos regiones diferentes y bien definidas, dependiendo del valor
de €. Cuando € < 1, la dependencia de 7 con respecto a la densidad de energia es
bastante débil. Por el contrario, cuando € > 1, 7 decrece de manera muy notoria
conforme aurenta el valor de €. En 4mbos regimenes la dependencia funcional de
7 con respecto a € es de la forma

{ Ty €%, 001 <e<1 (6.9)

o€, 1<e<10.

De la figura 6.11 resulta claro que, para todos los datos de simulacién correspon-
dientes a una cierta M tenemos que 7, ,, # 7, ,, Y @, # &,,; esto es, las constantes
de escalamiento son diferentes en el régimen armdnico (¢ < 1) y caético (e > 1).
Este resultado contrasta de manera notoria con el reportado en la figura 6.6; en
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ésta, la dependencia D = Dye™ era valida para todo el intervalo de valores de
¢, desde el régimen armoénico hasta el cadtico. El comportamiento de 7 muestra, -
por el contrario, un cambio conforme se pasa del régimen arménico al cadtico.
Ahora bien, aunque la relacién (6.9) fue obtenida de manera numérica (ajuste de
minimos cuadrados) y no existen aproximaciones analiticas en el régimen cadtico
que permitiesen una comprobacién independiente, su plausibilidad es bastante
grande ya que, en el régimen armdnico, la validez de (6.9) se puede comprobar
observando que los datos de simulacién para e = 0.01 coinciden, con una precisién
mejor que el 1%, con el resultado exacto 7 = M/2 para todos los valores de M.

Ahora bien, de los escalamientos presentados en la figura 6.11 se tiene que
a, = a,, para toda M # M’ en el régimen ¢ < 1. Tambien tenemos que
a, ~ &, para M # M’y ¢ > 1. Estos hechos implican que los exponentes en
el escalmiento (6.9) para cada régimen tienen aproximadamente el mismo valor,
independientemente del valor de M al que correspondan. Por lo tanto es razonable
suponer la existencia de exponentes de escalamiento a* y &* independientes de
la masa del oscilador pesado. Para calcular o* {a*) rescalamos los datos de-la
figura 6.11 en el régimen ¢ < 1 (¢ > 1) con sus correspondientes valores de 7, ,,
(T, )- Definimos entonces las variables

*

€

il

Ine/In7, ,, (¢ =lne/InT,,,) (6.10)

™ = In7t/In7,,, (7*=In7/In7, ). (6.11)

El resultado lo podemos apreciar en la figura 6.12.

Como puede verse hemos obtenido un escalamiento comin para todos los datos
de simulacién en cada uno de los regimenes € < 1y € > 1. A partir de los corres-
pondientes ajustes por minimos cuadrados es inmediato calcular los exponentes de
escalamiento o® y @*. Tenemos entonces que la forma explicita del escalamiento
de 7* con respecto a €* en cada uno de los regimenes estudiados puede escribirse

de la forma
(¢°)~001TR0004 ] 57541 < €* < €

T (6 ) ~ { (et)—0.136:l:0.007, E: > Et S 0.80121. (612)

donde €} = 0 y que corresponde al punto en el que ocurre el cambio de escalamien-
to. Este ultimo es muy pronunciado, ya que los exponentes obtenidos difieren en
un orden de magnitud. Tenemos entonces que, en el cambio de escalamiento de
7* se estd manifestando la transicién del comportamiento del sistema de arménico
a caltico. Este cambio ocurre para un valor especifico de €.
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Figura 6.12: Mismos datos que en la figura 6.11, pero en
términos de la variables rescaladas 7* y €*. Las lineas rectas rep-
resentan log ajustes de minimos cuadrados en las regiones ¢* < 0
ye >0.

6.3.3 Discusidn

La primera observacién que podemos hacer sobre los resultados antes presentados
concierne a la relacién entre 7 y D que puede obtenerse a través de la férmula de
Green-Kubo (2.34), la cual se puede escribir como

T oo
D, = ”M'_/; p,(t)dt, (6.13)

utilizando el principio de equiparticién (P{(0)) = MT. Si en esta dltima expresion
sustituimos la forma exponencial p (t) = exp{—t/7) obtenemos

D, = (;7)7 (6.14)
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Esta relacién muestra que D y 7 no son variables independientes, por lo que
el cambio de escalamiento de 7 como funcién de ¢ mostrado en la figura 6.11
deberfa de poder observarse en la dependencia de D respecto a ¢ mostrada en
la figura 6.6, pero no ocurre asi. La elucidacién de esta aparente contradiccién
es muy importante porque, de la validez del escalamiento D = Dye™ en todo el
intervalo de valores de ¢, concluimos que no habia evidencia de caos microscépico
en el comportamiento difusivo del oscilador pesado.

Para resolver este problema primeramente observamos que T/M <« 1 para
todos los valores de M considerados. Esto implica que los detalles del compor-
tamiento de 7 se pierden cuando se multiplica este tiempo de relajacién por el fac-
tor T/M. Para hacer mas explicita esta explicacién mostramos, en la tabla 6.4, el
cdlculo de D,, a partir de 7 para el caso particular M = 40; un andlisis semejante
para los demds valores de M permite hacer observaciones similares.

Tabla 6.4: Valores de D,, a partir de 7. Caso particular M =40

€ T T T/M (T/M)r
0.1 19.4891 0.1007694 0.0025192 0.040969
0.2 19.8165 0.2028052 0.0050701 0.100472
0.4 18.8570 0.4100227 0.0102505 0.193294
0.6 18.2922 0.6206903 0.0155172 0.283844
1 17.6088 1.0500724 0.0262518 0.462263
2 16.0323 2.1560271 0.0539006 0.864151
4 15.0357 4.4493466 0.1112336 1.672475
6 14.4557 6.8046176 0.1701154 2.459137
10 12.7883 11.6182387 0.2904559 3.714437

Como podemos claramente observar, los valores de la dltima columna en la
tabla 6.4 son muy semejantes a los correspondientes valores de la primera columna
de la tabla 6.3. Un andlisis semejante puede hacerse para los restantes valores de
M y asi construir una tabla semejante a 6.3. Si se toma el promedio aritmético
D de todos los valores D,, para cada valor de ¢, entonces se obtiene un conjunto
de datos que, al graficarlos, reproducen los resultados de la figura 6.6. Deducimos
que no hay contradiccién, pues, aunque el cambio de comportamiento respecto a
¢ existe en el coeficiente de difusién D en virtud de la relacién (6.14), este cambio
es inobservable debido al orden de magnitud del factor T/M en todos los casos
considerados.

A continuacién debemos estudiar el origen del cambio de escalamiento en 7
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observado en la figura 6.11. Debido a la simplicidad de nuestro sistema la hipétesis
mds probable es que el cambio de escalamiento tenga su origen en la dindmica
microscépica del sistema. En el capitulo 5 habiames visto que la distancia d(t)
entre dos trayectorias cuyos puntos iniciales estan separados por una distancia
infinitesimal proporciona informacién adecuada sobre el comportamiento dindmico
del modelo conforme cambia el valor de ¢. En la figura 6.13 presentamos un caso
particular con M = 60 y N = 300 000; para otros valores de M los resultados son
andlogos.

10°

Figura 6.13: Distancia en el espacio fase entre pares de trayec-

torias para el caso M = 60 y N = 300000. Las curvas en linea
discontinua entre € = 0.1 (rojo} y € = 1 (verde) corresponden a
los casos € == 0.2 (cuadrados), 0.4 (diamantes), 0.6 (circulos) y 0.8
(tridngulos). En la figura pequefia se muestra con més detalle el
comportarmiento asintético de d(t).

Como puede apreciarse, esta figura es practicamente indistinguible de 5.2 para
el mismo valor de M, aunque N difiera en ambas figuras en dos érdenes de mag-
nitud. El comportaiento dindmico es entonces independiente del niimero N de
osciladores livianos, al menos segin la informacién proporcionada por la distancia
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d(t). Hemos ademds calculado este pardmetro en el intervalo 0.1 < ¢ < 1. Para
¢ = 0.2 y 0.4 la distancia d(t) se mantiene dentro del mismo orden de magnitud, al . -
igual que para los casos € = 0.01 y € = 0.1 también mostrados. Para e = 0.6y 0.8
la distancia empieza a tener un comportamiento exponencialmente divergente muy
débil; s6lo para € = 1 podemos considerar que el cambio de magnitud en d(t) es de
més de un orden de magnitud, lo que es caracteristico de una dindmica cadtica.
Por lo tanto podemos ver que la transicién dindmica entre el comportamiento
arménico y caético ocurre para valores de ¢ =~ 1. Esta “frontera” entre ambos
regimenes es difusa, pero es lo suficientemente definida como para poder afirmar
que, en el intervalo € < 1, el comportamiento de nuestro sistema es pricticamente
indistinguible del comportamiento arménico reproducido para el valor particular
e = 0.01. Por otra parte, en el intervalo € > 1 la dindmica microscépica es caética,
con € = 10 definiendo el limite superior de un régimen de caos plenamente de-
sarrollado (la distancia d(t) presenta la méxima divergencia posible consistente
con una eleccién particular de las condiciones iniciales). Estos rangos de valores
de ¢ coinciden de manera muy cercana con aquellos obtenidos de la figura 6.11.
para la dependencia de 7 respecto a e. De esta similitud podemos concluir que
el cambio de escalamiento en 7 es debido al cambio en la dindmica microscépica
del modelo cuando € ~ 1. Es importante resaltar que 7 es un pardmetro aso-
ciado exclusivamente al oscilador pesado, por lo que hemos confirmado que este
ultimo se comporta efectivamente como una sonda del comportamiento dindmico
del sistema de muchos grados de libertad al que estd acoplado.

Concluyamos este capitulo con dos observaciones adicionales. La transicién
entre el régimen armoénico y el cadtico ha sido también caracterizada estudiando
numéricamente el comportamiento del tiempo de decaimiento 7, de la entropia
espectral (4.7) con respecto a e. Para el modelo FPU-£ [67], asi como para otros
modelos unidimensionales [124], se tiene que 7, es constante para valores altos de ¢,
pero se incrementa significativamente debajo de cierto umbral €. Para el modelo
FPU-B se tiene que ¢,, = 1; este umbral coincide aproximadamente con el umbral
€ =~ 1 que existe entre las regiones arménica y caética de nuestro modelo y que se
obtiene de analizar la dindmica a partir de la figura 6.13 y también del andlisis
del comportamiento del tiempo de relajacién 7 de p,(t) presente en la figura 6.11.
Este mismo cambio de comportamiento del tiempo de decaimiento 7, de una forma
modificada de la entropia espectral (4.7) también ha sido estudiado numéricamente
para el caso de la relajacién hacia el equilibrio de un modelo de Xe sélido con
impurezas de I, [61]. En ese trabajo se arguye que los resultados obtenidos por
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medio de la entropia espectral son semejantes a aquellos obtenidos estudiando
el tiempo de relajacién de la funcién de autocorrelacién de la velocidad de un
dtomo de la molécula de Yodo, por lo que la trausicién entre el régimen armoénico
y cadtico puede, en principio, estudiarse experimentalmente. Ahora bien, aunque
nuestro modelo es muy simplificado y no corresponde exactamente 2 una situacién
experimental real, la metodologia que hemos utilizado para estudiarlo puede tener
mayores ventajas que aquella expuesta en [61], ya que la funcién p,(t) la hemos
estado calculando en el estado de equilibrio, mientras que, a través de la entropfa
espectral se estudia la relajacién del sistema hacia el equilibrio partiendo de una
configuracién artificialmente impuesta al sistema.

Por ultimo, recordemos que el efecto del defecto pesado sobre la dindmica del
resto de los osciladores livianos que componen al sistema es despreciable; ambos
estdn s6lo débilmente acoplados. Sin embargo es posible obtener informacién sobre
la dindmica de la cadena estudiando dnicamente el comportamiento del oscilador
pesado. Por lo tanto, este ultimo juega el papel de una sonda del comportamiento
global del sistema, como ya lo habiamos notado anteriormente. Pero en la literatu-
ra han sido estudiados otros tipos de sistemas reticulares en los cuales un defecto
en la red produce un efecto totalmente diferente al de nuesiro oscilador pesa-
do. Estos sistemas consisten, esenciaimente, en un conjunto de péndulos cadticos
acoplados, teniendo uno de ellos una longitud menor que los demés. El resultado
es que este Unico péndulo es capaz de producir patrones espacioternporalmente
ordenados en lugar de un comportamiento caético complejo, tanto en una cadena
lineal [125] de N = 128 péndulos como en un arreglo bidimensional de tamarno
50 x 50 [126]. Por lo tanto, la introducci6n de este defecto proporciona un meca-
nismo para controlar el comportamiento dindmico de estos sistemas. Este efecto
es totalmente opuesto al que nosotros hemos encontrado al perturbar la cadena
FPU con un defecto pesado, por lo que nuestros resultados pueden iniclar una
linea de investigacién totalmente diferente, pero complementaria, a lo que has-
ta ahora se ha venido trabajando con respecto a sistemas dindmicos caéticos de
muchos grados de libertad.




Capitulo 7

Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo hemos planteado un modelo unidimensional de osciladores an-
arménicos que corresponde, esencialmente, a una extensién del modelo de os-
ciladores arménicos acoplados a primeros vecinos utilizado con anterioridad para
estudiar algunos aspectos del movimiento Browniano. Con la ayuda de este nue-
vo modelo hemos podido investigar un aspecto del movimiento Browniano hasta
ahora muy poco estudiado: el efecto de la dindmica microscépica de la cadena
de osciladores sobre las propiedades macroscépicas del oscilador pesado. Los fac-
tores que nos permitieron obtener resultados en esta direccién fueron la sencillez
del modelo y el hecho de que la cadena de osciladores livianos corresponde esen-
cialmente al modelo FPU-f, extensamente estudiado en la literatura dentro del
contexto de la equiparticién de la energia y la relajacién hacia el equilibrio. El
hecho de que este modelo presente una transicién muy bien definida entre dos
regimencs dindmicos distintos nos permitié interpretar los resultados obtenidos
como provenientes de la dindmica microscépica del modelo. Ademds, pudimos
comprobar que las propiedades difusivas de este modelo, asi como de otros ya
estudiados anteriormente, no son las adecuadas para obtener informacién sobre la
dindmica microscépica.

Existen varias lineas de investigacién con las que se pueden ampliar los re-
sultados del presente trabajo. La més inmediata consiste en investigar con més
detalle la relacién entre el escalamiento que hemos descubierto en el tiempo de
relajaciéon 7 y la dindmica microscépica del modelo FPU-3. Aunque la relacién
entre el cambio de escalamiento en T mostrado en la figura 6.11 y la distancia
d(t) (para M = 60 en la figura 6.13) establece una coneccién bastante firme entre
la dindmica Hamiltoniana de nuestro modelo y su comportamiento estadistico, es
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posible hacer un estudio mucho mds detallado, ya que el hecho de que el cambio
de escalamiento en 7 ocurra de manera muy pronunciada para un rango de valores
de € muy especifico puede estar relacionado a alguna caracteristica particular de
la dindmica Hamiltoniana del modelo FPU-5. Como ya lo habiamos mencionado
en el capitulo 4, para este modelo se sabe gque el maximo exponente de Lyapunov
A, presenta una dependencia con respecto a € de la forma ), ~ «*. El exponente
a no es constante para todo el rango de valores de ¢, sino que cambia de valor
para el valor critico ¢, = 1, como se muestra en la figura 7.1. Este cambio de
escalamiento tiene semajanza con el que se observa en la figura 6.11 para 7 vs.
e. Una extensién muy directa de nuestro trabajo consistiria en calcular A, como
funcién de ¢ y M para nuestro modelo FPU modificado; posteriormente podria
estudiarse si el valor critico ¢, de la densidad de energia tiene efectivamente una
dependencia con respecto a M o permanece inalterado (y, por lo tanto, idéntico
al valor ¢, =~ 0.8 ya reportado en la literatura {115]).

Otra linea de investigacién consiste en continuar el estudio sobre la equili-
bracién del sistema que iniciamos en el capitulo 5. El resultado mdés firme que
hemos obtenido es que el ritmo de termalizacién depende crucialmente del ndmero
de osciladores livianos N y, en menor medida, de la masa M del oscilador pesado.
La principal dificultad en este sentido consiste en que hemos sido incapaces, hasta
este momento, de identificar una funcién, andloga a la entropia espectral (4.7),
que defina, de manera univoca, qué tan alejado esté el sistema del equilibrio. Una
vez que pueda identificarse una funcién semejante a S(t) (ver capitulo 4) para
nuestro caso serd posible definir un tiempo de equilibracién 7., (que no debe de
confundirse con el tiempo de relajacidn 7 estudiado en el capitulo 6) y estudiar su
dependencia con tespecto a € y M. La utilidad de esta linea de investigacién es-
triba en que, como ya se mencion6 en el capitulo 4, mucho esfuerzo se ha dedicado
a estudiar la equilibracién del modelo FPU (y otros similares), principalmente su
dependencia respecto a N. Podemos aventurar la hipétesis de que, incluso cuando
€ > 1, subsisten regiones en el espacio fase del sistema que no son compatibles
con el estado de equilibrio termodindmico y cuya medida disminuye a cero sélo
cuando N > 1, que ha sido nuestro caso. De hecho, pareciera ser que el com-
portamiento no-estadistico de (K, ), claramente observable en las figuras 5.3
y 5.5, es una manifestacién de la existencia de las regiones ya antes aludidas y
que sélo pudo ser puesto de manifiesto por la presencia del defecto pesado, ya que
(K ,,)t se comporta de la manera esperada y el valor de T, es consistente con el
correspondiente valor obtenido para el caso de una cadena FPU de masas iguales.
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Figura 7.1: Maximo exponente de Lyapunov A, vs densidad de
energfa ¢ para el modelo FPU-4 de masas iguales y N = 128. Los
escalamientos €2 y €*/® est4n representados por las lineas rectas, .
mientras que la recta vertical punteada indica la posicién de e..
Datos obtenidos de la Ref. [67]. ‘

En relacién a esta tdltima propuesta podriamos explorar con mds detalle la
posible existencia de ruido multiplicativo para el caso € > 1 y si influye en el
ritmo de termalizacién de nuestro sistema en ese régimen. Ademads, si se desea
simplificar el acoplamiento entre el oscilador pesado y el bafio, es posible hacerlo
de manera inmediata modificando el Hamiltoniano (5.4) de tal manera que las
constantes de acoplamiento entre el oscilador pesado y el baiio, tanto la arménica
como la anarmonica, sean diferentes a las que existen entre los osciladores del
bafio. Para el caso de osciladores arménicos acoplados este estudio ya ha sido
llevado a cabo de manera analitica [127].

Otra linea de investigacién podria iniciarse estudiando el efecto de la inclusién
de més de un oscilador pesado en la cadena. Recordemos que, segiin los resulta-
dos del capitulo 5, la equilibracién de nuestro sistema depende més del mimero
de grados de libertad que a’la presencia del potencial anarménico en el Hamilto-
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niano. Es entonces razonable suponer que, si se incluyen m4s osciladores pesados
en el sistema, la equilibracién se dard en una cscala de tiempo mucho menor que
la existente para un solo oscilador pesado, que ha sido el caso estudiado en este
trabajo. Considerando esta hipdtesis serfa conveniente comparar los tiempos de
termalizacion de este nuevo sistema en los casos arménico y cadtico para ver si
son semejantes o diferentes a los correspondientes casos de nuestro sistema de un
solo oscilador pesado. Una vez que el sistema esté termalizado podria estudiarse
el movimiento Browniano de cada oscilador pesado de tal manera que los resulta-
dos pudiesen compararse con aquellos ya conocidos para el caso arménico [128].
Ademds, ese serfa el primer paso para modelar a un sistema cristalino tridimen-
sional dopado con impurezas, con lo cual podriamos comprobar si el tiempo de
relajacién 7 asociado a la funcién de autocorrelacién del momento de las im-
purezas presenta un comportamiento similar al obtenido para nuestro sistema
unidimensional (ver figura 6.11). Cabe sefialar que ya se conocen resultados sobre
la dindmica cadtica de redes cristalinas compuestas de gases nobles [129].

Retomando el problema del flujo de calor y relajacién térmica en modelos
unidimensionales hay que mencionar que ya ha sido estudiada la influencia de un
defecto pesado en la conduccidn de calor para el caso de una cadena arménica [130].
Mis recientemente ha sido estudiado el problema de la relajacién térmica de sis-
temas FPU, tanto en una y dos dimensiones, como funcién tanto de los términos
potenciales cuadrético y cudrtico como de la dimensionalidad [131]. Puede resul-
tar interesante ampliar los resultados de estos trabajos estudiando el efecto de la
inclusién de defectos pesados para tratar de investigar si esta modificacién altera
significativamente la fenomenologia ya conocida.

También podriamos investigar, a nivel dindmico, cudl es el efecto de una dis-
paridad de masas en sistemas de baja dimensionalidad. Esta posibilidad resul-
ta muy atractiva porque las herramientas que existen para caracterizar el caos
en este tipo de sistemas estdn mucho mads desarrolladas en comparacién al caso
N > 1; ademsds, estd estrechamente relacionada a nuestro trabajo porque, como
ya lo mencionamos en el capitulo 4, el Hamiltoniano del modelo Hénon-Heiles {87]
puede obtenerse a partir del correspondiente al medelo FPU-a tomando N = 3,
condiciones periédicas y haciendo un reescalamiento de las variables [88]. Como
antecedente podemos mencionar que ya se ha estudiado antes el efecto de una
disparidad de masas en el modelo de Toda (uno de los pocos modelos con ecua-
ciones de movimiento no-lineales pero integrables que se conocen) para N = 2
y, en este caso particular, se hd encontrado que el sistema deja de ser integrable
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cuando las masas de las particulas no son iguales [132]. Por lo tanto seria inmedi-
ato investigar que modificaciones se presentan, con una disparidad de masas, en
la fenomenologia del modelo Hénon-Heiles, ya ampliamente caracterizada a través
del estudio de las secciones de Poincaré de este sistema.

Finalmente, podemos plantear dos posibles lineas de investigacién que nos per-
mitirian relacionar nuestro trabajo con desarrollos recientes en el campo de los
sistemas dindmicos. En primer lugar mencionemos que ha sido mostrado que el
tiempo medio de existencia de ciertos modos localizados estd relacionado al tiem-
po que le toma al sistema alcanzar la equiparticién {133]. Serfa interesante tratar
de averiguar si estos modos localizados tienen alguna influencia en la relajacién
hacia el equilibrio de nuestro modelo. Por ltimo, mencionemos que una 4rea
de investigacién de mucho interés en la actualidad es el estudio de la difusién
anémala [134], que estd caracterizada por una dependencia del desplazamiento
cuadritico medio con respecto al tiempo de la forma ~ t*, donde o # 1. Es
bien sabido que este comportamiento difusivo estd estrechamente relacionado a la
coexistencia de regiones ordenadas y caéticas en el espacio fase de los modelos en
los cuales se presenta este fenémeno. Una pregunta interesante surge inmediata-
mente: ;por qué no hay evidencia de difusién anémala en nuestro modelo? Como
ya hemos visto, para valores € = 1 ocurre la transicion entre el comportamiento
regular y caético, por lo que existe coexistencia entre caos y orden. Sin embargo,
de la figura (6.5) no es posible inferir la existencia de difusién anémala en nuestro
modelo; para € = 0.6 y 1 el comportamiento del desplazamiento cuadratico medio
es virtualmente idéntico al de los casos arménico (¢ = 0.01) y totalmente caético
(e = 10). Esta ausencia de evidencia de difusién anémala podria deberse a que
no hemos podido detectarla o que, por alguna razén desconocida, efectivamente
no existe en nuestro modelo, aunque estén dadas las condiciones para su existen-
cia. La confirmacién o refutacidn de estas hipétesis puede ser tema de futuras, y
posiblemente muy fructiferas, investigaciones.
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Apéndice A

Obtencién del Conjunto
Completo {U;(k)}

Para obtener la forma (3.23) de la funcién de autocorrelaciéon del momento primero
reescribamos al Hamiltoniano del sistema (3.1) en la forma matricial

1 { N/2 p? N/2

H=-1 Y X/i+ > Xi®i X (A.1)

2 i=—N/2 "% §j=—N/2

donde la estructura de la matriz ®;; estd dada en términos de la constante
arménica de acoplamiento & y de las condiciones de frontera utilizadas (periédicas
en nuestro caso). A partir de las ecuaciones de Hamilton se obtiene la ecuacién
de movimiento para los desplazamientos {X;} de la forma

A’[,’X’i(t) = - Z (I),'ij(t). (AQ)

Haciendo explicita la dependencia temporal periédica de los desplazamientos
{X:(t)} por medio de
Xi(t) = U; exp{—iwt), (A.3)

donde {U;} se conocen como amplitudes reducidas, las ecuaciones de movimiento
del sistema se pueden entonces escribir como

Z@ijUj = w2M,-U,-, (A4)
7

o tambien de la forma
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La condicién para que (A.3) tenga soluciones no-triviales estd dada por
det(fI),-j - w'zMjé.-j) =) (AG)

Este determinante representa la Hamada ecuacidn caracteristica cuyas raices {wg}
son conocidas como frecuencias propias del sistema. Ahora bien, para cada solu-
cién w? tenemos un vector {U;(k}} que corresponde a un modo de vibracién con
una tnica frecuencia wg. Si escribimos la ecuacién (A.4) para las raices k-ésima y
k'-ésima de la ecuacidn secular tenemos que

Zq?ierj(:zJ) == (JJ:ZAMJ([J(IC)&J (A7)
J 2
z CIJ‘-jU,'(k,) e w;f. Z M,-U,—(k’)5,7,~ (AS)

Si a continuacién multiplicamos a la primera de estas ecuaciones por Ui(k') y
sumamos sobre 1, a la segunda por U;{k) y sumamos sobre j y restamos ambas,
resulta que
(Wi —wi) Y. MU (k)Ui(K") = 0. (A.9)
]

De este tltimo resultado es inmediato obtener la relacién general de ortonormali-
zacién para los vectores {U;(k)}, que se puede escribir de la forma

Z bfiUg(k)U: (k') =z Jkkl. (A.IO)
Hasta este punto nuestro desarrollo ha sido independiente de los valores es-

pecificos de {M,}. Para el caso particular que nos interesa (M; =m < M sii # 0
y My = M) podemos reescribir a las ecuaciones de movimiento (A.5) de la forma

> _(Li; = 6Li;)U; =0, (A.11)
J
donde
Ly = mwsy— (A.12)
y I3
6Li; = —w’mQbjpdi; + LDy, (A.13)

@Eg) corresponde a la matriz de acoplamiento de un cristal perfecto (todas las
masas iguales), mientras que A®;; es la parte de la matriz ®;; directamente afec-

tada por la presencia del defecto. Ahora, si este @ltimo no existiera tendriamos
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que 8L;; = 0 y las ecuaciones de movimiento del sistema serfan 3; L;;U; = 0.
Entonces definimos la funcion de Green de un cristal perfecto como

Z L,‘jGJ‘n = 6,',,. (A14)
i

Si multiplicamos (A.11) por la funcién de Green arriba definida y sumamos sobre
t obtenemos

U,' = ZG;,,,(SL,,J'U]', (AI{))
nJ
relacién a partir de la cual obtendremos la expresién explicita para las amplitudes
reducidas de la red imperfecta, como veremos mds adelante.
La condicién (A.6) para que (A.5) tenga soluciones no-triviales se escribe, en
términos de L;; y éLij, como

det(Lg,- - 6L,~j) = 0, (AIG)

cuyas soluciones son todas las frecuencias del cristal imperfecto. Sin embargo, se
sabe que, a partir de la condicién de solubilidad de (A.15):

A(wz) = det(<5,~j - Z G,'HCSL"J') = 0, (A17)

se obtienen unicamente las frecuencias que estan afectadas por la presencia del
defecto (Ref. [54], pg. 365). Ahora bien, el hecho de que no todas las frecuencias se
vean afectadas por la presencia del defecto es una consecuencia de que los modos
pares (U; = U.;) tienen un nodo precisamente en el sitio ¢ = 0 de la red, por
lo que no se ven alterados por la impureza localizada en ese sitio. La solucién
de (A.17) corresponde a los modos normales impares del cristal imperfecto.

Por medio de técnicas de teoria de grupos que utilizan las condiciones generales
de invariancia ante una traslacién o rotacién del cristal como un todo [34] se puede
rescribir el determinante (A.17) de la forma

1 + Qmw?g(0) =0, (A.18)

donde g(0) es el valor correspondiente a i = 0 de la funcién de Green para un
cristal perfecto y que se calcula a partir de

N/2 o
g(i) = B> exp(i2mni/N) (A.19)
n=—(N/2)

1
N +1 Mw? = 26(1 = cos(2mn/N))’
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La forma explicita de g(¢) para este problema es (Ref. [54], p. 433)
~  cot{Ne¢/2)cosi¢ + sin il
= p . —. 0< < A20
9(z) droin g <p<w (A.20)
Utilizando esta ltima expresién para la funcién de Green, las soluciones a la
ecuacion (A.18) son

be = (2rn/N) — (2/N) tan™H{Q tan(¢x/2)), (A.21)

donde n = 1,2,..., N/2 cuando se tienen condiciones de froutera periddicas, como
€8 nuestro caso.

La dependencia espacial de las amplitudes reducidas que son modificadas por
la presencia del defecto estd dada, a partir de (A.15), por

Ui(n) = —Qmuwlg(i; n)Us(n), (A.22)

donde el indice n indica la n-ésima solucién de (A.21) y la dependencia de g en n
entra a través de . De la condicién de ortonormalidad {A.10) tenemos que

m Z Ui(k) + QmUE(k) = 1. (A.23)

Si eliminamos U;(k) de esta ecuacion con la ayuda de (A.22) encontramos que
Us(k) estd determinada por

UZ(k) = [Q*m°w; > g’ (5 k) + Qm] ™" (A.24)

Utilizando (A.19) y la expresién explicita de g(n) podemos evaluar la suma en
esta expresién, lo que resulta en

S = flv’ S lmw? — 2k + 2k cos(2an/N)|?

1
= —m% 3 [mw? — 2k + 2k.cos(2mn/N)]
e
N , N¢ i
el SRR (4-2)

donde hemos usado w = wysin(¢/2). Podemos simplificar ia ecuacién (A.25) si
recordamos que no queremos la suma para un valor arbitrario de ¢, sino para una
de las soluciones a (A.21). Por lo tanto tenemos que

N 1+ Q%tan?(¢,/2)

2i k) = 0< o < A.26
;g(z’k) 30k2 Qsin (¢n/2) e < (4.26)
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Cuando sustituimos este resultado en (A.24) y combinamos la expresién resultante
con (A.20) y (A.22) obtenemos

2 \"*[cos(igk) — Q tan($e/2) sin(Ji|¢x))
Ui(k) = (mN> 1+ 07 tan? (6 /2)] 72 , 0< ¢ <7 (A.27)

siendo esta la expresién necesaria para evaluar a {3.21), como se menciona en el
capitulo 3.
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Apéndice B

Correspondencia entre Modelos
de Corto y Largo Alcance

Recordemos que la expresién (3.63) de la funcién de autocorrelacién del momento

1
2\ T
po(t) = exp(L,t) + p, <7r_w0’°_t) cos (wé’t - Z)’ (B.1)

es valida para interaccionss de muy largo alcance, por lo que z — 1. Entonces los
pardmetros wy y I, Ecs. (3.58), se pueden escribir, en ese limite, como

1/2 1/2
Ky
) y FP = ('ﬁ') ’ (Bz)

m

P _ [ &
wy =

\mu,

donde z = 1 — 2p,, como ya se menciond en el capitulo 3. Puesto que 2 — 1,
entonces p, — 0. A partir de las expresiones (B.2) podemos definir p, como

I
Yo = -—% < 1. (B.3)
Wy

Tenemos entonces que el pardmetro p, cuantifica la magnitud de la contribucién
no exponencial en (3.63).

Por otro lado, si en la expresién asintética para Dy(t), Ec. (3.30), tomamos la
condicién M > m y definimos p = m/M podemos escribir

1
2\ v
Dg(t) = eXp(Ft) + ﬂ(’,—r-(;g?) sin (u)ot - Z), (84)
donde
1/2
m K .
I'= (E;)wo =My W= 2(%) (B.5)
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Para que la contribucién exponencial domine el comportamiento asintdtico de
Dy (t) tenemos que hacer 1 < 1. Por lo tanto, hemos podido definir los parametros
Mo ¥ i que, cuando son pequenos, permiten despreciar asintéticamente las partes
oscilatorias de las respectivas funciones de autocorrelacién del momento. Es asi
que ambos modelos tienen cualitativamente el mismo comportamiento asintético.
Falta comprobar que los coeficientes I, y I" sean iguales en la aproximacién men-
cionada en el capitulo 3.

Para mostrarlo tenemos primero que, para el modelo de Phillipson,

FP = /ipwg) (BG)

mientras que, para el caso de una particula pesada de masa M inmersa en una
cadena de particulas de masa m,

L= . (B.7)

Ahora bien, si hacemos que una particula “pesada” de masa m esté inmersa
en una cadena de osciladores “livianos” de masa myp, /4 tenemos que hacer la
identificacién M — m y m — mpu, /4 en la expresién (B.7) con lo que resulta

I = pwo

om ilﬁl/z
T M\m

e (4 )"
= T\ mEe

4

- " 1/2
B m

P

demostrando asi la equivalencia de ambos modelos. Una posible aplicacién de este
resultado, propuesta por Phillipson, seria justificar la teoria del movimiento Brow-
niano para una particula dada de un sistema homogéneo, como la originalmente
propuesta por Kirkwood [19] y que ya fue mencionada en el capitulo 2. Como
se recordars, en esa teorfa el coeficiente de friccién estd expresado en términos
de la autocorrelacién de la fuerza total ejercida sobre una cierta particula del
fluido, Ec. (2.48). Cuando la particula de interés tiene una masa mayor a la de
las demds ya vimos que el uso de ésta expresién, en el limite del acoplamiento




141

débil, estd plenamente justificada. Pero éste no es el caso para un sistema de
particulas idénticas. Abora bien, si pudiera demostrarse que una particula en
un fluido molecular con interacciones de largo alcance tuviera el mismo compor-
tamiento que el del oscilador central en un sistema con interacciones de largo
alcance del tipo trabajado por Phillipson, entonces podria justificarse el uso de la
expresién (2.48). Sin embargo, los resultados de dindmica molecular de Vogelsang
y Hoheisel [36], utilizando un potencial tipo Lennard -Jones, parecen desmentir
esta suposicién, ya que estos autores no pudieron calcular el coeficiente de friccién
utilizando (2.48).
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Apéndice C

El Modelo de Mazur y Braun
(1964)

En este apéndice se desarrollard con todo detalle la metodologia utilizada por
Mazur y Braun [52] para aplicar el limite del acoplamiento débil al modelo de
osciladores acoplados independientemente del alcance de la interaccién entre ellos,
para asi recuperar la fenomenologia del movimiento Browniano.

C.1 Dinamica del oscilador pesado en un “bano
térmico”

Consideremos un sistemes unidimensional consistente de N + 1 osciladores inte-
raccionando por medio de fuerzas arménicas. El Hamiltoniano del sistema es

H = - Z —ML+ Z X,'q),'ij , (Cl)
i=—NJ2 *% §j=—N/2

donde M;, P, y X; denotan la masa, el momento y el desplazamiento del i-ésimo -
oscilador, respectivament=. A continuacién establecemos que My = M (oscilador
masivo) y M; = 1 si ¢ # 0. La matriz ® determina la interaccién arménica entre
los osciladores y es tal que satisface la propiedad

(Dij = (bli—jb (02)

la cual establece que la interaccién entre cualquier par de osciladores depende sélo
de la distancia entre ellos, como es fisicamente razonable suponer.

143
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Si introducimos en la descripcion una fuerza externa derivable de un potencial
_OU[Xo)

BXU
actuando sobre el oscilador masivo, las soluciones de las ecuaciones de movimiento
pueden escribirse formalmente como

FP(‘\'O) == (CB}

7

i 7

e k
+ M (D7 sin(D2t)]; M, 7 P5(0)

J
Lot . 1 1 ‘
+ M| D 2sin DIt — )] oM "2 F(Xo(t)) (C.4)
0
y 3 {
Pi(t) = M? Z[cr)s(Dit)]ijM;éPj(O)
Y
- M7 E[D’i sin(Dzt)];; M} X;(0)
j
Lot 1 1
+ M7 / df[cos DH(t — )M~ Fu(Xo(t')), (C.5)
0

donde D es la matriz dindmica cuyos elementos estan dados por
_t .l
Dy; = M; *®; M, ° (C.6)

. - sy . 1 ‘ ..
y las funciones trigonométricas cos(ID?t), etc. estdn definidas por sus desarrollos
en serie. La matriz ® debe ademas satisfacer la relacion

- ) 1
Y @5 =My M!Dj =0, (C.7)
J i

misma que garantiza la conservacion del momento total del sistema.
Para obtener la ecuacién de movimiento del oscilador pesado diferenciamos
P4(t) con respecto al tiempo en la ecuacién (C.5), con lo cual
Py(t) = —(D sin D5t)ge Po(0) = M* 3 (D7 sin D5t)o; P;(0)
J#0
1 P .
— M2 (D cos Drt)o; M7 X;(0) + Fo(Xo(2))
J

- "4t (DY sin DA (t — £))eo Fa( Xolt'))- (C.8)
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Como siguiente paso despejamos, de la misma ecuacién (C.5), a F,(0) tomando
j = 0y cambiando los irdices j — ¢. El resultado es

_ Ly-1 Y (COSD%t)O,' ‘
Py(0) = (cos D2t)gy Fo(t) — M %M(COSD%t)QOR(O)
(D3 sin Dty X:(0)

L. L
(DisnDitn () i3 (DLsi
(cos D7t)go i#0 (cos Dzt)go

~ (cos D)5y [ dleos DE(t = ¢)looFe(Xolt). (C9)

+M

Sustituyendo este resultedo en (C.8) obtenemos
Po(t) — Fe(Xo(t)) = —v(t)Ro(t) + F(¢)
¢ 1 ! nl
+ [ dtin(t) = (= ) (cos Dt ~ Do Fe(Xo(t),  (C.10)

donde (t) es un “coeficiente de friccién” dependiente-del tiempo dado por

L 1
(D: sml;')zt)oo I In(cos D2t)gq (C.11)
(COS Dit)oo dt

7(2) =

y F(t) es una fuerza que tiene la forma

F(t) = M2 ¥ |y(t)(cos D7¢)o; — (D1 sin D2t)y;] P(0)
i£0
— M? 3 [y(t)(D? sin D7¢t)o; + (D cos D?¢)e:] X;(0)
i#£0
— M~y(£:(D? sin D7t)00Xo(0) — M(Dcos D2t)geXo(0).  (C.12)

Si en esta tiltima expresién usamos (C.7) podemos reescribir a la fuerza F'(t) como

F(t) = M7 3 [v(t)(cos D¥t)y; — (D? sin Dit)o;] P;(0)
i£0
— M3 ¥ [y(1)(D? sin D3t)g; + (D cos D7) ] (X:(0) — Xo(0)). (C.13)
i£0

Obsérvese que la fuerza F'(t) no depende de la fuerza externa F,(Xj), sino sélo del
estado inicial de los IV osciladores de masa unitaria, los cuales pueden considerarse
como el “medio” que rod=a al oscilador pesado. Este estado inicial estd determi-
nado por los momentos iriciales y los desplazamientos relativos de los osciladores
livianos respecto al oscilador pesado.
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A continuacién supongamoes que las condiciones iniciales del oscilador pesado
{10(0), Xy(0)} son tales que estan en equilibrio termodindmico con respecto al-
“medio” en el instante t = 0. Esto equivale a considerar al conjunto de osciladores
livianos como un “bafio térmico” en el cual estd sumergido el oscilador pesado.
Entonces el asi definido “bafio térmico” puede ser descrito por una funcién de
distribucién canénica no-estacionaria

foe = exp(—H/k,T), (C.14)

doude T es la temperatura del “bafio térmico” ¥

H o= é Y PE4 (X — Xg) P (X ~ -XG)] . (C.15)

) 1,770 1
Debido a la eleccidn de variables en este wltimo Hamiltoniano vemos, a partir
de (C.13), que F(t) es una suma de variables aleatorias Gaussianas, siendo en-
tonces ella misma un proceso aleatorio Gaussiano.

Como F(t) no depende de F,(Xy(t)), en la ecuacién de movimiento (C.10)
podemos tomar Fo(Xo(t)) = 0, despejar F(t) y calcular asi la funcién de au-
tocorrelacion para esta fuerza. Utilizando el ensamble no-estacionario definido
por {C.14) el resultado es

(F(t)}F(ty — 1)) = —gﬁp;(t) + 7(to)y(to + t)p2(2)

+ ) = 1tto < 0] 25500, (C.16)

donde ({---)) denota un promedio usando la funcién de distribucién (C.14}), mien-
tras que la funcién de autocorrealeién del momento del oscilador pesado en ausen-
cta de fuerzas externas, p3(t), estd definida como

pilt) = (BO)Po(2)). (C.17)

En esta dltima expresién (- --) denota un promedio tomado con la funcién de

distribucién estacionaria
Je = exp{-H/k,T), (C.18)

con H dada por (C.1). El cambio de promedio puede hacerse porque F(t) no
depende del valor de %(0). Ahora bien, para escribir la forma explicita de la
funcién de antocorrelacién del momento p;(t) en términos de la solucién exacta
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ya anteriormente obtenida multiplicamos la ecuacién de movimiento (C.5) por
P,(0) tomando adem3s F.(Xy(t)) = 0, con lo que obtenemos ~ :

Po(0)Po(t) = P2(0)(cos Dit)g + M3 Y (cos D7t)o; Po(0)Ps(0)
1£0
— M¥ S (D sin D} )0 M7 X (0) Po(0).

]

Puesto que las condiciones iniciales de los osciladores del “bafno” son Gaussianas,
al tomar el promedio (- - -) en ambos lados de la expresién anterior los dltimos dos
sumandos del lado derect.o se eliminan, pues

(Po(0)P:(0)) = (Fo(0)X;(0)) =0.  i#0 (C.19)

Entonces
pL(t) = (Po(0) Po(t)) = (cos D t)oo( PE(0))- (C.20)

Utilizando (C.1) podemos calcular (PZ(0)) como

/ ™ P2 exp(~P?/2Mk, T)dP
(P(0) = =% = Mk,T, (C.21)
|7 exp(=P* /20K, T)ap

—~o0

obteniendo finalmente la expresién para la funcién de autocorrelacion del momento
pi(t) = Mk, T(cos D7t)gq , (C.22)

misma que resulta muy semejante a la expresién (3.46) utilizada por Ford et al..
Sin embargo, (C.22) es mds complicada debido a que estd escrita en términos de
la matriz dindmica D caracteristica de un cristal con un isétopo masivo en la
posiciéon ¢ = 0

C.2 Limite del Acoplamiento Débil

Ahora procederemos a aplicar el limite del acoplamiento débil al cdlculo de elemen-
to 00 de la matriz cos D3¢ para asf poder calcular la funcién de autocorrelacién del
momento (C.22) y demostrar que la misma tiene un decaimiento estrictamente ex-
ponencial, como ya mencionamos en el capitulo 3. En el limite N — oc podemos
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escribir
(cos D%ﬁ\)o() = {cos MDé"r)
= [ dwcoswr{s(MD? — wly
/ " dw coswrS,, (), (C.23)
donde
=t/M (C.24)

y el espectro’ S, (w) estd definido como
1, .
S, (w) = 5&5(.@15% ~ wl) + 6(MD7 + wh)]go. (C.25)

El escalamiento en ¢l tiempo (C.24) fue introducido para poder estudiar el
movimiento del oscilador pesado en el limite M — oo puesto que, en la escala
original de tiempo, un oscilador infinitamente pesado no reaccionaria en absoluto
a la presencia del “medio”. Si ademds tomamos el limite t — oc de tal mane-
ra que el tiempo escalado 7 permanezca fintto, entonces tenemos una aplicacion
particular del limite del acoplamiento débil ya mencionado en el capitulo 2

A partir de la representacion

lim . P<1> +ind(u), (C.26)

=0+ U T i€ u

donde P denota el valor principal {ver Ref. [135], §8) podemos obtener las siguien-
tes representaciones de la funcién delta

1
§(MD7 — wl) = — Im lim (C.27)
T 0t MDE — (w + i€)]
}"
i 1 .
(MDA +wl) = —=Im lim (C.28)

T es0t MD3? A+ (w+ ie)]

las cuales nos permiten escribir el espectro (C.23) como

N2 -1
1 1 W+ 1€
. = —— ~ 2 C.29
S, (w) = Imehfél — Iz(w+1e)[D ( i ) LU ( )

‘Aunque ld nomenclatura es pdre( ida, no hay que confundir este espectro §,,(w) con el
espectro de frecuencias g{w) va definido en el capitulo 3 y que posteriormente utilizaremos.
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Definiendo la resolvente de la matriz dindmica D como
R(z%) = (D - 2°1)7}, (C.30)
vemos entonces que el espectro S, (w) toma la siguiente forma

w -+ 1€

S ) = Im Jim 11+t ie)Rm( (‘ﬁ_j) (C.31)

=0+ m M?

La utilidad de esta expresién para S, (w) es que también podemos definir una
resolvente para la matriz @ como

Q(z%) = (@ - 1)~ (C.32)

Si adem4s recordamos la relacién (C.6) entre las matrices D y ®, entonces es claro
que podemos obtener una relacién entre los elementos 00 de las resolventes R y
Q. Para esto reescribimos (C.6) en forma matricial

D=M1dM"2, (C.33)

siendo M una matriz diagonal con elementos Mjs;,. Si tomamos la forma equi-

valente
M:D = dM™3, (C.34)

despejamos de (C.30) y (C.32) D y &, respectivamente y sustituimos en (C.34),
encontramos que

Mi (R +2°1) = (Q ' + 22 T)M 1. (C.35)
A continuacién multiplicamos (C.35) a la izquierda por Q y a la derecha por R;
despejando R y tomando el elemento 00 se encuentra la relacién buscada entre
los elementos 00 de las resolventes de las matrices D y @ de la forma

— MQ00(22)
1+ 2%(1 — M)Qqo(2%)

Puesto que deseamos tomar el limite M — oo, en esta ultima expresién hacemos el
cambio de variable 2% — 22/M?, multiplicamos ambos lados por z/M? y entonces
tomamos el limite M — oo para obtener finalmente

Roo(2%) (C.36)

2
lim ZIM“IQOO (-—z—)
Mo M/ (C.37)

. 1 z
= fim 2M Q)
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Nuestro siguiente paso consistird en expresar Qgo en términos del elemento 00
de la matriz ®. Este objetivo se consigue desarrollando la resolvente Q en serie
de potencias a partir de la definicién (C.32) como

Q") = (& -

] 1 -
(- 3%)

del cual es inmnediato obtener el ¢lemento de matriz deseado

Y 1 : 1 | SRS .

Ahora bien, como ya se menciond en el capitulo 3, en el limite N — oc los

elementos de la matriz @ se pueden expresar como la transformada de Fourier de
una cierta funcién f(9). Esto es,

By = — / d0£(8) exp(i(i — j)0). (C.39)
Puesto que deseamos asegurarnos que ® sea
e simétrica positiva,
e semi-definida y
e con la propiedad (C.7),
tenemos entonces que utilizar una funcién f(#) que sea

o f(6) >0,

e acotada vy

e monotdnica por partes.
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Suponiendo que podarnos encontrar una f(f) que satisfaga las propiedades
enumeradas arriba, de la cefinicién (C.39) podemos calcular cada uno de los ele-
mentos de la serie (C.38). Por ejemplo, el primero es

Ig =1= o [ do, (C.40)
el segundo tiene la forma
1 g
(@)oo = 5 [ d0S(0), (C.41)
mientras que el tercero se puede calcular como
N/2
(‘1)2)00 hm Z q)O: i0
:——-N/Z
1 N2 T
_ m)? Jim iﬁ_g/z jn ‘/ d8,d0, £ (6,) f(82) exp(—ify1) exp(ifai)
N/2 .
=G / / 48,46, (8:)1(6,) Yim 3" exp(i(6; — 6:)i)
-7!' -7 i=—N/2
- 2
= 2{[ a8, f*(6))
si utilizamos la identidad
N/2
lim Y exp(ifi) = 278(6), (C.42)
N—mo:——N/z

y asi sucesivamente. Teniendo en cuenta estos resultados podemos escribir Qqq
como

Qoo(#2) =—~( /de /d0f0)+—~—/d9f20)+ )
L Jaf .m0 )
;rf wl-5(-ZD)7]

o bien,

2 1 ¢~ 1
Qun(z®) = é‘;x_wdof(‘g-):-? (C.43)
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Por medio del cambio de variable w? = f(8) podemos escribir la ecuacién anterior
de la siguiente forma
Quol#) = ; / dwm(-“il;, (C.44)
wo <

donde g{w) es el espectro de frecuencias positivas de los modos normales en un
sistema de osciladores con masas idénticas y cuya forma explicita puede calcularse
a partir de (3.61) para el caso de una matriz ¢ de interaccién especifica.

Realizando el cambio de variable = — z/M y multiplicando la dltima expresion
obtenida para Qg por z/M obtenemos

(TH¢]

2 1 1 1 i
i ) ) ) - - : 4
M~ Qm( W‘*) 3 du,g(w)Q{w -z/M  w+ z/M} (C.45)

De la definicién (C.26) que nos permitié escribir {C.27) y (C.28) tenemos

) L 'P(

lint +imd(w C.46)
S = -) +imd(w), (C.46)

Utilizando esta expresion en (C.43) encontramos que

Z% T
5”}1 M~ Qm( ) = iéwg(O). ' (C.47)
Si a continuacion sustituimos (C.47) en (C.37) obtenemos
hm —zR ( 2 ) = wlei_q{?) (C.48)
Moo 11,12 A M2 1 igg(O)z‘ .

Haciendo uso de este dltimo resultado tenemos que la expresién (C.31) para el
espectro S, (w) puede escribirse de la siguiente manera

T
1 159(0) o
SM' (W) = III]“" "'_"‘""7-(-_"'”‘—“”“. (6-49)
1 - iig(O)w

Si ahora escribimos explicitamente la parte imaginaria obtenemos

1 T,
S (w) = FTT Lo (C.50)
donde 9
r,— 2 (C.51)
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Es claro entonces que g(0) # 0 es la tinica (y no muy restrictiva) condicién que se
establece sobre el espectro de frecuencias de los modos normales para que el-coe-
ficiente I, esté bien definido. Por lo dem4s la matriz & es totalmente arbitraria,
lo cual implica que la especificacién detallada del “medio” no es necesaria para
obtener el movimiento Browniano en el limite del acoplamiento débil.
Finalmente, sustituyendo el resultado (C.50) en la expresién (C.23) obtenemos

lim (cos D7 t)go = exp(~L,, |7|), (C.52)

t— 50
ifM=y

el cual nos permite calcular el “coeficiente de friccién” (C.11) como
A}gnw Mry(r)y=I, 71>0. (C.53)

En este punto de nuestro desarrollo es claro que se recuperan los resultados ya
conocidos de la fenomenologia del movimiento Browniano, puesto que la funcién
v(t) que aparece en (C.10) se convierte, en el limite de masa infinita, en una
constante positiva. De igual manera, tomando ese mismo limite en (C.10), esta
ecuacién se reduce asintéticamente a la ecuacién de Langevin

Py(r) = -T, Py(7) + Jim [MF(1) + MF(Xo(7)), 7>0 (C.54)

donde ahora F(7) es una fuerza estocédstica Gaussiana. Para comprobarlo parti-
mos de (C.16). En el limite de masa infinita el tercer sumando de esa expresi6n
es cero en virtud de (C.52) y (C.53). Si ahora sustituimos en los sumandos que
quedan (C.23), tomamos el l{mite ya mencionado y usamos (C.50), tenemos final-
mente que

A}iinoo M(F(1o)F(1o + 7)) = 2T, k,T6(7). (C.55)

Ahora bien, es claro que (C.54) y (C.55) no tienen exactamente la misma forma
de la ecuacién fenomenoldgica de Langevin y de la autocorrelacién de la fuerza
estocdstica, respectivamente; la semejanza se vuelve identidad sélo en el limite
de masa infinita. Sin embargo, para el caso de interacciones a primeros vecinos,
el coeficiente de friccién I, es idéntico a aquel calculado en el capitulo 3. Para
comprobarlo tenemos que partir de la forma explicita de la matriz ® para el caso
de primeros vecinos y condiciones de frontera periédicas

Qij =20i; — 61 — bij1, (C.56)
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utilizar (C.39) para calcular de ahi, por inversién, la funcién f{6) y sustituir la
expresién resultante en (3.61) para obtener finalmente la densidad de frecuencias
9(w), cuya forma explicita estd dada por (3.59) como ya lo habiamos mencionado.
Si ahora sustituimos ¢(0) en (C.51) obtenemos de manera trivial que

1y

M

Para el caso de primeros vecinos tenemos que la expresion asintética (3.31) de
la correspondiente funcién v{t) estd dada por

. w .
V(t) = e para > (C.38)

donde ) = M/m — 1. Si ambos esquemas dan los mismos resultados, entonces
v(t) debe de satisfacer
lim M~(t) = wy, (C.59)

M-ro0

que es un limite andlogo a (C.53). Tomando m = 1 la demostracién es inmediata:

. . M(&J()
wm, Ma(t) =l (M -1)2 =12
= M [/

= Wy,
lo que implica que I,, = I". Queda comprobado que, en el limite del acoplamiento
débil, el modelo de primeros vecinos se vuelve un caso particular del Hamiltonia-

no (C.1).




Apéndice D
Algoritmo de Integracion

Para poder integrar numéricamente las ecuaciones de movimiento (5.5), que es-
cribimos como 2 '

25 = G({X:()}), (D.1)
observamos, en primer lugar, que son invariantes ante una inversién temporal;
esto es, si t — —t, entonces las velocidades del sistema cambian como V; — ~V;
y (D.1) permanece inalterada. Esta caracteristica es fundamental en el desarrollo
que a continuacién presentamos.

Sea At un intervalo de tiempo pequeiio. Si realizamos dos desarrollos en serie
de Taylor, uno hacia adelante y otro hacia atrds en el tiempo, obtenemos, al
sustituir (D.1), las siguientes expresiones

Xi(t + At) = X;i(t) + Atj i)+ A; Gi({X:(t)}) + AGtsjt G:i({X:(t)})
Att & At &3
+ S GO + ﬁagt;c-({;cm}), (D-2)
Xilt - ) = X:(0) - At X0 + S auxn - 5 Laxoy
At! d2 At® o
+ Sr G0N - S SGIG®Y, (D))
donde At™ = (At)™. Si a continuacién tomamos (D.2)+(D.3), el resultado es
Attt &2

Xi(t+At) + Xi(t — At) = 2X,(t) + ALGi({Xi(8)}) + —I‘Q—BFGi({Xi(t)})- (D.4)

En esta expresién y en las subsiguientes el ultimo término del lado derecho es el
error local de truncamiento de mayor orden, el cual se incluye para efectos de com-
paracién. Ahora bien, si despreciamos los términos de orden O(At?) obtenemos

135
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fa forma explicita del algoritmo de Verlet
Xi(t -+ At) = 2X,(1) — X(t — &t) + APG({Xi(H)]), (D.5)

el cual calcula correctamente las posiciones hasta tercer orden en Af. Este al-
goritmo ha sido el més utilizado en estudios de dindmica molecular debido a un
buen numero de razones. La principal de ellas es que es algoritmicamente es-
table [121] para valores relativamente grandes de At. Estc quiere decir que la
expresién (D.5) no amplifica los errores que se van cometiendo de un paso de
integracion al siguiente (las posiciones se calculan correctamente hasta O(A¢%)
incluso para tiempos de cémputo muy grandes). Ademds, su simplicidad lo hace
muy eficiente en términos de tiempo de CPU y de almacenamiento. Sin embargo,
la expresion (D.5) sélo calcula la trayectoria en el espacio de configuracién del
sistemma. Para caleular las velocidades V; (y, por lo tanto, la trayectoria completa
en el espacio fase) podemos tomar (D.2)—(D.3), con lo que obtenemos
At* d

e 1 N .
Wt = s [N+ 80 - Xt - a0] - 26D, (D)
la cual permite calcular la velocidad en el instante ¢ utilizando la informacién
disponible en el intervalo 2Atf. Otra formma equivalente de expresarlas es por
medio de las velocidades que se obtienen a partir de la informacion disponible en

el intervalo At y que estdn definidas como
Xi(t+ At) — Xi(8) = (AOV;(+ At/2), (D.7)

con lo que se obtiene

Vi(t) = -;—[VQ(H Atf2) + Vit - At/fz)] - »~A———C-1—G ({Xi(t)}). (D.8)

El primer inconveniente que encontramos siguiendo esta metodologia es que las
velocidades son calculadas con una precisién inferior a aquella con la cual se cal-
culan las posiciones. Esto plantea problemas muy serios si, como es nuestro caso,
estamos interesados en propiedades que dependan precisamente de las velocidades,
tales como la temperatura cinética y las funciones de autocorrelacién del momen-
to, entre otras. Como los errores locales de truncamiento dependen directamente
del tamaiio del intervalo ¢, éstos disminuyen si tomamos un valor de At sufi-
cienternente pequefio (con el sistema de unidades elegido para plantear la forma




del Hamiltoniano (5.4) siempre tendremos At < 1). Pero en la préctica es im-
portante utilizar el paso de integracién mas grande posible de tal manera que el
muestreo del espacio fase sea lo mds eficiente posible. Este hecho impone una
restriccién muy importante en cuanto al tamaio de At que puede utilizarse en un
problema particular. Finalmente, una restriccién todavia més estricta la impone
el nimero de osciladores utilizados para obtener los resultados reportados en este
trabajo ~ O(10°%), mismo que vuelve impréctico utilizar valores de At para los
cuales (D.6) o (D.8) proporcionan una aproximacién razonable al valor exacto de
las velocidades {V;(¢)}.

Una forma de mejorar esta situacién conservando el algoritmo de Verlet con-
siste en desarrollar las velocidades mismas (ya que éstas son las variables que nos
interesa calcular con la mayor precisién posible) en serie de Taylor para varios
instantes de tiempo, tanto anteriores como posteriores a t, obteniendo asi expre-
siones de mayor orden que (D.8). Planteamos entonces los siguientes desarrollos
en serie para las velocidades:

Vit + A¢/2) = V(o) + 2G(xi0)) + S e (x)
AL a.’2 Att &
t g dt2 Gi({X:(t)}) + 3842@G"({X"(t)})’ (D.9)
Vilt - At/2) = Vilt) - ZLGX0) + S SCUXDY)
At d2 At4 d3
- AL GUXON + S G, (D10)
Wilt = 381/2) = W(t) ~ "GN + 225 TG
27AL° d’-’ 81At* d®

1 gzCiXON + 5o 55 G({X@)}). (D.11)
Si ahora realizamos la suma (D.9)+(D.10) obtenemos

At? d
Vi(t) = _[ (4 AL/2) + Vit — At/2)] - 'é‘ZzEG {X:(0))), (D.12)
que corresponde a la expresién de primer orden (D.8) para V;(t) obtenida por
medio del desarrollo en serie de las posiciones, pero con un término de error local
de magnitud diferente al que aparece en la expresién (D.8). Las implicaciones de
esta diferencia las discutiremos més adelante.
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Tomando la combinacién 3(D.9)+6(D.10)—9(D.11) obtenema
1 At? ?
Vilt) = [Vt + AL/2) + 6Vilt - Ar/2) = Vift = 304/2)] - T LG X)),
" (D.13)
Esta nueva expresién para el cdlculo de las velocidades es correcta hasta segundo
orden en At, por lo cual es inherentemente superior a (D.8) comg estimador de
las velocidades.

Siguiendo este mismo esquema es posible derivar una expresiZm para V;(t) que
sea correcta hasta tercer orden en At. De hecho, Amini y Finrham [136] han
derivado 12 expresiones distintas para el cdlculo de la temperatira cinética por
medio de las velocidades y que son correctas hasta distintos érdenes al tomar los
desarrollos en serie de las posiciones, velocidades y de la energia cinética misma,
inclusive. Sin embargo, existe un problema con todos estos dezarrollos de mads
alto orden en At, ya que las expresiones resultantes son muy pre..as para valores
pequefios del paso de integracién, pero se vuelven numéricment« inestables para
valores grandes de At [137]. Queddndonos entonces con 1as expri-.snes de primer
orden en At {esto es, cuando el error local de truncarniento es = orden At?) se
obtienen las mismas expresiones para las velocidades {(Ecs. (D% / /D.12), como
ya vimos), pero con diferentes coeficientes en los términos del err.- ,cal. A mayor
orden estos dos enfoques nos llevan a diferentes expresiones pe: V; asi como a
diferentes errores locales de truncamiento. kstas diferencias e s coeficientes
surgen debido a que las dos metodoiogias corresponden a proi.:-as de valores
iniciales ligeramente distintos, en los cuales las coordenadas v - -elocidades se
especifican de manera exacta, pero distinta en ambos cases, ;z-z los primeros
pasos de integracién. Para resolver un auténtico problema de cou «iones iniciales
se deben de hacer suposiciones adicionales, como ilustraremos 1::: adelante. Por
lo tanto, ninguno de estos dos enfoques es intrinsecamente super. - al otro.

Debido a todos estos factores podemos decir que la mejor {3 de elegir la
manera de calcular las velocidades tiene que basarse en los resu: =os obtenidos
en un problema particular. Extensas simulaciones reportadas p.- Amini y Fin-
cham [136] muestran que, tanto para el problema de dos oscilade = unidimensio-
nales interaccionando con un potencial Coulombiano repulsivo ci: - para el de un
fluido molecular caracterizado por un potencial de Lennard-Joner -5, los valores

con ia expresién (D.8) estan sistematicamente subestimados, mi - -5 que la ex-
presién (D.13) sobreestima esas mismas cantidades. Puesto que .= desviaciones
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son comparables en magnitud pero tienen signos opuestos, estos autores propo-
nen un procedimiento bastante obvio, aunque totalmente ad hoc, para construir .
un mejor estimador de la energia cinética que consiste en tomar el promedio de
las expresiones para las velocidades (D.8) y (D.13), obteniéndose

1
T 16
Si a esta wltima expresién la escribimos en términos de las posiciones X; que van
siendo calculadas por medio de (D.5), obtenemos finalmente una férmula que nos
permite calcular los momentos { P;(t)} del sistema como

Vi(t) [7Vi(t - At/2) + 10Vi(t - At/2) - Vi(t - 3At/2)]. (D.14)

P(t) = 122t [7[X,-(t+At)-—X,-(t)]+10[X,~(t)—X,~(t~At)]—X,-(t—-At)+X,-(t—2At)].

(D.15)
El esquema completo de integracién consiste entonces en utilizar (D.5) para cal-
cular las posiciones X;(t + At) a partir de la posicién actual X;(t) y la posicién
previa X;(t — At), para a continuacién calcular el momento F;(t) en el instante
actual a partir de las posiciones en los dos instantes inmediatamente anteriores,
Xi(t — At) y X;(t — 2At) por medio de (D.15). Pero entonces notamos que las
posiciones y momentos iniciales {X;(0), F:(0)} no son suficientes para iniciar el
célculo; es necesario hacer suposiciones adicionales para obtener las posiciones en
el instante inmediatamente anterior a t = 0 y poder inicializar asi nuestro esque-
ma de integracién. La forma mds directa de proceder (y que es la que de hecho
hemos utilizado), consiste en obtener las posiciones en el instante —At a partir
de un integrador de Euler de la forma X;(—At) = X;(0) ~ (P;(0)/M;)At, donde
{X;(0) = 0} y los momentos iniciales { P;(0)} satisfacen ciertas caracteristicas ya
explicadas en el capitulo 5. Para el primer paso de integracién se utiliza (D.6) de
tal manera que, a partir del segundo paso, ya se tengan las posiciones en los dos
instantes previos necesarios para aplicar el algoritmo (D.15) en todos los instantes
subsecuentes.

Las trayectorias en el espacio fase de nuestro modelo calculadas a partir del
esquema definido por (D.5) y (D.15) est4n ademds sujetas al efecto de los errores
de redondeo que surgen debido a la implementacién particular que se haga del
algoritmo. Algunas de las fuentes de este tipo de errores estan relacionadas al
niimero de cifras significativas mantenidas en cada etapa del célculo, al orden
en que estos cdlculos sor. efectuados en la prictica y a cualquier aproximacién
utilizada en la evaluaciér. de las funciones involucradas (potencias, raices, etc.),
entre otras. Por mucho, la fuente més importante de los errores de redondeo es




o . _ _ _Apéndice D. Algoritmo de Integracién
la cantidad de cifras significativas que una cierta computadora utiliza para repre-
sentar ntmeros de punto flotante. Para estudiar el efecto de esta fuente de error
en la solucién de nuestro sistema particular hicimos dos implementaciones dife-
rentes del algoritmo: una en la que se utilizé una representacién de nimeros de
punto flotante en doble precision con longitud de palabra de 32 bits v otra con 64
bits. Los resultados de ambas implementaciones muestran diferencias significati-
vas cuando € >» 1 (precisamente el rango de e que nos interesa estudiar), por lo
que todos los calculos reportados en este trabajo fueron realizados utilizando la
aritmética de 64 bits. El efecto de otras posibles fuentes de error de redondeo,
tales como el nivel de optimizacion utilizado para generar el codigo ejecutable (y
que es necesario debido al tamafio de nuestro sistema), parece ser despreciable
segln todos los resultados obtenidos en pruebas preliminares. Como una dltima
comprobacién de la validez de nuestro esquema de integracion, mencionemos que
el valor de la temperatura cinética para el caso ¢ = 10 (75, & 11.61) obtenido por
medio de (D.53) y {D.15) coincide con el valor ya reportado en la literatura [115]
y que fué obtenido utilizando un método de integracion mds elaborado que el
nuestro [138].
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