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RESUMEN 

El problema de la relaci6n entre el caos microsc6pico y el compor- 
tamiento macrosccipico de un sisterna de muchos grados de  libertad 
se explora numQicamente por medio del estudio  de las propiedades 
estadísticas asociadas a la yosicicin y el momento de  una  impureza 
pesada  acoplada a una  cadena de osciladores con interacciones an- 
arm6nicas a primeros vecirios  del tipo Fermi-P~sta-Ulan.  Para 
este modelo particular hemos encontrado  que el comportamiento 
del tiempo  de relajación asociado a la funcitjn de autocorrelación 
del momento  es  diferente  dependiendo del régimen dinámico (ya 
sea regular o cahtico) de l a  cadena. Los principales  resultados 
del presente trabajo han sido reportados en : M .  Romero-Bastida 
y E. Braun, “Microscopic chaos from Brownian motion in a one- 
dimensional  anharmonic oscillator chain,” Phys. Rev. E 65,  036228 
(2002) [ver tambidn http: //arXiv. org/abs/nlin/O201O59]. 



ABSTRACT 

The problem of relating rnicroscopic chaos to macroscopic behavior 
in a many-degrees-of-freedom system is numerically investigated 
by analyzing statistical properties associated to  the position and 
momentum of a heavy impurity embedded i n  a chain of nearest- 
neighbor anharmonic  Fermi-Pasta-Ulam oscillators. For this  par- 
ticular model we have hund that  the behavior of the relaxation  time 
of the momentum  autocorrelation function of the  impurity is  differ- 
ent  depending o11 the dynamical regime [either regular of chaotic) of 
the  lattice. The main results of this work have  been reported in: M. 
Romero-Bastitia and E. Braun, “Microscopic chaos from Brownian 
motion in a one-dimensional anharmonic oscillator chain,” Phys. 
Rev. E 05,036228 (2002) h t t p :  / /arXiv.  org/abs/nlin/0201059 
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Capítulo 1 

Introducción. 

La teoría  cinbtica de los gases fue desarrollada  a finales del siglo XIX, siendo 
la primera  sistematización  rigurosa,  aunque  restringida a un cierto  tipo  de sis- 
temas muy específicos: de  la  teoria  atómica de la materia. Sin embargo, esta 
teoría  no era del todo  aceptada debido  a  la  falta  de evidencia experimental direc- 
ta  del movimiento a nivel molecular. Einstein arguyó que la la  trayectoria  errhtica 
de una  pequeña  partícula  suspendida en un fiuido (fenómeno que  se conoce co- 
mo mo7~imiento Browniano) es el resultado  de 1 ~ 5  colisiones aleatorias con las 
moléculas que  constituyen el fluido. Según la explicación propuesta  por  Einstein 
el comportamiento  de  la  partícula  suspendida  debería  de  mostrar, en promedio, 
algún tipo  de regularidad.  Este  comportamiento efectivamente se manifiesta en 
una cantidad conocida corno desplazamiento  cuadrático medio, la cual se incre- 
menta  linealmente con el tiempo (ver Ec. (2.10) del capítulo  siguiente). A conti- 
nuación, Einstein mostró cómo el factor  de  proporcionalidad está relacionado con 
el número de Avogadro; esto e s ,  con  el número de moléculas que, de  acuerdo a la 
teoría  atómica,  deberían  de colisionar con la  partícula  suspendida.  Aunque  estas 
predicciones fueron comprobadas  experimentalmente  por  Perrin algunos años des- 
pués, confirmando así la hipótesis molecular, la teoría  antes  mencionada se basa 
en una suposición crucial. En su desarrollo,  Einstein  simplemente  supuso que las 
colisiones sucesivas con las moléculas del  fluido deberían de ser  estadísticamente in- 
dependientes. La posicidn de la partícula  suspendida es esencialmente la suma de 
variables aleatorias  independientes,  por lo que, de acuerdo  a la teoría matemática 
de los procesos estocásticos, el resultado es un proceso dihsivo cuya característica 
más fundamental es la dependencia lineal del desplazamiento  cuadrático medio 
con respecto al tiempo, como ya lo habíamos rnenciorlado. Pero un análisis real- 

1 



2 Capitulo 1. Introcluccicjn 
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mente rnicrosccipico debería de estudiar a la p.articula suspendicla junto COI) e f  
fluido como un sistema  dinámico de rnuchos grados de  libertad, goher-ntulc, por 
las ecuaciones de Newton. Entorms mta dinámica, microsc6pica deterrriirkta de- 
bería, de a lqna  rrlanera,  poder explkar la independencia  estadística que Einstein 
supuso a rlivel fenorrrenul6gico. 

h o r a  bien, de los estudios actuales  sobre Is chimica de los sist,emas  de mu- 
chos grados de  libertad  se  sabe que la gran mayoría de  estos so11 catjticos';  esto  es? 
su dintimica  tiene  propiedades muy ciiferwtc!s a la,, de sus  contrapartes integrables. 
Sería natural suponer  entonces  que, colno e1 Buido en el que est& sumergida la 
particula macroscbpica del movilnjento Browniano es un sistcqa esencialrr1ent.e 
cabtico, el efecto de la dinámica rnicrosctjpica deberia  de  alguna  manera  de ser 
cuantificable de rnmera experimental. Gaspard et al. [lj realizaron el primer ex- 
perimento directo para tratar de encontrar  evidencia en este  sentido. E'XZ una 
esfera de plástico  sumergida en  agua en equilibrio  termodinlimico e s t a  autcms 
eucontraron,  midierds las posiciones sucesivas de la esfera y calculando a partir  de 
éstas la  entropia de Koimogorov-Sinai h,, (una, cantidad que, si es positiva,, indica 
en  principio la presencia de una din&nica caótica en un sistemz dado), la primera 
evidencia,  en la forms de una h,, positiva y acothda,  de un cornportarrliento 
caótico a nivel rnicrosc6pico que se manifiesta a x k 4  rnscrosc6pico. 

Sin embargo, en un estudio  posterior de E. C. D. Cohen et al. [a] por medio 
de sinlulaciones  numéricas de un sistema no-edtico (el modelo de vient&rbol de 
Ehrenfest)  pudieron  reproducir  numéricamente el comportamiento de h,, reporta- 
do por Gaspard et al., lo que hace que los resultados  experimentales  de [I] no  sean 
t m  concluyentes como en principio  pudiera  parecer.  Resultados  posteriores 13,111, 
obtenidos  por  medio  de la  comparaci6n del comportamiento  del  desplazamiento 
cuadr6tico  medio,  principslrrlente,  de sistemas no-caóticos y cabticos (entre estos 
Cltirnos el modelo de  Lorentz2), han mostrado  que los efectos de la didmica mi- 
croscópica de  estos  sistemas sobre l s  propiedades  difusivas no son detectables, 
por  lo que existe una duda razonable  de  que,  por  medio de la  metodologia  experi- 
-__- __-__ 

'En este punto de  la expmicibn sólo es necesario saber  que las trayectoria  en el espacio f e  
de uu sistema  de  este  tipo  tienen un caracter  marcadamente no-periódico. Para una dacripci6n 
mas rigurosa, ver el capftulo 4 

2Los Xiode103 utilizados en [2,3,4] consisten en  una  partícula  puntual rnoviendose  con veloci- 
dad unitaria  en dos dimensiones que collsiona con dispersores que no se transfapan. Los modelos 
tipo Ebrenfest (regulares)  consisten  en ciispersoreu cuadrados distribuidos  en posiciones ya sea 
peri6diaa o aleatorias en el pIano,  mientras que los modelos tipo Lorentz (caciticos) consisten 
WI dispersores circulares. 



nlc?rltal presentada en [l], sea posible encontrar evidencia de caos dinámico a nivel 
microscópico. 

El hecho de  que  en modelos microsc6picos  no-ca6ticos se presente la 
fenomenologia del movimiento Browniano no es de ninguna  manera novedoso. L,os 
modelos conocidos genéricamente como de osciladores armónicos acoplados, con- 
sistentes en una  partícula  pesada  sumergida en un retículo de  partículas livianas, 
comparten con los modelos utilizados por Cohen et al. la propiedad de tener una 
d i n h i c a  regular  (esto es, no-caijtica), lo que  permite un estudio  analítico del 
problema. A pesar de  que son modelos muy simplificados, son lo suficientemente 
poderosos como para ser un punto  de  partida  adecuado en la tarea  de esclarecer 
muchas de las hipjtesis necesarias para poder  recuperar  al movimiento Browniano 
macrosc6pico. 

La principal  limitante de  este  tipo  de modelos es su excesiva simplificación en 
cuanto  al  tipo  de interacciones que existen entre l a s  partículas del sistema, ya que 
6sta es de  caracter  armónico. Sin embargo, su estructura puede generalizarse por 
Indio de  la inclusi6n de potenciales anarmónicos, lo que  permite, en principio, 
responder la  pregunta: i,cuAles son l a s  modificaciones introducidas en  el compor- 
tamiento macrosc6pico de  la  partícula  pesada  debido al efecto de una  dinámica 
microsccjpica de  caracter  caótico? A pesar  de  ser un programa de investigación 
inmediato,  hasta el presente no se ha intentado llevarlo a cabo,  y  este  trabajo es 
un primer  paso en esta direccibn. 

Ahora bien, una ventaja  de nuestro enfoque es que, como nuestro  punto de par- 
tida es un modelo necaótico  que  permite  obtener  analíticamente la fenomenologia 
propia del movimiento I3rownian0, la generalización al caso caGtico  nos permite 
asegurar  que l a s  desviaciones del comportamiento  armónico son  el resultado  de 
la dinrlrrlica  caxjtica que hemos impuesto, por construcción, a nuestro  sistema. 
En principio sena entonces posible estudiar, desde un punto  de vista  distinto 
pero  complementario al de Cohen et al., la posibilidad de que en la  dinámica 
macroscópica de la  partícula  pesada se manifiesten, de  alguna  manera, los efectos 
de  la d i n h i c a  microscópica subyacente. 

Los diferentes  conceptos tratados en este  capítulo son explicados a lo largo  de 

En el capítulo 2 se hará una revisión, de  ninguna  manera  exhaustiva, del 
movimiento Brownimo desde el punto  de  vista fenomenológico, así como una dis- 
cusión de los primeros  intentos  de una formulación microscópica (Hamiltoniala) 
para el caso de una particuh pesada  sumergida  en un fluido m o l ~ u l a r .  Estudi- 

la tesis como sigue. 



cor1 el enfoque de I$oItzru~nnn tlesde una pcArspectiv;r histtirica, ver Ref. 171). 
I'odmm ver que, WI general, para pasa.r dc u x m  dcscripci6n totalment,e mi- 

crt.wtipica (haxniIt.o~riar~a) a u l 1 a  tot;ilrnente macrosc6picit (termodinhrnica) tiene 
yuc haber una retiuccih de l o s  grados de libertad involucrados, obtenihdose así 
una  dmcripcidn en la cud un conjunto  de variables reducidas obedecen ecuaciones 
f ~ ? r l o ~ l ~ r ~ o I ( ~ ~ i c ~ ~  bien conocidas. En general es muy dificil conseguir esta reduc- 
cihrl, yero existe u n  fendrneno físico p r a  el cual éSta se consigue de una  manera 
tx~stnntc sencilla. Este ferr6rrleno e:i el nzovirniento B r o u v ~ i ~ n o ,  en el cual se estu- 
dia el r~lovinliento  de una particula macrosccipica suspendida en un  fluido. Pars 
cts-te problema l a s  h h s  v a r j a t k  rnacrosc6picn relevantes son aquellas asociada 
a la  partícula  suspendida,  mientras  que las variables asociadas a las partlcmlas 
que comporlen al fluido entran en la dcscripcih indirectamerlte  a trav6s de sus 
efectos estochticos  sobre la particula  suspendida. Lo anterior fue mostrado  por 
Einstein a principios de siglo, obteniendo  una de 1 s  primeras y m& concluyentes 
demostraciones  del alcance de los m6todos de l a  mecánica  estadística. 

La descripción de este esfuerzo y su continuaci6n por Paul Larigevin alg~mos 
afios despuds será e! primer objetivo  de  este cayit,ulo. Posteriornrente haremos 
una breve revisión de las herramientas teóricas que  han sido desarrolladas para 
estudiar ai movimiento Browniano de manera fenomenoI6gica. Por Último hare- 
mos un recuento de los modelos que han sido diseñados para  tratar de  obtener 
la fenomenología del movimiento Browniano a partir  de modelos microsc6picos, 
concluyendo cox1 una ponderaci6n de los alcances y limitaciones de este  tipo de 
metodología. 

2.2 Antecedentes Hist6isicos 

En el año  de 1828 el bot&nico inglés Robert Brown reportó las  observaciones, 
hechas el año  anterior, sobre el movimiento errático de una  suspensih  de granos 
de polen en agua. Una bella descripción de  este f e n h e n o  fue dada posteriormente 
por Jean I'errin en los siguientes términos: ". . . seria dijicil examinar durante 
mucho  tiempo una preparación de partículas muy finas en  un liquido sin observar. 
un movimiento  perfectamente irregular. Se  mueven,  se  detienen,  empiezan de 
nuevo,  suben, bajan, suben otra vez s i n  que se vea que  tiendan a la inmovilidad [S]." 
Cabe mencionar que  este  tipo de nlovirrliento ya había  sido observado muchas veces 
con anterioridad (Leeuwenhoek, Stephen Grant, Needham, Buffon, Spallanzani, 
entre otros). El gran mérito  de'Brown fue el de afirmar por primera vez que este 
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fenómeno tenía  causas físicas, no biológicas (la referencia al trabajo original de 
Brown, ai corno a los trabajos  anteriores, puede consultarse en el capitdo 15 del. 
libro de Brush [9]). 

Durante e] resto del siglo XIX se sugirieron todo  tipo  de posibles explicaciones: 
@dientes  de  temperatura, evaporación, corrientes de aire,  flujo de calor, capila- 
ridad, 6smwis, ninguna de las cuales result6  satisfactoria (ver Ref. [S] Y Nota I 
en [11]). Uno de los pocos resultados concluyentes obtenidos en este  periodo 
que  este movimiento no depende del tipo  de  partícula  suspendida ni del tipo  de 
fluido  utilizado'. Gradualmerrte fue ganando  terreno la hip6tesis  del origen mo- 
lecular del movimiento Browniano (ya conocido por este  nombre en la  literatura 
de la dpoca), la cual  postula  que  &te se debe al gran  número de colisiones que la 
partícula  suspendida  experimenta con las partículas microscópicas que componen 
al fluido. El resultado  neto del gran número de colisiones es una fuerza  que cam- 
bia  brusca  e  intermitentemente, por lo que el movimiento que realiza la  partícula 
Browniana  se  percibe macroscópicamente como erratico. Es significativo de  este 
período la ausencia total de publicaciones sobre el movimiento Browniaxnpor los 
creadores de la teoría  cinética  tales como Clausius, Maxwell y Boltzmann. Sin 
embargo,  podría sospecharse que &e último ya sabía en 1896 la causa de  este 
movimiento erratic0  cuando escribi6 ". . . particdas muy pequeiius en un gas eje- 
cutan movimientos que resultan del hecho de que la presión  en la superficie de las 
particdas puede  fluctuar [lo]". Los primeros intentos de  aplicar la hipótesis de 
l o s  impactos moleculares al movimiento Browniano resultaron  infructuosos hasta 
que, en 1905, Einstein formuló una  teoría capaz de  orientar a los  físicos experimen- 
tales sobre qué  cantidad  debía ser medida para así poder  comprobar  la hip6tesis 
molecular [ 1 11. 

¿Cu&l fue el método seguido por Einstein? La idea general consiste en derivar 
una descripci6n probabilística válida para  todo un conjunto  de  partículas, en lugar 
de seguir en  el tiempo  la complicada trayectoria  de  una  sola de ellas. La primera 
suposición necesaria es que el movimiento de  cada  partícula es independiente del 
de las demás. La segunda suposición consiste en postular  que la descripción 
deseada esta definida por  una escala de  tiempo re de tal  modo  que  dos  puntos 
diferentes de la trayectoria de una misma partícula,  despu&  de ese iIltervdo, 
pueden considerarse como eventos independientes. Además, no se hace ningún 
intento  por  caracterizar la  dinámica en una escala de tiempo ~ 1 ~ 3  pequefia  que 

'Este  resultado  experimental  tiene consecvencias importantes  que w r h  exp1ord;M en el 
capítulo  siguiente  dentro  del  contexto  de los modelos  de  osciladores a ~ o p l d o ~ .  



8 Canítulo 2. Movimiento Browniano 

También podemos desarrollar n(lc - A, t )  en potencias de A corno 

Sustituyendo  estos Ú1timch.E desarrollos en la  Ec. (2.3) podemos escribir 

En el lado derecho de (2.6) los sumandos impares en A se anulan debido a la condi- 
cibrl de  simetría (2.2). A continuacih tornarnos en comsideraci6n sólrt terminos de 



o(A2). La integral del primer sumando se evalúa usando  (2.1),  mientras  que  del 
tercero definimos al coeficiente de difusitin D en tc!rminos del  segundo  momento- 
de la FDP f (A)  como 

de  donde  también definimos al despluzamiento cuadrútico medio como (A2) SS 

(z2( t ) ) ,  siendo ( S  a)  la representacih del promedio sobre  todos los posibles valores 
de A. Vemos entonces 

Si la condici6n inicial 

que  de (2.6) se oblene la ecuación de difusi6n 

an a2 n 
at O X 2  
" -D.---. 

es que  todas las partículas estén localizadas en x = 0, 
n(x ,  t = O) = N6(z) ,  la soluciGn de esta ecuación es 

N 
(47~Dt)li' 

n ( x , t )  = exp ( -x2/4Dt) , 

Puesto que n(x, t )  tiene la forma de lo que  matemáticamente  se conoce como una 
dl;strdbución Gaussiana, se sigue que la posición promedio de la partícula Brow- 
niama es nula y que el desplazamiento cuadrAtico  medio se incrementa linealrnente 
con  el tiempo,  esto es: 

(A2) = 2Dt, t - re.  (2.10) 

Tanto la distribución  de desplazamientos (2.9) como la relación (2.10) fueron com- 
probadas  experimentalmente por M. Seddig, T. Svedberg, V. Henri, J. Perrin y 
Chaudesaiges (ver Ref. [9]), validando así el esquema general de Einstein. 

La siguiente contribución al estudio del movimiento Browniano fue reportada 
por M. von  Smoluchowski [12] al arlo siguiente de  la publicación del trabajo  de 
Einstein,  aunque  sus resultados fueron obtenidos muchos años antes  de la pu- 
blicación del trabajo  de éste  último [9]. La importancia  de  este  trabajo es que 
utilizó el concepto  de  trayectoria  libre media para calcular (A2). Con esto lo@ 
tomar en cuenta el efecto de las colisiones microscópicas sobre la trayectoria de la  
partícula  Browniana de  una  forma más detallada  que en el tratamiento  de Ein- 
stein, convirtiéndose así en la primera aplicacicjn de la teoría  cinética  al  estudio del 
movimiento Browniano. Siguiendo esta metodología Smoluchowski encontró  una 
expresión para el desplazamiento  cuadrático medio de la forma (A2) = (33 / /2 /4 )Dt .  
Esta ligera  discrepancia en  el  valor del coeficiente de difusión no  debería  sorpren- 
dernos  del todo si recordamos que la teoría  cinética está concebida para el estudio 
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(2.1 1) 

(2.12) 

77 es la viscosidad del fiuido y (t ("S el radio tie la partícula  (supuesta esférica). 
Como vererrms rrhs adelante, la fuerza de fricci6n -rdz/dt y la fuerza  fluctuante 
k ' ( t )  no son independientm una de la otra.  Esto es una consecuencia del hecho 
de que la5 colisiones moleculam que dar) origen a estas fuerzas no pueden ser 
separadas en un tipo  de colisión que d6 origen s d o  a un efecto de fricción y en 
otro  tipo  que de origen sblo a un efecto fluctuante". A continuación, Langevin 
supuso que la fuerza fluctuante F ( t )  y fa posición de la  partícula  Browniana e s t h  
descorrelaciorladas temporalmente: 

(2.13) 

donde {. .> denota un promedio tomado sobre todas las posibles realizaciones de la 
fuerza F ( t ) .  Multiplicando  la Ec. (2.11) por x, tornando el promedio  anteriormente 

'Para modelos simplificxios [14] que tomen  en  cuenta  de  una manera sencilla los &?tos de 
iau cmlisionaq moleculares individuales sobre la velocidad de la partícula Browniana,  se  obtienen 
resultados que reproducen exac%amente l a s  predicciones de  la ecuaci6n de Langevin,  validando 
asi la hipótesis de la separaci6n de ffjerzas en (2.11) para el  caso  particular  de  estos modelos. 

- 
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definido y utilizando  la condición (2.13) se obtiene 

(2.14) 

Langevin supuso a continuación que la partícula está en equilibrio  termodinámico 
con  el fluido circundante.  Esto equivale a decir que el promedio de la energía 
cinética de  la  partícula Browniana es proporcional a la  temperatura del fluido. 
Formalizando esta observaci6n tenemos lo que se conoce como el principio de 
equiparticidn: M ( v 2 )  = k,,T (kk, es la  constante  de Boltzrnann y T es la tempe- 
ratura del fluido). Si czdemás utilizamos el cambio de variable = d(x2) /d t ,  la 
ecuación (2.14) se puede escribir como 

cuya solución es 

(2.15) 

(2.16) 

Después de un  tiempo  transitorio 7; = M/G.;rrqa 21 10-8s, valido para partículas 
en las que  se observa el movimiento Browniano, se entra a un régimen en el cual 
6 N cte.  Esto implica que  la  partícula no se ha movido en promedio ((a;) = O)  y 
que el valor asintótico del desplazamiento  cuadrático medio está  dado por 

(Z"( t ) )  = ". t ,  t >> 7;. k B  T 
37rqa 

(2.17) 

Este  resultado no es otro que la relacicjn de difusi6n de  Einstein,  pero  ahora 
tenemos un valor explícito para el coeficiente de difusi6n: 

(2.18) 

Como hemos tenido ocasión de ver, el método  de Langevin ofrece una  forma 
m& clara  de cuantificar el efecto de las colisiones moleculares sobre la partícula 
Browniana a través de la fuerza fluctuante F ( t )  junto con sus propiedades es- 
tadísticas. El mktodo de Einstein no es tan explicito, pues el efecto de F ( t )  es 
introducido a través de  la FDP f ( A ) .  Sin embargo, ambas descripciones com- 
parten un mismo formalismo matemático en t6rminos de lo que  actualmente se 
conocen como procesos estocústicos, los cuales son muy comunes en muchas Areas 
distintas  de la física. De hecho, el formalismo de Einstein fue  desarrollado inde- 
pendientemente  por L. Bachelier para  estudiar  la especulación en  el mercado de 
valores de  París  alrededor  de 1900 191. 



12 Capitulo 2. Movimiento Brownicvm 
". " "" - "- ._ "" 

2.3 Fenomenologia 

En la terminología  moderna poderiIos decir que, tauto  la posiciOn en c l  análisis 
de Einstein como la velocidad en el de Langevin  son procesos Mnrkofianos. Un 
proceso de  este  tipo  está  descrito por cualquier funcicirl del tiempo @It> cuyo valor 
ai tierr~po t + rllt pueda determinarse probabade'sticarner~te a partir  de su valor  en t ,  
pero de t d  modo que esta estimación no pueda ser mejorada con el conocimiento 
de valores de @(t)  previos a t .  Esta condición implica una forma muy específic,a 
de relacionar a o(t + d t )  con o(t), la cual w 1151 

En esta ec~mciGrn A(CP(t), t )  y D ( @ ( t ) ,  t )  son funciones diferenciablcts ell sus ar- 
gumentos, conocidas corno funcio'n de urrmtm y ftmcidn de difusitin del proceso, 
respectivamente. N ( t )  es una variable aleatoria  uorrnd con media O y vasialza 
1, por lo que adoptarnos la uotaci6n 1V(t) z X(0, I) ;  c0111o pars cada instante se 
torna un vdor distinto de la variable aleatoria,  la  dependencia  temporal es irn- 
plícita. Ademdls, N ( t )  está descorrehcionach tcnnporalrneut.e de N ( t )  si t # t', La 
demostracíh  de  que efectivamente potIeroos describir la evdrlcicSn ternpora! de un  
proceso Msrkofiimo por medio de (2.19) est6 detaI1ada ~ K I  la Ref.  [Is] y consiste 
en subdividir el interv&~ [c,  t + d t )  en n -+ subintervalos iglales, imponiendo la 
condici6n de  que la suma de los incrementos de 8 en esos subintervalos sea igual 
al incremento total Z(Q(t), t ;  d t )  E (3(t + d t )  - o(t) sobre el intervalo  completo. 
Debido al teorema del límite  central  resulta que el incremento  total es una variable 
deatoria distribuida normalrrlerlte con media A ( Q ( t ) ,  t ) d t  y varianza D((3(t) ,  t)dt:  
esto e s ,  E ( 8 ( t ) , t ;  d t )  = N(A(B(G), t ) d t ,  D(@( t )>  t ) d t ) .  Finalmexite, utilizando Ia 
transformación funcional N ( a ,  p') = a + /3N(O, 1) junto con. Q E -4(@(t), t ) d t  y 
,8 E D(Q(t) , t )dt  se llega al resultado (2.19)3. 

Un proceso Markoffiano cuyas funciones de arrastre y memoria tengan la fo~rna 

donde I-, y c sean dos constantes positivas se le conoce como un proceso de 
~~ 

30peracionalmente puede  considerarse  que (2.19) define un  algoritmo  de integraciGn para una 
ecuwi6r.i diferencial e&ocristica en el que dt juega el papel de un incremento temporal discreto 
At. Lo anterior ha sido mostxaclo explícitnmerlte en un contexto totalmente diferente en (161 
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Omstein-Uhlenbeck. Para el caso particular en que 

D M  2 k H T  
2 

7 =-  
S kHT y .=-(-) D M '  

(2.21) 

la ecuación (2.19) corresponde a  la ecuación de Langevin (2.1 1) escrita en t6rrninos 
de la velocidad de la partícula Urowniana, v(t)  = dz/dt 5 Q ( t ) .  La correspon- 
diente  coordenada  de posición se se puede calcular a partir  de 

t 

z(p) - z(O) = 1 v( t ' )dt ' .  
O 

(2.22) 

Por otra  parte, si ahora se tornan 

A ( 8 ( t ) ,  t )  = O y D(o( t ) ,  t )  = c*, (2.23) 

de  tal modo que C* > O, se obtiene lo que se conoce como un proceso de Wiener sin 
arrastre con una constante  de difusión c'. En particular,  si  la  variable  aleatoria es 
la posicibn de la partícula Browniana, O(t) 3 z ( t ) ,  la ecuacibn de evolución que 
se obtiene a partir de (2.19) tiene la forma 

z( t  + d t )  = x(!) + (C*d t )%v( t )  (2.24) 

Ahora  bien,  resulta  en general que  la posición de  la  partícula  Browniana  calculada 
a partir de la integral (2.22) no coincide con  el correspondiente  resultado  obtenido 
a partir  de  la ecuación de evolución (2.24) (la primera es una aproximación muy 
burda a la segunda). Sin embargo, si tomarnos r, "+ O y c -+ 00 de  tal modo 
que T , C ' / ~  = ( 2 D ) 1 / 2  = c.te, entonces la posición de la partícula Browniana en 
el esquema de Langevin (calculada  a partir de (2.22)) corresponde a un proceso 
Markoffiano que es estada'sticarnerrte irrddstinguible de  la posición de esa  misma 
partícula  Browniana  calculada según el esquema de  Einstein  si en (2.24) se hace 
la identificación C* = 5'. [17]. Esto  último implica que la hipótesis  de  Einstein 
sobre la  existencia  de la escala de tiempo re debe de entenderse  en el sentido  de 
que los cambios en la posición de la  partícula Browniana ocurren en una escala 
de  tiempo  que es grande en comparación con aquella en la que  ocurren cambios 
significativos en la velocidad de  la  misma;  esto  es, re >> 7; .  Es  en este  sentido 
que la representación más general de la posicibn de  una  partícula  Browniana  está 
dada por  la inteb.ral temporal de u11 proceso de  Ornstein-Uhlenbeck, m &  que  por 
un proceso de Wiener. 
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2.3.1 Ecuaci6n de lJcnn.gevin 

En términos  de  la velocidad de la  partícula  Browniana,  la ecuacibn de Larlgevin 
unidimensional se escribe corno 

dv n;, "" 1. 

d t  -yv + F ( t ) .  (2.25) 

Debido a la prmenci;b de F ( t ) ,  la anterior es una  ecuacidn  diferencial estochtica 
que no puede ser  resuelta a menos que se  hagan  algunas  suposiciones  sobre la 
naturaleza  estadística  de F( t ) .  Puesto  que  4sta  representa el efecto aleatorio de 
l a s  colisiones a nivel molecular,  suponemos  que F ( t )  es una  variable estochtica 
distribuida  Gaussianamente con un primer y un segundo  momentos d d o s  por 

( F ( t ) )  -L o y (F(t)b; '( t ' ))  = anqt - t '),  (2.26) 

donde .l3 es una corlstacte cuyo sigrifieado se explicari r r A s  adelante y ( e  - m >  

tiene el rrlisrno significado que en la sección anterior. La presencia  de la f u n -  
ci6n delta  de Dirac en  el segundo momento es una consecuencia de la observacihn 
fenomenoi6gica de que la cxala de tiempo  característica  de  las  fiuctuaciones  (cam- 
bios de valor)  de F ( t )  es muy pequeiía relativa a la  escala  de tiempo '5 caac- 
teristics  de la descripción  de Langevin. Por lo tanto 

( .F ( t ) v (O) )  = o t > o, (2.27) 

la c u d  nos dice  simplemente  que, durante la misma  escala  de  tiempo 7;, el cambio 
en u es despreciable,  mientras que F ya ha experimentado  numerosas  fluctuaciones. 

Bajo las suposiciones  anteriores podemos ahora  obtener  varias predicciones 
interesantes a partir  de (2.25). La solución formal de  esta ecuación es 

(2.28) 

Multiplicmido a (2.28) por v(O), usando  (2.27) y suponiendo  que el principio  de 
equiparticitin se satisface para el estado inicial ( (~ ' (0) )  = kBTIM-')  obtenemos 
como resul tatlo 

( v ( t ) v ( ~ ) j  = exp ( - -$ /M>,  (2.29) 
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lo cual nos dice que la funci6n de autocorrelación de la velocidad decae exponen- 
cialmente en un tiempo  característico T = M/y que  depende  de la masa  de la . .  

partícula y de las propiedades del fluido. Cabe rnencionar que esta T es idéntica a 
la 7; de la descripci6n de Langevin y a la 7, con la que ider1tificarnos a la ecuaci6n 
de Langevin con un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, por lo que a partir  de  este 
momento  adoptamos a r como nomenclatura general. Adem&,  la forma exponen- 
cia1 (2.29) de  la autocorreIaci6n de la velocidad es la propiedad m& conocida que 
caracteriza  a un proceso Markoffiano. 

Por otra  parte, si a partir de  (2.28)  ca~culartms I J ' ( ~ )  y promediamos, encon- 
trarnos,  usando adem& las ecuaciones (2.26), (2.27) y  (2.29), que 

(2.30) 

Puesto  que  se  espera físicamente que el principio de equipartici6n  tenga validez 
asintótica  (esto es, para t >> T )  tenernos que, en ausencia de perturbaciones 
externas, el lado derecho de esta  última ecuación debe  de ser  igual  a kB7'/2. 
Entonces B tiene que tener un valor  muy  específico, lo que nos lleva al bien 
conocido teorema de ~uctucación-diszpacidn 

B = 7(tkH7') (2.31) 

Esta ecuación establece el hecho de que la intensidad de la fuerza  fluctuante, 
cuantificada a través de B ,  está  relacionada  a la disipación de la energía de la 
partícula  Browniana  debida al fluido de tal rnanera que, si uno conoce la  primera, 
la segunda se puede  calcular, y recíprocamente. Es en  este  sentido  que las fuerzas 
sistematica y fluctuante estasl relacionadas, como ya habíamos mencionado antes. 
Nótese también  que las ecuaciones (2.26) y (2.31) sugieren que, en general, 

(2.32) 

donde hemos utilizado la propiedad de  que s( t )  es una función par en t .  La 
Ec. (2.32) ofrece una  forma  de  calcular el coeficiente de fricción y a partir del 
conocimiento de  la función de autocorrelación de la fuerza  fluctuante F ( t ) .  

Por  otro lado,  calculando  la posición de la partícula  Browniana a partir 
de (2.22) se tiene  que el desplazamiento cuadrático medio se puede escribir como 

( [5 ( t )  - 2(0)j2) = I t  dt' d t"(v( t ' )v( t")) ,  
O O (2.33) 



D == 1 (?.!(O)U(t))dt .  
m, 

(2.34) 

podernos inferir  que las propiedades esttacii:;ticas del lado izquierdo son las mis- 
mas que 1% del lads derecho. 13eIo &te contiene a F ( t )  linealnrentc; esto es, 
tenernos u m  suma  de variables deyerdientes de la fuerza &.ochsstica y, por io 
tmlto, estocásticas ellas mismas. Si F( t )  es una variable Gaussiana, entonces el 
lado derecho ser& tambih una variable Gaussima [IS]. Por lo tanto la  cornhi-. 
nación v(t)  -- v(0) exp(--yt/M)  est6  distribuida  Gaussianarntnte. La distribuci6n 
de velocidades puede escribirse entonces como 

(2.37) 

('2.38) 
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la cual es precisamente una distribución Maxwelliana de velocidades que describe 
al estado  de  equilibrio. Podernos decir entonces que la partícula.Browniana llega, . . 
despu6s de  cierto  tiempo, a un estado  de equilibrio independientemente de la 
velocidad v(0) que  haya  tenido  inicialmente. 

De la solución (2.36) se puede encontrar  tambiéu la distribución  de posiciones 
x al tiempo t. El resultado es [18] 

M r  -2 

2nkUT[27"t  - 3 + 4exp(-yt/M) - exp(-2yt/M)] 

x exp (- .- ) . (2.39) 2 / ~ ~ ~ [ 2 7 " l t  - 3 + 4 exp( - y t /M)  - exp(  -2yt/M)] 

f&, t; z(O), v(0)) = 

M7-2[2 - z(0) - 72~(0){1 - exp(-yt/M))l2 

De igual manera,  para tiempos t >> T la expresión anterior se reduce a 

donde  se ha usado la definición (2.35) para D. 

(- 4Dt ) '  
Ix - m 1 2  (2.40) 

Es claro entonces que  en  este 
rbgimen temporal se recupera  la  densidad nurndrica (2.9) obtenida  por el m6todo 
de Einstein. 

Volviendo a la distribución (2.39) podemos obtener  la expresión general del 
desplazamiento  cuadrhtico medio para cualquier régimen temporal  calculando 

( [z( t )  - Z(0)j"i = 1": Z 2 f Z ( X ,  t; z(O), V ( 0 ) ) d Z  
O 

(2.41) 

([Z(t) - S(O)]') = " 2kuT [ - yt - 1 +exp (--:)I , 
M7" M 

del cual se obtiene 

(2.42) 

(2.43) 

El primero  de estos  resultados no es otro  que la relación de difusión de Ein- 
stein,  mientras que el segundo tiene un  significado físico  muy claro: para tiempos 
pequeÍíos el efecto del medio circundante sobre la partícula Browniana es despre- 
ciable, por lo que &a se mueve como partícula  libre. 
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2.3.2 Ecuaci6n de Fakker-Planck 

está dada por 

(2.45) 

La solución a esta ecuaci6n diferencial parcial se puede obtener utilizando 
métodos bien conocidos [18] para unas condiciones iniciales dada y puede además 
mostrarse que, para tiempos grandes, 

(2.46) 

donde f,"q(v) es la distribución Maxwelliana de velocidades para la  partícula con 
velocidad 'u, masa M ,  inmersa en un fluido a temperatura T y cuya  forma eqlícita 
está dada por la  ecuación (2.38) de la  seeci6n anterior. Por lo tanto, podemos 
concluir yue los esquemas de Langevin y de Fokker-Planck son equivalentes. 
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2.4 Modelos Microscópicos 

Como ya hemos tenido  oportunidad  de ver, la teoría fenomenológica del movimien- 
to Browniano proporciona  una descripción bastante  satisfactoria  de las observa- 
ciones experimentales. Sin embargo, es una teoría esencialmente incompleta (como 
toda  teoría fenomenol6gica), pues tanto el coeficiente de fiicci6n como el de di- 
fusi6n tienen que obtenerse a partir de  datos experimentales.  Una descripción 
m& fundamental  tendría  que ser estrictamente microscópica y en ella los coefi- 
cientes  antes mencionados deberían  de poderse calcular a partir  de los parhe t ros  
moleculares del fluido. Para alcanzar  este  objetivo,  en los primeros trabajos  la 
metodología  consisti6 en partir  de  una descripción mesosc6pica, a partir  de  la 
c u d  se obtiene  la ecuación de evolucidn para  la función de distribución de  una 
partícula  pesada. Posteriormente,  y  utilizando diversas técnicas  tales como los * 
peradores de proyección, fue posible derivar  formalmente la ecuacibn de Langevin. 
Sin embargo, en todos estos enfoques se obtienen expresiones meramente formales 
para los coeficientes de  transporte  que  no es posible evaluar de manera  explícita.. . - 

Es por ello que  ha sido necesario recurrir a simulaciones de  computadora  para 
realizar cálculos explícitos de los mismos. Sólo en algunos casos muy específicos 
(esferas duras)  ha sido posible algún  desarrollo  analítico,  pero aún así los  cAlculos 
numericos son necesarios para  extraer  la información relevante de  las expresiones 
resultantes,  como a continuacih veremos. 

2.4.1 Modelo  de Fluido: Primeros Trabajos 

La primera  teoría microscópica del movimiento Browniano fue desarrollada por 
Kirkwood [19] y es aplicable a la autodifusión de un &tomo o molécula inmersa 
en un  medio  compuesto de partículas  idénticas,  tales como el argón líquido. Este 
tipo  de  sistemas  están descritos, a nivel microscópico, por un Hamiltonixlo de la 
forma 

(2.47) 

donde pi y m son el momento y la  masa  de  la i-ésima partícula del fluido, mientras 
que ¿D(rij) es el potencial  de interacción entre pares  de  partículas y que s610 
depende  de la distancia Tij entre ellas. El principal  resultado de esta teoría es 
una expresión para el coeficiente de friccirjn y en términos de una función de 



(2.48) 

donde 7' es la temperatura en equilibrio del fluido, F ( t )  es la fuerza total al tiern- 
po t actuando sobre una  cierta  partícula del fluido  debida a todas las  demás y 
el promedio ( S  - -$ se toma con respecto a. la funcib  de  distribucih  de equilibrio 
del fuido. El tiempo 7 k  fue introducido por Kirkwood debido a que la integral 
en (2.48) se anula en el límite ~k "+ =o para sistemas con un aúmero finita de  gra- 
dos de  libertad4. Esto implica que los tiempos de observación deben  de ser grandes 
respecto a los tiempos  característicos asociados a  las vaxiables microscopicas, pero 
pequefios relativos a los tiempos de recurxencia. del sistema. Aunque io anterior 
establece un rango de validez para los vaiores de ~ k ,  no se ha encontrado la manera 
de calcular  este tiempo de forma analitica. Alma bien, aunque Kirkwood arguytj 
de rr~anera plausible que (2.48) es valida para calcular el coeficiente de fricci6n 
de una  particula que tenga una mwa mayor que l a s  del fluido circundante,  esta 
suposicidra s6lo pudo  estudiarse en trabajos posteriores. 

El primer análisis riguroso de un sistema compuesto por una psrticula pesada 
de masa M interaccionzudo COD un A d o  compuesto de pxticulas idénticas de 
rnasa m fue debi.do a Lebowitz y Rubi~l 1201. Esta3 autores  plantearon el siguiente 
Harniltoniano, 

donde rp: y pi 5 7nvi son las posiciones y momentos de la i-&ma partícula 
del fluido, mientras que R y P E MV son la posición y el Inomento de la 
partícula  pesada, respectivamente; (P corresponde a la interacción entre  cualquier 
par de  partícula? del fluido y I/ es la  energla pot,encial de interacci6n entre éstas 
y la partícula masiva. Si se considera adern&s el efecto de  un  campo  externo 

'Este hecho es una. consecuencia del teorema de mcurrencia de Poinmré, el cual  establece  que, 
para  un  sistema mechico en el cud  l a s  fuerza dependan sólo de l a  coorderkadas espaciales, la 
trayectoria en el espacio fase regresa a una vecindad arbitrariamente pequeiia del punto inicial si 
el sistema  tiene un número  finito de  grados de libertad y se espera un tiempo io suficientemente 
pande  (Ver apkndice V de la Ref. [18] para  una  demostrxibn). El tiempo de recumncia (o ciclo 
de PoinwE) designa el tiempo que  tarda e! sistema en  regresar a ¡a vecindad del punco inicial en 
a t e  tipo de movimiento  '.cuasi-periMico".  Aunque  este tiempo es ex-trmrdinarimente  grande 
para sistemas reales  de molku iu ,  es'importante  tenerlo  presente para desarrollos  posteriores. 

"" 
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constante E tenemos que la evolucicin temporal  de  la  densidad  de  probabilidad 
fN)(R, P, IN, pN; t )  para  este  sistema  de n/ = N + 1 partículas  está  gobernada . I  

por la ecuación de Liouville 

(2.50) 

donde C es el correspondiente  operador de Liouville. La función de distribuci6m 
de  la  partícula pesada 

f (R, P; t )  == j(”‘)(R, P, r N ,  pN; t )drNdpN (2.51) 

obedece una ecuaci6n de movimiento que  se  obtiene al integrar (2.50) sobre rN y 
pN. Si a continuacih se realiza un desarrollo en serie de  potencias del cociente 
de masas A2 = m / M :  

entonces se obtiene,  a  primer orden en el desarrollo anterior, la ecuación de Fokker- 
PIanck para la función de distribuci6n de la partícula  pesada  de la forma 

aP M dR 
(2.52) 

siendo esta ecuación válida para tiempos muy grandes comparados con  los tiempos 
de relajación característicos del fluido. Además, como en la derivación de (2.52) se 
utilizó el límite  termodinámico N -+ 0 0 ,  entonces se puede reescribir la expresi6n 
de Kirkwood para el coeficiente de fricción 7 en el límite X2 << 1 como 

(2.53) 

donde la función de 
sistema de referencia 

autocorrelacih  de la fuerza tiene  que ser evaluada en  un 
en el cual la  partícula  pesada  este fija en  el espacio. Poste- 

riormente Lebowitz y R6sibois [21] extendieron el análisis  anterior para el cam  de 
un campo  externo  dependiente del tiempo E eiWt actuando sobre la partícula pesa- 
da. Utilizando un operador  que  promedia sobre las  variables del fluido mostraron 
además la equivalencia de  sus  resultados con aquellos obtenidos en el trabajo 
anterior  de Résibois y Davis ;22]. 
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En todos los traba~jrxs anteriores los ténninos de orden  superior eu X son des- 
preciados  para  poder así reducir l a s  ccuaciones de evolucich mesoscópicas a las 
ecuaeiones que desct-ibt3Ii al movimiento Urowni;mr, mxroscbpico. Sin embargo, 
la dependencia temporal de estos tfirmirlos de order] superior no fue suficiente- 
mente  investigada ( : o n 1 0  para justificar su el'smir~ación para. tiempos rnuy grandes. 
Mazur y Oppenllcim [23] fueron al parecer los primeros en  estudiar  este  problema 
trabajando  directamente con la eccuaci6n de Langevin para la partícula  pesada en 
lugar  de la furlcih ( l e  distribuci6n, corno en los casos au!teriores. Su metodología 
consisti6 en construir  la ecuacihn dirliirrlicn para el rrlomnento P de la  partícula 
pesada a partir del Wrmdtoniauo (2.49) para posteriormente estudia.r bajo qué 
condiciones se reduce a la ccuacic',n de Langevin fenornenolbgica. Estos autores 
encontraron ama ecuacidn tipo Langevin que es vdida h s t a  ()(A2) para cualquier 
escala de  tiempo, suponiendo que el momento de la pwticula pesada  sea de orden 
A-' y que las funciones de correlacih de 1% variables asociadas al fiuicio en pre- 
sencia de u11a particuls pesada fija en el espacio decaigan con sllficiente rapidez. 
Ahora  bien, en el limite A2 -+ O ,  t -+ m, A't = d e .  (conocido en In litwatura corno 
lámitr: de acoplamiento d i h d  j se recupera Ia ecuación de Langevin fenornenofilgica 
junto con la cxpresibat (2.48) que ahora se escribe como 

(2.34) 

En e5te punto de  nuestra exposicicin  es importante rrlerlcionar que,  aunque la fuerza 
microsccipica F(t) se comporta CQIW una fuerza  estocástica  en esta aproxirnaci6n, 
su estructura ( a l  igual que en todos 10s casos anteriores) es tan complicacta que 
no es posible hacer un cálculo explícito del coeficiente de fricción. 

Puesto  que el momento  de la  particula ma.siva es de  orden X", se  puede inferir 
que la escala de  tiempo en que la función de distribuciGrr f(R, P; t> exyerimen- 
ta variaciones significat,ivas es lenta comparada con la  correspondiente  escala de 
tiempo  asociada al fluido. Esto  implica  que  puede considerarse al mornento de la 
partícula pesada, como una variable lenta en  comparación con  los momentos  de 
las partículas del fluido, lo cual está demostrado  explícitamente que se cumple 
en el limite A2 "+ O 1241. Ahora bien, como a nivel macroscópico la ecuación de 
Langevin está definida  solamente en thminos del momento de la  partícula masiva: 
es razonable  suponer  que, a nivel  mesosccjpico, la variable  dinámica  que  describa 
al estado del sistema  será  una coordenada. de rrlornento asociada a la  partícula 
pesada y que torne en cuenta el efecto de todas las demh variables del  sistema. 
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(2.55) 

Es sabido  que (251, e11 términos  de la nueva variable p ( t ) ,  resulta una descripcihn 
totalmente  andoga a la obtenida con (2.50) si ahora, tomamos  como  punto  de 
partida  la ecuación de evolución para d(t), la cual tiene  la forma 

(2.56) 

Utilizando la  tknica  de los operadores de proyección sugerida  por Zwanzig  [26] y 
desarrollada  posteriormente  por Mori  [27], se puede reescribir la Ec. (2.56) de la 
forma  conocida  en la  literatura como ecuación generalazada de Langevin y que es 
la siguiente 

dp( t )  
dt = - I'Z(1 - t')d(t')dt' + q t ) ,  

donde 

Y 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

son conocidas como función de memoria y fuerza a h t o r i a ,  respectivamente, 
mientras  que P es el operador  de proyección sobre la variable P(0).  Obsérvese 
que (2.57) es una ecuación formal de evolución para la variable p( t )  en la  que el 
efecto del  resto  de las variables del sistema  está  contenido  en P ( t ) ,  por lo que, 
en principio, es una ecuación exacta a nivel  mesoscópico. Sin embargo, su estruc- 
tura es tan complicada  que  obtener  analíticamente  resultados  cuantitativos con 
ella es una  tarea por demis imposible. Muestra de ello es que, en principio, se 
puede  calcular el coeficiente de difusión D a partir  de  la  integral  de  la función 
de autocorrelación del momento p( t ) .  Esta función puede a su vez obtenerse  a 
partir  de (2.57) si muitiplicamos a esta  última por p(t') y tomamos el promedio 
estadístico, lo que  resulta en una ecuación para la funci6n de autocorrelación del 
momento  que  puede resolverse formalmente  utilizando la transformada  de Laplace. 
El resultado  queda expresado en términos  de  la función de  memoria,  misma  que 
puede representarse  por medio de un desarrollo en fracciones continuas [28]. Sin 
embargo, los coeficientes de'este desarrollo (conocidos como coeficientes de Mori) 
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2.4.2 Modelo de Fluido: Desarrollos Posteriores 

Como hemos podido ver, el problema del czllculo de 10s coeficientes de tram- 
porte consiste, esencialmente, en resolver un problema de muchos cuerpos, 10 que 
resulta  analíticamente imposible en general para sistemas  descritos  por el b m i l -  
toniano (2.48). Sin  embargo,  utilizando técnicas de   d inh ica  molecular posible 
realizar el  cAlculo numtkicamente,  por lo que  debe  de  plantearse  una  forma ex- 
plícita para el potencial de interaccibn. Siguiendo esta metodología Vogelsang y 
Hoheisel  [36] fueron los primeros en calcular,  para un potencial de Lennard-Jones 
(12-6), el coeficiente de friccicin y a partir  de la expresión (2.48), encontrhdose 
que la integral de  la funci6n de autocorrelación de la fuerza alcanza un valor  cons- 
t a t e  para el caso de  una  particula masiva con una  masa tal que 50 < M < 180 
e  inmersa en un fluido compuesto de  entre 256 y 864 partículas  livianas.  Para 
las valores de  masa utilizados el tiempo q., postulado por Kirkwood y que nece- 
sariamente  debe de  ser  tomado en cuenta  para el caso de sistemas finitos, resulta 
tener un valor de  entre 0.75 y 2.0 ps. Estos  autores  mostraron  que el  cAlculo de 
7 a partir  de  la funci6n de autocorrelación de la fuerza, para el caso de un flui- 
do compuesto de  partículas iddnticas, s610 puede realizarse utilizando la ecuación 
generalizada de Langevin (2.57). Adicionalmente, se  encuentran  resultados  total- 
mente  congruentes con los anteriores  si  además de variar la masa también se varía 
el  volumen de  la  partícula masiva, 1371. 

Para el caso de un fluido de esferas duras elásticas ha sido posible obtener  de 
manera  analítica,  adaptando el método  de las escalas múltiples de tiempo [38] al 
caso de potenciales discontinuos, una expresión explícita y exacta  para el  coefi- 
ciente de fricci6n y válida en el límite A2 + O [39]. Este coeficiente se separa 
naturalmente en la  suma  de dos contribuciones. La primera  resulta ser propor- 
cional a la  densidad  de  equilibrio  del fluido en  contacto con la  partícula  pesada y 
corresponde a las predicciones de la aproximación cinética de Enskog. El segundo 
término proviene del ritmo  instantáneo  de  transferencia  de  momento del fluido a la 
partícula masiva y corresponde esencialmente a la expresión de Kirkwood (2.48) 
para el caso del potencial de esfera dura. Aunque se encuentra  una expresión 
explícita para  la fuerza F(t) ejercida  por las partículas  del fluido durante las CO- 

lisiones con la partícula  pesada, el cálculo “exacto” de este témino sólo puede 
realizarse por  medio de simulaciones de dinAmica molecular [40], del mismo nlodo 
que con  el caso del  potencial  continuo de Lennard-Jones. Los resultados  obtenidos 
con estos modelos muestran.claramente  que es perfectamente posible calcular 10s 



coeficientes de transporte macroscópicos, aunque s610 para casos particulares y 
xceptando l a s  Iimitaciones propias de Ia.rnétodos de la  dirlAnlPcs rnoltxular. I 

Tonlardo en cuenta todo lo anteriormente dicho en este  capítulo, podernos sacar 
algunas conclusiones generales. En primer Iugar, vernos que  la feuomenología del 
movimiento Browniano tiene el estatus  de teoría  satisfactoriamente  desarrollada 
y eon militiples aplicaciones en las m& diversas &reas de investigación, tanto 
te6ricas como aplicadas. Sin embargo, no se puede decir que su fundamentacihl 
rnicrosc6pica est6 totalmente  acabada.  Aunque,  como ya hemos tenido ocasi6n de 
ver, se ha podido encontrllr la funci6n de distribución para  la  partícula  pesada y su 
ecuación de evoluci6n, sGlo se han podido encontrar expresiones formales para el 
coeficiente de friccitrn. íle estas expresiones no se encuentra indicación alguna  de 
cómo calcularlas expkitarnente  para una interaccirjn específica, salvo para el  catso 
de esferas duras, como ya también se indicó. Debido a esta  falta  de resultados 
cuantitativchs es que  todavía :;on de p a r 1  utilidad los enfoques terrrlodinbnicos 
(fenomenológicos) a este problema j41]. 

Un gran avance sería el poder term un modelo en el que  pudiera llevarse a 
cabo  de forma  completa el siguiente programa:  que  consiste en: 

o Resolver la5 ecuaciones de movirniento del sistema mecánico consisteute en 
una p,articula pesada acoplada. a un conjunto  de  partículas livianas que cons- 
tituyen el “medio” en el que  aquella esta sumergida. La solución consiste 
de expresiones para las coordenadas y momentos al tiempo t en términos  de 
condiciones iniciales para cada una de las particulas del sistema. 

e Suponer que los valores de las  coordenadas y momentos injciales del [‘medio” 
satisfacen una distribución de equilibrio bien definida, tal como la que des- 
cribe a u n  ensamble can6nico. Las partículas  livianas  juegan entonces el 
papel de “baiio térmico”. 

8 Mostrar que  las  coordenadas  de posici6n y momento de la partícula  pesada, 
como funciones del tiempo,  representan a u n  proceso estocástico  del tipo 
descrito por: la  teoría fenomenol6gica estudiada en  el presente  capítulo. 

N o  hay duda  de  que éste es un  programa muy ambicioso y que no ha  podido 
llevarse a cabo  de rrlanera completa para el modelo de fiuido descrito por el Ha- 
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miltoniano (2.49). Sin embargo, existe  una clase de modelos para los cuales es 
posible completar el programa  anterior de  manera  satisfactoria. Estos son l o s  ' ' : +  

así llamados modelos de osciladores armónicos acoplados. Son lo suficientemente 
simples corno para  tratarlos  de forma exacta y mantienen el suficiente contenido 
físico como para ser de inter&. Su descripción ser& dada en el capítulo  siguiente. 





Capítulo 3 

Modelos e Osciladores 
Acoplados 

3.1 Introduccih 

En el capítulo 2 vimos que la principal dificultad para formalizar una descripción 
microscópica del movimiento Browniano en un fluido es la gran cantidad de apro- 
ximaciones que hay que hacer para poder llegar a la ecuaci6n de Fokker-Planck 
o de Laagevin. Debido a lo anterior se vuelve muy difícil poder determinar si los 
resultados  obtenidos son producto  de la dinhnlica  intrínseca  del modelo o de las 
aproximaciones utilizadas  para llegar al nivel de descripción macroscbpico. Esto 
es particularmente  importante  para el caso de  resultados de difícil interpretacidn, 
tales como las “colas largas” en las funciones de  autocorrelación. Todos estos 
factores sugieren una posible alternativa:  plantear un modelo diferente  que  sea 
mucho más sencillo en su estructura  matemática,  pero  que  mantenga suficiente 
contenido físico como para seguir siendo de interés. 

Los modelos llamados genéricamente de o.scibadores armdnicos acoplados han 
podido  satisfacer  estos requerimientos. Son de los sistemas  de muchos cuerpos  más 
sencillos que  existen,  puesto que su dinámica se conoce de  manera aacta. Esto 
hace que su comportamiento  estadístico se haya podido  investigar  exhaustiva- 
mente,  empezando con el trabajo  de Mazur y Montroll para el caso de un sistema 
de osciladores con masas  idénticas [42]. Es importante mencionar, sin embargo, 
que  este  tipo  de sistema también  tienen sus limitaciones. La m&  seria  de ellas 
es que  su mecanismo de  transporte  de energia no satisface  la ley fenomenológica 
de Fourier [43]. Pero como &te  último problema es irrelevante para el estudio del 



donde X i  es el desplazaniento de l a  i-6siIna p a r t i d a  desde su posición de equi- 
librio y Pi es el correspondiente rrlonlento conjugado. Se han  supuesto además 
condiciones de frontera periidicas; esto es 

En corr~paración con el Hamiltorl.iarm (2.49) del modelo de fluido, (3.1) tiene una 
estructura mucho m& sencilla. En primer lugar se está  considerardo sblo el ca- 
so unidimensional; las partículas ya 110 pueden Irloverse en todo el espacie): sino 



que ahora  estan constrefiidas a oscilar longitudinalmente  alrededor de  unas posi- 
ciones de  equilibrio definidas por una estructura espacial pericidica. Por último, 
las interacciones son arm6nica.s y se restringen a primeros vecinos. Todas  estas 
características hacen que nuesto sistema  sea un modelo de un sólido cristalino muy 
simplificado. De hecho, en el lenguaje del estado sólido lo que tenemos es una red 
cristalina  perfecta  perturbada  por 1111 defecto (impureza) localizado en el sitio O. 
Ahora bien, aunque con este modelo no es posible estudia características  propias 
de un fluido, se sigue teniendo a u n  “sistema” (partícula  pesada)  que  interact6a 
con un “baÍío thrlico” (la red cristalina). Ademh, si recordamos que muchas 
sustancias  (como por ejemplo el argón) se solidifican en una red cristalina, vemos 
que el modelo sigue teniendo relevancia para el estudio de  sustancias reales. Las 
partículas  de  masa 7n juegan  ahora el papel del  “fluido” , mientras que el defecto 
corresponde a la partícula Browniana. 

Las ecuaciones de movimiento de nuestro  sistema,  que se obtienen a partir del 
Hamiltoniano (3.1), tienen la forma explícita 

Q 
dt2  m 

(3.3) 

para i = -1V/2,. . . , N/2,  siendo Q = M/m - 1. La solución de  este  sistema es in- 
mediata y se puede escribir en forma  exacta como una superposición de funciones 
periódicas, como veremos a continuación.  Esto le permitió a Rubin [44), en  el 
primer tratamiento formal del terna,  estudiar  de  manera  exhaustiva el movimien- 
to  de  una impureza muy pesada  inmersa en una  cadena  infinita  de osciladores 
armónicos, encontrando  una  similitud muy grande con el de una partícula Brow- 
niana unidimensional libre de fuerzas externas. Con esta comprobación a poste- 
r i o r i  queda  confirmada la plausibilidad del Hamiltoniano (3.1) como un modelo 
viable para el estudio del movimiento Browniano. 

Las soluciones { X i }  a (3.3) y los respectivos momentos {Pi) se pueden escribir 
como 

(3.4) 

(3.5) 

donde A, B, C y D son funciones del tiempo  que se describirán rrAs adelante, 
mientras  que Xj   X j (0 )  y. Pj G Pj(0) son las  condiciones iniciales del sistema. 
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A partir  de (3.5) tenemos, para e1 oscilador pesado ( i  = O ) ,  que 

donde la furxirjn y ( t )  y la “fuerza” f (t) estan riadas por 

Y 

(3.10) 

(3.11) 
i i 

respectivamente, siendo Ci -= Coi y D i  5 Dei. 
La exprcsidn (3.9) corresponde a urla ecuacicin dinámica exactma. Es de  notar 

que (3.9) tiene la misma forma estructural que la ec3cuaci6n de Langevin (2.25) 
si 5 esta  illtima la escribimos en t&rmims del momento. Sin embargo, las ecua- 
ciones (2.25) y (3.9) tienen diferencia esenciales. En primer  lugar la y que aparece 
en (2.25) es una constaute positiva que cuantifica la disipación hidrodin~hica, 
mientras  que la y ( t )  en (3.9) es m a  función del tiernpo  que,  en  general, no co- 
rresponde a 1 1 ~ 1  coeficiente de fricción. Adernás, la  fuerza F ( t )  que aparece en la. 
ecuacibn de Langevin es una fuerza estcxást.ica, mientras que j ( t >  en la Ec. (3.9) 
representa una fuerza cuya evolucihn temporal  depende  de una Inanera  totalmente 
detenrlirlística de las condiciones inicial~s. Lo que tienen en común ambas can- 
tidades es que son fuerzas que tiellen su origen en el “fluido”. Las observaciones 
anteriores porlerl en clam que tener la solucicin exacta  al problema dirahico no es 
suficiente;  siempre ser& necesario hacer suposiciones adicionales para poder recu- 
perar l a  fenomenologia del rnc,vimiento Browniano. Ent.onces  el problenn consiste 
en mostrar l a s  condicio~~es bajo las cuales la ecuaci6n determinista (3.9) se reduce 
a la ecuacitjn de Larlgevin (2.23), lo que haremos a con~tinuacicjn. 



3.2.1 Autocorrelacih de Po@) 
Nuestra  primera observación sobre la solución exacta  encontrada  anteriormente 
es que está  escrita en términos de las condiciones iniciales del sistema. Sin em- 
bargo, en general no hay manera de conocer estas  cantidades con precisión. Lo 
que sí se  sabe en las  condiciones experimentales usuales es que el  “fluido” está 
inicialmente a determinada  temperatura.  Esto quiere decir que  inicialmente las 
condiciones iniciales de las partículas del fluido están  distribuidas  de  acuerdo con 
una  distribución  canónica. Entonces {Xi (O) ,  P,(O)} son cantidades  estocásticas 
que e s t h  distribuidas  Gaussianamente. Puesto que una de l a s  propiedades de 
este  tipo  de variables es que  están descorrelacionadas entre sí (esto es, satisfacen 
(Xi(O)Pj(O)) = O Y (Pi(O)Pj(O)) = & j ( p i “ ( O ) ) ) ,  podemos entonces  multiplicar la 
solución (3.5) por Po(0) y tomar el promedio sobre una  distribución  canónica para 
obtener la funcio’n de autowtrelación normalizada del momento como 

(3.12) 

Esta expresi6n fue obtenida a partir  de  una propiedad específica de las condiciones 
iniciales; su forma  explícita se encontrará a partir  de la solución exacta  de las 
ecuaciones de movimiento. 

A continuación desarrollamos l a s  coordenadas y momentos del sistema en 
tdrminos del conjunto  completo  de funciones { Ui(k ) }  (ver apéndice A) como 

xi(t) = x [ U i ( k ) U ( k )  COSWkt + Ui(k)b(k) sin W k t ]  (3.13) 

C ( t )  = C [ L i i ( k ) c ( k )  sin wkt + U i ( k ) d ( h )  C O S W ~ ~ ] ,  (3.14) 
k 

k 

donde w k  son las correspondientes eigenfrecuencias, mientra, que l a s  amplitudes 
a(k), b(k ) ,  c( k) y d(k) están  determinadas  por las condiciones iniciales. Si hace- 
mos explícita esta dependencia  utilizando la relación de  ortonormalidad (A.10) 
encontramos  que 

(3.15) 

donde 
(3.17) 
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es la sofucio'n fundamental del  problema, misma que corresponde a las siguientes 
condiciones iniciales: 

Si ahora comparamos la ecuaci6n (3.16) eon (3.5) encontramos una relación entre 
las funciones C,i y Dij de la forma 

adem& de la siguiente expresidn para Ipij en tCrminos del conjunto  completo 
{ U W  

D,(t;) x M ~ c J ~ ( ~ ) L J ; ( ~ )  C Q S W & ~ .  (3.20) 
k 

De este  último  resultado es inmediato t o m a  la componente  deseada, Do(t) = 
Doo(t), la  cual se escribe como 

(3.21) 

(3.22) 

es ]la frecuencia rn&xirna de oscilacihn para un cristal perfecto (Mi =I m 'di). 
Los valores de q5k corresponden a las frecuencias normades uk modiiicadas  por  la 
presencia del defecto, 1 ~ 3  cuales resultan ser soluciones de  la ecuación trascenden- 
tal (A.21). La amplitud Uo(k)  se obtiene a partir  de l a  expresión (A.27) tornando 
i = O. Sustituyendo estos resultados en la ec. (3.21) obtenemos 

(3.23) 

Esta expresi6n es exacta para N finita y condiciones de frontera pericidicas. 
Aunque  estos  detalles son irrelevmtes  cuando  se  toma el límite termodinAmico, 
es importante tenerlos  presentes, ya que  este  límite ~610 se puede tomar rigurosa- 
mente  de  forma aualítica. Lo anterior  puede hacerse en  este modelo de  manera 
exacta, pero en ningun otro mris complejo que éste, a menos que se hagan apro- 
ximaciones. Y esto es precisamente lo que querernos evitar al usar (3.1) en lugar 
del  Hamiltoniano (2.49) del rnadelo de fluida ya anteriormente  discutido. 
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En  el límite N + m, la surnatoria sobre la variable discreta (bk puede susti- 
tuirse  por una  integración sobre  la variable continua 4 utilizando  .la  siguiente 
regla: 

E +  ; p 4 ,  (3.24) 
d)k 

por lo que  la expresión (3.23) se convierte en 

(3.25) 

Haciendo el cambio de variable w = wg sin(q5/2) la expresión anterior se escribe 
como 

(3.26) 

(3.27) 

Como w;’ es el tiempo  más  pequeño  característico  de la dinámica del sistema, 
podemos considerarlo como el andogo  de un “tiempo  de interacción microsc6pico”. 
Esto es, para t 5 w0’ la interacción entre los osciladores es despreciable y el 
oscilador pesado, en particular,  se  comporta como partícula  libre. Esperamos 
entonces que el efecto del baEo de osciladores livianos sólo sea apreciable en  el 
comportamiento del oscilador pesado para tiempos  tales  que wOt >> 1. Ahora 
bien, para  obtener  una expresih explícita de Do los límites de la segunda  igualdad 
en (3.26) se  extienden al infinito y se realiza una integración de  contorno en la 
parte  superior del plano complejo que  encierra al polo iqt (> O). El resultado es 

(3.28) 

donde I’ es el error  introducido al extender los límites de integraci6n al infinito. 
La forma funcional de I’ se encuentra  integrando  la  primera igualdad en (3.26) 

por  partes. Despues de algunos arreglos tenemos que 
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(3.29) 

Si  se  extienden los lírnites de integracih al infinito y se hacen las  integrales de con- 
torno  resultantes  se  erlcuentra  que  éstas reproducen el primer  término  de (3.28). 
Entonces el término I' en (3.28) corresponde al sumando que tiene a la, función 
ordinaria  de Bessel de primer orden en esta tiltinla expresi6n. Conservando s610 
el primer  término de su desarrollo  asintótico para wot >> 1 ROS da como resultado 

(3.30) 

Esta tiltima expresih muestra que la. contribución no  exponencid  tiene  caraeter 
oscilatorio con un periodo aproximado de 2n/wo y amplitud decreciente. Sin 
embargo,  tambien  notarnos  que es de orden O(&") y entonces, corno el caso de 
inter& corresponde a Q >> 1, su cont,ribución a &(t) puede despreciarse. 

Teniendo en cuenta  esta  últinrs observaci6n podemos sustituir la primera 
aproximacicin a Do(t), que es  el término exponencial de la  Ec. (3.28), en (3.10) 
para  obtener  la  forma  asintbtica  de Ia función y ( t ) ,  cuya forma  explicita resulta 
ser 

(3.31) 

Observernos a continuaci6n que, para que  este modelo sea físicamente  relevante 
en la descripcicin del movimiento Browniauo, la  masa del oscilador central  debe 
de  ser mucho mayor que la del resto, por lo que,  aplicando  esta consideración en 
la expresión anterior,  tenemos como resultado final 

(3.32) 

Puesto que P' resulta ser una constante  positiva, henm recuperado uno de los 
resultados principales de la fenomenologia descrita en el capítulo  anterior. Fi- 
nalmente tenernos que  la funcibn de autocorrelacirjn del  momento (3.30) toma la 
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Hagamos ahora  algunas observaciones sobre este  resultado. Es claro  que el 
límite  asintótico en el tiempo y el límite de masa grande  tienen  que  tomarse con- 
juntamente  para  obtener la forma exponencial de Do(t) y, por consiguiente, un 
proceso Markoffiano. Esto  es así porque,  mientras mayor es la masa del oscilador 
pesado, mayor tiene  que ser el tiempo  transcurrido  para  que  sea  apreciable el 
efecto de la interacci6n con los osciladores del baño. Tenemos entonces que la 
aproximación M >> m utilizada para obtener la  forma exponencial de Do(t) no 
es un desarrollo  perturbativo;  de  alguna  manera puede considerarse como un gru- 
nulamiento grueso espacial con el cual se eliminan los detalles dinAmicos del mo- 
delo, quedándonos con un comportamiento  estadístico global. Esto es importante 
recordarlo, pues sólo la expresicin (3.26) describe el comportamiento  de Do(t)  para 
cualquier régimen temporal. También es importante mencionar  que, si tenemos 
una  masa M grande  pero finita, la función y(t) no puede ser  estrictamente  una 
constante.  Esto nos dice que M # m es una condici6n necesaria, pero no sufi- 
ciente para  obtener movimiento Browniano. -4hora bien, ha  podido  mostrarse  que 
m / M  5 es la condici6n suficiente para  que la impureza se comporte como 
partícula Browniana [45]. Puesto  que las contribuciones no exponenciales a Do(t)  
son de orden O ( m / M ) ,  éstas se vuelven despreciables si se  toma la Última condi- 
ci6n mencionada. Con esto queremos decir que, si observamos el movimiento de la 
impureza con un error  experimental  de un orden mayor a m/M, se observará un 
decaimiento  estrictamente exponencial para Do@). Esto  último  concuerda muy 
bien  con la fenomenologia descrita en  el capítulo  anterior,  puesto  que la ecuaci6n 
de Langevin (2.25) es en si misma el producto  de  ciertas supo,$ciones asociada a 
los experimentos  que establecen su validez. 

3.2.2 Autocorrelación de f ( t )  
A partir  de (3.11) notamos  que f ( t )  depende  linealmente de  las condiciones ini- 
ciales {Xi(O),  Pi(0)) de las partículas  de  masa m (el “fluido”).  Puesto  que ya es- 
tablecimos que las condiciones iniciales son variables aleatorias  distribuidas  Gaus- 
sianamente y f ( t )  es una combinación lineal de  estas  variables, entonces f ( t )  
también es una variable aleatoria con una  distribución  Gaussiana. Esto es así 
porque la suma  de variables aleatorias  Gaussianas  también es una  variable  aleato- 
ria con la misma distribucih [18]. Falta  comprobar si es necesaria alguna  otra 
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condicih para que la funcibn de autocorrelacidn  tenga las propiedades  descritas 
por la  teoría fenomenol6gica del movimiento Broumimo. 

El cAlculo de (f(t)f(O)) es inmedints si sustit1:irnos i ( t )  de (3.9), expresarnos 
a P( t )  en thminos  de las eigenfumciones U,(k)  dadas por (A.27) y tomamos el 
límite N -+ OO. El  resultado es 1461 

(3.34) 

Si a continuación recordamos que las arnplituda b(b) estan  determinadas  por las 
condiciones iniciales, entonces podemos fmcer la  identificacidn 

(3.35) 

misma  que permite  obtener el resultado 

donde J, representa a una función ordinaria  de Bessel de orden n. Para t 2 u;’ 
se tiene un comportamiento  de lip forma 

Ahora bien, debido a las oscilaciones presentes en  esta  última expresión te- 
nemos que ia principal contlPbuciSn a S_’,”{f(t)f(O))clt proviene de  la región 
(--wO1, t-wy’). Si deseamos que (3.37) sea una representación  adecuada de una 
función 6 con un error de aproximadamente I%, entonces la unidad de  tiempo m& 
pequeña que debe  tomarse es de 20/w0 [45]. Este paso corresponde a realizar un 
grandamiento grueso temporal cuyo efecto es el de eliminar los detalles  inherentes 
al modelo, como en su contraparte espacial. Tenemos finalmente que 

(f(t)f(O)) = 2I”k,TS(t)  t N q i J 0  > (3.38) 



3.2.3 Ecuaci6n de Langevin 

Teniendo en cuenta l o s  resultados anteriores tenernos que  (3.9) se puede reducir 
a la ecuaci6n fenomenol6gica de Langevin' 

P ( t )  = -rP(t) + r( t ) ,  (3.39) 

donde P( t )  = Po( t )  y I' E "y/M (7 es el coeficiente de fricci6n definido en  el 
capítulo  anterior). Adernás f ( t )  es una fuerza atocástica que cumple con la 
propiedad 

(fv)f(o)> = 2rMWw), (3.40) 

mientras  que la funci6n de autocorrelación Do(t) tiene la forma exponencial dada 
Por 

(P( t )P(o ) )  = Mk,Texp(-rt), (3.41) 

donde hemos hecho uso del teorema de equipartición ( P2( O))  = M k ,  7'. 

po),  sino  que, para  éste modelo en particular,  est6  restringida al intervalo 
Sin embargo, la validez de estos resultados no es general (para cualquier tiem- 

(3.42) 

La existencia de  este régimen temporal fue mencionada por Hemmer [47] y pos- 
teriormente  por Takeno y Hori [48],  pero los limites arriba mencionados fueron 
calculados de  manera explícita por Ullersma [49]. El hecho de  que el proceso sea 
Markoffiano sólo en este intervalo es una consecuencia de la forma particular del 
potencial a primeros vecinos elegido para escribir el Hamiltoniano (3.1), el cual 
establece que existe una frecuencia máxima  de oscilación wo. La existencia de este 
acotamiento  en las posibles frecuencias del sistema se traduce en  el ya mencionado 
intervalo de validez. Es claro entonces que (3.42) impone una restricción impor- 
tante al modelo de osciladores arm6nicos como fundamentacih microscópica del 
movimiento Browniano. Ahora bien, en principio esta limitación no es tan restric- 
tiva como parece a primera  vista ya que, como mencionamos antes, las contribu- 
ciones no exponenciales a Do(t) se vuelven despreciables cuando M >> m. Para 

'Cabe mencionar que,  para el modelo  definido por (3.1), se  puede  construir una FDP conjunta 
para la posición y el momento del oscilador  pesado. A partir  de a t a  última se pueden definir 
lar  funciones de  densidad  de  probabilidad para el momento y la posici6n del ovcilador peyado, 
mismas  que  satisfacen una ecukiones  tipo Fokker-Planck y de difusión,  respectivamente [49] 
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el caso de u11 sistema finito a t a  limitante tampoco provoca problemas  de consi- 
deraci611, pues l a s  escalas clc tiempo  que  aparecen en (3.42) son muy inferiores al 
tiempo de recunencia del sistema [47]. Sin embargo, como la existencia  de (3.42) 
depende  de los detalles del ntodelo, han habido intentos  de  superar  esta  limitante 
dentro del contexto  de los modelos de oycildoses arrdraicos, mismos que serha el 
tema  de  nuestra siguiente seccibn. 

3.3 Interacciones de Largo Alcance 

Todos los autores ya citados han habajado con  el Hamiltonian0 (3.l)> el cual 
define a un sistema  de osciladores con interacciones a primeros vwinm, como en 
un  s6lido  unidimensional. Sin embargo, desde un punto  de  vista  te6rico e posible 
construir modelos unidimensionales en los que un oscilador dado est6 acoplado 
arm6nicanlente no solo a sus primeros vecinos, sino también a  otros m& aleja- 
dos. Esta es unit forma  de  ampliar el rango  de  aplicabilidad  de l o s  modelos de 
osciladores, con la ventaja  adicional de que la d i n h i c a  sigue  siendo resoluble de 
manera  exacta. Por lo tanto, el estudio del comportcmiento  estadístico del sis- 
terns puede hacerse  maliticarnente, como en la secci6n anterior.  Siguiendo esta 
metodología puede confirmarse hasta qué punto la ecuaci6n de Langevirr, y todos 
los resultados  que  est,a  implica, es independiente de los detalles de 1s interaccibn, 
al menos para los sistemas de osciladores arrntirlicos. 

El primer y m& célebre trabajo en el que se explorci que tipo de  interacci6n 
puede reproducir la forma  expouencial  de la autocorrelación  del momerlto fue el 
de Ford,  Kac y Mmur [5Oj. En este  trabajo se planteó un rnodelo que esta descrito 
por el Hamiltoniano 

(3.43) 

En esta expresi6n Xi y Pi son las  coordenadas y momentos  del i-ésimo oscilador, 
respectivamente,  mientras  que <p,j es el elemento de la  matriz sirnbtrica @ que 
cuantifica la interacción  entre el i-ésirno y el j-bimo oscilador  de la cadena. 
Obsérvese que, a  diferencia del modelo con interacciones a primeros vecinos que 
ya hemos  estudiado, en el presente modelo la masa  de  todos los osciladores, en 
particular la  del central, es la  misma. 

Las soluciones formales a las'ecuaciones de  movimieuto  que se obtienen a partir 
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del  Hamiltonian0 (3.43) se escriben como 

donde las funciones trigonométricas  que aparecen se definen por sus desarrollos en 
serie. A continuaci6n supondremos,  por las misrnas raxomes expuestas en  el caso de 
primeros vecinos, que el sistema esta en equilibrio termodinámico en el instante ini- 
cial. Esto implica que las condiciones iniciales ( X i ( 0 ) ;  Pi(0)} son variables aleato- 
rim obtenidas a partir  de una distribuci6n  Gaussiana, como ya  habíamos  antes 
mencionado. Debido a la  naturaleza lineal de las soluciones { X,( t ) ,  P,(t)), tene- 
mos entonces un proceso Gaussian0  estacionario cuyas propiedades  estadísticas 
estan determinadas  por las funciones de correlación ( X i ( 0 ) X j ( t ) ) ,  (X,(O)Pj(t)) y 
(Pi(O)Pi(t)). En particular, a partir  esta Última  se puede expresar la función de 
autocorrelación  normalizada  del  momento para el oscilador central  de la cadena 
como 

(3.46) 

Entonces el problema  planteado  por Ford et al. es el de  determinar  qué 
propiedades  deberían de tener las constantes  de  acoplamiento del cristal  (dadas 
por if?) para  que  la función de autocorrelación  normalizada del momento  tenga la 
forma 

Po@) = exP(-r;,Itl), (3.47) 

lo que  garantiza  que el proceso sea  Markoffiano. 
Hagamos notar, en primer  lugar, que (cos 9ut)oo es una funci6n de  la  matriz 

de acoplamiento a; esto es, (cos 9 i t ) o o  [F(@)]oO. Ahora bien, esta función se 
puede  expresar como la tranformada  de Fourier de una cierta función j ( 0 )  de la 
forma 

1 

[~(a)lij - 1 ~ ( f ( e > >  cm((i - j)o)de, 
1 =  

2T "T 
(3.48) 

donde f(0) = w2. Entonces el requerimiento de que p o ( t )  sea una función expo- 
nencial decreciente puede escribirse como 
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(3.50) 

Aquí se presenta una dificultad importante, pues los elemerkts cle matriz @ a los 
que  conduce (3.50) diveryen debido a la singularidad de la solucirjn en 6 = r .  Para 
resolver este prubiema Ford et al introdujeron  una frecuencia de corte 0, tal que 

(3.51) 

Esta  suposicih soluciona fonndmente el problema  de  determinar las condiciones 
suficientes para  que Irr autocorrelaci6n del momento corresponda a UD proceso 
Markoffirno, aunque con la salvedad de  que la segunda  igualdad  en (3.49) es 
valida sólo para el limite wo = rF tan $lo ”+ OO. Esto es  claro si sustituima7 
f*(O) en (3.49) y carnbiarnos la  variable de  integracih a w = r, tan con lo que 
resulta la representaciijn 

(3.52) 

la cual  tiende a exp(-P;.Itj) cuando -+ m. 

U r ~ s  objecihn importante al  trabajo de Ford et al. es que,  tanto la frccuen- 
cia de carte wg corno el ¡ímite u0 ”+ 00 son condiciones necesarias para obtener 
movimiento Browniano, pero cuya iinica justificacih es la validez de los resulta- 
dos obtenidos a t,rav& de elks; de111&, no resulta nada clara la interpretacicin 
física de la interacción da la  por (3.50). Por esto es que difícilmente puede con- 
sider&rsele como la  soiucihn completa al problema  planteado por las interscciones 
de corto alcance: aunque indudablemente signific6 un grm avance en el estudio 
del movimiento Browniano a través de los modelos de osciladores armónicos. 

Posteriormente, Phillipson [SI] trabajó  este mismo problems (esto es, con os- 
ciladores de  masa idéntica)  pero  utilizando un modelo explicito de interacciones 
de largo alcance, en el cual el Hamiltoniano (3.43) toma la  siguiente  forma: 

1 ÍN+l L S N J 2  (N+l ) - j  1 
(3.53) 

L z= 1 corresponde al caso de interacciones a primeros vecinos, mientras  que 
L = N / 2  corresponde a una interaccibn de rnáxirno alcalce  entre osciladores. L a  
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constantes de fuerza tcj cuantifican el grado  de  acoplamiento entre el oscilador 
i y otro oscilador a una  distancia j d  del primero. Las posibles elecciones de 
las constantes  de fuerza estar1 dictadas  por dos criterios. El primero es que las 
eigenfrecuencias resultantes sean reales, y el segundo es que la fuerza de interacción 
entre osciladores disminuya conforme aumente la distancia  entre ellos, 

(3.54) 

A continuación se plantea UII modelo explícito para las constantes  de fuerza en 
el cual estas  est& relacionadas entre sí como los términos  de  una progresión 
geombtrica con signo alternado  de la forma 

K j  = (-#" n; j = 1 ,2  , . . . ,  m, /zI .= 1. (3.55) 

En este modelo la variable z parametriza el alcance de l a s  interacciorles entre 
osciladores. A partir  de (3.53) junto con (3.55) se puede calcular la expresión de 
la densidad de frecuencias g(w) (número  de frecuencias por  unidad de intervalo de 
frecuencia entre el número total  de frecuencias) para  este modelo, la cual admite 
cualquiera de las siguientes 

donde  las  cantidades 
r 

expresiones explícitas 

.o'=[ m(1 - 22)  J 

actúan recíprocamente como funciones 

(3.58) 

de z. El primer caso límite  de  interés se 
obtiene  tomando 2 = O, por lo que w,$' = wo = 2 ( ~ / m ) ' / ~ ,  r', -+ m y la expresión 
para g(w) ,  de (3.56), resulta 

3 

(3.59) 

siendo éSta la expresión explícita para  la densidad de frecuencias en  el caso de 
interacciones a primeros vecinos ya estudiado con anterioridad. Ahora, cuando 
z -+ 1, tenemos que u; -+ m, rp -+ O y entonces tenemos, a partir de (3.57), 

(3.60) 
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que  corresponde a la densidad de frecuencias calculada por Ford et d. [SO] por 
medio de 

(3.61) 

donde 6 es la función de w obtenida  por inversih de la wuaci6n w2 = f ( 0 )  (por 
lo que g(w) es el jacobiano  de  la  transformacidn) y la funci6n f(0) está  dada por 
la expresi6n (3.50), la  cual  permite  obtener  la forma exponencial para la función 
de autocorrelaci6n del momento. 

Ahora bien, a partir de Ea densidad de frecuencias .9(u) correspondiente al 
modelo de  interaccih definido por (3.55) se puede calcular las expresión general 
para  la funci6n de autocorrelacidn del momento a partir  de 

P&) = / Y o ( . w C ~ 4 ~ w  O (3.62) 

resultando  una expresi6n que, para 0.8 <: x < 1 (interacciones de muy largo 
alcance) y wot 2 10 (comportamiento  asintótico),  se  puede escribir corno 

(3.63) 

donde p P  es un parAmetro que  esta relacionado con z por  medio de x = 1 - 24, y 
cuya  dependencia  explícita con respecto a w: y r‘, en el límite x + 0 0 ,  se rnuestra 
en el ap4ndice B. Si este  resultado se compara con (3.30) podemos  hacer varias 
observaciones interesantes. La primera es que la parte  oscilatoris de este mode- 
lo se  conlporta corno u ~ t ” / ~ ,  mientras que, para el caso del modelo de vecinos 
prciximos, se tiene un comportamiento de la forma uot-3/2 (ver Ec. (3.30)). La 
segunda es que,  despreciando estos tkrrninos oscilatorios,  ambos modelos predi- 
cen asin,tbticamente un decaimiento exponencial. De hecho, como se muestra en 
el apéndice B, si en  el modelo de vecinos prhximos hacemos la transformacihn 
M -+ m y m -+ mp,,/4, los factores exponenciales en ambos modelos, Ecs. (3.30) 
y (3.63), son forrnalmente idénticos. Esto sugiere que,  aunque en este modelo todos 
los osciladorcs tengan  idbntica  masa, la función de autocorrelacidn  del  momento 
corresponde a la  de un oscilador “pesado” de masa m inmerso  en una cadena de 
osciladores “livimos” de  masa mp,,/4 y con acoplamiento a primeros vecinos entre 
todos ellos. Este  resultado  muestra  que, para el caso de osciladores armónicos de 
masas idbticas, cualquiera de ellos puede realizar movimiento Brownian0 si las 
interacciones entre osciladores son de muy largo alcance. Queda  aclarada, adem&, 
la contribución del trabajo  de Ford et al., ya que en &te no era del todo evidente 
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que (3.50) implicara interacciones de muy largo alcance, como es el caso con este 
modelo. 

Aunque el analisis realizado en los dos trabajos anteriores es sumamente ele- 
gante, un modelo de osciladores con masas iguales no es realmente un buen 
análogo al fen6meno físico del movimiento Browniano. El modelo trabajado 
originalmente  por Rubin [44] y definido por (3.1) esta mucho m& cerca de la 
situaci6n física en la  que una partícula  pesada  est6  acoplada a un conjunto  de 
partículas mucho m& livianas que ella. En el caso específico de interacciones a 
primeros vecinos ya hemos visto que la consecuencia m& importante  de  este  tipo 
de acoplamiento es la existencia del intervalo  de validez (3.42). Por  otra  parte, 
para los sistemas  de osciladores de  masa  idéntica hemos visto  que  cualquiera de 
ellos puede  efectuar movimiento Browniano con la condicidn de  que las intera- 
cciones sean de muy largo alcance. Sin embargo, esta es una condici6n poco 
plausible físicamente, adem& de  que  la validez de los resultados  obtenidos de- 
pende de  la  forma  particular (3.55) de las  constantes de acoplamiento entre los 
osciladores. Teniendo en cuenta  estos  antecedentes  podría  entonces  tratarse  de 
encontrar cudes son las condiciones físicas m& generales bajo  las cuales un de- 
fecto  pesado realiza movimiento Browniano independientemente del alcance  de la 
interacci6n  entre los osciladores. Siguiendo esta linea de  ideas  Mazur  y  Braun [52) 
encontraron que  la impureza realiza movimiento Browniano en el límite M -  -+ m, 

t + 00 de tal forma  que t / M  permanezca finito, el cual no es otro  que el límite  de 
acoplamiento débil ya mencionado en el capítulo  anterio?.  Este  límite define una 
nueva escala de  tiempo T = t / M  en la cual es rigurosamente  valida la ecuación 
fenomenol6gica de Langevin (3.39), así como las propiedades estochticas  de la 
fuerza fluctuante (3.40) y el decaimiento exponencial de  la autocorrelaci6n del 
momento (3.41). La linica condici6n necesaria que hay que  imponer sobre el  al- 
cance de  la interacción  (cuantificada a traves de la densidad de frecuencias g(w) )  
es que g(0) sea  una  cantidad  finita no nula. De (3.60) y (3.59) vemos que  esta 
condición se satisface  trivialmente tanto para interacciones de muy largo como de 
corto alcance. Por lo tanto podemos decir que ha sido  demostrado  explícitamente 
que las condiciones implicadas  por el límite del acoplamiento débil garantizan  que 
el oscilador pesado realice movimiento Browniano independientemente de los  de- 
talles de  la  interaccih, al menos para los modelos de osciladores armónicos. Sin 
embargo, Y a  pesar de su innegables logros, este enfoque tiene  limitaciones im- 

*Un anAlisis detallado  de la aplicaci6n de  este límite al modelo  de osciladores acoplados 
siguiendo la metodología  de [52] .se puede  estudiar en  el ap&&ce C 
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portantes. La principal es que los resultados obtenidos s d o  son vgidos cuaudo se 
tiene rigurossnnrente q u e  M = m. Para un valor finito tie M (no importando qué , 

tul grande  sea) la funcicin de autocorrelación del mornento p u ( t )  muestra un com- 
portamiento  oscilatorio para tiempos grandes [45], como ya antes mencionamos. 
Esto últiruo es consecuencia de que el tGrnino de decaimiento exponencid en p,, ( t )  
munca aparece aisladm~ente mientras  tenga un valor finito [48]. Por último, 
en la escala natural  de tiempo t es imposible observar nlovirniento alguno  en el 
oscilador pesado. 

3.4 Conclusiones 

El objetivo del presente capítulo ha sido el de  mostrar eón10 se puede  deducir Ja 
mayor parte  de la  fenomerrología  del movimiento Browniano B partir  de mode- 
los microsc6picos sencillos. En particular, hernos mostrado cómo estos modelos 
simplifican enorrneanentc cl problema de calcular 10s coeficientes de  trasporte, 
tarea  que  resultaba  extremadamente complicada en los xnodclos de fluido ya ante- 
riormente reseñados. Ahora bien, retontando la  discusi6n iniciada al principio del 
capitulo, y teniendo en cuenta lo hasta  ahora  presentado, volvemos a preguntarnos 
cuáles de los resultados  obtenidos son inherentes a los modelos de osciladores y 
cujles de ellos son resultados generales del movimiento Browniano aplicables a 
sistemas mucho m& complicados, tales como fluidos. Una observación favorable 
en este  sentido es que (3.62) implica. que .9(u) es la transformada  de Fourier de 
la función de  autocorrelacih del momento. Esta relaci6n es v6lida en líquidos, 
siendo g(w) conocida como delzsidad espectral. Otra observación favorable es que 
el comportamiento  asint6tico  de la autocorrelacih del momento (- t-3/2) ha sido 
observado en estudios de fluidos por medio de d i n h i c a  molecular (aunque su ob- 
servaci6n experimental  todavía es motivo de controversia, como ya  se  mencionaba 
en el capítulo 2). De hecho, la presencia de este  comportamiento  asintbtico es per- 
fectamente  congruente con  los resutados generales de Lee [53] ,  eI cual  demostr6 
que  no es posible obtener un decaimiento exclusivamente exponencid para p,(t)  
partiendo  de consideraciones puramente  dinámicas. Por el lado negativo  pode- 
mos decir que estos modelos, por sus misma naturaleza, son incapaces de modelar 
fenómenos inherentes a los fluidos, tales como las interacciones hidrodinámicas. 
Sin embargo, en el contexto de la teoría del movimiento Browniano, la limitaci6n 
más importante que tierlen este tipo de modelos es que las interacciones armónicas 
en los que estan basados no son particulmlente realistas para modelar el tipo de 
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interacción que existe en  fluidos reales. Pars el estudio  de  éstos, los potenciales 
más comunmente utilizados (Morse, Lennard-Jones,  etc.) tienen un caracter max- . . .. 

cadamente  diferente al potencial  armónico  que hemos estudiado  hasta  este mo- 
mento. Desde esta perspectiva  sería entonces deseable explorar la posibilidad de 
construir un modelo anarnúniw que  ampliara el rango de aplicabilidad de los 
modelos armhicos, pero  que  todavía  mantuviera muchas de  sus  ventajas.  Para 
conseguir esto  último el punto  de  partida  natural sería el Hamiltoniano (3.1), al 
cual podría  añadirse un potencial marmónico convenientemente elegido. Ahora 
bien, para el estudio de ciertos fen6menos de interés en la mecánica estadística 
(entre los cuales no ha estado incluido hasta  ahora el movimiento Browniano), ya 
han sido  planteados y estudiados  exhaustivamente modelos basados en la prop  
uesta multes mencionada,  por lo que  haremos una revisi6n de los mismos en  el 
capítulo siguiente. 
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Capítulo 4 

El Modelo  Fermi-Pasta-Ulam 

4.1 Introduccih 

Como hemos podido ver en el capitulo  anterior, los modelos de osciladores 
armónicos permiten el estudio  analítico  exacto  de  algunos  efectos  de  la  dinámica 
de muchos cuerpos. Aunque la discusión se  concentró  en su viabilidad como mo- 
delo microscópico para el estudio  del movimiento Browniano, su utilidad ha sido 
m& ampliamente  comprobada en el estudio  de las propiedades  termodinámicas 
de sólidos cristalinos (especialmente del  calor específico) y en la relación entre  las 
propiedades elhticas macroscópicas y las constantes  de fuerza microscópicas. Se 
ha estudiado ademh  la relación entre las propiedades  dinámicas (funciones de au- 
tocorrelación de posición y momento) de  átomos  individuales  y  ciertas propiedades 
experimentales para los casos de átomos  individuales en una red cristalina perfec- 
ta,  de átomos en la vecindad de  una superficie y de defectos livianos y pesados [54]. 

Pero incluso en  el estudio de sólidos, los modelos de osciladores armónicos 
no son los suficientemente generales como para  estudiar  todos los fenómenos de 
interés. Por ejemplo, para el problema de la conductividad  termica es perfec- 
tamente conocido que estos sistemas son incapaces de modelar  correctamente  la 
fenomenologia macroscópica, como ya habíamos  mencionado en la introducción 
del capítulo 3. De  hecho, para este problema  se consideró desde  hace mucho tiem- 
po  la posibilidad de ampliar el intervalo de validez de los modelos de osciladores 
armónicos del tipo descrito  por el Hamiltonian0 (3.1), pero incluyendo términos 
potenciales de  m&  alto grado (esto  es,  anarmónicos). Sin embargo, un estudio 
analítico  exacto del problema se vuelve imposible,  por lo que  se  han  usado  distin- 
tos  tipos  de aproximaciones, ya sea  analíticas  (teoría  de  perturbaciones, princi- 

49 
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paImer;te) o num4rir:as. Este Ú l t i m o  enhque fue iniciado por el cblehre trabajo  de 
E. Fermi, J. h s t a  y S. Ulam de 1954, el cual fue quizas el primer "experimento 
rlurr14rico" realizado cn la historia y que inició toda  una nueva era. t m t o  para la 
mecthica  estadística como para el. estudio de los sistemas dinAmicos, adem&  de 
iniciar  una  metodología que f~,s conrzcida actuitlrrlente corno dinámica molecular. 
Una excelente reserla histórica de estos desarrollos puede consultarse em el articulo 
de revisión sobre el tema  de J. Pard [5Ei]. 

En Ita primera secci6n preseritarernos brevemente en qu& consistió el trabajo 
original de Fermi et al., para continuar con una revisión de los trabajos posteriores 
que se hau relizado para interpretas y ampliar los resultados  obtenidos por estos 
autores. A continuaci6n revisaremos el enfoque que  se la ha dado al problema 
desde el punto de vista de los sistemas dinimicos, bacicndo un recuento de los 
teoremas hasta ahora conocidos para est-udiar la  evolución temporal  de los sistemas 
Hanliltoniantts no-;srm6nicas y su relevancia para el caso de un número  infinito  de 
grados de  libertad. Re mpecial importancia  ser& resefiar los distintos parhe t ros  
que han sido  propuestos para detectar nudricamente la  presencia de trayectorias 
no-regulares en  el  espacio fase de estos sistemas y estudiar la estructura del mismo, 
sí como su aplicaci6n específica al modelo de Fermi et d .  

4.2 El Problema de la Equipartición 

De acuerdo al punto de vista tradicional, un sistema  dado, no importando c h o  
sea  preparado, evoluciona en una  escala de  tiempo razonable a uu estado de 
equilibrio termodinhico. Una de las características m& importantes dc este 
estado  de equilibrio es que la energia del sistema  está  repartida  por igual entre 
todos los grados de  libertad  que aparecen cuadr&ticmente en el Hamiltoniano. 
Este enunciado  corresponde al asi Harnado principio de equipartición, el cual ya 
hemos utilizado  en el contexto  del movimiento Browniamo. Ahora bien, siendo 
este  uno de los resultado más fundamentales de  la  mechica estadística clásica, su  
violación en cierta  situaci6n  particular  tendría consecuencias importantes.  Baste 
recordar  que, a finales del siglo XIX, la  confianza en el principio de equiparticibn 
era  tan grande entre lo físicos de aquel entonces que  la  falta  de equipartición 
observada en la radiación de cuerpo negro fue considerada como evidencia del 
Fracaso de  la mecánica clásica para explicar fenómenos a nivel microscópicol. 
"".""""_"_I_." 

'Para una reseña  de la relación histórica entre las propiedades de la radiacidn del cuerpo 
negro y el problema  de la equiparticíiin  en el rxlodelo FPC' ver Ref. [56] 
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4.2.1 El Trabajo Original 
La idea original  del  reporte de Fermi et al. [57] fue la de comprobar numéricamente 
si un sistema d i n h i c o  no-lineal de muchos cuerpos pudiera  comportarse,  para 
tiempos muy grandes, como un sistema mecanico-estadístico; esto  es,  que  relajase 
hacia el estado  de equilibrio. Para conseguir este  objetivo, decidieron integrar 
numéricamente las  ecuaciones de movimiento correspondientes a un sistema uni- 
dimensional de N partículas  de masa unitaria interaccionando  a primeros vecinos 
a trav6s de  una  constante  de  acoplamiento  armónica  también  unitaria,  extremos 
fijos (X0 = X N + ~  = O) y  descrito  por el Hamiltoniano 

el cual define al actualmente conocido modelo FPU-a. Físicamente su estructura 
es muy razonable, ya que (4.1)  puede considerarse como la  primera aproximación 
anarmhica a potenciales de interacción más realistas,  tales como el de Morse o 
de Lennard- Jones. 

Una forma  equivalente de escribir al  Hamiltoniano de  este  sistema se consigue 
al efectuar la siguiente  transformación canónica ortogdnal 

que  diagonaliza a la parte armónica de  (4.1), lo que  resulta en la siguiente repre- 
sentación del Hamiltoniano 

N 1 .  1 N 

H = [zQ: + + C(4j7 k)QiQ;Qk (4.3) 1 i = l  j ,k= l  

donde wi = 2sin (&). Vemos que7 en términos  de las variables Qi, conoci- 
das como coordenadas nomales ,  se tiene un conjunto  de N modos de vibración 
acoplados por  medio de la constaate CY. Tales modos de vibración se  conocen 
como modos  normales y es claro  que, si a! = O, se tiene un conjunto  de N os- 
ciladores armónicos  independientes,  donde w, es la frecuencia del i-ésimo modo 
normal y Ei = (G, ( t )  + w"Q" ( t ) )  es su correspondiente energía. Para el caso 
a # O esta  últirna es sólo una expresión aproximada,  pero  que  todavía puede con- 
siderarse  válida si Q << 1. Es en este  contexto  que  la relajación hacia el equilibrio 
correponde a  obtener la e¿.pipart,ición de  la energía entre  todos los grados  de 



-. 52 Capitulo 4. El Modelo Fermi-Pasta-Uirun 
I__"--"-) _" "_ "" -I__ -.- 

libertad (modos nornmles) del sistema. Es ciwo entonces que el tdrmino c6bico 
e? el responsable del intercambio de ertcagis entre los I I I O ~ O S  normales, 

Las condiciones iniciales del experimento numérico original consistieron en 
excitar a un solo modo normal. Esto es, el desplazamiento inicial de 
de sus posiciones de equilibrio esta dado por el modo fundamental 

las partículas 

(4.41 

donde n = 1 mientras que las velocidades iniciales son Xi(0) = O V i. Fermi et al. 
utilizaron N L- 32, 4 = 1 y (Y 2= 0.25, sierldo fa energia total E = 0.077, o bien 
E = 0.00241, donde e = E / N  es la densidad  de energía. Estas condiciones implican 
que toda la energfa del sistema est& concentrada en el modo  fundamental, y ellos 
esperaban  observar, en un tiempo de  c6mputo razonable, un flujo significativo 
de energía del modo flmdarnental a los otros rnodos normalt?s. Sin embargo, el 
experimento  tuvo un resultado totalmente  inesperado, corm p u d e  apreciarse en 
la figura 4.1. En palabras  de los autores: 

Digamos que los resultados de nuestros cúlculos, desde el pldncipio, 
nos sorprendieron. En l ~ g a r  de ure j h j 9  continuo  de énergia del  primer 
modo a los modos mds altos, todos 60s cusos mostraron  comportarnien- 
tos  completamente  diferentes. . I . En lugar de un incrernento gradual 

de todos los modos mriv altos, la enerqb se intercambia,  esencialmen- 
te, sdlo entre algunos pocos. Por lo tanto, es muy dijicil observar e! 
ritmo de  "termalizacaórr" o mezclado en nuestro  problerna, y este era 

el propdsito  inicial  de nuestros cdculos2. 

Otro modelo estudiado por Fermi et al. tiene un potencial  cugrtico con un Ha- 
miltoniano de la forma 

el c u d  tambikn proporciona  resultados  similares a los obtenidos con (4.1). Este 
Hamiltoniano  ha sido conocido en Is literatura como modelo FPU-S y será de  una 
importancia crucial en el desarrollo del presente trabajo. 
~ _ _ _ _ _ _ I  ." 

2A pwar de e s a  liltirna &rmxi6u, muchos a i i ov  despu6s uno de los autores del reporte or@- 
nal (3. Pasta) mencion6 que el objetivo original del trabajo  de 1954 era estudiar la conductividad 
t6rmica del sistema. Ver Ref. [58! . 
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Figura 4.1: Evolucicin temporal  de la energfa Ei de los primeros 
5 modos  normales.  Reproduccidn  de la figura 1 de la Ref. [57] 
utilizando el procedimiento numbrico explicado en el apfhdice D. 
En esta figura (y en todo el resto del trabajo) el tiempo est& 
expresado  en unidades naturales. Ver capítulo 5. 

4.2.2 Relevancia Física del Modelo FPU 

En  vista  de los resultados  obtenidos  por Fermi et al., varias preguntas  surgen in- 
mediatamente, cuyas respuestas  tienen una  importancia crucial para desarrollos 
posteriores. La primera  de ellas concierne a la validez del modelo teórico  propuesto 
como modelo explicativo de un sistema físico real. En primer  lugar  notemos que 
el sistema definido por el Hamiltonian0 FPU (4.1 ó 4.5) es un  modelo  aproximado 
del comportamiento  de un sólido cristalino a bajas  temperaturas.  La reducción de 
complejidad en comparaci6n a la situación física real es considerable, de igual ma- 
nera  que  en el caso del movimiento Brownian0 tratado en  el capítulo  anterior. S610 
se considera una dimensión espacial y la interacción entre  partículas  (usualmente 
del tipo  Lennard-Jones) es 'desarrollada en pequefios desplazamientos  alrededor 



dc Ias posiciones de equilibrio de las particulas. Esto equivrde it considerar sólo e] 
caso dt5bilmc?nte a n r s m h k o  [la situación praente a bajas  temperaturas}.. Ahora. . 

bien, en la nct,u;khcicad podenros considerar que la relevamia física del modelo FPU 
ya ha sido firmernente establecida, pues ahora se sabe  que diferentes modelos en 
una y dos dimensiones comparte? una misn~a fenomenologia (ver /XI] para  una 
revisión). En particular,  practicamente  todos los modelos hasta  ahora  estudiados 
1rruestra.n un cornportamiento  no-estadístico  para  energias bajas (correspondientes 
a bajas temperaturas),  mientras que a energias m& altas la  equipartici6n  ocurre 
seg6n lo esperado. Un punto importante a recordar es que la trmsición  entre es- 
tas dos conlport,arnientou ocurre en un intervalo de energias físicamente relevante. 
Por ejemplo, yarn un modelo de osciladores bidimensionales con intesacciones de 
tipo tennard-Jones j60], la  trmsieidn,  utilizando las partimetros físicos del argón, 
ocwrc para  temperaturas de 5 O K .  Algunos cálculos recientes de dinilmica mole- 
cular en un modelo de u11 cristal  de xenon con impurezas diluidas consistentes en 
~ ~ d h . d ~  de yodo rr~uestran que el tiempo requerido para  que se dC la tquipar- 
ticiiin de la energía entre las rnolhculas de I2 inicialmente  excitadas y la  matriz . , 

de Xe se incrementa abruptamente por debajo de los 30 "K; esta situacidn podría 
invejtigarse cuperirnc?ntdmente para una  muestra real [GI]. 

La segunda pregunta concierne a la posibilidad de observtw la falta de  equipar- 
t.ici6n entre grados de libertad en un experimento de laboratorio,  no en una si- 
rnulacidn de computadora. Si la hapuesta es positiva y se encuentra  además que 
el sistema  experimental  eventualmente relaja hacia el equilibrio, entonces el estu- 
dio del mecarlismo responsable  podría  sugerir una posible explicación al problema 
de  la equiparticitjn en el modelo FPU. Una confimaci6n en este  sentido la pro- 
porciona el cálculo de las propiedades termodin&micas del hidrógeno rnolecuiar 
Hz [62]. El hidrhgcno que s610 tiene niveles rotacionales pares se conoce como 
para-hidrdgeno,  y aquel que sólo tiene niveles imp are^, orto-hidrógeno. Se sabe 
además que, en una mezcla de orto- y para-hidrbgeno en equilibrio, la  comyosi- 
cidn de  ambas especies es diferente dependiendo de  la  temperatura a la  que esté 
la mezcla. Ahora bien, si se  prepara una muestra de hidrógeno a temperatura am- 
biente y posteriormente es enfriada para realizar mediciones a baja  temperatura 

SU calor específico, se encuentra una aparente discrepancia  entre los resultados 
aperimentales y las predicciones teciricct.;. La razón es que I s  conversión entre 
orto- y para-hidr6geno es extremadamente  lenta, por lo que  la composición a 
temperatura ambiente  persiste a bajas temperaturas. Si se  espera un t,iempo lo 
suficientemente  grande como para que el sistema  alcance el estado  de equilibrio 
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correspondiente  a  bajas temperaturas y se vuelve a realizar la medición del calor 
específico, entonces se obtiene u11 excelente ajuste  entre los datos  experimentdq9 
y el c;llculo te6rico. Es claro entonces que  la escala temporal de observación afec- 
ta  dramaticamente los resultados obtenidos.  Este “congelamiento” de grados de 
libertad es cualitativamente  similar al que  ocurre en  el modelo FPU y permite 
suponer  que la escala de tiempo en la que  ocurre  la  equipartición de energía entre 
los modos normales es extremadamente  grande  para  las condiciones originalmente 
usadas  por Fermi et al. Aunque es una suposici6n bastante razonable y natural 
para resolver  el problema, no ha sido nada trivial confirmarla, como veremos m& 
adelante. 

4.2.3 Resultados Posteriores 

Para el caso específico del modelo FPU, Izrailev y Chirikov [63] fueron los primeros 
en mostrar  que,  para energías lo suficientemente altas, este  modelo  relaja  hacia 
el estado  de  equipartición en escalas de tiempo  cada vez m& cortas conforme 
aumenta la energía  del  sistema.  Este fenómeno sugirió la existencia de un umbral 
de equipartzcibn E, tal que,  para E < E,, la equipartición no ocurre (o bien, 
ocurre  para  tiempos  extraordinariamente  grandes),  mientras  que,  para E > E,, la 
equipaxtici6n ocurre según lo esperado. Ahora bien, para  que  este comportamien- 
to tenga relevancia dentro del  contexto  de la mecánica estadística, el umbral E, 
debe  de  persistir en el límite  termodinámico ( N  -+ 00). Tendría entonces que 
cumplirse E, oc N para obtener el escalamiento limN,, E, /N  = d e  > O. Uti- 
lizando una representación del sistema en términos  de los modos normales lineales 
y la excitación de un subconjunto  de  &tos  que corresponde a las condiciones ini- 
ciales de  la simulación original de Fermi et al., estos autores encontraSon, por 
medio de aproximaciones analíticas, un umbral  de  equipartición finito en el límite 
termodinámico. Sin embargo, debido en parte a la falta  de claridad en la defini- 
ción del  umbral  pero  sobre  todo a sus importantes implicaciones, este  resultado 
difícilmente pudo  tomarse como concluyente. 

Bocchieri et al. [64] observaron numéricamente el umbral de equipartición en un 
sistema  de osciladores con interacciones tipo Lennard-Jones,  aunque para valores 
muy pequeños de N (entre 8 y 100). Resultados posteriores obtenidos  por Livi et 
al. parecieron confirmar  que E, o( N en los modelos p 1651 y a [M] para valores de 
N entre 64 y 512. Para obtener sus resultados, los autores  anteriormente  citados 
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donde pi(t) = Ei(t)/ Ek(t) y EI, &S la energja total del k-ésimo modo normal. 
Resulta  entonces que S alcanza su rntixirno valor, S,,, == 1n(N/2),  cuando el 
sistema  est6  en el estado  de  equiparticih.  Para eliminar la dependencia de S con 
respecto a N se define a la erblropia normalizada corno 

de tall manera  que rl-) I cuando S(t)  M S(0) (“congelamiento” de las condiciones 
iniciales) y 7 -+ O cumdo S(t)  3 S,,,, (equiyarticicin). Cabe mencionar que &a 
ha sido  una cantidad fundamental en el estudio del intercambio de energ’a entre 
modos nonndes en el modelo FPU. 

Sin embargo, incluso con la ayuda de q(t) ,  la  dependencia de E;, con respecto 
a E ,  N y l a s  condicisnes iniciales no es nada trivial de estudiar. Para el modelo 
CY se tiene  que,  si E es muy grande, la parte cúbica  del  potencial se vuelve repul- 
siva, obteniéndose soluciones no acotadas  que provocan problemas de  estabilidad. 
Debido a esto es que el modelo í3 ha sido el ni& exhaustivamente  estudiado  hasta 
la fecha. Pettini y Landolfi [sí’] exploraron  numéricamente la dependencia  del 
tiempo T~ en que el sistema alcanza el estado  de equiparticih como furzcicin de 
l a  energía para valores relativamente  altos  de ésta y con valores de N entre 128 y 
512, obteniendo re cx N y un umbral de equipartición E, cx N ,  c0n una trar&ción 
gobernada  por una aproximacicin de matriz  estocástica.  Sin  embargo, la equipar- 
ticibn  presente a energías muy bajas y en escalas de  tiempo mucho m& lentas 
no fue estudiada.  Kantz, Livi y Ruffo [68j, también  numéricamente,  obtuvieron 
la, misma  dependencia del tiempo  de  equipartición COR respecto al número de os- 
ciladares,  pero para valores de N entre 32 y 1024. M& precisamente,  considerando 
la dependencia funcional de 77 con respecto a la  energia E ,  el tiempo t y el  n6xnero 
de osciladores N ,  estos autores  encontraron  que 7 depende s610 de dos variables, 
E y t / N :  q(E’,t, N )  = f ( E , t / N )  para condiciones iniciales en las que toda la 
energía inicial se concentra en un grupo  de modos normales An tal  que An fc N 
(condiciones iniciales r‘físicas’’). ,4demAs, para condiciones iniciales en las que  se 
excita a un subcor?junto An de modos normales tal que An << N (condiciones 
iniciales “xnwánicifs”) se obtiene 71fE, t ,  N )  = g ( E / N ,  t / N ) .  Este tiltirno resultado 



" 4.2. El Problema de la Equiparticidn 57 

parece estar en contradiccih con  los de De Luca, Lichtenberg y Lieberman [SS] 
obtenidos  analíticamente a partir  de unit representación efectiva del  Hamiltonian0 
en tbrminos de un conjunto reducido de modos normales y que parecen sugerir 
q(E ,  t ,  N )  = g ( E ,  t / N 2 ) ;  pero si ambos  resultados tienen que  ser  vaidos, entonces 
71 debe  de ser funci6n de un sólo parbe t ro ,  E t / N 2 .  C&h.dos numkricos poste- 
riores [70] sugieren una correcci6n adicional a esta  última estimacidn,  dando  una 
dependencia de 7 en tkminos  de un solo pardmetro: /3Ent/( P n ) .  Un resul- 
tado  importante  de  este último trabajo es que incluso en el límite termodinhico 
con E / N  = d e  < 1 y An a N ,  el tiempo de equiparticibn diverge corno n. 
Esto  último es muy intrigante  puesto  que sugiere que pueden persistir  estados 
de no-equiparticidn para tiempos  grandes  si  se  efectúa el límite  termodinámico 
N + 00 antes  que el límite  asintótico t + m. 

Los resutados  anteriores para el modelo /3 parecen indicar firmemente que el 
umbral de equiparticidn  desaparece  en el límite termodinhico. La conjetura  de 
que  este  comportamiento es universal parece confirmada  por  estudios  similares 
realizados con otros modelos no-armónicos. En particular,  para el modelo 44, 
el cual es semejante al modelo /3 pero con un potencial  anarrnbnico de l a  forma 
U,, xi (;Ax: + ipx;), existe evidencia de que el sistema  alcanza el estado  de 
equilibrio en el límite  termodinamico y que el tiempo  de  equipartición  también 
diverge cuando el parámetro  de anarmonicidad  tiende a cero (esto es, en el límite 
armónico),  aunque  hasta el presente no ha sido posible determinar la naturaleza  de 
esta divergencia (exponencial, polinomial o de algún otro  tipo) [71]. Finalmente, 
para el modelo cy, Casetti et al. 1721 han determinado,  integrando las  ecuaciones 
de movimiento para tiempos muy grandes ( N  lo8), un umbral E, N N" debajo 
del cual es posible inferir la eventual relajación del  sistema  hacia el estado  de 
equipartición,  pero para tiempos inobservables en cualquier computadora  actual 
si se utilizan los mismos parámetros  que  originalmente  usaron Fermi et al. MAS 
específicamente, estos  autores  determinaron  que,  si en  el estudio  original de 1954 
se  hubiera  utilizado  una  amplitud A (ver Ec. 4.4) diez veces mas  grande  que  la 
Originalmente usada  para establecer las condiciones iniciales, se hubiera  podido 
observar la equiparticih  de energía según lo esperado. 

Para concluir esta sección recordemos que los términos potenciaJes no- 
-cuadr&ticos en los Hamiltonianos (4.1) y (4.5) son los responsables del complicado 
mecanismo de intercambio de energía entre los modos normales (en  la  ausencia de 
estos  términos el intercambio no ocurriría en  lo absoluto, como ya mencionamos). 
€31 efecto de estos  términos en l a s  soluciones a las correspondierltes ecuaciorles de 
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movimiento es considerable, pues la  dinhniea del  sistema en e'l espacio fase es 
mucho rnh complicada.  Ahora  bien,  desde hace mucho tiempo se ha espcxulad~ 
que la presencia  de  trayect,orias  no-peribdicas es una  condicih indispensable en el 
surgimiento de las propiedades  estadísticas del sistema  (equipnrticibn de energía 
en  el caso del modelo FPU). Por lo tanto, a continuacibn  haremos una revisión de 
los resultados  actualmente conocidos de la teoría  general de l o s  sistemas d inhicos  
cuando  se tienen N > 1 grados  de  libertad, ya que este  es el caso de  interés  en el 
contexto  de la mechica estadística. 

4.3 Dinámica de Sistemas 

El punto de vista m& cornunmente  aceptado es que un estado InacroscCjpico de 
quilibrio termodiniixnico corresponde a un conjunto  de  estados microsc6picos cuya 
d i n h i c a  debe  de cumplir con dos propiedades  fundamentales: no debe de tener 
otras integrales  de  movimiento aparte de la errergia y l a s  correlaciones temporals 
de las variables  dinámicas  deben de decaer ripidamente. Dicho de otra fom~,a, 
una 6rbita  tipica en el  espacio fase, que representa e1 estado rnicrose6pico dei 
sistema como funciGn del tiempo,  debe  de moverse de  forma  aproximadamente 
deatoria, o errhtica,  sobre la  hiperrjuperficie de energía  constante  determinada  por 
las condiciones inicides. Si uno desea que l a s  correkaciones decaigan y que se pierda 
dpidamente l a  memoria  del estado inicial, se requiere  que  cualesquiera  dos órbitas 
que  estén muy cerca la una de la  otra en  un instante  dado, se  separeu rApidamente, 
perdiendo,  en una escala  de  tiempo  razonable,  cualquier relación recíproca. Estas 
propiedades son caracteristicas hkicas  de lo que  actualmente se conoce como 
caos, entendido como lo opuesto a una  dinámica  ordenada,  caacterizada por 
las siguientes  propiedades:  existencia de integrales de movimiento  diferentes  a  la 
energía,  memoria  (persistencia)  de  las  condiciones inicides y un caracter  regular 
(cuasi-peri6dico)  de las cjrbitas en el espacio fase" 

Ahora  bien, al problema  del  fundamento  dinámico  de la mecánica  estadística 
clhica se  le conoce como el problema  eyqddice, el cual es particularmente difícil 
de  tratar. Est,o es debido  no s610 a que en sí es dificil de resolver, sino  también 
porque  no es f h i l  de formular  apropiadamente.  Pueden  ser  definidas  diferentes 
- I 

3Es conveniente  hacer notar que la excepción a este punto de vista la constituyen 10s s i s t t ? m ~  
de oscjldores armónicos estudiarlos en el capítulo  anterior. El elemento  estadístico est& dado 
por l a  condiciones inicialeg y el gran número  de gados de libertad involucrados, YAQ por Ia 
d i n h k a  del sistema,  que es totalmente regular. 
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propiedades ergódicas 1731, pero hasta el momento no es claro cuáles de  estas 
propiedades so11 apropiadas  para  sustentar el enfoque Inecanicotestadistico; esto . 

es, no hay un m6todo general disponible para  determinar si  un sistema es ergbdico 
o no a partir  de su Harniltoniano, con la excepción  del caso de una  partícula li- 
bre  que rebota  elbticamente con l a s  paredes del sí llamado  billar  de  Sinai [74). 
Esta dificultad ha provocado que  existan opiniones diferentes y controversiales 
sobre esta cuesti6n. Un punto  de  vista muy extendido ha negado desde hace 
mucho la existencia de  este problema [75], considerando la imposibilidad de una 
construcci6n dinkmica de los ensambles estadísticos; en  el límite termodinhico 
el problema erg6dico debería  de pertenecer al ámbito  de  la  teoría  de las proba- 
bilidades (761. El  primer  intento de  obtener  directamente un comportamiento 
estadístico a partir  de la dinarnica microscópica fue el trabajo ya reseñado de Fer- 
mi et al. cuyos resultados controversiales replantearon  completamente el estudio 
del problema ergódico, ya  que parecieron indicar la persistencia  de un compor- 
tamiento cuasi-periódico incluso en presencia de un potencial  anarmónico en el 
Hamiltoniano.  Ahora  bien, casi al mismo tiempo fue planteado el teorema de. 
estabilidad de Kolmogorov para sistemas dinámicos de N grados de  libertad, el 
cual ofrece una posible interpretación a la  falta de  equipartición  observada en el 
modelo FPW, como lo hicieron notar posteriormente Izrailev y Chirikov [63]. Es 
por  esto  que a continuaci6n  daremos una descripción (de  ninguna  manera  exhaus- 
tiva) de los resultados teóricos actualmente conocidos para los sistemas  dinámicos 
con N >> 1 y de su posible relevancia para el estudio del problema  planteado  por 
el modelo FPU. Respecto al problema ergódico en general s610 estaremos intere- 
sados en aquellos puntos  directamente relevantes para el estudio de este modelo 
en particular. 

4.3.1 Teoremas Generales 

Cuando un sistema din&mico de N grados de  libertad  admite  la  existencia  de N 
integrales de movimiento y, como consecuencia de las leyes de conservación resul- 
tantes,  tiene un movimiento acotado, se pueden definir las coordenadas  canónicas 
conjugadas de acci6n-ángulo (I, O) tales que I = (11,. . . ,IN) E L3 C ffEN y 
0 = (Ol,. . . ,ON) E TN. B es un subconjunto  abierto  de !RN, mientras  que T N  
denota a un toroide  (subvariedad)  N-dimensional,  de  tal  manera que el Hamilto- 
niano del sistema es independiente de los ángulos,  esto es 

. H(1, O) = &(I). 
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COR este  conjunto  de  coordenadas es inmediato ver que la din4mica del sistema 
es trivial, pues 

I@) = I@), O@) = O(0) + w(I(O))t, (4.9) 

donde w = (u1 , . . . , UN) = c?HO/¿lI es el vector de  frecuencias  angulares,  Entonces 
el espacio fase E3 x TN estd “‘f0Iid0’~ en  conjuntos  de  toroides I x TN, I E O de 
tal modo que  una  6rbita que empiece en  un toroide dado permanece para siem- 
pre en 61. h s  sistemas cor1 esta propiedad  se conocen como sistemas dinámicos 
integrables, siendo los rrt6.s. ordenados o ”menos  ergbdicas”. Not,emos tarnbih que 
el modelo FPU sin el tkrnino arrarm6nico resulta ser un  sistema  de  osciladores 
arnarinicos desacoplados (IN~OS nomdes) que  cumple con todas  las propiedades 
aniba mencionadas,  por 10 que el Iliuniltoniamo independiente  de los hgulos  re- 

sin embargo, muchos sistemas  de  inter&  est&  descritos psr  hmiltanianm de 
sulta ser Ho(I) = w * I = WiIi. N 

la forma 
N(I, 8, a) = &(I) 4- O N 1 ( 1 >  O$ i- 2 . .  . , (4.10) 

por lo que surge de inmr:diato una  pregunta  natural ;Ser6 la  dinámica del sis- 
tema  perturbado,  para a pequeiía, en algún sentido  parecida  a la d i n h ~ i c a  RO- 
perturbada O existen nuevas características  producidas  por  la perturbacih?  Esta 
no es una  pregunta  nueva, ya que viene a ser una  generalización del estudio sobre 
la equipartici6n  que atudiarrms en In sección anterior para el m.odelo FPU. De 
hecho, el. Harniltoniano (4.1) tiene la  misma estructura que (4.10) hasta O(a). 
Ahora bien, a pesar de los grandes avances conseguidos, hasta la fecha el com- 
portamiento general  de (4.10) no es comptetameute claro si uno está  interesado 
en sistemas con un número  infinito de grados de  !ibertad;  esto es, en sistemas 
mecanico--estadisticos. 

Considerernos otra vez el Hamiltoniano (4,l.O). El objetivo  de la teoría clkica 
de perturbaciones  sería el de  encontrar (para (r pequeña)  un  cambio  de  varia- 
bles can6nico (I, O) = CG(I‘, O‘) tal que el nuevo Hamiltoniano H’(X’, O’, a) E 
H (CG [I‘, O‘), a) todavía conserve la  forma  integrable 

Hyr,  e’, a) = HA(I’, a). (4.1 1) 

En ese caso el sistema perturbado sería esencidmente la  imagen  de  aquel no- 
perturbado: se terdrian trayectorias cuasi-pericidicas en todo el espacio  fase, sin 
cornportaxliento  estadístico  alguno. Esta posibilidad  queda  eliminada  debido al 
teorema de Poiracaré-Fermi 1771, el cual c&hlece que, para sistemas no-lineales 



4.3. Dinarnica de Sistemas Hamiltonianos 61 

con un número N 2 3 no existen  constantes  de movimiento adem&  de  la energía 
del sistema. Esto quiere  decir  que no pueden existir  subvariedadesque  separen al .. . 

espacio fase en regiones disjuntas, conlo en el caso integrable. 
Sin embargo, para perturbaciones pequeñas se  tiene  que las diferencias cualita- 

tivas entre los sistemas  perturbado y no perturbado  están confinadas a un subcon- 
junto del espacio fase de medida despreciable, aunque  abierto y denso. Adem&, 
incluso dentro  de  este  subconjunto las acciones se  comportan como integrales de 
movimiento aproximadas para tiempos  extremadamente  grandes.  Estas afirma- 
ciones provienen de un teorema  fundamental establecido por Kolmogorov [78], el 
cual fue posteriormente  ampliado y generalizado por Arnold [79] y Moser [80], de 
ahí que se conozca como  “teorema KAM”. Este  teorema es vaido  para sistemas 
descritos  por Hamilt~ni~znos cuasi-integrables de  la forma 

(4.12) 

donde 11 I /  es una  norma  adecuada. 
El teorema KAM establece  que, si O 5 a 5 a, (donde a, depende del n6mero 

de grados de  libertad y de  otros  detalles del Hamiltoniano), entonces existe una 
transfornlación canónica (I, 6) = CT(I‘, S’) y un sistema  dinámico Hh(I’, O’), tales 
que el nuevo Hamiltoniano H‘(I’, 6’,a) E H(CT(I’,u’), a) satisface la relacibn 

H’(I’, e‘, D) !& Hi (I’, a), (4.13) 

donde f3, es un subconjunto cerrado de B y el símbolo 3 denota igualdad entre 
los dos miembros, así como de SUS derivadas, para I‘ E 23,. 

De la igualdad (4.13) se sigue que I:, . . . Ik son integrales de movimiento (y, 
por lo tanto,  la correspondiente órbita  se mueve sobre un toroide  invariante) si las 
condiciones iniciales pertenecen a Bo. Las acciones del sistema n+perturbado son 
integrales de movimiento aproximadas;  esto es, se cumple ] I k ( t )  - Ik(0)l = O(a) 
para  toda t. Debido a que el movimiento del  sistema  perturbado  permanece 
similar al del sistema  no-perturbado, se tiene  que no es posible comportamiento 
estadístico  alguno,  excepto en  el complemento de B,. 

Para el caso particular N = 2 se tiene  que los toroides invariantes son su- 
perficies bidimensionales contenidas en un “superficie” tridimensional de energía 
constante.  Entonces,  para  cada “superficie” de energía, el complemento de B, 
está separado  por los toroides en regiones disjuntas y de grosor exponencidmente 



por lo que el complemento de Bg está co~mtado.  Queda entonces abierta la 
bosibilidd de  term un conjunto  de  tjrbitas moviéndose de manera  errhtica  sobre 
una (‘superficie’’ de cnergia.  Este  fen6meno se conoce conlo dzfusiún de Arnold 
y puede  demostrarse  que  efectivamente  ocurre en algunos ejemplos sencillos [73]. 
Para sistemas  de m;is de  tres grados  de libertad este mecmisn~o de “difusi6n” 
lenta ha sido frecuLnt,emente proputzsto como el responsable de hacer que una 
trayectoria dada atraviese todo 14 cspacio fase accesible. 

La eficiencia de a t e  rnecanisn~o l o  determina e 9  teorema  de Nekhoroshev {Sl], 
el cual  establece que existen  constantes a ,  A ,  T~ y u tales que, si P(0) m el vector 
de las acciones iniciales, entonces se satisface que 

(4.1 5) 

(4.16) 

Ademk, este  teorema es vhIido para perturbaciones lo suficient.ernente ddbiles 
tales que 0 5 o 5 crc. Se sigue entonces que la trayectoria  correspondiente a 
un sistema  dado  visita la rnayor parte del espacio fase disponible en un tiempo 
exponencialmcnte  grande O(T), rn6.s grande  de hecho que  cualquier  potencia 
negativa de CT. Para tiempos menores a T existen  trayectorias  cabticas en el espacio 
complementario a los toroides,  pero est.& acotadas e involucran sblo a algunos de 
los grados de  libertad, los cuales permanecen  descoplados  del  resto. 

Después de  la exposici6n anterior volvemos a  preguntarnos por la posible rele- 
vancia del tmrerna, KAiV y del teorema de Nekhoroshev para el estudio de proble- 
mas de inter&  a  la mechica estadística. Una respuesta  positiva  implicaría que el 
umbral gC, s i  como los exponentes a y u fuesen independientes de N .  Sin embar- 
go, todas las estimaciones  que hasta el momento  existen dan como resultado  una 
dependencia muy pronunciada con respecto a N, como a  continuacibn veremos. 
Esto hace que estos  teoremas,  a  pesar  de su relevancia  teórica de caracter fun- 
damental, sean de  poca  utilidad  práctica para el estudio de sistemas de muchos 
grados de  libertad  como en los .que estamos  interesados. 
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Con respecto al  teorema KAM, las estimaciones  de ac(N) siempre dan  una 
dependencia con respecto  a N de la forma [82] oc(N) exp(-BNln"N), B S >  O, . . . "" 

o bien [83] a,(N) - N-* con 6 M 1300 para algunos casos particulares. Es claro 
entonces que,  para valores físicamente significativos de  la  perturbación y N >> 1, 
l a s  subvariedades  estables  (toroides KAM) pueden considerarse, en general, como 
de medida  cero. El teorema  de Nekhoroshev tampoco es muy útil  cuando  tenemos 
un  sistema con muchos grados  de  libertad. El exponente u que  aparece  en (4.16) 
tiene una  dependencia muy pronunciada en N :  la  estimación v ( N )  - ( 1/N2) es 
del trabajo original [81], v ( N )  N (1/N) se  obtuvo en [84] y tambidn en [85], donde 
se  establece  que es una estimación óptima. Una prueba  diferente del teorema  de 
Nekhoroshev, basada  en  una  estrategia  totalmente  distinta [86], da como resultado 
(u, v) = (i, &) para los exponentes de las Em. (4.15) y (4.16). Esta  última 
estimaci6n  también  es dptima  y practicamente  ya no hay posibilidades de mejoras 
subsecuentes para el caso  general,  aunque  queda abierta  la posibilidad  de  obtener 
alguna  mejoría en las  estimaciones  anteriores para Hamiltonianos  particulares. 

4.3.2 Resultados Analíticos Particulares 

Sin  embargo,  y  a  pesar de las estimaciones  anteriores  cuando N >> 1, en  el caso 
de sistemas  de  baja dimensionalidad  tales como el modelo de Hénon-Heiles [87] 
se  tiene  que el teorema KAM proporciona una explicación satisfactoria  de  la 
fenomenologia estudiada numéricamente. Para  este caso particular se ha encon- 
trado un umbral de caoticidad Ec (el cual  está  relacionado  a o a  través  de las 
condiciones iniciales) debajo del  cual el sistema  tiene un comportamiento  cuasi- 
periódico,  mientras  que, para el caso contrario, su d i n h i c a  está  dominada  por 
brbitas  ca6ticas.  En  la vecindad del umbral se tiene  una  coexistencia muy com- 
plicada de Ambos comportamientos.  La  pregunta  relevante,  al  igual  que en  el caso 
del  umbral  de  equipartición  ya antes mencionado, vuelve a  ser  la  de  la  persistencia 
de E, en el límite termodinámico. 

Los pocos resultados  analíticos  disponibles  para los modelos FPU-a y p son 
bastante ambiguos  debido  a las muy importantes simplificaciones que  deben de 
ser  introducidas  para  obtener  las  estimaciones  deseadas.  Siguiendo  la  definición 
de umbral de  inestabilidad  exponencial en el modelo de Hénon-Heiles (el  cual se 
obtiene  a partir  de (4.1) con N = 3 y condiciones de  frontera  periódicas [88]), 
se  ha  obtenido  una  estimación  de E, para el modelo FPU-a  de la forma [89] 
E, N 1/4d + O ( l / N 2 ) ,  donde Q es la  constante  de  acoplamiento  anarmónica. Se 
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sigue entonces que la dcnsidad  critica tic cnergia cc = E,/N desaparece eu el límite 
N 4 cx). Para el rncsdelo &'€'U-@, Izritilev y Chirikov /63] obtuvieron  una ecuacih 
de evoiucidn no-lincsl para la  arnplit~~d de un modo normal TL cualquiera,  obtenien- 
do un umbral E ,  'l*i l/Pn independiente  de 1ZI (13 es la  constante  de  acoplamiento no- 
lineal del modelo) para ntímercs de  onda n inicidlnnente excitados  tales clue n < N .  
En el límite  opuesto, N-n << N ,  estos autores  encontraron que cc 2 n2n2/N4@, lo 
que  implica que: para modos r~ormalc?s con ntírneros PE altos y N grande, se obtiene 
un comportamiento estochstico inlcuso para una no-linealidaci d6biI. Este Último 
resultado  concuerda con l a s  estimzciones cfe Berman y Kolovskij f901 obtenidas 
por medio de una  ~ p r ~ x ~ r r ~ ~ ~ ~ ~  totalrnenite diferente; aicmAsLS, estas autores en- 
contraron  que, debajo del umbral cc,  Ia dirdmcia del xuadelo se puede  describir por 
medio de  una wtcuacidn de SchrGdinger rm-lineal, Is cud se sabe que es integpble. 
Todos estor, enfoques quiz& SOH muy sirrlplificIzdos, pero son los dnicos  intentos 
existentes hasta la fecha de tratar arn.líticamcnte el comportamiento  ca6tico  de 
sistemas  HamiItonianos con  rrluchos grados de iibertaf. 

Por el I d o  de ¡os experimentos mrntfrictx tenemos que el punto cmtrd es el 
de la eleccih de 1.111 indicador adecuado  que pueda revelar la existencia del um- 
bral de emticidad cc. Muchos pmimetros han sido presentados en la literatura, 
aunque algrmos de ellos e s t b  m& rciaciorrados  con el problema de  la equipar- 
tici6n que coal la diniZrnica del sistema  (suponen  que la equiparticih  de energia 
implica inequívocameute la  prwncia de cjrbitas ca6ticas). Por ejemplo, se ha 
hecho notar que, si la ent,ropía normalizada (4.7) se considera C O ~ Q  una "variable 
dinimica" , se pueden construir pseudo-secciones de Poincaré en el plano (?j, r]) que 
dan inforrnxi6n cualitativa global sobre el in.tereambio de energía entre los modos 
nomales E91-1. Otros  padmetros de  este tipo son las funciones de autocorrelacidn 
de una pnrticxla { X j ,  pardmetros relacionados a la  estructura geombtrica local del 
espacio fase [93j y rnbtricas relaxiorladas al promedio temporal de la energía de los 
modos normales [94j. 

Sin embargo, las cantidades  que han resultado ser de mayor utilidad para el es- 
tudio del caracter cacitico de las trayectorias en el espacio fase de un sistema dado 
son los llamados exponentes de Lyapunov. Su importancia  radica en que cuantifi- 
can  directamente la divergencia de dos trayectorias  en el espacio fase inicialmente 
muy prbximas (sensibilidad a las condiciones iniciales). Existe un exponente  por 



cada dimensión del sistema,  pero el que se usa regularmente como medida de 
caoticidad es el mayor de ellos [95], A , .  Si X, >> O.se tiene  inequívocamente, una 
d i n h i c a  caótica, si X ,  < O se tiene un comportarniento  totalmente  regular, y 
finalmente, si O < X, << 1, entonces se  tiene  una coexistencia de trayectorias or- 
denadas y caóticas. Para el modelo /3 existe  una  fuerte evidencia numérica  que 
hace plausible la existencia de una funci6n de  densidad para los exponentes de 
Lyapunov en el límite termodinhico [SS]. La existencia de dicha funcih permite 
definir la entropiu de Kolmogorov-Sinai (obtenida a partir  de la suma  de  todos 
l o s  exponentes de Lyapunov positivos del  sistema) corno una  cantidad  intensi- 
va en  el límite  termodinhnico, lo que  resulta en una persistencia de trayectorias 
cadticas  cuando el número  de grados de  libertad  del  sistema  tiende a infinito. 
Desafortunadamente  no  existen  resultados  analíticos de  caracter general (esto es, 
independientes de un modelo específico) que  demuestren de manera inequívoca la 
existencia de  la funci6n de densidad  ya  antes  mencionada, aparte  de los obtenidos 
por Eckmann y Wayne [97] utilizando la aproximación de la  matriz  aleatoria. 

Con respecto a los resultados  obtenidos en  el caso de modelos específicos, paxa 
el FPU-P los resultados m& importantes han sido  obtenidos  por Pettini y  Lam 
dolfi [67]. Además de  comprobar  que la d i n h i c a  del modelo está  controlada por 
el pardmetro intensivo4 E = E / N ,  estos  autores  encontraron un umbral e,  que no 
corresponde  estrictamente  a un umbral de equipartición  (pues  ésta  siempre  ocurre 
para tiempos  suficientemente  grandes) ni a un umbral de caoticidad  (ya  que ésta 
siempre está presente si ,f? # O), sino más bien a un umbral  de cuoticidad fuerte 
(SST por  sus siglas en inglés). El SST es tal que, para e > e,, ocurre una “di- 
fusión” rdpida  de  una trayectoria dada en todo el espacio fase disponible, tenien- 
do el  mAximo exponente de Lyapunov un escalamiento de la forma X,  ( E )  E ~ / ~ ,  

obtenido  también  para el modelo 44 y que parece ser  independiente del modelo 
usado. Esto  último es debido a que el escalamiento de X, implica una  dindmica 
que  semeja a un proceso aleatorio, lo cual fue a su vez comprobado  por medio de 
una aproximación de  matriz  aleatoria. Por otra  parte,  para e < E,, est&  praente 
un mecanismo de “difusión” mucho m& lento,  caracterizado  por un rapid0 decre- 
mento de X, conforme e disminuye y que  ocurre en una escala de  tiempo  cuya 
dependencia  en E está  descrita por  una expresión semejante a la  de  la difusión 
de  Amold, Ec. (4.16). Sin embargo, el correspondiente  exponente v que estos 
autores  obtuvieron  resulta ser independiente de N ,  por lo que  resulta dificil de 

‘Ike Punto,  que es de  importancia crucial para el presente trabajo, se explicwj con m& 
- 

detalle en el capítulo siguiente ‘ 
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entender  este pn~canisrno de relajaci6n e11 el contexto del tmrema  de Nekhorct- 
shuv. A d e d s ,  el urnlxd 6,: resu1t.a tambikn ser  independiente de  N para los . 

valores estudicados (entre 32 y 128), pcrr Io que la persistencia de  &,te umbral em el 
límite termodin8rrlico podría tener importantes irnplicaciorm pars los fenómenos 
estudiados por la rr~ec&~ica  estadistica. Pars el modelo FPIJ-a resulta imposible 
estudiar al SST ya que el potencial ctíbico impide trabajar a energías muy altas. A 
pesar de esto, Casetti et al. (723 haxi podido definir un umbral cle cwticidad para 
este  modelo  utilizando como criterio I&  persistencia del  comportamiento X, N t - *  
(característico de una d inh ica  regular) hasta u11 tiempo m&ximo de 1 =r 4.3 x IOy. 
Esta es la primera evidencia directo de la existencia de un umlmd de caotieidad 
que ha podido obtenerse para el caso N B 2. Sin embargo, y al igual que en el 
caso de la relxi6n  entre el  nod de lo F1W-P y el ttwrerna de Nekhoroshev antes alu- 
dida, el escalmierrto del unnbral con respecto al número de osciladores, cc m 

110 es explicable rientro d d  esquema del teorema KAM, pues en la estimación ya 
antes rnenciorlada de 0,: N N - b ,  eI exponente es demasiado  grande: 6 x 1300. 

En el presente  capitulo hemos mostrado cbmo un modelo undimensional de os- 
ciladores annrmónicos aparentemente rnaly sencillo puede desplegar un compor- 
tamiento dinámico  extremadamertte complejo que  tiene  un  inter&  intrínseco, en- 
tre  otras razones porque la  fenomenologh  observada en experimentos num6ricos 
no puede ser  explicada  satisfactoriamente  por los teoremas hasta  ahora conocidos 
(KAM y Nekhoroshev). Esto hace que la dintimica de  este modelo (y otros muchm) 
sea todavía  en  gran  parte desconocida cuando N >> 1. Por lo tanto, las sirnu- 
laciones nnrn6rica.s siguen siendo una  herramienta indispensable en el estudio  de 
este  tipo de sistemas, ya que s610 muy recientemente las aproximaciones analítica3 
han podido aplicarse con un grado razonable de h i t o .  Algunos de estos  resultados 
incluyen l a  obtenci6n de soluciones exactas  de  baja dimensionalidad [98] y la esti- 
rnaci6n del rnhimo exponente de Lyayunov por  medio de  la evolución temporal  de 
un vector que representa la desviación entre  gwdésicas en una variedad Keman- 
niana construida con la métrica de  Eisenhart  sobre el espacbtiempo [99, 1001. 
Tambikn ha  quedado en evidencia que la  relación entre la  dinlimica Hamiltoniana 
y el comportamiento  estadisticu no e5 nada trivial n i  es tan  inmediata como po- 
dría pensarse. De hecho, en 111) estudio "terrnocii~~&nico" [loll de varios modelos 
Harniltonianos no-armóniccts se.ha descubierto  que un sistema de rotures rígidos 
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tiene un comportamiento rlo-erg6dico para el calor específico  en la misma escala 
temporal y en el mismo rango de energía para los cuales el modelo FPU. mum- 
tra un comportamiento mecanice-estadístico normal para este misrrm observable. 
Sin embargo, tambih es sabido  que el modelo FPU no es capaz de reproducir  la 
ley de Fourier 1102). Estos  resultados implican que el comportamiento  estadístico 
puede depender  crucialmente del tipo  de variable macrosdpica que se est6 es- 
tudiando, así como de la elecci6n del modelo rnicrosc6pico particular  utilizado. 
Ahora bien, para el problema especifico de la conducción de calor se ha hecho 
la observacidn [lo31 de que l o s  resultados  hasta  ahora conocidos pueden ser de 
interés para describir  sistemas  experimentales t d w  corno cristales fuertemente 
anisotr6picos [104], polímeros [los] y nanotubos [106]. A su vez, también  han 
sido  presentados  algunos  estudios te6ricos sobre la conductividad tCtrmica de un 
tubo cuántico en  los regímenes balistico [lo71 y cmarmónico (1081 cuyos resultados 
podrían  ser  comprobados  experimentalmente. Por lo tanto, puede concluirse que 
los modelos unidimensionales de muchos grados  de  libertad son  lo suficientemente 
poderosos como para  estudiar problemas físicamente relevantes; existe, sin em-. 
bargo, un fendmeno de gran interés mecanico-estadístico que  todavía  permanece 
inexplorado con este  tipo  de modelos: el movimiento Browniano. Esta  tarea la 
emprenderemos en  el capítulo  siguiente. 
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Capítulo 5 

El Modelo FPU Modificado 

5.1 Introducción 

Como  ya  tuvimos ocasión de ver en el capítulo 3, los modelos de osciladores 
arm6nicos son los únicm que han  permitido  deducir  de  manera  analítica, a par- 
tir del Hamiltoniano  que los describe, la ecuación de Langevin, así corno la 
fenomenología presentada  en el capítulo 2. Sin embargo, son modelos sumamente 
restrictivos en  cuanto al tipo  de interaccih  entre osciladores se refiere, pues un 
potencial  arm6nico no tiene la complejidad de aquellos utilizados en el estudio 
de fluidos, aunque,  por otra  parte, ofrece importantes  ventajas en cuanto  al es- 
clarecimiento del tipo  de suposiciones necesarias para pasar de una descripción 
microscópica Hamiltoniana a una  de  tipo estadístico.  Por otra  parte, el modelo 
FPU, que involucra interacciones m& complejas que el caso armónico,  pero  que 
conserva la simplicidad de los modelos unidimensionales, ya ha sido  ampliamente 
estudiado  y es todo un  paradigma  en  cuanto  al  estudio  de  sistemas no lineales con 
muchos grados de  libertad se refiere. 

En este  capítulo  construiremos un modelo de osciladores anarmóniws para 
el estudio del movimiento Brownian0 partiendo  del  Hamiltoniano (3.1) pero ana- 
diendo un término  potencial  anarmónico del tipo FPU. De hecho, nuestro modelo 
resulta  ser idéntico a este  último,  pero con un oscilador masivo en la posición 
central  de  la  cadena. Aunque el comportamiento del modelo FPU no está enten- 
dido  por completo como ya vimos en el capítulo 4, consideramos que lo conocido 
hasta  ahora es suficiente como para aplicarlo al estudio del movimiento Brown- 
i a n ~ .  Cabe mencionar que ya ha sido  anteriormente  estudiada  la  cadena FPU 
diatómica [log] y con una  distribución  aleatoria de masas para el caso de  equipar- 
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tici6n [I 101 y transporte  de energia [l. E 11, respectivamcnte. Sin embargo,  nuestra 
particular modificaci6n d modelo FPU y su aplicaei6n al estudio del movimiento 
Browniano es totalmente Dovedosa C?KI e9 campo dct f a  rnec&niea estadistica  de los 
modelos Hamiitonianos. 

A diferencia del modelo de osciladores armónicos anteriormente  estudiado, 
para el nuestro ya no es posible encontrar soluciones analiticas a las ecuaciones 
de movimiento resultantes, por Ir> que tendremos que  utilizar las tknicas de la 
cfin&nica molecular. Por ruedio de k t a s  estabtweremos,  primero, en qué  inter- 
valo de valores de los parhe t ros  propios de nuestro modelo podemos obtener 
una  fenornenalogí~. fisicamente razonable.  Posteriormente  estudiaremos el corn- 
portamiento  estadístico de nuestro modelo para. poder  construir un estado de 
equilibrio termodinQmuicul que finalmente nos permita comprobar s i  el oscildor 
pesado rediza movimiento Browninno. Esta d t ima tarea,  sin embaxgo, la em- 
prenderemos hasta el capítulo  siguiente. 

5.2 Plante iento del Modelo 

Nuestro  objetivo en fa presente secci6n es plantear el Hmíiltoniano  de un sistema 
de osciladores mrannrinicos de la  forma H = H o  + aH1 en el cud  Ho es el Ha- 
miitoniam para un sistema de osciladores am6nicos acoplados (3.1) ya estudiado 
en el capitulo 3. Si en este Último redizamos el cambio  de indices i -+ i + N / 2  
tenemos que 

N 

C(Xi+l - . w 2 ,  
i=O 

Las condiciones 

( 5 4  

peribdicas  se  escriben 
ahora como X N + l  = Xu. Ahora bien, aunque en principio tenemos la  libertad 
de escoger la forma  explícita  de la  parte ammónica HI, es importante  tomar 
en cuenta  algunas consideraciones. La m& importante es que  sería conveniente 
que H z  corresponda a un modelo ya conocido para el caso de m a a s  iguales, 
puesto  que en  ese caso se pueden hacer comparaciones directas con resaltados ya 
publicados en la  literatura, facilitando assi el trabajo  de validación que  realizaremos 
posteriormente.  Entonces los candidatos m& viables resultan  ser los modelos 
FPU estudiados  en el capitulo  anterior. De ellos elegiremos el que corresponde al 
potencial cuktico a Ci(Xi+, - -X , )4  entre  otras razones porque da origen a fuerzas 
puramente  atractivas, propiedad que es compartida con el potencial  armdnico en 
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Ho. Nuestro sistema  queda  descrito  por el siguiente Hamiltoniano 

A continuación hacemos las transforrrlaciorm Mi = mM,, pi = fiF; y Xi = x/+, con lo cual (5.2) se escribe como 

- 

donde  ahora tenemos que la masa de  cada oscilador se ha convertido en un 
parametro  ndimemiond.,  puesto  que M, = 1 si i # O y A40 = M 4 M/m. Por 
otra  parte, el parámetro a/n2 cuantifica la contribución de la  parte  anarmónica a 
la evolución del  sistema. Como el trabajo subsecuente se hará con  el Hamiltonia- 
no (5.3), podemos, sin peligro de confusi6n, hacer el cambio de variable 4 Xi, 
f i  3 pi y definir ,8 o/n2, con  lo que tenemos finalmente que 

- - - 

(5.4) 

donde Mi = 1 si i # O y M. = M .  Este  último  Hamiltoniano define un modelo 
que, por su semejanza formal con (4.5), lo llamaremos modelo FPU-p modificado. 

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen  a partir  de (5.4) tienen la forma 

donde 
Fi( {x ,  ( t ) ) )  = P[(x~+, - - (xi - Xi-l)’]. (5 .6)  

Ahora bien, a diferencia de las ecuaciones (3.3) correspondientes al Hamiltoniano 
ann6nico (3.1), las ecuaciones (5.5) no son solubles analíticamente.  Sin  embar- 
go, es perfectamente posible obtener soluciones numéricas con bastante precisión 
utilizando  las tdcnicas de  la  dinámica molecular, lo cual mostraremos en detalle a 
continuación. 

5.3 Implementación y Validación  del  Modelo 
Las ecuaciones de movimiento (5.5) se integraron  numéricamente  utilizando el 
algoritmo de Verlet [11%], el cual corresponde  a las ecuaciones de diferencias fini- 
tas (D.5) y (D.15) para el  ciilculo de las posiciones y momentos,  respectivamente. 
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En el aphdice D ?;e hace una dwripcibn detallada  de c b o  obtener ambas ecua.- 
cioIxs, asi como una discusih de los problemas  de  implenrentmi6n del algoritmo 
a nuestro  modelo desde un punto de vista. lrneriwnente numérico. En la presente 
secci6n nos ocuparemos de los problerrms de implernentaci6m que e s t h  m& direc- 
tamente relacionados a la fisica de2 sistema. 

Nuestro  primer  objetivo ser$ el establecer las posiciones y momentos con la 
que vamos a inicializar nuwtrm simulaciones. Es claro que estas condiciones no 
pueden  ser totalmente  arbitrarias. Teniendo en  cuenta  que  estamos  trabajando 
esencialmente con u11 s6lido  cristalino 4; que desearnos estudiar el comportamiento 
del oscilador pesado  cuando el baio de osciladores 1ivl;mos est6 en  un estado 
de equilibrio  termodiukmico, las condiciones iniciales m& fAciks de implementax 
tienen la forma 

.X,(O) == O e(0) = ~ i ,  i = O,. . . , N  (5.7) 

las cudes corresponden a tomar a todas los osciladores  del  sistema en reposo (lo 
que  tiene la considerable  ventaja de prepxa.r el eatado inicial inde~extdientemcnte 
del valor de a) y donde (T,} son núnxros aleatorios  distribuidos  Gaussianmxnte 
con media  cero y varimza m, siendo E la densidad de energia ya definida 
con anterioridad.  Esta elecci6n de momentos  iniciales ROS permite sirnulax ia 
situaci6n  fisica en la cual u11 cristal  est&  preparado a una  cierta  temperatura 
(definida como 1a er~ergía  cinética promedio por grado  de  fibertad) en quilibrio 
termodinámico. Para  obtener los momentos (Pi} primero se genera un conjunto 
de números aleatonos  distribuidos  Gaussianamente con media  cero y varianza 1 y 
despuds se ajustan por medio de un reescalamiento  que  produzca como resultado 
un valor fijo de E .  Se impone adern& Is restricción xi Pi"i(0) =I O para evitar un 
incremento sistemdticoi  en las mriables espaciales.  Aunque esta elecci6n de los 
momentos (e} es consistente con el valor de la  temperatura  de un cierto  estado 
de  equilibrio  termodinámico, es claro  que el sistema  no  empieza su evoIuci6n 
temporal en UR punto del espacio fase correspondiente a ese estado  de equilibrio, 
ya que el sistema  est8 espacialmente  ordenado al inicio de  cada  una  de  nuestras si- 
mulaciones. Podernos decir entonces que la  parte del espacio fase que  corresponde 
a 10s momentos s t t i  en equilibrio  termodinámico,  pero la  parte que  corresponde 
a las posiciones est& fuera de equilibrio,  siendo el estado total del  sistema  de  este 
últirno  tipo. Tenemos entonces  que dejar que el sistema  relaje  hacia el estado 
de  equilibrio total consistente con la  temperatura  que se establece a partir  de 
los momentos. Los parámetros con los que estudiaremos la relajacibn hacia el 
equilibrio y las escalas de tiempo en la  que b t a  ocurre serán el tema de  estudio 
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de la siguiente sección. 

Una última  característica  de las condiciones iniciales determinadas  por (5.7) es 
que nos permiten fijar los valores de la  densidad de energía con mucha precisidn. 
Esto  último es extrematfanlente  importante  porque es precisamente el valor de 
este p a r h e t r o  intensivo el que  controIa el tipo  de  comportamiento que  presenta 
nuestro modelo, de igual manera  que con los modelos FPU Q! y reseñados en el 
capítulo  anterior.  Este hecho resulta  de que, para una  energía fija, la constante 
de acoplamiento no-arm6nica @' determina  la contribución de la parte  anarrrhica 
del potencial a la dinámica definida por  las ecuaciones de movimiento (5.5). Sin 
embargo, y como es m& natural,  para  una p fija la desviación del  comportamiento 
armónico  se  obtjene al incrementar la energía del sistema. Para entender  este  pun- 
to con m& claridad hacemos notar  que l a s  ecuaciones (D.5) y (D.15) que definen 
nuestro  algoritmo  de integración permanecen invariantes ante  la transformación de 
escda Xi  = pXi ,  = ppi y ,8 = p-2p mientras  que la energía, ante  esta  misma 
transformxidn, tiene  un  escalamiento de  la forma E(X, P,  p)  = p 2 E ( X ,  P,j3). 
Por lo  tanto, la dintimica del  sistema, con una ,B y E o una y E, es exact* 
mente  la misma s i  se cumple la condici6n PE = jg. Ahora bien, puede argüirse 
que,  si B # O, el sistema.  eventualmente  manifestará un comportamiento  caótico. 
Sin embargo ha podido  demostrarse de  manera numérica que,  para el modelo 
FPU-cr [72], la escala de tiempo ( t  - 1.6 x lo6) en la que  se manifiesta el com- 
portamiento  caótico  cuando E M 0.04 << 1 es de  al menos un  orden de  magnitud 
mayor que  las  que hemos utilizado para  obtener  la mayoría de nuestros  resultados 
(tmz N 7 x lo5). Aunque la comparaci6n es s610 cualitativa, pues los modelos 
son diferentes,  podemos  suponer, con un  grado  razonable de  certidumbre,  que  este 
comportamiento  es común en ambos modelos. De hecho, los resultados presen- 
tados  en  éste y el siguiejnte capitulo confirman satisfactoriamente  nuestra  suposi- 
ción. Una ventaja adiciona3 de  adoptar  este segundo enfoque proviene de que, 
como deseamos estudiar a nuestro  sistema  en el límite  termodinámico N + 00, es 
conveniente definir un p d m e t r o  de control  que sea independiente del  número  de 
osciladores N .  Para el modelo FPU-/3 de masas iguales y con = 0.1 (valor que 
utilizaremos en todas  nuestras simulaciones) se ha  encontrado que [113, 114, 1151, 
cuando E 2 1 estamos en una región del espacio fase en la  que los efectos de 
la  anarmonkidad son importantes  para  la  dinámica del modelo. Por otra  parte, 
cuando E 1 estamos en una región del espacio fase en la que el efecto del 
término  armónico en (5.4) es dominante,  por lo que el comportamiento del sis- 
tema es regular  (periódico); Cabría  ahora  preguntarnos si esta fenomenologia es 

- - ... 
"" 
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alterada  de  alguna  forma al pertrrrbar la cnxlena con un defecto  pesado  en el sitio 
i = O. A t ravb del estudio  de diversos  indicadores dimimicos podrornon.contestar~~~~,c~)~~test~ h- r f  + 

de manera  negativa  a esta  pregunta, adem& de  que nos penr1itiri.n comprobar 
la estabilitld de  nuestro  algoritmo  de integración y fijar los  valores de algunos 
pa,rtirnetros de nuestro modelo antes de estudiar L a  relajacicin hacia el equilibrio 
termodinámico. 

5.3.1 Consemcih e la Energía 

Debido a que el Hamiltmiauo (5.4) no depende  cxplícitamente del tiempo, la 
erlergía total una  constante  de movimiento,  por lo que debe de permanecer 
invariante  ante 3a evolucibn temporat  del  sistema. El algoritmo de Verlet es sim- 
pldctim, lo que significa que el esquema  definido por (D.5) preserva Im Areas en 
el espacio fase y garantiza una reprmentxi6n local  adecuada del flujo Hamilto- 
aiano. Una c:onsecuencia inmediata  es que la cuuservación de la energía total 
del sistema puede obtenenase nurn4l-icmente con  un muy alto grado de precisi6n. 
Esta propieciad del algoritmo es importante porque es bien sabido  que,  para sis- 
ternas Hamiltoniarms con un número muy grande  de grados de libertad, éSta es la 
íinica  prueba de precisih que puede irnplementarse de rrlanera sencilla. A contin- 
uaci6n tenemos  que elegir un paso de integracih At lo suficientemente  pequeño 
para que  nuestro  esquema de  integacibn preserve el flujo €l;miltoniano y, por lo 
tanto, conserve adecuadamente  la  energía  inicialmente  proporcionada d sistema. 
Sin  embargo, y debido en gran medida  al  número de osciladores N,,, r.2 0(105) 
rm.cesarios para obtener los resultados  reportados en el capítulo  siguiente, no se 
puede  tornar un At muy peyuefio, ya clue los cAlculos se volveríarl prohibitiva- 
mente largos.  Nuestra  estrategia  consisti6  entonces en hacer varias  simulacjones 
con Nmaz y diferentes pasos de integración para un  amplio  rango  de valores de E de 
t d  manera  que  siempre  se mantenga el mismo número  de cifras significativas en 
el cblcuIo de la densidad de energia.  Siguiendo esta metodología se encontró  que, 
con At = 0.05 (que corresponde aproxhadament,e  a u11 sexagésimo del tiempo 
r n &  rjpido de la  parte arrn6nica de la  cadena, tmin = T y que está relacionado con 
el tiempo de interacción microscópico mencionado el el capitulo 3), se mantiene 
ran nilmero constante de 5 cifras significativas para valores de E entre 0.01 y 10, 
los cuales son valores representativos de los regirnenes armónico y anann6nico, 
repectivaunente, para  una cadena FPlJ de nlasas iguales. 

En la figura 5.1 graficarnos .la densidad de energía cinética, potmcid y total 
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10 

tiempo 

Figura 5.1: Densidad  de  energia  cin6tica K ,  densidad  de  en- 
ergia potencial U y densidad  de  energia  total E vs tiempo  para 
M = 60 y N = 2000. Se presentan  dos casos que  corresponden 
al r6gimen arrn6nico ( e  = 0.01) y caótico (E = 10). Si se dividen 
los valores del eje  horizontal entre se obtiene el tiempo  expresa- 
do  en  unidades del período m& rápido  de la parte  armbnica del 
Hamiltonian0 (5.4), tmin = T. 
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contra el tiempo I, (en unidades uetwales)  para dos valores distintos de la energia 
total inicialmente dada al sistema y con la masa del acilador pesado  igual a 60. 1 ,  

En mbos  casos es claro  que  la ~ O ~ S ~ X V X ~ S R  de  la densic.iad de energia total es 
excelente  para el intervalo de tiempo  mostrado. Estos resultados son indistjn- 
guibles  de aquellos obtenidos con At = 0.025 y 0.0125. En la escala de las figuras 
la densidad de energía total parece  ser  constante; sin embargo,  existen  Iluctua- 
ciones que provienen de la discretizacicin de las ecuaciones de Newton. Pero  estas 
fluctuaciones son de  al menos un orden  de magnitud menor quo las fluctuaciones 

O(N") de las  energias  cinética y potencial. Y lo  que es r d s  importante, la 
energia total FIO muestra niuguna desviacibn sistem8tica  incluso  para  tiempos que 
corresponden a más de 20 millones de pasos de  intepaciltn (con At = 0.05). Tam- 
poco se observ6 que estos  resultados dependierm del valor especifico de M en  un 
intervalo  de  entre 1 y 100. 

Por lo demás vale la pena  observar  que, para el caso de E = 0.01, las  densidades 
de energía  cinbtica y potencial son aproximadamente de la  misma  magnitud.  Esto 
EO es otra cosa que la manifesta.ci6n del hecho, bien  conocido de la  mecánica 
estadística,  que  la  energía  cinética  promedio  de  una  cadena  anncinica  es la  mitad 
de la energía total. Tenemos entonces una  primera  evidencia  empírica directa de 
que la densidad de energía  total es el par&metro que  controla la no-linealidad del 
sistema  puesto que, paa r5 = 10, la  densidad  de  energia  cinética  es una fracción 
mayor que la densidad de energía  potencial,  siendo  este un cormportmiento que 
ya  no es de  caracter  armónico. 

i 

5.3.2 ParAmetro de Control 

El intervalo  de valores de E en el que se presenta l a  transición de un  compor- 
tamiento armónico  a  uno  anarm6nico  pemanlece en gran medida  inalterado por 
la presencia del defecto en la cadena.  Pero la información  asint6tica que pueden 
proporcionar las energías  cinética y potencial instantáneas es muy pobre, ademh 
de  que  la relación entre  la evolución temporal  de  estas  cantidades  y la  dinámica 
subyacente no es muy inmediata,  por  lo  que  sería  deseable  tener un indicador m& 
sensible que pudiera  determinar  inequívocamente (y de  manera  independiente) el 
tipo  de  comportamiento  que  presente  el  sistema  para un cierto valor de E .  Esta 
tarea RC) es 11;ida fácil, puesto  que el estudio  dinámico  de los sistemas nmltidirnen- 
sionales es mucho IR& dificil que la  de  sistemas  tales corno el de H6non-Heiles 1871 
con N = 2. Para estos Ú l t i r n d  existen una serie  de  indicadores muy precisos y 
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ampliamente  utilizados (tales como las secciones de  Poincaré),  pero  que, en gran 
medida,  no son aplicables para el caso de sistemas con N 3> 1. Sin embargo, y 
teniendo en cuenta  que nuestro  objetivo es sólo una cornprobacicin de  la relevancia 
de la fenomenología ya  conocida  del modelo FPU-B usual a nuestro  problema  par- 
ticular,  resulta  que el estudio  de la distancia  entre  dos  trayectorias en  el espacio 
fase inicialmente  separad25  por una  distancia infinitesimal nos proporciona infor- 
mación bastante  detallada sobre la  estructura  de ese espacio, ademh de ser muy 
fácilmente implementable desde el punto  de  vista  computaciond. La distancia 
entre  dos  trayectorias  se define explícitamente como 

siendo las condiciones iniciales {Xi(O),Pi(Q)} y {X~(O),P~(O)} de  ambas trayec- 
torias  idénticas,  salvo  por XA(0) = XO(0) + low6. El promedio ( ( . S  .)) se toma 
sobre diez pares de trayectorias distintas  para  evitar las fluctuaciones que  surgen 
de  una elecci6n particular  de  las condiciones iniciales, las  cuales  se  obtuvieron 
a partir  de  una distribución  Gaussiana, como ya lo mencionamos anteriormente. 
La distancia d ( t )  se calcu.ló en un intervalo de 200 unidades de  tiempo  para un 
conjunto de condiciones iniciales que corresponden a E = 0.01, E = 10 y algunos 
valores intermedios,  mientras  que los valores de III se escogieron en un intervalo 
de  entre 1 y 100. 

Los resultados para los casos M = 1 y M = 60 est&  reportados en la figura 5.2. 
En ambos casos es evidente  que, para las trayectorias que empiezan en las regiones 
del espacio fase con E < I ,  la  distancia  entre  las  trayectorias no cambia  de  orden 
de  magnitud - 0(10-6) para  todo el intervalo de  tiempo  mostrado. Por 10 tanto, 
podemos afirmar que el comportamiento del sistema es regular en estas regiones. 
Un escenario totalmente diferente  se  obtiene para c 2 1, obteniéndose una diver- 
gencia de  caracter  exponencial  que es característica  de una d i n h i c a  dominada 
por la presencia de  órbitas caóticas. En estos casos la  distancia d ( t )  aumenta en 
varios órdenes de  magnitud  (de a lo2 aproximadamente) y, para el caso es- 
pecifico de E = 10, se obtivene una separación máxima,  puesto  que las trayectorias 
están  acotadas  por el tam.año de  la  hipersupeficie de energía. En cuanto al efecto 
de la masa M sobre los valores de t correspondientes  a las  regiones regulares y 
cadticas del espacio fase es claro  que,  exceptuando  una pequerla región en la  que 
t << 10, el mismo es de  poca consideración, como puede verse claramente  para 
el m s ~  M = 60. Hemos además  comprobado la estabilidad de estos  resultados 
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Figura 5.2: Distancia en el espacio fase: entre pares de trayec- 

torias correspondienta a diferentes condiciorm inicida determi- 
nad= por t (densidad de energía total) con N = 2000. 

al variar N' en aproximadamente dos órdenes de magnitud  (de 2000 a 300 OOO), 
por lo que podemos afirma que estamos ante una característica  genuinamente 
dinámica del modelo y que: según nuestra  evidencia, es válida incluso en el límite 
temmdinárnico. Este hecho no es evidente a priori y concuerda  cualitativamente 
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con los resultados  obtenidos  para el modelo FPU-P por medio del máximo ex- 
ponente de Lyapunov, tanto numéricamente [67] conlo~analíticanlente [99, ,IW]. ' " _  

Podemos concluir entonces  que los valores de E ya reportados en la literatura, 
y que corresponden a e << 1 para un comportamiento regular y a 6 2 1 para 
un comportamiento  cadtico, son prácticamente independientes de  la presencia del 
oscilador pesado. 

5.4 Equilibración del Sistema 

Hasta  este momento hemos estudiado el comportamiento mecánico de  nuestro 
modelo. El siguiente paso ser&  estudiar  su  comportamiento  estadístico,  principal- 
mente a travb  de la influencia del  baño  de osciladores livianos sobre el oscilador 
pesado. Como ya habiamos  antes  mencionado, las condiciones iniciales de nues- 
tras simulaciones son compatibles con un cierto  comportamiento didmico, pero 
el estado  que  éstas definen DO corresponde estrictamente  al del equilibrio ter- 
modinbico, el cual est& definido por el principio de equipartición 

M(Vt )  = kBT, 

donde Vo(t) es la velocidad de! oscilador pesado y T es la  temperatura del baño 
de osciladores livianos. Esta condición la hemos utilizado desde el primer capítulo 
para definir el régimen en el cual deben de hacerse todas 1% mediciones de las 
propiedades del oscilador pesado. Una primera  característica  de  este principio 
que conviene resaltar es que es una relación escrita en términos de promedios 
estadísticos,  que son inva.riantes ante  una transformación canónica del tipo (4.2) de 
las variables microscópicas; por lo tanto, no tenemos una  forma única de elegir la 
representación más  adecuada  de las mismas. Una posible elección correspondería 
escribir la relación (5.9) en t6rrninos de los modos normales del sistema,  pero 
la transformación  implicada  complicaría inecesariamente nuestro tratamiento, ya 
que la elección (5.7) de 1 ; s  condiciones iniciales equivale a  distribuir una cantidad 
aproximadamente igual de energía cinética  entre  todos los grados  de  libertad del 
sistema.  Esta característ,ica hace que la representación en tdrminos de posiciones 
y momentos sea  la más  adecuada  para nuestros propósitos. Ahora bien, debido 
a la presencia de los términos potenciales en  el Hamiltonian0 (5.4) la evolución 
temporal  redistribuirá  parte  de esa energía hasta que, después de un cierto  tiempo 
transitorio, la igualdad (5.9) se satisfaga con un grado razonable de precisión 
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para todo  tiempo  posterior. A este proceso lo definimos corno relajitción hacia el 
equilibrio. 

A continuaci6n tenernos que detemimu la forma dc calcular el promedio ( S  - .>, 
asi corno la manera  de obtener T’ a partir  de 1s variables d i n h i c a s  utilizando 
ese mismo  promedio. Una posibilidad seria la de calcular ( S   S }  como un proxne- 
dio sobre un ensarnble en el cual cada elemento del mismo corresponde it una 
repeticicin del “experi~nento~’ con u r m s  condiciones inicla-ies distintas para cada 
miembro dell ensamble. .Aunque es posible estudiar e1 modelo FPU utilizando esta 
estrategia [IIS], la construcci6n  de  este tipo de ensamble es impr&ctica  debido a 
la  cantidad de r e c u m  ccsrrrnutacionaies necesmios. La otra posibilidad, que es 
m& natural  debido a nuestro  conocimiento  completo de la diniamica micrsse6pica, 
consiste en sustituir el promedio sabre un ensamble por un promedio temporal in- 
finato’; esto m, para una propiedad f arbitraria tenemos  que (f) = limn (f)t, 

donde 
t -.? M 

{fSt = _e JiI f(W(t‘): W ’ W ’  1. t 
(5.10) 

es un promedio  sobre un intervalo  finito de tiempo t. Sf el intervalo de tiempo 
es lo  suficientemente grande, b w b  con tomar una sola trayectoria en el espacio 
fase (un solo “e~perimento’~) para calcular el promedio  deseado con un grado  de 
aproxinlacirjn razonable. Ahora, para el oscilacior pesado la  propiedad  de la c u d  
tenemos que conocer su evolución temporal t h e  que  ser su energfa einética 

K,, = MV,2 . (5.11) 

En  cuanto  al baño de osciladores livianos, la propiedad  dinámica  equivalente cor- 
responde a la energfa cinética por grado de libertad, definida como 

(5.12) 

A partir de  esta  últinm propiedad  podemos definir la temperatura cZn&tica como 
Tcin = lirnt,, (KBT)  en  unidades  de kf l ,  lo  que  implica  que  debemos tomar kB = l. 
Entonces el principio  de equipaxticih nos d.ice que,  asintóticamente,  debe de 
cumplirse la siguiente igualdad 

&+grande 
lim (K,,), = Tdn. (5.13) 
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Hemos  hecho la  sustituci6n ('t -+ grande" por "t 3 m'' porque  este  íiltimo es 
un límite  meramente  formal; los tiempos de  c6mputo siempre son finitos (aunque s 

pueden ser muy grandes, como tendremos ocasi6n de ver más adelante). Además, 
en  los tiempos de  c6mputo a nuestro alcance debe  de ser posible observar que la 
igualdad (5.13) se  satisfaga  de  manera muy aproximada, ya que, de lo contrario, 
nuestra  metodologia  sería  inutil para  estudiar el problema  que nos interesa. 

Antes de  continuar es conveniente hacer algunas  últimas observaciones sobre 
el principio de equipartici6n. La idea fisica que subyace a este principio es que 
el efecto del oscilador pesado sobre el baiío de osciladores debe  de ser desprecia- 
ble; esto es, las propiedades  estadísticas del baño no deben de verse mayormente 
afectadas  por la presencia del defecto en la cadena. Ya hemos visto en la sección 
anterior  que,  para  algunas propiedades dinhicas ,  el efecto parece  ser efectiva- 
mente despreciable, lo que ofrece una primera evidencia, aunque  indirecta, en este 
sentido.  Por otra  parte, el efecto del baño  sobre el oscilador pesado  debe  de ser 
de  tal  magnitud  que  este  ultimo alcance el estado  de  equilibrio termodinhico 
con  el primero,  independientemente de  la energía cinktica que  inicialmente posea. 
Por  último, la validez de (5.13) es de  caracter  puramente  estadístico;  esto es, su 
validez depende  del  número N de osciladores livianos. El valor específico de N 
tiene una importancia nmrginal desde el punto  de  vista  dinámico,  por lo que, 
hasta  este momento, ese  valor ha sido en gran  medida arbitrario. Nuestro si- 
guiente  objetivo  será  obtener  una estimaci6n de N tal que permita satisfacer el 
principio de equipartici6:n en un tiempo  al alcance de los recursos de  c6mputo 
disponibles. No es posible conocer este  número de  antemano  debido a la  falta  de 
estimaciones analíticas  para  este  problema. S610 podemos anticipar  que  debe  de 
ser muy grande. 

5.4.1 Primeros R,esultados 

Nuestras  primeras simula,ciones empezaron con las condiciones iniciales definidas 
por (5.7) y un número de ssciladores livianos de N = 2000, elegido en gran medida 
porque nos permitió  hacer comprobaciones muy rápidas del comportamiento del 
sistema. Los promedios (K,,,)t y (KST) t  fueron calculados utilizando (5.10). Para 
los casos E = 0.01 (régimen arm6nico) y E = 10 (régimen cdtico) los resultados 
se  muestran en la figura 5.3. 

Asintóticamente  es  claro  que (KHT)t  tiene el comportamiento  esperado. De 
hecho, el valor de  este promedio se  estabiliza para t = 1000, por lo que  la  iden- 
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Figura 5.3: Tbn y (X,,,),  vs tiernpo para los ditintos valora 
M utilizados. Los valores de la densidaxl de energia corresponden 
a los regímenes arm6nico ( E  = 0.01) y carStico (E  = 10). N I=: 2000. 

tificacicin de Ten con el límite  asint6tico  de (KBT)t  está plenamente  justificada. 
Podenm afirmar  entonces  que el balk de osciladores livianos, tomado de nnnera 
aislada, se comporta efectivamente como un baíío  termodin6nlico.  Sin embar- 
go, la  situación  resulta  ser  totalmente diferente para (K,,)t: de la  figura resulta 
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evidente, en particular  para el caso E = 0.01, que el sistema  completo evolu- 
ciona  asintijticamente hiicia un estado  metaestable  que m corresponde al estado . . I \  i . 

de  equilibrio  termodinarnico  definido  por el principio  de equiparticih (5.13). La 
situaci6n para el caso E = 10 es cuditativamente  similar,  aunque cabe hacer no- 
tar que, para el intervalo  de  tiempo  mostrado,  parece ya existir  una  tendencia 
hacia el equilibrio,  sobre  todo para M = 100. En principio este  comportamiento 
sería  de  esperarse,  puesto  que  la  presencia  del  potencial cubtic0 en (5.4) facilita 
el intercambio  de  energía  entre los distintos grados de  libertad del sistema.  Sin 
embargo, esta tendencia  resulta  ser s610 aparente; si continuamos el cálculo para 
un intervalo  de  tiempo c?iez  veces m& grande pue el mostrado  en la figura 5.3 no 
encontramos  evidencia cle un eventual  relajamiento  hacia el estado  de equilibrio 
para  ninguno de los valclres de M estudiados. 

iC6mo podemos  entender  estos  resultados? El caso E = 0.01 de  la  figura 5.3 
parece sustentar el enfoque de Khinchin [76] según el cual  la  ergodicidad de los 
observables físicos relevantes es una consecuencia del gran número  de  grados de 
libertad involucrados más  que  del  comportamiento  cabtico  del  sistema. Una mues- 
tra de ello es que el efecto de  la d i n h i c a  en la equilibritción es muy débil,  puesto 
que el estado  metaestable se alcanza muy rápidamente sin ninguna  evidencia p o s  
terior  de  una  eventual r'elajaciijn al equilibrio.  Además, el efecto  de  la rxlasa M 
es muy regular,  dismimyendo el valor asint6tico  de (KJ,B)t conforme aumenta el 
valor de M .  Sin embargo,  la  situacibn  para E = 10 es dramáticamente  distinta. Se 
observa claramente  la influencia del potencial  anarmónico en la termalización  del 
sistema,  acelerhdola  y volviendo  el efecto de M sobre  la  misma menos regular. 
Estos  resultados son una clara confirmaci6n de  que el comportamiento  estadístico 
de un sistema  dinámico  resulta de un efecto  combinado, tanto del  número de 
grados  de  libertad como de  la  dinámica  intrínseca del sistema.  Adicionalmente, 
en nuestro  problema  particular el efecto  de  la  masa del oscilador  pesado  es el 
de  crear  una  separación  de  escalas  de  tiempo muy pronunciada  entre los distin- 
tos  grados de  libertad del sistema  (este  efecto es característico  del  movimiento 
Brownian0 y tendremos ocasión de volver a  estudiarlo en  el capítulo  siguiente). 
Mientras  que el número N = 2000 de osciladores livianos es suficiente  para  llevar 
a un estado  de  equilibrio  termodinámico a cualquiera  de ellos  con respecto  a 10s 
demás,  resulta insuficieni:e para  termalizar  al  oscilador  pesado en la  misma  escala 
de  tiempo.  Esta termaliz.ación tiene  que conseguirse a travks de  una  transferencia 
recíproca  de  energía  entre el baño  térmico y el oscilador  pesado.  Pero  parece  claro 
que,  para N = 2000, esto no sería posible sin  que el baño  de osciladores liviarlos 
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pierda sus propiedades  estadísticas (esto es, que deje de  comportarse como baño 
tQrnico). Para el caso = 10 la  iuteraccióu  debida al potencial eutirtico . s tá  
claramente  facilitando Is transferencia  de  energía ya antes aludida, pero  la cfica- 
cia de este mecanismo resulta muy pobre,  por lo que el oscilador p ~ t . d o  y el baño 
de osciladores livianos se comportan como sistemas independientes. Concluimos 
entonces  que el única  mecanismo disponible para conseguir la adecuada  termali- 
zaci6n del sistema  consiste  en aumentar el número de osciladores livianos de tal 
manera que (5.13) se  satisfaga  dentro  de unos límites  aceptables, ya que  deseamos 
conserva-,  tanto IEL unidimensionalidad como el Hamiltoniano (5.4). 

,-.-.-.,.-., ~TP(T.""-r ' .  , i :"rT,-rrr"7- r - r - V r T r ~ " r - 7  r - r r r ry  .-,--n, '1 
1 oo 
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"""""_ I - J 

""""I -1 
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Figura 5.4: Fluctuaci6n relativa de (KBT) t  (curvas inferiores) y 
( K P s ) t  (curvas superiores) para e = 0.01 y t: = 10 con M = 100 
y N L- 2080 en ambos casos. 

Podemos ampliar nuestra comprensión de  esta fenomenologia estudiando no 
solo los prornedios (K,,)t y (Kp , ) t ,  sino tambib  las  correspondientes fluctzla- 
cion@ retativas calculadas a través  de 

(5.14) 

donde f puede ser KHT O KpB. Los resultados para e = 0.01 y E = 10 cuando 
M = 100 se muestran en la  figura 5.4. Es claro  que,  aunque el  valor asintótico 
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Tbn del promedio ( K B T ) t  se alcanza en un tiempo  relativamente  corto, las fluctua- 
ciones de  esta  cantidad empiezan a estabilizarse alrededor de u11 valor constante. 
N 0 ( 1 / N )  en una escala. de  tiempo m& grande, t e  2000 para el caso mostrado. 
Cabe mencionar que hay diferencias entre l o s  casos arm6nico y cahtico, ya que, 
mientras  que en el segundo es evidente  que el valor  asimt6tico de las fluctuaciones 
ya es constante  cuando t N te ,  en el primero todavía se observa una  tendencia 
decreciente para t > te ,  aunque con u11 ritmo mucho menor y  dentro  de los límites 
estadísticos  adecuados. ‘Toda esta evidencia es congruente con un comportamiento 
mecaniceestadístico normal para el baño  de osciladores. Sin embargo, las fluctua- 
ciones relativas de (KpB)$  tienen una magnitud mucho mayor y no muestran  una 
dependencia con respecto a N en ninguno de los dos casos, arm6nico y  ca6tico. 
Para los otros valores de M estudiados los resultados son virtualmente idhticos, 
ya  que la manera  de calcular o2 excluye toda dependencia con respecto  a M .  
Hemos confirmado así las observaciones hechas en el  pBrrafo anterior referidas al 
valor que  debe  de tener N para obtener una adecuada termalizacibn del sistema, 
tanto  para el  régimen mtlm6nico corno para el ca6tico,  pues el comportamiento es 
bastante similar  en  ambos casos. 

Pero, a pesar  de  todos los resultados ya presentados, falta hacer una últirna 
comprobaci6n: esta consiste en averiguar si la fenomenologia anteriormente es- 
tudiada corresponde a una característica global del sistema,  dependiente s6Eo del 
valor de M y  del  número  de osciladores, o bien es una característica locd de- 
pendiente de  las condiciones iniciales utilizadas  (aunque  estas  sean del caracter 
más general posible). Para responder a esta  interrogante hemos considerado el 
siguiente  conjunto  alternativo de condiciones iniciales 

C(0) = o 

donde 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

siendo 11, una variable aleatoria uniformemente distribuida en el intervalo O - 2n; 
mientras  que 

[cos(2nin/lV) - Q tan(m/N)  sin(2nin/N)] . Ui(n) = 
[l. + Q2 tan’(~n/N)]’ /~ 

z = O , .  . . , Iv (5.18) 
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son las amplitudes reducidas (A.27) tornando la  aproxinnaci611 & M 27rnlN. 
Puesto que, en equilibrio, los momentos (Pi} deben de ser variables Gaussian= 
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con media  cero, el hacer P , ( O )  = O equivale a tomar el valor m& probable para 
las mismas. La componente  aleatoria- en { S , ( O ) }  está  redacionada  con la  im- . ,  

posibilidad de  preparar cualquier sistema físico  en un estado inicial perfectamente 
ordenado: para una temperatura  distinta  de cero es inevitable un cierto  grado 
de  aleatoriedad en las condiciones iniciales. Sin embargo, como las posiciones 
iniciales e s t h  dadas en t6rminos del conjunto  completo {U(n)}, tenemos que 
las condiciones iniciales (5.15)-(5.18) corresponden a una subvariedad (toroides 
KAM) ligeramente perturbada del espacio fase, lo que las hace cualitativamente 
diferentes a l a s  condicioms (5.7) utilizadas hasta este  momento. 

En  la figura 5.5 se  muestra el resultado  para A = 5 (t: M 0.01137) y A = 100 
( e  x 10.8432) con los mismos valores de M que en la figura 5.3. El comportamien- 
to  de (K,,)t es muy sirnilar al caso correspondiente a las condiciones iniciales 
aleatorias (5.7) e incluso el valor asintótico T ~ n  se alcanza  en una escala de tiem- 
po mucho más pequeña. Por otra  parte, el comportamiento  asintótico  de (K,,), 
es muy  similar  al ya anteriormente  encontrado,  resultando mucho m& pronuncia- 
do en el r6gimen arm6nic.o ( e  = 0.01): Estos  resultados  muestran  claramente  que, 
al empezar el  c4,lculo en un punto  de una regi6n ordenada del espacio fase, resul- 
ta  todavía m& difícil obtener un comportamiento  estadístico  adecuado.  Ahora 
bien, como la fenomenologia obtenida s610 difiere cuantitativamente de aquella 
obtenida con las  condiciones iniciales (5 .7) ,  podemos concluir que efectivamente 
estamos  ante  una  característica global del sistema y que, al parecer, sólo podrá ser 
modificada aumentando el número de osciladores livianos, como ya lo habíamos 
planteado. 

5.4.2 Resultados en el Límite  Termodinámico 

La situación  cambia  dramáticamente  cuando se incrementa el número N de os- 
ciladores del  baño  térmico. En la figura 5.6 se muestra  una simulacihn con  los 
mismos parámetros  utilizados en la figura 5.3, pero  ahora  utilizando un baño  de 
300 O00 osciladores livianos. El criterio  utilizado para  determinar el  valor de N 
fue  el de poder  obtener, en la escala de  tiempo  mostrada, un  valor asintótico  de 
(Kpe) t  que  satisfaciera el principio de equipartición (5.13) lo mejor posible para 
el caso E = 0.01. Este  criterio fue establecido con base a  que  estamos  estudian- 
do los diversos casos catiticos tomando como referencia el comportamiento del 
correspondiente caso armónico,  por lo que es indispensable conocer en detalle la 
evolución temporal  de los promedios asociados a este caso particular. 
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Figura 5.6: Mismos p a r b d r o s  que en la figura 5.3, pero ahora 
con N = 300 000 oxiladores livianos. 

En la escala de las figuras  se observa que, para = 0.01, el sistema ha relaja- 
do hacia un estado muy cercano al equilibrio termodinhico, como se esperaba. 
Puede  observarse que en  este rkgimen existe una  cierta universalidad en  el corn- 
portamiento del promedio (Kpe) t  para las distintas maas consideradas, ya que 
todas las cux-vas tienden  asintdticamente  de  la misma manera al valor de Tan. 
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Adem&, es claramente visible que  se  desarrolla un “pico” en cada  una  de l a s  cur- 
vas correspondientes a ( KpB)t  antes de  que el sistema  finalmente  relaje  hacia el 
equilibrio, siendo esta una  característica  que se vuelve más  pronunciada  conforme 
aumenta el tamaño del l)año, como puede verse al comparar con la figura 5.3, y 
que  se  presenta  en un tiempo m& corto  para el caso ca6tico ( t  N 325) que en el 
caso arm6nico ( t  21 532). Este fen6meno es semejaute al del “deslizamiento” de 
las condiciones iniciales en una  dinámica  reducida  de  sistemas acoplados a baños 
térmicos [117] y también al de  la evoluci6n temporal  de  la funci6n H de Boltz- 
m a m  para un fluido de  I~nnard-Jones [118]; en  particular,  en  este  último caso l a s  
coudiciones iniciales son idhticas a las que hemos estado utilizando. Para = 10 
obtenemos, sin embargo, un resultado  totalmente inesperado: el valor asint6tico 
de equilibrio para (K, ,B)t  todavía no ha  sido alcanzado. Este  comportamiento 
no se entiende del todo en vista  de los resultados  obtenidos para N = 2000 y 
de lo que esperariamos de un Hamiltonian0 con  un término cuktico como (5.4), 
ya que en este tipo  de sistemas es razonable  esperar  una  rápida  redistribución  de 
la energía  entre  todos lcls grados de  libertad mucho más  rápida  que en  el corres- 
pondiente caso de un potencial  puramente  cuadrático.  En cuanto al origen de 
este  comportamiento, en este  momento s610 podemos hacer  algunas suposiciones. 
Observemos en primer  lugar  que, tomando como referencia el caso armhnico, el 
número de osciladores ya es lo suficientemente grande como para considerar que, 
dentro  de los límites  impuestos  por una metodología de  caracter numérico, es- 
tamos  trabajando muy aproximadamente  en el límite termodinhico ( N  + m). 

Esto implica que hemos podido  eliminar en gran medida los efectos sobre la equi- 
libración del sistema  debidos al número  de osciladores y que eran muy evidentes 
cuando  tomamos N = 2000. Ahora, como un primer  intento  de  cuantificar el 
tiempo  de equilibración del sistema  estudiaremos las fluctuaciones relativas de 
KBT y K p B ,  las cuales se muestran  para el caso particular  de M = 100 en la 
figura 5.7. Para el caso ‘de T~, - ,  las fluctuaciones  relativas empiezan a  estabilizarse 
alrededor  de un valor constante - O(l/N) en  una escala de  tiempo te N- 5 x lo5, 
mucho más grande  que en  el caso análogo con N = 2000. Sin embargo, éSta (?S la 
Única dependencia en AT que  puede observarse, ya que  las fluctuaciones relativas 
de (Kpa)t, tanto  para E = C.01 como para E = 10, tienen un comportamiento muy 
parecido al de SUS contrapartes  para el caso de N = 2000. Esto nos muestra  que 
las propiedades estadísticas  de las fluctuaciones relativas de (KpB) t  permanecen 
en gran  medida  inalteradas a medida  que N se incrementa  en varios brdenes de 
ma@it11d, por 10 que e:; muy difícil inferir, a partir de su comportamiento, si  e] 



sistema ha dcani:ado el estado de equilibrio termodinámico definido por (5.13). A 
pesar de esto, el cornportamimi,c~ asintritico de (K, , ) t  parece ser mucho m& mgu- a / I  , 

la que para AT I= 2000 y el de  sus fluctuaciones relativas no resultan rnayormentc 
afectadas por el valor de M. Estas observaciones hacen plausible considerar que 
te puede  tomarse,  en  una primera aproxirnacibn, corno un indicador efectivo del 
grado  de equiparticih que ha dcarlzado el sistema. 

ea 
b 

tiempo 

Figura 5.7: Mismos partimetros que en la figura 5.4, pero para 
N L=: 300 O00 osciladores livianos. 

Ahora bien, si deseamos investigar el ritmo  de  temalizaci6n con m &  cietslle 
termnos que utilizar un p a r h e t r o  diferente, el c u d  debe  poder  cuantificar,  de 
una manera sencilla, quk tan alejado  se  encuentra el valor asintótico de ( K p B ) t  
del valor de Tcin. De esta rnanera sera posible investigar el efecto, evidente en 
la figura 5.6, del valor de M en l a  relajación hacia el equilibrio. Proponemos 
entonces la furlci6n 

1 
DK (t> = --.-I W - P B  > t  - %in I, (5.19) 

Tcin 

la cual  proporciona una estimacicin de la  diferencia relativa  entre ( K p H ) t  y el 
valor hacia el cual  debe  de  tender  asintóticarnente, T&. De hecho, en ese régimen 
temporal D,(t> debe  de  satisfacer la propiedad 

. lim D,(t) = O. 
t+grande 

(5.20) 
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Consideramos que una diferencia porcentual de 1% (DK ( t )  5 1) garantiza  que el 
equilibrio  termodin8mico ya ha sido alcanzado y que puede entonces hacerse el . 
estudio del movirrlientcl Browniano, corno mostraremos en  el capitulo  siguiente. 
Cabe mencionar que  nuestra función DK ( t )  tiene  cierto parecido con  el estimador 
introducido  por  Thirunlalai y Mountain para  estudiar la equipartición de energía 
en  el modelo FPU, el cual consiste esencialmente en una  norma  sobre el espacio 
de un cierto observable obtenida  a  partir  de  dos  trayectorias diferentes [94]. En 
nuestro caso tenemos  dos propiedades distintas cuyos promedios temporales sirven 
para  construir  una  norma  que  esta  evaluada  sobre  una misma trayectoria en  el 
espacio fase. 
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Figura 5.8: Diferencia relativa para M = 40 y N = 300 000. 

El resultado  para Al' = 40 y algunos valores representativos  de 6 puede apre- 
ciarse en la figura 5.8. Resulta  claro  que,  asintóticarnente, DK ( t )  < 1 para  todos 
los casos considerados. Sin embargo, la escala temporal t = 9 x lo5 en la que  se 
presenta  este  comportamiento es muy grande,  más  grande  de hecho que  la escala 
de  tiempo te calculada it partir  de las fluctuaciones relativas de K,,, como ya lo 
mencionamos con anterioridad. Recordemos, sin embargo,  que  la estimación de te 
se realiz6 tomando en cuenta  únicamente el valor M = 100, por lo que es de es- 
perar  que el estudio del comportamiento  asintótico  de D, ( t )  para diversos valores 

" . .. 
L, 
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de 34 proporcione informaci6n mucho m& detallada  que  aquella  disponible  hasta 
este momento. Observamos, además, que l o s  valores m& grandes d e l a  ,diferen- 
cia porcentual  se  presentan para t < 3 x IO5) la cual es una escala de tiempo 
en Ia que ya habíamos  considerado  que el sistema  todavía no alcanza el estado 
de equilibrio termodinAmico. Por 10 tanto, la información que tenemos hasta el 
rnomento es  congruente con  el criterio de equilibraci6n ya establecido a travh de 
te .  El comportamiento de DK ( t )  para el caso M = 60 es muy similar, como puede 
uhervarse en la figura 5.9. La diferencia m& notoria con respecto al caso anterior 
es la  rapidez con la que el comportamiento assint6tico de la diferencia porcentual se 
presenta. Para t > Z x IO5 tenema que D, ( t )  < I en todos los casos ;mamlOnicos 
considerados (E 2 1). Por otra parte, D,(t) M 1 para el caso m 6 n i c o  ( E  = 0.01) 
en la misma escala de tiempo, corno se muestra. Por lo demzb, la fenomenologia 

muy similar al cm0 M = 40. 

2 3 4 5 

tiempo ( X  lo5) 
Figura 5.9: Diferencia relativa: M = 60 y N = 300 000. 

Pero este panorama cambia drásticamente  para los casos M = 80 y 100 mostra- 
dos en l a s  figuras 5.10 y 5.11, respectivamente. En particular,  asint6ticamente te- 
nemos que ID, (1) z 1 para 6 = 0.01 en ambos casos; este  comportamiento es muy 
semejante al caso análogo para M = 60. Para t = 10 tenemos que DK ( t )  <<. 1, 
siendlr este  comportamiento tarhbién muy semejante al caso análogo con M = 60; 
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]17igura 5.IO: Diferencia relativa: M = 80 y N = 300 000. 

en particular, es el único caso anarmónico  para el cual se cumple estrictamente 
que D,(t) < 1 en el régimen temporal  mostrado. Por lo tanto, podemos afirmar 
que la diferencia  porcentual,  para E = 0.01 y 10, tiene un comportamiento muy 
parecido en los casos M = 80 y 100. A continuación observamos que D, ( t )  > 1 
para = 1 y 2 en ambos casos considerados ( M  = 80 y M = 100). Este com- 
portamiento  es muy diferente  a aquel ya observado para E = 10. Con la evidencia 
hasta el momento  disponible no es fácil dar una explicación a esta fenomenología, 
aunque  podría interpretaxse como la  manifestacih  de un cambio cualitativo  de  la 
dinámica  del  sistema  cuando E = 1 y 2. Esta posibilidad será explorada de una 
manera  totalmente diferente en el capítulo 6. 

Teniendo  en  cuenta toda la información disponible sobre D, ( t )  para los casos 
correspondientes  a M = 40, 60,80 y 100 podemos establecer  algunas conclusiones. 
Aunque sólo para t 9 x lo5 el comportamiento  de DK ( t )  es lo suficientemente 
regular en  todos los cascs considerados, también es claro  que,  para t FZ 5 x ].O5, 
la diferencia  porcentual D, ( t )  ya no toma valores muy diferentes a 1, por l o  
que  podemos  considerar  que la información proporcionada  por el comportamiento 
asintótico de D, ( t )  es  congruente con el valor de te obtenido  a  partir  de 1% 
fluctuaciones  relativas de K,,. La única excepción parece ser el caso E = 1 para 
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Figura 5.11 : Diferenda relativa: M II: 100 y N = 300 000. 

5.5 Resultados Adicionales 
El comportamiento presentado en la seccicin anterior es irrelevante una vez que 
se ha alcanzado el estado  de equilibrio termodinjmico, mismo que necesitarnos 
para estudiar el movirniento Browniarto del oscilador pesado. Sin embargo, l a  
fenornenología encontrada es lo suficientemente interesante ccmo para rrlewwr 
una investigaci6n adicional. Desde este punto de vista, es entonces necesario hacer 
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algunas suposiciones sobre el origen del comportamiento  asint6tico del sistema en 
el rbgimen anarmónico. Observamos en primer  lugar que la única diferencia con el. I I j .  I 

modelo FPU usual es la presencia del defecto pesado en  el centro  de la red.  Por lo 
tanto,  la hipótesis m& plausible es que l o s  efectos hasta  ahora observados pueden 
tener su origen en el tipo  de interacción que  existe  entre el oscilador pesado y 
el resto  del  sistema. Para explorar esta  conjetura tenemos que hacer el siguiente 
cambio de  nomenclatura: 

Entonces el Hamiltoniano (5.4) se puede escribir de  la siguiente  forma 

(5.21) 

(5.22) 

donde 

P2 P + x2 + - x 4  H P B  = 2M 4 

(5.23) 

Hp, corresponde al Hamiltonisno  de un oscilador anarmónico  aislado, HH,r es el 
Hamiltoniano de una cadena FPU de masas  unitarias y extremos fijos, y final- 
mente HINT cuantifica l a  interacción  entre el oscilador anarmónico y la  cadena 
FPU. Ahora bien, si definimos h(t)  = H ( t ) / N ,  entonces podemos monitorear  la 
evolución temporal  de las  cantidades hp,( t ) ,  h H T ( t )  y 15,,~,(t) y poder a s i  observar 
la relación que existe entre ellas. 

Los primeros  resultados fueron obtenidos  para el caso armónico con N = 2000 
y se  muestran en la  figura 5.12(a). Desde una  perspectiva distinta volvemos a 
encontrar la misma fenonlenologia que  la ya mostrada en la figura 5.3. Se observa 
que la energía  del  sistema, tanto cinbtica como potencial, está  concentrada  en el 
baÍío de osciladores livianos, siendo despreciable la contribución del oscilador pesa- 
do. Es asimismo despreciable la energía de interacción entre  ambos  sistemas,  por 
lo que el oscilador pesado  y.la  cadena  de osciladores livianos están esencialmente 
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Figura 5.12: I t p B ,  hBT y k,,, para el c m  particular M = 60 
momo funci6n del número de oxifadores livianos en el rbgimen 
armónico ft- = 0.01). 

desacoplados. La situaci6n  cambia cumdo tenemos N = 300 000, como puede 
verse en la figura 5.12(b); para este caso, y despub de un tiempo  transitorio m& 
grande  que aquel  encontrado en la fibrura 5.6, vemos claramente  que la energía 
del oscilador pesado empieza a incrernentarse.  Además, la  forma de la curva cor- 
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respondiente .: h,,(t) tiende a seguir muy de cerca a la curva de la energía  del 
baño tdrmico z,,. Este  comportamiento proporciona una  clara evidencia de  que . ,  

empiezan a formarse correlaciones entre el baño  y el sistema. Si aumentamos el 
tiempo  de observaci6n hasta IO5 tenemos que las curvas correspondientes a h,, y 
h,, terminan  por seguir una evolución temporal  pr8cticmente idéntica,  mientras 
que  la energía de interacción toma valores negativos muy grandes, como puede 
verse en la figura 5.13(a). 

La situación para E =. 10 se  muestra en la figura 5.13(b).  Aunque existen seme- 
janzas con el caso m ~ ó n i c o ,  las diferencias resultan ser todavía más interesantes 
ya  que, en el intervalo de  tiempo  mostrado, el sistema  retorna a un estado seme- 
jante al inicial, de  manera  totalmente  opuesta a lo esperado  y en contraposición al 
caso lineal. Este  comportamiento  tan  extraño  debe  de  tener su explicaci6n en la 
interacci6n que  existe  entre el oscilador pesado y el baño  de osciladores livianos, 
ya que el elemento diferente que existe con respecto al caso lineal es el predominio 
de  la contribuci6n anarnlónica en el  Hamiltonian0 de  interaccih H,NT. 

Sin  embargo, el estudio  de la influencia de  esta peculiar interacción en la 
relajacih hacia el  equi1::brio está  m& all& de los objetivos del presente trabajo, 
por lo que sólo nos conformaremos con dejar  constancia de los efectos de  esta 
interaccih.  Otra  de las razones para no continuar con esta linea de investigación 
en el  presente  momento  tiene  que ver  con la estructura misma de H,,,. Nuestro 
modelo, (5.4), ha sido  construido  de  tal  manera  que'  su  estructura fuera muy 
similar al modelo de osci ladores acoplados (3.1) , sin preocuparnos  por el problema 
de  la interacción entre el oscilador pesado y el baño  de osciladores livianos. Una 
consecuencia de esta mctodología es que la ya  aludida interacción resulta muy 
complicada,  puesto  que involucra tbrminos no-lineales tanto en las  coordenadas 
del oscilador pesado como en las del baño. De  hecho, parece que, hasta donde 
llega el conocimiento del autor de este  trabajo, nunca  se ha intentado el estudio de 
una interacción como la que  est& expresada  en H,,,. Pero podemos hacer algunas 
suposiciones razonables sobre el origen de  la fenomenologia que hemos encontrado. 
En la  literatura sobre el tema  han podido  estudiarse  sistemas simplificados en  los 
que la interacción es la'ncnl en las coordenadas del baño y arbitraria (esto es, no- 
lineal) en  las coordenada;s  del oscilador pesado [119, 1201. En este caso se sabe  que 
la consecuencia es la aparición de ruido multiplicative en la dinámica macroscópica 
resultante. Si este mismo fenómeno está presente en nuestro  sistema, entonces la 
ecuación de movimiento para el momento del oscilador pesado, cuando  &te alcance 
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Lm irnplicaciones de  esta suposici6n son importantes,  pero su esclarecimiento 
ser6 p05puato  para  futuras investigaciones debido a las razones ya anteriormente ,. 

mencionadas. 

5.6 Conclusiones 

E;n a t e  capitulo  hema; modificado el modelo FPU-b introduciendo un defecto 
pe.;ulo de tal manera  que  este nuevo modelo sea  una extensión del Hamiltonia- 
110 de  osciladores  armónicos acopIados (3.1) ya antes  utilizado en  el estudio del 
rmvirniento  Bnwniano. Las ecuaciones de movimiento del modelo FPU modifica- 
do han sido rt-sueltas num6ricamente y hemos podido  comprobar la confiabilidad 
de 1- trayectorias  obtenidas al comprobar la conservación de la  energía, así como 
en e l  cstablec.in~iento  del  intervalo  de valores de e que corresponden al régimen 
ordenado Y tacitico de  nuestro modelo. Sin embargo, hemos podido  también corn- 
probar  que I n  construcdn del estado  de equilibrio definido por el principio de 
cyuiyartición (5.9) es l a  tarea m& difícil hasta este  punto  de  nuestro  desarrollo. 
Gorno resulta c!aro de la figura 5.6, para tiempos  cortos  nuestro  sistema sigue una 
dinhnica qtle no obedece  a la ecuaci6n de Langevin, como era  de esperarse; s610 
c l x m h  l a s  f l w ?  ~aciones relativas del baño de osciladores livianos alcanzan su valor 
f~tadifitiCo - (.)(l/.V) podemos  tener la seguridad de que el sistema  ha  alcanzado 
el & a h J  de t%]uilibrio i~uscado. Pero  esta relajación no ha resultado nada  fkil 
(fe cara.cteriz,u-. A través  de la funci6n D, ( t )  hemos podido observar que, para 
10fi v a h -  e X t r + ~ ~ ~ o s  de 6 que hemos utilizado (0.01 y lo),  el comportamiento es 
muy sirnilar- I't'rO a la vez muy diferente  a los casos intermedios también  estudia- 
dos. Este  Co~~Wrtanlierlto  ha impedido  utilizar a DK ( t )  de  una forma andoga a la 
entrwfa spectral (4.7) definida en el capítulo 4 para definir un tiempo de equipar- 
t i c i h  indePeudieIlte de las  fluctuaciones relativas del baño. Una posible causa de 
6 t f :  f m ~ a s o  la hemos  encontrado  estudiando  la interaccidn del baño con el os- 
cilador P a d ~ ) l  Ya que el comportamiento en  el  régimen caótico es marcadamente 
diferwJte al del +gimen umbnico. La conjetura  de  que  esta interacción da origen a 
ruido  nlultiPli<'ativo  en :¡a d i n h i c a  rnacroscópica de nuestro modelo es plausible 
UJIderando l o s  r e d t e , d a  disponibles en la  literatura  para modelos similares, 
pero 110 h a  sidi) e-uplor:da  con todo el cuidado  que amerita porque,  a  primera 
Wrf~xirrl~i6I1, hemos conseguido el principal objetivo  propuesto en este  capitulo, 
(4 f:lJaJ era el de construir UII sistema  de osciladores anarmónicos que  tuviera un 
c f ~ r r l l ~ f ~ r t a ~ ~ i ~ ~ ~ ~ ~ ~  stadistic0 adecuado. Por lo tanto, las preguntas sin respuC3ta 
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prapuestas en este capítulo s e r h  pospuestas para futuras investigaciones, ya que, 
COD la informacih obtenida hasta el momento, estamos en la  posición de estudiar 
detalladamente el rrmvirrlierlto del oscilactor pesado para comprotxu si éste efectúa 
movimiento Browniano de manera aniiloga al sistema de oscila.dores armónicos 
a,copI;sdos, lo que h;trernos a contiuuacih. 



Capítulo 6 

Movimiento Browniano en una 
Cadena FPU 

6.1 Introducción 

En  el  capítulo  anterior  planteamos el modelo FPU modificado, establecimos la 
manera  de  integrar numiiricamente las correspondientes ecuaciones de movimiento 
y estudiamos la relajaciiin hacia el estado  de equilibrio  termodinámico en funci6n 
de ciertos valores de los parbe t ros  característicos del sistema.  Este proceso de 
relajaci6n  resultó muy difícil de  estudiar  debido, según los datos obtenidos,  al 
tipo  de interacción entre el oscilador pesado y el resto del sistema,  por lo que la 
fenomenologia puesta en evidencia por  nuestros  experimentos num6ricos todavía 
no ha  podido ser explica.da en su totalidad. 

Ahora bien, a pesar de las dificultades encontradas hemos podido  obtener el 
estado  de equilibrio con  un grado  razonable de aproximación, por lo que podemos 
retomar  la  pregunta que ya nos planteábamos  en la introducción:  ¿qué modifica- 
ciones introduce  en la fenomenologia macroscópica la presencia de un potencial 
anarm6nico en el  Hami1t;oniano microscópico del sistema?  Finalmente  podremos, 
en el presente  capítulo, responder a esta  pregunta  de  la  manera menos ambigua 
que nos permitan los datos num6ricos que  obtengamos  siguiendo la metodología 
que m& adelante presentaremos. 

Nuestro primer  objetivo  será el de  estudiar el modelo ya planteado en el 
límite  armónico de  tal manera  que reproduzcamos numéricamente los resulta- 
dos  obtenidos  analíticamente en el capítulo 3. Aparte  de  ser  una comprobación 
del alcance de  nuestra metodología, los resultados  obtenidos en este régimen tam- 
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bikn tienen u n  inter& intxínscco, puesto  que 11u11ca se habian intentado reproducir 
nun.~Cric.amc~nte los resultados  analíticos ya conocidos. Posteriormente estdiare" 
mas 1% modificaciones que el potencial msrrnciniect introduce en los partimetros 
macrosc6picws caracteristkos del movinlieuto  Urowniam,  principalmente en el 
coeficiente de difusibn y en e3 tiempo de relajaci6n de Ia funci611 de autocorrelación 
del momento, adem& de invrst,igar c6mo cdcularlos con la mayor precisibn posi- 
ble. 

6.2 Validaci6n: Arm6nico 
Puesto que ya cc~rnyrc3lxmos exhaustivamente  en el capítulo  anterior que, cuan- 
do e << I, el comportamiento del sistema definido por el Hmiltoniano (5.4) es 
príicticanlente  indistinguible de aquel obtenido utilizado (3.1) (esto es, del caso 
en que el potencial anarmtinicv es cstrictamentc nulo), entonces podernos iniciar 
nuestro  estudio del rrlovirniexltcr del oscilador pestdo recuperando  numbricamente 
los resultados ya obtenidos  auditicnrnente era el capítulo 3 para el caso de jnterac- 
ciones a primeros vecinos. Con esto garantizamos que podemos estudiar, con un 
grado razonable de  certidumbre, el comportamiento del sistema  cuando tengarnos 
que c =. 1, régimen en el cual nct existen expresiones anaJít,icas disponibles. 

Para estudiar el movimiento Browniano en m a  cadena  de osciladores ut,ilizan- 
do las soluciones nurnkricas a las ecuaciones de movimiento, la metodología cun- 
sistirá en estudiar las propiedades a.;ociadas al oscilador pesado y que se  obtienen 
a partir de l a s  mismas, tales como su posición, momento y l a  fnerzrx. total ejercida 
sobre  el mci ldor  pesado debido a su interacción con todos los d e m h  O S C ~ ~ ~ O E S  

del sistema.  Puesto  que a partir  de  cada una de estas variables se pueden obtener 
relaciones bien conocidas, la  comprobación del comportamiento  estadístico en el 
régimen amdnico se vuelve inmediata, como a coratiouacih veremos. 

6.2.1 Desplazamiento Cuadrático Medio 
Para el caso de la  yosicitin, tenernos que  comprobar si en nuestro  modelo  se  cumple 
la relación de difusi6n de Einstein (2.1.0). Esto es, debemos  obtener una relación 

para t >> r ,  donde T e? el tierrlpo característico de decaimiento de Ia fuución de 
autocorrellxi6n del momento. En esta expresibn el promedio está calculado en u11 
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estado  de equilibrio termodinBmico, por lo que no depende del origen temporal y se 
dice entonces que el promedio es estacionario.  E,sta 6ltima propiedad nm .permite , ,. I ,  

calcular, para una funci6n Q(t,O) arbitraria (en  este caso particular, Q(t,O) = 
[Xo(t)  - Xo(0)]2) ,  el promedio (Q(t, O ) ) t  como [I211 

1 N  

donde tn son los orígenes temporales que pueden obtenerse a partir  de  una trayec- 
toria  de longitud t,, y c.uyo número total disponible está  dado  por n/ = t,, - t ' .  
Ahora bien, como el promedio (6.2) tiene que evaluarse sobre la  trayectoria  del 
oscilador masivo, entonces la precisi6n del promedio s610 puede  ser aumentada 
extendiendo lo m& posible la  trayectoria en el tiempo.  Empíricamente hemos 
encontrado  que t,, = 2 x lo5 es el tamaño  óptimo  de la trayectoria (con lo que 
obtenemos  aproximadamente 199800 orígenes temporales descorrelacionados) para 
una  correcta evaluaci6n del promedio ( m  - ) t  en (6.1). 

Una estimaci6n del valor del coeficiente de difusi6n D se puede obtener a 
partir  de (2.34), conocida en la  literatura como fórmula de Green-Kubo, si la 
reescribimos en términos de  la función de autocorrelación del momento po ( t ) ,  con 
lo que  resulta la expresith 

(6.3) 

Si utilizamos el principio de equiparticidn ( ( P i ( 0 ) )  = Mlc,T) y la  fonna exponen- 
cia1 asint6tica po(t) = er:p(-rt), donde I' = m o / M  (u0 = 2 y m = 1 en  nuestro 
sistema  de  unidades), entonces obtenemos la relación 2 0  = k B T ,  misma que 
fue calculada de manera  exacta para el modelo de osciladores m 6 n i c o s  acopla- , 

dos [45]. Ahora bien, si <:alculamos la  temperatura en unidades de  la  constante  de 
Boltzmann, tenemos qut: 2 0  tiene  que coincidir con la  temperatura cinética T ~ n  
que  obtuvimos en el capítulo  anterior.  Puesto  que el desplazamiento  cuadrktico 
medio es la  cantidad  más  fkilmente medible por medio de la d i n h i c a  molecular, 
tenemos entonces una forma muy sencilla de calcular el coeficiente de difusión 
D del oscilador pesado. Adem&, como puede también calcularse a partir  de la 
fórmula de Green-Kubo 1:2.34), tenemos, en principio, una  forma adicional de com- 
probar SU validez. Mencionemos por último  que,  aparte del límite t >> 7 = I ? " ,  

'Cabe  mencionar  que, en virtud del teorema  ergódico, esta forma de calcular el promedio 
( - - . ) t  es equivalente a tomar un ensamble de  sistemas identicos  excepto por sus condiciones 
i n i c i a l e s ,  que son diferentes para-cada miembro del ensamble. 
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Figura 6.3: Logaritmo de la función de autocorrelaci6n nor- 
mdizaia, del mornento pza cada una de lrtr m a m ~  utilizadas vs 

tiempo. Mismos: pnrdmetrtrv que en la figura 6.2. 

en una escala lineal-logarítmica. El comportamiento lineal de l a s  ctlrvaS en es- 
ta  gráfica indica  claramente un decaimiento  exponencid de la forma p,,(t) = 
exp(- t /~)  en el rbgirnen temporal  mostrado, lo que confirma que la ecuXi6n de 
Langevin (3.39) proporciona  una descripción adecuada a la fenornenología hasta 
ahora estudiada. 

Una forma adicional de comprobar la validez de  nuestros  resultados  consistirá 
en calcular el tiempo de relajamiento T a partir  de (6.6). Ahora bien, es claro 
que el límite  superior infinito de  la integral es meramente fomlal; tenemos que 
sustituirlo por un tiempo  máximo para el cual la funci6n po(t) ya haya decaido 
apreciablemente. Este tiempo lo podemos tomar  del  límite  superior del intervalo 
de validez (6.4) para  cada  una  de las masas estudiadas. Los resultados se muestran 
en la  tabla 6.2, junto con  el correspondiente coeficiente de difusión calculado 
directamente a partir  de  la fórmula de Green-Kubo (2.34). 

Como resulta  evidente, el cálculo del  tiempo  de  relajarniento  resulta  ser ex- 
celente, sobre todo  para los casos M = 40 y 60. En ambos el error  porcentud 
con respecto al valor exacto es despreciable, N 6.5 x %. En la? otros dos 
casos el resultado num6rico está ligeramente n h  alejado del valor exacto, y esto 
es muy probablemente  debido a.la desviaci6n sistemática  que ya habíamos notado 
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estado  de equilibrio termodintimico, por lo que no depende del origen temporal  y se 
dice entonces que el promedio es estacionario. Esta Última propiedad nos permite 
calcular, para una funci6n Q ( t , O )  arbitraria (en  este caso particular, *( t ,  O) = 
[Xo(t)  - Xo(0)]2) ,  el promedio ( ! P ( t , O ) ) t  como [121] 

donde tn son los orígenes temporales que pueden obtenerse a partir  de  una trayec- 
toria  de longitud t,, y cuyo número total disponible está  dado  por N = t,, - t' . 
Ahora bien, como el promedio (6.2) tiene que evaluarse sobre la  trayectoria  del 
oscilador masivo, entonces la precisi6n del promedio s610 puede ser aumentada 
extendiendo lo más posible la  trayectoria en  el tiempo.  Empíricamente hemos 
encontrado  que t,, = 2 x lo5 es el tamaño  óptimo  de la trayectoria (con lo que 
obtenemos  aproximadamente 199800 orígenes temporales descorrelacionados) para 
una correcta evaluaci6n del promedio (m - ) t  en (6.1), 

Una estimaci6n del valor del coeficiente de difusi6n 0 se puede obtener a 
partir  de (2.34), conocida en la  literatura como fórmula de Green-Kubo,  si  la 
reescribimos en términos de  la función de autocorrelación del momento po(t), con 
lo que  resulta la expresi6n 

Si utilizamos el principio de  equipartición ( (P i (0 ) )  = Mlc,T) y la forma exponen- 
cia1 asintótica po(t) = exp(-rt), donde I' = w o / M  (u0 = 2 y m = 1 en nuestro 
sistema  de  unidades), entonces obtenemos la relación 2 0  = k B T ,  misma que 
fue calculada de  manera  exacta  para el modelo de osciladores arm6nicos acopla- , 

dos [45]. Ahora bien, si calculamos la temperatura en  unidades de  la  constante  de 
Boltzmann, tenemos que 2 0  tiene  que coincidir con la  temperatura cinética T,, 
que  obtuvimos en el capítulo  anterior. Puesto  que el desplazamiento  cuadratico 
medio es la  cantidad  más  fhilmente medible por medio de la d i n h i c a  molecular, 
tenemos entonces una forma muy sencilla de  calcular el coeficierlte de difusión 
D del oscilador pesado. Adem&, como puede también  calcularse  a partir  de  la 
fórmula de Green-Kubo (2.34), tenemos, en principio, una  forma adicional de com- 
probar su validez. Mencionemos por  últirno  que, aparte del límite t >> T = r"', 

'Cabe mencionar  que,  en virtud del teorema ergódico, esta forma  de calcular el promedio 
(.. .)t es equivalente a tomar un  ensamble  de  sistemas idhticos excepto  por  sus condiciones 
iniciales, que son diferentes para'cada  miembro del ensamble. 



no es conocido C O K ~  precisih el instante  en el que (6.1) se vuelve una aproximacibn 
vrilida, ni el tarrmiio  del intervalo  ternporal en el ctxd nmatiene s u  validez, por lo 
que la atimacihn  de 2D obtenida en este párrafo se vuelve de gran utilidad. Pasa 
las distintas masas estudiadas se yrcsenta el resultado del cBlculo del desylaza- 
miento cuadrAtjco medio en la  figura 6.1. 
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Figura 6.1: D e s p l m i e n t o  cuadratico medio del oscilador pe- 
sado en ei limite armiinico ( e  r= 0.01) con N = 300 O00 para 
todos l o s  valores de M utilizados. En la figura pequeiia se mna-  
tra, pa,ra  mayor claridad, el comportamiento balistico i2 que es 
dominante cuando t << T en todos los casos. La recta  continua, 
mostrada como referencia,  tiene una pendiente de 0.01. 

Corno resulta evidente, el comportamiento  asintótico,  que corresponde a tener 
lineas  rectas  que  sean muy aproximadamente  paralelas, es el que esperábamos. En 
general tenernos que T = M / 2  y, para la  masa I ~ & S  grande  de M = 100, 7 = (10, 
por lo que podemos considera que, para t 2 100, ya estamos en el régimen t >> T 
en el que la relaci6n de Einstein (6.1) es válida. Si eliminamos los primeros 100 
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puntos  de  cada una de  las  rectas  y  se  ajusta su pendiente  por medio de una 
regresión de mínimos cuadrados,  obtenemos  inmediatamente los "coeficientes de 
difusión" DM. Estos resultados  est&n  reportados  en la tabla 6.1. 

Tabla 6.1: Coeficiente de Difusidn 
M 

40 60 80 100 

l D M O  I 
I 

0.0052  0.0053  0.0052  0.0052 

"En todos los casos las incertidumbres asociadas son N O(lO-') 

Como ya vimos en el tratamiento fenomenológico  del capítulo 2, el coeficiente 
D no depende  de  la  masa  de  la  partícula Browniana; esta propiedad también 
es vdida  para el caso del oscilador pesado en una  cadena  infinita de osciladores 
armónicos  interaccionando a primeros vecinos [45] (recorda que ya habíamos es- 
tablecido  que D = kBTT/2). Ahora  bien,  dentro del margen de  incertidumbre 
disponible, los datos  de  la  tabla 6.1 confirman satisfactoriamente la afkmaci6n 
anterior, ya que  la diferencia entre  cada valor DM de la tabla 6.1 y la media 
aritmdtica u no es estadísticamente significativa, por lo que podemos hacer la 
identificación D M D. Adem& de proporcionar  una comprobación adicional de la 
validez de  nuestra metodología,  este  resultado es un gran avance con respecto al 
Único trabajo semejante al nuestro  existente en la  literatura.  Omerti e t  al. I1221 
estudiaron un sistema unidimensional de  partículas  puntuales en el que  una  de 
ellas  tiene una  masa mayor que  las demb,  encontrando una dependencia del co- 
eficiente de difusión de  la  partícula masiva con respecto a su masa, lo cual es un 
resultado físicamente poco razonable. 

- 

6.2.2 Autocorrelacih del Momento 
Nuestro  siguiente  objetivo será calcular la función de autocorrelación del momen- 
to p,(t) para el oscilador pesado, ya que es una  de las cantidades  más  fundamen- 
tales que describen al movimiento Browniano, como tuvimos ocasión de ver  en  el 
capítulo 3. De la relación (3.42), que reescribimos como 

1 M 
- < t < -lnM, 2 2 

sabemos  que sólo en este  intervalo  se mantendrá la  forma exponencial de p,,(t), 
por lo que, de momento, despreciaremos el comportamiento  asintótico  de  la mis- 
ma. Sin embargo, en ese intervalo la aproximación tiene que  tener un  alto grado 



Es irnportmte ahora hacer algunos cornentarios. Para nuestro  problema par- 
ticular, la  suposición de Gaussianidad para .Po(t) deja  de serlo, puesto que esa 
condición Ia hemos inlpuesto por construcción a nuestro  sistema a tra& de l a s  
condiciones iniciales. Adern&, emno estamos en el r6girnen axmónico ( E  4: 1) 
esta propiedad se maltiene  para  todo tiempo posterior. Entonces el tiempo de 
relajamiento  calculado por medio de la E,c. (6.6) coincide con Y', el cual puede 
calcularse  de  manera  exacta, como ya fue mostrado  anteriormen'te. 

En la  figura 6.2 se Irtue&ran las funciones p , ( t )  para los valores de M que 
hasta  ahora estudiados. Usando como comparación la fórmula exacta (3.23) en 
cada caso vemos que la aprczimacibn  numérica es muy buena en todos 10s casos. 
Sin embargo, el caso M = 40 muestra un comportamiento  asintótico oscilatorio 
muy marcado que  no es del todo  explicable, ya que hemos comparado los resulta- 
dos numéricos de la expresibn exacta (3.23) con aquellos obtenidos con la forma 
asint6tica (3.30) y ninguno de ellos muestra el comportamiento oscilatorio espera- 
do, por lo que sería I6gico suponer que  este  tipo  de  comportamiento no deberia ser 
detectable nudricamente. Pero, corno esta fenomenologia ocurre par2 tiempos 
mucho mayores que el límite de validez para el caso M =: 40 podemos, en una 
primera  instancia,  ignorarla.  Ahora bien, conforme aumenta  la masa del oscilador 
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Figura 6.2: Autocorrelaci6n del momento para  cada  una de 
las masas utilizadas en el rdgimen arm6nico ( e  = 0.01) con 
N = 300 000. Las lineas verticales muestran,  de izquierda a 
derecha, el limite del intervalo de validez para M = 40,fX, 80,100. 
Las curvas continuas corresponden a la expresi6n exacta (3.23) 
evaluada para  cada  una  de las masas. 

pesado el comportamiento  asintótico ya antes señalado va desapareciendo  gra- 
dualmente¶  aunque hay  que  aclarar que la incertidumbre  también va aumentando 
y  además  empieza a haber  una desviación sistemática con respecto a la expresión 
exacta incluso dentro del intervalo de validez que es particularmente evidente para 
M = 100. A pesar de  estos inconvenientes para  todos  estos casos el ajuste sigue 
siendo bastante  bueno  dentro  de  la  incertidumbre  existente,  por lo  que  podemos 
considerar  que  efectivamente  estamos  calculando, a partir  de los datos propor- 
cionados  por  nuesto cálculo de  dinámica molecular, la función de autocorrelación 
del momento  correcta en todos los casos que hemos estudiado. 

En la figura 6.3 se muestran los mismos resultados  que en la figura 6.2, pero 
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en una escala lineal-logarítmics. El comportamiento lineal de las curvay en a- 
ta grdfica indica  claramente un decaimiento  exponencid de la forma p,(t) = 
exp(-t/.r) en el r4giimcm temporal  mostrado, lo que confirma que la  ecuacih de 
I.,angevin (3.39) proporciona  una descripcicin adecuada a la fenomenologia hasta 
ahora  estudiada. 

Una forma adicional de comprobar la validez de  nuestros  resultados  consistirá 
eu calcular el tiempo  de  relajamiento T a partir  de (6.6). Ahora bien, es claro 
que el límite superior infinito de la integral es meramente forrnal; tenemos que 
sustituirlo  por un tiempo mhimo  para el cual la función p,(t) ya haya decaido 
apreciablemente.  Este  tiempo Io podemos tomar del  límite superior del intervalo 
de validez (6.4) para  cada  una  de  las Inasas estudiadas. Los resultados se muestran 
en la  tabla 6.2, junto con e1 correspondiente coeficiente de difusión calculado 
directamente a partir de la fórmula de Green-Kubo (2.34). 

Como resulta  evidente, el chlculo del  tiempo  de  relajamiento  resulta  ser ex- 
celente, sobre todo  para los casos M = 40 y 60. En ambas el error  porcentual 
con respecto al vdor exacto es despreciable, 6.5 x %. En los otros dos 
casos el resultado numQico est& ligeramente nl&s alejado del valor exacto, y esto 
es muy probablemente  debido a'la desviaci6n sistemlitica  que ya habiarrms notado 
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Tabla 6.2: Tiempo de Relajacidn y Coeficiente de Difusidn 
M 
60 

- 

-__ 

30.0019  39.9906  49.6926 
I D.." 0.0049 0.0049 0.0048 0.0047 

O L a s  incertidumbres son 0(10-6) 

en la figura 6.2. Pero incluso para el caso más impreciso, M = 100, el error por- 
centual es de 0.61 %, lo cual es una aproximación todavía muy buena. Podemos 
concluir entonces que el cA1culo del tiempo  de relajación T es confiable dentro  de 
unos límites bastante aceptables.  Sin  embargo, la situación  cambia para el caso del 
coeficiente de  difusih, ya que los datos muestran  una desviación sisternhtica nega- 
tiva con respecto a aquellos calculados por medio del desplazamiento  cuadriitico 
medio, adem& de  que  esta diferencia tiende a aumentar conforme aumenta  ia 
masa del oscilador pesado. Las diferencias porcentuales  están en este C ~ S Q  entre 
5.77 % y 9.62 %, por lo que su confiabilidad es menor con respecto a los datos  de 
la tabla 6.1. Debido a  esto es que el ciilculo  del coeficiente D se h a d  utilizando 
el desplazamiento  cuadrático medio cuando  más  adelahte  estudiemos los diversos 
casos en  el régimen anarmónico. 

6.2.3 Fuerza sobre el Oscilador Pesado 
Como última  prueba de validez calcularemos la función de  autocorrelación  norma- 
lizada de la fuerza instanthea j ( t )  (FACF) que  experimenta el oscilador pesado 
debido  a la presencia del baño  de osciladores livianos. De la expresión (3.36) 
tenemos que  debe de cumplirse la relacicin 

en el régimen armónico. Este  comportamiento es precisamente lo que se observa 
en la figura 6.4 para el caso específico de M = 60 con un tiempo  total  de  cómputo 
de t,, = lo5. Ahora bien, como ya habíamos mencionado en el capítulo 3, 
Nakazawa 1451 estimó que, tomando un granulamiento grueso temporal en el que 
la menor escala de  tiempo  sea 20/w0, la expresión anterior se comporta muy 
aproximadamente como una función b( t ) .  En nuestro  sistema de unidades la 
estimación anterior  corresponde a tomar  la menor escala de  tiempo como t N 10 
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E'igwa 6.4: La curva contima corresponde a la expresihn exac- 
ta (6.7) f.fe h funciljn normalizada de autocorreIaci6n de la fuerza 
y los círculos son el resultado  obtenido a partir de los datos de 
nuestra dinimica molecular. Se muestra d e m h  la integral  de la 

FACF (tri&~~rnlos). Los parimctros son M = 60 y N = 300 000. 

Pude  observarse que ei ajuste de ICE datos numéricos con respecto a (6.7) 
110 es tan bueno corno en el caso de la antocorrelaci6n del momento, ya que el 
resultado exacto que estarnos utilizardo es estrictamente v6lido sólo para N -+ m. 
Esta observacibn est& basada en el hecho de  que las diferencias obsenwlas esthiin 
claramente mas ailá de la  incertidumbre 0 de los datos numéricos, ya que u N 

/2tl/t,, N 0.005, donde tl  N- 1.25 es el tiempo cuacterístico  de decaimiento de 
la  FzZCF (t,iempo en que esta f u n c i h  decae desde uno hasta e-l = 0.368). A611 así 
la información proporcionada por nuestro cálculo es significativa, ya que reproduce 
cuditativamentc la  forma de la curva  correspondiente al resultado exacto. Es clara 

"- 
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también la separación de escalas de tiempo  inherente al movimiento Browniano, 
pues tl es mucho menor que el correspondiente  tiempo asociado al decaimiento de ' y , .  

po(t), r = 30 para el caso M = 60. Se muestra  adem&  la  integral  de la FACF, la 
cual, en principio, nos debería  poder  permitir  calcular el coeficiente de fricción y 
a partir  de 

Como ya habíamos mencionado en el capítulo 2, esta integral  tiende  a cero cuan- 
do t >> r debido al hecho de  que  estamos  trabajando con un sistema finito de 
osciladores. El  límite  superior  de la integral  corresponde  al  tienlpo 7-k postulado 
por Kirkwood para el modelo de fluido, mismo que en principio permite  ,obtener 
un valor finito de  la integral de la FACF y7 por lo tanto, del coeficiente de fricci6n 
7. Sin embargo, como la FACF presenta un comportamiento  oscilatorio muy pro- 
nunciado  en  el  intervalo O < t < 7.5,  la correspondiente  integral (6.8) no  muestra 
la "meseta" que sería necesaria para poder  calcular el coeficiente de fricción y, por 
el contrario,  muestra un decaimiento muy pronunciado  en el intervalo  temporal 
mostrado. Esta es una limitaci6n de nuestro modelo, ya que, corno este  compor- 
tamiento  oscilatorio  no está presente en un fluido de  Lennard-Jones, para  este 
último  caso sí es posible calcular y a partir  de (6.8) [36, 371. Pero la situación no 
es tan grave como parece a primera  vista,  ya  que el coeficiente de fricción y el de 
difusi6n est& relacionados a travbs de  la relación (2.35), D = (Ic,T)y", por lo 
que un c&iculo basado en la integral (6.8) no ofrece mucha información adicional 
aparte  de aquella ya obtenida  anteriormente. 

6.3 Resultados en el  Régimen  Anarmónico 

Habiendo comprobado las capacidades de nuestro esquema para recuperar de ma- 
nera  numérica los resultados  analíticos  ya conocidos para E << l procederemos a 
continuación a explorar el comportamiento del coeficiente de difusión y del tiempo 
de relajación para el régimen caótico; esto es, para E > 1. Los resultados  de esta 
sección constituyen la  parte más importante  de  este  trabajo, ya que el compor- 
tamiento  de  nuestro modelo en  el régimen caótico es totalmente desconocido hasta 
ahora.  Además,  teniendo corno punto  de comparación los casos armónicos ya es- 
tudiados  se  puede  afirmar  que cualquier desviación del comportamiento arm6nico 
proviene de  la contribución  del  potencial  cuártico en (5.4). 
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Para el dftsylazarniento euadrático medio obtenemos los resultados que se mues- 
tran en la figuIa 6.5 para alpZurm valores representativos de c.  Como es evidente, 
para todos los caws ilustrados et intervalo  temporal en el que el oscilador masivo 
todavia no tiene un cornportilxrmiento di€usivo nornlal  (esto es, que  su desplaza- 
miento  cuadrlltico rrmiio tenga c:arr:port;miento bdístico) es muy sernejante d 
del cf~sca a,rm6nico, que habíarn.os estinrdo como t X (0 - 100). Asintdtieamente 
observamos que, para los valores t?xtremos de E (0.01 y IO), el desplazamiento 
cuadrAtico medio tiene un cornportarniento muy similar para estos  dos valores de 
E ,  y a su vez ligeramer& distinto  que el correspondiente a los casos c: = 0.6 y 1. En 
este punto  de  nuestro daarrollo todavía no podemos aventurar  una  hip6tesis  que 
explique este comportamicmto; nos limitamos a constatar su existencia.  Ahora 
bien, examinmdo el comportamiento del desplazamiento cudrdtico medio para 
cada uno de l o s  valores de t considerados, encontramos que en todos: ellos podemos 
considerar  que el comportruniento balistico es dominante  cuando C < 100, mien- 
tras que el mejor ajuste lined se consigue en el intervalo (180 - 408). Podernos 
entonces calcular el rdor  de un "coeficiente de difusi6n" D, para  cada valor de 
E a travks de la pendiente de la gr&fica de1 dwplazamiento cuadritico medio para 
cada, valor de It!! en el intervalo temporal (100 - 400), dentro del cual es vAlitla 
la reiaci6n de Einstein (6.1). Los resultados se muestran  en  la tabla 6.3; al igual 
que  en las tablas 6.1 y 6.2 Is incc.rtidumbre w un orden de  magnitud menor a fa 
liltirna  cifra  reportada,. 

Tabla 6.3: Coeficiente de difmi6n en el  rbgimen anarm6nico 

100 

__l_l_ ""1" 

M 
60 80 

"_ 
- _ _ _ " . _ ~  - 
0.049 0.0487 0.0506 

1 0.2 0.113 O. 1074  0.0968 0.099 
"" 

I_" 

0.208 
- 

0.212 0.184 0.206 
0.6 0.294 0.263 0.287 ' 0.293 
1 

0.975 1.051 0.884 2 
0.50 0.519 0.466 0.490 

1.80  1.81  1.665  1.690 4 

"- 
"- I_ 

"_"--_̂---_-""." 

" 

0.885 
_I" 

"-__~__I- 

6 
10 

2.74 I 2.55 2.68  2.19- "_ "-__ "" 

4.01 4.08 3.84 
.... __ ._".".-..._.I 1 

I_"- __"-I_"- 

A continuacih podemos estudiar el comportamiento  de .U como funcirin de 
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Figura 6.5: Desplazamiento cuadrbticv medio del oscilador pe- 
sado correspondiente a M = 40 (círculos), 60 (cuadrados), 80 
(diamantes) y 100 (triiingulos) para distintos valores de e con 
N = 300 O00 en todos l o s  casos. 

c. Pero  antes, y al igual que en el caso armónico, tenemos  que  examinar c6mo 
dependen los distintos valores obtenidos de DM con respecto a la media aritmética 
D,  pero ahora  para  cada valor de c. De los valores en la tabla 6.3 vemos que,  para 
una  cierta 6, los valores de 13, para las distintas masas utilizadas no son tan 
uniformes como en  el caso arm6nico. De hecho, podría inferirse de los datos 
que existe una dependencia débil del coeficiente de difusión con respecto a M .  
La cuestión importante es si esta dependencia es estadísticamente significativa. 
Examinando con mayor cuidado los valores de la tabla 6.3 encontramos que no 

- 

". . 
_I"_. . . - .-__I" 
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Figura 6.6: Dependencia  del  coeficierm de difu: q46r.i U con re- 
specto a la densidad de energia 6. La linea recta tepreenta el 
mejor ajuste de mínimos cuadrados a los datos numéricos. 

De la figura resulta que el coeficiente de difurjitirl 13 tiene una dependen- 
cia con respecto a la  densidad  de energía E de Is forma D = D O P ,  donde 
Do = 0.466 f 0.008 y m = 0.964 f 0.008. De la validez de rzste exalamiento 
para todo valor de c (que incluye  desde el regimen armónico hasta el cahtico) con- 
cluimos que no hay evidencia de alguna característica de la d i n h i c a  microscópica 
(Hamiltoniana) en el comportamiento del coeficiente de difusi6n D que  pueda in- 
ferirse a partir de nuestros datos numéricos. Este  resultado es congruente con 
aquellos obtenidos por Dettmann et al. [2, 3j para los modelos de Eiwrenfest (re- 
gular) y de Lorentz (cacitico), ya que  estos autores estudiaron el comportamiento 
difusivo de una partícula en uri arreglo aleatorio de obstáculos, tm to  cuadrados 
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(modelo de Eherenfest) como circulares  (modelo  de  Lorenta), y no encontraron 
diferencias cualitativas  entre  ambos modelos, aunque  tenían una d i n h i c a   C O ~ I -  
pletamente  diferente. 

A continuación tenemos que  dar una explicación de por qué no es posible ob- 
s e m r  alguna manifestaciiin del caos microsc6pico en el comportamiento difusivo 
de nuestro modelo. Como se recordara del capítulo 2, al estudiar la fenomenología 
del movimiento Brownian0 habíanlos visto que el comportamiento difusivo des- 
crito  por  la relación de Einstein (6.1) es v6lido para tiempos t > r ,  donde r es el 
tiempo  de correlación de la función de autocorrelacibn del momento po( t ) .  Este 
hecho es una consecuencia de  que los cambios en la posición de una  partícula 
Browniana ocurren en una escala de tiempo que es grande en comparación con 
aquella  en la  que ocurren cmlbios significativos en el momento de la misma, como 
ya tambih mencionBbamos  en el capitulo 2. Cuando t >> r ya se han perdi- 
do todos los detalles sobre las condiciones iniciales del sistema y sólo se puede 
obtener información asintótica  de  la posición  del oscilador pesado a través del 
comportamiento  asintótico del desplazamiento  cuadrdtico medio. Por otra  parte, ’ ”  

para t << r o incluso t z r es posible estudiar propiedades del oscilador pesado 
que corresponden al espacio de momentos del sistema y que  hasta este  momento 
hemos ignorado.  Ahora bien, estudiar ei comportamiento del oscilador pesado 
en estos regímenes temporales es equivalente a  estudiar el comportamiento  de la 
función po(t), lo que haremos a continuación. 

6.3.2 Tiempo de Relajación T 

De manera  totalmente anziloga al caso armónico podemos calcular la función 
po(t) en el intervalo de valores de 6 que corresponden al régimen anarmónico. 
Para algunos valores particulares de e los resultados se pueden apreciar en las 
figuras 6.7 y 6.8. Es claro  que el comportamiento  de po(t), en la escala tempo- 
ral mostrada, es aproximadamente exponencial, de  manera  totalmente análoga 
al caso armónico ya antes  estudiado.  Por lo tanto, se puede inferir con un gra- 
do razonable de certeza  que el oscilador pesado se comporta como una  partícula 
Browniana. Para  cada valor de E el ajuste con la correspondiente aproximacih 
exponencial po( t )  = exp(-t/.r) es bastante bueno, como se puede  apreciar en l a s  
figuras en escala semilogaritmica 6.9 y 6.10, que corresponden a las figuras 6.7 
y 6.8, respectivamente. 

La propiedad que caracteriza a la función po(t)  es el tiempo  de relajacih 7 ,  
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Figura 6.7: Funci6n de autacorrelaci6n p,(t)  del oscilador pesa- 
do para distintos d o r e s  de e con N = 300 O00 y todos l o s  valores 
de M utilizaduu. Las lineas continuas para cada valor de M cor- 
responden al ajustr exp(-t/.r), donde T se calcula a partir de la 
expresi6n (6.6). 

el cual podemos calcular a partir de (6.6). Pars una E y una A4 d.adas tenemos 
ahora que definir un tiempo rná>drno para el límite  superior de (6.6). Comparando 
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Figura 6.8: Resultados andogos a los de la figura 6.7, pero para 
otros valores de e .  

con el caso armónico tenemos que el efecto de  tomar un valor de 6 en  el régimen 
ca6tico es el de  disminuir el  valor de r en todos los casos considerados. Entonces 
podemos tomar como límite  superior de la integral (6.6) a la cota  superior  de 
la desigualdad (6.4), tal y como se hizo en  el caso armónico. Para comprobar 
la validez de los valores de 'r calculados  a partir de (6.6) podemos calcular los 
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Figura 6.9: Logaitmo de la funciGn de autocorrelación norad.-  
izada p,(t) del oscilador pesado para distintos valores de E con 
N = 300 000 y todos los valora de M utilizados. Lay líneas con- 
tinuas para cada valor de M corraponden al ajuste m p ( - t / T ) ,  
donde T se cdcula a partir de la expresi6n (6.6). 

tienlyos T a partir de  cada una de l a s  pendientes de las rectas definidas por los 
puntos de sirrmlación en las  fiGrams 6.9 y 6.10. La diferencia con respecto al valor 
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Figura 6.10: Itesultados andogos a l o s  de la figura 6.9, pero 
para  otros valores de E .  

obtenido  utilizando (6.6) no es estadisticamente significativa, por lo que el  proce- 
dimiento  originalmente  utilizado es perfectamente válido. Ahora bien, calculando 
r de cualquiera  de las maneras  antes mencionadas podemos obtener  una serie de 
valores de r para una M fija y cada E considerada,  repitiendo  posteriormente el 
procedimiento para  todos los valores de M utilizados. El resultado se muestra en 
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la figura 6.1 l .  
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Puede aprec.iarse, en la escala log-Iog utilizada, que los puntos de simulacibn 
estan separados en dos regiones diferentes y bien definidas, dependiendo del valor 
de E .  Cuando E < 1, la  dependencia de T eon respecto a la densidad de energia es 
bastante débil. Por el contrario,  cuando E 2 1, T decrece de manera muy notoria 
conforme aumenta el valor de E .  En h b o s  regímenes la dependencia funcional de 
T con respecto a c es de la forma 

De la  figura 6.11 resulta  claro que, para todos los datos  de simulación correspon- 
dientes a una cierta M tenernos que T * , ~  # To,M y CY, 7' C y M ;  esto es7 l a s  constantes 
de escalamiento son diferentes en  el régimen arnrcinico (e < 1) y cabtico ( E  2 1). 
Este resultado contrasta de manera notoria con el reportado  en  la figura 6.6; en 



6.3. Resultados en el Wgimen  Anarm6nico 121 -" __ "" ____"_ 

&a, la dependencia D = Doc" era válida  para todo el intervalo de valores de 
e,  desde el  régimen armónico hasta el cabtico. El comportamiento  de T muestra, 
por el contrario, un cambio conforme se pasa del  régimen arm6nico al cadtico. 
Ahora bien, aunque la relación (6.9) fue obtenida  de  manera num6rica (ajuste de 
mínimos cuadrados) y no existen aproximaciones analíticas en  el  régimen caótico 
que  permitiesen una comprobacih independiente, su plausibilidad es bastante 
grande ya que, en el r6gimen armónico, ¡a validez de (6.9) se puede comprobar 
observando que los datos de sirnulacih  para E = 0.01 coinciden, con una precisión 
mejor que el I%, COIA el resultado  exacto 7 = M / 2  para todos los  valores de M .  

Ahora bien, de los escalamientos presentados en la figura 6.11 se tiene que 
a, x a,, para  toda M # M' en el régimen e < 1. Tambien tenemos que 
a, M G,, para M # -44' y E >_ 1. Estos hechos implican que los exponentes en 
el escalmiento  (6.9) para  cada régimen tienen aproximadamente el mismo valor, 
independientemente del  valor de hf al que correspondan. Por lo tanto es razonable 
suponer  la existencia de exponentes de escalamiento a* y ¿i* independientes  de 
la masa del oscilador pesado. Para calcular a* .(¿i*) rescalamos los datos de. la 
figura 6.11 en el régimen e < 1 ( e  >_ 1) con sus correspondientes valores de T ~ , ~ ,  

(?o,M). Definimos entonces las variables 

- 

e* E lnc/ lnTO,M (e* = I n € /  lnTo,M) (6.10) 
7* = In 7 /  In 70,M (T* In T /  I n  ?o,M). (6.11) 

El resultado lo podemos apreciar en la figura 6.12. 
Como puede verse hemos obtenido un escalamiento común para todos los datos 

de simulación en cada uno de los regímenes c < 1 y E 2 1. A partir de los corres- 
pondientes ajustes por mínimos cuadrados es inmediato  calcular los exponentes de 
escalamiento a* y G*. Tenemos entonces que la forma explícita del escalamiento 
de r* con respecto  a c *  en cada uno de los regímenes estudiados puede escribirse 
de la forma 

( E * ) - ~ . ~ ~ ~ * @ . ~ ~ ,  -1.57541 5 E* < 
, E: > E* 5 0.80121. (6.12) 

donde e: M O y  que  corresponde al punto en el que  ocurre el cambio de escalamien- 
to.  Este  último es muy pronunciado, ya que los exponentes  obtenidos difieren en 
un orden de  magnitud. Tenemos entonces que, en  el cambio de escalamiento de 
7* se  está manifestando la transición del comportamiento del sistema  de arm6nico 
a ca6tico.  Este cambio ocurke para un valor específico de E:. 
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6.3.3 Discusih 

La primera observación que podemos hacer sobre los resultados antes presentados 
concierne a la relación entre T y D que puede obtenerse a través de la  f6rmula de 
Green-Kubo (2.34), la cual se puede escribir como 

(6.13) 

utilizando el principio de equiyartición (P:(O)) =I "2'. Si en esta últirna expresión 
sustituimos la forma exponencial p,(t) = exp(-t/r) obtenemos 

(6.14) 
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Esta relaci6n muestra  que D y r no son variables independientes,  por lo que 
el cambio de escalamiento de r como funci6n de E mostrado  en la figura 6.11 
debería  de  poder observarse en la dependencia de D respecto a c mostrada en 
la figura 6.6, pero  no  ocurre así. La elucidación de  esta  aparente contradicción 
es muy importante porque, de  la validez  del escdamiento D = Doc" en todo el 
intervalo de valores de c ,  concluimos que no había evidencia de caos microsc6pico 
en  el comportamiento  dihsivo del oscilador pesado. 

Para resolver este problema  primeramente observamos que T I M  << 1 para 
todos los valores de M considerados. Esto implica que los detalles del compor- 
tamiento  de r se pierden cuando se multiplica  este  tiempo de relajaci6n por el fac- 
tor T / M .  Para hacer mas  explícita esta explicaci6n mostramos, en la  tabla 6.4, el 
ciilculo de DM a partir  de T para el caso particular M = 40;  un anaisis semejante 
para los d e m b  valores de M permite hacer observaciones similares. 

Tabla 6.4: Valores de DM a partir de T.  Caso particular M = 40 
€ 

19.4891 0.1007694 0.0025192 0.1 
7 T 

12.7883 11.6182387 0.29045% 10 
14.4557 6.8046176 0.1701154 6 
15.0357 4.4493466 0.1 112336 4 

0.0539006 16.0323 2.1560271 2 
0.462263 17.6088 1  .O500724 0.0262518 1 

18.2922 0.6206903 0.0155172 0.6 
18.8570 0.4100227 0.0102505 0.4 
19.8165 0.2028052 0.0050701 0.2 

" 

- 
- 

Como podernos claramente  observar, los  valores de  la  última columna en la 
tabla 6.4 son muy semejantes a los correspondientes valores de la primera  columna 
de  la  tabla 6.3. Un anaisis semejante  puede hacerse para los restantes valores de 
M y a s í  construir una tabla semejante a 6.3.  Si se toma el promedio aritmético 
D de  todos los valores DM para  cada valor de E ,  entonces se  obtiene un conjunto 
de datos que, al graficarlos, reproducen los resultados de la figura 6.6. Deducimos 
que no hay contradicción, pues, aunque el cambio de  comportamiento  respecto  a 
E existe en  el coeficiente de difusión D en  virtud  de  la relación (6.14),  este  cambio 
es inobservable debido al orden de  magnitud del factor T I M  en todos 10s casos 
considerados. 

A continuación debemos  estudiar el origen del cambio de escalamiento en T 

- 



Conlo puede apreciarse, esta figura es prácticamente indistinguible de 5.2 para 
el. mismo VakJr de hí'> aunque N difiera en ambas figuras ell dos 6rdenes de nmg- 
nitud. El comyortaierlt,o dinkmico es entonces indeyendient,e del n6mero N de 
osciladores livianos, d menos según la  información proporcionada por la  distancia 
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d( t ) .  Hemos además  calculado  este p a r h e t r o  en el intervalo O. 1 < E < 1.  Para 
E = 0.2 y 0.4 la distancia d ( t )  se  mantiene dentro del mismo orden de  magnitud, al 
igual que para los casos 6 = 0.01 y e = 0.1 también  mostrados. Para E = 0.6 y 0.8 
la distancia empieza a  tener un comportamiento  exponencialmente divergente muy 
dbbil; s610 para E = 1 podemos considerar  que el cambio de  magnitud en d ( t )  es de 
más de un orden de  magnitud, lo que es  característico  de  una d i n h i c a  cabtica. 
Por lo tanto podemos ver que la transici6n d i n h i c a  entre el comportamiento 
arm6nico y cabtico  ocurre para valores de c: M 1. Esta "frontera)' entre  ambos 
regímenes es difusa,  pero es lo suficientemente definida como para poder  afirmar 
que, en  el intervalo E < 1, el comportamiento  de  nuestro  sistema es prActicarnente 
indistinguible  del  comportamiento  arm6nico  reproducido para el valor particular 
E = 0.01. Por  otra  parte, en el intervalo E 2 1 la d i n h i c a  microsc6pica es caótica, 
con E = 10 definiendo el límite  superior  de un rbgimen de caos plenamente de- 
sarrollado (la distancia d ( t )  presenta  la  máxima divergencia posible consistente 
con una elección particular  de l a s  condiciones iniciales).  Estos rangos de valores 
de E coinciden de  manera muy cercana con aquellos obtenidos  de la figura ,611 I 
para  la dependencia de r respecto a E .  De esta  similitud podemos concluir que 
el cambio de escalamiento en r es debido  al  cambio en la d i n h i c a  microsc6pica 
del modelo cuando E M 1. Es importante  resaltar que r es un parametro aso- 
ciado exclusivamente al oscilador pesado,  por lo que hemos confirmado que  este 
último se comporta efectivamente como una sonda del comportamiento dinhmico 
del sistema  de muchos grados  de  libertad al que  est6  acoplado. 

Concluyamos este  capítulo con dos observaciones adicionales. La transición 
entre el régimen armónico y el caiitico ha sido  también  caracterizada  estudiando 
numéricamente el comportamiento del tiempo  de  decaimiento rR de  la  entropía 
espectral (4.7) con respecto a E .  Para el modelo FPU-B [67], así como para  otros 
modelos unidimensionales [124], se tiene  que rR es constante  para valores altos  de E ,  

pero se incrementa significativamente debajo  de cierto  umbral E , .  Para el modelo 
FPU-P se tiene  que E , ~  z 1; este  umbral coincide aproximadamente con  el umbral 
E M 1 que  existe  entre las  regiones armónica y caótica de nuestro modelo y que se 
obtiene de  analizar  la  dinámica a partir  de la  figura 6.1 3 y también del analisis 
del comportamiento del tiempo de relajación T de po(t) presente en la figura 6.11. 
Este mismo cambio de Comportamiento del  tiempo  de  decaimiento rR de una forma 
modificada  de la entropía  espectral (4.7) también  ha  sido  estudiado nurrlQica,mente 
para el caso de  la relajación hacia el equilibrio  de un modelo de Xe sólido con 
impurezas de 12 [61]. En ese trabajo se arguye  que los resultados  obtenidos por 
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medio de  la  entropía espectral san semejantes a aquellos obtenidos  estudiando 
el tiempo  de lrelajacibn de la  funcibn de  autocorrelxih de la velocidad de 1111 

&torno de la molkula de Yodo, por lo que la trmslción entre el  rbgiarren m 6 n i c o  
y ca6tico puede, en principio, estudiarse  experimentalmente. Ahora. bien, aunque 
nuestro modelo es muy simplificado y no  corresponde  exactamente a una situación 
experimental  real,  la  metodologia que hcnms utilizado para estudiarlo puede tener 
mayores ventajas que aquella expuesta en [GI], ya que la funci6u p,(t) la hemos 
estado calculando  en el estado  de equilibrio,  mientras que, a traves de la  entropia 
espectral se  estudia  la reIajaci6n del sistema  hacia el equilibrio partiendo  de  una 
configuración artificidmentc impuesta al sivt ema. 

Por liltimo, recordemos que el efecto del defecto pesado sobre la dintimica del 
resto de los osciladores liviwos que componen d sistema es despreciable; ambos 
estan s610 debilxnente acoplarlos. Sin embargo es posible obtener inforrnacih sobre 
la d inh ica   de  la cadena estudiando  únicamcnte el comportamiento del oscildor 
pesado. Por lo tmto,  este últixno juega el papel de una sonda del comportamiento 
global del  sistema, como ya l a  habiamos notado anteriormente.  Pero en la literatu- 
ra han sido estudiarlos otros  tipos de sistemas retkulares en los cuales u11 defecto 
en la red produce un efecto totalnlcnte  diferente al de nuestro oscilador pesa- 
do. Estos sistemas  consisten,  esencialmeate, en un conjunto de p h . M u s  caóticos 
acoplados, teniendo  uno de ellos UREL longitud menor que los d e m h  El resultado 
es que este linico pkndulo es capaz de producir pakrones  espaciotelnpcPraXmente 
ordenados en lugar de un comportamiento cabtico complejo, tanto en una cadena 
lineal [124 de N = 128 p6ndulos como en un arreglo bidimensional de tamafio 
50 x 50 11261. Por lo tanto, la  introduccih de este defecto proporciona un  rneca- 
nismo para controlar el comportamiento  dinámico  de estos sistemas.  Este  efecto 
es  tota1rnent.e opuesto  al que nosotros hemos encontrado al perturbar  la  cadena 
FPU con u11 defecto pesado,  por lo que nuestros resultados pueden iniciar una 
linea de investigzción totalmente  diferente,  pero  complementaria, a 10 que h u ;  
ta ahora  se  ha venido trabajando con respecto a sistemas dinhicos ca6ticos de 
muchos grados  de  libertad. 



Capítulo 7 

Conclusiones y Perspectivas 

En este trabajo hemos planteado un modelo unidimensional de osciladores an- 
arrrdnicms que  corresponde, esencialmente, a una extensión del modelo de OS- 

ciladorc$ arm6nicos acoplados a  primeros vecinos utilizado con anterioridad  para 
estudiar algunos aspectos del movimiento Browniano. Con la ayuda de este nue- 
vo modelo hemos podido investiga un aspecto del movimiento Browniano hasta 
ahora muy poco estudiado: el efecto de la dimimica microsccipica de la cadena 
de ~~c i l a jo re s  sobre las propiedades macrosc6picas del oscilador pesado. LOS f a C -  

tores que  nos permitieron  obtener  resultados en esta dirección fueron la sencillez 
del  moclelo y el hecho de que  la  cadena  de osciladores livianos corresponde esen- 
cialmente al modelo FPU-P, extensamente  estudiado en la literatura  dentro del 
contexto de  la equiparticibn  de la energia y la relajación hacia el equilibrio. El 
hecho dc que  este modelo presente una transición muy  bien definida  entre dos 
regírrleri(!s dinámicos distintos nos permitió  interpretar los resultados  obtenidos 
como provenientes de la dinarnica microsccipica del modelo. Además, pudimos 
corrlprohar que  las propiedades difusivas de  este modelo, así como de  otros ya 
atudiatlos  anteriormente, no son las adecuadas para  obtener información sobre la 
d i n h i c a  micrmc6pica. 

Existen varias lineas de investigación cor1 l a s  que se pueden ampliar 10s re- 
sultados del presente trabajo. La m&  inmediata consiste en investigar con más 
detalle la relaci6n entre el escalamiento que hemos descubierto en el tiempo  de 
relajaciOn r y la d i n h i c a  microscbpica del modelo FPU-P. Aunque la relación 
entre el cambio de escalamiento  en T mostrado en la figura 6.11 y la  distancia 
d ( t )  (para M = 60 en la figura 6.13) establece una coneccicin bastante firme entre 
la dintimica Harniltoniana de nuestro modelo y su comportamiento  estadístico, es 

127 
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Figura 7.1: Máximo exponente  de  Lyapunov X, vs densidad  de 
energia E para el modelo FPU-B de masa iguales  y N = 128. Los 
esdamientos c2 y t2I3 esth representados  por  la^ l i n e a  rectas, 
mientras  que  la  recta vertical punteada  indica  la  posicih  de E=. 

Datos  obtenidos  de la Ref. [67]. 

En relación a esta  última  propuesta  podríamos  explorar con más detalle la 
posible existencia de ruido  multiplicativo para el caso t 2 1 y si  influye en  el 
ritmo  de termalización de nuestro  sistema en  ese régimen. Ademh, si se desea 
simplificar el acoplamiento  entre el oscilador pesado y el baño, es posible hacerlo 
de  manera  inmediata modificando el Hamiltonian0 (5.4) de  tal  manera  que las 
constantes de acoplamiento  entre el oscilador pesado y el baño,  tanto  la armónica 
como la  anannónica, sean  diferentes a l a s  que existen  entre los osciladores del 
baño. Para el caso de osciladores armónicos acoplados este  estudio ya ha sido 
llevado a  cabo  de  manera  analítica [127]. 

Otra linea de investigación podría iniciarse estudiando el efecto de la inclusión 
de más de un oscilador pesado en la  cadena. Recordemos que, según los resulta- 
dos del capítulo 5, la equilibración de  nuestro  sistema  depende m& del número 
de grados de  libertad  que a l a  presencia del potencial  anarmónico en el Hamilto- 
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niano. ES entonces  razonable  suponer  que, si se inciuyen m& ~ c i l a , d o r ~  pesados 
en e l  sistema, Ia  ecjuiXibraci6n se dar& en una escala de tiernpo mucho menor que 
la existente  para un solo oscilador pesado, que ha sido e3 caso estudiado en este 
trabajo. Considerando esta hipt5tesis sería conveniente comparar los tiempos de 
termalizacih  de  este nuevo sistema en los casos armdnico y ca6tico para ver si 
son semejantes o diferentes a los correspondientes casos de nuestro  sistema de un 
solo oscilador pesado. Una vez que el s;ist,ema est4 termalizado podria estxdiarse 
el movimiento Browniano de cada osciittdor pesado de tal  manera  que los resulta- 
dos pudiesen compararse con aquellos ya conocidos para el caso a r n h i c o  [128]. 
Ademris, ese sería e1 primer paso para rnodelnr a u n  sistema cristalino  tridimen- 
sional dopado con impurezas, con lo cud podríamos  comprobar si  el tiempo  de 
relajacidn T asociado a la funci5n de a ~ l t o ' ~ o ~ r ~ ~ ~ i ~ n  del momento de las im- 
purezas presenta un comportamiento similar al obtenido para rluestro sistema 
unidimensional (ver figura 6.11). Cabe  sefidar  que ya se conocen resultados  sobre 
la d i n b i c a  cahtica  de redes cristalinas  compuestas  de gases nobles 11291. 

Retornando el problema  del ffujo de calor  y relajaci6n tQmica en modelos 
unidimensiondes hay que mencionar que ya ha sido estudiada  la influencia de un 
defecto  pesado en  la conducci6n de calor para el caso de  una cadena arrnhica [130]. 
346s recientemente ha sido estudiado el problema de la relajaci6n tdrmica de sis- 
temas FPU, tanto en una y dos dimensiones, como funcicin tanto  de los t6rminos 
potenciales  cuadr&tico y cuArirtico C C Y ~ O  de ia dimensionalidad [131]. Puede resul- 
tar intercsmte  ampliar Im resultados de estos trabajos  estudiando el efecto de  la 
inclusicin de defectos pesados para tratar de investigar si esta modificación altera 
significativamente la fenornenología ya conocida. 

Tambi6n podríamos  investigar, a nivel d inhico ,   cud  es el efecto de una d i s  
paridad  de masas en sistemas de baja dimensionalidad. Esta posibilidad Iesul- 
ta muy atractiva porque las herramientas  que  existen  para  caracterizar el caos 
en este  tipo  de sistemas  est& mucho m& desaro1lda.s en  comparación al caso 
N >$ 1; además,  est&  estrechamente  relacionada a nuestro  trabajo  porque, como 
ya lo mencionamos en el capítulo 4, el  Namiltoniano del modelo Hknon-Heiles 18'71 
puede obtenerse a partir  del correspondiente al modelo FPU-cr tomando N = 3, 
condiciones peri6dicas y haciendo un reescalamiento de l a s  variables [SS]. Como 
antecedente podemos mencionar que ya se ha  estudiado  antes el efecto de una 
disparidad  de masas el modelo de  Toda  (uno  de los pocos modelos con ecua- 
cion= de movimiento no-lineales pero  integrables que se conocen) para N = 2 
y, ern este caso particular, se ha; encontrado que el sistema  deja  de  ser  integrable 



cuando l a s  masas de l a s  partículas no son iguales 11321. Por lo tanto sería inmedi- 
ato investigar que modificaciones se presentan, con una  disparidad  de masas, en 
la fenomenología del modelo Hknon-Heiles, ya ampliamente  caracterizada  a  través 
del estudio  de las secciones de Poincarb de  este  sistema. 

Finalmente, podemos plantear  dos posibles lineas de investigación que nos per- 
mitirían relacionar nuestro trabajo con desarrollos recieutes en el campo  de los 
sistemas  dinamicos. En primer  lugar mencionemos que ha sido  mostrado que el 
tiempo medio de existencia de ciertos modos localizados está relacionado al tiem- 
po que le toma al sistema  alcanzar la equipartición [133]. Sería interesante tratar 
de averiguar si estos modos localizados tienen alguna influencia en la relajación 
hacia el equilibrio de nuestro modelo. Por último, mencionemos que una  área 
de investigaci6n de mucho interés en la  actualidad es el estudio  de  la difusión 
anómala [134], que  está  caracterizada  por  una  dependencia  del  desplazamiento 
cuadratic0 medio con respecto al tiempo  de  la forma N t?, donde (Y # 1.  Es 
bien sabido que este  comportamiento difusivo está estrechamente relacionado a la 
coexistencia de regiones ordenadas  y  ca6ticas en el espacio fase de los modelos en 
los cuales se presenta  este fen6meno. Una pregunta  interesante surge inmediata- 
mente:  ¿por  qué no hay evidencia de difusión ancimala en nuestro modelo'? Como 
ya hemos visto, para valores t M 1 ocurre la transición  entre el comportamiento 
regular  y cdtico, por lo que  existe coexistencia entre caos y orden. Sin embargo, 
de  la figura (6.5) no es posible inferir la existencia de difusión an6maIa en nuestro 
modelo; para 6 = 0.6 y 1 el comportamiento del desplazamiento  cuadrático medio 
es virtualmente idéntico al  de los casos armónico (e  = 0.01) y totalmente  cabtico 
(t = lo). Esta ausencia de evidencia de difusión anómala  podría deberse a que 
no hemos podido  detectarla o que, por  alguna razón desconocida, efectivamente 
no existe en nuestro modelo, aunque estén dadas las condiciones para su existen- 
cia. La confirmacih o refutacih  de  estas hipótesis puede ser  terna de  futuras, y 
posiblemente muy fructíferas, investigaciones. 
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Apéndice A 

Obtención del Conjunto 
Completo {U@)} 

Para obtener la forma (3.23) de la función de autocorrelaci6n del momento primero 
reescribamos al Hamiltonian0 del sistema (3.1) en la forma  matricial 

donde  la  estructura  de la matriz @ i j  est&  dada en términos de la constante 
m 6 n i c a  de acoplamiento rc y de las condiciones de frontera  utilizadas (periódicas 
en nuestro  caso). A partir  de las ecuaciones de  Hamilton se obtiene la ecuación 
de movimiento para los desplazamientos ( X i }  de la forma 

j 

Haciendo explícita la dependencia  temporal periódica de los desplazamientos 
{ X , ( t ) }  por medio de 

X i @ )  = U i  exp(  -iwt), 

donde {Ui} se conocen como amplitudes reducidas, las ecuaciones de movimiento 
del sistema  se pueden entonces escribir como 

(A.3) 

133 

(-4.4) 

(A.5) 
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i i 

(A.9) 
i 

De este d t h o  resultado es inmediato  obtener la relación general de ortonormali- 
zación para los vectors { U i ( k ) } ,  c y n e  se puede escribir de la forma 

(A.lO) 
x 

Hasta este punto nuestro desarrollo ha sido independiente  de los valores es- 
pecificos de { M x } .  Para el caso particular  que nos interesa (1Mi = m < M si i # O 
y n/lo = M )  podemos reescribir a las ecuaciones de movimiento (A.5) de la forma 

(A.11) 

donde 

Y 
(A. 13) 

a$' corresponde a Is matriz de acoplamiento de un cristal perfecto (todas las 
m a a s  iguales), mientras que A@ij es la parte de la  matriz @+j directamente afec- 
tada por la prese~~cia  del defecto. Ahora) si este $timo no existiera  tendríamos 



que 6Lij = O y las ecuaciones de movimiento del sistema serian Cj LijUj = O. 
Entonces definimos la funcio'n de Grwn de un cristal perfecto como 

(A .  14) 

Si multiplicamos ( A . l l )  por la función de Green arriba definida y sumamos  sobre 
i obtenemos 

(A.15) 

relación a partir  de la cual obtendremos la expresión explícita para  las amplitudes 
reducidas de la red imperfecta, como veremos m& adelante. 

La condición (A.6) para que (A.5) tenga soluciones no-triviales se escribe, en 
tkminos  de Lij y SLij, como 

cuyas soluciones son todas las frecuencias del  cristal  imperfecto. Sin embargo, se 
sabe  que, a partir  de la condici6n de solubilidad de (A.15): 

A(u2) = det(dij - Gin6Lnj) = O,  (A.17) 
n 

se  obtienen  únicamente  las frecuencias que  estan  afectadas  por la presencia del 
defecto (Ref. [54], pg. 365). Ahora  bien, el hecho de  que  no  todas  las frecuencias se 
vean afectadas por  la presencia del defecto es una consecuencia de  que los modos 
pues  (U, = U.-i) tienen u11 nodo precisamente en el sitio i = O de  la red, por 
lo  que no se ven alterados por la impureza localizada en ese sitio. La solución 
de (A.17) corresponde a los modos normales impares del  cristal  imperfecto. 

Por medio de técnicas de teoría de  grupos  que  utilizan las condiciones generales 
de invariancia ante  una traslaci6n o rotaci6n del cristal como un todo [54] se puede 
rescribir el determinante (A.17) de  la forma 

1 + Q w 2 g ( 0 )  = O, (A.18) 

donde g(0) es el valor correspondiente a i = O de  la función de Green para un 
cristal perfecto y que se calcula  a partir  de 

c exp (i2mi/N) 
n=-(N/2)+1 mw2 - 2 4  1 - cos( 27rn/N)) * 

(-4.19) 



(A.20) 

(A.23) 

Si eliminarnos Ui(k) de esta ecuacirin con la  ayuda de (A.22) exmmtramos que 
Uo(k) está determinada por 

LTt(lC) = [CyrnL; x $(i; k )  c Qnt]"" . (A.24) 
i 

Utilizando (14.19) y la exprcsiciu explícita de g(n) podemos evaluar la suma en 
esta expresibn, lo que resulta en 

(A.25) 

donde hemos usado w = do sin(q5/2). Podemos simplificar ia ecuación (A.25) s i  

recordamos que no querernos la suma para un valor arbitrario de 4: sino para una 
de l a s  soluciones a (A.21). Por io tanto terwnos que 
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Cuando  sustituimos  este resultado en (A.23) y combinamos la expresión resultante 
con (A.20) y (A.22) obte:nemos 

siendo esta la expresih necesaria para evaluar a (3.21), como se  menciona en el 
capitulo 3. 
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Apéndice It3 

Correspondencia entre Modelos 
de Corto y Largo Alcance 

Recordemos que la expresih (3.63) de  la funci6n de autocorrelación del momento 

es válida para  interamion,%  de muy largo alcance, por lo que z + 1. Entonces los 
parametros w[ y I", Ea. (3.581, se pueden escribir, en ese limite, corno 

donde z = 1 - 2pp, como ya se mencionó en el capítulo 3. Puesto  que z + 1, 
entonces pp + O. A partir  de l a s  expresiones (B.2) podemos  definir pp como 

r 
pp = p << 1. ' P  

WO 

Tenemos entonces  que el parárnetro pp cuantifica la magnitud  de  la  contribución 
no exponencid en (3.63). 

Por  otro lado, si en la expresión asintótica  para Do(t), Ec. (3.30), tomamos la 
condici6n M >> m y definimos p = m / M  podemos escribir 

donde 
112 

= (;;).wo = p o  y wo = 2($ . 
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Para que la contribucih expunellcia1 domixre el comportamiento ,asint6tico de 
Do(t) tememos que hacer p < 1. Por lo tanto, hernos podido  definir los par6~1etros 
p i )  y p que,  cuando son pequefios, permiten despreciar asint4ticarnente las partes 
oscilatorias  de l a s  respectivas funciones de autocorrelación del mornento. 1% así 
que ambos modelos tienen cualitativamente el mismo comportamiento  asintótico. 
Falta comprobar  que los coeficientes c, y f ,sean iguales en la aproximaci6n men- 
cionada en  el capitulo 3. 

Para mostrarlo tenernos primero  que, para el modelo de Philliyson, 

mientras  que,  para el caso de una partícula  pesada  de  masa M inmersa en una 
cadena  de par t ícuh de masa m, 

Ahora bien, si hacemos que una partícula ‘‘peSada” de masa m est,4 inmena 
en uua cadena  de osciladores “livianos” de masa mp,,/4 tenemos que hacer la 
identificación M -+ m y m --> m p p / 4  en la  expresih (I3.7) con lo que  resulta 

demostrando ai la equivdencia  de ambos modelos. Una posible aplicación de este 
resultado,  propuesta por Phillipson, sería  justificar la teoría  del movimiento Brow- 
niano para  una  particula  dada  de un sistema homogéneo, como la originalmente 
propuesta  por Kirkwood 1191 y que ya fue menciorlada en el capitulo 2. Corno 
se  recordará, en esa teoria el coeficiente de fi-icci6n está expresado en thninos 
de la autocorrelaci6n de la fuerza total ejercida sobre  una ciert,a partícula del 
íhaido, Ec. (2.48). Cuando  la  partícula de interés tiene u112 masa mayor a la de 
las demás ya vimos que el uso. de  ésta  expresih, en el límite del acoplamiento 
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débil, esth plenamente justificada. Pero &te no es el caso para un sistema  de 
particulas idbnticas. Abora bien, si pudiera  demostrarse que una  partícula en . ’  

un  fluido  molecular  con mteracciones de larga alcance tuviera el  mismo compor- 
tamiento que el del  oscilador central en un sistema con interacciones de largo 
alcance del tipo  trabajado por Phillipson, entonces podría justificarse el uso de la 
expresi6n (2.48). Sin  emlmrgo, los resultados de dinámica molecular de Vogelsang 
y Hoheisel [36], utilizando un potencial tipo Lennard-Jones, parecen desmentir 
esta suposicih, ya que estos autores no pudieron calcular el coeficiente de fricci6n 
utilizando (2.48). 
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Apéndice C 

El Modelo  de Mazur y Braun 
(1964) 

En este  aphdice se  desarrollar& con todo  detalle la metodología  utilizada  por 
Mazur y Braun [52] par;r aplicar el límite  del  acoplamiento dkbil al   mode lo de 
osciladores acoplados independientemente del alcance de la interacci6n entre ellos, 
para así recuperar la fenomenologia del movimiento Browniano. 

C.l  Dinámica  del  oscilador  pesado  en un "baño 
térmico" 

Consideremos un sisternz. unidimensional consistente de N + 1 osciladores inte- 
raccionando por medio de fuerzas armbnicas. El Hamiltonian0 del sistema es 

donde Mi, Pi y X, denotan la masa, el momento y el desplazamiento del i-ésimo 
oscilador, respectivamenb?. A continuación establecemos que M0 = M (oscilador 
masivo) y M, = 1 si i # O. La  matriz @ determina  la interacción armónica  entre 
los osciladores y es tal que satisface la  propiedad 

la cual establece que la inl.eracción entre cualquier par  de osciladores depende sólo 
de  la  distancia  entre ellos, como es físicamente razonable suponer. 
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Como  siguiente paso despejamos, de la misma ecuación (C.5), a PO(0) tomando 
j = O y cambiando los  íridices j + i. El resultado es 

Sustituyendo  este  resultzdo  en (C.8) obtenernos 

Pop) - & ( X O ( t ) )  = -y(t)Yo(t) + F ( t )  
t + 1 dt ’~:y( t )  - m / ( t  - t’))(cosDi(t - t‘))o~.F’r(Xo(t‘)), ((2.10) 

donde y ( t )  es un “coeficiente de fricci6n” dependiente.de1  tiempo  dado por 

(C.11) 

y F ( t )  es una fuerza que  tiene la  forma 

F( t )  = Mf Elr ( t ) (cosDi t )% - (Di sinDit)%]Pi(O) 
i f 0  

- M i  I:[y(t)(DisinDit)oi + (DcosDit)%]Xi(O) 

- My(t)(Dg sinDit)ooXo(O) - M(Dcos  Dkt)wSO(0). (C.12) 
i f 0  

Si en esta  última expresión usamos (C.7) podemos reescribir a la fuerza F ( t )  como 

F ( t )  = M i  E[r( t ) (cos  Dit), - (Di sin Dtt)oi]Pi(O) 
i f 0  

- M i  C[r(l)(Di sinDit)oi + (DcosDft)%](Xi(O) - Xo(0)) .  (C.13) 
i # O  

Obsérvese que la fuerza F ’ ( t )  no depende de  la fuerza externa Fe(XO), sino sólo del 
estado inicial de los N osciladores de  masa  unitaria, los cuales pueden considerarse 
como el “medio” que  rod,?a  al oscilador pesado.  Este estado inicial está determi- 
nado  por los momentos iniciales y l o s  desplazamientos relativos de los osciladores 
livianos respecto al oscilador pesado. 

” “ 
”_ . .. .. - “- 



!“e == exp(--N,/k,T),  (C.14) 
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ya anteriormente  obtenida  multiplicamos la ecuación de movimiento (C.5) por 
Po(0) tomando  además .Fk(Xo(t))  = O, con lo que obtenemos 

Puesto  que las condicioncts iniciales de los osciladores del  "baño" son Gaussianas, 
al tomar el promedio ( e  - )  en ambos  lados de la expresión anterior los últimos dos 
sumandos  del  lado dereckio se  eliminan, pues 

(Po(O)Pi(O)> = (Po(O)Xi(O)) = O. # O (C.19) 

Entonces 
pi(t) := (Po(O)Po(t)) = ( C O S D ~ ~ ) ~ O ( P ~ ( O ) ) .  (C.20) 

Utilizando (C.1) podemos calcular (P;(O)) como 

1'" P2 exp( - P2/2Mlc,T)dP 
(r,2(0)) = -"+m 

~- - - MkHT, (C.21) L exp(-P2/2Mk,T)dP 

obteniendo finalmente la expresión para  la función de  autocorrelacih del momento 

p:(t) = MkHT(cosDTt)oo , 1 
(C.22) 

misma que  resulta muy semejante a la expresión (3.46) utilizada  por Ford et al.. 
Sin embargo, (C.22) es más  complicada  debido a que  est6  escrita en thninos de 
la matriz d i n h i c a  D característica  de un cristal con un isótopo masivo en la 
posición i = O 

C.2 Límite dell Acoplamiento D6bil 
Ahora procederemos a aplicar el límite  del  acoplamiento débil al cálculo de elemen- 
to O0 de  la  matriz cos D f t para así poder  calcular la función de  autoconelación del 
momento (C.22) y  demost.rar que  la misma  tiene un decaimiento  estrictamente ex- 
ponencial, como ya mencionamos en el capítulo 3. En el límite N + ec podemos 



(C.24) 

(C. 25) 

y 

1;~s cuales nos permiten escribir el espectro (C.20) como 

((2.2'7) 

(C.28) 

(C.29) 
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Definiendo la resolvente de la matriz  dinámica D como 

R(z2) = (D - z ) , 2 1  - i  (C.30) 

vernos entonces que el espectro S, (w)  toma la  siguiente forma 

(C.31) 

La utilidad de  esta expresi6n para SM(w) es que  también podemos definir una 
resolvente para  la  matriz QT como 

Q(z") = (G - ,&)-l. (C.32) 

Si ademh recordamos la relaci6n (C.6) entre las matrices D y G, entonces es claro 
que podemos obtener  una relación entre los elementos O0 de las resolventes R y 
Q. Para  esto reescribimos (C.6) en forma  matricial 

D = M - ~ ( P M - ! ~ ,  (C.33) 

siendo M una  matriz  diagonal con elementos kfja,,.  Si tornamos la forma equi- 
vdente 

M r D  = @M-$, 

despejamos de (C.30) y (C.32) 33 y a, respectivamente y sustituimos en (C.34), 
encontramos  que 

I 
(C.34) 

M! + z21) = (Q" + i21)"i. (C.35) 

A continuación multiplicamos (C.35) a la izquierda  por Q y a  la derecha por R; 
despejando R y tomando el elemento O0 se encuentra la  relación buscada  entre 
los elementos O0 de  las rejolventes de las matrices D y @ de  la  forma 

(C.36) 

Puesto  que deseamos tomar el límite M + 00, en esta  última expresih hacemos el 
cambio de variable z2 + z 2 / M 2 ,  multiplicamos  ambos lados por z / M 2  y entonces 
tomamos el límite M -+ 03 para  obtener  finalmente 



e sirdtrica positiva, 

tenemos entonces que utilizar  una f u n c i h  J(0) que sea 
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Suponiendo  que  podamos  encontrar una f(6) que  satisfaga las propiedades 
enumeradas arriba, de la C.efinición (C.39) podemos  calcular cada uno de l o s  ele- 
mentos de la serie (C.38). Por ejemplo, el primero es 

el segundo  tiene la forma 

mientras que el tercero se ,puede calcular como 

N I 2  

(C.40) 

(C.41) 

si utilizamos la identidad 
N 1  2 

(C.42) 

y así sucesivamente. Teniendo en cuenta  estos  resultados podemos escribir Qoo 
como 

1 
A 

= - - - ~ d O [ - ~ ( l + ~  27r + m 2 4  + . . . ) I  
"A 

A 
1 

27r 
-7r 

o bien, 

(C.43) 



(C.45) 

(C.46) 

(C.47) 

(C.48) 

Haciendo uso de  este último  resultado tenemos que la expresicin (C.31) para el 
espectro S, (w) puede escribirse de la siguiente Inanera 

donde 

(C 2 0 )  

(C.51) 

" 
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Es claro entonces que g(0) # O es la única (y no muy restrictiva) condición que se 
establece sobre el espectro de frecuencias de los modos normales.para  que elicoct I 

ficiente I"' est6 bien  definido. Por lo dem& la  matriz 3 es totalmente  arbitraria, 
lo cual implica que la  especificacih  detallada del  "medio" no es necesaria para 
obtener el movimiento Browniano en el límite del acoplamiento débil. 

Finalmente,  sustituyendo el resultado (C.50) en la expresión (C.23) obtenemos 
I 

lim  (cos DTt)oo = exp( -I", Ir[), (C.52) 
M-rW 

i / M = - t  
t+w 

el cual nos permite calcular el  "coeficiente de fricci6n" (C.11) como 

lim M7(7) = I'' r > O. 
M-+= 

(C.53) 

En este  punto  de  nuestro desarrollo es claro que se recuperan los resultados ya 
conocidos de  la fenomenologfa del movimiento Browniano, puesto que la funcibn 
~ ( t )  que aparece en (C.lo) se convierte, en  el límite  de masa infinita, en una 
constante positiva. De itpd manera,  tomando ese  mismo límite en (C.lo), esta 
ecuación se reduce asint6ticamente a la ecuación de Langevin 

(C. 54.) 

donde  ahora F(7)  es una fuerza estochtica Gaussiana. Para comprobarlo pat i -  
mas de (C.16). En  el limite  de masa  infinita el tercer sumando  de esa expresión 
es cero en virtud de (C.52) y (C.53). Si ahora  sustituimos en los sumandos que 
quedan (c.23), tmmmos el limite ya mencionado y usamos (C.so), tenemos final- 
mente que 

lim M ( F ( T ~ ) F ( T ~  + 7))  = 2 r , k B ~ q r ) .  
M-+W (C.55) 

Ahora bien, es claro que (C.54) y (C.55) no tienen exactamente  la misma forma 
de  la ecuación  fenomenológica de Langevin y  de  la autocorrelación de  la fuerza 
estochtica, respectivamente; la semejanza se  vuelve identidad sólo en  el límite 
de masa  infinita. Sin emlmrgo, para el caso de interacciones a primeros vecinos, 
el  coeficiente de fricci6n 1:' es idéntico a aquel calculado en  el capítulo 3. Para 
comprobarlo tenemos que partir de la forma explícita de la matriz ip para el caso 
de primeros vecinos y condiciones de frontera periódicas 

(C.56) 
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io que implica que rM = I'. Queda comprobado que, en e¡ límite del acoplamiento 
débil, el modelo de primeros vecina3 se vuelve un caso particular del Hamiltonia- 
no (C.1). 



Apéndice :D 

Algoritmo de Integración 

Para poder  integrar  nunléricamente las ecuaciones de movimiento (5.5), que es- 

observamos, en primer  lugar,  que son invariantes ante  una  inversih temporal; 
esto es, si t -+ -t, entonces las velocidades del  sistema  cambian como V, -+ -Q 
y (D.l) permanece inalterada.  Esta  característica  es  fundamental  en el desarrollo 
que a continuacih presentamos. 

Sea At un  intervalo de  tiempo pequeÍío. Si realizamos dos desarrollos en serie 
de Taylor, uno  hacia  adelante y otro  hacia a t r h  en el tiempo,  obtenemos, al 
sustituir (D.l), las siguientes expresiones 

En esta expresión y en las  subsiguientes el último  tQmino del lado derecho es el 
error local de truncamiento de mayor orden, el cual se incluye para efectos de corn- 
paración.  Ahora bien, si de3preciamos los términos de orden 0(At4)  obtenemos 
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I Qt' d 
2At 6 d t  

q t )  =. " [ X i ( t  + At) - & ( t  - At)] - ""-"--r:,({xa(t)}), (D.6) 

con lo que se obtiene 



del Hamiltoniano (5.4) siempre tendremos At < 1). Pero en la  prktica es im- 
portante utilizar el paso de integracidn n ~ á s  grande posible de  tal  manera 'que el 
muestreo  del espacio fase sea lo n1&5 eficiente posible. Este hecho impone una 
restricci6n muy importante en cuanto al tarnario de At que puede utilizarse en un 
problema  particular.  Finalmente, una restricción todavía m& estricta  la impone 
el número  de osciladores utilizados para obtener los resultados  reportados en este 
trabajo 0(105) ,  mismo que vuelve imprhtico utilizar valores de At para l o s  
cuales (D.6) o ( D . 8 )  proporcionan una aproximacidn razonable al valor exacto  de 
las velocidades { V'(t)). 

Una forma  de mejorar. esta situacidn conservaudo el algoritmo  de Verlet  con- 
siste en desarrollar las velocidades mismas  (ya  que &as son las variables que nos 
interesa  calcular con la mayor precisión posible) en serie de Taylor para vanos 
instantes  de  tiempo,  tanto  anteriores como posteriores a t ,  obteniendo así expre- 
siorles de mayor  orden  que ( D . 8 ) .  Planteamos entonces los siguientes desarrollos 
en sene  para  las velocidades: 

Si ahora realizamos la  sunla (D.9)+(D.10) obtenemos 

1 At2 d 
v ( t )  = - [ K ( t  + At/2) + K ( t  - At/2) ]  - g z G i ( { X i ( t ) } ) ,  2 (D .12)  

que  corresponde a la expresión de  primer  orden (D.8)  para ( t )  obtenida por 
medio del desarrollo en serie de las posiciones, pero con un término  de  error local 
de  magnitud  diferente al que  aparece en la expresión (D.8). Las irnplicaciones de 
esta diferencia las  discutiremos más adelante. 





son comparables en magnitud  pero  tienen signos opuestos,  estos  autores propo- 
nen un procedimiento  bastante obvio, aunque  totalmente ad hoc, para  construir . . 
un mejor estimador  de l a  energía cinbtica que consiste en tornar el promedio de 
las expresiones para las velocidades (D.8) y (D.13), obtenihdose 

1 K ( t )  = 16 [7l4(t -- At/2) + lOK(t - At/Z) - V ( t  - 3At/2)]. (D.14) 

Si a esta  última expresión la escribimos en tdrminos de las posiciones X ,  que van 
siendo  calculadas  por medio de (D.5), obtenemos finalmente una f6rmula que nos 
permite  calcular los momentos ( E ( t ) }  del sistema como 

e(t) = -[7[~;(t+At)-Xi(t)]+lO[Xio-x,(~)-X~(t-At)]-xi(t-At)+X,(t-2At)] M . 
(D.15) 

16At 

El esquema completo de integración consiste entonces en utilizar (D.5) para cal- 
cular las posiciones Xi ( t  + At) a partir  de  la posici6n actual X i ( t )  y la posici6n 
previa X,(t  - At), para a continuacih calcular el momento P; ( t )  en el instante 
actual a partir  de las posiciones  en los dos instantes  inmediatamente  anteriores, 
Xi(t - At) y Xj(t - 2Ai) por medio de (D.15). Pero  entonces  notamos  que  las 
posiciones y momentos iniciales { X ,  (O), e(())} no son suficientes para iniciar el 
cdlculo; es necesario haccr suposiciones adicionales para  obtener  las posiciones en 
el instante  inmediatamente  anterior a t = O y poder inicializar así nuestro esque- 
ma  de integración. La f c m a  más directa  de proceder (y que es la que  de hecho 
hemos utilizado), consiste en obtener las posiciones en  el instante -At a partir 
de un integrador de Eulcr de la forma X;(-At) = X i ( ( ) )  - (Pi(O)/M,)At, donde 
(Xi(0) = O} y los momentos iniciales {P,(O)} satisfacen ciertas  características ya 
explicadas en  el capítulo 5 .  Para el primer paso de integración se utiliza (D.6) de 
tal  manera  que, a partir del segundo paso, ya se tengan las posiciones en los  dos 
instantes previos necesarios para  aplicar el algoritmo (D.15) en todos los instantes 
subsecuentes. 

Las trayectorias en  el espacio fase de nuestro modelo calculadas  a partir del 
esquema  definido  por (D.5) y (D.15) estan  además  sujetas al efecto de los erroxs 
de redondeo que surgen debido a la implementacibn particular  que  se haga del 
algoritmo. Algunas de 1;s fuentes de  este  tipo de  errores  están relacionadas al 
número  de  cifras significativas mantenidas en cada  etapa del cdculo, al orden 
en que estos C ~ ~ C U ~ O S  SOT. efectuados en la práctica y a cualquier aprofinlaciórl 
utilizada en la evaluación de l a s  funciones involucradas (potencia, raíces, etc.), 
entre  otras. Por mucho, la fuente m& importante de los errores de redoride0 
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