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RESUMEN

El presente trabajo tuvo como base la exploracion de algunos métodos de la química cuántica

y su implementación computacional sobre mallas. Para ello se exponen algunos detalles que

muestran la necesidad de cómputo que procese gran cantidad de datos y haga millones de ope-

raciones en una cantidad de tiempo razonable, para este fin se discute como las tarjetas gráficas

(GPU por el término en inglés Graphics Processing Unit) han incursionado en el computo, como

aceleradores de procesos intrínsecamente paralelizables.

Siguiendo esta línea dada por los métodos basados en mallas se han desarrollado tres

códigos, dos de ellos para su uso en el análisis de las interacciones químicas, aplicables a áto-

mos, moléculas y sistemas extendidos. Y un tercero código explorando el método de elemento

finito (MEF) para su uso en la determinación de la estructura electrónica de sistemas confina-

dos espacialmente. Finalmente se presentan dos aplicaciones del código GPUAM sobre tarjetas

gráficas para el análisis de interacciones débiles.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

Desde el desarrollo de las ciencias, hablando en el contexto de las ciencias exactas y naturales,

siempre ha existido una dicotomía al momento de estudiarlas y abordarlas. Por un lado, te-

nemos la parte teórica, cuyo fundamento matemático es la piedra angular y que nos permite

estudiar los fenómenos generalmente en la forma de una ecuación diferencial. Complemen-

tando esta dicotomía tenemos la parte experimental, donde el investigador trata de tener el

mayor control posible sobre el experimento, y de esta forma cuantificar algún observable de in-

terés. Esta íntima relación teoría - experimento ha llevado a muchas de las ciencias exactas y

naturales a tener la capacidad de explicar y predecir fenómenos cada vez más complejos.

No fue hasta la mitad del siglo XX, que esta relación teoría - experimento vino a ser com-

plementada desde otro ángulo, un plano que puede pensarse como un intermedio entre el

mundo teórico y el mundo experimental: la simulación computacional [1].

Los primeros modelos computacionales surgen con la carrera armamentista, siendo su

primer nicho, la criptografía y simulación de trayectorias balísticas. De este periodo datan las

máquinas Colossus (1943), ENIAC (1947) y EDVAC(1949). Cabe resaltar que el poder de cóm-

puto en esta época, al menos para la ENIAC (Electronic Numerical Integrator and Calculator),

era de 5000 sumas o 500 multiplicaciones por segundo [2] y el volumen de muchas de estas

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

computadoras era comparable al de una casa pequeña.

Hoy en día, la simulación computacional goza de una mejor situación, empleándose en di-

versos y variados campos, como puede ser la ya mencionada balística computacional, la predic-

ción del clima, la dinámica de fluidos y la química teórica, por mencionar sólo un pequeño

grupo del gran abanico existente. Es justo en el marco de la química teórica donde este trabajo

se desarrolla, más precisamente en el campo de la estructura electrónica.

La química teórica surge con las ideas de Douglas R. Hartree (1927) y Vladimir A. Fock

(1930), tomando la teoría cuántica de Schrödinger para la descripción de los electrones a partir

de la función de onda. Sin embargo, es hasta 1950 cuando las computadoras consiguen el poder

necesario para efectuar cálculos del tipo Hartree-Fock (HF). Por otro lado, surgía también una

teoría basada, no en la función de onda sino en la densidad electrónica; con los trabajos de

Llewellyn Thomas (1927) [3] y Enrico Fermi (1928) [4], más adelante sería formalizada por Pierre

Hohenberg y Walter Kohn [5], en la teoría de los funcionales de la densidad (TFD), la cual, años

después, sería ampliamente usada en la formulación desarrollada por Walter Kohn y Lu J. Sham

(KS).

En la actualidad, algunos de los principales enigmas que intenta resolver la química teórica

son: entender la naturaleza del enlace químico, tener una comprensión de la relación existente

entre la estructura y las propiedades físicas y químicas. La forma actual de abordar estas inte-

rrogantes se ha hecho desde la trinchera de la estructura electrónica donde el caballo de batalla

es, sin duda, la TFD en la formulación de KS y, de forma ocasional el método de HF. En ambos

métodos, los orbitales que construyen la función de onda (o densidad electrónica en KS) se pro-

ponen como una combinación de funciones conocidas, si N es el número de funciones usadas,

el método de HF y KS escalan como N 4. Es decir que si tenemos un sistema, por ejemplo, la

molécula de agua, formada por 3 átomos, y usamos sólo una función por cada electrón (10 fun-

ciones para la molécula de agua), HF y KS tienen un escalamiento de 104. Si crecemos el sistema

a uno un poco más grande, por ejemplo benceno (42 electrones) e igual con una sola función de

base por cada electrón, éste escalará a 424. Haciendo un poco de aritmética, se puede apreciar

un costo 311 veces más que una molécula de agua.

Queda claro el esfuerzo computacional que hay que realizar conforme el tamaño del sis-

tema se incrementa. Afortunadamente nos encontramos en una etapa de la historia donde estos

cálculos son frecuentemente realizados, ya sea en estaciones de trabajo, o en supercomputado-

ras armadas a partir de múltiples nodos interconectados. Abriendo un paréntesis para situarnos

en el estado actual de los sistemas informáticos, y tomando como referencia las supercomputa-
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doras más rápidas (hasta febrero 2018), podemos citar las primeras cinco [6]:

• Sunway TaihuLight China, con 10 649 600 núcleos, 1 310 720 GB de memoria RAM, proce-

sadores Sunway SW26010 260C 1.45 GHz, tiene rendimiento de 93 014.6 TFlop/s1.

• Tianhe-2 (MilkyWay-2) China, con 3 120 000 núcleos, 1 024 000 GB de memoria RAM,

procesadores Intel Xeon E5-2692v2 12C 2.2 GHz y coprocesadores Intel Xeon Phi 31S1P,

tiene un rendimiento de 33 862.7 TFlop/s.

• Piz Daint Suiza, con 361 760 núcleos, 340 480 GB de memoria RAM, procesadores Intel

Xeon E5-2690v3 12C 2.6 GHz y tarjetas gráficas Nvidia Tesla P100, tiene un rendimiento

de 19 590 TFlop/s.

• Gyoukou Japón, con 19 860 000 núcleos, 575 552 GB de memoria RAM, procesadores Intel

Xeon D-1571 16C 1.3 GHz, y coprocesadores PEZY-SC2 700Mhz, tiene un rendimiento de

19 135.8 TFlop/s.

• Titan Estados Unidos, con 560 640 núcleos, 710 144 GB de memoria RAM, procesadores

AMD Opteron 6274 16C 2.2 GHz y tarjetas gráficas Nvidia K20x, tiene un rendimiento de

17 590 TFlop/s.

Se observa que salvo la primera, las restantes cuentan con aceleradores en su arquitec-

tura, los cuales son coprocesadores o tarjetas gráficas, destacándose las de la compañía Nvidia

con sus tarjetas gráficas Tesla P100 y K20x. Una revisión más detallada sobre los procesadores

y aceleradores, nos advierte que el procesador que más se emplea en la implementación de su-

percomputadoras es Intel Xeon E5 en sus diversas versiones con el 92.4% del total. Mientras

que los aceleradores están polarizados hacia los ofrecidos por Nvidia, donde el mayor número

es para la familia Pascal con 50 supercomputadoras, y 34 divididas entre la familia Kepler, Fermi

y Volta. El otro acelerador que tiene presencia es el ofrecido por Intel, el coprocesador Xeon Phi,

con 10 del total.

Toda esta infraestructura computacional, lleva el interés de los científicos a sistemas con

una complejidad cada vez mayor, por ejemplo sistemas proteínicos, máquinas moleculares, ca-

denas de ADN-ARN, estudiados desde la perspectiva de la estructura electrónica, para lo cual

se pueden usar métodos híbridos que la mezclan con la mecánica molecular. O basados en

1Flop/s es un acrónimo para floating-point operations per second cuya traducción es Operaciones de punto
flotante por segundo, es una medida del rendimiento teórico de una computadora. Se suele usar prefijos de SI,
donde TFlop/s es equivalente a 1012 Flop/s.
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esquemas divide et impera, que buscan segmentar el sistema total, tal es el caso del método

FMO [7] (por sus siglas en inglés para orbitales moleculares fragmentados), o incluso en rescatar

metodologías usadas hace años y mejorarlas, como ha sido el caso de los métodos semiempíri-

cos, que encuentran un resurgimiento en la estructura química de sistemas biológicos [8–11].

Es importante advertir que, con el avance en el hardware (procesadores multinúcleo, tar-

jetas gráficas y/o coprocesadores) debe de manifestarse también un cambio en el software, ya

que poca o nula ventaja se tendrá si se usan los mismos algoritmos en arquitecturas distintas.

Por ello, para obtener el mayor beneficio es necesario cambiar los paradigmas de programación,

usar programación concurrente, que permita utilizar la mayor cantidad de núcleos de cálculo;

en esta lógica, el modelo de programación suele ser uno que involucre gran cantidad de datos.

Existen dos técnicas de programación en paralelo, por un lado la de instrucciones simples con

datos múltiples (SIMD del inglés Single Instruction Multiple Data), que permite paralelizar a

nivel de datos, pero con pocas instrucciones; la otra, más general, que involucra paralelismo a

nivel de dato y de instrucción es la de instrucciones múltiples con datos múltiples (MIMD del

inglés Multiple Instruction Multiple Data).

Retornando a los sistemas químicos, una cantidad muy importante en la química es la

densidad electrónica, la cual es la base de la TFD y de la teoría de átomos en moléculas (AEM),

esta última propuesta por Richard F. W. Bader, a diferencia de la función de onda, la densidad es

una cantidad que reside en el mundo tridimensional real y es un observable. Como tal, podemos

acceder a ella por medio de experimentos ya sea difracción de rayos X o difracción de neutrones

o, en nuestro caso particular, a partir de cálculos de estructura electrónica.

Los cálculos de estructura electrónica nos brindan dos métodos para determinar la den-

sidad electrónica: (1) con base en la expansión orbital de bases conocidas o (2) directamente

determinándola en una malla tridimensional. Dentro del último grupo, el método de elemento

finito figura como una metodología robusta, pero poco usada, para realizar cálculos de estruc-

tura electrónica y obtener la densidad electrónica, sin el uso de funciones orbitales previamente

optimizadas.

La expresión para evaluar la densidad electrónica en términos de los orbitales moleculares

φi y sus ocupaciones ωi , es:

ρ(r ) =∑
i
ωiφ

∗
i (r )φi (r ), (1.1)

donde r corresponde a un vector en tres dimensiones r = xı̂ + y ̂+zk̂. Para evaluarla se genera

una malla en tres dimensiones, donde cada vector de posición (r ) es independiente del resto,
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razón por la cual este problema se puede paralelizar en el modo SIMD.

Ampliando el ejercicio de evaluar la densidad electrónica usando un esquema SIMD so-

bre unidades aceleradoras tipo GPU, es posible implementar la búsqueda y caracterización de

puntos críticos de la densidad, siguiendo las ideas propuestas por Bader y diversos autores que

han extendido las ideas de AEM en lo que hoy se conoce como método topológico.

Es importante mencionar que hasta la escritura de esta tesis no se sabe de algún software

que haga uso de tarjetas gráficas para la evaluación de campos escalares, vectoriales y búsqueda

de puntos críticos, en arquitecturas híbridas CPU-GPU. Así mismo, citar que la implementación

y puesta a punto de programas para su uso en sistemas químicos nos confiere cierta autonomía

con respecto a otros grupos, creando software propio que responda a los requerimientos par-

ticulares de cada investigación.

El presente escrito se encuentra dividido en seis capítulos. En este primero se ha tratado

de poner en contexto los métodos que existen en la química teórica, así como también, sobre el

uso de herramientas computacionales en el escenario de la química.

En el segundo capítulo se realiza una revisión de los métodos y conceptos usuales en la

estructura electrónica.. El tercer capítulo acerca al lector a los métodos basados en mallas y, fi-

nalmente, se enuncia su implementación en unidades de procesamiento gráfico. En el capítulo

cuarto, se exponen los programas desarrollados en este trabajo: GPUAM, CUBE3D y FINIT1-2D.

Es en el capítulo quinto donde se mencionan algunas aplicaciones realizadas principalmente

con GPUAM con la finalidad de caracterizar interacciones químicas. Por último, en el capitulo

sexto, se enuncian las conclusiones de este trabajo.
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1.1 Objetivos

Utilizar tarjetas gráficas (GPUs) en la química teórica para analizar sistemas químicos en una

escala de tiempo razonable.

1.1.1 Objetivo General

Explorar los métodos basados en mallas y su implementación sobre arquitecturas CPU-GPU,

para la evaluación de campos escalares, vectoriales y búsqueda de puntos críticos de la densidad

electrónica obtenida a partir de cálculos de estructura electrónica.

1.1.2 Objetivos Particulares

• Evaluar la densidad electrónica y otros campos escalares derivados a partir de la informa-

ción de la estructura electrónica.

• Encontrar la forma más adecuada de programar las mallas tridimensionales utilizando las

tarjetas gráficas.

• Realizar la búsqueda de puntos críticos de la densidad, dentro del marco de la teoría de

átomos en moléculas propuesta por Richard Bader, y caracterizar el enlace químico.

• Aplicar el método de elemento finito para sistemas químicos delimitados espacialmente.
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MARCO TEÓRICO

La mecánica cuántica aplicada a la química es una poderosa herramienta para entender la es-

tructura interna de átomos, moléculas y sólidos. Con ella se puede conocer las propiedades

físicas y químicas de compuestos existentes pero que experimentalmente son un reto cuan-

tificar así como también conocer las propiedades de compuestos que aún no se sintetizan. Por

esta razón, es un importante nicho de investigación actual.

Hablar de química teórica implica también hablar de química computacional, donde la

principal herramienta no son los matraces sino las computadoras, esto es debido a que los sis-

temas que son de importancia en química, escapan de la habilidad numérica de los seres hu-

manos y resulta un problema intrínsecamente apto para ser resuelto por computadoras. Para

profundizar un poco, se hará un pequeño resumen de algunos métodos que se han empleando

a lo largo de este trabajo.

En mecánica cuántica, la caracterización de un sistema, puede hacerse al resolver la si-

guiente ecuación:

Ĥ Ψ(r, t ) = iħ ∂

∂t
Ψ(r, t ), (2.1)

propuesta por el físico Erwin Schrödinger y que es conocida como ecuación de onda [12,13]. En

la mayoría de las aplicaciones de química cuántica usamos la ecuación en su forma indepen-
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diente del tiempo, esto es así por que la mayoría de los estados que nos interesan son estaciona-

rios. En este caso, la función de ondaΨ(r, t ) puede separarse en dos funciones, una dependiente

sólo del espacio y otra dependiente del tiempo:

Ψ(r, t ) =Ψ(r) e−i Et/ħ. (2.2)

Esto nos conduce a la ecuación de onda independiente del tiempo,

Ĥ Ψ(r) = E Ψ(r). (2.3)

Al resolver esta ecuación de valores propios, obtendremos tanto la función de onda Ψ como la

energía E asociada al sistema. Esta ecuación tiene solución exacta para pocos sistemas, pero

en la práctica, los sistemas de interés son más complejos, esto tiene como consecuencia que la

función de onda se obtiene tras recurrir a ciertas aproximaciones.

2.1 Método de Hartree-Fock

Si las aproximaciones a la ecuación de Schrödinger son generadas sin hacer referencia a datos

experimentales, los métodos se denominan ab initio. El método Hartree-Fock (HF) es un ejem-

plo de este tipo y es considerado el punto de partida para tratamientos más precisos (post

Hartree-Fock) o para realizar aproximaciones extras (métodos semiempíricos) [14].

El principio de Pauli establece que “la función de onda de un sistema de electrones debe

ser antisimétrica con respecto al intercambio de dos electrones” [12]. Una forma de cumplir

con este principio es proponer a la función de onda como un determinante de Slater, formado

por N funciones monoelectrónicas llamadas espín-orbitales φ j (xi), donde xi ≡ riσi . La función

tiene la siguiente forma:

ΨDS(x1,x2, · · · ,xN) = 1p
N !

φ1(x1) φ2(x1) · · · φN (x1)

φ1(x2) φ2(x2) · · · φN (x2)
...

...
...

φ1(xN) φ2(xN) · · · φN (xN)

(2.4)

Al expresar la función de onda de esta manera estamos asegurando que sea antisimétrica con

respecto al intercambio de las posiciones de dos electrones.
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Para evaluar la energía de un sólo determinante de Slater resulta conveniente escribirlo

como la suma de permutaciones sobre los elementos de la diagonal,

ΨDS ({xi}) = ˆA [φ1(x1)φ2(x2) · · ·φN (xN)] = ˆA Π, (2.5)

donde Π corresponde al producto de la diagonal del determinante de Slater y el operador ˆA

tiene la forma:

ˆA = 1p
N !

N−1∑
p=0

(−1)pP̂ = 1p
N !

[
1−∑

i j
P̂i j +

∑
i j k

P̂i j k −·· ·
]

. (2.6)

Por otro lado, el hamiltoniano electrónico en la aproximación de Born-Oppenheimer y

usando unidades atómicas1 se expresa como:

Ĥ =−1
2

N∑
i
∇2

i −
N∑
i

∑
a

Za

|Ra − ri |
+

N∑
i

N∑
j>i

1

|ri − r j |
, (2.7)

donde el primer término corresponde a la energía cinética de los electrones, el segundo a la

interacción núcleo-electrón y el último a la repulsión electrónica. El primer y segundo término,

que dependen de las coordenadas de un electrón, se agrupan en el operador monoelectrónico

ĥi ,

ĥi =−1
2∇2

i −
∑
a

Za

|Ra − ri |
. (2.8)

Mientras que la repulsión entre dos electrones tiene la forma,

gi j = 1

|ri − r j |
. (2.9)

Usando estos operadores expresamos el hamiltoniano en términos de ĥi y gi j ,

Ĥ =
N∑
i

ĥi +
N∑
i

N∑
j>i

gi j . (2.10)

Con estos dos elementos previamente expuestos, la aproximación de la función de onda y

la nueva expresión del hamiltoniano, la energía es escrita de la siguiente forma:

E = 〈 ˆA Π|Ĥ | ˆA Π〉, (2.11)

1Las unidades atómicas son aquellas donde: la constante de Planck reducida (ħ), la masa (me ) del electrón, la
carga (e) del electrón y la constante de la ley de Coulomb (1/(4πε0)) son iguales a la unidad.
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E =
p

N ! 〈Π|Ĥ | ˆA Π〉, (2.12)

E =∑
p

(−1)p〈Π|Ĥ |P̂Π〉. (2.13)

Evaluando para cada elemento del hamiltoniano tenemos:

〈Π|ĥi |Π〉 = 〈φi (1)|ĥi |φi (1)〉 = hi , (2.14)

donde hi es la llamada integral monoelectrónica. Para el operador gi j tenemos dos casos,

primero cuando el orden de la permutación vale 0,

〈Π|g12|Π〉 = 〈φ1(1)φ2(2)|g12|φ1(1)φ2(2)〉 = J12, (2.15)

a esta cantidad J12 se le llama integral coulómbica y puede ser interpretada como la interac-

ción entre dos distribuciones de carga. El otro caso resulta cuando el orden de la permutación

equivale a 1 y se intercambian los electrones 1 y 2:

〈Π|g12|P̂12Π〉 = 〈φ1(1)φ2(2)|g12|φ2(1)φ1(2)〉 = K12, (2.16)

esta integral es denominada de intercambio y es una consecuencia inmediata del principio de

antisimetría de Pauli. Con estos elementos, la energía se obtiene como la suma de dichas inte-

grales:

E =
N∑
i

hi +
N∑
i

N∑
j>i

(
Ji j −Ki j

)
. (2.17)

Las últimas dos integrales pueden ser escritas en forma de operador que actuará sobre

una función |φ j (2)〉 quedando expresadas:

Ĵi |φ j (2)〉 = 〈φi (1)|g12|φi (1)〉|φ j (2)〉, (2.18)

ˆKi |φ j (2)〉 = 〈φi (1)|g12|φ j (2)〉|φi (1)〉. (2.19)

Al combinar estos operadores en uno sólo tenemos el operador de Fock,

F̂i = ĥi +
N∑
j

(
Ĵ j − ˆK j

)
. (2.20)

Los valores esperados del operador de Fock son las energías de los orbitales, matemáticamente

son los multiplicadores de Lagrange asociados a la condición de orto-normalidad de dichos

10



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 2.2. TEORÍA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD

orbitales, a estos orbitales se les llama orbitales canónicos.

εi = 〈φi |F̂i |φi 〉 = hi +
N∑
j

(
Ji j −Ki j

)
. (2.21)

La energía para un sistema de N electrones está determinada a partir de la energía de los

orbitales y de las integrales coulómbica y de intercambio,

EN =
N∑
i
εi − 1

2

N∑
i j

(
Ji j −Ki j

)
. (2.22)

2.2 Teoría de Funcionales de la Densidad

Para un sistema pequeño, por ejemplo el H2O tenemos un total de diez electrones, ocho por el

átomo de oxígeno y dos más por cada átomo de hidrógeno. Si queremos determinar la función

de onda para este sistema necesitamos de tres coordenadas por cada electrón, lo que hace un

total de 30 coordenadas, sin tomar en cuenta el espín. Es evidente que para sistemas molecu-

lares de mayor tamaño, la cantidad de variables crece pasmosamente. Es por ello que se han

desarrollado alternativas para realizar cálculos mecanocuánticos, uno de ellos es la Teoría de

Funcionales de la Densidad (TFD).

El origen de esta teoría puede encontrarse en la teoría estadística de Thomas [3] y Fermi [4]

en 1927 y 1928, este trabajo toma en cuenta un gas de electrones homogéneo y cuya densidad

es la misma en todos los puntos del espacio.

Fue en 1964 cuando Hohenberg y Kohn demostraron dos teoremas, ubicando al modelo

de Thomas y Fermi como una aproximación de una teoría más general, desarrollándose la teoría

de funcionales de la densidad (TFD) que toma a la densidad electrónica como variable princi-

pal. Los teoremas que propusieron Hohenberg y Kohn [5] son:

Teorema 1 Para cualquier sistema de partículas interactuantes en un potencial externo, el po-

tencial externo es determinado unívocamente por la densidad de partículas del estado base.

Teorema 2 Para cualquier potencial externo particular, la energía del estado base del sistema,

que es un funcional de la densidad, es el valor mínimo absoluto de este funcional y la densidad

que minimiza el funcional es la densidad exacta del estado base.
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Donde el potencial externo es aquel generado por los núcleos del sistema:

v(r i ) =−∑
a

Za

|Ra − r i |
. (2.23)

A partir del primer teorema podemos escribir la energía para un sistema con respecto a la

densidad electrónica expresada en la siguiente ecuación:

E [ρ] = T [ρ]+Vne [ρ]+Vee [ρ]. (2.24)

O bien, a partir de

E [ρ] =
∫
ρ(r) v(r) dr+FHK [ρ], (2.25)

donde el último término FHK [ρ] es llamado funcional de Hohenberg y Kohn, el cual contiene la

suma del funcional de energía cinética más el funcional de energía potencial electrón-electrón,

siendo éste la suma de los términos coulómbico, y de intercambio y correlación de las interac-

ciones electrón-electrón.

FHK [ρ] = T [ρ]+Vee [ρ]. (2.26)

El funcional de Hohenberg y Kohn (2.26) es un funcional universal que solamente de-

pende de la densidad de un sistema particular, sin embargo, la forma exacta de este funcional

es desconocida.

Kohn y Sham recurrieron a un determinante de Slater para modelar el funcional de energía

cinética,

TS[ρ] = 〈ΨS |
N∑
i
−1

2∇2
i |ΨS〉 , (2.27)

donde ΨS corresponde a la función de onda para un sistema de partículas no interactuantes.

Tomando esto en cuenta, la ecuación (2.26) puede reescribirse de la siguiente forma, siendo Exc

la energía de intercambio y correlación:

F [ρ] = TS[ρ]+ J [ρ]+Exc [ρ], (2.28)

con esta aproximación el funcional universal queda expresado como:

F [ρ] = TS[ρ]+ 1

2

∫ ∫
ρ(r)ρ(r′)
|r− r′| drdr′+Exc [ρ]. (2.29)

12
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La energía total del sistema queda especificada por:

E [ρ] = TS[ρ]+
∫
ρ(r)v(r)dr+ 1

2

∫ ∫
ρ(r)ρ(r′)
|r− r′| drdr′+Exc [ρ]. (2.30)

De la ecuación (2.30) son conocidos todos los términos excepto el último Exc [ρ].

Si bien la variable principal en esta metodología es la densidad electrónica, esta es deter-

minada por la expresión siguiente,

ρ(r ) =
Occ∑
i=1

niφ
K S∗
i (r )φK S

i (r ), (2.31)

dondeφK S , es el conjunto de orbitales que se obtienen al minimizar la energía con respecto a los

orbitales manteniendo la condición de ortonormalidad de estos [15], lo cual lleva a la ecuación

−1

2
∇2φK S

i (r )+ ve f f (r )φK S
i (r ) = εiφi (r ), (2.32)

que son justamente las ecuaciones de Kohn-Sham, donde el potencial efectivo ve f f , esta dado

por

ve f f (r ) = v(r )+ δJ [ρ(r )]

δρ(r )
+ δExc [ρ(r )]

δρ(r )
. (2.33)

En la ecuación anterior el primer término corresponde al potencial núcleo-electrón, el segundo

es el potencial coulómbico,
δJ [ρ(r )]

δρ(r )
=

∫
ρ(r′)
|r− r′| dr′, (2.34)

y el último término, a lo que conocemos como potencial de intercambio y correlación,

vxc (r ) = δExc [ρ(r )]

δρ(r )
. (2.35)

2.3 Ecuaciones de Roothaan

Una forma de resolver las ecuaciones de HF y de KS es a través del método de Roothaan. En

este caso, se expande el orbital molecular (φi ) en términos de un conjunto de funciones base

conocidas, {ϕν},

|φi 〉 =
K∑
ν

c i
ν|ϕν〉. (2.36)

13
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Aplicando el operador de Fock sobre este conjunto de funciones tenemos:

F̂i

K∑
ν

c i
ν|ϕν〉 = εi

K∑
ν

c i
ν|ϕν〉, (2.37)

multiplicando por una función de base específica 〈ϕµ| e integrando en el espacio correspon-

diente tendremos un conjunto de ecuaciones,

K∑
ν

c i
ν 〈ϕµ|F̂i |ϕν〉 = εi

K∑
ν

c i
ν〈ϕµ|ϕν〉, para µ= 1,2, . . . ,K . (2.38)

Dado un conjunto de funciones base, existen las representaciones matriciales de cada operador,

llamamos a Fµν la matriz de Fock y a Sµν la matriz de traslape, cuyas formas analíticas son:

Fµν = 〈ϕµ|F̂ |ϕν〉 =
∫

drϕµ(r)∗F̂ (r)ϕν(r), (2.39)

Sµν = 〈ϕµ|ϕν〉 =
∫

drϕµ(r)∗ϕν(r). (2.40)

La matriz de Fock consta de dos términos, uno que involucra los términos monoelectróni-

cos y otro, los bielectrónicos.

Fµν = H cor e
µν +Gµν. (2.41)

Los monoelectrónicos corresponden a los términos asociados a la energía cinética y a la interac-

ción núcleo-electrón, H cor e
µν = Tµν+V ne

µν .

Tµν = 〈ϕµ|− 1

2
∇2|ϕν〉, (2.42)

V ne
µν = 〈

ϕµ
∣∣−∑

A

ZA

|r−RA|
∣∣ϕν〉 . (2.43)

Mientras los términos bielectrónicos se construyen dependiendo de la aproximación. En

el método de Hartree-Fock (HF), tenemos

Gµν =
∑
λσ

(
2

N /2∑
i

c i
λc i∗

σ

)[
(µν|σλ)− 1

2
(µλ|σν)

]
. (2.44)

y, por otro lado, en el método de Kohn y Sham (KS),

Gµν =
∑
λσ

(
2

N /2∑
i

c i
λc i∗

σ

)
(µν|σλ)+

∫
drϕ∗

µ(r)vxc (r)ϕν(r), (2.45)

14
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donde la última integral se evalúa de forma numérica, y el término vxc (r) dependerá del tipo de

funcional empleado, resulta importante mencionar que el término bielectrónico (Gµν) presen-

tado anteriormente es aplicable a sistemas de capa cerrada, existiendo las ecuaciones análogas

para aquellos de capa abierta.

En ambos métodos las contribuciones bielectrónicas necesitan de los coeficientes ({c i
ν}),

por lo que se resuelve de forma iterativa, en un ciclo llamado ciclo autoconsistente.

Finalmente, con esta representación, dada por la base, el problema integrodiferencial se

transforma en un problema de valores propios generalizado,

FC=SCE. (2.46)

La elección de una base ϕα adecuada es un requerimiento para el éxito del cálculo, una

forma es utilizar funciones tipo Slater (STO),

ϕζ,n,l ,m(r) = Y m
l (θ,φ)r n−1 e−ζr , (2.47)

o bien funciones tipo gaussianas (GTO),

ϕα,lx ,ly ,lz (r) = x lx y ly z lz e−αr 2
, (2.48)

donde la suma de los términos lx ,ly y lz caracteriza al tipo de orbital; de tal manera que aquellos

con el mismo valor en la suma, lx + ly + lz , se le denomina capa.

2.4 Métodos Semiempíricos

Los métodos semiempíricos surgieron como una alternativa para abordar sistemas de tamaño

medio, con la infraestructura computacional de las décadas de los 70 y 80 del siglo pasado. Hoy

en día los métodos semiempíricos tienen un nuevo nicho de aplicación en sistemas biológicos;

estos sistemas, por el tamaño, son difícilmente abordables con metodologías como Hartree-

Fock o Kohn-Sham. Sin embargo, son fácilmente tratables con esta familia de métodos.

Los métodos semiempíricos toman como base el método de Hartree-Fock e incorporan

más aproximaciones, siendo tal vez la más importante la que se conoce como, traslape diferen-
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cial nulo (ZDO del inglés Zero differential overlap), el cual ignora los productos de las funciones

base ubicados sobre distintos átomos. Si ϕA
µ (r) es la función µ localizada en el átomo A y ϕB

ν (r)

es la función ν localizada en B , esto se ejemplifica como

ϕA
µ (r)ϕB

ν (r) = δµνδAB . (2.49)

Esto trae como consecuencia directa que la matriz de traslape en las ecuaciones de Roothan

sea la matriz identidad (S = 1) y que las integrales correspondientes a cuatro centros se vean

reducidas a dos. Así el costo computacional del método Hartree-Fock, aproximadamente K 4, se

ve disminuido en los métodos semiempíricos a K 2, con K como el número de funciones base.

Otra de las aproximaciones en este método es la descripción exclusivamente de los elec-

trones de valencia , los cuales se representan con una base mínima de funciones tipo Slater. Así

para los átomos del segundo período de la tabla periódica tenemos un total de 4 funciones base,

una tipo "s" y tres "p".

Es natural pensar que con las aproximaciones hechas, los resultados no serían los adecua-

dos para tener una metodología de amplio uso. Esto fue remediado al construir toda una fa-

milia de métodos semiempíricos cuya principal meta es la correcta descripción de propiedades

químicas. Este trabajo fue originalmente desarrollado por Dewar y Thiel [8] presentando el

método MNDO (Modified Neglect of Diatomic Overlap); este método, así como a sus sucesores

AM1 (Austin Model 1) [9] y PM3 (Parametric Method number 3) [10], se parametrizaron para

minimizar las sumas ponderadas de los cuadrados de los errores en propiedades moleculares.

Hoy en día el método más reciente es el denominado PM7 (Parametric Method number

7) [11], el cual ha sido desarrollado por Stewart y contiene parámetros que permiten describir

de manera correcta interacciones no covalentes como lo son puentes de hidrógeno, las cuales

son interacciones que aparecen de forma ubicua en los sistemas biológicos.

La densidad electrónica proveniente de los métodos semiempíricos puede evaluarse cono-

ciendo los vectores propios de las ecuaciones de Roothaan, siendo las funciones de base escritas

de la forma siguiente,

ϕ(r) ≡ϕ(r;ζ,n, l ,m,R) = N |r−R|n−1e−ζ|r−R|Y m
l (θ,φ), (2.50)

donde ζ es el exponente de la primitiva, n,l y m son los números cuánticos primario, secundario

y magnético, R es la posición donde está centrada la primitiva, N es la constante de normali-

zación de la primitiva y Y m
l (θ,φ) es el armónico esférico asociado a esta.
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Mientras que la densidad electrónica es determinada por medio de la siguiente expresión:

ρ(r) =
Occ∑

i
ωi

[
K∑
µ

cµiϕµ(r)

]2

=
Occ∑

i
ωi

K∑
µ

[
c2
µiϕ

2
µ(r)

]
, (2.51)

donde en esta última expresión se utilizó que el traslape diferencial es nulo entre dos funciones

de base.

2.5 Métodos post Hartree-Fock

El método de Hartree-Fock es un buena descripción de la estructura electrónica de átomos y

moléculas. Sin embargo, hay distintos casos donde la descripción a nivel de HF no es lo sufi-

cientemente precisa.

A la diferencia entre la energía no relativista del sistema y la energía, en el límite de base

infinita de Hartree-Fock, se le denomina energía de correlación [13], cantidad que siempre es

negativa.

Ecor r = Eexact a −EHF . (2.52)

Existen diversos métodos que van más allá de HF, entre estos podemos citar [13, 14].

• Interacción de configuraciones (CI).

• Teoría de perturbaciones Møller - Plesset (MP).

• Clúmulos acoplados (CC).

• Método de multiconfiguraciones (MCSCF).

2.5.1 Método de Interacción de Configuraciones

Recordamos que la función de onda, en el método de HF corresponde a un sólo determinante

de Slater formado por el producto de N orbitales moleculares ocupados,

Ψ0 =
∣∣φ1,φ2, · · · ,φN

〉
. (2.53)
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Si tenemos M orbitales moleculares, pero sólo N ocupados, tendremos M − N orbitales

virtuales, en donde podemos crear diferentes configuraciones por medio de excitaciones de

uno o más electrones, desde los orbitales ocupados a los orbitales virtuales, por ejemplo:

Ψ0 =
∣∣φ1,φ2, · · · ,φa ,φb , · · · ,φN

〉
Ψr

a = ∣∣φ1,φ2, · · · ,φr ,φb , · · · ,φN
〉

Ψr s
ab = ∣∣φ1,φ2, · · · ,φr ,φs , · · · ,φN

〉 (2.54)

Estas configuraciones pueden mezclarse para obtener una mejor aproximación a la función de

onda,

Φ= c0Ψ0 +
∑
ar

cr
aΨ

r
a +

∑
a<b
r<s

cr s
abΨ

r s
ab +·· · (2.55)

sin embargo, el número de configuraciones crece de manera exponencial haciendo este método

computacionalmente costoso y sólo aplicable a sistemas pequeños.

2.5.2 Método de Perturbaciones

Por otro lado, en metodologías como teoría de perturbaciones, expresamos el hamiltoniano en

términos de un hamiltoniano conocido (H0) y una pequeña variación V , teniendo la siguiente

ecuación,

H |Φi 〉 = (H0 +V )|Φi 〉 = Ei |Φi 〉 (2.56)

de la cual conocemos las eigenfunciones y los eigenvectores de H0,

H0|Ψ(0)
i 〉 = E (0)

i |Ψ(0)
i 〉. (2.57)

Si la perturbación es pequeña V , como sucede en la energía de correlación, podemos

suponer que la función de onda es muy parecida a la función del sistema sin perturbar, de tal

forma que podemos introducir un parámetro λ que sintoniza la perturbación,

Hλ =H0 +λV , (2.58)

y realizar una expansión en series de Taylor en λ,

Ei = E (0)
i +λE (1)

i +λ2E (2)
i +·· · , (2.59)
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|Φi 〉 = |Ψ(0)
i 〉+λ|Ψ(1)

i 〉+λ2|Ψ(2)
i 〉+ · · · (2.60)

Aplicando la forma de la función de onda (2.60) sobre el hamiltoniano (2.58), y agrupando

las potencias de λ, llegamos a las ecuaciones siguientes:

H0|Ψ(0)
i 〉 = E (0)

i |Ψ(0)
i 〉 n = 0

H0|Ψ(1)
i 〉+V |Ψ(0)

i 〉 = E (0)
i |Ψ(1)

i 〉+E (1)
i |Ψ(0)

i 〉 n = 1

H0|Ψ(2)
i 〉+V |Ψ(1)

i 〉 = E (0)
i |Ψ(2)

i 〉+E (1)
i |Ψ(1)

i 〉+E (2)
i |Ψ(0)

i 〉 n = 2, etc.

(2.61)

Estas relaciones nos llevan a las siguientes expresiones para las energías:

E (0)
i = 〈Ψ(0)

i |H0|Ψ(0)
i 〉 n = 0

E (1)
i = 〈Ψ(0)

i |V |Ψ(0)
i 〉 n = 1

E (2)
i = 〈Ψ(0)

i |V |Ψ(1)
i 〉 n = 2

E (3)
i = 〈Ψ(0)

i |V |Ψ(2)
i 〉 n = 3, etc.

(2.62)

El esquema de trabajo es usar la ecuación (2.61) para obtener la función de onda y, con ello,

obtener el orden deseado en la energía de la ecuación (2.62).

Por ejemplo, tomemos la expresión (2.61) para n = 1 y factorizamos la función de onda de

cada lado. De la ecuación (2.62) con n = 1 sustituimos el valor de E (1)
i :(

E (0)
i −H0

)
|Ψ(1)

i 〉 =
(
V +〈Ψ(0)

i |V |Ψ(0)
i 〉

)
|Ψ(0)

i 〉. (2.63)

Recurriendo al hecho de que las funciones propias de H0 generan un conjunto ortogonal

que podemos usar como base, expandimos en términos de estas funciones propias a |Ψ(1)
i 〉:

|Ψ(1)
i 〉 =∑

m
c(1)

m |Ψ(0)
m 〉 con c(1)

m = 〈Ψ(0)
m |Ψ(1)

i 〉. (2.64)

Multiplicando la ecuación (2.63) por 〈Ψ(0)
m | y tomando en consideración que estas fun-

ciones son ortogonales, (
E (0)

i −E (0)
m

)
〈Ψ(0)

m |Ψ(1)
i 〉 = 〈Ψ(0)

m |V |Ψ(0)
i 〉, (2.65)

o de otra forma

〈Ψ(0)
m |Ψ(1)

i 〉 = 〈Ψ(0)
m |V |Ψ(0)

i 〉
E (0)

i −E (0)
m

. (2.66)
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Por otro lado, tenemos una expresión para la función a primer orden,

|Ψ(1)
i 〉 =∑

m
|Ψ(0)

m 〉〈Ψ(0)
m |Ψ(1)

i 〉 para m 6= i . (2.67)

La cual podemos sustituir en la expresión (2.62) para n = 2,

E (2)
i =∑

m
〈Ψ(0)

i |V |Ψ(0)
m 〉〈Ψ(0)

m |Ψ(1)
i 〉 para m 6= i . (2.68)

En esta última expresión, sustituyendo la dada por (2.66),

E (2)
i =∑

m

〈Ψ(0)
i |V |Ψ(0)

m 〉〈Ψ(0)
m |V |Ψ(0)

i 〉
E (0)

i −E (0)
m

para m 6= i . (2.69)

Finalmente, puede manipularse la ecuación anterior, para obtener una forma explícita

para la corrección a la energía de Møller-Plesset de segundo orden dada por la ecuación (2.70)

y que recupera gran parte de la correlación electrónica (80% - 90%).

EMP2 =
occ∑
i< j

vi r∑
a<b

(〈φiφ j |φaφb〉−〈φiφ j |φbφa〉
)

εi +ε j −εa −εb
(2.70)

2.5.3 Orbitales Naturales

Es obvio que en los métodos post-HF expresar a la densidad electrónica no parece ser tan trans-

parente, como sucede en el método de HF o de KS. Obtener la densidad electrónica, así como

sus primeras y segundas derivadas, resulta vital para análisis posteriores; y una cantidad que

nos ayuda a expresarla es la matriz de densidad reducida de orden uno, la cual está definida

como

γ(x1,x′
1) = N

∫
dx2 · · ·xNΦ(x1,x2, · · · ,xN )Φ∗(x′

1,x2, · · · ,xN ). (2.71)

La matriz de densidad de orden uno puede expresarse en términos de los espín orbitales

de HF {χi }, como

γ(x1,x′
1) =∑

i j
χi (x1)γi jχ

∗
j (x′

1), (2.72)

donde γi j , es la representación matricial de la matriz de densidad en la base ortonomal{χi }.

En un caso general, Φ puede provenir de una expansión CI (2.55), CI-truncada, de cúmu-
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los acoplados o de métodos perturbativos(2.60).

Aprovechamos el hecho de que γi j es hermítica y, por lo tanto, existe una transformación

U que la hace diagonal; a esos elementos los llamamos orbitales naturales ({ηi })

χi =
∑
k
ηkU∗

ki , ηi =
∑
k
χkUki , (2.73)

a los elementos diagonales de la matriz de densidad, les llamamos números de ocupación λi , y

se encuentran acotados entre cero y uno,

λi =
∑
k,l

U∗
i kγklUl i . (2.74)

De forma general, la densidad electrónica expresada en términos de los orbitales natu-

rales, toma una forma relativamente sencilla

ρ(r ) =
∫

dσγ(rσ, rσ), con x ≡ rσ. (2.75)

donde se ha hecho la integración sobre la variable de espín (σ) y la matriz de densidad en la

base de orbitales naturales tiene la forma,

γ(x1,x′
1) =∑

i
λiηi (x1)η∗i (x′

1). (2.76)

2.6 Teoría de Átomos en Moléculas

La teoría de átomos en moléculas (AEM) que ha sido ampliamente utilizada como una herra-

mienta para poder caracterizar las interacciones existentes en los sistemas químicos, tiene como

base fundamental el análisis de la densidad electrónica y de su campo gradiente [16–19].

Cabe destacar que esta teoría trata de vincular el lenguaje químico, como es el concepto

de grupos funcionales, a partir de analizar la densidad electrónica, pudiendo ser esta última

obtenida de cálculos de estructura electrónica o de información experimental, así pues, es una

teoría de espacio real.

La descripción topológica de la densidad electrónica se basa en localizar y caracterizar

aquellos puntos donde su campo gradiente se anula. Al estar definida la densidad electrónica
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en el espacio euclídeo R3, un punto crítico será aquel que cumpla con la relación (2.77),

∇ρ(r c ) = ı̂
∂

∂x
ρ(r c )+ ̂

∂

∂y
ρ(r c )+ k̂

∂

∂z
ρ(r c ) = 0. (2.77)

Una vez localizado el punto (r c ) donde el gradiente se anula, el siguiente paso es carac-

terizarlo, es decir, indicar si corresponde a un máximo, un mínimo o un punto de silla de la

densidad electrónica, la herramienta que nos ofrece esa información es la matriz hessiana,

H=


∂2

∂x2ρ(r) ∂2

∂x∂yρ(r) ∂2

∂x∂zρ(r)
∂2

∂y∂xρ(r) ∂2

∂y2ρ(r) ∂2

∂y∂zρ(r)
∂2

∂z∂xρ(r) ∂2

∂z∂yρ(r) ∂2

∂z2ρ(r)


r c .

(2.78)

La matriz hessiana está asociada a un problema de valores propios con la siguiente forma:

H~u =λ~u, (2.79)

donde ~u, corresponde a un sistema de vectores ortogonales y cuya dirección corresponde a

las direcciones de máxima curvatura. Complementando la ecuación (2.79), cada uno de los

vectores propios tiene asociado un valor propioλi para i ∈ {1,2,3} y que caracteriza si es máximo

(λi < 0) o mínimo (λi > 0) en esa dirección.

Los puntos críticos se caracterizan a partir de los valores propios, si los tres son distintos de

cero se nombran como puntos críticos no degenerados, por el contrario, si algún valor propio es

cero, entonces, el punto crítico es llamado degenerado. Los puntos críticos no degenerados, en

el espacio euclídeo (R3), son cuatro y están caracterizados por dos valores, uno al que llamamos

rango (ω) y otro firma (σ). El rango es la suma de aquellos valores propios distintos de cero,

mientras que la firma es la suma de los signos de cada valor propio.

Los cuatro puntos críticos que podemos encontrar para la densidad electrónica son:

• Atractores nucleares y no nucleares (NCP). Los cuales son máximos en la densidad elec-

trónica, los atractores nucleares aparecen generalmente en las posiciones de los núcleos.

Los no - nucleares (NNACP), aparecen donde no hay núcleos, sin embargo, hay una acu-

mulación de densidad electrónica.

• Puntos críticos de enlace (BCP). Son puntos críticos que corresponden a puntos de silla

de primer orden, es decir, aquellos puntos que son máximos en dos direcciones y míni-
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mos en una. Por estas características aparecen entre dos máximos (NCP), existiendo una

trayectoria asociada a la dirección donde es mínimo que conecta con dichos máximos.

• Puntos críticos de anillo (RCP). Son puntos críticos que corresponden a puntos de silla de

segundo orden. Aparecen generalmente en el centro de anillos formados por NCP.

• Puntos críticos de caja (CCP). Finalmente, estos puntos críticos son aquellos donde la

densidad electrónica es mínima comparada con los alrededores. Generalmente esta rodea-

do por atractores nucleares y puntos críticos de anillo.

Un resumen de estas características para cada punto crítico puede verse en la tabla 2.1, en la

cual se ha seguido la convención para reportar los valores propios que es: λ1 ≤λ2 ≤λ3.

Tabla 2.1: Tipos de puntos críticos no degenerados para un campo escalar en R3.

Tipo de punto crítico λ1 λ2 λ3 (ω,σ)
Atractor (no)nuclear (NCP) − − − (3,−3)
Punto crítico de enlace (BCP) − − + (3,−1)
Punto crítico de anillo (RCP) − + + (3,+1)
Punto crítico de caja (CCP) + + + (3,+3)

Al conjunto {nNC P ,nBC P ,nRC P ,nCC P }, donde n es la cantidad de puntos críticos de deter-

minado tipo, se le conoce como conjunto característico y satisface la siguiente relación topoló-

gica, la cual es conocida como relación de Poincaré-Hopf.

nNC P −nBC P +nRC P −nCC P =
{

1 moléculas aisladas,

0 sistemas periódicos.
(2.80)

En la figura 2.1, se muestran los puntos críticos y vectores propios para la molécula de

agua; debido a la simetría de la molécula (C2v ), los dos puntos críticos tienen el mismo conjunto

de valores propios siendo estos: λ1 = −1.43884 asociado al vector rojo, λ2 = −1.3887 para el

vector azul yλ3 = 1.38058 para el vector verde. A partir de la información de la tabla 2.1 se carac-

teriza a los puntos críticos como puntos críticos de enlace, correspondiendo éstos a máximos

en las direcciones roja y azul, y a un mínimo en la dirección verde.

Continuando con la descripción topológica de la densidad, dado un punto crítico de en-

lace (3,−1), existe una trayectoria que une cada BCP con los máximos locales NCP. Esta trayec-

toria máxima en la densidad es conocida como trayectoria de enlace (bond path en inglés), la
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Figura 2.1: Puntos críticos encontrados para la molécula de agua, se muestran los vectores propios, indi-
cando las direcciones de máxima curvatura.

cual es una curva paramétrica que depende del gradiente de la densidad electrónica:

d r (s)

d s
= ∇ρ(r (s))

||∇ρ(r (s))|| , (2.81)

esta ecuación corresponde a una ecuación diferencial ordinaria, con valor de frontera r BC P ,

para resolverla usualmente se usan métodos numéricos como es el de Runge-Kutta.

Por otro lado, el análisis exhaustivo del gradiente de la densidad permite realizar una par-

tición del volumen total en lo que se conoce como cuencas (basin), que están delimitadas por

superficies interatómicas también llamadas superficies de flujo cero, estas superficies quedan

definidas matemáticamente por la siguiente relación:

∇ρ(r S) · n̂(r S) = 0 ∀r S ∈ S(Ω), (2.82)

donde n̂(r ) son vectores normales a las superficies interatómicas. De esta forma, un átomo

topológico es la unión de un atractor, máximo en la densidad (NCP) y la cuenca (Ω).

Una imagen en dos dimensiones de los elementos topológicos de la molécula de agua

puede observarse en la figura 2.2. Las líneas rojas son aquellos caminos de gradiente que comien-

zan en el infinito y terminan en el oxígeno, por otro lado, las líneas grises corresponden a los

caminos gradiente de las cuencas asociadas a cada uno de los hidrógenos. Se puede apreciar

como el espacio queda dividido por las líneas azules, siendo estas la proyección de la superficie

de interacción atómica sobre el plano que contiene a la molécula de agua. Complementando la

topología, las líneas verdes corresponden a los caminos de enlace que unen a los atractores vía

un punto crítico de enlace, el cual se encuentra marcado en la figura por los círculos amarillos.
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Figura 2.2: Elementos topológicos para la molécula de agua, cuencas, trayectorias de enlace, puntos críti-
cos.

La partición del espacio total, en cuencas atómicas, lleva a la partición de las propiedades

electrónicas en contribuciones. Entre las propiedades más estudiadas se encuentran: las cargas

atómicas, los volúmenes atómicos y las energías. Así, el valor esperado para una propiedad

mecano-cuántica sobre la molécula es equivalente a la suma de cada contribución atómica,

N (Ω) =
∫
Ω

dV ρ(r), (2.83)

y de esta forma podemos determinar la población para el átomo dentro de la cuenca (Ω). Na-

turalmente, la suma sobre todas las cuencas deberá de ser el número total de electrones en

el sistema. De esta forma, pueden obtenerse cargas, llamadas cargas de Bader, a partir de la

diferencia entre la población de la cuenca N (Ω) y la carga nuclear ZΩ,

q(Ω) = ZΩ−N (Ω). (2.84)

Es esta idea de particionar las contribuciones electrónicas y la definición de los átomos

topológicos es lo que lleva a la idea natural de grupo funcional, es decir, que las cantidades son

aditivas y que las propiedades pueden ser transferibles de un sistema a otro, en la medida que

la densidad electrónica permanezca inalterada.

25



2.6. TEORÍA DE ÁTOMOS EN MOLÉCULAS CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

Otra cantidad importante en AEM es el laplaciano de la densidad electrónica, el cual es la

divergencia del vector gradiente,

∇·∇ρ(r) =∇2ρ(r) = ∂2

∂x2
ρ(r)+ ∂2

∂y2
ρ(r)+ ∂2

∂z2
ρ(r). (2.85)

El signo del laplaciano es un indicativo acerca de las regiones en donde la densidad electrónica

se concentra o disgrega con respecto al entorno,

∇2ρ(r)

{
> 0 densidad disgregada,

< 0 densidad acumulada.
(2.86)

Este valor también nos permite clasificar los puntos críticos de enlace (BCP) para interacciones

de capa compartida (∇2ρ(r) < 0), covalentes, e interacciones de capa cerrada (∇2ρ(r) > 0) entre

los que podemos encontrar: interacciones iónicas, van der Waals y enlaces de hidrógeno.

Existen importantes relaciones entre las densidades de energía cinética, potencial y total

basadas en la forma local del teorema del virial, las cuales son las siguientes [17]:

1

4
∇2ρ(r c ) = 2G(r c )+V (r c ), (2.87)

H(r c ) =G(r c )+V (r c ). (2.88)

En donde G(r c ) es la densidad de energía cinética, V (r c ) es la densidad de energía potencial o

también llamada campo virial, y H(r c ) es la densidad de energía total. La densidad de energía

cinética (G) es una cantidad siempre positiva, mientras que (V ) siempre es negativa, por lo que

otra forma de caracterizar las interacciones químicas puede ser vía estas cantidades [20, 21].

Una búsqueda de puntos críticos, con el laplaciano como función escalar, permite lo-

calizar aquellos puntos donde la concentración de la densidad es máxima, estos puntos críticos

están en concordancia con el modelo de Lewis sobre los pares de electrones. El reto, en el caso

del laplaciano, es la necesidad de derivadas de orden mayor para efectuar la búsqueda de pun-

tos críticos, así como también las oscilaciones que presenta este campo y la complejidad en la

interpretación de los diversos puntos críticos.
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2.7 Interacciones No Covalentes

Un análisis que resulta complementario al ofrecido por AEM es la determinación del índice

de interacciones no covalentes (INC) [22, 23]; este índice corresponde también a un análisis

de espacio real. La cantidad principal en este estudio es el gradiente reducido de la densidad,

también llamado gradiente adimensional, que goza de un importante rol en el diseño de fun-

cionales como el funcional de Perdew, Burke y Ernzerhof [24] dentro del formalismo de KS. Esta

cantidad se define como:

s(r ) = |∇ρ(r)|
2(3π2)1/3ρ4/3(r )

. (2.89)

Las interacciones no covalentes, al contrario de las covalentes, se ubican en zonas de baja

densidad electrónica, por ejemplo: analizando la densidad electrónica y el gradiente reducido

en interacciones covalentes y no covalentes del dímero de agua, podemos ver en qué régimen

de densidad se encuentran.

(a) Dímero de agua, marcando el camino de en-
lace para una interacción covalente y una no co-
valente.

(b) Densidad línea roja y gradiente reducido
línea azul para la trayectoria marcada en ama-
rillo de la figura a.

Figura 2.3: Densidad electrónica y gradiente reducido para interacciones covalentes y no covalentes.

Se puede observar en la figura 2.3 que las interacciones no covalentes aparecen en zonas

de baja densidad electrónica (ρ(r) ≈ 0.1) y las covalentes son en general un orden de magnitud

mayor.

Analizando los mapas de ρ(r) contra s(r ) para dos sistemas, uno con interacciones atrac-

tivas (puente de hidrógeno), dímero de ácido fórmico figura 2.4a, y otro para interacciones re-

pulsivas (interacciones estéricas), biciclo[2,2,2]octeno figura 2.4b, se observa que ambas inte-
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(a) Dímero de ácido fórmico. (b) Biciclo[2,2,2]octeno.

Figura 2.4: Mapas de ρ(r) vs s(r ) para dos sistemas modelo.

Tabla 2.2: Clasificación de las interacciones no covalentes con base en el signo del segundo
valor propio.

Tipo de interacción Λ(r ) = sign(λ2)ρ(r)
Fuerte y atractiva Λ(r ) < 0

Débil Λ(r ) ≈ 0
Fuerte y repulsiva Λ(r ) > 0

racciones aparecen en las mismas zonas, por lo tanto, para poder discernir si se trata de una

interacción repulsiva o atractiva, se ha usado el criterio del segundo valor propio (λ2) de la ma-

triz hessiana [17].

Añadiendo el criterio del segundo valor del hessiano, para los sistemas descritos anterior-

mente, podemos observar una separación en las interacciones; para hacer más notoria esta

separación se ha coloreado la figura 2.5, siguiendo la convención en [22, 23], azul para las inter-

acciones fuertes y atractivas, verde para las débiles y rojo para las repulsivas.

(a) Dímero de ácido fórmico. (b) Biciclo[2,2,2]octeno.

Figura 2.5: Desdoblamiento en las interacciones no covalentes debido, al criterio de λ2.

.
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Usando este sistema de colores, anteriormente descrito, sobre isosuperficies de gradiente

reducido, obtenemos los mapas de interacciones no covalentes, que pueden verse en la figura

2.6, para los dos sistemas modelo.

(a) Dímero de ácido fórmico. (b) Biciclo[2,2,2]octeno.

Figura 2.6: Interacciones no covalentes para dos sistemas modelo, en azul las interacciones atractivas, en
verde las interacciones de van der Waals y en rojo las interacciones repulsivas.
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CAPÍTULO 3

MÉTODO DE ELEMENTO FINITO, MALLAS Y

PROGRAMACIÓN EN GPUS

3.1 Método de Elemento Finito

El método de elemento finito (MEF) es una metodología general para la resolución de ecua-

ciones diferenciales. Se usa ampliamente en el diseño de estructuras mecánicas, en dinámica

de fluidos y, en general, en sistemas con diferentes geometrías [25, 26].

Algunas características importantes del MEF son las siguientes:

• Es una formulación variacional.

• El problema que se resuelve se formula en su forma débil.

• El dominio de interés se subdivide en subdominios simples.

• Las funciones solución son polinomiales sobre los subdominios.

Estas propiedades permiten resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden.
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Este método presenta la ventaja de que es posible resolver ecuaciones diferenciales sobre

dominios complicados, donde otros métodos como diferencias finitas resultaría deficiente. Otra

ventaja que resulta importante es la relativa facilidad con la que se manipulan las condiciones

de frontera. Así, este método permite resolver la ecuación de Schrödinger para distintos tipos

de potenciales.

3.1.1 Formulación del Método de Elemento Finito 1D

Reformulemos la ecuación de Schrödinger unidimensional en términos del método de ele-

mento finito. Para ello, partimos de la ecuación independiente del tiempo,

−1

2

d 2

d x2
u +V u −Eu = 0, para 0 ≤ x ≤ L, (3.1)

con un potencial unidimensional V = V (x), definido en el intervalo [0,L], siendo u = u(x) la

solución y con las condiciones de frontera tipo Dirichlet siguientes:

u(0) = u(L) = 0. (3.2)

Para realizar la formulación débil escogemos una función de prueba v , también conocida

como función de desplazamiento virtual. Mutiplicamos la ecuación diferencial original por esta

función e integramos en el dominio de interés,

−1

2

∫ L

0
d x

(
d 2

d x2
u

)
v +

∫ L

0
d x V uv −E

∫ L

0
d x uv = 0, (3.3)

utilizando una integración por partes para el primer término podemos expresar la ecuación

(3.3) como

−1

2

(
d

d x
u

)
v

∣∣∣∣L

0
+ 1

2

∫ L

0
d x

(
d

d x
u

)(
d

d x
v

)
+

∫ L

0
d x V uv −E

∫ L

0
d x uv = 0. (3.4)

Dado que la función de prueba v debe de pertenecer al mismo grupo que la función u,

ambas deben de tener las mismas condiciones de frontera (v(0) = v(L) = 0), lo que hace que el

primer término se anule quedando sólo expresada como,

1

2

∫ L

0
d x

(
d

d x
u

)(
d

d x
v

)
+

∫ L

0
d x V uv −E

∫ L

0
d x uv = 0. (3.5)
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Es importante notar que, en la formulación original del problema, u debe de tener al

menos una segunda derivada (clase C 2), pero en la formulación débil buscamos la solución

en un espacio mayor, debido a que imponemos que tenga al menos una derivada (clase C 1).

El espacio donde podemos encontrar la solución u del problema débil está dentro de un

espacio vectorial, que además es un espacio de dimensión infinita. Como computacionalmente

no es posible manipular espacios infinitos, entonces se acota la dimensión del espacio donde e-

xiste la solución del problema y hablamos de un espacio de dimensión N . En este espacio finito,

la solución puede ser escrita como una combinación lineal de las funciones en dicho espacio,

u(x) ≈ uN (x) =
N∑
i

ciϕi (x), (3.6)

mientras,

v(x) ≈ vN (x) =
N∑
j

b jϕ j (x), (3.7)

a este proceso de generar una solución aproximada (uN ) en un espacio finito se le denomina

método de Galerkin [25].

Finalmente, la formulación débil, y en un espacio de dimensión finita, toma la siguiente

forma.

N∑
i=1

N∑
j=1

(∫ L

0
d x

(
d

d x
ϕi

)(
d

d x
ϕ j

)
+

∫ L

0
d x Vϕiϕ j

)
ci b j =

N∑
i=1

N∑
j=1

E

(∫ L

0
d x ϕiϕ j

)
ci b j . (3.8)

Este problema genera un sistema de ecuaciones que podemos escribir de forma matricial,

similar a las ecuaciones de Fock,

(T+V)C= ESC. (3.9)

El método de elemento finito nos proporciona una forma particular para construir las

funciones {ϕi }N
i=1, dentro de la aproximación de Galerkin. Para ello definimos a las funcionesϕi

como funciones polinomiales por tramos sobre cada uno de los subdominios.

Al conjunto de nodos y elementos se le denomina malla y es de vital importancia tener

una buena calidad en la malla dependiendo de la aplicación a resolver, ver figura 3.1.

Por otro lado, dentro de cada elemento generamos las funciones de forma, la aproxi-

mación más sencilla es la función de interpolación lineal. Para el caso del elementoΩi tenemos
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Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

h1 h2 h3 h4 h5

Figura 3.1: Malla unidimensional de 6 nodos (puntos) con 5 elementosΩi y cada uno con tamaño hi .

dos funciones de forma, la izquierda que denominamos ϕi y la derecha que denominamos ϕ j ,

como se puede ver en la figura 3.2.

1

xi xi+1

Ωi

ϕi ϕ j

Figura 3.2: Funciones de forma lineales dentro del elementoΩi .

La figura completa se puede ver en la figura 3.3 donde tenemos la malla (nodos y elemen-

tos) y las funciones de forma para cada elemento.

Ω0 Ω1 Ω2 Ω3 Ω4

0 1 2 3 4 5

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

Figura 3.3: Funciones de forma lineales en un dominio discretizado por 5 elementos. Se puede ver una
numeración global (roja) y una numeración local (azul).

Es importante mencionar que las funciones de forma {ϕi } tienen características impor-

tantes, una de las principales:

ϕi (x j ) = δi j . (3.10)

Las funciones que cumplen con esta propiedad las generamos a partir de los polinomios

interpoladores de Lagrange, los cuales los formamos a partir de la siguiente expresión:

ϕ j (x) =
k∏

i=0
i 6= j

x −xi

x j −xi
. (3.11)

En la figura 3.3 es posible observar como hay seis nodos y cinco elementos, para poder rea-
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lizar las operaciones de forma sistemática, se toma un elemento al que nombramos elemento

maestro (Ω̂) y con respecto a él referimos las integrales que aparecen. Este procedimiento per-

mite generalizar las operaciones necesarias para cada elemento e de la malla, para ello basta

aplicar una transformación lineal del espacio real x al espacio del nodo maestro ξ, como se

ilustra en la figura 3.4.

1

xi xi+1

ϕi (x) ϕi+1(x)

Ωi

x

x =αξ+β

1

−1 +1

Ω̂

ϕ̂1(ξ) ϕ̂2(ξ)

ξ

Figura 3.4: Funciones de forma del elementoΩi y referenciadas al elemento maestro Ω̂.

De esta forma, podemos mapear las integrales sobre un elementoΩi , al elemento maestro

Ω̂. ∫ xi+1

xi

d x ϕ1(x)ϕ2(x) =α
∫ +1

−1
dξ ϕ1(αξ+β)ϕ2(αξ+β) (3.12)

=α
∫ +1

−1
dξ ϕ̂1(ξ) ϕ̂2(ξ) (3.13)

con

α= xi+1 −xi

2
y β= xi+1 +xi

2
. (3.14)

Para funciones de forma lineales tendremos matrices elementales de tamaño 2 × 2, las

cuales estarán determinadas de la siguiente forma:

Ŝ=
( ∫ +1

−1 dξ ϕ̂1(ξ) ϕ̂1(ξ)
∫ +1
−1 dξ ϕ̂1(ξ) ϕ̂2(ξ)∫ +1

−1 dξ ϕ̂2(ξ) ϕ̂1(ξ)
∫ +1
−1 dξ ϕ̂2(ξ) ϕ̂2(ξ)

)
(3.15)

Lo mismo se aplica para la matriz elemental de energía cinética. Por otro lado, la matriz

elemental para el término del potencial, se maneja no con una forma analítica del potencial

V (x), sino que se utiliza la misma familia de polinomios interpoladores que las funciones de

forma. De esta manera, la matriz del potencial está en términos de valores discretos del poten-

cial, valores que se ubican en los nodos de la malla. Para el elemento maestro con funciones de
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forma lineal, la expresión de la matriz está dada por:

V̂=
(

v0
2 + v1

6
v0
6 + v1

6
v0
6 + v1

6
v0
6 + v1

2

)
. (3.16)

Dependiendo del orden del polinomio (p) tendremos matrices de tamaño (p+1)×(p+1).

Con estos elementos expuestos y usando la propiedad de sumabilidad, las matrices del

problema débil, pueden ser escritas en términos de matrices elementales, es decir, las matrices

T,V y S se reestructuran como la suma de matrices para cada elementoΩe .

S=∑
e
Se (3.17)

S=



S0
11 S0

12 0 0 0 0

S0
21 S0

22 +S1
11 S1

12 0 0 0

0 S1
21 S1

22 +S2
11 S2

12 0 0

0 0 S2
21 S2

22 +S3
11 S3

12 0

0 0 0 S3
21 S3

22 +S4
11 S4

12

0 0 0 0 S4
21 S4

22


(3.18)

A este proceso se le conoce como armado de las matrices para el caso de elementos de orden

uno, resulta sencillo, pero conforme se incrementa el orden, la matriz comienza a tener más

complejidad. Así, es importante contar con la matriz de ligadura, que vincula los nodos locales,

con los nodos globales de la matriz.

Cuando se resuelven las ecuaciones en el método de elemento finito, lo que obtenemos

son los valores de la función de onda en cada uno de los nodos:

FC= ESC. (3.19)

Para resolverla se busca una matriz de transformación unitaria que haga S = I, para ello pode-

mos optar por una ortogonalización simétrica,

X=UZ−1/2U†. (3.20)

36



CAPÍTULO 3. MEF, MALLAS Y GPUS 3.1. MÉTODO DE ELEMENTO FINITO

o una ortogonalización canónica,

X=UZ−1/2. (3.21)

Al resolver por medio de alguna de estas transformaciones se encuentra el conjunto de

valores (C) que constituyen la solución de nuestra ecuación diferencial, es decir el valor que

toma la solución en el nodo xi . Como puede verse en la figura 3.5, la solución exacta u(x) esta

dada por la línea suave y continua, mientras, la solución aproximada uN (x) está descrita por la

línea a trozos y punteada, y corresponde a la suma de las funciones de base (funciones sobrero).

h0 h1 h2 h3 h4

x0 x1 x2 x3 x4 x5

Figura 3.5: Solución exacta continua y suave, solución aproximada punteada, con 5 elementos.

3.1.2 Formulación del Método de Elemento Finito 2D

Para sistemas multielectrónicos resulta ventajoso resolver primero las contribuciones mono-

electrónicas. Para ello, podemos dividir el hamiltoniano en contribuciones de un sólo electrón

y de dos núcleos,

ĥu(r) =−1

2
∇2u(r)+V N E (r) u(r) = εu(r), (3.22)

con

V N E (r) =− ZA

||RA − r|| −
ZB

||RB − r|| . (3.23)

para una molécula diatómica.

La ecuación monoelectrónica en su forma débil puede ser escrita como:∫
Ω
∇v ·∇u dr−

∫
Γ

∂u

∂n
v dS +2

∫
Ω

V N E vu dr = 2ε
∫
Ω

uv dr. (3.24)

Imponiendo simetría azimutal la ecuación diferencial es separable para la parte azimutal

y por el MEF se resolverá la parte no separable. Por lo anterior, las integrales que aparecen en la
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ecuación (3.24) corresponden a integrales sobre dominios bidimensionales, es decir,Ω ∈R2.

En este caso, la condición que impondremos a la función de onda es anularse en las fron-

teras, por lo tanto, la contribución del término de frontera en la formulación débil será nula,∫
Γ

∂u

∂n
v dS = 0. (3.25)

Por otro lado, las integrales se resuelven sobre cada subdominio (elemento). Las condi-

ciones sobre los elementos serán las siguientes:

• La unión de los elementos forman el dominio:

Ne⋃
e=1
Ωe =Ω.

• Dos elementos no se intersectan:

Ωe ∩Ωe ′ =;.

Con las propiedades anteriores se tiene:∫
Ω
∇u ·∇v dr =∑

e

∫
Ωe

∇ϕe
i ·∇ϕe

j dr, (3.26)

donde cadaΩe es el subdominio de un elemento en la malla.

En el caso unidimensional, las funciones de forma más sencilla corresponden a polinomios

lineales, también llamadas funciones sombrero. En el caso bidimensional, las funciones de

forma más sencilla corresponden a planos que se intersectan en lo que llamamos funciones

piramidales.

De igual forma, resulta conveniente referenciar cualquier elemento Ωi en el plano X Y a

un elemento maestro Ω̂ en el plano ξη, como se muestra en la figura 3.6.

La malla en el método de elemento finito corresponde a los nodos y a la conectividad

existente entre ellos. Es importante clasificar los nodos en nodos externos y nodos internos,

debido a que es en los primeros donde asumiremos que la función de onda es cero, a estos

nodos también suele llamarsele nodos tipo Dirichlet. Por su parte, para el ensamblado de las

matrices será necesario conocer la correcta conectividad entre los puntos.
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y

Ωi

x

x = x0 + Jξ

1

1

Ω̂
ξ

η

Figura 3.6: Elemento triangularΩi en el plano XY y elemento maestro Ω̂ en el plano ξη.

El método que resulta ideal para realizar el mallado, (la conectividad de puntos) es la trian-

gulación de Delaunay [27, 28].

3.2 Mallas Estructuradas y No Estructuradas

Podemos definir como mallas estructuradas a aquellas que con pocos elementos, es posible

generar todos los nodos y las conectividades. En una dimensión, el ejemplo claro es una malla

uniformemente espaciada, dado que sólo necesitamos el punto inicial x0, el espaciamiento hx

y el número total de nodos imax ,

x = x0 + i ×hx . (3.27)

Esto mismo se puede aplicar en dos y tres dimensiones,

x = x0 + i ×hx ,

y = y0 + j ×hy ,

z = z0 +k ×hz .

(3.28)

Un ejemplo de este tipo de mallas, en química, es la utilizada en los archivos cube.

Archivo.cube
1 Test density
2 lambda_2 density for NCI
3 10 -9.664389 -6.206247 -4.000126
4 194 0.100000 0.000000 0.000000
5 125 0.000000 0.100000 0.000000
6 81 0.000000 0.000000 0.100000
7 1 1.000000 5.664384 -0.485365 -0.000126
8 6 6.000000 3.607304 -0.332536 0.000051
9 8 8.000000 2.876871 2.052382 -0.000057

10 1 1.000000 0.999245 2.130679 0.000069
11 8 8.000000 -2.233315 2.206249 0.000035
12 6 6.000000 -3.607307 0.332533 -0.000020
13 8 8.000000 -2.876865 -2.052380 -0.000054
14 8 8.000000 2.233310 -2.206247 0.000037
15 1 1.000000 -0.999237 -2.130667 0.000031
16 1 1.000000 -5.664389 0.485346 0.000150
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17 1.000000E+02 1.000000E+02 1.000000E+02 1.000000E+02 1.000000E+02 1.000000E+02
18 1.000000E+02 1.000000E+02 1.000000E+02 1.000000E+02 1.000000E+02 1.000000E+02
19 ...

Los parámetros necesarios para generar la malla son los tres últimos valores de la línea 3, que

indican el origen de la malla, (x0,y0,z0). Los siguientes valores a destacar son los encontrados

en la línea 4, 5 y 6, donde el primer dato corresponde al número de puntos en esa dirección

(imax , jmax ,kmax) y el siguiente es el espaciamiento (hx ,hy ,hz).

Los demás datos en grupos de 5 (línea 7 a 16) al número atómico, carga y coordenadas

(x,y ,z) para cada uno de los núcleos en el archivo. El siguiente grupo de datos pertenecen al

campo escalar en cada uno de los nodos (líneas 17 hasta el fin del archivo), es posible visu-

alizar los datos usando distintos tipos de software en química (VMD [29], Jmol [30], Pymol [31],

Molden [32], etc.).

Por otro lado, existen mallas no estructuradas, donde es necesario escribir explícitamente

cada coordenada de los nodos, así como también la conectividad en ellos; un formato bastante

extendido es el formato dado por la librería VTK [33].

Archivo.vtk
1 Prueba para MEF
2 ASCII
3 DATASET UNSTRUCTURED_GRID
4 POINTS 5 double
5 0.000000 0.000000 0.000000
6 1.000000 2.000000 0.000000
7 -3.000000 1.500000 0.000000
8 -3.500000 -0.781831 0.000000
9 1.222521 -0.974928 0.000000

10 CELLS 4 16
11 3 0 1 2
12 3 0 2 3
13 3 0 3 4
14 3 0 4 1
15 CELL_TYPES 4
16 5
17 5
18 5
19 5
20 POINT_DATA 5
21 SCALARS material double
22 LOOKUP_TABLE default
23 0.000000
24 1.000000
25 1.500000
26 1.250000
27 1.750000

Para el caso de mallas no estructuradas es importante indicar las coordenadas de cada

punto en la malla, así como la información del tipo de elemento y la conectividad. Esos datos

podemos verlos en el archivo VTK listado y cuya representación se puede ver en la figura 3.7.

Las mallas de este tipo no son tan ampliamente usadas en química, pero si en otras ramas de
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la ciencia, como meteorología, en dinámica de fluidos, diseño de estructuras metálicas y en la

elaboración de imágenes por resonancia magnética nuclear. En este proyecto, los archivos de

la triangulación han sido elaborados en un formato VTK y graficados por medio del paquete

computacional VisIt [34].

Figura 3.7: Ejemplo de malla no estructurada en un archivo VTK y visualizada en VisIt.

3.3 Programación en GPUs

Las GPUs son unidades de procesamiento gráfico que hasta hace poco sólo eran usadas para el

procesamiento de videojuegos y la composición de imágenes 3D. Actualmente, es posible hacer

uso de ellas para cómputo general. Como tal, una de las áreas donde más se ha explotado es

en el cómputo científico, evidencia de ello es que la mayoría de las supercomputadoras [6] co-

rresponde a sistemas que integran GPUs con CPUs. La aplicación de las GPUs fuera del ámbito

gráfico [35] van desde dinámica computacional de fluidos, predicción del clima, aprendizaje

automático (machine learning), bioinformática y en química computacional [36–44]. En esta

última rama se han hecho grandes esfuerzos en dinámica de proteínas, acoplamiento molecular

(docking), en acelerar cálculos semiempíricos, acelerar cálculos de estructura electrónica y en

la evaluación rápida y eficiente de las integrales de repulsión electrónica.

Al programar sobre unidades de procesamiento gráfico es necesaria una modificación en

el paradigma de programación, dado que se efectúan operaciones en dos unidades distintas. La

unidad de procesamiento central (CPU por sus siglas en inglés) y la de procesamiento gráfico

(GPU de graphics processing units). A este modelo de programación se le denomina heterogéneo

y, para ello es necesario contar con dos tipos de compiladores, uno para el CPU y otro para el

GPU.

El diagrama general de ejecución se puede ver en la figura 3.8, el control principal lo
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mantiene el procesador central (CPU) y, en las partes a paralelizar, se hacen las llamadas nece-

sarias a la tarjeta gráfica (GPU) esto por medio de funciones llamadas kernel. Cada ejecución del

kernel genera una malla compuesta por bloques de hilos, siendo cada hilo la entidad mínima de

procesamiento que ejecuta el kernel.

CPU GPU

Malla de hilos (grid)

Bloque (0,0) Bloque (1,0)

Bloque (0,1) Bloque (1,1)

Bloque (0,2) Bloque (1,2)

Kernel

Figura 3.8: Diagrama de una ejecución en un sistema CPU-GPU.

En este proyecto usamos como entorno de desarrollo el ofrecido por NVIDIA, ya que cuenta

con diferentes herramientas y con el compilador propio para GPUs. Por lo que a partir de aquí,

lo referente a la programación en GPUs será exclusivo en el entorno CUDA [36, 37, 45], es im-

portante mencionar que existen marcos de trabajo diferentes al ofrecido por NVIDIA. En 2011,

diversas empresas en el ramo tecnológico se reunieron para generar un nuevo estándar en la

computación heterogénea (CPU-GPU o CPU-Coprocesadores), es el llamado OPEN CL [46–48].

Para ejemplificar los elementos básicos de la programación usando CUDA, se presenta un

pequeño código que evaluá una función f (r ) sobre una malla en tres dimensiones, el programa

completo puede revisarse en el apéndice A. La función a evaluar será la siguiente,

f (r ) = f (x, y, z) = (3z2 − r 2)e−r con r =
√

x2 + y2 + z2, (3.29)
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que salvo una constante de normalización, corresponde a la forma analítica de un orbital dz2 ,

localizado en el origen.

Como se mencionó líneas arriba, el kernel es aquella función que se ejecuta de forma para-

lela en cada hilo de ejecución. Esta función tiene una particularidad, y es que dentro del están-

dar CUDA, la función kernel es del tipo void, además de tener la palabra reservada __global__

precedida en su definición, esta palabra indica que se trata de una función que es llamada por

el Cpu pero ejecutada en la tarjeta gráfica, es decir esta función conecta directamente al CPU

con la GPU.

Código 3.1: Definición del kernel

22 __global__ void kernel ( int , int , int , int ,
23 double , double , double ,
24 double , double , double ,
25 double * ) ;

Una parte importante en programación sobre unidades de procesamiento gráfico, es la

manipulación de índices sobre los cuales se trabaja y opera. Así, resulta conveniente asignar a

cada elemento de trabajo (hilo) un identificador; los hilos pueden estar acomodados en una o

dos dimensiones formando bloques, los cuales de igual forma pueden encontrarse también en

una o dos dimensiones. De acuerdo al problema a tratar se realizará el armado de la malla.

CUDA permite identificar cada hilo y bloque que forman la malla. Para el manejo de cada

uno de ellos se hace uso de variables propias del lenguaje, estas se resumen en la tabla 3.1.

Tabla 3.1: Variables para poder controlar y manipular los hilos de una malla.

Identificador Descripción
threadIdx Identificador para los hilos dentro de un bloque.
blockIdx Identificador para los bloques.
blockDim Cantidad de hilos por bloque.
gridDim Cantidad de bloques por malla.

A partir de la figura 3.9, es posible notar que los índices o localizadores para cada hilo

son únicos dentro de cada bloque, pero no dentro de la malla, es decir, existen distintos hilos

cuyo identificador será (2,4). La forma de poder acceder a los hilos de forma unívoca consiste

en manipular el índice del hilo y del bloque para generar un índice único. A este conjunto de

índices podemos llamarle índices-gpu, dado que cada uno tendrá una relación con cada hilo de

43



3.3. PROGRAMACIÓN EN GPUS CAPÍTULO 3. MEF, MALLAS Y GPUS

Malla de hilos (grid)

Bloque (0,1) Bloque (1,1) Bloque (2,1) Bloque (3,1)

Bloque (0,0) Bloque (1,0) Bloque (2,0) Bloque (3,0)

(0,5)

(0,4)
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Figura 3.9: Malla para la ejecución de un kernel, se trata de una malla 4×2 bloques y cada bloque de 4×6
hilos.

procesamiento. Existe otra clase de índices, los cuales son los propios de nuestra aplicación, en

el caso de la evaluación de un campo escalar en un espacio tridimensional, estos índices son los

que están dados por las ecuaciones (3.28) y los podemos denominar índices-problema.

Código 3.2: Relación entre índices

290 // Kernel que es llamado desde e l host
291 // Cambia de l a malla r e a l ( f i s i c a ) a l a malla v i r t u a l
292 // para generar cada x , y , z
293 __global__ void kernel ( int nx , int ny , int nz , int npt ,
294 double x0 , double y0 , double z0 ,
295 double hx , double hy , double hz ,
296 double * valor ) {
297

298 // indices−problema
299 unsigned int idx , idy , idz ;
300 // indices−gpu
301 unsigned int indiceHilo = threadIdx . y *blockDim . x + threadIdx . x ;
302 unsigned int indiceBloq = blockIdx . y *gridDim . x + blockIdx . x ;
303

304 unsigned int indice = ( blockDim . x *blockDim . y ) * indiceBloq + indiceHilo ;
305 double x , y , z ;
306

307 i f ( indice < npt ) {
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308 // Apart ir de los indices−gpu genero los indices−problema
309 // Una malla 2D genera l a malla 3D
310 idx = ( unsigned int ) ( indice /nz ) /ny ;
311 idy = ( unsigned int ) ( indice /nz )%ny ;
312 idz = ( unsigned int ) ( indice%nz ) ;
313

314 x = x0 + idx *hx ;
315 y = y0 + idy *hy ;
316 z = z0 + idz *hz ;
317

318 valor [ indice ] = funcionDev ( x , y , z ) ;
319

320 } else
321 valor [ indice ] = 0 . ;

En el código 3.2 se puede ver, en la línea 301 y 302 cómo se usan las variables threadIdx,

blockIdx, blockDim y gridDim para poder generar el índice único para cada hilo. Más adelante

en las líneas 310-312, se observa como este genera tres índices más, con los cuales es posible

determinar cada valor de x, y y z y poder evaluar la funcionDev(x,y,z).

El armado de la malla es una operación que se realiza en el CPU instantes antes de llamar

al kernel. Para ello es necesario saber cuál será el índice máximo que necesitamos y, en función

de los hilos por bloque determinar los bloques a usar. Resulta indispensable garantizar que se

lanzan los hilos necesarios para efectuar las operaciones. Para generar la malla nuevamente el

marco de trabajo, CUDA, ofrece un tipo de variable específico para esta tarea, el cual es dim3. En

el siguiente extracto del código podemos ver cómo para un número de puntos a calcular (nodos

en la malla del problema), se determinan la cantidad de bloques, código 3.3 y como se asigna

usando las variables dim3 en el código 3.4.

Código 3.3: Cantidad de hilos y bloques lanzados en el kernel

110 // Variables para generar l a malla
111 bloques2D = posibles /(HILOS2D) ;
112 i f ( posibles%HILOS2D ! = 0)
113 bloques2D++;
114

115 bloquesX = ( int ) sqrt ( bloques2D ) ;
116 bloquesY = ( int ) bloques2D/bloquesX ;
117

118 i f ( bloquesX * bloquesY < bloques2D )
119 bloquesX ++;
120 i f ( bloquesX * bloquesY < bloques2D )
121 bloquesY ++;
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Código 3.4: Uso de variables dim3 al generar la malla

141 // Genero mi malla
142 dim3 blocks ( bloquesX , bloquesY , 1 ) ;
143 dim3 threads (HILOS1D, HILOS1D, 1 ) ;

Habiendo generado la malla, es importante tener comunicación entre la CPU y la GPU,

esto se lleva a cabo con funciones que permitan direccionar los datos de la memoria RAM del

CPU a la memoria interna de la tarjeta gráfica, para este proceso existen funciones parecidas al

estándar C como son la función malloc y la función free, la primera permite reservar memo-

ria RAM en el CPU y la segunda la libera, este proceso necesariamente se lleva a cabo con la

utilización de punteros. Por otro lado, en CUDA las funciones para el manejo y liberación de

memoria están resumidas en la tabla 3.2.

Tabla 3.2: Funciones implementadas en CUDA para el manejo de memoria.

Función Uso
cudaMalloc Permite reservar cierta cantidad de memoria en la tarjeta gráfica.
cudaMemcpy Copia información de arreglos de CPU a GPU, y viceversa.
cudaFree Libera memoria previamente reservada por cudaMalloc.

Por último, es posible hacer la llamada al kernel y lanzar los hilos necesarios para el proble-

ma en particular, para ello basta con realizar una llamada a la función, tal y como se realiza en

C, pero añadiendo nuevos parámetros propios para la generación de la malla, estos se añaden

dentro de paréntesis angulares, <<< , >>>.

Código 3.5: Llamada a la función kernel

138 // Reservo memoria para dev_valor en l a GPU
139 cudaMalloc ( ( void * * )&dev_valorGpu , tamanio ) ;
140

141 // Genero mi malla
142 dim3 blocks ( bloquesX , bloquesY , 1 ) ;
143 dim3 threads (HILOS1D, HILOS1D, 1 ) ;
144

145 // llamo a l kernel
146 kernel <<<blocks , threads>>> ( nx , ny , nz , npt , x0 , y0 , z0 , hx , hy , hz , dev_valorGpu ) ;
147

148

149 // Copio del device a l host
150 cudaMemcpy( valorGpu , dev_valorGpu , tamanio , cudaMemcpyDeviceToHost) ;
151

152 gettimeofday(& t f i n ,NULL) ;
153
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154 // Libero memoria en e l device
155 cudaFree ( dev_valorGpu ) ;

En la línea 146, se observa la forma de llamar al kernel, el cual es ejecutado en una malla

compuesta por bloques e hilos, las dimensiones de éstos están guardadas en blocks y threads.

Al ejecutar el programa, este nos da la información de la malla: cuántos bloques la confor-

man y de cuántos hilos. También reporta la cantidad de hilos lanzados y los hilos excedentes.

Los datos calculados en dicha aplicación se exportaron con formato cube y visualizado en VMD,

siendo este resultado presentado en la figura 3.10, este es el proceso general para la evaluación

de campos escalares.

Ejecución
[ray@fedora -gpu -] ./ ejemplo.x
Numero de puntos en x,y,z
80 80 80

Coordenadas del punto inicial r0
x0 y0 z0 : -5.0 -5.0 -5.0
Coordenadas del punto final rN
xN yN zN : 5.0 5.0 5.0
[INFO CPU ] Para calcular 512000 puntos
[INFO CPU ] Usamos 33.941984 ms
[INFO CUDA] Blocks en X: 45
[INFO CUDA] Blocks en Y: 45
[INFO CUDA] Hilos en X: 16
[INFO CUDA] Hilos en Y: 16
[INFO CUDA] Hilos totales: 518400
[INFO CUDA] Hilos ociosos: 6400
[INFO GPU ] Para calcular 512000 puntos
[INFO GPU ] Usamos 87.007046 ms
[INFO ERRO] El mayor error cuadratico entre los dos conjuntos es
[INFO ERRO] El RMSD entre los dos conjuntos es de : 7.49986E-33
[INFO ERRO] MaxError : 7.8886090522E-31
[INFO ERRO] Los dos conjuntos son estadisticamente iguales

Figura 3.10: Isosuperficie de la función escalar (3.29). Los datos fueron calculados en la GPU.
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CAPÍTULO 4

PROGRAMAS DESARROLLADOS

Usando la información descrita en capítulos anteriores, se ha desarrollado una serie de apli-

caciones para su posterior uso en sistemas tratados por la química teórica. Estos programas

podrán encontrarse para futuras revisiones en la siguiente página web:

https://github.com/rayhe88.

A continuación se hará una breve descripción de estos programas.

GPUAM: Es un código escrito en CUDA-C y módulos en OPEN-MP. Consta de 31690 líneas,

de las cuales un 45% es código en CUDA. Permite la evaluación de cantidades escalares

y vectoriales de campos relacionados a la química cuántica, también permite realizar la

búsqueda de puntos críticos de la densidad electrónica y del laplaciano.GPUAM determina

analíticamente las funciones, así como sus primeras derivadas. El programa está codifi-

cado para usar más de una GPU, si es que en el ordenador se encuentran más, o en su

defecto permite evaluar y realizar las búsquedas sólo usando CPUS y OPEN-MP.

CUBE3D: Es una herramienta, que en versiones posteriores será añadida a GPUAM. Consta de

4716 líneas escritas en C y algunos módulos usando OPEN-MP. Esta herramienta permite

determinar los gradientes, laplaciano y hessiano de un campo 3D cualquiera. Para ello

usa esquemas de interpolación para generar a trozos la función que genera el campo 3D.
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Con la evaluación de estas cantidades, el programa realiza la búsqueda de puntos críticos

y trayectorias de enlace en sistemas donde no se cuente con una forma analítica de la

densidad electrónica.

FINIT1-2D: Es un conjunto de programas que consiste de dos módulos escritos en C. El primero

permite realizar el mallado sobre una dimensión y resolver numéricamente la ecuación

de Schrödinger monoelectrónica dado un potencial cualquiera. Este programa consta de

3658 líneas. Por otra lado, el segundo programa realiza el mallado sobre elipses, siguiendo

un esquema de Delaunay y resolviendo la ecuación de Schrödinger monoelectrónica para

sistemas diatómicos, consta de 2843 líneas de código.

4.1 GPUAM

GPUAM (Graphics Processing Units for Atoms and Molecules) es un código que permite evaluar

y analizar diversos campos escalares y vectoriales de uso amplio en la química teórica. GPUAM

ha sido desarrollado para hacer uso de tarjetas gráficas Nvidia, aprovechando la arquitectura

en paralelo de dichos dispositivos. El código tiene como datos de entrada funciones de onda

provenientes de distintas aproximaciones (semiempírica, HF, DFT, post-HF).

GPUAM puede evaluar los campos usando como funciones de base tanto orbitales tipo

Gaussianos (GTO) como orbitales tipo Slater (STO). Los primeros son usados ámpliamente en

cálculos de estructura electrónica desde que fueron propuestos por Boys [49] y su uso ha sido

tan extendido, ya que es posible encontrarlas en diversos códigos. La forma de acceder a la in-

formación de la base, así, como los coeficientes de la expansión lineal,es a través de archivos

con el formato wfn o wfx. Estos archivos se pueden obtener a partir de distintos paquetes com-

putacionales como Gaussian [50], Gamess-US [51] o NWChem [52].

En contraste a los GTOs existen los STOs, que aunque describen de mejor forma la zonas

cercanas a los núcleos, su uso en códigos no ha sido tan explotado debido a la dificultad de eva-

luar integrales multicéntricas. Por otro lado, este tipo de funciones se ha usado en códigos que

hacen uso de hamiltonianos semiempíricos, donde la evaluación de integrales se ve reducida

considerablemente [53]. La forma que tenemos de acceder a esta información es vía archivos

tipo mgf o archivos aux, provenientes del código Mopac 2016 [54].

Como se mencionó anteriormente, GPUAM permite usar dos tipos de funciones: Gaussia-

nas y tipo Slater. En la tabla 4.1 se encuentran de forma condensada, los campos y análisis que
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Tabla 4.1: Campos y análisis programados en GPUAM, para cada tipo de función de base.

Campos STO GTO
Orbitales moleculares X X
Densidad electrónica X X
Laplaciano de la densidad X X
Módulo del gradiente de la densidad X X
Gradiente reducido de la densidad X X
Detector de electrones localizados X X
Gradiente de orbitales moleculares – X
Gradiente de la densidad X X
Densidad de energía cinética – X
Función de localización electrónica – X
Detector de orbitales localizados – X
Potencial electrostático – X

Análisis sobre campos
Búsqueda de puntos críticos de la densidad X X
Búsqueda de puntos críticos del laplaciano – †
Índice de interacciones no covalentes X X
Integración sobre las cuencas de AEM – †

† tareas en desarrollo, – tareas que no han sido implementadas.

permite realizar GPUAM. Existen algunas tareas que están en desarrollo, por lo que los tiempos

de ejecución o resultados no han sido probados minuciosamente, igualmente, hay tareas que

no han sido implementadas en el código.

La densidad electrónica es escrita como una combinación del cuadrado de N orbitales

moleculares (φi ), multiplicada por la ocupación (ωi ) de cada orbital,

ρ(r ) =
N∑
i
ωi

∣∣φi (r )
∣∣2 . (4.1)

Por otro lado, los orbitales moleculares se escriben como una combinación lineal de K

funciones conocidas gµ(r ;α,A,a), mientras que los coeficientes de la combinación (c i
µ) son

obtenidos a partir de distintos métodos de estructura electrónica:

φi (r ) =
K∑
µ

c i
µgµ(r ;α,A,a), (4.2)

las funciones de base gµ(r ;α,A,a) son escritas como funciones tipo gaussiana de la siguiente
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forma:

gµ(r ;α,A,a) = (x − Ax)ax (y − Ay )ay (z − Az)az exp
(−α |r −A|2) , (4.3)

donde A indica dónde esta centrada la gaussiana µ, a es el tipo de primitiva y α es el exponente

de esta, es importante mencionar que el coeficiente c i
µ en la expresión (4.2) es el producto de

los coeficientes variacionales, las constantes de normalización y las constantes de contracción.

Por lo que las funciones gµ son funciones base primitivas.

En la forma analítica de las funciones STO, aparece un término extra (|r −A|n−1).

fµ(r ;n,ζ,A,a) = (x − Ax)ax (y − Ay )ay (z − Az)az |r −A|n−1 exp(−ζ |r −A|) , (4.4)

donde A y a tienen el significado descrito anteriormente. El exponente está dado por ζ y n, el

término extra indica el número cuántico principal.

4.1.1 Tipo de Tareas

Todos los campos escalares se escriben en archivos con formato cube, que es un estándar para la

visualización de estos campos en química cuántica, para la visualización de ellos existen múlti-

ples códigos tanto libres como comerciales (Vmd [29], Jmol [30], Pymol [31], Chimera [55]). Por

el contrario, para los campos vectoriales, la salida se reporta en archivos con formato VTK [33],

en este formato se generan dos archivos, uno con el campo vectorial evaluado en cada punto

y otro con la geometría, para la visualización de éstos archivos se recomienda el uso del visua-

lizador VISIT [34] o PARAVIEW [56], figura 4.1.

(a) Isosuperficie de la densidad electrónica.
(b) Gradiente de la densidad electrónica sobre el
plano que contiene a los átomos.

Figura 4.1: Ejemplo de visualización de campos escalares y vectoriales para la molécula de benceno.
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4.1.2 Campos Escalares y Vectoriales

Lo que podría considerarse el núcleo del programa es la evaluación de los orbitales y de sus

primeras derivadas, dado que con esta información es posible evaluar otros campos relaciona-

dos con la densidad. De esta forma, sean p y q dos coordenadas cualesquiera (p, q ∈ {x, y, z}),

las formas analíticas de las primeras derivadas serán:

ρ(r) =
N∑
i
ωiφi (r )φi (r ), (4.5)

∂ρ(r)

∂q
= 2

N∑
i
ωi

[
φi (r )

(
∂φi (r )

∂q

)]
, (4.6)

∂2ρ(r)

∂q2
= 2

N∑
i
ωi

[(
∂φi (r )

∂q

)2

+φi (r )

(
∂2φi (r )

∂q2

)]
, (4.7)

∂2ρ(r)

∂q∂p
= 2

N∑
i
ωi

[(
∂φi (r )

∂q

)(
∂φi (r )

∂p

)
+φi (r )

(
∂2φi (r )

∂q∂p

)]
. (4.8)

Orbitales moleculares
Evalúa la función orbital para el i -ésimo orbital escogido por el usuario.

φi (r ) =
K∑
µ

c i
µgµ(r ;α,A,a), (4.9)

es importante mencionar que por la forma en que está escrito el archivo wfn o wfx, sólo es

posible realizar el cálculo sobre los orbitales ocupados.

Densidad electrónica
Esta cantidad es de vital importancia en la TFD y AEM, su análisis permite particionar el espacio

y generar los grafos moleculares, donde se indica la conectividad de los átomos dentro de la

molecula.

ρ(r) =
N∑
i
ωi

(
K∑
µ

c i
µgµ(r ;α,A,a)

)2

. (4.10)

Laplaciano de la densidad
Este campo está relacionado con las zonas de concentración y depleción de la densidad elec-

trónica, su puntos críticos están relacionados con los pares de electrónes.

∇2ρ(r ) = ∂2ρ(r)

∂x2
+ ∂2ρ(r)

∂y2
+ ∂2ρ(r)

∂z2
. (4.11)
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Módulo del gradiente de la densidad
Esta cantidad corresponde al modulo del gradiente, se utiliza para la generación de otros cam-

pos. En la búsqueda de puntos críticos, esta cantidad es función objetivo.

∣∣∇ρ(r)
∣∣=

√(
∂ρ(r)

∂x

)2

+
(
∂ρ(r)

∂y

)2

+
(
∂ρ(r)

∂z

)2

. (4.12)

Gradiente reducido de la densidad
Esta cantidad es de vital importancia al determinar el índice de interacciones no covalentes

(INC), una representación del gradiente reducido puede verse en la figura 4.2a,

s(r ) = 1

2(3π2)1/3

∣∣∇ρ(r)
∣∣

ρ4/3(r )
. (4.13)

Detector de electrones localizados
Es una función similar al gradiente reducido, definida por Bohorquez y Boyd [57], esta función

se puede apreciar en 4.2b,

P̃ (r ) =
∣∣∇ρ(r)

∣∣
2ρ(r)

. (4.14)

(a) Gradiente reducido. (b) Detector de electrones localizados (LED).

Figura 4.2: Ejemplo de dos campos relacionados con el módulo del gradiente para el sistema 8 · (H2O)−.

Gradiente de orbitales moleculares
El módulo de esta cantidad aparece en la definición de otros campos más complejos, GPUAM

permite evaluarlos de forma independiente para su posterior visualización, figura 4.3,

∇φi (r ) = ı̂
∂φi (r )

∂x
+ ̂

∂φi (r )

∂y
+ k̂

∂φi (r )

∂z
. (4.15)
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Figura 4.3: Gradiente del orbital HOMO-2, para la molécula de agua, sobre el plano que contiene a los 3
átomos, se grafica también el orbital correspondiente. Visualizado con VisIt.

Gradiente de la densidad

Corresponde al campo vectorial asociado a la densidad electrónica, e indica la dirección en la

cual la densidad varía más rápido, su módulo representa el ritmo de variación de la densidad.

∇ρ(r) = ı̂
∂ρ(r)

∂x
+ ̂

∂ρ(r)

∂y
+ k̂

∂ρ(r)

∂z
. (4.16)

Densidad de energía cinética (G)

Dado que la densidad de energía cinética no está definida de forma única, existen dos formas

alternativas para determinarla, se sabe que de forma local son distintas pero integradas sobre

todo el espacio son idénticas. La forma Lagrangiana o también llamada forma definida positiva

es la siguiente:

G(r ) = 1

2

N∑
i
ωi

∣∣∇φi (r )
∣∣2 . (4.17)

Densidad de energía cinética (K)

Por otro lado, también es posible definir la densidad de energía cinética en una forma alterna-

tiva conocida como forma hamiltoniana,

K (r ) =−1

2

N∑
i
ωiφi (r )∇2φi (r ). (4.18)

Ambas formas locales de la densidad de energía cinética están relacionadas vía el laplaciano de

la densidad,
1

4
∇2ρ(r) =G(r )−K (r ). (4.19)
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Función de localización electrónica (ELF)

Esta función fue originalmente propuesta por Becke y Edgecombe [58]. Esta cantidad mide la

localización espacial de un electrón de referencia y proporciona un método para el mapeo de la

probabilidad del par de electrones.

ELF(r ) = 1

1+
(

D(r )
D0(r )

)2 , (4.20)

con los siguientes términos:

D0(r ) = 3

10

(
3π2)2/3

ρ5/3(r ) (4.21)

y

D(r ) = 1

2

N∑
i
ωi

∣∣∇φi (r )
∣∣2 − 1

8

∣∣∇ρ(r)
∣∣2

ρ(r)
. (4.22)

Detector de orbitales localizados (LOL)

Esta función es similar a la función de localización electrónica (ELF), fue definida originalmente

por Schmider y Becke [59].

LOL(r ) = τ(r )

1+τ(r )
, (4.23)

con τ(r ) definido como:

τ(r ) = D0(r )
1
2

∑N
i ωi

∣∣∇φi (r )
∣∣2 , (4.24)

y D0(r ) definida anteriormente (4.21). Ambas funciones de localización pueden verse en la

figura 4.4, para el sistema 8 · (H2O)−.

(a) Función de localización electrónica (ELF). (b) Localizador de orbitales localizados (LOL).

Figura 4.4: Dos funciones de localización electrónica para el sistema 8 · (H2O)−.

56



CAPÍTULO 4. PROGRAMAS DESARROLLADOS 4.1. GPUAM

Potencial electrostático
Es un cantidad ampliamente usada en química orgánica e inorgánica. En bioquímica se ha

usado para poder determinar sitios de unión entre proteínas y enzimas. También brinda un

panorama general de la formación de enlaces de hidrógeno [60, 61].

El potencial electrostático en el punto r , se determina como la contribución de un con-

junto discreto de cargas puntuales (núcleos) y una distribución continua (electrones), como

puede verse en la ecuación (4.25).

V (r ) =
M∑
A

ZA

|r −RA|
−

∫
d r ′ ρ(r ′ )

|r − r ′ | , (4.25)

donde RA es el vector de posición del núcleo A con carga ZA y ρ(r ′ ) es la densidad electrónica.

Haciendo uso de la expresión de la densidad dada por la ecuación (4.10), es posible escribir el

segundo término del potencial electrostático en términos de integrales sobre los orbitales.

∫
d r ′ ρ(r ′ )

|r − r ′ | =
N∑
i
ωi

∫
d r ′ φi (r ′ )φi (r ′ )

|r − r ′ | . (4.26)

Debido a que los orbitales son combinaciones lineales de funciones de base gaussianas, es que

expresamos a esta integral como integrales sobre las primitivas gµ y gν.

N∑
i
ωi

∫
d r ′ φi (r ′ )φi (r ′ )

|r − r ′ | =
N∑
i

K∑
µ

K∑
ν

ωi c i
µ c i

ν

∫
d r ′ gµ(r ′ ;α,A,a)gν(r ′ ;β,B,b)

|r − r ′ | (4.27)

=
N∑
i

K∑
µ

K∑
ν

ωi c i
µ c i

ν Iµν(r ) (4.28)

Usando la definición de las funciones gaussianas, la integral de la ecuación anterior se escribe

como:

Iµν(r ) =
∫

d r ′ gµ(r ′ ;α,A,a)gν(r ′ ;β,B,b)

|r − r ′ | (4.29)

=
∫

d r ′ e−α|r ′−A|2 e−β|r ′−B|2

|r − r ′ |
3∏

j=1
(x ′

j − A j )a j (x ′
j −B j )b j . (4.30)

El denominador de la integral se transforma via una transformada de Laplace,

1

|r − r ′ | =
2p
π

∫ ∞

0
du e−u2|r−r ′ |2 , (4.31)

aprovechando la identidad gaussiana y el cambio de variable t 2 = u2/(q + u2), se expresa la

integral de la densidad electrónica en términos de una integral sobre un dominio finito y que
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depende de un polinomio en t 2. Este polinomio es dependiente de los momentos angulares

de las gaussianas, en el caso particular de gaussianas con simetría esférica este polinomio se

reduce a la unidad, por lo que la integral se puede realizar via la función de error.

∫
d r ′ ρ(r ′ )

|r − r ′ | =
K∑
µ

K∑
ν

G̃µν

∫ 1

0
d t P (t 2)e−qt 2|Q−r |2 , (4.32)

con q , Q y Gµν definidos de la siguiente forma,

q =α+β, (4.33)

Q = αA+βB

q
, (4.34)

Gµν = e−αβ
q |A−B|2 . (4.35)

En la ecuación (4.32), aparece un término G̃µν, el cual es la matriz de densidad,
∑

i ωi c i
µc i

ν, mul-

tiplicada por el factor prexponencial Gµν.

G̃µν =
2πGµν

q

N∑
i
ωi c i

µ c i
ν. (4.36)

La última integral se resuelve en esta implementación de forma numérica usando un esquema

de cuadratura de Gauss-Legendre, así mismo esta está relacionada con la que aparece en las

integrales bielectrónicas [62],

Fm(T ) =
∫ 1

0
d t t 2me−T t 2

. (4.37)

Siendo esta última la función de Boys y depende paramétricamente de un valor m, mismo que

esta relacionado al vector de momento angular de las guassianas.

Por otro lado, la visualización del potencial electrostático suele ser en algunos casos un

poco difícil de interpretar, por lo que generalmente se hace un mapeo de esta cantidad sobre

una isosuperficie de densidad electrónica, esta forma de visualizar el potencial electrostático

puede verse en la figura 4.5 para un complejo de inclusión de ciclodextrina. Para este ejemplo

las zonas azules estan ubicadas sobre átomos de hidrógeno y las aonzas rojas sobre átomos de

oxígeno y nitrógeno.
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Figura 4.5: Potencial electrostático para un complejo de ciclodextrina y formamida, ρ(r) = 0.01 u.a.

4.1.3 Análisis de Campos y Búsqueda de Puntos Críticos

Búsqueda de puntos críticos de la densidad

Para efectuar esta búsqueda se hace uso de la densidad electrónica, el módulo del gradiente y

la matriz de segundas derivadas de la densidad (hessiano), se localizan todos aquellos puntos

donde se cumpla la siguiente igualdad,

∇ρ(r) = 0. (4.38)

Para la hallar los puntos críticos se usa el método de Newton-Raphson dentro de cada cubo que

forma la malla, de acuerdo con el siguiente algoritmo

ri+1 = ri −H−1|ri ∇ρ(ri ). (4.39)

El esquema para realizar la búsqueda usando CPU-GPU, es realizar una primera búsqueda en la

GPU y posteriormente refinarla en el CPU.

Posterior a la localización del punto crítico, este se caracteriza de acuerdo a los valores

propios {λi } de la matriz hessiana, en atractores nucleares y no nucleares (3,-3), puntos críticos

de enlace (3,-1), de anillo (3,1) y de caja (3,3). Finalmente, a partir de las coordenadas de los

puntos críticos de enlace, se determinan las trayectorias de enlace (bond paths), resolviendo la

ecuación diferencial asociada.

La salida de la búsqueda de puntos críticos para la densidad genera los siguientes archivos,

donde foobar es un nombre genérico.
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� foobarCrit.log: Archivo con una descripción de los puntos críticos encontrados, densi-

dad, laplaciano en cada punto, así como también las coordenadas de estos. En el mismo

archivo se encuentran separados por tipos, sólo en los puntos críticos de enlace se reporta

la elipticidad.

foobarCrit.log
1 Critical Point 1 of type (3,-1)
2

3 Between the attractors 1 O and 3 H
4 Euclidian distance between the attractors [A] : 0.96642495
5 Euclidian distance BCP - Attractor( 1) [A] : 0.72915781
6 Euclidian distance BCP - Attractor( 3) [A] : 0.23730635
7 Angle Att1 - BCP1 - Att3 [degrees] : 178.80077789
8

9 Coordinates [A] -7.19078976E-17 -5.86482199E-01 -3.19208200E-01
10 Density 3.30931259E-01
11 NormGrad 1.06854994E-16
12 Laplacian -1.44695951E+00
13 Density/Laplacian -2.28708030E-01
14

15 Kinetic Energy G 7.19511795E-02
16 Kinetic Energy K 4.33691058E-01
17 Virial Field -5.05642237E-01
18 Lagrangian Density 1.80869939E-01
19 KenergyG/Density 2.17420318E-01
20 ELF 9.75542873E-01
21 LOL 8.63354455E-01
22

23 Eigenvalues -1.43884324E+00 -1.38869738E+00 1.38058111E+00
24 Bond Ellipticity 3.61100015E-02
25 Eta index 1.04220117E+00
26

27 Local Shannon Entropy (density) 3.65958546E-01
28 Disequilibrium (density) 1.09515498E-01
29 Complexity LMC (density) 1.57909901E-01
30 Local Shannon Entropy (sigma) 1.12795593E-01
31 Disequilibrium (sigma) 1.09515498E-03
32 Complexity LMC (sigma) 1.22591988E-03

� foobar_critpoints.xyz: Se trata de un archivo en formato xyz para ser visualizado en

cualquier programa que soporte este formato, las unidades de este archivo están dadas en

Ångström.

� foobar.xyz: Igual que el archivo anterior, este está escrito en formato xyz. A diferencia

del archivo anterior, este contiene las trayectoria de enlace como una serie de puntos.

Para los archivos xyz, se emplea la siguiente nomenclatura.

BCP: Para los puntos críticos de enlace (3,-1).

RCP: Para los puntos críticos de anillo (3, 1).

CCP: Para los puntos críticos de caja (3, 3).

NNACP: Para los puntos críticos correspondientes a atractores no nucleares (3,-3).
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BP0001: Para las trayectorias de enlace, donde la cadena de caracteres 0001 esta relacionada

con el número del BCP.

Con la información de foobar_critpoints.xyz y foobar.xyz se pueden visualizar estos

elementos topológico; ejemplo de ello es la figura 4.6, donde pueden observarse los distintos

tipos de puntos críticos y trayectorias de enlace.

Figura 4.6: Puntos críticos de la densidad para la molécula de cubano: en amarillo los puntos críticos de
enlace (BCP), en verde los puntos críticos de anillo (RCP), en purpura un punto crítico de caja (CCP), las
trayectorias de enlace en lila.

Búsqueda de puntos críticos del laplaciano

Para efectuar esta búsqueda se hace uso del laplaciano de la densidad electrónica, el módulo

del gradiente del laplaciano y la matriz de segundas derivadas del laplaciano (hessiano). Se

localizan todos aquellos puntos donde se cumpla la siguiente igualdad:

∇(∇2ρ(r)
)= 0. (4.40)

Los puntos críticos para este campo presentan mayor complejidad, generalmente los atractores

no nucleares (NNACP) están relacionados con los pares de Lewis, figura 4.7.
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Figura 4.7: Puntos críticos del laplaciano para la molécula de agua. Visualizado con el código VMD en
amarillo los (3,-1), verde (3,1), morado (3,3), negro (3,-3).

Índice de interacciones no covalentes

Representa de forma visual, aquellas interacciones que corresponden a interacciones débiles.

Este análisis, como se mencionó en el marco teórico, corresponde a dos campos. El primero

es el gradiente reducido, delimitado a la región 0 ≤ s(r ) ≤ 2.0, y la densidad en el intervalo

0 ≤ ρ(r) ≤ 0.05. Para poder diferenciar entre las zonas atractivas y repulsivas, la densidad elec-

trónica es multiplicada por el segundo valor propio de la matriz hessiana, por lo tanto, es nece-

sario determinar las segundas derivadas y su posterior diagonalización. Como puede verse en la

figura 4.8 para un dímero de agua, las zonas negativas corresponden a interacciones atractivas,

las zonas positivas a interacciones repulsivas, y la zona intermedia a fuerzas de van der Waals.

(a) Diagrama ρ(r) vs s(r ). (b) Isosuperficie del INC.

Figura 4.8: Índice de interacciones no covalentes para el dímero de agua.

GPUAM genera tres archivos, dos con formato cube y uno con formato dat, los dos tipos

de archivos están en formato ASCII, por lo que son fácilmente editables y su tamaño depende

de la cantidad de puntos que forman el cubo.
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� foobar.dat: Este archivo contiene la información necesaria para graficar el diagrama

de densidad vs gradiente reducido. Este tiene un formato por columnas que puede ser

graficado por GNUPLOT, figura 4.8a.

� foobar_NCI.cube: Este archivo contiene el gradiente reducido s(r ), delimitado a la región

0 ≤ s(r ) ≤ 2.0.

� foobar_den.cube: Este archivo contiene el valor de la densidad, multiplicado por el se-

gundo valor del hessiano λ2 y por un factor de 100, de tal forma que el intervalo total es

−5.0 ≤ 100λ2ρ(r) ≤ 5.0. Se necesitan ambos archivos para obtener isosuperficies como la

mostrada en la figura 4.8b.

4.1.4 Ejecución de GPUAM

El formato de ejecución es de forma interactiva, de tal manera que el programa irá solicitando

la siguiente información:

1. Nombre del archivo con la función de onda. En el ejemplo que se muestra este corres-

ponde a ../examples/wfx/agua.wfx.

2. Nombre de salida, sin extensión. En el ejemplo siguiente se escribió DensidadAgua.

3. Elección del campo o análisis a efectuar. En este ejemplo, B corresponde a la densidad

electrónica, cualquier otro campo necesitará una letra distinta.

4. Si se elige A o F, ambos campos necesitarán información extra sobre qué orbital trabajar,

en dado caso ingresar el número del orbital.

5. Elegir la malla, GPUAM cuenta con 5 opciones, malla fina (A), malla mediana (B), malla

gruesa (C). La elección (D) es para usar otra cantidad de puntos por unidad atómica,

mientras que la opción (E) es para opciones especiales.

• A, B y C no necesitan parámetros extras.

• D necesita una variable entera extra, entre mayor sea el valor, más fina será la malla

resultante.

• E para opción especial, en el caso de querer trabajar sobre regiones de la molécula.

– Coordenadas del punto de inicio (3 valores flotantes): x0 y0 z0.
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– Puntos por cada dirección (3 valores enteros): nx ny nz.

– El espaciamiento de la malla (1 valor flotante): h.

6. En el caso de tener más de una GPU, será necesario ingresar el número de GPUs con el

cual se desea realizar el cálculo.

Ejecución usando archivos wfn/wfx
./Gpuam.x

Evaluation of fields derived from
the electron density using GPUs

GPUAM PROJECT
UAMI - BUAP

v. 1.0
GPU version

Compilation date 04:42:35 Nov 30 2016
==========================================================
Files with extension wfx , wfn , mgf or aux

agua.wfx
==========================================================

Input filename:
../ examples/wfx/agua.wfx

==========================================================
Output filename:
DensidadAgua

==========================================================
Data file GTO

==========================================================
What field ?
(A) ith Molecular orbital
(B) Electron density
(C) Laplacian of the electron density
(D) Module gradient density
(E) Reduced gradient density
(F) Gradient of ith molecular orbital
(G) Gradient electron density
(H) Kinetic energy density
(I) Electron localization function
(J) Localized orbital locator
(K) Search critical points of electron density
(L) Search critical points of laplacian of the electron density
(M) Electrostatic potential
(N) Non -covalent interactions index
(O) Localized electrons detector
(P) Non -covalent interactions and critical points
(Q) Electron density of the basins

Your choice is: B
==========================================================
What mesh?
(A) Fine mesh 10 p/au
(B) Medium mesh 05 p/au
(C) Coarse mesh 01 p/au
(D) Other number of points (int > 1)
(E) Special options

Your choice is: A
==========================================================

Graphics Processing Unit Info
GPUs in your system : 2

GPU 00 GeForce GTX 760
Global Memory in the GPU : 2047 MB
Clock rate : 1124 MHz
Multiprocessors : 6
Maximum number of threads per MP : 2048
Total threads : 12288

GPU 01 GeForce GT 610
Global Memory in the GPU : 1023 MB
Clock rate : 1620 MHz
Multiprocessors : 1
Maximum number of threads per MP : 1536
Total threads : 1536
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==========================================================
Working files ready

==========================================================
There are 2 available GPUs , how many do you want? 1

==========================================================
Number of GPUs in use : 1

==========================================================
System Info

Primitives : 21
Orbitals : 5
Nuclei : 3
Points in X : 80
Points in Y : 110
Points in Z : 91
Total points : 800800
Memory (MB) : 3.055
Step : 0.100000

==========================================================
GPU: 0 grid 5x626 blocks and 16x16 threads

Points evaluated in the GPU: 800800
==========================================================
Number of CPUs to distribute over GPUs : 1

==========================================================
File [DensidadAgua.cube] was closed successfully

Elapsed time : 1.000000 s
==========================================================

Finalmente, para cálculos que involucran funciones de onda provenientes de MOPAC, la

ejecución será la siguiente.

Ejecución usando archivos mgf/aux
./Gpuam.x

Evaluation of fields derived from
the electron density using GPUs

GPUAM PROJECT
UAMI - BUAP

v. 1.0
GPU version

Compilation date 04:42:35 Nov 30 2016
==========================================================
Files with extension wfx , wfn , mgf or aux

==========================================================
Input filename:
../ examples/mgf/agua.mgf

==========================================================
Output filename:
salida

==========================================================
Data file STO

==========================================================
What field
(A) ith Molecular orbital
(B) Electron density
(C) Laplacian of the electron density
(D) Module gradient density
(E) Reduced gradient density
(F) Search critical points of electron density
(G) Non -covalent interactions index
(H) Localized electrons detector
(I) Gradient of electron density

Your choice is: B
==========================================================
What mesh?
(A) Fine mesh 10 p/au
(B) Medium mesh 05 p/au
(C) Coarse mesh 01 p/au
(D) Other number of points (int > 1)
(E) Special options

Your choice is: A
==========================================================
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Graphics Processing Unit Info
GPUs in your system : 2

GPU 00 GeForce GTX 760
Global Memory in the GPU : 2047 MB
Clock rate : 1124 MHz
Multiprocessors : 6
Maximum number of threads per MP : 2048
Total threads : 12288

GPU 01 GeForce GT 610
Global Memory in the GPU : 1023 MB
Clock rate : 1620 MHz
Multiprocessors : 1
Maximum number of threads per MP : 1536
Total threads : 1536

==========================================================
Working files ready

==========================================================
There are 2 available GPUs , how many do you want? 1

==========================================================
Number of GPUs in use : 1

==========================================================
System Info

Primitives : 6
Orbitals : 4
Nuclei : 3
Points in X : 56
Points in Y : 46
Points in Z : 40
Total points : 103040
Memory (MB) : 0.393
Step : 0.100000

==========================================================
GPU: 0 grid 4x115 blocks and 16x16 threads

Points evaluated in the GPU: 103040
==========================================================
Number of CPUs to distribute over GPUs : 1

==========================================================
File [salida.cube] was closed successfully

Elapsed time : 0.000000 s
==========================================================

4.1.5 Implementación y Rendimiento

El siguiente código es el kernel para la evaluación de campos escalares en la GPU, se observa

cómo a partir de los índices de los hilos (línea 5), se generan los índices de la malla problema, y

con base en estos últimos se generan las componentes x, y, y z en las líneas 30-32.

Código 4.1: Función kernel para la evaluación de campos escalares en la GPU.
1 __global__ void Dev_Campo ( f l o a t h , int * datos , f l o a t * i n i c i a l e s , int *vang , int * ctro ,
2 f l o a t * coor , f l o a t *eprim , f l o a t *nocc , f l o a t * coef ,
3 int work , int iesimo , f l o a t x0 , int puntosx , f l o a t *campo) {
4

5 int hilo_global_x , hi lo_global_y ;
6 int indice_f , indice_x , indice_y , indice_z ;
7 int orb , prim ;
8 int puntosy , puntosz ;
9 f l o a t x , y , z , y0 , z0 ;

10

11 orb = datos [ 0 ] ;
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12 prim = datos [ 1 ] ;
13 puntosy = datos [ 5 ] ;
14 puntosz = datos [ 6 ] ;
15

16 y0 = i n i c i a l e s [ 0 ] ;
17 z0 = i n i c i a l e s [ 1 ] ;
18

19 hilo_global_x = threadIdx . x + blockIdx . x * blockDim . x ;
20 hilo_global_y = threadIdx . y + blockIdx . y * blockDim . y ;
21

22 indice_x = hilo_global_x ;
23 indice_y = hilo_global_y /puntosz ;
24 indice_z = hilo_global_y%puntosz ;
25

26 indice_f = hilo_global_x * puntosy * puntosz + hilo_global_y ;
27

28 i f ( indice_x < puntosx && indice_y < puntosy && indice_z < puntosz ) {
29

30 x = x0 + ( f l o a t ) indice_x *h ;
31 y = y0 + ( f l o a t ) indice_y *h ;
32 z = z0 + ( f l o a t ) indice_z *h ;
33

34 campo[ indice_f ] = f i e l d ( x , y , z , orb , prim , vang , ctro , coor , eprim , nocc , coef ) ;
35

36 } else {
37 campo[ indice_f ] = 0 . ;
38 }
39

40 __syncthreads ( ) ;
41

42 }

Por otro lado, se midió el rendimiento para la evaluación en CPU vs GPU, se seleccionó una

familia de polialaninas, es decir unidades de N-residuos de alanina unidas vía enlace peptídico;

la determinación de los coeficientes se realizó usando el método PM7 [11] programado en el

paquete computacional Mopac [54]. Una vez generados los archivos con la función de onda,

se evaluó la densidad electrónica, generando los archivos cube para cada sistema. En la tabla

siguiente se reporta el número de residuos, funciones de base, orbitales y puntos evaluados.

Se puede apreciar en la figura 4.9, el crecimiento de los tiempos de cómputo para la eva-

luación de la densidad electrónica de distintas polialaninas; en azul se reporta el tiempo para

CPU(AMD Opteron a 2.6 GHz), el cual tiene un crecimiento considerable, aun para pocos resid-

uos. Se observa que para determinar la 20-polialanina, el tiempo es comparable con el nece-

sario para determinar la 60-polialanina en tarjetas gráficas como K20M,M2090, GFG760. In-

cluso se puede observar que la tarjeta gráfica K80, pudo evaluar en esa cantidad de tiempo el

sistema con 70 residuos. Caso aparte es el rendimiento ofrecido por la tarjeta gráfica Q GP100,

que ofrece los menores tiempos de cálculo, esto es debido a que se trata de una GPU más re-

ciente y con mejores capacidades de cómputo. También es importante mencionar que la tarjeta

GFG760 es una tarjeta para videojuegos ,liberada en el año 2013 y cuenta con 2 GB de memoria

RAM. En esta tarjeta gráfica (línea roja), GPUAM tiene un buen desempeño comparado con el

equivalente en CPU, por lo que este tipo de GPUs puede ser un buen candidato para realizar
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Tabla 4.2: Comparación para una serie de polialaninas con N -residuos, evaluando la densidad
electrónica sobre distintas arquitecturas.

Tiempo/s
N Func Orb Puntos K20m M2090 K80 GFG760 Q GP100 CPU
5 131 74 129729 1 1 7 0 0 19

10 256 144 270336 7 4 6 3 0 146
15 381 214 471744 18 12 14 19 2 605
20 506 284 744480 34 35 28 38 3 1823
30 756 424 1665216 199 134 88 172 13 10526
35 881 492 2076624 306 259 135 256 25 18386
40 1006 564 2755368 437 378 194 376 39 –
45 1131 634 3573648 601 576 291 681 64 –
50 1256 704 4499712 831 963 420 1165 97 –
60 1506 844 7046592 2053 2014 1327 2339 224 –
70 1756 984 10032000 4088 3727 2073 4193 429 –

análisis de la función de onda, si no se cuenta con hardware especializado.

Figura 4.9: Comparación entre distintas arquitecturas en la determinación de la densidad electrónica.

Otra cantidad donde se analizó el rendimiento de GPUAM fue en la determinación del

potencial electrostático, comparándolo con el software Multiwfn [63]. Se observó que conforme

crece el sistema, la rapidez ver en paréntesis en la Tabla 4.3 es mayor, esto debido a los tiempos
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de latencia de subir datos a la tarjeta gráfica y regresarlos al CPU. Para una ciclodextrina, GPUAM

es casi 50 veces más rápido.

Tabla 4.3: Comparación de velocidad entre Multiwfn y Gpuam para distintos sistemas

Tiempo/s
Sistema Núc Prim Puntos Multiwfn† GPUAM‡

H2O · · ·H2O 6 80 132 480 7 4 (2x)
C2H5OH · · ·C H3OH 15 240 132 440 72 24 (3x)
(H2O)−8 24 480 133 632 500 62 (8x)
ciclodextrina + DMF 138 2808 132 240 36 749 754 (49x)

† Calculados con Intel(R) Core(TM) i7-4770 CPU @ 3.40 GHz.

‡ Calculados AMD Opteron(tm) 6282 SE @ 2.6 GHz y GPU Tesla M2090 de 512 cores @ 1.3GHz.

4.2 Cube3D

CUBE3D es un programa que determina las primeras y segundas derivadas, de forma numérica,

para cualquier campo escalar. Se ha encontrado que esta aproximación es de gran ayuda para

analizar sistemas periódicos, donde no se cuenta con la forma analítica del campo escalar, si

no a partir de datos en una malla tridimensional, o para campos cuya forma analítica de las

primeras y segundas derivadas resulte complicada de evaluar. Por ejemplo, en la figura 4.10

se puede apreciar el módulo del gradiente y el laplaciano, ambos correspondientes a la ELF,

para el sistema formado por dos moléculas de agua. Para evaluar numéricamente el gradiente

(a) Módulo del gradiente, |∇ELF(r )|. (b) Laplaciano, ∇2ELF(r ).

Figura 4.10: Campos para el diméro de agua determinados usando un esquema numérico.

y el laplaciano, se ha empleado un esquema basado en interpoladores de Lagrange [64, 65] en
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3 dimensiones. En una dimensión, para generar el interpolador de Lagrange de orden n, se

necesita un conjunto de n +1 puntos (x0, y0), (x1, y1), · · · , (xn , yn).

L(x) =
n∑

j=0
y j` j (x) (4.41)

con ` j formando una base polinomial, que cumple con la siguiente ecuación:

` j (x) =
n∏

i=0
i 6= j

x −xi

x j −xi
, (4.42)

Esta forma de los polinomios de Lagrange, cumple con la siguiente relación ` j (xk ) = δ j k , por

lo que la función interpolada pasará por el conjunto de puntos que se usó como control. Con

estas características podemos aplicarlo a sistemas en tres dimensiones de la forma siguiente:

f (r ) = f (x, y, z) =
n∑

i=0

n∑
j=0

n∑
k=0

fi j k `i (x)` j (y)`k (z) (4.43)

donde fi j k es el valor del campo en el índice i , j y k de la retícula tridimensional.

A partir de la ecuación (4.43) se pueden determinar las primeras y segundas derivadas

necesarias para determinar el gradiente, el gradiente reducido, el laplaciano y el hessiano. Tam-

bién es posible determinar el índice INC y todos estos elementos nos permiten determinar la

búsqueda de puntos críticos y trayectorias de enlace, como se muestra en la figura 4.11 donde

se ha sobrepuesto el INC, con los puntos críticos de enlace (puntos amarillos) y las trayecto-

rias de enlace (líneas color naranja). Es importante mencionar que la determinación se realizó

a partir de un cubo de densidad proveniente de Crystal 14 [66] y lo que se grafica es la celda

unitaria para la urea.
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Figura 4.11: Índice de interacciones no covalentes, puntos críticos de enlace y trayectorias de enlace para
un cristal de urea.

Nuevamente vemos que existen dos sistemas de índices, el local (i , j ,k) y el global. Este

último relacionado con como ha sido guardado el valor del campo en la memoria RAM,

iglobal = i Ny Nz + j Nz +k, (4.44)

donde Ny es la cantidad de puntos en el eje Y , y Nz en el eje Z . En la implementación que se

ha realizado, el programa recibe como datos de entrada la información del archivo cube, el cual

tiene toda la información necesaria del campo, así como la geometría del sistema.

El siguiente es un ejemplo de archivo de entrada para el programa, son importantes las

etiquetas que aparecen.

Archivo entrada Cube3D
1 >> INPUT
2 ejemplo.cube
3 >> OUTPUT
4 salida
5 >> TASK
6 nci
7 >> POLY
8 2
9 >> NCI PROP

10 0.03 1.5
11 >> PERIODIC
12 no
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» INPUT Se especifica el nombre del archivo de entrada, en este ejemplo ejemplo.cube, línea

2.

» OUTPUT Aquí se da el nombre genérico para los archivos de salida, la extensión se añade

conforme al parámetro de la tarea.

» TASK Es la tarea que se desea realizar.

• TEST: Esta bandera para el proceso de depuración, no generá archivos de salida.

• GRAD: Con esta bandera activa, se calculará el gradiente del campo, genera un archivo

con formato cube.

• LAP: Si se activa esta bandera, se determinará el laplaciano del campo, genera un

archivo con formato cube.

• NCI: Esta bandera determina el índice de interacciones no covalentes, si el campo

de origen es la densidad electrónica, genera dos archivos con formato cube, uno

para el gradiente reducido y otro para el campo multiplicado por el segundo valor

del hessiano. Así mismo, gnera archivo data, con información para realizar el mapa

bidimensional de INC.

• CRIT: Calcula los puntos críticos del campo especificado, esta tarea genera dos archi-

vos con formato xyz con las coordenadas de los puntos críticos y, en el otro, las

trayectorias de enlace, y de forma análoga a GPUAM, genera un archivo log con in-

formación extra de los puntos críticos.

» POLY Especifica el orden del polinomio (n) que se usará para la interpolación de Lagrange

dada por la ecuación (4.43).

» NCI PROP En este apartado, que es opcional, se especifica, con dos valores de tipo flotante, el

intervalo donde se analizará tanto el gradiente reducido como la densidad electrónica, en

el ejemplo (línea 10) se puede ver cómo están restringidos a los intervalo, 0 ≤ ρ(r) ≤ 0.03 y

0 ≤ s(r ) ≤ 1.5, respectivamente.

» PERIODIC Finalmente si al realizar la búsqueda de puntos críticos se tomará un cubo, con

condiciones periódicas o si se trata de un sistema aislado.

El programa CUBE3D permite realizar la búsqueda y determinación de campos derivados,

tanto de mallas ortogonales como de mallas oblicuas, en estas últimas los ejes no son ortogo-

nales. Para ello es necesario utilizar la matriz de transformación entre el sistema oblicuo y el
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ortogonal 
xor t

yor t

zor t

=


a b cos(γ) c cos(β)

0 b sin(γ) c
(
cos(α)csc(γ)−cot(γ)cos(β)

)
0 0 c csc(γ)




xobl

yobl

zobl

 , (4.45)

donde a, b y c son las normas de los ejes oblicuos y α, β, γ, los ángulos que forman los ejes,

como puede verse en la figura 4.12.

~a

~c

~b

~z

~y

~x
α β

γ

Figura 4.12: Celda unitaria para un sistema oblicuo, pueden verse los ejes que no son ortogonales y los
ángulos que forman entre ellos.

4.3 Finit1D

Como se mencionó al inicio del capítulo esta aplicación corresponde a dos programas rela-

cionados. FINIT1D permite resolver la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo por

el método de elemento finito (MEF). El programa la resuelve para distintos potenciales uni-

dimensionales "modelo" con diferentes grados de aproximación en el polinomio de interpo-

lación, las matrices elementales se determinaron previamente con un programa hecho en MATH-

EMATICA [67], el cual puede revisarse en el apéndice B.

En la Tabla 4.4, se reportan las energías obtenidas para los primeros 10 estados del os-

cilador armónico, en un intervalo −6 ≤ x ≤ 6. Para poder efectuar una comparación justa, se

mantuvo constante el número de nodos totales, por lo tanto, las matrices usadas en el método

son siempre del mismo tamaño, en particular fueron matrices de tamaño 121×121, para ello el

número de elementos se varió de acuerdo con la Tabla 4.5.
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Tabla 4.4: Comparación para distintos ordenes de polinomios de interpolación en el MEF.

Estado Orden 1 Orden 2 Orden 3 Orden 4 Orden 5 Orden 6 Exacto
1 1.00229128 1.00000415 1.00000005 1.00000000 1.00000000 1.00000000 1
2 3.00478815 3.00002896 3.00000042 3.00000001 3.00000000 3.00000000 3
3 5.00977799 5.00010311 5.00000191 5.00000005 5.00000000 5.00000000 5
4 7.01725609 7.00025895 7.00000598 7.00000017 7.00000001 7.00000000 7
5 9.02721776 9.00052839 9.00001481 9.00000050 9.00000002 9.00000000 9
6 11.03965830 11.00094287 11.00003129 11.00000125 11.00000009 11.00000003 11
7 13.05457323 13.00153358 13.00005915 13.00000294 13.00000044 13.00000032 13
8 15.07195956 15.00233272 15.00010427 15.00000766 15.00000281 15.00000254 15
9 17.09182378 17.00338095 17.00018200 17.00002653 17.00001782 17.00001729 17

10 19.11422163 19.00476366 19.00035321 19.00011568 19.00010100 19.00009999 19

Tabla 4.5: Número de elementos para cada grado del polinomio en la aproximación.

Grado del polinomio
1 2 3 4 5 6

Elementos 120 60 40 30 24 20

Puede observarse que para el caso del oscilador armónico, el polinomio de grado 3 per-

mite obtener la energía hasta la octava cifra decimal, mientras que para orden 5 y 6 es práctica-

mente igual a la energía exacta. Se grafica la función de onda y densidad para el décimo estado

de energía 4.13, así como el espectro de energías, con la aproximación de orden 6.

Cabe mencionar que para sistemas como el oscilador armónico, caja de potencial in-

finito y potencial triangular, las mallas uniformemente espaciadas son las más adecuadas, pero

cuando se implementó un potencial coulómbico, esta malla no fue la que ofreció el mejor de-

sempeño.

Así, en el método de elemento finito, la elección de la malla correcta resulta vital para el

buen desempeño del método. En las siguientes figuras se puede observar la distribución de

puntos en el intervalo 0 ≤ x ≤ 10 para una malla uniformemente espaciada (figura 4.14), una

malla de Froese-Fischer (figura 4.15) y una malla modificada (figura 4.16) a la que se le nombró

de Chebyshev, con un polinomio interpolador de grado 3 y 20 elementos.

Las gráficas en las figuras 4.14, 4.15 y 4.16 fueron obtenidas al resolver la siguiente ecuación

diferencial:

−1

2

d 2

dr 2
F (r )+

(
`(`+1)

2r 2
− Z

r

)
F (r ) = εF (r ), (4.46)
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(a) Espectro de energías. (b) Función de onda y densidad electrónica.

Figura 4.13: Décimo estado en energía, determinado con polinomios de orden 6 para el oscilador ar-
mónico.

con

F (r ) = r R(r ), (4.47)

donde el potencial de la ecuación (4.46) esta dado por un potencial coulómbico y un término

centrífugo, que depende de `. Cabe recordar que esta ecuación sólo corresponde a la parte

radial, por lo que se tiene la consideración de que el potencial tiene simetría esférica.

Obteniendo via elemento finito una energía de−0.496 u.a. para una malla uniformemente

espaciada, −0.498 u.a. para la mmala de Froese-Fischer y −0.500 u.a. para la malla de Cheby-

shev.

Figura 4.14: Malla uniformemente espaciada para el átomo de hidrógeno, realizada con 20 elementos y
polinomios de grado 3. La energía obtenida es de −0.496 u.a.
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Figura 4.15: Malla de Froese-Fischer para el átomo de hidrógeno, realizada con 20 elementos y polinomio
de grado 3. La energía obtenida es de −0.498 u.a.

Figura 4.16: Malla de Chebyshev para el átomo de hidrógeno, realizada con 20 elementos y polinomio de
grado 3. La energía obtenida es de −0.500 u.a.

Como puede verse, para el átomo de hidrógeno, es importante tener mayor cantidad de

puntos cerca del origen, esta es la razón por la cual las últimas dos mallas son las que ofrecen

mejores resultados.

4.3.1 Malla Froese-Fischer

La malla tipo Froese-Fischer [68] tiene la siguiente forma analítica para cada punto.

xi = 1

z
exp

(
i −1

32
−5

)
, (4.48)

donde z es la carga nuclear.

Cuando se programó este algoritmo de obtención de nodos, se observó que crecía a ritmos

distintos para un número dado de puntos, por lo que no la hace del todo adecuada para poder
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emplearla en MEF. Esta malla es muy utilizada para sistemas libres, donde la función de onda

se extiende hasta infinito, pero no para el caso confinado. En la figura4.17 se observa el ritmo

de crecimiento de esta malla.

(a) 10 pts. (b) 50 pts.

Figura 4.17: Puntos dados por Froese-Fisher para distintos N .

Para poder modificar el número de puntos y la extensión del dominio, se realizó una

transformación lineal para pasar del dominio de la malla ([xmi n , xmax] ) al dominio de interés

([ξmi n ,ξmax] ), en en el cual resolvemos la ecuación de Schrödinger.

ξi =αxi +β (4.49)

con

α= ξmax −ξmi n

xmax −xmi n
y β= ξmi n xmax −ξmax xmi n

xmax −xmi n
(4.50)

4.3.2 Malla Chebyshev

La malla de Chebyshev original es usada para la resolución numérica de integrales sobre do-

minios seminfinitos. En [69, 70] la variable radial (0 ≤ r < ∞) es transformada a un intervalo

finito (−1 ≤ x ≤ 1).

r = rm

(
1+x

1−x

)
. (4.51)

En esta ecuación rm es un parámetro del tamaño atómico, el cual está relacionado con un medio

del radio de Bragg-Slater para cada átomo [71], por otro lado, la variable x es entonces dis-

cretizada usando puntos para una malla de cuadratura de Gauss-Chebyshev.

xi = cos

(
πi

N +1

)
. (4.52)
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La malla que está implementada en el programa de elemento finito usa la siguiente forma

modificada de los puntos de Chebyshev

xi = 1−cos

(
πi

2(N +1)

)
. (4.53)

Como puede verse en las figuras 4.18, el conjunto de {xi } se encuentran en el intervalo

0 ≤ x < 1, para poder utilizarlo en MEF; se realizo una transformación lineal exactamente igual

a la descrita anteriormente para la malla de Froeser-Fisher.

ξi = γxi +δ. (4.54)

(a) 50 pts. (b) 100 pts.

Figura 4.18: Puntos dados por Chebyshev para distintos N .

4.3.3 Átomos Hidrogenoides y Distintos Confinamientos

Los sistemas cuánticos al ser restringidos espacialmente presentan nuevas propiedades que di-

fieren del caso libre. Por ejemplo, para un sistema atómico libre, los electrones tendrán una

distinta distribución en el espacio que el correspondiente sistema confinado y, si las reacciones

químicas las analizamos desde el punto de vista electrónico, esta redistribución de la densidad

repercutirá de forma directa en la reactividad [72].

Por otro lado, sabemos que existe una relación entre volumen y presión y al disminuir el

volumen implica que la presión externa sobre el sistema crece. Fue en 1935 cuando E. Wigner y

H. B. Huntington predijeron la existencia de hidrógeno [73] en una forma alotrópica con carac-

terísticas de metal. Se sabe que éste se encuentra a altas presiones, similares a las presentes en

los núcleos de planetas, de esta forma, la caracterización de esta forma exótica de hidrógeno se

ha ganado el papel del Santo Grial de la física de altas presiones, mismas que podemos analizar

en los modelos de confinamiento cuántico.
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4.3.3.1 Confinamiento Esférico por Paredes Impenetrables

Se aplicó el método de elemento finito, para determinar las energías para distintos tipos de

confinamientos, siendo el primero de ellos, lo que se conoce como confinamiento de paredes

duras o impenetrables. La ecuación de Schrödinger asociada a dicho problema es

−1

2

d 2F (r )

dr 2
+Vc (r )F (r ) = εF (r ) con F (r ) = r R(r ), (4.55)

donde el potencial queda definido como:

Vc (r ) =
{

`(`+1)
2r 2 − Z

r r < Rc ,

∞ r ≥ Rc .
(4.56)

siendo Rc lo que se conoce como radio de corte. Si Rc tiende a infinito, se tiene el caso libre.

Para este potencial se compara la implementación hecha con el MEF, en el programa FINIT1D,

con los datos obtenidos por Rodríguez-Bautista y colaboradores [74]. Para ello se discretizó el

espacio en 100 elementos con polinomios de grado 5, obteniendo los resultados de la tabla 4.6.

Tabla 4.6: Comparación de la energía para el estado basal del átomo de hidrógeno, para distin-
tos radios de corte (Rc ) y un confinamiento de paredes impenetrables. En la segunda columna
se muestran resultados usando bases localizadas (tomadas de la referencia [74]) y la tercera
columna los resultados de este trabajo.

RcRcRc /u.a. BSIII/Ry MEF/Ry
0.72288 11.9110 11.9048
0.83155 8.1728 8.1690
0.85089 7.6638 7.6603
0.96240 5.3470 5.3449
1.00000 4.7498 4.7479
1.25921 2.0989 2.0984
1.43831 1.1213 1.1210
2.04918 -0.3103 -0.3103
2.51847 -0.6793 -0.6793
3.15412 -0.8797 -0.8797
3.45203 -0.9233 -0.9234
4.08889 -0.9707 -0.9708
4.87924 -0.9913 -0.9913
5.77827 -0.9979 -0.9979

79



4.3. FINIT1D CAPÍTULO 4. PROGRAMAS DESARROLLADOS

4.3.3.2 Confinamiento Esférico por Paredes Penetrables

Este confinamiento de paredes duras es el más sencillo de implementar y de resolver pero la

naturaleza dista mucho de presentar este tipo de delimitaciones espaciales. Un modelo más

cercano a la realidad es aquel con paredes penetrables donde la ecuación diferencial a resolver

es (4.55), pero modificando el potencial de confinamiento a:

Vc (r ) =
{

`(`+1)
2r 2 − Z

r r < Rc ,
`(`+1)

2r 2 −U0 r ≥ Rc .
(4.57)

Aquí el potencial está regulado por una pared con potencial dado por U0. Un caso parti-

cular es cuando U0 = 0, el cual simula un confinamiento dado por un cascarón esférico que se

encuentra conectado a tierra. Este tipo de confinamiento presenta un escalón en Rc , por lo que

la malla se adecuó para tener la mayor cantidad de puntos en la posición del núcleo como lo

indica el término coulómbico y también se aumentó la densidad de puntos en torno al escalón,

figura 4.19.

(a) Espectro de energías. (b) Función de onda y densidad electrónica.

Figura 4.19: Estado basal para el átomo de hidrógeno confinado por paredes penetrables y potencial
U0 = 0 en Rc = 2.04918u.a.

Como se mencionó anteriormente, U0 = 0 es un caso particular, el cual tiene solución

analítica, la cual está reportada por Ley-Koo y colaboradores [75]. Se comparan las energías para

distintos grados de confinamiento usando bases localizadas y optimizadas en [74], el método de

elemento finito del presente trabajo y la solución analítica dada por Ley-Koo.
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Tabla 4.7: Comparación de la energía para el estado basal del átomo de hidrógeno, para distin-
tos radios de corte (Rc ), y un confinamiento de paredes penetrables (U0 = 0).

RcRcRc /u.a. BSI/Ry MEF/Ry Exacto/Ry
0.72288 0.0001 0.0003 0.0000
0.83155 -0.0617 -0.0619 -0.0625
0.85089 -0.0807 -0.0810 -0.0816
0.96240 -0.2048 -0.2057 -0.2066
1.00000 -0.2479 -0.2491 -0.2500
1.25921 -0.5069 -0.5094 -0.5102
1.43831 -0.6364 -0.6393 -0.6400
2.04918 -0.8694 -0.8731 -0.8734
2.51847 -0.9394 -0.9424 -0.9426
3.15412 -0.9785 -0.9802 -0.9803
3.45203 -0.9868 -0.9881 -0.9881
4.08889 -0.9954 -0.9960 -0.9960
4.87924 -0.9988 -0.9990 -0.9990
5.77827 -0.9998 -0.9998 -0.9998

4.3.3.3 Confinamiento Esférico por un Dieléctrico Continuo

Otro confinamiento que se exploró con el MEF fue el confinamiento dado por un dieléctrico

continuo, el cual surge al estudiar los modelos de disolvente como casos especiales de confi-

namiento cuántico. Es en el dieléctrico donde se genera una cavidad y dentro de ella se lo-

calizará el soluto, en este caso, un átomo hidrogenoide. Usualmente, en este modelo, se usan

conjuntos de base que han sido previamente optimizados para el caso libre, por lo que es-

tas bases no tienen la información de la cavidad y el comportamiento asintótico no será el

adecuado, pues la perturbación provocada por el confinamiento cambia sustancialmente las

propiedades del sistema.

La ecuación a resolver es la ecuación (4.55), con el potencial dado por la siguiente expre-

sión:

Vc (r ) =
{

`(`+1)
2r 2 − Z

r r < Rc ,
`(`+1)

2r 2 − Z
εr r ≥ Rc ,

(4.58)

donde ε representa la permitividad, también llamada constante dieléctrica, relativa a un medio.

Los datos presentados a continuación corresponden a dos valores de ε representativos, teflón

con ε = 2.1 y agua con ε = 80.0. Los resultados exactos fueron determinados por Martínez-

Sánchez y colaboradores [76]. Cabe mencionar que en el desarrollo de Martínez-Sánchez, igual

que en el de Ley-Koo [75], se propone un valor de energía y se obtiene el radio de confinamiento
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(Rc ) asociado a dicha energía, caso contrario en el MEF donde se propone un radio y se obtiene

la energía asociada, por lo que la comparación no es posible realizarla en igualdad de térmi-

nos. Para ello, lo que se realizó fue calcular un espectro de energías para distintos radios de

confinamiento y sobreponer los datos de la referencia [76].

En la figura 4.20 se representa la energía para el estado basal del átomo de hidrógeno con-

finado por un dieléctrico continuo. Los círculos corresponden a una constante dieléctrica de

ε = 2.1, asociada al teflón, mientras que los triángulos corresponden a la constante dieléctrica

del agua (ε = 80.0). Los puntos vacíos corresponden al valor exacto, mientras que los puntos y

líneas pertenecen al MEF, las cuales se determinaron con 100 elementos y polinomios interpo-

ladores de grado 5.

Puede observarse que conforme el radio de confinamiento (Rc ) se incrementa, el valor de

la energía tiende al valor del caso libre (E = 0.5 u.a.). Por otro lado, el potencial del dieléctrico

con valor de ε igual al del agua, ioniza el átomo de hidrógeno para radios menores a una unidad

atómica. Por otro lado, el potencial para el dieléctrico teflón, no ioniza al átomo de hidrógeno.

Para comprobar esta observación, se determinó el valor esperado de 〈r 〉 y se graficó en la figura

4.21.

Figura 4.20: Energía del estado basal para el átomo de hidrógeno, a distintos radios, los círculos corres-
ponden a una constante dieléctrica de 2.1, mientras los triangulos a la constante dielectrica de 80.0, las
figuras llenas corresponden a datos determinados via MEF mientras las figuras vacias a su contraparte
exacta.

Nuevamente los círculos corresponden a un valor de 2.1 en la constante dieléctrica y los
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triángulos a 80.0. Igualmente se observa que, a radios grandes, la energía y el valor esperado de

r convergen al caso libre. Donde el valor esperado de r para el sistema libre es igual a 3/2 u.a.

Figura 4.21: Valor esperado 〈r 〉 para el átomo de hidrógeno a distintos radios, los círculos correspon-
den a una constante dieléctrica de 2.1, mientras los triangulos a la constante dielectrica de 80.0, la línea
horizontal corresponde al valor esperado para el caso libre.

La densidad electrónica y el potencial puede verse en la figura 4.22, que corresponde al

valor de la constante dieléctrica asociada al agua.

Figura 4.22: Función de onda y densidad electrónica para el estado basal para del átomo de hidrógeno
confinado por un dieléctrico, con constante dieléctrica de 80.0.
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4.4 Finit2D

En el caso de confinamiento a nivel atómico existe una gran cantidad de trabajos [72, 77–80],

pero son relativamente pocos para el caso molecular. Para moléculas diatómicas se ha realizado

el análisis de forma analítica con los núcleos en los focos de elipsoides para H+
2 , HeH++ [81] y de

forma variacional para sistemas diatómicos con dos electrones [82, 83]. Estos últimos trabajos,

de R. Colín y S. Cruz desacoplan las coordenadas de los núcleos de los focos, pudiendo variar de

manera independiente la forma de la cavidad confinante y la distancia internuclear.

Debido al problema de optimización de la base, que dependerá del confinamiento dado

así como también de la distancia internuclear, se ha explorado resolver la ecuación de Schrö-

dinger de forma numérica usando las herramientas ofrecidas por el método de elemento finito,

se han codificado dos programas, uno que hace uso de bases localizadas, el programa CLAUSUS

y otro que implementa el método de elemento finito en dos dimensiones FINIT2D.

FINIT2D corresponde a una subrutina en C, que dada la geometría confinante y las posi-

ciones nucleares obtiene la triangulación de Delaunay. El método propuesto es una triangu-

lación incremental, donde se añaden puntos y se genera la conectividad con el nuevo punto

añadido, así hasta terminar con los puntos.

(a) Triangulación. (b) Test de circulo vacío.

Figura 4.23: Triangulación de Delaunay para 12 puntos.

La parte medular consiste en, dado 4 puntos, realizar el test de círculo vacío, o también

llamado en geometría computacional test InCircle, el cual está relacionado con la condición de

Delaunay, la cual establece que para un triángulo, la circunferencia circunscrita del mismo no

debe contener ningún otro vértice de la triangulación en su interior [27, 28].

El código para la generación de la malla (malla no estructurada) está formado por las si-

84



CAPÍTULO 4. PROGRAMAS DESARROLLADOS 4.4. FINIT2D

guientes rutinas principales:

TriangulacionIncremental: Función principal de la triangulación.

inserDelaunay: Realiza una triangulación local, dentro de un triángulo mayor.

changDelaunay: Obtiene el triángulo sobre el que se añadirán puntos extras.

RefinaMesh: Refina la triangulación añadiendo puntos en el vértice de Voronoi.

El paso posterior es un refinamiento por inserción en el vértice de Voronoi, debido a que

la triangulación de Delaunay y el diagrama de Voronoi están íntimamente relacionados. Y se

sabe que, añadir un nodo en el vértice de Voronoi mantiene las propiedades globales de la tri-

angulación.

Obviamente, la triangulación deberá de ser más refinada en puntos cercanos a los núcleos,

para ello se ha propuesto un esquema aparte del de Voronoi, uno que minimice las áreas de los

triángulos dentro de la zona internuclear y nuclear.

Los pasos dentro del programa, para la generación de la malla en 2D son:

• Dada la geometría y posiciones nucleares se obtiene la primera triangulación. En este

punto ya tenemos los nodos Dirichlet, como se muestra en la figura 4.24a.

• Se refina la triangulación tomando en cuenta la distancia a los núcleos y la carga nuclear,

figura 4.24b.

• Se continúa refinando la triangulación sólo en aquellos triángulos que sea necesario, dadas

las condiciones de distancia al núcleo y carga nuclear, hasta obtener la triangulación final,

figura 4.25.

• En el último punto de la triangulación se tiene la matriz de ligadura (matriz necesaria

para ensamblar la matrices), en este punto se sabe cuáles son nodos internos y externos,

así como también los triángulos frontera.

• Con la información de la matriz de ligadura y la forma analítica de las integrales involu-

cradas, se ensamblan las matrices.

• Se resuelve el problema de valores propios. Para ello el programa hace uso de la biblioteca

LAPACKE.
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(a) Primer paso en la triangulación. (b) Refinamiento en la triangulación.

Figura 4.24: Proceso de triangulación de Delaunay.

Figura 4.25: Último paso de la triangulación.

Teniendo la triangulación, y guardada con un formato vtk, se ha resuelto la ecuación de

Schrödinger para el ion molecular H+
2 , el cual consta de un sólo electrón y de dos núcleos, el

valor exacto es reportado en [81] y, con bases localizadas en el programa CLAUSUS, también se

reporta la densidad electrónica en el centro geométrico (rc ).

La comparación entre los valores de la densidad electrónica, entre las funciones de base

localizadas (CLAUSUS) y las funciones polinomiales (FINIT2D), se puede ver en la figura 4.26.

Conforme el sistema se confina, la densidad electrónica migra de los núcleos a la zona

internuclear, generando un máximo donde había un punto de silla de primer orden, dicho de

otra forma, un punto crítico de enlace por efecto de la presión se transformó en un punto crítico

no-nuclear, figura 4.27.
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Tabla 4.8: Comparación energética para el confinamiento de H+
2 , a distintos niveles de ξ0, la

distancia internuclear fue de 2.0 u.a.

ξ0 Eexact a Eapr ox ρ(r c )
2.2237 -0.75 -0.7499 0.196
1.9934 -0.50 -0.4999 0.258
1.7434 0.025 0.0258 0.395
1.6150 0.5 0.5025 0.525
1.3621 2.5 2.5214 1.134

(a) Estado basal usando bases localizadas.
(b) Estado basal, usando bases polinomiales
MEF.

(c) Primer estado excitado, usando bases loca-
lizadas.

(d) Primer estado excitado, usando bases poli-
nomiales MEF.

Figura 4.26: Densidad para los primeros dos estados de la molécula ion H+
2 , usando dos metodologías

distintas, para un confinamiento elipsoidal de ξ0 = 1.9934u.a.

A diferencia del programa FINIT1D, FINIT2D consta principalmente de la triangulación, y

sólo se ha programado polinomios de interpolación lineal, una posterior mejora será incremen-

tar el orden del polinomio, pero es interesante ver cómo aún se observan tendencias similares a
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(a) Estado basal usando bases localizadas.
(b) Estado basal, usando bases polinomiales
MEF.

(c) Primer estado excitado, usando bases local-
izadas.

(d) Primer estado excitado, usando bases poli-
nomiales MEF.

Figura 4.27: Densidad para los primeros dos estados de la molécula ion H+
2 , usando dos metodologías

distintas, para un confinamiento elipsoidal de ξ0 = 1.3621u.a.

las encontradas con bases localizadas sobre los núcleos.
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CAPÍTULO 5

APLICACIONES

A continuación se presentan algunas aplicaciones donde se ha usado GPUAM, ya sea para res-

ponder algunas interrogantes o para brindar información extra sobre la naturaleza de distintas

interacciones químicas. Esto se realizó usando la teoría de átomos en moléculas [16–18] y el

índice de interacciones no covalentes [22, 23].

Cabe mencionar que estas aplicaciones, fueron realizadas como apoyo a los investigadores

Pablo López-Albarran (Interacción entre oligolignoles y celulosa) y José Eduardo Barrios-Vargas

(Interacción oro y nucleótido).

5.1 Interacciones entre oligolignoles y celulosa

El diseño de adhesivos para la industria de la madera ha migrado a los adhesivos amigables para

el ambiente, donde la lignina es de los materiales más estudiados. Ésta es una clase de polímero

orgánico, presente en los tejidos de soporte de las plantas y junto a la celulosa, es uno de los

componentes principales de la madera. Las ligninas presentan un elevado peso molecular dado

que resultan de la unión de varios alcoholes fenilpropílicos. En este trabajo se analizaron las in-
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teracciones entre distintos oligolignoles y la celulosa; teniendo como hipótesis que el oligolignol

con mayor cantidad de interacciones no covalentes, será el que mejor funcione como posible

adhesivo.

Se analizarón cinco complejos formados por un oligolignol y celulosa. De los cuales, tres

corresponden a trilignoles y dos a dilignoles, siendo las unidades básicas de estos el coniferol

(CA) y sinapol (SA), cuya estructura puede verse en la figura 5.1.

Figura 5.1: Estructura de dos lignoles: izquierda coniferol, derecha sinapol.

La nomenclatura de los oligolignoles puede resultar confusa, sin embargo a continuación

se enuncia el nombre con el cual han sido referenciados en la siguiente publicación [84] y un

nombre abreviado para este escrito, vease la Tabla 5.1.

Tabla 5.1: Nomenclatura de este trabajo para los complejos oligolignol-celulosa.

Trilignoles
Nombre del oligolignol en [84] Nombre en este trabajo

CA_βO4_SA_β5_CA Complejo 01
CA_βO4_SA_ββ_SA Complejo 02
SA_βO4_SA_ββ_SA Complejo 03

Dilignoles
CA_βO4_CA Complejo 04
CA_ββ_CA Complejo 05

Las estructuras químicas de los trilignoles estudiados pueden verse en la figura 5.2, mien-

tras que para los dilignoles en la figura 5.3.

A partir de estructuras del complejo oligolignol-celulosa que previamente fueron opti-

mizadas, se obtuvo el archivo con la información de la función de onda usando el paquete com-

putacional Gaussian [50], empleando para ello el funcional M06-2X [85] y el conjunto de base

cc-pVDZ dentro del marco de la TFD. Con esta información se efectuó la búsqueda de puntos
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(a) Oligolignol del complejo 1. (b) Oligolignol del complejo 2. (c) Oligolignol del complejo 3.

Figura 5.2: Trilignoles estudiados.

(a) Oligolignol del complejo 4. (b) Oligolignol del complejo 5.

Figura 5.3: Dilignoles estudiados.

críticos de la densidad usando GPUAM y complementando la búsqueda de puntos críticos, se

realizó el análisis de interacciones no covalentes.

Las interacciones no covalentes entre los complejos oligolignol - celulosa fueron anal-

izadas usando el INC, se observó que en todos los casos hay grandes zonas de interacción in-

termolecular (baja densidad electrónica y bajo gradiente reducido), y en términos generales las

interacciones que prevalecen son en su mayoria van der Waals y en menor medida enlaces de

hidrógeno fuertes, ver figura 5.4.

Como puede observarse para cada complejo las interacciones covalentes no aparecen en-

tre cada par oligolignol y celulosa, por lo tanto, la adhesión se promueve mediante interacciones

débiles. Por otro lado, las interacciones repulsivas, en color rojo, están asociadas a las interac-

ciones intramoleculares (tensión anular) involucradas dentro del modelo de celulosa.

Además del análisis de INC, el enfoque de AEM fue usado para determinar de forma puntal

los contactos entre los oligolignoles y la celulosa, através las trayectorias de enlace. Al analizar

las trayectorias de enlace, los enlaces de hidrógeno que se forman son entre las especies: O-H· · ·
O, C-H· · · O y Cπ-H · · ·O. Un análisis detallado de estos se puede ver en las Tablas 5.2-5.6. Las

interacciones se clasifican en: 1) enlace de hidrógeno entre el grupo hidroxilo del oligolignol y

el oxígeno la celulosa (oli - OH · · · O-Cel), 2) enlace de hidrógeno entre un oxígeno del oligoli-

nol y el hidroxilo de la celulosa (oli-O · · · HO-Cel), 3) enlace de hidrógeno entre el grupo metilo
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(a) Complejo 1. (b) Complejo 2.

(c) Complejo 3. (d) Complejo 4.

(e) Complejo 5.

Figura 5.4: Análisis de interacciones no covalentes para los complejos oligolinol- celulosa, las zonas verdes
corresponden a interacciónes de van der Waals, los pequeños discos azulados corresponden a interacciónes
fuerte tipo puente de hidrógeno, mientras que las zonas rojas indican interacciónes no enlazantes. Las
esferas en color gris sugieren carbono, rojo para oxígeno y blanco para hidrógeno.

del oligolignol a un oxígeno a un oxígeno de la celulosa (oli-CH· · · O-Cel), 4) entre oxígeno de

éter entre el oligolignol a un hidrógeno de la celulosa (oli-O· · · HC-Cel), 5) intracción π entre el

oligolignol y un hidroxilo de la celulosa (oli-Cπ - H · · · O-Cel). Todas estas interacciones se infor-

man en estas tablas donde d(A · · ·H), d(A · · ·D) y α representan las distancias aceptor - átomo

de hidrógeno, aceptor - donante y el ángulo A· · ·H-D, respectivamente. Finalmente, ρ(bcp) rep-

resenta la densidad de electrones evaluada en un punto crítico de enlace.

Un resumen de todos los enlaces de hidrógeno encontrados en los cuatro complejos se
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Tabla 5.2: Caracterización de los enlaces de hidrógeno para el complejo 1.

Oligolignol Celulosa d(A· · ·H)/Å d(A· · ·D)/Å α/º ρ(bcp) /u.a.
OH O 1.76 2.74 171.0 0.040
OH O 1.78 2.71 155.7 0.038
OH O 2.10 3.06 175.3 0.019
O HC 2.21 3.19 150.1 0.018
O HO 2.18 2.96 136.8 0.016

CH O 2.30 3.15 133.7 0.015
CH O 2.30 3.25 144.6 0.015
O HC 2.63 3.69 164.6 0.008
O HC 2.71 3.40 121.4 0.007

CH O 2.73 3.72 152.0 0.006
O HC 2.75 3.42 119.3 0.006

OH O 3.06 3.93 149.5 0.002
CH O 3.35 3.93 114.4 0.002

Tabla 5.3: Caracterización de los enlaces de hidrógeno para el complejo 2.

Oligolignol Celulosa d(A· · ·H)/Å d(A· · ·D)/Å α/º ρ(bcp) /u.a.
OH O 1.81 2.64 141.6 0.036
O HO 1.99 2.77 136.4 0.025

CH O 2.29 3.23 142.7 0.014
O HO 2.25 2.92 125.9 0.013
O HC 2.45 3.35 139.1 0.011
O HC 2.45 3.47 155.7 0.010
O HC 2.49 3.43 144.6 0.009
O HC 2.59 3.55 147.0 0.008
O HC 2.58 3.41 144.1 0.006

CH O 2.83 3.38 110.6 0.005
O HC 2.89 3.73 134.2 0.004
O HC 2.91 3.78 137.9 0.004

CH O 2.99 3.85 135.4 0.003
CH O 3.00 3.86 136.0 0.003
CH O 3.05 3.63 113.3 0.003
CH O 3.13 3.90 127.9 0.003

CπH O 3.16 4.02 137.4 0.002
O HC 3.36 4.16 131.7 0.001
O HC 3.44 4.03 115.8 0.001
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Tabla 5.4: Caracterización de los enlaces de hidrógeno para el complejo 3.

Oligolignol Celulosa d(A· · ·H)/Å d(A· · ·D)/Å α/º ρ(bcp) /u.a.
O HO 1.87 2.8 162.4 0.031

CH O 2.38 3.32 143.2 0.012
CH O 2.42 3.41 150.3 0.011
CH O 2.4 3.45 158.9 0.011
CH O 2.43 3.41 118.4 0.011
CH O 2.43 3.41 148.9 0.011
O HC 2.48 3.49 153.5 0.010

CH O 2.51 3.34 132.2 0.010
CH O 2.54 3.03 106.0 0.009
CH O 2.57 3.38 130.4 0.008
CH O 2.61 3.55 144.6 0.008
CH O 2.66 3.59 143.0 0.007
O HC 2.69 3.54 134.4 0.007
O HC 2.71 3.74 156.8 0.006

CH O 2.74 3.33 113.7 0.006
O HC 2.82 3.33 108.6 0.006

CπH O 2.89 3.43 110.4 0.005
O HC 2.93 3.80 137.1 0.004

CH O 3.16 4.12 147.0 0.002
O HC 3.28 4.10 132.8 0.002

CH O 3.36 4.38 155.8 0.001

Tabla 5.5: Caracterización de los enlaces de hidrógeno para el complejo 4.

Oligolignol Celulosa d(A· · ·H)/Å d(A· · ·D)/Å α/º ρ(bcp) /u.a.
OH O 1.75 2.73 173.1 0.039

CπH O 2.35 2.96 114.1 0.014
O HC 2.31 3.38 166.9 0.013

CH O 2.39 3.47 171.1 0.012
CπH O 2.61 3.09 106.0 0.009
CH O 2.56 3.21 117.5 0.008

CπH O 2.71 3.71 152.6 0.006
O HC 2.80 3.71 142.0 0.005
O HO 2.72 3.68 167.6 0.005
O HC 2.91 3.75 133.9 0.003

CH O 3.06 3.91 134.6 0.003
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Tabla 5.6: Caracterización de los enlaces de hidrógeno para el complejo 5.

Oligolignol Celulosa d(A· · ·H)/Å d(A· · ·D)/Å α/º ρ(bcp) /u.a.
O HO 2.00 2.79 137.7 0.023
O HC 2.38 3.36 149.4 0.012
O HC 2.68 3.69 155.2 0.007
O HC 2.77 3.16 100.8 0.007

CH O 2.81 3.64 131.9 0.005
CH O 2.77 3.69 141.6 0.005

CπH O 3.12 3.90 129.2 0.003

presenta en la figura 5.5, donde claramente el contacto CH · · · O predomina sobre OH · · · O y C

π H · · · O. Por lo tanto, una interacción débil como la presentada por el contacto CH · · · O tiene

una relevancia importante para la adhesión entre oligolignoles y celulosa.
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Figura 5.5: Clasificación de los enlaces de hidrógeno en los complejos oligolignol-celulosa.

Estas interacciónes pueden verse en la figura 5.6, siguiendo el siguiente código de col-

ores: marrón para la celulosa, gris para el oligolignol, rojo para el oxígeno, blanco para el átomo

de hidrógeno. Finalmente los enlaces de hidrogeno se han marcado en una paleta de colores

azules, a mayor saturación mas fuerte el enlace de hidrógeno.

A partir de estos resultados, es evidente que los parámetros geométricos exhibidos por

algunos de estos enlaces de hidrógeno están fuera del rango de lo que se llamaría enlaces de
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(a) Complejo 1. (b) Complejo 2.

(c) Complejo 3. (d) Complejo 4.

(e) Complejo 5.

Figura 5.6: Análisis de átomos en moleculas para las interacciones intermoleculares.

hidrógeno comunes. De estas tablas, claramente la densidad en el punto crítico de enlace es

bastante pequeña para enlaces de hidrógeno con parámetros geométricos no favorecidos.

Del grupo de trilignoles es tal vez el complejo 3 y el complejo 2 lo que actuaría como

mejores adhesivos debido a que generan mayores contactos vía enlace de hidrógeno, con 21 y 19

respectivamente. Complementando, el dilignol del complejo 4 genera 11 enlaces de hidrógeno,

comparado contra el complejo 5 que es el que genera el menor número de contactos.
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5.2 Interacciones intermoleculares en diamantoides

Los diamantoides son pequeñas moléculas con la estructura tridimensional del diamante, for-

mando pequeñas cajas. El diamantoide más pequeño es el adamantano, de estructura conden-

sada (C10H16), es posible encontrarlo en pequeñas cantidades en el petróleo, algunos derivados

de él han sido empleados con éxito en medicina, como medicamentos para el Parkinson o an-

tivirales. Sin embargo, también pueden usarse para funcionalizar electrodos, por ejemplo sobre

electrodos de Au(111), lo que promueve la fijación de ciertas bases nitrogenadas y le confiere

características óptimas para desarrollar biosensores y sencuenciadores de ADN [86].

A partir de la estructura (5.7), se realizaron cortes manteniendo la zona de interés intacta,

la primera zona corresponde a la marcada con el rectángulo gris y corresponde al complejo

Diamantoide (D) · · · nucleótido de guanina (Gua) a este lo llamaremos sistema 1.

Figura 5.7: Estructura Au-Diamantoide · · · Nucleótido de guanina - Au, vista lateral del sistema. Las es-
feras grises representan átomos de carbono, las azules nitrógeno, rojas oxígeno, blancas hidrógeno , amar-
illa azufre y naranja oro.

La siguiente zona corresponde al complejo del sistema 1, y una capa de oro a cada lado, a

este lo nombraremos como sistema 2, y se encuentra marcada en la figura 5.7 con el recuadro

azul.

Para analizar las interacciones entre el diamantoide y el nucléotido de guanina se re-

alizaron los cálculos de estructura electrónica para lo sistemas 1 y 2 usando el paquete com-

putacional NWChem 6.6 [52], con estos cálculos se exportó el archivo wfx.
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Los cálculos se realizaron en el marco de la teoría de funcionales de la densidad (TFD),

para tener una correcta descripción de las interacciones no covalentes (van der Waals, enlaces

de hidrógeno) usamos el funcional de Truhlar M06-2X [85]. Por otro lado, se utilizó el conjunto

de base LANL2DZ para los átomos correspondientes a los 2 primeros periodos de la tabla per-

iódica. Para los restantes se utilizó el pseudopotencial asociado a esta base (LANL2DZ) [87], esto

con el fin de aligerar la carga computacional.

Con la información de la función de onda (archivo wfx) se realizaron dos tipos de análisis:

• Análisis de interacciones no covalentes.

• Búsqueda y caracterización de los puntos críticos de la densidad.

Estos cálculos se realizaron con GPUAM, sobre una arquitectura híbrida GPU-CPU. Se de-

terminaron las zonas de interacciones no covalentes, los puntos críticos y las trayectorias de

enlace, así como las propiedades topológicas asociadas a cada punto crítico de interés.

Para cada punto crítico de enlace, se reportan la densidad electrónica (ρ(r )), el laplaciano

de esta (∇2ρ(r )), la densidad de energía cinética Lagrangiana (G(r )), la densidad de energía

potencial (V (r )) y la densidad de energía total (H(r )), todos estos datos son reportados en el

archivo log de GPUAM.

Existen trabajos que han relacionado la densidad de energía potencial con la energía de

interacción para sistemas enlazados por puente de hidrógeno. Dado que las interacciones que

aparecen en este sistema son de este tipo, resulta fácil estimar la energía de interacción con los

datos de los puntos críticos [20]:

EHB = 1

2
V (r BC P ). (5.1)

Lo anterior permite definir, de forma empírica una energía de interacción general con

base en los valores de la densidad de energía potencial para cada punto crítico de enlace:

E A−B = 1

2

∑
i

V (r i ) ∀ r i ∈ {r BC P } entre A y B. (5.2)
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5.2.1 Sistema 1: Diamantoide - Guanina

Este sistema corresponde sólo a la parte interna, la conformada por el diamantoide y el nucleó-

tido de guanina, figura 5.8.

Figura 5.8: Estructura Diamantoide · · · Nucleótido de guanina. Las esferas grises representan átomos de
carbono, las azules nitrógeno, rojas oxígeno, blancas hidrógeno y amarilla azufre.

Las interacciones no covalentes son las que prevalecen en la interfaz diamantoide - nucle-

ótido, estas están marcadas por las grandes zonas verdes de la figura (5.9). Por otro lado, existen

interacciones que aunque son no covalentes, son más direccionadas, las cuales se presentan

como dos enlace de hidrógeno y un enlace dihidrógeno, zonas ligeramente azules. Mientras

que las zonas con un ligero tono rojo son interacciones repulsivas que se esperan debido a la

tensión anular de la guanina y del azucar del nucleótido.

Figura 5.9: Índice de interacciones no covalentes para diamantoide - nucleótido.

El siguiente paso fue la búsqueda de puntos críticos; se obtuvieron 6 puntos críticos en la

interfaz. Como el índice de interacciones no covalentes (INC) mostró, existen 3 interacciones

más fuertes que las demás, estas corresponden a los puntos críticos 1, 2 y 3 de la figura 5.10.
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Figura 5.10: Puntos críticos y trayectorias de enlace entre el diamantoide y el nucleótido, los puntos críti-
cos se muestran en amarillo, mientras que la trayectoria de enlace en azul, se encuentran ordenados de
acuerdo a la densidad en el punto crítico.

Tabla 5.7: Puntos críticos de enlace en el sistema 1, los datos están en unidades atómicas, la
energía (E) en kcal/mol.

Punto Tipo ρ(r ) ∇2ρ(r ) G(r ) V (r ) H(r ) E
1 D −H2N · · ·H2N −G 0.022 0.066 0.016 -0.016 -0.000026 -5.156
2 D −H · · ·H N −G 0.017 0.064 0.015 -0.014 0.000977 -4.392
3 D −H · · ·O =G 0.012 0.050 0.010 -0.008 0.002183 -2.546
4 D −H · · ·O =G 0.007 0.023 0.005 -0.004 0.000983 -1.193
5 D −H · · ·O =G 0.005 0.023 0.004 -0.003 0.001452 -0.875
6 D −H · · ·N H −G 0.005 0.016 0.003 -0.002 0.000869 -0.682

Un resumen de los valores de densidad, laplaciano, densidad de energías cinética, poten-

cial y total, así como un estimado de la energía de interacción se muestran en la tabla (5.7).

Dentro de la teoría de átomos en moléculas (AEM), es posible caracterizar las interac-

ciones de enlace en interacciones de capa cerrada (iónicas y van der Waals) y en interacciones

de capa compartida (covalentes).

Las interacciones de capa cerrada tienen valores del laplaciano mayores a cero (∇2ρ(r ) >
0), debido a una reducción de la densidad electrónica en la zona internuclear. Por lo contrario,

las de capa compartida tienen valores en el laplaciano menores a cero (∇2ρ(r ) < 0), debido a la

acumulación electrónica en la zona internuclear.

Por otro lado, la densidad de energía total (H(r )) también permite clasificar las interac-

ciones, siendo mayor a cero para capa cerrada y menor a cero para capa compartida.
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Podemos clasificar usando estos parámetros (densidad - laplaciano, y densidad de energía

total H) en interacciones de van der Waals y de puente de hidrógeno. Para poner en contexto,

el enlace de hidrógeno en el dímero agua - agua, está caracterizado por ρ(r BC P ) = 0.022 u.a.,

tiene un laplaciano de ∇2ρ(r BC P ) = 0.0232 u.a. y energía de interacción de E = 4.46 kcal/mol.

De tal forma que la interacción uno y dos, son comparables a las encontradas en un enlace de

hidrógeno como el presente en el dímero de agua.

5.2.2 Sistema 2: Sistema 1 con Oro

Este sistema corresponde a la parte interna más una capa de oro por cada lado, como se puede

ver en la figura 5.11,

Figura 5.11: Estructura Au - Diamantoide · · · Nucleótido · · · Au.

Como en el sistema anterior, se obtuvo el archivo WFX, con toda la información necesaria

para construir la densidad electrónica y campos derivados, se realizaron los análisis sobre las

interacciones no covalentes. En este sistema, debido a la presencia de oro, se observo 3 zonas

interfaciales. La primera entre el diamantoide y el nucleótido, tal y como se observó en el sis-

tema 1, la segunda, entre el oro y el diamantoide. Finalmente, la tercera entre el nucleótido y el

oro (figura 5.11).

Esta interfaz coincide con la del sistema 1, de igual forma existen 6 puntos críticos de

enlace; en términos generales, podemos decir que la topología de la densidad electrónica se

mantiene en ambos sistemas, véase la figura 5.10 y 5.12.
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Figura 5.12: Puntos críticos y trayectorias de enlace entre el diamantoide y el nucleótido, los puntos críti-
cos se muestran en amarillo, mientras que la trayectoria de enlace para la interfaz 1 en azul.

Un resumen de las propiedades topológicas de este sistema se exponen en la tabla (5.8).

Tabla 5.8: Puntos críticos de enlace en el sistema 2 y la interfaz diamantoide - nucleótido, los
datos están en unidades atómicas, la energía (E) en kcal/mol.

Punto Tipo ρ(r ) ∇2ρ(r ) G(r ) V (r ) H(r ) E
1 D −H2N · · ·H2N −G 0.022 0.066 0.016 -0.016 0.000033 -5.133
2 D −H · · ·H N −G 0.017 0.064 0.015 -0.014 0.000992 -4.384
3 D −H · · ·O =G 0.012 0.050 0.010 -0.008 0.002177 -2.545
4 D −H · · ·O =G 0.007 0.023 0.005 -0.004 0.000982 -1.192
5 D −H · · ·O =G 0.005 0.023 0.004 -0.003 0.001451 -0.875
6 D −H · · ·N H −G 0.005 0.016 0.003 -0.002 0.000872 -0.681

Para caracterizar el efecto que provoca el oro en la interfáz diamantoide - nucleótido, se

compararon los puntos críticos, así como sus elementos topológicos entre el sistema 1 y del

sistema 2. Se cálculo la diferencia porcentual, siendo menores al 0.67% y de forma promediada,

menores al 0.2% estos datos están resumidos en la tabla (5.9).

Al añadir la capa de oro a la derecha, se generan nueve contactos entre el azucar (Dx), el

grupo fosfato (Ph) y la capa de oro (Au). De acuerdo al valor que toma la densidad se pueden

apreciar tres interacciones ligeramente más fuertes entre un hidrógeno del azucar con el oro, un

oxígeno del grupo fosfato, y un hidrógeno del grupo fosfato. Asi pues, entre el nucleótido y el oro

existe una interacción pero no afecta de manera importante a la zona de interfaz diamantoide -

nucleótido.
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Tabla 5.9: Comparación entre los sistemas 1 y 2, para los puntos críticos encontrados en la
interfáz diamantoide-nucleótido, los datos de la columna dos y tres corresponden a densidades
electrónicas en el punto crítico, estos datos están en unidades atómicas.

Punto Densidad Sis. 1 Densidad Sis. 2 Diferencia porcentual
1 0.021894 0.021747 -0.673 %
2 0.012060 0.012059 -0.011 %
4 0.006907 0.006906 -0.015 %
5 0.005401 0.005408 0.120 %
6 0.004863 0.004853 -0.197 %

Promedio -0.171 %

Figura 5.13: Puntos críticos y trayectorias de enlace entre el diamantoide y el nucleótido, los puntos críti-
cos se muestran en amarillo, mientras que la trayectoria de enlace para la interfaz 3 en azul.

A partir del análisis de INC y AIM se puede enunciar que, el oro funciona como un soporte

noble, que no altera las propiedades topológicas de la densidad entre diamantoide y la base

nitrogenada, razón de ello es la diferencia encontrada en la densidad electrónica del sistema

condensaday sin el oro, entre el diamantoide y el nucleótido. Sin embargo es la segunda capa

de oro la que presenta el mayor número de contactos con los oxígenos del grupo fosfato de

la base nitrogenada, lo que promovería cierta adherencia entre la base nitrogenada y el oro. Es

necesarío evaluar esta energía de union, y analizar si el uso del oro es el adecuado para ser usado

como electródo de soporte.

103
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Tabla 5.10: Puntos críticos de enlace en el sistema 2, y la interfaz nucleótido - oro, los datos
están en unidades atómicas, la energía (E) en kcal/mol.

Punto Tipo ρ(r ) ∇2ρ(r ) G(r ) V (r ) H(r ) E
1 G −Dx −H · · · Au 0.034 0.101 0.031 -0.037 -0.005849 -11.585
2 G −Ph −O · · · Au 0.033 0.144 0.038 -0.039 -0.001517 -12.277
3 G −Ph −H · · · Au 0.023 0.059 0.017 -0.019 -0.001964 -5.883
4 G −Dx −OH · · · Au 0.009 0.025 0.005 -0.004 0.000943 -1.362
5 G −Dx −OH · · · Au 0.009 0.025 0.005 -0.004 0.001028 -1.352
6 G −Ph −O · · · Au 0.008 0.027 0.006 -0.005 0.000982 -1.467
7 G −Dx −H · · · Au 0.008 0.026 0.005 -0.004 0.001388 -1.181
8 G −Ph −O · · · Au 0.007 0.019 0.004 -0.004 0.000595 -1.147
9 G −d x −H · · · Au 0.005 0.016 0.003 -0.002 0.000994 -0.652
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CAPÍTULO 6

CONCLUSIONES

En esta tesis se presentó, el uso de métodos basados en mallas, tanto para la evaluación de

campos escalares y vectoriales de importancia en la química computacional y teórica, así como

también para la búsqueda de puntos críticos. Esto ha llevado a la implementación de dos pro-

gramas, GPUAM y CUBE3D, que explotan el paralelismo a nivel de datos, sobre mallas tridimen-

sionales.

También es importante mencionar que la implementación hecha de GPUAM sobre una ar-

quitectura híbrida CPU-GPU explota las herramientas actuales de computo. Se puede concluir

que las tarjetas gráficas son importantes herramientas en el computo científico, debido al au-

mento de la velocidad en tiempos de cálculo, esto permite abordar sistemas químicos que hace

un par de años era inviable.

Por otro lado, también se exploró el método de elemento finito para la resolución de la

ecuación de Schrödinger monoelectrónica y su aplicación a sistemas confinados, observándose

lo siguiente:

• La malla modificada de Chebyshev tiene un desempeño adecuado para ser usada en el

método de elemento finito de sistemas que tengan un potencial coulómbico.
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• La implementación puede utilizarse para cualquier potencial unidimensional, dando ex-

celentes resultados, como se observó al compararlos con los resultados exactos.

• El método de elemento finito para el ión molecular H+
2 , si bien no presentó el resultado

exacto, sí presentó de forma general la tendencia que se esperaba, es necesario en este

caso usar funciones de interpolación de mayor grado.

En las aplicaciones llevadas a cabo, se pudo encontrar que:

• En los sistemas formados por los distintos lignoles y la celulosa, se presentan enlaces de

hidrógeno no convencionales C −H · · ·O, siendo sustancialmente mayores en los lignoles

que presentan propiedades más adhesivas.

• En el sistema del diamantoide, el oro funciona como un soporte noble, que no altera las

propiedades topológicas entre el diamantoide y la base nitrogenada. Sin embargo, es la

segunda capa de oro la que presenta el mayor número de contactos con los oxígenos del

grupo fosfato de la base nitrogenada.

Finalmente es importante mencionar que la creación de programas propios provee la au-

tonomía necesaria para implementar teorías, ideas o algoritmos, sin depender de otros grupos

de investigación.
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PERSPECTIVAS

A partir del trabajo desarrollado y los códigos presentados en esta tesis, las perspectivas se ori-

entan en dos direcciones: el método de elemento finito y la programación en tarjetas gráficas.

Para tener un código aplicable a sistemas multielectrónicos delimitados espacialmente,

es necesario realizar una correcta implementación de las integrales bielectrónicas. De igual

forma para darle robustez al ćodigo FINIT2D, el paso natural es incrementar los polinomios de

interpolación.

Por otra parte implementar en GPUAM las derivadas numéricas y búsqueda de puntos

críticos previamente programados en CUBE3D. Un tema bastante importante y que permitiría

extender el análisis topológico es la rápida y eficiente evaluación de integrales sobre las cuencas

atómicas.

Seguir con la programación y evaluación de campos escalares y vectoriales que ayuden al

análisis de interacciones moleculares. En este sentido trabajar con la función de Fukui, progra-

marla para obtenerla a partir de la información de dos cálculos de estructura electrónica y con

la maquinaria de GPUAM, realizar la busqueda y caracterización de puntos críticos.
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APÉNDICE A

ARMADO DE MALLAS EN GPUS

El siguiente código esta escrito en CUDA-C y permite ejemplificar el armado de la malla para su

ejecución en la tarjeta gráfica.

En este caso se arman bloques de 16×16 hilos, lo que da un total de 256 hilos por bloque,

en este ejemplo cada hilo evalúa un punto de la malla 3D y evalúa las operaciones de la ecuación

(A.1), que corresponde a un orbital 3dz2 .

f (r ) = (3z2 − r 2)e−r con r =
√

x2 + y2 + z2, (A.1)

Código A.1: Programa
1 // Llamo l a s b i b l i o t e c a s a usar
2 #include <stdio . h>
3 #include < s t d l i b . h>
4 #include <time . h>
5 #include < f l o a t . h>
6 #include <sys /time . h>
7

8 // Definimos l a s funciones que usara C
9 int compareVal ( int , double * , double * ) ;

10

11 int printCube3D ( int , int , int ,
12 double , double , double ,
13 double , double , double ,
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14 double * ) ;
15

16 double funcion ( double , double , double ) ;
17 double tiempo ( struct timeval * , struct timeval * ) ;
18

19 // Definimos l a s funciones que usara CUDA
20

21 __device__ double funcionDev ( double , double , double ) ;
22 __global__ void kernel ( int , int , int , int ,
23 double , double , double ,
24 double , double , double ,
25 double * ) ;
26

27

28 // Implementacion de l a funcion main
29 int main( int argc , char * argv [ ] ) {
30

31 int i , j , k , idx ;
32 int nx , ny , nz , npt ;
33 double x , y , z ;
34 double x0 , y0 , z0 ;
35 double xn , yn , zn ;
36 double hx , hy , hz ;
37 double * valorCpu ;
38

39 s i z e _ t tamanio ;
40

41 // Variables para tomar tiempo
42 struct timeval t i n i , t f i n ;
43

44 // Leemos datos desde l a entrada estandar
45 p r i n t f (" Numero de puntos en x,y,z\n " ) ;
46 scanf ("%d %d %d" ,&nx,&ny,&nz ) ;
47 p r i n t f (" Coordenadas del punto inicial r0\n x0 y0 z0 : " ) ;
48 scanf (" %lf %lf %lf" ,&x0 ,&y0 ,&z0 ) ;
49 p r i n t f (" Coordenadas del punto final rN\n xN yN zN : " ) ;
50 scanf (" %lf %lf %lf" ,&xn,&yn,&zn ) ;
51

52 // Calculo e l paso entre puntos
53 hx = ( xn − x0 ) /( double ) ( nx−1) ;
54 hy = ( yn − y0 ) / ( double ) ( ny−1) ;
55 hz = ( zn − z0 ) /( double ) ( nz−1) ;
56

57 // Reservo memoria para valor
58 npt = nx*ny*nz ;
59 tamanio = npt * s i z e o f ( double ) ;
60

61 valorCpu = ( double * ) malloc ( tamanio ) ;
62 i f ( valorCpu == NULL ) {
63 p r i n t f (" Error al reservar memoria para [valorCpu]\n" ) ;
64 e x i t ( EXIT_FAILURE ) ;
65 }
66

67 // Entro a t r e s for anidados
68 // Donde movere en este orden z −> y −> x
69

70 gettimeofday(& t i n i ,NULL) ;
71

72 /* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * */
73 /* PARTE EN C */
74 /* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * */
75

76 idx = 0 ;
77 for ( i =0 ; i <nx ; i ++ ) {
78 x = x0 + i *hx ;
79

80 for ( j =0 ; j <ny ; j ++ ) {
81 y = y0 + j *hy ;
82
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83 for ( k=0 ; k<nz ; k++ ) {
84 z = z0 + k*hz ;
85

86 valorCpu [ idx ] = funcion ( x , y , z ) ;
87 idx ++;
88 }
89 }
90 }
91 gettimeofday(& t f i n ,NULL) ;
92

93 p r i n t f (" [INFO CPU ] Para calcular %10d puntos\n" , npt ) ;
94 p r i n t f (" [INFO CPU ] Usamos % 10.6lf ms\n" , tiempo(& t i n i ,& t f i n ) ) ;
95

96 /* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * */
97 /* PARTE EN CUDA */
98 /* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * */
99

100 int HILOS1D = 16;
101 int HILOS2D = HILOS1D*HILOS1D ;
102

103 int posibles=npt ;
104 int bloquesX , bloquesY ;
105 int bloques2D ;
106

107 double * valorGpu ;
108 double * dev_valorGpu ;
109

110 // Variables para generar l a malla
111 bloques2D = posibles /(HILOS2D) ;
112 i f ( posibles%HILOS2D ! = 0)
113 bloques2D++;
114

115 bloquesX = ( int ) sqrt ( bloques2D ) ;
116 bloquesY = ( int ) bloques2D/bloquesX ;
117

118 i f ( bloquesX * bloquesY < bloques2D )
119 bloquesX ++;
120 i f ( bloquesX * bloquesY < bloques2D )
121 bloquesY ++;
122

123 p r i n t f (" [INFO CUDA] Blocks en X: %10d\n" , bloquesX ) ;
124 p r i n t f (" [INFO CUDA] Blocks en Y: %10d\n" , bloquesY ) ;
125 p r i n t f (" [INFO CUDA] Hilos en X: %10d\n" ,HILOS1D) ;
126 p r i n t f (" [INFO CUDA] Hilos en Y: %10d\n" ,HILOS1D) ;
127 p r i n t f (" [INFO CUDA] Hilos totales:%10d\n" , bloquesX * bloquesY *HILOS2D) ;
128 p r i n t f (" [INFO CUDA] Hilos ociosos:%10d\n" , bloquesX * bloquesY *HILOS2D−posibles ) ;
129

130 // Reservo memoria para valorGpu
131 valorGpu = ( double * ) malloc ( tamanio ) ;
132 i f ( valorGpu == NULL ) {
133 p r i n t f (" Error al reservar memoria para [valorGpu]\n" ) ;
134 e x i t ( EXIT_FAILURE ) ;
135 }
136

137 gettimeofday(& t i n i ,NULL) ;
138 // Reservo memoria para dev_valor en l a GPU
139 cudaMalloc ( ( void * * )&dev_valorGpu , tamanio ) ;
140

141 // Genero mi malla
142 dim3 blocks ( bloquesX , bloquesY , 1 ) ;
143 dim3 threads (HILOS1D, HILOS1D, 1 ) ;
144

145 // llamo a l kernel
146 kernel <<<blocks , threads>>> ( nx , ny , nz , npt , x0 , y0 , z0 , hx , hy , hz , dev_valorGpu ) ;
147

148

149 // Copio del device a l host
150 cudaMemcpy( valorGpu , dev_valorGpu , tamanio , cudaMemcpyDeviceToHost) ;
151
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152 gettimeofday(& t f i n ,NULL) ;
153

154 // Libero memoria en e l device
155 cudaFree ( dev_valorGpu ) ;
156

157

158 p r i n t f (" [INFO GPU ] Para calcular %10d puntos\n" , npt ) ;
159 p r i n t f (" [INFO GPU ] Usamos % 10.6lf ms\n" , tiempo(& t i n i ,& t f i n ) ) ;
160

161

162 printCube3D ( nx , ny , nz , x0 , y0 , z0 , hx , hy , hz , valorGpu ) ;
163

164 compareVal ( npt , valorCpu , valorGpu ) ;
165

166 // l i b e r o memoria en e l host
167 f r ee ( valorCpu ) ;
168 f r ee ( valorGpu ) ;
169

170

171 e x i t (EXIT_SUCCESS) ;
172 }
173

174 // Implementamos l a s funciones a usar
175

176 // La funcion que vamos a evaluar en cada punto de l a grid−−C
177 double funcion ( double x , double y , double z ) {
178 // return ( x * x + y * y + z * z ) ;
179 double r2 = x * x + y * y + z * z ;
180 double r = sqrt ( r2 ) ;
181 double val ;
182

183 val = exp(−r ) ;
184

185 val *=( 3 . * z * z − r2 ) ;
186

187 return val ;
188 }
189

190 // Una funcion que nos ayudara a imprimir en una forma
191 // facilmente v i s u a l i z a b l e
192 int printCube3D ( int nx , int ny , int nz ,
193 double x0 , double y0 , double z0 ,
194 double hx , double hy , double hz ,
195 double * valor ) {
196

197 int i , j , npt ;
198 FILE * out ;
199

200 npt = nx*ny*nz ;
201

202 out = fopen ("salida.cube" ,"w+" ) ;
203 i f ( out == NULL) {
204 p r i n t f (" No se pudo abrir el archivo [salida.cube]\n" ) ;
205 e x i t ( EXIT_FAILURE ) ;
206 }
207

208 f p r i n t f ( out ," Archivo generado para visualizar datos 3D\n" ) ;
209 f p r i n t f ( out ," en el formato cube \n" ) ;
210 f p r i n t f ( out ," %4d % 10.6lf % 10.6lf % 10.6lf\n" , 1 , x0 , y0 , z0 ) ;
211 f p r i n t f ( out ," %4d % 10.6lf % 10.6lf % 10.6lf\n" , nx , hx , 0 . , 0 . ) ;
212 f p r i n t f ( out ," %4d % 10.6lf % 10.6lf % 10.6lf\n" ,ny , 0 . , hy , 0 . ) ;
213 f p r i n t f ( out ," %4d % 10.6lf % 10.6lf % 10.6lf\n" , nz , 0 . , 0 . , hz ) ;
214 f p r i n t f ( out ," %4d % 10.6lf % 10.6lf % 10.6lf % 10.6lf\n" , 3 , 3 . , 0 . , 0 . , 0 . ) ;
215

216 for ( i =0 , j =0 ; i <npt ; i ++ ) {
217 j ++;
218 f p r i n t f ( out ," % 10.6E " , valor [ i ] ) ;
219 i f ( j == 6 | | i == npt−1) {
220 f p r i n t f ( out ,"\n" ) ;
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221 j = 0 ;
222 }
223 }
224

225 f c l o s e ( out ) ;
226

227 return 0 ;
228 }
229

230 // Esta funcion compara dos conjuntos de datos ,
231 int compareVal ( int npt , double * conjuntoA , double * conjuntoB ) {
232

233 int i ;
234 double rmsd , maxerror , d i f f ;
235

236 maxerror = −1.E10 ;
237

238 rmsd = 0 . ;
239 for ( i =0 ; i <npt ; i ++) {
240

241 d i f f = ( double ) ( conjuntoA [ i ] − conjuntoB [ i ] ) ;
242 d i f f *= d i f f ;
243

244 i f ( d i f f > maxerror )
245 maxerror = d i f f ;
246

247 rmsd += d i f f ;
248 }
249

250

251 rmsd /= ( double ) npt ;
252

253 p r i n t f (" [INFO ERRO] El mayor error cuadratico entre los dos conjuntos es\n" ) ;
254 p r i n t f (" [INFO ERRO] El RMSD entre los dos conjuntos es de : %10.6G\n" ,rmsd) ;
255 p r i n t f (" [INFO ERRO] MaxError : % 20.10E\n" , maxerror ) ;
256

257 i f ( maxerror < FLT_EPSILON)
258 p r i n t f (" [INFO ERRO] \033[1;31m Los dos conjuntos son estadisticamente iguales\n\033[0m" ) ;
259

260

261 return 0 ;
262 }
263

264 // Funcion para medir tiempo en milisegundos
265 // OJO ! solo funciona en linux
266 double tiempo ( struct timeval * t i , struct timeval * t f ) {
267 double time ;
268

269 time = ( double ) ( t f −> tv_sec +(double ) t f −> tv_usec /1000000.) ;
270 time −= ( double ) ( t i −> tv_sec +(double ) t i −> tv_usec /1000000.) ;
271

272 time *= 1 0 0 0 . ;
273

274 return time ;
275 }
276

277 // Funcion a evaluar en e l grid−−CUDA
278 __device__ double funcionDev ( double x , double y , double z ) {
279 double r2 = x * x + y * y + z * z ;
280 double r = sqrt ( r2 ) ;
281 double val ;
282

283 val = exp(−r ) ;
284

285 val *=( 3 . * z * z − r2 ) ;
286

287 return val ;
288 }
289
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290 // Kernel que es llamado desde e l host
291 // Cambia de l a malla r e a l ( f i s i c a ) a l a malla v i r t u a l
292 // para generar cada x , y , z
293 __global__ void kernel ( int nx , int ny , int nz , int npt ,
294 double x0 , double y0 , double z0 ,
295 double hx , double hy , double hz ,
296 double * valor ) {
297

298 // indices−problema
299 unsigned int idx , idy , idz ;
300 // indices−gpu
301 unsigned int indiceHilo = threadIdx . y *blockDim . x + threadIdx . x ;
302 unsigned int indiceBloq = blockIdx . y *gridDim . x + blockIdx . x ;
303

304 unsigned int indice = ( blockDim . x *blockDim . y ) * indiceBloq + indiceHilo ;
305 double x , y , z ;
306

307 i f ( indice < npt ) {
308 // Apart ir de los indices−gpu genero los indices−problema
309 // Una malla 2D genera l a malla 3D
310 idx = ( unsigned int ) ( indice /nz ) /ny ;
311 idy = ( unsigned int ) ( indice /nz )%ny ;
312 idz = ( unsigned int ) ( indice%nz ) ;
313

314 x = x0 + idx *hx ;
315 y = y0 + idy *hy ;
316 z = z0 + idz *hz ;
317

318 valor [ indice ] = funcionDev ( x , y , z ) ;
319

320 } else
321 valor [ indice ] = 0 . ;
322

323 __syncthreads ( ) ;
324 }
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MATRICES ELEMENTALES

El siguiente es un programa hecho en MATHEMATICA [67] que genera las matrices del elemento

maestro, para el método de elemento finito unidimensional (MEF 1D), usando polinomios in-

terpoladores de Lagrange [26] de orden n.

Para la matriz que contiene el término de energía potencial V (x), se busca tener una

mayor flexibilidad en el método, por lo que en lugar de usar un potencial particular, V (x) se

aproxima como un polinomio del mismo grado que la interpolación usada. Por lo que el poten-

cial está descrito por la ecuación (B.1), siendo V j el potencial en el nodo x j .

V (x) =
n∑

j=0
V j

 n∏
i=0
i 6= j

(
x −xi

x j −xi

) (B.1)
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Definimos variables

n = 1; (* Orden del polinomio*)

n += 1; (* Nodos totales en e*)

ξh = Table0, i, n;(* Tabla para los nodos*)

vh = Table0, i, n;(* Tabla para los valores discretos de V*)

matT = Table0, i, n, j, n;(* Tabla para las matriz e *)

matS = Table0, i, n, j, n;(* Tabla para las matriz e *)

matV = Table0, i, n, j, n;(* Tabla para las matriz e *)

(* Consideramos puntos intermedios equiespaciados *)

h = 2 / (n - 1);

Print"Step: ", h;
(* Mientras v0,v1,...,vn son los potenciales *)

Clear[v0, v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10];

Ifn ⩵ 2, vh[[1]] = v0; vh[[2]] = v1;

Ifn ⩵ 3, vh[[1]] = v0; vh[[2]] = v1; vh[[3]] = v2;

Ifn ⩵ 4, vh[[1]] = v0; vh[[2]] = v1; vh[[3]] = v2; vh[[4]] = v3;

Ifn ⩵ 5, vh[[1]] = v0; vh[[2]] = v1; vh[[3]] = v2; vh[[4]] = v3;

vh[[5]] = v4;

Ifn ⩵ 6, vh[[1]] = v0; vh[[2]] = v1; vh[[3]] = v2; vh[[4]] = v3;

vh[[5]] = v4; vh[[6]] = v5;

Ifn ⩵ 7, vh[[1]] = v0; vh[[2]] = v1; vh[[3]] = v2; vh[[4]] = v3;

vh[[5]] = v4; vh[[6]] = v5; vh[[7]] = v6;

Ifn ⩵ 8, vh[[1]] = v0; vh[[2]] = v1; vh[[3]] = v2; vh[[4]] = v3;

vh[[5]] = v4; vh[[6]] = v5; vh[[7]] = v6; vh[[8]] = v7;

Ifn ⩵ 9, vh[[1]] = v0; vh[[2]] = v1; vh[[3]] = v2; vh[[4]] = v3;

vh[[5]] = v4; vh[[6]] = v5; vh[[7]] = v6; vh[[8]] = v7;

vh[[9]] = v8; 

Ifn ⩵ 10, vh[[1]] = v0; vh[[2]] = v1; vh[[3]] = v2; vh[[4]] = v3;

vh[[5]] = v4; vh[[6]] = v5; vh[[7]] = v6; vh[[8]] = v7;

vh[[9]] = v8; vh[[10]] = v9;

indexi_, j_ := i - 1 * n + j - 1;
(* Para el elemento maestro los limites son ξ1=-1 y ξn+1=+1 *)

Do
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ξhi = -1 + h * i - 1,
i, 1, n

Print"Nodos: ", MatrixFormξh
Print"Potencial: ", MatrixFormvh
Lagi_, ξ_ := Modulej, valor,

valor = 1;

DoIfi ≠ j, valor *=
ξ - ξhj

ξhi - ξhj
, j, n;

Returnvalor;
Do

ϕi_, ξ_ := FullSimplifyExpandAllLagi, ξ;
dϕi_, ξ_ := Dϕi, η, η /. η → ξ;
, i, 1, n;

Vapx[ξ_] = TogetherFullSimplifySumLagi, ξ * vhi, i, 1, n

Step: 2

Nodos:  -1

1


Potencial:  v0
v1



1
2

(v0 + v1 - v0 ξ + v1 ξ)

Ifn ⩵ 2, va[ξ_] :=
1

2
(v0 + v1 - v0 ξ + v1 ξ);

Ifn ⩵ 3, va[ξ_] :=
1

2
2 v1 - v0 ξ + v2 ξ + v0 ξ2 - 2 v1 ξ2 + v2 ξ2;

Ifn ⩵ 4, va[ξ_] :=
1

16
-v0 + 9 v1 + 9 v2 - v3 + v0 ξ - 27 v1 ξ + 27 v2 ξ - v3 ξ +

9 v0 ξ2 - 9 v1 ξ2 - 9 v2 ξ2 + 9 v3 ξ2 - 9 v0 ξ3 + 27 v1 ξ3 - 27 v2 ξ3 + 9 v3 ξ3;

Ifn ⩵ 5, va[ξ_] :=
1

6
6 v2 + v0 ξ - 8 v1 ξ + 8 v3 ξ - v4 ξ - v0 ξ2 + 16 v1 ξ2 - 30 v2 ξ2 + 16 v3 ξ2 -

v4 ξ2 - 4 v0 ξ3 + 8 v1 ξ3 - 8 v3 ξ3 + 4 v4 ξ3 + 4 v0 ξ4 - 16 v1 ξ4 + 24 v2 ξ4 - 16 v3 ξ4 + 4 v4 ξ4;

Ifn ⩵ 6, va[ξ_] :=
1

768
9 v0 - 75 v1 + 450 v2 + 450 v3 - 75 v4 + 9 v5 - 9 v0 ξ + 125 v1 ξ -

2250 v2 ξ + 2250 v3 ξ - 125 v4 ξ + 9 v5 ξ - 250 v0 ξ2 + 1950 v1 ξ2 - 1700 v2 ξ2 -
1700 v3 ξ2 + 1950 v4 ξ2 - 250 v5 ξ2 + 250 v0 ξ3 - 3250 v1 ξ3 + 8500 v2 ξ3 - 8500 v3 ξ3 +
3250 v4 ξ3 - 250 v5 ξ3 + 625 v0 ξ4 - 1875 v1 ξ4 + 1250 v2 ξ4 + 1250 v3 ξ4 - 1875 v4 ξ4 +
625 v5 ξ4 - 625 v0 ξ5 + 3125 v1 ξ5 - 6250 v2 ξ5 + 6250 v3 ξ5 - 3125 v4 ξ5 + 625 v5 ξ5;

Ifn ⩵ 7, va[ξ_] :=
1

80
80 v3 - 4 v0 ξ + 36 v1 ξ - 180 v2 ξ + 180 v4 ξ - 36 v5 ξ + 4 v6 ξ + 4 v0 ξ2 -

54 v1 ξ2 + 540 v2 ξ2 - 980 v3 ξ2 + 540 v4 ξ2 - 54 v5 ξ2 + 4 v6 ξ2 + 45 v0 ξ3 - 360 v1 ξ3 +
585 v2 ξ3 - 585 v4 ξ3 + 360 v5 ξ3 - 45 v6 ξ3 - 45 v0 ξ4 + 540 v1 ξ4 - 1755 v2 ξ4 + 2520 v3 ξ4 -
1755 v4 ξ4 + 540 v5 ξ4 - 45 v6 ξ4 - 81 v0 ξ5 + 324 v1 ξ5 - 405 v2 ξ5 + 405 v4 ξ5 - 324 v5 ξ5 +
81 v6 ξ5 + 81 v0 ξ6 - 486 v1 ξ6 + 1215 v2 ξ6 - 1620 v3 ξ6 + 1215 v4 ξ6 - 486 v5 ξ6 + 81 v6 ξ6;
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Together[Integrate[va[ξ] * va[ξ], {ξ, -1, 1}]]

2
3

v02 + v0 v1 + v12

Realizamos las integrales para los elementos de la matriz

Do
Do
matSi, j = Integrateϕi, ξ * ϕj, ξ, {ξ, -1, 1};
matTi, j = Integratedϕi, ξ * dϕj, ξ, {ξ, -1, 1};
matVi, j = Integrateϕi, ξ * va[ξ] * ϕj, ξ, {ξ, -1, 1};
matSj, i = matSi, j;
matTj, i = matTi, j;
matVj, i = matVi, j;
, j, j = i, n

, i, 1, n

Imprimimos los elementos de matriz

Print"Elementos para la matriz de traslape"
Do
Do
Print"ms[", indexi, j, "]=", SetPrecisionmatSi, j, 20, ";";
, j, 1, n

, i, 1, n
Print" Elementos para la matriz de energia cinetica"
Do
Do
Print"mt[", indexi, j, "]=", SetPrecisionmatTi, j, 20, ";";
, j, 1, n

, i, 1, n
Print" Elementos para la matriz de energia potencial "
Do
Do
Print"mv[", indexi, j, "]=", SetPrecisionmatVi, j, 20, ";";
, j, 1, n

, i, 1, n
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Elementos para la matriz de traslape

ms[0]=0.66666666666666666667;

ms[1]=0.33333333333333333333;

ms[2]=0.33333333333333333333;

ms[3]=0.66666666666666666667;

Elementos para la matriz de energia cinetica

mt[0]=0.50000000000000000000;

mt[1]=-0.50000000000000000000;

mt[2]=-0.50000000000000000000;

mt[3]=0.50000000000000000000;

Elementos para la matriz de energia potencial

mv[0]=0.50000000000000000000 v0 + 0.16666666666666666667 v1;

mv[1]=0.16666666666666666667 v0 + 0.16666666666666666667 v1;

mv[2]=0.16666666666666666667 v0 + 0.16666666666666666667 v1;

mv[3]=0.16666666666666666667 v0 + 0.50000000000000000000 v1;

Imprimimos las matrices elementales

Print"Matriz Se: ", MatrixFormmatS
Print"Matriz Te: ", MatrixForm[matT]
Print"Matriz Ve: ", MatrixForm[matV]

Matriz Se:

2
3

1
3

1
3

2
3

Matriz Te:

1
2

- 1
2

- 1
2

1
2

Matriz Ve:

v0
2

+ v1
6

v0
6

+ v1
6

v0
6

+ v1
6

v0
6

+ v1
2
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Grid-Based Algorithm to Search Critical Points, in the
Electron Density, Accelerated by Graphics Processing Units

Raymundo Hern�andez-Esparza,[a] Sol-Milena Mej�ıa-Chica,[a]y Andy D. Zapata-Escobar,[a]

Alfredo Guevara-Garc�ıa,[a] Apolinar Mart�ınez-Melchor,[a] Julio-M. Hern�andez-P�erez,[b]

Rubicelia Vargas,[a] and Jorge Garza*[a]

Using a grid-based method to search the critical points in

electron density, we show how to accelerate such a method

with graphics processing units (GPUs). When the GPU imple-

mentation is contrasted with that used on central processing

units (CPUs), we found a large difference between the time

elapsed by both implementations: the smallest time is

observed when GPUs are used. We tested two GPUs, one

related with video games and other used for high-

performance computing (HPC). By the side of the CPUs, two

processors were tested, one used in common personal com-

puters and other used for HPC, both of last generation.

Although our parallel algorithm scales quite well on CPUs,

the same implementation on GPUs runs around 103 faster

than 16 CPUs, with any of the tested GPUs and CPUs. We

have found what one GPU dedicated for video games can be

used without any problem for our application, delivering a

remarkable performance, in fact; this GPU competes against

one HPC GPU, in particular when single-precision is used. VC

2014 Wiley Periodicals, Inc.

DOI: 10.1002/jcc.23752

Introduction

The atoms in molecules (AIM) model proposed by Bader[1–3] is

one of the most useful tools to understand the chemical

bond. Within this method, the points where the gradient of

the electron density is canceled have a physical meaning and

depending on their curvatures, they are classified as bond-,

ring-, cage-, nuclear-, and non-nuclear-, critical points. A full

review of the AIM model is out of the scope of this report,

but it can be found in Ref. [1].

If the number of basis set functions and the number of orbi-

tals are large then the search of critical points requires and

important computational effort because, in principle, the elec-

tron density and its first and second derivatives must be eval-

uated.[4–7] Grid-based methods (GBMs) alleviate part of the

computational work because the gradient can be evaluated

numerically and consequently, this approach offers an alterna-

tive to find critical points of any scalar field defined on a

grid.[8–11] In 2013, Rodr�ıguez proposed an algorithm to find

critical points, of the electron density, based on GBM.[12] The

main point of the Rodr�ıguez’ report steams on the distribution

of the Newton–Raphson (NR) method, launched on each point

of the grid over the servers where the application is executed.

Thus, his algorithm was designed to be used in parallel by call-

ing message passing interface libraries. Intrinsically, this

method is quite expensive compared with other strategies to

find critical points, for example, methods that restrict the

search of critical points in regions where chemical knowledge

dictates there should be a critical point, as in the case of a

bond critical point situated between the coordinates of two

atoms separated by a distance smaller than the sum of their

covalent radii. The GBM is a double-edged sword; on one side,

it has the disadvantage of explore the whole space occupied

by a molecule, even in regions where the electron density

exhibits small values and where there are few or null possibil-

ities to find critical points. Conversely, this method is suitable

to find critical points for scalar fields that exhibit a large num-

ber of oscillations or to find uncommon critical points as non-

nuclear attractors (NNAs) or unexpected cage critical points

(CCPs).[13,14] Evidently, new algorithms are needed to acceler-

ate GBM to be widely used.

Currently, the graphics processing units (GPU) represent an

important alternative to be used for high-performance comput-

ing (HPC) applications.[15–17] In particular, we consider that GPUs

are quite convenient to be used for GBM. Thus, the aim of this

report is to show how the critical points of the electron density

are found through GBM implemented on GPUs. In the next sec-

tion, we explain how the Rodr�ıguez’ algorithm can be imple-

mented on GPUs, in fact, we propose a modification on his

algorithm to obtain a scalable application. In the results’ section,

we apply our code on several systems and report the time

elapsed by GPUs, and benchmarking against those obtained by

[a] R. Hern�andez-Esparza, S.-M. Mej�ıa-Chica, A. D. Zapata-Escobar,
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central processing units (CPU). Finally, we give the conclusions

at the end of this report, which are supported by the compari-

sons done between CPU–CPUs, GPUs–CPUs, and GPUs–GPUs.

Methodology

Critical points search on CPUs

For Kohn–Sham,[18] Hartree–Fock or correlated methods,[19] the

electron density can be expressed as

qð r!Þ5
Xocc

i51

xiw
�
i ð r!Þwið r!Þ; (1)

where occ denotes the number of occupied orbitals (wi) and

xi represents the occupancy of each orbital. In this work, the

orbitals are represented in terms of Gaussian functions (fi),

wið r!Þ5
XK

l51

ci
lflð r!Þ: (2)

Here, the number of functions in the basis set is represented by K,

and the coefficients {cl} are obtained from a quantum chemistry

method. In particular, we use the WFX format given by the G09

code[20] or a development version of the NWChem v6.3 code.[21]

The critical points, R
!

c, of the electron density are those

points where

rqð R
!

cÞ5 0
!
: (3)

The Rodr�ıguez’ algorithm to find critical points[12] of the elec-

tron density, can be summarized in the following steps:

1. The molecule to be studied is immersed in a 3D-grid.

2. The NR method[22] is applied over each point of the grid.

This is an iterative method, where the gradient of the

electron density is expanded through a Taylor series,

around r!i, to first order

rqð r!i11Þ5rqð r!iÞ1Hj
r!i

ð r!i112 r!iÞ: (4)

This equation yields an iterative method to obtain r!i11,

because at this point rqð r!i11Þ5 0
!

. Thus, we have

r!i115 r!i2aH�1j
r!i

rqð r!iÞ: (5)

In this expression, we have introduced the parameter a, which

modules the displacement of the new point.

This iterative method predicts the point where the gradient is

zero, therefore, it is important to give a good starting point to

get a rapid convergence. For each iteration of the NR method,

the electron density, its gradient and its Hessian must be eval-

uated, which can be quite expensive if the number of func-

tions in the basis set, the number of occupied orbitals and the

number of iterations are large.

3. The critical points found in the previous step are ana-

lyzed to discriminate just the unique points.

4. Finally, the critical points are characterized according to

the eigenvalues of their Hessian.

Evidently, the critical points search using a GBM is expensive

because the number of points in the grid could be large.

Rodr�ıguez saves computational time in his algorithm by

imposing a screening on the electron density and a trust

sphere on points where a critical point is found. However, this

algorithm has an important issue: there are no boundaries on

the NR method when it is launched over each point of the

grid. This is the main reason why the Rodr�ıguez’ algorithm is

not efficient, as himself discussed in his report.[12]

Critical points search on GPUs

The work distribution on GPUs is done following the

Rodr�ıguez’ proposal, although we modified the second point

of his algorithm. Instead of launching the NR method on each

point of the 3D-grid, we start the NR method on the center of

each cube involved in the 3D-grid. The main difference of our

algorithm with the Rodr�ıguez’ proposal is that we stop the NR

method whether we find, or not, a critical point within the

cube where the NR method was launched. Finally, we distrib-

ute the work involved in each cube on each GPU thread; the

modified step 2 of Rodr�ıguez’ algorithm is carried out within

each thread of the GPU. This means that each thread com-

putes, using analytical expressions, the electron density and its

corresponding first and second derivatives for each step of the

NR method. The algorithm was implemented from scratch

using C and CUDA programming techniques.[16,17,23]

In CUDA, there are two important restrictions to distribute

the work on a GPU: (1) The maximum number of blocks for

each dimension is 65,535. (2) The maximum number of

threads for each block is 1024. Thus, the work distribution of

our algorithm on a GPU was over a 2D-grid of threads, there-

fore, our 3D-grid is expanded on a 2D-grid in the GPU. The

partition of the 2D-grid was in blocks of 256 threads (16

threads along the x axis and 16 threads along the y axis). We

found that this is the number of threads that exhibits the best

performance, compared with 16, 64, or 1024 threads. Clearly,

the number of cubes in the 3D-grid does not always coincide

with the number of threads in the 2D-grid, for this reason, we

use more threads than cubes in our application. In Figure 1,

we present the CUDA code involved in this transformation. In

this figure, points_x, points_y, and points_z represent the

number of points on each direction of the 3D-grid. The varia-

bles threadIdx.x, blockIdx.x, and blockDim.x are reserved words

in CUDA, and the same for axis y. The origin (x0, y0, z0) gives

the initial point to expand the 3D-grid. For our case, we use a

3D-grid which gives a rectangular parallelepiped that envelops

the molecule with boundaries of one atomic unit (a. u.)

beyond of the Cartesian coordinates of the molecule. As it is

indicated in Figure 1, the NR method starts from the center of

each cube of the 3D-grid.

When the condition of Figure 1 is satisfied, the NR method

is applied within each cube and finishes if a critical point is

found or if the prediction done, r!i11, by this method gives a

point slightly larger than the half of the cube (0.65 times the

length of the cube side), on each direction. We go out of each

cube because we want to find the points localized, if any, at
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the cube edges. Evidently, with this procedure we can get the

same critical point between adjacent cubes. In the initial stage

of this code, we sent 0 (no critical points) or 1 (critical point)

to the host, and the CPU applied the NR method again on the

cube. However, we decide to perform the whole search of the

critical point on each cube and send its coordinates (x, y, and

z) to the host from the device. The time relative to the data

transfer is not relevant for the total time, in particular, for

those systems with large 3D-grid. Finally, the characterization

of each critical point is done by the CPU, in fact, we reapplied

the NR method in the CPU with a smaller tolerance than that

used by the GPU, and check if the found critical points are

unique. In this sense, the GPU gives good starting points to

the NR method within regions where there are surely critical

points. The variables defined in the GPU and in the CPU are in

single-precision. Although the CPU does the last stage of the

critical points search, and it could be implemented in double-

precision, we have found that the results do not differ in the

digits that commonly are reported. Anyway, in this work, we

show the results obtained by single- or double-precision.

The implementation of our algorithm on CPUs is not the

main target of this work. However, we contrast the time used

by this way with regard to the time elapsed by GPUs. For that

reason, we implemented the algorithm on CPUs using

openmp programming techniques,[24] to use the code on sev-

eral cores. The code is free of charge and can be requested to

the corresponding author of this report.

Results and Discussion

In this work, we present the performance of our algorithm on

CPUs and GPUs for three systems: (a) H2OAH2O, (b) C8H8, (c)

one conformer of the (H2O)12CH4 cluster (Fig. 2). For the first

system, we use the M06-2x exchange-correlation functional

with 10 occupied orbitals and 96 primitive Gaussian functions.

For the second system, we use the B3LYP exchange-correlation

functional with 28 occupied orbitals and 408 primitive Gaus-

sian functions. The third system was studied with the MP2

method with 495 occupied orbitals and 720 primitive Gaussian

functions. Furthermore, the algorithm was tested on two sys-

tems that exhibit uncommon critical points; the 1,12-difluoro-

benzo[c]phenanthrene and one conformer of the ðH2OÞ28
cluster. The methods used in these systems were according to

the previously published, B3LYP/6-311D(d,p)//B3LYP/6-31G(d)

for the first one, and B3LYP/6-3111G(2p,2d) for the second

one.[13,14] All geometries were optimized with the respective

method, with the NWChem v6.3 code. The WFX files were

obtained also by NWChem v6.3, except for the MP2 method,

which was obtained by G09. We tested the MP2 method

because it offers an additional computational effort since this

method use natural orbitals, which in number, represents a

bigger quantity than that needed for Hartree-Fock or Kohn-

Sham methods. The 3D-grid used on each system has cubes

with length of 1/6. Thus, 76,055 cubes for H2OAH2O, 288,923

cubes for C8H8 and 1,133,237 cubes for (H2O)12CH4 were used;

evidently, this parameter can be easily changed by the user. In

our tests, we found that 1/6 or 1/7 is enough to obtain all crit-

ical points of the electron density for any system, even for sys-

tems that exhibit NNAs. The size of each WFX file is really

small, 28 KB for system (a), 256 KB for system (b), and 7138 KB

for system (c). For one system with 138 nuclei, 556 electrons,

and 2808 primitive Gaussian functions, we need 15,646 KB for

the WFX file. Clearly, one GPU with 1 GB in RAM can deal with

this kind of files without any problem.

In our attempt to see the performance of the GPUs to

search critical points of the electron density, we tested two

Figure 1. CUDA kernel to map cubes from a 3D-grid to threads on a GPU distributed on a 2D-grid.
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Figure 2. Systems studied in this work: a) Dimer of water (H2OAH2O), b) cubane (C8H8), and c) methane hydrate ((H2O)12CH4). Critical points are repre-

sented by small spheres. Bond critical points are connected by bond paths, which start from a bond critical point and finish at a point where the electron

density is a maximum.

Table 1. Electron density (q) and its laplacian ($2q) evaluated at some critical points.

Single-precision Double-precision

CP q r2q k1 k2 k3 q r2q k1 k2 k3

H2OAH2O

Bond 0.0260 0.1053 0.1758 20.0349 20.0357 0.0260 0.1053 0.1758 20.0349 20.0357

C 8H8

Bond 0.2785 20.9511 0.5506 20.7507 20.7510 0.2785 20.9511 0.5506 20.7508 20.7508

Bond 0.2253 20.4146 0.4146 20.4142 20.4150 0.2253 20.4146 0.4146 20.4142 20.4150

Ring 0.0808 0.3205 0.2148 0.2146 20.1089 0.0808 0.3205 0.2148 0.2146 20.1089

Cage 0.0343 0.2503 0.0836 0.0834 0.0833 0.0343 0.2503 0.0836 0.0834 0.0833

(H2O)12CH4

Bond 0.0039 0.0139 0.0200 20.0029 20.0031 0.0039 0.0139 0.0200 20.0029 20.0031

Bond 0.0022 0.0077 0.0099 20.0009 20.0014 0.0022 0.0077 0.0099 20.0009 20.0014

Bond 0.0040 0.0157 0.0201 20.0019 20.0026 0.0040 0.0157 0.0201 20.0019 20.0026

Bond 0.0035 0.0137 0.0182 20.0021 20.0024 0.0035 0.0137 0.0182 20.0021 20.0024

Bond 0.0035 0.0142 0.0186 20.0019 20.0025 0.0035 0.0142 0.0186 20.0019 20.0025

ki represents an eigenvalue of the Hessian of q, and CP the characterization of a critical point.
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platforms. By the CPUs side, we tested the i7-4770@3.40 GHz

(Proc 1) and the dual Xeon E5-2670 v2@2.50 GHz (Proc 2) pro-

cessors, both from IntelTMcompany. By the GPUs side, we

tested the GeForce GTX 760 (Card 1) and a Tesla M2090 (Card

2) video cards, both from NVIDIATMcompany. We are making

this comparison because the combination i7-47701GeForce

GTX 760 is one personal computer (PC) which is mainly used

for video games, and the dual Xeon E5-2670 v21Tesla M2090

corresponds to a HPC devices.

The critical points found for three systems, considered in

this work, are reported in Table 1. For H2OAH2O, there are five

critical points, all of them are bond critical points (BCP), but

just the one associated with a hydrogen bond is reported. For

C8H8, there are 20 BCPs, 6 ring critical points (RCP), and 1 CCP,

but just four are unique due to the system symmetry. For

(H2O)12CH4, there are 51 BCPs, 14 RCPs, and 3 CCPs, just those

corresponding to weak hydrogen bonds, CH� � � O interactions,

are reported in Table 1.

Results obtained by our code, density and its Laplacian at

the critical point coordinates, are in accord with hydrogen

bonds of medium or weak strength since they are consistent

with results obtained for similar interactions.[25,26] Furthermore,

the values reported in Table 1 coincide with those obtained

by the Multiwfn software.[27] From this table, clearly the results

obtained by single-precision are the same than those obtained

by double-precision, just in two eigenvalues, we found one dif-

ference in the fourth figure. Thus, we are confident with the

results obtained by our code.

The first thing we are showing is the performance of our

algorithm when CPUs are used. In Table 2, we are presenting

the time elapsed for the search of critical points in the elec-

tron density, for three systems tested; in parenthesis, the effi-

ciency [time of one processor/(number of processors 3

elapsed time)] of our algorithm is also reported. We have

decided to use three systems with different size since we can

appreciate that even for small systems the performance of

our algorithm is quite good, evidently our algorithm belongs

to embarrassingly parallel problems, which is the idea of

GBM. As we mentioned in the introduction, the performance

of Rodr�ıguez’ algorithm is bad, clearly the restricted search

within a cube ensures a good scaling. Additionally to the per-

formance presented by our algorithm, we want to mention

the performance of each processor. From these numbers,

there is no doubt that a processor used for a common PC

consumer compares quite well with that processor used

for HPC.

In Table 3, we are reporting the time elapsed by GPUs for

three systems considered in this work. By contrasting the time

used by GPUs with respect to CPUs, clearly the GPUs show a

good performance. For our code, 16 cores in a node built with

two Proc 2 spend around 10 times the time used by 1 GPU. In

the same table, it can be seen the scaling observed when sev-

eral GPUs are used, evidently, the scaling observed for our

application is not as good as that delivered by CPUs. The main

reason of this behavior is the latency involved with GPUs. Evi-

dently, the bigger the system, the better the scaling observed

by GPUs. In the same table, we are contrasting the time used

by single- and double-precision. It is well known that for

double-precision applications, the GPUs show a lower perform-

ance than that observed when single-precision is used; this

fact is evident in Table 3. However, clearly the reduction on

the performance is bigger for the Card 1, which has much

sense since the Tesla GPU family works better for double-

precision applications. Even with this impact on the GPU per-

formance, the time used by the GPU is much lower than that

used by the CPU.

Table 2. Total time, in s, elapsed for the critical points search of the elec-

tron density.

CPU H2OAH2O C8H8 (H2O)12CH4

Proc 1

1 31 (1.00) 1938 (1.00) 254561 (1.00)

2 16 (0.97) 968 (1.00) 128840 (0.99)

4 09 (0.86) 514 (0.94) 67835 (0.94)

Proc 2

1 50 (1.00) 3175 (1.00) 428877 (1.00)

2 25 (1.00) 1591 (1.00) 215960 (0.99)

4 13 (0.96) 793 (1.00) 108103 (0.99)

8 07 (0.89) 398 (1.00) 54211 (0.99)

16 04 (0.78) 200 (0.99) 27170 (0.99)

Table 3. Total time, in s, elapsed for the critical points search of the elec-

tron density.

Single-precision Double-precision

GPU H2OAH2O C8H8 (H2O)12CH4 H2OAH2O C8H8 (H2O)12CH4

Card 1

1 01 21 2083 01 43 4809

Card 2

1 01 24 2348 01 37 3783

2 15 1381 25 2386

4 13 820 22 1498

Figure 3. Optimized structure of the 1,12-di-fluorobenzo[c]phenanthrene

molecule using the B3LYP/6-31G(d) method. Large arrow indicates the cage

critical point (CCP) and small arrows indicate ring critical points (RCP). All

critical points were obtained using the B3LYP/6-31111G(d,p)//B3LYP/6-

31G(d) method, and they are represented by small spheres. [Color figure

can be viewed in the online issue, which is available at wileyonlinelibrary.

com.]
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We have showed the performance of our code, now we will

discus two systems that exhibit unusual critical points. In Figure 3,

we are presenting the 1,12-difluorobenzo[c]phenanthrene with

its corresponding critical points. Castillo et al.[13] reported one

CCP for this system within a single ring. In this figure, the CCP is

indicated by an arrow. Our code found all critical points, using

one step of 1/7 Å, in 285 s with the Tesla M2090 GPU. In particu-

lar, the CCP was found without any modification of the code or

an additional option in the input file. For this point, we found q
50:008157 a.u. and r2q50:052189 a. u. When the Multiwfn

code is used with the same wfx file, we found exactly the same

results. Castillo et al. reported for this point q50:0083 a. u. and

r2q50:0515 a. u. We attribute the small differences to the

geometry and the wfx file generated by different codes, in our

case, we used the NWChem code.

Finally, we applied our code on one conformer of the ðH2OÞ28
cluster. This system is very interesting because exhibits a

NNA.[14] Our code spent 123 s to find the 45 critical points

involved in this system. The NNA (Fig. 4) has associated q5

0:001036 a. u. and r2q520:000175 a. u. When the Multiwfn

code is used, we obtained same results. Clearly, the conven-

ience of using GBM for finding NNAs is highlighted in this

system.

In this work, we have reported just five cases where it is evi-

dent the good performance exhibited by GPUs, but we have

applied our code on larger systems. In particular, we applied

our algorithm, without any problem, on a system with 455

occupied orbitals and 4619 primitive Gaussian functions. This

system is presented in Figure 5, which presents BCPs, RCPs,

and CCPs, these CPs are depicted with small spheres. The fig-

ures generated for bond paths, CPs and nuclei were generated

on a GPU with software made by us. Finally, we want to stress

the time used by a video games’ GPU with regard to that pre-

sented by a GPU dedicated to HPC. Although the Tesla M2090

GPU does not belong to the last generation of GPUs (GPU

technology is moving rapidly), this is still a card that can be

found in an internet store. From this discussion, clearly, we can

use a video game platform (many of us have one at home) to

perform scientific work.

Conclusions

In this work, we have reported an implementation of a grid-

based critical points search on GPUs. When the time elapsed

by GPUs with regard to CPUs is contrasted, clearly the GPUs

give the best performance. Doubtless algorithms implemented

on GPUs will gain more confidence in the quantum chemistry

community and as, we discussed it above, one PC dedicated

to video games can be used for large demanding computa-

tional tasks. The next step in our laboratory is the implementa-

tion of numerical derivatives to analyze any scalar field in a

faster way with respect to the time consumed in the evalua-

tion of analytical derivatives, which is very useful for codes

where the wave function is represented in reciprocal space or

for scalar fields with large oscillations. Thus, we are imple-

menting different scalar and vector fields in our code, such as

electrostatic potential,[28] electron localization function,[29] lap-

lacian,[1] kinetic energy density,[30] and noncovalent interac-

tions analysis.[31] Evidently, the algorithm presented, in this

report, will be quite useful to search the critical points in these

fields that by their nature present a large number of oscilla-

tions. Besides, we are doing efforts to implement population

analysis on GPUs to offer one code with several applications

Figure 5. System with 455 occupied orbitals and 4619 primitive Gaussian

functions depicted with its corresponding critical points and bond paths.

Critical points are represented by small spheres.

Figure 4. Optimized structure of one conformer of the ðH2OÞ28 cluster using

the B3LYP/6-3111G(2d,2p) method. Large arrow indicates the non-nuclear

attractor. All critical points were obtained by using the B3LYP/6-3111G(2d,2p)

method, and they are represented by small spheres. [Color figure can be

viewed in the online issue, which is available at wileyonlinelibrary.com.]
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accelerated by GPUs, we hope in the near future report such

applications.
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Resumen
En este reporte se presentan brevemente los méto-
dos de la química cuántica que dominan en estos 
días para el estudio de la estructura electrónica de 
átomos, moléculas, superficies o sólidos y las exigen-
cias que tienen del uso del supercómputo. Se presen-
tan algunos detalles que muestran la necesidad de 
cómputo que procese una gran cantidad de datos y 
haga millones de operaciones en tiempos razonables. 
Se discute cómo las tarjetas gráficas (GPU por el 
término en inglés Graphics Processing Unit) han in-
cursionado en el supercómputo, como aceleradores 
de procesos que son paralelizables. Finalmente, pre-
sentamos una aplicación que se ha generado, en la 
Universidad Autónoma Metropolitana-Iztapalapa, 
alrededor de los GPU que sirve para el análisis del 
enlace químico en moléculas de tamaño considera-
ble.

Abstract
This report briefly presents the quantum chemis-
try methods which are used currently, to study the 
electronic structure of atoms, molecules, surfaces 
or solids, and their necessity to use supercompu-
ters. Some details are discussed to show the large 
amount of information, and operations, involved in 
such methods and consequently why powerful com-
puters are required to obtain answers in reasona-
ble times. We also discuss how graphics processing 
units (GPU) are taking part in high performance 
computing in order to accelerate processes in pa-
rallel. Finally, we present an application that has 
been developed at the Universidad Autónoma Mtro-
politana-Iztapalapa, around GPU, which is used to 
analyze the chemical bond in molecules with consi-
derable size.

1. Introducción

En la actualidad, es difícil concebir un trabajo de 
investigación en química donde no esté involucra- 
do el trabajo experimental y teórico. Por parte del 
trabajo teórico, se ha inclinado la balanza al tra-
bajo computacional, donde los métodos de la quí-
mica cuántica pueden ser aplicados de manera casi 
rutinaria haciendo uso de cómputo conocido como 
supercómputo, o también como cómputo de alto 
rendimiento. Naturalmente, este tipo de cómputo 
requiere de una gran inversión y por esa razón sola-
mente universidades o empresas pueden instalar la-
boratorios de cómputo con este tipo de arquitectura 

computacional. Sin embargo, en los últimos años ha 
aparecido en escena una arquitectura de cómputo, 
basada en tarjetas gráficas, que solía usarse sola-
mente en las consolas de videojuegos o en computa-
doras personales dedicadas a videojuegos o a aplica-
ciones que requieren de alta definición en imágenes. 
Ahora, es posible hacer cálculos relacionados con 
la química computacional haciendo uso de tarje-
tas gráficas, también conocidas como GPU (por 
las siglas en inglés de Graphics Processing Units), 
abatiendo así costos. En este reporte haremos un 
recuento del impacto que han tenido los GPU en la 
química cuántica y el desarrollo que ha realizado el 
Departamento de Química de la Universidad Autó-
noma Metropolitana-Iztapalapa (UAMI) alrededor 
de esta nueva forma de hacer cómputo científico. 
Para este fin en la sección 2 hacemos una revisión 
de los métodos de la química cuántica usados en 
estos días. Sobre todo, se pone énfasis en la canti-
dad de operaciones que se requieren. En la sección 
3 se discute cómo el supercómputo ha ayudado a 
la implementación de los métodos de la química 
cuántica para que los cálculos involucrados estén al 
alcance de cualquier investigador, teórico o experi-
mental. En esta sección se menciona la incursión de 
los GPU en el cómputo científico. Finalmente, en la 
sección 4 se presenta una aplicación, desarrollada en 
el Departamento de Química de la UAMI, basada 
en GPU y cómo computadoras personales dedica-
das a videojuegos pueden ser usadas para cómputo 
científico.

2. Métodos de la química cuántica

Muchas de las aplicaciones de la química cuántica se 
centran en la solución de la ecuación de Schrödinger 
independiente del tiempo (Atkins y de Paula, 2008; 
Levine, 2001),

                        (1)

Resolver este problema significa que dado el ope-
rador hamiltoniano, Ĥ , se deben de encontrar sus 
funciones propias y sus valores propios. En los cur-
sos básicos de mecánica o química cuántica se tra-
tan problemas donde el hamiltoniano contiene fuer-
zas que actúan sobre una partícula. Sin embargo, 
cuando se tratan átomos o moléculas, el hamilto-
niano está compuesto por fuerzas relacionadas con 
la interacción electrón-electrón, electrón-núcleo y 
núcleo-núcleo. Consecuentemente, la solución de la 
ecuación 1 se vuelve extremadamente compleja y 
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son necesarias varias aproximaciones.

A continuación daremos un resumen de las teorías 
más usadas hoy en día para el estudio de la estruc-
tura electrónica de átomos, moléculas, superficies y 
sólidos. Si el lector desea entrar en detalles de estas 
teorías entonces debe de leer la siguiente sección. 
Sin embargo, la intención de este reporte es mos-
trar el impacto que ha tenido el supercómputo en la 
química cuántica y por lo tanto no se necesitan los 
detalles de los métodos involucrados, por lo tanto se 
puede ir a la sección 3 y cuando se requiera regresar 
a la sección 2.

Aproximaciones implicadas en los métodos 
de la química cuántica para sistemas de va-
rios electrones

1. En una molecula, la función de onda depende ex-
plícitamente de las coordenadas de los núcleos y 
de los electrones. Además, existe el principio de 
exclusión que Pauli que tiene como consecuen-
cia que cada electrón dependa de una variable 
más, esta variable es conocida como espín. Así, 
si nuestra molécula de estudio está formada por 
12 núcleos y 42 electrones entonces la función 
de onda dependerá de 204 variables, 36 por par-
te de los núcleos y 168 para los electrones. Max 
Born y Robert Oppenheimer(Born y Oppenhe-
imer, 1927), desacoplaron el movimiento de los 
núcleos con el de los electrones, esencialmente, 
la aproximación de Born-Oppenheimer se basa 
en que el movimiento de los núcleos es mucho 
más lento que el exhibido por los electrones y 
por lo tanto se considera que los núcleos es-
tán fijos. De esta manera, la función de onda 
trendrá dependencia explícita en las coordena-
das de los electrones y de manera implícita en 
las coordenadas de los núcleos.

2. Para un sistema con dos electrones o más, la 
ecuación de Schrödinger no admite una solución 
analítica y por lo tanto, solamente se tienen 
aproximaciones a la función de onda. Muchas 
de estas aproximaciones están sustentadas so-
bre el principio variacional, el cual dentro de la 
mecánica cuántica enuncia que si la energía del 
sistema es estimada por una función de onda 
que no corresponde a la función de onda exacta 
entonces su valor será mayor al de la energía 
exacta (Levine, 2001). Este principio que tie-

ne mucho sentido, y es intuitivo, es una herra-
mienta básica para generar aproximaciones de 
la función de onda.

2.1. Método de Hartree-Fock

El método de Hartree-Fock (HF) es uno de los mé-
todos más usados hoy en día para el estudio de la 
estructura electrónica de átomos y moléculas.(Le-
vine (2001)) Este método está basado en la aproxi- 
mación de Born-Oppenheimer y en el principio va-
riacional.(Levine (2001)) La función de onda que se 
propone es escrita como un determinante. Por ejem-
plo, para un sistemas de tres electrones se tiene,

(3)

Es claro que el determinante se contruye con las 
funciones x1 en este caso cada una de estas funcio-
nes representa a un electrón del sistema, y depende 
de las coordenadas  que representan a las coo-
dernadas x,y,z y la coordenada de espín . Estas 
funciones son conocidas como orbitales, por que 
describen a cada electrón, y se construyen como el 
producto de una función que depende de la parte 
espacial, , por una función que depende de 
la parte de espín, . Para un 
sistema de N electrones el determinante será de N 
× N , a este determinante se le conoce como de-
terminante de Slater ya que John Slater propuso 
esta forma de la función de onda (Levine, 2001). La 
razón de que sea un determinante es por que así la 
función de onda satisface el principio de exclusión 
de Pauli. Siguiendo con el principio variacional, lo 
que se hace es estimar a la energía con la función de 
onda representada por un determinante de Slater, 
de esta manera, la expresión de la energía resultante 
queda en términos del conjunto de orbitales de la 
siguiente forma
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                 (3)

donde

                      (4)

con

(5)

Estos dos últimos términos representan la contribu-
ción a la energía cinética y a la interacción núcleo 
electrón de cada orbital. El segundo término de la 
ecuación 3 se obtiene al reconocer que

(6)

(7)

Ambas integrales contribuyen a la interacción en-
tre electrones, la primera tiene una interpretación 
clásica y es conocida como integral coulómbica y 
la otra es conocida como integral de intercambio. 
Finalmente, los orbitales de HF que se utilzan para 
evaluar la energía de la ecuación 3 son aquellos que 
la minimiza, para que suceda esto se de cumplir que

                  (8)

donde vHF respresenta el potencial que contiene la 
interacción de un electrón con los restantes elec-
trones promedia da por la parte coulómbica y de 
intercambio.

2.1.1. Funciones de base

Para obtener los orbitales que minimizan la energía 
de HF (solución de la ecuación 8) se utiliza el méto-
do de combinación lineal de funciones de base. Este 
método está fundamentado en representar a una 
función, digamos , en término de un conjunto 

de funciones conocidas, digamos 

(9)

En este caso, las funciones fμ son conocidas. Co-
múnmente, para átomos y moléculas estas funciones
son gaussianas de la forma

(10)

donde X, Y, Z representa la posición de un nú-
cleo donde la gaussiana está centrada. Para encon-
trar los coeficientes cμ se procede a construir una 
ecuación algebraica.
La ecuación 8 se puede escribir en forma algebraica 
como

           (11)

donde los vectores  tienen como componentes a 
los coeficientes cμ’s. Los elementos de matriz de las 
matrices S y F se obtienen de

         (12)

y para el caso donde se tienen pares de electrones

(13)
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con

(14)

y
 

(15)

A continuación hacemos un resumen del método de 
Hartree-Fock:

1. Elegir un conjunto de K funciones de base para 
representar a los orbitales de Hartree-Fock, ecua- 
ciones 9 y 10.

2. Evaluar las integrales:

   a) de la matriz S (son K × K integrales), ecuación  
      12.
  b)  que aparecen en la matriz F   
      (son K × K), ecuación 13.
  c) que aparecen en la matriz F (son K4  
      integrales!), ecuació́n 13.

3. Construir la matriz F, para este fin son necesarios 
los coeficientes cμ’s. En el primer paso de este pro-
ceso podemos suponer que los coeficientes son cero 
(no hay interacción electró́n-electrón).

4. Resolver el problema algebraico de la ecuación 11 
para encontrar los coeficientes cμ’s.

5. Determinar la energía total.

6. Regresar al paso 5 y continuar el proceso hasta 
que la energía total no tenga cambios apreciables, 
teniendo así un proceso iterativo.

2.2. Métodos correlacionados

El método de Hartree-Fock es una buena aproxima-
ción a la función de onda exacta. Sin embargo, no 
deja de ser una aproximación y es difícil de creer 
que la función de onda representada por un solo 
determinante contenga toda la información de un 
sistema polielectrónico. Esto motiva a que la fun-
ción de onda sea representada en muchas ocasiones 
por más de un determinante. A la diferencia entre 

la energía exacta y la energía de Hartree-Fock se le 
conoce como energía de correlación (Levine, 2001). 
El uso de métodos correlacionados lleva en muchas 
ocasiones la evaluación de integrales del tipo

(16)

A esta operación se le conoce como transformación 
de 4 índices e implica dos tareas demandantes de 
cómputo: 1) Evaluar integrales bielectrónicas con 
las funciones de base (� K4). 2) Realizar las cuatro 
sumas, donde cada una contiene K elementos, por 
lo tanto se tienen K4 términos. Por ejemplo, si se 
tienen mil funciones de base, K = 1000, entonces 
hay que evaluar del orden de 1012 integrales y reali-
zar una suma con 1012 términos. Estas operaciones 
están asociadas a solamente una transformación de 
4 índices. Sin embargo, en los métodos correlaciona-
dos hay que hacer un gran número de estas transfor-
maciones, por lo tanto los métodos correlacionados 
o post Hartree-Fock son métodos muy demandan-
tes computacionalmente hablando, debido a que se 
necesita una gran cantidad de memoria temporal 
(RAM) y permanente (disco duro) ya que muchas 
de las integrales deben de residir en disco duro por 
la insuficiencia de RAM. Evidentemente, se requie-
ren de procesadores con gran velocidad para pro-
cesar rápidamente las operaciones involucradas en 
la transformación de 4 índices y en ocasiones en el 
problema de valores propios de matrices enormes.

2.3. Teoría de Funcionales de la Densidad

La teoría de funcionales de la densidad (TFD) es 
una alternativa para el estudio de la estructura elec-
trónica y que no está́ basada en la función de onda, 
a cambio, esta teoría se basa en la densidad electró-
nica. Aún cuando es una teoría que comenzó a ser 
de amplio uso en la década de los noventas, ésta ha 
probado ser una buena alternativa para el estudio 
de la estructura electrónica de átomos, moléculas 
de tamaño considerable, sólidos o superficies (Sholl, 
2009). En su versión más exitosa, esta teoría divide 
a la energía de la siguiente manera (Levine, 2001)

(17)
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El primer término estima la energía cinética del sis-
tema, simplemente como la suma de energía cinética 
de cada uno de los electrones. El segundo término 
está relacionado con la intercción entre los electro-
nes y los núcleos. Los dos últimos términos están 
relacionados con la interacción entre los electrones. 
El término J toma en cuenta la interacción elec-
trónica como una interacción electrostática y Exc 
considera lo que Ts y J no pueden describir. A esta 
cantidad se le conoce como el funcional de inter-
cambio y correlación. En principio, el planteamiento 
lleva a una teoría exacta. Sin embargo, el funcional 
de intercambio y correlación no se conoce y por lo 
tanto se han hecho muchas aproximaciones a esta 
cantidad (Perdew, 2013). Lo atractivo de esta teo-
ría es que su costo computacional es similar al de 
Hartree-Fock, y de hecho toda la maquinaria que se 
usa para el método de Hartree-Fock es usado por 
la TFD, en particular, la evaluación de integrales 
como las de las ecuaciones 6 y 7 también están invo-
lucradas en esta teoría.

(a)                             (b)

Figura 1: Interaccio ́n entre la �-CD y el 4-hexilre-
sorcinol. a) Vista frontal, b) Vista posterior.

3. Uso de supercómputo

De la sección anterior es indiscutible que se requiere 
de una computadora para llevar a cabo el procedi-
miento involucrado en los métodos de la química 
cuántica. Claramente, uno de los pasos donde se 
demanda de cómputo potente es en la evaluación de 
las integrales bielectrónicas, ecuación 15. Por ejem- 
plo, en un cálculo donde se usen 100 funciones de 
base (K = 100), se requieren aproximadamente de 
K4 integrales, o sea, aproximadamente 108 integra-
les. La evaluación de estas integrales para átomos 
en un código de uso amplio, como Mathematica ® 
, se publicó en esta revista para apoyo a los cursos 

de química cuántica a nivel básico (Garza, 2011). 
Solamente para ser enfáticos sobre este problema, 
en los días en que se estaba preparando este ar-
tículo se estaba trabajando en nuestro laboratorio 
con la interacción de la �-ciclodextrina (�CD) con el 
4-hexilresorcinol (4-HR), vea ́se la Figura 1. En ese 
caso se tienen 2257 funciones de base. Muchas de las 
integrales son iguales entre sí o algunas de ellas son 
cercanas a cero. Entonces, usando todas las formas 
de evitar la evaluación de integrales resulta que se 
deben de evaluar aproximadamente 3 × 1012 inte-
grales. Al problema de la evaluación de integrales, 
debemos de añadirle la solución de la ecuación 11, 
el cual es conocido como un problema de valores 
propios generalizado, y que en este caso ya no es 
despreciable. De aquí, no hay duda de que se requie-
re de una computadora, con el software adecuado, 
que permita realizar este trabajo en un tiempo ra-
zonable.
En nuestros días existe un tipo de cómputo que 
sobresale de lo común y se le conoce como super-
cómputo. Este tipo de computadoras sobresale por 
que puede realizar el mayor número de operaciones, 
entre números reales, en su época. A las operacio-
nes entre números reales, en una computadora, se le 
conoce como operaciones de punto flotante. Con la 
definición anterior, en 1993 se creó una lista de las 
500 supercomputadoras más rápidas en el mundo 
(Top500, 2014). Ciertamente, una supercomputado-
ra de 1993 es superada fácilmente por una com-
putadora de escritorio de ahora. Naturalmente, no 
podemos decir que esa computadora de escritorio es 
una supercomputadora por que no es la que hace 
más operaciones de punto flotante en su época. Por 
cierto, la UAMI ha instalado supercomputadoras 
que han estado en la lista de las 500 supercompu-
tadoras más rápidas del mundo, la última fue ins-
talada en el año 2008 y fue la computadora más 
rápida de América Latina (La Jornada, 2008). No 
es difícil imaginar el costo de instalación de una 
supercomputadora y por esa razón se instalan en 
universidades o en empresas con las instalaciones 
apropiadas y con la infraestructura para darles un 
mantenimiento adecuado.
El supercómputo ha tenido un impacto importante 
en la química computacional y es ahí donde más 
software se ha desarrollado. Cuando los desarrolla-
dores de software, dentro del ámbito de la química 
cuántica, tuvieron la posibilidad de contar con mu-
chos CPU (por las siglas en inglés de Central Pro-
cessing Units) se preguntaban si era mejor contar 
con un procesador muy rápido en lugar de contar 

APÉNDICE C. PUBLICACIONES

135



con varios no tan rápidos. Esto surgió por que mu-
chas aplicaciones estaban implementadas sobre el 
uso de un solo procesador y el cambio a usar cómpu-
to en paralelo no es trivial por que se usan diferen-
tes técnicas de programación. Ahora, esa discusión 
ha sido superada por que se implementan las aplica-
ciones sobre muchos CPU cuando es posible, por su-
puesto, sobre CPU lo más rápidos que se tengan al 
alcance. Naturalmente, la tecnología ha jugado un 
papel crucial en el supercómputo por que en lugar 
de usar un procesador muy poderoso, las compañías 
han decidido construir los procesadores con varios 
núcleos (cores en inglés) para reducir el gasto ener-
gético. Por ese motivo vemos que el mercado oferta 
procesadores multicores. Por la parte del cómputo 
en paralelo aplicado a la química computacional, el 
paquete computacional NWChem es un buen ejem-
plo, ya que ha sido diseñado para utilizar de manera 
eficiente este tipo de cómputo (Valiev, et al.). Para 
la interacción �CD-4HR, el programa NWChem ins-
talado en la supercomputadora de la UAMI pro-
media por iteración, dentro del ciclo iterativo del 
método de Hartree-Fock,1 el tiempo reportado en la 
Tabla 1. En este caso los ca ́lculos se realizaron so-
bre procesadores Xeon E5-2670 v2@2.50GHz.

Tabla 1: Tiempo promedio usado por iteración, en 
segundos, por NWChem para obtener la energía to-
tal de la �CD interaccionando con el 4-HR, usando 
el me ́todo HF/6-311G**.

Es claro de esta tabla que NWChem + (sistema ins-
talado en la UAMI) proveen una buena opción para 
estudiar la estructura electrónica de sistemas de ta-
maño considerable, debido a que permiten un buen 
escalamiento, ya que cuando se dobla el número de 
procesadores el tiempo invertido se disminuye a la 
mitad. En muchas ocasiones, se cuenta con un gran 
número de procesadores pero no con el software que 
los use correctamente, y en otras ocasiones se cuen-
ta con el software pero no con un gran número de 
procesadores. Por fortuna en la UAMI se cuenta con 
1 Usaremos el método de Hartree-Fock para comparar los 
resultados obtenidos con NWChem y otros códigos.

ambas cosas.

4. Tarjetas gráficas como ayuda al supercóm-
puto

En los últimos años, las tarjetas gráficas han sido uti-
lizadas para el cómputo científico. La razón de esto 
es muy simple, esta tecnología fue diseñada,desde su 
origen, para ejecutar tareas en paralelo. Tomando 
en cuenta que las tarjetas graá́ficas fueron diseñadas 
para hacer despliegue gráfico, es claro que hacer una 
gráfica, por ejemplo, un automóvil, debe de hacer-
se de manera simultánea. De no ser así veríamos 
primero las llantas, luego un parabrisas, después el 
cofre y así sucesivamente. Naturalmente, sería vi-
sualmente muy desagradable. Por ese motivo estas 
tarjetas fueron hechas para trabajo que pareciera 
ser elaborado en un paso (aunque es claro que re-
quiere esfuerzo desplegar una llanta, un cofre, un 
parabrisas, etc.) y de manera intrínseca está involu-
crado el cómputo en paralelo. Uno de los problemas 
que se tenía para el uso de tarjetas gráficas en pro-
blemas científicos, fue que la manera de programar 
no era de alto nivel. Por fortuna ya se tienen dos 
lenguajes de programación de propósito general: a) 
CUDA, (Farber, 2011; Sanders y Kandrot, 2010) b) 
OpenCL (Scarpino, 2012). CUDA ha sido diseñado 
y mantenido por la empresa NVIDIA® , natural-
mente está pensado para que sea usado en tarjetas 
gráficas producidas por esa compañía, lo cual repre-
senta una limitante ya que existen en el mercado 
otras dos compañías bien consolidadas que ofrecen 
tarjetas grá́ficas; AMD® e Intel®. Lo interesante de 
CUDA es que se han desarrollado varias herramien-
tas y compiladores robustos para los desarrolladores 
de software. Por otro lado, OpenCL es el lenguaje 
para la programación heterogénea (CPU-GPU) , y 
está respaldado por el grupo KHRONOS (Khronos, 
2014), en cuyo consorcio se encuentra NVIDIA, In-
tel, AMD, entre otros. Este lenguaje de programa-
ción puede ser utilizado en casi cualquier tarjeta 
gráfica, incluso en aquellas que traen los teléfonos 
celulares o tabletas de uso comercial. Infortunada-
mente, siendo un nuevo estándar de programación 
aun no existe soporte similar al de CUDA y tam-
poco se han generado aplicaciones y librerías que 
ayuden a los desarrolladores de software.
  Por parte de CUDA se han generados códigos que 
han implementado métodos de la química cuánti-
ca para ser ejecutados sobre tarjetas gráficas. Te-
rachem es el código que sobresale de los que se han 
reportado hasta el momento, fue creado por el pro-
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fesor Todd Martínez de la Universidad de Standford 
y ha sido diseñado con el concepto de ser ejecutado 
sobre tarjetas gráficas (Ufimtsev et al., 2008). En la 
Tabla 2 se reporta el tiempo usado, en promedio, 
por cada iteración del sistema �CD+4-HR en Tera-
chem. En este caso los resultados fueron obtenidos 
con tarjetas gráficas Tesla M-2090.

Tabla 2: Tiempo usado, en segundos, por Terachem 
para obtener la energía total de la �CD interaccio- 
nando con el 4-HR, usando el método HF/6-311G**.

De acuerdo a esta tabla un GPU Tesla M-2090 rea-
liza el trabajo de aproximadamente 50 procesadores 
Xeon E5-2670 v2@2.50GHz usados por NWChem. 
Posiblemente esta comparación no es del todo justa 
ya que la evaluación de las integrales bielectrónicas 
se realizan de diferente forma en cada aplicación, so-
bre todo Terachem juega con la precisión numérica 
y por esa razón evalúa más rápido este tipo de inte- 
grales. Por lo tanto, existe una diferencia numérica 
entre los resultados generados por Terachem y NW- 
Chem. Por ejemplo, para nuestro sistema �CD+4-
HR, y el método HF/6-31++G**, NWChem     
computa una energía de -4866.138491417190 unida-
des atómicas mientras que el Terachem da como 
resultado -4866.1331308678 unidades atómicas, esta 
diferencia representa alrededor de 3 kcal/mol, mos-
trando así que la diferencia de energía es importante 
cuando se comparan energías totales. Sin embar-
go, cuando se comparan diferencias de energía, por 
ejemplo en la evaluación de la energía de interacción 
entre la �CD y el 4-HR, NWChem predice un cam-
bio de energía de -1.3 kcal/mol, mientras que el Te-
rachem predice -0.5 kcal/mol. En este caso la di-
ferencia de 3 kcal/mol entre los dos códigos se ve 
reducida a 0.8 kcal/mol. Dicha diferencia es menor a 
la precisión de muchos de los métodos de la química 
cuántica con los que se predicen energías de enlace, 
sobre todo en interacciones débiles.
  NWChem ha entrado también en escena para el 
uso de GPU. Recientemente se ha reportado la ace-
leración de un método correlacionado basado en 
la función de onda (cúmulos acoplados) dentro del 
NWChem (DePrince y Hammond, 2011). El desem-

peño que se muestra en la aplicación es alentador 
para pensar que los GPU llegaron para quedarse en 
aplicaciones de química cuántica. No será sorpren-
dente que en algunos años los GPU estén involucra-
dos en el desarrollo de muchos códigos de química 
cuántica, como lo están ahora GAMESS (Gordon et 
al., 2014) o Gaussian (Gomperts et al., 2014). Natu-
ralmente, el departamento de Química de la UAMI 
ha contribuido a generar código sobre GPU para la 
transformación de 4 índices para acelerar métodos 
que involucran a éstas (Carmona-Espíndola et al., 
2013; García- Hernández et al., 2013, 2014).

5. Análisis de la densidad electrónica 

5.1. Evaluación de campos escalares
Naturalmente, el estudio de la estructura electróni-
ca no se queda solamente en el cálculo de la energía 
o de la función de onda. Por ejemplo, si estamos 
interesados en saber los sitios ricos en electrones, 
o deficientes de ellos, dentro de una molécula, lo 
primero que se puede hacer es una gráfica de esta 
cantidad. En general, los métodos de estructura 
electrónica evalúan a la densidad electrónica, 
, de la forma

(18)

donde  representa la ocupación del orbital i y noc 
representa el número de orbitales ocupados.
Típicamente, para hacer una gráfica de esta canti-
dad se recurre a una malla. Esto es, el sistema de 
estudio se envuelve por un cubo o un paralelepípedo 
y se hacen cubos dentro de él. Sobre cada vértice de
los cubos internos se evaluá a la densidad electróni-
ca. Para nuestro ejemplo, �CD+4-HR, si se usa una 
malla mediana (5 puntos por cada unidad atómica) 
entonces el número de puntos donde será evaluada 
la densidad electrónica es igual a 4,752,000. Veámos 
el número de operaciones que debemos de realizar 
por cada punto de la malla. Para nuestro ejemplo, 
noc = 354 y K = 36162. De la ecuación 9, vemos que 
debemos de evaluar una suma con 3616 términos, al 
resultado lo elevamos al cuadrado (de acuerdo a la 
ecuación 18). El penúltimo paso es multiplicar por 
la ocupación, en nuestro caso es igual a 2. Finalmen-
te se suma sobre los orbitales ocupados (354), de 
2 No se está usando ningún esquema de contracción, se usan 
directamente funciones primitivas.
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acuerdo a lo que indica la ecuación 18. Por lo tanto, 
se de- ben de hacer (3616 sumas)×(2 multiplicacio-
nes)×(354 sumas)=2,560,128 operaciones de punto 
flotante. Este número debe de ser mutiplicado por 
el número de puntos en la malla. En total se tienen 
que realizar 12,165,728,256,000 operaciones de pun-
to flotante. A este resultado tendríamos que agre-
garle las operaciones que están involucradas dentro 
de la evaluación de fμ (ecuación 10). Evidentemente, 
se requiere de una computadora muy rápida para 
hacer estas operaciones. Un proyecto que estamos 
desarrollando en la 

(a)                        (b)
Figura 2: Densidad electrónica del sistema �-CD + 

4-HR. a) Vista frontal, b) Vista posterior.

UAMI es el de evaluar campos escalares y vecto-
riales de la química cuántica, la densidad electróni-
ca es uno de esos campos, sobre GPU. La idea del 
proyecto es la de evaluar orbitales, el gradiente y el 
lapla- ciano de la densidad electrónica, la función de 
localización electrónica (Becke y Edgecombe, 1990), 
la densidad de energía cinética (Navarrete-López et 
al., 2008) y el potencial electrostático (Murray et 
al., 2011), entre otros. En la Figura 2 presentamos 
la densidad electrónica de nuestro sistema �CD+4-
HR. Es importante mencionar que el despliegue 
gráfico está realizado con nuestra aplicación, que 
también está desarrollada para que se ejecute sobre 
GPU. Las esferas rojas representan átomos de oxí-
geno, las grises a átomos de carbono y las blancas 
a átomos de hidrógeno. La manera en que estamos 
graficando este campo es sin suponer una posible 
conección entre los átomos, para representar los en-
laces que hay en el sistema. La conectividad es un 
invento de los químicos, y aún cuando muchos de 
ellos son muy inteligentes, en ocasiones su intuición 
puede fallar y por eso han sido reportados modelos 
matemáticos para tener una conectividad funda-
mentada en teoremas y no en la intuición química, 
como lo veremos en la siguiente sección. Aún con 
la limitación de no presentar la conectividad entre 
los átomos, es evidente de la Figura 2 que a partir 

de la densidad electrónica es posible rescatar lo que 
la intuición química nos indicaba desde un inicio, 
los enlaces químicos que conforman la �CD+4-HR, 
pero ahora de manera no trivial y sustentada en un 
observable.

5.2. Analizando el enlace químico

Existe un método relacionado con el análisis de la 
densidad electrónica que también involucra el uso 
de supercómputo. Este método frecuentemente es 
utilizado para encontrar los posibles enlaces en una 
molécula y se conoce como el método de átomos en 
moléculas (AIM, del inglés atoms in molecules) pro-
puesto por el profesor Richard Bader (Bader, 1990, 
1994). Este método está basado en encontrar los 
puntos críticos de la densidad electrónica. En esta 
revista uno de los autores de este reporte ha publi-
cado una manera de encontrar los puntos críticos de 
una función de varias variables (Garza, 2007). En 
este caso la densidad electrónica, , depende de 
tres coordenadas, x, y, z. Los puntos críticos, , de 
esta cantidad son aquellos donde

(19)

o en forma condensada

                (20)

Parte del proyecto que hemos emprendido sobre el 
uso de GPU en la UAMI, es el de encontrar los

(a)                        (b)

Figura 3: Densidad electrónica y trayectorias de 
enlace entre la �-CD y el 4-HR. a) Vista frontal, b) 

Vista posterior.

puntos críticos de la densidad electrónica (Her-
nández-Esparza et al., 2014). Nuevamente, usando 
nuestro sistema �CD+4-HR, hemos encontrado los 
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puntos críticos de la densidad electrónica asociados 
a esta molécula. En la Figura 3, se muestran los 
puntos críticos (representados por esferas peque-
ñas) exhibidos en este sistema. Las esferas azules 
pequeñas representan puntos críticos de enlace. De 
acuerdo a estos puntos, en la Figura 3a, en la parte 
de arriba, se pueden apreciar puentes de hidrógeno 
ya que se tiene un punto crítico de enlace entre los 
átomos O-H-O. La caracterización de este tipo de 
interacciones ha sido discutida por A. Navarrete y 
colaboradores (Navarrete-López et al., 2007).
    Además de los puntos críticos, se presentan las 
trayectorias de enlace en la Figura 3, las cuales se 
obtienen al trazar una línea de un punto crítico de 
enlace hasta el valor máximo que puede alcanzar 
la densidad electrónica. Esta trayectoria está invo-
lucrada en la solución de una ecuación diferencial. 
En el caso del sistema �CD+4-HR se encontraron 
225 trayectorias de enlace, lo cual significa que se 
tuvieron que resolver 225 ecuaciones diferenciales. 
La solución de estas ecuaciones es lo que hemos tra-
zado con líneas delgadas. Estas líneas muestran que 
el 4-HR está formando enlaces (interacciones) con la 
�CD. Así, la conectividad entre átomos no la deja-
mos a nuestra imaginación de químicos sino que lo 
hacemos a través del modelo matemático involucra-
do con el método de AIM.
El costo computacional del método usado en (Her-
nández-Esparza et al., 2014) para la búsqueda de 
puntos críticos en la densidad electrónica se discute 
en esa referencia y la parte importante que desea-
mos mencionar es que una tarjeta gráfica diseñada 
para videojuegos, como la GForce GTX 760® puede 
ser usada para esta aplicación y compite muy bien 
con respecto al desempeño que exhibe una tarjeta 
gráfica dedicada al supercómputo. En ese sentido, 
los GPU están dando la posibilidad de realizar cóm-
puto científico con costos que están muy por debajo 
de lo que significa instalar servidores basados exclu-
sivamente en núcleos de CPU.

6. Conclusiones
Se ha presentado la forma en que el cómputo for-
ma parte de la investigación rutinaria dentro de la 
química cuántica, resumiento las metodologías co-
múnmente empleadas y haciendo especial hincapié 
en la enorme cantidad de datos a calcular y en el 
porqué el empleo del supercómputo. Además, como 
parte fundamental de este trabajo, se presenta el 
uso actual de los GPU en la química cuántica y el 
trabajo efectuado en la UAMI para la generación 
de programas que hagan uso de estas nuevas tec-

nologías de procesamiento concurrente, como una 
alternativa viable al empleo de servidores basados 
en múltiples CPU. Dentro de esta línea de trabajo, 
se analiza el enlace químico dentro del marco de la 
teoría de Átomos en Moléculas, donde la densidad 
electrónica, su gradiente y sus segundas derivadas 
son evaluadas sobre GPU. Mostrando así el poder 
de cómputo que ofrecen los GPU y sobre todo que, 
GPU dedicados a videojuegos pueden ser utlizados 
para el cómputo científico.
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A B S T R A C T

Adhesive formulations based on depolymerized lignins were studied to investigate the contribution of their
oligolignols content in the determination of its Young's modulus towards the contact with a cellulose surface.
Four lignins with low molar mass, tested and reported in an earlier study, were employed to model oligolignol
molecular sub-structures. Over these oligolignols, several Reactive Force Field (ReaxFF) molecular dynamic
simulations were considered to elucidate the contribution of each molecular structure to the adhesive capacity of
the lignin mixture, modelling the interaction of each oligolignol over one model of cellulose I-β. One important
result obtained from these simulations is, that coupling energies obtained for the oligolignol-cellulose complexes
correlate quite well with experimental values of Young's modulus, yielding the insight to describe how oligo-
lignols within lignin-adhesive formulations drive their Young's modulus from an atomistic point of view. This
study opens a new perspective to design novel wood adhesive formulations based on lignins, considering the
oligolignols present in their composition.

1. Introduction

The need of eco-friendly wood adhesives has led to intense research
on adhesives derived from natural and non-toxic materials. Many stu-
dies about this topic have been reported in recent years [1–9] where
lignin is one of the materials at the forefront of such studies.

Considering the fact that lignin is the second major component of
wood and its main biological function is to participate as a cementing
agent among wood cells [10], chemists and engineers have reported
several studies on the interaction between cellulose and lignin in the
field of wood adhesives to develop new formulations that reproduce or
mimic lignin properties [2–9]. Recently, adhesives that include lignin in
their formulation have shown several properties similar to phenol-for-
maldehyde resins [11–14]. Their role in the wood industry is quite
relevant, since they are extensively utilized in plywood, particleboard,
fiberboard, or in laminated wood products [15–17]. Lignin-based ad-
hesives have been studied mainly from an empirical point of view;
[2,13] consequently the coupling between cellulose and the structural
cross-linked 4-hydroxyphenylpropanoids of lignin (oligolignols) that

drive the adhesion phenomenon remain still unclear. In particular, the
lignin structure is based on the assumption that this is built from simple
units of 4-hydroxyphenylpropane, typically three hydroxycinnamyl al-
cohols are involved; p-coumarol, coniferol, and sinapol (Fig. 1), [2,3]
which are commonly named monolignols [18].

Lignin in solution has a different composition with respect to the
native lignin (protolignin) found in wood, due to the extraction process
used commonly. In general, coniferol units are more abundant in soft-
wood than in hardwood; the later one presents a similar proportion
between coniferol and sinapol units [19]. Even with these differences,
the three following linkages are the most abundant ones found between
lignin units: β-O-4 (βO4), β-5 (β5) and β-β (ββ) [20].

Pizzi et al. have reported four low molar mass lignins in new ad-
hesive proposals, where oligolignols are recognized as the principal
components in the tested adhesive formulations, identifying the mole-
cular masses of fragments by using MALDI-TOF (matrix assisted laser
desorption ionization time-of-flight) mass spectroscopy. Additionally,
the values of Young's modulus (YM) of such adhesives were distributed
among the identified oligolignols from their mass percent in each
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mixture [21]. In that work, a computational molecular docking study
was carried out in order to correlate the interaction energy between
oligolignols and a cellulose I-β crystallite model. These interaction
energies were directly related with the experimental YM obtained from
thermomechanical analysis. The correlations reported in that study
were reasonably good, however, few adhesive mixtures showed low
correlations, even though their YM values suggested an efficient adhe-
sion. Naturally, a molecular docking methodology is a first step to
understand oligolignol-cellulose complexes, due to limitations of the
computational model [22].

Although the weighted distribution of oligolignols developed by
Pizzi et al. [21], was suitable to assign the participation of each oli-
golignol-cellulose complex in the YM of the lignin mixtures suggesting
the additivity of the individual YM studies, the molecular structures
elucidated by MALDI-TOF results did not yield good correlations con-
cerning the interaction energies from the molecular docking studies.
Thus, a molecular dynamics study is desirable to evaluate energetically
such oligolignols-cellulose complexes. Indeed, improving the molecular
structures suggested from the MALDI-TOF spectroscopy for the oligo-
lignols used in our previous molecular interactions study [23], could
verify that the weighted oligolignol distribution of Pizzi et al. [21],
supports the postulate of addition in the YM determination, which may
be extended to new lignin mixtures for the enhancement of lignin-ad-
hesive formulations.

In this work, a molecular modeling study is presented to char-
acterize the complexes formed between oligolignols of two and three
units over a cellulose I-β crystallite. The corresponding coupling en-
ergies are estimated by using molecular dynamics simulations through
a reactive force field. Evidently, the aim of this work is to evidence
which oligolignols from the lignin mixtures drive the adhesivity of
lignin-based formulations, through the knowledge and enhancement of
the molecular structures of oligolignols in the adhesive formulations
previously reported [21,23]. We think that, this study will help to de-
scribe the molecular interactions for the design of adhesive formula-
tions based on the oligolignols characterized from depolymerized lig-
nins.

To the best of our knowledge, there are no theoretical reports em-
ploying the reactive molecular dynamics methodologies available to
elucidate and evaluate the interaction between oligolignols from

adhesive formulations and cellulose. In our opinion, this topic is central
to obtain guides on the discovering of new eco-friendly adhesive for-
mulations for wood.

2. Methodology

Molecular dynamics (MD) simulations were employed to estimate
the interaction energy of oligolignols on a cellulose I-β crystallite
model. Considering that the cellulose I-β is the most common form of
cellulose found in higher plants [10], the cellulose model used in this
work was built from crystalline structures characterized by X-ray and
neutron fiber diffraction measurements [24,25]. Our cellulose I-β
crystallite model consists of 12 D-glucose molecules along the cellulosic
axle, 6 D-glucose molecules transverse to the x axis and 3 stacked layers
along the y axis (6 × 6 × 3 model). This model is presented in Fig. 2.

A simulation box of (85 × 50 × 60) Å was considered to move the
oligolignols over the cellulose I-β crystallite model. The molecular
structures of oligolignols elucidated by our MALDI-TOF experimental
results and improved from our molecular interactions study, were built
through the ChemBioOffice ultra software version 11.0.1 [26]. These
oligolignols were considered to interact with the cellulose I-β crystal-
lite. The set of oligolignols studied in this work is presented in Figs. 3
and 4, where it is clear the relevance of dilignols and trilignols in the
proposed models. We have used a general nomenclature for oligo-
lignols: A_m_B_n_C where A, B or C indicates a coniferyl (CA) or sinapyl
(SA) alcohol linked by one m or n linkage (for instance, βO4, αβ, ββ, γβ
and β5 were the considered linkages).

Molecular dynamics simulations were carried out by the reactive
force field (ReaxFF) [27], as this is implemented in the open source
code LAMMPS [28], with the C/H/O atomic parameters developed by
Chenoweth et al. [29] Although there are force fields that include terms
to model molecules coupled to charge equilibration [30,31], the ReaxFF
applies a bond energy - bond order (BEBO) [32] parameter that de-
pends on the force field, providing accurate descriptions of formation or
breaking of bonds in molecular systems. In addition, the ReaxFF has a
non-bond interaction term to consider van der Waals and Coulomb
interactions. Some works have successfully applied the ReaxFF to de-
scribe adequately the reactivity of systems, pathways, organic reactions
as well as thermal decomposition and catalytic formation of carbon
nanotubes [32,33]. Furthermore, the ReaxFF has been applied recently
inside cellulose and lignin studies [34–38], and for the adhesion de-
scription of epoxy resins [39], which support the reliability of the
parameter set involved in the force field applied in our MD calculations.

At the beginning of each simulation, one oligolignol was placed
randomly on the surface of the cellulose model performing updates of
positions and velocities for each oligolignol molecule, considering
constant numbers of particles, volume, and temperature (NVT). Each
trajectory was followed up to 2 ns with a time step of 0.2 fs. After the
MD simulation, an energy minimization was performed within a con-
vergence threshold of 1 × 10− eV for the energy and 1 × 10−6 eV Å-1

for the forces. The coupling energy (EC) between each oligolignol and
the cellulose surface was estimated in a simulation box, as the total
energy difference between the minimized cellulose-oligolignol complex
and the sum of the energies of the optimized cellulose surface and the
gas-phase oligolignol molecule:

= − −E E E Ec COMPLEX CELLULOSE OLIGOLIGNOL

The results of the coupling of each oligolignol over the cellulose I-β
crystallite model from the MD simulations were grouped according the
lignin mixture characterized in our previous study [21]. Therefore for
each type of lignin mixture, we built four groups: 1) Ln_India, an in-
dustrial organosolv grass lignin containing the following units: C-
A_βO4_SA_ββ_SA, CA_ββ_CA, SA_βO4_SA_ββ_SA and CA_βO4_SA_β5_CA,
2) Ln_miscanthus, a laboratory organosolv lignin from miscanthus
(Miscanthus giganteus) grass, containing the following oligolignols: C-
A_βO4_SA, SA_βO4_SA, CA_γb_CA, SA_αβ_SA, CA_βO4_CA and

Fig. 1. Lignin precursors: p-coumarol, coniferol, and sinapol, respectively, shown in their
predominant (E)-monolignol configuration. Numbering is shown here only on the con-
iferol structure.

Fig. 2. Cellulose I-β model used to form complexes with oligolignols [24,25].

P. López-Albarrán et al. International Journal of Adhesion and Adhesives 78 (2017) 227–233

228

APÉNDICE C. PUBLICACIONES

142



CA_βO4_SA_ββ_SA, 3) Ln_CO2, a depolymerized kraft lignin, containing
the following units: CA_αβ_CA, CA_βO4_SA_ββ_SA, SA_βO4_SA_ββ_SA,
CA_βO4_CA, CA_γβ_CA, CA_βO4_SA_β5_CA, CA_β5_CA_γβ_SA and C-
A_βO4_CA_β5_CA, and 4) Ln_Depol, a depolymerized Indian lignin from
the mixture (1) containing the units: CA_γβ_CA, CA_αβ_CA, CA_βO4_SA
and SA_βO4_SA oligolignols. Details about the characterization of the
lignin mixtures are in reference [21].

3. Results and discussion

From our results it was observed that all complexes formed between
oligolignols on the cellulose I-β crystallite surface have similar coupled
conformations than those achieved in a previous molecular docking
study. [21] Throughout each simulation, the period of time was long

enough to obtain complexes where the oligolignols yield stable com-
plexes with the cellulose layer. Indeed, in a short simulation time
(< 100 ps), the total energy of each complex arrives to one stationary
state.

Curiously, after the minimization performed on the complexes, no
significant conformational variations were observed on their geome-
tries, which means that the structures are near a local energy minimum,
as it is shown in Fig. 5 for the case of the components of the lignin
mixture Ln_India. From the optimized geometries, it is observed that
phenyl rings of the dilignols, with linkage βO4, αβ, and γβ or at least
one phenyl ring of the trilignols in the conformation CA_m_B_n_CA lies
on one plane parallel to the cellulose surface. It is worth noting that
these conformations are in good agreement with Raman microprobe
studies [40–42], where there is evidence of the orientation of lignin

Fig. 3. Molecular structures of dilignols. a) CA_ββ_CA, b) CA_βO4_SA, c) SA_βO4_SA, d) CA_γβ_CA, e) SA_αβ_SA, f) CA_βO4_CA and g) CA_αβ_CA.
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relative to the plane of the cell wall. In most instances, the aromatic
rings of the phenyl propane structural units are parallel to the plane of
the cell-wall surface [42].

On the other hand, analyzing the coupling energies, EC, of the
corresponding complexes, we found that those formed between the
cellulose and the dilignols with linkage βO4 formed with units CA_SA
and SA_SA are the most energetically stable complexes with respect to
other linkages, finding the following stability ordering of complexes
formed with dilignols: βO4> ββ> γβ> αβ; an exception of this trend
is the CA_βO4_CA dilignol. For trilignols, the highest EC of the com-
plexes formed on cellulose corresponds to the SA_βO4_SA_ββ_SA tri-
lignol (see third column of Table 1). In this conformation, the phenyl
ring of the trilignol from the side of the ββ linkage is slightly tilted with
respect to the plane of the cellulose surface. We think that, in an ad-
hesive formulation, these kinds of complexes may provide functional
groups where they are able to interact with other cellulose cells. Con-
sequently, the corresponding formulations could be improved, taking

advantage of this conformational behavior. However, to clarity this
point is necessary MD studies involving at least two layered cellulose
model. Therefore, oligolignols with βO4 and ββ linkages seem to be
useful substructures of lignin to form complexes energetically stable
which may improve the interaction over cellulose.

We also tried to correlate the calculated coupling energies (EC) with
the experimental YM from the previous study of Pizzi et al. [21].
However, such correlation can be established only if the EC of each
oligolignol is multiplied by the mass percent obtained from the ex-
perimental composition of the mixture, namely EMIX; it could be shown
that EMIX correlates quite well with respect to the experimental YM. The
mass composition of the oligolignols of the four different lignins, the
experimental YM, and the obtained EMIX are summarized in Table 1.

We can observe from Table 1 a trend among the EMIX results with
the experimental YM values, pointing out which substructures of the
lignin mixture contributes mainly to the adhesion. Obviously, the re-
lationship between the experimental value of YM and EMIX does not fit

Fig. 4. Molecular structures of the trilignols: a) CA_βO4_CA_β5_CA, b) SA_βO4_SA_ββ_SA, c) CA_βO4_SA_β5_CA, d) CA_β5_CA_γβ_SA, e) CA_βO4_SA_ββ_SA.
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perfectly because of the sense of both magnitudes. However, when the
EMIX is plotted towards the experimental YM values, are found good
linear correlations for each lignin mixture, observing individually
which oligolignols maximize the adhesion in the studied samples. From
Table 1 it is shown that, the oligolignols of two units with βO4 and αβ
linkages are the components that maximize the adhesion of the studied
samples, because oligolignols of two and three units with βO4 and ββ
linkages. In particular, the oligolignol CA_βO4_SA_ββ_SA and the C-
A_ββ_CA one. It is evident that such information contributes strongly to
improve formulations of wood adhesive materials (Fig. 6).

From the regression found in the four lignin mixtures studied in this
work, we calculated the theoretical Young's modulus of the mixtures
according to the follow equation:


=E m Y*C M

whereEC is the value of the average coupling energy (Emix - b) when
the intercept “b” goes to zero, taken through the correlation of each
lignin. Thus, it is possible to estimate the theoretical value of Young's
modulus of each component of the studied mixtures and for each lignin
mixture. The maximum deviation between the calculated and the ex-
perimental YM was found in the lignin Ln_Miscanthus (~10.0%), and
the best correlation was observed for the lignin Ln_india, as shown in
Fig. 7. The obtained values for theoretical YM for each oligolignol and
their additivity are described in Supplementary material.

Without a doubt, the values for EC found by ReaxFF have a physical
sense since they correlate well with the experimental information, by
means of the mass composition of the oligolignols. It is interesting to
observe that our results of the Emix fit mixtures of lignins up to 8

oligolignols such as the Ln_CO2 lignin. Comparing our results with those
found in the literature, [13] it is possible to correlate theoretical values
of the coupling energy of oligolignols on cellulose with experimental
adhesion of oligolignol compositions by employing the ReaxFF.

We must bear in mind that the stability of the complexes is dis-
cussed in terms of the interaction of one molecule of oligolignol on
cellulose, while the YM was calculated sorting the contribution of each
oligolignol in the mixture; thereby it remained unclear if the mass
percentage of the mixtures depends on the nature of molecular inter-
action or on the chemical behavior of the species, we are preparing a
further work to address this point. Obviously, experimental values of
YM depend on the total composition of the depolymerized lignins and
on the cellulose contributions; however, Fig. 7 points out that the main
contributions in the adhesive formulations are supported by the studied
oligolignol-cellulose complexes, built accordingly the elucidated
MALDI-TOF molecular structures and their enhancement from mole-
cular interactions studies.

4. Conclusions

By using molecular dynamics simulations, employing the ReaxFF
force field, it is possible to correlate oligolignol-cellulose coupling en-
ergies with the Young's modulus of structures suggested experimentally
from MALDI-TOF data, and enhanced by molecular interactions in-
sights. This conclusion was obtained when oligolignols were designed
and built with two and three units of monolignols, to interact on a
model of cellulose I-β. According to the correlation obtained from
molecular dynamics, the trilignol CA_βO4_SA_ββ_SA and the dilignol

Fig. 5. Initial conformation, last snapshot after 2 ns of MD simulation and the relaxed geometries after the minimization process of the complexes formed between the cellulose I-β and (a)
CA_βO4_SA_ββ_SA, (b) CA_ββ_CA, (c) SA_βO4_SA_ββ_SA and (d) CA_βO4_SA_β5_CA oligolignols.
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CA_ ββ_CA were the lignin substructures that contribute mostly to ad-
hesion; in such way that, it can be described how oligolignols within
lignin-adhesive formulation drive their Young's modulus from an ato-
mistic point of view. Our results and methodology may improve the
selection of the lignin source in base of its composition, after depoly-
merization, for wood lignin-adhesive formulations because it was ob-
served which oligolignols promotes adhesion in wood adhesive for-
mulations.
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Abstract
The analysis of scalar and vector fields in quantum chemistry is an essential task for the compu-

tational chemistry community, where such quantities must be evaluated rapidly to perform a

particular study. For example, the atoms in molecules approach proposed by Bader has become

popular; however, this method demands significant computational resources to compute the

involved tasks in short times. In this article, we discuss the importance of graphics processing

units (GPU) to analyze electron density, and related fields, implementing several scalar, and vec-

tor fields within the graphics processing units for atoms and molecules (GPUAM) code developed

by a group of the Universidad Autónoma Metropolitana in México City. With this application,

the quantum chemistry community can perform demanding computational tasks on a desktop,

where CPUs and GPUs are used to their maximum capabilities. The performance of GPUAM is

tested in several systems and over different GPUs, where a GPU installed in a workstation con-

verts it to a robust high-performance computing system.

KEYWORDS

GPUs, Hartree-Fock, Kohn-sham, large systems, QTAIM, semiempirical methods, visualization,

wave-function analysis

1 | INTRODUCTION

In these days, wave-function techniques and density functional theory are cornerstones of the quantum chemistry to study the electronic structure

of atoms and molecules. However, for large systems, both of these approaches demand substantial computational resources, many times unreach-

able with personal computers. By the side of wave-function techniques, the Hartree-Fock (HF) theory is relevant since some sophisticated methods

use it as a starting point.[1] Without a doubt, the HF method was essential to establish the foundations of first principles computational chemistry,

showing as its initial stages the need for parallel programming techniques to reduce overall the time to solution. Indeed, Density Functional Theory

Kohn-Sham (DFT KS), which implicitly adds exchange and correlation effects and uses as a fundamental variable the electron density,[2] uses many

algorithms proposed originally by HF implementations.[3] In the last three decades, the number of publications with molecular simulations has

ramped up geometrically, which coincides with the release of efficient DFT KS, HF, and semiempirical parallel codes. In quantum chemistry, orbitals

usually are represented in a basis set, as a linear combination of atomic localized functions like Slater-type orbitals (STO) or Gaussian-type orbitals

(GTO).[4] Many modern codes that use STOs and GTOs were designed, as its conception, or modified to be executed in parallel.[5–12]

In the last years, the design of microprocessors has reached limits in miniaturization and speed, which is a consequence of the intrinsic nature

of their components. On the other hand, to get faster computers adding accelerators and increasing the number of core computing units has been

the most viable alternative. Accelerators like graphics processing units (GPU) have gained popularity for scientific computing. The origin of such

GPUs comes from video cards designed to enhance the performance while displaying video games. GPU industry has impacted some science

fields amazingly, and quantum chemistry is one of them since GPUs act as parallel computers. The availability of APIs developed by NVIDIA and

Khronos Group through CUDA[13] and OpenCL,[14] respectively, has been the key to the GPUs success to gain adepts in general purpose program-

ming. Thus, with these tools, number crunching codes can take advantage of heterogeneous architectures. Currently, some quantum chemistry

Received: 27 February 2018 Revised: 30 April 2018 Accepted: 7 May 2018

DOI: 10.1002/qua.25671

Int J Quantum Chem. 2018;e25671. wileyonlinelibrary.com/journal/qua © 2018 Wiley Periodicals, Inc. 1 of 9
https://doi.org/10.1002/qua.25671

APÉNDICE C. PUBLICACIONES

148



codes use GPUs to accelerate the self-consistent process involved in the solution of KS or HF methods.[5,7,8,15–18] Furthermore, there are several

efforts to increase the performance of post-HF algorithms.[19–25] There are also efforts to use GPUs for nonlocalized functions in the basis set,

although for this case such efforts have been devoted mainly to the solution of KS equations with nonlocal or semilocal exchange-correlation

functionals, in such a way that the performance of these codes shows significant improvements.[26–29]

In summary, there are several reports demonstrating that the wave-function or electron density can be obtained efficiently through heteroge-

neous computing for large systems. However, the analysis or postprocessing of the electron density of related properties can be demanding tasks.

An example of such computational effort is the study of the acetylcholine receptor 2 K58 proteins with 590 atoms and 2158 electrons using the

6-31G basis set, where we want to analyze either its electron density or the corresponding electrostatic potential to find some reactive sites.

However, many times these properties are not enough to examine this system and additional quantum chemistry fields are needed to obtain well-

supported conclusions. Thus, for this analysis, heterogeneous hardware must be used appropriately to achieve responses in reasonable times, in

particular, if we want to perform such tasks on a desktop. The aim of this article is precisely the evaluation of several quantum chemistry scalar

and vector fields by using CPUs and GPUs.

2 | EVALUATION OF QUANTUM CHEMISTRY FIELDS BY USING GPUS

In molecular simulations, the evaluation of a scalar field is a routinary activity for the visualization of the density and related properties. This evalu-

ation is carried out over a set of points in a grid defined in real space, and after it, visualization programs allow an analysis of the corresponding

field. Let us think in the evaluation of the electron density, as

ρ rð Þ¼
X
i¼1

ωiψ
*
i rð Þψ i rð Þ,

¼
X
i¼1

ωi

XT
μ¼1

cμ, iϕμ rð Þ
 !2

, ð1Þ

¼
XT
μ,ν¼1

X
i¼1

ωic
*
μ, icν, iϕ

*
μ rð Þϕν rð Þ: ð2Þ

In this equation, ψ i(r) represents the orbital i and ωi its occupancy. In this case, the basis set is built with ϕμ(r) functions and T represents the

number of these functions. The coefficients cμ, i are those that minimize HF or KS energy, or they are obtained by diagonalizing the first-order

density matrix for correlated methods.

Equations (1) and (2) provide two ways to evaluate the electron density at the point r, although both of they give same results. However,

Equation (1) needs fewer operations and therefore this equation must be in a code. It means, that Equation (1) involves 2 T +1ð Þ×occ−1 float

point operations, where occ represents the number of occupied orbitals. However, this number of operations corresponds to each point in the

grid, if there are pts points then the total number of operations is around 2T ×occ×pts to evaluate the electron density over the whole grid. Evi-

dently, we have not taken into account the operations involved to evaluate each function, ϕμ, in the basis set. From here it is evident that the

evaluation of this quantum chemistry field is an example of embarrassingly parallel workload as the computation of this property at r is entirely

independent of other point in the grid. Therefore, this kind of work is an excellent candidate to implement over GPUs.

Implementation of algorithms on GPUs requires some topics that a developer must bear in mind, in this article we describe some of them. In

particular, the access to physical memory is a crucial issue in the implementation of codes, as the cores installed in a GPU cannot access the vola-

tile memory provided by a CPU. In initial stages of general purpose GPUs, the RAM attached to this device was limited to few hundreds of mega-

bytes, and consequently, the programmer had severe restrictions on the use of GPUs for high performance computing. Fortunately, at the time of

this article, NVIDIA offers GPUs with several gigabytes and high rate data transfers. The work distribution is the key to use a GPU as these

devices have available thousands of threads to be accessed. In practical terms, the GPU has two kinds of RAM; shared and global. Whereas shared

memory gives access to few threads collected in a block, global memory provides access to all threads in the GPU. The main difference between

these two types of memory stems on the rate to be accessed; shared memory is quite small but with small latency. Global memory is as big as the

physical memory of the GPU, although it exhibits a high latency. There are additional issues to be considered in the use of a GPU; however, the

points mentioned in this paragraph are enough to the evaluation of a quantum chemistry field by using this device.

In our laboratory, we have developed the Graphics Processing Units for Atoms and Molecules (GPUAM) code to evaluate several scalar and vec-

tor quantum chemistry fields coupled with the Atoms in Molecules (AIM) analysis.[30] It is worth to mention that there are several codes with

some of these capabilities.[31–36] However, GPUAM has been designed to use heterogeneous computational resources. The design of this code is

simple since for the evaluation of a field we associate one thread of a GPU with one point in the grid. This approach requires that all threads have

access to the coefficients, cμ, i, of Equation (1) and the work to evaluate the corresponding field (Equation (1) for the electron density) is performed

on each thread. Therefore, the bigger the number of threads, the faster the evaluation of the field. In this article, the evaluation of several quan-

tum chemistry fields is the central aim, however, in initial stages of this project the critical points searching of the electron density was the primary

target, which has been shown by Hernández-Esparza et al.[30] and consequently this is not discussed here.
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For the last version of GPUAM, NWChem, G09, GAMESS, or MOPAC[5–7,37] give the coefficients cμ, i of Equation (1), and the Molden2AIM

code also can be used to obtain WFN or WFX files.[38] Evidently, there is one step for the data arrangement since GPUAM requires of nuclei coor-

dinates, exponents, coefficients and type of basis set because MOPAC uses STOs instead of GTOs. In this sense, GPUAM deals with STOs as well

as GTOs. After the load of the corresponding data in the CPU, GPUAM sends this information to the GPU and keep it within this device as much

as possible along of the execution. When GPUAM finish with the evaluation of the corresponding field, it moves the buffer to the CPU, and

finally, it stores the information in a disk file. We sketch this procedure in Figure 1.

GPUAM uses a grid with a constant step over the three Cartesian axes, and the total points of this grid define the work distribution of our

code, which is a crucial step. For this task, GPUAM distributes the points in the grid over the available GPUs in the system, where a CPU thread

controls a GPU. It is worth to note that GPUAM does not build a buffer for the grid since with the initial point (x0, y0, z0) and the step defined to

create the grid, GPUAM assigns one GPU thread to one grid point by using the following CUDA kernel:

- global_thread_x = threadIdx.x + blockIdx.x * blockDim.x;

- global_thread_y = threadIdx.y + blockIdx.y * blockDim.y;

- sign_x = global_thread_x;

- sign_y = global_thread_y/pts_z;

- sign_z = global_thread_y%pts_z;

- sign_f = global_thread_x*pts_y*pts_z + global_thread_y;

- if (sign_x ¡ pts_x && sign_y ¡ pts_y && sign_z ¡ pts_z) {

- x = x0 + (float) sign_x*step;

- y = y0 + (float) sign_y*step;

- z = z0 + (float) sign_z*step;

- buffer_field[sign_f] = field(x,y,z,coordinates,exponents,coefficients);

- }

In the previous code threadIdx.x, blockIdx.x, and blockDim.x are reserved words by CUDA to identify thread, block and the dimension of this

block along x, respectively, in the GPU where GPUAM is performing the execution. Analogously, there are reserved words for the y-axis. Additionally,

the number of points are denoted by pts_x, pts_y, and pts_z. This code is used to transform a 3D grid to a 2D grid, where the threads are executed

efficiently over a GPU. For the case of several GPUs, the code replicates nuclei coordinates, exponents, and coefficients on each graphics card.

The approach sketched above has been used in GPUAM to implement scalar and vector quantum chemistry fields, for GTOs, few of these

fields are:

• Molecular orbitals and their derivatives,

• electron density and its derivatives,

• reduced density gradient,[39]

• noncovalent interaction index,[40]

• electrostatic potential, and

• electron localization function.[41]

FIGURE 1 General sketch of the design of GPUAM to evaluate a quantum chemistry field
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Some of these fields involve more operations than others. For example, the noncovalent interaction index (NCI)[40] is useful for quantum

chemistry people to study weak interactions. The NCI is based on the reduced density gradient,

s rð Þ¼ 1

2 3π2ð Þ1=3
j rρ rð Þ j
ρ rð Þ4=3

, ð3Þ

and on the curvature of ρ(r) (eigenvalues of the electron-density Hessian), it means that electron density, its first and second derivatives must be

evaluated over each point of the grid. This is a good test to see the GPUs performance, although it is important to mention that the functions

implemented in GPUAM for CPUs have been optimized and we think they are giving the best performance over several threads within a CPU. In

our implementation, the CPU version takes advantage of the CPU architecture and the tools offered by Intel compilers.

3 | EXAMPLES

Continuously, the GPUAM is under scrutiny by checking its performance over different GPUs and CPUs. In this article, we present results deliv-

ered by two desktop GPUs (Quadro GP100 and Titan V) and five high-performance computing GPUs (Tesla family). Specifications of each GPU

are in Table 1, where it is evident the evolution of the NVIDIA technology through the years; in particular, the number of threads in a graphics

card is increased notably.

The examples discussed in this article were done with GPUAM compiled with CUDA Toolkit 8.0 or 9.0 and Intel compilers V16-V18. The first

system to be analyzed by GPUAM is presented in Figure 2, where ρ(r), rρ(r), and the Hessian of the electron density were evaluated to compute

the NCI. In this example, an α-cyclodextrin inclusion compound contains 146 nuclei, 301 orbitals, and 2680 primitive functions to represent

Kohn-Sham orbitals. For this case, a methylthymine derivative (5-Methyl-1-(2-propyn-1-yl)-2,4(1H,3H)-pyrimidinedione) is included within the

α-cyclodextrin. Electron density and NCI depicted in Figure 2 were evaluated over a grid of 3 873 096 points and visualized with the VMD

code.[42] The number of points corresponds to 5 points per atomic unit along each axis, and this is a parameter that is defined by the user.

TABLE 1 GPUs tested in this article. The first two GPUs are designed to be installed in desktops and the Tesla family for high performance

computing

GPU Release date Memory (MB) Threads Clock rate (MHz)

Quadro GP100 2016 16 273 114 688 1442

Titan V 2017 12 066 163 840 1455

Tesla K20Xm 2012 5699 28 672 732

Tesla K40 2013 11 439 30 720 745

Tesla K80 2014 11 439 26 624 823

Tesla P100 2016 16 276 114 688 1328

Tesla V100 2017 16 152 163 840 1380

FIGURE 2 Electron density (dark orange) and noncovalent interaction index (mainly green and some parts blue) for an α-cyclodextrin inclusion

compound with 146 nuclei, 301 orbitals, and 2680 primitive functions over a grid of 3 873 096 points
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The time used for GPUs to evaluate ρ(r), jrρ(r)j, and the NCI is reported in Table 2. For the NCI evaluation, GPUAM does not compute ρ(r),

jrρ(r)j, and Hessian in separate processes, instead of this approach, GPUAM evaluates on the fly these three fields on each point of the grid. Evi-

dently, some parts of the code are reused to avoid duplicate work.

The electron localization function, ELF,[41] is another example where GPUs show their convenience to analyze quantum chemistry fields. The

definition of this scalar field is

ELF¼ 1
1+ χ2σ

, ð4Þ

with

χσ ¼
Dσ

D0
σ

, ð5Þ

D0
σ ¼

3
5

6π2
� �2=3

ρ5=3σ , ð6Þ

and

Dσ ¼
Xoccσ
i¼1

rψ ij j2− 1
4
rρσj j2
ρσ

, ð7Þ

where σ denotes the spin component. For this case, the ELF needs derivatives of all orbitals over each point in the grid. This scalar field for an

α-cyclodextrin inclusion compound is presented in Figure 3, and the time consumed to evaluate this field is reported in Table 2, where it is clear

that the computational effort to compute this quantity is quite similar to that required to evaluate jrρ(r)j. From this table, it is clear how the NVI-

DIA technology has increased its capabilities since last generations GPUs, like Pascal (Quadro GP100, Tesla P100) and Volta (Titan V, Tesla V100),

show impressive performance, in particular when these GPUs are compared with the K20 GPU.

TABLE 2 Time, in seconds, used to evaluate four quantum chemistry fields for an α-cyclodextrin inclusion compound with 301 orbitals, 2680

primitives, and 3 873 096 points in the grid

GPU ρ(r) j=ρ(r)j NCI ELF

Quadro GP100 34 37 96 37

Titan V 13 14 50 14

Tesla K20 184 203 617 201

Tesla K40 170 187 568 185

Tesla K80 112 126 340 124

Tesla P100 41 44 113 43

Tesla V100 16 16 47 16

FIGURE 3 Electron localization function for an α-cyclodextrin inclusion compound with 146 nuclei, 301 orbitals, and 2680 primitive functions

over a grid of 3 873 096 points
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GPUAM was created to be also used over CPUs, at this moment there is one version optimized for Intel compilers. The results obtained by

two Xeon processors of the Ivy Bridge family are reported in Table 3. These processors have 10 Cores and 20 Threads, that means that results

between 1 and 10 cores use only one thread by core and for 20 cores the hyper-threading technology is used. From here, GPUAM shows an

impressive performance by using the CPU since when the number of threads is increased, the efficiency measured as (1 thread time)/(number of

threads × total time) is good. The lowest value of this quantity (0.82) is obtained when the NCI is evaluated with 20 threads of the Xeon E5-2690

v2 processor. From this table, if 20 cores of the Ivy Bridge family are used to execute GPUAM, then the time used by CPUs is better than that

obtained by a K80 GPU. In particular, the NCI evaluation is quite good over the CPU.

The GPUAM powerful has been shown above to evaluate quantum chemistry fields when Gaussian functions are used to represent KS or HF

orbitals. Besides, GPUAM supports STOs, and with it gives support to semiempirical methods, in particular, GPUAM uses MGF or AUX files from

MOPAC 2016.[37] Some of the fields evaluated by GPUAM for the semiempirical method are:

• Molecular orbitals,

• electron density,

• Laplacian of the electron density,

TABLE 3 Time, in seconds, used to evaluate four quantum chemistry fields for an α-cyclodextrin inclusion compound with 301 orbitals, 2680

primitives, and 3 873 096 points in the grid

Threads Threads per core ρ(r) j=ρ(r)j NCI ELF

Xeon E5-2670 v2 at 2.50 GHz

01 1 1766 2661 3614 2661

02 1 885 1338 1813 1338

04 1 444 670 911 670

08 1 223 336 460 336

10 1 181 272 373 273

20 2 91 136 194 137

Xeon E5-2690 v2 at 3.00 GHz

01 1 1229 1880 2518 1858

02 1 634 965 1295 957

04 1 335 494 664 507

08 1 169 254 349 254

10 1 137 206 282 206

20 2 71 108 153 108

FIGURE 4 Laplacian of the density for a poly(L-alanine) with 35 residues. Positive values in orange and negative values in green

TABLE 4 Time, in seconds, used to evaluate four quantum chemistry fields for a poly(L-alanine) with 35 residues

GPU ρ(r) j=ρ(r)j =2ρ(r)

Quadro GP100 73 106 180

Titan V 23 50 106

Tesla K20 526 659 971

Tesla K40 481 612 911

Tesla K80 297 414 683

Tesla P100 67 119 209

Tesla V100 25 46 92

10 threads Xeon E5-2670 v2 at 2.50 GHz 162 295 209

10 threads Xeon E5-2690 v2 at 3.00 GHz 124 153 160
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• gradient of the electron density,

• reduced density gradient, and

• noncovalent interaction index.

The main reason to implement derivatives of the electron density obtained by semiempirical methods stems from reports, where these

methods evaluate the NCI[35,36] and consequently short times are needed to study large systems. Thus, GPUAM can be a useful tool for this pur-

pose. The evaluation of quantum chemistry fields from semiempirical methods could be a challenge since the size of the corresponding system, in

general, is extended over vast regions. For example, the Laplacian of the electron density of a poly(L-alanine) with 35 residues (Figure 4) is a

demanding computational task. For this case, there are 353 nuclei, 494 orbitals, and 881 primitives. The structure presented in this figure is the

challenge of this system since there are 6 898 940 points over the grid; this grid has the same number of points by atomic unit of the first exam-

ple. For this poly(L-alanine), ρ, rρ, and r2ρ were evaluated by using GPUs and CPUs, the time required by each system is recorded in Table 4.

When a Quadro GP100 GPU is used to compute the electron density, the time elapsed is of 73 seconds and this time is reduced drastically

when Titan V is used to obtain this field. From this table, it is evident the GPU effort to evaluate properties that involve derivatives, as the cost to

get the Laplacian is higher than that used to evaluate the electron density. Such deterioration is not observed for CPUs where there are no appre-

ciable differences between the times used for gradient and Laplacian.

From Tables 2 and 4, we conclude that desktop GPUs (Quadro GP100, Titan V) exhibit a remarkable performance and convert desktops in

high-performance computers. In summary, the evaluation of quantum chemistry fields demands many threads as although the clock rate of GPUs

is small, when we use many of them the execution time is reduced dramatically.

4 | PERSPECTIVES

For the electron density analysis and related quantum chemistry fields, integration methods are relevant, and at this moment, GPUAM has no

implementation of a robust method to obtain atomic properties; this is an issue with high priority in our laboratory.[43,44] With reliable integration

methods, the next step for GPUAM is the implementation of interacting quantum atoms approach to obtain a decomposition of the total energy

for intraatomic and interatomic components.[45,46] Also, additional critical points search algorithms will be included in our code to offer several

options to improve execution times.

5 | CONCLUSIONS

In this article, the Graphics Processing Units for Atoms in Molecules (GPUAM) code shows the importance to use GPUs to evaluate quantum

chemistry scalar and vector fields, as this task is an example of embarrassingly parallel workload. A strategy used in this code is to assign one GPU

thread to one point in the grid to evaluate the corresponding field. In Table 5, there is a list of the properties obtained by GPUAM, as a summary

of the capabilities offered by this code, which uses GTOs and STOs functions. The GPUAM shows excellent performance when it computes elec-

tron density and some fields related to this property for large systems. Without a doubt, the GPUs give a great opportunity to quantum chemistry

community to analyze scalar or vector fields at reasonable times by using personal desktops with at least one installed GPU. At this moment

GPUAM is distributed as binary by request to the corresponding author.

TABLE 5 Summary of properties computed by GPUAM for each basis set type

Properties GTO STO

Molecular orbitals X X

Molecular orbitals derivatives X X

Electron density X X

Electron density derivatives X X

Reduced density gradient X X

Noncovalent interaction index X X

Electrostatic potential X -

Electron localization function X -

Kinetic energy density X -

Search of critical points of the density X X

Search of critical points of the Laplacian of the density X -
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Abstract
The potential energy surface of ZnnOn clusters (n = 2, 4, 6, 8) has been explored by using a simulated annealing method.
For n = 2, 4, and 6, the CCSD(T)/TZP method was used as the reference, and from here it is shown that the M06-2X/TZP
method gives the lowest deviations over PBE, PBE0, B3LYP, M06, and MP2 methods. Thus, with the M06-2X method we
predict isomers of ZnnOn clusters, which coincide with some isomers reported previously. By using the atoms in molecules
analysis, possible contacts between Zn and O atoms were found for all structures studied in this article. The bond paths
involved in several clusters suggest that ZnnOn clusters can be obtained from the zincite (ZnO crystal), such an observation
was confirmed for clusters with n = 2 − 9, 18 and 20. The structure with n = 23 was obtained by the procedure presented
here, from crystal information, which could be important to confirm experimental data delivered for n = 18 and 23.

Keywords ZnO clusters · DFT · Exchange-correlation functionals · Simulated annealing

Introduction

Clusters of ZnO, small or large, are quite interesting since
they have many technological applications [1–6]. Quantum
chemistry methods have been used to interpret some
experimental results and to propose molecular structures.
However, the study of these systems offers a big challenge
because they contain many degrees of freedom and therefore
the global minimum for each cluster is elusive. Even
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for small ZnnOn clusters, the number of electrons is of
considerable size, and consequently, the density functional
theory (DFT) has been used in several reports as the
principal tool to analyze these systems. In such reports,
some variants of the exchange-correlation (XC) functional,
of the Kohn–Sham (KS) method, have been used to obtain
the corresponding electronic structure. After a detailed
review of previous works related to the global minimum
searching for these clusters, just three XC functionals have
been used for this task. Two of them are based on the
generalized-gradient approximation (GGA), they are PBE
[7] and BLYP. [8, 9] The third one is the popular B3LYP
[10, 11], which has one contribution of the exact-exchange.
Localized and non-localized functions, as basis sets, have
been coupled with these XC functionals. Gaussian functions
and numerical representations of the KS orbitals are within
the localized functions group [12–30], and plane-waves
belong to the non-localized functions group [31]. For both
groups of functions, sometimes effective core potentials
(ECP) are used to reduce the number of functions in the
basis set and to take into account relativistic effects.

Some conclusions obtained in these works are contradic-
tory since some authors show that one-ring structures for
clusters with n = 2 − 7 represent global minima, [12, 14,
21, 22, 24, 31] while others present different conclusions:
they mention that these structures are global minima only
for n < 6. [17, 27, 32]
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In our best of knowledge, the first work related to the
global minimum searching of these clusters was published
by Matxain et al., where they used the B3LYP XC functional
[12]. In the same work, the authors compare results from
this XC functional with those obtained by CCSD(T)/TZ2P
method for the Zn2O2 system, which exhibits just two
isomers. For Zn3O3 they performed this comparison
by using the CCSD(T)/SKBJ(d) and B3LYP/SKBJ(d)
methods, where relativistic effects are incorporated through
the ECP coupled with the corresponding basis set. From
this work, it is clear that the B3LYP XC functional does not
exhibit a good performance, although such a comparison
was made to show possible differences between this XC
functional and correlated methods based on the wave-
function. Precisely in this work, the authors affirm that the
one-ring structure represents the global minimum for n < 8.
Other reports give support to this conclusion [14, 21, 22, 24,
31] and others use these structures for additional analysis.
There is other research where several XC functionals were
tested for the Zn12O12 cluster; unfortunately the authors did
not search minima for this system. One conclusion made by
these authors indicates that the M06-2X XC functional is
not appropriate to study ZnO clusters [25]. Very recently,
Chen et al. have reported minima of ZnnOn with n ≤ 168,
in their study the B3LYP was used to search the correspon-
ding minimum for each cluster, and over some of these
minima, nine additional XC functionals were tested without
a geometry relaxation [30].

At this point, it is evident that there are no strong
arguments to declare which XC functional offers reliable
relative energies for ZnnOn isomers. In this way, one aim
of this work is to show the performance of several XC
functionals to describe the potential energy surface (PES)
of ZnnOn clusters with n = 2, 4, 6, 8. For all these clusters,
the global minimum searching was carried out by using the
Kohn–Sham method, and for n = 2, 4, 6 the CCSD(T)/TZP
method was used as the reference for several isomers. Also,
we have found a tight relationship between clusters of
this oxide and its structure in a crystalline phase. For this
observation, n was tested for 1 − 9, 18 and 20, giving for all
of them the corresponding global minimum and in the same
sense we propose one structure for Zn23O23.

Methods

The exploration of the PES for ZnnOn, with n = 2, 4, 6
and 8, was done by using a modified version of the Monte
Carlo method through a simulated annealing process, as
this is implemented in the ASCEC code [33, 34]. For
this case, the objective function was provided by the total
energy delivered by the PM7 method developed in the
MOPAC suite code [35]. Our methodology is based on the

procedure used by Garcı́a-Hernández et al. [36] to search
isomers in a stochastic way. For all clusters considered in
this study, the origin was the initial position of all atoms,
which were moved randomly. The objective function was
evaluated around 360,000 times in the stochastic process.
From here, each structure obtained from the simulated
annealing method was optimized by the Kohn–Sham (KS)
method. Thus, all candidates proposed by ASCEC were
optimized with the exchange-correlation functionals: PBE,
[7] PBE0, [37] B3LYP, [10, 11] M06, [38] M06-2X, [39]
as well as second-order many-body perturbation theory
(MP2) [40]. All these methods were coupled with the
all-electron TZP basis set [41, 42]. The CCSD(T) coupled-
cluster method [43–45] was applied for n = 2, 4 and 6
over MP2 and M06-2X structures. Only for n = 2, the
cc-pVDZ, cc-pVTZ, and cc-pVQZ [46] basis sets were
employed with M06-2X, MP2, and CCSD(T) methods. For
n ≥ 18, the initial optimization process was done by
using the LANL2DZ basis set and its corresponding ECP
[47] from here, the TZP basis set was used to obtain the
final optimized structures and the corresponding frequency
analysis to confirm minima over the potential energy
surface. The NWChem suite code v6.6 performed all these
calculations [48]. The ionization potential was obtained
for each structure found by the M06-2X/TZP method. The
possible bonds formed in each ZnnOn cluster were studied
through the atoms in molecules (AIM) [49] approach by
using a code developed under graphics processing units
[50, 51].

Results

Relative energies

Before to analyze results obtained for all ZnnOn clustres,
small clusters of Zn2O2, Zn4O4, and Zn6O6 are studied
in detail to provide the adequate method used within the
KS method to describe these systems and contrast the
corresponding results with other reports. The five XC

(a) (b)

Fig. 1 Two isomers of the Zn2O2 cluster. Red spheres represent
oxygen atoms and gray spheres represent zinc atoms
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Table 1 Relative energy
between the two isomers found
for Zn2O2. All quantities are in
kJ/mol

PBE PBE0 B3LYP M06 M06-2X MP2 CCSD(T)

Optimized Geometry

132.5 161.7 144.8 119.1 185.4 239.9 –

MP2 Geometry

150.0 −392.1 −374.1 129.7 210.9 239.9 208.1

M06-2X Geometry

131.0 161.8 144.9 120.9 185.4 250.8 187.6

functionals mentioned in the last section and the MP2
method were used to optimize the two molecular geometries
exhibited by the Zn2O2 cluster in Fig. 1. Such structures
coincide with those reported by Matxain et al. [12]. For all
figures presented in this article, the connectivity between
atoms is provided by bond paths obtained from the AIM
approach.

The relative energies obtained by these methods are
reported in Table 1, where all methods used in this work give
different predictions among themselves. For this reason,
we use the CCSD(T)/TZP method as the reference. In the
first instance, MP2/TZP geometries were used to estimate
the correlation energy through the CCSD(T) method.
The relative energy estimated for all methods, including
CCSD(T), over MP2 geometries are reported in the same
Table 1. From here, there are several interesting results:
First, the relative energy obtained by MP2/TZP is quite
different than that obtained by the five XC functionals
tested in this work. In particular, when the MP2 geometry
is used, PBE0 and B3LYP exhibit a different ordering
than that obtained for the optimized geometries. Second,
the MP2/TZP method predicts larger relative energies than
those delivered by the CCSD(T)/TZP method. Finally, the
M06-2X/TZP gives a relative energy quite similar to that
predicted by CCSD(T). From this observation, the M06-2X
geometry was used to estimate the relative energy for all
methods considered in this article over these two isomers.
The corresponding results from this procedure are also in
Table 1, where it is evident that all XC functionals give
similar results than those obtained from their corresponding
molecular geometries, suggesting that the XC functionals
tested in this work deliver similar geometries, at least for
this cluster. Besides, it is worth noting the predictions made

Table 2 Relative energy between the two isomers found for Zn2O2.
All quantities are in kJ/mol

Basis set M06-2X MP2 CCSD(T)

TZP 185.4 250.8 187.6

cc-pVDZ 169.4 236.1 169.1

cc-pVTZ 185.0 260.5 194.6

cc-pVQZ 197.7 277.4 211.7

by CCSD(T)/TZP and M06-2X/TZP methods; they are
almost the same. Even for this structure, MP2/TZP predicts
higher relative energy than CCSD(T)/TZP. Therefore, for
this small cluster, the M06-2X exhibits the best performance
when the reference is the CCSD(T)/TZP method.

The basis set is an important ingredient within quantum
chemistry methods. There is one reference where the TZ2P
was used to study ZnnOn clusters [12]. Currently, the
high-performance computing and the software developed
around this technology, calculations with high accuracy

(a) 4 1 (b) 4 2

(c) 4 3 (d) 4 4

(e) 4 5 (f) 4 6

Fig. 2 Six isomers of the Zn4O4 cluster. Red spheres represent oxygen
atoms and gray spheres represent zinc atoms
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Table 3 Relative energies
(�Ei = Ei -E1) for the isomers
found for Zn4O4 clusters. All
quantities are in kJ/mol

PBE PBE0 B3LYP M06 M06-2X MP2 CCSD(T)

�E2 206.9 180.9 219.3 206.8 111.2 155.4 117.6a

118.4b

�E3 266.5 284.2 293.7 281.0 267.9 268.8 255.5a

254.8b

�E4 321.7 341.6 345.1 321.7 334.1 377.9 337.5a

333.4b

�E5 329.2 343.6 337.9 329.1 348.0 392.3 349.8a

345.4b

�E6 363.7 380.8 377.0 355.1 364.9 428.9 374.7a

372.7b

�E7 372.3 392.2 380.8 365.5 381.1 451.5 391.1a

388.4b

�E8 465.1 490.1 487.3 439.2 442.1 500.2 445.7a

445.3b

�E9 434.4 477.9 462.5 440.4 449.0 509.5 446.2a

447.4b

�E10 453.0 474.5 486.1 460.8 431.8 492.1 458.8a

461.2b

a M06-2X geometry. b MP2 geometry

can be performed for systems of small and medium size.
However, for large systems, some methods demand high
computational resources. For this reason, in this article the
TZP basis set was employed to study ZnnOn clusters of
reasonable size. For the Zn2O2 system over the geometry
predicted by the M06-2X/TZP method, three consistent-
correlated basis sets were used with M06-2X, MP2, and
CCSD(T) methods; their results are presented in Table 2.

From these results, some conclusions can be established
for the Zn2O2 cluster: (1) the MP2 method overestimates
the relative energy concerns the CCSD(T) method; (2) for
large basis sets, the M06-2X method underestimates the
relative energy; (3) Virtual orbitals have an important impact
on MP2 and CCSD(T) methods to predict the correlation
energy; and (4) the TZP basis set predicts relative energy
between the cc-pVTZ and cc-pVQZ basis sets for the

Table 4 Relative energies
(�Ei = Ei − E1) for the
isomers found for Zn6O6
clusters. All quantities are in
kJ/mol

PBE PBE0 B3LYP M06 M06-2X MP2 CCSD(T)

�E2 0. 0. 0. 0. 69.1 77.4
78.0 79.9 92.1 369.4 69.1 74.5 67.4

�E3 −42.2 −1.1 −68.4 −96.8 123.8 44.3
−41.2 0.5 −66.0 −200.5 123.8 46.6 96.2

�E4 34.4 66.2 19.7 −10.8 140.6 94.6
29.5 66.3 20.4 −104.2 140.6 94.1 119.7

�E5 88.5 122.7 101.5 36.2 168.3 138.8
86.4 122.6 101.5 −22.1 168.3 138.8 150.9

�E6 106.8 133.6 111.1 69.8 178.6 147.5
103.6 132.4 110.7 23.8 178.6 146.8 160.2

�E7 120.8 150.4 132.9 0. 185.1 161.8
119.9 150.8 133.1 31.9 185.1 161.8 170.6

�E8 126.9 155.3 138.3 −96.6 191.5 166.0
126.6 155.8 138.6 44.6 191.5 166.3 176.8

�E9 90.3 139.6 98.0 10.6 228.1 167.4
94.3 150.1 114.5 −74.4 228.1 180. 202.4

�E10 127.3 170.6 151.6 −96.6 229.7 190.8
122.8 169.8 151.4 3.5 229.7 190.4 204.3

Second row, M06-2X geometry
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M06-2X method, and for MP2 or CCSD(T) methods, this
basis set gives predictions between the cc-pVDZ and cc-
pVTZ basis sets.

Thus, for the M06-2X/TZP method, we expect underes-
timations of relative energies among isomers with a similar
quality to the cc-pVTZ basis set. Furthermore, for this
case, the MP2 will give overestimations of these energy
differences.

At this moment, one system with only two isomers has
been discussed for all methods. Now, the Zn4O4 system is
analyzed in the same way. For this case, we will discuss
the 11 low-lying energy isomers provided by the procedure
delineated in the Methods section, which are reported in the
Electronic Supplementary Information (ESI). The six most
stable isomers for this cluster are presented, in ascending
order, in Fig. 2. In this article, the notation n j indicates the
isomer j of the ZnnOn cluster.

For this cluster, our prediction coincides with other authors
in the sense that the one-ring structure is the most stable
isomer, and the first three isomers are the same as those
obtained by force fields techniques [32].

We must bear in mind that the CCSD(T)/TZP method
is the reference in this article. The relative energy obtained
by each method for this cluster is reported in Table 3,
where the M06-2X/TZP method gives the smallest deviation
as regards to the reference. In particular, for �E2 all
methods, except M06-2X, overestimate this quantity. The
CCSD(T)/TZP method defines the ordering presented in
this table, which is not followed for several methods. For
example, B3LYP breaks this ordering from �E4 to �E5,
PBE and PBE0 from �E8 to �E9, M06-2X and MP2 from
�E9 to �E10. Curiously, the M06/TZP method gives the
same ordering as that predicted by CCSD(T)/TZP, although
such a method exhibits, in absolute error, large differences
for low-lying relative energies.

The CCSD(T)/TZP method was also considered for
Zn6O6 clusters, relative energies for the first 11 isomers
are reported in Table 4, and the structures of the six
first isomers are presented in Fig. 3. For these clusters,
36 structures were suggested by the stochastic method
and KS, all of them are reported in ESI. In Table 4,
the first row represents the relative energy obtained by
using optimized structures, and the second row is related
to relative energies obtained at M06-2X structures. From
here, there are important differences among results obtained
by several exchange-correlation functionals. First, PBE,
PBE0, B3LYP, and M06, over optimized structures, predict
relative energies smaller than those predicted by M06-2X,
MP2, and CCSD(T) methods. In fact, these exchange-
correlation functionals predict isomer 6 1 with the same
energy than isomer 6 2, and the isomer 6 3 presents the
lowest energy. Such predictions do not coincide with those
obtained by M06-2X, MP2, and CCSD(T) methods. For this

(a) 6 1 (b) 6 2

(c) 6 3 (d) 6 4

(e) 6 5 (f) 6 6

Fig. 3 Six isomers of the Zn6O6 cluster. Red spheres represent oxygen
atoms and gray spheres represent zinc atoms

case, M06-2X gives the same ordering than that presented
by CCSD(T). This result is relevant since some works use
B3LYP geometries as a reference, which is not correct for
this case. For such reports, isomer 6 3 is more stable than
isomer 6 1, which is different concerning M06-2X/TZP and
CCSD(T) predictions. In this article, one additional isomer
goes into the scene, since the isomer 6 2 in Fig. 3 competes
in energy with 6 1 and 6 3. From these three structures,
experimental information indicates that 3D structures are
most stable. Koyasu et al. deal with the corresponding
cations,[26] where the ordering changes as regards to neu-
tral systems. However, structures 6 1 and 6 2 are still the
isomers with the lowest energy when they are charged,
followed by the isomer 6 14. The isomer 6 3 considered by
Koyasu et al. exhibits high energy when this is charged and
has low possibilities to be found in the gas phase, which
suggest that 3D structures are more stable than 2D structures
for n = 6.
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Fig. 4 Six isomers of the Zn8O8
cluster. Red spheres represent
oxygen atoms and gray spheres
represent zinc atoms

(a) 8 1 (b) 8 2 (c) 8 3

(d) 8 4 (e) 8 5 (f) 8 6

Our stochastic procedure searched isomers for Zn8O8,
and after it, the KS method was applied to optimize the
corresponding candidates. In total, we found 56 structures,
all of them are in ESI. The six isomers with lowest energies
are presented in Fig. 4 and relative energies for the first 11
isomers are reported in Table 5.

There are reports where the monocyclic isomer is
mentioned as the most stable structure [22]. However, when
the M06-2X/TZP method is used for n = 8, the one-ring
structure is in the 26th place, with 3D structures as most
stable.

From Table 5, it is clear that the ordering found for
relative energies, in Zn8O8 clusters, is not changed by
the temperature. Thus, the entropic contribution in these
clusters is not relevant. The same observation was found for
n = 2, 4 and 6.

Connectivity in ZnO clusters

The figures presented in this article, to show some isomers,
are based on bond paths predicted by the AIM approach. In
our procedure, we find first bond critical points and after

Table 5 Relative Gibbs
energies (�Gi = Gi − G1) for
the isomers found for Zn8O8
clusters and several
temperatures by using the
M06-2X/TZP method. All
quantities are in kJ/mol

Temperature (K)

0 100 140 180 200 240 280 300

�G2 30.0 27.5 26.9 26.2 25.8 25.0 24.2 23.7

�G3 100.1 96.6 95.4 94.1 93.5 92.0 90.6 89.9

�G4 102.7 100.1 99.8 99.4 99.2 98.8 98.3 98.0

�G5 156.2 152.3 151.1 149.8 149.0 147.6 146.1 145.3

�G6 164.4 160.6 159.5 158.2 157.5 156.2 154.8 154.1

�G7 176.5 174.3 173.8 173.4 173.1 172.6 172.1 171.8

�G8 185.9 181.9 180.9 179.8 179.2 177.9 176.7 176.0

�G9 187.4 182.8 181.8 180.7 180.0 178.8 177.5 176.8

�G10 188.6 184.3 183.2 181.9 181.2 179.7 178.2 177.4
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Table 6 Electron density and its Laplacian evaluated at critical points
found in ZnO clusters

Isomer O-O Zn-Zn

ρ ∇2ρ ρ ∇2ρ

2 2 0.3148 0.0520 0.0342 0.0345

4 4 0.2197 0.2330 0.0482 0.0217

4 5 0.2152 0.2243 0.0478 0.0216

4 6 0.2400 0.2043 0.0374 0.0258

this step the differential equation to find the corresponding
attractors are solved for each isomer considered in this
article. If we compare these figures with those presented
in other reports, there are clearly important differences. For
example, the Zn-Zn contact is presented in some reports
for the Zn2O2 cluster, [14, 30], which is different than that
presented in Fig. 1. In reference 14, there are many Zn-
Zn contacts in several clusters, which is quite strange. For
that reason, in this article, the AIM approach was used to
obtain the contacts involved in ZnO clusters. In Tables 6 and
7, we present the contacts found for some ZnnOn clusters.
For these cases, the electron density and its Laplacian are
evaluated at critical points of the electron density. For n ≥ 4,
there are several critical points with the same nature, which
appear in the same isomer, and for that reason, average
quantities are reported, and the highest and the lowest values
are reported above and below, respectively, of the average
(bold font). From figures presented at this point, ring and
cage critical points are expected for some isomers.

From these tables, it is evident the nature of each
bond, since the electron density evaluated at bond critical
points of O-O, Zn-Zn and Zn-O present different values
with the ordering ρO-O(rcp) > ρZn-O(rcp) > ρZn-Zn(rcp).
These values have important effects over bond lengths; for
example, the isomer 2 2 (Fig. 1b) presents all these bonds
with dO-O = 1.40 Å, dZn-O = 1.94 Å and dZn-Zn = 2.50
Å. Thus, the smaller the bond length, the bigger ρ at the
corresponding bond critical point. From Tables 6 and 7, it
is evident that the Zn-O interaction is present with higher
frequency than O-O and Zn-Zn contacts. In fact, for n = 6
and 8, we have observed that O-O and Zn-Zn contacts are
present only for isomers with high energy.

One-ring structures are clusters that present only Zn-O
contacts, where one atom, oxygen or zinc, is involved in two
bonds. When the size of the ring is increased, such a contact
presents high ρ(rcp) values, as it can be appreciated from
Table 7 for n = 2, 4 and 6. Also, one-ring structures for
n = 3, 5, 7, 8 and 9 were analyzed by the AIM approach.
The behavior of the electron density evaluated at the bond

critical point, of the Zn-O contact, is presented in Fig. 5,
where it is clear that this quantity goes to a limit value for
large rings.

For no one-ring structures, oxygen and zinc atoms
present more than two contacts, as it can be appreciated for
n > 2. For these contacts, the electron density evaluated at
bond critical points are less than those values presented by
one-ring structures. For this reason, in Table 7 we present
an average of this quantity for the Zn-O contact, where
several isomers present ρ(rcp) ≈ 0.13 a. u., indicating that
the corresponding contact is related to one atom with only
two contacts. For n = 6 and 8, in some isomers, there are
atoms with 4, 5, 6, or 7 contacts, although all of them have
associated high energies.

The AIM approach was applied over all isomers found in
this article, where we can find one important conclusion, the
rings involved in some isomers are built with the Zn-O pair,
and for that reason, we did not find pentagons. In fact, the
ZnO in crystal phase (zincite) exhibits only hexagons. [52]

For all clusters studied here, the Laplacian is positive
indicating possible ionic interactions, [53] however, analyz-
ing local kinetic energy, virial field, and total energy density,
we determine that Zn-O contacts represent covalent bonds
for all ZnnOn clusters. In this article, we search the critical
points for the electron density for many ZnO clusters. It is
well known that this kind of task takes a long time for large
systems. For our case, this task was relatively fast since for
the Zn10O10 cluster, which has 190 orbitals and 1760 primi-
tive functions, our code developed over GPUs [50, 51] spent
114 s by using a Quadro GP100 card and 82 s with a Titan V
to find all critical points involved in this system. It is worth
noting that these GPUs are in common desktops.

In the last section, we concluded that M06-2X geometries
give reliable results by using the CCSD(T) method as the
reference. In this article, we used critical points and bond
paths obtained for each isomer to determine bond lengths of
all contacts predicted by the AIM approach.

For each isomer, we found several Zn-O contacts, for
example, the Zn2O2 isomer presents four (Fig. 1a) and two
(Fig. 1b) contacts. Naturally, each contact has a different
bond length, and this quantity is different for each method
used in the optimization process. For this reason, we report
the Zn-O bond length, on average, predicted by each method
and for each isomer in Fig. 6. For the Zn2O2 cluster, there
are only two isomers, which are in this figure. For Zn4O4

and Zn6O6 clusters, this figure contains the 11 low-lying
energy isomers of each one.

For the smallest cluster considered in this article, Zn2O2,
we can see from Fig. 6 that the XC functionals used
here give similar structures among themselves, which are
different than that predicted by MP2 for the isomer 2 2.
If we use the M06-2X/TZP method as the reference, in
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Table 7 Electron density and its Laplacian evaluated at critical points found in ZnO clusters

Isomer Zn–O Ring Cage

ρ ∇2ρ ρ ∇2ρ ρ ∇2ρ

Zn2O2

2 1 0.1076 0.0395 0.0395 0.1564 – –

2 2 0.0924 0.4352 0.0229 0.0806 – –

Zn4O4

0.1284 0.6476 – – – –

4 1 0.1285 0.6480 0.0037 0.0090 – –

0.1285 0.6481 – – – –

0.0844 0.4173 0.0290 0.0914 – –

4 2 0.0845 0.4179 0.0290 0.0915 0.0174 0.0471

0.0846 0.4185 0.0291 0.0915 – –

0.0854 0.4311 0.0127 0.0289 – –

4 3 0.1052 0.5273 0.0127 0.0289 0.0118 0.0313

0.1385 0.6901 0.0127 0.0289 – –

0.0761 0.4219 0.0051 0.0113 – –

4 4 0.1022 0.5400 0.0468 0.2711 – –

0.1278 0.6467 0.0701 0.4111 – –

0.0810 0.4524 0.0047 0.0113 – –

4 5 0.1020 0.5449 0.0477 0.2734 – –

0.1261 0.6381 0.0692 0.4045 – –

0.0631 0.3207 0.0105 0.0281 – –

4 6 0.0978 0.5040 0.0341 0.1760 – –

0.1282 0.6439 0.0661 0.4077 – –

Zn6O6

0.0706 0.3494 0.0076 0.0194 – –

6 1 0.0884 0.4495 0.0226 0.0720 0.0051 0.0167

0.0974 0.4996 0.0276 0.0896 – –

0.0445 0.2023 0.0148 0.0414 – –

6 2 0.0802 0.4037 0.0245 0.0759 0.0126 0.0358

0.0938 0.5131 0.0290 0.0928 – –

0.1334 0.6899 – – – –

6 3 0.1334 0.6899 0.0001 0.0003 – –

0.1334 0.6899 – – – –

0.0624 0.3176 0.0102 0.0258 – –

6 4 0.1112 0.5733 0.0150 0.0507 – –

0.1303 0.6618 0.0246 0.1004 – –

0.0687 0.3494 0.0046 0.0121 – –

6 5 0.0971 0.4890 0.0201 0.0642 0.0045 0.0134

0.1287 0.6467 0.0301 0.0979 – –

0.0776 0.4026 0.0046 0.0115 – –

6 6 0.0974 0.4917 0.0244 0.0800 – –

0.1357 0.6860 0.0303 0.0989 – –

Zn8O8

0.0744 0.3769 0.0076 0.0200 – –

8 1 0.0899 0.4617 0.0200 0.0646 0.0036 0.0108

0.1022 0.5378 0.0289 0.0954 – –

0.0638 0.3154 0.0017 0.0045 – –

8 2 0.0908 0.4681 0.0216 0.0713 0.0013 0.0040
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Table 7 (continued)

Isomer Zn–O Ring Cage

ρ ∇2ρ ρ ∇2ρ ρ ∇2ρ

0.1044 0.5445 0.0266 0.0880 – –

0.0604 0.3004 0.0077 0.0198 – –

8 3 0.0971 0.4985 0.0196 0.0637 – –

0.1347 0.6729 0.0286 0.0938 – –

0.0472 0.2190 0.0084 0.0197 – –

8 4 0.0887 0.4514 0.0201 0.0632 0.0042 0.0133

0.1196 0.6088 0.0290 0.0947 – –

0.0542 0.2650 0.0032 0.0092 – –

8 5 0.0966 0.4936 0.0192 0.0634 – –

0.1366 0.6719 0.0282 0.0923 – –

0.0706 0.3478 0.0045 0.0117 – –

8 6 0.0966 0.4935 0.0179 0.0570 0.0056 0.0171

0.1368 0.6859 0.0291 0.0982 – –

this figure there are important differences between this
exchange-correlation functional and the results obtained by
the other functionals for Zn4O4 and Zn6O6. In particular,
we see the importance of the exact exchange, since there
are pronounced differences between M06 and M06-2X
results. Although there are few isomers where there are
appreciable differences between MP2 and M06-2X results,
the comparison between them is reasonably good.

Finally, from this figure, we appreciate important
deviations in the Zn-O bond length among isomers for
Zn2O2 and Zn4O4 clusters. However, for Zn6O6 this
property exhibits small changes among all isomers. The Zn-
O bond length, on average, for the zincite is 1.92 Å. [52]
Thus, the Zn6O6 starts to reflex properties contained in bulk.
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Clusters from zincite

By analyzing the zincite, [52] the isomer 4 3 for Zn4O4

(Fig. 2c) presents one structure quite similar to that involved
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Fig. 7 ZnnOn structures
obtained from crystal
information (left side) and the
corresponding optimized
structure (right side) for
n = 1 − 9

(a) Zn2O2 (b) Zn3O3

(c) Zn4O4 (d) Zn5O5

(e) Zn6O6 (f) Zn7O7

(g) Zn8O8 (h) Zn9O9

in this crystal. From this observation, we tried to find
some structures obtained by stochastic methods from crystal
information. In Fig. 7, we present structures where the
starting point of the optimization process was obtained
from the crystal structure (no modifications were performed
over these structures before the optimization process),
such structures are presented on the left side, and the
corresponding optimized structures are depicted on the right
side. In this figure, we present clusters with n = 2 − 9.
For all these cases, we recovered the most stable structures
obtained here and in other reports by stochastic methods.
In Fig. 7, we want to stress the initial point to optimize
Zn3O3, where the one-ring structure presents the lowest
energy. For this case, the most obvious starting point is
one hexagon obtained from one layer defined on the (001)

plane of zincite; however, for small clusters, the one-ring
structure presents the lowest energy, and consequently,
many proposals go to that final point on the PES.

The impressive behavior presented by the Zn3O3 cluster,
to form one-ring structure from a completely different
structure, is presented in other systems. In Fig. 8, the
Zn20O20 structure reported as the most stable by Chen et
al. [30] is obtained from one layer on the (001) plane
in zincite. For this case, we present several steps of the
optimization process where it is clear that for the final step
the structure acquires a compact form, where hexagons and
squares predominate. In fact, the formation of the squares
induces bends on the initial structure. It is worth noting that
we did not induce any of these structures in the optimization
process.
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Fig. 8 Optimization process for the Zn20O20 cluster. The initial stage
corresponds to one layer of the zincite, followed by 5, 10, 15, 20, and
40 steps of the optimization process. The final structure is presented at
the end of this figure

For Zn18O18, we followed the same procedure used on
Zn20O20. For this case, the cluster is folded in such a
way that the edges are not touched by themselves. For this
reason, in this case we adopted another strategy, where the
starting point is built with two sheets of zincite, as this
is presented in Fig. 9a. The corresponding optimization
process yields one structure where some hexagons disappear
to form squares and consequently the structure shows two
planes almost parallel, although there are hexagons where
some atoms are out of the flat zones (Fig. 9b). This structure
suggests pulling out internal atoms to break the flat zones,
as this is depicted through the arrows in Fig. 9b.

The distorted structure from Fig. 9b gives the structure
in Fig. 10a. The hexagonal prism formed by Zn6O6 can
be appreciated in this structure (left side of Fig. 10a). This
structure is quite similar to that reported as the global
minimum (Fig. 10b) by Chen et al. [30]. It is important to
note that the energy difference between structures depicted
in Fig. 10a and b is 13.8 kJ/mol. Thus, these structures could
coexist at high temperatures. For all these clusters, we can
conclude that hexagons are preferred over squares. Such a

(a)

(b)

Fig. 9 Zn18O18 cluster. a Structure from zincite. b Optimized structure
from zincite

(a)

(b)

Fig. 10 Zn18O18 cluster. a Isomer 13.8 kJ/mol above of the global
minimum. b Global minimum
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Fig. 11 Zn23O23 cluster

conclusion is valid also for the crystal where only hexagons
are observed.

By the two strategies mentioned before, we found one
structure for the Zn23O23 cluster, which is proposed as one
of the most stable structures. The structure of this cluster
is presented in Fig. 11, where hexagons, squares, and one
octagon are presented in its structure. We have analyzed
Zn18O18 and Zn23O23 clusters because they are involved in
one study where there is available experimental information,
[26], which can be completed by using theoretical findings;
these structures are provided in ESI and they could be useful
to confirm experimental data.

Conclusions

In this article, the performance of the M06-2X/TZVP
method is contrasted with PBE, PBE0, B3LYP, M06, and
MP2 methods, giving good results concerning CCSD(T)
method for the analysis of ZnnOn clusters. This conclusion
is reached for 24 isomers found for n = 2, 4, and 6
within a set of 49 generated by a simulated annealing
implementation coupled with the Kohn–Sham method. In
several reports, geometries obtained by B3LYP exchange-
correlation functional are used as the reference, however, in
this article, this exchange-correlation functional fails, and
therefore we do not recommend this functional to study
ZnO clusters. The analysis of possible contacts involved
in all clusters by using the atoms in molecules approach
indicates that hexagons and squares are the geometrical
structures that dominate in all clusters. Also, few octagons
are observed, however, pentagons were not observed as part
of the structures found in this study.

This article found one important observation for ZnnOn

clusters; many of them can be obtained from the crystal
structure. This observation does not mean that the searching
of most stable clusters of this system can be obtained easily
since the main task is how to cut the crystal [54]. However,
the possibilities involved in this task can be used as a starting
point of genetic algorithms [55]. The observation is not

new and is related to the searching of clusters from crystal
information or with the construction of a crystal from its
basic structures [56]. Naturally, this observation is valid
only for ZnO. Currently, in our laboratory, we are studying
several metal oxides to see if the observation found in this
article is also valid.
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33. Pérez J, Florez E, Hadad C, Fuentealba P, Restrepo A (2008)
Stochastic search of the quantum conformational space of small
lithium and bimetallic lithium-sodium clusters. J Phys Chem A
112(25):5749–5755
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