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Resumen

En esta tesis se estudia la propiedad Lindel6f ¥ en espacios topoldgicos generales y en
espacios de funciones con la topologia de la convergencia puntual con el propdsito de presentar
generalizaciones de varios resultados clasicos sobre espacios compactos a los espacios Lindelof
Y. La tesis tiene dos capitulos divididos en ocho secciones y cada seccion presenta un resultado
importante en la teoria de los espacios Lindelof X.

El resultado principal de esta tesis es un famoso ejemplo de Reznichenko de un compacto de
Talagrand K tal que K = S(K\{z}) para algin punto z € K. Este ejemplo tiene muchas
aplicaciones tanto en Topologia como Analisis Funcional. El compacto de Reznichenko es
un compacto de Talagrand y una unién numerable de compactos de Eberlein sin ser un
compacto de Eberlein.

Una peculiaridad histérica es que Reznichenko nunca publicé su ejemplo. Los topdlogos
aprendieron sus propiedades de un manuscrito que circulé por mas de veinte anos antes de
que fuera descrito en una monografia sobre Analisis Funcional.
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Introduccion

Los conjuntos analiticos, esto es, imagenes continuas del espacio w”, constituyen una de las
nociones centrales en la Teoria Descriptiva de Conjuntos. La cumbre en el desarrollo de la
teoria de conjuntos analiticos fue a comienzos del siglo XX cuando fueron publicados trabajos
respectivos de Lebesgue, Alexandroff, Hausdorff, Souslin y Luzin.

En la segunda mitad del siglo XX especialistas en la teoria descriptiva de conjuntos observa-
ron que una generalizacién natural a este concepto es considerar imagenes de w“ bajo mapeos
superiormente semicontinuos, dando origen entre otras a la clase de los espacios K-analiticos.
En Analisis Funcional los espacios de Banach débilmente compactamente generados, abre-
viado WCG (weakly compactly generated Banach spaces), fueron intensamente estudiados a
finales de la década de los sesenta y a principios de la década de los setenta en el siglo pasa-
do. Los espacios K-analiticos resultaron ser de importancia en el Analisis Funcional después
de que Talagrand demostré que cada espacio WCG es K-analitico con la topologia débil [Ta].

El siguiente paso natural fue considerar imédgenes de subconjuntos arbitrarios de w® bajo
mapeos superiormente semicontinuos; en el Analisis Funcional la generalizacién correspon-
diente al concepto de K-analiticidad son los espacios numerablemente K-determinados. Mas
o menos al mismo tiempo la légica interna en el desarrollo de la topologia atrajo la atencién
de los topolégos a la misma clase.

La nocién de espacio ¥ la introdujo Nagami en 1969 [Na] y vino a unificar algunas de las
investigaciones que se hicieron en esa década alrededor del problema que representaba el
encontrar una clase de espacios topoldgicos que tuviera las propiedades suficientemente bue-
nas como para que, entre otras cosas, la paracompacidad fuera preservada bajo productos
de elementos de la clase. Pronto fue evidente que la clase de espacios ¥ con la propiedad
Lindel6f (esto es, la clase de espacios Lindelof ) merecia atencién especial pues coincide
con la clase de espacios numerablemente K-determinados. Desde entonces los espacios Lin-
del6f ¥ ocupan un lugar importante en Topologia asi como en Anaélisis Funcional, Algebra
Topolodgica y Teoria Descriptiva de Conjuntos.

La clase de espacios Lindelof X se puede caracterizar como la minima que contiene a los espa-
cios compactos, los espacios segundo numerables, y es invariante bajo subespacios cerrados,
mapeos continuos y productos finitos. El propésito de esta tesis es presentar generalizaciones
de varios resultados clasicos sobre espacios compactos a los espacios Lindelof 3. Una muestra
de la importancia de una nocién topoldgica es el nimero de definiciones equivalentes para
ella. Facilmente se pueden encontrar diez o mas equivalencias para la compacidad, pero si un
concepto es de poco uso es dificil encontrar dos. La propiedad Lindel6f ¥ no es una excepcién.

La tesis consta de dos capitulos cada uno dividido en cuatro secciones y cada seccién presenta

al menos un resultado importante en la teoria de espacios Lindelof 3. En el primer capitulo
se estudia la propiedad Lindel6f 3 en espacios generales.
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En la seccién 1.1 se presentaran catorce definiciones equivalentes a la propiedad Lindelof X
con demostraciénes completas. Ademds se probard que esta clase de espacios es invariante
bajo uniones, intersecciones y productos numerables.

La seccién 1.2 contiene un resultado de Buzyakova que establece que todo espacio Lindelof
> es un D-espacio y un teorema de Arhangel’skii en el que se prueba que cualquier pro-
ducto y cualquier o-producto de espacios Lindel6f ¥ es estable; ademds, veremos que todo
Y-producto de espacios Lindelof X es w-estable.

En la seccién 1.3 se demuestra un teorema de Chaber que establece que todo espacio Lindelof
> con una base punto-numerable, es segundo numerable. Se presenta un resultado de Shapi-
rovsky que prueba que si X es un espacio compacto con w-cardcter no numerable, entonces
el espacio D“! es una imagen continua de algiin subespacio cerrado de X. Bajo la Hipdtesis
del Continuo se demuestra un teorema de Juhdasz y Szentmikléssy que establece que todo
espacio compacto con diagonal pequena es metrizable y un teorema de Gruenhage que dice
que todo espacio Lindelof ¥ con diagonal pequena tiene peso de red numerable.

La seccion 1.4 finaliza el capitulo 1. Se presenta un resultado de Gruenhage que establece
que todo espacio Lindelof ¥ con diagonal G tiene peso de red numerable. Probaremos que
cualquier espacio hereditariamente Lindeldf tiene cardinalidad a lo méas ¢ mismo que es un
teorema perteneciente a de Groot. El resultado principal de esta seccién es el teorema de Ho-
del en el cual se prueba que un espacio es hereditariamente Lindelof X si y sélo si tiene peso
de red numerable. Como un resultado auxiliar se demostrara el teorema de Uspensky que es-
tablece que si X es un espacio disperso, entonces el nimero de Lindelof de la w-modificacion
de X es menor o igual que el nimero de Lindelof de X.

En el segundo capitulo se estudia la propiedad Lindel6f 3 en espacios de funciones con la
topologia de la convergencia puntual.

La seccion 2.1 introduce la relacién de t-equivalencia y algunas propiedades t-invariantes. El
teorema principal de esta seccién es un resultado de Okunev que establece que la o-compa-
cidad, la K-analiticidad y la propiedad Lindelof 3 son propiedades t-invariantes.

En la seccion 2.2 se demostrara que todo espacio metalindel6f con extent numerable es un
espacio de Lindelof. Presentamos una demostracién completa del teorema de Baturov que
establece que ext(Y') = [(Y') para cualquier subespacio Y de Cp(X) donde X es un espacio
Lindelof ¥; dicho enunciado es una generalizacién de un teorema clasico de Grothendieck
por lo cual tiene numerosas aplicaciones en Analisis Funcional y Topologia.

La seccion 2.3 contiene un Teorema de Uspenkij que establece que si X es Lindelof X, en-
tonces existe un espacio Y con la propiedad Lindel6f ¥ para el cual Cp(X) C Y C RX.
El resultado principal de esta seccién es un teorema de Okunev sobre la condicién Lindelof
Y de Cp(Y) cuando X y Y C C,(X) son espacios Lindeléf ¥. Concluimos la seccién con
dos teoremas de Tkachuk en los cuales se prueba que si C,(X) es Lindelof ¥, entonces los
espacios de funciones iterados Cp2p11(X) y Cp2n(vX) son Lindel6f ¥ para todo n.

La seccién 2.4 finaliza el capitulo 2. Se presenta un resultado de Talagrand que establece
que si X es un espacio compacto y 1" C Cp(X) es K-analitico que separa los puntos de
X, entonces Cp(X) es un espacio K-analitico. El resultado principal de esta seccién es el
ejemplo de Reznichenko de un espacio compacto K que no es Eberlein mientras Cp,(K) es
K-analitico y existe un punto no aislado x € K tal que K\{z} es pseudocompacto y por lo
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tanto K es canénicamente homeomorfo a S(K\{z}).
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Capitulo 1

La propiedad Lindelof > en espacios
generales

El primer capitulo consiste de cuatro seccidnes. En la seccién niimero uno comenzaremos de-
finiendo la propiedad Lindelof X, la cual es una generalizacion del concepto de compacidad.
Presentaremos catorce definiciones equivalentes a la propiedad Lindelof ¥ con demostracio-
nes completas.

En la segunda seccién demostramos un resultado de Buzyakova sobre la relaciéon entre es-
pacios Lindelof ¥ y D-espacios, asi como un teorema de Arhangel’skii que establece que
cualquier producto de espacios Lindelof X es estable.

La seccién ntimero tres contiene un teorema de Chaber sobre los espacios Lindel6f 3 con
bases punto-numerables, asi como dos teoremas de Shapirovsky que establecen condiciones
suficientes para que un subconjunto cerrado de un espacio compacto se mapee continuamen-
te sobre un cubo de Cantor. Bajo la Hipotesis del Continuo, demostramos el teorema de
Juhéasz y Szentmikléssy sobre la estrechez de un espacio compacto con diagonal pequena y
el resultado principal de esta seccién, un teorema de Gruenhage sobre el peso de red de un
espacio Lindelof ¥ con diagonal pequena.

La parte final del capitulo es la seccion 4, en la cual presentaremos un resultado de Gruenhage
que establece que todo espacio Lindel6f ¥ con diagonal Gy tiene peso de red numerable.
Probaremos que cualquier espacio hereditariamente Lindelof tiene cardinalidad a lo mas ¢
lo cual es un teorema perteneciente a de Groot. El resultado principal de esta seccion es el
teorema de Hodel sobre los espacios hereditariamente Lindelof Y. Como un resultado auxiliar
se va a demostrar el teorema de Uspensky del nimero de Lindel6f de la w-modificacion de
un espacio disperso.



1.1. Catorce definiciones equivalentes de la propiedad
Lindelof X

En esta seccion definiremos la propiedad Lindelof ¥, la cual es una generalizacion del concep-
to de compacidad. Presentaremos catorce definiciones equivalentes a la propiedad Lindelof
>} con demostraciones completas. Se probard que esta clase de espacios es invariante bajo
subconjuntos cerrados, imagenes continuas, uniones y productos numerables.

En este texto la palabra “espacio” significara “espacio de Tychonoftf”. Dado un espacio X de-
notaremos su topologia por 7(X) y a la familia de todos los subconjuntos de X por exp(X);
definamos 7(X) = 7(X)\{0} y 7(A,X) = {U € 7(X) : A C U} para cada A C X. Si
A = {z} escribiremos 7(z, X) en lugar de 7({z}, X). Una red N para X es una familia de
subconjuntos de X tal que para cada x € X y U € 7(x,X) existe N € N para el cual
x € N CU. El peso de red de X lo definimos como min{|N| : N es una red para X} +w y lo
denotamos por nw(X). Dado un conjunto A y un cardinal k sean [A]" = {B C A : |B| = k},
A]% = {B C A+ |B| <k} y [A]" = [A] U [A]%.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio. Dadas dos familias A, B C exp(X), diremos que A es
una red con respecto a BB si paracada B € By U € 7(B, X) existe A € Atalque BC ACU.

Definicién 1.1.2. Una familia £ C exp(X) es cubierta compacta de X si cada elemento de
K es compactoy X = |J K.

Definicion 1.1.3. Un espacio se llama Lindelof ¥ si tiene una cubierta compacta para la
cual existe una red numerable.

Proposicién 1.1.4. (a) Todo espacio o-compacto es Lindelof X.
(b) Todo espacio con peso de red numerable es Lindelof X.

Demostracién. Sea X un espacio. Supongamos primero que X es o-compacto, es decir
X = U, <w Xn, donde X,, es un subconjunto compacto de X para cada n < w. La familia
K = {X, : n < w} es una cubierta compacta de X y una red numerable con respecto a
sf misma. Lo anterior demuestra que X es Lindelof X.

Supongamos ahora que A es una red numerable en X. La familia = {{z} : € X} es una
cubierta compacta de X y N es una red numerable con respecto a K. Por consiguiente, el
espacio X es Lindelof . B

Corolario 1.1.5. (a) Todo espacio compacto es Lindelof .
(b) Todo espacio segundo numerable es Lindelof X.

Proposicion 1.1.6. Todo espacio Lindelof ¥ es Lindelof.

Demostracién. Sea X un espacio Lindel6f ¥ y U una cubierta abierta de X. Existe una
cubierta compacta C de X y una red numerable R con respecto a C. Consideremos a las
familias F = {F € R : existe Up € [U]<¥ tal que F C JUr} y U* = J{UFr : F € F}. Es
claro que [U*| <w y U* C U, por lo que basta demostrar que U* es una cubierta de X.
Dado x € X, existe C' € C tal que z € C. Por la compacidad de C existe una familia finita
YV CU tal que C C V. Sea F € R tal que C C F C |JV; entonces F' € F y por tanto,
rz e C CF CJUr CJU*. Lo anterior implica que U* es una cubierta de X. l

Proposicién 1.1.7. (a) La imagen de un espacio Lindel6f ¥ bajo un mapeo continuo es un
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espacio Lindelof X.
(b) Los subconjuntos cerrados de espacios Lindel6f 3, son también espacios Lindelof X.
(c) La propiedad de ser un espacio Lindelof ¥ se conserva bajo productos finitos.

Demostracién. (a) Sea X un espacio Lindel6f ¥ y f : X — Y un mapeo continuo y so-
breyectivo. Existe una cubierta compacta C de X y una red numerable R con respecto a C.
Por la continuidad de f, la familia L = {f(C) : C € C} es una cubierta compacta de Y.
Para demostrar que Y es un espacio Lindelof ¥, basta comprobar que la familia numerable
V={f(R): R € R} es una red con respecto a U.

Sean K € Ky W € 7(K,Y); existe C € C tal que f(C) = K. El conjunto f~1(W) es una
vecindad de C' en X, por lo cual existe R € R tal que C C R C f~1(W). Esto demuestra
que K C f(R) CW y f(R) € V. Por lo tanto V es una red con respecto a U.

(b) Sea X un espacio Lindel6f ¥ y F un subespacio cerrado de X. Existe una cubierta
compacta C de X y una red numerable R con respecto a C. La familia Cr = {CNF : C € C}
es una cubierta compacta de F. Basta demostrar que la familia Rp = {RNF : R € R} es
una red con respecto a Cp.

Supongamos que CNF € Cp y U € 7(CNF,F); existe V € 7(X) tal que VNF = U.
El conjunto V U (X\F) es una vecindad abierta de C' en X asi que existe R € R tal que
C C RCVU(X\F). Lo anterior implica que CNF C RNF C VN F = U mientras que
RN F € Rr. Por consiguiente, R es una red con respecto a Cp.

(c) Es claro que basta demostrar que el producto de dos espacios Lindel6f ¥ es Lindelof X.
Sean X y Y espacios Lindelof 3. Existe una cubierta compacta C; de X y una red numerable
R1 con respecto a Cq, asi como una cubierta compacta Co de Y y una red numerable Ro con
respecto a Cy. La familia C = {C] x Cy : Cy € C; y Cy € Ca} es una cubierta compacta de
XxYyR={RiXRy: Ry € R1y Ry € Ro} es numerable. Basta demostrar que R es una
red con respecto a C.

Sean C1 x Cy € Cy W € 7(Cy x C2,X xY); por la compacidad de Cy y Cs existen
Ue€r(Ch,X)yV e 7(C2,Y) tales que C; x Co C U x V C W [Tk7, Fact 3, S.271].
Existen Ry € R1y Ro € Ro tales que C1 C Ry C U y Cy C Ry C V, y en consecuencia,
C1 xCy C Ry X Ro CU xV CW. Por consiguiente, R es una red con respecto a C. ll

La propiedad Lindelof ¥ también es invariante bajo productos numerables como veremos
méas adelante.

1.1.8 Ejemplo. La recta de Sorgenfrey S es un espacio Lindel6f mientras que el plano de
Sorgenfrey S x S no lo es. De modo que la Proposicién 1.1.7 (c) muestra que la recta de
Sorgenfrey no es un espacio Lindelof 3.

Dado un conjunto X y dos subconjuntos disjuntos A, B de X, diremos que una familia
F C exp(X) separa A de B si paracadaa € Ay b€ Bexiste FF € Ftalqueac Fyb¢F.
Para cada familia A C exp(X), denotaremos a la coleccion {(\B: B C Ay |B| < w}\{0}

por A\ A.

Teorema 1.1.9. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo espacio X:

(a) X es un espacio Lindelof ¥;

(b) existe una familia numerable de subconjuntos cerrados de X que es una red con respecto
a una cubierta compacta de X.

(c) para cada compactificacién bX del espacio X, existe una familia numerable de subcon-
juntos compactos de bX que separa a X del residuo bX\ X;

(d) para cada compactificacién bX del espacio X, existe una familia numerable de subespa-
cios Lindelof 3 de bX que separa a X del residuo b.X\ X;
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(e) existe una familia numerable de subespacios compactos de X que separa a X del resi-
duo X\ X;

(f) existe una familia numerable de subespacios Lindel6f ¥ de 5X que separa a X del residuo
BX\X;

(g) existe una compactificacién bX del espacio X y una familia numerable de subespa-
cios compactos de bX que separa a X del residuo bX\X;

(h) existe una compactificacién bX del espacio X y una familia numerable de subespacios
Lindel6f ¥ de bX que separa a X del residuo bX\ X;

(i) existe un espacio Z del cual X es subespacio y una familia numerable de subespacios
compactos de Z que separa a X del residuo Z\ X.

Demostracién.(a)=(b) Existe una cubierta compacta C de X y una red numerable R con
respecto a C. Basta demostrar que {R : R € R} es una red con respecto a C.

Consideremos C € C y U € 7(C, X). Por regularidad podemos encontrar V € 7(X) tal que
C CV CV CU. Escojamos R € R tal que C C R C V:; entonces, C C RCV CU. Por lo
tanto {R : R € R} es una red con respecto a C.

(b)=(c) Consideremos una compactificacién bX de X, una cubierta compacta C de X y
una red numerable R C exp(X) con respecto a C. Sea F = {be : R € R}, donde B es
la cerradura de R en el espacio bX. Es claro que la familia F es numerable y sus elementos
son compactos. Basta demostrar que F separa a X de bX\X.

Escojamos z € X y y € bX\X. Existe C € C tal que x € C; el subespacio C' al ser compacto
es cerrado en bX. Por la regularidad de bX existe O € 7(C,bX) tal que y ¢ 0" . Tomemos
ReRtalqueC C RC ONX. Entonces zx € C C R C be C 5bX C bX\{y}. Por
consiguiente F separa a X de bX\X.

(c)=(d) Trivial.
(c)=(e) Trivial.
(e)=(g) Trivial.
(d)=(f) Trivial.
(f)=(h) Trivial.

(g)=(h) Sea F una familia numerable de subespacios compactos de bX que separa a X de
bX\X. Puesto que cada espacio compacto es Lindelof 3 (ver el Corolario 1.1.5 (a)), cada
elemento de F es Lindelof 3. Por lo tanto, la familia F consta de subconjuntos Lindel6f 3
de bX que separa X de bX\X.

(h)=-(i) Sea bX una compactificacién de X y una familia numerable £ de subespacios
Lindelof ¥ de bX que separa a X de bX\X. Para cada L € L, el espacio " es una
compactificacion de L. Puesto que cada elemento de £ es Lindelof ¥ y ya se ha demostrado
que (a) implica (c), se sigue que para cada L € L existe una familia C; de subespacios
compactos de A que separa a L de be\L. La familia C = |J{Cr, : L € L} es numerable y
consta de subespacios compactos de bX. Demostraremos que C separa a X de bX\X.
Escojamos z € X y y € bX\X. Existe L€ L talquexz € Ly y ¢ L.

eSiy¢ be, tomemos cualquier C' € Cr, C C tal que z € C.

e Siyce be, entonces y € be\L. Tomemos C € C, CCtalquex € Cyy ¢ C.

En cualquier caso podemos encontrar C' € C;, C C tal que z € C'y y ¢ C. Por lo tanto C
separa a X de bX\X. Finalmente, basta tomar Z = bX.

(i)=(a) Sea una C familia numerable de subespacios compactos de Z que separa X de Z\X.
Tomemos cualquier numeracién {C), : n € N} de C. Para todo z € X y y € Z\ X escojamos
un nimero natural n(z,y) tal que z € Cypy) ¥ Y ¢ Cpzy). Para cada z € X hagamos
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N(z) ={n(z,y) :y € Z\X} y Ay = ({Cr : n € N(x)}; es claro que A, es compacto y
A; C X. La familia A = {A, : € X} es una cubierta compacta de X. Para demostrar que
X es un espacio Lindel6f X, basta probar que B= A{CNX : C' € C} es una red con respecto
a A Sean A € Ay U € 7(A, X). Existe x € X tal que A = 4, = ({Cr, : n € N(z)}.
Tomemos V € 7(Z) tal que VNX =U.

Consideremos a la familia F = {(({Cr : n € N(z) y n < m})\V : minN(z) < m < w}. Si
todos los elementos de F son no vacios, entonces F es una familia centrada de subespacios
cerrados de Cpinn(z) ¥y POr tanto 0 #NF C A\V = 0 lo que es una contradiccién [Tk7,
Fact 1, S.326], por lo cual existe m > minN(x) tal que (\{Cr, : n <myn € N(z)} C V.
Finalmente, A = ({C,N X :ne N(z)} C({C,NX :n<myneN(x)}CVNX=U
con ({C,NX :n <myn e N(x)} € B,locual muestra que B es una red con respecto a .A. B

Teorema 1.1.10. Si X es un espacio segundo numerable, entonces para toda compactifica-
cién bX de X, el residuo bX\ X es un espacio Lindel6f ¥. En particular X\ X es un espacio
Lindelof 3.

Demostracién. Sea B una base numerable de X. Para cada B € B existe Up € 7(bX) tal
que Up N X = B. La familia F = {bX\Up : B € B} es numerable y consta de compactos.
Por el Teorema 1.1.9 (f) basta demostrar que F separa a ¥ = bX\X de X.

Seany €Y yr e X. Existe Ver(bX)talquey ¢V yaz eV, donde V es la cerradura de
VenbX.Sea BeBtalquex e B=UgNX CVNX. Como X es denso en bX se tiene
que Ug =UgNX CVNX CV [Tk7, Fact 1, S.271], por lo cual y € bX\Up C bX\Up. Si
F = bX\Up, entonces para F' € F tenemos que y € F'y x ¢ F. Por lo tanto, la familia F
separa a Y de X. H

Definicién 1.1.11. Dados espacios X y Y, un mapeo p: X — exp(Y) se llama multivalua-
do; en este caso escribiremos p : X — Y en lugar de p : X — exp(Y’). Diremos que un mapeo
multivaluado p : X — Y es sobreyectivo si p(X) = ({p(x) : z € X} = Y; el mapeo p se
llamara compacto-valuado si para cada = € X el subespacio p(z) es compacto, y serd supe-
riormente semicontinuo si para cada U € 7(Y) el subespacio p~'(U) = {z € X : p(z) C U}
es abierto en X.

Para abreviar la frase “p : X — Y es un mapeo superiormente semicontinuo compacto-
valuado y sobreyectivo”, diremos que p es un mapeo USCO.

Teorema 1.1.12. Dados espacios X y Y, un mapeo USCO p : X — Y y un subespacio

K C X tenemos las siguientes propiedades:

(a) Si K es compacto, entonces p(K) es compacto;

(b) Si K es Lindeldf ¥, entonces p(K) es Lindeldf 3;

(c) (YY) < I(X), donde I(X) y {(Y) son los nimeros de Lindeléf de X y Y respectiva-
mente.

Demostracién. (a) Sea U una cubierta abierta de p(K) = |J{p(x) : = € K}. Para cada
z € K, puesto que p(z) es compacto, existe una familia finita U, C U tal que p(x) C JU,.
La familia V = {p~}(JU,) : * € K} consta de abiertos en X y

K C{y e X :ply € UU, para algin =z € K} = [J,cxly € X : ply) € UlUs}
=Uperp ' (Ulz) = UV,

por lo que V es una cubierta abierta de K. Por compacidad existen x1,...,z, € K tales que
K CU,,<np” " (UUy,,). Finalmente

donde {,,<,, UUz,, €U es una subcubierta finita de p(K).
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(b) Sea C una cubierta compacta de K y R una red numerable con respecto a C. Resulta
que la familia A = {p(C) : C' € C} es una cubierta compacta de p(K) y B={p(R) : R € R}
es una red numerable con respecto a A.
Para ver que A es una cubierta compacta de p(K), basta aplicar (a) y observar que p(K) =
p(UC) =U{p(C): CeCt=UA
Es claro que B es numerable, asi que resta ver que B es una red con respecto a A. Sean
Aec Ay UeT(A p(K)). Existe Ve 7(Y) tal que VNp(K) =U y C € C tal que A = p(C).
Se tiene que C C p~1(p(C)) = p~1(A) C p~H(V) € 7(X) por lo cual existe R € R tal que
C CRC Knp YV). Entonces, p(R) € By

A=p(C)Cp(R) Cp(Knp (V) Cp(E)Npp~'(V)) Cp(K)nV =U.
Lo anterior demuestra que B es una red con respecto a A.

(c) Sea U una cubierta abierta de Y. Para cada x € X sea U, C U una familia finita
tal que p(z) C JU,. La familia V = {p~*(UU,) : = € X} es una cubierta abierta de X.
Existe A C X tal que |A] < I(X) y {p~'(JUUz) : * € A} es una cubierta de X. Luego
Y = p(X) = p(Upea? ' (Ule)) = Upeap(n™ (Uls) € Upea Ulle = U(U,ea Us), por lo
que (J,cq Uz es una subcubierta de U y || cq Ue| < |A] - sup{|Ue| : © € A} < I(X). Esto
muestra que (V) < [(X). B

Un mapeo continuo y sobreyectivo f : X — Y se llama perfecto si f es un mapeo cerrado y
para cada y € Y, la fibra f~!(y) es un subespacio compacto de X.

Proposicion 1.1.13. Sea f: X — Y un mapeo perfecto.

(a) El mapeo multivaluado p : Y — X definido por p(y) = f~!(y) para cada y € Y, es
un mapeo USCO.

(b) Si FF C X es un subespacio cerrado, entonces f|r : F' — f(F') es un mapeo perfecto,
donde f|p es la restriccién de f al subespacio F.

Demostracién. (a) Es inmediato que el mapeo p es multivaluado y compacto-valuado.
Veamos que p es superiormente semicontinuo. Si U € 7(X), entonces

p N U)={yeY : fTHy) CU={yeY : f(y) N(X\U) =0} = Y\f(X\U) € 7(Y),
por lo que p es superiormente semicontinuo.

(b) El mapeo f|r es continuo y sobreyectivo. Para cada y € f(F), el conjunto (f|r)"'(y) =
f~Y(y) N F es compacto puesto que f~!(y) N F es cerrado en el compacto f~!(y). Si R es
cerrado en F', entonces R es cerrado en X, por lo que f|p(R) = f(R) es cerrado en f(F). B

Proposicion 1.1.14. Dados un espacio X y un espacio compacto K, la proyeccién natural
m: K x X — X es un mapeo perfecto.

Demostracion. Por ser una proyeccion el mapeo 7 es continuo, sobreyectivo y cada fibra
7 1(r) = K x {#} ~ K es compacta. Basta demostrar que m mapea cerrados en cerrados.
Supongamos que F' es un cerrado en K x X y z € X\n(F); el conjunto G = (K x X)\F
es abierto en K x X y contiene al subespacio compacto K x {z}. Para cada y € K sean
Uly) € 7(y, K) y V(y) € 7(x,X) tales que U(y) x V(y) € G. Por la compacidad de K
existen yi,...,yn € K para los cuales K x {z} C U, U(yi) x V(yi). SiV = ;<,, V(¥i),
entonces K x {z} C K x V C G, por lo que V N7 (F) = ). Lo anterior demuestra que 7(F)
es cerrado en X. l

Dado un espacio X, una familia de espacios {Y; : t € T'} y un mapeo f; : X — Y; para cada
teT,sea f: X = [[,erY: el mapeo definido por f(z)(t) = fi(x) paracadaz € X yt € T.
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El mapeo f es llamado el producto diagonal de la familia F = {f; : t € T} y lo denotamos
por N¢erfr o AF. Si el mapeo f; es continuo para cada t € T, entonces el mapeo A7 ft
también es continuo.

Teorema 1.1.15. Dado un espacio X, un espacio Y es imagen de X bajo un mapeo per-
fecto si y sélo si existe un compacto K y un cerrado P C K x Y homeomorfo a X tal que
m(P)=Y,donde 7 : K x Y — Y es la proyeccién natural.

Demostracion. Obsérvese que m : K X Y — Y es un mapeo perfecto por la Proposicién
1.1.14, luego «|p : P — ©(P) =Y es un mapeo perfecto por la Proposicién 1.1.13 (b). Puesto
que X es homeomorfo a P, se sigue que X se mapea perfectamente sobre Y. Esto prueba la
suficiencia.

Para verificar la necesidad supongamos que f : X — Y es un mapeo perfecto. Asumamos
que X C X yseai: X — X la funcién identidad. El mapeo h =i A f : X — X x Y
es continuo e inyectivo, puesto que la funcién i es inyectiva. Para ver que h : X — h(X) es
un homeomorfismo basta demostrar que A mapea subconjuntos cerrados de X en cerrados
de h(X).

Sea F cerrado en X. Existe un conjunto F” cerrado en SX tal que F' = F'NX, lo que implica
que h(X)\h(F) = ((BX\F') xY)Nh(X) € 7(h(X)), por lo que h(F) es cerrado en h(X).
Por lo tanto h : X — h(X) es un homeomorfismo. Sea P = h(X); puesto que el mapeo
f: X — Y es sobreyectivo, tenemos que 7(P) = Y. Para concluir demostraremos que P es
cerrado en SX X Y.

Sea (z,y) € (BX xY)\P; se sigue que z ¢ f~1(y). Puesto que f~!(y) es compacto, es cerrado
en $X. Por la regularidad de X existen conjuntos disjuntos U,V € 7(8X) tales que z € U
y f~1(y) C V. Puesto que f es un mapeo cerrado, el subconjunto f(X\V) = f(X\(X NV))
es cerrado en Y, luego Y\ f(X\V) € 7(Y). Como f~!(y) C V, tenemos que y ¢ f(X\V)
y por tanto y € Y\ f(X\V). Asi U x (Y\f(X\V)) es una vecindad de (z,y). Veamos que
U x (Y\f(X\V)) no interseca a P.

Sea (z0,90) € U x (Y\f(X\V)). Si 29 € BX\X, entonces (z9,y9) ¢ P. Si 29 € X, entonces
f(20) € F(UNX) C f(X\V), luego f(z0) # yo € Y\ f(X\V), por lo que (20, 40) ¢ P. Por lo
tanto (U x (Y\f(X\V))NP=0. 1

Teorema 1.1.16. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo espacio X:

(a) X es un espacio Lindelof ¥;

(b) Existe un mapeo USCO ¢ : P — X para algtin subespacio P de w*;

(c) Existe un mapeo USCO ¢ : M — X para algin espacio segundo numerable M;

(d) Existe un espacio segundo numerable M y un compacto K tal que X es la imagen
continua de un subespacio cerrado de K x M,

(e) Existe un espacio segundo numerable N y un espacio Y tal que N es una imagen perfecta
de Y y X es una imagen continua de Y.

Demostracién. (a)=-(b) Sin pérdida de generalidad podemos asumir que X no es com-
pacto. Por el Teorema 1.1.9 (c) existe una familia C = {C),, : n < w} de subconjuntos
compactos de K = X que separan a X del residuo K\X. Consideremos al subespacio
P={fecw :M{Cun :necw}C X} Paracada f € Psea o(f) = [{Cym) : n € w}; es
claro que el mapeo multivaluado ¢ : P — X es compacto-valuado.

Dado z € X definamos f € w” como f(n) =nsiz € Cpy f(n) =min{m <w:z € Cp}
siz ¢ Cy. Entonces A, = {n < w: 2z € C,} = {f(n) : n < w}. Puesto que C separa X
de K\X, el conjunto (\{Cp : n € A;} estd contenido en X y por tanto f € P; ademads
z€(WCn:ne Ay} =¢(f), por lo que ¢(P) = X, es decir, el mapeo ¢ es sobreyectivo.
Sean f € Py U € 7(¢(f), X). Puesto que todos los elementos de ({Cf,) : n € w} son
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compactos y ({Cy) : n € w} C U, se sigue que (J{Cy,) : n < m} C U para algin m < w
[Tk7, Fact 1, S.256]. El conjunto W = {g € P : g(n) = f(n) para cada n < m} es abierto en
Py o(G) C U, por lo que el mapeo ¢ es superiormente semicontinuo. Finalmente ¢ : P — X
es un mapeo USCO y P C w®.

(b)=(c) Basta tomar M = P.

(c)=(d) El conjunto F =|J{(t) x {t}:t€ M} estd contenido en X x M vy si
m: X x M — BX es la proyeccién natural, entonces 7(F') = X, por lo que X es una imagen
continua de F.

Probemos que F' es cerrado en X x M. Sea (x,t) € (BX x M)\F; se sigue que = ¢ ¢(t),
por lo que existen conjuntos disjuntos U,V € 7(5X) tales que z € U y ¢(t) C V. Puesto
que ¢ es superiormente semicontinua, existe W € 7(t, M) tal que (W) C V. Es claro que
(x,t) e U x W C (BX x M)\F, asi que F es cerrado en X x M.

(d)=(e) Sea Y un conjunto cerrado en K x M tal que X es una imagen continua de Y.
Sim: K x M — M es la proyeccién natural, entonces por la Proposicién 1.1.14, el mapeo
7 es perfecto. Por la Proposicién 1.1.13, el mapeo 7|y : Y — 7|y (Y) es también perfecto.
Hagamos N = 7|y (Y) € M. Finalmente, el espacio segundo numerable N es una imagen
perfecta de Y y X es una imagen continua de Y.

(e)=(a) Por el Teorema 1.1.15, existe un espacio compacto K y un subespacio cerrado
P C K x N tal que P es homeomorfo a Y. Por el Corolario 1.1.5, los espacios K y N son
Lindelof . Por la Proposicién 1.1.7 (¢), el espacio K x N es un espacio Lindeldf ¥. De nuevo,
por la Proposicién 1.1.7 (b) el espacio P al ser cerrado en K x N, es Lindel6f 3. El espacio
Y, al ser homeomorfo a P, es Lindelof ¥. Finalmente, por la Proposicién 1.1.7 (a), el espacio
X al ser imagen continua de Y, es Lindel6f 3. B

Teorema 1.1.17. Los espacios Lindel6f ¥ forman la minima clase que contiene a los espa-
cios compactos, los espacios segundo numerables, y es invariante bajo subespacios cerrados,
mapeos continuos y productos finitos.

Demostraciéon. Digamos que una clase de espacios topoldgicos es completa si incluye a
todos los espacios compactos, todos los espacios segundo numerables, es cerrada bajo sub-
espacios cerrados, mapeos continuos y productos finitos. Sea LY la minima clase completa.
Del Corolario 1.1.5 y la Proposicién 1.1.7 se sigue que la clase de espacios Lindel6f 3 es una
clase completa, y por lo tanto cada elemento de la clase LY es un espacio Lindelof X. Sea
ahora X un espacio Lindelof ¥. Por Teorema 1.1.16 (d), existe un espacio segundo numerable
M, un espacio compacto K y un subespacio cerrado F' C K x M tal que X es una imagen
continua de F'. Puesto que LY es una clase completa, se sigue que K, M € L¥; por la misma
razéon K x M € LY. Como F' es cerrado en K x M € LY, se tiene que F' € LY. Finalmente
como X es imagen continua de F' € L3, se concluye que X € L. Por lo tanto cada espacio
Lindelof ¥ pertenece a la clase LY. B

Proposiciéon 1.1.18 El producto numerable de espacios Lindelof ¥ es Lindelof X.

Demostracién. Para cada n < w sea X, un espacio Lindel6f X. Por el Teorema 1.1.16,
para cada n < w existe un espacio segundo numerable S, un espacio Y,,, un mapeo perfecto
Dt Yy — S, y un mapeo continuo y sobreyectivo f, : Y, — X,.

Sean p = [[,co Pn : [1hew Yn = [lncw Sn ¥ f = cw frn i [lnew Yo = I1,,<o, Xn- El espacio
1., Sn es segundo numerable y p es un mapeo perfecto [Tk7, Fact 4, S.271]. Ademds, el
mapeo f es continuo y sobreyectivo, y por lo tanto el Teorema 1.1.16 muestra que el espacio
I1,,<. Xn es Lindelof 3. B



Proposicion 1.1.19 Si un espacio X es la unién numerable de espacios Lindel6f ¥, entonces
X es Lindelof 2.

Demostracién. Sea X = [J{X,, : n < w} donde, para todo n < w el subespacio X,, es
Lindel6f ¥. Para cada n < w sea C,, una cubierta compacta de X,, y R,, C exp(X,,) una red
numerable con respecto a C,. Hagamos C = |, <l yR= U, <w Rn- Es claro que C es una
cubierta compacta de X y R es una red numerable con respecto a C. Bl

Proposicién 1.1.20 En todo espacio la interseccién numerable de subespacios Lindel6of X
también es Lindelof 3.

Demostraciéon. Dado un espacio Y supongamos que X,, C Y es un subespacio Lindelof
¥ para cada n < w. Por [Tk7, Fact 7, S.271], el espacio X = [, ., X es homeomorfo a
un subconjunto cerrado de [, ., X, el cual es Lindel6f 3 por la Proposicién 1.1.18. Por la
Proposicién 1.1.7 el espacio X =, _,, Xn es Lindelof ¥. W

Teorema 1.1.21 Si todos los subespacios compactos de un espacio Lindel6f ¥ son finitos,
entonces el espacio es numerable.

Demostracién. Sea X un espacio Lindelof ¥ tal que cada subespacio compacto de X es
finito. Existe una cubierta compacta C de X y una red numerable F con respecto a C. Es
claro que la familia G = {G € A F : |G| < w} es numerable.

Supongamos, para obtener una contradiccién, que X no es numerable. Sea =z € X\ |JG.
Notemos que si € G € \ F, entonces |G| > w. Sea C € C tal que x € C. Puesto que C es
compacto, es finito. Consideremos a la familia Fo = {F' € F : C C F};sea {F, : n < w} una
numeracion de F¢. Para cada n < w definamos G, =),,, F;. Tomemos zg € Go\C'y para
cada n € N escojamos x, € G,\(C U {zg,...,rn_1}). Entonces S = {z, : n < w} C X\C;
sea C' = {yi1,...,yr} una numeracién de C.

Si la sucesién Sy = S no converge a ¥, entonces existe S; € [Sp]“ tal que y; ¢ 5.

Si la sucesién S no converge a yo, entonces existe So € [S1]¥ tal que ya ¢ So.

Si la sucesién Sj_; no converge a y, entonces existe S € [Sp_1]* tal que yi & Sk.

Por tanto Sy N C' = (); entonces X\ S, € 7(C, X) asf que existe un elemento F,,, € F tal que
C C F,, € X\Si C X\S. Para cada n > m se tiene que z,, € Fy,, luego S, N F,,, # 0, lo
cual es una contradiccién. Esto muestra que existe n < k tal que S,,_1 converge a y,. De
modo que S,—1 U {yn} es compacto e infinito, lo que es de nuevo una contradiccién. Por tal
motivo X es numerable. B



1.2. Estabilidad y D-espacios

En esta parte del capitulo presentamos un resultado de Buzyakova sobre la relacién entre
espacios Lindelof ¥ y D-espacios, asi como un teorema de Arhangel’skii que establece que
cualquier producto de espacios Lindel6f X es estable.

Dada una familia de espacios {X, : a € A} y un subconjunto B de A definimos el mapeo
restriccion pp : [[,e4 Xo = [loep Xa Por pp(r) = 2|p para cada x € [[,c4 Xo. El mapeo
restriccién es abierto y sobreyectivo.

La familia {[[,caUs : {a € A : Uy # X4} < w} es una base para el espacio [],c 4 Xa,
donde U, es abierto en X, para cada a € A. Los elementos de esta base son conocidos como
abiertos candnicos o estandares. Dado un abierto estandar U = [],. 4 U, definimos el soporte
de U como supp(z) ={a € A: U, # Xo}.

Definicion 1.2.1. Una asignacion de vecindades para un espacio X es un mapeo
p: X — 7(X) tal que = € p(x) para cada x € X.

Definicién 1.2.2. Diremos que X es un D-espacio si para cada asignacion ¢ de vecindades
de X, tenemos que X = [J{y(z) : € D} para algin subespacio cerrado y discreto D de X.

Proposicién 1.2.3. Todo D-espacio numerablemente compacto es compacto.

Demostracién. Sea X un D-espacio numerablemente compacto. Silf es una cubierta abier-
ta de X, para cada x € X existe p(z) € U tal que = € p(x). Entonces ¢ es una asignacién
de vecindades de X, por lo que existe un conjunto cerrado y discreto en D C X tal que
X = Hp(x) : x € X}. Puesto que X es numerablemente compacto, el subespacio D es
finito. Finalmente {¢(z) : # € D} es una subcubierta finita de U, lo que muestra que X es
compacto. l

Corolario 1.2.4. El ordinal w; con la topologia generada por su buen orden no es un D-es-
pacio.

Demostracion. El espacio wy es numerablemente compacto pero no compacto. Por la Pro-
posicién 1.2.3 es inmediato que w; no es un D-espacio. I

El siguiente teorema fue demostrado para una clase més general de espacios por Buzyakova
en [Bull.

Teorema 1.2.5. Todo espacio Lindelof ¥ es un D-espacio.

Demostracién. Sea X un espacio Lindel6f ¥ y ¢ una asignacién de vecindades en X. Para
cada A C X definamos ¢(A) = |J,c 4 ©(z). Existe una cubierta compacta C de X y una red
numerable F con respecto a C. Construiremos por induccién un subespacio D = |J,, ., Dn
testigo de que X es un D-espacio.

Sea F = {Fy : k € w} una numeracién de F tal que cada F' € F ocurre una cantidad infinita
de veces en esta numeracién. Diremos que A C X es pequeno si existe B € [A]<¥ tal que
A C ¢(B); en este caso diremos que B es un nicleo de A.

Si Fy es pequeno, sea Dy un nicleo de Fy; en caso contrario sea Dy = (). Supongamos que
para algin n < w tenemos conjuntos finitos Dy, ..., Dy,. Si Fj,11\¢(DoU...UD,,) es pequeno,
sea Dy 11 un niicleo de este conjunto; en caso contrario hacemos D, 1 = (). Continuando por
induccién obtenemos al conjunto D =, __ D

n<w N

Supongamos que ¢(D) # X. Si z € X\p(D), existe C € C tal que = € C. Como el conjunto
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C\p(D) es compacto, es pequeno. Sea E un nicleo de C'\¢(D). Entonces C' C p(D)Up(E),
y en consecuencia, por la compacidad de C, existe n < w tal que C' C ¢(DyU...UD,)Up(E).
Existe F' € F tal que C C F C o(DoU...UD,)Up(E). Por la eleccién de nuestra numera-
cién de F podemos encontrar un k > n tal que F' = Fj; entonces Fj\@(DoU ... U Dy_1) C
Fi\ep(DoU...UD,) C ¢(E) y por lo tanto E es un nicleo de F\¢(DoU...UDy_1), lo que
implica que el conjunto Fj\¢(DoU...U Dg_1) es pequeno. Nuestra construccién inductiva
garantiza que Fi\¢(DoU...UDg_1) C ¢(Dy) por lo cual z € Fj, C p(DoU...UDy) C ¢(D),
lo que es una contradiccién. Lo anterior muestra que p(D) = X.

Veamos ahora que D es cerrado y discreto. Dado cualquier x € X, demostraremos que x no es
punto de acumulacién de D. Sean < w tal que x € p(Dy,). Por construccién (D, )ND C D,,
el cual es finito, por lo que ¢(D,,) es una vecindad de x que interseca a D en un numero
finito de puntos, esto es & no es punto de acumulacién de D. Como D no tiene puntos de
acumulacién, es discreto y cerrado. B

Corolario 1.2.6 Todo espacio o-compacto o con peso de red numerable es un D-espacio.

Definicién 1.2.7. Dada una familia de espacios {X; : t € T} y a € X = [[,o X}, definimos
a los subespacios

o(X,a)={zeX:{teT:z(t)#all)} <w}

Y(X,a)={zeX : |{teT:z(t) #a(t)}| <w}.
Al espacio o(X,a) lo llamaremos el o-producto de X con el centro en a; andlogamente
(X, a) es el X-producto de X con el centro en a.

Proposicién 1.2.8. Sea Y un subespacio arbitrario de un producto J],.4 X4. Dado un
abierto estandar U C X fijémonos en el conjunto V=UNY. Si BCA y
supp(U) C B, entonces pp(V') es abierto en pp(Y'), donde pp : [[,c4 Xa = [[,ep Xa es el
mapeo restriccién; ademds, para cada y € Y si pg(y) € pg(V), entonces y € V.

Demostraciéon. Tenemos que U = Hae 4 Uq donde U, # X, solamente para una cantidad
finita de a € A. El conjunto W = [],cp Ua es abierto en Xp = [],.5 Xa. La contencién
supp(U) C B implica que W Npp(Y) = pp(V), lo cual muestra que pg(V') es abierto en
pB(Y).

Siy €Y estal que z = pgp(y) € pp(V), entonces z € W y por tanto y(a) = z(a) € U, para
cada a € B. Puesto que U, = X, para cada a € A\B, tenemos que y(a) € U, para todo
a € Ay portantoy € U. Finalmente y c UNY =V. A

Teorema 1.2.9. Si {X; : t € T'} es una familia de espacios tal que para cada conjunto finito
A C T el producto [[,.4 X¢ es Lindeldf, entonces para todo a € X = [[,. Xy el espacio
o(X,a) es Lindelof.

Demostracién. Sean 0 = o(X,a) y supp(z) = {t € T : z(t) # a(t)} para cualquier z € X.
Notemos que o = |J,,, 0n donde 0, = {x € o : |[supp(x)| < n} para cada n < w. Basta
demostrar que o, es Lindelof para todo n < w. Demostraremos lo anterior por induccién. Si
n = 0, entonces og = {a} es Lindel6f. Supongamos que n > 0 y hemos demostrado que 0,1
es Lindelof.

Sea B la base de abiertos estandares en X. Para demostrar que o, es Lindelof basta compro-
bar que para cada U C B tal que o, C |JU, existe una subfamilia numerable U’ C U para la
cual o, C JU'. Supongamos que Y C By o, CJU.

Por la hipétesis de induccién existe una subfamilia numerable V C U tal que 0,1 C |JV.
Es claro que A = [J{supp(V') : V € V} es numerable. Veamos que

(%) supp(z) C A para cada = € 0, \|J V.
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Supongamos lo contrario y sea tg € supp(z)\A para algin z € o,\ |JV. Definamos y(t) =
z(t) para todo t € T\{to} y y(to) = a(ty). Entonces y € 0,1 C [JV, por lo que existe
V €V tal que y € V. Tenemos que supp(V) C A asi que la Proposicién 1.2.8 implica que
pzl(pA(V)) = V. Puesto que pa(z) = pa(y) € pa(V), tenemos que x € V C [JV lo que es
una contradiccién. Por lo tanto supp(x) C A para cada = € o,\ |JV.

Se sigue de (¥) que P = o,\|UV € @ = 0, N (Xa x {pp\a(a)}) donde X4 = [[;cs Xt
Es inmediato que el mapeo palg : @ — o(n, A) es un homeomorfismo, donde o(n, A) =
{ye Xa:|{te A:y(t) #a(t)}| <n}. Es facil ver que se satisface la igualdad o(n, A) =
U{XBx{pa\p(a)} : B € [A]="}. Puesto que para cada B € [A]=", el espacio Xp x{p p(a)}
es homeomorfo a Xp y [(Xp) < w por hipétesis, el conjunto o(n, A) es Lindel6f al ser unién
numerable de espacios Lindel6f. Como @ es homeomorfo a o(n, A), es también un espacio
Lindelof. El espacio P es cerrado en o, y P C Q C 0y, lo cual implica que P es cerrado en Q)
y en consecuencia es Lindel6f. Luego existe una familia numerable W C U tal que P C [JW.
Es claro que U’ =V U W es numerable y o, C JU'. R

Teorema 1.2.10. Supongamos que k es un cardinal infinito, {X; : t € T'} es una familia de
espacios y L es un subespacio de X =[], X; tal que I(L) < . Entonces para cada espacio
segundo numerable M y todo mapeo continuo f : L — M, existe S € [T ]S’{ y un mapeo
continuo g : ps(L) — M tal que f = go (ps|L).

Demostracién. Diremos que un abierto V en L es L-estandar si existe un abierto estandar
U en X tal que V = U N L. Es claro que los abiertos L-estandar forman una base en L.
Sea O = {0, : n < w} base numerable en M. Por regularidad cada O € O es un abierto F,,
lo cual muestra que H, = f~1(O,,) es un abierto F, en L para cada n < w. Puesto que todo
H,, es una unién numerable de subespacios cerrados de L, se tiene que ((H,) < (L) < k
para cada n < w.

Como los abiertos L-estdndares forman una base en L, para cada n < w existe una familia
de abiertos L-estandares {H}; : o < s} tal que Hy, = J,.,. Hy-

Para cualesquiera n < w y a < k tomemos un abierto estandar G, en el espacio X tal que
H! = G2 n L. Veamos que S = [J{supp(GZ) : n <w,a < Kk} es el conjunto prometido.

Es inmediato que |S| < k.

Afirmacion 1. Si z,y € L'y ps(x) = ps(y), entonces f(x) = f(y).

Si f(x) # f(y), entonces existe n < w tal que f(x) € O,y f(y) ¢ Oy, lo cual implica que
r € Hy,yy ¢ Hy. Elijamos un o < & tal que x € HJ; es claro que y ¢ H[. Notemos
que G es un abierto estandar en X tal que supp(GL) C Sy GLNL = HJ; puesto que
ps(y) = ps(z) € ps(HY), por la Proposicién 1.2.8 concluimos que y € H' lo que es una

contradiccién. Por lo tanto f(x) = f(y). O

Dado cualquier y € pg(L), hagamos ¢g(y) = f(z) donde = € pgl(y) es arbitrario. Aplicando
la Afirmacion 1 vemos que la definiciéon de g es coherente. Como consecuencia inmediata
de la definicién de g se tiene que g o (pg|r) = f. Para cerciorarnos de que g es continua,
basta demostrar que g~1(O) es abierto en pg(L) para cada O € O. Si n < w, entonces
f7HO0n) = Hy = Upyer, HE = Uy, GRN L. Por la Proposicién 1.2.8, el conjunto ps(GZNL)
es abierto en pg(L) para cada o < k; luego ¢~ H(On) = ps(Uper GENL) = Upe, ps(GLNL)
es abierto en pg(L). Por lo tanto g~1(O) es abierto en ps(L) para cada O € O. B

Proposiciéon 1.2.11. Sea « un cardinal infinito. Dado un espacio X; para cada t € T', haga-
mos X = [[,c, Xt y concideremos para cada A C T', el mapeo restriccion p4 : X — [[,c 4 Xt
Si L es un subespacio Lindelof de X y f: L — M es un mapeo continuo y sobreyectivo tal
que w(M) < K, entonces existe S € [T]=* y un mapeo continuo g : ps(L) — M para el cual

f=go(pslL)
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Demostracién. Si A C B C T, denotemos por p% : [L;e5 Xt = [l;e4 X al mapeo restric-
cion; el mapeo pﬁ es abierto y pﬁ OPB = PA.

Como M se encaja en R” [En, Theorem 2.3.23], sin pérdida de generalidad podemos suponer
que M C RF. Para cada a < k sea m, : R® — R la proyecciéon natural sobre el a-ésimo
factor y qo = ma|nr; apliquemos el Teorema 1.2.10 a cada mapeo fo, = g0 f : L — R para
obtener un conjunto numerable S, C T y una funcién continua g, : ps, (L) — R tal que
fa = ga © (ps.|r). Afirmamos que S = J,.,. Sa es el conjunto prometido.

En efecto, dado z € pg(L), sea g(z)(a) = ga(z|s,) para cada a < k; lo anterior define un
mapeo ¢ : ps(L) — R”*. Es claro que g = A{g, © (pga lps(z)) @ < K}, por lo que el mapeo
g es continuo. Siy € L'y a < £, entonces f(y)(a) = ¢u(f(y)) = fa(y) = ga(ps.(v)) =
9a(p5, (ps(¥))) = g(ps(y))(a); uego f(y) = g(ps(y)) para cada y € L, y por lo tanto
f=go(pse) W

Proposicién 1.2.12. Dada una familia de espacios {X; : ¢t € T}, consideremos al espacio
X = [l;er X¢, un subconjunto S € T', un punto a € X y Y € {0(X,a),3(X,a)}. Entonces
psly Y — ps(Y) es un mapeo abierto.

Demostracién. Sea U = [],.; U; un abierto estdndar en X. Veamos que ps(U NY) es
abierto en pg(Y). Basta demostrar que pg(U) Nps(Y) C ps(UNY).

Sean z € U y z € Y tales que ps(x) = pg(z). Definamos y € X de la siguiente forma:
y(t) = 2(t) si t € supp(UNS y y(t) = 2(2) si t € T\ (supp(D)\S).

El conjunto {t € T : y(t) # z(t)} es finito, lo cual implica que y € Y. Si ¢t € supp(U)\S,
entonces y(t) = x(t) € Uy; si t € supp(U) N S, entonces y(t) = z(t) = z(t) € Uy, y por tanto
y € U, mismo que muestra que y € U NY. Finalmente, como ps(y) = ps(z) = ps(x), se
sigue que ps(U) Nps(Y) Cps(UNY). A

Teorema 1.2.13. Sea « un cardinal infinito. Dado un espacio X; para cada t € T, conside-
remos X = [[,c; Xi, un punto a € X y Y € {0(X,a),X(X,a)}. Supongamos que [[, 4 X;
es Lindel6f para cada conjunto finito A C T'. Entonces para cada espacio M con w(M) < k
y todo mapeo continuo f : Y — M, existe S € [T]=* y un mapeo continuo g : ps(Y) — M

tal que f = go (psly).

Demostraciéon. Si Y = (X, a), entonces por el Teorema 1.2.9, el espacio Y es Lindeldf. Por
la Proposicién 1.2.11, existen S € [T]<F y un mapeo continuo g : ps(Y) — M que satisfacen
f=go0sly)

Supongamos ahora que Y = (X, a). Por el resultado probado para o(X,a), existen un
conjunto S € [T]=* y una funcién continua g; : ps(o(X,a)) — M tales que g1 o (Pslo(x,a) =
flo(x,a)- Tomemos cualesquiera x,y € 3(X,a) para los cuales ps(r) = ps(y); tenemos que
supp(x) NS = supp(y) NS, por lo que podemos escoger conjuntos P = {t; :i <w} C Ty
Q = {s; i <w} CT tales que supp(x) C Py supp(y) C @, mientras que para todo i < w se
cumple t; = s; si y s6losit; € S os; € S. Para cada i < w definamos puntos z;,y; € (X, a)
como sigue: x;(t) = x(t) sit € {tx, : k <i} y x;i(t) = a(t) sit € T\{ty : k < i}; andlogamente
yi(t) =yt)sit € {sg: k <i}ywy(t)=a(t)siteT\{s;:k<i}.

Es inmediato que z;,y; € 0(X,a) y ps(x;) = ps(y;) para cada i < w; ademds, la sucesién
{z; i < w} converge a x y {y; : i < w} converge a y, por nuestra eleccién de P y Q. La
igualdad pg(z) = ps(2’) implica que f(z) = f(2') para cualesquiera z,z’ € o(X,a), asi que
f(zi) = f(y;) para todo i < w y por tanto f(x) = f(y) por la continuidad de f.

Hemos demostrado que pg(x) = pg(y) implica que f(z) = f(y) si z,y € (X, a). Como
consecuencia existe un mapeo g : ps(X(X, a)) — M tal que f = go (ps|s(x,q))- Por Teorema
1.2.12 el mapeo ps|x(x,q) €s abierto y por tanto cociente. Finalmente, como f = go(ps|s(x.q))
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es continuo y pslg(X@) es cociente, se sigue que g es continuo. H

Teorema 1.2.14. Sea « un cardinal infinito. Dado un espacio X; para cada t € T, haga-
mos X = [[,cr X¢. Supongamos que [],. 4 X; es Lindelof para cada conjunto finito A C T
Entonces para cada espacio M con w(M) < k y todo mapeo continuo f : X — M, existe
S € [T]=" y una funcién continua g : ps(X) — M tal que f = g o pgs.

Demostracién. Paso 1: Primero asumamos que k = w. KEscojamos a € X arbitrariamente
y hagamos ¥ = ¥(X,a). Por el Teorema 1.2.13 existe un conjunto numerable S C 7'y una
funcién continua g : ps(X) — M tales que f|x = g o ps|s; puesto que S es numerable, se
sigue que pg(X) = Xg = [[;cg Xt Para cada € X definamos h(z) = g o ps(x); entonces
h : X — M es continua y f|y, = h|y. Puesto que ¥ es denso en X, tenemos la igualdad
f =h,y porlo tanto f = g o pg.

Paso 2: Supongamos ahora que k > wj. Puesto que w(X) < k, podemos asumir que M C R"
[En, Theorem 2.3.23]. Para cada a < k sea m, : R® — R la proyeccién natural de R* en su
a-ésimo factor, y hagamos g, = 7 |as. Dado o < k podemos aplicar el resultado obtenido en
el Paso 1 al mapeo f, = g, © f para encontrar un conjunto numerable S, C T' y un mapeo
continuo g, : Xg, — R tales que f, = gq 0 ps,, . Afirmamos que S = S es el conjunto
prometido.

Es evidente que |S| < k. Dado z € Xg, definamos g(z)(c) = ga © p3_(2) para cada o < k;

a<k

esto define un mapeo g : Xg — R”®. Obviamente g = A{ga opga : a < K} por lo que el
mapeo g es continuo. Dado y € X y a < k tenemos que f(y)(a) = q.(f(y)) = faly) =

9a(Ps. (1)) = 9P, (ps(¥))) = 9(ps(y))(c), de donde se desprende que f(y) = g(ps(y)).
Por lo tanto f = gopg. A

Dados espacios X y Y diremos que X se condensa en Y si existe una biyeccién continua
f: X — Y; al mapeo f se le conoce como condensacién. Definimos el i-peso de espacio X
como (w(X) = min{w(Y) : X se condensa en Y} + w.

Definicién 1.2.15. Dado un cardinal infinito x, un espacio X es k-estable si iw(Y) < &
implica que nw(Y) < k para cada imagen continua Y de X. Diremos que X es estable si es
k-estable para todo cardinal infinito .

Proposicion 1.2.16. Supongamos que x un cardinal infinito.

(a) Toda imagen continua de un espacio k-estable es k-estable.

(b) Los subespacios abierto-cerrados de un espacio k-estable son k-estables.

(c) Si un espacio se puede expresar como una unién de k espacios k-estables, entonces es
k-estable.

Demostracién. (a) Sea X un espacio k-estable y Y una imagen continua de X. Suponga-
mos que Z es una imagen continua de Y tal que iw(Z) < k. Basta demostrar que nw(Z) < k.
Como Y es una imagen continua de X, el espacio Z una es imagen continua de X. Por la
r-estabilidad de X se concluye que nw(Z) < k.

(b) Sea X un espacio k-estable y A C X un subespacio abierto-cerrado. Notemos que A una
es imagen continua de X. Por (a) concluimos que A es k-estable.

(c) Sea X =, Xa, donde X,, es un espacio xk-estable para cada o < x. Supongamos que
f: X — Y es un mapeo continuo y sobreyectivo, y ademds iw(Y') < k. Basta demostrar que
nw(Y) < k.

Entonces Y = f(X) = Uy<, f(Xa) donde cada Y, = f(X,) es un espacio s-estable para
cada o < k. Es claro que iw(Y,) < iw(Y) < k y en consecuencia nw(Y,) < k para cada

14



a < k. Finalmente, el espacio Y es una union de k espacios con peso de red a lo mas &, lo
que implica que nw(Y) < x. A

Ejemplo 1.2.17. La recta de Sorgenfrey S es un espacio con peso de red no numerable. La
funcién identidad i : S — R es una condensacion, y por lo tanto iw(S) = w < nw(S); lo
anterior demuestra que la recta de Sorgenfrey es un espacio Lindel6f pero no estable.

Teorema 1.2.18. ([Ar5, I1.6.21]) Todo espacio Lindeldf X es estable.

Demostracién. Supongamos que « es un cardinal infinito y X un espacio Lindel6f 3. Puesto
que las imagenes continuas de un espacio Lindel6f ¥ son Lindel6f 3, sin pérdida de genera-
lidad podemos asumir que iw(X) < k. Basta demostrarse que nw(X) < k.

Sea Y un espacio tal que w(Y) = iw(X) y existe una condensacién f : X — Y. Podemos
encontrar una base B de Y tal que |B| < k. Consideremos a la familia F = {f~}(B) : B € B};
es claro que para cada par de puntos distintos x,y € X existen conjuntos disjuntos F, G € F
talesque x € Fyy e G.

Elijamos una cubierta compacta C de X y una red numerable R con respecto a C. Sea
N = A(FUR); es claro que |[N] < k. Basta demostrar que N es una red en X.

Sean x € X y U € 7(x,X). Existe C € C tal que x € C; el conjunto C\U es compac-
to, asi que para cada y € C\U existen conjuntos disjuntos Fy,G, € F tales que y € F,
y € Gy. Por la compacidad de C\U existe un subconjunto finito A C C\U tal que
C\U C U{Fy : y € A}. Tomemos un conjunto R € R tal que C C R C U U J{Fy : y € A}
y consideremos N = RN (G, : y € A} € N. Entonces N C R C UU Uy Fy vy
NNUyeaFy € NyeaGy NUyea Fy = 0, esto es N C U. Finalmente, z € N C U y
N € N; de aqui se concluye que NV es una red en X. B

Corolario 1.2.19. Todo espacio o-compacto o con peso de red numerable es estable.

Teorema 1.2.20. ([Ar5, I1.6.27]) Cualquier producto y cualquier o-producto de espacios
Lindelof ¥ es estable. Ademés, todo X-producto de espacios Lindelof X es w-estable.

Demostracién. Supongamos que {X; : t € T} es una familia de espacios Lindel6f ¥ y
a € X = [[,cq Xt es un punto arbirtrario.

e 0 =0(X,a) es estable.

Sea k un cardinal infinito; veamos que o es k-estable. Tomemos una imagen continua Z de
o y un espacio M tal que w(M) < k y Z se condensa sobre M. Fijémonos en un mapeo
continuo y sobreyectivo f : ¢ — Z y una condensacién h : Z — M. Por el Teorema 1.2.13,
existe S € [T]S* y un mapeo continuo g : ps(c) — M tales que ho f = g o (ps|,). Por
la Proposicién 1.2.12; el funcién pgl|, es abierta y en particular, cociente. Consideremos el
mapeo ¢ = h~! o g; como popsle = f es continuo, se sigue que ¢ es continuo. Entonces Z
es una imagen continua de pg(o).

Para cada A C S sea Qa = Xa x {ps\a(a)}, donde X4 = [[,c4 Xi; es claro que Q4 es
homeomorfo a X 4. Notemos que ps(c) = [J{Qa : A € [S|=¥}. Para cada A € [S|<¥, el
subespacio @4 ~ X4 es Lindelof ¥; esto implica que el espacio ps(o) es una unién de &
espacios estables. Por la Proposicién 1.2.16 el espacio pg(o) es k-estable. Puesto que Z es
una imagen continua de pg(o) y kK > w(M) > iw(Z); tenemos que nw(Z) < k, lo que
demuestra que o es k-estable.

e X es estable.

Para probar que X es x-estable aplicaremos el Teorema 1.1.16 que dice que, para cada t € T
existe un espacio Y; y un espacio segundo numerable L; tal que X; es una imagen continua de
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Y; v Li es una imagen perfecta de Y;. Entonces X es una imagen continua de Y = [[,cr V3
[Tk7, Fact 1, S.271]. Puesto que toda imagen continua de espacio k-estable es k-estable,
basta demostrar que Y es k-estable. Esto muestra que sin pérdida de generalidad podemos
asumir que X =Y.

Supongamos que f : X — Z es un mapeo continuo y sobreyectivo, y h : Z — M es una
condensacién tal que w(M) < k. Por el Teorema 1.2.14 existe S € [T]=" y un mapeo continuo
g:Xg— M tal que ho f = gopg.

El mapeo ¢ = h~'og es continuo puesto que popg = f es continuo y pg es un mapeo abierto.
Entonces el espacio Z es una imagen continua de Xg. Para cada t € T sea r; : Xy — L; un
mapeo perfecto. El mapeo r = [[,c g7t : X — L = [[,cq Lt es perfecto [Tk7, Fact 4, S.271].
Puesto que el espacio L; es segundo numerable para cada t € T, tenemos que w(L) < & [En,
Theorem 2.3.13].

Observemos que { = r A g es perfecto [En, Theorem 3.7.11] y mapea Xg sobre un subespacio
F de L x M; es claro que w(F') < k. Sea ¢ : L x M — M la proyeccién natural y 7 = ¢q|p.
El mapeo g : Xg¢ — M es sobreyectivo y F' = (r A g)(Xg); entonces 7(F) = M, y por tanto
Lom: F — Z es sobreyectiva.

El mapeo ¢ = u o £ es continuo y & es un mapeo cociente; por lo tanto, la funcion u es
continua. Entonces el espacio Z es una imagen continua de F'; por consiguiente nw(Z) <
nw(F) < w(F) < k. De lo anterior concluimos que X es k-estable.

e X =Y(X,a) es w-estable.

Supongamos que Z es una imagen continua de ¥ tal que iw(Z) < w. Basta demostrar que
nw(Z) < w.

Sea h : Z — M una condensacién tal que w(M) < w. Por el Teorema 1.2.13 existe S € [T]=¥
y un mapeo continuo g : pg(X) — M tal que ho f = go (pg|y). Por la Proposicién 1.2.12,
el mapeo pg|s es cociente. La funcién (h™! o g) o (ps|s) es continua; por consiguiente, el
mapeo ¢ = h~! o g es continuo. Entonces, Z es una imagen continua de pg(X) = [Lies Xt
Por la Proposicién 1.1.18, el espacio [[,.q X¢ es Lindeléf ¥ y en consecuencia Z es un

espacio Lindelof Y. Por el Teorema 1.2.18, el espacio Z es estable, lo cual muestra que
nw(Z) <iw(Z)=w. B

la funcién ©w = h~
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1.3. Bases punto-numerables, diagonales pequenas y
sucesiones libres

El material de esta seccién contiene un teorema de Chaber sobre los espacios Lindelof ¥ con
bases punto-numerables, asi como dos teoremas de Shapirovsky que establecen condiciones
suficientes para que un subconjunto cerrado de un espacio compacto se mapee continuamen-
te sobre un cubo de Cantor. Bajo la Hipdtesis del Continuo, demostramos el Teorema de
Juhdsz y Szentmikléssy sobre la estrechez de un espacio compacto con diagonal pequena y
el teorema de Gruenhage sobre el peso de red de un espacio Lindelof X con diagonal pequena.

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio. Diremos que una familia A C exp(X) es punto-
numerable si [{A € A: x € A} < w para cada x € X. Una base punto-numerable para
un espacio es una base que también es una familia punto-numerable.

Proposicién 1.3.2. Todo espacio separable con una base punto-numerable, es segundo nu-
merable.

Demostracién. Sea X un espacio separable y B una base punto-numerable de X. Existe
un subespacio numerable D C X tal que D = X. Basta demostrar que |B| < w.

Para cada z € X la familia B, = {B € B : x € B} es numerable. Si B € B, enton-
ces existe x € D tal que B € Bg; de modo que B C |J,.p B;. Lo anterior muestra que
B < |Uyep Bel <. B

Teorema 1.3.3. Todo espacio numerablemente compacto con una base punto-numerable,
es segundo numerable.

Demostracion. Sea X un espacio numerablemente compacto y B una base punto-numerable
de X. Construiremos por recursién una familia {D,, : n < w} de subconjuntos numerables
de X.

Paso 0. Sea xg € X arbitrario y hagamos Dy = {x¢}.

Paso n. Dado n > 0, supongamos que hemos escogido un subconjunto numerable D, _
de X. Hagamos B, = {B € B: BN D,_1 # 0} y para cada familia U € [B,]<*
tal que X\ |JU # 0, escojamos z(U) € X\ |JU arbitrariamente.

Definamos D,, = D1 U{z(U) : U € [B,]<¥ y X\UU # 0}; es claro que el
conjunto D,, es numerable y D,_1 C D,,.

Continuando por recursién obtenemos una familia {D,, : n < w} de subconjuntos numerables

de X tal que D,, C D, 1 para cada n < w.

Por la Proposicién 1.3.2 basta demostrar que el conjunto D = |J,,., D, es denso en X.

Supongamos que X\D # 0; sean z € X\Dy A={BeB:x¢ By BND # (}. La familia

A es numerable y D C [JA. El subespacio D es numerablemente compacto y por lo tanto

existe U € [A]<¥ tal que D C [JU.

Como U C A, el conjunto BN D es no vacio para cada B € U por lo cual existe un elemento

n(B) € w, tal que BN Dy,gy # 0. Si k = max{n(B) : B € U}, entonces U € [By11]<*. Como

x ¢ |JA, se sigue que x € X\ |JU. Nuestra construcciéon para el paso k + 1 muestra que

existe z(U) € X\ JU. En consecuencia z(U) ¢ [JU 2 D O D, pero z(U) € Dx11 C D, lo

que es una contradiccién. Por lo tanto D = X. B

Es claro que si un espacio tiene una base punto-numerable, entonces cada subespacio tam-
bien tiene una base punto-numerable.

Corolario 1.3.4. Todo espacio o-numerablemente compacto con una base punto-numerable,
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es segundo numerable.

Demostracién. Sea X = [, ., X» un espacio con una base punto-numerable, donde cada
X, es un subespacio numerablemente compacto. Por el Teorema 1.3.3, cada espacio X,, es
separable asi que existe un subespacio numerable D,, de X,, tal que ﬁnX" = X, donde
ﬁnX" es la cerradura del conjunto D,, en X,,. Notemos que X = {J,,., X0 = U, <o, ﬁnX" =

Un<w (D, N X,) C Un<wD7n C U, < Dn- Entonces, el subespacio D = J,, ., D, es numera-
ble y denso en X. Por la Proposicién 1.3.2; se concluye que X es segundo numerable. B

El siguiente resultado es una consecuencia de un teorema general de Chaber ([Ch]).

Teorema 1.3.5. Todo espacio Lindel6f ¥ con una base punto-numerable, es segundo nume-
rable.

Demostracién. Sea X un espacio Lindel6f 3 y B una base punto-numerable de X. Existe
una cubierta compacta C de X y una red numerable F con respecto a C. Construiremos por
recursion una familia {D,, : n < w} de subconjuntos numerables de X.
Paso 0. Sea zy € X arbitrario y tomemos Dy = {z¢}.
Paso n. Supongamos que n > 0 y hemos escogido un conjunto numerable D, 1 C X.
Hagamos B, = {B € B : BN D,_1 # (0}. Para cada F € F y cada familia
U € [B,]< tal que F\|JU # (), escojamos un punto arbitrario z(F,U) en F\ JU.
Definamos D,, = D,,_1 U{z(F,U) : F € F, U € [B,]~¥ y F\JU # 0}. Es claro que
el conjunto D,, es numerable y D, _1 C D,,.
Continuando por induccién obtenemos una familia {D,, : n < w} de subconjuntos numera-
bles de X tal que D,, C D, para cada n < w.
Por la Proposicién 1.3.2 basta demostrar que el conjunto D = |J,,., D, es denso en X.
Supongamos que X\D # (); sean x € X\Dy A={BeB:x ¢ By BND # 0}. Tomemos
un conjunto C' € C tal que z € C. La familia A es numerable y D C |J.A. El subespacio
C N D es compacto y por lo tanto existe una familia & € [A]<¥ tal que C N D C JU.
Entonces C' C (X\D) U |JU; por consiguiente, existe F' € F tal que C C F C (X\D)UlU.
Como U C A, el conjunto BN D es no vacio para cada B € U por lo cual existe un elemento
n(B) € w, tal que BN D,y # 0. Si k = max{n(B) : B € U}, entonces U € [Bj;1]~*. Como
z ¢ |J A, se sigue que x € F\ |JU. Nuestra construccién en el paso k + 1 muestra que existe
z(F,U) € F\|JU C X\D. En consecuencia z(F,U) € X\D mientras z(F,U) € Dyy1 C D
lo que es una contradiccién. Por lo tanto D = X. B

Definicién 1.3.6. Un espacio X es llamado wj-sucesién convergente si | X| = w; y existe un
punto x € X tal que | X\U| < w para cada U € 7(z, X).

Dado un espacio X, denotaremos a su diagonal por A esto es, A = {(z,z) : * € X}. Sean
I=[0,1] CR, D={0,1} y N = w\{0}. Hagamos w’ = {#} y w<* = J{w" : n € w}; para
cada n € N, identificaremos w™ con el conjunto de todos los mapeos de n = {0,1,...,n — 1}
awysif€w" entonces g = f"k € w"! es definido por g|, = f y g(n) = k.

Definicién 1.3.7. Un espacio X tiene diagonal pequefia si para cada subconjunto no nume-
rable Y de X2\ A, existe U € 7(A, X?) tal que el subespacio Y'\U es no numerable.

Proposicién 1.3.8. Sea X un espacio y F' C X. Si X tiene diagonal pequena, entonces el
subespacio F' también tiene diagonal pequena.

Demostracién. Sean A y Ap las diagonales de X y F' respectivamente. Tomemos un sub-
conjunto no numerable Y C F2\Ap. Como Y es un subconjunto no numerable de X2\ A,
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existe U € 7(A, X?) tal que el subespacio Y\U es no numerable. Si V' = U N F?, entonces
Y\U C Y\V. Por lo tanto, el conjunto Y\V es no numerable y V € 7(Ap, F?). Lo anterior
demuestra que F' tiene diagonal pequena. l

Proposiciéon 1.3.9. Si un espacio X tiene diagonal pequena, entonces X no contiene wi-
sucesiones convergentes.

Demostracion. Sea Y un subconjunto de X de cardinalidad w; para el cual existe y € Y
tal que |Y\U| < w para cada U € 7(y,Y), y por tanto, para cada U € 7(y, X). El conjunto
A={(t,y): t € Y\{y}} estd contenido en X?\A y |A| = w;. Dado un conjunto arbitrario
U € 7(A, X?), tenemos que (y,y) € U por lo que existe Oy € 7(y, X) tal que Oy x Oy C U.
El conjunto Y'\Op es numerable; en consecuencia, A\U C A\(Oy x Oy) C (Y\Oy) x {y} lo
que implica que A\U es numerable. Puesto que U € 7(A, X?) se tomé de manera arbitraria,
se concluye que X no es un espacio con diagonal pequena. H

Es un teorema cldsico que cada compacto metrizable es una imagen continua de D“ [Wi,
Theorem 30.7]. Sin embargo aqui sélo vamos a necesitar la siguiente versién de este resultado.

Teorema 1.3.10. El espacio I = [0, 1] es una imagen continua de D“.

Demostracion. Construiremos por induccién sobre n € N un intervalo cerrado Iy C I de
didmetro 2% para cada f € D"

Sean I{(o,0)} = [0, %] v Loy = [%, 1]. Supongamos que n € N y para cada mapeo f € D"
tenemos definido un intervalo cerrado Iy C I tal que diam(Iy) = 2% Para cada f € D", si
I; = [a,b], hagamos If~¢ = [a,c] e I;~1 = [c,b] donde ¢ = 2. Luego hemos definido un
intervalo cerrado I, C I tal que diam(l,) = TL% para cada g € D",

Dado cualquier x € D“, obsérvese que la familia {Ix|n : n € N} consiste de compactos y
es decreciente; entonces [{I,|, : n € N} # (), y como los diametros de los intervalos I,
tienden a cero, existe un tinico p(z) € ({1, : n € N}. Veamos que el mapeo ¢ : D* — I es
sobreyectivo.

Sea t € I. Construiremos por induccién sobre n € N una familia de mapeos {f, : n € N} tal
que para cada n € N se satisfagan las siguientes condiciones:

(i) fneDytely,;

(ii> fn € frt1.

Existe f; € D' tal que t € Iy, . Supongamos que tenemos f,, € D™ para algin n > 1 tal que
t € Iy,. De la igualdad Iy, = Iy,~oU Iy,~1 se sigue que existe k € D tal que t € Iy, ~g;
hagamos f,+1 = f. k. Entonces f,.1 € D"ty te Iy, .., mientras f, C fuy1.

Si x = U,en fn, entonces t € {1y, : n € N} = ({1, : n € N} = {p(z)}. Lo anterior
demuestra que @ es sobreyectiva.

Para demostrar que ¢ es continua tomemos cualesquiera x € D y ¢ > 0. Existe n € N tal
que 5= < e. SiW = {y € D¥ : y|,, = z|,}, entonces W € 7(z,D¥). Si y € W, entonces
o(y) € Iy, = I, 3 ¢(r) y por consiguiente |p(x) — p(y)| < diam(l,,) = 5 < &. Por lo
tanto, ¢ es continua. H

Corolario 1.3.11. Si k es un cardinal infinito, entonces el espacio I es una imagen continua

de D*.

Demostracién. Apliquemos el Teorema 1.3.10 para encontrar un mapeo continuo y so-
breyectivo f : D¥ — I. Para cada ordinal a < k, hagamos ¢, = f; entonces, el mapeo
© = [lper Pa : (D¥)" — I" es continuo y sobreyectivo [Tk7, Fact 1, S.271]. El espacio (D“)"
es homeomorfo a D y por lo tanto, I es una imagen continua de D”. B
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Proposicién 1.3.12. Si k¥ un cardinal infinito, entonces cada subespacio de D" es cerodi-
mensional, esto es, tiene una base que consiste de subconjuntos abierto-cerrados.

Demostraciéon. Dado cualquier subespacio Y C D, si B es una base en D", entonces
By = {BNY : B € B} es una base en Y. Es claro que si todos los elementos de B son
abierto-cerrados en D*, entonces, todos los elementos de By son abierto-cerrados en Y. Por
lo tanto, basta demostrar que D" tiene una base cuyos elementos son abierto-cerrados. Dados
a<rkeieD,sea O, ={reD:z(a)=i}.

Es evidente que la familia S = {Of : o < k y i € D} es una subbase de D*. Cada O}, € S
es abierto-cerrado en D", pues es la imagen inversa del conjunto abierto-cerrado {i} bajo la
proyeccién natural de D* sobre el a-ésimo factor. Puesto que la interseccion finita de sub-
conjuntos abierto-cerrados es abierto-cerrada, la familia A\ S es una base de D* que consiste
de subconjuntos abierto-cerrados. B

Definicién 1.3.13. Dado un espacio X, diremos que una familia F = {F?, F}! : t € T}
de subconjuntos cerrados de X, es diddica si F’ N F}! = () para cada t € T y el conjunto

I(F,h)= ﬂ{Fth(t) .t € dom(h)} es no vacio para cada h € H(T) = J{D? : A € [T]<“}.

Teorema 1.3.14. Si « es un cardinal infinito y X un espacio compacto, entonces las siguien-
te condiciones son equivalentes:

(a) el espacio I es una imagen continua de X;

(b) existe un subconjunto cerrado F' C X, tal que D es una imagen continua de F;

(c) Existe una familia diddica F = {F2, F} : a < k} C exp(X) de cardinalidad &.

Demostracién. (a)=(b) Sea g : X — I" una funcién continua y sobreyectiva. El subes-
pacio D* C I* es compacto y por tanto cerrado. Entonces, el subconjunto F' = g~ (D®) es
cerrado en X y f = g|p : F — D" es un mapeo continuo y sobreyectivo.

(b)=(c) Sea f : F — D" una funcién continua y sobreyectiva. Para cadai € Dy a < k, sean
G, ={reD:z(a) =i}y F. = f~}(G%). Basta demostrar que la familia {F, F! : a < Kk}
es diddica.

Para cada a < K, el conjunto GO N G es vacio asi que el conjunto FY N F! es también
vacio. Dado cualquier ¢ € H(x), demostraremos que (\{Fa @ ae dom(y)} # 0. Para cada
a < K definamos z(a) = ¢(a) si o € dom(p) y x(a) = 0 si a ¢ dom(p). Entonces, el punto
x pertenece a ﬂ{Gi(a) : a € dom(p)}. Puesto que el mapeo f es sobreyectivo, el conjunto
ﬂ{Ff(a) ca € dom(p)} = f_l(ﬂ{Gﬁ(a) : v € dom(p)}) es no vacio.

(c)=(b) Es claro que el conjunto F' = ({FOU F! : a < k} es cerrado en X. Para cada
i€Dya<k seaVi=F NF;puestoque VNV =0y F=V2UV]! los subconjuntos
VY y V! son abierto-cerrados en F.

Dado un punto = € D”, si A € [k]<“, entonces 2|4 € H(k), y en consecuencia el subconjunto

Fy, = ﬂ{Fcf(a) € A} es no vacio. Si A, B € [k]<%, es claro que Fy, , C Fy, N Fy,; por
lo tanto, la familia {F,, : A € [s]<“} es centrada. Puesto que los elementos de la familia
{Fy|, : A € [k]*} son compactos y no vacios, el subconjunto Q. = ({Fy, : A € [5]~“} es

no vacio.
Afirmacion 1. Si x,y € D® y x # y, entonces @, y @, son disjuntos.

Existe un ordinal a@ < & tal que z(a) # y(a). Para el conjunto A = {a} tenemos que
Qz: CFy, = Fgf(a) yQyCFy, = Fg(a). Los conjuntos Fg(a) y Ff{(a) son disjuntos y por lo
tanto, @, y @, también lo son. [

Afirmacion 2. F = | J{Qy : x € D"}.

20



Si z € F, entonces para cada o < k existe x(a) € D tal que z € Ff(a); esto define un punto

x € D" y demuestra que z € [\,c4 Fax(a) = Fy|, para cada A € [k]<¥, es decir 2z € Q. Por
lo tanto, F' C | J{Q. : = € D*}. La contencién | J{Q, : = € D*} C F es inmediata.

Si z € F, por la Afirmacién 1 y Afirmacién 2, existe un unico x € D" tal que z € Qy;
definamos ¢(z) = . Se sigue de la Afirmacién 2 que el mapeo ¢ : F' — D" es sobreyectivo.
Resta ver que ¢ es continuo. Sean z € F y U € 7(¢(z),D"). Existe A € [k|<* tal que
r=yp(z) e W={yeD":y|la=uz|a} CU;es evidente que W € 7(z,D"). El conjunto G =
ﬂ{V(f(a) : a € A} es abierto-cerrado en F. Puesto que z € F'y z € Q, C {Foxl(a) o€ A},
tenemos que z € ([{F' N FE@) . qe A} = G. Basta demostrar que ¢(G) C W.

Tomemos cualquier punto 2’ € G5 como 2’ € Iy, = ﬂ{F&E(a) ta € A}, si 2 € @y entonces,
2" € Fy,, por lo que x4 = yla. Por lo tanto, y € W, lo que imlica que ¢(z') € W. Por
consiguiente, ¢(G) C W.

(b)=(a) Por el Corolario 1.3.11 existe un mapeo continuo y sobreyectivo ¢ : D* — I*.
Sea f : F — D" un mapeo continuo y sobreyectivo. Para cada o < k sea po : I" — [ la
proyeccién natural. Como f, = pg oo f: F — I es continuo, por el teorema de extension
de Tietze-Urysohn, existe un mapeo continuo g, : X — I tal que go|r = fo. Entonces
g=20{ga:a < k}:X — I" es continuo y puesto que I* = ¢(f(F)) C g(X), también es
sobreyectivo. ll

Definicién 1.3.15. Sea X un espacio; diremos que una familia B C 7*(X) es una m-base en
x € X, si para cada U € 7(x, X) existe B € B tal que B C U. Definimos el m-caracter de X
en = como wx(z,X) = min{|B| : B es una m-base en x}.

Teorema 1.3.16. Si X es un espacio compacto tal que mx(z, X) > w; para cada z € X,
entonces existe un subconjunto cerrado F' C X tal que D! es una imagen continua de F'.

Demostracién. Dado un subconjunto A de X, una familia B C 7(X) es base externa de A
en X, si para cada U € 7(A4, X) existe B € Btal que AC BCU.

Denotemos por C a la familia de todos los subconjuntos cerrados Gs no vacios de X. Cada
C' € C tiene una base externa numerable B¢ en X [Tk7, Problem 327].

Afirmacidn 1. Para cada z € X y cualquier C’ € [C]=¥, existe W € 7(z, X) tal que C\W # ()
para cada C € C'.

Sean z € X y C' € [C]=*. Supongamos que para cada U € 7(z,X) existe Cyy € C’ tal que
Cy C U; entonces existe By € Bcy, tal que Cy € By C U. Lo anterior demuestra que
U{Bc : C € C'} es una m-base numerable en z, lo que es una contradiccién. [

Afirmacion 2. Para cada C' € [C]=* existen F,G € C tales que FNC # 0y GNC # () para
todo C' € C’, mientras F NG N B = (), para algin B € C'.

Apliquemos la Afirmacién 1 a cada x € X para obtener un conjunto W, € 7(x, X) tal que
C\W, # ) para todo C' € C’. Puesto que en un espacio de Tychonoff cada abierto contiene
un abierto cocero y por tanto F,, podemos suponer que W, es un abierto F, para cada
z € X. Por la compacidad de X existen x1,...,2, € X tales que Wy, U...UW, = X.
Para cada i < n sea P,, = X\W,,; entonces P, es un cerrado G5y Py, N...N P, = (. Sea
r < n el minimo numero para el cual existen r elementos en la familia {P,,,..., P, } cuya
interseccién no interseca a algin elemento de C’. Puesto que para cada i < n y cada C € C’ el
conjunto Py, NC = (X\W,,) NC = C\W,, es no vacio, tenemos que r > 1. Por consiguiente
existen Q1,...,Q, € {Py,,..., Py, } tales que (@1 N...NQ,) N B = () para algin B € (’;
haciendo F = Q1 y G=0Q2N...NQ, vemos que F y G son los conjuntos prometidos. [

Por el Teorema, 1.3.14 basta demostrar que existe una familia diddica G en X de cardinalidad
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wi. Construiremos por induccién una familia C,, = {C2,CL : a < w;} C C tal que los
conjuntos C0 y CL son disjuntos para cada a < wy.

Tomemos conjuntos disjuntos C§, C¢ € C arbitrariamente.

Supongamos que 8 < wy y tenemos Cg = {CY,CL : a < B} C C tal que CY N CL = @ para
cada o < (. Apliquemos la Afirmacién 2 a la familia Hg = /\ Cg para obtener Kg, K é eC
tales que Kg NH # 0 # Ké N H para cada H € Hg, mientras existe H € Hg tal que
Kg N Ké N H' = (. Es claro que podemos encontrar gg € H(f) tal que H = I(Cs,gg). Si
CY = Kg NI(Cs,93)y C’é = Ké NI(Cg,gg), entonces Cg N C’é = (). Por induccién obtenemos
a la familia C,,.

Para cada a € w;\{0} tomemos que ¢(a) = maz(dom(g,)) < a. Por el Lema de Fodor
(Pressing Down Lemma) existen £ C wi\{0} y 8 < w; tales que |E| =w y p(E) = {8}. Es
claro que H(f + 1) es numerable y g, € H( + 1) para todo o € E. Puesto que |E| = wy,
existen E' C Ey g€ H(B+ 1) tales que |E'| = w1 y go = g si « € E’. Por consiguiente
C:, = I(C,,,9) N K! para todo a € E' e i € D. Es claro que E” = E'\max(dom(g)) tiene
cardinalidad w1.

Fijémonos en la familia G = {C%,C} : o € E"} C C . Para ver que G es diddica, basta
demostrar que I(C,,,¢') # 0 para cada ¢’ € H(E"). Tenemos que

I(Car,g) = NHCL W - € dom(g)} = I(Cuy.9) NNHEE @ - € dom(g)}.

De la definicién de E” es claro que maz(dom(g)) < « para cada o € E”; podemos considerar

que dom(g) = {a1,...,an} con a1 < ... < ayp. El conjunto I(Cy,,g) N Kél'l‘“l) es no vacio
puesto que I(Cy,,9) € N{C2CL:a < a1} =Ha,.
Andlogamente, el conjunto I(C,,,g) N Kgl(al) N Kgl(O‘Q) = Cgl(al) N Kgl(QZ) es no vacio

puesto que C’gl(al) € NCY%CL . a < ag} = Ha,. Asi, sucesivamente encontramos que
I(Co,.g) = CL N nCL =) A K9 £ (. Finalmente, la familia G es como se pro-
meti6. B

Proposicién 1.3.17. Sea {M; : t € T} una familia de espacios segundo numerable. Si
M = [[,er M;, entonces para todo abierto U en M, existe S € [T]=* tal que pg' (ps(U)) = U,
donde pg : M — Mg = [[,cq Ms es la proyeccién natural.

Demostracién. Los conjuntos U y V = M\U son abiertos y disjuntos. Existe un conjun-
to numerable S C T tal que ps(U) y ps(V) son separados en Mg, esto es, los conjuntos

ps(U) ﬂpg(V)MS y pS(U)MS Nps(V) son vacios [Tk7, Fact 3, S.291]. Por la continuidad de

Ps, tenemos que ps(U) C pS(U)MS y por tanto ps(U) N ps(M\U) = ). Lo anterior implica
que pg Yps(U)=U. W

Teorema 1.3.18. Sea X un espacio compacto tal que D“! es una imagen continua de X.
Entonces X contiene una wi-sucesién convergente.

Demostraciéon. Dado un mapeo sobreyectivo g : Z — Y, diremos que g es irreducible si
g(F) #Y para cada conjunto cerrado F' C Z tal que F # Z.

Afirmacion. Si g : Z — Y es un mapeo perfecto, entonces existe un subconjunto cerrado
F C Z tal que f(F) =Y y g|r es irreducible.

Sea A={F CZ:F # Zescerradoy g(F) = Y}. Si A=), entonces g es irreducible.
Definamos un orden < en A dado por L < F si y sélo si F' C L. Fijémonos en cualquier
cadena no vacia C C Ay sea F = ()C. Dado y € Y, el conjunto g~ (y) N L es no vacio puesto
que g(L) =Y para cada L € C. Como g~ !(y) es compacto y C es una familia centrada de
cerrados no vacios, tenemos que FNg~1(y) = N{g 1 (y)NL : L € C} # 0. Por tanto y € g(F),
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y en consecuencia g(F') = Y. Lo anterior demuestra que F' € A, asi que F es cota superior
de C con el orden <.
Por el lema de Zorn existe un elemento maximal F' € A. Finalmente, F' C Z es cerrado y
g|F es irreducible. OJ

Sea f : X — D“! un mapeo continuo y sobreyectivo. Por la Afirmacion existe un subconjunto
cerrado Y C X tal que f(Y) = D“! y f|y es irreducible. Puesto que cualquier wj-sucesién
convergente en Y es también una wi-sucesion convergente en X, podemos asumir sin pérdida
de generalidad que Y = X, esto es, que el mapeo f es irreducible. Supongamos que el espa-
cio X es cerodimensional, es decir, tiene una base que consta de conjuntos abierto-cerrados.
Denotemos por C a la familia de todos los subconjuntos no vacios y abierto-cerrados de X.
Para cualquier abierto no vacio U C X necesitaremos a los conjuntos f#(U) = D*1\ f(X\U)
y U* = f~Y(f#(U)). Es claro que f#(U) C f(U), U* C U, f#(U) € 7(D*1) y U* € 7(X).
Ademis, el conjunto U* es denso en U y por tanto f#(U) es denso en f(U) [Tk7, Fact 1,
S.383]. Una consecuencia inmediata es que:

(1) Int(f(U)) es denso en f(U) para cada U € C,

puesto que f#(U) C Int(f(U)), donde Int(f(U)) es el interior de f(U). Otra propiedad
importante es la siguiente:

(2) Int(f(UNV)) =Int(f(U)) N Int(f(V)) para cada U,V € C.
Para probar (2) observemos que la inclusién Int(f(U NV)) C Int(f(U)) N Int(f(V))

es inmediata. Asumamos que W = (Int(f(U)) N Int(f(V))\f(U NV) # (. Puesto que
W es un subconjunto abierto no vacio de f(U) y f#(U) es denso en f(U), el conjun-
to Wi = f#(U) N W es no vacio, abierto y estd contenido en f(V). Puesto que el con-
junto f#(V) es denso en f(V), se tiene que Wy = f#(V)n Wy € 7*(D*!) y por tanto
fYWo) C YU (U) N f# (V) =U*NV* CUNV. Por consiguiente, Wo C f(UNV) lo
que contradice que Wo CW y W N f(UNV) = (. Esta contradiccién demuestra (2).

Sea u € D! definida por u(a) = 0 para cada o < wy; ademds, para cada «, 5 < wy, hagamos
ua(B) =0si a# By ua(a) = 1. El espacio K = {u} U{uq : @ < w1} € D! tiene un tnico
punto no aislado u y K\O es finito para cada O € 7(u,D*!). Tomemos cualquier € f~!(u)
y sea Fy, = [~ (uq) para todo a < wy.

Para cualquier o < w1 denotemos por p, : D¥t — D%, la proyeccién natural de D** en D¢, y
en general, si S C wy, entonces pg : D¥! — D3 es la proyeccién natural de D*! en D°. Obser-
vemos que si un conjunto £ C D*! depende de un conjunto S C wq, esto es, £ = pgl(E)),
entonces F depende de S’ para cualquier S’ O S. Se sigue de (1) y la Proposicién 1.3.17 que
para cada U € C, el conjunto f(U) depende de algiin subconjunto numerable S C w; y por
tanto

(3) para cada U € C existe a < w; tal que f(U) depende de las primeras o coordenadas.

Denotemos por C(z) a la familia {U €e C:x € U} yseaCq ={U € C:2 € Uy f(U) depende
en las primeras a coordenadas}. Ya hemos demostrado que C(r) = (J,.,, Ca- Una conse-
cuencia inmediata de (3) es que sit € D', U € Cy y pa(t) € pa(f(U)), entonces t € f(U).
En particular,

(4) si U € Cq, entonces ug € f(U) para cada 8 > a,
puesto que u = f(x) € f(U) y pa(u) = pa(ug). Afirmamos que
(5) si U,V € Cq, entonces W =U NV € C,.

Para demostrar la afirmacién (5), hagamos U’ = Int(f(U)) y notemos que la igualdad

FU) = pa'(pa(f(U))) implica que p,'(pa(U")) = U', y V' = Int(f(V)) implica que
Pt (pa(V')) = V. Sea W' = Int(f(W)) y apliquemos (2) para concluir que W' = U’ NV’
y por tanto p,!(pa(W’)) = W’. Finalmente, W' es denso en f(W) y puesto que p, es un
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mapeo abierto, concluimos que

P (0a(f(W)) € 12t (pa(W") = pa’ (pa(W)) = W = f(W)
lo que prueba que p;l(pa(f(W))) = f(W) y por tanto concluye la demostracién de (5).
Observemos también que C, C Cg si a < By por tanto

(6) N Cs C (Cq siempre que a < B < wy.

Dado cualquier o < wy se sigue de (4) que U N F,, # ) para cada U € C,; ademds, la familia
{UNF, :U € C,} es centrada por (5), lo que muestra que existe zo € Fy N ([)Cq) puesto
que F, es compacto.

Afirmamos que Z = {zq : @ < w1} U {z} es una wi-sucesién convergente. En primer lugar,
|Z| = w1 puesto que el mapeo f|z condensa Z sobre K. Ademés, para cada U € 7(x, X),
existen a < w; y V € C, tales que x € V C U. Dado cualquier § > «, tenemos que
xzg € (1Cs € ((Ca € V y por tanto |Z\U| < |Z\V]| < [{z3 : f < a}| < w. De modo que
hemos demostrado que existe una wi-sucesién convergente Z en X tal que f|z condensa Z
sobre el espacio compacto K C D“t,

Para finalizar la demostracién de este Teorema, ahora supongamos que X es un espacio com-
pacto arbitrario; si w(X) = k, entonces podemos asumir que X C [0,1]". Por el Corolario
1.3.11, existe un mapeo continuo y sobreyectivo ¢ : D® — [0,1]*. Entonces Y = ¢~ 1(X) es
un espacio compacto cerodimensional por la Proposicién 1.3.12; ademés el mapeo ¢ = ¢|y
mapea a Y continuamente y de manera sobreyectiva en X. Luego, fop; mapea a Y continua-
mente y de manera sobreyectiva en D“! por lo que podemos aplicar lo que hemos demostrado
para espacios compactos cero dimensionales para concluir que existe una wi-sucesiéon con-
vergente Z1 C Y tal que f o ¢ condensa Z; sobre K. Puesto ¢|z, : Z1 — Z = ¢(Z;) es una
biyeccién, tenemos que |Z| = |Z1| = w; y por tanto el espacio Z también es una wi-sucesién
convergente en X. ll

Definicion 1.3.19. Sea X un espacio y x un cardinal infinito; diremos que un conjunto
F ={z,: a < k} € X es una sucesion libre de longitud « si para cada § < k el conjunto
{za :a < B}N{zs:a> S} es vacio.

Definimos la estrechez t(X) de un espacio topolégico X como el minimo cardinal infinito x
tal que A = |J{B : B € [A]="} para cada A C X. Es claro que todo espacio de Fréchet-
Urysohn y en particular todo espacio metrizable, tiene estrechez numerable.

Teorema 1.3.20. Sea x un cardinal infinito y X un espacio compacto. Supongamos que
S ={xy : @ < kT} C X es una sucesién libre de longitud . Entonces el ordinal k™ + 1
es una imagen continua de S. En particular, si X es un espacio compacto tal que t(X) > &,
entonces existe un subconjunto cerrado Y C X tal que ™ + 1 es una imagen continua de Y.

Demostracién. Sea S, = {zg : f < a} para cada a < 7. Veamos que 1 4+ 1 es una
imagen continua de Y = S.

Definamos f(x,) = n para cada n € w; si a € K+ \w, definamos f(z,) = a + 1. Six € S\S,
entonces el ordinal f(z) = min{a < kT : x € S,} estd bien definido; ademds, f(z) es un
ordinal limite para cada z € ?\S puesto que si @ = v + 1, entonces = € S, implica que
z € Sa\Sa y por tanto z € So\{z,} = S,. Lo anterior define un mapeo f:Y — k™ + 1.
Notemos que z,, es un punto aislado en Y para cada a < k™, por lo que es suficiente demos-
trar la continuidad de f en cada punto x € Y\S. Si f(z) = a y U € 7(a, k™ + 1), entonces
existe 8 < a tal que (8,a] = {y € k7 : B < v < a} C U. Puesto que el conjunto S es
una sucesion libre, se sigue de la definicién de f(z) que el conjunto W = X\ Ss41 U (S\Sq)
es una vecindad abierta de x. Notemos que x, € W implica que v € (5,a) y por tanto
f(zy) € (B,a) CU. Ademés, si y € (Y\S)N W, entonces y ¢ S\S, y por lo tanto y € Sa;
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lo anterior implica que f(y) < a. De y ¢ Spy1 se sigue que f(y) > B+ 1 > S, esto es,
f(y) € (B, a]. Esto demuestra que f(W NY) C (8,a] C U y por tanto f es continua en el
punto z. Dado que el punto x € Y\ S fue tomado arbitrariamente, f es un mapeo continuo.
El conjunto f(S) es denso en x* + 1, por lo cual f(S) = k™ + 1, es decir la primera parte
del teorema estd demostrada.

Si X es compacto y t(X) > k, entonces existe una sucesién libre S = {z, : o < £t} en X
[Tk7, Problem 328]. Tomando Y = S y aplicando la primera parte de este teorema, conclui-
mos que kT + 1 es una imagen continua de Y. B

Teorema 1.3.21. Si X es un espacio compacto tal que ¢(X) > w, entonces X contiene una
w1-sucesién convergente.

Demostracién. Del Teorema 1.3.20 se sigue que existe un conjunto cerrado H C X tal
que w1 + 1 es una imagen continua de X. Por la Afirmacién en el Teorema 1.3.18, existe
un conjunto cerrado H' C H y un mapeo continuo e irreducible f : H' — w; + 1. Puesto
que es suficiente encontrar una wi-sucesiéon convergente en H’, sin perdida de generalidad
supondremos que existe un mapeo continuo e irreducible f : X — wy + 1.

Definamos al conjunto X, = f~!(a) para cada a < w;. Notemos primero que X,,, es denso
en ninguna parte en X ya que, en caso contrario, existe un abierto no vacio U C X,,, y en
consecuencia (wy 4+ 1)\ f(X\U) es un subconjunto abierto no vacio contenido en {w;} lo que
es una contradiccién. Sea Y, = [J{Xpg : o < 8 < wi} para cada o < wy. Si mx(x, Xy,) > w
para todo x € X, entonces por el Teorema 1.3.16, existe un conjunto cerrado P C X,
tal que D“! es una imagen continua de P; del Teorema 1.3.18 se sigue que P contiene una
wi-sucesién convergente. Por lo tanto, sin perdida de generalidad podemos asumir que existe
x € X, tal que mx(z, X,,) = w.

Fijemos una familia O = {O,, : n € w} C 7(X) tal que {0, N X, : n € w} es una w-base de
X, en el punto x. Tomemos U,, € 7(X) tal que U, N X,,, # 0 y U, C O,, para cada n € w.
Puesto que Int(X,,) = 0, el conjunto Y = X\X,, es denso en X y por tanto Y N U, es
denso en U, para cada n € w. El conjunto A,, = {a < wy : U, N X, # 0} es no numerable
para cada n € w ya que en caso contrario, si 8 = supA, < wy, entonces U,\ f~((0, 8]) es un
abierto no vacio contenido en X,,. Ademds, A,, = f(U, NY); puesto que el mapeo f|y es
cerrado [Tk7, Fact 1, S.261], el conjunto B,, = f(U,NY) es cerrado y no acotado en w; para
cada n € w. Por lo tanto, el conjunto B = ({B,, : n € w} es también cerrado y no acotado
[Ku, Lemma 6.8].

Hagamos V, = {V € 7(2,X) :sin € wy U, N X,, CV, entonces U, NY, C V} para cada
a < wi; notemos que Vi, Vo € V, implica que Vi NVa € V,. Ademés V, C Vg siempre que
a< fB<wi.

Para cada o < wy sea F,, = ({V : V € V,}. Notemos que para cada conjunto V € 7(z, X),
existe a < wy tal que V € V,. En efecto, X, = ({Ya : @ < w1}, por lo que U, N X, CV
implica que ({U, N Y, : a < w1} € V; por lo tanto concluimos que existe o, < wi tal que
U,NY,, CV [Tk7, Fact 1, S.326]. Si a > sup{ay, : U, N X, C V}, entonces V € V,.

En consecuencia, tenemos una familia {F,, : @ < w1} de subconjuntos cerrados de X tales
que Fg CFysia<f<wy(WF:a<w}=({V:Ver(z,X)} = {z}. Para cada
ordinal o < wy y cualquier V € V,, existe n € w tal que U, N X, € 0, N X,, CV yen
consecuencia U, NY, C V. Esto implica que B\a C B,\a C f(U,NY,) C f(V) para todo
V € V, y por consiguiente B\a C f(Fy). Por lo tanto, F,, # {z} para cada o < wj.
Observemos que si @ C X\{z} es un conjunto numerable, entonces para cualquier y € Q
existe ay < wy tal que y ¢ Fy,; si a > sup{ay : y € Q}, entonces F,, N Q = (. Esto hace
posible construir por induccién, un conjunto Z' = {z, : @ < wi} tal que z, € F\{z} y
Zo # xg siempre que o, f < w1 y o # (. Veremos que el conjunto Z = {4 : o < w1} U {z}
es una wi-sucesién convergente. Es claro que |Z| = wy; ademds, si W € 7(x, X), entonces
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podemos aplicar [Tk7, Fact 1, S.326] para concluir que existe o < w; tal que F, C W.
Entonces Z\W C {zg: f < a} y por tanto Z es una wi-sucesion convergente. l

Teorema 1.3.22. Todo espacio compacto de peso a lo méas w; y con diagonal pequena es
metrizable.

Demostracién. Dado un espacio Y y un conjunto A C Y, decimos que x es un punto de
acumulacién completa de A si |ANU| = |A| para cada U € 7(z,Y). Es un teorema clasico
que un espacio Y es compacto si y soélo si cada conjunto infinito B C Y tiene un punto de
acumulacién completa ([En, Problem 3.12.1]).

Sea X un espacio compacto con diagonal pequena tal que w(X) < w;. Sin pérdida de ge-
neralidad podemos asumir que X C [0, 1]“" ([En, Theorem 2.3.23]). Para cada o < wy sea
Pa ¢ [0,1]“t — [0,1]* la proyeccién natural sobre la cara [0,1]% Supongamos que existe
a < wi tal que para todos z,y € X, si x # y, entonces p,(x) # pa(y). Es claro que el mapeo
Palx : X — pa(X) C [0,1]* es una condensacién y en consecuencia, por la compacidad de
X, es un homeomorfismo. Lo anterior implica que w(X) < w([0,1]%) = w([0,1]*) = w.

Para probar que un tal a < w; existe supongamos lo contrario; entonces, para cada o < w;
podemos encontrar Z,,y, € X tales que po(za) = pa(Ya) PEro T4 # Yo. Puesto que X
tiene diagonal pequefia, existe un conjunto no numerable A C wy; y U € 7(A, X?) tales
que U N {(2a,ya) : « € A} = (. Existe un punto z € X de acumulacién completa de
Z ={xq:ac A};seaV =[], Vo un abierto estandar en [0,1]“* tal que z € V' =V NX
y V! x V! C U. Hagamos supp(V) = {y < wi : V5 # [0,1]}. Puesto que z es un punto
de acumulacién completa de Z, existe § € A tal que zg € V' y 8 > maz(supp(V')). Como
Vo =10, 1] para cada o > 'y pg(xg) = ps(ys), tenemos que yg € V'. Lo anterior implica que
(zg,yp) € V' xV' C U, porlo cual, UN{(2a, ya) : @ € A} # 0, lo que es una contradiccién. B
Dado un cardinal infinito #, un espacio X es x-monolitico si nw(A) < k para cada A € [X]=*.
Diremos que X es monolitico si es k-monolitico para todo cardinal infinito . Es claro que
cualquier subconjunto de un espacio xk-monolitico es también k-monolitico.

Teorema 1.3.23. Sea X un espacio compacto con diagonal pequeinia. Si X es w-monolitico
y tiene estrechez numerable, entonces es metrizable.

Demostracién. Haremos uso del siguiente resultado: Si Z es un espacio compacto tal que
A es metrizable para cada A € [Z]S“!, entonces Z es metrizable ([Dow]).

Por lo anterior basta demostrar que cada subespacio de cardinalidad a lo méas w; es metri-
zable. Sea A € [X]|=“! y {z, : @ < w1} una numeracién de A. Puesto que X tiene estrechez
numerable, se tiene la igualdad A = J{{zp : B < a} : @ < w1 }. Dado que X es w-monolitico,
el conjunto {zg : B < a} tiene peso de red numerable para cada a < w;. Es facil ver que el
conjunto A tiene peso de red a lo més w; al ser una unién de una familia de cardinalidad a lo
més w; y cuyos elementos tienen peso de red numerable. El conjunto A es compacto asi que
w(A) = nw(A) < wy [Tk7, Fact 4, S.307]. Finalmente, por el Teorema 1.3.22 el espacio A es
metrizable, y por consiguiente A también.

Teorema 1.3.24. ([JS]) Bajo la Hipétesis del Continuo, todo espacio compacto con diago-
nal pequena es metrizable.

Demostracién. Sea X un espacio compacto con diagonal pequena. De la Proposiciéon 1.3.9
y el Teorema 1.3.21 se sigue que ¢(X) < w. Dado un conjunto numerable A C X, tenemos
que w(A) < 21 < ¢ [Tk7, Fact 2, S.368] y en consecuencia w(A) < w; por la Hipétesis del
Continuo. Por la Proposicién 1.3.8 y el Teorema 1.3.22, concluimos que A es metrizable y
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por consiguiente X es w-monolitico. Finalmente, el espacio X es metrizable por el Teorema
1.3.23. 1

Teorema 1.3.25. Supongamos que X es un espacio Lindel6f Y2 con diagonal pequena. Si C
es una cubierta compacta de X cuyos elementos son metrizables y existe una red numerable
N con respecto a C, entonces X tiene peso de red numerable.

Demostracién. Consideremos las siguientes afirmaciones:
Afirmacion 1. Para cualquier espacio Z, los conjuntos cocero forman una base.

Sean z € Z y U € 7(z,Z). El conjunto Z\U es cerrado y x ¢ Z\U. Existe una funcién
continua f : Z — [0,1] tal que f(z) =1y f(Z\U) C {0}. Si V = f71((0,1]), entonces V es
un conjunto coceroy x € V C U. [J

Afirmacién 2. Sea Z un espacio Lindeldf 3. Si K es una cubierta compacta de Z y F es una
red numerable con respecto a IC, entonces {F : F' € F} también es una red numerable con
respecto a K.

Sean K € Ky U € 7(K, Z). Por la normalidad de Z existe V € 7(K, Z) tal que VCUu.

Tomemos F € F para el cual K C F C V: entonces K C F CV CU y por lo tanto
{F: F € F} es una red numerable con respecto a K. [J

Afirmacién 3. Sea Z un espacio Lindeldf Y. Si existe una familia numerable F de cerrados
que separa los puntos de Z en el sentido T}, es decir, para cada par de puntos distintos
x,y € Z, existen A,B € F talesque y ¢ A>xy x ¢ B>y, entonces Z tiene peso de red
numerable.

Existe una cubierta compacta K de Z y una red numerable R con respecto a K. Sea
N = A(RUF); es claro que N es numerable. Resulta que A es una red en Z.

Para verlo tomemos cualesquiera x € Z y U € 7(z, 7). Existe K € K tal que x € K. Para
cada y € K\U elijamos F,, € F tal que y ¢ F,, y « € F,. Por la compacidad de K\U, existe
A € [K\U]= para el cual K\U C J,c4 Z\F,. Entonces K C UUJ,c 4 Z\Fy, asi que existe
ReRtalque K C RCUUycqZ\Fy. Si N =RN[\,cqly, entonces z € N C Uy
N € N. Por lo tanto, N es una red numerable en Z. [J

yeA

Por la Afirmacion 2, sin pérdida de generalidad podemos suponer que los elementos de la
familia N son cerrados. Ademds, como la familia A N sigue siendo una red numerable de
cerrados con respecto a C, también podemos suponer que N' = AN, es decir, la familia N/
es invariante bajo intersecciones finitas. Para cada C' € C, sea Ng = {N e N : C C N}.
Sipe Xy A es una familia de subconjuntos de X, diremos que A genera una red en p si
N{A € A:pe A} es una red en p. La siguiente propiedad es crucial:

(1) Para cada C € C, existe una familia numerable U de conjuntos cocero tal que
Uc = NUc y U U Ne genera una red en cada punto de C.

Para demostrar (1), tomemos un conjunto arbitrario C' € C. Como C' es metrizable y com-
pacto, existe una base numerable Bo para el subespacio C. Para cada par de elementos con
cerradura disjunta By, B € Be, podemos escojer conjuntos cocero E(By, By) v D(By, B1)
tales que E(BQ,Bl) N D(BQ,Bl) = () mientras By C E(B(),Bl) y B C D(B(),Bl). Sea
Uc = N{E(By, B1), D(Bg,B1) : Bo,B1 € Bc'y BonN By = ()}. Supongamos que p € C'y
consideremos U € 7(p, X). Sea {N,, : m € w} una numeracién de todos los elementos de
UcUNe que contienen a p tal que cada elemento de N aparece una cantidad infinita de veces
en la sucesién {N,, : m € w}. Si ninguna interseccién finita de elementos de {N,,, : m € w}
estd contenida en U, entonces escojamos x,, € (),-, Vi\U. Para ver que {z, : n < w} tiene
un punto de acumulacién ¢ € C' supongamos lo contrario. Entonces para cada y € C existe
Uy € 7(y, X) tal que [{n < w : z, € Uy}| < w. Por la compacidad de C' podemos encontrar
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A € [C]=% tal que C C J,cq Uy. Existe m > max{n : z, € U,ca Uy} tal que Ny, € No
yC C N, C UyeA Uy; esto tdltimo implica que m < maz{n : x, € UyEA Uy} < m, lo que
es una contradiccién. Por consiguiente, un tal ¢ € C existe. Es claro que ¢ ¢ U, por lo que
p # q. Sean By, By € B¢ vecindades de p y ¢, respectivamente, tales que By N By = (. Por
tal motivo, existe V € Ug tal que p € V y ¢ ¢ V. Como V € Uc, existe m < w tal que
V = Np, por lo cual {x,, : n > m} C V. Lo anterior implica que ¢ ¢ {z,, : n > m}, lo que es
una contradiccién. Por lo tanto existe una interseccién finita de elementos de Uc U No que
esta contenida en U, es decir, Ucs U N genera una red en p. Esto finaliza la demostracién

de (1).
Veamos ahora que:

(2) existe una familia numerable U de conjuntos cocero tal que U U N separa los puntos
de X en el sentido T7.

Supongamos que tal familia no existe. Sean Cy € C y U, como en la propiedad (1). Por
hip6tesis la familia U, UN no es Ti-separadora, por lo que existen puntos distintos z1,y; € X
tales que cada elemento de Uc, UN que contenga a z1, también contiene a y;. Como N es
una red con respecto a C, cada elemento de C que contenga a x;, también contiene a y;
asi que existe C; € C tal que z1,y1 € C1. Sea U, como en la propiedad (1).

Supongamos que a < wi y hemos obtenido Cg € C y puntos distintos x3,y3 € Cg para todo
B € (0,a), tales que cada elemento de la familia N'U (U, .5 Uc,) que contenga a 2, también
contiene a yg. Puesto que N U (U'y <o Uc,,) no es Ty-separadora, podemos encontrar puntos
distintos 7q,ya € X tales que cada elemento de la familia N'U (U,,Uc,) que contenga
a Z,, también contiene a y,. Elijamos C, € C tal que z, € C,, y notemos que también
Yo € Ca.

Entonces podemos encontrar x,¥ys, ¥ Co que satisfacen las condiciones anteriores para
cada a < wi. Puesto que el espacio X tiene diagonal pequeiia, existe G € 7(A, X?) tal
que {(Ta,ya) : @ € E} € X2\G para algtin conjunto no numerable E C wy. Para cada
z = (z,y) € X*\G podemos elegir U, € 7(z,X) y V. € 7(y, X) tales que U, NV, = §. Como
X es Lindelof ¥, el espacio X? es Lindeléf y por consiguiente X2\ G también lo es. Entonces,
podemos encontrar un conjunto numerable G’ C X?\G tal que X*\G C |, (U. x V2).
Luego, existen E' € [E]“' y z € G’ tales que {(za,¥a) : @« € E'} C U, x V,. Esto im-
plica que existen conjuntos cerrados y disjuntos Hy,H; tales que {z, : « € E'} C Hy y
{Yo: v € E'} C Hy.

Consideremos un ordinal arbitrario @ € E’. Dado cualquier p € C,, como las familias A
y Uc,, son invariantes bajo intersecciones finitas, por la propiedad (1), existen Uy elUe, y
N;Y € Ng, tales que p € Ug‘ y U]‘j‘ N N;‘ no interseca a Hy o Hy. Por la compacidad de C,
existen subcolecciones finitas Ug', U, ..., Uy de Uc, y Ng', N{, ..., N5 de N, tales que
Co CU=UgU...UUS y cada U? N N{* no interseca a Hy o H;. Como N es una red con
respecto a C, existe N' € N tal que Co € N' C U®. Si N* = N' N[ \gcicp, Vi, entonces
N*eNyCy CN*C U o

Puesto que la familia A es numerable, existen a; < as tales que N* = N% = N. Entonces
CayUCq, € N C U, Escojamos ¢ < ng, tal que 24, € U;*'. Puesto que U"' N N;*! no inter-
seca a Hy o Hy y x4, € Ho, se sigue que no interseca H;. Por consiguiente, z,, € U NN
Y Yoo & U NN, lo que contradice la forma en que zqa, ¥ Ya, fueron escojidos. Esta con-
tradiccién termina la demostracién de (2).

Tomemos una familia U que satisface la condicién (2). Como todo conjunto cocero es Fi,
para cada U € U existe una familia numerable Ry de conjuntos cerrados tal que U = | J Ry .
La familia N U|J{Ry : U € U} consta de cerrados y separa los puntos de X en el sentido
T1. Por la Afirmacién 3, el espacio X tiene peso de red numerable. B

Teorema 1.3.26. ([Gr3]) Bajo la hipétesis del continuo, cada espacio Lindelof ¥ con dia-
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gonal pequena tiene peso de red numerable.

Demostracién. Supongamos que X un espacio Lindelof ¥ con diagonal pequeiia. Sea C una
cubierta compacta de X y R una red numerable con respecto a C. Por el Teorema 1.3.24,
cada elemento de C es metrizable. Finalmente, por el Teorema 1.3.25, el espacio X tiene peso
de red numerable. B
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1.4. Espacios hereditariamente Lindelof X

Esta es la parte final del Capitulo 1 en la cual presentaremos un resultado de Gruenhage
que establece que todo espacio Lindelof ¥ con diagonal Gy tiene peso de red numerable.
Probaremos que cualquier espacio hereditariamente Lindel6f tiene cardinalidad a lo més ¢
lo cual es un teorema perteneciente a de Groot. El resultado principal de esta seccién es el
teorema de Hodel sobre los espacios hereditariamente Lindelof . Como un resultado auxiliar
se demostrard el teorema de Uspensky del niimero de Lindeldf de la w-modificacién de un
espacio disperso.

Definicién 1.4.1. Diremos que un espacio X tiene diagonal G5 si A = {(z,z) : © € X} es
un conjunto Gy en X?2. Es claro que la propiedad de tener diagonal G4 es hereditaria.

Proposicion 1.4.2. Todo espacio X con diagonal Gy tiene diagonal pequena.

Demostracién. Tomemos una familia {U, : n < w} C 7(X?) tal que A = (), Un.
Si Y es un subconjunto no numerable de X?\A, entonces existe n < w tal que Y\U,
es no numerable, pues en caso contrario |Y\U,| < w para todo n < w y por lo tanto

Y\A =Y\, Un = Upco, (Y \Un) es numerable, lo que es una contradiccién. B

Dada una familia A C exp(X), definamos st(B, A) = |J{A € A: AN B # 0} para cada
B C X. Si B = {x}, escribiremos st(x,.A) en lugar de st({z},.A).

Proposiciéon 1.4.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo espacio X:

(a) X tiene diagonal Gy;

(b) existe una familia {U, : n < w} de cubiertas abiertas de X tal que para cada z € X
se tiene (), st(z,Up) = {x}.

Demostracién. Supongamos que X tiene diagonal G5 y por lo tanto existe una sucesion
{Up,}n<w de abiertos en X2 tal que A = MNp<w Un-

Para cada n < w consideremos la familia U,, = {V € 7(X) : V x V C U,}; es claro que U,, es
una cubierta de X. Sea x € X y supongamos que y € ﬂn<w st(x,Uy,). Para cada n < w existe
Vi € 7(X) tal que (z,y) € V,, x V;, C U,. Lo anterior implica que (z,y) € (,c, Un = A,y
por consiguiente z = y. Por lo tanto, [, __ st(x,U,) = {x}. Esto demuestra que (a) implica
(b).

Supongamos ahora que X satisface (b). Definamos U,, = [J{V x V : V € U,,} para cualquier
n < w. Como U, es una cubierta de X para cada n < w, es claro que A C (), Uy,. Si
(#,y) € (< Un, entonces para todo n < w, existe V,, € U, tal que =,y € V;,, lo que implica
que y € st(x,Uy); luego, y € N, ,, st(x,U,) = {z}, esto es, y = x. De lo anterior concluimos
que (., Un € A. Esto comprueba que X tiene diagonal Gs. B

n<w

Si una familia de cubiertas abiertas satisface la condicién (b) en la Proposicién 1.4.3, diremos
que es una sucesion Gg-diagonal.

Teorema 1.4.4. Supongamos que X es un espacio de Lindeldf. Si X tiene diagonal G,
entonces iw(X) < w.

Demostracién. Por la Proposicién 1.4.3 existe una sucesién Gs-diagonal {U, }n<w. La si-
guiente propiedad es inmediata:

(1) si V,, es un refinamiento de U,, para cada n < w, entonces {V,}n<, también es una
sucesion Gs-diagonal.
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Por la Afirmacién 1 en el Teorema 1.3.26, los conjuntos cocero forman una base en X. Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que cada familia i, consta de conjuntos cocero.
Puesto que el conjunto X es Lindeldf, de nuevo, por la propiedad (1), podemos considerar
que cada U,, es numerable.

Para cada U € |J,,_, U, existe fy : X — R tal que U = fy~'(R\{0}). Fijémonos en la
funcién ¢ = A fr : U € U, ,Un} : X = p(X) C RUn<wUn ~ R¥ Basta probar que ¢
es inyectiva. Dados dos puntos distintos z,y € X, puesto que {z} =, st(x,Uy), existe
m < w tal que y ¢ st(x,Uy,). Tomemos cualquier U € U,, para el cual z € U. Entonces

ye Uy ex)(U)= fulx) #0= fuly) = p(y)(U). Esto demuestra que ¢ es inyectiva y por
lo tanto, iw(X) < w. W

Corolario 1.4.5. Si X es un espacio Lindelof ¥ con diagonal G, entonces X tiene peso de
red numerable.

Demostracién. Por los Teoremas 1.4.4 y 1.2.18, el espacio X tiene i-peso numerable y es
estable. Una consecuencia inmediata es que nw(X) < w. B

Corolario 1.4.6. Todo espacio compacto con diagonal Gs es metrizable.

Proposicion 1.4.7. Si un espacio X es hereditariamente Lindel6f y existe una familia nu-
merable de conjuntos cerrados F que separa los puntos de X en el sentido T}, entonces existe
una familia numerable de conjuntos cerrados que separa los puntos de X en el sentido 77.

Demostracién. Necesitaremos la siguiente proposicion:

Afirmacion. Si Z es un espacio hereditariamente Lindelof, entonces cualquier U € 7*(Z) es
un conjunto Fj.

Para cada z € U, existe V, € 7(x, Z) tal que V, C V,, C U; puesto que U es un espacio de
Lindelof, existe A C U tal que U = [J,c 4 Vo O

Para cada F' € F tomemos una familia numerable de conjuntos cerrados Rr en X tal que

X\F = JRp. La familia G = FU|J{Rr : F € F} es numerable y consta de conjuntos

cerrados. Basta demostrar que G separa los puntos de X en el sentido 7T;. Dados dos puntos

distintos z,y € X, podemos escoger F' € F tal que F N {xz,y} consta de un solo elemento.

eSixz e F,entoncesy ¢ F'yFeg.

e Sixz ¢ F, entonces y € F'yz €|JRr asi que existe R € Rp tal que x € R; se tiene que
y¢ Ry Reg.

Esto demuestra que G separa los puntos de X en el sentido 77. B
Teorema 1.4.8. ([G]) Si X es un espacio hereditariamente Lindel6f, entonces | X| < c.

Demostracién. Por la Afirmacién en la Proposicién 1.4.7, para cada x € X existe una
familia numerable U, C 7(X) tal que (U, = {z}.

Sea Ag € [X]=° arbitrario y no vacio. Supongamos que o < wy y hemos escogido un conjunto
Ap C X para cada 3 < « tal que:

(1) [Ag| <

(2) siW € [H{Us s 2 € Usp As}=Y y UW # X, entonces Ag\ W # 0.

Para cada W € [{Us : z € Uz, Ap}=9, si UW # X, escojamos z(W) € X\ JW. Sea
Ao ={zW) W e U : 2 € Ugey 4517 vy UW # X} Es claro que A, satisface (1) y
(2), por lo que podemos continuar la induccién.

El conjunto A = (., Aa tiene cardinalidad a lo mds ¢. Supongamos que existe y € X\ A.
Para cada x € A podemos escoger U, € U, tal que y ¢ U,. Existe un conjunto numera-
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ble B C A tal que A C J,cpUs. Sea {z, : n < w} una numeracién de B. Para cada
n < w existe o, < wp tal que x, € A,,. Si @ = supp<woy,, entonces B C U,8<a Ag, y
W ={Uy:2z € B} € [HU: : z € U, Ag}]=¥; como y ¢ (JW, concluimos aplicando
(2), que A \UW # 0, lo que es una contradiccién con 4, € A C |JW. Por lo tanto,
1 X|=1]4]<c N

Teorema 1.4.9. Supongamos que un espacio X es hereditariamente Lindelof. Si £ es la
familia de todos los subconjuntos compactos de X, entonces |£| < c.

Demostracién. Obsérvese que |X| < ¢ y cada subconjunto cerrado de X es Gs por el
Teorema 1.4.8 y la Afirmacion de la Proposicién 1.4.7. Para cada = € X existe una familia
Uy ={UF :n <w} C7(X) tal que N, ., Uy = {z}.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U7, ; C Uy para cada n < w. La coleccién
V={UA: A€ [U,ex Us|=*} tiene cardinalidad a lo més .

Para cualesquiera L € Ly x € X\L, la familia {U* N L : n < w} tiene interseccién vacia,
luego existe m(x) < w tal que %ﬁ L =, y por tanto Urfl(x) C X\L [Tk7, Fact 1, S.326].
Entonces, X\L = ,ex\ Uy

Existe un conjunto numerable A € X\L tal que X\L = (J,., U () ¥ consecuentemente
X\L € V. Finalmente, |£|={X\L:Le L} <|V|<c R

Un espacio X es conexo si no existen dos conjuntos abiertos, no vacios y disjuntos U,V C X
tales que X = UUV; el espacio X es disconexo si no es conexo. Diremos que X es totalmente
disconexo si cada subconjunto de X con mas de un elemento, es disconexo.

Proposicién 1.4.10. Si un espacio compacto X es totalmente disconexo, entonces para cada
par de puntos distintos z,y € X existe un conjunto abierto-cerrado W C X tal que x € W

yy¢gw.

Demostracién. Diremos que z € X es un amigo de z, si no existe un conjunto abierto-
cerrado W C X tal que x € Wy z ¢ W. El conjunto @Q = {z € X : z es un amigo de =} es
cerrado y esta contenido en cualquier conjunto abierto-cerrado que contenga a .
Supongamos que @ es disconexo. Sean A, B conjuntos no vacios cerrados en @ tales que
Q=AUBy AN B = (. Como Q es cerrado en X, los conjuntos A y B también lo son.
Para cada z € A escojamos U, € 7(z, X) tal que U, N B = (). Por la compacidad de A
existen 2, ...,2, € A tales que A C U, U,,. SiU =U;, Us, vy V = X\U,, U,., entonces
A=UNQy B=VNQ,yademds, U y V son abiertos disjuntos.

Para cada z € X\@ existe un conjunto abierto-cerrado W, € 7(x, X) tal que z ¢ W,; por
consiguiente, () es una interseccién de conjuntos abierto-cerrados. Existe una coleccion finita
de conjuntos abierto-cerrados F,...,F, C X talque Q C F=F nN...NE, CUUV [Tk7,
Fact 1, S.326].

El conjunto F es abierto-cerrado y UNF CUNF =UN(FN(UUV)) = FNU; esto
muestra que, F'NU es abierto-cerrado. Como () esta contenido en cualquier abierto-cerrado
que contenga a x, se sigue que Q C FFNU y por consiguiente, B C U, lo que es una contra-
diccién. Por lo tanto @ es conexo.

Como X es totalmente disconexo, @) consta de un sélo punto, es decir, @ = {z}. Finalmente,
como ¥y no es un amigo de z, existe un conjunto abierto-cerrado W talquez € Wyy ¢ W. R

Un espacio X es cero-dimensional si tiene una base que consiste de conjuntos abierto-
cerrados.

Proposicion 1.4.11. Un espacio compacto X es totalmente disconexo si y sélo es cero di-
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mensional.

Demostracion. La suficiencia es inmediata asi que supongamos que X es totalmente disco-
nexo, r € X y U es una vecindad abierta de . Por la Proposicién 1.4.10, para cada y € X\U
existe una vecindad abierto-cerrada V,, de y tal que x ¢ V,,. Por la compacidad de X \U, exis-
te un conjunto finito A C X\U, tal que X\U C (J,c4 Vy- Entonces z € (), c4(X\V,) C U,
donde N

yeA
(X'\V,) es un conjunto abierto-cerrado. W

yeA
Proposicion 1.4.12. Supongamos que X es un espacio compacto. Si X no es cero-dimensional
o D“ es una imagen continua de X, entonces [0, 1] es una imagen continua de X.

Demostracién. Si X no es cero-dimensional, entonces por la Proposicién 1.4.11, no es total-
mente disconexo, luego, existe un conjunto conexo A C X y dos puntos distintos x,y € A.
El conjunto A es conexo [En, Corollary 6.1.11]. Puesto que A es un espacio de Tychonoff,
existe una funcién continua f : A — [0,1] tal que f(x) = 0y f(y) = 1. El conjunto f(A)
es conexo [En, Theorem 6.1.3] y 0,1 € f(A); entonces, f(A) = [0,1]. Por el teorema de
extensién de Tietze-Urysohn, [0, 1] es una imagen continua de X.

Si D“ es una imagen continua de X, entonces [0,1] es una imagen continua de X por el
Teorema 1.3.10. &

Definicién 1.4.13. Diremos que un espacio X es disperso si cada subconjunto no vacio A
de X tiene un punto aislado en A.

Proposicion 1.4.14. Supongamos que X es un espacio compacto. Si X no es disperso,
entonces no es cero-dimensional o bien D¥ es una imagen continua de X.

Demostracién. Supongamos que X no es disperso y es cero-dimensional. Veamos que D%
es una imagen continua de X.

Existe un conjunto sin puntos aislados A C X. Por la Proposicién 1.4.11 el espacio X es
totalmente disconexo. Definamos Xy = X.

Dados dos puntos distintos, z,y € A, por la Proposicién 1.4.10 existen dos conjuntos
disjuntos y abierto-cerrados Xy(g0)}, X{(0,1)} € X tales que z € X0y, ¥ € X1 ¥
X = X001 Y X0y

Supongamos que n > 1 y hemos encontrados una familia de conjuntos abierto-cerrados
{Xs:5€U,,<, D™} tales que Xs N A # () para cada s € D™ y m < n, y ademds, si m < n,
entonces X0 N Xs~1 =0y Xg = Xe~0U Xs~1.

Sea s € D"; puesto que Xz N A es un subconjunto abierto no vacio de A, se sigue que
| Xs N A| > 1. Dados dos puntos distintos 2/, ¢y’ € XsN A, por la Proposicién 1.4.10, podemos
encontrar dos conjuntos disjuntos y abierto-cerrados X°, X! C X tales que 2’ € X°, ¢/ € X!
y XOUX!=X.Sean Xy~0=X,NX"y Xo~1 = X, n X"

De esta manera, podemos construir por inducciéon una familia de conjuntos no vacios y
abierto-cerrados {X, : s € J,,., D"} tales que Xy = Xy~0 U X~1 y Xs~0N Xy~ = 0 para
cada s € D" yn < w.

De nuestra construccién inductiva, se sigue que para cada x € X, existe un tinico f € D%
tal que z € (., Xy|,,; definamos o(f) = x. Dado f € D*, la familia { Xy, : n < w} consta
de compactos y es centrada, lo que implica que () Xy, # (). Lo anterior demuestra que
la funcién ¢ : X — D* es sobreyectiva.

Resta demostrar que ¢ es continua. Si U = [], ., Un es un abierto estandar en D* y
supp(U) = {n < w : U, # D}, entonces

e W U)={z € X :9(x)(n) €U, sin e supp(U)}
=Xy, : feD¥y f(n) € Uy sin € supp(U)} € 7(X)

nw
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donde m = max(supp(U)). R

Teorema 1.4.15. Un espacio compacto X es disperso si y sélo si [0, 1] no es una imagen
continua de X.

Demostracién. Supongamos que X es disperso. Si existe una funcién continua y sobre-
yectiva f : X — [0, 1], por la Afirmacién en el Teorema 1.3.19, existe un conjunto cerrado
F C X tal que f(F) = [0,1] y f|r es irreducible. Puesto que F' es compacto y disperso,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que f : X — [0,1] es irreducible. Para cada
g€ Q=QnNJ0,1] escojamos x4 € F tal que f(zq) = q. Sea H = {z4 : ¢ € Q}; el conjunto

f(H) es cerrado en [0,1] y f(H) = Q C f(H), luego [0,1] = Q@ C f(H). Puesto que f es
irreducible, concluimos que H = X.

Existe un punto aislado z, € H. Tenemos que f(H\{z,}) = f(X\{zp}) = [0,1]\{p} es un
conjunto cerrado, lo que es una contradiccién. Esto demuestra la necesidad.

Supongamos ahora que [0, 1] no es una imagen continua de X. Por la Proposicién 1.4.12, el
espacio X es cero-dimensional y D¥ no es una imagen continua de X. Finalmente, por la

proposicién 1.4.14, X es disperso. B

Definicién 1.4.16. Sea (X, 7) un espacio. La familia de todos los conjuntos G5 de X forma
una base para una topologia 7, en X. Esta topologia es llamada la w-modificacién de la
topologia 7. Al espacio (X, 7,,) lo denotaremos por (X),.

Teorema 1.4.17. ([Us2]) Supongamos que k es un cardinal infinito y X es un espacio
disperso. Si I(X) < k, entonces [((X),) < k.

Demostracion. Sea G la familia de los conjuntos G5 de X. Basta demostrar que toda cu-
bierta U C G de X, tiene una subcubierta V € [U]=*.

A un conjunto U € 7(X) lo llamaremos pequeiio, si existe V € [U]=" tal que U C JV.
Notemos que si cada = € X tiene una vecindad pequena, entonces X es pequeno, por lo que
basta demostrar que todos los puntos de X tienen una vecindad pequena.

Sea H = {x € X : x tiene una vecindad pequena}. Para cada x € H escojamos V, € 7(z, X)
y U, € U= tales que V, C U,

Supongamos que el conjunto X\ H es no vacio y tomemos un punto aislado y € X\ H. Existe
V € 7(y,X) tal que VN (X\H) = {y}. Podemos encontrar una familia {W,,},<., de sub-
conjunto abiertos de X tal que y € W =, Wy, € U. Para cada n < w las contenciones
V\W,, € V\{y} = V\(X\H) C H implican que |J,_,(V\W,) C H. Como cada V\W, es
un conjunto cerrado, existe A, € [V\W,]=* tal que V\W,, C Usea, Ve Asi,

V g V g WU(V\W) = WUUn<w(V\Wn) g WUUn<w UxGAn VJ»’ g WUUn<w UzeAn UZ/{ZW

lo que demuestra que V' es una vecindad pequena de y € X\ H, lo que a su vez, es una con-
tradiccién. Por lo tanto H = X. B

Teorema 1.4.18. Si X es un espacio hereditariamente Lindel6f, entonces existen conjuntos
A, B C X tales que:

(a) AUB = X

(b) todos los subconjuntos compactos de A son numerables;

(¢) todos los subconjuntos compactos de B son numerables.

Demostracién. Sea £ la familia de todos los subconjuntos compactos no numerables de
X. Por el Teorema 1.4.9, podemos encontrar una numeraciéon {L, : a < ¢} de £; ademas,
|L| <|X| < ¢ para cada L € L (véase el Teorema 1.4.8).

SiL e Ly]|L| < ¢, entonces [0, 1] no puede ser imagen continua de L, por lo que L es disperso
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(véase el Teorema 1.4.15). El espacio (L), es Lindeldf por el Teorema 1.4.17. Aplicando la
Afirmacién de la Proposicién 1.4.7, vemos que cada punto x € L es Gg, y en consecuencia, el
espacio (L), es discreto, Lindel6f y no numerable, lo que es una contradiccién. Por lo tanto,
|L| = ¢ para todo L € L.

Escojamos dos puntos arbitrarios xg,yo € Lg. Supongamos que o < ¢ y hemos encontrado
dos conjuntos {zg: f < a}, {yg : f < a} tales que:

W) {zg:p<a}n{ys:B<a}l=0,y

(2) si B < «, entonces {xg,yg} C Lg.

Puesto que |Ly| = ¢, podemos encontrar dos puntos distintos x4, ya € La\(Aa U By). Es
claro que {z5: 8 < a} y {yg : B < a} satisfacen (1) y (2). De modo que podemos continuar
la induccién para construir conjuntos P = {z, : @ < ¢} y Q = {ya : @ < ¢} que satisfacen
(1) y (2). Afirmamos que A = Py B = X\P son los conjuntos prometidos.

Sea L un subconjunto compacto de A. Si |L| > w, entonces existe a < ¢ tal que L = L,; esto
implica que y, € QN L C BN L, lo que contradice que L C A.

Sea L un subconjunto compacto de B. Si |L| > w, entonces existe a < ¢ tal que L = L, por
lo cual x, € PN L = ANL, lo que contradice que L C B.

Por lo tanto, si L es un subconjunto compacto de A o B, es numerable. Il

Teorema 1.4.19. ([Hol]) Un espacio X es hereditariamente Lindel6f ¥ si y sélo si
nw(X) < w.

Demostracion. Es claro que si X tiene peso de red numerable, todo subespacio suyo tam-
bién, y por tanto, es hereditariamente Lindelof 3.

Supongamos que X es hereditariamente Lindelof 3. Por el Teorema 1.4.18, existen conjuntos
A, B C X tales que AU B = X y cada subconjunto compacto de A o B es numerable. Si
demostramos que nw(A) = nw(B) = w, es evidente que nw(X) = w, por lo que podemos
suponer sin pérdida de generalidad que cada subconjunto compacto de X es numerable.
Sea C una cubierta compacta de X y F una red numerable con respecto a C, cuyos elementos
son conjuntos cerrados. Consideremos la familia F, = {F € F : x € F'} para cada =z € X.
Diremos que z,y € X son amigos si F, = F,. Es evidente que la relacién de amistad es una
relacién de equivalencia en X; sea A su conjunto de clases de equivalencia. Dado x € X esco-
jamos C € C tal que x € C. Notemos que Fo ={F € F:C C F} C F,, y por consiguiente,
N Fz € N Fc = C; esto implica que (| F, es compacto. El conjunto A, = {z € X : z es
amigo de x} esta contenido en () F,, y por tanto es numerable.

Para cada A € A podemos escoger una numeracién {z7 : n < w} de A. Definamos
X, = {z} : A € A} para cualquier n < w. Es claro que J,_, X, = X y X, N A = {24}
paraa todo A € Ay n < w.

Sea n < w arbitrario. La familia F,, = {F N X,, : F € F} consta de subconjuntos cerrados
de X,. Afirmamos que F,, separa los puntos de X, en el sentido T.

Tomemos puntos distintos x,y € X,,. Puesto que = y y no son amigos, se tiene que F, # F,.
De aqui se concluye que existe F' € F, U F, tal que |F'N{z,y}| = 1. Por lo tanto, la familia
Fn separa los puntos de X, en el sentido Ty. Por la Proposicién 1.4.7 y la Afirmacion 3 en
el Teorema 1.3.26, concluimos que nw(X,) = w.

Finalmente, nw(X) = nw(J, ., Xn) =w. R

n<w <+ N

n<w

Corolario 1.4.20. Si un espacio compacto es hereditariamente Lindel6f X, entonces es
metrizable.
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Capitulo 2

La propiedad Lindelof > en espacios
de funciones

El propésito de este capitulo es presentar un estudio de la propiedad Lindelof ¥ en espacios
de funciones con la topologia de convergencia puntual.

El capitulo consta de cuatro seccidénes. En la seccién 1 presentamos la relacion de t-equivalencia
y algunas propiedades t-invariantes. El teorema principal de esta seccién es un resultado de
Okunev que establece que la o-compacidad, la K-analiticidad y la propiedad Lindelof 3 son
t-invariantes.

En la segunda seccién se demostrara que todo espacio metalindelof con extent numerable es
Lindel6f. Se presenta una demostracién completa del teorema de Baturov sobre la relacién
entre el extent y el nimero de Lindel6f de cualquier subespacio de Cp(X) cuando X es un
espacio Lindelof 3. También se verd el teorema de Reznichenko sobre la normalidad colectiva
en espacios Cp(X).

La seccién 3 contiene un teorema de Uspenkij sobre el marco Lindeléf 3 del espacio Cp(X)
cuando X es Lindelof 3. El resultado principal de esta seccién es un teorema de Okunev
que establece la condicién Lindeldf 3 para Cp(Y) si X y Y C Cp(X) son espacios Lindelof
Y. Concluimos la seccion con dos teoremas de Tkachuk sobre la propiedad Lindelof ¥ de
espacios de funciones iterados.

La parte final de este capitulo es la seccién 4 cuyo resultado principal es un famoso ejemplo
de Reznichenko de un espacio compacto de Talagrand que es una unién numerable de es-
pacios compactos de Eberlein sin ser compacto de Eberlein; dicho espacio es candénicamente
homeomorfo a la compactificacién de Stone-Cech de un subespacio casi compacto. Como un
resultado auxiliar se presenta un teorema de Talagrand sobre la K-analiticidad del espacio
Cp(X) para un espacio compacto X.
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2.1. La propiedad Lindelof X es t-invariante

Comenzaremos este capitulo presentando la relacién de t-equivalencia y algunas propiedades
t-invariantes. El teorema principal de esta seccién es un resultado de Okunev que establece
que la o-compacidad, la K-analiticidad y la propiedad Lindel6f ¥ son ¢-invariantes.

Definicién 2.1.1. Dados espacios X y Y, diremos que son t-equivalentes si Cp(Y’) es ho-
meomorfo a Cp(X).

Definicién 2.1.2. Una propiedad P (respectivamente, un invariante cardinal ¢) se llama
t-invariante si para cualquier par de espacios t-equivalentes X y Y, el espacio X tiene la
propiedad P siy sé6lo si Y tiene la propiedad P (respectivamente, (X ) = p(Y)).

Proposicion 2.1.3. Si X y Y son homeomorfos, entonces son t-equivalentes.

Demostracién. Dado un homeomorfismo r: X — Y, definimos el mapeo dual
r* : Cp(Y) — Cp(X) por 7*(f) = for para cada f € Cp(Y). Por [Tk7, Problem 163] el

mapeo r* es un homeomorfismo.

Un teorema de Gul’ko y T.E. Khmyleva nos dice que los espacios [0, 1] y R son t-equivalentes
[GK], lo que demuestra que la relacién de t-equivalencia no preserva la compacidad; sin em-
bargo la o-compacidad si es t-invariante como veremos més adelante.

Proposiciéon 2.1.4. Supongamos que X y Y son t-equivalentes y x es un cardinal infinito.
Entonces:

(a) [X] = V]

(b) nw(X) = nw(Y);

(c) sup{l(X™) :n € N} = sup{l(Y™) : n € N};

(d) X es xk-monolitico si y sélo si Y es k-monolitico;

(e) X es k-estable si y sélo si Y es k-estable;

(f) iw(X) =iw(Y);

(8) d(X) = d(Y).

Demostracién. (a) Por [Ar5, Theorem I.1.1] tenemos que
X| = w(Cyl(X)) = w(Cy(Y)) = |Y].
(b) De [Ar5, Theorem 1.1.3] se sigue que nw(X) = nw(Cp(X)) = nw(Cp(Y)) = nw(Y).
(c) Por [Ar5, Theorem II.1.1] tenemos que
sup{l(X™) : n € N} = t(Cp(X)) = t(Cp(Y)) = sup{l(Y") : n € N}

(d) El espacio X es k-monolitico si y sélo si Cp(X) es k-estable [Ar5, Theorem II.6.9].

Por lo tanto X es k-monolitico si y sélo si Y es x-monolitico.
(e) El espacio X es k-estable si y sélo si Cp(X) es k-monolitico [Ar5, Theorem I1.6.8]. Por

consiguiente X es k-estable si y s6lo si Y es k-estable.
(f) De [Ar5, Theorem 1.1.5] se sigue que iw(X) = d(Cp(X)) = d(Cp(Y)) = iw(Y).
(g) Finalmente, por [Ar5, Theorem I.1.4] tenemos que

d(X) = iw(Cp(X)) = iw(Cp(Y)) =d(Y). B

Definicién 2.1.5. Dada una familia de espacios {X; : ¢ € T'} definimos su unién libre co-
mo el espacio @, Xy = U{X: x {t} : t € T'} con la topologia generada por la familia
{Ux{t}:teT, Ue (X))} como subbase.

Definiciéon 2.1.6. Diremos que un espacio X es K-analitico si existe un mapeo USCO
pwY — X.
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Del Teorema 1.1.16 se sigue que todo espacio K-analitico es Lindelof 3.

Proposicién 2.1.7. (a) Si X es K-analitico y existe una funcién continua y sobreyectiva
f: X =Y, entonces Y es K-analitico.

(b) Si F C X es un conjunto cerrado y X es K-analitico, entonces F' es K-analitico.

(c) Si X y Y son espacios K-analiticos, entonces X x Y es K-analitico.

(d) Si{X, :n < w} esuna familia de espacios K-analiticos, entonces €
K-analitico.

n<w Xn €8 un espacio

Demostracién. (a) Sea p : w* — X un mapeo USCO. Consideremos el mapeo multivalua-
do g : w¥ — Y definido por g(u) = f(p(u)) para cada u € w*. Es claro que ¢ es sobreyectivo,
compacto-valuado y superiormente semicontinuo.

(b) Sea p : w¥ — X un mapeo USCO. Consideremos el mapeo multivaluado ¢ : w* — F
definido por ¢(f) = p(f) N F para cada f € w*. Es claro que q es sobreyectivo y compacto-
valuado. Tomemos U € 7(F) y V € 7(X) tal que U = V N F. Entonces

¢ '(U)={few 1 q(f) CUt={f € :p(f) NFCVNF}
={f ew” 1 p(f) CUU(X\F)} =p~ (U U (X\F))

el cual es un abierto en w*. Por lo tanto ¢ : w* — F es un mapeo USCO.

(c) Sean p : w* — X y ¢ : w* — Y mapeos USCO. Consideremos el mapeo multivaluado
r o w¥ — X x Y definido por r(f) = p(f) x ¢(f) para cada f € w®. Es claro que ¢ es
sobreyectivo y compacto-valuado. Tomemos U € 7(X) y V € 7(Y). Entonces

r U xV)={few r(f) SUxV}={few’:p(f) CUyq(f) SV}
=p '(U)Ng (V)

el cual es un abierto en w“. Por lo tanto r : w¥ — X X Y es un mapeo USCO.

(d) Es un teorema clésico de Baire ([B]) que w* es homeomorfo al espacio de los niimeros
irracionales P.

Si {P, : n < w} es una numeracién de la familia {(z,z + 1) NP : z € Z}, es claro que
P =6, <wPn y P es homeomorfo a IP,, para cada n < w. Identificando a IP,, con w®, sin
pérdida de generalidad podemos considerar un mapeo USCO p,, : P, — X,, para todon < w.
Definamos al mapeo multivaluado p : P — €, ., X» por p(t) = p,(t) sit € Pp. Es claro que
p:P— @, ., X, es compacto-valuado, sobreyectivo y superiormente semicontinuo. Por lo
tanto ,,., Xy es K-analitico. B

Definicién 2.1.8. Dado un espacio X, definimos a K(X) como la minima clase que contiene
a X, a todos los espacios compactos y ademads es invariante bajo productos finitos, uniones
libres de familias numerables, subespacios cerrados e imagenes continuas.

Proposicién 2.1.9. (1) Si un espacio X es Lindel6f ¥, entonces cada elemento de la clase
K(X) es Lindelof X.

(2) Si un espacio X es o-compacto, entonces cada elemento de la clase (X)) es o-compacto.
(3) Si un espacio X es K-analitico, entonces cada elemento de la clase (X)) es K-analitico.

Demostracién. Notemos que la clase £ que consta de los espacios Lindelof ¥ (respectiva-
mente, o-compactos o K-analiticos) satisface las siguientes condiciones:

(a) X € L;

(b) K € L para cada espacio compacto K;

(¢) Y x Z € L para cualesquier Y, Z € L (proposiciones 1.1.7 y 2.1.7);

(d) Si {X,:n <w} C L, entonces P, _, Xn € L (proposiciones 1.1.19 y 2.1.7);

n<w
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() SiY € Ly F es un subconjunto cerrado de Y, entonces F' € L (proposiciones 1.1.7 y
2.1.7);

(f) Si Z es una imagen continua de Y € £, entonces Z € L (proposiciones 1.1.7 y 2.1.7.).
Puesto que K(X) es la minima clase de espacios que satisface las condiciones (a)-(f), se sigue
que L(X)C L. 1

Definicién 2.1.10. Diremos que una familia F' C C,(X,[—1, 1]) es D-separadora si contiene
a la funcion identicamente cero Ox y para cualquier subespacio cerrado P C X, sie >0y
E C X\P es conjunto finito, entonces existe una funcién f € F tal que f(E) C (—¢,¢) y
F(P) S -1, =]V [E 1]

Proposicién 2.1.11. C,(X,[—1,1]) es una familia D-separadora para todo espacio X.

Demostracién. Supongamos que P C X es un conjunto cerrado, E € [X\P]<¥ y e > 0. Por
regularidad, para cada z € E existe una funcién continua f, : X — [0,1] tal que f.(z) =0
y fo(P) C {1}. Para la funcién f = [[,cpfe : X — [0,1] tenemos que f(E) C {0} y
f(P) C {1}, por lo cual la familia C,(Y,[—1,1]) es D-separadora. B

Definicién 2.1.12. Dado un espacio X y un conjunto F' C Cy(X,[—1,1]) que contiene a
Ox, denotamos por Zr(X) al espacio que consiste de todas las funciones ¢ : F' — [—1,1]
para las cuales ¢(0x) = 0 y existe una vecindad V € 7(0x, F) tal que (V) C [—3, 3].

Proposicién 2.1.13. Si F' C Cy(X,[—1,1]) es una familia D-separadora, entonces X es
homeomorfo a un subespacio cerrado de Zp(X).

Demostracién. Consideremos el mapeo evaluacion EY : X — C,(F) definido por
EF(x)(f) = f(x) para cada z € X y f € F. Como F es una familia D-separadora, se-
para los puntos y los conjuntos cerrados de X, esto es, para cada x € X y cualquier conjunto
cerrado G C X tal que = ¢ G, tenemos que f(z) ¢ f(G) para algin f € F. Entonces la
funcion Ef : X — EF(X) es un homeomorfismo [Tk7, Problem 166).

Puesto que f(X) C [~1,1] para cada f € F, tenemos que Ef(X) C [~1,1]F. Ademss,
Ef(2)(0x) = 0x(z) = 0y Ef(z) € Cy(F,[-1,1]) para todo x € X; esto implica que
EF(X) C Zp(X). Resta demostrar que EF'(X) es cerrado en Zp(X).

Dado ¢ € Zp(X)\EF(X), podemos encontrar un conjunto finito G € X y ¢ > 0 ta-
les que si f € F'y f(G) C (—¢,¢), entonces ¢(f) € [—3,3]. Puesto que ¢ es distinto
de EF(x) para cada z € G, podemos escoger V, € 7(EF(x),Zr(X)) tal que p ¢ V, y
EF(U,) C V, para algin U, € 7(z, X). El conjunto U = |J,c Uz es una vecindad de G
v ¢ ¢ Upea Vo 2 Ugeq EF (Uz) = EF(U). Como F es una familia D-separadora, existe
g € F tal que g(G) C (—¢,¢) y g(X\U) C [-1,—2] U [2,1]. Tenemos que ¢(g) € [—3,3]
y Ef(z)(g9) = g(z) € [-1,—-2] U [3,1] para cada € X\U, por lo que el conjunto
{ve Zp(X):v(g) € (—3,3)} es una vecindad abierta de ¢ que no intersecta a EX (X\U),
por lo cual p ¢ EF(X\U). Finalmente, ¢ ¢ EF(U)U EF(X\U) = EF(X), lo que demuestra
que Ef (X)=EF(X). 1

Proposicién 2.1.14. Dado un espacio X, un conjunto ¥ C X y p € Y, el conjunto
Fp.Y)={fe[-1L,1]V : f(p) =0y f(U) C [-3, 3] para algin U € 7(p,Y)} es una imagen
continua de F(p, X) = {f € [-1,1]¥ : f(p) =0y f(U) C [-1,1] para algtin U € 7(p, X)}.

Demostracién. Consideremos al mapeo restricciéon r : [—1,1]%X — [~1,1]Y definido por
r(f) = fly para cada f € [~1,1]X. Es claro que r es un mapeo continuo, por lo que basta
demostrar que h = 7|z, x) : F(p, X) = F(p,Y) es sobreyectivo. Sea g € F(p,Y) y tome-
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mos V € 7(p,Y) tal que g(V) C [—3,3]. Existe U € 7(X) tal que UNY = V; definamos
f(z) = g(z) para cada x € Y y f(z) = 0 para todo z € X\Y. Claramente fly = gy
f(U)g[7§7§] porloquefe]:( b, ) u

Proposicién 2.1.15. Dados conjuntos F' C Cp(X,[—1,1]) y G C Cp(Y,[—1,1]) tales que
Ox € F' y Oy € G; supongamos que G puede mapearse homeomérficamente en un subcon-
junto de F' de tal forma que la funcién Oy es mapeada en Ox. Entonces Z(Y') es una imagen
continua de Zp(X).

Demostracién. Sea h : G — G’ C F un homeomorfismo tal que h(0y) = 0x. Por la Pro-
posicién 2.1.14, el conjunto F(0x,G’) es una imagen continua de F(0x, F'). Es claro que el
mapeo dual h* : F(0x,G’) — F(0y, @) definido por h*(¢) = poh para cada ¢ € F(0x,G’),
es continuo y sobreyectivo. Por lo tanto, Zg(Y) = F(0y,G) es una imagen continua de
Zp(X) = F(0x, F). ®

Proposicién 2.1.16. Para cada familia F' C C,(X,[—1,1]) que contenga a la funcién Ox,
el espacio Zp(X) estd en la clase K(X).

Demostracién. Para cualquier E € [X]<“\{0}, consideremos al conjunto B(E) =
fo e 117 9(0x) = 0y [p(f)] < 4 para cada f € F tal que f(E) C (—r, )}

Afirmacion. SiY es un espacio y A, CY para todon € N, entonces |,y An €s una imagen
continua de €, .y An-

Definamos i : @, cyAn — UpenyAn por i(z,n) = x para cadan € Ny x € A,. Si
U € 7(Unen An), entonces i H(U) = {(z,n) :n e Ny y e UnA,}

= Upeni(z,n) : 2z € A, NU}

= Unen((U N 4y) x {n})

asi que el conjunto i ~1(U), por definicién es abierto en P, en An- O

neN

Para cada n € N consideremos al conjunto B, = |J{B(F) : E € [X]"}. Por la Afirmacién
anterior, Zp(X) = U, cny Bn €s una imagen continua de @, Bn y como K(X) es invarian-
te bajo uniones libres de familias numerables, basta demostrar que B,, € K(X) para cada
n € N. Dado n € N, el conjunto B,, es una imagen continua de

P, ={((z1,...,20),0) € X" x [-1,1]F : p€ B{{x1,...,2,})}
bajo el mapeo proyeccién 7 : X" x [—1,1]F — [~1,1]F. El conjunto X™ x [—1,1]F esta en
K(X) puesto que [—1,1]F es compacto. Para ver que B, € K(X), basta demostrar que P,
es cerrado en X" x [—1,1]F.
Si ((ag,...,an),p) € (X" x [-1,1]F )\Pn, entonces ¢ ¢ B({ao,...,an}), por lo que existe
fo € F tal que fo({ao,...,an}) € (=1,1) pero [p(fo)| > 3. Puesto que la funcién foy es
continua, el conjunto

W= {((blv""bn)7§) € X" x [ilvl]F tb1,..0n € fO ((*ﬁvﬁ)) y |£(f0)| > 2}
es abierto en X™ x [—1,1]F; ademds ((ay,...,an),¢) € Wy WN P, = {. Por lo tanto, P, es
cerrado en X" x [—1,1]F. W

Proposicién 2.1.17. Si una familia D-separadora G C C,(Y) es homeomorfa a un subcon-
junto de C,(X), entonces Y estd en la clase C(X).

Demostracién. Podemos encontrar un homeomorfismo que encaje a G en Cp(X) de tal
forma que Oy es mapeado en Oy [Tk7, Problem 79].

La funcién w = 2(tan™') : R — (—1,1) es un homeomorfismo y en consecuencia el ma-
peo hy @ Cp(X) — Cp(X,(—1,1)), definido por h,(f) = wo f para cada f € Cp(X), es
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un homeomorfismo [Tk7, Problem 91]. Ademés h,(0x) = Ox, por lo que G es una familia
D-separadora que es homeomorfa a un conjunto F' C Cp(X,[—1,1]) de tal forma que Oy es
mapeado en Ox.

Por las proposiciones 2.1.15 y 2.1.16, el espacio Zg(Y) es una imagen continua de Zp(X)
y Zp(X) € K(X), por lo cual Zg(Y) € K(X). Por la Proposicién 2.1.6, el espacio Y es
homeomorfo a un subconjunto cerrado de Z;(Y), y en consecuencia ¥ € £(X). B

Teorema 2.1.18. Dados espacios X y Y, si Cp(Y') es homeomorfo a un subespacio de Cp(X),
entonces Y € K(X).

Demostracién. La familia Cp(Y,[—1,1]) C C,(Y) es D-separadora por la Proposicién
2.1.11; por la Proposicién 2.1.17, el espacio Y estd en la clase £(X). B

Teorema 2.1.19. (1) Si X es Lindelof ¥ y Cp(Y) es homeomorfo a un subconjunto de
Cp(X), entonces Y es Lindelof X.

(2) Si X es o-compacto y Cp(Y) es homeomorfo a un subconjunto de Cp,(X), entonces Y es
o-compacto.

(3) Si X es K-analitico y Cp(Y) es homeomorfo a un subconjunto de Cp,(X), entonces Y es
K-analitico.

Demostracién. Si X es Lindelof ¥ (respectivamente, o-compacto o K-analitico), el espacio
Y pertenece a IC(X) por el Teorema 2.1.18, asi que podemos aplicar la Proposicién 2.1.9
para ver que Y es Lindelof ¥ (respectivamente, o-compacto o K-analitico). B

Teorema 2.1.20. ([Ok1]) (1) Si X es Lindelof ¥ y Y es t-equivalente a X, entonces Y es
Lindelof X.
(2) Si X es o-compacto y Y es t-equivalente a X, entonces Y es o-compacto.

(3) Si X es K-analitico y Y es t-equivalente a X, entonces Y es K-analitico.

Demostracién. Basta aplicar el Teorema 2.1.19. B
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2.2. Extent en espacios C,(X) y sus subespacios

En esta seccién se demostrard que todo espacio metalindel6f con extent numerable es Lin-
delof. Ademads, presentamos una demostracién completa del teorema de Baturov sobre la
relacién entre el extent y el nimero de Lindel6f de cualquier subespacio de Cp(X) cuando X
es un espacio Lindelof . También se vera el teorema de Reznichenko sobre la normalidad
colectiva en espacios Cp(X).

Definicién 2.2.1. Definimos el extent de un espacio X como el cardinal ext(X) =
sup{|D| : D C X es cerrado y discreto}.

Proposiciéon 2.2.2. Para cualesquiera espacios X y Y:
(a) ext(X) < I(X);
(b) Si f: X — Y es una funcién continua y sobreyectiva, entonces ext(Y) < ext(X).

Demostracién. (a) Si D C X es un subespacio discreto y cerrado, entonces |D| < (D) por
ser discreto y (D) < (X)) por ser cerrado en X [En, Theorem 3.8.4].

(b) Supongamos que D es cerrado y discreto en Y'; escojamos x, € f~(y) para cada y € D.
Si existe un punto de acumulacién € X para F' = {z, : y € D}, entonces por continuidad
se tiene que f(z) € f(F\{z}) C f(F\{z}) = D\{f(z)} [Tk7, Problem 9], lo que implica
que f(x) es un punto de acumulacién para D contradiciendo el hecho de que D sea cerrado
y discreto. Por lo tanto F es cerrado y discreto, y en consecuencia |D| = |F| < ext(X). B

Ejemplo 2.2.3. Supongamos que X es el ordinal w; con la topologia generada por los
intervalos {[0,a) : @ < w1} U {(a,wi) : @ < w;i} como subbase. Entonces X es nume-
rablemente compacto y en consecuencia ext(X) = w por [Tk7, Problem 132]|. La familia
{[0,a+ 1) : @ < w1} es una cubierta abierta de X que no tiene subcubierta numerable, por
lo que [(X) > w = ext(X).

Si X es un conjunto y A C exp(X) es una cubierta de X, diremos que B C ext(X) es un
refinamiento de A, si B es una cubierta de X y para cada B € B existe A € A tal que B C A.

Definicion 2.2.4. Diremos que un espacio X es metalindelof si toda cubierta abierta de X
tiene un refinamiento abierto punto-numerable.

Teorema 2.2.5. Si X es un espacio metalindeldf, entonces ext(X) = [(X).

Demostracién. Supongamos que U es una cubierta abierta de X que no tiene subcubiertas
abiertas de cardinalidad igual o menor que k = ext(X) y por tanto no posee refinamientos
abiertos de cardinalidad igual o menor que k. Fijemos un refinamiento punto-numerabable
V de U. Escojamos xy € X arbitrario y hagamos Vy = {V € V : 2y € V}. Entonces V, es
numerable pues V es punto-numerable. Supongamos que 3 < kT y hemos escogido un con-
junto {z, : @ < B} C X y una familia de abiertos {V, : @ < 8} que satisfacen las siguientes
condiciones para cada a < 3:

() Va={VeV:ia, eV}

(2) za € U{UVy iy <o}

Puesto que V es punto-numerable, cada V, es numerable; como k' es un cardinal regular
[Ku, Lemma 10.37], el conjunto V; = |J{V. : @ < B} tiene cardinalidad a lo més . En-

tonces (JVi # X y por tanto podemos encontrar un punto zg € X\|JV}. Haciendo
Vs ={V € V: 23 € V} notamos que las condiciones (1)-(2) se satisfacen para 8 de modo
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que nuestra construccién inductiva nos da un conjunto D = {z, : a < K7} C X y familias
{Vs :a < kt} con las propiedades (1)-(2).

Observemos primero que se sigue de las condiciones (1) y (2) que a < 3 implica que z, # 3
y por lo tanto |D| = kT asi que, para obtener una contradiccién, basta probar que D es
cerrado y discreto. Para hacerlo tomemos cualquier punto x € X. Entonces x € V para
algin V € V; si z, € V, entonces V € V, y en consecuencia, por (2), se cumple que 23 ¢ V
para cada 8 # «. Por lo tanto x tiene una vecindad cuya intersecciéon con D contiene a lo
mas un punto. Wl

Comentario 2.2.6. Dow, Junnila y Pelant demostraron que existe un espacio compacto K
tal que Cp,(K') no es metalindelf [DJP]; sin embargo, méas adelante veremos que en este caso
la igualdad ext(Cp(K)) = I(Cp(K)) atin se conserva.

Definicién 2.2.7. Dado un espacio X, una familia A de subconjuntos de X es discreta si
para cada x € X existe U € 7(x,X) tal que [{A € A: ANU # 0} < 1. El espacio X se
llamard colectivamente normal si para cada familia discreta F de subconjuntos cerrados de
X existe una familia discreta {Ur : F' € F} tal que Ur € 7(F, X) para todo F € F.

Ejemplo 2.2.8. Consideremos a los espacios D y X = [0,1]" donde D es el espacio dis-
creto de cardinalidad wy; y « = w(BD). Entonces por [Tk7, Problem 209], tenemos que
DCM=p8DCX. Lafamilia )y ={UUA: U € 7(X) y A C X\M} es una topologia en
X. Denotaremos al espacio (X, 7ar) por Xs; entonces Xy es normal pero no colectivamente
normal ([Tk7, Problem 293)).

Proposicion 2.2.9. Si X es un espacio normal con extent numerable, entonces es colecti-
vamente normal.

Demostracién. Afirmacion. Si R es una familia discreta de subconjuntos cerrados de un
espacio Z, entonces | JR' es cerrado para cada R’ C R.

Basta demostrar que [JR' € JR'. Si z € UR' escojamos U € 7(x,Z) que intersecta
s6lo a un elemento R € R’. Dado un elemento frbitrario V € 7(x,Z), obsérvese que
DAL£UNV)NUR =UNV)NR,porlocualz e R=RC|UR'. O

Si F es una familia discreta de subconjuntos cerrados no vacios de X, entonces para cada
F € F existe Ur € 7(F, X) tal que la familia 7' = {Up} U (F\{F}) también es discreta.
Para comprobar esto, notemos que X es normal asi que para cada F' € F se puede escoger
Ur € 7(F, X) tal que Up NG = () donde G = |J(F\{F}). Dado un punto arbitrario z € X,
tomemos W € 7(x, X) que intersecta a lo mds un elemento de F. Si z € Up, entonces x ¢ G
asi que X\G es una vecindad de x que intersecta a lo mds un elemento de F'. Si x ¢ Up
entonces W\Ur es una vecindad abierta de z que intersecta a lo mas un elemento de F'.

Escogiendo un punto xp € F' para cada F' € F, obetenemos un subespacio cerrado y discre-
to {zp : F € F}. Puesto que ext(X) < w, la familia F es numerable por lo que podemos
tomar una numeracién {F, : n < w} de F. Por la observacién en el primer parrafo, existe
Uy € 7(Fy, X) tal que la familia Fy = {Ug, F1, Fy, ...} es discreta. Supongamos que hemos
escogido U; € 7(F;, X) tal que para cada i < n la familia 7, = {Up, ..., Un, Fyi1, Fpio, ...}
es discreta. Por la observacién del primer parrafo, existe U, 11 € 7(Fp+1, X) tal que la familia
For1=1{U0,...,Upn,Upi1, Fria,...} es discreta, por lo que nuestro proceso inductivo puede
continuar hasta darnos una familia disjunta {U, : n < w} C 7(X) tal que F,, C U, para
cadan <w.Si F=JFyU=,,Un, entonces U € 7(F, X); por la Afirmacién, F es ce-
rrado asi que la normalidad de X implica que existe W € 7(F, X) talque F CW CW CU.
Es inmediato que {U,NW : n < w} es una familia discreta y F,, C U,NW paracadan < w. B
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Proposicién 2.2.10. Si X es un espacio colectivamente normal, entonces ext(X) < ¢(X).

Demostracién. Si F' C X es cerrado y discreto, entonces la familia {{z} : € F'} es discre-
ta y consta de subconjuntos cerrados. Podemos encontrar una familia discreta {U, : x € F'}
tal que U, € 7(z, X) para todo = € F'; en particular {U, : € F'} es una familia disjunta de
conjuntos abiertos no vacios. Por lo tanto |F| < ¢(X). B

Definicién 2.2.11. Diremos que un espacio P C [0, l]A es convexo si para cada f,g € P,
tenemos la contencién S(f,g) C P, donde S(f,g) = {sf + (1 —s)g:s € (0,1)}. El espacio
P se llamara O-convexo si P N S(f,g) es denso en S(f, g) para cualesquiera f,g € P.

El siguiente resultado es un famoso teorema de Reznichenko que tiene muchas aplicaciones
en Cj-teoria.

Teorema 2.2.12. ([Ar5. Theorem 1.5.13]) Supongamos que X es O-convexo y denso en
[0,1]4. Si X es normal, entonces ext(X) = w.

Demostracién. Si para algiin conjunto B tenemos H = {h, : a < w1} C [0,1]® y una

funcién ¢ : wi x w1 — (0,1), hagamos H(t) = {tagha + (1 —tap)hp 1 o, f < w1 y a # [}

donde t,5 = t(, 3). Dados f € [0,1]8, K € [B]<% y € > 0 consideremos al conjunto
O(f,K,e) ={g € [0,1]% : | f(x) — g(x)| < ¢ para cada = € K }.

Es claro que la familia {O(f, K,¢) : K € [B|~* y ¢ > 0} forma una base local del espacio

[0,1]7 en el punto f. Dado cualquier C' C B, el mapeo ¢ : [0,1]% — [0,1]¢ es la proyeccién

natural definida por 7¢(f) = f|c¢ para cada f € [0,1]5.

Afirmacion 1. Supongamos que P C [0, I]A. Si H ={hg:a <wi} C Py se tiene la igualdad
H N H(t) = () para alguna funcién ¢ : wy x w1 — (0,1) tal que H(t) € P (la barra denota
la cerradura en P), entonces H es cerrado y discreto en Py ho # hg para cualesquiera
ordinales distintos o, 8 < wy.

Si hq = hg para algunos ordinales distintos «,3 < w;, entonces se tiene la igualdad
ha = tagha + (1 — tag)hg € H N H(t), lo cual es una contradicciéon. Dado f € P es facil
comprobar que O(f, K,¢) es convexo para cada K € [A]<* y ¢ > 0. Supongamos que f
es un punto de acumulacién de H; si U € 7(f, P), existen K € [A]<¥ y € > 0 tales que
O(f,K,e) N P C U. Puesto que f es un punto de acumulacién para H, existen ordinales
distintos o, f < wy tales que ho,hg € O(f, K,€). Por convexidad, se tiene la contencion
S(ha,hg) C O(f, K, ¢); entonces togha + (1 —tag)hsg € O(f, K,e) N H(t) CUNH(t), por lo
cual f € HN H(t) lo que es una contradiccién. De modo que H es discreto y cerrado. [J

Afirmacion 2. Supongamos que tenemos funciones distintas f,g € [0,1]4. Si a,b € (0,1) y
a < b, entonces el conjunto {sf + (1 —s)g: s € (a,b)} es abierto en S(f,g).

Definamos una funcién ¢ : [0,1] — S(f,g) por la férmula ¢(s) = sf + (1 — s)g para todo
s € [0,1]. Es claro que ¢ es un homeomorfismo; como (a, b) es abierto en [0, 1], el conjunto
©((a, b)) es abierto en S(f,g). O

Afirmacion 8. Supongamos que P C [0,1]* es O-convexo. Si F' C P es discreto y no nume-
rable, entonces existen H = {hy : @ < wi} C F' y una funcién ¢ : w; x w; — (0, 1) tales que
Ht)CPyHNH(t)=0.

Para cada h € F escojamos Kj € [A]<% y e, € (0,1) tales que O(h, Kp,e,) N F = {h}.
Puesto que w; es un cardinal regular y (0,1) = [, cn[2, 1), existe n € N tal que el conjunto
{heF:eg,> %} es no numerable. Hagamos ¢ = % y escojamos H = {hy : @ < w1} C F
para el cual se cumple la desigualdad €5, > € para todo a < w;. Puesto que P es O-convexo,
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por la Afirmacién 2 existe una funcién ¢ : wy xwy — (§, §) tal que H(t) C P. Para demostrar

que H N H(t) = 0, basta probar que Wy = O(hqa, Kp,., 42) no intersecta a H(t) para todo
a < wi.

Tomemos cualesquiera ordinales distintos 3,y < wi; si & # ~, entonces hy ¢ O(hqa, Kp,,,€) ¥y
por tanto existe x € Kj,, tal que |hq(x) — hy(z)| > €. Tenemos que

tayhs(x) + (1 = tay)hy(2) — ha(@)] = [tgy(he(x) — hy(2)) + (hy(2) — ha(2)]
> |ha(z) - hv(fﬂ)\ — tgy|hg(x) = hy(2)]
> e = 5(lhs(@)] + [hy(2)])
>e-25=5>%,
lo que implica que tgyhg + (1 — tgy)hy ¢ Wi
Ahora supongamos que vy = o; entonces 3 # oy hg ¢ O(hq, Kj,,,€). Por consiguiente existe
y € K}, para el cual |ho(y) — hg(y)| > €. Tenemos que
2
teyhp(y) + (1 —tpy)ha(y) — ha(y)| = [tay(hs(y) — hal(y))| = tgy € > T
y por lo tanto tg hg + (1 —tgy)h, & W,. O

Si F es un subespacio no numerable, discreto y cerrado de X, podemos aplicar la Afirmacién
3 para encontrar un conjunto H' = {h/, : « < w1} C F y una funcién ¢ : wy xwy — (0, 1) tales
que H'(t) C X y H' N H'(t) = ( (la barra denota la cerradura en X). Puesto que X es nor-
mal, existen U € 7(H', X) y V € 7(H'(t), X) tales que U NV = (). Por [Tk7, Fact 3, S.291],
podemos encontrar B € [A]S¥ para el cual los conjuntos P = 7g(H') y Q = ng(H'(t))
estan separados en Y = [0,1]% | esto es cly(P) N Q = PNcly(Q) = (. Es claro que en
un espacio segundo numerable todos los soubconjuntos cerrados son conjuntos Gs, por lo
que R = cly(Q) es un conjunto Gs. Si fijamos una sucesion O = {O,, : n € N} C 7(Y) tal
que (O = R, entonces mg(H') C J{Y'\O,, : n € N}. Por la regularidad de w; podemos
encontrar un conjunto no numerable H C H’ tal que mg(H) N O, = 0 para algin n € N;
es inmediato que cly (rp(H)) N O, = 0. Escojamos una numeracién {hy : @ < wi} de H y
una funcién s : wy; X wy — (0,1) para las cuales sqp = ty5 si ho = Rl y hg = hj; puesto que
cy(Q) € O, y H(s) C H'(t), tenemos que cly(mg(H)) Necly(mp(H(s))) = 0. Si hacemos
fa = mB(hy) para cada @ < w; y G = {fa : @ < w1}, entonces G(s) = mp(H(s)) y por
tanto cly (G) Ncly (G(s)) = 0. Por la Afirmacién 1, el conjunto G es cerrado, discreto y no
numerable en el espacio Y, lo cual es una contradiccién con el hecho de que Y es segundo
numerable. W

Corolario 2.2.13. Supongamos que X es O-convexo y denso en [0,1]4. Si X es normal,
entonces es colectivamente normal.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.12, el espacio X tiene extent numerable; entonces por
la Proposicion 2.2.9 es colectivamente normal. B

Teorema 2.2.14. ([Ba]) Si X es un espacio Lindelof ¥, entonces ext(Y) = [(Y) para todo
Y C Cp(X).

Demostracién. Afirmacion 1. Supongamos que f : S — T y g : S — W son mapeos
continuos y sobreyectivos. Si B C A C S y el conjunto (f A ¢)(B) es denso en (f A g)(A),
entonces f(B) es denso en f(A).

Sim:T x W — T es la proyeccién sobre el primer factor, entonces f = 7o (f A g). Por lo
tanto f(A) =mo (f A g)(A) S n((f Ag)(B)) S n((fAg)(B))=f(B). O

Afirmacion 2. Si f : S — T es un mapeo cerrado y sobreyectivo, entonces para cada x € S
yVer(f~1(f(x)),S), existe U € 7(f(z),T) tal que f~1(U) C V.

El conjunto f(S\V) es cerrado y f(z) € T\ f(S\V). Es claro que U = T\ f(S\V) es el con-
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junto prometido. [J

Para cualesquier mapeo f : S — T y numero natural n, definamos f™ : S™ — T™ por
f"(z) = (f(x1),..., f(zy,)) para cada x = (z1,...,2,) € S™. Consideremos una base nume-
rable O para R y para cada n € N hagamos O" = {O1 X ... x Oy, : O1,...,0, € O}. Sea
{O : k € N} una numeracién de |J,,c;y O™ y para todo k € N escojamos nj € N tal que
Oy € O™; dado x € X™ definamos [z, O] = {f € Cp(X) : f™(x) € Ox}. Es claro que la
familia B = {[z,0) : k € Ny x € X"} es una base de Cp(X).

Por el Teorema 1.1.16, existe un espacio Z y un mapeo perfecto p : Z — M tales que X es
una imagen continua de Z y w(M) < w. Puesto que Cp(X) es homeomorfo a un subespacio
de Cp(Z) [Tk7, Problem 163], podemos considerar que Y C Cp(Z), es decir, sin pérdida de
generalidad podemos asumir que X = Z.

Supongamos que ext(Y) = u < I(Y) por lo cual existe ! C BtalqueY C Uy Y\UV # 0
si Ve [U]sH.

Para cada k € N consideremos al conjunto Ay = {x € X" : [z,0] € U}. Dado que U es
una cubierta de Y, se cumple la siguiente propiedad:

(1) para cada f € Y existen k € Ny x € Ay tales que f™(x) € O.

Una consecuencia inmediata de que ninguna subfamilia de U/ de cardinalidad a lo més p es
una cubierta de Y, es que

(2) Si By € [Ax]=* para todo k € N, entonces existe f € Y tal que f™(By) N Oy = () para
cada k € N.

Sea fop € Y arbitrario y tomemos B(k,0) = () para cada k € N. Supongamos que 8 < u™
y tenemos conjuntos {f, : @ < f} C Y y {B(k,«) : k € Ny a < } que satisfacen las
siguientes condiciones para cada a < :

(3) B(k,a) € [Ag]=H para todo k € N,
(4) B(k,7v) € B(k, «) para cualesquiera k € Ny v < a,

(5) para cada H € [{fy : v < a}]<“\{0} y k& € N el conjunto ¢4 (B(k,a)) es denso en
@’E(Ak) donde 4,0’[‘“{ =A{p™U{fm . fe H}): X™ — M™ X RIH |

(6) fox(B(k,a)) N O = 0 para cada k € N.

Dados k € Ny H € [{fa : @ < B}<\{0}, hagamos ¥ = A({p™} U{f™ : f € H}); puesto
que @k (Ap) € M™ x RIFI™ es separable, existe B(H, k) € [A]=% tal que ¥ (B(H, k)) es
denso en % (Ag).

Sea B(k,B) = U{B(k,a) : a < BYUU{B(H,k) : H € [{fo : a < B}]~“\{0}}. Es claro que
|B(k,B)| < p; por la propiedad (2) existe fg € Y tal que fg’“ (B(k,8)) N O = () para cada
k € N. Es fcil ver que para {fo : « < 8} y {B(k,a) : k € Ny a < 5} se cumplen (3)-(6).
Por induccién obtenemos los conjuntos D = {f, : a < p*} y {B(k,a) : k€ Ny a < u*}
que satisfacen (3)-(6).

Veamos que |D| =y Sean 8 < o < p; por (5) y la Afirmacién 1, el conjunto fz* (B(k, @)
es denso en fz*(Ag) para cada k € N. Por (1), existe k € N tal que f5"(Ay) N O # 0, y
en consecuencia f5*(B(k,a)) N Ok # 0. Por otro lado, por (6), tenemos que los conjuntos
2% (B(k,a)) y Oy tienen interseccién vacfa. Lo anterior demuestra que fo # fg, y por con-
siguiente |D| = u™.

Como ext(Y) = pu, el conjunto D no puede ser cerrado y discreto, por lo que existe un punto
de acumulacién g € Y de D. Puesto que X" es un espacio Lindelof ¥ para cada n € N, la
estrechez de Cp(X) es numerable [Tk7, Problem 149], y por tanto ¢(Y) < w.

Como g € D\{g}, existe A € [D\{g}]=¥ tal que g € A = A\{g}, por lo que g también es un
punto de acumulacién de A; asf el ordinal & = min{8 < u™ : g es un punto de acumulacién
para {f, : v < B}} esta bien definido.
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Sia=p+1,entonces g € {f,:v < B+ 1}\{g} y en particular g € {f, : v < f}\{g}, lo que
contradice la definicién de a. Por lo tanto « es un ordinal limite.

Existen k € Ny y € Ay, tales que g € [y, Og]; es claro que g es un punto de acumulacién de
G = [y,0k)N{fs : B < a}. Consideremos a los conjuntos W = (g™ )1 (Oy) y K = Nyec Ky
donde Ky = (f™)~1(f™(y)) para cada f € G.

Si existe z € K\W, entonces g™ (z) ¢ O v g™ (y) € Oy, por lo que g"+(x) # g"*(y). Por
otro lado, f™(x) = f™(y) para todo f € G. SiU € 7(g"(z),R™) y V € 7(¢g™ (y), R™) son
disjuntos, entonces H = {h € Y : h™(z) € U y h"™(y) € V} es una vecindad de g que no
interseca a G, lo que contradice que g € G. Esta contradicciéon demuestra que K C W.

El conjunto N = (p™)~(p™*(y)) es compacto puesto que p™* : X" — M™ es un mapeo
perfecto [En, Theorem 3.7.9]. Para cada f € G, el conjunto Ky N N es un compacto no
vacio ya que y € Ky NN y Ky es cerrado. Como K NN = ﬂfech NN C W, exis-
te un conjunto finito H C G tal que Q = ﬂfeH K;nNN C W [Tk7, Fact 1, S.326]. Si
ok = A{p YU {f™ : f € H}), entonces % es un mapeo perfecto [En, Theorem 3.7.11] y
Q = (&%) 71 (¢% (y)). Hagamos R = ¢k, (X™); por la Afirmacién 2 existe U € 7(R) tal que
¢ily) €Uy (o) (U) CW.

Si v = max{B : fg € H}, entonces v+ 1 < a puesto que o« es un ordinal limite;
ademéds H € [{fs : § < v+ 1}]<\{0}, asf que, por (5), el conjunto ¢4 (B(k,y + 1)) es
denso en ¢k (Ag). Como U N ¢k (Ax) es un abierto no vacio de (% (Ay), pues contiene
a ©%(y), se tiene que % (B(k,y+1)NU # 0. Ecojamos z € B(k,v + 1) tal que
o (2) € U; entonces g™ (z) € Oy puesto que z € (p%)~H(U) C W. La condicién (6) im-
plica que f;L_’ﬁl(B(k,v + 1)) N O = (. Por otro lado, las condiciones (4) y (6) implican
que fg*(B(k,y +1)) N Oy C f3*(B(k, B)) N Oy = 0 para cada 3 € [y + 1,a). Notemos que
g € [2,04] pero [z, Ok)N(G\{fs : B <v+1}) C [2,06)N{f5 : 7+1 < B < a} =0, por lo cual
g ¢ G\{fs:B <~+1}. Como g es un punto de acumulacién de Gy g ¢ G\{fs: f < v+ 1},
se sigue que g es un punto de acumulacién de {fg : 8 < v+ 1}, lo que contradice la eleccién
de a. Esta contradiccién muestra que ext(X) > [(X). B

Corolario 2.2.15. Si X es un espacio compacto, entonces ext(Y) = [(Y) para todo
Y C Cp(X).

Teorema 2.2.16. Si X es un espacio Lindelof 3, entonces cada conjunto numerablemente
compacto Y C Cp,(X) es compacto, monolitico y Fréchet-Urysohn.

Demostracién. Afirmacion. Supongamos que K es un espacio compacto. Si K es monoliti-
coy t(K) < w, entonces es un espacio de Fréchet-Urysohn.

Sean A C K y x € A. Existe B € [A]=* tal que z € B. Entonces nw(B) < w y como B es
compacto, es segundo numerable [Tk7, Fact 4, S.307]. Por eso existe una sucesion S C B C A
que converge a x. [

Como Y es numerablemente compacto, cada subespacio discreto y cerrado de Y es finito,
por lo cual ext(Y) < w. Por el Teorema 2.2.1, concluimos que Y es un espacio de Lindel6f
y por consiguiente, compacto. Puesto que X" es un espacio Lindelof ¥ para cada n € N, la
estrechez de Cp,(X) es numerable [Tk7, Problem 149], y por tanto ¢(Y) < w; ademas, Cp(X)
es monolitico [Ar5, Theorem II1.6.8], pues X al ser un espacio Lindelof 3, es estable (ver el
Teorema 1.2.18). Entonces Y es un espacio monolitico, compacto y de estrechez numerable.
Por la Afirmacioén, el espacio Y es de Fréchet-Urysohn. B

Teorema 2.2.17. Si X es un espacio Lindel6f ¥ y Cp(X) es normal, entonces Cp,(X) es un
espacio de Lindel6f.

48



Demostracién. El espacio Cp(X) es homeomorfo a C,(X,(0,1)) [Tk7, Fact 1, S.295] el
cual es denso en Cp(X, [0,1]); ademds es inmediato que Cp,(X, (0,1)) es convexo y en conse-
cuencia O-convexo. Puesto que Cp(X, [0,1]) es denso en [0, 1]% [Tk7, Problem 34], tenemos
que Cp(X) es homeomorfo a un subconjunto denso y O-convexo de [0,1]*. Entonces por
el Teorema 2.2.12, el extent de C,(X) es numerable. Finalmente, C,(X) es un espacio de
Lindel6f por el Teorema 2.2.14. B

Teorema 2.2.18. Supongamos que X es un espacio Lindeldf . Si existe g € C,(X) tal que
Cp(X)\{g} es normal, entonces X es separable.

Demostracién. Dado un espacio 7"y un punto t € T, el pseudocdracter de t en T se
define por ¥ (t,T) = min{|U| : {t} = U y U C 7(T)} y el pseudocaracter de X, como
Y(T) = sup{y(t,T):t € T}.

Afirmacion. Supongamos que tenemos un espacio 7'y t € T. Si T\{t} es Lindelof, entonces
Y(t,T) < w.

Para cada s € T\{t} tomemos un conjunto Us € 7(s,T) tal que ¢t ¢ U,. Entonces exis-
te un conjunto numerable A C T\{t} tal que T\{t} = (J,cqUs, y por consiguiente
{t} = Neea(T\Us). O

Puesto que Cp(X) es homeomorfo a Cp(X,(0,1)) [Tk7, Fact 1, S.295], el espacio Y =
Cp(X)\{g} es homeomorfo a Z = Cp,(X, (0,1))\{f} para algin f € C,(X,(0,1)). Es cla-
ro que Z es un subespacio denso y O-convexo de Cp(X, (0,1)), el cual a su vez es denso en
[0,1]% [Tk7, Problem 34]. Entonces por el Teorema 2.2.12 el espacio Z, y por lo tanto Y,
tiene extent numerable. Por el Teorema 2.2.14, el espacio Y es de Lindelof.

De la Afirmacion se sigue que 9(g, Cp(X)) < w. Para cada f € Y existe un homeomorfismo
S Cp(X) = Cp(X) tal que Sf(g) = f [Tk7, Problem 79], por lo cual ¢(f,Cp(X)) < w
para todo f € Cp(X). Finalmente, d(X) = ¢(Cp(X)) < w [Tk7, Problem 173]. B

Teorema 2.2.19. Supongamos que X es un espacio Lindelof ¥ y w-monolitico. Si existe
g € Cp(X) tal que Cp(X)\{g} es normal, entonces X tiene peso de red numerable.

Demostracién. Por el Teorema 2.2.18 el espacio X es separable. De la definicién de espacio
w-monolitico se sigue que nw(X) < w. W
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2.3. La propiedad Lindelof > en espacios de funciones
iterados

En esta seccién se presenta un teorema de Uspenkij sobre el marco Lindel6f ¥ del espacio
Cp(X) cuando X es Lindelof X. El resultado principal de esta seccién es un teorema de
Okunev que establece la condicién Lindeléf ¥ para Cp(Y') cuando X y Y C Cp(X) son es-
pacios Lindelof Y. Concluimos la seccion con dos teoremas de Tkachuk sobre la propiedad
Lindel6f 3 de espacios de funciones iterados de la forma Cp 25,41(X) y Cpan(vX).

Definicién 2.3.1. Dado un espacio X, consideremos al mapeo i = AC(X) : X — RCEX)
donde AC(X) es el producto diagonal de la familia C(X). Notemos que i coincide con el
mapeo evaluacién ECX) : X — C,(CH(X)). Puesto que X es un espacio de Tychonoff, la
familia C'(X) separa los puntos de los cerrados en X y por consiguiente el mapeo i es un
encaje [Tk7, Problem 166]. Denotemos por vX al espacio i(X), donde la barra denota la
cerradura de i(X) es en el espacio RE(X), Identificando a X e i(X), llamamos al espacio vX
la realcompactificacion del espacio X. Diremos que X es realcompacto si X = vX, es decir,
si X =i(X) es cerrado en RC(X),

Proposicion 2.3.2. Sea Y un espacio y supongamos que X C Y. Si cada funcién
g € C(X,[1,00)) puede ser extendida a un mapeo continuo sobre Y, entonces cada f € C(X)
puede ser extendido continuamente sobre Y.

Demostracion. Denotemos por z a la funcién constante cero con dominio en X. Para cual-
quier f € C(X) hagamos f1 = max{f,z}+1y fo = max{—f,z}+1. Es claro que f = fi1— fo,
mientras fy € C(X,[1,00)) y f1 € C(X,[1,00)). Existen extensiones continuas go, g1 € C(Y)
de fo v fi1 respectivamente, por lo que g = g1 — gg es una extencién continua de f. B

Proposicién 2.3.3. Para la funcién j = AC(X,(0,1)) : X — (0,1)C50D) " existe un
homeomorfismo @ : (0,1)¢X:O0) 5 REX) tal que ®(j(z)) = i(x) para cada z € X. En
particular ®(j(X)) = (X), por lo que X esta encajado en (0,1)¢X:O1) v 5(X) es cerrado
en (0,1)¢01) i v s6lo si i(X) es cerrado en RE(X),

Demostracién. Consideremos un homeomorfismo ¢ : (0,1) — R. Definamos un mapeo
d : (0,1)C0D) 5 REX) por &(v)(f) = @(v(e~' o f)) para cualquier par de funcio-
nes v € (0,1)¢X0OD) ¢ f ¢ O(X). Para cada f € C(X) y g € C(X,(0,1)) denotemos
por py : RCX) 5 Ry qq : (0, HeXOD) 5 (0,1) a las proyecciones naturales de RE(X)
en el f-ésimo factor y (0, 1)C(X’(0’1)) en el g-ésimo factor respectivamente. Notemos que
pro®) = p(v(p™ 0 f)) = ¢(dy105(v)) = ¢ 0 gup105(v), POr lo que pyo® = Qo g, 144
es un mapeo continuo para cada f € C'(X) y por consiguiente ® es continuo [Tk7, Problem
102].

Si w e RE) definamos v(g) = ¢ *(w(p o g)) para cada g € C(X,(0,1)). Entonces
v € (0, 1)C(X7(0’1)) y ®(v) = w, por lo que el mapeo ® es sobreyectivo.

Ahora, si vy, vy € (0,1)C50OD) v 4y £y, existe g € C(X, (0,1)) tal que v1(g) # v2(g). Para
la funcién f = ¢ og e C(X), tenemos que

O(v1)(f) = p(vi(™ 0 f)) = ¢(vi(g)) # p(va2(g)) = P(v2)(f),

lo que muestra que ®(vy) # ®(v2), y por consiguiente que ® es biyectivo. Para verificar la
continuidad de ®~!, notemos que &~ (w)(g) = ¢~ (w(p o g)) para culesquiera w € REX) y
g € C(X,(0,1)). En efecto, haciendo v = ®~}(w) y f = ¢ 0 g, obtenemos ®(v) = w y por lo
tanto w(f) = ¢(v(g)), de donde &~ (w)(g) = v(g) = ¢~ (w(f)) = ¢~ (w(poyg)).

Tomemos una funcién arbitraria g € C(X, (0,1)); entonces, para cada w € REX) se tiene
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que gy 0 0L (w) = D1 (w)(g) = ¢~ (w(p o g)) = ¢~ (pr(w)), donde f = o g. Como una
consecuencia, la funcién g, o ol =plo py es continua para cualquier g € C'(X,(0,1)), y
por consiguiente mapeo ®~! es continuo [Tk7, Problem 102]. Esto demuestra que ® es un
homeomorfismo. Para cadaz € X y f € C(X) tenemos que ®(j(x))(f) = ¢(j(z)(p tof)) =
ol Y (f(z)) = f(z) =i(z)(f) y por lo tanto ®(j(x)) = i(z) para todo = € X.
Finalmente, observemos que el mapeo j = ®~! 04 es un encaje; puesto que un homeomor-
fismo es un mapeo cerrado, el conjunto i(X) = ®(j(X)) es cerrado en REX) si y sélo si
§(X) = & 1(i(X)) es cerrado en (0,1)¢X0.1)) m

Teorema 2.3.4. Los siguientes enunciados son equivalentes para cualquier espacio X:

(a) X es realcompacto;

(b) X se encaja como un subespacio cerrado en R para algtin cardinal k > w;

(c) si X esdensoen Y y X # Y, entonces existe una funcién continua f : X — R que no se
extiende continuamente a Y’;

(d) si x € BX\X, entonces existe un conjunto H de tipo G5 en X tal que © € H y
H C pX\X.

Demostracién. (a)=-(b) Si X es realcompacto, entonces se encaja como un subconjunto
cerrado en RIC(I,

(b)=(c) Para cada a < k denotemos por p, : R — R a la proyeccién natural de R en
el a-ésimo factor. Escojamos y € Y\ X; si podemos encontrar f € C'(X) que no pueda ser
extendida continuamente a X U {y}, entonces f no podré extenderse continuamente a Y.
Por lo tanto, podemos asumir que Y = X U {y}.

Supongamos que para todo a < K hemos encontrado una extenciéon continua g, : ¥ — R
de fo = palx. Hagamos g = Ap<rga 1 Y — R* y tomemos cualesquiera x € X y a < k;
entonces g(x)(a) = go(z) = fo(x) = pa(x) = z(a). Por lo tanto g|x es el mapeo identidad.
Puesto que X es denso en Y, tenemos que g(Y) = g(X) C g(X) = X = X, por lo que existe
z € X tal que g(y) = .

Escojamos vecindades disjuntas U € 7(y,Y) y V € 7(z,Y); el conjunto V' es una vecindad de
g(y) en X y asi por continuidad podemos encontrar W € 7(y,Y) tal que g(WW) C V. Como
X es denso en Y, existe z € (UNW)N X, y por consiguiente z = g(z) € g(W) C V, lo que
es una contradiccién con el hecho de que U y V son disjuntos. Esta contradiccion muestra
que existe a < k para el cual la funcién f, no se puede extender continuamente sobre Y.

(c)=(d) Tomemos z € fX\X; de la Proposicién 2.3.2 se sigue que existe f € C(X) tal que
f(X) C[1,00) y f no puede ser extendida continuamente sobre el espacio Y = X U {z}. Si
g=1/f, entonces g € C(X,[0,1]), por lo que existe g € C(SX) tal que g|x = g.
Supongamos que g(z) # 0; entonces (1/g)|y es una extencién continua de f a Y, lo que
es una contradiccion. Por lo tanto g(z) = 0 y g(x) = (1/f)(x) # 0 para cada = € X. Si
H = (9)"1({0}), entonces z € H C BX\X y H es un conjunto Gj.

(d)=(a) Por la Proposicién 2.3.3, para demostrar que i(X) es cerrado en REX) basta de-
mostrar que j(X) es cerrado en (0,1)¢(X(O1) Cada g € C(X, (0,1)) es una funcién continua
y acotada de X a [0, 1], por lo que existe una tnica funcioén s, : X — [0,1] tal que s¢|x = g.
El mapeo s = A{s, : g € C(X,(0,1))} : BX — [0,1]¢XOD) es continuo y s|x = j; consi-
derando que (0, 1)¢5O:1) C [0, 1)¢XO1)  verifiquemos que j(X) = s(X)N(0,1)CX00),
La contencién j(X) C s(8X) N (0,1)¢X0D) se sigue del hecho de que s|x = j. Tomemos
cualquier z € X\ X; por (d), existe un conjunto H de tipo Gs en X tal que z € H C X\ X.
Podemos encontrar un conjunto G cerrado en X y de tipo Gs tal que z € G C H [Tk7, Fact
2, S.328]. Por [Tk7, Fact 1, S.358] existe f € C(8X) para el cual G = f~1({0}). Puesto que
X es compacto, f(BX) C [—n,n| paraalginn € N. Si h = ﬁm, entonces h € C(BX, |0, %])
y h=1({0}) = G.
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La funcién g = h|x mapea X en (0, %] C (0, 1) puesto que todos los ceros de h estdn en S X\ X;
es evidente que h = s, y g € C(X,(0,1)). Por lo tanto s(z)(g) = s¢(z) = h(z) =0 ¢ (0,1) lo
que muestra que s(z) ¢ (0,1)¢X0OD) Esto demuestra que j(X) = s(8X) N (0,1)¢X0:1)
y por consiguiente j(X) es cerrado en (0,1)¢XOD) " puesto que s(3X) es cerrado en
[07 1]C(X,(0,1))‘ ]

Proposiciéon 2.3.5. El producto arbitrario de espacios realcompactos es realcompacto.

Demostracién. Supongamos que {X; : t € T'} es una familia de espacios realcompactos. Por
el Teorema 2.3.4, para cada t € T podemos escoger un conjunto A; tal que X; es homeomorfo
a un subespacio cerrado F; de R4, Sin pérdida de generalidad podemos suponer que para
distintos s,¢ € T los conjuntos A; y As son disjuntos. Entonces el conjunto F' = [],., F;
es cerrado en R?, donde A = J,c A [Tk7, Problem 103]. Es claro que X = [[,cr X es
homeomorfo a F, y por consiguiente X se encaja como un subespacio cerrado en R4 Por
el Teorema 2.3.4, el espacio X es realcompacto. l

Proposicién 2.3.6. Los subespacios cerrados de un espacio realcompacto son realcompactos.

Demostracién. Supongamos que X es un espacio realcompacto y F' C X es cerrado. Por el
Teorema 2.3.4, existe un cardinal infinito x tal que X se encaja como un subespacio cerrado
en R*. Entonces F' se encaja como un subespacio cerrado en R”, y por lo tanto es realcom-
pacto. W

Proposicién 2.3.7. Supongamos que X es un espacio arbitrario. Si {X; : t € T'} es una
familia de subespacios realcompactos de X, entonces [,y X; es realcompacto.

Demostracién. El espacio [),cp X es homeomorfo a un subespacio cerrado de [[,cr X¢
[Tk7, Fact 7, S.271], por lo que la realcompacidad de (), X; se sigue de las proposiciones
235y236. 1

Proposicién 2.3.8. Todo espacio Lindel6f es realcompacto.

Demostracién. Supongamos que X es un espacio de Lindelof. Por el Teorema 2.3.4
basta probar que para todo z € FX\X, existe un conjunto H de tipo Gs para el cual
z€ HCBX\X.

Para cada z € X escojamos U, € 7(z, 3X) tal que z ¢ U,. La familia {U, : € X} es una
cubierta abierta de X, por lo que X C (J,c4 U, para algin conjunto numerable A C X. El
conjunto H = BX\J,cqUr es Gsy z€ HC BX\X. B

Proposicion 2.3.9. Todo espacio pseudocompacto y realcompacto es compacto.

Demostracién. Supongamos que X es un espacio pseudocompacto y realcompacto. Por el
Teorema 2.3.4 existe un cardinal Kk > w tal que X se encaja en R® como un subespacio
cerrado. Para cada a < k denotemos por p, : R — R a la proyeccién natural de R” sobre el
a-ésimo factor. El conjunto X, = po(X) es un conjunto pseudocompacto de R para todo «
y por tanto compacto. Es evidente que X C [], ., Xo; ademas X es un subconjunto cerrado
de R" el cual contiene al compacto [] Xq. Entonces X es cerrado en ] X, y por lo
tanto compacto.

a<k a<k

Definicion 2.3.10. Sean X un espacio y A C X. Diremos que A estd C-encajado en X si
para cada funcién continua f : A — R existe una funcién continua g : X — R tal que g|a = f.
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Proposicién 2.3.11. Todo espacio X es homeomorfo a un conjunto C-encajado en RE(X),

Demostracién. Puesto que X es un espacio de Tychonoff, la familia C'(X) separa los pun-
tos de los cerrados en X, por lo que el mapeo evaluacion ECX) : X — C,(Cp(X)) es un
encaje [Tk7, Problem 166]. Veamos que Y = E€(X)(X) est4 C-encajado en REX). Tomemos
cualquier funcién continua f : Y — R y notemos que g = f o E¢X) € C(X). Denotemos por
Ty REX) - R a la proyeccién natural de REX) en su g-ésimo factor.

Sig €Yy € X seeligié de tal manera que E€(X) () = ¢, entonces 7, () = m,(EC) () =
g(z) = (f o BECX))(z) = f(p), y por lo tanto 74|y = f. W

Teorema 2.3.12. Si X es un espacio pseudocompacto, entonces existe un espacio o-compacto
Y tal que Cp(X) C Y C RX.

Demostracién. Si Y = {f € RY : f(X) C [-n,n] para algin n < w}, entonces
Cp(X) CY C RX. Tomemos al conjunto F,, = {g € RX : g(X) C [-n,n]} para cada n < w.
Es claro que Y = |J,,_,, F; ademds cada F), es compacto por ser homeomorfo a [—n,n]*.
Por lo tanto Y es o-compacto. B

Teorema 2.3.13. ([Usl1]) Si X es un espacio Lindeldf 3, entonces existe un espacio Y el
cual es Lindelsf ¥ y C,(X) C Y C RX.

Demostracion. Sean C una cubierta compacta de X y F una red numerable con respecto
a C. Consideremos al espacio Y = {f € RX : para cada = € X existen F' € F y k < w tales
que z € F'y f(F) C [—k, k]}. Supongamos que f € Cp(X). Sea z € X y tomemos C € C tal
que x € C; el conjunto f(C') es compacto y por lo tanto acotado en R. Escojamos m < w tal
que f(C) C [-m,m]. El conjunto U = f~1((—m — 1,m + 1)) es abierto en X y C C U, por
lo que existe FF € F tal que C C F CU. Si k =m+ 1, entonces x € F'y f(F) C [k, k]
Esto demuestra que f € Y y por lo tanto Cp(X) C Y.

Si Z = (BR)X, entonces Cp(X) C Y C RX C Z. Sea {F, : n < w} una numeracién de F;
para todos n, k < w fijémonos en el conjunto L(n,k) ={f € Z: f(F,) C [—k,k]}.
Supongamos que n, k < wy g € Z\L(n, k). Elijamos un punto x € F, tal que g(z) ¢ [k, k].
El conjunto [—k,k] es compacto y por tanto cerrado en SR. Es claro que el conjunto
O={feZ: f(x) € (BR)\[-k, k]} es una vecindad abierta de g que no intersecta a L(n, k),
lo que demuestra que para cualesquiera n,k < w el conjunto L(n, k) es cerrado en Z y en
consecuencia compacto.

Por el Teorema 1.1.9 basta demostrar que la familia £ = {L(n, k) : n,k < w} separa a Y de
Z\Y.

Sean f €Y yge Z\Y. Como g ¢ Y, existe g € X tal que para cada n,k < w, si g € F,,,
entonces g(F,)\[—k,k] # 0. Puesto que f € Y, existen ng,ky < w tales que zg € Fy, y
f(Fno) - [—ko,ko]. Por lo tanto, f € L(no,ko) yg Qé L(no,ko). |

Teorema 2.3.14. Si C,(X) es Lindeldf 3, entonces v.X es Lindelof X.

Demostracién. Por el Teorema 2.3.13, existe un espacio Y con la propiedad Lindelof 3
para el cual Cp(Cy(X)) C Y C R%(X) El espacio X esta encajado en C,(Cy(X)) [Tk7,
Problem 167], asi que podemos asumir que X es un subespacio de Y. Si Z es la cerradura
de X en Y, entonces Z es un espacio realcompacto por ser Lindelof ¥ (Proposicién 2.3.8).
Como X estd C-encajado en REX) | toda funcién continua de X en R se puede extender a
una funcién continua de Z en R. Esto demuestra que vX es homeomorfo a Z y por lo tanto
es Lindelof ¥ [En, Theorem 3.11.16]. B
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Teorema 2.3.15. Si C)(X) es un espacio Lindelof 3, entonces Cp(vX) tambien es Lindelof
3.

Demostracién. Consideremos una cubierta compacta C de Cp(X) y una red numerable A/
con respecto a C. Definamos ¢’ = {77 }(C) : C € C} y N' = {z7Y(N) : N € N}, donde
7 : Cp(vX) — Cp(X) es el mapeo restriccion definido por w(f) = f|x para cada f € Cp(vX);
se sabe que 7 es biyectivo [Tk7, Problem 436]. Si C' € C, entonces 7~ (C) es numerablemente
compacto. Para ver esto, supongamos que A C 7r*1(C) es un conjunto cerrado, discreto y
numerable. Si B = 7(A) no es cerrado y discreto, existe un punto de acumulacién p de B.
Como 7| gur-1(p : AU{nr '(p)} = B U {p} es un homeomorfismo [Tk7, Problem 436],
el punto 7~ !(p) es de acumulacién para A, lo que contradice que A sea cerrado y discreto.
Entonces 7(A) es cerrado y discreto en el compacto C, y en consecuencia finito. Por lo tanto
A tiene que ser finito lo que muestra que 7~!(C) es numerablemente compacto.

Como Cp(X) es Lindelof X, el espacio vX tambien es Lindel6f ¥ (Teorema 2.3.14). Del
Teorema 2.2.14 se sigue que I(7~1(C)) = ext(n~1(C)) < w. El espacio 771(C) es numera-
blemente compacto y I(7~(C)) < w, de donde se sigue que es compacto. Por lo tanto C’ es
una cubierta compacta de Cp(vX). Para demostrar que C,(vX) es un espacio Lindeléf X,
basta verificar que N’ es una red numerable con respecto a C’.

Fijemos C € C y W € 7(m1(C),Cp(vX)). Si W no contiene a ningtin elemento de
L' ={m"YN): NeNyr(C) CrYN)}, entonces para cada 7~ 1(N) € L escojamos
fyv € 7 H(N)\W y hagamos gy = 7(fn). La familia £ = {N : 771(N) € L'} consiste de
todos los elementos de N que contienen a C.

Notemos que C' N {gn : N € L} # 0; en efecto, si C N {gy: N € L} = 0, entonces existe
K e Ltal que C C K C Cp(X)\{gn : N € L}. Esta contradiccién con gg € K muestra que
C’ﬂ{gN:NEE}#@.

Sige {gvn:NeLnC, entonces f = 7 1(g) € {fy:N €L} pues 7 es un homeo-
morfismo si lo restringimos a {f} U {fy : N € L} [Tk7, Problem 436]. Por lo tanto
fermHC)Nn{fn: N € L}, lo que contradice la contencién {fn : N € L} C Cp(vX)\W.
Esta contradicciéon muestra que A/’ es una red con respecto a C'. B

Proposicién 2.3.16. Si X y C,(X, [0, 1]) son espacios Lindelof ¥, entonces Cp(X) también
es un espacio Lindelof X.

Demostracién. Consideremos un homeomorfismo ¢ : R — (0,1). Entonces el mapeo
hy : RY — (0,1)% definido por hy(f) = ¢ o f para cada f € RX es un homeomor-
fismo y hy(Cp(X)) = Cp(X,(0,1)) [Tk7, Problem 91]. Por el Teorema 2.3.13 existe un
espacio Y que tiene la propiedad Lindelof ¥ y para el cual Cp(X) C Y C RX. Enton-
ces L = hy(Y) es Lindelsf © y Cu(X,(0,1)) € L C (0,1)% C [0,1]%. De la igualdad
Cp(X,(0,1)) = LNCyH(X, [0, 1]) se sigue que Cp(X, (0,1)) es Lindeldf X. De modo que Cp(X)
es Lindelof ¥ por ser homeomorfo a Cp,(X, (0,1)). B

El resultado principal de esta secciéon es el siguiente teorema de Okunev.

Teorema 2.3.17. ([Ok2]) Sean X y Y espacios Lindeléf ¥ tales que Y C Cp,(X). Entonces
Cp(Y) es Lindelof 3.

Demostracién. Hagamos Q = Q N (0, 1), escojamos una cubierta compacta C de Y y
una red numerable F con respecto a C. Dados f € Y, n € N, z = (z1,...,2,) € X"
y 0 > 0 consideremos el conjunto O(f,z,0) = {g € Y : |g(z;) — f(z;)] < 0 para cada
i € {1,...,n}}. Es evidente que la familia {O(f,z,0) : n € N, z € X" y § > 0} forma
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una base local de Y en f. Para cualesquiera ¢ > 0, 6 > 0, n € Ny P C Y hagamos
M(e,6,n, P) = {(¢,2) € [0,11" x X" : [o(f) — ¢(g)| < ¢ para todo g € Py f € O(g,,6)}
y L(¢,6,n, P) = m,(M(g,68,n, P)), donde 7, : [0,1]¥ x X™ — [0,1]¥ es la proyeccién natural
de [0,1]Y x X™ en el factor [0, 1]"". Veamos ahora que para cadac > 0,6 >0,n € Ny PCY,
(1) el conjunto M (e, d,n, P) es cerrado en [0,1]¥ x X™.

Para demostrar (1) escojamos un elemento arbitrario (¢, z) € ([0,1]Y x X™)\M (e, 6,n, P).
Existen ¢ € P y f € O(g,z,0) tales que |p(f) — v(g)] > &, por lo que el conjunto
W = {n€0,1]Y : In(f) —n(g)| > &} es abierto en [0,1]¥ y ¢ € W. De la continuidad de f
y g se sigue que V ={y € X : |f(y) — g(y)| < d} es abierto en X, y por tanto V" es abierto
en X". Es claro que (p,2) e W x V" y (W xV")N M(e,0,n, P) =0, lo que demuestra (1).
Puesto que [0,1]Y x X" es un espacio Lindeléf ¥ y L(e, §,n, P) es una imagen continua de
un subespacio cerrado de [0,1]¥ x X™, es inmediato que:

(2) L(e,d,n, P) es un espacio Lindelof 3.

La familia £ = {L(¢,6,n,P) : ¢,6 € Q, n € Ny P € F} es numerable y consta de subespa-
cios Lindelsf 3 de [0, 1]Y. Dado un conjunto Z y dos subconjuntos disjuntos A, B de Z, una
familia S C exp(Z) separa A de B si paracadaa € Ay b€ Bexiste S€Stalqueae Sy
b ¢ S. Resulta que:

(3) L separa a Cp(Y, [0,1]) de [0, 1]¥\Cp(Y, [0, 1]).

Para demostrar (3) escojamos ¢ € C,(Y,[0,1]) v n € [0,1]¥\C,(Y,[0,1]). Como 7 no es
continua, existen g € Y y € € @ tales que:

(%) para todon € N, z € X" y § > 0 existe f € O(g,z,9) tal que [n(f) —n(g)| > e.

Puesto que C es una cubierta de Y, podemos encontrar C' € C tal que g € C. Por la continui-
dad de ¢, para cualquier h € C existen nj, € N, zp € X" y d), € Q tales que |p(t) —p(h)| < §
para cada t € O(h,xp,30p). La familia {O(h,zy,ds) : h € C} es una cubierta abierta del
compacto C, por lo que existe un conjunto finito H C C para el cual se tiene la contencién
C C G =U{O(h,zp,6r) : h € H}; como F es una red con respecto a C, podemos escoger
P € F para el cual C C P C G. Hagamos 6 = min{é, : h € H}, m =Y,y ny y sea z el
punto de X™ tal que {z} = [[,cy{zn}-

Veamos que siv € Py u € O(v,x,0), entonces |p(u) —¢(v)| < €. Para comprobar esto basta
observar que v € O(h, zp, d;,) para algin h € H; entonces u € O(h, xp, 30p) y en consecuencia
() — ()] < () — p(B)] + lp(h) — pl0)| < 5+ 5 =e.

De la eleccién del conjunto M (e, d, m, P) se tiene que (¢, z) € M(e,d,m, P) y, por lo tanto
¢ €L =L(e,6,m,P).

Por otro lado, la propiedad (x) y g € P, implican que la funcién n no pertenece a L, lo que
concluye la demostracién de (3).

De (3) y el Teorema 1.1.9 se sigue que Cp(Y, [0, 1]) es un espacio Lindel6f . Finalmente, el
espacio Cp(Y') es Lindel6f ¥ por la Proposicién 2.3.16. B

Corolario 2.3.18. Si X y Cp(X) son espacios Lindelof 3, entonces C,,,(X) es un espacio
Lindel6f ¥ para todo n < w.

Corolario 2.3.19. Si C,(X) es un espacio Lindel6f ¥, entonces C) ,(vX) es un espacio
Lindel6f ¥ para cada n < w.

Demostracién. Por el Teorema 2.3.14, el espacio vX es Lindelof . Por el Teorema 2.3.15,
el espacio Cp,(vX) es Lindel6f ¥. Finalmente, por el Corolario 2.3.18, C),,,(vX) es un espacio
Lindelof ¥ para cadan < w. R

Teorema 2.3.20. ([Tk1]) Si C,(X) es un espacio Lindelof ¥, entonces Cp, 2n,41(X ) tambien

95



es un espacio Lindelof ¥ para todo n < w.

Demostracién. El Corolario 2.3.19 implica que Cp 25,+1(vX) es un espacio Lindel6f ¥ por lo
que es suficiente demostrar que Cp 2,+1(X) es una imagen continua de Cj 2,41(vX). Proba-
remos por induccién sobre n que para cada n < w existe una condensacién m,, de Cp 2p+1(vX)
sobre Cp2p41(X).

Comenzamos con el mapeo restriccién m : Cp(vX) = Cp(X) definido por n(f) = f|x para
cada f € Cp(vX), el cual es una condensaciéon [Tk7, Problem 436].

Supongamos que existe una condensacién 7wy : Cp ok41(0X) = Cpop11(X).

Entonces el espacio Cp 2511(X) es Lindelof y por tanto normal. Por [Tk7, Problem 441], los
espacios Cp op+2(vX) y v(Cp 2k+2(X)) son homeomorfos. Esto implica que existe un homeo-
morfismo h : Cpop43(vX) = Cp(v(Cpar+2(X))). De acuerdo a [Tk7, Problem 436] el obvio
mapeo restriccién nos da una condensacién

p: Cp(v(Cpakta(X))) = Cparis(X).
La condensacion prometida de Cj op43(vX) sobre Cpop13(X) es 11 =poh. B

Corolario 2.3.21. Si C(X) es un espacio Lindeléf ¥, entonces v(C), 2,(X)) es un espacio
Lindelof ¥ para cada n < w.

Demostracién. Por el Teorema 2.3.20 y [Tk7, Problem 441] el espacio v(Cp2,(X)) es
homeomorfo a Cj2,(vX). Finalmente, por el Corolario 2.3.19, v(Cp2,(X)) es un espacio
Lindelof . B

Corolario 2.3.22. Si C,C,(X) es un espacio Lindel6f ¥, entonces Cp2,(X) es un espacio
Lindelof ¥ para cada n € N.

Corolario 2.3.23. ([Tk1]) (a) Si Cp2r+1(X) es un espacio Lindel6f ¥ para algin k € N,
entonces Cpon41(X) es un espacio Lindel6f ¥ para todo n < w.

(b) Si Cpar(X) es un espacio Lindeléf ¥ para algin k£ € N, entonces Cpop42(X) es un
espacio Lindelof ¥ para todo n < w.

Demostracién. Notemos que los espacios Cp(X) y CpCp(X) se encajan como subespacios

cerrados en Cp, o5+1(X) ¥ Cpart2(X), respectivamente. Entonces, basta aplicar el Teorema
2.3.20 y el Corolario 2.3.22. B
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2.4. Un famoso ejemplo de Reznichenko

Esta es la parte final del capitulo 2 cuyo resultado principal es el ejemplo de Reznichenko
de un espacio compacto de Talagrand que es una unién numerable de espacios compactos de
Eberlein pero falla en ser un compacto de Eberlein. Dicho espacio es canénicamente homeo-
morfo a la compactificacién de Stone-Cech de un subespacio casi compacto ([GJ]). Como un
resultado auxiliar se presenta un teorema de Talagrand sobre la K-analiticidad del espacio
Cp(X) cuando X es un espacio compacto.

Denotemos por A(k) a la compactificacién unipuntual del espacio discreto de cardinalidad
k. Hagamos w® = {0} y w<¥ = {w" : n € w}; para cada n € N identificaremos w™ con el
conjunto de todos los mapeos de n = {0,1,...n — 1} aw. Sin € wy f € w", entonces
g = f"k € w"! es definido por gln = f y g(n) = k.

Sea D = {0,1}; dado un conjunto A, definamos o(D4) = {z € D4 : |27'(1)] < w} y
YDA ={zeD?: |z~ (1) < w}.

Definicién 2.4.1. Dado un espacio Z, un punto z € Z es llamado un 7-punto si existe una
familia finita U C 7(Z) tal que {z} =({U : U e U}.

Definicién 2.4.2. Una familia {U,, : n < w} de subconjuntos de un espacio Z converge al
punto z € Z si para cada V' € 7(z, Z) existe m € w tal que U, C V para todo n > m.

Definiciéon 2.4.3. Una sucesion S C Z converge flexiblemente a z € Z si S converge a z
y para cada familia {G, : = € S} de subconjuntos G5 de Z con = € G, para cualquier
z € X, podemos escoger un punto y(z) € G, para todo z € S, de tal forma que la sucesién
{y(z) : x € S} converja a un punto y € Z\{z}.

Teorema 2.4.4. Supongamos que K es un espacio compacto y algin & € K no es un w-punto.
Entonces K'\{z} es pseudocompacto y K es canénicamente homeomorfo a S(K\{z}), esto
es, existe un homeomorfismo ¢ : S(K\{z}) — K tal que ¢(y) = y para cualquier y € K\{z}.

Demostraciéon. Notemos que x no puede ser un punto aislado puesto que si lo es, entonces
{x} = U donde U = {z} € 7(K). Si el espacio K\{z} no es pseudocompacto, entonces existe
una familia discreta U = {U,, : n < w} C 7*(K\{z}). Tomando cualquier U € 7(x, K), si
U,\U # 0 para una cantidad infinita de n € w, escojamos V € 7(x,K) tal que V C U y
notemos que la familia {U,\V : n € w y U,\V # 0} C 7*(K\V) es infinita y discreta en
el espacio compacto K\V; esta contradicciéon muestra que U,\U = () para todos salvo una
cantidad finita de n < w, esto es, U converge al punto x.

Es facil verificar que para los conjuntos abiertos G = {J,,., U2n y H = U,,, U2n+1, tenemos
que {z} = G N H. Entonces z es un 7-punto, lo que es de nuevo una contradiccién por lo
cual K\{z} es pseudocompacto.

Hagamos L = B(K\{zx}); puesto que el espacio K es una extensiéon compacta de K\{x},
existe un mapeo continuo ¢ : L — K tal que w\K\{x} es el mapeo identidad.

Si R = L\(K\{z}) consta de un sélo elemento, entonces ¢ es un homeomorfismo canénico
por lo que podemos asumir que existen puntos distintos y1,y2 € R. Tomemos Uy € 7(y1, L)
y Ua € 7(y2, L) tales que clr,(Uy) Nelr(Us) = 0.

El conjunto V; = U; N (K\{z}) es abierto en el espacio K para cada ¢ € {1,2}. Se sigue de
[Tk7, Fact 1, S.259], que p(R) = o(L\(K\{z})) = K\(K\{z}) = {z}, y por consiguien-
te ¢(y;) = x; como también y; € clr(V;), tenemos que z = ¢(y;) € clx(e(V;)) para cada
i € {1,2}. Como consecuencia, {z} C clx (Vi) Nclx(Va). Si por otro lado, y € K\{z} y
y € clig (V1) Nelg (Va), entonces y € el (Vi) Nelp(Va) = 0 lo cual es una contradiccién. Esto
demuestra que {z} = clg (V1) Nelg(Va), esto es, x es un m-punto lo que una vez més es una
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contradiccién. Por lo tanto K es canénicamente homeomorfo a S(K\{z}). B

Proposicién 2.4.5. Dado un conjunto A, sea u € D4 definido por u(a) = 0 para cada
a € A. Supongamos que S, C o(D?)\{u} es una sucesién que converge a u para todo n € w.
Entonces existe una sucesiéon S C |J{S, : n € w} tal que S converge a u, el conjunto SN .S,
es infinito para cualquier n € w y la familia {x71(1) : x € S} es disjunta.

Demostracién. Consideremos una numeraciéon {my, : k € w} de w, en la cual cada n € w
aparece una cantidad infinita de veces. Tomemos de manera arbitraria zg € Sp,; su-
pongamos que m € w y hemos escogido z; € S, para cada i < n de tal forma
que la familia {z;*(1) : i < n} es disjunta. Puesto que Sp,,,, converge a wu, la familia
S = {z7'(1) : z € Sp,,,} es punto-finita, por lo que solamente una cantidad finita de los
elementos de & tienen interseccién no vacfa con el conjunto finito A = (J{z; (1) : i < n}.
Por consiguiente podemos escoger Tp1+1 € Sp,_ ., para el cual a:T_ZJlrl(l) N A = (); es evidente
que la familia {x; 1(1) : 4 < n+ 1} también es disjunta, por lo que nuestro proceso inductivo
nos da un conjunto S = {z; : i € w} tal que x; € Sy, para cualquier i € w y la familia
{z;1(1) : i € w} es disjunta.

Es sencillo comprobar que la sucesién S es como se prometio. l

Proposicién 2.4.6. Dado un espacio compacto K, supongamos que K es Fréchet-Urysohn,
Y C K es denso en K y un punto u € K\Y tiene la siguiente propiedad:

(%) Si S, €Y es una sucesién que converge a u para cada n € w, entonces existe una sucesion
S C K tal que SN .S, es infinito para todo n € w y S converge flexiblemente a wu.

Entonces para cada familia numerable U C 7(K) se tiene que {u} # ({U : U € U}, y por
consiguiente u no es un w-punto en K.

Demostracién. Supongamos que U,, € 7(K) para todon € wy {u} = (WU, : n € w};
sin pérdida de generalidad podemos asumir que Uy = K. Entonces u € U, NY, por lo que
podemos escoger una sucesién S, C U, NY tal que 5, converge a u para cada n € w. Por
la propiedad (*) podemos encontrar una sucesién S C K que converge flexiblemente a u tal
que S NS, es infinito para todo n € w. Obsérvese que G, = ({Up:n €wy xz € Uy} es un
conjunto G5 y « € G, para cualquier x € S.

Por nuestra eleccién de S, para cada x € S podemos tomar y(z) € G, de tal manera que la
sucesion {y(z) : x € S} converge a un punto y € K\{u}. Para cualquier n € w el conjunto
{r € S:xz € Up,} es infinito, por lo que S" = {y(z) : x € SNU,} también es infinito. Lo
anterior demuestra que S’ C U,, converge a y y por consiguiente y € U, para todo n € w.
De modo que y € (WU, : n € w}, por lo cual {u} # ({U, : n € w}; esta contradiccién
muestra que {u} # ({U : U € U} para toda familia numerable &/ C 7(K). B

Proposiciéon 2.4.7. Supongamos que ¢ : w¥ — Z es un mapeo multivaluado y sobreyectivo
que tiene la siguiente propiedad:

(%) si {fn : n € w} es una sucesién en w* que converge a f € w” y z, € p(f,) para cada
n € w, entonces la sucesién {z, : n € w} tiene un punto de acumulacién z € ¢(f).

Entonces el mapeo ¢ es superiormente semicontinuo.

Demostracién. Sea f € w* y supongamos que ¢ no es superiormente semicontinuo en f,
esto es, existe W € 7(¢(f), Z) tal que para cada U € 7(f,w*), el conjunto ¢(U)\W es no
vacio. Definamos U,, = {g € w¥ : g|n = f|n} para todo n € w; tomemos f, € U, para el cual
O(fu)\W £ 0y 2z, € p(fn)\W para cada n € w. Es claro que {f, : n € w} converge a f, por
lo cual existe un punto de acumulacién z € ¢(f) de {z, : n € w}. Sin embargo, W € 7(z, Z)
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y WnNn{z, :n € w} = 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto ¢ es superiormente
semicontinuo. M

Teorema 2.4.8. ([Ta]) Si K es un espacio compacto y T' C C,(K) es un subespacio K-
analitico que separa los puntos de K, entonces C),(K) es K-analitico.

Demostracién. Dado un espacio compacto Z, denotemos por Cy,(Z) al conjunto C(Z) con
la topologia de la convergencia uniforme. Para cada f € Cy(Z) y € > 0 consideremos al
conjunto B(f,e) = {g € Cu(Z) : sup{|f(z) — g(z)| : © € Z} < e}; es claro que la familia
{B(f,e) : € > 0} forma una base local de C,,(Z) en f.

Afirmacion 1. Consideremos un espacio compacto Z. Si s : C(Z) x Cy(Z) — Cy(Z) es el
mapeo definido por s(f,g) = f + g para cualesquiera f,g € C,(Z), entonces s es continuo.

Si f,g e Cu(Z) y U € 7(f + g,Cu(Z)), entonces existe ¢ > 0 tal que B(f + g,¢) C U. Es
claro que s(B(f,5) x B(g,5)) € B(f + g,¢) C U, por lo que s es continua. [J

Afirmacion 2. Consideremos un espacio compacto Z. Si p : C(Z) X Cy(Z) — Cy(Z) es el
mapeo definido por p(f,g) = f - g para cualesquiera f,g € C,(Z), entonces p es continuo.
Supongamos que f,g € Cy(Z) y U € 7(f - g,Cu(Z)). Existe ¢ > 0 tal que B(f - g,e) C U.
Hagamos M = 2 + sup{|f(z)|: x € X} + sup{|g(z)| : € X} y 6 = min{1, 557 }. Escojamos
x€Z, g € B(g,0) y f' € B(f,0) arbitrarios; es claro que |¢'(z)| < 1 + |g(x)] < M y por
consiguiente

[f'(2)g () = f(2)g(@)| = |g'(x)(f'(x) — f(2)) + f(2)(d'(x) — g(x))]
9" (@)] - |f'(z) = f(@)| + |f(@)] - |9 () — g(2)] <2M§ <,
lo que demuestra que p(B(f,d) x B(g,6)) € B(f - g,e) C U. Por lo tanto, el mapeo p es

continuo.

IN ||

Un subconjunto A C C(Z) se llama &lgebra, si f,g € Ay a € R implican que f+ g € A,
afe Ay f-ge A

Afirmacion 3. Si'Y C Cy(Z) es un subespacio K-analitico, entonces existe un algebra
(Y) C Cu(Z) que contiene a Y y es K-analitica.

Definamos a los mapeos py, : (Cu(2))" — Cu(Z) y sn : (Cu(Z2))" x R" — Cy(Z) por
oa(f1,- s fn) = Hignfi Y o Sn(f1yeeos fosa, . ap) = Zignaifi para cada n € N,
(fis--sfn) € (Cu(2)" ¥y (au,...,0) € R™ ambos mapeos son continuos por las afir-
maciones 1 y 2. Por la Proposicién 2.1.7, el conjunto Y, = |J,cnpn(Y™) es K-analitico.
Nuevamente, por la Proposicién 2.1.7, el conjunto (Y) = (J,,ey sn(Y,' x R™) es K-analitico.
Es facil comprobar que (Y) es el dlgebra prometida. [J

Denotemos por o a la funcién cuyo valor es uno en cada punto de K. Por la Proposicién 2.1.7,
el conjunto 7" = T'U{o} es K-analitico. Por la Afirmacién 3, existe un élgebra (7") C C\,(K)
que contiene a 7" y que es K-analitica. Por el teorema de Stone-Weierstrass, el espacio (T”)
es denso en Cy,(K). Finalmente, por [Tk3, Corollary 2.5] el espacio Cp,(K) es K-analitico. B

Teorema 2.4.9. Supongamos que A es un conjunto y K C ¥(A) es un subspacio compacto

para el cual existe una familia {4 : s € w<“} de subconjuntos de A con las siguientes

propiedades:

(i) Ag=Ay As=U{As—~n : n € w} para cualquier s € w<¥

(ii) para cualesquiera z € Ky f € w* existe m € w tal que Ag,, Nz~ (R\{0}) es finito
para todo n > m.

Entonces Cp(K) es un espacio K-analitico.

Demostracién. Sea x, : A — D la funcién caracteristica del conjunto {a} para cada a € A,
esto es, Xq(a) = 1 mientras xo(b) = 0 para cualquier b € A\{a}; hagamos zp(a) = 0 para
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todo a € A. El conjunto Lo = {20} U{xq4 : @ € A} es compacto, por lo que K' = KULy 2 K
también es compacto; como Cp(K) es una imagen continua de Cp(K'), es suficiente demos-
trar que Cp(K') es K-analitico. Puesto que la propiedad (ii) se satisface para K’, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que K’ = K, esto es, Ly C K.

Para cualquier € Y(A) hagamos supp(z) = x~1(R\{0}). Denotemos por u a la funcién
cuyo valor es cero en cada punto de K. Para cada a € A, hagamos e,(z) = z(a) para todo
xz € K; entonces e, € Cp(K) puesto que e, coincide con la restriccién a K de la proyeccién
natural de R? sobre el factor determinado por a. Como T = {u} U {e, : a € A} separa
los puntos de K, por el Teorema 2.4.8 es suficiente demostrar que T es K-analitico. Note-
mos que W, = {v € Cp(K) : v(xqs) > 0} es una vecindad abierta de e, en C,(K) tal que
W, NT = {ey}; por eso cada e, es un punto aislado de 7.

Para cada s € w<¥ definamos Qs = {u} U{e, : a € As}; entonces cada Qs es cerrado en Ty
por consiguiente, para todo f € w®, el conjunto Py = ﬂ{Qﬂn :n € w} también es cerrado.
Haciendo ¢(f) = Py para cualquier f € w“, obtenemos un mapeo multivaluado ¢ : w* — T
Resulta que Py es compacto para cada f € w®, esto es, ¢ es compacto-valuado.

Para demostrarlo, tomemos cualquier U € 7(u, Cp(K)); existen F' € [K]<¥ y ¢ > 0 tales
que W = {v € Cp(K) : |v(z)| < € para todo x € F} C U. Consideremos al conjunto
C = U{supp(x) : = € F'}. Se sigue de (ii) que existe m € w para el cual C' N Ay, es finito y
por consiguiente e(F') C {0} para cada e € Qy, salvo una cantidad finita de ellos. Puesto
que Py C Qfjpm, se tiene que e(F) C {0} para cada e € Py salvo una cantidad finita de ellos.
Entonces Pr\U C Pf\W es finito, esto es, encontramos un punto u € Py tal que Pf\U es
finito para cada vecindad abierta U de u en C,(K). Por tanto Py es un espacio compacto
con maximo un punto no aislado, lo que muestra que el mapeo ¢ es compacto-valuado.
Dado cualquier punto a € A, por la propiedad (i) existe una funcién f € w“ tal que
a € (A, : n € w}, lo que muestra que e, € Py y por consiguiente que {Pr : f € w“} es
una cubierta de T

Ahora supongamos que una sucesion S = {f, : n € w} C w* converge a f € w* y t,, € Py,
para cada n € w. Pasando a una subsucesién de S de ser necesario, podemos asumir, sin
pérdida de generalidad que f,|n = f|n y por tanto que ¢, € Qy|, para cada n € w.

Si existe un punto ¢ € T' tal que ¢ = ¢, € Qy),, para una cantidad infinita de n € w, entonces
t € Py es un punto de acumulacién de S. De no ser el caso, pasando a una subsucesién de S
de ser necesario, podemos asumir que t,, # t,, si n # m. Para ver que {t,, : n € w} converge
a u, tomemos cualquier z € K; existe m € w para el cual el conjunto D = supp(z) N A flm €S
finito. Tenemos que {t, : n > m} C Qg ¥ tn = €4, con a, € Ay, para cada n > m. Por
tanto t,(x) = x(a,) = 0 para todo n > m tal que a, ¢ D. Esto demuestra que t,(z) =0
para todo n € w salvo una cantidad finita de ellos y por consiguiente la sucesién {t,, : n € w}
converge a t = u € P.

Hemos verificado que en cada caso, existe un punto de acumulacién ¢t € Py para el conjunto
{tn : n € w}, por lo que podemos aplicar la Proposicién 2.4.7 para concluir que T" es K-
analitico. l

Teorema 2.4.10. ([Fa]) Existe un espacio compacto K con las siguientes propiedades:

(i) Cp(K) es K-analitico, esto es, K es un compacto de Talagrand;

(ii) existe un punto u € K tal que para cualquier familia {U, : n € w} C 7(K) se tiene
que {u} # (U, : n € w}, por lo que u no es un w-punto;

(iii) K = J{K» : n € w} donde la familia {K,, : n € w} es disjunta, Ky ~ A(c) y u es el
Unico punto no aislado de Kj; ademas, para todo n € N el subespacio K,, es abierto-
cerrado en K y homeomorfo a un subconjunto cerrado de (A(c))“.

Demostracién. Para cualesquiera «, 8 < w1, los intervalos de ordinales estan definidos en
el modo usual, esto es, [o,8] = {y Swi:a <y < B} [0,8) = {y <w :a<y< B
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andlogamente, (o, f) = {y <wi : a <y < B}. Hagamos I = [0, 1] C R y denotemos por T al
conjunto ({0} x {1 : n € N})U((0,w1)xI). Asi T C [0,w:) x I; denotemos por 7 : T — [0,w)
a la proyeccién natural de T en el factor [0,w;). Es claro que a, = (0,1) € T para cada
n € N.

Llamemos a un conjunto G C T delgado si w|G es inyectiva y denotemos por F a la familia
de todos los subconjuntos delgados no vacios y finitos de 7T'.

Hagamos Ag = {{an} : n € N}; es evidente que A4y C F. Supongamos que o < wj y tenemos
familias {Ag : § < a} con las siguientes propiedades:

(1) Ag C Fy|Ag| <cparatodo 5 <«

(2) siB<ay A€ Ag, entonces {0,8} C m(A) y A C 7w 1([0,B));

(3) para cada B € (0,a) y 7€, la familia A} ={A€ Ag:(B,r) € A} es infinita y
numerable, mientras que la coleccion By = {A\{(B,7)} : A € A%} es disjunta y conteni-
daen Ul A, 17 < 8);

(4) sife (0,a) y C CU{A,:v < B} es una familia infinita numerable y disjunta, entonces
existen ¢ puntos r € I tales que A = {CU{(8,r)}:C €C}.

Definamos M = {C C J{Ag : 8 < a} : C es una familia infinita numerable y disjunta}; es
claro que |M| < ¢ por lo que existe un mapeo g : I — M tal que |¢g7!(C)| = ¢ para cada
C € M. La familia A}, = {C U {(a,7)}: C € g(r)} es numerable para todo r € I, por lo que
la coleccién A, = |J{ AL, : r € I} tiene cardinalidad c.

Es inmediato que las condiciones (1)-(4) también se satisfacen para cada 8 < a, por lo que
nuestro proceso inductivo nos da una coleccién {A, : @ < wy} para la cual las propiedades
(1)-(4) se satisfacen para todo < wi; hagamos A = [J{A, : @ < wi}. Se sigue de (2) que,
para cada A € A existe un tnico par (a,r) € wy X I tal que A € A7; diremos que el punto
t = (a,7) € A es el elemento mazimal de A y lo denotaremos por maz(A).

Dado un conjunto A C T, la funcién caracteristica x4 € D” del conjunto A esta definida
por xa(t) =1sit € Ay xa(t) =0 para cada t € T\ A. Hagamos u = xp y consideremos
al conjunto Y = {xa : A € A}; demostraremos que el espacio compacto K = Y (la barra
denota la cerradura en DT) es como se prometio.

Notemos que {a,} € Ay por tanto Xy,,} € Y para cadan € N;si @ > 0y r € I, entonces
por (3), la sucesién {xa : A € A} converge a x{(a,r)}-

Por lo tanto

(5) xq¢y € K paratodot €T.

Es inmediato que u pertenece a la cerradura del conjunto {X{t} :t € T} y en consecuencia
u € K. Es importante notar que

(6) el conjunto supp(x) = 27 1(1) es delgado para cada = € K.

En efecto, si 11 # ro, t1 = (a,71), to = (a,r2) y {t1,t2} C supp(x), entonces se sigue de
xr €Y que existe A € A para el cual x4(¢;) = 1 para cada i € {1,2}, esto es, {t1,t2} C A lo
que es una contradiccién con A € F. Esto demuestra (6).

A continuacién demostraremos que K C X (D7) y por consiguiente K es un compacto de
Corson. Tomemos un elemento arbitrario A € A; entonces A € A, para algin o < wy, por
lo que (a,r) € A para algin r € I. Si o > 0, entonces se sigue de (3) que A\{(a,7)} € A;
procediendo de modo inductivo (esto es, en cada paso eliminamos el elemento maximal),
notamos que eliminar sucesivamente elementos maximales es lo mismo que considerar al
conjunto 7 1([0, 8]) N A para algin 3 < w;. Por tanto

(7) para cualesquiera A € Ay 3 < wy, el conjunto 7~ 1([0, 3]) N A pertenece a A.
La siguiente propiedad de la familia A es crucial.

(8) si A,B € Ay {t1,ta} C AN B para algunos t1,t2 € T, tales que § = 7(t1) < a = 7(t2),
entonces 71([0,a]) N A = 771([0,a]) N B.

Para ver que se cumple la propiedad (8), notemos que A" = 77 1([0,a])N A € Ay
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B'=771([0,a]) N B € A por (7). Existe r € I con t3 = (a,7) € A’ N B’, por lo que se sigue
de (2) que A, B’ € A%; la familia B, es disjunta por (3) y los conjuntos A'\{t2} y B'\{t2}
pertenecen a Bl,. Del hecho que t; € (B'\{t2}) N (A"\{t2}) se tiene que A’ = B’ por lo que
la propiedad (8) queda demostrada.

Ahora supongamos que A = supp(x) es no numerable para algin =z € K. Entonces existe
a € m(A) tal que 7(A)N[0, o] es infinito; tomemos t = (a,r) € Ay s = (f,q) € Acon § < a.
El conjunto O = {y € DT : y(s) = y(t) = 1} es una vecindad abierta del punto € D’ por lo
que se sigue de x € Y que z € Y N O. Consideremos al conjuntoid = {B € A: {t,s} C B};es
evidente que Yy = Y NO = {xp : B € U}. Por (8), existe un conjunto finito H C 7~*([0, o)
para el cual BN 7 1([0,a]) = H para todo B € U. Puesto que 7(A) N [0,a] es infinito,
podemos escoger v € (m(A)N[0,a])\7(H).Sit' € Ay n(t') = v, entonces existe y = x5 € ¥
tal que y(t') = 1, lo que muestra que B € U mientras que t' € (BN 7~ 1([0,a])\H lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto A = 271(1) es numerable para cada x € K y en consecuencia
K C 3(DT) es un compacto de Corson.

Para demostrar que el espacio C,(K) es K-analitico consideremos, para cualesquiera
m,n € w, al conjunto S = {t = (a,7) € T : apy1 ¢ A paracada A € A, cont € A
o existe A € A, tal que t € A, apy1 € Ay |[Al = m+1}. Sea Ty = T8 s € w¥ y
dom(s) = {0,...,m — 1} para algin m € N, entonces hagamos Ty = Sg(o) Nn...N S;ET;D.
Verificaremos que la familia 7 = {7 : s € w<“} satisface las condiciones (i) y (ii) del Teo-
rema 2.4.9.

Fijemos s € w<¥ y t = (a,1) € Ts; 81 s € W" y apy1 ¢ A para cada A € A con max(A) =t,
entonces t € SO NT, = Ts~p. Si existe A € A tal que max(A) =ty any1 € A, entonces
t e S'"NTy =Ts~y para m = |A| — 1. Esto muestra que Ts = | J{Ts~ : k € w} para cada
s € w<Y, esto es, la familia 7 satisface (i) del Teorema 2.4.9.

Para probar que también se satisface la condicién (ii) del Teorema 2.4.9, tomemos = € K y
f € w¥; si |supp(z)| < w, entonces no hay nada que demostrar por lo que podemos aplicar
(6) para fijar ¢,s € supp(z) tales que 0 < m(t) < m(s). Como z € Y, existe A € A con
xa(t) = xa(s) = z(s) = z(t) = 1 y por consiguiente {s,t} C A. Por (2) y (6), existe un
unico m € w con am+1 € A. Afirmamos que

(9) |SE N supp(z)| < 1 para cada k € w.

Supongamos, para obtener una contradiccién que (9) es falso; puesto que supp(x) es un
conjunto delgado por (6), existen s, € supp(x) N S tales que a = 7(s') < B = 7(t'). Se
sigue de z € Y que existe B € A para el cual {t,s,t',s’} C B. La propiedad (8) implica que
ams1 € B; ademas, D = 7= ([0, 8]) N B € A por (7) y t' = maz(D). Si D' € A, ayy1 € D’
y t' = max(D’), entonces D’ = D (ver (8)), por lo que se sigue de t' € Sk que |D| =k + 1.
Andlogamente, F = 7-1([0,a]) N B € A mientras a,,+1 € E y maz(E) = s'. De nuevo,
s’ € Sﬁl implica que |E| = k + 1; sin embargo, esto da una contradiccién porque E C D
y E # D, asi que es imposible que |D| = |E| = k + 1. Por consiguiente hemos estableci-
do la propiedad (9) y en consecuencia |[supp(x) N T(me1)| < [supp(x) N an(m)] < 1; como
Ttn € T¥|(m+1) Para todo n > m+1, la condicién (ii) del Teorema 2.4.9 también se satisface
para 7. De modo que, el espacio Cp(K) es K-analitico por el Teorema 2.4.9.

Para probar que el punto u € K satisface la condicién (ii) de este teorema, es suficiente mos-
trar que el conjunto Y C K tiene la propiedad (%) de la Proposicién 2.4.6. Supongamos que
S C Y es una sucesion que converge a u para cada n € w. Por la Proposicién 2.4.5, existe una
sucesién S C Y para la cual SNS,, es infinita para todo n € w y la familia {supp(x) : © € S}
es disjunta. Para ver que S converge flexiblemente a u, hagamos B, = supp(z) y supongamos
que G es un conjunto G5 de K con z € G, para cualquier x € S. Haciendo cada G, mas
pequetio de ser necesario, podemos asumir que existe un conjunto numerable A, C T\ B, tal
que G, ={y € K : B, C supp(y) C T\A,}.

El conjunto A = |J{A4, : © € S} es numerable as{ como la familia C = {B, : z € S} C A;
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existe a < wy tal que C C | J{Az: B < a}ly ACm1([0,a]), por lo que se sigue de (4) que
Al ={CU{(a,7)} : C € C} para algin r € I.

Tenemos que B, C E, = B, U{(a,7r)} CT\A, y por tanto y, = xg, € G, paracada z € S.
Es claro que la sucesién {y, : * € S} = {xp : B € A} converge a y = X{(a,r)} # ¥ Y POr
consiguiente S converge flexiblemente a « mismo que, junto con la Proposicién 2.4.5 muestra
que la propiedad (ii) queda probada.

Para probar que la propiedad (iii) se satisface para K, notemos que el subespacio
Ko = {u} U{xqy : t € (O,w1) x I} € K es homeomorfo al espacio A(c). Consideremos a
las familias A, = {4 € A : a, € A} para cada n € N; entonces A = |J{A4, : n € N} y
A, N Ay =0 sin#m.

SiY,={xa:4Ac A}y K, = Y,, para cualquier n € N, entonces K,, C K es compacto. El
conjunto U, = {z € K : x(a,) = 1} es abierto-cerrado en K y es inmediato que K,, = U,, por
lo que K, es abierto-cerrado en K para cada n € N. Es evidente que la familia {K,, : n € w}
es disjunta.

Para ver que K = J,,,, K, tomemos cualquier z € K\ Ko; si z = X{a,} Para algun numero
natural n, entonces x € K,,. En caso contrario, existen ¢, s € supp(x) tales que 7(t) < 7(s).
Como z € Y, existe B € A tal que {t,s} C B; existe un tnico n € N tal que
an € B. Se sigue de (8) que A € A, para cada A € A con {t,s} C A. El conjunto
O ={y e K :y(t)=y(s) =1} es abierto en K y xz € O, por lo que x € Y NO. Pero
YNO={xa:A€ Ay {t,s} C A} CY,,asi quez € Y,, = K,. Por lo tanto, K = {J,,c,, Kn-
Ahora fijemos m € N; para probar que K, es homeomorfo a un subespacio cerrado de
(A(c))“, consideremos al conjunto R = J{supp(z) : = € K} = U{supp(z) : x € Y;,,}.
Para cada t = (a,7) € R existe A € A tal que {a,,t} C A, por lo que se sigue de (8)
que el conjunto A’ N771([0,a]) es el mismo para cada A’ € A, con t € A’. Enton-
ces el nimero u(t) = |AN 7 1([0,a])| esta bien definido y sélo depende de t. Hagamos
R, = {t € R: u(t) = n} para cada n € N. Entonces R = [J{R,, : n € N} y la familia
{R;,, : n € N} es disjunta. Ademds,

(10) |supp(x) N Ry| <1 para cada x € K, y n € N.

Como Y, es denso en K, es suficiente demostrar (10) para cada x € Y,,,. Supongamos que
z €Yy, t,s € supp(x) mientras o = 7(t) < f =7(s) y {t,s} C R,,. El conjunto A = supp(x)
pertenece a A,,; hagamos B = AN~ 1([0,]) y C = An7~1([0,q]). Se sigue de s € ANR,
que |B| = n; puesto que t € Ry, tenemos que |C| = n, lo que es imposible porque By C son
conjuntos finitos y distintos con C' C B. Esta contradicciéon muestra que la condicién (10) se
satisface.

Denotemos por 7g : DT — DF la proyeccién de DT sobre su cara DF; andlogamente para
cada n € N, denotemos por 7, a la proyeccién de DT sobre su cara Df». Es facil ver que
TR|Km : Km — mr(K,) es un homeomorfismo. Ademés, mr(K,,) es homeomorfo a un sub-
conjunto cerrado del producto [[{7g, (K) : n € N}. Dado t € R, sea v; € D? la funcién
caracteristica de {t} y denotemos por w,, a la funcién cuyo valor es cero en cada punto de R,,.
Por la propiedad (10), para cada n € N tenemos que g, (Kp,) C L, = {w,} U{1y : t € R, }.
Puesto que cada L,, puede ser encajado en A(c) como un subespacio cerrado, el espacio K,,
se encaja en (A(c))* para todo m € w. Por lo tanto la propiedad (iii) queda demostrada. l

Ejemplo 2.4.11. Sea K el espacio compacto cuya existencia se demostro en el Teorema
2.4.10. La propiedad (i) del Teorema 2.4.10 establece que C)(K) is K-analitico. La propiedad
(ii) del Teorema 2.4.10 junto con el Teorema 2.4.4 implican que existe un punto = € K tal
que K\{z} es pseudocompacto y K es la extensién de Stone-Cech de K\{z}. Por [Tk7,
Fact 19, S.351], el espacio K no es un compacto de Eberlein, es decir, C,(K) no tiene un
subconjunto denso o-compacto.

Sea P = K\{z}. El mapeo restriccién mp : Cp(K) — Cp(P) es sobreyectivo por lo que
Z = Cp(P) es un espacio K-analitico y por lo tanto Lindel6f ¥. Como P se encaja en

63



Cp(Z), vemos que un espacio pseudocompacto de Cp,(Z) donde Z es Lindeldf ¥, no necesita
ser compacto. De modo que la conclusion del Teorema 2.2.16 no es valida cuando Y es
pseudocompacto. Por otro lado, del teorema de Grothendieck (véase [Gro]) se sigue que si
X es compacto y Y C Cp(X) es pseudocompacto, entonces Y es un compacto de Eberlein.
Aqui vemos una diferencia muy fina entre los espacios que se encajan en Cp(X) para X
compacto y los que se encajan en Cp(L) donde L es un espacio Lindelf 3.
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Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se estudié la propiedad Lindeldf ¥ tanto en espacios topoldgicos generales co-
mo en espacios de funciones con la topologia de la convergencia puntual con el propdsito
de presentar generalizaciones de varios resultados cldsicos sobre espacios compactos a los
espacios Lindelof . En el caso de los espacios generales presentamos catorce definiciones
equivalentes a la propiedad Lindelof X, con lo que pudimos apreciar entre otras cosas, que
dicha propiedad generaliza los conceptos de compacidad y K-analiticidad. Se vio que todo
espacio Lindelof Y es un D-espacio y cualquier producto de espacios Lindel6f X es estable,
mismos que son resultados de Buzyakova y Arhangel’skii respectivamente; cabe mencionar
que ambas propiedades tienen una demostracion facil en el caso de espacios compactos, pero
presentan cierta dificultad para los espacios Lindel6f .

Se presentaron algunas condiciones para determinar cuando un espacio Lindelof ¥ tiene peso
de red numerable, como los teoremas de Gruenhage en los que se establece que todo espacio
Lindelof ¥ con diagonal G tiene peso de red numerable y bajo la Hipétesis del Continuo,
todo espacio Lindelof ¥ con diagonal pequeiia tiene peso de red numerable. Ademas, se de-
mostré un teorema de Hodel que estipula que un espacio es hereditariamente Lindelof ¥ si
y s0lo si tiene peso de red numerable.

En el caso de los espacios de funciones se vio el teorema de Okunev sobre la t-invariabilidad de
la o-compacidad, K-analiticidad y la propiedad Lindel6f 3. Se presenté también el teorema
de Baturov sobre la igualdad entre el extent y el nimero de Lindel6f de cualquier subespacio
de Cp(X) si X es Lindel6f ¥; dicho resultado es una generalizacién de un teorema clasico
de Grothendieck, por lo que tiene muchas aplicaciones en Andlisis Funcional y Topologia.
En esta tesis se encuentra otro resultado famoso de Okunev sobre la propiedad Lindel6f 3
de Cp(Y') cuando Y C Cp(X) y X es Lindelof ¥ y un teorema de Tkachuk que da una
descripcién completa de la distribucién de la propiedad Lindel6f X en espacios de funciones
iterados. El tltimo resultado es un sobresaliente ejemplo de Reznichenko de un compacto
de Talagrand que es una unién numerable de compactos de Eberlein, que falla en ser un
compacto de Eberlein. De este resultado se sigue que existe una diferencia muy fina entre
los espacios que se encajan en Cp(X) cuando X es compacto 6 Lindeléf ¥. Dicho ejemplo
también tiene muchas otras aplicacidénes tanto en Analisis Funcional como en Topologia.

A continuacién se presentan siete problemas abiertos con temas relacionados a los resultados
que se expusieron en esta tesis:

1) Supongamos que v(Cp(X)) es un espacio Lindeléf ¥. jEs cierto que v(Cp(Cp(X))) es
Lindelof X7

2) Supongamos que X es un espacio Lindel6f ¥ con un unico punto no aislado. ;Debe
Cp(X) ser Lindelof 37

3) Supongamos que s(X) = w y CpCy(X) es un espacio Lindel6f X. ;Debe el espacio X
tener peso de red numerable?

4) Supongamos que Cp(X) es un espacio Lindeléf ¥ y ¢(X) = w (o incluso x(X) = w).
.Es cierto que | X| < ¢?
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5) Se sabe que Cp(X) se encaja en un espacio Lindel6f ¥ de estrechez numerable. ;Debe
X ser Lindelof %7

6) Supongamos que Cp(X) es Lindelof ¥. ;Es cierto que cada Y C Cp(X) es metalindel6f?

7) Supongamos que Cp,(X) es Lindelof X. jEs cierto que cada Y C Cp(X) es un D-espacio?
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