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1.4. Espacios hereditariamente Lindelöf Σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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2.1. La propiedad Lindelöf Σ es t-invariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.2. Extent en espacios Cp(X) y sus subespacios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Resumen

En esta tesis se estudia la propiedad Lindelöf Σ en espacios topológicos generales y en
espacios de funciones con la topoloǵıa de la convergencia puntual con el propósito de presentar
generalizaciones de varios resultados clásicos sobre espacios compactos a los espacios Lindelöf
Σ. La tesis tiene dos caṕıtulos divididos en ocho secciones y cada sección presenta un resultado
importante en la teoŕıa de los espacios Lindelöf Σ.
El resultado principal de esta tesis es un famoso ejemplo de Reznichenko de un compacto de
Talagrand K tal que K = β(K\{x}) para algún punto x ∈ K. Este ejemplo tiene muchas
aplicaciones tanto en Topoloǵıa como Anaĺısis Funcional. El compacto de Reznichenko es
un compacto de Talagrand y una unión numerable de compactos de Eberlein sin ser un
compacto de Eberlein.
Una peculiaridad histórica es que Reznichenko nunca publicó su ejemplo. Los topólogos
aprendieron sus propiedades de un manuscrito que circuló por más de veinte años antes de
que fuera descrito en una monograf́ıa sobre Anaĺısis Funcional.
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Introducción

Los conjuntos anaĺıticos, esto es, imágenes continuas del espacio ωω, constituyen una de las
nociones centrales en la Teoŕıa Descriptiva de Conjuntos. La cumbre en el desarrollo de la
teoŕıa de conjuntos anaĺıticos fue a comienzos del siglo XX cuando fueron publicados trabajos
respectivos de Lebesgue, Alexandroff, Hausdorff, Souslin y Luzin.

En la segunda mitad del siglo XX especialistas en la teoŕıa descriptiva de conjuntos observa-
ron que una generalización natural a este concepto es considerar imágenes de ωω bajo mapeos
superiormente semicontinuos, dando origen entre otras a la clase de los espacios K-anaĺıticos.
En Análisis Funcional los espacios de Banach débilmente compactamente generados, abre-
viado WCG (weakly compactly generated Banach spaces), fueron intensamente estudiados a
finales de la década de los sesenta y a principios de la década de los setenta en el siglo pasa-
do. Los espacios K-anaĺıticos resultaron ser de importancia en el Análisis Funcional después
de que Talagrand demostró que cada espacio WCG es K-anaĺıtico con la topoloǵıa débil [Ta].

El siguiente paso natural fue considerar imágenes de subconjuntos arbitrarios de ωω bajo
mapeos superiormente semicontinuos; en el Análisis Funcional la generalización correspon-
diente al concepto de K-analiticidad son los espacios numerablemente K-determinados. Más
o menos al mismo tiempo la lógica interna en el desarrollo de la topoloǵıa atrajo la atención
de los topológos a la misma clase.

La noción de espacio Σ la introdujo Nagami en 1969 [Na] y vino a unificar algunas de las
investigaciones que se hicieron en esa década alrededor del problema que representaba el
encontrar una clase de espacios topológicos que tuviera las propiedades suficientemente bue-
nas como para que, entre otras cosas, la paracompacidad fuera preservada bajo productos
de elementos de la clase. Pronto fue evidente que la clase de espacios Σ con la propiedad
Lindelöf (esto es, la clase de espacios Lindelöf Σ) merećıa atención especial pues coincide
con la clase de espacios numerablemente K-determinados. Desde entonces los espacios Lin-
delöf Σ ocupan un lugar importante en Topoloǵıa aśı como en Análisis Funcional, Algebra
Topológica y Teoŕıa Descriptiva de Conjuntos.

La clase de espacios Lindelöf Σ se puede caracterizar como la mı́nima que contiene a los espa-
cios compactos, los espacios segundo numerables, y es invariante bajo subespacios cerrados,
mapeos continuos y productos finitos. El propósito de esta tesis es presentar generalizaciones
de varios resultados clásicos sobre espacios compactos a los espacios Lindelöf Σ. Una muestra
de la importancia de una noción topológica es el número de definiciones equivalentes para
ella. Fácilmente se pueden encontrar diez o más equivalencias para la compacidad, pero si un
concepto es de poco uso es dif́ıcil encontrar dos. La propiedad Lindelöf Σ no es una excepción.

La tesis consta de dos caṕıtulos cada uno dividido en cuatro secciones y cada sección presenta
al menos un resultado importante en la teoŕıa de espacios Lindelöf Σ. En el primer caṕıtulo
se estudia la propiedad Lindelöf Σ en espacios generales.
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En la sección 1.1 se presentarán catorce definiciones equivalentes a la propiedad Lindelöf Σ
con demostraciónes completas. Además se probará que esta clase de espacios es invariante
bajo uniones, intersecciones y productos numerables.

La sección 1.2 contiene un resultado de Buzyakova que establece que todo espacio Lindelöf
Σ es un D-espacio y un teorema de Arhangel’skii en el que se prueba que cualquier pro-
ducto y cualquier σ-producto de espacios Lindelöf Σ es estable; además, veremos que todo
Σ-producto de espacios Lindelöf Σ es ω-estable.

En la sección 1.3 se demuestra un teorema de Chaber que establece que todo espacio Lindelöf
Σ con una base punto-numerable, es segundo numerable. Se presenta un resultado de Shapi-
rovsky que prueba que si X es un espacio compacto con π-carácter no numerable, entonces
el espacio Dω1 es una imagen continua de algún subespacio cerrado de X. Bajo la Hipótesis
del Continuo se demuestra un teorema de Juhász y Szentmiklóssy que establece que todo
espacio compacto con diagonal pequeña es metrizable y un teorema de Gruenhage que dice
que todo espacio Lindelöf Σ con diagonal pequeña tiene peso de red numerable.

La sección 1.4 finaliza el caṕıtulo 1. Se presenta un resultado de Gruenhage que establece
que todo espacio Lindelöf Σ con diagonal Gδ tiene peso de red numerable. Probaremos que
cualquier espacio hereditariamente Lindelöf tiene cardinalidad a lo más c mismo que es un
teorema perteneciente a de Groot. El resultado principal de esta sección es el teorema de Ho-
del en el cual se prueba que un espacio es hereditariamente Lindelöf Σ si y sólo si tiene peso
de red numerable. Como un resultado auxiliar se demostrará el teorema de Uspensky que es-
tablece que si X es un espacio disperso, entonces el número de Lindelöf de la ω-modificación
de X es menor o igual que el número de Lindelöf de X.

En el segundo caṕıtulo se estudia la propiedad Lindelöf Σ en espacios de funciones con la
topoloǵıa de la convergencia puntual.

La sección 2.1 introduce la relación de t-equivalencia y algunas propiedades t-invariantes. El
teorema principal de esta sección es un resultado de Okunev que establece que la σ-compa-
cidad, la K-analiticidad y la propiedad Lindelöf Σ son propiedades t-invariantes.

En la sección 2.2 se demostrará que todo espacio metalindelöf con extent numerable es un
espacio de Lindelöf. Presentamos una demostración completa del teorema de Baturov que
establece que ext(Y ) = l(Y ) para cualquier subespacio Y de Cp(X) donde X es un espacio
Lindelöf Σ; dicho enunciado es una generalización de un teorema clásico de Grothendieck
por lo cual tiene numerosas aplicaciones en Análisis Funcional y Topoloǵıa.

La sección 2.3 contiene un Teorema de Uspenkij que establece que si X es Lindelöf Σ, en-
tonces existe un espacio Y con la propiedad Lindelöf Σ para el cual Cp(X) ⊆ Y ⊆ RX .
El resultado principal de esta sección es un teorema de Okunev sobre la condición Lindelöf
Σ de Cp(Y ) cuando X y Y ⊆ Cp(X) son espacios Lindelöf Σ. Concluimos la sección con
dos teoremas de Tkachuk en los cuales se prueba que si Cp(X) es Lindelöf Σ, entonces los
espacios de funciones iterados Cp,2n+1(X) y Cp,2n(υX) son Lindelöf Σ para todo n.

La sección 2.4 finaliza el caṕıtulo 2. Se presenta un resultado de Talagrand que establece
que si X es un espacio compacto y T ⊆ Cp(X) es K-anaĺıtico que separa los puntos de
X, entonces Cp(X) es un espacio K-anaĺıtico. El resultado principal de esta sección es el
ejemplo de Reznichenko de un espacio compacto K que no es Eberlein mientras Cp(K) es
K-anaĺıtico y existe un punto no aislado x ∈ K tal que K\{x} es pseudocompacto y por lo
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tanto K es canónicamente homeomorfo a β(K\{x}).
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por su minuciosa supervisión y paciencia. A mis padres y al pueblo de México.
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Caṕıtulo 1

La propiedad Lindelöf Σ en espacios
generales

El primer caṕıtulo consiste de cuatro secciónes. En la sección número uno comenzaremos de-
finiendo la propiedad Lindelöf Σ, la cual es una generalización del concepto de compacidad.
Presentaremos catorce definiciones equivalentes a la propiedad Lindelöf Σ con demostració-
nes completas.

En la segunda sección demostramos un resultado de Buzyakova sobre la relación entre es-
pacios Lindelöf Σ y D-espacios, aśı como un teorema de Arhangel’skii que establece que
cualquier producto de espacios Lindelöf Σ es estable.

La sección número tres contiene un teorema de Chaber sobre los espacios Lindelöf Σ con
bases punto-numerables, aśı como dos teoremas de Shapirovsky que establecen condiciones
suficientes para que un subconjunto cerrado de un espacio compacto se mapee continuamen-
te sobre un cubo de Cantor. Bajo la Hipótesis del Continuo, demostramos el teorema de
Juhász y Szentmiklóssy sobre la estrechez de un espacio compacto con diagonal pequeña y
el resultado principal de esta sección, un teorema de Gruenhage sobre el peso de red de un
espacio Lindelöf Σ con diagonal pequeña.

La parte final del caṕıtulo es la sección 4, en la cual presentaremos un resultado de Gruenhage
que establece que todo espacio Lindelöf Σ con diagonal Gδ tiene peso de red numerable.
Probaremos que cualquier espacio hereditariamente Lindelöf tiene cardinalidad a lo más c
lo cual es un teorema perteneciente a de Groot. El resultado principal de esta sección es el
teorema de Hodel sobre los espacios hereditariamente Lindelöf Σ. Como un resultado auxiliar
se va a demostrar el teorema de Uspensky del número de Lindelöf de la ω-modificación de
un espacio disperso.
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1.1. Catorce definiciones equivalentes de la propiedad
Lindelöf Σ

En esta sección definiremos la propiedad Lindelöf Σ, la cual es una generalización del concep-
to de compacidad. Presentaremos catorce definiciones equivalentes a la propiedad Lindelöf
Σ con demostraciónes completas. Se probará que esta clase de espacios es invariante bajo
subconjuntos cerrados, imagenes continuas, uniones y productos numerables.

En este texto la palabra “espacio” significara “espacio de Tychonoff”. Dado un espacio X de-
notaremos su topoloǵıa por τ(X) y a la familia de todos los subconjuntos de X por exp(X);
definamos τ∗(X) = τ(X)\{∅} y τ(A,X) = {U ∈ τ(X) : A ⊆ U} para cada A ⊆ X. Si
A = {x} escribiremos τ(x,X) en lugar de τ({x}, X). Una red N para X es una familia de
subconjuntos de X tal que para cada x ∈ X y U ∈ τ(x,X) existe N ∈ N para el cual
x ∈ N ⊆ U . El peso de red de X lo definimos como min{|N | : N es una red para X}+ω y lo
denotamos por nw(X). Dado un conjunto A y un cardinal κ sean [A]κ = {B ⊆ A : |B| = κ},
[A]<κ = {B ⊆ A : |B| < κ} y [A]≤κ = [A]κ ∪ [A]<κ.

Definición 1.1.1. Sea X un espacio. Dadas dos familias A,B ⊆ exp(X), diremos que A es
una red con respecto a B si para cada B ∈ B y U ∈ τ(B,X) existe A ∈ A tal que B ⊆ A ⊆ U .

Definición 1.1.2. Una familia K ⊆ exp(X) es cubierta compacta de X si cada elemento de
K es compacto y X =

⋃
K.

Definición 1.1.3. Un espacio se llama Lindelöf Σ si tiene una cubierta compacta para la
cual existe una red numerable.

Proposición 1.1.4. (a) Todo espacio σ-compacto es Lindelöf Σ.
(b) Todo espacio con peso de red numerable es Lindelöf Σ.

Demostración. Sea X un espacio. Supongamos primero que X es σ-compacto, es decir
X =

⋃
n<ωXn, donde Xn es un subconjunto compacto de X para cada n < ω. La familia

K = {Xn : n < ω} es una cubierta compacta de X y una red numerable con respecto a
śı misma. Lo anterior demuestra que X es Lindelöf Σ.
Supongamos ahora que N es una red numerable en X. La familia K = {{x} : x ∈ X} es una
cubierta compacta de X y N es una red numerable con respecto a K. Por consiguiente, el
espacio X es Lindelöf Σ. �

Corolario 1.1.5. (a) Todo espacio compacto es Lindelöf Σ.
(b) Todo espacio segundo numerable es Lindelöf Σ.

Proposición 1.1.6. Todo espacio Lindelöf Σ es Lindelöf.

Demostración. Sea X un espacio Lindelöf Σ y U una cubierta abierta de X. Existe una
cubierta compacta C de X y una red numerable R con respecto a C. Consideremos a las
familias F = {F ∈ R : existe UF ∈ [U ]<ω tal que F ⊆

⋃
UF } y U∗ =

⋃
{UF : F ∈ F}. Es

claro que |U∗| ≤ ω y U∗ ⊆ U , por lo que basta demostrar que U∗ es una cubierta de X.
Dado x ∈ X, existe C ∈ C tal que x ∈ C. Por la compacidad de C existe una familia finita
V ⊆ U tal que C ⊆

⋃
V. Sea F ∈ R tal que C ⊆ F ⊆

⋃
V; entonces F ∈ F y por tanto,

x ∈ C ⊆ F ⊆
⋃
UF ⊆

⋃
U∗. Lo anterior implica que U∗ es una cubierta de X. �

Proposición 1.1.7. (a) La imagen de un espacio Lindelöf Σ bajo un mapeo continuo es un

2



espacio Lindelöf Σ.
(b) Los subconjuntos cerrados de espacios Lindelöf Σ, son también espacios Lindelöf Σ.
(c) La propiedad de ser un espacio Lindelöf Σ se conserva bajo productos finitos.

Demostración. (a) Sea X un espacio Lindelöf Σ y f : X → Y un mapeo continuo y so-
breyectivo. Existe una cubierta compacta C de X y una red numerable R con respecto a C.
Por la continuidad de f , la familia K = {f(C) : C ∈ C} es una cubierta compacta de Y .
Para demostrar que Y es un espacio Lindelöf Σ, basta comprobar que la familia numerable
V = {f(R) : R ∈ R} es una red con respecto a U .
Sean K ∈ K y W ∈ τ(K,Y ); existe C ∈ C tal que f(C) = K. El conjunto f−1(W ) es una
vecindad de C en X, por lo cual existe R ∈ R tal que C ⊆ R ⊆ f−1(W ). Esto demuestra
que K ⊆ f(R) ⊆W y f(R) ∈ V. Por lo tanto V es una red con respecto a U .

(b) Sea X un espacio Lindelöf Σ y F un subespacio cerrado de X. Existe una cubierta
compacta C de X y una red numerable R con respecto a C. La familia CF = {C ∩F : C ∈ C}
es una cubierta compacta de F . Basta demostrar que la familia RF = {R ∩ F : R ∈ R} es
una red con respecto a CF .
Supongamos que C ∩ F ∈ CF y U ∈ τ(C ∩ F, F ); existe V ∈ τ(X) tal que V ∩ F = U .
El conjunto V ∪ (X\F ) es una vecindad abierta de C en X aśı que existe R ∈ R tal que
C ⊆ R ⊆ V ∪ (X\F ). Lo anterior implica que C ∩ F ⊆ R ∩ F ⊆ V ∩ F = U mientras que
R ∩ F ∈ RF . Por consiguiente, RF es una red con respecto a CF .

(c) Es claro que basta demostrar que el producto de dos espacios Lindelöf Σ es Lindelöf Σ.
Sean X y Y espacios Lindelöf Σ. Existe una cubierta compacta C1 de X y una red numerable
R1 con respecto a C1, aśı como una cubierta compacta C2 de Y y una red numerable R2 con
respecto a C2. La familia C = {C1 × C2 : C1 ∈ C1 y C2 ∈ C2} es una cubierta compacta de
X × Y y R = {R1×R2 : R1 ∈ R1 y R2 ∈ R2} es numerable. Basta demostrar que R es una
red con respecto a C.
Sean C1 × C2 ∈ C y W ∈ τ(C1 × C2, X × Y ); por la compacidad de C1 y C2 existen
U ∈ τ(C1, X) y V ∈ τ(C2, Y ) tales que C1 × C2 ⊆ U × V ⊆ W [Tk7, Fact 3, S.271].
Existen R1 ∈ R1 y R2 ∈ R2 tales que C1 ⊆ R1 ⊆ U y C2 ⊆ R2 ⊆ V , y en consecuencia,
C1 × C2 ⊆ R1 ×R2 ⊆ U × V ⊆W . Por consiguiente, R es una red con respecto a C. �

La propiedad Lindelöf Σ también es invariante bajo productos numerables como veremos
más adelante.

1.1.8 Ejemplo. La recta de Sorgenfrey S es un espacio Lindelöf mientras que el plano de
Sorgenfrey S × S no lo es. De modo que la Proposición 1.1.7 (c) muestra que la recta de
Sorgenfrey no es un espacio Lindelöf Σ.

Dado un conjunto X y dos subconjuntos disjuntos A,B de X, diremos que una familia
F ⊆ exp(X) separa A de B si para cada a ∈ A y b ∈ B existe F ∈ F tal que a ∈ F y b /∈ F .
Para cada familia A ⊆ exp(X), denotaremos a la colección {

⋂
B : B ⊆ A y |B| < ω}\{∅}

por
∧
A.

Teorema 1.1.9. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo espacio X:
(a) X es un espacio Lindelöf Σ;
(b) existe una familia numerable de subconjuntos cerrados de X que es una red con respecto

a una cubierta compacta de X.
(c) para cada compactificación bX del espacio X, existe una familia numerable de subcon-

juntos compactos de bX que separa a X del residuo bX\X;
(d) para cada compactificación bX del espacio X, existe una familia numerable de subespa-

cios Lindelöf Σ de bX que separa a X del residuo bX\X;
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(e) existe una familia numerable de subespacios compactos de βX que separa a X del resi-
duo βX\X;

(f) existe una familia numerable de subespacios Lindelöf Σ de βX que separa a X del residuo
βX\X;

(g) existe una compactificación bX del espacio X y una familia numerable de subespa-
cios compactos de bX que separa a X del residuo bX\X;

(h) existe una compactificación bX del espacio X y una familia numerable de subespacios
Lindelöf Σ de bX que separa a X del residuo bX\X;

(i) existe un espacio Z del cual X es subespacio y una familia numerable de subespacios
compactos de Z que separa a X del residuo Z\X.

Demostración.(a)⇒(b) Existe una cubierta compacta C de X y una red numerable R con
respecto a C. Basta demostrar que {R : R ∈ R} es una red con respecto a C.
Consideremos C ∈ C y U ∈ τ(C,X). Por regularidad podemos encontrar V ∈ τ(X) tal que
C ⊆ V ⊆ V ⊆ U . Escojamos R ∈ R tal que C ⊆ R ⊆ V ; entonces, C ⊆ R ⊆ V ⊆ U . Por lo
tanto {R : R ∈ R} es una red con respecto a C.

(b)⇒(c) Consideremos una compactificación bX de X, una cubierta compacta C de X y

una red numerable R ⊆ exp(X) con respecto a C. Sea F = {RbX : R ∈ R}, donde R
bX

es
la cerradura de R en el espacio bX. Es claro que la familia F es numerable y sus elementos
son compactos. Basta demostrar que F separa a X de bX\X.
Escojamos x ∈ X y y ∈ bX\X. Existe C ∈ C tal que x ∈ C; el subespacio C al ser compacto

es cerrado en bX. Por la regularidad de bX existe O ∈ τ(C, bX) tal que y /∈ ObX . Tomemos

R ∈ R tal que C ⊆ R ⊆ O ∩ X. Entonces x ∈ C ⊆ R ⊆ R
bX ⊆ O

bX ⊆ bX\{y}. Por
consiguiente F separa a X de bX\X.

(c)⇒(d) Trivial.

(c)⇒(e) Trivial.

(e)⇒(g) Trivial.

(d)⇒(f) Trivial.

(f)⇒(h) Trivial.

(g)⇒(h) Sea F una familia numerable de subespacios compactos de bX que separa a X de
bX\X. Puesto que cada espacio compacto es Lindelöf Σ (ver el Corolario 1.1.5 (a)), cada
elemento de F es Lindelöf Σ. Por lo tanto, la familia F consta de subconjuntos Lindelöf Σ
de bX que separa X de bX\X.

(h)⇒(i) Sea bX una compactificación de X y una familia numerable L de subespacios

Lindelöf Σ de bX que separa a X de bX\X. Para cada L ∈ L, el espacio L
bX

es una
compactificación de L. Puesto que cada elemento de L es Lindelöf Σ y ya se ha demostrado
que (a) implica (c), se sigue que para cada L ∈ L existe una familia CL de subespacios

compactos de L
bX

que separa a L de L
bX\L. La familia C =

⋃
{CL : L ∈ L} es numerable y

consta de subespacios compactos de bX. Demostraremos que C separa a X de bX\X.
Escojamos x ∈ X y y ∈ bX\X. Existe L ∈ L tal que x ∈ L y y /∈ L.

• Si y /∈ LbX , tomemos cualquier C ∈ CL ⊆ C tal que x ∈ C.

• Si y ∈ LbX , entonces y ∈ LbX\L. Tomemos C ∈ CL ⊆ C tal que x ∈ C y y /∈ C.
En cualquier caso podemos encontrar C ∈ CL ⊆ C tal que x ∈ C y y /∈ C. Por lo tanto C
separa a X de bX\X. Finalmente, basta tomar Z = bX.

(i)⇒(a) Sea una C familia numerable de subespacios compactos de Z que separa X de Z\X.
Tomemos cualquier numeración {Cn : n ∈ N} de C. Para todo x ∈ X y y ∈ Z\X escojamos
un número natural n(x, y) tal que x ∈ Cn(x,y) y y /∈ Cn(x,y). Para cada x ∈ X hagamos
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N(x) = {n(x, y) : y ∈ Z\X} y Ax =
⋂
{Cn : n ∈ N(x)}; es claro que Ax es compacto y

Ax ⊆ X. La familia A = {Ax : x ∈ X} es una cubierta compacta de X. Para demostrar que
X es un espacio Lindelöf Σ, basta probar que B =

∧
{C∩X : C ∈ C} es una red con respecto

a A. Sean A ∈ A y U ∈ τ(A,X). Existe x ∈ X tal que A = Ax =
⋂
{Cn : n ∈ N(x)}.

Tomemos V ∈ τ(Z) tal que V ∩X = U .
Consideremos a la familia F = {(

⋂
{Cn : n ∈ N(x) y n ≤ m})\V : minN(x) ≤ m < ω}. Si

todos los elementos de F son no vaćıos, entonces F es una familia centrada de subespacios
cerrados de CminN(x) y por tanto ∅ 6=

⋂
F ⊆ A\V = ∅ lo que es una contradicción [Tk7,

Fact 1, S.326], por lo cual existe m ≥ minN(x) tal que
⋂
{Cn : n ≤ m y n ∈ N(x)} ⊆ V .

Finalmente, A =
⋂
{Cn ∩X : n ∈ N(x)} ⊆

⋂
{Cn ∩X : n ≤ m y n ∈ N(x)} ⊆ V ∩X = U

con
⋂
{Cn∩X : n ≤ m y n ∈ N(x)} ∈ B, lo cual muestra que B es una red con respecto aA. �

Teorema 1.1.10. Si X es un espacio segundo numerable, entonces para toda compactifica-
ción bX de X, el residuo bX\X es un espacio Lindelöf Σ. En particular βX\X es un espacio
Lindelöf Σ.

Demostración. Sea B una base numerable de X. Para cada B ∈ B existe UB ∈ τ(bX) tal
que UB ∩X = B. La familia F = {bX\UB : B ∈ B} es numerable y consta de compactos.
Por el Teorema 1.1.9 (f) basta demostrar que F separa a Y = bX\X de X.
Sean y ∈ Y y x ∈ X. Existe V ∈ τ(bX) tal que y /∈ V y x ∈ V , donde V es la cerradura de
V en bX. Sea B ∈ B tal que x ∈ B = UB ∩X ⊆ V ∩X. Como X es denso en bX se tiene
que UB = UB ∩X ⊆ V ∩X ⊆ V [Tk7, Fact 1, S.271], por lo cual y ∈ bX\UB ⊆ bX\UB. Si
F = bX\UB, entonces para F ∈ F tenemos que y ∈ F y x /∈ F . Por lo tanto, la familia F
separa a Y de X. �

Definición 1.1.11. Dados espacios X y Y , un mapeo p : X → exp(Y ) se llama multivalua-
do; en este caso escribiremos p : X → Y en lugar de p : X → exp(Y ). Diremos que un mapeo
multivaluado p : X → Y es sobreyectivo si p(X) =

⋃
{p(x) : x ∈ X} = Y ; el mapeo p se

llamara compacto-valuado si para cada x ∈ X el subespacio p(x) es compacto, y será supe-
riormente semicontinuo si para cada U ∈ τ(Y ) el subespacio p−1(U) = {x ∈ X : p(x) ⊆ U}
es abierto en X.
Para abreviar la frase “p : X → Y es un mapeo superiormente semicontinuo compacto-
valuado y sobreyectivo”, diremos que p es un mapeo USCO.

Teorema 1.1.12. Dados espacios X y Y , un mapeo USCO p : X → Y y un subespacio
K ⊆ X tenemos las siguientes propiedades:
(a) Si K es compacto, entonces p(K) es compacto;
(b) Si K es Lindelöf Σ, entonces p(K) es Lindelöf Σ;
(c) l(Y ) 6 l(X), donde l(X) y l(Y ) son los números de Lindelöf de X y Y respectiva-

mente.

Demostración. (a) Sea U una cubierta abierta de p(K) =
⋃
{p(x) : x ∈ K}. Para cada

x ∈ K, puesto que p(x) es compacto, existe una familia finita Ux ⊆ U tal que p(x) ⊆
⋃
Ux.

La familia V = {p−1(
⋃
Ux) : x ∈ K} consta de abiertos en X y

K ⊆ {y ∈ X : p(y) ⊆
⋃
Ux para algún x ∈ K} =

⋃
x∈K{y ∈ X : p(y) ⊆

⋃
Ux}

=
⋃
x∈K p

−1(
⋃
Ux) =

⋃
V,

por lo que V es una cubierta abierta de K. Por compacidad existen x1, . . . , xn ∈ K tales que
K ⊆

⋃
m≤n p

−1(
⋃
Uxm). Finalmente

p(K) ⊆ p(
⋃
m≤n p

−1(
⋃
Uxm)) ⊆

⋃
m≤n p(p

−1(
⋃
Uxm)) ⊆

⋃
m≤n

⋃
Uxm ,

donde
⋃
m≤n

⋃
Uxm ⊆ U es una subcubierta finita de p(K).
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(b) Sea C una cubierta compacta de K y R una red numerable con respecto a C. Resulta
que la familia A = {p(C) : C ∈ C} es una cubierta compacta de p(K) y B = {p(R) : R ∈ R}
es una red numerable con respecto a A.
Para ver que A es una cubierta compacta de p(K), basta aplicar (a) y observar que p(K) =
p(
⋃
C) =

⋃
{p(C) : C ∈ C} =

⋃
A.

Es claro que B es numerable, aśı que resta ver que B es una red con respecto a A. Sean
A ∈ A y U ∈ τ(A, p(K)). Existe V ∈ τ(Y ) tal que V ∩ p(K) = U y C ∈ C tal que A = p(C).
Se tiene que C ⊆ p−1(p(C)) = p−1(A) ⊆ p−1(V ) ∈ τ(X) por lo cual existe R ∈ R tal que
C ⊆ R ⊆ K ∩ p−1(V ). Entonces, p(R) ∈ B y

A = p(C) ⊆ p(R) ⊆ p(K ∩ p−1(V )) ⊆ p(K) ∩ p(p−1(V )) ⊆ p(K) ∩ V = U .

Lo anterior demuestra que B es una red con respecto a A.

(c) Sea U una cubierta abierta de Y . Para cada x ∈ X sea Ux ⊆ U una familia finita
tal que p(x) ⊆

⋃
Ux. La familia V = {p−1(

⋃
Ux) : x ∈ X} es una cubierta abierta de X.

Existe A ⊆ X tal que |A| ≤ l(X) y {p−1(
⋃
Ux) : x ∈ A} es una cubierta de X. Luego

Y = p(X) = p(
⋃
x∈A p

−1(
⋃
Ux)) =

⋃
x∈A p(p

−1(
⋃
Ux)) ⊆

⋃
x∈A

⋃
Ux =

⋃
(
⋃
x∈A Ux), por lo

que
⋃
x∈A Ux es una subcubierta de U y |

⋃
x∈A Ux| ≤ |A| · sup{|Ux| : x ∈ A} ≤ l(X). Esto

muestra que l(Y ) ≤ l(X). �

Un mapeo continuo y sobreyectivo f : X → Y se llama perfecto si f es un mapeo cerrado y
para cada y ∈ Y , la fibra f−1(y) es un subespacio compacto de X.

Proposición 1.1.13. Sea f : X → Y un mapeo perfecto.
(a) El mapeo multivaluado p : Y → X definido por p(y) = f−1(y) para cada y ∈ Y , es

un mapeo USCO.
(b) Si F ⊆ X es un subespacio cerrado, entonces f |F : F → f(F ) es un mapeo perfecto,

donde f |F es la restricción de f al subespacio F .

Demostración. (a) Es inmediato que el mapeo p es multivaluado y compacto-valuado.
Veamos que p es superiormente semicontinuo. Si U ∈ τ(X), entonces

p−1(U) = {y ∈ Y : f−1(y) ⊆ U} = {y ∈ Y : f−1(y) ∩ (X\U) = ∅} = Y \f(X\U) ∈ τ(Y ),

por lo que p es superiormente semicontinuo.

(b) El mapeo f |F es continuo y sobreyectivo. Para cada y ∈ f(F ), el conjunto (f |F )−1(y) =
f−1(y) ∩ F es compacto puesto que f−1(y) ∩ F es cerrado en el compacto f−1(y). Si R es
cerrado en F , entonces R es cerrado en X, por lo que f |F (R) = f(R) es cerrado en f(F ). �

Proposición 1.1.14. Dados un espacio X y un espacio compacto K, la proyección natural
π : K ×X → X es un mapeo perfecto.

Demostración. Por ser una proyección el mapeo π es continuo, sobreyectivo y cada fibra
π−1(x) = K × {x} ' K es compacta. Basta demostrar que π mapea cerrados en cerrados.
Supongamos que F es un cerrado en K × X y x ∈ X\π(F ); el conjunto G = (K × X)\F
es abierto en K × X y contiene al subespacio compacto K × {x}. Para cada y ∈ K sean
U(y) ∈ τ(y,K) y V (y) ∈ τ(x,X) tales que U(y) × V (y) ⊆ G. Por la compacidad de K
existen y1, . . . , yn ∈ K para los cuales K × {x} ⊆

⋃
i≤n U(yi) × V (yi). Si V =

⋂
i≤n V (yi),

entonces K × {x} ⊆ K × V ⊆ G, por lo que V ∩ π(F ) = ∅. Lo anterior demuestra que π(F )
es cerrado en X. �

Dado un espacio X, una familia de espacios {Yt : t ∈ T} y un mapeo ft : X → Yt para cada
t ∈ T , sea f : X →

∏
t∈T Yt el mapeo definido por f(x)(t) = ft(x) para cada x ∈ X y t ∈ T .
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El mapeo f es llamado el producto diagonal de la familia F = {ft : t ∈ T} y lo denotamos
por 4t∈T ft o 4F . Si el mapeo ft es continuo para cada t ∈ T , entonces el mapeo 4t∈T ft
también es continuo.

Teorema 1.1.15. Dado un espacio X, un espacio Y es imagen de X bajo un mapeo per-
fecto si y sólo si existe un compacto K y un cerrado P ⊆ K × Y homeomorfo a X tal que
π(P ) = Y , donde π : K × Y → Y es la proyección natural.

Demostración. Obsérvese que π : K × Y → Y es un mapeo perfecto por la Proposición
1.1.14, luego π|P : P → π(P ) = Y es un mapeo perfecto por la Proposición 1.1.13 (b). Puesto
que X es homeomorfo a P , se sigue que X se mapea perfectamente sobre Y . Esto prueba la
suficiencia.
Para verificar la necesidad supongamos que f : X → Y es un mapeo perfecto. Asumamos
que X ⊆ βX y sea i : X → βX la función identidad. El mapeo h = i4 f : X → βX × Y
es continuo e inyectivo, puesto que la función i es inyectiva. Para ver que h : X → h(X) es
un homeomorfismo basta demostrar que h mapea subconjuntos cerrados de X en cerrados
de h(X).
Sea F cerrado en X. Existe un conjunto F ′ cerrado en βX tal que F = F ′∩X, lo que implica
que h(X)\h(F ) = ((βX\F ′) × Y ) ∩ h(X) ∈ τ(h(X)), por lo que h(F ) es cerrado en h(X).
Por lo tanto h : X → h(X) es un homeomorfismo. Sea P = h(X); puesto que el mapeo
f : X → Y es sobreyectivo, tenemos que π(P ) = Y . Para concluir demostraremos que P es
cerrado en βX × Y .
Sea (z, y) ∈ (βX×Y )\P ; se sigue que z /∈ f−1(y). Puesto que f−1(y) es compacto, es cerrado
en βX. Por la regularidad de βX existen conjuntos disjuntos U, V ∈ τ(βX) tales que z ∈ U
y f−1(y) ⊆ V . Puesto que f es un mapeo cerrado, el subconjunto f(X\V ) = f(X\(X ∩ V ))
es cerrado en Y , luego Y \f(X\V ) ∈ τ(Y ). Como f−1(y) ⊆ V , tenemos que y /∈ f(X\V )
y por tanto y ∈ Y \f(X\V ). Aśı U × (Y \f(X\V )) es una vecindad de (z, y). Veamos que
U × (Y \f(X\V )) no interseca a P .
Sea (z0, y0) ∈ U × (Y \f(X\V )). Si z0 ∈ βX\X, entonces (z0, y0) /∈ P . Si z0 ∈ X, entonces
f(z0) ∈ f(U ∩X) ⊆ f(X\V ), luego f(z0) 6= y0 ∈ Y \f(X\V ), por lo que (z0, y0) /∈ P . Por lo
tanto (U × (Y \f(X\V ))) ∩ P = ∅. �

Teorema 1.1.16. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo espacio X:
(a) X es un espacio Lindelöf Σ;
(b) Existe un mapeo USCO ϕ : P → X para algún subespacio P de ωω;
(c) Existe un mapeo USCO ϕ : M → X para algún espacio segundo numerable M ;
(d) Existe un espacio segundo numerable M y un compacto K tal que X es la imagen

continua de un subespacio cerrado de K ×M ;
(e) Existe un espacio segundo numerable N y un espacio Y tal que N es una imagen perfecta

de Y y X es una imagen continua de Y .

Demostración. (a)⇒(b) Sin pérdida de generalidad podemos asumir que X no es com-
pacto. Por el Teorema 1.1.9 (c) existe una familia C = {Cn : n < ω} de subconjuntos
compactos de K = βX que separan a X del residuo K\X. Consideremos al subespacio
P = {f ∈ ωω :

⋂
{Cf(n) : n ∈ ω} ⊆ X}. Para cada f ∈ P sea ϕ(f) =

⋂
{Cf(n) : n ∈ ω}; es

claro que el mapeo multivaluado ϕ : P → X es compacto-valuado.
Dado x ∈ X definamos f ∈ ωω como f(n) = n si x ∈ Cn y f(n) = min{m < ω : x ∈ Cm}
si x /∈ Cn. Entonces Ax = {n < ω : x ∈ Cn} = {f(n) : n < ω}. Puesto que C separa X
de K\X, el conjunto

⋂
{Cn : n ∈ Ax} está contenido en X y por tanto f ∈ P ; además

x ∈
⋂
{Cn : n ∈ Ax} = ϕ(f), por lo que ϕ(P ) = X, es decir, el mapeo ϕ es sobreyectivo.

Sean f ∈ P y U ∈ τ(ϕ(f), X). Puesto que todos los elementos de
⋂
{Cf(n) : n ∈ ω} son
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compactos y
⋂
{Cf(n) : n ∈ ω} ⊆ U , se sigue que

⋂
{Cf(n) : n ≤ m} ⊆ U para algún m < ω

[Tk7, Fact 1, S.256]. El conjunto W = {g ∈ P : g(n) = f(n) para cada n ≤ m} es abierto en
P y ϕ(G) ⊆ U , por lo que el mapeo ϕ es superiormente semicontinuo. Finalmente ϕ : P → X
es un mapeo USCO y P ⊆ ωω.

(b)⇒(c) Basta tomar M = P .

(c)⇒(d) El conjunto F =
⋃
{ϕ(t)× {t} : t ∈M} está contenido en βX ×M y si

π : βX×M → βX es la proyección natural, entonces π(F ) = X, por lo que X es una imagen
continua de F .
Probemos que F es cerrado en βX ×M . Sea (x, t) ∈ (βX ×M)\F ; se sigue que x /∈ ϕ(t),
por lo que existen conjuntos disjuntos U, V ∈ τ(βX) tales que x ∈ U y ϕ(t) ⊆ V . Puesto
que ϕ es superiormente semicontinua, existe W ∈ τ(t,M) tal que ϕ(W ) ⊆ V . Es claro que
(x, t) ∈ U ×W ⊆ (βX ×M)\F , aśı que F es cerrado en βX ×M .

(d)⇒(e) Sea Y un conjunto cerrado en K ×M tal que X es una imagen continua de Y .
Si π : K ×M → M es la proyección natural, entonces por la Proposición 1.1.14, el mapeo
π es perfecto. Por la Proposición 1.1.13, el mapeo π|Y : Y → π|Y (Y ) es también perfecto.
Hagamos N = π|Y (Y ) ⊆ M . Finalmente, el espacio segundo numerable N es una imagen
perfecta de Y y X es una imagen continua de Y .

(e)⇒(a) Por el Teorema 1.1.15, existe un espacio compacto K y un subespacio cerrado
P ⊆ K × N tal que P es homeomorfo a Y . Por el Corolario 1.1.5, los espacios K y N son
Lindelöf Σ. Por la Proposición 1.1.7 (c), el espacio K×N es un espacio Lindelöf Σ. De nuevo,
por la Proposición 1.1.7 (b) el espacio P al ser cerrado en K ×N , es Lindelöf Σ. El espacio
Y , al ser homeomorfo a P , es Lindelöf Σ. Finalmente, por la Proposición 1.1.7 (a), el espacio
X al ser imagen continua de Y , es Lindelöf Σ. �

Teorema 1.1.17. Los espacios Lindelöf Σ forman la mı́nima clase que contiene a los espa-
cios compactos, los espacios segundo numerables, y es invariante bajo subespacios cerrados,
mapeos continuos y productos finitos.

Demostración. Digamos que una clase de espacios topológicos es completa si incluye a
todos los espacios compactos, todos los espacios segundo numerables, es cerrada bajo sub-
espacios cerrados, mapeos continuos y productos finitos. Sea LΣ la mı́nima clase completa.
Del Corolario 1.1.5 y la Proposición 1.1.7 se sigue que la clase de espacios Lindelöf Σ es una
clase completa, y por lo tanto cada elemento de la clase LΣ es un espacio Lindelöf Σ. Sea
ahora X un espacio Lindelöf Σ. Por Teorema 1.1.16 (d), existe un espacio segundo numerable
M , un espacio compacto K y un subespacio cerrado F ⊆ K ×M tal que X es una imagen
continua de F . Puesto que LΣ es una clase completa, se sigue que K,M ∈ LΣ; por la misma
razón K ×M ∈ LΣ. Como F es cerrado en K ×M ∈ LΣ, se tiene que F ∈ LΣ. Finalmente
como X es imagen continua de F ∈ LΣ, se concluye que X ∈ LΣ. Por lo tanto cada espacio
Lindelöf Σ pertenece a la clase LΣ. �

Proposición 1.1.18 El producto numerable de espacios Lindelöf Σ es Lindelöf Σ.

Demostración. Para cada n < ω sea Xn un espacio Lindelöf Σ. Por el Teorema 1.1.16,
para cada n < ω existe un espacio segundo numerable Sn, un espacio Yn, un mapeo perfecto
pn : Yn → Sn y un mapeo continuo y sobreyectivo fn : Yn → Xn.
Sean p =

∏
n<ω pn :

∏
n<ω Yn →

∏
n<ω Sn y f =

∏
n<ω fn :

∏
n<ω Yn →

∏
n<ωXn. El espacio∏

n<ω Sn es segundo numerable y p es un mapeo perfecto [Tk7, Fact 4, S.271]. Además, el
mapeo f es continuo y sobreyectivo, y por lo tanto el Teorema 1.1.16 muestra que el espacio∏
n<ωXn es Lindelöf Σ. �
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Proposición 1.1.19 Si un espacio X es la unión numerable de espacios Lindelöf Σ, entonces
X es Lindelöf Σ.

Demostración. Sea X =
⋃
{Xn : n < ω} donde, para todo n < ω el subespacio Xn es

Lindelöf Σ. Para cada n < ω sea Cn una cubierta compacta de Xn y Rn ⊆ exp(Xn) una red
numerable con respecto a Cn. Hagamos C =

⋃
n<ω Cn y R =

⋃
n<ωRn. Es claro que C es una

cubierta compacta de X y R es una red numerable con respecto a C. �

Proposición 1.1.20 En todo espacio la intersección numerable de subespacios Lindelöf Σ
también es Lindelöf Σ.

Demostración. Dado un espacio Y supongamos que Xn ⊆ Y es un subespacio Lindelöf
Σ para cada n < ω. Por [Tk7, Fact 7, S.271], el espacio X =

⋂
n<ωXn es homeomorfo a

un subconjunto cerrado de
∏
n<ωXn el cual es Lindelöf Σ por la Proposición 1.1.18. Por la

Proposición 1.1.7 el espacio X =
⋂
n<ωXn es Lindelöf Σ. �

Teorema 1.1.21 Si todos los subespacios compactos de un espacio Lindelöf Σ son finitos,
entonces el espacio es numerable.

Demostración. Sea X un espacio Lindelöf Σ tal que cada subespacio compacto de X es
finito. Existe una cubierta compacta C de X y una red numerable F con respecto a C. Es
claro que la familia G = {G ∈

∧
F : |G| ≤ ω} es numerable.

Supongamos, para obtener una contradicción, que X no es numerable. Sea x ∈ X\
⋃
G.

Notemos que si x ∈ G ∈
∧
F , entonces |G| > ω. Sea C ∈ C tal que x ∈ C. Puesto que C es

compacto, es finito. Consideremos a la familia FC = {F ∈ F : C ⊆ F}; sea {Fn : n < ω} una
numeración de FC . Para cada n < ω definamos Gn =

⋂
i≤n Fi. Tomemos x0 ∈ G0\C y para

cada n ∈ N escojamos xn ∈ Gn\(C ∪ {x0, . . . , xn−1}). Entonces S = {xn : n < ω} ⊆ X\C;
sea C = {y1, . . . , yk} una numeración de C.
Si la sucesión S0 = S no converge a y1, entonces existe S1 ∈ [S0]ω tal que y1 /∈ S1.
Si la sucesión S1 no converge a y2, entonces existe S2 ∈ [S1]ω tal que y2 /∈ S2.

...
Si la sucesión Sk−1 no converge a yk, entonces existe Sk ∈ [Sk−1]ω tal que yk /∈ Sk.
Por tanto Sk ∩ C = ∅; entonces X\Sk ∈ τ(C,X) aśı que existe un elemento Fm ∈ F tal que
C ⊆ Fm ⊆ X\Sk ⊆ X\Sk. Para cada n > m se tiene que xn ∈ Fm, luego Sk ∩ Fm 6= ∅, lo
cual es una contradicción. Esto muestra que existe n < k tal que Sn−1 converge a yn. De
modo que Sn−1 ∪ {yn} es compacto e infinito, lo que es de nuevo una contradicción. Por tal
motivo X es numerable. �
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1.2. Estabilidad y D-espacios

En esta parte del caṕıtulo presentamos un resultado de Buzyakova sobre la relación entre
espacios Lindelöf Σ y D-espacios, aśı como un teorema de Arhangel’skii que establece que
cualquier producto de espacios Lindelöf Σ es estable.

Dada una familia de espacios {Xa : a ∈ A} y un subconjunto B de A definimos el mapeo
restricción pB :

∏
a∈AXa →

∏
a∈BXa por pB(x) = x|B para cada x ∈

∏
a∈AXa. El mapeo

restricción es abierto y sobreyectivo.
La familia {

∏
a∈A Ua : |{a ∈ A : Ua 6= Xa}| < ω} es una base para el espacio

∏
a∈AXa,

donde Ua es abierto en Xa para cada a ∈ A. Los elementos de esta base son conocidos como
abiertos canónicos o estándares. Dado un abierto estándar U =

∏
a∈A Ua definimos el soporte

de U como supp(x) = {a ∈ A : Ua 6= Xa}.

Definición 1.2.1. Una asignación de vecindades para un espacio X es un mapeo
ϕ : X → τ(X) tal que x ∈ ϕ(x) para cada x ∈ X.

Definición 1.2.2. Diremos que X es un D-espacio si para cada asignación ϕ de vecindades
de X, tenemos que X =

⋃
{ϕ(x) : x ∈ D} para algún subespacio cerrado y discreto D de X.

Proposición 1.2.3. Todo D-espacio numerablemente compacto es compacto.

Demostración. Sea X un D-espacio numerablemente compacto. Si U es una cubierta abier-
ta de X, para cada x ∈ X existe ϕ(x) ∈ U tal que x ∈ ϕ(x). Entonces ϕ es una asignación
de vecindades de X, por lo que existe un conjunto cerrado y discreto en D ⊆ X tal que
X =

⋃
{ϕ(x) : x ∈ X}. Puesto que X es numerablemente compacto, el subespacio D es

finito. Finalmente {ϕ(x) : x ∈ D} es una subcubierta finita de U , lo que muestra que X es
compacto. �

Corolario 1.2.4. El ordinal ω1 con la topoloǵıa generada por su buen orden no es un D-es-
pacio.

Demostración. El espacio ω1 es numerablemente compacto pero no compacto. Por la Pro-
posición 1.2.3 es inmediato que ω1 no es un D-espacio. �.

El siguiente teorema fue demostrado para una clase más general de espacios por Buzyakova
en [Bu1].

Teorema 1.2.5. Todo espacio Lindelöf Σ es un D-espacio.

Demostración. Sea X un espacio Lindelöf Σ y ϕ una asignación de vecindades en X. Para
cada A ⊆ X definamos ϕ(A) =

⋃
x∈A ϕ(x). Existe una cubierta compacta C de X y una red

numerable F con respecto a C. Construiremos por inducción un subespacio D =
⋃
n<ωDn

testigo de que X es un D-espacio.
Sea F = {Fk : k ∈ ω} una numeración de F tal que cada F ∈ F ocurre una cantidad infinita
de veces en esta numeración. Diremos que A ⊆ X es pequeño si existe B ∈ [A]<ω tal que
A ⊆ ϕ(B); en este caso diremos que B es un núcleo de A.
Si F0 es pequeño, sea D0 un núcleo de F0; en caso contrario sea D0 = ∅. Supongamos que
para algún n < ω tenemos conjuntos finitos D0, . . . , Dn. Si Fn+1\ϕ(D0∪. . .∪Dn) es pequeño,
sea Dn+1 un núcleo de este conjunto; en caso contrario hacemos Dn+1 = ∅. Continuando por
inducción obtenemos al conjunto D =

⋃
n<ωDn.

Supongamos que ϕ(D) 6= X. Si x ∈ X\ϕ(D), existe C ∈ C tal que x ∈ C. Como el conjunto
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C\ϕ(D) es compacto, es pequeño. Sea E un núcleo de C\ϕ(D). Entonces C ⊆ ϕ(D)∪ϕ(E),
y en consecuencia, por la compacidad de C, existe n < ω tal que C ⊆ ϕ(D0∪. . .∪Dn)∪ϕ(E).
Existe F ∈ F tal que C ⊆ F ⊆ ϕ(D0 ∪ . . .∪Dn)∪ϕ(E). Por la elección de nuestra numera-
ción de F podemos encontrar un k > n tal que F = Fk; entonces Fk\ϕ(D0 ∪ . . . ∪Dk−1) ⊆
Fk\ϕ(D0 ∪ . . .∪Dn) ⊆ ϕ(E) y por lo tanto E es un núcleo de Fk\ϕ(D0 ∪ . . .∪Dk−1), lo que
implica que el conjunto Fk\ϕ(D0 ∪ . . . ∪Dk−1) es pequeño. Nuestra construcción inductiva
garantiza que Fk\ϕ(D0∪ . . .∪Dk−1) ⊆ ϕ(Dk) por lo cual x ∈ Fk ⊆ ϕ(D0∪ . . .∪Dk) ⊆ ϕ(D),
lo que es una contradicción. Lo anterior muestra que ϕ(D) = X.
Veamos ahora que D es cerrado y discreto. Dado cualquier x ∈ X, demostraremos que x no es
punto de acumulación de D. Sea n < ω tal que x ∈ ϕ(Dn). Por construcción ϕ(Dn)∩D ⊆ Dn,
el cual es finito, por lo que ϕ(Dn) es una vecindad de x que interseca a D en un numero
finito de puntos, esto es x no es punto de acumulación de D. Como D no tiene puntos de
acumulación, es discreto y cerrado. �

Corolario 1.2.6 Todo espacio σ-compacto o con peso de red numerable es un D-espacio.

Definición 1.2.7. Dada una familia de espacios {Xt : t ∈ T} y a ∈ X =
∏
t∈T Xt, definimos

a los subespacios
σ(X, a) = {x ∈ X : |{t ∈ T : x(t) 6= a(t)}| < ω}
Σ(X, a) = {x ∈ X : |{t ∈ T : x(t) 6= a(t)}| ≤ ω}.

Al espacio σ(X, a) lo llamaremos el σ-producto de X con el centro en a; análogamente
Σ(X, a) es el Σ-producto de X con el centro en a.

Proposición 1.2.8. Sea Y un subespacio arbitrario de un producto
∏
a∈AXa. Dado un

abierto estándar U ⊆ X fijémonos en el conjunto V = U ∩ Y . Si B ⊆ A y
supp(U) ⊆ B, entonces pB(V ) es abierto en pB(Y ), donde pB :

∏
a∈AXa →

∏
a∈BXa es el

mapeo restricción; además, para cada y ∈ Y si pB(y) ∈ pB(V ), entonces y ∈ V .

Demostración. Tenemos que U =
∏
a∈A Ua donde Ua 6= Xa solamente para una cantidad

finita de a ∈ A. El conjunto W =
∏
a∈B Ua es abierto en XB =

∏
a∈BXa. La contención

supp(U) ⊆ B implica que W ∩ pB(Y ) = pB(V ), lo cual muestra que pB(V ) es abierto en
pB(Y ).
Si y ∈ Y es tal que z = pB(y) ∈ pB(V ), entonces z ∈ W y por tanto y(a) = z(a) ∈ Ua para
cada a ∈ B. Puesto que Ua = Xa para cada a ∈ A\B, tenemos que y(a) ∈ Ua para todo
a ∈ A y por tanto y ∈ U . Finalmente y ∈ U ∩ Y = V . �

Teorema 1.2.9. Si {Xt : t ∈ T} es una familia de espacios tal que para cada conjunto finito
A ⊆ T el producto

∏
t∈AXt es Lindelöf, entonces para todo a ∈ X =

∏
t∈T Xt el espacio

σ(X, a) es Lindelöf.

Demostración. Sean σ = σ(X, a) y supp(x) = {t ∈ T : x(t) 6= a(t)} para cualquier x ∈ X.
Notemos que σ =

⋃
n<ω σn donde σn = {x ∈ σ : |supp(x)| ≤ n} para cada n < ω. Basta

demostrar que σn es Lindelöf para todo n < ω. Demostraremos lo anterior por inducción. Si
n = 0, entonces σ0 = {a} es Lindelöf. Supongamos que n > 0 y hemos demostrado que σn−1

es Lindelöf.
Sea B la base de abiertos estándares en X. Para demostrar que σn es Lindelöf basta compro-
bar que para cada U ⊆ B tal que σn ⊆

⋃
U , existe una subfamilia numerable U ′ ⊆ U para la

cual σn ⊆
⋃
U ′. Supongamos que U ⊆ B y σn ⊆

⋃
U .

Por la hipótesis de inducción existe una subfamilia numerable V ⊆ U tal que σn−1 ⊆
⋃
V.

Es claro que A =
⋃
{supp(V ) : V ∈ V} es numerable. Veamos que

(∗) supp(x) ⊆ A para cada x ∈ σn\
⋃
V.
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Supongamos lo contrario y sea t0 ∈ supp(x)\A para algún x ∈ σn\
⋃
V. Definamos y(t) =

x(t) para todo t ∈ T\{t0} y y(t0) = a(t0). Entonces y ∈ σn−1 ⊆
⋃
V, por lo que existe

V ∈ V tal que y ∈ V . Tenemos que supp(V ) ⊆ A aśı que la Proposición 1.2.8 implica que
p−1
A (pA(V )) = V . Puesto que pA(x) = pA(y) ∈ pA(V ), tenemos que x ∈ V ⊆

⋃
V lo que es

una contradicción. Por lo tanto supp(x) ⊆ A para cada x ∈ σn\
⋃
V.

Se sigue de (∗) que P = σn\
⋃
V ⊆ Q = σn ∩ (XA × {pT\A(a)}) donde XA =

∏
t∈AXt.

Es inmediato que el mapeo pA|Q : Q → σ(n,A) es un homeomorfismo, donde σ(n,A) =
{y ∈ XA : |{t ∈ A : y(t) 6= a(t)}| ≤ n}. Es fácil ver que se satisface la igualdad σ(n,A) =⋃
{XB×{pA\B(a)} : B ∈ [A]≤n}. Puesto que para cada B ∈ [A]≤n, el espacio XB×{pA\B(a)}

es homeomorfo a XB y l(XB) ≤ ω por hipótesis, el conjunto σ(n,A) es Lindelöf al ser unión
numerable de espacios Lindelöf. Como Q es homeomorfo a σ(n,A), es también un espacio
Lindelöf. El espacio P es cerrado en σn y P ⊆ Q ⊆ σn, lo cual implica que P es cerrado en Q
y en consecuencia es Lindelöf. Luego existe una familia numerableW ⊆ U tal que P ⊆

⋃
W.

Es claro que U ′ = V ∪W es numerable y σn ⊆
⋃
U ′. �

Teorema 1.2.10. Supongamos que κ es un cardinal infinito, {Xt : t ∈ T} es una familia de
espacios y L es un subespacio de X =

∏
t∈T Xt tal que l(L) ≤ κ. Entonces para cada espacio

segundo numerable M y todo mapeo continuo f : L → M , existe S ∈ [T ]≤κ y un mapeo
continuo g : pS(L)→M tal que f = g ◦ (pS |L).

Demostración. Diremos que un abierto V en L es L-estandar si existe un abierto estandar
U en X tal que V = U ∩ L. Es claro que los abiertos L-estandar forman una base en L.
Sea O = {On : n < ω} base numerable en M . Por regularidad cada O ∈ O es un abierto Fσ,
lo cual muestra que Hn = f−1(On) es un abierto Fσ en L para cada n < ω. Puesto que todo
Hn es una unión numerable de subespacios cerrados de L, se tiene que l(Hn) ≤ l(L) ≤ κ
para cada n < ω.
Como los abiertos L-estándares forman una base en L, para cada n < ω existe una familia
de abiertos L-estándares {Hn

α : α < κ} tal que Hn =
⋃
α<κH

n
α .

Para cualesquiera n < ω y α < κ tomemos un abierto estándar Gnα en el espacio X tal que
Hn
α = Gnα ∩ L. Veamos que S =

⋃
{supp(Gnα) : n < ω, α < κ} es el conjunto prometido.

Es inmediato que |S| ≤ κ.

Afirmación 1. Si x, y ∈ L y pS(x) = pS(y), entonces f(x) = f(y).

Si f(x) 6= f(y), entonces existe n < ω tal que f(x) ∈ On y f(y) /∈ On, lo cual implica que
x ∈ Hn y y /∈ Hn. Elijamos un α < κ tal que x ∈ Hn

α ; es claro que y /∈ Hn
α . Notemos

que Gnα es un abierto estandar en X tal que supp(Gnα) ⊆ S y Gnα ∩ L = Hn
α ; puesto que

pS(y) = pS(x) ∈ pS(Hn
α), por la Proposición 1.2.8 concluimos que y ∈ Hn

α lo que es una
contradicción. Por lo tanto f(x) = f(y). �

Dado cualquier y ∈ pS(L), hagamos g(y) = f(x) donde x ∈ p−1
S (y) es arbitrario. Aplicando

la Afirmación 1 vemos que la definición de g es coherente. Como consecuencia inmediata
de la definición de g se tiene que g ◦ (pS |L) = f . Para cerciorarnos de que g es continua,
basta demostrar que g−1(O) es abierto en pS(L) para cada O ∈ O. Si n < ω, entonces
f−1(On) = Hn =

⋃
α<κH

n
α =

⋃
α<κG

n
α∩L. Por la Proposición 1.2.8, el conjunto pS(Gnα∩L)

es abierto en pS(L) para cada α < κ; luego g−1(On) = pS(
⋃
α<κG

n
α ∩L) =

⋃
α<κ pS(Gnα ∩L)

es abierto en pS(L). Por lo tanto g−1(O) es abierto en pS(L) para cada O ∈ O. �

Proposición 1.2.11. Sea κ un cardinal infinito. Dado un espacio Xt para cada t ∈ T , haga-
mos X =

∏
t∈T Xt y concideremos para cada A ⊆ T , el mapeo restricción pA : X →

∏
t∈AXt.

Si L es un subespacio Lindelöf de X y f : L→ M es un mapeo continuo y sobreyectivo tal
que w(M) ≤ κ, entonces existe S ∈ [T ]≤κ y un mapeo continuo g : pS(L)→M para el cual
f = g ◦ (pS |L).
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Demostración. Si A ⊆ B ⊆ T , denotemos por pBA :
∏
t∈BXt →

∏
t∈AXt al mapeo restric-

ción; el mapeo pBA es abierto y pBA ◦ pB = pA.
Como M se encaja en Rκ [En, Theorem 2.3.23], sin pérdida de generalidad podemos suponer
que M ⊆ Rκ. Para cada α < κ sea πα : Rκ → R la proyección natural sobre el α-ésimo
factor y qα = πα|M ; apliquemos el Teorema 1.2.10 a cada mapeo fα = qα ◦ f : L → R para
obtener un conjunto numerable Sα ⊆ T y una función continua gα : pSα(L) → R tal que
fα = gα ◦ (pSα |L). Afirmamos que S =

⋃
α<κ Sα es el conjunto prometido.

En efecto, dado z ∈ pS(L), sea g(z)(α) = gα(z|Sα) para cada α < κ; lo anterior define un
mapeo g : pS(L) → Rκ. Es claro que g = 4{gα ◦ (pSSα |pS(L)) : α < κ}, por lo que el mapeo
g es continuo. Si y ∈ L y α < κ, entonces f(y)(α) = qα(f(y)) = fα(y) = gα(pSα(y)) =
gα(pSSα(pS(y))) = g(pS(y))(α); luego f(y) = g(pS(y)) para cada y ∈ L, y por lo tanto
f = g ◦ (pS |L). �

Proposición 1.2.12. Dada una familia de espacios {Xt : t ∈ T}, consideremos al espacio
X =

∏
t∈T Xt, un subconjunto S ⊆ T , un punto a ∈ X y Y ∈ {σ(X, a),Σ(X, a)}. Entonces

pS |Y : Y → pS(Y ) es un mapeo abierto.

Demostración. Sea U =
∏
t∈T Ut un abierto estándar en X. Veamos que pS(U ∩ Y ) es

abierto en pS(Y ). Basta demostrar que pS(U) ∩ pS(Y ) ⊆ pS(U ∩ Y ).
Sean x ∈ U y z ∈ Y tales que pS(x) = pS(z). Definamos y ∈ X de la siguiente forma:
y(t) = x(t) si t ∈ supp(U)\S y y(t) = z(t) si t ∈ T\(supp(U)\S).
El conjunto {t ∈ T : y(t) 6= z(t)} es finito, lo cual implica que y ∈ Y . Si t ∈ supp(U)\S,
entonces y(t) = x(t) ∈ Ut; si t ∈ supp(U) ∩ S, entonces y(t) = z(t) = x(t) ∈ Ut, y por tanto
y ∈ U , mismo que muestra que y ∈ U ∩ Y . Finalmente, como pS(y) = pS(z) = pS(x), se
sigue que pS(U) ∩ pS(Y ) ⊆ pS(U ∩ Y ). �

Teorema 1.2.13. Sea κ un cardinal infinito. Dado un espacio Xt para cada t ∈ T , conside-
remos X =

∏
t∈T Xt, un punto a ∈ X y Y ∈ {σ(X, a),Σ(X, a)}. Supongamos que

∏
t∈AXt

es Lindelöf para cada conjunto finito A ⊆ T . Entonces para cada espacio M con w(M) ≤ κ
y todo mapeo continuo f : Y → M , existe S ∈ [T ]≤κ y un mapeo continuo g : pS(Y ) → M
tal que f = g ◦ (pS |Y ).

Demostración. Si Y = σ(X, a), entonces por el Teorema 1.2.9, el espacio Y es Lindelöf. Por
la Proposición 1.2.11, existen S ∈ [T ]≤κ y un mapeo continuo g : pS(Y )→M que satisfacen
f = g ◦ (pS |Y ).

Supongamos ahora que Y = Σ(X, a). Por el resultado probado para σ(X, a), existen un
conjunto S ∈ [T ]≤κ y una función continua g1 : pS(σ(X, a))→M tales que g1 ◦ (pS |σ(X,a)) =
f |σ(X,a). Tomemos cualesquiera x, y ∈ Σ(X, a) para los cuales pS(x) = pS(y); tenemos que
supp(x) ∩ S = supp(y) ∩ S, por lo que podemos escoger conjuntos P = {ti : i < ω} ⊆ T y
Q = {si : i < ω} ⊆ T tales que supp(x) ⊆ P y supp(y) ⊆ Q, mientras que para todo i < ω se
cumple ti = si si y sólo si ti ∈ S o si ∈ S. Para cada i < ω definamos puntos xi, yi ∈ σ(X, a)
como sigue: xi(t) = x(t) si t ∈ {tk : k ≤ i} y xi(t) = a(t) si t ∈ T\{tk : k ≤ i}; análogamente
yi(t) = y(t) si t ∈ {sk : k ≤ i} y yi(t) = a(t) si t ∈ T\{sk : k ≤ i}.
Es inmediato que xi, yi ∈ σ(X, a) y pS(xi) = pS(yi) para cada i < ω; además, la sucesión
{xi : i < ω} converge a x y {yi : i < ω} converge a y, por nuestra elección de P y Q. La
igualdad pS(z) = pS(z′) implica que f(z) = f(z′) para cualesquiera z, z′ ∈ σ(X, a), aśı que
f(xi) = f(yi) para todo i < ω y por tanto f(x) = f(y) por la continuidad de f .
Hemos demostrado que pS(x) = pS(y) implica que f(x) = f(y) si x, y ∈ Σ(X, a). Como
consecuencia existe un mapeo g : pS(Σ(X, a))→M tal que f = g ◦ (pS |Σ(X,a)). Por Teorema
1.2.12 el mapeo pS |Σ(X,a) es abierto y por tanto cociente. Finalmente, como f = g◦(pS |Σ(X,a))
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es continuo y pS |Σ(X,a) es cociente, se sigue que g es continuo. �

Teorema 1.2.14. Sea κ un cardinal infinito. Dado un espacio Xt para cada t ∈ T , haga-
mos X =

∏
t∈T Xt. Supongamos que

∏
t∈AXt es Lindelöf para cada conjunto finito A ⊆ T .

Entonces para cada espacio M con w(M) ≤ κ y todo mapeo continuo f : X → M , existe
S ∈ [T ]≤κ y una función continua g : pS(X)→M tal que f = g ◦ pS .

Demostración. Paso 1: Primero asumamos que κ = ω. Escojamos a ∈ X arbitrariamente
y hagamos Σ = Σ(X, a). Por el Teorema 1.2.13 existe un conjunto numerable S ⊆ T y una
función continua g : pS(Σ) → M tales que f |Σ = g ◦ pS |Σ; puesto que S es numerable, se
sigue que pS(Σ) = XS =

∏
t∈S Xt. Para cada x ∈ X definamos h(x) = g ◦ pS(x); entonces

h : X → M es continua y f |Σ = h|Σ. Puesto que Σ es denso en X, tenemos la igualdad
f = h, y por lo tanto f = g ◦ pS .
Paso 2: Supongamos ahora que κ ≥ ω1. Puesto que w(X) ≤ κ, podemos asumir que M ⊆ Rκ
[En, Theorem 2.3.23]. Para cada α < κ sea πα : Rκ → R la proyección natural de Rκ en su
α-ésimo factor, y hagamos qα = πα|M . Dado α < κ podemos aplicar el resultado obtenido en
el Paso 1 al mapeo fα = qα ◦ f para encontrar un conjunto numerable Sα ⊆ T y un mapeo
continuo gα : XSα → R tales que fα = gα ◦ pSα . Afirmamos que S =

⋃
α<κ Sα es el conjunto

prometido.
Es evidente que |S| ≤ κ. Dado z ∈ XS , definamos g(z)(α) = gα ◦ pSSα(z) para cada α < κ;

esto define un mapeo g : XS → Rκ. Obviamente g = 4{gα ◦ pSSα : α < κ} por lo que el
mapeo g es continuo. Dado y ∈ X y α < κ tenemos que f(y)(α) = qα(f(y)) = fα(y) =
gα(pSα(y)) = gα(pSSα(pS(y))) = g(pS(y))(α), de donde se desprende que f(y) = g(pS(y)).
Por lo tanto f = g ◦ pS . �

Dados espacios X y Y diremos que X se condensa en Y si existe una biyección continua
f : X → Y ; al mapeo f se le conoce como condensación. Definimos el i-peso de espacio X
como iw(X) = min{w(Y ) : X se condensa en Y }+ ω.

Definición 1.2.15. Dado un cardinal infinito κ, un espacio X es κ-estable si iw(Y ) ≤ κ
implica que nw(Y ) ≤ κ para cada imagen continua Y de X. Diremos que X es estable si es
κ-estable para todo cardinal infinito κ.

Proposición 1.2.16. Supongamos que κ un cardinal infinito.
(a) Toda imagen continua de un espacio κ-estable es κ-estable.
(b) Los subespacios abierto-cerrados de un espacio κ-estable son κ-estables.
(c) Si un espacio se puede expresar como una unión de κ espacios κ-estables, entonces es

κ-estable.

Demostración. (a) Sea X un espacio κ-estable y Y una imagen continua de X. Suponga-
mos que Z es una imagen continua de Y tal que iw(Z) ≤ κ. Basta demostrar que nw(Z) ≤ κ.
Como Y es una imagen continua de X, el espacio Z una es imagen continua de X. Por la
κ-estabilidad de X se concluye que nw(Z) ≤ κ.

(b) Sea X un espacio κ-estable y A ⊆ X un subespacio abierto-cerrado. Notemos que A una
es imagen continua de X. Por (a) concluimos que A es κ-estable.

(c) Sea X =
⋃
α<κXα, donde Xα es un espacio κ-estable para cada α < κ. Supongamos que

f : X → Y es un mapeo continuo y sobreyectivo, y además iw(Y ) ≤ κ. Basta demostrar que
nw(Y ) ≤ κ.
Entonces Y = f(X) =

⋃
α<κ f(Xα) donde cada Yα = f(Xα) es un espacio κ-estable para

cada α < κ. Es claro que iw(Yα) ≤ iw(Y ) ≤ κ y en consecuencia nw(Yα) ≤ κ para cada
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α < κ. Finalmente, el espacio Y es una unión de κ espacios con peso de red a lo más κ, lo
que implica que nw(Y ) ≤ κ. �

Ejemplo 1.2.17. La recta de Sorgenfrey S es un espacio con peso de red no numerable. La
función identidad i : S → R es una condensacion, y por lo tanto iw(S) = ω < nw(S); lo
anterior demuestra que la recta de Sorgenfrey es un espacio Lindelöf pero no estable.

Teorema 1.2.18. ([Ar5, II.6.21]) Todo espacio Lindelöf Σ es estable.

Demostración. Supongamos que κ es un cardinal infinito y X un espacio Lindelöf Σ. Puesto
que las imagenes continuas de un espacio Lindelöf Σ son Lindelöf Σ, sin pérdida de genera-
lidad podemos asumir que iw(X) ≤ κ. Basta demostrarse que nw(X) ≤ κ.
Sea Y un espacio tal que w(Y ) = iw(X) y existe una condensación f : X → Y . Podemos
encontrar una base B de Y tal que |B| ≤ κ. Consideremos a la familia F = {f−1(B) : B ∈ B};
es claro que para cada par de puntos distintos x, y ∈ X existen conjuntos disjuntos F,G ∈ F
tales que x ∈ F y y ∈ G.
Elijamos una cubierta compacta C de X y una red numerable R con respecto a C. Sea
N =

∧
(F ∪R); es claro que |N | ≤ κ. Basta demostrar que N es una red en X.

Sean x ∈ X y U ∈ τ(x,X). Existe C ∈ C tal que x ∈ C; el conjunto C\U es compac-
to, aśı que para cada y ∈ C\U existen conjuntos disjuntos Fy, Gy ∈ F tales que y ∈ Fy
y x ∈ Gy. Por la compacidad de C\U existe un subconjunto finito A ⊆ C\U tal que
C\U ⊆

⋃
{Fy : y ∈ A}. Tomemos un conjunto R ∈ R tal que C ⊆ R ⊆ U ∪

⋃
{Fy : y ∈ A}

y consideremos N = R ∩
⋂
{Gy : y ∈ A} ∈ N . Entonces N ⊆ R ⊆ U ∪

⋃
y∈A Fy y

N ∩
⋃
y∈A Fy ⊆

⋂
y∈AGy ∩

⋃
y∈A Fy = ∅, esto es N ⊆ U . Finalmente, x ∈ N ⊆ U y

N ∈ N ; de aqúı se concluye que N es una red en X. �

Corolario 1.2.19. Todo espacio σ-compacto o con peso de red numerable es estable.

Teorema 1.2.20. ([Ar5, II.6.27]) Cualquier producto y cualquier σ-producto de espacios
Lindelöf Σ es estable. Además, todo Σ-producto de espacios Lindelöf Σ es ω-estable.

Demostración. Supongamos que {Xt : t ∈ T} es una familia de espacios Lindelöf Σ y
a ∈ X =

∏
t∈T Xt es un punto arbirtrario.

• σ = σ(X, a) es estable.

Sea κ un cardinal infinito; veamos que σ es κ-estable. Tomemos una imagen continua Z de
σ y un espacio M tal que w(M) ≤ κ y Z se condensa sobre M . Fijémonos en un mapeo
continuo y sobreyectivo f : σ → Z y una condensación h : Z → M . Por el Teorema 1.2.13,
existe S ∈ [T ]≤κ y un mapeo continuo g : pS(σ) → M tales que h ◦ f = g ◦ (pS |σ). Por
la Proposición 1.2.12, el función pS |σ es abierta y en particular, cociente. Consideremos el
mapeo ϕ = h−1 ◦ g; como ϕ ◦ pS |σ = f es continuo, se sigue que ϕ es continuo. Entonces Z
es una imagen continua de pS(σ).
Para cada A ⊆ S sea QA = XA × {pS\A(a)}, donde XA =

∏
t∈AXt; es claro que QA es

homeomorfo a XA. Notemos que pS(σ) =
⋃
{QA : A ∈ [S]<ω}. Para cada A ∈ [S]<ω, el

subespacio QA ' XA es Lindelöf Σ; esto implica que el espacio pS(σ) es una unión de κ
espacios estables. Por la Proposición 1.2.16 el espacio pS(σ) es κ-estable. Puesto que Z es
una imagen continua de pS(σ) y κ ≥ w(M) ≥ iw(Z); tenemos que nw(Z) ≤ κ, lo que
demuestra que σ es κ-estable.

• X es estable.

Para probar que X es κ-estable aplicaremos el Teorema 1.1.16 que dice que, para cada t ∈ T
existe un espacio Yt y un espacio segundo numerable Lt tal que Xt es una imagen continua de
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Yt y Lt es una imagen perfecta de Yt. Entonces X es una imagen continua de Y =
∏
t∈T Yt

[Tk7, Fact 1, S.271]. Puesto que toda imagen continua de espacio κ-estable es κ-estable,
basta demostrar que Y es κ-estable. Esto muestra que sin pérdida de generalidad podemos
asumir que X = Y .
Supongamos que f : X → Z es un mapeo continuo y sobreyectivo, y h : Z → M es una
condensación tal que w(M) ≤ κ. Por el Teorema 1.2.14 existe S ∈ [T ]≤κ y un mapeo continuo
g : XS →M tal que h ◦ f = g ◦ pS .
El mapeo ϕ = h−1◦g es continuo puesto que ϕ◦pS = f es continuo y pS es un mapeo abierto.
Entonces el espacio Z es una imagen continua de XS . Para cada t ∈ T sea rt : Xt → Lt un
mapeo perfecto. El mapeo r =

∏
t∈S rt : XS → L =

∏
t∈S Lt es perfecto [Tk7, Fact 4, S.271].

Puesto que el espacio Lt es segundo numerable para cada t ∈ T , tenemos que w(L) ≤ κ [En,
Theorem 2.3.13].
Observemos que ξ = r4g es perfecto [En, Theorem 3.7.11] y mapea XS sobre un subespacio
F de L ×M ; es claro que w(F ) ≤ κ. Sea q : L ×M → M la proyección natural y π = q|F .
El mapeo g : XS →M es sobreyectivo y F = (r4 g)(XS); entonces π(F ) = M , y por tanto
la función u = h−1 ◦ π : F → Z es sobreyectiva.
El mapeo ϕ = u ◦ ξ es continuo y ξ es un mapeo cociente; por lo tanto, la función u es
continua. Entonces el espacio Z es una imagen continua de F ; por consiguiente nw(Z) ≤
nw(F ) ≤ w(F ) ≤ κ. De lo anterior concluimos que X es κ-estable.

• Σ = Σ(X, a) es ω-estable.
Supongamos que Z es una imagen continua de Σ tal que iw(Z) ≤ ω. Basta demostrar que
nw(Z) ≤ ω.
Sea h : Z →M una condensación tal que w(M) ≤ ω. Por el Teorema 1.2.13 existe S ∈ [T ]≤ω

y un mapeo continuo g : pS(Σ) → M tal que h ◦ f = g ◦ (pS |Σ). Por la Proposición 1.2.12,
el mapeo pS |Σ es cociente. La función (h−1 ◦ g) ◦ (pS |Σ) es continua; por consiguiente, el
mapeo ϕ = h−1 ◦ g es continuo. Entonces, Z es una imagen continua de pS(Σ) =

∏
t∈S Xt.

Por la Proposición 1.1.18, el espacio
∏
t∈S Xt es Lindelöf Σ y en consecuencia Z es un

espacio Lindelöf Σ. Por el Teorema 1.2.18, el espacio Z es estable, lo cual muestra que
nw(Z) ≤ iw(Z) = ω. �
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1.3. Bases punto-numerables, diagonales pequeñas y
sucesiones libres

El material de esta sección contiene un teorema de Chaber sobre los espacios Lindelöf Σ con
bases punto-numerables, aśı como dos teoremas de Shapirovsky que establecen condiciones
suficientes para que un subconjunto cerrado de un espacio compacto se mapee continuamen-
te sobre un cubo de Cantor. Bajo la Hipótesis del Continuo, demostramos el Teorema de
Juhász y Szentmiklóssy sobre la estrechez de un espacio compacto con diagonal pequeña y
el teorema de Gruenhage sobre el peso de red de un espacio Lindelöf Σ con diagonal pequeña.

Definición 1.3.1. Sea X un espacio. Diremos que una familia A ⊆ exp(X) es punto-
numerable si |{A ∈ A : x ∈ A}| ≤ ω para cada x ∈ X. Una base punto-numerable para
un espacio es una base que también es una familia punto-numerable.

Proposición 1.3.2. Todo espacio separable con una base punto-numerable, es segundo nu-
merable.

Demostración. Sea X un espacio separable y B una base punto-numerable de X. Existe
un subespacio numerable D ⊆ X tal que D = X. Basta demostrar que |B| ≤ ω.
Para cada x ∈ X la familia Bx = {B ∈ B : x ∈ B} es numerable. Si B ∈ B, enton-
ces existe x ∈ D tal que B ∈ Bx; de modo que B ⊆

⋃
x∈D Bx. Lo anterior muestra que

|B| ≤ |
⋃
x∈D Bx| ≤ ω. �

Teorema 1.3.3. Todo espacio numerablemente compacto con una base punto-numerable,
es segundo numerable.

Demostración. Sea X un espacio numerablemente compacto y B una base punto-numerable
de X. Construiremos por recursión una familia {Dn : n < ω} de subconjuntos numerables
de X.
Paso 0. Sea x0 ∈ X arbitrario y hagamos D0 = {x0}.
Paso n. Dado n > 0, supongamos que hemos escogido un subconjunto numerable Dn−1

de X. Hagamos Bn = {B ∈ B : B ∩ Dn−1 6= ∅} y para cada familia U ∈ [Bn]<ω

tal que X\
⋃
U 6= ∅, escojamos x(U) ∈ X\

⋃
U arbitrariamente.

Definamos Dn = Dn−1 ∪ {x(U) : U ∈ [Bn]<ω y X\
⋃
U 6= ∅}; es claro que el

conjunto Dn es numerable y Dn−1 ⊆ Dn.
Continuando por recursión obtenemos una familia {Dn : n < ω} de subconjuntos numerables
de X tal que Dn ⊆ Dn+1 para cada n < ω.

Por la Proposición 1.3.2 basta demostrar que el conjunto D =
⋃
n<ωDn es denso en X.

Supongamos que X\D 6= ∅; sean x ∈ X\D y A = {B ∈ B : x /∈ B y B ∩D 6= ∅}. La familia
A es numerable y D ⊆

⋃
A. El subespacio D es numerablemente compacto y por lo tanto

existe U ∈ [A]<ω tal que D ⊆
⋃
U .

Como U ⊆ A, el conjunto B ∩D es no vaćıo para cada B ∈ U por lo cual existe un elemento
n(B) ∈ ω, tal que B ∩Dn(B) 6= ∅. Si k = max{n(B) : B ∈ U}, entonces U ∈ [Bk+1]<ω. Como
x /∈

⋃
A, se sigue que x ∈ X\

⋃
U . Nuestra construcción para el paso k + 1 muestra que

existe x(U) ∈ X\
⋃
U . En consecuencia x(U) /∈

⋃
U ⊇ D ⊇ D, pero x(U) ∈ Dk+1 ⊆ D, lo

que es una contradicción. Por lo tanto D = X. �

Es claro que si un espacio tiene una base punto-numerable, entonces cada subespacio tam-
bien tiene una base punto-numerable.

Corolario 1.3.4. Todo espacio σ-numerablemente compacto con una base punto-numerable,
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es segundo numerable.

Demostración. Sea X =
⋃
n<ωXn un espacio con una base punto-numerable, donde cada

Xn es un subespacio numerablemente compacto. Por el Teorema 1.3.3, cada espacio Xn es

separable aśı que existe un subespacio numerable Dn de Xn tal que Dn
Xn

= Xn, donde

Dn
Xn

es la cerradura del conjunto Dn en Xn. Notemos que X =
⋃
n<ωXn =

⋃
n<ωDn

Xn
=⋃

n<ω(Dn ∩Xn) ⊆
⋃
n<ωDn ⊆

⋃
n<ωDn. Entonces, el subespacio D =

⋃
n<ωDn es numera-

ble y denso en X. Por la Proposición 1.3.2, se concluye que X es segundo numerable. �

El siguiente resultado es una consecuencia de un teorema general de Chaber ([Ch]).

Teorema 1.3.5. Todo espacio Lindelöf Σ con una base punto-numerable, es segundo nume-
rable.

Demostración. Sea X un espacio Lindelöf Σ y B una base punto-numerable de X. Existe
una cubierta compacta C de X y una red numerable F con respecto a C. Construiremos por
recursión una familia {Dn : n < ω} de subconjuntos numerables de X.
Paso 0. Sea x0 ∈ X arbitrario y tomemos D0 = {x0}.
Paso n. Supongamos que n > 0 y hemos escogido un conjunto numerable Dn−1 ⊆ X.

Hagamos Bn = {B ∈ B : B ∩ Dn−1 6= ∅}. Para cada F ∈ F y cada familia
U ∈ [Bn]<ω tal que F\

⋃
U 6= ∅, escojamos un punto arbitrario x(F,U) en F\

⋃
U .

Definamos Dn = Dn−1 ∪{x(F,U) : F ∈ F , U ∈ [Bn]<ω y F\
⋃
U 6= ∅}. Es claro que

el conjunto Dn es numerable y Dn−1 ⊆ Dn.
Continuando por inducción obtenemos una familia {Dn : n < ω} de subconjuntos numera-
bles de X tal que Dn ⊆ Dn+1 para cada n < ω.
Por la Proposición 1.3.2 basta demostrar que el conjunto D =

⋃
n<ωDn es denso en X.

Supongamos que X\D 6= ∅; sean x ∈ X\D y A = {B ∈ B : x /∈ B y B ∩D 6= ∅}. Tomemos
un conjunto C ∈ C tal que x ∈ C. La familia A es numerable y D ⊆

⋃
A. El subespacio

C ∩ D es compacto y por lo tanto existe una familia U ∈ [A]<ω tal que C ∩ D ⊆
⋃
U .

Entonces C ⊆ (X\D)∪
⋃
U ; por consiguiente, existe F ∈ F tal que C ⊆ F ⊆ (X\D)∪

⋃
U .

Como U ⊆ A, el conjunto B ∩D es no vaćıo para cada B ∈ U por lo cual existe un elemento
n(B) ∈ ω, tal que B ∩Dn(B) 6= ∅. Si k = max{n(B) : B ∈ U}, entonces U ∈ [Bk+1]<ω. Como
x /∈

⋃
A, se sigue que x ∈ F\

⋃
U . Nuestra construcción en el paso k+ 1 muestra que existe

x(F,U) ∈ F\
⋃
U ⊆ X\D. En consecuencia x(F,U) ∈ X\D mientras x(F,U) ∈ Dk+1 ⊆ D

lo que es una contradicción. Por lo tanto D = X. �

Definición 1.3.6. Un espacio X es llamado ω1-sucesión convergente si |X| = ω1 y existe un
punto x ∈ X tal que |X\U | ≤ ω para cada U ∈ τ(x,X).
Dado un espacio X, denotaremos a su diagonal por ∆ esto es, ∆ = {(x, x) : x ∈ X}. Sean
I = [0, 1] ⊆ R, D = {0, 1} y N = ω\{0}. Hagamos ω0 = {∅} y ω<ω =

⋃
{ωn : n ∈ ω}; para

cada n ∈ N, identificaremos ωn con el conjunto de todos los mapeos de n = {0, 1, ..., n− 1}
a ω y si f ∈ ωn, entonces g = fak ∈ ωn+1 es definido por g|n = f y g(n) = k.

Definición 1.3.7. Un espacio X tiene diagonal pequeña si para cada subconjunto no nume-
rable Y de X2\∆, existe U ∈ τ(∆, X2) tal que el subespacio Y \U es no numerable.

Proposición 1.3.8. Sea X un espacio y F ⊆ X. Si X tiene diagonal pequeña, entonces el
subespacio F también tiene diagonal pequeña.

Demostración. Sean ∆ y ∆F las diagonales de X y F respectivamente. Tomemos un sub-
conjunto no numerable Y ⊆ F 2\∆F . Como Y es un subconjunto no numerable de X2\∆,
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existe U ∈ τ(∆, X2) tal que el subespacio Y \U es no numerable. Si V = U ∩ F 2, entonces
Y \U ⊆ Y \V . Por lo tanto, el conjunto Y \V es no numerable y V ∈ τ(∆F , F

2). Lo anterior
demuestra que F tiene diagonal pequeña. �

Proposición 1.3.9. Si un espacio X tiene diagonal pequeña, entonces X no contiene ω1-
sucesiones convergentes.

Demostración. Sea Y un subconjunto de X de cardinalidad ω1 para el cual existe y ∈ Y
tal que |Y \U | ≤ ω para cada U ∈ τ(y, Y ), y por tanto, para cada U ∈ τ(y,X). El conjunto
A = {(t, y) : t ∈ Y \{y}} está contenido en X2\∆ y |A| = ω1. Dado un conjunto arbitrario
U ∈ τ(∆, X2), tenemos que (y, y) ∈ U por lo que existe OU ∈ τ(y,X) tal que OU ×OU ⊆ U .
El conjunto Y \OU es numerable; en consecuencia, A\U ⊆ A\(OU ×OU ) ⊆ (Y \OU )×{y} lo
que implica que A\U es numerable. Puesto que U ∈ τ(∆, X2) se tomó de manera arbitraria,
se concluye que X no es un espacio con diagonal pequeña. �

Es un teorema clásico que cada compacto metrizable es una imagen continua de Dω [Wi,
Theorem 30.7]. Sin embargo aqúı sólo vamos a necesitar la siguiente versión de este resultado.

Teorema 1.3.10. El espacio I = [0, 1] es una imagen continua de Dω.

Demostración. Construiremos por inducción sobre n ∈ N un intervalo cerrado If ⊆ I de
diámetro 1

2n para cada f ∈ Dn.
Sean I{(0,0)} = [0, 1

2 ] y I{(0,1)} = [1
2 , 1]. Supongamos que n ∈ N y para cada mapeo f ∈ Dn

tenemos definido un intervalo cerrado If ⊆ I tal que diam(If ) = 1
2n . Para cada f ∈ Dn, si

If = [a, b], hagamos If_0 = [a, c] e If_1 = [c, b] donde c = a+b
2 . Luego hemos definido un

intervalo cerrado Ig ⊆ I tal que diam(Ig) = 1
2n+1 para cada g ∈ Dn+1.

Dado cualquier x ∈ Dω, obsérvese que la familia {Ix|n : n ∈ N} consiste de compactos y
es decreciente; entonces

⋂
{Ix|n : n ∈ N} 6= ∅, y como los diametros de los intervalos Ix|n

tienden a cero, existe un único ϕ(x) ∈
⋂
{Ix|n : n ∈ N}. Veamos que el mapeo ϕ : Dω → I es

sobreyectivo.
Sea t ∈ I. Construiremos por inducción sobre n ∈ N una familia de mapeos {fn : n ∈ N} tal
que para cada n ∈ N se satisfagan las siguientes condiciones:
(i) fn ∈ Dn y t ∈ Ifn ;
(ii) fn ⊆ fn+1.
Existe f1 ∈ D1 tal que t ∈ If1 . Supongamos que tenemos fn ∈ Dn para algún n ≥ 1 tal que
t ∈ Ifn . De la igualdad Ifn = Ifn_0 ∪ Ifn_1 se sigue que existe k ∈ D tal que t ∈ Ifn_k;
hagamos fn+1 = fn

_k. Entonces fn+1 ∈ Dn+1 y t ∈ Ifn+1 , mientras fn ⊆ fn+1.
Si x =

⋃
n∈N fn, entonces t ∈

⋂
{Ifn : n ∈ N} =

⋂
{Ix|n : n ∈ N} = {ϕ(x)}. Lo anterior

demuestra que ϕ es sobreyectiva.
Para demostrar que ϕ es continua tomemos cualesquiera x ∈ Dω y ε > 0. Existe n ∈ N tal
que 1

2n < ε. Si W = {y ∈ Dω : y|n = x|n}, entonces W ∈ τ(x,Dω). Si y ∈ W , entonces
ϕ(y) ∈ Iy|n = Ix|n 3 ϕ(x) y por consiguiente |ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ diam(Ix|n) = 1

2n < ε. Por lo
tanto, ϕ es continua. �

Corolario 1.3.11. Si κ es un cardinal infinito, entonces el espacio Iκ es una imagen continua
de Dκ.

Demostración. Apliquemos el Teorema 1.3.10 para encontrar un mapeo continuo y so-
breyectivo f : Dω → I. Para cada ordinal α < κ, hagamos ϕα = f ; entonces, el mapeo
ϕ =

∏
α<κ ϕα : (Dω)κ → Iκ es continuo y sobreyectivo [Tk7, Fact 1, S.271]. El espacio (Dω)κ

es homeomorfo a Dκ y por lo tanto, Iκ es una imagen continua de Dκ. �
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Proposición 1.3.12. Si κ un cardinal infinito, entonces cada subespacio de Dκ es cerodi-
mensional, esto es, tiene una base que consiste de subconjuntos abierto-cerrados.

Demostración. Dado cualquier subespacio Y ⊆ Dκ, si B es una base en Dκ, entonces
BY = {B ∩ Y : B ∈ B} es una base en Y . Es claro que si todos los elementos de B son
abierto-cerrados en Dκ, entonces, todos los elementos de BY son abierto-cerrados en Y . Por
lo tanto, basta demostrar que Dκ tiene una base cuyos elementos son abierto-cerrados. Dados
α < κ e i ∈ D, sea Oiα = {x ∈ Dκ : x(α) = i}.
Es evidente que la familia S = {Oiα : α < κ y i ∈ D} es una subbase de Dκ. Cada Oiα ∈ S
es abierto-cerrado en Dκ, pues es la imagen inversa del conjunto abierto-cerrado {i} bajo la
proyección natural de Dκ sobre el α-ésimo factor. Puesto que la intersección finita de sub-
conjuntos abierto-cerrados es abierto-cerrada, la familia

∧
S es una base de Dκ que consiste

de subconjuntos abierto-cerrados. �

Definición 1.3.13. Dado un espacio X, diremos que una familia F = {F 0
t , F

1
t : t ∈ T}

de subconjuntos cerrados de X, es diádica si F 0
t ∩ F 1

t = ∅ para cada t ∈ T y el conjunto

I(F , h) =
⋂
{F h(t)

t : t ∈ dom(h)} es no vaćıo para cada h ∈ H(T ) =
⋃
{DA : A ∈ [T ]<ω}.

Teorema 1.3.14. Si κ es un cardinal infinito y X un espacio compacto, entonces las siguien-
te condiciones son equivalentes:
(a) el espacio Iκ es una imagen continua de X;
(b) existe un subconjunto cerrado F ⊆ X, tal que Dκ es una imagen continua de F ;
(c) Existe una familia diádica F = {F 0

α, F
1
α : α < κ} ⊆ exp(X) de cardinalidad κ.

Demostración. (a)⇒(b) Sea g : X → Iκ una función continua y sobreyectiva. El subes-
pacio Dκ ⊆ Iκ es compacto y por tanto cerrado. Entonces, el subconjunto F = g−1(Dκ) es
cerrado en X y f = g|F : F → Dκ es un mapeo continuo y sobreyectivo.

(b)⇒(c) Sea f : F → Dκ una función continua y sobreyectiva. Para cada i ∈ D y α < κ, sean
Giα = {x ∈ Dκ : x(α) = i} y F iα = f−1(Giα). Basta demostrar que la familia {F 0

α, F
1
α : α < κ}

es diádica.
Para cada α < κ, el conjunto G0

α ∩ G1
α es vaćıo aśı que el conjunto F 0

α ∩ F 1
α es también

vaćıo. Dado cualquier ϕ ∈ H(κ), demostraremos que
⋂
{Fϕ(α)

α : α ∈ dom(ϕ)} 6= ∅. Para cada
α < κ definamos x(α) = ϕ(α) si α ∈ dom(ϕ) y x(α) = 0 si α /∈ dom(ϕ). Entonces, el punto

x pertenece a
⋂
{Gϕ(α)

α : α ∈ dom(ϕ)}. Puesto que el mapeo f es sobreyectivo, el conjunto⋂
{Fϕ(α)

α : α ∈ dom(ϕ)} = f−1(
⋂
{Gϕ(α)

α : α ∈ dom(ϕ)}) es no vaćıo.

(c)⇒(b) Es claro que el conjunto F =
⋂
{F 0

α ∪ F 1
α : α < κ} es cerrado en X. Para cada

i ∈ D y α < κ, sea V i
α = F iα ∩ F ; puesto que V 0

α ∩ V 1
α = ∅ y F = V 0

α ∪ V 1
α , los subconjuntos

V 0
α y V 1

α son abierto-cerrados en F .
Dado un punto x ∈ Dκ, si A ∈ [κ]<ω, entonces x|A ∈ H(κ), y en consecuencia el subconjunto

Fx|A =
⋂
{F x(α)

α : α ∈ A} es no vaćıo. Si A,B ∈ [κ]<ω, es claro que Fx|A∪B ⊆ Fx|A ∩Fx|B ; por
lo tanto, la familia {Fx|A : A ∈ [κ]<ω} es centrada. Puesto que los elementos de la familia
{Fx|A : A ∈ [κ]<ω} son compactos y no vaćıos, el subconjunto Qx =

⋂
{Fx|A : A ∈ [κ]<ω} es

no vaćıo.

Afirmación 1. Si x, y ∈ Dκ y x 6= y, entonces Qx y Qy son disjuntos.

Existe un ordinal α < κ tal que x(α) 6= y(α). Para el conjunto A = {α} tenemos que

Qx ⊆ Fx|A = F
x(α)
α y Qy ⊆ Fy|A = F

y(α)
α . Los conjuntos F

x(α)
α y F

y(α)
α son disjuntos y por lo

tanto, Qx y Qy también lo son. �

Afirmación 2. F =
⋃
{Qx : x ∈ Dκ}.
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Si z ∈ F , entonces para cada α < κ existe x(α) ∈ D tal que z ∈ F x(α)
α ; esto define un punto

x ∈ Dκ y demuestra que z ∈
⋂
α∈A F

x(α)
α = Fx|A para cada A ∈ [κ]<ω, es decir z ∈ Qx. Por

lo tanto, F ⊆
⋃
{Qx : x ∈ Dκ}. La contención

⋃
{Qx : x ∈ Dκ} ⊆ F es inmediata. �

Si z ∈ F , por la Afirmación 1 y Afirmación 2, existe un único x ∈ Dκ tal que z ∈ Qx;
definamos ϕ(z) = x. Se sigue de la Afirmación 2 que el mapeo ϕ : F → Dκ es sobreyectivo.
Resta ver que ϕ es continuo. Sean z ∈ F y U ∈ τ(ϕ(z),Dκ). Existe A ∈ [κ]<ω tal que
x = ϕ(z) ∈W = {y ∈ Dκ : y|A = x|A} ⊆ U ; es evidente que W ∈ τ(x,Dκ). El conjunto G =⋂
{V x(α)

α : α ∈ A} es abierto-cerrado en F . Puesto que z ∈ F y z ∈ Qx ⊆ {F x(α)
α : α ∈ A},

tenemos que z ∈
⋂
{F ∩ F x(α)

α : α ∈ A} = G. Basta demostrar que ϕ(G) ⊆W .

Tomemos cualquier punto z′ ∈ G; como z′ ∈ Fx|A =
⋂
{F x(α)

α : α ∈ A}, si z′ ∈ Qy entonces,
z′ ∈ Fy|A , por lo que x|A = y|A. Por lo tanto, y ∈ W , lo que imlica que ϕ(z′) ∈ W . Por
consiguiente, ϕ(G) ⊆W .

(b)⇒(a) Por el Corolario 1.3.11 existe un mapeo continuo y sobreyectivo ϕ : Dκ → Iκ.
Sea f : F → Dκ un mapeo continuo y sobreyectivo. Para cada α < κ sea pα : Iκ → I la
proyección natural. Como fα = pα ◦ ϕ ◦ f : F → I es continuo, por el teorema de extensión
de Tietze-Urysohn, existe un mapeo continuo gα : X → I tal que gα|F = fα. Entonces
g = 4{gα : α < κ} : X → Iκ es continuo y puesto que Iκ = ϕ(f(F )) ⊆ g(X), también es
sobreyectivo. �

Definición 1.3.15. Sea X un espacio; diremos que una familia B ⊆ τ∗(X) es una π-base en
x ∈ X, si para cada U ∈ τ(x,X) existe B ∈ B tal que B ⊆ U . Definimos el π-caracter de X
en x como πχ(x,X) = min{|B| : B es una π-base en x}.

Teorema 1.3.16. Si X es un espacio compacto tal que πχ(x,X) ≥ ω1 para cada x ∈ X,
entonces existe un subconjunto cerrado F ⊆ X tal que Dω1 es una imagen continua de F .

Demostración. Dado un subconjunto A de X, una familia B ⊆ τ(X) es base externa de A
en X, si para cada U ∈ τ(A,X) existe B ∈ B tal que A ⊆ B ⊆ U .
Denotemos por C a la familia de todos los subconjuntos cerrados Gδ no vaćıos de X. Cada
C ∈ C tiene una base externa numerable BC en X [Tk7, Problem 327].

Afirmación 1. Para cada x ∈ X y cualquier C′ ∈ [C]≤ω, existe W ∈ τ(x,X) tal que C\W 6= ∅
para cada C ∈ C′.

Sean x ∈ X y C′ ∈ [C]≤ω. Supongamos que para cada U ∈ τ(x,X) existe CU ∈ C′ tal que
CU ⊆ U ; entonces existe BU ∈ BCU tal que CU ⊆ BU ⊆ U . Lo anterior demuestra que⋃
{BC : C ∈ C′} es una π-base numerable en x, lo que es una contradicción. �

Afirmación 2. Para cada C′ ∈ [C]≤ω existen F,G ∈ C tales que F ∩ C 6= ∅ y G ∩ C 6= ∅ para
todo C ∈ C′, mientras F ∩G ∩B = ∅, para algún B ∈ C′.

Apliquemos la Afirmación 1 a cada x ∈ X para obtener un conjunto Wx ∈ τ(x,X) tal que
C\Wx 6= ∅ para todo C ∈ C′. Puesto que en un espacio de Tychonoff cada abierto contiene
un abierto cocero y por tanto Fσ, podemos suponer que Wx es un abierto Fσ para cada
x ∈ X. Por la compacidad de X existen x1, . . . , xn ∈ X tales que Wx1 ∪ . . . ∪Wxn = X.
Para cada i ≤ n sea Pxi = X\Wxi ; entonces Pxi es un cerrado Gδ y Px1 ∩ . . .∩ Pxn = ∅. Sea
r ≤ n el mı́nimo numero para el cual existen r elementos en la familia {Px1 , . . . , Pxn} cuya
intersección no interseca a algún elemento de C′. Puesto que para cada i ≤ n y cada C ∈ C′ el
conjunto Pxi ∩C = (X\Wxi)∩C = C\Wxi es no vaćıo, tenemos que r > 1. Por consiguiente
existen Q1, . . . , Qr ∈ {Px1 , . . . , Pxn} tales que (Q1 ∩ . . . ∩ Qr) ∩ B = ∅ para algún B ∈ C′;
haciendo F = Q1 y G = Q2 ∩ . . . ∩Qr vemos que F y G son los conjuntos prometidos. �

Por el Teorema 1.3.14 basta demostrar que existe una familia diádica G en X de cardinalidad
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ω1. Construiremos por inducción una familia Cω1 = {C0
α, C

1
α : α < ω1} ⊆ C tal que los

conjuntos C0
α y C1

α son disjuntos para cada α < ω1.
Tomemos conjuntos disjuntos C0

0 , C
1
0 ∈ C arbitrariamente.

Supongamos que β < ω1 y tenemos Cβ = {C0
α, C

1
α : α < β} ⊆ C tal que C0

α ∩ C1
α = ∅ para

cada α < β. Apliquemos la Afirmación 2 a la familia Hβ =
∧
Cβ para obtener K0

β,K
1
β ∈ C

tales que K0
β ∩ H 6= ∅ 6= K1

β ∩ H para cada H ∈ Hβ, mientras existe H ′ ∈ Hβ tal que

K0
β ∩ K1

β ∩ H ′ = ∅. Es claro que podemos encontrar gβ ∈ H(β) tal que H ′ = I(Cβ, gβ). Si

C0
β = K0

β ∩ I(Cβ, gβ) y C1
β = K1

β ∩ I(Cβ, gβ), entonces C0
β ∩C1

β = ∅. Por inducción obtenemos
a la familia Cω1 .

Para cada α ∈ ω1\{0} tomemos que ϕ(α) = max(dom(gα)) < α. Por el Lema de Fodor
(Pressing Down Lemma) existen E ⊆ ω1\{0} y β < ω1 tales que |E| = ω1 y ϕ(E) = {β}. Es
claro que H(β + 1) es numerable y gα ∈ H(β + 1) para todo α ∈ E. Puesto que |E| = ω1,
existen E′ ⊆ E y g ∈ H(β + 1) tales que |E′| = ω1 y gα = g si α ∈ E′. Por consiguiente
Ciα = I(Cω1 , g) ∩Ki

α para todo α ∈ E′ e i ∈ D. Es claro que E′′ = E′\max(dom(g)) tiene
cardinalidad ω1.
Fijémonos en la familia G = {C0

α, C
1
α : α ∈ E′′} ⊆ C . Para ver que G es diádica, basta

demostrar que I(Cω1 , g
′) 6= ∅ para cada g′ ∈ H(E′′). Tenemos que

I(Cω1 , g
′) =

⋂
{Cg

′(α)
α : α ∈ dom(g′)} = I(Cω1 , g) ∩

⋂
{Kg′(α)

α : α ∈ dom(g′)}.

De la definición de E′′ es claro que max(dom(g)) < α para cada α ∈ E′′; podemos considerar

que dom(g) = {α1, . . . , αn} con α1 < . . . < αn. El conjunto I(Cω1 , g) ∩Kg′(α1)
α1 es no vaćıo

puesto que I(Cω1 , g) ∈
∧
{C0

α, C
1
α : α < α1} = Hα1 .

Análogamente, el conjunto I(Cω1 , g) ∩ Kg′(α1)
α1 ∩ Kg′(α2)

α1 = C
g′(α1)
α1 ∩ Kg′(α2)

α1 es no vaćıo

puesto que C
g′(α1)
α1 ∈

∧
{C0

α, C
1
α : α < α2} = Hα2 . Aśı, sucesivamente encontramos que

I(Cω1 , g
′) = C

g′(α1)
α1 ∩ . . . ∩ Cg

′(αn−1)
αn−1 ∩Kg′(αn)

αn 6= ∅. Finalmente, la familia G es como se pro-
metió. �

Proposición 1.3.17. Sea {Mt : t ∈ T} una familia de espacios segundo numerable. Si
M =

∏
t∈T Mt, entonces para todo abierto U en M , existe S ∈ [T ]≤ω tal que p−1

S (pS(U)) = U ,
donde pS : M →MS =

∏
t∈SMS es la proyección natural.

Demostración. Los conjuntos U y V = M\U son abiertos y disjuntos. Existe un conjun-
to numerable S ⊆ T tal que pS(U) y pS(V ) son separados en MS , esto es, los conjuntos

pS(U) ∩ pS(V )
MS

y pS(U)
MS ∩ pS(V ) son vaćıos [Tk7, Fact 3, S.291]. Por la continuidad de

pS , tenemos que pS(U) ⊆ pS(U)
MS

y por tanto pS(U) ∩ pS(M\U) = ∅. Lo anterior implica
que p−1

S (pS(U)) = U . �

Teorema 1.3.18. Sea X un espacio compacto tal que Dω1 es una imagen continua de X.
Entonces X contiene una ω1-sucesión convergente.

Demostración. Dado un mapeo sobreyectivo g : Z → Y , diremos que g es irreducible si
g(F ) 6= Y para cada conjunto cerrado F ⊆ Z tal que F 6= Z.

Afirmación. Si g : Z → Y es un mapeo perfecto, entonces existe un subconjunto cerrado
F ⊆ Z tal que f(F ) = Y y g|F es irreducible.

Sea A = {F ⊂ Z : F 6= Z es cerrado y g(F ) = Y }. Si A = ∅, entonces g es irreducible.
Definamos un orden ≤ en A dado por L ≤ F si y sólo si F ⊆ L. Fijémonos en cualquier
cadena no vaćıa C ⊆ A y sea F =

⋂
C. Dado y ∈ Y , el conjunto g−1(y)∩L es no vaćıo puesto

que g(L) = Y para cada L ∈ C. Como g−1(y) es compacto y C es una familia centrada de
cerrados no vaćıos, tenemos que F ∩g−1(y) =

⋂
{g−1(y)∩L : L ∈ C} 6= ∅. Por tanto y ∈ g(F ),
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y en consecuencia g(F ) = Y . Lo anterior demuestra que F ∈ A, aśı que F es cota superior
de C con el orden ≤.
Por el lema de Zorn existe un elemento maximal F ∈ A. Finalmente, F ⊆ Z es cerrado y
g|F es irreducible. �

Sea f : X → Dω1 un mapeo continuo y sobreyectivo. Por la Afirmación existe un subconjunto
cerrado Y ⊆ X tal que f(Y ) = Dω1 y f |Y es irreducible. Puesto que cualquier ω1-sucesión
convergente en Y es también una ω1-sucesión convergente en X, podemos asumir sin pérdida
de generalidad que Y = X, esto es, que el mapeo f es irreducible. Supongamos que el espa-
cio X es cerodimensional, es decir, tiene una base que consta de conjuntos abierto-cerrados.
Denotemos por C a la familia de todos los subconjuntos no vaćıos y abierto-cerrados de X.
Para cualquier abierto no vaćıo U ⊆ X necesitaremos a los conjuntos f#(U) = Dω1\f(X\U)
y U∗ = f−1(f#(U)). Es claro que f#(U) ⊆ f(U), U∗ ⊆ U , f#(U) ∈ τ(Dω1) y U∗ ∈ τ(X).
Además, el conjunto U∗ es denso en U y por tanto f#(U) es denso en f(U) [Tk7, Fact 1,
S.383]. Una consecuencia inmediata es que:

(1) Int(f(U)) es denso en f(U) para cada U ∈ C,

puesto que f#(U) ⊆ Int(f(U)), donde Int(f(U)) es el interior de f(U). Otra propiedad
importante es la siguiente:

(2) Int(f(U ∩ V )) =Int(f(U)) ∩ Int(f(V )) para cada U, V ∈ C.

Para probar (2) observemos que la inclusión Int(f(U ∩ V )) ⊆ Int(f(U)) ∩ Int(f(V ))
es inmediata. Asumamos que W = (Int(f(U)) ∩ Int(f(V )))\f(U ∩ V ) 6= ∅. Puesto que
W es un subconjunto abierto no vaćıo de f(U) y f#(U) es denso en f(U), el conjun-
to W1 = f#(U) ∩ W es no vaćıo, abierto y está contenido en f(V ). Puesto que el con-
junto f#(V ) es denso en f(V ), se tiene que W2 = f#(V ) ∩ W1 ∈ τ∗(Dω1) y por tanto
f−1(W2) ⊆ f−1(f#(U) ∩ f#(V )) = U∗ ∩ V ∗ ⊆ U ∩ V . Por consiguiente, W2 ⊆ f(U ∩ V ) lo
que contradice que W2 ⊆W y W ∩ f(U ∩ V ) = ∅. Esta contradicción demuestra (2).
Sea u ∈ Dω1 definida por u(α) = 0 para cada α < ω1; además, para cada α, β < ω1, hagamos
uα(β) = 0 si α 6= β y uα(α) = 1. El espacio K = {u} ∪ {uα : α < ω1} ⊆ Dω1 tiene un único
punto no aislado u y K\O es finito para cada O ∈ τ(u,Dω1). Tomemos cualquier x ∈ f−1(u)
y sea Fα = f−1(uα) para todo α < ω1.
Para cualquier α < ω1 denotemos por pα : Dω1 → Dα, la proyección natural de Dω1 en Dα, y
en general, si S ⊆ ω1, entonces pS : Dω1 → DS es la proyección natural de Dω1 en DS . Obser-
vemos que si un conjunto E ⊆ Dω1 depende de un conjunto S ⊆ ω1, esto es, E = p−1

S (E)),
entonces E depende de S′ para cualquier S′ ⊇ S. Se sigue de (1) y la Proposición 1.3.17 que
para cada U ∈ C, el conjunto f(U) depende de algún subconjunto numerable S ⊆ ω1 y por
tanto

(3) para cada U ∈ C existe α < ω1 tal que f(U) depende de las primeras α coordenadas.

Denotemos por C(x) a la familia {U ∈ C : x ∈ U} y sea Cα = {U ∈ C : x ∈ U y f(U) depende
en las primeras α coordenadas}. Ya hemos demostrado que C(x) =

⋃
α<ω1

Cα. Una conse-
cuencia inmediata de (3) es que si t ∈ Dω1 , U ∈ Cα y pα(t) ∈ pα(f(U)), entonces t ∈ f(U).
En particular,

(4) si U ∈ Cα, entonces uβ ∈ f(U) para cada β ≥ α,

puesto que u = f(x) ∈ f(U) y pα(u) = pα(uβ). Afirmamos que

(5) si U, V ∈ Cα, entonces W = U ∩ V ∈ Cα.

Para demostrar la afirmación (5), hagamos U ′ = Int(f(U)) y notemos que la igualdad
f(U) = p−1

α (pα(f(U))) implica que p−1
α (pα(U ′)) = U ′, y V ′ = Int(f(V )) implica que

p−1
α (pα(V ′)) = V ′. Sea W ′ = Int(f(W )) y apliquemos (2) para concluir que W ′ = U ′ ∩ V ′

y por tanto p−1
α (pα(W ′)) = W ′. Finalmente, W ′ es denso en f(W ) y puesto que pα es un
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mapeo abierto, concluimos que

p−1
α (pα(f(W ))) ⊆ p−1

α (pα(W ′)) = p−1
α (pα(W ′)) = W ′ = f(W )

lo que prueba que p−1
α (pα(f(W ))) = f(W ) y por tanto concluye la demostración de (5).

Observemos también que Cα ⊆ Cβ si α ≤ β y por tanto

(6)
⋂
Cβ ⊆

⋂
Cα siempre que α ≤ β < ω1.

Dado cualquier α < ω1 se sigue de (4) que U ∩Fα 6= ∅ para cada U ∈ Cα; además, la familia
{U ∩ Fα : U ∈ Cα} es centrada por (5), lo que muestra que existe xα ∈ Fα ∩ (

⋂
Cα) puesto

que Fα es compacto.
Afirmamos que Z = {xα : α < ω1} ∪ {x} es una ω1-sucesión convergente. En primer lugar,
|Z| = ω1 puesto que el mapeo f |Z condensa Z sobre K. Además, para cada U ∈ τ(x,X),
existen α < ω1 y V ∈ Cα tales que x ∈ V ⊆ U . Dado cualquier β ≥ α, tenemos que
xβ ∈

⋂
Cβ ⊆

⋂
Cα ⊆ V y por tanto |Z\U | ≤ |Z\V | ≤ |{xβ : β < α}| ≤ ω. De modo que

hemos demostrado que existe una ω1-sucesión convergente Z en X tal que f |Z condensa Z
sobre el espacio compacto K ⊆ Dω1 .
Para finalizar la demostración de este Teorema, ahora supongamos que X es un espacio com-
pacto arbitrario; si w(X) = κ, entonces podemos asumir que X ⊆ [0, 1]κ. Por el Corolario
1.3.11, existe un mapeo continuo y sobreyectivo ϕ : Dκ → [0, 1]κ. Entonces Y = ϕ−1(X) es
un espacio compacto cerodimensional por la Proposición 1.3.12; además el mapeo ϕ1 = ϕ|Y
mapea a Y continuamente y de manera sobreyectiva en X. Luego, f ◦ϕ1 mapea a Y continua-
mente y de manera sobreyectiva en Dω1 por lo que podemos aplicar lo que hemos demostrado
para espacios compactos cero dimensionales para concluir que existe una ω1-sucesión con-
vergente Z1 ⊆ Y tal que f ◦ ϕ condensa Z1 sobre K. Puesto ϕ|Z1 : Z1 → Z = ϕ(Z1) es una
biyección, tenemos que |Z| = |Z1| = ω1 y por tanto el espacio Z también es una ω1-sucesión
convergente en X. �

Definición 1.3.19. Sea X un espacio y κ un cardinal infinito; diremos que un conjunto
F = {xα : α < κ} ⊆ X es una sucesión libre de longitud κ si para cada β < κ el conjunto
{xα : α < β} ∩ {xα : α ≥ β} es vaćıo.

Definimos la estrechez t(X) de un espacio topológico X como el mı́nimo cardinal infinito κ
tal que A =

⋃
{B : B ∈ [A]≤κ} para cada A ⊆ X. Es claro que todo espacio de Fréchet-

Urysohn y en particular todo espacio metrizable, tiene estrechez numerable.

Teorema 1.3.20. Sea κ un cardinal infinito y X un espacio compacto. Supongamos que
S = {xα : α < κ+} ⊆ X es una sucesión libre de longitud κ+. Entonces el ordinal κ+ + 1
es una imagen continua de S. En particular, si X es un espacio compacto tal que t(X) > κ,
entonces existe un subconjunto cerrado Y ⊆ X tal que κ+ + 1 es una imagen continua de Y .

Demostración. Sea Sα = {xβ : β < α} para cada α ≤ κ+. Veamos que κ+ + 1 es una
imagen continua de Y = S.
Definamos f(xn) = n para cada n ∈ ω; si α ∈ κ+\ω, definamos f(xα) = α + 1. Si x ∈ S\S,
entonces el ordinal f(x) = min{α ≤ κ+ : x ∈ Sα} está bien definido; además, f(x) es un
ordinal ĺımite para cada x ∈ S\S puesto que si α = γ + 1, entonces x ∈ Sα implica que
x ∈ Sα\Sα y por tanto x ∈ Sα\{xγ} = Sγ . Lo anterior define un mapeo f : Y → κ+ + 1.
Notemos que xα es un punto aislado en Y para cada α < κ+, por lo que es suficiente demos-
trar la continuidad de f en cada punto x ∈ Y \S. Si f(x) = α y U ∈ τ(α, κ+ + 1), entonces
existe β < α tal que (β, α] = {γ ∈ κ+ : β < γ ≤ α} ⊆ U . Puesto que el conjunto S es
una sucesión libre, se sigue de la definición de f(x) que el conjunto W = X\Sβ+1 ∪ (S\Sα)
es una vecindad abierta de x. Notemos que xγ ∈ W implica que γ ∈ (β, α) y por tanto

f(xγ) ∈ (β, α) ⊆ U . Además, si y ∈ (Y \S) ∩W , entonces y /∈ S\Sα y por lo tanto y ∈ Sα;
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lo anterior implica que f(y) ≤ α. De y /∈ Sβ+1 se sigue que f(y) ≥ β + 1 > β, esto es,
f(y) ∈ (β, α]. Esto demuestra que f(W ∩ Y ) ⊆ (β, α] ⊆ U y por tanto f es continua en el
punto x. Dado que el punto x ∈ Y \S fue tomado arbitrariamente, f es un mapeo continuo.
El conjunto f(S) es denso en κ+ + 1, por lo cual f(S) = κ+ + 1, es decir la primera parte
del teorema está demostrada.
Si X es compacto y t(X) > κ, entonces existe una sucesión libre S = {xα : α < κ+} en X
[Tk7, Problem 328]. Tomando Y = S y aplicando la primera parte de este teorema, conclui-
mos que κ+ + 1 es una imagen continua de Y . �

Teorema 1.3.21. Si X es un espacio compacto tal que t(X) > ω, entonces X contiene una
ω1-sucesión convergente.

Demostración. Del Teorema 1.3.20 se sigue que existe un conjunto cerrado H ⊆ X tal
que ω1 + 1 es una imagen continua de X. Por la Afirmación en el Teorema 1.3.18, existe
un conjunto cerrado H ′ ⊆ H y un mapeo continuo e irreducible f : H ′ → ω1 + 1. Puesto
que es suficiente encontrar una ω1-sucesión convergente en H ′, sin perdida de generalidad
supondremos que existe un mapeo continuo e irreducible f : X → ω1 + 1.
Definamos al conjunto Xα = f−1(α) para cada α ≤ ω1. Notemos primero que Xω1 es denso
en ninguna parte en X ya que, en caso contrario, existe un abierto no vaćıo U ⊆ Xω1 y en
consecuencia (ω1 + 1)\f(X\U) es un subconjunto abierto no vaćıo contenido en {ω1} lo que
es una contradicción. Sea Yα =

⋃
{Xβ : α ≤ β ≤ ω1} para cada α < ω1. Si πχ(x,Xω1) > ω

para todo x ∈ Xω1 , entonces por el Teorema 1.3.16, existe un conjunto cerrado P ⊆ Xω1

tal que Dω1 es una imagen continua de P ; del Teorema 1.3.18 se sigue que P contiene una
ω1-sucesión convergente. Por lo tanto, sin perdida de generalidad podemos asumir que existe
x ∈ Xω1 tal que πχ(x,Xω1) = ω.
Fijemos una familia O = {On : n ∈ ω} ⊆ τ(X) tal que {On ∩Xω1 : n ∈ ω} es una π-base de
Xω1 en el punto x. Tomemos Un ∈ τ(X) tal que Un ∩Xω1 6= ∅ y Un ⊆ On para cada n ∈ ω.
Puesto que Int(Xω1) = ∅, el conjunto Y = X\Xω1 es denso en X y por tanto Y ∩ Un es
denso en Un para cada n ∈ ω. El conjunto An = {α < ω1 : Un ∩Xα 6= ∅} es no numerable
para cada n ∈ ω ya que en caso contrario, si β = supAn < ω1, entonces Un\f−1((0, β]) es un
abierto no vaćıo contenido en Xω1 . Además, An = f(Un ∩ Y ); puesto que el mapeo f |Y es
cerrado [Tk7, Fact 1, S.261], el conjunto Bn = f(Un∩Y ) es cerrado y no acotado en ω1 para
cada n ∈ ω. Por lo tanto, el conjunto B =

⋂
{Bn : n ∈ ω} es también cerrado y no acotado

[Ku, Lemma 6.8].
Hagamos Vα = {V ∈ τ(x,X) : si n ∈ ω y Un ∩Xω1 ⊆ V , entonces Un ∩ Yα ⊆ V } para cada
α < ω1; notemos que V1, V2 ∈ Vα implica que V1 ∩ V2 ∈ Vα. Además Vα ⊆ Vβ siempre que
α < β < ω1.
Para cada α < ω1 sea Fα =

⋂
{V : V ∈ Vα}. Notemos que para cada conjunto V ∈ τ(x,X),

existe α < ω1 tal que V ∈ Vα. En efecto, Xω1 =
⋂
{Yα : α < ω1}, por lo que Un ∩Xω1 ⊆ V

implica que
⋂
{Un ∩ Yα : α < ω1} ⊆ V ; por lo tanto concluimos que existe αn < ω1 tal que

Un ∩ Yαn ⊆ V [Tk7, Fact 1, S.326]. Si α > sup{αn : Un ∩Xω1 ⊆ V }, entonces V ∈ Vα.
En consecuencia, tenemos una familia {Fα : α < ω1} de subconjuntos cerrados de X tales
que Fβ ⊆ Fα si α < β < ω1 y

⋂
{Fα : α < ω1} =

⋂
{V : V ∈ τ(x,X)} = {x}. Para cada

ordinal α < ω1 y cualquier V ∈ Vα, existe n ∈ ω tal que Un ∩ Xω1 ⊆ On ∩ Xω1 ⊆ V y en
consecuencia Un ∩ Yα ⊆ V . Esto implica que B\α ⊆ Bn\α ⊆ f(Un ∩ Yα) ⊆ f(V ) para todo
V ∈ Vα y por consiguiente B\α ⊆ f(Fα). Por lo tanto, Fα 6= {x} para cada α < ω1.
Observemos que si Q ⊆ X\{x} es un conjunto numerable, entonces para cualquier y ∈ Q
existe αy < ω1 tal que y /∈ Fαy ; si α > sup{αy : y ∈ Q}, entonces Fα ∩ Q = ∅. Esto hace
posible construir por inducción, un conjunto Z ′ = {xα : α < ω1} tal que xα ∈ Fα\{x} y
xα 6= xβ siempre que α, β < ω1 y α 6= β. Veremos que el conjunto Z = {xα : α < ω1} ∪ {x}
es una ω1-sucesión convergente. Es claro que |Z| = ω1; además, si W ∈ τ(x,X), entonces
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podemos aplicar [Tk7, Fact 1, S.326] para concluir que existe α < ω1 tal que Fα ⊆ W .
Entonces Z\W ⊆ {xβ : β < α} y por tanto Z es una ω1-sucesión convergente. �

Teorema 1.3.22. Todo espacio compacto de peso a lo más ω1 y con diagonal pequeña es
metrizable.

Demostración. Dado un espacio Y y un conjunto A ⊆ Y , decimos que x es un punto de
acumulación completa de A si |A ∩ U | = |A| para cada U ∈ τ(x, Y ). Es un teorema clásico
que un espacio Y es compacto si y sólo si cada conjunto infinito B ⊆ Y tiene un punto de
acumulación completa ([En, Problem 3.12.1]).
Sea X un espacio compacto con diagonal pequeña tal que w(X) ≤ ω1. Sin pérdida de ge-
neralidad podemos asumir que X ⊆ [0, 1]ω1 ([En, Theorem 2.3.23]). Para cada α < ω1 sea
pα : [0, 1]ω1 → [0, 1]α la proyección natural sobre la cara [0, 1]α. Supongamos que existe
α < ω1 tal que para todos x, y ∈ X, si x 6= y, entonces pα(x) 6= pα(y). Es claro que el mapeo
pα|X : X → pα(X) ⊆ [0, 1]α es una condensación y en consecuencia, por la compacidad de
X, es un homeomorfismo. Lo anterior implica que w(X) ≤ w([0, 1]α) = w([0, 1]ω) = ω.

Para probar que un tal α < ω1 existe supongamos lo contrario; entonces, para cada α < ω1

podemos encontrar xα, yα ∈ X tales que pα(xα) = pα(yα) pero xα 6= yα. Puesto que X
tiene diagonal pequeña, existe un conjunto no numerable A ⊆ ω1 y U ∈ τ(∆, X2) tales
que U ∩ {(xα, yα) : α ∈ A} = ∅. Existe un punto x ∈ X de acumulación completa de
Z = {xα : α ∈ A}; sea V =

∏
α<ω1

Vα un abierto estándar en [0, 1]ω1 tal que x ∈ V ′ = V ∩X
y V ′ × V ′ ⊆ U . Hagamos supp(V ) = {γ < ω1 : Vγ 6= [0, 1]}. Puesto que x es un punto
de acumulación completa de Z, existe β ∈ A tal que xβ ∈ V ′ y β > max(supp(V )). Como
Vα = [0, 1] para cada α ≥ β y pβ(xβ) = pβ(yβ), tenemos que yβ ∈ V ′. Lo anterior implica que
(xβ, yβ) ∈ V ′×V ′ ⊆ U , por lo cual, U∩{(xα, yα) : α ∈ A} 6= ∅, lo que es una contradicción. �

Dado un cardinal infinito κ, un espacio X es κ-monoĺıtico si nw(A) ≤ κ para cada A ∈ [X]≤κ.
Diremos que X es monoĺıtico si es κ-monoĺıtico para todo cardinal infinito κ. Es claro que
cualquier subconjunto de un espacio κ-monoĺıtico es también κ-monoĺıtico.

Teorema 1.3.23. Sea X un espacio compacto con diagonal pequeña. Si X es ω-monoĺıtico
y tiene estrechez numerable, entonces es metrizable.

Demostración. Haremos uso del siguiente resultado: Si Z es un espacio compacto tal que
A es metrizable para cada A ∈ [Z]≤ω1 , entonces Z es metrizable ([Dow]).
Por lo anterior basta demostrar que cada subespacio de cardinalidad a lo más ω1 es metri-
zable. Sea A ∈ [X]≤ω1 y {xα : α < ω1} una numeración de A. Puesto que X tiene estrechez
numerable, se tiene la igualdad A =

⋃
{{xβ : β < α} : α < ω1}. Dado que X es ω-monoĺıtico,

el conjunto {xβ : β < α} tiene peso de red numerable para cada α < ω1. Es fácil ver que el
conjunto A tiene peso de red a lo más ω1 al ser una unión de una familia de cardinalidad a lo
más ω1 y cuyos elementos tienen peso de red numerable. El conjunto A es compacto aśı que
w(A) = nw(A) ≤ ω1 [Tk7, Fact 4, S.307]. Finalmente, por el Teorema 1.3.22 el espacio A es
metrizable, y por consiguiente A también. �

Teorema 1.3.24. ([JS]) Bajo la Hipótesis del Continuo, todo espacio compacto con diago-
nal pequeña es metrizable.

Demostración. Sea X un espacio compacto con diagonal pequeña. De la Proposición 1.3.9
y el Teorema 1.3.21 se sigue que t(X) ≤ ω. Dado un conjunto numerable A ⊆ X, tenemos
que w(A) ≤ 2|A| ≤ c [Tk7, Fact 2, S.368] y en consecuencia w(A) ≤ ω1 por la Hipótesis del
Continuo. Por la Proposición 1.3.8 y el Teorema 1.3.22, concluimos que A es metrizable y

26



por consiguiente X es ω-monoĺıtico. Finalmente, el espacio X es metrizable por el Teorema
1.3.23. �

Teorema 1.3.25. Supongamos que X es un espacio Lindelöf Σ con diagonal pequeña. Si C
es una cubierta compacta de X cuyos elementos son metrizables y existe una red numerable
N con respecto a C, entonces X tiene peso de red numerable.

Demostración. Consideremos las siguientes afirmaciones:

Afirmación 1. Para cualquier espacio Z, los conjuntos cocero forman una base.

Sean x ∈ Z y U ∈ τ(x, Z). El conjunto Z\U es cerrado y x /∈ Z\U . Existe una función
continua f : Z → [0, 1] tal que f(x) = 1 y f(Z\U) ⊆ {0}. Si V = f−1((0, 1]), entonces V es
un conjunto cocero y x ∈ V ⊆ U . �

Afirmación 2. Sea Z un espacio Lindelöf Σ. Si K es una cubierta compacta de Z y F es una
red numerable con respecto a K, entonces {F : F ∈ F} también es una red numerable con
respecto a K.

Sean K ∈ K y U ∈ τ(K,Z). Por la normalidad de Z existe V ∈ τ(K,Z) tal que V ⊆ U .
Tomemos F ∈ F para el cual K ⊆ F ⊆ V ; entonces K ⊆ F ⊆ V ⊆ U y por lo tanto
{F : F ∈ F} es una red numerable con respecto a K. �

Afirmación 3. Sea Z un espacio Lindelöf Σ. Si existe una familia numerable F de cerrados
que separa los puntos de Z en el sentido T1, es decir, para cada par de puntos distintos
x, y ∈ Z, existen A,B ∈ F tales que y /∈ A 3 x y x /∈ B 3 y, entonces Z tiene peso de red
numerable.

Existe una cubierta compacta K de Z y una red numerable R con respecto a K. Sea
N =

∧
(R∪ F); es claro que N es numerable. Resulta que N es una red en Z.

Para verlo tomemos cualesquiera x ∈ Z y U ∈ τ(x, Z). Existe K ∈ K tal que x ∈ K. Para
cada y ∈ K\U elijamos Fy ∈ F tal que y /∈ Fy y x ∈ Fy. Por la compacidad de K\U , existe
A ∈ [K\U ]<ω para el cual K\U ⊆

⋃
y∈A Z\Fy. Entonces K ⊆ U ∪

⋃
y∈A Z\Fy, aśı que existe

R ∈ R tal que K ⊆ R ⊆ U ∪
⋃
y∈A Z\Fy. Si N = R ∩

⋂
y∈A Fy, entonces x ∈ N ⊆ U y

N ∈ N . Por lo tanto, N es una red numerable en Z. �

Por la Afirmación 2, sin pérdida de generalidad podemos suponer que los elementos de la
familia N son cerrados. Además, como la familia

∧
N sigue siendo una red numerable de

cerrados con respecto a C, también podemos suponer que N =
∧
N , es decir, la familia N

es invariante bajo intersecciones finitas. Para cada C ∈ C, sea NC = {N ∈ N : C ⊆ N}.
Si p ∈ X y A es una familia de subconjuntos de X, diremos que A genera una red en p si∧
{A ∈ A : p ∈ A} es una red en p. La siguiente propiedad es crucial:

(1) Para cada C ∈ C, existe una familia numerable UC de conjuntos cocero tal que
UC =

∧
UC y UC ∪NC genera una red en cada punto de C.

Para demostrar (1), tomemos un conjunto arbitrario C ∈ C. Como C es metrizable y com-
pacto, existe una base numerable BC para el subespacio C. Para cada par de elementos con
cerradura disjunta B0, B1 ∈ BC , podemos escojer conjuntos cocero E(B0, B1) y D(B0, B1)
tales que E(B0, B1) ∩ D(B0, B1) = ∅ mientras B0 ⊆ E(B0, B1) y B1 ⊆ D(B0, B1). Sea
UC =

∧
{E(B0, B1), D(B0, B1) : B0, B1 ∈ BC y B0 ∩ B1 = ∅}. Supongamos que p ∈ C y

consideremos U ∈ τ(p,X). Sea {Nm : m ∈ ω} una numeración de todos los elementos de
UC∪NC que contienen a p tal que cada elemento deNC aparece una cantidad infinita de veces
en la sucesión {Nm : m ∈ ω}. Si ninguna intersección finita de elementos de {Nm : m ∈ ω}
está contenida en U , entonces escojamos xn ∈

⋂
i≤nNi\U . Para ver que {xn : n < ω} tiene

un punto de acumulación q ∈ C supongamos lo contrario. Entonces para cada y ∈ C existe
Uy ∈ τ(y,X) tal que |{n < ω : xn ∈ Uy}| < ω. Por la compacidad de C podemos encontrar
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A ∈ [C]<ω tal que C ⊆
⋃
y∈A Uy. Existe m > max{n : xn ∈

⋃
y∈A Uy} tal que Nm ∈ NC

y C ⊆ Nm ⊆
⋃
y∈A Uy; esto último implica que m ≤ max{n : xn ∈

⋃
y∈A Uy} < m, lo que

es una contradicción. Por consiguiente, un tal q ∈ C existe. Es claro que q /∈ U , por lo que
p 6= q. Sean B0, B1 ∈ BC vecindades de p y q, respectivamente, tales que B0 ∩ B1 = ∅. Por
tal motivo, existe V ∈ UC tal que p ∈ V y q /∈ V . Como V ∈ UC , existe m < ω tal que
V = Nm, por lo cual {xn : n ≥ m} ⊆ V . Lo anterior implica que q /∈ {xn : n ≥ m}, lo que es
una contradicción. Por lo tanto existe una intersección finita de elementos de UC ∪ NC que
esta contenida en U , es decir, UC ∪ NC genera una red en p. Esto finaliza la demostración
de (1).

Veamos ahora que:

(2) existe una familia numerable U de conjuntos cocero tal que U ∪ N separa los puntos
de X en el sentido T1.

Supongamos que tal familia no existe. Sean C0 ∈ C y UC0 como en la propiedad (1). Por
hipótesis la familia UC0∪N no es T1-separadora, por lo que existen puntos distintos x1, y1 ∈ X
tales que cada elemento de UC0 ∪ N que contenga a x1, también contiene a y1. Como N es
una red con respecto a C, cada elemento de C que contenga a x1, también contiene a y1

aśı que existe C1 ∈ C tal que x1, y1 ∈ C1. Sea UC1 como en la propiedad (1).
Supongamos que α < ω1 y hemos obtenido Cβ ∈ C y puntos distintos xβ, yβ ∈ Cβ para todo
β ∈ (0, α), tales que cada elemento de la familia N ∪ (

⋃
γ<β UCγ ) que contenga a xβ, también

contiene a yβ. Puesto que N ∪ (
⋃
γ<α UCγ ) no es T1-separadora, podemos encontrar puntos

distintos xα, yα ∈ X tales que cada elemento de la familia N ∪ (
⋃
γ<α UCγ ) que contenga

a xα, también contiene a yα. Elijamos Cα ∈ C tal que xα ∈ Cα, y notemos que también
yα ∈ Cα.
Entonces podemos encontrar xα, yα, y Cα que satisfacen las condiciones anteriores para
cada α < ω1. Puesto que el espacio X tiene diagonal pequeña, existe G ∈ τ(∆, X2) tal
que {(xα, yα) : α ∈ E} ⊆ X2\G para algún conjunto no numerable E ⊆ ω1. Para cada
z = (x, y) ∈ X2\G podemos elegir Uz ∈ τ(x,X) y Vz ∈ τ(y,X) tales que Uz ∩ Vz = ∅. Como
X es Lindelöf Σ, el espacio X2 es Lindelöf y por consiguiente X2\G también lo es. Entonces,
podemos encontrar un conjunto numerable G′ ⊆ X2\G tal que X2\G ⊆

⋃
z∈G′(Uz × Vz).

Luego, existen E′ ∈ [E]ω1 y z ∈ G′ tales que {(xα, yα) : α ∈ E′} ⊆ Uz × Vz. Esto im-
plica que existen conjuntos cerrados y disjuntos H0,H1 tales que {xα : α ∈ E′} ⊆ H0 y
{yα : α ∈ E′} ⊆ H1.
Consideremos un ordinal arbitrario α ∈ E′. Dado cualquier p ∈ Cα, como las familias N
y UCα son invariantes bajo intersecciones finitas, por la propiedad (1), existen Uαp ∈ UCα y
Nα
p ∈ NCα tales que p ∈ Uαp y Uαp ∩Nα

p no interseca a H0 o H1. Por la compacidad de Cα
existen subcolecciónes finitas Uα0 , U

α
1 , . . . , U

α
nα de UCα y Nα

0 , N
α
1 , . . . , N

α
nα de NCα tales que

Cα ⊆ Uα = Uα0 ∪ . . .∪Uαnα y cada Uαi ∩Nα
i no interseca a H0 o H1. Como N es una red con

respecto a C, existe N ′ ∈ N tal que Cα ⊆ N ′ ⊆ Uα. Si Nα = N ′ ∩
⋂

0≤i≤nα N
α
i , entonces

Nα ∈ N y Cα ⊆ Nα ⊆ Uα.
Puesto que la familia N es numerable, existen α1 < α2 tales que Nα1 = Nα1 = N . Entonces
Cα1∪Cα2 ⊆ N ⊆ Uα1 . Escojamos i ≤ nα1 tal que xα2 ∈ U

α1
i . Puesto que Uα1

i ∩N
α1
i no inter-

seca a H0 o H1 y xα2 ∈ H0, se sigue que no interseca H1. Por consiguiente, xα2 ∈ U
α1
i ∩N

α1
i

y yα2 /∈ U
α1
i ∩N

α1
i , lo que contradice la forma en que xα2 y yα2 fueron escojidos. Esta con-

tradicción termina la demostración de (2).

Tomemos una familia U que satisface la condición (2). Como todo conjunto cocero es Fσ,
para cada U ∈ U existe una familia numerable RU de conjuntos cerrados tal que U =

⋃
RU .

La familia N ∪
⋃
{RU : U ∈ U} consta de cerrados y separa los puntos de X en el sentido

T1. Por la Afirmación 3, el espacio X tiene peso de red numerable. �

Teorema 1.3.26. ([Gr3]) Bajo la hipótesis del continuo, cada espacio Lindelöf Σ con dia-
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gonal pequeña tiene peso de red numerable.

Demostración. Supongamos que X un espacio Lindelöf Σ con diagonal pequeña. Sea C una
cubierta compacta de X y R una red numerable con respecto a C. Por el Teorema 1.3.24,
cada elemento de C es metrizable. Finalmente, por el Teorema 1.3.25, el espacio X tiene peso
de red numerable. �
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1.4. Espacios hereditariamente Lindelöf Σ

Esta es la parte final del Caṕıtulo 1 en la cual presentaremos un resultado de Gruenhage
que establece que todo espacio Lindelöf Σ con diagonal Gδ tiene peso de red numerable.
Probaremos que cualquier espacio hereditariamente Lindelöf tiene cardinalidad a lo más c
lo cual es un teorema perteneciente a de Groot. El resultado principal de esta sección es el
teorema de Hodel sobre los espacios hereditariamente Lindelöf Σ. Como un resultado auxiliar
se demostrará el teorema de Uspensky del número de Lindelöf de la ω-modificación de un
espacio disperso.

Definición 1.4.1. Diremos que un espacio X tiene diagonal Gδ si ∆ = {(x, x) : x ∈ X} es
un conjunto Gδ en X2. Es claro que la propiedad de tener diagonal Gδ es hereditaria.

Proposición 1.4.2. Todo espacio X con diagonal Gδ tiene diagonal pequeña.

Demostración. Tomemos una familia {Un : n < ω} ⊆ τ(X2) tal que ∆ =
⋂
n<ω Un.

Si Y es un subconjunto no numerable de X2\∆, entonces existe n < ω tal que Y \Un
es no numerable, pues en caso contrario |Y \Un| ≤ ω para todo n < ω y por lo tanto
Y \∆ = Y \

⋂
n<ω Un =

⋃
n<ω(Y \Un) es numerable, lo que es una contradicción. �

Dada una familia A ⊆ exp(X), definamos st(B,A) =
⋃
{A ∈ A : A ∩ B 6= ∅} para cada

B ⊆ X. Si B = {x}, escribiremos st(x,A) en lugar de st({x},A).

Proposición 1.4.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo espacio X:
(a) X tiene diagonal Gδ;
(b) existe una familia {Un : n < ω} de cubiertas abiertas de X tal que para cada x ∈ X

se tiene
⋂
n<ω st(x,Un) = {x}.

Demostración. Supongamos que X tiene diagonal Gδ y por lo tanto existe una sucesión
{Un}n<ω de abiertos en X2 tal que ∆ =

⋂
n<ω Un.

Para cada n < ω consideremos la familia Un = {V ∈ τ(X) : V ×V ⊆ Un}; es claro que Un es
una cubierta de X. Sea x ∈ X y supongamos que y ∈

⋂
n<ω st(x,Un). Para cada n < ω existe

Vn ∈ τ(X) tal que (x, y) ∈ Vn × Vn ⊆ Un. Lo anterior implica que (x, y) ∈
⋂
n<ω Un = ∆, y

por consiguiente x = y. Por lo tanto,
⋂
n<ω st(x,Un) = {x}. Esto demuestra que (a) implica

(b).

Supongamos ahora que X satisface (b). Definamos Un =
⋃
{V × V : V ∈ Un} para cualquier

n < ω. Como Un es una cubierta de X para cada n < ω, es claro que ∆ ⊆
⋂
n<ω Un. Si

(x, y) ∈
⋂
n<ω Un, entonces para todo n < ω, existe Vn ∈ Un tal que x, y ∈ Vn, lo que implica

que y ∈ st(x,Un); luego, y ∈
⋂
n<ω st(x,Un) = {x}, esto es, y = x. De lo anterior concluimos

que
⋂
n<ω Un ⊆ ∆. Esto comprueba que X tiene diagonal Gδ. �

Si una familia de cubiertas abiertas satisface la condición (b) en la Proposición 1.4.3, diremos
que es una sucesión Gδ-diagonal.

Teorema 1.4.4. Supongamos que X es un espacio de Lindelöf. Si X tiene diagonal Gδ,
entonces iw(X) ≤ ω.

Demostración. Por la Proposición 1.4.3 existe una sucesión Gδ-diagonal {Un}n<ω. La si-
guiente propiedad es inmediata:

(1) si Vn es un refinamiento de Un para cada n < ω, entonces {Vn}n<ω también es una
sucesión Gδ-diagonal.
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Por la Afirmación 1 en el Teorema 1.3.26, los conjuntos cocero forman una base en X. Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que cada familia Un consta de conjuntos cocero.
Puesto que el conjunto X es Lindelöf, de nuevo, por la propiedad (1), podemos considerar
que cada Un es numerable.
Para cada U ∈

⋃
n<ω Un existe fU : X → R tal que U = fU

−1(R\{0}). Fijémonos en la

función ϕ = 4{fU : U ∈
⋃
n<ω Un} : X → ϕ(X) ⊆ R

⋃
n<ω Un ' Rω. Basta probar que ϕ

es inyectiva. Dados dos puntos distintos x, y ∈ X, puesto que {x} =
⋂
n<ω st(x,Un), existe

m < ω tal que y /∈ st(x,Um). Tomemos cualquier U ∈ Um para el cual x ∈ U . Entonces
y /∈ U y ϕ(x)(U) = fU (x) 6= 0 = fU (y) = ϕ(y)(U). Esto demuestra que ϕ es inyectiva y por
lo tanto, iw(X) ≤ ω. �

Corolario 1.4.5. Si X es un espacio Lindelöf Σ con diagonal Gδ, entonces X tiene peso de
red numerable.

Demostración. Por los Teoremas 1.4.4 y 1.2.18, el espacio X tiene i-peso numerable y es
estable. Una consecuencia inmediata es que nw(X) ≤ ω. �

Corolario 1.4.6. Todo espacio compacto con diagonal Gδ es metrizable.

Proposición 1.4.7. Si un espacio X es hereditariamente Lindelöf y existe una familia nu-
merable de conjuntos cerrados F que separa los puntos de X en el sentido T0, entonces existe
una familia numerable de conjuntos cerrados que separa los puntos de X en el sentido T1.

Demostración. Necesitaremos la siguiente proposición:

Afirmación. Si Z es un espacio hereditariamente Lindelöf, entonces cualquier U ∈ τ∗(Z) es
un conjunto Fσ.

Para cada x ∈ U , existe Vx ∈ τ(x, Z) tal que Vx ⊆ Vx ⊆ U ; puesto que U es un espacio de
Lindelöf, existe A ⊆ U tal que U =

⋃
x∈A Vx. �

Para cada F ∈ F tomemos una familia numerable de conjuntos cerrados RF en X tal que
X\F =

⋃
RF . La familia G = F ∪

⋃
{RF : F ∈ F} es numerable y consta de conjuntos

cerrados. Basta demostrar que G separa los puntos de X en el sentido T1. Dados dos puntos
distintos x, y ∈ X, podemos escoger F ∈ F tal que F ∩ {x, y} consta de un solo elemento.
• Si x ∈ F , entonces y /∈ F y F ∈ G.
• Si x /∈ F , entonces y ∈ F y x ∈

⋃
RF aśı que existe R ∈ RF tal que x ∈ R; se tiene que

y /∈ R y R ∈ G.
Esto demuestra que G separa los puntos de X en el sentido T1. �

Teorema 1.4.8. ([G]) Si X es un espacio hereditariamente Lindelöf, entonces |X| ≤ c.

Demostración. Por la Afirmación en la Proposición 1.4.7, para cada x ∈ X existe una
familia numerable Ux ⊆ τ(X) tal que

⋂
Ux = {x}.

Sea A0 ∈ [X]≤c arbitrario y no vaćıo. Supongamos que α < ω1 y hemos escogido un conjunto
Aβ ⊆ X para cada β < α tal que:

(1) |Aβ| ≤ c;
(2) si W ∈ [

⋃
{Ux : x ∈

⋃
δ<β Aδ}]≤ω y

⋃
W 6= X, entonces Aβ\

⋃
W 6= ∅.

Para cada W ∈ [
⋃
{Uz : z ∈

⋃
β<αAβ}]≤ω, si

⋃
W 6= X, escojamos x(W) ∈ X\

⋃
W. Sea

Aα = {x(W) :W ∈ [
⋃
{Uz : z ∈

⋃
β<αAβ}]≤ω y

⋃
W 6= X}. Es claro que Aα satisface (1) y

(2), por lo que podemos continuar la inducción.
El conjunto A =

⋃
α<ω1

Aα tiene cardinalidad a lo más c. Supongamos que existe y ∈ X\A.
Para cada x ∈ A podemos escoger Ux ∈ Ux tal que y /∈ Ux. Existe un conjunto numera-
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ble B ⊆ A tal que A ⊆
⋃
x∈B Ux. Sea {xn : n < ω} una numeración de B. Para cada

n < ω existe αn < ω1 tal que xn ∈ Aαn . Si α = supn<ωαn, entonces B ⊆
⋃
β<αAβ, y

W = {Ux : x ∈ B} ∈ [
⋃
{Uz : z ∈

⋃
β<αAβ}]≤ω; como y /∈

⋃
W, concluimos aplicando

(2), que Aα\
⋃
W 6= ∅, lo que es una contradicción con Aα ⊆ A ⊆

⋃
W. Por lo tanto,

|X| = |A| ≤ c. �

Teorema 1.4.9. Supongamos que un espacio X es hereditariamente Lindelöf. Si L es la
familia de todos los subconjuntos compactos de X, entonces |L| ≤ c.

Demostración. Obsérvese que |X| ≤ c y cada subconjunto cerrado de X es Gδ por el
Teorema 1.4.8 y la Afirmación de la Proposición 1.4.7. Para cada x ∈ X existe una familia
Ux = {Uxn : n < ω} ⊆ τ(X) tal que

⋂
n<ω U

x
n = {x}.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Uxn+1 ⊆ Uxn para cada n < ω. La colección
V = {

⋃
A : A ∈ [

⋃
x∈X Ux]≤ω} tiene cardinalidad a lo más c.

Para cualesquiera L ∈ L y x ∈ X\L, la familia {Uxn ∩ L : n < ω} tiene intersección vaćıa,
luego existe m(x) < ω tal que Uxm(x) ∩L = ∅, y por tanto Uxm(x) ⊆ X\L [Tk7, Fact 1, S.326].

Entonces, X\L =
⋃
x∈X\L U

x
m(x).

Existe un conjunto numerable A ⊆ X\L tal que X\L =
⋃
x∈A U

x
m(x) y consecuentemente

X\L ∈ V. Finalmente, |L| = |{X\L : L ∈ L}| ≤ |V| ≤ c. �

Un espacio X es conexo si no existen dos conjuntos abiertos, no vaćıos y disjuntos U, V ⊆ X
tales que X = U ∪V ; el espacio X es disconexo si no es conexo. Diremos que X es totalmente
disconexo si cada subconjunto de X con más de un elemento, es disconexo.

Proposición 1.4.10. Si un espacio compacto X es totalmente disconexo, entonces para cada
par de puntos distintos x, y ∈ X existe un conjunto abierto-cerrado W ⊆ X tal que x ∈ W
y y /∈W .

Demostración. Diremos que z ∈ X es un amigo de x, si no existe un conjunto abierto-
cerrado W ⊆ X tal que x ∈ W y z /∈ W . El conjunto Q = {z ∈ X : z es un amigo de x} es
cerrado y esta contenido en cualquier conjunto abierto-cerrado que contenga a x.
Supongamos que Q es disconexo. Sean A,B conjuntos no vaćıos cerrados en Q tales que
Q = A ∪ B y A ∩ B = ∅. Como Q es cerrado en X, los conjuntos A y B también lo son.
Para cada z ∈ A escojamos Uz ∈ τ(z,X) tal que Uz ∩ B = ∅. Por la compacidad de A
existen z0, . . . , zp ∈ A tales que A ⊆

⋃
i≤p Uzi . Si U =

⋃
i≤p Uzi y V = X\

⋃
i≤p Uzi , entonces

A = U ∩Q y B = V ∩Q, y además, U y V son abiertos disjuntos.
Para cada z ∈ X\Q existe un conjunto abierto-cerrado Wx ∈ τ(x,X) tal que z /∈ Wx; por
consiguiente, Q es una intersección de conjuntos abierto-cerrados. Existe una colección finita
de conjuntos abierto-cerrados F1, . . . , Fn ⊆ X tal que Q ⊆ F = F1 ∩ . . . ∩ Fn ⊆ U ∪ V [Tk7,
Fact 1, S.326].
El conjunto F es abierto-cerrado y U ∩ F ⊆ U ∩ F = U ∩ (F ∩ (U ∪ V )) = F ∩ U ; esto
muestra que, F ∩U es abierto-cerrado. Como Q esta contenido en cualquier abierto-cerrado
que contenga a x, se sigue que Q ⊆ F ∩ U y por consiguiente, B ⊆ U , lo que es una contra-
dicción. Por lo tanto Q es conexo.
Como X es totalmente disconexo, Q consta de un sólo punto, es decir, Q = {x}. Finalmente,
como y no es un amigo de x, existe un conjunto abierto-cerrado W tal que x ∈W y y /∈W . �

Un espacio X es cero-dimensional si tiene una base que consiste de conjuntos abierto-
cerrados.

Proposición 1.4.11. Un espacio compacto X es totalmente disconexo si y sólo es cero di-
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mensional.

Demostración. La suficiencia es inmediata aśı que supongamos que X es totalmente disco-
nexo, x ∈ X y U es una vecindad abierta de x. Por la Proposición 1.4.10, para cada y ∈ X\U
existe una vecindad abierto-cerrada Vy de y tal que x /∈ Vy. Por la compacidad de X\U , exis-
te un conjunto finito A ⊆ X\U , tal que X\U ⊆

⋃
y∈A Vy. Entonces x ∈

⋂
y∈A(X\Vy) ⊆ U ,

donde
⋂
y∈A(X\Vy) es un conjunto abierto-cerrado. �

Proposición 1.4.12. Supongamos queX es un espacio compacto. SiX no es cero-dimensional
o Dω es una imagen continua de X, entonces [0, 1] es una imagen continua de X.

Demostración. Si X no es cero-dimensional, entonces por la Proposición 1.4.11, no es total-
mente disconexo, luego, existe un conjunto conexo A ⊆ X y dos puntos distintos x, y ∈ A.
El conjunto A es conexo [En, Corollary 6.1.11]. Puesto que A es un espacio de Tychonoff,
existe una función continua f : A → [0, 1] tal que f(x) = 0 y f(y) = 1. El conjunto f(A)
es conexo [En, Theorem 6.1.3] y 0, 1 ∈ f(A); entonces, f(A) = [0, 1]. Por el teorema de
extensión de Tietze-Urysohn, [0, 1] es una imagen continua de X.
Si Dω es una imagen continua de X, entonces [0, 1] es una imagen continua de X por el
Teorema 1.3.10. �

Definición 1.4.13. Diremos que un espacio X es disperso si cada subconjunto no vaćıo A
de X tiene un punto aislado en A.

Proposición 1.4.14. Supongamos que X es un espacio compacto. Si X no es disperso,
entonces no es cero-dimensional o bien Dω es una imagen continua de X.

Demostración. Supongamos que X no es disperso y es cero-dimensional. Veamos que Dω
es una imagen continua de X.
Existe un conjunto sin puntos aislados A ⊆ X. Por la Proposición 1.4.11 el espacio X es
totalmente disconexo. Definamos X∅ = X.
Dados dos puntos distintos, x, y ∈ A, por la Proposición 1.4.10 existen dos conjuntos
disjuntos y abierto-cerrados X{(0,0)}, X{(0,1)} ⊆ X tales que x ∈ X{(0,0)}, y ∈ X{(0,1)} y
X = X{(0,0)} ∪X{(0,1)}.
Supongamos que n > 1 y hemos encontrados una familia de conjuntos abierto-cerrados
{Xs : s ∈

⋃
m≤nDm} tales que Xs ∩A 6= ∅ para cada s ∈ Dm y m ≤ n, y además, si m < n,

entonces Xs_0 ∩Xs_1 = ∅ y Xs = Xs_0 ∪Xs_1.
Sea s ∈ Dn; puesto que Xs ∩ A es un subconjunto abierto no vaćıo de A, se sigue que
|Xs ∩A| > 1. Dados dos puntos distintos x′, y′ ∈ Xs ∩A, por la Proposición 1.4.10, podemos
encontrar dos conjuntos disjuntos y abierto-cerrados X0, X1 ⊆ X tales que x′ ∈ X0, y′ ∈ X1

y X0 ∪X1 = X. Sean Xs_0 = Xs ∩X0 y Xs_1 = Xs ∩X1.
De esta manera, podemos construir por inducción una familia de conjuntos no vaćıos y
abierto-cerrados {Xs : s ∈

⋃
n<ω Dn} tales que Xs = Xs_0 ∪Xs_1 y Xs_0 ∩Xs_1 = ∅ para

cada s ∈ Dn y n < ω.
De nuestra construcción inductiva, se sigue que para cada x ∈ X, existe un único f ∈ Dω
tal que x ∈

⋂
n<ωXf |n ; definamos ϕ(f) = x. Dado f ∈ Dω, la familia {Xf |n : n < ω} consta

de compactos y es centrada, lo que implica que
⋂
n<ωXf |n 6= ∅. Lo anterior demuestra que

la función ϕ : X → Dω es sobreyectiva.
Resta demostrar que ϕ es continua. Si U =

∏
n<ω Un es un abierto estándar en Dω y

supp(U) = {n < ω : Un 6= D}, entonces

ϕ−1(U) = {x ∈ X : ϕ(x)(n) ∈ Un si n ∈ supp(U)}
=

⋃
{Xf |m : f ∈ Dω y f(n) ∈ Un si n ∈ supp(U)} ∈ τ(X)
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donde m = max(supp(U)). �

Teorema 1.4.15. Un espacio compacto X es disperso si y sólo si [0, 1] no es una imagen
continua de X.

Demostración. Supongamos que X es disperso. Si existe una función continua y sobre-
yectiva f : X → [0, 1], por la Afirmación en el Teorema 1.3.19, existe un conjunto cerrado
F ⊆ X tal que f(F ) = [0, 1] y f |F es irreducible. Puesto que F es compacto y disperso,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que f : X → [0, 1] es irreducible. Para cada
q ∈ Q = Q ∩ [0, 1] escojamos xq ∈ F tal que f(xq) = q. Sea H = {xq : q ∈ Q}; el conjunto
f(H) es cerrado en [0, 1] y f(H) = Q ⊆ f(H), luego [0, 1] = Q ⊆ f(H). Puesto que f es
irreducible, concluimos que H = X.
Existe un punto aislado xp ∈ H. Tenemos que f(H\{xp}) = f(X\{xp}) = [0, 1]\{p} es un
conjunto cerrado, lo que es una contradicción. Esto demuestra la necesidad.
Supongamos ahora que [0, 1] no es una imagen continua de X. Por la Proposición 1.4.12, el
espacio X es cero-dimensional y Dω no es una imagen continua de X. Finalmente, por la
proposición 1.4.14, X es disperso. �

Definición 1.4.16. Sea (X, τ) un espacio. La familia de todos los conjuntos Gδ de X forma
una base para una topoloǵıa τω en X. Esta topoloǵıa es llamada la ω-modificación de la
topoloǵıa τ . Al espacio (X, τω) lo denotaremos por (X)ω.

Teorema 1.4.17. ([Us2]) Supongamos que κ es un cardinal infinito y X es un espacio
disperso. Si l(X) ≤ κ, entonces l((X)ω) ≤ κ.

Demostración. Sea G la familia de los conjuntos Gδ de X. Basta demostrar que toda cu-
bierta U ⊆ G de X, tiene una subcubierta V ∈ [U ]≤κ.
A un conjunto U ∈ τ(X) lo llamaremos pequeño, si existe V ∈ [U ]≤κ tal que U ⊆

⋃
V.

Notemos que si cada x ∈ X tiene una vecindad pequeña, entonces X es pequeño, por lo que
basta demostrar que todos los puntos de X tienen una vecindad pequeña.
Sea H = {x ∈ X : x tiene una vecindad pequeña}. Para cada x ∈ H escojamos Vx ∈ τ(x,X)
y Ux ∈ [U ]≤κ tales que Vx ⊆

⋃
Ux.

Supongamos que el conjunto X\H es no vaćıo y tomemos un punto aislado y ∈ X\H. Existe
V ∈ τ(y,X) tal que V ∩ (X\H) = {y}. Podemos encontrar una familia {Wn}n<ω de sub-
conjunto abiertos de X tal que y ∈ W =

⋂
n<ωWn ∈ U . Para cada n < ω las contenciones

V \Wn ⊆ V \{y} = V \(X\H) ⊆ H implican que
⋃
n<ω(V \Wn) ⊆ H. Como cada V \Wn es

un conjunto cerrado, existe An ∈ [V \Wn]≤κ tal que V \Wn ⊆
⋃
x∈An Vx. Aśı,

V ⊆ V ⊆W ∪(V \W ) = W ∪
⋃
n<ω(V \Wn) ⊆W ∪

⋃
n<ω

⋃
x∈An Vx ⊆W ∪

⋃
n<ω

⋃
x∈An

⋃
Ux,

lo que demuestra que V es una vecindad pequeña de y ∈ X\H, lo que a su vez, es una con-
tradicción. Por lo tanto H = X. �

Teorema 1.4.18. Si X es un espacio hereditariamente Lindelöf, entonces existen conjuntos
A,B ⊆ X tales que:
(a) A ∪B = X;
(b) todos los subconjuntos compactos de A son numerables;
(c) todos los subconjuntos compactos de B son numerables.

Demostración. Sea L la familia de todos los subconjuntos compactos no numerables de
X. Por el Teorema 1.4.9, podemos encontrar una numeración {Lα : α < c} de L; además,
|L| ≤ |X| ≤ c para cada L ∈ L (véase el Teorema 1.4.8).
Si L ∈ L y |L| < c, entonces [0, 1] no puede ser imagen continua de L, por lo que L es disperso
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(véase el Teorema 1.4.15). El espacio (L)ω es Lindelöf por el Teorema 1.4.17. Aplicando la
Afirmación de la Proposición 1.4.7, vemos que cada punto x ∈ L es Gδ, y en consecuencia, el
espacio (L)ω es discreto, Lindelöf y no numerable, lo que es una contradicción. Por lo tanto,
|L| = c para todo L ∈ L.
Escojamos dos puntos arbitrarios x0, y0 ∈ L0. Supongamos que α < c y hemos encontrado
dos conjuntos {xβ : β < α}, {yβ : β < α} tales que:

(1) {xβ : β < α} ∩ {yβ : β < α} = ∅, y
(2) si β < α, entonces {xβ, yβ} ⊆ Lβ.

Puesto que |Lα| = c, podemos encontrar dos puntos distintos xα, yα ∈ Lα\(Aα ∪ Bα). Es
claro que {xβ : β ≤ α} y {yβ : β ≤ α} satisfacen (1) y (2). De modo que podemos continuar
la inducción para construir conjuntos P = {xα : α < c} y Q = {yα : α < c} que satisfacen
(1) y (2). Afirmamos que A = P y B = X\P son los conjuntos prometidos.
Sea L un subconjunto compacto de A. Si |L| > ω, entonces existe α < c tal que L = Lα; esto
implica que yα ∈ Q ∩ L ⊆ B ∩ L, lo que contradice que L ⊆ A.
Sea L un subconjunto compacto de B. Si |L| > ω, entonces existe α < c tal que L = Lα por
lo cual xα ∈ P ∩ L = A ∩ L, lo que contradice que L ⊆ B.
Por lo tanto, si L es un subconjunto compacto de A o B, es numerable. �

Teorema 1.4.19. ([Ho1]) Un espacio X es hereditariamente Lindelöf Σ si y sólo si
nw(X) ≤ ω.

Demostración. Es claro que si X tiene peso de red numerable, todo subespacio suyo tam-
bién, y por tanto, es hereditariamente Lindelöf Σ.
Supongamos que X es hereditariamente Lindelöf Σ. Por el Teorema 1.4.18, existen conjuntos
A,B ⊆ X tales que A ∪ B = X y cada subconjunto compacto de A o B es numerable. Si
demostramos que nw(A) = nw(B) = ω, es evidente que nw(X) = ω, por lo que podemos
suponer sin pérdida de generalidad que cada subconjunto compacto de X es numerable.
Sea C una cubierta compacta de X y F una red numerable con respecto a C, cuyos elementos
son conjuntos cerrados. Consideremos la familia Fx = {F ∈ F : x ∈ F} para cada x ∈ X.
Diremos que x, y ∈ X son amigos si Fx = Fy. Es evidente que la relación de amistad es una
relación de equivalencia en X; sea A su conjunto de clases de equivalencia. Dado x ∈ X esco-
jamos C ∈ C tal que x ∈ C. Notemos que FC = {F ∈ F : C ⊆ F} ⊆ Fx, y por consiguiente,⋂
Fx ⊆

⋂
FC = C; esto implica que

⋂
Fx es compacto. El conjunto Ax = {z ∈ X : z es

amigo de x} esta contenido en
⋂
Fx, y por tanto es numerable.

Para cada A ∈ A podemos escoger una numeración {xAn : n < ω} de A. Definamos
Xn = {xAn : A ∈ A} para cualquier n < ω. Es claro que

⋃
n<ωXn = X y Xn ∩ A = {xAn }

paraa todo A ∈ A y n < ω.
Sea n < ω arbitrario. La familia Fn = {F ∩Xn : F ∈ F} consta de subconjuntos cerrados
de Xn. Afirmamos que Fn separa los puntos de Xn en el sentido T0.
Tomemos puntos distintos x, y ∈ Xn. Puesto que x y y no son amigos, se tiene que Fx 6= Fy.
De aqúı se concluye que existe F ∈ Fx ∪Fy tal que |F ∩ {x, y}| = 1. Por lo tanto, la familia
Fn separa los puntos de Xn en el sentido T0. Por la Proposición 1.4.7 y la Afirmación 3 en
el Teorema 1.3.26, concluimos que nw(Xn) = ω.
Finalmente, nw(X) = nw(

⋃
n<ωXn) = ω. �

Corolario 1.4.20. Si un espacio compacto es hereditariamente Lindelöf Σ, entonces es
metrizable.
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Caṕıtulo 2

La propiedad Lindelöf Σ en espacios
de funciones

El propósito de este caṕıtulo es presentar un estudio de la propiedad Lindelöf Σ en espacios
de funciones con la topoloǵıa de convergencia puntual.

El caṕıtulo consta de cuatro secciónes. En la sección 1 presentamos la relación de t-equivalencia
y algunas propiedades t-invariantes. El teorema principal de esta sección es un resultado de
Okunev que establece que la σ-compacidad, la K-analiticidad y la propiedad Lindelöf Σ son
t-invariantes.

En la segunda sección se demostrará que todo espacio metalindelöf con extent numerable es
Lindelöf. Se presenta una demostración completa del teorema de Baturov sobre la relación
entre el extent y el número de Lindelöf de cualquier subespacio de Cp(X) cuando X es un
espacio Lindelöf Σ. También se verá el teorema de Reznichenko sobre la normalidad colectiva
en espacios Cp(X).

La sección 3 contiene un teorema de Uspenkij sobre el marco Lindelöf Σ del espacio Cp(X)
cuando X es Lindelöf Σ. El resultado principal de esta sección es un teorema de Okunev
que establece la condición Lindelöf Σ para Cp(Y ) si X y Y ⊆ Cp(X) son espacios Lindelöf
Σ. Concluimos la sección con dos teoremas de Tkachuk sobre la propiedad Lindelöf Σ de
espacios de funciones iterados.

La parte final de este caṕıtulo es la sección 4 cuyo resultado principal es un famoso ejemplo
de Reznichenko de un espacio compacto de Talagrand que es una unión numerable de es-
pacios compactos de Eberlein sin ser compacto de Eberlein; dicho espacio es canónicamente
homeomorfo a la compactificación de Stone-Čech de un subespacio casi compacto. Como un
resultado auxiliar se presenta un teorema de Talagrand sobre la K-analiticidad del espacio
Cp(X) para un espacio compacto X.
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2.1. La propiedad Lindelöf Σ es t-invariante

Comenzaremos este caṕıtulo presentando la relación de t-equivalencia y algunas propiedades
t-invariantes. El teorema principal de esta sección es un resultado de Okunev que establece
que la σ-compacidad, la K-analiticidad y la propiedad Lindelöf Σ son t-invariantes.

Definición 2.1.1. Dados espacios X y Y , diremos que son t-equivalentes si Cp(Y ) es ho-
meomorfo a Cp(X).

Definición 2.1.2. Una propiedad P (respectivamente, un invariante cardinal ϕ) se llama
t-invariante si para cualquier par de espacios t-equivalentes X y Y , el espacio X tiene la
propiedad P si y sólo si Y tiene la propiedad P (respectivamente, ϕ(X) = ϕ(Y )).

Proposición 2.1.3. Si X y Y son homeomorfos, entonces son t-equivalentes.

Demostración. Dado un homeomorfismo r : X → Y , definimos el mapeo dual
r∗ : Cp(Y ) → Cp(X) por r∗(f) = f ◦ r para cada f ∈ Cp(Y ). Por [Tk7, Problem 163] el
mapeo r∗ es un homeomorfismo. �

Un teorema de Gul’ko y T.E. Khmyleva nos dice que los espacios [0, 1] y R son t-equivalentes
[GK], lo que demuestra que la relación de t-equivalencia no preserva la compacidad; sin em-
bargo la σ-compacidad śı es t-invariante como veremos más adelante.

Proposición 2.1.4. Supongamos que X y Y son t-equivalentes y κ es un cardinal infinito.
Entonces:
(a) |X| = |Y |;
(b) nw(X) = nw(Y );
(c) sup{l(Xn) : n ∈ N} = sup{l(Y n) : n ∈ N};
(d) X es κ-monoĺıtico si y sólo si Y es κ-monoĺıtico;
(e) X es κ-estable si y sólo si Y es κ-estable;
(f) iw(X) = iw(Y );
(g) d(X) = d(Y ).

Demostración. (a) Por [Ar5, Theorem I.1.1] tenemos que
|X| = w(Cp(X)) = w(Cp(Y )) = |Y |.

(b) De [Ar5, Theorem I.1.3] se sigue que nw(X) = nw(Cp(X)) = nw(Cp(Y )) = nw(Y ).
(c) Por [Ar5, Theorem II.1.1] tenemos que

sup{l(Xn) : n ∈ N} = t(Cp(X)) = t(Cp(Y )) = sup{l(Y n) : n ∈ N}.
(d) El espacio X es κ-monoĺıtico si y sólo si Cp(X) es κ-estable [Ar5, Theorem II.6.9].

Por lo tanto X es κ-monoĺıtico si y sólo si Y es κ-monoĺıtico.
(e) El espacio X es κ-estable si y sólo si Cp(X) es κ-monoĺıtico [Ar5, Theorem II.6.8]. Por

consiguiente X es κ-estable si y sólo si Y es κ-estable.
(f) De [Ar5, Theorem I.1.5] se sigue que iw(X) = d(Cp(X)) = d(Cp(Y )) = iw(Y ).
(g) Finalmente, por [Ar5, Theorem I.1.4] tenemos que

d(X) = iw(Cp(X)) = iw(Cp(Y )) = d(Y ). �

Definición 2.1.5. Dada una familia de espacios {Xt : t ∈ T} definimos su unión libre co-
mo el espacio

⊕
t∈T Xt =

⋃
{Xt × {t} : t ∈ T} con la topoloǵıa generada por la familia

{U × {t} : t ∈ T, U ∈ τ(Xt)} como subbase.

Definición 2.1.6. Diremos que un espacio X es K-anaĺıtico si existe un mapeo USCO
p : ωω → X.
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Del Teorema 1.1.16 se sigue que todo espacio K-anaĺıtico es Lindelöf Σ.

Proposición 2.1.7. (a) Si X es K-anaĺıtico y existe una función continua y sobreyectiva
f : X → Y , entonces Y es K-anaĺıtico.
(b) Si F ⊆ X es un conjunto cerrado y X es K-anaĺıtico, entonces F es K-anaĺıtico.
(c) Si X y Y son espacios K-anaĺıticos, entonces X × Y es K-anaĺıtico.
(d) Si {Xn : n < ω} es una familia de espacios K-anaĺıticos, entonces

⊕
n<ωXn es un espacio

K-anaĺıtico.

Demostración. (a) Sea p : ωω → X un mapeo USCO. Consideremos el mapeo multivalua-
do q : ωω → Y definido por q(u) = f(p(u)) para cada u ∈ ωω. Es claro que q es sobreyectivo,
compacto-valuado y superiormente semicontinuo.

(b) Sea p : ωω → X un mapeo USCO. Consideremos el mapeo multivaluado q : ωω → F
definido por q(f) = p(f) ∩ F para cada f ∈ ωω. Es claro que q es sobreyectivo y compacto-
valuado. Tomemos U ∈ τ(F ) y V ∈ τ(X) tal que U = V ∩ F . Entonces

q−1(U) = {f ∈ ωω : q(f) ⊆ U} = {f ∈ ωω : p(f) ∩ F ⊆ V ∩ F}
= {f ∈ ωω : p(f) ⊆ U ∪ (X\F )} = p−1(U ∪ (X\F ))

el cual es un abierto en ωω. Por lo tanto q : ωω → F es un mapeo USCO.

(c) Sean p : ωω → X y q : ωω → Y mapeos USCO. Consideremos el mapeo multivaluado
r : ωω → X × Y definido por r(f) = p(f) × q(f) para cada f ∈ ωω. Es claro que q es
sobreyectivo y compacto-valuado. Tomemos U ∈ τ(X) y V ∈ τ(Y ). Entonces

r−1(U × V ) = {f ∈ ωω : r(f) ⊆ U × V } = {f ∈ ωω : p(f) ⊆ U y q(f) ⊆ V }
= p−1(U) ∩ q−1(V )

el cual es un abierto en ωω. Por lo tanto r : ωω → X × Y es un mapeo USCO.

(d) Es un teorema clásico de Baire ([B]) que ωω es homeomorfo al espacio de los números
irracionales P.
Si {Pn : n < ω} es una numeración de la familia {(z, z + 1) ∩ P : z ∈ Z}, es claro que
P =

⊕
n<ω Pn y P es homeomorfo a Pn para cada n < ω. Identificando a Pn con ωω, sin

pérdida de generalidad podemos considerar un mapeo USCO pn : Pn → Xn para todo n < ω.
Definamos al mapeo multivaluado p : P→

⊕
n<ωXn por p(t) = pn(t) si t ∈ Pn. Es claro que

p : P →
⊕

n<ωXn es compacto-valuado, sobreyectivo y superiormente semicontinuo. Por lo
tanto

⊕
n<ωXn es K-anaĺıtico. �

Definición 2.1.8. Dado un espacio X, definimos a K(X) como la mı́nima clase que contiene
a X, a todos los espacios compactos y además es invariante bajo productos finitos, uniones
libres de familias numerables, subespacios cerrados e imagenes continuas.

Proposición 2.1.9. (1) Si un espacio X es Lindelöf Σ, entonces cada elemento de la clase
K(X) es Lindelöf Σ.
(2) Si un espacio X es σ-compacto, entonces cada elemento de la clase K(X) es σ-compacto.
(3) Si un espacio X es K-anaĺıtico, entonces cada elemento de la clase K(X) es K-anaĺıtico.

Demostración. Notemos que la clase L que consta de los espacios Lindelöf Σ (respectiva-
mente, σ-compactos o K-anaĺıticos) satisface las siguientes condiciones:
(a) X ∈ L;
(b) K ∈ L para cada espacio compacto K;
(c) Y × Z ∈ L para cualesquier Y,Z ∈ L (proposiciones 1.1.7 y 2.1.7);
(d) Si {Xn : n < ω} ⊆ L, entonces

⊕
n<ωXn ∈ L (proposiciones 1.1.19 y 2.1.7);
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(e) Si Y ∈ L y F es un subconjunto cerrado de Y , entonces F ∈ L (proposiciones 1.1.7 y
2.1.7);
(f) Si Z es una imagen continua de Y ∈ L, entonces Z ∈ L (proposiciones 1.1.7 y 2.1.7.).
Puesto que K(X) es la mı́nima clase de espacios que satisface las condiciones (a)-(f), se sigue
que K(X) ⊆ L. �

Definición 2.1.10. Diremos que una familia F ⊆ Cp(X, [−1, 1]) es D-separadora si contiene
a la función identicamente cero 0X y para cualquier subespacio cerrado P ⊆ X, si ε > 0 y
E ⊆ X\P es conjunto finito, entonces existe una función f ∈ F tal que f(E) ⊆ (−ε, ε) y
f(P ) ⊆ [−1,−3

4 ] ∪ [3
4 , 1].

Proposición 2.1.11. Cp(X, [−1, 1]) es una familia D-separadora para todo espacio X.

Demostración. Supongamos que P ⊆ X es un conjunto cerrado, E ∈ [X\P ]<ω y ε > 0. Por
regularidad, para cada x ∈ E existe una función continua fx : X → [0, 1] tal que fx(x) = 0
y fx(P ) ⊆ {1}. Para la función f =

∏
x∈E fx : X → [0, 1] tenemos que f(E) ⊆ {0} y

f(P ) ⊆ {1}, por lo cual la familia Cp(Y, [−1, 1]) es D-separadora. �

Definición 2.1.12. Dado un espacio X y un conjunto F ⊆ Cp(X, [−1, 1]) que contiene a
0X , denotamos por ZF (X) al espacio que consiste de todas las funciones ϕ : F → [−1, 1]
para las cuales ϕ(0X) = 0 y existe una vecindad V ∈ τ(0X , F ) tal que ϕ(V ) ⊆ [−1

2 ,
1
2 ].

Proposición 2.1.13. Si F ⊆ Cp(X, [−1, 1]) es una familia D-separadora, entonces X es
homeomorfo a un subespacio cerrado de ZF (X).

Demostración. Consideremos el mapeo evaluación EF : X → Cp(F ) definido por
EF (x)(f) = f(x) para cada x ∈ X y f ∈ F . Como F es una familia D-separadora, se-
para los puntos y los conjuntos cerrados de X, esto es, para cada x ∈ X y cualquier conjunto
cerrado G ⊆ X tal que x /∈ G, tenemos que f(x) /∈ f(G) para algún f ∈ F . Entonces la
función EF : X → EF (X) es un homeomorfismo [Tk7, Problem 166].
Puesto que f(X) ⊆ [−1, 1] para cada f ∈ F , tenemos que EF (X) ⊆ [−1, 1]F . Además,
EF (x)(0X) = 0X(x) = 0 y EF (x) ∈ Cp(F, [−1, 1]) para todo x ∈ X; esto implica que
EF (X) ⊆ ZF (X). Resta demostrar que EF (X) es cerrado en ZF (X).
Dado ϕ ∈ ZF (X)\EF (X), podemos encontrar un conjunto finito G ⊆ X y ε > 0 ta-
les que si f ∈ F y f(G) ⊆ (−ε, ε), entonces ϕ(f) ∈ [−1

2 ,
1
2 ]. Puesto que ϕ es distinto

de EF (x) para cada x ∈ G, podemos escoger Vx ∈ τ(EF (x), ZF (X)) tal que ϕ /∈ Vx y
EF (Ux) ⊆ Vx para algún Ux ∈ τ(x,X). El conjunto U =

⋃
x∈G Ux es una vecindad de G

y ϕ /∈
⋃
x∈G Vx ⊇

⋃
x∈GE

F (Ux) = EF (U). Como F es una familia D-separadora, existe
g ∈ F tal que g(G) ⊆ (−ε, ε) y g(X\U) ⊆ [−1,−3

4 ] ∪ [3
4 , 1]. Tenemos que ϕ(g) ∈ [−1

2 ,
1
2 ]

y EF (x)(g) = g(x) ∈ [−1,−3
4 ] ∪ [3

4 , 1] para cada x ∈ X\U , por lo que el conjunto
{υ ∈ ZF (X) : υ(g) ∈ (−3

4 ,
3
4)} es una vecindad abierta de ϕ que no intersecta a EF (X\U),

por lo cual ϕ /∈ EF (X\U). Finalmente, ϕ /∈ EF (U)∪EF (X\U) = EF (X), lo que demuestra
que EF (X) = EF (X). �

Proposición 2.1.14. Dado un espacio X, un conjunto Y ⊆ X y p ∈ Y , el conjunto
F(p, Y ) = {f ∈ [−1, 1]Y : f(p) = 0 y f(U) ⊆ [−1

2 ,
1
2 ] para algún U ∈ τ(p, Y )} es una imagen

continua de F(p,X) = {f ∈ [−1, 1]X : f(p) = 0 y f(U) ⊆ [−1
2 ,

1
2 ] para algún U ∈ τ(p,X)}.

Demostración. Consideremos al mapeo restricción r : [−1, 1]X → [−1, 1]Y definido por
r(f) = f |Y para cada f ∈ [−1, 1]X . Es claro que r es un mapeo continuo, por lo que basta
demostrar que h = r|F(p,X) : F(p,X) → F(p, Y ) es sobreyectivo. Sea g ∈ F(p, Y ) y tome-
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mos V ∈ τ(p, Y ) tal que g(V ) ⊆ [−1
2 ,

1
2 ]. Existe U ∈ τ(X) tal que U ∩ Y = V ; definamos

f(x) = g(x) para cada x ∈ Y y f(x) = 0 para todo x ∈ X\Y . Claramente f |Y = g y
f(U) ⊆ [−1

2 ,
1
2 ], por lo que f ∈ F(p,X). �

Proposición 2.1.15. Dados conjuntos F ⊆ Cp(X, [−1, 1]) y G ⊆ Cp(Y, [−1, 1]) tales que
0X ∈ F y 0Y ∈ G; supongamos que G puede mapearse homeomórficamente en un subcon-
junto de F de tal forma que la función 0Y es mapeada en 0X . Entonces ZG(Y ) es una imagen
continua de ZF (X).

Demostración. Sea h : G → G′ ⊆ F un homeomorfismo tal que h(0Y ) = 0X . Por la Pro-
posición 2.1.14, el conjunto F(0X , G

′) es una imagen continua de F(0X , F ). Es claro que el
mapeo dual h∗ : F(0X , G

′)→ F(0Y , G) definido por h∗(ϕ) = ϕ ◦h para cada ϕ ∈ F(0X , G
′),

es continuo y sobreyectivo. Por lo tanto, ZG(Y ) = F(0Y , G) es una imagen continua de
ZF (X) = F(0X , F ). �

Proposición 2.1.16. Para cada familia F ⊆ Cp(X, [−1, 1]) que contenga a la función 0X ,
el espacio ZF (X) está en la clase K(X).

Demostración. Para cualquier E ∈ [X]<ω\{∅}, consideremos al conjunto B(E) =
{ϕ ∈ [−1, 1]F : ϕ(0X) = 0 y |ϕ(f)| ≤ 1

2 para cada f ∈ F tal que f(E) ⊆ (− 1
|E| ,

1
|E|)}.

Afirmación. Si Y es un espacio y An ⊆ Y para todo n ∈ N, entonces
⋃
n∈NAn es una imagen

continua de
⊕

n∈NAn.

Definamos i :
⊕

n∈NAn →
⋃
n∈NAn por i(x, n) = x para cada n ∈ N y x ∈ An. Si

U ∈ τ(
⋃
n∈NAn), entonces i−1(U) = {(x, n) : n ∈ N y y ∈ U ∩An}

=
⋃
n∈N{(x, n) : x ∈ An ∩ U}

=
⋃
n∈N((U ∩An)× {n})

aśı que el conjunto i−1(U), por definición es abierto en
⊕

n∈NAn. �

Para cada n ∈ N consideremos al conjunto Bn =
⋃
{B(E) : E ∈ [X]n}. Por la Afirmación

anterior, ZF (X) =
⋃
n∈NBn es una imagen continua de

⊕
n∈NBn y como K(X) es invarian-

te bajo uniones libres de familias numerables, basta demostrar que Bn ∈ K(X) para cada
n ∈ N. Dado n ∈ N, el conjunto Bn es una imagen continua de

Pn = {((x1, . . . , xn), ϕ) ∈ Xn × [−1, 1]F : ϕ ∈ B({x1, . . . , xn})}
bajo el mapeo proyección π : Xn × [−1, 1]F → [−1, 1]F . El conjunto Xn × [−1, 1]F esta en
K(X) puesto que [−1, 1]F es compacto. Para ver que Bn ∈ K(X), basta demostrar que Pn
es cerrado en Xn × [−1, 1]F .
Si ((a0, . . . , an), ϕ) ∈ (Xn × [−1, 1]F )\Pn, entonces ϕ /∈ B({a0, . . . , an}), por lo que existe
f0 ∈ F tal que f0({a0, . . . , an}) ⊆ (− 1

n ,
1
n) pero |ϕ(f0)| > 1

2 . Puesto que la función f0 es
continua, el conjunto

W = {((b1, . . . , bn), ξ) ∈ Xn × [−1, 1]F : b1, . . . , bn ∈ f−1
0 ((− 1

n ,
1
n)) y |ξ(f0)| > 1

2}
es abierto en Xn× [−1, 1]F ; además ((a1, . . . , an), ϕ) ∈W y W ∩Pn = ∅. Por lo tanto, Pn es
cerrado en Xn × [−1, 1]F . �

Proposición 2.1.17. Si una familia D-separadora G ⊆ Cp(Y ) es homeomorfa a un subcon-
junto de Cp(X), entonces Y está en la clase K(X).

Demostración. Podemos encontrar un homeomorfismo que encaje a G en Cp(X) de tal
forma que 0Y es mapeado en 0X [Tk7, Problem 79].
La función w = 2

π (tan−1) : R → (−1, 1) es un homeomorfismo y en consecuencia el ma-
peo hw : Cp(X) → Cp(X, (−1, 1)), definido por hw(f) = w ◦ f para cada f ∈ Cp(X), es
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un homeomorfismo [Tk7, Problem 91]. Además hw(0X) = 0X , por lo que G es una familia
D-separadora que es homeomorfa a un conjunto F ⊆ Cp(X, [−1, 1]) de tal forma que 0Y es
mapeado en 0X .
Por las proposiciones 2.1.15 y 2.1.16, el espacio ZG(Y ) es una imagen continua de ZF (X)
y ZF (X) ∈ K(X), por lo cual ZG(Y ) ∈ K(X). Por la Proposición 2.1.6, el espacio Y es
homeomorfo a un subconjunto cerrado de ZG(Y ), y en consecuencia Y ∈ K(X). �

Teorema 2.1.18. Dados espacios X y Y , si Cp(Y ) es homeomorfo a un subespacio de Cp(X),
entonces Y ∈ K(X).

Demostración. La familia Cp(Y, [−1, 1]) ⊆ Cp(Y ) es D-separadora por la Proposición
2.1.11; por la Proposición 2.1.17, el espacio Y está en la clase K(X). �

Teorema 2.1.19. (1) Si X es Lindelöf Σ y Cp(Y ) es homeomorfo a un subconjunto de
Cp(X), entonces Y es Lindelöf Σ.
(2) Si X es σ-compacto y Cp(Y ) es homeomorfo a un subconjunto de Cp(X), entonces Y es
σ-compacto.
(3) Si X es K-anaĺıtico y Cp(Y ) es homeomorfo a un subconjunto de Cp(X), entonces Y es
K-anaĺıtico.

Demostración. Si X es Lindelöf Σ (respectivamente, σ-compacto o K-anaĺıtico), el espacio
Y pertenece a K(X) por el Teorema 2.1.18, aśı que podemos aplicar la Proposición 2.1.9
para ver que Y es Lindelöf Σ (respectivamente, σ-compacto o K-anaĺıtico). �

Teorema 2.1.20. ([Ok1]) (1) Si X es Lindelöf Σ y Y es t-equivalente a X, entonces Y es
Lindelöf Σ.
(2) Si X es σ-compacto y Y es t-equivalente a X, entonces Y es σ-compacto.
(3) Si X es K-anaĺıtico y Y es t-equivalente a X, entonces Y es K-anaĺıtico.

Demostración. Basta aplicar el Teorema 2.1.19. �
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2.2. Extent en espacios Cp(X) y sus subespacios

En esta sección se demostrará que todo espacio metalindelöf con extent numerable es Lin-
delöf. Además, presentamos una demostración completa del teorema de Baturov sobre la
relación entre el extent y el número de Lindelöf de cualquier subespacio de Cp(X) cuando X
es un espacio Lindelöf Σ. También se verá el teorema de Reznichenko sobre la normalidad
colectiva en espacios Cp(X).

Definición 2.2.1. Definimos el extent de un espacio X como el cardinal ext(X) =
sup{|D| : D ⊆ X es cerrado y discreto}.

Proposición 2.2.2. Para cualesquiera espacios X y Y :
(a) ext(X) ≤ l(X);
(b) Si f : X → Y es una función continua y sobreyectiva, entonces ext(Y ) ≤ ext(X).

Demostración. (a) Si D ⊆ X es un subespacio discreto y cerrado, entonces |D| ≤ l(D) por
ser discreto y l(D) ≤ l(X) por ser cerrado en X [En, Theorem 3.8.4].

(b) Supongamos que D es cerrado y discreto en Y ; escojamos xy ∈ f−1(y) para cada y ∈ D.
Si existe un punto de acumulación x ∈ X para F = {xy : y ∈ D}, entonces por continuidad

se tiene que f(x) ∈ f(F\{x}) ⊆ f(F\{x}) = D\{f(x)} [Tk7, Problem 9], lo que implica
que f(x) es un punto de acumulación para D contradiciendo el hecho de que D sea cerrado
y discreto. Por lo tanto F es cerrado y discreto, y en consecuencia |D| = |F | ≤ ext(X). �

Ejemplo 2.2.3. Supongamos que X es el ordinal ω1 con la topoloǵıa generada por los
intervalos {[0, α) : α < ω1} ∪ {(α, ω1) : α < ω1} como subbase. Entonces X es nume-
rablemente compacto y en consecuencia ext(X) = ω por [Tk7, Problem 132]. La familia
{[0, α+ 1) : α < ω1} es una cubierta abierta de X que no tiene subcubierta numerable, por
lo que l(X) > ω = ext(X).

Si X es un conjunto y A ⊆ exp(X) es una cubierta de X, diremos que B ⊆ ext(X) es un
refinamiento de A, si B es una cubierta de X y para cada B ∈ B existe A ∈ A tal que B ⊆ A.

Definición 2.2.4. Diremos que un espacio X es metalindelöf si toda cubierta abierta de X
tiene un refinamiento abierto punto-numerable.

Teorema 2.2.5. Si X es un espacio metalindelöf, entonces ext(X) = l(X).

Demostración. Supongamos que U es una cubierta abierta de X que no tiene subcubiertas
abiertas de cardinalidad igual o menor que κ = ext(X) y por tanto no posee refinamientos
abiertos de cardinalidad igual o menor que κ. Fijemos un refinamiento punto-numerabable
V de U . Escojamos x0 ∈ X arbitrario y hagamos V0 = {V ∈ V : x0 ∈ V }. Entonces V0 es
numerable pues V es punto-numerable. Supongamos que β < κ+ y hemos escogido un con-
junto {xα : α < β} ⊆ X y una familia de abiertos {Vα : α < β} que satisfacen las siguientes
condiciones para cada α < β:

(1) Vα = {V ∈ V : xα ∈ V };
(2) xα /∈

⋃
{
⋃
Vγ : γ < α}.

Puesto que V es punto-numerable, cada Vα es numerable; como κ+ es un cardinal regular
[Ku, Lemma 10.37], el conjunto V∗α =

⋃
{Vα : α < β} tiene cardinalidad a lo más κ. En-

tonces
⋃
V∗α 6= X y por tanto podemos encontrar un punto xβ ∈ X\

⋃
V∗α. Haciendo

Vβ = {V ∈ V : xβ ∈ V } notamos que las condiciones (1)-(2) se satisfacen para β de modo
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que nuestra construcción inductiva nos da un conjunto D = {xα : α < κ+} ⊆ X y familias
{Vα : α < κ+} con las propiedades (1)-(2).
Observemos primero que se sigue de las condiciones (1) y (2) que α < β implica que xα 6= xβ
y por lo tanto |D| = κ+ aśı que, para obtener una contradicción, basta probar que D es
cerrado y discreto. Para hacerlo tomemos cualquier punto x ∈ X. Entonces x ∈ V para
algún V ∈ V; si xα ∈ V , entonces V ∈ Vα y en consecuencia, por (2), se cumple que xβ /∈ V
para cada β 6= α. Por lo tanto x tiene una vecindad cuya intersección con D contiene a lo
más un punto. �

Comentario 2.2.6. Dow, Junnila y Pelant demostraron que existe un espacio compacto K
tal que Cp(K) no es metalindelöf [DJP]; sin embargo, más adelante veremos que en este caso
la igualdad ext(Cp(K)) = l(Cp(K)) aún se conserva.

Definición 2.2.7. Dado un espacio X, una familia A de subconjuntos de X es discreta si
para cada x ∈ X existe U ∈ τ(x,X) tal que |{A ∈ A : A ∩ U 6= ∅}| ≤ 1. El espacio X se
llamará colectivamente normal si para cada familia discreta F de subconjuntos cerrados de
X existe una familia discreta {UF : F ∈ F} tal que UF ∈ τ(F,X) para todo F ∈ F .

Ejemplo 2.2.8. Consideremos a los espacios D y X = [0, 1]κ donde D es el espacio dis-
creto de cardinalidad ω1 y κ = w(βD). Entonces por [Tk7, Problem 209], tenemos que
D ⊆ M = βD ⊆ X. La familia τM = {U ∪ A : U ∈ τ(X) y A ⊆ X\M} es una topoloǵıa en
X. Denotaremos al espacio (X, τM ) por XM ; entonces XM es normal pero no colectivamente
normal ([Tk7, Problem 293]).

Proposición 2.2.9. Si X es un espacio normal con extent numerable, entonces es colecti-
vamente normal.

Demostración. Afirmación. Si R es una familia discreta de subconjuntos cerrados de un
espacio Z, entonces

⋃
R′ es cerrado para cada R′ ⊆ R.

Basta demostrar que
⋃
R′ ⊆

⋃
R′. Si x ∈

⋃
R′ escojamos U ∈ τ(x, Z) que intersecta

sólo a un elemento R ∈ R′. Dado un elemento arbitrario V ∈ τ(x, Z), obsérvese que
∅ 6= (U ∩ V ) ∩

⋃
R′ = (U ∩ V ) ∩R, por lo cual x ∈ R = R ⊆

⋃
R′. �

Si F es una familia discreta de subconjuntos cerrados no vaćıos de X, entonces para cada
F ∈ F existe UF ∈ τ(F,X) tal que la familia F ′ = {UF } ∪ (F\{F}) también es discreta.
Para comprobar esto, notemos que X es normal aśı que para cada F ∈ F se puede escoger
UF ∈ τ(F,X) tal que UF ∩G = ∅ donde G =

⋃
(F\{F}). Dado un punto arbitrario x ∈ X,

tomemos W ∈ τ(x,X) que intersecta a lo más un elemento de F . Si x ∈ UF , entonces x /∈ G
aśı que X\G es una vecindad de x que intersecta a lo más un elemento de F ′. Si x /∈ UF
entonces W\UF es una vecindad abierta de x que intersecta a lo más un elemento de F ′.

Escogiendo un punto xF ∈ F para cada F ∈ F , obetenemos un subespacio cerrado y discre-
to {xF : F ∈ F}. Puesto que ext(X) ≤ ω, la familia F es numerable por lo que podemos
tomar una numeración {Fn : n < ω} de F . Por la observación en el primer parrafo, existe
U0 ∈ τ(F0, X) tal que la familia F0 = {U0, F1, F2, . . .} es discreta. Supongamos que hemos
escogido Ui ∈ τ(Fi, X) tal que para cada i ≤ n la familia Fn = {U0, . . . , Un, Fn+1, Fn+2, . . .}
es discreta. Por la observación del primer parrafo, existe Un+1 ∈ τ(Fn+1, X) tal que la familia
Fn+1 = {U0, . . . , Un, Un+1, Fn+2, . . .} es discreta, por lo que nuestro proceso inductivo puede
continuar hasta darnos una familia disjunta {Un : n < ω} ⊆ τ(X) tal que Fn ⊆ Un para
cada n < ω. Si F =

⋃
F y U =

⋃
n<ω Un, entonces U ∈ τ(F,X); por la Afirmación, F es ce-

rrado aśı que la normalidad de X implica que existe W ∈ τ(F,X) tal que F ⊆W ⊆W ⊆ U .
Es inmediato que {Un∩W : n < ω} es una familia discreta y Fn ⊆ Un∩W para cada n < ω. �
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Proposición 2.2.10. Si X es un espacio colectivamente normal, entonces ext(X) ≤ c(X).

Demostración. Si F ⊆ X es cerrado y discreto, entonces la familia {{x} : x ∈ F} es discre-
ta y consta de subconjuntos cerrados. Podemos encontrar una familia discreta {Ux : x ∈ F}
tal que Ux ∈ τ(x,X) para todo x ∈ F ; en particular {Ux : x ∈ F} es una familia disjunta de
conjuntos abiertos no vaćıos. Por lo tanto |F | ≤ c(X). �

Definición 2.2.11. Diremos que un espacio P ⊆ [0, 1]A es convexo si para cada f, g ∈ P ,
tenemos la contención S(f, g) ⊆ P , donde S(f, g) = {sf + (1 − s)g : s ∈ (0, 1)}. El espacio
P se llamará O-convexo si P ∩ S(f, g) es denso en S(f, g) para cualesquiera f, g ∈ P .

El siguiente resultado es un famoso teorema de Reznichenko que tiene muchas aplicaciones
en Cp-teoŕıa.

Teorema 2.2.12. ([Ar5. Theorem I.5.13]) Supongamos que X es O-convexo y denso en
[0, 1]A. Si X es normal, entonces ext(X) = ω.

Demostración. Si para algún conjunto B tenemos H = {hα : α < ω1} ⊆ [0, 1]B y una
función t : ω1 × ω1 → (0, 1), hagamos H(t) = {tαβhα + (1 − tαβ)hβ : α, β < ω1 y α 6= β}
donde tαβ = t(α, β). Dados f ∈ [0, 1]B, K ∈ [B]<ω y ε > 0 consideremos al conjunto

O(f,K, ε) = {g ∈ [0, 1]B : |f(x)− g(x)| < ε para cada x ∈ K}.
Es claro que la familia {O(f,K, ε) : K ∈ [B]<ω y ε > 0} forma una base local del espacio
[0, 1]B en el punto f . Dado cualquier C ⊆ B, el mapeo πC : [0, 1]B → [0, 1]C es la proyección
natural definida por πC(f) = f |C para cada f ∈ [0, 1]B.

Afirmación 1. Supongamos que P ⊆ [0, 1]A. Si H = {hα : α < ω1} ⊆ P y se tiene la igualdad
H ∩ H(t) = ∅ para alguna función t : ω1 × ω1 → (0, 1) tal que H(t) ⊆ P (la barra denota
la cerradura en P ), entonces H es cerrado y discreto en P y hα 6= hβ para cualesquiera
ordinales distintos α, β < ω1.

Si hα = hβ para algunos ordinales distintos α, β < ω1, entonces se tiene la igualdad
hα = tαβhα + (1 − tαβ)hβ ∈ H ∩ H(t), lo cual es una contradicción. Dado f ∈ P es fácil
comprobar que O(f,K, ε) es convexo para cada K ∈ [A]<ω y ε > 0. Supongamos que f
es un punto de acumulación de H; si U ∈ τ(f, P ), existen K ∈ [A]<ω y ε > 0 tales que
O(f,K, ε) ∩ P ⊆ U . Puesto que f es un punto de acumulación para H, existen ordinales
distintos α, β < ω1 tales que hα, hβ ∈ O(f,K, ε). Por convexidad, se tiene la contención
S(hα, hβ) ⊆ O(f,K, ε); entonces tαβhα + (1− tαβ)hβ ∈ O(f,K, ε)∩H(t) ⊆ U ∩H(t), por lo

cual f ∈ H ∩H(t) lo que es una contradicción. De modo que H es discreto y cerrado. �

Afirmación 2. Supongamos que tenemos funciones distintas f, g ∈ [0, 1]A. Si a, b ∈ (0, 1) y
a < b, entonces el conjunto {sf + (1− s)g : s ∈ (a, b)} es abierto en S(f, g).

Definamos una función ϕ : [0, 1] → S(f, g) por la fórmula ϕ(s) = sf + (1 − s)g para todo
s ∈ [0, 1]. Es claro que ϕ es un homeomorfismo; como (a, b) es abierto en [0, 1], el conjunto
ϕ((a, b)) es abierto en S(f, g). �

Afirmación 3. Supongamos que P ⊆ [0, 1]A es O-convexo. Si F ⊆ P es discreto y no nume-
rable, entonces existen H = {hα : α < ω1} ⊆ F y una función t : ω1 × ω1 → (0, 1) tales que
H(t) ⊆ P y H ∩H(t) = ∅.

Para cada h ∈ F escojamos Kh ∈ [A]<ω y εh ∈ (0, 1) tales que O(h,Kh, εh) ∩ F = {h}.
Puesto que ω1 es un cardinal regular y (0, 1) =

⋃
n∈N[ 1

n , 1), existe n ∈ N tal que el conjunto
{h ∈ F : εh ≥ 1

n} es no numerable. Hagamos ε = 1
n y escojamos H = {hα : α < ω1} ⊆ F

para el cual se cumple la desigualdad εhα ≥ ε para todo α < ω1. Puesto que P es O-convexo,
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por la Afirmación 2 existe una función t : ω1×ω1 → ( ε4 ,
ε
3) tal que H(t) ⊆ P . Para demostrar

que H ∩ H(t) = ∅, basta probar que Wα = O(hα,Khα ,
ε2

4 ) no intersecta a H(t) para todo
α < ω1.
Tomemos cualesquiera ordinales distintos β, γ < ω1; si α 6= γ, entonces hγ /∈ O(hα,Khα , ε) y
por tanto existe x ∈ Khα tal que |hα(x)− hγ(x)| ≥ ε. Tenemos que

|tβγhβ(x) + (1− tβγ)hγ(x)− hα(x)| = |tβγ(hβ(x)− hγ(x)) + (hγ(x)− hα(x)|
≥ |hα(x)− hγ(x)| − tβγ |hβ(x)− hγ(x)|
≥ ε− ε

3(|hβ(x)|+ |hγ(x)|)
≥ ε− 2 ε3 = ε

3 >
ε2

4 ,

lo que implica que tβγhβ + (1− tβγ)hγ /∈Wα.
Ahora supongamos que γ = α; entonces β 6= α y hβ /∈ O(hα,Khα , ε). Por consiguiente existe
y ∈ Khα para el cual |hα(y)− hβ(y)| ≥ ε. Tenemos que

|tβγhβ(y) + (1− tβγ)hγ(y)− hα(y)| = |tβγ(hβ(y)− hα(y))| ≥ tβγ · ε ≥ ε2

4 ,
y por lo tanto tβγhβ + (1− tβγ)hγ /∈Wα. �

Si F es un subespacio no numerable, discreto y cerrado de X, podemos aplicar la Afirmación
3 para encontrar un conjunto H ′ = {h′α : α < ω1} ⊆ F y una función t : ω1×ω1 → (0, 1) tales
que H ′(t) ⊆ X y H ′ ∩H ′(t) = ∅ (la barra denota la cerradura en X). Puesto que X es nor-
mal, existen U ∈ τ(H ′, X) y V ∈ τ(H ′(t), X) tales que U ∩ V = ∅. Por [Tk7, Fact 3, S.291],
podemos encontrar B ∈ [A]≤ω para el cual los conjuntos P = πB(H ′) y Q = πB(H ′(t))
estan separados en Y = [0, 1]B , esto es clY (P ) ∩ Q = P ∩ clY (Q) = ∅. Es claro que en
un espacio segundo numerable todos los soubconjuntos cerrados son conjuntos Gδ, por lo
que R = clY (Q) es un conjunto Gδ. Si fijamos una sucesión O = {On : n ∈ N} ⊆ τ(Y ) tal
que

⋂
O = R, entonces πB(H ′) ⊆

⋃
{Y \On : n ∈ N}. Por la regularidad de ω1 podemos

encontrar un conjunto no numerable H ⊆ H ′ tal que πB(H) ∩ On = ∅ para algún n ∈ N;
es inmediato que clY (πB(H)) ∩ On = ∅. Escojamos una numeración {hα : α < ω1} de H y
una función s : ω1 × ω1 → (0, 1) para las cuales sαβ = tγδ si hα = h′γ y hβ = h′δ; puesto que
clY (Q) ⊆ On y H(s) ⊆ H ′(t), tenemos que clY (πB(H)) ∩ clY (πB(H(s))) = ∅. Si hacemos
fα = πB(hα) para cada α < ω1 y G = {fα : α < ω1}, entonces G(s) = πB(H(s)) y por
tanto clY (G) ∩ clY (G(s)) = ∅. Por la Afirmación 1, el conjunto G es cerrado, discreto y no
numerable en el espacio Y , lo cual es una contradicción con el hecho de que Y es segundo
numerable. �

Corolario 2.2.13. Supongamos que X es O-convexo y denso en [0, 1]A. Si X es normal,
entonces es colectivamente normal.

Demostración. Por el Teorema 2.2.12, el espacio X tiene extent numerable; entonces por
la Proposición 2.2.9 es colectivamente normal. �

Teorema 2.2.14. ([Ba]) Si X es un espacio Lindelöf Σ, entonces ext(Y ) = l(Y ) para todo
Y ⊆ Cp(X).

Demostración. Afirmación 1. Supongamos que f : S → T y g : S → W son mapeos
continuos y sobreyectivos. Si B ⊆ A ⊆ S y el conjunto (f 4 g)(B) es denso en (f 4 g)(A),
entonces f(B) es denso en f(A).

Si π : T ×W → T es la proyección sobre el primer factor, entonces f = π ◦ (f 4 g). Por lo
tanto f(A) = π ◦ (f 4 g)(A) ⊆ π((f 4 g)(B)) ⊆ π((f 4 g)(B)) = f(B). �

Afirmación 2. Si f : S → T es un mapeo cerrado y sobreyectivo, entonces para cada x ∈ S
y V ∈ τ(f−1(f(x)), S), existe U ∈ τ(f(x), T ) tal que f−1(U) ⊆ V .

El conjunto f(S\V ) es cerrado y f(x) ∈ T\f(S\V ). Es claro que U = T\f(S\V ) es el con-
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junto prometido. �

Para cualesquier mapeo f : S → T y número natural n, definamos fn : Sn → Tn por
fn(x) = (f(x1), . . . , f(xn)) para cada x = (x1, . . . , xn) ∈ Sn. Consideremos una base nume-
rable O para R y para cada n ∈ N hagamos On = {O1 × . . . × On : O1, . . . , On ∈ O}. Sea
{Ok : k ∈ N} una numeración de

⋃
n∈NOn y para todo k ∈ N escojamos nk ∈ N tal que

Ok ∈ Onk ; dado x ∈ Xnk definamos [x,Ok] = {f ∈ Cp(X) : fnk(x) ∈ Ok}. Es claro que la
familia B = {[x,Ok] : k ∈ N y x ∈ Xnk} es una base de Cp(X).

Por el Teorema 1.1.16, existe un espacio Z y un mapeo perfecto p : Z → M tales que X es
una imagen continua de Z y w(M) ≤ ω. Puesto que Cp(X) es homeomorfo a un subespacio
de Cp(Z) [Tk7, Problem 163], podemos considerar que Y ⊆ Cp(Z), es decir, sin pérdida de
generalidad podemos asumir que X = Z.

Supongamos que ext(Y ) = µ < l(Y ) por lo cual existe U ⊆ B tal que Y ⊆
⋃
U y Y \

⋃
V 6= ∅

si V ∈ [U ]≤µ.
Para cada k ∈ N consideremos al conjunto Ak = {x ∈ Xnk : [x,Ok] ∈ U}. Dado que U es
una cubierta de Y , se cumple la siguiente propiedad:

(1) para cada f ∈ Y existen k ∈ N y x ∈ Ak tales que fnk(x) ∈ Ok.
Una consecuencia inmediata de que ninguna subfamilia de U de cardinalidad a lo más µ es
una cubierta de Y , es que

(2) Si Bk ∈ [Ak]
≤µ para todo k ∈ N, entonces existe f ∈ Y tal que fnk(Bk) ∩ Ok = ∅ para

cada k ∈ N.

Sea f0 ∈ Y arbitrario y tomemos B(k, 0) = ∅ para cada k ∈ N. Supongamos que β < µ+

y tenemos conjuntos {fα : α < β} ⊆ Y y {B(k, α) : k ∈ N y α < β} que satisfacen las
siguientes condiciones para cada α < β:

(3) B(k, α) ∈ [Ak]
≤µ para todo k ∈ N,

(4) B(k, γ) ⊆ B(k, α) para cualesquiera k ∈ N y γ < α,

(5) para cada H ∈ [{fγ : γ < α}]<ω\{∅} y k ∈ N el conjunto ϕkH(B(k, α)) es denso en
ϕkH(Ak) donde ϕkH = 4({pnk} ∪ {fnk : f ∈ H}) : Xnk →Mnk × R|H|·nk

(6) fnkα (B(k, α)) ∩Ok = ∅ para cada k ∈ N.

Dados k ∈ N y H ∈ [{fα : α < β}]<ω\{∅}, hagamos ϕkH = 4({pnk}∪ {fnk : f ∈ H}); puesto
que ϕkH(Ak) ⊆Mnk × R|H|·nk es separable, existe B(H, k) ∈ [Ak]

≤ω tal que ϕkH(B(H, k)) es
denso en ϕkH(Ak).
Sea B(k, β) =

⋃
{B(k, α) : α < β} ∪

⋃
{B(H, k) : H ∈ [{fα : α < β}]<ω\{∅}}. Es claro que

|B(k, β)| ≤ µ; por la propiedad (2) existe fβ ∈ Y tal que fnkβ (B(k, β)) ∩ Ok = ∅ para cada
k ∈ N. Es fácil ver que para {fα : α ≤ β} y {B(k, α) : k ∈ N y α ≤ β} se cumplen (3)-(6).
Por inducción obtenemos los conjuntos D = {fα : α < µ+} y {B(k, α) : k ∈ N y α < µ+}
que satisfacen (3)-(6).

Veamos que |D| = µ+. Sean β < α < µ+; por (5) y la Afirmación 1, el conjunto fnkβ (B(k, α))

es denso en fnkβ (Ak) para cada k ∈ N. Por (1), existe k ∈ N tal que fnkβ (Ak) ∩ Ok 6= ∅, y

en consecuencia fnkβ (B(k, α)) ∩ Ok 6= ∅. Por otro lado, por (6), tenemos que los conjuntos
fnkα (B(k, α)) y Ok tienen intersección vaćıa. Lo anterior demuestra que fα 6= fβ, y por con-
siguiente |D| = µ+.
Como ext(Y ) = µ, el conjunto D no puede ser cerrado y discreto, por lo que existe un punto
de acumulación g ∈ Y de D. Puesto que Xn es un espacio Lindelöf Σ para cada n ∈ N, la
estrechez de Cp(X) es numerable [Tk7, Problem 149], y por tanto t(Y ) ≤ ω.

Como g ∈ D\{g}, existe A ∈ [D\{g}]≤ω tal que g ∈ A = A\{g}, por lo que g también es un
punto de acumulación de A; aśı el ordinal α = min{β < µ+ : g es un punto de acumulación
para {fγ : γ < β}} esta bien definido.
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Si α = β+ 1, entonces g ∈ {fγ : γ < β + 1}\{g} y en particular g ∈ {fγ : γ < β}\{g}, lo que
contradice la definición de α. Por lo tanto α es un ordinal ĺımite.
Existen k ∈ N y y ∈ Ak tales que g ∈ [y,Ok]; es claro que g es un punto de acumulación de
G = [y,Ok]∩{fβ : β < α}. Consideremos a los conjuntos W = (gnk)−1(Ok) y K =

⋂
f∈GKf

donde Kf = (fnk)−1(fnk(y)) para cada f ∈ G.
Si existe x ∈ K\W , entonces gnk(x) /∈ Ok y gnk(y) ∈ Ok, por lo que gnk(x) 6= gnk(y). Por
otro lado, fnk(x) = fnk(y) para todo f ∈ G. Si U ∈ τ(gnk(x),Rnk) y V ∈ τ(gnk(y),Rnk) son
disjuntos, entonces H = {h ∈ Y : hnk(x) ∈ U y hnk(y) ∈ V } es una vecindad de g que no
interseca a G, lo que contradice que g ∈ G. Esta contradicción demuestra que K ⊆W .
El conjunto N = (pnk)−1(pnk(y)) es compacto puesto que pnk : Xnk → Mnk es un mapeo
perfecto [En, Theorem 3.7.9]. Para cada f ∈ G, el conjunto Kf ∩ N es un compacto no
vaćıo ya que y ∈ Kf ∩ N y Kf es cerrado. Como K ∩ N =

⋂
f∈GKf ∩ N ⊆ W , exis-

te un conjunto finito H ⊆ G tal que Q =
⋂
f∈H Kf ∩ N ⊆ W [Tk7, Fact 1, S.326]. Si

ϕkH = 4({pnk} ∪ {fnk : f ∈ H}), entonces ϕkH es un mapeo perfecto [En, Theorem 3.7.11] y
Q = (ϕkH)−1(ϕkH(y)). Hagamos R = ϕkH(Xnk); por la Afirmación 2 existe U ∈ τ(R) tal que
ϕkH(y) ∈ U y (ϕkH)−1(U) ⊆W .
Si γ = max{β : fβ ∈ H}, entonces γ + 1 < α puesto que α es un ordinal ĺımite;
además H ∈ [{fδ : δ < γ + 1}]<ω\{∅}, aśı que, por (5), el conjunto ϕkH(B(k, γ + 1)) es
denso en ϕkH(Ak). Como U ∩ ϕkH(Ak) es un abierto no vaćıo de ϕkH(Ak), pues contiene
a ϕkH(y), se tiene que ϕkH(B(k, γ + 1)) ∩ U 6= ∅. Ecojamos z ∈ B(k, γ + 1) tal que
ϕkH(z) ∈ U ; entonces gnk(z) ∈ Ok puesto que z ∈ (ϕkH)−1(U) ⊆ W . La condición (6) im-
plica que fnkγ+1(B(k, γ + 1)) ∩ Ok = ∅. Por otro lado, las condiciones (4) y (6) implican
que fnkβ (B(k, γ + 1)) ∩ Ok ⊆ fnkβ (B(k, β)) ∩ Ok = ∅ para cada β ∈ [γ + 1, α). Notemos que
g ∈ [z,Ok] pero [z,Ok]∩(G\{fβ : β < γ+1}) ⊆ [z,Ok]∩{fβ : γ+1 < β < α} = ∅, por lo cual

g /∈ G\{fβ : β < γ + 1}. Como g es un punto de acumulación de G y g /∈ G\{fβ : β < γ + 1},
se sigue que g es un punto de acumulación de {fβ : β < γ + 1}, lo que contradice la elección
de α. Esta contradicción muestra que ext(X) ≥ l(X). �

Corolario 2.2.15. Si X es un espacio compacto, entonces ext(Y ) = l(Y ) para todo
Y ⊆ Cp(X).

Teorema 2.2.16. Si X es un espacio Lindelöf Σ, entonces cada conjunto numerablemente
compacto Y ⊆ Cp(X) es compacto, monoĺıtico y Fréchet-Urysohn.

Demostración. Afirmación. Supongamos que K es un espacio compacto. Si K es monoĺıti-
co y t(K) ≤ ω, entonces es un espacio de Fréchet-Urysohn.

Sean A ⊆ K y x ∈ A. Existe B ∈ [A]≤ω tal que x ∈ B. Entonces nw(B) ≤ ω y como B es
compacto, es segundo numerable [Tk7, Fact 4, S.307]. Por eso existe una sucesión S ⊆ B ⊆ A
que converge a x. �

Como Y es numerablemente compacto, cada subespacio discreto y cerrado de Y es finito,
por lo cual ext(Y ) ≤ ω. Por el Teorema 2.2.1, concluimos que Y es un espacio de Lindelöf
y por consiguiente, compacto. Puesto que Xn es un espacio Lindelöf Σ para cada n ∈ N, la
estrechez de Cp(X) es numerable [Tk7, Problem 149], y por tanto t(Y ) ≤ ω; además, Cp(X)
es monoĺıtico [Ar5, Theorem II.6.8], pues X al ser un espacio Lindelöf Σ, es estable (ver el
Teorema 1.2.18). Entonces Y es un espacio monoĺıtico, compacto y de estrechez numerable.
Por la Afirmación, el espacio Y es de Fréchet-Urysohn. �

Teorema 2.2.17. Si X es un espacio Lindelöf Σ y Cp(X) es normal, entonces Cp(X) es un
espacio de Lindelöf.
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Demostración. El espacio Cp(X) es homeomorfo a Cp(X, (0, 1)) [Tk7, Fact 1, S.295] el
cual es denso en Cp(X, [0, 1]); además es inmediato que Cp(X, (0, 1)) es convexo y en conse-
cuencia O-convexo. Puesto que Cp(X, [0, 1]) es denso en [0, 1]X [Tk7, Problem 34], tenemos
que Cp(X) es homeomorfo a un subconjunto denso y O-convexo de [0, 1]X . Entonces por
el Teorema 2.2.12, el extent de Cp(X) es numerable. Finalmente, Cp(X) es un espacio de
Lindelöf por el Teorema 2.2.14. �

Teorema 2.2.18. Supongamos que X es un espacio Lindelöf Σ. Si existe g ∈ Cp(X) tal que
Cp(X)\{g} es normal, entonces X es separable.

Demostración. Dado un espacio T y un punto t ∈ T , el pseudocáracter de t en T se
define por ψ(t, T ) = min{|U| : {t} =

⋂
U y U ⊆ τ(T )} y el pseudocarácter de X, como

ψ(T ) = sup{ψ(t, T ) : t ∈ T}.
Afirmación. Supongamos que tenemos un espacio T y t ∈ T . Si T\{t} es Lindelöf, entonces
ψ(t, T ) ≤ ω.

Para cada s ∈ T\{t} tomemos un conjunto Us ∈ τ(s, T ) tal que t /∈ Us. Entonces exis-
te un conjunto numerable A ⊆ T\{t} tal que T\{t} =

⋃
s∈A Us, y por consiguiente

{t} =
⋂
s∈A(T\Us). �

Puesto que Cp(X) es homeomorfo a Cp(X, (0, 1)) [Tk7, Fact 1, S.295], el espacio Y =
Cp(X)\{g} es homeomorfo a Z = Cp(X, (0, 1))\{f} para algún f ∈ Cp(X, (0, 1)). Es cla-
ro que Z es un subespacio denso y O-convexo de Cp(X, (0, 1)), el cual a su vez es denso en
[0, 1]X [Tk7, Problem 34]. Entonces por el Teorema 2.2.12 el espacio Z, y por lo tanto Y ,
tiene extent numerable. Por el Teorema 2.2.14, el espacio Y es de Lindelöf.
De la Afirmación se sigue que ψ(g, Cp(X)) ≤ ω. Para cada f ∈ Y existe un homeomorfismo
Sf : Cp(X) → Cp(X) tal que Sf (g) = f [Tk7, Problem 79], por lo cual ψ(f, Cp(X)) ≤ ω
para todo f ∈ Cp(X). Finalmente, d(X) = ψ(Cp(X)) ≤ ω [Tk7, Problem 173]. �

Teorema 2.2.19. Supongamos que X es un espacio Lindelöf Σ y ω-monoĺıtico. Si existe
g ∈ Cp(X) tal que Cp(X)\{g} es normal, entonces X tiene peso de red numerable.

Demostración. Por el Teorema 2.2.18 el espacio X es separable. De la definición de espacio
ω-monoĺıtico se sigue que nw(X) ≤ ω. �
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2.3. La propiedad Lindelöf Σ en espacios de funciones
iterados

En esta sección se presenta un teorema de Uspenkij sobre el marco Lindelöf Σ del espacio
Cp(X) cuando X es Lindelöf Σ. El resultado principal de esta sección es un teorema de
Okunev que establece la condición Lindelöf Σ para Cp(Y ) cuando X y Y ⊆ Cp(X) son es-
pacios Lindelöf Σ. Concluimos la sección con dos teoremas de Tkachuk sobre la propiedad
Lindelöf Σ de espacios de funciones iterados de la forma Cp,2n+1(X) y Cp,2n(υX).

Definición 2.3.1. Dado un espacio X, consideremos al mapeo i = 4C(X) : X → RC(X)

donde 4C(X) es el producto diagonal de la familia C(X). Notemos que i coincide con el
mapeo evaluación EC(X) : X → Cp(Cp(X)). Puesto que X es un espacio de Tychonoff, la
familia C(X) separa los puntos de los cerrados en X y por consiguiente el mapeo i es un
encaje [Tk7, Problem 166]. Denotemos por υX al espacio i(X), donde la barra denota la
cerradura de i(X) es en el espacio RC(X). Identificando a X e i(X), llamamos al espacio υX
la realcompactificación del espacio X. Diremos que X es realcompacto si X = υX, es decir,
si X = i(X) es cerrado en RC(X).

Proposición 2.3.2. Sea Y un espacio y supongamos que X ⊆ Y . Si cada función
g ∈ C(X, [1,∞)) puede ser extendida a un mapeo continuo sobre Y , entonces cada f ∈ C(X)
puede ser extendido continuamente sobre Y .

Demostración. Denotemos por z a la función constante cero con dominio en X. Para cual-
quier f ∈ C(X) hagamos f1 = max{f, z}+1 y f0 = max{−f, z}+1. Es claro que f = f1−f0,
mientras f0 ∈ C(X, [1,∞)) y f1 ∈ C(X, [1,∞)). Existen extensiones continuas g0, g1 ∈ C(Y )
de f0 y f1 respectivamente, por lo que g = g1 − g0 es una extención continua de f . �

Proposición 2.3.3. Para la función j = 4C(X, (0, 1)) : X → (0, 1)C(X,(0,1)), existe un
homeomorfismo Φ : (0, 1)C(X,(0,1)) → RC(X) tal que Φ(j(x)) = i(x) para cada x ∈ X. En
particular Φ(j(X)) = i(X), por lo que X esta encajado en (0, 1)C(X,(0,1)) y j(X) es cerrado
en (0, 1)C(X,(0,1)) si y sólo si i(X) es cerrado en RC(X).

Demostración. Consideremos un homeomorfismo ϕ : (0, 1) → R. Definamos un mapeo
Φ : (0, 1)C(X,(0,1)) → RC(X) por Φ(v)(f) = ϕ(v(ϕ−1 ◦ f)) para cualquier par de funcio-
nes v ∈ (0, 1)C(X,(0,1)) y f ∈ C(X). Para cada f ∈ C(X) y g ∈ C(X, (0, 1)) denotemos
por pf : RC(X) → R y qg : (0, 1)C(X,(0,1)) → (0, 1) a las proyecciones naturales de RC(X)

en el f -ésimo factor y (0, 1)C(X,(0,1)) en el g-ésimo factor respectivamente. Notemos que
pf ◦ Φ(v) = ϕ(v(ϕ−1 ◦ f)) = ϕ(qϕ−1◦f (v)) = ϕ ◦ qϕ−1◦f (v), por lo que pf ◦ Φ = ϕ ◦ qϕ−1◦f
es un mapeo continuo para cada f ∈ C(X) y por consiguiente Φ es continuo [Tk7, Problem
102].
Si w ∈ RC(X), definamos v(g) = ϕ−1(w(ϕ ◦ g)) para cada g ∈ C(X, (0, 1)). Entonces
v ∈ (0, 1)C(X,(0,1)) y Φ(v) = w, por lo que el mapeo Φ es sobreyectivo.
Ahora, si v1, v2 ∈ (0, 1)C(X,(0,1)) y v1 6= v2, existe g ∈ C(X, (0, 1)) tal que v1(g) 6= v2(g). Para
la función f = ϕ ◦ g ∈ C(X), tenemos que

Φ(v1)(f) = ϕ(v1(ϕ−1 ◦ f)) = ϕ(v1(g)) 6= ϕ(v2(g)) = Φ(v2)(f),

lo que muestra que Φ(v1) 6= Φ(v2), y por consiguiente que Φ es biyectivo. Para verificar la
continuidad de Φ−1, notemos que Φ−1(w)(g) = ϕ−1(w(ϕ ◦ g)) para culesquiera w ∈ RC(X) y
g ∈ C(X, (0, 1)). En efecto, haciendo v = Φ−1(w) y f = ϕ ◦ g, obtenemos Φ(v) = w y por lo
tanto w(f) = ϕ(v(g)), de donde Φ−1(w)(g) = v(g) = ϕ−1(w(f)) = ϕ−1(w(ϕ ◦ g)).
Tomemos una función arbitraria g ∈ C(X, (0, 1)); entonces, para cada w ∈ RC(X) se tiene
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que qg ◦ Φ−1(w) = Φ−1(w)(g) = ϕ−1(w(ϕ ◦ g)) = ϕ−1(pf (w)), donde f = ϕ ◦ g. Como una
consecuencia, la función qg ◦ Φ−1 = ϕ−1 ◦ pf es continua para cualquier g ∈ C(X, (0, 1)), y
por consiguiente mapeo Φ−1 es continuo [Tk7, Problem 102]. Esto demuestra que Φ es un
homeomorfismo. Para cada x ∈ X y f ∈ C(X) tenemos que Φ(j(x))(f) = ϕ(j(x)(ϕ−1◦f)) =
ϕ(ϕ−1(f(x)) = f(x) = i(x)(f) y por lo tanto Φ(j(x)) = i(x) para todo x ∈ X.
Finalmente, observemos que el mapeo j = Φ−1 ◦ i es un encaje; puesto que un homeomor-
fismo es un mapeo cerrado, el conjunto i(X) = Φ(j(X)) es cerrado en RC(X) si y sólo si
j(X) = Φ−1(i(X)) es cerrado en (0, 1)C(X,(0,1)). �

Teorema 2.3.4. Los siguientes enunciados son equivalentes para cualquier espacio X:
(a) X es realcompacto;
(b) X se encaja como un subespacio cerrado en Rκ para algún cardinal κ ≥ ω;
(c) si X es denso en Y y X 6= Y , entonces existe una función continua f : X → R que no se

extiende continuamente a Y ;
(d) si x ∈ βX\X, entonces existe un conjunto H de tipo Gδ en βX tal que x ∈ H y

H ⊆ βX\X.

Demostración. (a)⇒(b) Si X es realcompacto, entonces se encaja como un subconjunto
cerrado en R|C(X)|.

(b)⇒(c) Para cada α < κ denotemos por pα : Rκ → R a la proyección natural de Rκ en
el α-ésimo factor. Escojamos y ∈ Y \X; si podemos encontrar f ∈ C(X) que no pueda ser
extendida continuamente a X ∪ {y}, entonces f no podrá extenderse continuamente a Y .
Por lo tanto, podemos asumir que Y = X ∪ {y}.
Supongamos que para todo α < κ hemos encontrado una extención continua gα : Y → R
de fα = pα|X . Hagamos g = 4α<κgα : Y → Rκ y tomemos cualesquiera x ∈ X y α < κ;
entonces g(x)(α) = gα(x) = fα(x) = pα(x) = x(α). Por lo tanto g|X es el mapeo identidad.
Puesto que X es denso en Y , tenemos que g(Y ) = g(X) ⊆ g(X) = X = X, por lo que existe
x ∈ X tal que g(y) = x.
Escojamos vecindades disjuntas U ∈ τ(y, Y ) y V ∈ τ(x, Y ); el conjunto V es una vecindad de
g(y) en X y aśı por continuidad podemos encontrar W ∈ τ(y, Y ) tal que g(W ) ⊆ V . Como
X es denso en Y , existe z ∈ (U ∩W ) ∩X, y por consiguiente z = g(z) ∈ g(W ) ⊆ V , lo que
es una contradicción con el hecho de que U y V son disjuntos. Esta contradicción muestra
que existe α < κ para el cual la función fα no se puede extender continuamente sobre Y .

(c)⇒(d) Tomemos z ∈ βX\X; de la Proposición 2.3.2 se sigue que existe f ∈ C(X) tal que
f(X) ⊆ [1,∞) y f no puede ser extendida continuamente sobre el espacio Y = X ∪ {z}. Si
g = 1/f , entonces g ∈ C(X, [0, 1]), por lo que existe ĝ ∈ C(βX) tal que ĝ|X = g.
Supongamos que ĝ(z) 6= 0; entonces (1/ĝ)|Y es una extención continua de f a Y , lo que
es una contradicción. Por lo tanto ĝ(z) = 0 y ĝ(x) = (1/f)(x) 6= 0 para cada x ∈ X. Si
H = (ĝ)−1({0}), entonces z ∈ H ⊆ βX\X y H es un conjunto Gδ.

(d)⇒(a) Por la Proposición 2.3.3, para demostrar que i(X) es cerrado en RC(X) basta de-
mostrar que j(X) es cerrado en (0, 1)C(X,(0,1)). Cada g ∈ C(X, (0, 1)) es una función continua
y acotada de X a [0, 1], por lo que existe una única función sg : βX → [0, 1] tal que sg|X = g.
El mapeo s = 4{sg : g ∈ C(X, (0, 1))} : βX → [0, 1]C(X,(0,1)) es continuo y s|X = j; consi-
derando que (0, 1)C(X,(0,1)) ⊆ [0, 1]C(X,(0,1)), verifiquemos que j(X) = s(βX)∩(0, 1)C(X,(0,1)).
La contención j(X) ⊆ s(βX) ∩ (0, 1)C(X,(0,1)) se sigue del hecho de que s|X = j. Tomemos
cualquier z ∈ βX\X; por (d), existe un conjuntoH de tipoGδ en βX tal que z ∈ H ⊆ βX\X.
Podemos encontrar un conjunto G cerrado en βX y de tipo Gδ tal que z ∈ G ⊆ H [Tk7, Fact
2, S.328]. Por [Tk7, Fact 1, S.358] existe f ∈ C(βX) para el cual G = f−1({0}). Puesto que
βX es compacto, f(βX) ⊆ [−n, n] para algún n ∈ N. Si h = 1

2n |f |, entonces h ∈ C(βX, [0, 1
2 ])

y h−1({0}) = G.
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La función g = h|X mapeaX en (0, 1
2 ] ⊆ (0, 1) puesto que todos los ceros de h están en βX\X;

es evidente que h = sg y g ∈ C(X, (0, 1)). Por lo tanto s(z)(g) = sg(z) = h(z) = 0 /∈ (0, 1) lo
que muestra que s(z) /∈ (0, 1)C(X,(0,1)). Esto demuestra que j(X) = s(βX) ∩ (0, 1)C(X,(0,1)),
y por consiguiente j(X) es cerrado en (0, 1)C(X,(0,1)), puesto que s(βX) es cerrado en
[0, 1]C(X,(0,1)). �

Proposición 2.3.5. El producto arbitrario de espacios realcompactos es realcompacto.

Demostración. Supongamos que {Xt : t ∈ T} es una familia de espacios realcompactos. Por
el Teorema 2.3.4, para cada t ∈ T podemos escoger un conjunto At tal que Xt es homeomorfo
a un subespacio cerrado Ft de RAt . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que para
distintos s, t ∈ T los conjuntos At y As son disjuntos. Entonces el conjunto F =

∏
t∈T Ft

es cerrado en RA, donde A =
⋃
t∈T At [Tk7, Problem 103]. Es claro que X =

∏
t∈T Xt es

homeomorfo a F , y por consiguiente X se encaja como un subespacio cerrado en R|A|. Por
el Teorema 2.3.4, el espacio X es realcompacto. �

Proposición 2.3.6. Los subespacios cerrados de un espacio realcompacto son realcompactos.

Demostración. Supongamos que X es un espacio realcompacto y F ⊆ X es cerrado. Por el
Teorema 2.3.4, existe un cardinal infinito κ tal que X se encaja como un subespacio cerrado
en Rκ. Entonces F se encaja como un subespacio cerrado en Rκ, y por lo tanto es realcom-
pacto. �

Proposición 2.3.7. Supongamos que X es un espacio arbitrario. Si {Xt : t ∈ T} es una
familia de subespacios realcompactos de X, entonces

⋂
t∈T Xt es realcompacto.

Demostración. El espacio
⋂
t∈T Xt es homeomorfo a un subespacio cerrado de

∏
t∈T Xt

[Tk7, Fact 7, S.271], por lo que la realcompacidad de
⋂
t∈T Xt se sigue de las proposiciones

2.3.5 y 2.3.6. �

Proposición 2.3.8. Todo espacio Lindelöf es realcompacto.

Demostración. Supongamos que X es un espacio de Lindelöf. Por el Teorema 2.3.4
basta probar que para todo z ∈ βX\X, existe un conjunto H de tipo Gδ para el cual
z ∈ H ⊆ βX\X.
Para cada x ∈ X escojamos Ux ∈ τ(x, βX) tal que z /∈ Ux. La familia {Ux : x ∈ X} es una
cubierta abierta de X, por lo que X ⊆

⋃
x∈A Ux para algún conjunto numerable A ⊆ X. El

conjunto H = βX\
⋃
x∈A Ux es Gδ y z ∈ H ⊆ βX\X. �

Proposición 2.3.9. Todo espacio pseudocompacto y realcompacto es compacto.

Demostración. Supongamos que X es un espacio pseudocompacto y realcompacto. Por el
Teorema 2.3.4 existe un cardinal κ ≥ ω tal que X se encaja en Rκ como un subespacio
cerrado. Para cada α < κ denotemos por pα : Rκ → R a la proyección natural de Rκ sobre el
α-ésimo factor. El conjunto Xα = pα(X) es un conjunto pseudocompacto de R para todo α
y por tanto compacto. Es evidente que X ⊆

∏
α<κXα; además X es un subconjunto cerrado

de Rκ el cual contiene al compacto
∏
α<κXα. Entonces X es cerrado en

∏
α<κXα y por lo

tanto compacto. �

Definición 2.3.10. Sean X un espacio y A ⊆ X. Diremos que A está C-encajado en X si
para cada función continua f : A→ R existe una función continua g : X → R tal que g|A = f .
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Proposición 2.3.11. Todo espacio X es homeomorfo a un conjunto C-encajado en RC(X).

Demostración. Puesto que X es un espacio de Tychonoff, la familia C(X) separa los pun-
tos de los cerrados en X, por lo que el mapeo evaluación EC(X) : X → Cp(Cp(X)) es un
encaje [Tk7, Problem 166]. Veamos que Y = EC(X)(X) está C-encajado en RC(X). Tomemos
cualquier función continua f : Y → R y notemos que g = f ◦EC(X) ∈ C(X). Denotemos por
πg : RC(X) → R a la proyección natural de RC(X) en su g-ésimo factor.
Si ϕ ∈ Y y x ∈ X se eligió de tal manera que EC(X)(x) = ϕ, entonces πg(ϕ) = πg(E

C(X)(x)) =
g(x) = (f ◦ EC(X))(x) = f(ϕ), y por lo tanto πg|Y = f . �

Teorema 2.3.12. SiX es un espacio pseudocompacto, entonces existe un espacio σ-compacto
Y tal que Cp(X) ⊆ Y ⊆ RX .

Demostración. Si Y = {f ∈ RX : f(X) ⊆ [−n, n] para algún n < ω}, entonces
Cp(X) ⊆ Y ⊆ RX . Tomemos al conjunto Fn = {g ∈ RX : g(X) ⊆ [−n, n]} para cada n < ω.
Es claro que Y =

⋃
n<ω Fn; además cada Fn es compacto por ser homeomorfo a [−n, n]X .

Por lo tanto Y es σ-compacto. �

Teorema 2.3.13. ([Us1]) Si X es un espacio Lindelöf Σ, entonces existe un espacio Y el
cual es Lindelöf Σ y Cp(X) ⊆ Y ⊆ RX .

Demostración. Sean C una cubierta compacta de X y F una red numerable con respecto
a C. Consideremos al espacio Y = {f ∈ RX : para cada x ∈ X existen F ∈ F y k < ω tales
que x ∈ F y f(F ) ⊆ [−k, k]}. Supongamos que f ∈ Cp(X). Sea x ∈ X y tomemos C ∈ C tal
que x ∈ C; el conjunto f(C) es compacto y por lo tanto acotado en R. Escojamos m < ω tal
que f(C) ⊆ [−m,m]. El conjunto U = f−1((−m− 1,m+ 1)) es abierto en X y C ⊆ U , por
lo que existe F ∈ F tal que C ⊆ F ⊆ U . Si k = m + 1, entonces x ∈ F y f(F ) ⊆ [−k, k].
Esto demuestra que f ∈ Y y por lo tanto Cp(X) ⊆ Y .
Si Z = (βR)X , entonces Cp(X) ⊆ Y ⊆ RX ⊆ Z. Sea {Fn : n < ω} una numeración de F ;
para todos n, k < ω fijémonos en el conjunto L(n, k) = {f ∈ Z : f(Fn) ⊆ [−k, k]}.
Supongamos que n, k < ω y g ∈ Z\L(n, k). Elijamos un punto x ∈ Fn tal que g(x) /∈ [−k, k].
El conjunto [−k, k] es compacto y por tanto cerrado en βR. Es claro que el conjunto
O = {f ∈ Z : f(x) ∈ (βR)\[−k, k]} es una vecindad abierta de g que no intersecta a L(n, k),
lo que demuestra que para cualesquiera n, k < ω el conjunto L(n, k) es cerrado en Z y en
consecuencia compacto.
Por el Teorema 1.1.9 basta demostrar que la familia L = {L(n, k) : n, k < ω} separa a Y de
Z\Y .
Sean f ∈ Y y g ∈ Z\Y . Como g /∈ Y , existe x0 ∈ X tal que para cada n, k < ω, si x0 ∈ Fn,
entonces g(Fn)\[−k, k] 6= ∅. Puesto que f ∈ Y , existen n0, k0 < ω tales que x0 ∈ Fn0 y
f(Fn0) ⊆ [−k0, k0]. Por lo tanto, f ∈ L(n0, k0) y g /∈ L(n0, k0). �

Teorema 2.3.14. Si Cp(X) es Lindelöf Σ, entonces υX es Lindelöf Σ.

Demostración. Por el Teorema 2.3.13, existe un espacio Y con la propiedad Lindelöf Σ
para el cual Cp(Cp(X)) ⊆ Y ⊆ RCp(X). El espacio X esta encajado en Cp(Cp(X)) [Tk7,
Problem 167], aśı que podemos asumir que X es un subespacio de Y . Si Z es la cerradura
de X en Y , entonces Z es un espacio realcompacto por ser Lindelöf Σ (Proposición 2.3.8).
Como X está C-encajado en RC(X), toda función continua de X en R se puede extender a
una función continua de Z en R. Esto demuestra que υX es homeomorfo a Z y por lo tanto
es Lindelöf Σ [En, Theorem 3.11.16]. �
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Teorema 2.3.15. Si Cp(X) es un espacio Lindelöf Σ, entonces Cp(υX) tambien es Lindelöf
Σ.

Demostración. Consideremos una cubierta compacta C de Cp(X) y una red numerable N
con respecto a C. Definamos C′ = {π−1(C) : C ∈ C} y N ′ = {π−1(N) : N ∈ N}, donde
π : Cp(υX)→ Cp(X) es el mapeo restricción definido por π(f) = f |X para cada f ∈ Cp(υX);
se sabe que π es biyectivo [Tk7, Problem 436]. Si C ∈ C, entonces π−1(C) es numerablemente
compacto. Para ver esto, supongamos que A ⊆ π−1(C) es un conjunto cerrado, discreto y
numerable. Si B = π(A) no es cerrado y discreto, existe un punto de acumulación p de B.
Como π|A∪{π−1(p)} : A ∪ {π−1(p)} → B ∪ {p} es un homeomorfismo [Tk7, Problem 436],
el punto π−1(p) es de acumulación para A, lo que contradice que A sea cerrado y discreto.
Entonces π(A) es cerrado y discreto en el compacto C, y en consecuencia finito. Por lo tanto
A tiene que ser finito lo que muestra que π−1(C) es numerablemente compacto.
Como Cp(X) es Lindelöf Σ, el espacio υX tambien es Lindelöf Σ (Teorema 2.3.14). Del
Teorema 2.2.14 se sigue que l(π−1(C)) = ext(π−1(C)) ≤ ω. El espacio π−1(C) es numera-
blemente compacto y l(π−1(C)) ≤ ω, de donde se sigue que es compacto. Por lo tanto C′ es
una cubierta compacta de Cp(υX). Para demostrar que Cp(υX) es un espacio Lindelöf Σ,
basta verificar que N ′ es una red numerable con respecto a C′.
Fijemos C ∈ C y W ∈ τ(π−1(C), Cp(υX)). Si W no contiene a ningún elemento de
L′ = {π−1(N) : N ∈ N y π−1(C) ⊆ π−1(N)}, entonces para cada π−1(N) ∈ L′ escojamos
fN ∈ π−1(N)\W y hagamos gN = π(fN ). La familia L = {N : π−1(N) ∈ L′} consiste de
todos los elementos de N que contienen a C.
Notemos que C ∩ {gN : N ∈ L} 6= ∅; en efecto, si C ∩ {gN : N ∈ L} = ∅, entonces existe
K ∈ L tal que C ⊆ K ⊆ Cp(X)\{gN : N ∈ L}. Esta contradicción con gK ∈ K muestra que

C ∩ {gN : N ∈ L} 6= ∅.
Si g ∈ {gN : N ∈ L} ∩ C, entonces f = π−1(g) ∈ {fN : N ∈ L} pues π es un homeo-
morfismo si lo restringimos a {f} ∪ {fN : N ∈ L} [Tk7, Problem 436]. Por lo tanto
f ∈ π−1(C) ∩ {fN : N ∈ L}, lo que contradice la contención {fN : N ∈ L} ⊆ Cp(υX)\W .
Esta contradicción muestra que N ′ es una red con respecto a C′. �

Proposición 2.3.16. Si X y Cp(X, [0, 1]) son espacios Lindelöf Σ, entonces Cp(X) también
es un espacio Lindelöf Σ.

Demostración. Consideremos un homeomorfismo ϕ : R → (0, 1). Entonces el mapeo
hϕ : RX → (0, 1)X definido por hϕ(f) = ϕ ◦ f para cada f ∈ RX es un homeomor-
fismo y hϕ(Cp(X)) = Cp(X, (0, 1)) [Tk7, Problem 91]. Por el Teorema 2.3.13 existe un
espacio Y que tiene la propiedad Lindelöf Σ y para el cual Cp(X) ⊆ Y ⊆ RX . Enton-
ces L = hϕ(Y ) es Lindelöf Σ y Cp(X, (0, 1)) ⊆ L ⊆ (0, 1)X ⊆ [0, 1]X . De la igualdad
Cp(X, (0, 1)) = L∩Cp(X, [0, 1]) se sigue que Cp(X, (0, 1)) es Lindelöf Σ. De modo que Cp(X)
es Lindelöf Σ por ser homeomorfo a Cp(X, (0, 1)). �

El resultado principal de esta sección es el siguiente teorema de Okunev.

Teorema 2.3.17. ([Ok2]) Sean X y Y espacios Lindelöf Σ tales que Y ⊆ Cp(X). Entonces
Cp(Y ) es Lindelöf Σ.

Demostración. Hagamos Q = Q ∩ (0, 1), escojamos una cubierta compacta C de Y y
una red numerable F con respecto a C. Dados f ∈ Y , n ∈ N, x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn

y δ > 0 consideremos el conjunto O(f, x, δ) = {g ∈ Y : |g(xi) − f(xi)| < δ para cada
i ∈ {1, ..., n}}. Es evidente que la familia {O(f, x, δ) : n ∈ N, x ∈ Xn y δ > 0} forma
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una base local de Y en f . Para cualesquiera ε > 0, δ > 0, n ∈ N y P ⊆ Y hagamos
M(ε, δ, n, P ) = {(ϕ, x) ∈ [0, 1]Y ×Xn : |ϕ(f)− ϕ(g)| ≤ ε para todo g ∈ P y f ∈ O(g, x, δ)}
y L(ε, δ, n, P ) = πn(M(ε, δ, n, P )), donde πn : [0, 1]Y ×Xn → [0, 1]Y es la proyección natural
de [0, 1]Y ×Xn en el factor [0, 1]Y . Veamos ahora que para cada ε > 0, δ > 0, n ∈ N y P ⊆ Y ,

(1) el conjunto M(ε, δ, n, P ) es cerrado en [0, 1]Y ×Xn.

Para demostrar (1) escojamos un elemento arbitrario (ϕ, x) ∈ ([0, 1]Y ×Xn)\M(ε, δ, n, P ).
Existen g ∈ P y f ∈ O(g, x, δ) tales que |ϕ(f) − ϕ(g)| > ε, por lo que el conjunto
W = {η ∈ [0, 1]Y : |η(f)− η(g)| > ε} es abierto en [0, 1]Y y ϕ ∈ W . De la continuidad de f
y g se sigue que V = {y ∈ X : |f(y)− g(y)| < δ} es abierto en X, y por tanto V n es abierto
en Xn. Es claro que (ϕ, x) ∈W × V n y (W × V n)∩M(ε, δ, n, P ) = ∅, lo que demuestra (1).

Puesto que [0, 1]Y ×Xn es un espacio Lindelöf Σ y L(ε, δ, n, P ) es una imagen continua de
un subespacio cerrado de [0, 1]Y ×Xn, es inmediato que:

(2) L(ε, δ, n, P ) es un espacio Lindelöf Σ.

La familia L = {L(ε, δ, n, P ) : ε, δ ∈ Q, n ∈ N y P ∈ F} es numerable y consta de subespa-
cios Lindelöf Σ de [0, 1]Y . Dado un conjunto Z y dos subconjuntos disjuntos A,B de Z, una
familia S ⊆ exp(Z) separa A de B si para cada a ∈ A y b ∈ B existe S ∈ S tal que a ∈ S y
b /∈ S. Resulta que:

(3) L separa a Cp(Y, [0, 1]) de [0, 1]Y \Cp(Y, [0, 1]).

Para demostrar (3) escojamos ϕ ∈ Cp(Y, [0, 1]) y η ∈ [0, 1]Y \Cp(Y, [0, 1]). Como η no es
continua, existen g ∈ Y y ε ∈ Q tales que:

(∗) para todo n ∈ N, x ∈ Xn y δ > 0 existe f ∈ O(g, x, δ) tal que |η(f)− η(g)| > ε.

Puesto que C es una cubierta de Y , podemos encontrar C ∈ C tal que g ∈ C. Por la continui-
dad de ϕ, para cualquier h ∈ C existen nh ∈ N, xh ∈ Xnh y δh ∈ Q tales que |ϕ(t)−ϕ(h)| < ε

2
para cada t ∈ O(h, xh, 3δh). La familia {O(h, xh, δh) : h ∈ C} es una cubierta abierta del
compacto C, por lo que existe un conjunto finito H ⊆ C para el cual se tiene la contención
C ⊆ G =

⋃
{O(h, xh, δh) : h ∈ H}; como F es una red con respecto a C, podemos escoger

P ∈ F para el cual C ⊆ P ⊆ G. Hagamos δ = min{δh : h ∈ H}, m =
∑

h∈H nh y sea x el
punto de Xm tal que {x} =

∏
h∈H{xh}.

Veamos que si v ∈ P y u ∈ O(v, x, δ), entonces |ϕ(u)−ϕ(v)| < ε. Para comprobar esto basta
observar que v ∈ O(h, xh, δh) para algún h ∈ H; entonces u ∈ O(h, xh, 3δh) y en consecuencia
|ϕ(u)− ϕ(v)| ≤ |ϕ(u)− ϕ(h)|+ |ϕ(h)− ϕ(v)| < ε

2 + ε
2 = ε.

De la elección del conjunto M(ε, δ,m, P ) se tiene que (ϕ, x) ∈ M(ε, δ,m, P ) y, por lo tanto
ϕ ∈ L = L(ε, δ,m, P ).
Por otro lado, la propiedad (∗) y g ∈ P , implican que la función η no pertenece a L, lo que
concluye la demostración de (3).

De (3) y el Teorema 1.1.9 se sigue que Cp(Y, [0, 1]) es un espacio Lindelöf Σ. Finalmente, el
espacio Cp(Y ) es Lindelöf Σ por la Proposición 2.3.16. �

Corolario 2.3.18. Si X y Cp(X) son espacios Lindelöf Σ, entonces Cp,n(X) es un espacio
Lindelöf Σ para todo n < ω.

Corolario 2.3.19. Si Cp(X) es un espacio Lindelöf Σ, entonces Cp,n(υX) es un espacio
Lindelöf Σ para cada n < ω.

Demostración. Por el Teorema 2.3.14, el espacio υX es Lindelöf Σ. Por el Teorema 2.3.15,
el espacio Cp(υX) es Lindelöf Σ. Finalmente, por el Corolario 2.3.18, Cp,n(υX) es un espacio
Lindelöf Σ para cada n < ω. �

Teorema 2.3.20. ([Tk1]) Si Cp(X) es un espacio Lindelöf Σ, entonces Cp,2n+1(X) tambien
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es un espacio Lindelöf Σ para todo n < ω.

Demostración. El Corolario 2.3.19 implica que Cp,2n+1(υX) es un espacio Lindelöf Σ por lo
que es suficiente demostrar que Cp,2n+1(X) es una imagen continua de Cp,2n+1(υX). Proba-
remos por inducción sobre n que para cada n < ω existe una condensación πn de Cp,2n+1(υX)
sobre Cp,2n+1(X).
Comenzamos con el mapeo restricción π0 : Cp(υX) → Cp(X) definido por π(f) = f |X para
cada f ∈ Cp(υX), el cual es una condensación [Tk7, Problem 436].
Supongamos que existe una condensación πk : Cp,2k+1(υX)→ Cp,2k+1(X).
Entonces el espacio Cp,2k+1(X) es Lindelöf y por tanto normal. Por [Tk7, Problem 441], los
espacios Cp,2k+2(υX) y υ(Cp,2k+2(X)) son homeomorfos. Esto implica que existe un homeo-
morfismo h : Cp,2k+3(υX) → Cp(υ(Cp,2k+2(X))). De acuerdo a [Tk7, Problem 436] el obvio
mapeo restricción nos da una condensación

ρ : Cp(υ(Cp,2k+2(X)))→ Cp,2k+3(X).

La condensación prometida de Cp,2k+3(υX) sobre Cp,2k+3(X) es πk+1 = ρ ◦ h. �

Corolario 2.3.21. Si Cp(X) es un espacio Lindelöf Σ, entonces υ(Cp,2n(X)) es un espacio
Lindelöf Σ para cada n < ω.

Demostración. Por el Teorema 2.3.20 y [Tk7, Problem 441] el espacio υ(Cp,2n(X)) es
homeomorfo a Cp,2n(υX). Finalmente, por el Corolario 2.3.19, υ(Cp,2n(X)) es un espacio
Lindelöf Σ. �

Corolario 2.3.22. Si CpCp(X) es un espacio Lindelöf Σ, entonces Cp,2n(X) es un espacio
Lindelöf Σ para cada n ∈ N.

Corolario 2.3.23. ([Tk1]) (a) Si Cp,2k+1(X) es un espacio Lindelöf Σ para algún k ∈ N,
entonces Cp,2n+1(X) es un espacio Lindelöf Σ para todo n < ω.
(b) Si Cp,2k(X) es un espacio Lindelöf Σ para algún k ∈ N, entonces Cp,2n+2(X) es un
espacio Lindelöf Σ para todo n < ω.

Demostración. Notemos que los espacios Cp(X) y CpCp(X) se encajan como subespacios
cerrados en Cp,2k+1(X) y Cp,2k+2(X), respectivamente. Entonces, basta aplicar el Teorema
2.3.20 y el Corolario 2.3.22. �
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2.4. Un famoso ejemplo de Reznichenko

Esta es la parte final del caṕıtulo 2 cuyo resultado principal es el ejemplo de Reznichenko
de un espacio compacto de Talagrand que es una unión numerable de espacios compactos de
Eberlein pero falla en ser un compacto de Eberlein. Dicho espacio es canónicamente homeo-
morfo a la compactificación de Stone-Čech de un subespacio casi compacto ([GJ]). Como un
resultado auxiliar se presenta un teorema de Talagrand sobre la K-analiticidad del espacio
Cp(X) cuando X es un espacio compacto.

Denotemos por A(κ) a la compactificación unipuntual del espacio discreto de cardinalidad
κ. Hagamos ω0 = {∅} y ω<ω = {ωn : n ∈ ω}; para cada n ∈ N identificaremos ωn con el
conjunto de todos los mapeos de n = {0, 1, ..., n − 1} a ω. Si n ∈ ω y f ∈ ωn, entonces
g = fak ∈ ωn+1 es definido por g|n = f y g(n) = k.
Sea D = {0, 1}; dado un conjunto A, definamos σ(DA) = {x ∈ DA : |x−1(1)| < ω} y
Σ(DA) = {x ∈ DA : |x−1(1)| ≤ ω}.

Definición 2.4.1. Dado un espacio Z, un punto z ∈ Z es llamado un π-punto si existe una
familia finita U ⊆ τ(Z) tal que {x} =

⋂
{U : U ∈ U}.

Definición 2.4.2. Una familia {Un : n < ω} de subconjuntos de un espacio Z converge al
punto z ∈ Z si para cada V ∈ τ(z, Z) existe m ∈ ω tal que Un ⊆ V para todo n > m.

Definición 2.4.3. Una sucesión S ⊆ Z converge flexiblemente a z ∈ Z si S converge a z
y para cada familia {Gx : x ∈ S} de subconjuntos Gδ de Z con x ∈ Gx para cualquier
x ∈ X, podemos escoger un punto y(x) ∈ Gx para todo x ∈ S, de tal forma que la sucesión
{y(x) : x ∈ S} converja a un punto y ∈ Z\{z}.

Teorema 2.4.4. Supongamos queK es un espacio compacto y algún x ∈ K no es un π-punto.
Entonces K\{x} es pseudocompacto y K es canónicamente homeomorfo a β(K\{x}), esto
es, existe un homeomorfismo ϕ : β(K\{x})→ K tal que ϕ(y) = y para cualquier y ∈ K\{x}.

Demostración. Notemos que x no puede ser un punto aislado puesto que si lo es, entonces
{x} = U donde U = {x} ∈ τ(K). Si el espacio K\{x} no es pseudocompacto, entonces existe
una familia discreta U = {Un : n < ω} ⊆ τ∗(K\{x}). Tomando cualquier U ∈ τ(x,K), si
Un\U 6= ∅ para una cantidad infinita de n ∈ ω, escojamos V ∈ τ(x,K) tal que V ⊆ U y
notemos que la familia {Un\V : n ∈ ω y Un\V 6= ∅} ⊆ τ∗(K\V ) es infinita y discreta en
el espacio compacto K\V ; esta contradicción muestra que Un\U = ∅ para todos salvo una
cantidad finita de n < ω, esto es, U converge al punto x.
Es fácil verificar que para los conjuntos abiertos G =

⋃
n<ω U2n y H =

⋃
n<ω U2n+1, tenemos

que {x} = G ∩ H. Entonces x es un π-punto, lo que es de nuevo una contradicción por lo
cual K\{x} es pseudocompacto.
Hagamos L = β(K\{x}); puesto que el espacio K es una extensión compacta de K\{x},
existe un mapeo continuo ϕ : L→ K tal que ϕ|K\{x} es el mapeo identidad.
Si R = L\(K\{x}) consta de un sólo elemento, entonces ϕ es un homeomorfismo canónico
por lo que podemos asumir que existen puntos distintos y1, y2 ∈ R. Tomemos U1 ∈ τ(y1, L)
y U2 ∈ τ(y2, L) tales que clL(U1) ∩ clL(U2) = ∅.
El conjunto Vi = Ui ∩ (K\{x}) es abierto en el espacio K para cada i ∈ {1, 2}. Se sigue de
[Tk7, Fact 1, S.259], que ϕ(R) = ϕ(L\(K\{x})) = K\(K\{x}) = {x}, y por consiguien-
te ϕ(yi) = x; como también yi ∈ clL(Vi), tenemos que x = ϕ(yi) ∈ clK(ϕ(Vi)) para cada
i ∈ {1, 2}. Como consecuencia, {x} ⊆ clK(V1) ∩ clK(V2). Si por otro lado, y ∈ K\{x} y
y ∈ clK(V1) ∩ clK(V2), entonces y ∈ clL(V1) ∩ clL(V2) = ∅ lo cual es una contradicción. Esto
demuestra que {x} = clK(V1) ∩ clK(V2), esto es, x es un π-punto lo que una vez más es una
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contradicción. Por lo tanto K es canónicamente homeomorfo a β(K\{x}). �

Proposición 2.4.5. Dado un conjunto A, sea u ∈ DA definido por u(a) = 0 para cada
a ∈ A. Supongamos que Sn ⊆ σ(DA)\{u} es una sucesión que converge a u para todo n ∈ ω.
Entonces existe una sucesión S ⊆

⋃
{Sn : n ∈ ω} tal que S converge a u, el conjunto S ∩ Sn

es infinito para cualquier n ∈ ω y la familia {x−1(1) : x ∈ S} es disjunta.

Demostración. Consideremos una numeración {mk : k ∈ ω} de ω, en la cual cada n ∈ ω
aparece una cantidad infinita de veces. Tomemos de manera arbitraria x0 ∈ Sm0 ; su-
pongamos que n ∈ ω y hemos escogido xi ∈ Smi para cada i ≤ n de tal forma
que la familia {x−1

i (1) : i ≤ n} es disjunta. Puesto que Smn+1 converge a u, la familia
S = {x−1(1) : x ∈ Smn+1} es punto-finita, por lo que solamente una cantidad finita de los
elementos de S tienen intersección no vaćıa con el conjunto finito A =

⋃
{x−1

i (1) : i ≤ n}.
Por consiguiente podemos escoger xn+1 ∈ Smn+1 para el cual x−1

n+1(1) ∩ A = ∅; es evidente

que la familia {x−1
i (1) : i ≤ n+ 1} también es disjunta, por lo que nuestro proceso inductivo

nos da un conjunto S = {xi : i ∈ ω} tal que xi ∈ Smi para cualquier i ∈ ω y la familia
{x−1

i (1) : i ∈ ω} es disjunta.
Es sencillo comprobar que la sucesión S es como se prometió. �

Proposición 2.4.6. Dado un espacio compacto K, supongamos que K es Fréchet-Urysohn,
Y ⊆ K es denso en K y un punto u ∈ K\Y tiene la siguiente propiedad:

(∗) Si Sn ⊆ Y es una sucesión que converge a u para cada n ∈ ω, entonces existe una sucesión
S ⊆ K tal que S ∩ Sn es infinito para todo n ∈ ω y S converge flexiblemente a u.

Entonces para cada familia numerable U ⊆ τ(K) se tiene que {u} 6=
⋂
{U : U ∈ U}, y por

consiguiente u no es un π-punto en K.

Demostración. Supongamos que Un ∈ τ(K) para todo n ∈ ω y {u} =
⋂
{Un : n ∈ ω};

sin pérdida de generalidad podemos asumir que U0 = K. Entonces u ∈ Un ∩ Y , por lo que
podemos escoger una sucesión Sn ⊆ Un ∩ Y tal que Sn converge a u para cada n ∈ ω. Por
la propiedad (∗) podemos encontrar una sucesión S ⊆ K que converge flexiblemente a u tal
que S ∩ Sn es infinito para todo n ∈ ω. Obsérvese que Gx =

⋂
{Un : n ∈ ω y x ∈ Un} es un

conjunto Gδ y x ∈ Gx para cualquier x ∈ S.
Por nuestra elección de S, para cada x ∈ S podemos tomar y(x) ∈ Gx de tal manera que la
sucesión {y(x) : x ∈ S} converge a un punto y ∈ K\{u}. Para cualquier n ∈ ω el conjunto
{x ∈ S : x ∈ Un} es infinito, por lo que S′ = {y(x) : x ∈ S ∩ Un} también es infinito. Lo
anterior demuestra que S′ ⊆ Un converge a y y por consiguiente y ∈ Un para todo n ∈ ω.
De modo que y ∈

⋂
{Un : n ∈ ω}, por lo cual {u} 6=

⋂
{Un : n ∈ ω}; esta contradicción

muestra que {u} 6=
⋂
{U : U ∈ U} para toda familia numerable U ⊆ τ(K). �

Proposición 2.4.7. Supongamos que ϕ : ωω → Z es un mapeo multivaluado y sobreyectivo
que tiene la siguiente propiedad:

(∗) si {fn : n ∈ ω} es una sucesión en ωω que converge a f ∈ ωω y zn ∈ ϕ(fn) para cada
n ∈ ω, entonces la sucesión {zn : n ∈ ω} tiene un punto de acumulación z ∈ ϕ(f).

Entonces el mapeo ϕ es superiormente semicontinuo.

Demostración. Sea f ∈ ωω y supongamos que ϕ no es superiormente semicontinuo en f ,
esto es, existe W ∈ τ(ϕ(f), Z) tal que para cada U ∈ τ(f, ωω), el conjunto ϕ(U)\W es no
vaćıo. Definamos Un = {g ∈ ωω : g|n = f |n} para todo n ∈ ω; tomemos fn ∈ Un para el cual
ϕ(fn)\W 6= ∅ y zn ∈ ϕ(fn)\W para cada n ∈ ω. Es claro que {fn : n ∈ ω} converge a f , por
lo cual existe un punto de acumulación z ∈ ϕ(f) de {zn : n ∈ ω}. Sin embargo, W ∈ τ(z, Z)
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y W ∩ {zn : n ∈ ω} = ∅ lo cual es una contradicción. Por lo tanto ϕ es superiormente
semicontinuo. �

Teorema 2.4.8. ([Ta]) Si K es un espacio compacto y T ⊆ Cp(K) es un subespacio K-
anaĺıtico que separa los puntos de K, entonces Cp(K) es K-anaĺıtico.

Demostración. Dado un espacio compacto Z, denotemos por Cu(Z) al conjunto C(Z) con
la topoloǵıa de la convergencia uniforme. Para cada f ∈ Cu(Z) y ε > 0 consideremos al
conjunto B(f, ε) = {g ∈ Cu(Z) : sup{|f(x) − g(x)| : x ∈ Z} < ε}; es claro que la familia
{B(f, ε) : ε > 0} forma una base local de Cu(Z) en f .

Afirmación 1. Consideremos un espacio compacto Z. Si s : Cu(Z) × Cu(Z) → Cu(Z) es el
mapeo definido por s(f, g) = f + g para cualesquiera f, g ∈ Cu(Z), entonces s es continuo.

Si f, g ∈ Cu(Z) y U ∈ τ(f + g, Cu(Z)), entonces existe ε > 0 tal que B(f + g, ε) ⊆ U . Es
claro que s(B(f, ε2)×B(g, ε2)) ⊆ B(f + g, ε) ⊆ U , por lo que s es continua. �

Afirmación 2. Consideremos un espacio compacto Z. Si p : Cu(Z) × Cu(Z) → Cu(Z) es el
mapeo definido por p(f, g) = f · g para cualesquiera f, g ∈ Cu(Z), entonces p es continuo.

Supongamos que f, g ∈ Cu(Z) y U ∈ τ(f · g, Cu(Z)). Existe ε > 0 tal que B(f · g, ε) ⊆ U .
Hagamos M = 2 + sup{|f(x)| : x ∈ X}+ sup{|g(x)| : x ∈ X} y δ = min{1, ε

2M }. Escojamos
x ∈ Z, g′ ∈ B(g, δ) y f ′ ∈ B(f, δ) arbitrarios; es claro que |g′(x)| < 1 + |g(x)| < M y por
consiguiente

|f ′(x)g′(x)− f(x)g(x)| = |g′(x)(f ′(x)− f(x)) + f(x)(g′(x)− g(x))|
≤ |g′(x)| · |f ′(x)− f(x)|+ |f(x)| · |g′(x)− g(x)| < 2Mδ ≤ ε,

lo que demuestra que p(B(f, δ) × B(g, δ)) ⊆ B(f · g, ε) ⊆ U . Por lo tanto, el mapeo p es
continuo. �

Un subconjunto A ⊆ C(Z) se llama álgebra, si f, g ∈ A y α ∈ R implican que f + g ∈ A,
αf ∈ A y f · g ∈ A.

Afirmación 3. Si Y ⊆ Cu(Z) es un subespacio K-anaĺıtico, entonces existe un álgebra
〈Y 〉 ⊆ Cu(Z) que contiene a Y y es K-anaĺıtica.

Definamos a los mapeos pn : (Cu(Z))n → Cu(Z) y sn : (Cu(Z))n × Rn → Cu(Z) por
pn(f1, . . . , fn) =

∏
i≤n fi y sn(f1, . . . , fn, α1, . . . , αn) =

∑
i≤n αifi para cada n ∈ N,

(f1, . . . , fn) ∈ (Cu(Z))n y (α1, . . . , αn) ∈ Rn; ambos mapeos son continuos por las afir-
maciones 1 y 2. Por la Proposición 2.1.7, el conjunto Yp =

⋃
n∈N pn(Y n) es K-anaĺıtico.

Nuevamente, por la Proposición 2.1.7, el conjunto 〈Y 〉 =
⋃
n∈N sn(Y n

p × Rn) es K-anaĺıtico.
Es fácil comprobar que 〈Y 〉 es el álgebra prometida. �

Denotemos por o a la función cuyo valor es uno en cada punto de K. Por la Proposición 2.1.7,
el conjunto T ′ = T ∪{o} es K-anaĺıtico. Por la Afirmación 3, existe un álgebra 〈T ′〉 ⊆ Cu(K)
que contiene a T ′ y que es K-anaĺıtica. Por el teorema de Stone-Weierstrass, el espacio 〈T ′〉
es denso en Cu(K). Finalmente, por [Tk3, Corollary 2.5] el espacio Cp(K) es K-anaĺıtico. �

Teorema 2.4.9. Supongamos que A es un conjunto y K ⊆ Σ(A) es un subspacio compacto
para el cual existe una familia {As : s ∈ ω<ω} de subconjuntos de A con las siguientes
propiedades:
(i) A∅ = A y As =

⋃
{As_n : n ∈ ω} para cualquier s ∈ ω<ω;

(ii) para cualesquiera x ∈ K y f ∈ ωω existe m ∈ ω tal que Af |n ∩ x−1(R\{0}) es finito
para todo n ≥ m.

Entonces Cp(K) es un espacio K-anaĺıtico.

Demostración. Sea χa : A→ D la función caracteŕıstica del conjunto {a} para cada a ∈ A,
esto es, χa(a) = 1 mientras χa(b) = 0 para cualquier b ∈ A\{a}; hagamos z0(a) = 0 para
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todo a ∈ A. El conjunto L0 = {z0}∪{χa : a ∈ A} es compacto, por lo que K ′ = K ∪L0 ⊇ K
también es compacto; como Cp(K) es una imagen continua de Cp(K

′), es suficiente demos-
trar que Cp(K

′) es K-anaĺıtico. Puesto que la propiedad (ii) se satisface para K ′, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que K ′ = K, esto es, L0 ⊆ K.
Para cualquier x ∈ Σ(A) hagamos supp(x) = x−1(R\{0}). Denotemos por u a la función
cuyo valor es cero en cada punto de K. Para cada a ∈ A, hagamos ea(x) = x(a) para todo
x ∈ K; entonces ea ∈ Cp(K) puesto que ea coincide con la restricción a K de la proyección
natural de RA sobre el factor determinado por a. Como T = {u} ∪ {ea : a ∈ A} separa
los puntos de K, por el Teorema 2.4.8 es suficiente demostrar que T es K-anaĺıtico. Note-
mos que Wa = {v ∈ Cp(K) : v(χa) > 0} es una vecindad abierta de ea en Cp(K) tal que
Wa ∩ T = {ea}; por eso cada ea es un punto aislado de T .
Para cada s ∈ ω<ω definamos Qs = {u} ∪ {ea : a ∈ As}; entonces cada Qs es cerrado en T y
por consiguiente, para todo f ∈ ωω, el conjunto Pf =

⋂
{Qf |n : n ∈ ω} también es cerrado.

Haciendo ϕ(f) = Pf para cualquier f ∈ ωω, obtenemos un mapeo multivaluado ϕ : ωω → T .
Resulta que Pf es compacto para cada f ∈ ωω, esto es, ϕ es compacto-valuado.
Para demostrarlo, tomemos cualquier U ∈ τ(u,Cp(K)); existen F ∈ [K]<ω y ε > 0 tales
que W = {v ∈ Cp(K) : |v(x)| < ε para todo x ∈ F} ⊆ U . Consideremos al conjunto
C =

⋃
{supp(x) : x ∈ F}. Se sigue de (ii) que existe m ∈ ω para el cual C ∩Af |m es finito y

por consiguiente e(F ) ⊆ {0} para cada e ∈ Qf |m salvo una cantidad finita de ellos. Puesto
que Pf ⊆ Qf |m, se tiene que e(F ) ⊆ {0} para cada e ∈ Pf salvo una cantidad finita de ellos.
Entonces Pf\U ⊆ Pf\W es finito, esto es, encontramos un punto u ∈ Pf tal que Pf\U es
finito para cada vecindad abierta U de u en Cp(K). Por tanto Pf es un espacio compacto
con máximo un punto no aislado, lo que muestra que el mapeo ϕ es compacto-valuado.
Dado cualquier punto a ∈ A, por la propiedad (i) existe una función f ∈ ωω tal que
a ∈

⋂
{Af |n : n ∈ ω}, lo que muestra que ea ∈ Pf y por consiguiente que {Pf : f ∈ ωω} es

una cubierta de T .
Ahora supongamos que una sucesión S = {fn : n ∈ ω} ⊆ ωω converge a f ∈ ωω y tn ∈ Pfn
para cada n ∈ ω. Pasando a una subsucesión de S de ser necesario, podemos asumir, sin
pérdida de generalidad que fn|n = f |n y por tanto que tn ∈ Qf |n para cada n ∈ ω.
Si existe un punto t ∈ T tal que t = tn ∈ Qf |n para una cantidad infinita de n ∈ ω, entonces
t ∈ Pf es un punto de acumulación de S. De no ser el caso, pasando a una subsucesión de S
de ser necesario, podemos asumir que tn 6= tm si n 6= m. Para ver que {tn : n ∈ ω} converge
a u, tomemos cualquier x ∈ K; existe m ∈ ω para el cual el conjunto D = supp(x)∩Af |m es
finito. Tenemos que {tn : n ≥ m} ⊆ Qf |m y tn = ean con an ∈ Af |m para cada n ≥ m. Por
tanto tn(x) = x(an) = 0 para todo n ≥ m tal que an /∈ D. Esto demuestra que tn(x) = 0
para todo n ∈ ω salvo una cantidad finita de ellos y por consiguiente la sucesión {tn : n ∈ ω}
converge a t = u ∈ Pf .
Hemos verificado que en cada caso, existe un punto de acumulación t ∈ Pf para el conjunto
{tn : n ∈ ω}, por lo que podemos aplicar la Proposición 2.4.7 para concluir que T es K-
anaĺıtico. �

Teorema 2.4.10. ([Fa]) Existe un espacio compacto K con las siguientes propiedades:
(i) Cp(K) es K-anaĺıtico, esto es, K es un compacto de Talagrand;
(ii) existe un punto u ∈ K tal que para cualquier familia {Un : n ∈ ω} ⊆ τ(K) se tiene

que {u} 6=
⋂
{Un : n ∈ ω}, por lo que u no es un π-punto;

(iii) K =
⋃
{Kn : n ∈ ω} donde la familia {Kn : n ∈ ω} es disjunta, K0 ' A(c) y u es el

único punto no aislado de K0; además, para todo n ∈ N el subespacio Kn es abierto-
cerrado en K y homeomorfo a un subconjunto cerrado de (A(c))ω.

Demostración. Para cualesquiera α, β ≤ ω1, los intervalos de ordinales están definidos en
el modo usual, esto es, [α, β] = {γ ≤ ω1 : α ≤ γ ≤ β}, [α, β) = {γ < ω1 : α ≤ γ < β};
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análogamente, (α, β) = {γ < ω1 : α < γ < β}. Hagamos I = [0, 1] ⊂ R y denotemos por T al
conjunto ({0}×{ 1

n : n ∈ N})∪((0, ω1)×I). Aśı T ⊆ [0, ω1)×I; denotemos por π : T → [0, ω1)
a la proyección natural de T en el factor [0, ω1). Es claro que an = (0, 1

n) ∈ T para cada
n ∈ N.
Llamemos a un conjunto G ⊆ T delgado si π|G es inyectiva y denotemos por F a la familia
de todos los subconjuntos delgados no vaćıos y finitos de T .
Hagamos A0 = {{an} : n ∈ N}; es evidente que A0 ⊆ F . Supongamos que α < ω1 y tenemos
familias {Aβ : β < α} con las siguientes propiedades:

(1) Aβ ⊆ F y |Aβ| ≤ c para todo β < α;
(2) si β < α y A ∈ Aβ, entonces {0, β} ⊂ π(A) y A ⊂ π−1([0, β]);
(3) para cada β ∈ (0, α) y r ∈ I, la familia Arβ = {A ∈ Aβ : (β, r) ∈ A} es infinita y

numerable, mientras que la colección Brβ = {A\{(β, r)} : A ∈ Arβ} es disjunta y conteni-
da en

⋃
{Aγ : γ < β};

(4) si β ∈ (0, α) y C ⊆
⋃
{Aγ : γ < β} es una familia infinita numerable y disjunta, entonces

existen c puntos r ∈ I tales que Arβ = {C ∪ {(β, r)} : C ∈ C}.
Definamos M = {C ⊂

⋃
{Aβ : β < α} : C es una familia infinita numerable y disjunta}; es

claro que |M| ≤ c por lo que existe un mapeo g : I → M tal que |g−1(C)| = c para cada
C ∈ M. La familia Arα = {C ∪ {(α, r)} : C ∈ g(r)} es numerable para todo r ∈ I, por lo que
la colección Aα =

⋃
{Arα : r ∈ I} tiene cardinalidad c.

Es inmediato que las condiciones (1)-(4) también se satisfacen para cada β ≤ α, por lo que
nuestro proceso inductivo nos da una colección {Aα : α < ω1} para la cual las propiedades
(1)-(4) se satisfacen para todo β < ω1; hagamos A =

⋃
{Aa : α < ω1}. Se sigue de (2) que,

para cada A ∈ A existe un único par (α, r) ∈ ω1 × I tal que A ∈ Arα; diremos que el punto
t = (α, r) ∈ A es el elemento maximal de A y lo denotaremos por max(A).
Dado un conjunto A ⊆ T , la función caracteŕıstica χA ∈ DT del conjunto A esta definida
por χA(t) = 1 si t ∈ A y χA(t) = 0 para cada t ∈ T\A. Hagamos u = χ∅ y consideremos
al conjunto Y = {χA : A ∈ A}; demostraremos que el espacio compacto K = Y (la barra
denota la cerradura en DT ) es como se prometió.
Notemos que {an} ∈ A y por tanto χ{an} ∈ Y para cada n ∈ N; si α > 0 y r ∈ I, entonces
por (3), la sucesión {χA : A ∈ Arα} converge a χ{(α,r)}.
Por lo tanto

(5) χ{t} ∈ K para todo t ∈ T .

Es inmediato que u pertenece a la cerradura del conjunto {χ{t} : t ∈ T} y en consecuencia
u ∈ K. Es importante notar que

(6) el conjunto supp(x) = x−1(1) es delgado para cada x ∈ K.

En efecto, si r1 6= r2, t1 = (α, r1), t2 = (α, r2) y {t1, t2} ⊆ supp(x), entonces se sigue de
x ∈ Y que existe A ∈ A para el cual χA(ti) = 1 para cada i ∈ {1, 2}, esto es, {t1, t2} ⊆ A lo
que es una contradicción con A ∈ F . Esto demuestra (6).
A continuación demostraremos que K ⊆ Σ(DT ) y por consiguiente K es un compacto de
Corson. Tomemos un elemento arbitrario A ∈ A; entonces A ∈ Aα para algún α < ω1, por
lo que (α, r) ∈ A para algún r ∈ I. Si α > 0, entonces se sigue de (3) que A\{(α, r)} ∈ A;
procediendo de modo inductivo (esto es, en cada paso eliminamos el elemento maximal),
notamos que eliminar sucesivamente elementos maximales es lo mismo que considerar al
conjunto π−1([0, β]) ∩A para algún β < ω1. Por tanto

(7) para cualesquiera A ∈ A y β < ω1, el conjunto π−1([0, β]) ∩A pertenece a A.

La siguiente propiedad de la familia A es crucial.

(8) si A,B ∈ A y {t1, t2} ⊆ A ∩B para algunos t1, t2 ∈ T , tales que β = π(t1) < α = π(t2),
entonces π−1([0, α]) ∩A = π−1([0, α]) ∩B.

Para ver que se cumple la propiedad (8), notemos que A′ = π−1([0, α]) ∩ A ∈ A y
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B′ = π−1([0, α]) ∩B ∈ A por (7). Existe r ∈ I con t2 = (α, r) ∈ A′ ∩B′, por lo que se sigue
de (2) que A′, B′ ∈ Arα; la familia Brα es disjunta por (3) y los conjuntos A′\{t2} y B′\{t2}
pertenecen a Brα. Del hecho que t1 ∈ (B′\{t2}) ∩ (A′\{t2}) se tiene que A′ = B′, por lo que
la propiedad (8) queda demostrada.
Ahora supongamos que A = supp(x) es no numerable para algún x ∈ K. Entonces existe
α ∈ π(A) tal que π(A)∩ [0, α] es infinito; tomemos t = (α, r) ∈ A y s = (β, q) ∈ A con β < α.
El conjunto O = {y ∈ DT : y(s) = y(t) = 1} es una vecindad abierta del punto x ∈ DT , por lo
que se sigue de x ∈ Y que x ∈ Y ∩O. Consideremos al conjunto U = {B ∈ A : {t, s} ⊆ B}; es
evidente que Y0 = Y ∩O = {χB : B ∈ U}. Por (8), existe un conjunto finito H ⊆ π−1([0, α])
para el cual B ∩ π−1([0, α]) = H para todo B ∈ U . Puesto que π(A) ∩ [0, α] es infinito,
podemos escoger γ ∈ (π(A)∩ [0, α])\π(H). Si t′ ∈ A y π(t′) = γ, entonces existe y = χB ∈ Y0

tal que y(t′) = 1, lo que muestra que B ∈ U mientras que t′ ∈ (B ∩ π−1([0, α])\H lo cual es
una contradicción. Por lo tanto A = x−1(1) es numerable para cada x ∈ K y en consecuencia
K ⊆ Σ(DT ) es un compacto de Corson.
Para demostrar que el espacio Cp(K) es K-anaĺıtico consideremos, para cualesquiera
m,n ∈ ω, al conjunto Smn = {t = (α, r) ∈ T : an+1 /∈ A para cada A ∈ Aα con t ∈ A
o existe A ∈ Aα tal que t ∈ A, an+1 ∈ A y |A| = m + 1}. Sea T∅ = T ; si s ∈ ω<ω y

dom(s) = {0, . . . ,m − 1} para algún m ∈ N, entonces hagamos Ts = S
s(0)
0 ∩ . . . ∩ Ss(m−1)

m−1 .
Verificaremos que la familia T = {Ts : s ∈ ω<ω} satisface las condiciones (i) y (ii) del Teo-
rema 2.4.9.
Fijemos s ∈ ω<ω y t = (α, r) ∈ Ts; si s ∈ ωn y an+1 /∈ A para cada A ∈ A con max(A) = t,
entonces t ∈ S0

n ∩ Ts = Ts_0. Si existe A ∈ A tal que max(A) = t y an+1 ∈ A, entonces
t ∈ Smn ∩ Ts = Ts_m para m = |A| − 1. Esto muestra que Ts =

⋃
{Ts_k : k ∈ ω} para cada

s ∈ ω<ω, esto es, la familia T satisface (i) del Teorema 2.4.9.
Para probar que también se satisface la condición (ii) del Teorema 2.4.9, tomemos x ∈ K y
f ∈ ωω; si |supp(x)| < ω, entonces no hay nada que demostrar por lo que podemos aplicar
(6) para fijar t, s ∈ supp(x) tales que 0 < π(t) < π(s). Como x ∈ Y , existe A ∈ A con
χA(t) = χA(s) = x(s) = x(t) = 1 y por consiguiente {s, t} ⊆ A. Por (2) y (6), existe un
único m ∈ ω con am+1 ∈ A. Afirmamos que

(9) |Skm ∩ supp(x)| ≤ 1 para cada k ∈ ω.

Supongamos, para obtener una contradicción que (9) es falso; puesto que supp(x) es un
conjunto delgado por (6), existen s′, t′ ∈ supp(x) ∩ Skm tales que α = π(s′) < β = π(t′). Se
sigue de x ∈ Y que existe B ∈ A para el cual {t, s, t′, s′} ⊆ B. La propiedad (8) implica que
am+1 ∈ B; además, D = π−1([0, β]) ∩ B ∈ A por (7) y t′ = max(D). Si D′ ∈ A, am+1 ∈ D′
y t′ = max(D′), entonces D′ = D (ver (8)), por lo que se sigue de t′ ∈ Skm que |D| = k + 1.
Análogamente, E = π−1([0, α]) ∩ B ∈ A mientras am+1 ∈ E y max(E) = s′. De nuevo,
s′ ∈ Skm implica que |E| = k + 1; sin embargo, esto da una contradicción porque E ⊆ D
y E 6= D, aśı que es imposible que |D| = |E| = k + 1. Por consiguiente hemos estableci-

do la propiedad (9) y en consecuencia |supp(x) ∩ Tf |(m+1)| ≤ |supp(x) ∩ Sf(m)
m | ≤ 1; como

Tf |n ⊆ Tf |(m+1) para todo n ≥ m+1, la condición (ii) del Teorema 2.4.9 también se satisface
para T . De modo que, el espacio Cp(K) es K-anaĺıtico por el Teorema 2.4.9.
Para probar que el punto u ∈ K satisface la condición (ii) de este teorema, es suficiente mos-
trar que el conjunto Y ⊆ K tiene la propiedad (∗) de la Proposición 2.4.6. Supongamos que
Sn ⊆ Y es una sucesión que converge a u para cada n ∈ ω. Por la Proposición 2.4.5, existe una
sucesión S ⊆ Y para la cual S∩Sn es infinita para todo n ∈ ω y la familia {supp(x) : x ∈ S}
es disjunta. Para ver que S converge flexiblemente a u, hagamos Bx = supp(x) y supongamos
que Gx es un conjunto Gδ de K con x ∈ Gx para cualquier x ∈ S. Haciendo cada Gx más
pequeño de ser necesario, podemos asumir que existe un conjunto numerable Ax ⊆ T\Bx tal
que Gx = {y ∈ K : Bx ⊆ supp(y) ⊆ T\Ax}.
El conjunto A =

⋃
{Ax : x ∈ S} es numerable aśı como la familia C = {Bx : x ∈ S} ⊆ A;
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existe α < ω1 tal que C ⊆
⋃
{Aβ : β < α} y A ⊆ π−1([0, α]), por lo que se sigue de (4) que

Arα = {C ∪ {(α, r)} : C ∈ C} para algún r ∈ I.
Tenemos que Bx ⊆ Ex = Bx ∪{(α, r)} ⊆ T\Ax y por tanto yx = χEx ∈ Gx para cada x ∈ S.
Es claro que la sucesión {yx : x ∈ S} = {χB : B ∈ Arα} converge a y = χ{(α,r)} 6= u y por
consiguiente S converge flexiblemente a u mismo que, junto con la Proposición 2.4.5 muestra
que la propiedad (ii) queda probada.
Para probar que la propiedad (iii) se satisface para K, notemos que el subespacio
K0 = {u} ∪ {χ{t} : t ∈ (0, ω1) × I} ⊆ K es homeomorfo al espacio A(c). Consideremos a
las familias An = {A ∈ A : an ∈ A} para cada n ∈ N; entonces A =

⋃
{An : n ∈ N} y

An ∩ Am = ∅ si n 6= m.
Si Yn = {χA : A ∈ An} y Kn = Yn para cualquier n ∈ N, entonces Kn ⊆ K es compacto. El
conjunto Un = {x ∈ K : x(an) = 1} es abierto-cerrado en K y es inmediato que Kn = Un, por
lo que Kn es abierto-cerrado en K para cada n ∈ N. Es evidente que la familia {Kn : n ∈ ω}
es disjunta.
Para ver que K =

⋃
n∈ωKn, tomemos cualquier x ∈ K\K0; si x = χ{an} para algún número

natural n, entonces x ∈ Kn. En caso contrario, existen t, s ∈ supp(x) tales que π(t) < π(s).
Como x ∈ Y , existe B ∈ A tal que {t, s} ⊆ B; existe un único n ∈ N tal que
an ∈ B. Se sigue de (8) que A ∈ An para cada A ∈ A con {t, s} ⊆ A. El conjunto
O = {y ∈ K : y(t) = y(s) = 1} es abierto en K y x ∈ O, por lo que x ∈ Y ∩O. Pero
Y ∩O = {χA : A ∈ A y {t, s} ⊆ A} ⊆ Yn, aśı que x ∈ Yn = Kn. Por lo tanto, K =

⋃
n∈ωKn.

Ahora fijemos m ∈ N; para probar que Km es homeomorfo a un subespacio cerrado de
(A(c))ω, consideremos al conjunto R =

⋃
{supp(x) : x ∈ Km} =

⋃
{supp(x) : x ∈ Ym}.

Para cada t = (α, r) ∈ R existe A ∈ A tal que {am, t} ⊆ A, por lo que se sigue de (8)
que el conjunto A′ ∩ π−1([0, α]) es el mismo para cada A′ ∈ Am con t ∈ A′. Enton-
ces el número µ(t) = |A ∩ π−1([0, α])| esta bien definido y sólo depende de t. Hagamos
Rn = {t ∈ R : µ(t) = n} para cada n ∈ N. Entonces R =

⋃
{Rn : n ∈ N} y la familia

{Rn : n ∈ N} es disjunta. Además,

(10) |supp(x) ∩Rn| ≤ 1 para cada x ∈ Km y n ∈ N.

Como Ym es denso en Km es suficiente demostrar (10) para cada x ∈ Ym. Supongamos que
x ∈ Ym, t, s ∈ supp(x) mientras α = π(t) < β = π(s) y {t, s} ⊆ Rn. El conjunto A = supp(x)
pertenece a Am; hagamos B = A∩ π−1([0, β]) y C = A∩ π−1([0, α]). Se sigue de s ∈ A∩Rn
que |B| = n; puesto que t ∈ Rn, tenemos que |C| = n, lo que es imposible porque B y C son
conjuntos finitos y distintos con C ⊆ B. Esta contradicción muestra que la condición (10) se
satisface.
Denotemos por πR : DT → DR la proyección de DT sobre su cara DR; análogamente para
cada n ∈ N, denotemos por πRn a la proyección de DT sobre su cara DRn . Es fácil ver que
πR|Km : Km → πR(Km) es un homeomorfismo. Además, πR(Km) es homeomorfo a un sub-
conjunto cerrado del producto

∏
{πRn(Km) : n ∈ N}. Dado t ∈ Rn sea νt ∈ DRn la función

caracteŕıstica de {t} y denotemos por wn a la función cuyo valor es cero en cada punto de Rn.
Por la propiedad (10), para cada n ∈ N tenemos que πRn(Km) ⊆ Ln = {wn}∪ {νt : t ∈ Rn}.
Puesto que cada Ln puede ser encajado en A(c) como un subespacio cerrado, el espacio Km

se encaja en (A(c))ω para todo m ∈ ω. Por lo tanto la propiedad (iii) queda demostrada. �

Ejemplo 2.4.11. Sea K el espacio compacto cuya existencia se demostro en el Teorema
2.4.10. La propiedad (i) del Teorema 2.4.10 establece que Cp(K) is K-anaĺıtico. La propiedad
(ii) del Teorema 2.4.10 junto con el Teorema 2.4.4 implican que existe un punto x ∈ K tal
que K\{x} es pseudocompacto y K es la extensión de Stone-Čech de K\{x}. Por [Tk7,
Fact 19, S.351], el espacio K no es un compacto de Eberlein, es decir, Cp(K) no tiene un
subconjunto denso σ-compacto.
Sea P = K\{x}. El mapeo restricción πP : Cp(K) → Cp(P ) es sobreyectivo por lo que
Z = Cp(P ) es un espacio K-anaĺıtico y por lo tanto Lindelöf Σ. Como P se encaja en
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Cp(Z), vemos que un espacio pseudocompacto de Cp(Z) donde Z es Lindelöf Σ, no necesita
ser compacto. De modo que la conclusión del Teorema 2.2.16 no es válida cuando Y es
pseudocompacto. Por otro lado, del teorema de Grothendieck (véase [Gro]) se sigue que si
X es compacto y Y ⊆ Cp(X) es pseudocompacto, entonces Y es un compacto de Eberlein.
Aqúı vemos una diferencia muy fina entre los espacios que se encajan en Cp(X) para X
compacto y los que se encajan en Cp(L) donde L es un espacio Lindelöf Σ.
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Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se estudió la propiedad Lindelöf Σ tanto en espacios topológicos generales co-
mo en espacios de funciones con la topoloǵıa de la convergencia puntual con el propósito
de presentar generalizaciones de varios resultados clásicos sobre espacios compactos a los
espacios Lindelöf Σ. En el caso de los espacios generales presentamos catorce definiciones
equivalentes a la propiedad Lindelöf Σ, con lo que pudimos apreciar entre otras cosas, que
dicha propiedad generaliza los conceptos de compacidad y K-analiticidad. Se vio que todo
espacio Lindelöf Σ es un D-espacio y cualquier producto de espacios Lindelöf Σ es estable,
mismos que son resultados de Buzyakova y Arhangel’skii respectivamente; cabe mencionar
que ambas propiedades tienen una demostración fácil en el caso de espacios compactos, pero
presentan cierta dificultad para los espacios Lindelöf Σ.
Se presentaron algunas condiciones para determinar cuando un espacio Lindelöf Σ tiene peso
de red numerable, como los teoremas de Gruenhage en los que se establece que todo espacio
Lindelöf Σ con diagonal Gδ tiene peso de red numerable y bajo la Hipótesis del Continuo,
todo espacio Lindelöf Σ con diagonal pequeña tiene peso de red numerable. Además, se de-
mostró un teorema de Hodel que estipula que un espacio es hereditariamente Lindelöf Σ si
y sólo si tiene peso de red numerable.
En el caso de los espacios de funciones se vio el teorema de Okunev sobre la t-invariabilidad de
la σ-compacidad, K-analiticidad y la propiedad Lindelöf Σ. Se presentó también el teorema
de Baturov sobre la igualdad entre el extent y el número de Lindelöf de cualquier subespacio
de Cp(X) si X es Lindelöf Σ; dicho resultado es una generalización de un teorema clásico
de Grothendieck, por lo que tiene muchas aplicaciones en Análisis Funcional y Topoloǵıa.
En esta tesis se encuentra otro resultado famoso de Okunev sobre la propiedad Lindelöf Σ
de Cp(Y ) cuando Y ⊆ Cp(X) y X es Lindelöf Σ y un teorema de Tkachuk que da una
descripción completa de la distribución de la propiedad Lindelöf Σ en espacios de funciones
iterados. El último resultado es un sobresaliente ejemplo de Reznichenko de un compacto
de Talagrand que es una unión numerable de compactos de Eberlein, que falla en ser un
compacto de Eberlein. De este resultado se sigue que existe una diferencia muy fina entre
los espacios que se encajan en Cp(X) cuando X es compacto ó Lindelöf Σ. Dicho ejemplo
también tiene muchas otras aplicaciónes tanto en Análisis Funcional como en Topoloǵıa.
A continuación se presentan siete problemas abiertos con temas relacionados a los resultados
que se expusieron en esta tesis:

1) Supongamos que υ(Cp(X)) es un espacio Lindelöf Σ. ¿Es cierto que υ(Cp(Cp(X))) es
Lindelöf Σ?

2) Supongamos que X es un espacio Lindelöf Σ con un único punto no aislado. ¿Debe
Cp(X) ser Lindelöf Σ?

3) Supongamos que s(X) = ω y CpCp(X) es un espacio Lindelöf Σ. ¿Debe el espacio X
tener peso de red numerable?

4) Supongamos que Cp(X) es un espacio Lindelöf Σ y ψ(X) = ω (o incluso χ(X) = ω).
¿Es cierto que |X| ≤ c?
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5) Se sabe que Cp(X) se encaja en un espacio Lindelöf Σ de estrechez numerable. ¿Debe
X ser Lindelöf Σ?

6) Supongamos que Cp(X) es Lindelöf Σ. ¿Es cierto que cada Y ⊆ Cp(X) es metalindelöf?

7) Supongamos que Cp(X) es Lindelöf Σ. ¿Es cierto que cada Y ⊆ Cp(X) es un D-espacio?
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J. Mat., 27(1975), 459-468.

[Ho2] R.E. Hodel, Cardinal Functions I, en Handbook of Set-Theoretic Topology, K. Ku-
nen and J. E. Vaughan eds., North Holland, Amsterdam, 1984, 1-61.
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