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Capitulo 1

Introduccion y Preliminares

1.1. Introduccion

Desde los comienzos de la historia de la humanidad el hombre ha tratado de
dar explicacién acerca del movimiento de los cuerpos, los primeros astrénomos
desarrollaron modelos empiricos en base a sus observaciones en los astros para
medir el tiempo y elaborar calendarios. Tiempo después, las ideas Aristotélicas
del movimiento junto con el modelo geocéntrico del sistema solar trataron de
explicar el movimiento de los astros, pero como sabemos ahora, de una manera
incorrecta. Hubo que esperar a hombres de la talla de Galileo, Tycho Brahe,
Copérnico, Kepler, entre otros para tener una nueva concepcion acerca del mo-
vimiento planetario. Como resultado de estos trabajos, Isaac Newton formulé la
clasica ley de la gravitaciéon universal la cual explica las razones de las 6rbitas
de los planetas y otros objetos celestes. Sin embargo, esto dio origen a un nuevo
problema conocido como el problema de los n cuerpos, es decir, el problema de
describir el movimiento de n masas puntuales, no nulas, sometidas a la ley de
la gravitaciéon universal de Newton. En términos matematicos el planteamiento
de este problema es como sigue:

Si x; es la posicién del i—ésimo cuerpo respecto al centro de masa y m; de-
nota su masa, entonces

mx: Z Gmimj(zi—xj)
o llj — @4l

)

j=1,j#i

donde z; € R3. Este es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden que rige el movimiento de los n-cuerpos. El problema de n = 2
cuerpos llevé a Newton a la invencién del calculo para resolverlo, sin embargo,
la solucion del problema para n = 3 cuerpos probé ser insoluble en esa época, de
hecho Newton afirmé que su soluciéon “excede, si no estoy equivocado la fuerza
de cualquier mente humana" [49]. El estudio del problema de tres cuerpos dio
origen a dos enfoques distintos: el primero de ellos consistia en aproximar las



soluciones y esto dio origen a la mecanica celeste; el segundo enfoque consistio
en buscar las soluciones transformando el problema original y esto originé la
mecénica analitica.

En 1912 Karl Sundman public6 en [62] que es posible encontrar una solucién en
serie de potencias de el problema de 3 cuerpos para casi toda condicién inicial
admisible. Dichas series estan compuestas por potencias de ¢'/3, ademas estas
series son convergentes para todo t € R excepto para un conjunto despreciable
de condiciones iniciales, que a saber son aquellas para las cuales el momento
angular es cero. Mas atun, en 1991 Wang [66] publicé un resultado interesante
en el cual se prueba que existe una solucién en series de potencias convergentes
del problema general de n— cuerpos, sin embargo, estas series poseen un orden
de convergencia muy lento y desde un punto de vista teorico, estas series no
aportan nada nuevo a lo ya conocido. Entonces, dada la complejidad del proble-
ma, los investigadores se propusieron estudiar casos particulares del problema,
esto dio origen a dos célebres problemas: El problema restringido de 3 cuerpos
(PR3C) y el problema de los dos centros fijos, estudiado inicialmente por Euler
y completado posteriormente por Legendre y Jacobi. El PR3C supone que dos
cuerpos de masas mq y ms, se mueven en Orbitas circulares respecto de su centro
de masa mutuo y que el tercer cuerpo es de masa despreciable respecto de las
masas mj y ms , el tercer cuerpo se mueve bajo la influencia gravitacional de
estos pero sin perturbar su movimiento.

Desde la época de Euler a la fecha, numerosos investigadores han estudiado el
PR3C que ha probado ser una buena aproximaciéon para ciertos subsistemas
de nuestro sistema solar, por ejemplo, en el sistema Sol-Jupiter y los asteroides
troyanos. Destacan las contribuciones de Poincaré, Euler, Lagrange, y el estudio
de las familias de 6rbitas periodicas realizado primeramente por Elis Stromgren
y sus colaboradores en el observatorio de Copenhagen, méas recientemente la
sintetizacion de este y otros trabajos fue realizado por Michel Hénon en los anos
60. Bajo este enfoque para estudiar el problema general de n cuerpos, es natu-
ral preguntarse por problemas restringidos para el caso de n = 4 y extenderlos
entonces al caso general de 4 cuerpos. Existen dos problemas restringidos de
4 cuerpos que ya han comenzado a ser explorados, el primero de ellos supone
tres masas puntuales (primarias) en la configuracion central colineal de Euler y
una cuarta masa, que es despreciable respecto de las primarias, se mueve bajo
la influencia gravitacional de las primarias pero sin afectar su movimiento. El
segundo problema plantea las mismas condiciones que el primero pero con la
excepcion de que las tres primarias ahora se encuentran en la configuracion de
tridngulo equilatero de Lagrange, como referencias se pueden consultar los tra-
bajos: [2], [41] y [54]. En este trabajo estamos interesados en estudiar el segundo
problema, en particular, el objetivo central es explorar y clasificar familias de
orbitas periodicas de este problema como fue hecho en el PR3C. Este trabajo
esta pensado para ser comprendido por cualquier lector que tenga conocimientos
béasicos en Matemaéticas que se imparten en los tltimos anos de la licenciatura y
sin necesidad de ser un experto en el tema. La estructura del presente trabajo



es la siguiente:

En el capitulo 2 definiremos y estableceremos formalmente el problema restrin-
gido de 4 cuerpos equilatero, (de aqui en adelante solo lo llamaremos problema
restringido de 4 cuerpos por simplicidad) junto con las ecuaciones de movimiento
que gobiernan el movimiento de la cuarta masa infinitesimal y exploraremos sus
propiedades, también discutiremos la formulaciéon Hamiltoniana del problema y
sus consecuencias. En el capitulo 3 estudiaremos algunos aspectos dinamicos del
problema como son las regiones de movimiento permitido o regiones de Hill y
discutiremos acerca de los puntos de equilibrio relativo del sistema y explorare-
mos sus propiedades. En el desarrollo de este capitulo hacemos uso de algunos
resultados del trabajo [39], sin embargo, hemos corregido algunas cantidades que
el autor presenta en este trabajo, dichas cantidades corresponden a un intervalo
de valores de las masas para el cual un punto de equilibrio presenta estabilidad,
mostramos que este intervalo tiene, de hecho, una longitud més pequena que
la mencionada en dicha referencia. En el capitulo 4 discutiremos la teoria de
formas normales en general y la aplicaremos en nuestro problema para obtener
una forma normal en un punto de equilibrio que seré llamado Lo, después anali-
zaremos esta forma normal para obtener informacién sobre la dinamica local de
este punto de equilibrio. En el capitulo 5 discutiremos la técnica conocida como
regularizacion de colisiones binarias y la aplicaremos a nuestro problema por
medio de transformaciones diversas que seran escogidas apropiadamente. En el
capitulo 6 estudiaremos los fundamentos analiticos y numéricos para explorar
las o6rbitas peridédicas en nuestro problema, luego discutiremos los criterios que
usaremos para definir y clasificar familias de 6rbitas periddicas en el problema
restringido de 4 cuerpos. También se ofrece un estudio de las familias de 6rbitas
denominadas drbitas de sequnda especie, este estudio esté inspirado el trabajo
[34] hecho para el PR3C. En el capitulo 7 ofrecemos un estudio exhaustivo de
las familias de orbitas periodicas que fueron encontradas usando las técnicas
del capitulo 6, como ya se menciond, el estudio de las érbitas periédicas serd
hecho de una manera anéloga que en el PR3C. Cabe mencionar que mientras se
escribia el trabajo de este capitulo sali6 a la luz un articulo publicado por Balta-
giannis, A.N. y Papadakis, K.E. [5] que contenia algunos resultados similares a
los presentados en este trabajo [13], sin embargo, se confirmaron y extendieron
algunos resultados de [5] y se encontraron nuevas familias de 6rbitas periddicas,
la extension de los resultados nos llevo a conjeturar la existencia de la termi-
nacion “Blue sky catastrophe” [22], [35] en nuestro problema. Esta conjetura es
estudiada a detalle y verificada en el capitulo 4. Finalmente, el capitulo 8 esté
dedicado a conclusiones y problemas abiertos en este problema. Dedicamos la
siguiente seccion a establecer algunos preliminares sobre los fundamentos béa-
sicos que se necesitan en una primera lectura de este trabajo, si el lector esta
familiarizado con la teoria basica de ecuaciones diferenciales ordinarias y siste-
mas Hamiltonianos, puede omitir esta secciéon para ir directamente al siguiente
capitulo.



1.2. Preliminares

1.2.1. Sistemas Hamiltonianos

Asumimos que el lector esta familiarizado con la teoria béasica de algebra lineal
y la teoria general de ecuaciones diferenciales lineales. Los siguientes resultados
y sus demostraciones se pueden encontrar en [47]. Denotemos por gli(m,F) a
el conjunto de todas las matrices m x m con entradas en un campo F donde
F =R o F = C, denotemos también por Gl(m,F) a el conjunto de matrices no
singulares m x m con entradas en el campo F. Gl(m,F) es un grupo bajo la
operacion de producto de matrices y es llamado el grupo lineal general. En esta
teoria existe una matriz que juega un papel especial, dicha matriz sera llamada
la matriz simpléctica estandar de orden 2n x 2n dada por

0 I
= (50)

donde I es la matriz identidad. Se puede verificar que esta matriz cumple que
J=1 =JT = —J. Unamatriz A € gl(m,F) se llama Hamiltoniana si AT J+JA =
0. El conjunto de todas las matrices Hamiltonianas de orden 2n x 2n se denotaré
por sp(n,TF).

Teorema 1.2.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: (1) A es Hamil-
toniana, (2) A = JR donde R es una matriz simétrica, (3) JA es simétrica. Si
A y B son matrices Hamiltonianas, entonces lo son AT, aA (o € F), A+ B,
[A,B] = AB — BA

Una matriz T de orden 2n x 2n se llama simplética con multiplicador p si
TTJT = pJ,

donde p es una constante distinta de cero. Si yu = 1, entonces T se llama sim-
plemente simpléctica. El conjunto de todas la matrices simplécticas de orden
2n x 2n se denota por Sp(n,TF).

Teorema 1.2.2. Si T es simpléctica con multiplicador u, entonces T es no
singular y T~' = —p~YJTTJ. Si T y R son simplécticas con multiplicador 1 y
v respectivamente,entonces TT, T~', y TR son simplécticas con multiplicadores
i, w1y pv respectivamente.

Si T € Sp(n,F) entonces su determinante siempre es igual a uno. Sea z un
vector de coordenadas en R?", I un intervalo en Ry S : I — gl(2n,R) una
transformacion lineal y simétrica. Un sistema Hamiltoniano lineal esta definido
por el sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias

2=JS(t)z = A(t)z,

donde



con S = —JA. No obstante, esta definicién también se puede extender al caso no
lineal ya que el formalismo Hamiltoniano es la estructura Matematica natural
para estudiar a los sistemas mecénicos conservativos. Un sistema Hamiltoniano
en general es un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

. _OH t )
qi = Ap; y4,DP),
. OH (t )
pi = X y4;DP)s
con i = 1,2,...ny H = H(t,q,p) es llamado el Hamiltoniano del sistema.

Los vectores ¢ = (q1,.-,qn) ¥ P = (p1,.--,0n) son llamados tradicionalmente
los vectores de posicion y momento respectivamente. Es importante en sistemas
Hamiltonianos conocer cuando un cambio de variables preserva la estructura
Hamiltoniana.

Definicién 1.2.3. Sea T'(t,z) : D — R*" una funcion diferenciable sobre un

subconjunto abierto D C R2™+1: T se llama una transformacion simpléctica si
la matriz Jacobiana de T con respecto a z, %—Z es una matriz simpléctica en cada

punto (t,z) € D, es decir, T es simpléctica si y solo si
ort _or

0z J%_

J

Teorema 1.2.4. Una transformacion simpléctica preserva la estructura Hamil-
toniana del sistema.

Es decir, un cambio de variables simpléctico transforma un sistema Hamilto-
niano de ecuaciones en otro sistema Hamiltoniano de ecuaciones.

1.2.2. Configuraciones centrales

A continuacién daremos las definiciones y resultados béasicos sobre esta teoria
que asumiremos sin demostracion, se remite a las referencias [42], [47] v [52]
para consultar los detalles.

Ya hemos resaltado la importancia de encontrar soluciones especiales para el
problema de N-cuerpos, una de ellas es tratar de buscar soluciones colineales
de las ecuaciones de movimiento

N
. mim;(q; —q;)  OU
miG =y G——L1H 2= — (1.1)
- ; la; — aill? dq;
donde -
U= i

oyl —all

vy G es la constante universal de gravitacion. Para esto, busquemos soluciones
de la forma ¢;(t) = ¢(t)a;, con a; vectores constantes para cada i € 1,2,.., N y
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¢(t) una funcion escalar. Sustituyendo esto en la ecuacion (1.1) y simplificando
términos obtenemos

N
6P ¢~ dmia; =G = (1.2)

observe que el lado derecho de (1.2) es constante, entonces el lado izquierdo
debe serlo también, por lo tanto (1.2) tiene una solucién si existe una funcion
¢(t), una constante A\ y vectores a; tales que

b=\ (13)
B , mim;(a; — a;)
Am;a; = Z G———————— la—alP (1.4)

para j = 1,2...., N. La ecuacién (1.3) es el problema de Kepler en una dimen-
sion, asi que se conocen todas sus soluciones. La ecuacion (1.4) es un sistema
no trivial de ecuaciones algebraicas no lineales. A una configuracion geométri-
ca de N particulas dada por vectores constantes a1, as, ..., any que satisfacen la
relacion (1.4) para alguna constante A se llama una configuracion central que
abreviaremos como c.c. En las referencias citadas arriba el lector puede encon-
trar una vasta discusion sobre las propiedades de las c.c. en el contexto més
general, una de ellas nos dice que cualquier escalamiento uniforme de una c.c. es
también una c.c., entonces con el fin de medir el tamano del sistema, definimos
el momento de inercia del sistema como

1 N
= 5> millal?, (15)
=1

entonces (1.4) se puede escribir como

ou ol
a—q(a) + )\a—q(a) =0, (1.6)

con ¢ = (q1,.--qn) y a = (a,....ay). De (1.6) tenemos que la constante \ se
puede considerar como un multiplicador de Lagrange y de esta forma una c.c.
no es mas que un punto critico del potencial U restringido a una superficie de
momentos de inercia constante I = Iy = cte. Para N = 3 existen exactamente
5 c.c. para cualquier conjunto dado de masas, a saber estas c.c. son las tres
soluciones colineales de Euler y las dos soluciones de tridngulo equilatero de
Lagrange. Sin embargo, poco es conocido sobre las c.c. para N > 4 salvo algunos
casos especiales de las masas, en [7], [55], [56] y [60] el lector puede encontrar
diversos estudios sobre las c.c para el caso N = 4, en el caso general se sabe que
el nimero de c.c. debe ser finito [31]. Regresando al caso N = 3 tenemos que las
configuraciones de Euler y Lagrange son obtenidas a partir de una c.c. a la cual
le aplicamos una rotacion seguida de una dilatacion o expansion (homotecia),
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asi conseguimos que cada particula se mueva en una oOrbita eliptica pero que
conserve a su vez la configuracion inicial colineal o de tridngulo equilatero. Este
tipo de soluciones se definen como sigue

Definiciéon 1.2.5. Se dice que una solucion r(t) = (qi(t),.....qn(t)) es homo-
grdfica si existe una funcidn escalar e(t) y una matriz de rotacion R(t) tal que
para toda i = 1,2,.., N y para todo tiempo t, se cumple que q;(t) = e(t)R(t)a;
donde a = (ai,...,an) es una c.c.

1.2.3. Estabilidad

Existen varias nociones de estabilidad de una solucién de un campo vectorial, a
continuaciéon definiremos las tres nociones mas utilizadas en la teoria de estabi-
lidad. Consideremos un campo vectorial auténomo

& = f(x), (1.7)

con z € R" y sea Z(t) cualquier solucién de (1.7). Las siguientes definiciones son
los conceptos de estabilidad que se usaran a lo largo de este trabajo [67]

Definicién 1.2.6. (Estabilidad de Liapunov) La solucion Z(t) es estable si dado
cualquier e > 0, existe un 6 = 6(e) > 0 tal que para cualquier otra solucion, y(t)
de (1.7) que satisface ||Z(to) — y(to)|| < ¢ entonces ||Z(t) — y(t)|| < € Vt > to.

Definicién 1.2.7. (Estabilidad asintdtica de Poisson) La solucion Z(t) es asin-
toticamente estable si es estable en el sentido de Liapunov y si existe una cons-
tante b > 0 tal que si ||Z(to) — y(to)|| < b entonces lim; o0 ||Z(to) — y(to)|| =0

Definicién 1.2.8. (Estabilidad orbital de Birkhoff) La solucion Z(t) es orbital-
mente estable si para cada € > 0 existen d(e) y 7(t) tales que si ||Z(to)—y(to)|| < d
entonces ||Z(t) — y(7(2))]| < €

Las dos primeras definiciones nos dicen que las soluciones que son cercanas en
un tiempo tg € R a la solucion conocida Z(t), permaneceran cercanas para todo
tiempo t > tg. La tercera definicion nos dice que aunque dos soluciones no
permanecen cercanas a cualquier tiempo, sus érbitas asociadas si permanecen
cercanas en el espacio. Estas tres definiciones son elegantes matematicamente,
sin embargo, no nos dan un método 1util para determinar cuando una solucién
es estable o no. Para determinar las estabilidad de una solucion Z(t) debemos
entender la naturaleza de las soluciones cerca de Z(t). Para hacer esto, hagamos

x=z(t) + vy, (1.8)

si sustituimos (1.8) en (1.7) y expandiendo en serie de Taylor alrededor de Z(t)s
obtenemos

i =a(t)+ 9 = f(@t) + Df @)y + Oyl

donde Df denota la derivada de f y || - || es una norma en R™. Si usamos el
hecho de que Z(t) = f(Z(t)) entonces tenemos
g =Df((t)y+Olyl*), (1.9)

12



la ecuacion (1.9) describe la evolucion de las orbitas cerca de Z(t), entonces
es razonable que para estudiar el comportamiento de dichas 6rbitas podemos
estudiar el sistema lineal asociado y = D f(Z(t))y. Por lo tanto, las cuestiones
de estabilidad de Z(t) involucra los siguientes pasos

1. Determinar si la solucion y = 0 del sistema lineal asociado es estable

2. Mostrar que la estabilidad (o inestabilidad) de la solucién y = 0 implica
la estabilidad (inestabilidad) de Z(¢).

El paso 1 puede ser igualmente dificil que el problema original ya que no hay
métodos generales para encontrar la soluciéon de ecuaciones diferenciales con
coeficientes dependientes del tiempo. Sin embargo, si la solucién conocida en un
punto de equilibrio entonces la matriz D f(x) es de coeficientes constantes y el
problema se reduce a estudiar los eigenvalores del sistema

y = By,
con B = Df(xg).

Teorema 1.2.9. Sea E un subconjunto abierto de R™ que contiene al origen y
f € CYE), sea ¢y el flujo del sistema (1.7) para el cual el origen es un punto de
equilibrio. Supongamos que B = Df(0) tiene k eigenvalores con parte real ne-
gativa y n—k con parte real positiva, entonces existe una variedad diferenciable
de dimension k, W* tangente al espacio estable E° generado por los k eigenvec-
tores del sistema lineal y = By tal que ¥Vt > 0, y Vxg € W* limy_, o ¢1(x9) = 0.
Y existe una variedad diferenciable de dimension n—k, W* tangente al espacio
inestable E* generado por los n — k eigenvectores del sistema lineal y = By tal
que YVt <0, y Vg € W im0 ¢r(xo) = 0.

Entonces los eigenvalores del sistema nos dan informacién acerca de la estructura
local de las soluciones.
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Capitulo 2

El Problema Restringido de
Cuatro Cuerpos

2.1. Planteamiento del Problema

Consideremos tres masas puntuales, a las que llamaremos primarias, moviéndo-
se en orbitas periodicas circulares alrededor de su centro de masa bajo la mutua
influencia gravitacional dada por las leyes de Newton, las masas permanecen
a todo tiempo en una configuracion Lagrangiana del problema general de tres
cuerpos, es decir, las masas permanecen fijas en los vértices de un tridngulo
equildtero si son vistas en un sistema rotatorio que gira con la misma velocidad
angular constante de las primarias. Un cuerpo de masa infinitesimal se mueve

y
mg o™y

mz
Figura 2.1: El problema restringido de cuatro cuerpos en un sistema rotatorio.
bajo la influencia gravitacional que ejercen las tres primarias, como en el célebre
problema restringido de tres cuerpos, suponemos que la cuarta masa no afecta

el movimiento de las tres primarias, asi que la configuraciéon de tridngulo equi-
latero permanece sin cambios. Por lo tanto, en el sistema rotatorio el problema
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se ve como en la figura (2.1). El objetivo de este trabajo es estudiar algunos
aspectos dindmicos de este problema, como son: ;Cuantos puntos de equilibrio
relativo tiene el problema?, ;Donde estéan localizados estos puntos?, ;Como es
la estabilidad de los puntos de equilibrio?, ; Como son las érbitas periddicas del
problema?, ;Que se puede decir acerca de su estabilidad?. ; Existen bifurcacio-
nes de los puntos de equilibrio y de las orbitas periddicas?. En los capitulos
siguientes nos dedicaremos a contestar en medida de lo posible estas interrogan-
tes, sin embargo, antes de realizar esto necesitamos naturalmente, establecer las
ecuaciones de movimiento del problema. En la siguiente seccién establecemos
dichas ecuaciones como se presenta en [54]

2.2. Ecuaciones de Movimiento

Tres masas finitas mq,mso, y ms y una cuarta masa despreciable estdn en un
cierto momento en el mismo plano. Las cuatro masas permanecerdan a todo
tiempo en este plano si ninguna otra fuerza actta aparte de sus atracciones mu-
tuas. Vamos a escoger un sistema de coordenadas cartesiano fijo y denotemos
las coordenadas de las tres masas finitas en este sistema de coordenadas con
(X1,Y7), (X2,Y2) v (X3Y3). Denotemos las distancias entre las masas finitas
con p1,2, P2,3 y p1,3 mientras que p1, p2 ¥ p3 denotan las distancias entre las tres
masas finitas y la masa infinitesimal. Si denotamos con k? a la constante gra-
vitacional obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales para el movimiento
de las tres masas finitas;

X177 = —k*ma(X1 — Xo) /07 5 — K*ma(X1 — X3)/p7 5,

V2" = —KPma(Yi = Ya) [0} 5 — Kma(Ys — Y3)/pl s,

Xo" = —k*mi(Xy — X1)/p} o — KPms(Xo — X3) /03 5, (2.1)
Yo" = —k*m(Ya = Y1)/p3 5 — KPma(Ya — Y3)/p3 5, |
Xy = —k*mi (X3 — X1)/pt 5 — K2ma(Xs — X2) /3 5,

Yy? = —k*mi(Ys — Y1)/pi 5 — kms(Ys — Y2) /93 5,

mientras que el movimiento de la masa infinitesimal se determina mediante las
siguientes ecuaciones diferenciales
X7 = —k*mi(X — X1)/p} = K*ma(X — Xa)/p5 — k*m3(X — X3)/p3,

(2.2)
Y = —E*mi(Y — Y1) /0% — E*ma(Y — Y2)/ps — k*ms(Y — Y3)/ps.

Ahora bien, deseamos sustituir el sistema de coordenadas fijo (X,Y") por un
sistema de coordenadas rotatorias (Z, ) con velocidad angular constante n.
Para hacer esto, usamos las ecuaciones de transformacion.

X = Zcosnt — gsinnt, (2.3)

Y = Zsinnt + y cosnt.
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Las ecuaciones diferenciales para el movimiento de las tres primarias (2.1) en el
sistema de coordenadas rotatorio se transforman en
- - 2~ 2, (m = 2
Ty = 2nyy — 0% = —k*ma(Zy — 22) /03 5 — KPms(21 — T3) /05 5,
1 y3)/ pl,Sa

( (z
( (¥
Ty" = 2ngy — Ty = —k*my(Ta — 71)/p} 5 — kma(T2 — T3) /3 5,
( (¥
( (

Il

|

x>~
no
3
K|
=

|
N|
V)
S~—
\
k)
=
[\v]

|

=N
§

7+ 20T, — n?y

2 k2m3 2 373)//)%,3,
XT3 — i‘l)/p:{, 3 k2m2 Y3 — 'fQ)/pg,iia

3"+ 20Ty — ngs = —k*ma(Gz — 1)/ pt 5 — K*mo

Go" + 2nTh — n’Go = —k*my (G2 — t1)/p

|
|
=
N
3
S

T3 — 2ngh — n’3 =

/\

Y3 — §2)/P§,3-

Mientras que el movimiento de la masa infinitesimal se determina mediante las
ecuaciones

T =20y —n’T = —k*my(Z — 21) /0% — K*ma(Z — T2) /03 — K*m3(Z — Z3)/p3,
§ 420z’ =0’y = —k*mi(y — 51)/p7 — K*ma(y — 52)/p5 — k>ms(y — ys)/p3.
(2.5)

Consideremos el caso especial en el que las tres primarias ocupan una posiciéon
fija en el sistema de coordenadas rotatorio, donde se encuentran en los vértices de
un tridngulo equilatero con lado p; la velocidad y la aceleracion de las primarias
deben ser igual a cero en todo tiempo, es decir, Z, =0, Z} =0 g, =0, g =

con i € {1,2,3} y también p; 9=p2 3=p1,3 = p. Del sistema (2.4) se obtiene que
n?p’T1 = k*ma(T1 — T2) + k*ms(Z1 — T3),
n2p3x2 = k2m1(_2 — {fl) + kzmg(EQ 3), (26)
n2p3£3—k m1(73—i1)+k2m2( Tg — T2),
n?p g1 = K*ma (51 — §2) + K*ms (1 — U3),
n?p* s = K*my (52 — 1) + K*ms (2 — U3), (2.7)
n*p°ys = k*ma (Us — 1) + k*ma(ys — 2)

los sistemas de coordenadas (2.6) y (2.7) sirven para la determinacion de Z1, Zo,
T3y U1, Y2, Us. Si las tres ecuaciones de (2.6) las multiplicamos respectivamente
por mq,ms y ms y las ecuaciones de (2.7) las tratamos en forma similar al sumar
obtenemos dos ecuaciones:

mi1x1 + maZs +msT3 =0, (28)

miy1 + may2 + m3ys = 0.

Se obtiene entonces que el centro de masa comun de las tres primarias esta en
el origen del sistema de coordenadas. Con ayuda de (2.8) podemos reducir (2.6)
y (2.7) al siguiente sistema de ecuaciones

(K*M — n?p*)z, = 0,
(KM —n?p*)Zo = 0, (2.9)
(KM —n?p*)z5 =

e
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(k2 _ n2p3) — 0
(KM —n2p*)jy = 0, (2.10)
(KM —n?p*)gs = 0,

donde M = my + mo + mg. Supongamos que no todas las seis coordenadas
son cero dado que estan en configuracion equilatera, entonces las ecuaciones
anteriores se pueden reducir a una sola ecuaciéon conocida como la tercera ley
de Kepler:

k*M —n?p® = 0. (2.11)

Sin embargo, queremos establecer nuestras ecuaciones en el sistema rotatorio
(sinddico) en variables adimensionales, para hacer esto definamos © = Z/p,
y =9g/p, ri = pi/p, t = nt*, p; = m;/M, y denotemos por un punto (-) a la
derivada con respecto al nuevo tiempo ¢. Si sustituimos esto en las ecuaciones
(2.5) obtenemos

PM s iz — 1)
P2y = =y PRI
e i=1 i

n2p?

42—y

3
_ k*M Z y Yi)
n2p?

pero haciendo uso de (2.11) obtenemos finalmente

3
i—zy—x:_zw, (2.12)
=1 g

3
.. . i\Y — Y
y+2x—y:—2'u(73).

re
i=1 ?

En particular estamos interesados en el caso de dos masas iguales o = 3 1=
que implica 1 = 1 — 2u. Bajo estas condiciones, no es dificil probar que las

soluciones a las ecuaciones (2.6), (2.7) son Z; = V3up, §1 = 0, Tn = T3 =
*M’ Yo = —£,53 = £ de donde obtenemos al escalar 21 = v/3p, y1 = 0,
To = T3z = —M, Yo = —%,yg = % Observe que en las ecuaciones del

problema restringido de cuatro cuerpos (PR4C) tenemos tres casos especiales

1. Si p = 0, obtenemos el problema de Kepler rotatorio con m; = 1 en el
origen de coordenadas.

2. Sip= %, obtenemos el problema restringido de tres cuerpos con dos masas
iguales mo = mg = 3

1

3. Siu= %, obtenemos el caso simétrico con tres masas iguales a 3
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El sistema (2.12) puede ser escrito de una forma compacta como:
T — 2y =y, (2.13)
§+ 2% =Q,,

donde

3
1 Z Hi
Q(xvyau):§($2+y2)+ 7&
i=1 "

conr; = /(z —x;)2 + (y — y;)2. Analogamente al PR3C, podemos verificar que
el sistema (2.13) tiene una integral primera del tipo Jacobi dada por

C =2Q(z,y, p) — (2% +97), (2.14)

los detalles se pueden consultar en [2]. En ocasiones serd necesario escribir el
sistema (2.13) en notacion compleja, para hacer esto multiplicamos a la segunda
ecuacion de (2.12) por i = y/—1 y sumemos esta ecuacién con la primera. No es
dificil ver que se obtiene

&+ i) + 20(@ + i) = o + iy —

3 .
re
i=1 g

23: wi(x 4 iy — (x5 + ;)

Si definimos z = x + 4y la ecuacion anterior se escribe como:

12,9)
7+ 21z =2— 2.1
z+ 21z FER ( 5)

con

1 5 "
_ o 2 7
Q(Z,Z,‘LL)—*‘Z| +§ : )
2 |z — z|
=1

aqui |[z—z], 1 = 1,2, 3 son las distancias de my4 con las primarias y la dependencia
de Q con % se da si recordamos la propiedad de los nimeros complejos z-z = |22.
La integral primera se escribe en esta notacién como

20z, z, 1) — |2]? = C.
Con esta notacion es mas facil verificar que las ecuaciones del PR4C poseen las
siguientes simetrias
1. Si z(t) es una solucion de (2.15) entonces Z(—t) también es solucion de
(2.15).

2. Sip=1/3y z(t) es una solucion de (2.15) entonces e ‘z(t) también es
solucion de (2.15).

La primera condicién nos dice que las soluciones son simétricas respecto del eje
x como en el caso del PR3C, la segunda condiciéon nos dice que para el caso
de tres masas iguales, las soluciones tienen simetria respecto de las lineas que
unen a las tres masas con el baricentro del triangulo, vea la figura (2.2). Estas
simetrias seran ttiles a la hora de calcular érbitas peridédicas simétricas de este
problema dado que solo sera suficiente calcular intersecciones perpendiculares de
estas Orbitas con los ejes de simetria. Mas adelante abordaremos detalladamente
este problema.
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2.3. Formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana
del Problema Restringido de 4 cuerpos

La mecanica Lagrangiana es una reformulaciéon de la mecénica clasica intro-
ducida por Joseph Louis Lagrange en 1788. En la mecanica Lagrangiana la
trayectoria de un objeto es obtenida encontrando la trayectoria que minimiza
un cierto funcional (que mencionaremos méas adelante). Esta formulacion simpli-
fica considerablemente muchos problemas fisicos por ejemplo, a diferencia de las
leyes de Newton, la forma de las ecuaciones de movimiento en esta formulacion
no depende del sistema de referencia elegido. Otro ejemplo es el caso del estudio
de movimientos referidos a un sistema que rota, como es el caso de las obser-
vaciones astronomicas vistas desde la Tierra: en la formulacion Newtoniana es
necesario introducir a mano fuerzas ficticias o fuerzas de inercia como la fuerza
centrifuga o la fuerza de Coriolis, mientras que en la formulacion Lagrangiana
estas fuerzas aparecen de modo natural.

Las ecuaciones de movimiento en la formulacién Lagrangiana, son las ecuaciones
de Lagrange, también conocidas como las ecuaciones de Euler-Lagrange. Estas
pueden derivarse directamente de las Leyes de Newton o usando el principio de
minima accion, en [4] y [63] pueden encontrarse discusiones completas acerca
de esta formulacion, sin embargo, por completez, vamos a discutir de manera
breve la derivacion por medio del principio de minima accién y su aplicaciéon en
el PR4C. Para un sistema Lagrangiano, el principio de minima accién se enuncia
como sigue: fijado un sistema de coordenadas generalizadas sobre el espacio de
configuracion (posiciones), se tiene que de todas las trayectorias posibles que
transcurren en el instante ¢ y ¢, el sistema escogera aquella que minimiza la
accion A que viene dada para cada trayectoria por la integral:

A= / " Lia(Oa0), tydt,

ty

Figura 2.2: Lineas de simetria en el caso de masas iguales.
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donde A : C%(R,R?") — Ry L(g;,dqi,t) es la funcion Lagrangiana del sistema
que es definida por la diferencia T — V, con Ty V las energias cinéticas y
potencial respectivamente. Las trayectorias que minimizan la accién A deben
satisfacer las ecuaciones de Euler Lagrange:

d (8L> oL _ 0

dt aqz 8qi
Para encontrar la funcion Lagrangiana de nuestro problema, empecemos por
hacer la diferencias T'— V en el sistema fijo o sideral, la funcion Lagrangiana se
escribe como L =T -V = £(X? 4+ Y?) + E?:1 £+ ahora bien, bajo el cambio
de variable (2.3) en variables adimensionales se encuentra que en el sistema
rotatorio la funcién Lagrangiana es

L= %(j:Q +9%) + (dy — ga) + Qz, y, ). (2.16)

Existe una manera mas elegante de reducir el sistema (2.13) a un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden que lleva a su vez a la forma Hamilto-
niana de las ecuaciones. Esto se puede hacer por medio de la llamada transforma-
ci6n de Legendre [1]. El punto importante en esta transformacion es introducir

en lugar de ¢; las variables
0L (g, ds)
pj = 4, qi,qi),

con i,j = 1,2...,n. Se define el Hamiltoniano como transformacién de Legendre
del Lagrangiano L(¢;, g;,t) como

n
H =Y q;p; — L(¢i, g, 1)-

La transformacion anterior es posible siempre y cuando el Lagrangiano sea una
forma bilineal cuadratica no degenerada de las velocidades ya que en este caso,
la condicién de la existencia de la inversa ¢; = ¢;(p;,¢;) estd autométicamente

garantizada por el teorema de la funcion implicita ya que %27? =aj; 70. Enel
caso del PR4C es fécil ver que el Hamiltoniano se escribe como:
3
i

1
H =203 +py) + (wpe —apy) = )+ (2.17)
i=1 °

En la notaciéon compleja introducida anteriormente podemos escribir el Hamil-
toniano como:

7|P|2+ImZ P) Z (2.18)
|z—zl|

donde se ha definido P = p, + ip, como el momento conjugado de z = = + iy.
Este Hamiltoniano en notacién compleja sera tutil cuando tratemos el tema de
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regularizacion de colisiones binarias. Como en el caso del PR3C, el Hamiltoniano
del PR4C se relaciona con la integral Jacobiana por medio de

1 . . C
H= (i +9%) — Qa,y,p) =~
2 2
En los capitulos siguientes iremos explorando las propiedades de esta funcion
Hamiltoniana, por ahora terminaremos esta seccion estableciendo las ecuaciones
de movimiento en esta formulacion

T =pz +Y,

y:py_l.v

. ou
Dz :py+%7 (2.19)
by =P L

y T 8y’

3w . . .

con U(z,y,p) = Y ;_; %, observe que este es un sistema de 4 ecuaciones dife-
- k2

renciales de primer orden.
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Capitulo 3

Aspectos Dinamicos del
Problema

3.1. Regiones de Hill

En esta seccion realizaremos un breve anélisis de la funcion
1 i L
Uz,y, ) = 5@ +y7) + D,
i=1 °

que fue establecida en el capitulo anterior. Recordemos que el PR4C posee una
integral primera dada por la expresién

i 49 =20 - C. (3.1)

Las curvas de velocidad cero se definen al igualar ©2 492 = 0 en la expresién an-
terior, esto equivale naturalmente que & = ¢ = 0, por lo tanto, del lado derecho
de (3.1) obtenemos C = 22, esto crea una superficie en el espacio (z,y,C) (ver
figura (3.1)) para valores fijos de u, podemos preguntarnos en particular sobre
los puntos criticos de esta superficie, por ejemplo, donde estéan localizados los
maximos y minimos, para hacer esto tenemos que explorar los ceros de las deri-
vadas parciales {1, y €2, de la funcién €2, sin embargo, observe que estos puntos
son parte del conjunto de puntos de equilibrio de las ecuaciones de movimiento
los cuales seran analizados mas adelante. Para cada valor constante de C'y p
tenemos que las curvas de nivel de la funcion C' = 2() determinan las llamadas
curvas de velocidad cero sobre el plano (z,y). Observe que de la relacion (3.1) se
tiene que &2 +gy? > 0 y en particular Q(z,y) > C/2, esta desigualdad determina
las regiones en el plano (z,y) que son accesibles al movimiento de la masa my,
en particular las curvas de velocidad cero funcionan como las fronteras de estas
regiones que se denominan las regiones de Hill del PR4C, asi pues, para cada
valor de p se puede dar un primera descripcion cualitativa del movimiento si
determinamos las curvas de nivel para cada valor de C' constante, en la figura
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Figura 3.1: La superficie C' = 2) para p = 1/3.

(3.2) se ilustran estas regiones para varios valores de C'y p. Como ya se mencio-
no, el caso p = 0 corresponde al problema de Kepler rotatorio donde se conocen
detalladamente las regiones de Hill, en [63] el lector pude consultar en detalle
estas regiones para este problema y para las del PR3C.

3.2. Soluciones de equilibrio relativo

En esta seccién discutiremos el problema de determinar soluciones de equilibrio
relativo en el PR4C. En los preliminares el lector puede encontrar una breve
discusion sobre este problema en el caso general de n = 4 cuerpos. Para los
problemas restringidos de 3+1 cuerpos con tres masas finitas my, ma y m3 y
una masa infinitesimal, las tres masas finitas se pueden encontrar en las confi-
guraciones de Euler o de Lagrange ya mencionadas; entonces nos preguntamos
por las posiciones de equilibrio relativo para m,4 dadas por los puntos criticos
de la suma del potencial gravitacional creado por mi, mso, ms y el potencial
centrifugo debido a la rotaciéon uniforme de nuestro sistema como se establecio
en el capitulo 2.

Si my, my y mg estan en configuracion de Euler entonces my puede estar en
6 posiciones diferentes, que a saber son 4 sobre le eje z y 2 méas fuera del
eje x pero que son simétricas respecto de este. Cabe mencionar que estos 6
puntos de equilibrio existen para todos los valores de las masas my, mo y ms,
consulte [60] y [41] para méas detalles. Sin embargo, estamos interesados en el
caso cuando las tres masas finitas estan en la configuracién de Lagrange, que
es el problema principal que estamos tratando. A diferencia del caso anterior,
para este caso el nimero de equilibrios relativos depende del valor de las masas;
aunque se trata de un caso restringido del problema general de 4 cuerpos, el
estudio de sus equilibrios relativos no es un caso trivial, este problema ha sido
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Figura 3.2: Regiones de Hill (areas en azul) para valores grandes de la constante
de Jacobi (arriba izquierda). La restantes regiones de Hill corresponden a valores
criticos de la constante de Jacobi.
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estudiado por varias décadas y por numerosos autores, quiza los trabajos mas
conocidos y detallados son los de [54], [3] ¥ [60]. Sin embargo, si queremos
abordar los detalles técnicos de las demostraciones presentadas en estos trabajos
en su contexto mas general, exigiria un tratado muy extenso sobre el tema,
de hecho vas mas alla de los propésitos de este trabajo. Asumiremos algunas
conclusiones generales de estos trabajos y mencionaremos algunos aspectos sobre
las pruebas de estos resultados. En lo subsecuente nos restringiremos al caso de
dos masas iguales y analizaremos las bifurcaciones de los equilibrios relativos
que presenta el problema.

3.2.1. Estudio de los equilibrios relativos

Como ya mencionamos, en el presente problema el nimero de equilibrios relati-
vos depende de los valores de las tres primarias, es decir, el nimero de equilibrios
relativos de nuestro problema no es constante. En 1944 Pedersen [54] obtuvo
una primera descripcién cualitativa acerca de las regiones donde se pueden lo-
calizar dichos equilibrios para cualquier valor de las masas, en la figura (3.3)
se pueden apreciar diversas regiones en el plano (z,y) en las cuales se pueden
localizar los equilibrios relativos. Vamos a asumir sin demostracion el siguiente
resultado general que el lector puede consultar en [3] y [54], v a lo largo de esta
seccion discutiremos y analizaremos este resultado.

Teorema 3.2.1. Si las tres masas principales my, mo y ms se encuentran en
una configuracion Lagrangiana, entonces el correspondiente PR4C tiene 8,9 ¢
10 configuraciones centrales para todas las elecciones positivas de las masas.

Hasta donde se pudo verificar al momento de escribir este trabajo, no se ha
podido dar un resultado puramente analitico de esta afirmacion, las pruebas co-
nocidas mezclan técnicas analiticas y numéricas para probar sus afirmaciones,
por ejemplo las investigaciones de Pedersen se enfocan principalmente en un
tratamiento inverso del problema en el siguiente sentido: las ecuaciones 2, = 0
y €, = 0 contienen las incognitas (z,y) que son las coordenadas de los puntos
de equilibrio y my, mo, ms que son los valores de las tres primarias. Cuando
las tres masas son conocidas se pueden determinar las coordenadas (z,y) de
los puntos de equilibrio resolviendo estas ecuaciones, pero esto es en extremo
dificil, ya que por lo general se obtienen muchas soluciones en el siguiente sen-
tido: para cada valor de las masas corresponde una posiciéon determinada del
centro de masa comun, es decir, a una posicién determinada del centro de ma-
sa usualmente le corresponde varios puntos de equilibrio. Si por el contrario,
si suponemos que la posicion de un punto de equilibrio se conoce (y de aqui
(x,y)), entonces las ecuaciones 2, = 0y Q, = 0 junto con el escalamiento
Z?Zl m; = 1 sirven para determinar a mq, mo y mgs, y como las tres ecuaciones
son lineales en estas magnitudes se pueden resolver facilmente y dar como resul-
tado uno y solo un valor de las masas y por lo tanto, un valor del centro de masa.

Pedersen analiza casos especiales donde se pueden localizar los puntos de equili-
brio, por ejemplo: un eje de simetria del tridngulo, una linea que une dos masas,
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etcétera. Con estas investigaciones se pueden deducir las regiones posibles donde
se pueden localizar los puntos de equilibrio y de aqui la localizacién del centro
de masa para el caso de masas positivas, es decir, para el caso en el que el
centro de masa se encuentre dentro del tridangulo de masas, figura (3.3). Anos
mas tarde Simé confirmé los resultados obtenidos por Pedersen por medio de
un analisis puramente numérico del problema. En el trabajo de Arenstorff [3] se
da un tratamiento mas analitico del problema de localizar las regiones posibles
donde se pueden encontrar los puntos de equilibrio, sin embargo, los resultados
mas importantes sobre bifurcaciones y el conteo de los puntos de equilibrio se
tienen que verificar numéricamente. Si nos restringimos al caso de 2 masas igua-

Figura 3.3: Regiones (sombreadas) posibles donde se pueden localizar los puntos
de equilibrio para cualquier valor de las tres primarias que se localizan en los
vértices del triangulo equilatero. Iy, ls, I3 denotan las lineas de simetria respecto
del baricentro del triangulo.

les se cumple en particular el teorema anterior, pero en este caso es un poco
maés sencillo localizar y estudiar las bifurcaciones y degeneraciones de los puntos
de equilibrio, el siguiente teorema es una adaptacién a nuestro problema de la
prueba que se ofrece en [17]

Lema 3.2.2. FEl ndmero de puntos de equilibrio que se encuentran sobre el eje
de simetria para el caso de dos masas iguales es dos, tres o cuatro dependiendo
del valor de las masas.

Demostracion: Para encontrar los puntos de equilibrio sobre el eje de simetria
tenemos que analizar las derivadas parciales del potencial 2, para facilitar el
célculo pasemos a coordenadas (Z,7) donde el origen del sistema esta en el
baricentro del triangulo por medio de la traslacion z = Z + /3 — % vy =1,
para no recargar la notacién omitiremos las barras superiores en las variables
(z,y) pero el lector debe recordar que se va a trabajar en estas coordenadas.
En este nuevo sistema de coordenadas las posiciones de las primarias son rf =

(z—1/V3)?+y% 13 = (z+1/2V3)* +(y—1/2)%, 15 = (z+1/2V3)* + (y+1/2)?
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Op,z,y) = wu+Jp—1Af +?) }:“’ (3.2)

cuando la coordenada y del punto de equilibrio es cero, nos facﬂlta un poco mas
los calculos de las derivadas, no es dificil ver que

o0 (1 -2y y+1/2 y—1/2
i A e st 3 )
Y 1 T2 T3

entonces para y = 0 tenemos que 1y = 13 = \/(:v +1/2v/3)2 +1/4 y r; se define

como ) .
_ = zelh = (7 00) 23
" —(r— &) zel=(—o00, ). (3.3)
V3 2= V3
Por lo tanto = 0 para cualquier elecciéon de z, entonces es suficiente examinar

la derivada par(:lal de (3.2) respecto de = que esta dada por la expresion

o 1 (A =2p)(x—1/V3) 2u oL
%—z+\/§,u 7 = r§< +2\/§), (3.4)

ya hicimos notar que la ecuacién % = 0 es lineal en la variable p entonces

podemos despejar p en funciéon de x

r3(1—or3)
6v/3r2rd 4 213 — 2602 (ry +V/3/2)’

= (3.5)

en donde tomamos r; = x — 1/4/3 e introducimos un parametro § para denotar
la region de interés; para la region I, se tiene § = 1 y para la region I se
tiene 6 = —1. En la figura (3.4) puede verificarse que la grafica pu(x) presenta
un minimo local en g = —0,1484 con valor pg = 0,288 y un méximo local en
z = 1/v/3 de u = 1/2. Dado que el problema solo tiene significado fisico en
el intervalo [0,1/2], vamos analizar a p(x) en este intervalo. No es dificil ver
que, si trazamos lineas paralelas al eje x, que para p < pg existen exactamente
dos equilibrios relativos fuera del triangulo equilatero, para u = o tenemos
exactamente tres equilibrios relativos, dos de ellos fuera del triangulo equilatero
y uno dentro este. Para po < p < 1/2 tenemos 4 equilibrios relativos 2 fuera de
tridngulo equilatero y dos dentro de este y finalmente, para u = 1/2 tenemos 3

equilibrios relativos donde uno coincide con el maximo local en la posicién de
colision x = 1/+/3.

O

En vista de este lema y del teorema principal de esta secciéon tenemos que para el
caso de masas iguales, las bifurcaciones de los puntos de equilibrio ocurren para
los puntos situados sobre el eje de simetria dentro de la configuraciéon equilatera,
los demés puntos de equilibrio se encuentran en las regiones descritas en la figura

(3.3)
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Figura 3.4: La grafica de p como funciéon de x, note que para cada valor fijo de
p € (0,1/2] podemos tener 2, 3 o 4 puntos de equilibrio que provienen de las
bifurcaciones entre los puntos L3, Ly y L1, Ly.

3.3. Estudio de la estabilidad de los equilibrios
relativos

En ecuaciones diferenciales y es sistemas dinamicos la teoria de la estabilidad
estudia, en términos coloquiales, como difieren las soluciones bajo pequenas
modificaciones de las condiciones iniciales. El estudio de la estabilidad es muy
importante en ciencias aplicadas, por dar un ejemplo, ya que en general en
problemas practicos las condiciones iniciales nunca se conocen con toda pre-
cisién y su prediccién requiere que pequenas desviaciones iniciales no generen
comportamientos cualitativamente muy diferentes a corto plazo. Cuando dos
soluciones cualquiera que a un tiempo inicial ¢ty estdn cercanas y para todo
tiempo posterior permanecen cercanas, se dice que el sistema presenta estabi-
lidad. Trataremos de resumir brevemente las propiedades que nos seran tutiles
para estudiar la estabilidad en sistemas Hamiltonianos, sin embargo, si el lector
no esté familiarizado con los conceptos béasicos de estabilidad puede consultar
los preliminares. El siguiente resultado es clasico dentro de la teoria lineal de
sistemas Hamiltonianos

Proposicion 3.3.1. El polinomio caracteristico de una matriz Hamiltoniana
real es un polinomio par, es decir, si A es un eigenvalor de la matriz, entonces
lo son: =X, A y —\. El polinomio caracteristico de una matriz simpléctica real

es un polinomio reciproco, es decir, si A es un eigenvalor de la matriz, entonces
lo son: A1, Ay A7L

Consideremos el sistema lineal

y = By, (3.6)

con B = Df(xzg). Las soluciones de este sistema son combinaciones lineales de
las soluciones bésicas de la forma t*e*, donde k es un entero no negativo y \ es
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un eigenvalor de B. Todas las soluciones de (3.6) tienden a 0 conforme ¢t — oo
(estabilidad asintotica) si y solo si todos los eigenvalores de B tienen parte
real negativa. Por la proposicién anterior esto nunca es posible para sistemas
Hamiltonianos, entonces todas las soluciones de (3.6) seran acotadas para ¢t > 0
si y solo si, (i) todos los eigenvalores de B tienen parte real no positiva y (ii) si A
es un eigenvalor de B con parte real cero, (imaginario puro) entonces el entero k
en las soluciones bésicas es cero. La condicion (ii) es equivalente a la condicion
que los bloques de Jordan para todos los eigenvalores imaginarios puros de B en
su forma canoénica de Jordan sean diagonales, es decir, no existen términos fuera
de la diagonal en los bloques de Jordan para eigenvalores imaginarios puros
de B. Entonces la proposiciéon anterior obliga a que si todos los eigenvalores
tienen parte real no positiva, entonces deben ser imaginarios puros. Asi pues,
un sistema Hamiltoniano tiene todas sus soluciones acotadas para todo t € R;
esto es debido a que en sistemas Hamiltonianos lineales, el concepto principal
de estabilidad es que todas la soluciones sean acotadas para todo t € R. De esta
manera hemos probado la siguiente

Proposicion 3.3.2. El sistema Hamiltoniano (3.6) es estable si y solo si (i) B
tiene solo eigenvalores imaginarios puros y (i) B es diagonalizable sobre C

3.3.1. Estabilidad de los equilibrios relativos en el PR4C

Hemos discutido la existencia de 8, 9 6 10 puntos de equilibrio en el PR4C segtun
el valor de las masas. La aproximacién lineal del campo vectorial nos propor-
ciona informacion sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio, en esta parte,
exploraremos esta aproximaciéon considerando que el sistema es Hamiltoniano.
Consideremos el Hamiltoniano del PR4C como se estableci6 en el capitulo 2 con
el origen en el centro de masa, si hacemos las identificaciones v = p,, va = py,
u; = T y uz = y obtenemos

3

1 i
H = 5(1}% +U§) + (U2U1 - uwg) — ; %,

donde r? = (u3 —u})? + (ug — u?)? son las distancias de my a las tres primarias.
Sean (£1,&2) las coordenadas de uno de los puntos de equilibrio, para estudiar el

movimiento cerca de estos puntos hagamos una traslaciéon del origen del sistema
al punto de equilibrio en cuestiéon por medio de

r1=u1 —§&1,y1 = v1 + &o,

T2 = uz + &2, Y2 = v2 — &1,

ahora las nuevas coordenadas son = = (x1,2,¥y1,y2), esta transformacion es
simpléctica y por lo tanto no alteramos la estructura Hamiltoniana del pro-
blema. Si expandimos el nuevo Hamiltoniano hasta términos de segundo orden
obtenemos

1 1
H = i(y% + yg) + (93291 - $1y2) - §(Ua:1931$% + 2Uw1w2x1x2 + Uwzwzxg) +... )
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recordemos que denotamos como U al potencial gravitacional. Los términos
lineales desaparecen porque la expansion se hace en un punto de equilibrio y
también se han omitido los términos constantes porque no contribuyen en nada
a las ecuaciones diferenciales.

Si ignoramos los términos superiores obtenemos un Hamiltoniano cuadrético de
la forma H = 1275z, con S = —J4A donde J; denota la matriz simpléctica

estandar de 0rd2en 4 ,
()
vy A es la matriz Hamiltoniana
0 1 1
-1 0 0

Umlzl Umlmg O
UIIIQ UIQIQ _1

A= (3.7)

O == O

si usamos la relacion Qu 2, = 1+ Usyays Qanas = 14+ Usgzy ¥ Qa2 = Usyasy
obtenemos la forma estandar del polinomio caracteristico de esta matriz
p()‘) = /\4 + (4 - Q$1$1 - szwz))‘2 + (911119962962 - Qilwz)’ (38)

las raices de (3.8) nos dan los eigenvalores de (3.7), si denotamos como 7 = A2
y HS) es la matriz Hessiana de segundas derivadas de €2 podemos escribir

p(n) = 772 =+ (4 - 9331331 - 93?23?2)77 + |HQ|

Por lo tanto las raices de este polinomio cuadratico nos dan informacion sobre
los eigenvalores de (3.7). Vamos a seguir el tratamiento encontrado en [39] para
analizar los eigenvalores. Definamos A = 4 — Qy,2, — Quyuy ¥ B = Det(HS),
tengamos en mente que estas son funciones de las posiciones y de las masas.
Entonces el polinomio p(n) se escribe como p(n) = 7% + An + B. Se puede
verificar que la proposicion (3.3.2) para el PR4C es equivalente al siguiente
lemma:

Lema 3.3.3. Un equilibrio relativo del PR4C para un valor dado de las masas
es espectralmente estable si y solo si A, B y A = A? — 4B son no negativos

Aqui A es el discriminante de la ecuacion p(n) = 0. El problema ahora es de-
terminar las coordenadas del equilibrio relativo a estudiar. Como ya se vio en
las secciones anteriores esto solo se puede hacer en general numéricamente, por
lo que a diferencia de otros problemas restringidos no podemos dar formulas
explicitas en funcion del paramero de masas para los eigenvalores [41]. Sin em-
bargo, si nos restringimos nuevamente al caso de puntos de equilibrio sobre el
eje x podemos facilitar el anélisis de la estabilidad. De hecho, la determinacion
de la estabilidad de estos puntos de equilibrio nos seré ttil en lo subsecuente.

Dado que el analisis requerido solo depende de las derivadas parciales de segun-
do orden de €2, entonces para facilitar los célculos y la notaciéon consideraremos
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el potencial 2 en coordenadas baricéntricas que utilizamos en la seccién anterior
1 3 1L
Qpw,y) = 5 (@ + V3 —1/V3)* +9%) + >,
i=1 "

ya vimos que para el caso y = 0 tenemos que 72 = r3 y por lo tanto % =0 que

implica (rggy = 0 y 71 definida sobre sus regiones I e I> definidas anteriormente.

Para facilitar el analisis vamos a introducir una parametrizaciéon de la coordena-
2 2
a”—1 _ a“+1

da z. Sean s(a) = %5— y c(a) = %5~ definidas en (0, 00), entonces si hacemos

z(a) = 1/2(s(a) —1/4/3) no es dificil ver que ro(a) = 1/2¢(c). El siguiente paso
es analizar el dominio de z(«) de tal forma que podamos encontrar regiones D,
i = 1,2 tales que 2(D;) = I;; si tomamos las regiones D; = (2 + v/3,00) y
Dy = (0,2 + /3) es facil ver que cumplen con la condicion requerida.

m3

Figura 3.5: Las regiones posibles de equilibrios relativos .

Sin embargo, ya sabemos que existen regiones determinadas donde pueden es-
tar los puntos de equilibrio, en el caso y = 0 tenemos que existen tres regio-
nes sobre el eje z I;,i = 1,2,3 (ver figura(3.5)) por lo tanto podemos encon-
trar 3 subregiones D; de D; U Dy tales que x(D;) = I;, las regiones busca-
das son D} = (24 V3,2 + V3 +2vV2+3) € Dy, Dy = (1,2 +/3) C Dy,
D3 = (2—+3,-2+V3+2V2—/3) C Dy. Asi pues, con la parametrizacion
introducida estamos listos para establecer resultados sobre la estabilidad de los
puntos de equilibrio. Solo daremos demostraciones para la region Ii, para las
dos regiones restantes las pruebas son similares, el lector puede consultarlas en
[39]. En la region I preferimos hacer un analisis geométrico y numérico sobre
la estabilidad en esta region, asi serda méas evidente un fenémeno de bifurcacion
que analizaremos después.

., / . .
Para la region I; tenemos que r1 = — 1/ V/3, si definimos m = T f2u tenemos

que la ecuacion (3.5) se puede escribir como

~(8 - 11}
RCEEE
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con este nuevo parametro las segundas derivadas se ven como

>’ - 2 6m(ri +v3/2)%  2m
ox? (14 2m)r? (14 2m)r3 (14 2m)r3’
y
0%Q . 1 n 3m _ 2m
oy? (1+2m)r? 21 +2m)ry (1 +2m)r3’

con estos calculos se establece la siguiente proposicion, [39]

Proposicion 3.3.4. Los puntos de equilibrio en la region I; son espectralmente
inestables

Demostracion. De acuerdo con el lema anterior es suficiente verificar que alguna
de las tres cantidades A, B o A es negativa, probemos que el coeficiente B del
polinomio de dicho lema es una funciéon estrictamente negativa en I 1 Podemos
escribir a B como

_ BB,

B
B;

donde
By = 2r3(2 + 75 + 2mrd + mrd) 4 mrd (9 — 473 + 1212 4+ 12V/3r1),
By = =2r5(1 — 3 + 2mrd) — mr3 (3 — 4r3),
By = 4(1 —2m)?*r$r3°,

observe que Bj es siempre positiva, si sustituimos la expresiéon para el nuevo
parametro m en las primeras dos expresiones anteriores tenemos

B
B = 21
' B

By
By = 22
>” Ba

donde

By =

13 (—4V/3r2+4v/3r5+r1 (9=12r2+12r5) +12/3r3 4203 (6—/3r2) —9ri —121/3r2 —12r9),
Bia = Boy = (V3 +2r1)(rs — 1),
By = (12 — 1)r3(=3r; — 2\/51"3 + 2\/§7‘S),

recuerde que sobre Ii tenemos que ;1 < 1 y ro > 1. Asi las cantidades By y
Bsgy son siempre positivas y

B11 By

B<0=B)y=————""—
GELE

> 0. (3.9)
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Si usamos la parametrizacion que introducimos previamente, podemos escribir
. . / .

a By = By(a) con dominio D;. Definamos una nueva variable v = a — (2 4++/3),

entonces 1 = 0 corresponde a v = 0, cuando sustituimos en B, obtenemos

B4(V) _ CI(V)CQ(V)
5033164802 (v 4 2 + v/3)13’

donde
C4 (v) = 2575466496 + 1486946304v/3 + (8064294912 + 4655923200\/§)V

+(11602182144 + 6698524672v/3)% 4 (10171932672 4 5872771072v/3)1/°
+(6076329984 + 3508166656v/3)v* + (2620512256 + 1512931328V/3)1/°
+(844539904 + 487578112v/3)1/° + (208364288 + 120313216v/3)1/7
+(40256768 + 23259392v/3)1/° + (6277888 + 3619456v/3)1°
+(823680 + 465888v/3)1*0 + (93040 + 50400+/3) !
+(8704 + 4480V/3)v'% 4 (608 + 300v/3)'3 + (32 + 10V3)w'* 4 112,
y
Cy(v) = 172032 + 99328V/3 + (417024 + 240768V/3)v + (425472 + 245504V/3)1/2

+(243840 + 140288+/3)1/° + (87552 4 50016v/3)v*
+(20464 + 11744+/3)1° + (3136 + 1840v/3)1/® + (320 + 180v/3)v”
+(20 + 10V3)8 417,
Todos los coeficientes en C1(v) y Ca(v) son positivos. Dado que solo valores

positivos de v tienen sentido, concluimos que C;(v)Cs(v) y por lo tanto By son
positivos. Entonces por la equivalencia (3.9) obtenemos la conclusion deseada.

O

De hecho podemos decir mucho mas sobre la estabilidad en T 1, la estructura del
espectro en esa region no la proporciona el siguiente

. e / . . .
Corolario 3.3.5. En la region I, se tienen dos eigenvalores reales y dos eigen-
valores imaginarios puros, para cualquier eleccion del pardmetro de masas.

Demostracion. Las raices de p(n) estan dadas por las formulas 29 = —A +
VA2 — 4By 2ny = —A — VA2 — 4B. De la proposicion anterior se tiene que
B < 0 entonces el discriminante A se escribe como A = A? + 4|B| > 0, de
donde se tiene que 712 € R. Afirmamos que 72 < 0. si A > 0 esto es obvio, si
A < 0 entonces A = —|A| de donde 219 = |A| — /A2 + 4|B|, ahora si 212 > 0
entonces A? > A% 4+ 4|B| = |B| < 0 una contradiccién; por lo tanto 2ns < 0.
Esto implica que 72 es real y negativo, de donde se sigue que A3 4 = 4,/72 son
imaginarios puros. Por otro lado, como 1; € R basta probar que n; > 0; si por
el contrario 7; < 0 entonces —A + /A2 + 4|B| < 0 de donde A? + 4|B| < A2
y obtenemos |B| < 0 que es una contradiccion. Por lo tanto 7; > 0 que implica
)\172 = ﬂ:\/m eR
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Este corolario serda importante cuando estudiemos las 6rbitas periddicas del
PRA4C. Para las regiones I, e I; tenemos la siguiente:

Proposicion 3.3.6. Fl coeficiente A es negativo en la region Ié 1y positivo sobre
1. El coeficiente B es positivo sobre la region Is.

Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos que los puntos de equi-
librio degenerados dentro del tridngulo equilatero encontrados en la seccién an-
terior son espectralmente inestables. El problema de determinar la estabilidad
en la region I:; es un asunto méas delicado ya que la proposiciéon anterior nos
dice que tanto A como B son positivos, entonces el problema de determinar
la estabilidad se centra en examinar el discriminante A de p(n). En la figura
(3.6) observamos el comportamiento del discriminante A como funcion de z,
en esta figura se observa que existe un punto x;, donde A cambia de positivo a
negativo, este valor puede ser calculado numéricamente donde se encuentra que
xp = —0,4241 al que le corresponde el valor de bifurcacion u, = 0,0027. De esta
discusién podemos establecer la siguiente

A, A

Figura 3.6: Graficas de los coeficientes A (curva superior) y A (curva inferior)
como funciones de x, observe que el coeficiente A siempre es positivo pero existe
una pequena region donde A cambia de signo.

Proposicion 3.3.7. Eziste un valor del pardmetro p, € [0,1/2] tal que si A o2 =
£/ y A3.4 = £/12 s0n los eigenvalores sobre la region I:; entonces ny = 1Ny <
0, es decir, tenemos eigenvalores imaginarios puros de multiplicidad 2. Mds ain,
st p1 < pp entonces A g = Fiwy Y Az.4 = Tiws con wy y wo reales y positivos; si
> [y entonces A1234 = £a £ iw con o y w reales positivos.

La prueba de la proposicion (3.3.6) se encuentra en las paginas 345 y 346 de
[39], sin embargo, la revision de los calculos de este trabajo junto con el analisis
hecho para establecer la proposicion (3.3.7) nos llevan a establecer que el valor
del parametro de masas para el cual los equilibrios relativos en la region I. ; son
estables debe ser 1 < 0,002709 o en la notacion de [39] m < 0,002724... Por lo
tanto el resultado de la pagina 325 de [39] se debe leer como There exists € > 0
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such that all relative equilibria in x < —1 + % — €, are spectrally unstable and

all relative equilibra in —1 + % —e<x < -1+ % are spectrally stable. The
latter equilibria correspond to m < 0,002724, es decir, la cota es més pequena
que la estimada por el autor. El corolario (3.3.5) nos proporciona la informacion
necesaria si queremos aplicar el célebre teorema del centro de Liapunov que
recordamos a continuaciéon

Teorema 3.3.8. (Teorema del centro de Liapunov). Supongamos que un siste-
ma con una integral no degenerada tiene un punto de equilibrio con eigenvalores
correspondientes £wi, Ag,....... Am, donde w € R—0. Si \j/iw nunca es un ente-
ro para j = 3, ....,m entonces existe una familia de orbitas periddicas dependien-
tes de un pardmetro que emanan del punto de equilibrio. Mds ain, cuando nos
aproximamos al punto de equilibrio a lo largo de la familia, los periodos tienden
a 2w /w y los multiplicadores no triviales tienden a exp(2mA;/w), j =3, ...,m.

Este resultado nos garantiza la existencia de érbitas periddicas alrededor del
punto de equilibrio L, siempre y cuando no se cumpla la condiciéon \;/iw € Z.
El trabajo de explorar y continuar las érbitas periédicas que emanan de Lq seréa
realizado en el capitulo 7. Los resultados sobre la estabilidad de los equilibrios
relativos que estan situados en el eje x se resumen en la tabla (3.10), en un
trabajo futuro examinaremos los restantes equilibrios relativos.

Punto de equilibrio Regiéon Rango de existencia Estado

L, I, we (0,1/2] Inestable
Ly I we (0,1/2] Estable/Inestable
Ls I, 1€ [0,288,1/2)  Inestable
Ly I, 1 €[0,288,1/2]  Inestable.

(3.10)
Observe que el espectro del equilibrio relativo que llamamos Lo sobre la region
Ié tiene las misma propiedad que los equilibrios relativos Ly y Ls del PR3C.
Entonces podriamos preguntarnos si este punto tiene alguna relaciéon con las
familias de orbitas periddicas del PR4C dado que en el PR3C ciertas familias de
orbitas periddicas se vuelven asintoticas a estos puntos; de hecho este fenémeno
también ocurre en nuestro problema y lo investigaremos méas a detalle en el
préoximo capitulo.
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Capitulo 4

Forma Normal en el Punto de
Equilibrio Lo

En el capitulo anterior vimos que el punto Lo presenta un cambio de estabilidad
a inestabilidad espectral cuando el parametro p es menor o mayor (respectiva-
mente) que una valor de bifurcacion u;, que ya fué calculado anteriormente. Este
tipo de fenémeno es sumamente interesante y tiene importantes consecuencias.
En campos vectoriales & = f(x,a) en general que dependen de un parametro,
los cambios de estabilidad a inestabilidad de este tipo dan lugar a bifurcacio-
nes, que son en cierto sentido un cambio topologico del retrato fase del sistema
bajo la variacion del (los) pardmetro(s) del sistema, por ejemplo, el nacimiento
y desapariciéon de orbitas periddicas alrededor de un equilibrio relativo confor-
me se pasa a través del valor critico. En [67] y [37] el lector puede consultar a
detalle el tema de las bifurcaciones de un sistema. Sin embargo, estamos intere-
sados en otra consecuencia interesante que sucede en sistemas Hamiltonianos:
para ciertos valores del parametro (cuando solo existe uno) pueden encontrarse
orbitas homoclinicas que son terminaciones de familias de 6rbitas periodicas,
es decir, estas familias convergen en cierto sentido a tales 6rbitas homoclinicas.
Mas adelante daremos una definicion precisa de estos términos.

Estos fendbmenos que acabamos de mencionar estan relacionados con el compor-
tamiento de las variedades invariantes del punto de equilibrio en cuestién. No
obstante, realizar un estudio global de estas variedades es muy dificil en general
ya que puede ser equivalente a resolver el sistema de manera exacta, esto lleva
a buscar simplificaciones del sistema en el sentido de reducir la dimension del
mismo o tratar de eliminar la no linealidad del sistema. Si optamos por la se-
gunda opcién, existe una técnica matemaética rigurosa llamada el método de las
formas normales, vamos a discutirla de manera breve en lo que sigue.
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4.1. Teoria de perturbaciéon y formas normales

Este método tiene como origen la tesis doctoral de Poincaré, [57] aunque el lector
puede consultar también los textos [65], [67] y [47] para encontrar discusiones
detalladas sobre este método. Daremos un panorama general sobre las formas
normales, sin embargo, omitiremos la mayoria de las pruebas de los resultados
que estableceremos pero haremos algunas excepciones cuando necesitemos acla-
rar algun concepto. Comencemos considerando un sistema Hamiltoniano con
funcion Hamiltoniana asociada H(z), con x € R?"; muchos problemas intere-
santes se pueden formular como un sistema de ecuaciones que dependen de un
pequeno parametro e. Esto es util cuando queremos estudiar qué pasa con el
sistema en una vecindad de una solucién bien conocida del sistema, por ejem-
plo, una érbita periédica o una solucién de equilibrio; para esto introducimos
un parametro € de tal forma que cuando € = 0 el sistema sea lineal o al menos
integrable; en lo que resta de este capitulo supondremos que la solucién conoci-
da es un punto de equilibrio y que hemos trasladado el origen de coordenadas
a dicho punto de equilibrio. Supongamos que nuestro Hamiltoniano admite un
desarrollo en serie de potencias de la forma

H(z) = Z € H'(z),
i=0

buscamos un cambio de coordenadas apropiado de tal forma que este sistema
en estas nuevas coordenadas sea mucho mas simple. Los términos apropiado y
simple dependen del problema que estemos manejando, sin embargo, vamos a
definirlos en forma general mas adelante. Supongamos que el cambio de coorde-
nadas requerido es = F(y) y que en estas nuevas coordenadas el Hamiltoniano
se convierte en

o0
Gly) =) _€G(y),

i=0
si este nuevo Hamiltoniano cumple con las exigencias originales de ser en cierta
forma mas simple, diremos que este sistema esta en forma normal. Este proceso
de transformacion tiene varias implicaciones, una de ellas es que aunque nues-
tro Hamiltoniano original H(x) es una serie convergente en algin dominio de
R?" bajo el cambio de coordenadas x = F(y) no hay garantia de que la serie
resultante G(y) sea convergente. Por lo tanto aqui surge una nueva implicacion:
(Hasta que término debemos truncar el Hamiltoniano G(y) para obtener resulta-
dos rigurosos aceptables? nuevamente, esto depende del problema en particular
que estemos tratando, esto se hara evidente en la siguiente parte de este capi-
tulo cuando apliquemos la teoria de formas normales al PR4C. En lo que resta
de esta seccién formalizaremos las ideas y términos que acabamos de discutir,
comenzaremos por definir qué queremos decir por un cambio de coordenadas
apropiado. La idea general es generar un cambio simplético de coordenadas que
dependa de un pequenio parametro como resultado de resolver un sistema de
ecuaciones diferenciales Hamiltoniano.
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Teorema 4.1.1. Sea ¥(t,7,£) la solucion general del sistema Hamiltoniano
z = JV,H(t,z) con Y(r,7,§) = £. Entonces para t y T fijos, el mapeo & —
W(t,7,€) es simpléctico. De hecho, si ¥(t,7,€) es la solucion general de una
ecuacidon diferencial 2 = f(t,z) definida en I x 0, donde I es un intervalo de
R y O C R?" y ademds el mapeo (t,T,€) es siempre simpléctico, entonces la
ecuacidn diferencial Z = f(t,z) es Hamiltoniana.

Consideremos el sistema Hamiltoniano no auténomo

d
& IVW (e, z), (4.1)
de
y la condicion inicial z(0) = y, donde W es suave. La solucion general del
problema anterior es una funcion suave X(e,y) tal que X(0,y) = y, por el

teorema anterior la funcion X es simpléctica para € fijo, de hecho prueba la
siguiente

Proposicion 4.1.2. La funcidn X (e,y) es una cambio de coordenadas simpléc-
tico cercano a la identidad si y solo si es la solucion general de una ecuacion
diferencial Hamiltoniana del tipo (4.1).

El método de transformaciones de Lie es un procedimiento general para cambiar
variables en un sistema de ecuaciones que dependen de un parametro pequeno.
Sean X (e,y) y W(e, ) como antes, pensemos a = X (¢, y) como un cambio de
variables x — y que depende de un pardmetro. Sean H (¢, x) un Hamiltoniano y
G(e,y) = H(e, X(e,y)) es decir, G es el Hamiltoniano H en las nuevas coordena-
das. Llamaremos a G la transformada de Lie de H generada por W. Supongamos
que H, G y W poseen desarrollos en serie de potencias en el parametro €, es

decir
Hie,r) = HY(@) + 3 (j;) HY (=), (42)
n=1 '

e =m0+ - (5) i)

W(e, ) = f: (;",) Wii1(2).

n=0

El método introduce un indexado doble H}, 1,7 = 0,1,2... que concuerda con
las expansiones anteriores cuando i ¢ j son cero. El problema es como calcular
los términos intermedios H; cuando ¢ y j no son ambos cero. La respuesta a
esta cuestiéon la proporciona el siguiente

Teorema 4.1.3. Usando la notacion introducida en el pdrrafo anterior, las
Junciones Hj, i =1,2,..., j =0,1,2... satisfacen las identidades recursivas

H;+} Z< ) HJZ ilcaWk—&-l}- (4.3)
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Vamos a detenernos un momento para entender como trabaja el algoritmo. Dada
una funcion W(p, q), la aplicacion Ly (f) = {f, W} donde

N~ OfOW  Of OW
LﬁW}_Zafh Op; Op; 8%‘7

i=1

es el corchete de Poisson de f y W definidas en el espacio fase x = (¢,p) € R2",
se llama la derivada de Lie generada por W; la expresion (i) es el coeficiente

binomial (i) = Wlk)' Dado que la transformacion generada por W debe ser
cercana a la identidad, el primer término en H y G es el mismo, a saber, HJ.
Para mostrar la interdependencia de las funciones H} considere el diagrama

siguiente llamado el tridngulo de Lie

Hy

1

HY — H}

\ 1

HY — H} — H}?
A \ \

Observe que los coeficientes de la expansiéon de H estan en la columna izquierda
y los de la funcién G estan sobre la diagonal. La formula (4.3) establece que para
calcular los elementos de la diagonal, se necesitan las entradas de la columna
izquierda inmediata, un paso a la izquierda y un paso arriba de este. Es mejor
si damos un ejemplo de esto; para calcular la expansiéon en serie de G hasta
términos de orden €2, debemos calcular primero H} por medio de

que nos da el término de orden €, después tenemos que calcular

Hg = Hll + {H(%7W1}7

que nos da el término de orden €2. Por lo tanto obtenemos

62
Gley) = Ho(y) + eHy (y) + 5 Hi (y) + -

Sin embargo, el calculo de las ecuaciones (4.4) y (4.5) que son llamadas ecua-
ciones homologicas no es una tarea trivial, observe que en ambas ecuaciones
tenemos dos incognitas, en la ecuacion (4.4) tenemos las incognitas H} y Wh,
en la ecuacion (4.5) tenemos las incognitas Hi y Wy (conociendo previamente
a W1); por lo tanto debemos conocer alguna de las 2 incognitas para resolver
estas ecuaciones en cada paso. La forma de resolver estas ecuaciones depende
fuertemente de como es nuestro Hamiltoniano cuadratico H{ o equivalentemen-
te, de la forma de su matriz Hamiltoniana asociada, vamos analizar con més
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detalle este problema.

Comenzaremos por dar una serie de definiciones y resultados que se pueden
encontrar en textos de algebra lineal, asi que los asumiremos sin demostracion.
En lo que sigue consideraremos un espacio vectorial real de dimension 2n (V,w)
con coordenadas (z,y) € R?", es decir, (2,y) = (1,22, «os Tr, Y1, Y2, -, Yn) qUE
no se deben confundir con la notaciéon anterior y w es la forma simpléctica
estandar w(z,y) = 27 Jy sobre V.

Definicion 4.1.4. Sea V wun espacio vectorial real de dimension finita. Una
transformacion lineal S :'V — V se llama semisimple si cada subespacio de V'
que es invariante bajo S tiene un subespacio complementario invariante bajo S.

Lema 4.1.5. SiS:V — V es semisimple entonces V = im(S) @ ker(S).
Proposicion 4.1.6. Sea A :V — V una transformacion lineal, entonces

1. Existen unicas transformaciones lineales S y N que satisfacen: A=S+N
donde S es semisimple y N es nilpotente. Mds aun, S y N conmutan.

2. Fxisten polinomios p y q en una incognita sin términos constantes tales
que S =p(A) y N = q(A).

3. si A es una matriz Hamiltoniana entonces S y N también lo son.

La descomposicién que menciona la proposicién anterior depende de como sea
el espectro de la matriz considerada, para el caso Hamiltoniano tenemos que el
espectro de A cae en los siguientes 4 grupos

1. El eigenvalor cero.

2. Eigenvalores reales de la forma: +aq, fas,.....,2a;,.

3. Eigenvalores puramente imaginarios: fiwy, £iws,....,t iy, .

4. Complejos conjugados: a1 + iwy, tag + iws,....... ;o & wn,.

Una vez que se conoce el espectro de la matriz, buscamos una base simpléctica
en la cual la matriz A se pueda escribir de manera més simple, en diagonal por
bloques por ejemplo. Para cada uno de los 4 casos anteriores existen algoritmos
sobre como calcular las bases simpléticas en cada caso y de aqui la forma que
deben tener los bloques de la forma buscada de A. En trabajos como [47], [38]
y [12] el lector puede encontrar discusiones detalladas sobre como obtener este
tipo de formas llamadas formas normales para matrices. En este trabajo esta-
mos interesados en hacer una aplicaciéon para el caso cuando los eigenvalores
son imaginarios de multiplicidad 2. Mas adelante veremos la construcciéon de la
forma normal de la matriz (3.7).

A continuaciéon daremos una definicion de lo que entendemos por un Hamilto-
niano en forma normal, antes necesitamos unos preliminares

Lema 4.1.7. Sea A= S+ N la descomposicion de A :V — V entonces
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1. ker(A) = ker(S) (N ker(N).
2. im(A) = im(S) Blim(N) () ker(S)].

Corolario 4.1.8. Supongamos que Y es un complemento de ker(S)()im(N)
en ker(S) es decir, ker(S) =Y @[ker(S) N im(N)]. Entonces Y es un comple-
mento de im(A) en V', es decir, V =im(A)PY.

Denotemos por P,(V,R),n € N el espacio vectorial de polinomios homogé-
neos reales sobre V de grado n, y sea FP(V,R) el espacio vectorial de se-
ries de potencias formales reales sobre V. Para estar acorde con esta nota-
cion, supongamos que la expansion de nuestro Hamiltoniano H es de la forma
H = Hy + Hs + Hy + ..., esta es una serie de potencias sobre V de H con
H, € P,(V,R). Supongamos que Hj esta en forma normal, o equivalentemen-
te, la matriz Hamiltoniana asociada a este Hamiltoniano cuadratico estd en
forma normal y por lo tanto conocemos la descomposicion A = S + N. De-
notemos por L4, Lg, Ln a las derivadas de Lie de elementos de FP(V,R)
con respecto a las partes A, S y N respectivamente. Por la descomposicion
A =S+ N tenemos que L4 = Lgs + Ly, no es dificil ver de la definicion de
la derivada de Lie, que el operador £4 mapea a P,(V,R) en si mismo ya que
las componentes asociadas a S y N son polinomios homogéneos de grado 2.
Sean La4,, Ls,, Ln, las restricciones de L4, Ls, Ly a P,(V,R) respectiva-
mente, entonces L4, = Lg, + Ly, esla S — N descomposicién de L4, . Para
n > 2 sea Y, un complemento de ker(Lg,)()im(Ly,) en ker(Ls,) es decir,
Y, @lker(Ls, ) im(Ln,)] = ker(Ls, ). Si usamos el corolario de arriba tene-
mos que Y, @ im (L4, ) = Pn(V,R). Entonces tenemos la siguiente:

Definicion 4.1.9. Diremos que un Hamiltoniano H estd en forma normal a
orden k € N st H, €Y, para 3 < n < k. si A es semisimple entonces Y, =
ker(La,).

De esta definicion observamos que Y,, C P,(V,R) entonces cada término H,
de la forma normal de H debe estar en un subespacio mas pequeno del espacio
considerado originalmente, por lo tanto la forma normal construida es en este
sentido mas simple (o mas pequena) que el Hamiltoniano original. En el caso
semisimple conocemos perfectamente en cada paso los espacios Y,,, pero si este
no es el caso, es decir, cuando N # 0 no conocemos exactamente cuales son
estos espacios Y,, de los que nos habla la definicion de forma normal, entonces
esto pone un problema adicional a la resolucién de las ecuaciones homologicas;
la eleccion de los espacios Y,, depende de lo que se pretenda hacer con el calculo
de la forma normal, es decir, tenemos que hacer elecciones ad hoc para cada
problema en particular, de aqui se desprende de que en el caso no semisimple
la forma normal NO ES UNICA. No nos detendremos méas discutiendo este
problema, remitimos al lector a las referencias que hemos estado mencionando
a lo largo de esta seccion. En lo que sigue vamos hacer una aplicacion de esta
teoria de formas normales en el PR4C para el punto de equilibrio Lo y de esta
forma ilustraremos como calcular una forma normal paso a paso.
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4.2. Aplicaciéon de la teoria de formas normales
al punto L,

4.2.1. La forma normal lineal

En esta parte vamos hacer una aplicacion del algoritmo presentado en [12] para
el caso cuando la matriz A tenga eigenvalores imaginarios. Cuando estudiamos
la estabilidad de los puntos de equilibrio vimos que en el punto colineal que
llamamos Ly tenemos un espectro de la forma +iw;, +iws cuando 0 < g < pp,
de la forma +iw de multiplicidad 2 es decir, w; = ws cuando p = uyp, de la forma
+a+ w cuando p > up. El objetivo a seguir es estudiar el sistema en el valor py
que es donde se bifurca el espectro, esto tendra consecuencias importantes en
el sistema que veremos mas adelante. En el punto colineal Ly el Hamiltoniano
cuadratico es de la forma

1
HY = =(yi +y3) + (w2y1 — 2192) —

1
2 By (U$1$1x% + ngxﬂ%) R (4.6)

2

este Hamiltoniano se puede escribir como la forma cuadratica H = %xTSx, con

S =—-JAyz=(x1,22,y1,Y2), A es la matriz (3.7) definida anteriormente.
Buscamos un cambio simpléctico de coordenadas = Pz con z = (21, 22, 23, 24),
tal que el Hamiltoniano (4.6) se pueda escribir como

1
H = izTS*z = w(z124 — 2223) — %(z% + 22),

donde S* = —J,B 'y B = P ! AP es la forma normal de la matriz A

0 —w 0 0
w 0 0 0

B = c 0 0 -—w , (4.7
0 e w O

con € = +1, el valor de ¢ depende, como veremos mas adelante, de la base a
construir. El primer paso es calcular las matrices S y N; cuando el polinomio
caracteristico de una matriz es de la forma q(\) = p(\)" donde p(\) = (A2 +w?)
la matriz S se puede calcular por medio de la formula presentada en [12]

5-4 H’g(?;) (7).

en nuestro caso tenemos que el polinomio caracteristico es de la forma g(\) =
(A% + w?)? asf que se tiene n = 2 y por lo tanto la parte semisimple de nuestra
matriz A esta dada por

S—4 (1 + 23)21”(/”) , (4.8)
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y la parte nilpotente no es mas que la diferencia N = A — S. Por el teorema
de Hamilton-Cayley tenemos que p(A) # 0 que implica A # S y por lo tanto
N # 0 asi que estamos en un caso no semisimple. Un célculo directo nos dice
que las matrices S y N son de la forma

1
S_2w2'

0 3w +2b+a—1 3w +a—3 0
—(Bw?+2a+b—1) 0 0 3w? +b—3
a? — b+ a(3w? —2) 0 0 3w?+2a+b—1

0 —a+b(Bw?+b—-2) —(Bw?+2b+a-—1) 0

(4.9)
y
1
T 2w?

0 —(w?+2b+a—-1) —(w*+a-3) 0
w+2a+b—1 0 0 —(w?+b-3)
—(a? — b+ a(w? —2)) 0 0 —(w?+2a+b-1)
0 a—bw?+b—-2) w+2b+a-—1 0

(4.10)

donde @ = Uy, 5, ¥ b = Uy,4, son las respectivas derivadas en el valor p;. Con
estas matrices calculadas estamos listos para proceder con el segundo paso que
es encontrar una base simpléctica en la cual podamos expresar a la matriz A en
su forma normal B. Segun el algoritmo que estamos siguiendo, necesitamos un
vector inicial zg para construir la base deseada y determinar el valor de €, aqui
vamos a denotar el producto simpléctico que ya definimos anteriormente como
(x,y) = 2T Jyy. Como en el caso del PR3C una eleccion natural es el vector

m con e; el vector unitario de la base estandar de R*, no es dificil
€1,iNey

ver que (e, Nej) = N3; y por lo tanto

zZo =

<€1,N€1> N3
= N = =
€ <207 Z0> |N31| ‘N31‘ )

si sustituimos los valores numéricos tenemos que el valor de N3; es aproxi-
madamente —1,82 de donde se tiene ¢ = —1 como es el caso de la forma
normal respectiva del R3BP. asi pues la base deseada tiene la forma : z; =
20 + ﬁ(zo,SszSzo, Zo = %Szl, 23 = €Nz1, z4 = 55Nz. La matriz cambio
de base tiene la forma P = col(z1, 22, 23, 24), y Se ve como

pi1 O 0 pua
0 px p3 O
P= 4.11
0 p32 p3z O (4.11)
par 0 0 pyy

por supuesto los elementos de esta matriz dependen de los elementos de las
matrices Sy N (por lo tanto de a, b). En el Hamiltoniano original H (e, z) dado

43



en (4.2) debemos sustituir el cambio simpléctico de coordenadas x = Pz para
obtener una nueva serie

Hie,2) = HO(2)+ Y (‘;:) HO(2), (4.12)
n=1 :

HJ(z) es el Hamiltoniano lineal asociado con la forma normal B. Sin embargo,
observe que no hemos normalizado los términos de orden superior HY(z), esto,
como ya lo hicimos notar, es un asunto mas delicado y lo trataremos aparte.

4.2.2. Los términos de orden superior

En este apartado continuaremos el proceso de normalizacién, trataremos con los
términos de orden superior en nuestro Hamiltoniano del PR4C, si recordamos la
expansion requerida en (4.2) debemos notar que los términos HY(x) contienen
los términos de orden n+2 de la serie de Taylor del potencial U(x1, x2, 1), por lo
tanto estos términos deben tener la forma HY (x) = agx$+bzx3wo+czrivi+dzxs,
HY(z) = aqa] + baxizs + cyz?as + dyzi123 + eqxy, ...etc. Los coeficientes de
estos polinomios homogéneos corresponden a las respectivas derivadas de orden
n + 2 en la expansion de U(xy,xe,u) evaluada en el origen. Como el punto

de equilibrio esté sobre el eje x, tenemos que g%(xl,(),,u) = 0 y por lo tanto
%U(ml, 0, 1) = 0 para cada n. Un céalculo directo nos muestra que
1
»PU (2 —1/2) 15(ze — 1/2)3 n 922 +1/2) 15(2e +1/2)3
ox3 3 rs a 3 rs
9%2 151}%
1—2p)p 22 - 2222
(1= 2p)p ( 5T )

si evaluamos en xzo = 0 vemos que ro = rg, entonces U _ 0 que implica

Oz
89245930%[] = 0. Entonces se tiene HY(r) = a3z} + czr123 y HY(x) = asz] +
cax3w3 + e423. En lo que resta de esta seccién no mostraremos todos los calcu-
los dado que son muy extensos, asi que solo diremos como se llevan a cabo. El
siguiente paso para calcular la forma normal deseada a orden 2 es transformar
HY y HS bajo el cambio de coordenadas x = Pz; con ayuda de un manipulador
algebraico esto no representa problema, la tarea interesante es como calcular las
ecuaciones homologicas (4.4) y (4.5). Como ya mencionamos existen técnicas
para calcular estas ecuaciones, por ejemplo en [64], [61] y [19] el lector puede
encontrar discusiones detalladas sobre este problema. Debemos hacer notar que
muchos autores hacen uso de variables complejas para efectuar los célculos de
las formas normales, sin embargo, en ocasiones si construimos formas normales
con variables complejas, no necesariamente estamos determinando las formas
normales reales [12], asi que preferiremos hacer uso exclusivo de transforma-
ciones reales y simplécticas para efectuar los calculos. En [51] se encuentra un
método muy elegante para calcular las ecuaciones homoldgicas cuando se esté
en el caso no semisimple de un campo vectorial lineal y su aplicacién al PR3C
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en el punto de equilibrio L4. Vamos explicar como funciona.

Consideremos el cambio de coordenadas simpléctico a coordenadas polares (21, 22, 23, 24) —
(r,0, R, ©) definido por
z1 = rcosb, (4.13)

2o = rsiné,

z3 = Rcosf — Qsinﬁ,
r

z4 = Rsinf + 9cos@7
r

en estas coordenadas el término H{ se convierte en H) = w© + %7‘2, por un
escalamiento del tiempo podemos suponer sin pérdida de generalidad que w = 1;
por lo tanto
1

H) =06+ §r2, (4.14)
por supuesto que debemos transformar nuevamente los términos HY(z), H3(z)
bajo este cambio de coordenadas. Sea £ Hg(Wl) el operador lineal definido por
,QHg (Wl) = {WZ,Hg}, 1€ N, explicitamente QHg(Wi) = {Wi, @} + %{Wi, T2} =
ngi — raavg" = Lg+ Ly con L£g = % vy LN = —ra%. La ecuacion homolégica
en cada paso se ve como

Lo (Wi) + Hy = H;,

donde E agrupa todos los términos de los pasos anteriores H; Deprit [19]
mostré que, después de separar H; = E*(r, —, R,0) + H.(r,0, R,0), podemos
escoger HY = Hi* y resolver

Ly (W) = H; (4.15)

'Rl
con H; = E — E* en términos de operadores podemos escribir la ecuacion
(4.15) como

(id+ 5" En) (W) = £5"(H]),
en general el operador (id + 2;12 N) (W) no es invertible, pero en nuestro caso

particular podemos calcular W; porque todos los términos del lado derecho de
(4.15) son periodicos en 6 y £n es nilpotente. Por la linealidad de £ o tenemos

(id+ L5 en) " =id— (85" n) + (£5'Ln)" =,

esta serie es una suma finita porque en general £3(p) = 0 si p es un polinomio
homogéneo de grado m — 1. Por lo tanto W; se puede tomar como

W, = (id+ £5'en) " L5 (H)),
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observe que obtenemos una funcién totalmente periédica en 6. Por esta razon,
podemos repetir el proceso a cualquier orden en particular, después de dos pasos
obtenemos

Gle,y) = HYy) + eHi(y) + S H (1)

La funcion generadora se puede conocer totalmente en cada paso sin suposiciones
adicionales y es enteramente polinomial. Queremos aplicar este método para
calcular una forma normal del Hamiltoniano en el caso del problema restringido
de cuatro cuerpos. Sea H{ el Hamiltonianio cuadratico (4.14), como fué descrito
arriba, la ecuacién homoldgica a primer orden a resolver es

£H8<W1) + H(:JL = H?a

si H) = HY (r,—, R,0) + HY (1,0, R,0) y escogemos H} = HY" entonces la
ecuacién homolbgica se convierte en

Sg(W1) = HY (4.16)

4 ® .
con HY = HY — HY". En coordenadas polares el término HY se expresa como

o 3
HY = a3 (pnrcosﬁ + pia (Rsin9+ Tcos&)) +

2
c3 (pgz’l’ sin 6 + po3 (R cosf — 9 sin 0)) <p111" cos 0 + p14 (R sinf + 9 cos 6>> ,
r r

observe que los términos en  aparecen en todos los términos de HY por lo tanto
HY =0y HY = HY . Si definimos I = [ H{df se puede ver que £%(I) = 0,
entonces la funcion generadora en el primer paso es

Wy=1+r ( 8d9> (I) +r? ( 8d9)2 (1) +r3 ( 8d9>3 (I), (4.17)
OR OR OR ’
donde en este caso los exponentes significan la composiciéon repetida de los
operadores derivada e integral aplicados a la funcién I. Para el segundo término
tenemos que calcular H{ = HY +{HY, W1} +{H, Wy} y H? = H{ +{H}, W}
pero H} = 0 entonces H3 = H{ = Hy + {HY, W5} con Hy = HY + {HY, W1},
por lo tanto, la ecuacién homolbgica en el segundo paso es

’QHg (WQ) = Hév

con H? = Hv; y H/g = ﬁ/; + H,. La ecuacién homolégica en el segundo paso
se resuelve de manera similar a la anterior. Hay que resaltar que todos los
calculos hechos hasta ahora han sido hechos en general, es decir, sin recurrir a los
valores numéricos de la matriz P y de los polinomios HY y HY. Las expresiones
de Wy y HZ que fueron obtenidas con ayuda de un manipulador algebraico
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son demasiado extensas y no las mostraremos. Ahora bien, si sustituimos los

coeficientes numéricos requeridos de la matriz P: p1; = —03928, p14 = —0,7631,
P22 = —0,9680, P23 = —1,8807, P32 = 2,0057 P33 = 1,3490, P41 = 078134,
pga = 0,5474 y los coeficientes de los polinomios a3 = —0,962, ¢ = 1,370,

aqs = —1,007, ¢4 = 3,150, e, = —0,4686 obtenemos

R2 2
H§ = hyr* — hoR* + hsr®R* — hyr?© + hs R*© — hg©? — hy—,

+ (418)

e3 Ch

hsﬁ - h9ﬁ7
con hy = 2,19104, he = 1,41252, hy = 16,2535, hy = 8,35177, hs = 4,24874,
he = 0,00392, hy = 2,82504, hg = 4,24874, hg = 1,41252. Por lo tanto, el
Hamiltoniano (4.12) después de dos pasos en el proceso de normalizacion queda:

62
G=H)+ EHS.

Hemos enfatizado la no unicidad de la forma normal para el caso no semisimple,
sin embargo es de resaltar que si los términos de orden 2 de las formas normales
del PR3C H§ = (pi + p3)[A(p? + p3) + Blaip2 — qop1) + Claf + ¢3)] y HE =
clqipz — q2p1)? + d(qip2 — q2p1) (T + p3) + e(p} + p3)?) con A, B, C, ¢, d,
e constantes, que se encuentran en [61] y [47] los expresamos en coordenadas
polares, estos se encuentran contenidos en (4.18). Esta es una consecuencia
directa de nuestro algoritmo aplicado para el calculo de una forma normal de
PRAC donde solo usamos coordenadas reales y no hacemos ninguna suposiciéon
adicional sobre la funcién generadora.

4.2.3. Analisis de la forma normal en L,

Estamos interesados en hacer un analisis local de la forma normal truncada
calculada en la seccién anterior, en particular, estamos interesados en estudiar
sus respectivas variedades estable denotada por W# e inestable denotada por
W*. Primero vamos a construir una deformacion versal ([64], [4]) para la forma
normal ya obtenida. El lector que no esté familiarizado con este concepto puede
consultarlo en dichas referencias. Recordemos la definicién de una deformacion
versal

Definicion 4.2.1. Una deformacion A(X) de Ay € M(C,) de llama versal
si cualquier otra deformacion B(u) de Ag es equivalente a una deformacion
inducida por A, i.e.,

B(p) = C(n)A(g(1))C ™" ()

para algun cambio de pardmetros ¢ : % — A.

Este tipo de deformacion es ttil para estudiar el sistema truncado a través
de resonancia. Ya hemos mencionado en repetidas ocasiones que no tenemos
relaciones explicitas entre las derivadas parciales a y b y el pardmetro de masa
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1, asi que no podemos dar una relaciéon explicita entre los pardmetros de la
deformacion versal y el pardmetro de masa . Por lo tanto, solo podemos dar una
relacion general de los pardmetros de la deformacion versal con las cantidades
a y b. Consideremos la matriz B relacionada al campo vectorial lineal H, si
deseamos construir una deformacion versal de la matriz B debemos considerar
la familia de matrices B, := B+ D, donde la matriz D, yace en el complemento
ortogonal de la orbita de B [67], esto es equivalente a pedir que la matriz D,
satisfaga [D}, B] = 0 donde D} denota la adjunta de D,. La matriz D, =
vie1 + vges con

0 -1 0 O
o) = 1 0 0 O

0 0 0 -1 |’
0 0 1 0

y
0 010
ey = 0 0 01
0 00 0"

0 0 0 O

satisface [D}, B] = 0. Ahora consideremos la matriz Hamiltoniana A del campo
vectorial linealizado del PRAC

IS
SO O =

S O =
O = = O

-1

donde a = Uy, s, (0,14) ¥ Ugya, (0, 1t). Hemos encontrado una transformacion
lineal simpléctica P que transforma la matriz A,, en su forma normal B =
P~14,, P. Como mencionamos la matriz

0 —(1+w) Vo 0

. <1+V1) 0 0 170
By = -1 0 0 (1w [0 ®19

0 -1 1+u1 0

es una deformacion versal de la matriz B. Consideremos ahora la familia de
matrices B, = P™'A,P, B, es una deformacion de B (en u) asi que por la
definicion (4.2.1) existe un cambio de parametros ¢ : ¥ — A tal que B, =
C.D,C, ! por lo tanto B, y B, tienen los mismos polinomios caracteristicos,
es decir, los polinomios Pg, = A*+ (2—a—bX* + (a+b+ab+ 1)y Pp, =
A+ 2[(1 +v1)? + 1) A2 + [(1 + v1)? — 12)? son iguales. Con un poco de algebra
podemos notar que:

ve =1/2 —1/4(a+b) —1/2(a+ b+ ab+1)"/2,

vy =[1/2=1/4(a+b) + 1/2(a+b+ab+1)/?/2 -1,
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més atin (1 + v1)? = 1 —1/2(a + b) — vo: Los eigenvalores estdn dados por la
expresion

)\2 = —((1 + 1/1)2 — 1/2) + 2‘1 + VII\/E-

Note que el signo de v, determina el comportamiento de los eigenvalores, ya
sea si estos son puramente imaginarios o tiene parte real distinta de cero. En
coordenadas polares la deformacion versal relacionada con la matriz (4.19) es:

1 2 @2 V2 5
Hy, = 3 (R + r2) +5r + (14 11)0.

Los parédmetros v y v no son independientes y dado que © es una constante
de movimiento pues 6 es una variable que no aparece en la forma normal, te-
nemos que en realidad la deformacion versal depende solo de el parametro vs.
Ahora estamos listos para realizar el estudio del sistema truncado a través de
resonancia. El Hamiltoniano a considerar sera

1 9 ©2 Vo, 9

Dado que © es una constante, hemos obtenido un sistema en un grado de liber-
tad, queremos ver cuales términos son los mas importantes o que influyen mas
cerca del origen, asi que usaremos el escalamiento encontrado en [48] en forma
polar

T — er, (4.20)

0—0
R — €’R,
0 — %0,
v — €,
que es simpléctico con multiplicador e3. El Hamiltoniano se transforma en
H=0+¢ G <R2 + ?;) + %7’2 + h17‘4> + H(r,0,R,0), (4.21)

donde

3
H(r,0,R,0) = —€* (hyr°©) + €* (hgr*R* — hs©?) + ¢! <h5R2@ - h8®2> —
r

R0 o
e’ (h2R4 +ha—y— + h94> .
T r

Si ignoramos los términos de orden superior en €, obtenemos la forma del Ha-
miltoniano truncado que se presenta en [48]
H _ @ 1 2 @2 vV 5 4 4
= +€ 5 R +7'72 +§T +h1T s (22)
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con parametros § = 1y n = h; > 0. Vamos a resumir el andlisis que se presenta
en ese trabajo. Ya mencionamos que 6 es una variable ignorable asi que su
momento conjugado © es una integral primera, definamos © = ¢ donde ¢ es una
constante arbitraria. El problema ha sido reducido a estudiar el problema de
un grado de libertad; entonces un anélisis cualitativo del sistema truncado se
reduce a estudiar las curvas de nivel del Hamiltoniano (4.22). Como llevamos
el punto Lo al origen de coordenadas, las variedades estables e inestables yacen
en el nivel de energia H = 0 asi que solo nos centraremos en estudiar el flujo
sobre este nivel de energfa. En (4.22) si hacemos H = 0 y resolvemos para R?

obtenemos )

c
R? = —2¢— - = vr? — 2hyrt,
r

dado que solo estamos interesados en estudiar las variedades estables e inesta-
bles, solo necesitamos considerar la interseccion de la integral primera ¢ con el
nivel H = 0, es decir, debemos hacer ¢ = 0 por lo tanto obtenemos

R?* = —vr? — 2hyrt. (4.23)

En la figura (4.1) observamos las variedades estables e inestables en el plano
(r, R) teniendo en cuenta que hy es positivo. El lector debe notar que estas fi-

R R R

v<<0 v<0 v=0

Figura 4.1: Variedades estable e inestable del Hamiltoniano truncado cuando
hi > 0.

guras son solo proyecciones de el nivel H = 0 sobre el plano (r, R), y que 6 es
arbitrario; asi que para cada punto (r, R) con r # 0 le corresponde un circulo
en H = 0, pero estos circulos tienden a cero conforme r — 0. Las conclusiones
presentadas en [48] afirman que podemos considerar a las variedades estable e
inestable, W* y W* respectivamente, del sistema completo (o no truncado) co-
mo perturbaciones de las variedades invariantes del sistema truncado, de hecho
las variedades W* y W* del sistema completo convergen (en cierto sentido) a
las variedades del sistema truncado conforme ¢ — 0 y més aun, dicha conver-
gencia es en el contexto de mapeos de Poincaré; entonces podemos considerar
a las variedades W* y W*" como perturbaciones Hamiltonianas es decir, que
preservan areas. Por lo tanto los resultados presentados en [43] establecen que
las variedades estable e inestable (del sistema truncado) permanecen idénticas

a0



o estas se intersectan transversalmente bajo la perturbacion para e suficiente-
mente pequeno.

El Hamiltoniano (4.21) se puede escribir de manera breve como
H=H+H,

donde H, contiene los términos de orden €? y superiores, observe que H es una
funcion periodica en 6 dado que 0 € [0, 27] es una variable arbitraria y el Hamil-
toniano H, como ya se menciond, es de un grado de libertad (cuando omitimos
los términos superiores), entonces para e suficientemente pequefio podemos apli-
car el método de Melnikov para sistemas Hamiltonianos auténomos.

4.2.4. La funcion de Melnikov

En esta seccién mostraremos que las variedades invariantes de H se separan
bajo la perturbacién H.

Dado que © es una constante para el Hamiltoniano H, podemos escoger el
conjunto de nivel © = 0 como una seccion transversal para el flujo Hamiltoniano
definido por (4.21). Reescalamos el Hamiltoniano H para escribirlo de la forma

H=H +eH,, (4.24)
donde
. 1 9 62 0 4
H = 2<R +’I“2>+2T +h17",
H, = hsr’R%

La funcion de Melnikov a considerar es [30]

M(to) = /_Z{ﬂ,Hl} (f(t - t0)> dt, (4.25)

donde ) )
. OH OH, OH 0H;
HH})=——7———
LIS =575k ~ 3R or
es el corchete de Poisson y f‘(t — tp) es una orbita homoclinica conocida del
sistema definido porH, aqui ty es un parametro arbitrario que determina los
posibles puntos de cruce entre las variedades. No es dificil ver que en nuestro
caso A
{H,H,} = 2h3(4h17°R + vr® R — rR®). (4.26)

El analisis de la funcién de Melnikov lo proporciona el siguiente

Teorema 4.2.2. La funcion de Melnikov (4.25) posee dos ceros simples. En
particular las variedades estable e inestable del origen 7 = 0, R = 0, se inter-
sectan transversalmente en estos puntos.
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De lAas ecuaciones de movimiento del Hamiltoniano H tenemos la relacion 7 =
—0H/OR = —R, entonces (4.23) se escribe como

d 2
d—: = —vr? — 2hyrt. (4.27)
Demostracion. Definamos las constantes a = —v, b = 2h; y ¢ = \/%, la

relacion (4.27) se puede escribir como

dr
t=% | —.
/r\/a— br2

Esta integral se puede calcular facilmente si hacemos el cambio de variable
r = csin ¢ entonces

/ dr :l/d‘b:lln(tand’)
rva—br2 a ) sing /a 2 )’

y por lo tanto

Vat=+In (tan g) . (4.28)

La idea central es medir la separacion de las variedades estable e inestable de
H sobre una secciéon de cruce t = to. Ya mencionamos que tg actiia como un
parametro, entonces es claro que dada la ecuacion (4.28) si variamos ty o ¢
obtenemos el mismo efecto.

El objetivo es escribir la funcion de Melnikov en términos de la variable ¢, de
la ecuacion (4.28) obtenemos

Jadt = -3¢ (4.29)

sing’

El signo + en (4.28) proporciona la direccion en la que se toma el tiempo ¢ o
—t asi que es suficiente con tomar el signo +, no es dificil ver que el intervalo
de integracion (—oo, 00) (en la variable t) se convierte en [0, 7] en la variable ¢.
La orbita homoclinica (4.23) bajo el cambio de variable r = csin ¢ es

R% = br?(c* — r?) = bc* sin® ¢ cos? ¢,
y por lo tanto

R { Vbc?singcosp  p € [0,7/2], (4.30)

—Vbe?singcos¢p ¢ € [1/2, 7

Finalmente, si usamos los calculos previos podemos escribir la funciéon de Mel-
nikov en términos de la variable ¢y como

M(¢0) = /Oﬁ{ﬁ7H1} (f(Qb - ¢0)) \/Edsfngb = 2hg (4h10611 + vcdly, — (36]3) ,
(4.31)
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donde

/2 T
I /O sin® (¢ — do) cos(¢ — do))dg — / 06— ) cos(9 — 0)) o,

I

/2 T
/ sin® (6 — go) cos(d — bo))dg — / sin® (6 — go) cos(é — bo))dg,
0 w/2
y
w/2 T
I = / i’ (6 — o) cos*(6 — o))de — / Sin(6 — o) cos*(¢ — o))do.
0 /2

Observemos que las integrales I, Is y I3 se pueden calcular facilmente. Después
de algunos calculos obtenemos

M(¢p) = C1 (cos® g — sin® ¢g) + Oy (cos4 b0 — sin? ®0), (4.32)
con )
Cl = §h306(4h1 + 1)
and

Cy = ha(vc* — ).

La derivada esta dada por la expresion

M’ (¢o) = —6C(cos® ¢ sin do+sin® dg cos ¢g)—4Cs(cos® dg sin go+sin® ¢g cos ¢y),

(4.33)
observe que la funcion de Melnikov se anula en los puntos ¢g = 7/4 'y ¢pg = 37/4
que estan en el intervalo [0, 7]. Para estos valores obtenemos

M/(’]T/4) = —%Cl - 202

M (37/4) = gcl + 20,

Recordando que ¢ = /—v/2hy, es facil ver que

3 V3h3 1 1

—C1+20=—5 | ——-

g1 = (8h1 4)’
pero v < 0, entonces M'(w/4) # 0 and M'(37/4) # 0. Por lo tanto la funcion
de Melnikov tiene dos ceros simples en ¢pg = 7/4 y ¢ = 37/4. O

Las consecuencias dindmicas debidas a una intersecciéon transversal entre las

variedades invariantes son importantes, en [22] podemos encontrar el siguiente
resultado
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Teorema 4.2.3. Sea H un Hamiltoniano analitico y supongamos que 0 € R*
es un un punto de equilibrio del sistema con espectro £\ + iw donde A y w son
reales positivos. Si W™(0) y W*(0) se intersectan transversalmente sobre el nivel
Hy = {z € R*: H(2) = 0} a lo largo de una drbita homoclinica, entonces una
herradura de Smale estd contenida en la dindmica.

Sin embargo se sabe que la hipotesis de analiticidad de H no es necesaria,
con que el Hamiltoniano sea clase C° es suficiente, ademaés, la condicion de
transversalidad en el sentido usual o algebraico se puede debilitar a solo pedir
transversalidad topologica, ver [11]. La presencia de Herraduras de Smale en
la dindmica es un hecho muy interesante, existen tratados extensos sobre el
estudio de este fenomeno en [45], [1] ¥ [37] son buenas referencias. En el PR3C
existen oOrbitas doblemente asintdticas a los puntos de equilibrio Ly y L5 y
dichas 6rbitas son limites de familias de 6rbitas peridédicas con largos periodos;
este fendmeno fué nombrado la terminacion “Blue Sky Catrastrophe". Vamos a
enunciar formalmente lo que nos dice este fenomeno [35]

Teorema 4.2.4. Consideremos una Jrbita homoclinica no degenerada a un
punto de equilibrio con eigenvalores +a £ iw con a y w reales y estrictamente
positivos, de un sistema Hamiltoniano analitico real de dos grados de libertad.
Entonces cerca de esta drbita existe una familia analitica de orbitas periodicas
con las siguientes propiedades

1. La familia puede ser puesta en términos de un pardmetro € en el intervalo
0 < e < § con d suficientemente pequeno. es decir, la podemos escribir
como x(e,t) = x(e,t + T(e)).

2. Para e = 0 tenemos una drbita homoclinica.
3. El periodo T'(€) crece sin cota cuando € tiende a cero.

4. Los exponentes caracteristicos de la familia cambian del tipo estable al
inestable y viceversa en infinitas ocasiones conforme € tiende a cero.

El lector puede consultar la prueba original de este hecho mostrada en [35] y su
version mas general en [11]. Ya hemos visto que el espectro de nuestro punto de
equilibrio Ly tiene las mismas propiedades relativas al espectro que los puntos
L4y Ly del PR3C y dado que cumple con las condiciones de transversalidad que
exige la terminacion “Blue Sky Catastrophe", debemos tener familias de 6rbitas
periddicas que tienden a una 6rbita homoclinica a Ly. Esto va ser verificado
numéricamente en la siguiente seccién y cuando estudiemos las 6rbitas periddicas
del sistema.

4.3. Estudio numérico de las variedades estable e
inestable de L,

En esta seccion llevamos a cabo un breve estudio numérico de las variedades es-
table e inestable W* y W* del punto de equilibrio Ly con el objetivo de verificar
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que estas variedades poseen intersecciones transversales como fue predicho en
la seccién anterior. Cabe senalar que no intentamos hacer un estudio numeérico
exhaustivo de estas variedades asi que solo presentaremos algunas intersecciones
transversales para algunos valores del pardmetro u que fuimos capaces de cal-
cular numéricamente. Recordamos que en el capitulo 3 vimos que para el punto
de equilibrio Ly existe un valor del parametro de masas pu, tal que para cada
w € (p, 1/2] los eigenvalores del sistema son A; 234 = o=+ iw donde o y w son
cantidades reales y estrictamente positivas. La teoria general de ecuaciones di-
ferenciales establece que para este caso la solucién de la parte lineal del sistema
en el punto de equilibrio esta dada por la expresion:

4

z(t) = Aie, (4.34)

i=1

1
y(t) = Z BieMt,
i=1

donde los coeficientes no son independientes. En [63] se puede encontrar que tales
coeficientes satisfacen la relacion: (A7 — Q. )A; = (2X\; +Qyy) B; sin embargo, en
nuestro caso el punto de equilibrio esté sobre el eje x, esto implica que Q24 = 0

entonces )
A2 —Q
B = i __"r)
! < 2\ )

Hemos resaltado que no conocemos relaciones analiticas entre los eigenvalores y
el parametro de masas, por lo tanto, tampoco tenemos relaciones de este tipo
para las constantes A; y B;. Para llevar a cabo una globalizacion numérica de
las variedades invariantes locales W}y W;} = usando la aproximacién lineal de
los espacios estable e inestable, tomamos un conjunto de condiciones iniciales
que es equivalente a las condiciones iniciales clasicas usadas en el PR3C [27].
Nuestro vector de condiciones iniciales esté definido por :

vg = Lo + €(cos 0 + sin 0w), (4.35)

donde Ly = (21,,0,0,0), e >0, 0 € [0,27] y U y W estan en el espacio inestable
(estable) E* (E?) respectivamente. Cabe mencionar que este enfoque no es tini-
co, existen técnicas diversas para calcular variedades invariantes, se remite al
lector a [37] para encontrar ejemplos y referencias de algunas de estas técnicas;
en nuestro caso abordaremos la técnica conocida como método de la grdfica [24].
Para realizar esto introducimos coordenadas locales (z,y,&,9y) = (A°s + A%u)
donde las columnas de A" y A® estédn conformadas por los vectores que confor-
man las eigenbases de £ E* respectivamente, en particular W7  es tangente al
espacio lineal E° de Lo asi que puede se escrita localmente como la gréafica de
una funcién ¢ : R — R”~? que estd dada por una expansion en serie de orden
m € N por medio de W, = (s, g(s)) con s variando en una vecindad del origen,
aqui d denota la dimension E°. Senialamos que el orden que usamos en nuestros
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calculos para aproximar las variedades es m = 4.

En resumen, si queremos obtener una globalizacién de las variedades Wy W} .
tomamos un pequeno conjunto de condiciones iniciales, ya sea sobre los espacios
E?® y E" o sobre las variedades aproximadas W}y W/ . Hemos utilizado un
integrador multipaso Adams—Bashfort—Moulton en precision doble. Como ya
hemos mencionado, las ecuaciones de movimiento poseen la propiedad de que
si x = x(t), y = y(t) es una solucion, entonces x = x(—t), y = —y(—t) también
es una solucién, entonces las variedades estable e inestable de Lo son simétricas
respecto del eje x y por lo tanto sera suficiente calcular la variedad W*.

En el PR3C, los puntos de equilibrio L4 y Ls donde la terminaciéon BSC ocurre,
estan fuera del eje x, pero en nuestro caso el punto Ly esta sobre este eje, asi que
debemos ser cuidadosos cuando realizamos la globalizaciéon numérica. A manera
del PR3C usamos el plano (x,4) para representar los cortes transversales de
las variedades invariantes, esto es posible dado que usamos la seccién de corte
y = 0, y porque la velocidad g se puede poner en funciéon de z y & de la relacion
(??). Vamos a considerar ambas componentes de la seccion y = 0: § > 0y g < 0,
de manera més precisa, estas componentes estan formalmente definidas por

{(x,x') ER" |z # 21, QQ(x,O,p)—C—ﬁ>0yg)::t\/(x,0,u)—0—:t2}.

Cuando llevamos a cabo la globalizacion numérica de W% . observamos que cuan-
do las 6rbitas abandonan la vecindad del punto Ls, estas cruzan varias veces
la seccion y = 0, estos cruces los denominaremos cortes. Estos cortes con el eje
x son consecuencia de que el punto Lo también esta sobre esta seccion. En la
figura (4.2) mostramos varias intersecciones transversales entre las variedades
invariantes para varios valores del parametro de masa p, sin embargo, es conve-
niente mostrar como es el comportamiento global de la variedad W*, tomamos
el valor y = 0,2 para mostrar dicho comportamiento. En las figuras (4.4), (4.5),
(4.7) y (4.6) mostramos el cuarto corte de W* en el plano (z, %) tanto para la
aproximacion lineal como para la aproximaciéon a cuarto orden. Hemos decidido
mostrar ambas aproximaciones con el fin de validar nuestros célculos, note que el
comportamiento de W* es cualitativamente el mismo en ambas aproximaciones.
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Figura 4.2: Primer renglon: Puntos de intersecciéon transversal para p = 0,019
en el quinto corte. Segundo rengléon: Puntos de interseccion transversal para
# = 0,1 en el cuarto corte. Tercer renglén: Puntos de interseccién transversal
para ;= 0,2 en el cuarto corte.
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Figura 4.3: Primer corte de W* para p = 0,2
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Figura 4.4: Cuarto corte de W* con y < 0 y magnificaciones sobre el eje = para
p = 0,2 (aproximacion lineal)
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Figura 4.5: Cuarto corte de W* con ¢ < 0 para p = 0,2 (aproximacion a cuarto

orden)
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Figura 4.6: Cuarto corte de W* con y > 0 para p = 0,2 (aproximacion lineal)
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Figura 4.7: Cuarto corte de W* con ¢ > 0 para u = 0,2 (aproximacioén a cuarto
orden)
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Capitulo 5

Regularizacion en el PR4C

Bajo la ley de la gravitacion universal, la fuerza que ejercen uno o mas cuer-
pos entre si es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, lo que
significa que entre mas cerca se encuentren los cuerpos unos de otros, la fuerza
gravitacional serd mayor, en lenguaje matematico esto significa que conforme la
distancia entre los cuerpos tiende a cero la fuerza gravitacional tiende a infinito,
esto crea singularidades en las ecuaciones de movimiento debidas a colisién. La
técnica conocida como regularizacion es una forma de “remover” estas singu-
laridades debidas a las colisiones para asi poder estudiar el sistema cerca de
tales colisiones. En problemas de 6rbitas de cuerpos en el espacio es importante
estudiar 6rbitas que conecten dos o mas cuerpos celestes, en el sentido fisico las
singularidades no se alcanzan por medio de colisiones en sentido de la mecénica
celeste dado que esta tltima supone los cuerpos celestes como masas puntuales.
Como ya dijimos estudiar la dinamica del sistema cerca de estas singularidades
es de suma importancia desde un punto de vista computacional y conceptual.
Para el lector que no esté familiarizado con esta técnica lo remitimos al libro [63]
cap. 3 para consultar una aplicaciéon al PR3C. En este capitulo extenderemos
e introduciremos nuevas transformaciones para regularizar nuestro problema,
usaremos en ocasiones la regularizacion de Levi-Civita [40] para los casos que
tengamos colision con alguna de las tres primarias, extenderemos la transfor-
macion de Birkhoff [8] a nuestro problema cuando tengamos colision simultanea
con dos primarias, sin embargo, también introducimos una nueva transforma-
cién que nos permitira regularizar las 6rbitas que pasen por colision con las tres
primarias.

Vamos a explicar de manera breve el proceso de regulariacién teniendo en cuen-
ta que nuestro problema es un sistema Hamiltoniano de dos grados de libertad.
Empecemos por recordar el Hamiltoniano de nuestro problema en las coordena-
das complejas

_ Lo ¥s) 2 i
H = 2| P[* + Im (<P) f;m (5.1)
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Para dar comienzo al proceso de regularizacion, debemos efectuar una trasla-
cién z = u + T'() desde el centro de masa en el cual inicialmente escribimos
las ecuaciones; aqui T'(u) es una funcion lineal del parametro p. La traslacion
se efectuia de tal forma que el Hamiltoniano pueda escribirse en coordenadas
mas adecuadas dependiendo del tipo de regularizacién que se quiera hacer; més
adelante veremos como escoger a T'(11). En las nuevas coordenadas u = 1 + iy
las posiciones de las tres primarias las denotaremos por: uq, us, ug que depen-
den obviamente de la eleccion de T'(i). En estas coordenadas el Hamiltoniano
se escribe como

H = JJUP + Im{(u + T@)T) ~ V (a1, 1), (5.2)

donde U = P es el momento complejo conjugado de u. Denotaremos por f*(w)
a la derivada con respecto a la variable compleja w donde f(w) representa una
funcion analitica de variable compleja. El punto principal del proceso de regula-
rizacion es escoger a la transformacion f de tal forma que elimine las singularida-
des que deseamos remover, mas adelante haremos explicita a la transformacion
f(w). El siguiente lema muestra cémo efectuar una transformacion puntual dada
por una funcién analitica u = f(w) para que sea canoénica [63]

Lema 5.0.1. Sea u = f(w) una funcion de la variable compleja w, entonces la
transformacion del momento conjugado U = W/ f*(w) nos da una transforma-
cion candnica siempre y cuando f*(w) # 0.

Demostracion: El mapeo (u,U) — (w, W) es canonico si
Re(Udu) = Re(Wdw),

pero B
Udu = U f*(u)du = f*ﬂ(u)f*(u)du = Wdw

de donde se sigue el resultado.
O

Ademas de efectuar una transformaciéon canonica, el proceso de regularizacion
debe incluir una reparametrizacion del tiempo sobre un nivel fijo de energia H =
—C/2. Sea f(w) como antes, esta transformacion debe satisfacer las hipotesis
del lema anterior. Efectuemos el siguiente escalamiento del tiempo

dr 1
dt— [f )P .

Ahora necesitamos transformar el Hamiltoniano (5.2) a las nuevas variables

W
[f*(w)]?

m-l ) V() F@) ). (54)

w
1 () + T oy
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Debemos aplicar el llamado ¢ruco de Poincaré para reparametrizar las soluciones
de acuerdo a (5.3) H = [f*(w)[*(H + C/2). Observe que el nivel de energia
H = —(C/2 se transforma en el nivel de energia H = 0, explicitamente tenemos

7= LW+ () + T F Q) — 1 ) PV (w0, 0) (55)

+F(w)[*(C/2),
donde

3
Viwo) =SSP

vy w; denota las posiciones de las tres primarias en las coordenadas w. Observe
que las singularidades de el Hamiltoniano (5.4) estan contenidas en el término
|f*(w)[?V (w,w, 1) y son debidas a las diferencias |f(w) — w;|. Aqui es impor-
tante tomar en cuenta el tipo de regularizacién que se pretenda hacer, es decir,
cual de las colisiones entre m, y las tres primarias se quiere remover. Sin embar-
go, es importante tener en consideracion las propiedades del problema. Cuando
establecimos las ecuaciones de movimiento vimos que el PR4C posee dos sime-
trias importantes, para cada valor del parametro u tenemos la propiedad de que
si z(t) es una solucion entonces z(—t) es también solucion, es decir, tenemos
simetria respecto del eje . Para el caso de masas iguales y = 1/3 tenemos la
simetria que si z(t) es solucién entonces 5" z(t) también es solucion, es decir,
tenemos simetria con respecto a las lineas lj, kb, I3 que unen el baricentro del
tridngulo con cada una de las primarias. Como ya se ha mencionado, el objetivo
es estudiar las orbitas periodicas simétricas de este problema, entonces las pro-
piedades anteriores nos llevan a los siguientes tipos de colisiones y por lo tanto
a las regularizaciones que son necesarias para estudiar las orbitas periddicas del
sistema

1. Para o6rbitas perioédicas que colisionan con la masa mq, es suficiente remo-
ver solo esta colision.

2. Para oOrbitas periddicas que tienen dos cruces perpendiculares con el eje x
y que colisionan con la masa ms, la simetria respecto del eje = obliga ne-
cesariamente a la 6rbita a colisionar con la masa mgs, entonces es necesario
remover ambas colisiones simultdneamente.

3. Para orbitas periddicas que tienen dos cruces perpendiculares con dos de
las lineas Iy, lp, I3 y que colisionan con alguna de las primarias, en el caso
de masas iguales, la simetria respecto a estas lineas nos dice que este tipo
de orbitas colisionan con las tres primarias necesariamente, por lo tanto
debemos regularizar las tres colisiones simultdneamente.

Antes de establecer transformaciones que nos permitan regularizar los tres casos
anteriores, analicemos con més detalle el término | f*(w)|?V (w,w, u). Para cada
caso, se desea que la transformacion f(w) deje fija a la primaria o primarias que
se vayan a regularizar, es decir, pediremos que u; = f(u;) para algin ¢ € 1,2, 3,
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esto nos permitira mantener las propiedades fisicas del problema. La exigencia
principal para la transformacion f(w) es que los cocientes % sean, en
medida de lo posible, libres de denominadores dependiendo de que tipo de co-
lisién se quiera remover. Para cada tipo de singularidad en el PR4C, tenemos
una transformacion f(w) que remueve a la respectiva colision. Listaremos dichas

transformaciones en el orden que se presentaron los diferentes tipos de colision

u = w?con T'(p) = V3u, (5.6)
u_;(w—jﬂ)conT(u)—\/&u—?, (5.7)
2

u= (5.8)

1 1
3 (w 6\/§w2)conT(,u)—\/§,u 7
La primera transformacion es conocida como la transformacion de Levi-Civita
y se aplic6 por primera vez para regularizar el problema de Kepler y después
se utilizo para regularizar el PR3C en el caso de colision con alguna de las
primarias, como ya mencionamos solo nos enfocaremos a hacer la aplicacion de
esta regularizacion a nuestro problema. Cuando aplicamos la traslacion T'(u) =
/3 al sistema original, obtenemos como resultado que las nuevas posiciones de
las tres primarias son u; = 0, us = —? — % yVus = —@ + %, asi que la primaria
my se ha llevado al origen de coordenadas. Si sustituimos u = f(w) = w? que

implica f*(w) = 2w entonces el término |f*(w)|?*V (w, @, ) se convierte en

1 1
4(1 -2 4 2 5.9
(1 200) + 4yt (|w2_u2|+w2_u2|), (5.9)

* 2
% =4(1 —2u) y por lo
tanto se ha removido esta singularidad. Sin embargo observe que hemos también
introducido nuevas singularidades en el término (5.9), que a saber son +,/us y
+,/u3. El lector puede decir que hemos complicado el problema dado que si en
el Hamiltoniano original tenfamos 3 singularidades, en el nuevo Hamiltoniano
tenemos 4, pero note que estas nuevas singularidades se corresponden con las
colisiones debidas a mo y m3 pues f (i\/m) = ug 3 respectivamente, es decir,
si w(7) es una solucién tal que pasa por una de las 4 singularidades en el plano
w, entonces la correspondiente orbita en el plano fisico u(t) = f(w(7)) pasa
por colisién con alguna de las primarias ms 0 mg, pero no por m; ya que esta
primaria permanece fija en el origen de coordenadas de ambos planos y w = 0 no
es una singularidad en el plano w; de este modo podemos estudiar las 6rbitas en
una vecindad del origen en el plano w y obtener bajo el mapeo f(w) informacion
de las correspondientes Orbitas que pasan por el origen en el plano fisico que
corresponden a colisiones con m;. Esta es la filosofia de la regularizacion y sera
mas evidente cuando la apliquemos para estudiar 6rbitas periédicas de colision
en el PR4C. Las restantes dos transformaciones fueron creadas especificamente
para remover de manera sencilla las regularizaciones simultdneas del PR4C,
exploraremos sus propiedades a detalle en las siguientes secciones.

observe que el cociente que corresponde a mi es
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5.1. Regularizacion de colisiones con ms y mg

En el caso de la segunda transformaciéon cuando aplicamos la traslacion T'(p) =
V3u — V/3/2, las posiciones de las tres primarias en las coordenadas u son
U = @, us = —%, uz = %, observe que las primarias m, y m3 son llevadas sobre
el eje imaginario bajo esta traslacion. No es dificil verificar que la transformaciéon
(5.7) posee las siguientes propiedades

U; = f(ul), 1= 2,3. (510)
. 1 (w—u2)(w — ug)
fflw)y = B 2 . (5.11)
En particular
1 (Jw — ua|?) (lw — us|?)

Hw)) == 12
)= o , (512

para i = 1,2. Ademas
[ (ui) =0, i=2,3. (5.13)

Observe que las posiciones de las primarias mg y mg3 permanecen fijas bajo la
transformacién. Mas aun, las siguientes propiedades son la clave para remover
las singularidades debidas a ms y ms.

f@U)Ui;<

o) - = 5 (L=

w

(WWV>7

2 w

donde a1 =1+ \/3/2, as = —1+ \/5/2 Ahora debemos verificar que el término
| £*(w)]2V (w,w, p) estéa libre de las singularidades debidas a las colisiones con
ms y mg, un calculo directo nos muestra que

|f* (’LU)|2V(U), w, :u’) =

1 Crﬂmm—mﬂw—wv
2w [w—ax]lw — ag]
Las singularidades debidas msy y m3 han sido removidas dado que en los respec-
tivos cocientes se han eliminado los denominadores. Sin embargo, en el proceso
hemos introducido nuevas singularidades w = a1, w = a2 y w = 0; exploremos
la geometria de la transformacion para entender que significan estas nuevas sin-
gularidades.

El origen del nuevo sistema w = 0 es mapeado bajo (5.7) al infinito en el plano
fisico u, entonces esta singularidad corresponde a escapes y no es de interés para
nosotros. Veamos que sucede con las singularidades w = a1 y w = aq. En pri-
mer lugar queremos describir el niimero de preimagenes de un punto u bajo la
transformacién f(w); para esto necesitamos resolver para la variable w la ecua-
cion dada por la igualdad w = f(w), o equivalentemente, necesitamos encontrar

+ p(jw — ug* + Jw — U3|2)) )
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las raices del polinomio cuadratico p(w) = w? — 2uw — 1/4. Note que dado un
valor de u, tenemos dos raices o preimagenes contando las multiplicidades de
las raices. Para analizar estas multiplicidades recordemos el siguiente lema

Lema 5.1.1. Sea wy una raiz de un polinomio p(w), si p’'(wy) = p(wg) = 0 pero
p"(wo) # 0 entonces wy es una raiz de multiplicidad 2. si p”(wg) = p'(wy) =
p(wo) = 0 pero p’’'(wo) # 0 entonces wy es una raiz de multiplicidad 3 ete.

Es facil ver que p'(w) = 2w — 2u y p”(w) = 2 entonces p'(w) = 0 & w = w.
Si evaluamos esta rafz en el polinomio p(w) vemos que p(u) = —u? — 1/4 y
p(u) =0 < w=wu; i =2,3. por lo tanto p(u;) = p'(u;) = 0 pero p”(u;) # 0. En
resumen hemos probado la siguiente

Proposiciéon 5.1.2. Sea u € C un numero complejo, st v = u;, i = 2,3.
entonces el nimero de preimdgenes es igual a uno, si u # u;, i = 2,3. entonces
el numero de preimdgenes es igual a dos.

O

Esto muestra que el nimero de preiméagenes de las posiciones de las primarias
ms ¥y mg es exactamente uno. De hecho para u = u;, ¢ = 2, 3, tenemos

p(w) = (w - ui)27

asi que las imagenes de w;, ¢ = 2,3 son ellas mismas. Las preimégenes de la
primaria u; son a; y as, entonces las nuevas singularidades se corresponden con
la singularidad u; en el plano u sin embargo, recuerde que con esta transforma-
cion no estamos interesados en remover esta singularidad. De este modo hemos
hecho una regularizacion global de las singularidades debidas a colisiones con
las primarias mo and mg3. En resumen, el espacio fase donde las ecuaciones de
movimiento son regulares es

A ={(w,W)€eCxClw¢{0,a1,a2},i=1,2,3}.

Podemos hacer mas clara la discusion anterior si comparamos las regiones de
Hill en ambos planos. Ya sabemos como son estas regiones en el plano fisico,
pero la pregunta es como obtener estas regiones en el plano regularizado w. Ya
sabemos que los conjuntos donde la desigualdad Q(z,z,u) > C/2 se cumple,
son llamados las regiones de Hill, en las variables regularizadas la desigualdad
anterior la podemos escribir como: [63]

[ (w)*(Qw, @, ) = C/2) >0,

esta desigualdad define las regiones de Hill en variables regularizadas siempre y
cuando w # 0, w # a1 y w # as. En forma explicita estas regiones son definidas
por la expresiéon

V3

S @)PLA@) + VB = P )PV (w0, - [ () PS 2 0. (519
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La siguiente figura muestra las regiones de Hill en el plano fisico u y en el plano
regularizado w para varios valores de la constante de Jacobi C y para el caso
de masas iguales, es decir, p = 1/3. En el valor de referencia C; = 3,35804
existen tres puntos criticos de el potencial ) en el plano u y observamos que
las regiones en ambos planos son muy similares pero en el origen del plano w
aparecen nuevas regiones alrededor de las singularidades a; y 0, vea la figura
(5.1). Si incrementamos el valor de C1, las regiones de Hill se vuelven disconexas
en ambos planos y las nuevas regiones alrededor de las singularidades en el plano
w incrementan su tamano, en este punto son claras las correspondencias entre
los planos u y w dadas por la transformacion (5.7). Si disminuimos el valor de
C1 encontramos que la region de Hill completa es una sola region conexa, vea la
figura (5.1). Las posiciones de las tres primarias estan marcadas por pequenos
circulos y las singularidades w = 0, w = a; and w = a9 estan marcadas por
puntos negros.

5.2. Regularizaciéon simultanea de colisiones con
las tres primarias

En esta parte trataremos con la regularizacion simultédnea de las tres primarias,
el lector puede preguntarse en este momento que los dos procesos de regulari-
zacidén anteriores son casos particulares de este dado que si podemos remover
simultaneamente las tres singularidades debidas a colisiones con las tres prima-
rias entonces automaticamente se han cubierto los dos procesos de regularizaciéon
anteriores; en cierto sentido esta observacion es correcta pero hay dos motivos
por lo que es conveniente separar los tres tipos de regularizaciéon, uno es por
motivos computacionales y el otro es por motivos tedricos. Exploremos con mas
cuidado la transformacion (5.8) para hacer mas evidentes las dificultades que
presenta. Como en los casos anteriores para comenzar el proceso de regulari-
zacion debemos definir a T'(u), en este caso las coordenadas apropiadas seran
situar el origen del sistema en el baricentro del tridngulo de masas, es decir, de-
bemos definir la traslacion como T'(i1) = v/3p — 1/+/3. Las posiciones de las tres
primarias en estas coordenadas son u; = %, Uy = *ﬁ — 3, Uz = *ﬁ +3

yud= ﬁ para i = 1,2, 3. El Hamiltoniano (5.5) se convierte entonces en

H= %IW\QHm((f(wH\/gu*l/\/g)f*(w)W)*\f*(w)IQV(w,w,u)+|f*(w)l2(0/2)-

(5.15)
No es dificil ver que la transformacion (5.8) tiene las siguientes propiedades
2 (w—up)(w — ug)(w — uz)
* = = . 5.17
Fw) = — (517)
En particular
4 — _ —

9 jw] ©
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Figura 5.1: Las regiones de Hill (areas sombreadas) en el plano u (columna
izquierda), y en el plano w (columna central), acercamientos en el origen del
plano w (columna derecha). De arriba hacia abajo: C = Cy, C = Cy + 0,2,

C=0C—02
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y

ffu)) =0, i=1,2,3. (5.19)
Observe nuevamente que las posiciones de las tres primarias permanecen fijas
bajo esta transformacion como es requerido originalmente. De hecho, la siguiente
propiedad nos ayudara a remover las singularidades wu;, i = 1,2, 3.

2 ((w —ui)*(w+ (1/2)%)) .

3 w2

flw) —u; =

Para verificar que con esta transformacion hemos removido las tres singulari-
dades simultaneamente tenemos que examinar el término | f*(w)|?V (w, @, u), si
usamos(5.18) y un poco de algebra obtenemos que

|f* (’LU)|2V(U), w, :u) =

2 <(1 —2p)|w —uaPlw —ug*  plw — ug [P |lw — g e ui | |w — up|?
3lw|* lw+ (1/2)u | |w + (1/2)us] |w+ (1/2)us]
observe que en efecto las singularidades debidas a la tres primarias u;, i = 1,2, 3
han sido removidas de este término, sin embargo, hemos introducido como en los
casos anteriores nuevas singularidades, que a saber son w; = —%ui, 1=1,2,3y
w = 0 y por lo tanto debemos analizarlas. El origen del nuevo sistema w = 0 es
enviado bajo la transformacién (5.8) al infinito del espacio fisico u, y por lo tanto
no es de nuestro interés. Examinemos las singularidades restantes w; = —%ui.
Haremos el mismo anélisis que efectuamos para la transformacion (5.7), es decir,
primero vamos a describir el naumero de preimagenes de un punto u bajo la
transformacion f(w), esto es equivalente a resolver la ecuacién polinomial de
grado 3, p(w) = 2w® — 3uw? + ﬁ Observe que dado u, debemos tener 3
raices de esta ecuaciéon que nos dan las preimagenes de un punto si contamos las
multiplicidades. No es dificil ver que p'(w) = 6w? — 6uw, p”’(w) = 12w — 6u y
""" (w) = 12 entonces p'(w) =0 w=00w = u, p’(w) =0 < w = u/2. Ahora
bien, si evaluamos estas raices en el polinomio p(w) veremos que p(0) = ﬁ,

p(u) = 3—\1/5 —uyp(u/2) = ﬁ — “73, si recordamos que u = ﬁ, tenemos que

u = u; que implica p(u;) = p'(u;) = 0 pero p”(u;) # 0. En conclusién, hemos
probado la siguiente

Proposicion 5.2.1. Sea u € C un ndmero complejo, si v = wu;, i = 1,2,3.
entonces el numero de preimdgenes es dos, si u # u;, © = 1,2,3. entonces el
numero de preimdgenes es tres.

Esta proposicién nos dice que el namero de preimégenes de las tres primarias
es exactamente dos, de hecho para u = u; tenemos

p(w) = 2w - u)*(w+ ),

y asi las preimagenes de cada u; son {u;, —%ul} El espacio fase donde nuestro
Hamiltoniano es regular est& definido por

— 1
A={(w,W)eCxClw¢ {0, —§ui},i =1,2,3}.
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Aqui es donde aparece el inconveniente tedrico que mencionamos al principio,
las nuevas singularidades en el plano w, {—4u;} se corresponden bajo f(w) con
las singularidades de espacio fisico, entonces a diferencia de los casos anteriores,
existen orbitas de colisién con las primarias que se corresponden con orbitas
que pasan por las nuevas singularidades en el plano w y de esta forma dichas
orbitas no se pueden regularizar bajo esta transformaciéon y por lo tanto no se
puede obtener informaciéon acerca de ellas, lo que hemos hecho es hacer una
regularizacion local y no global como fueron los dos casos anteriores; aparte de
este inconveniente observe que la transformaciéon en més complicada que las
dos anteriores y entonces desde un punto de vista computacional las ecuaciones
derivadas de nuestro Hamiltonano regularizado son méas complicadas y exigen
mayor trabajo de computo. Sin embargo, en implementaciones practicas se ha
observado que esta transformacion es 1til en el caso de calcular 6rbitas de triple
colision cuando tenemos el caso de tres masas iguales u = 1/3. Esto serd mas
evidente cuando exploremos las 6rbitas periddicas de nuestro problema més
adelante. La desigualdad que nos permite encontrar las regiones de Hill

|f*(w) 2 (Qw, @, p) = C/2) >0,
cuando w # 0, w # —%wi, explicitamente estd dada por la expresion

S
V3

la figura siguiente muestra las regiones de Hill en el plano v y en el plano w
para algunos valores de la constante de Jacobi C'y para el caso de masas iguales,
es decir, u = 1/3, las posiciones de las tres primarias estan representadas por
circulos y las posiciones de las tres nuevas singularidades en el plano w estan
marcadas por puntos negros.

S ) PL(w) VB = P | )PV () — [ @) > 0, (5.20)
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Figura 5.2: Regiones de Hill en el plano fisico (columna izquierda) y en el plano
regularizado w (columna derecha) para valores criticos de la constante de Jacobi.
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Capitulo 6

Orbitas Periodicas en el
PR4C

En el primer volumen de Méthodes Nouvelles Poincaré considera el tema de
orbitas peridédicas como la tnica brecha abierta a través de la cual el célebre
inaccesible problema de tres cuerpos se puede estudiar. Mas atn, la versién de
Schwarzchild de la conjetura de Poincaré para el PR3C resulta interesante si es
puesta en el lenguaje del espacio fase, esta nos dice: “En una vecindad cerrada
arbitraria de cualquier punto en el espacio fase existe un punto que representa
una oOrbita periodica". En otras palabras, pequenas modificaciones de cualquier
conjunto de condiciones iniciales resultardn en una o6rbita peridédica en gene-
ral con periodo muy largo. En fin, ya sea en la forma original o en su versiéon
modificada la conjetura de Poincaré sugiere el uso de o6rbitas periédicas como
orbitas de referencia. Para sistemas dinamicos no integrables parece imposible
obtener informacion completa respecto de cualquier 6rbita a menos que ésta sea
asintotica, periddica, o cuasi-periddica pues el comportamiento a largo plazo en
general se considera conocido si el movimiento es periodico, cuasi-periddico o
asintético. Més adn la significancia de fenénemos periddicos en general en me-
canica celeste y en las ciencias fisicas se pueden adjuntar a los argumentos ya
mencionados para entender el porqué es importante el estudio de 6rbitas perié-
dicas en un sistema. De las técnicas conocidas para encontrar 6rbitas periddicas
de un sistema destacan tres de ellas que son: (i) Las técnicas de series de po-
tencias, (ii) El método de continuacion analitica y (iii) El empleo de técnicas de
calculo variacional. Cuando estudiamos la teoria de formas normales vimos una
aplicacion de la técnica (i), antes de discutir la técnica (ii), vamos a establecer
algunos preliminares que nos seran necesarios. Hemos decidido presentar estos
preliminares en el presente capitulo dado que el estudio de 6rbitas peridédicas es
el tema principal del presente trabajo, el lector que esté familiarizado con estos
resultados puede omitirlos y pasar a la siguiente secciéon.
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6.1. Teoria preliminar sobre érbitas periédicas

En esta seccion desarrollaremos los conceptos basicos que necesitamos para co-
menzar el estudio de érbitas periodicas de un sistema. Cabe mencionar que
algunos resultados se asumiran sin demostracién dado que se pueden encontrar
en libros clasicos de ecuaciones diferenciales. Enunciaremos estos resultados en
su forma mas general; sin embargo, como el problema principal de este trabajo
es un sistema Hamiltoniano, nos detendremos un poco para destacar las parti-
cularidades que presentan estos sistemas. Empecemos por definir formalmente
lo que se entiende por 6rbita periddica de un sistema

Definicién 6.1.1. Sea E un subconjunto abierto de R™ y sea f € CY(E) un
campo vectorial. Una solucion del sistema & = f(x) es periddica, denotada por
o(t,x), de periodo T si satisface p(t + T, x) = ¢(t,x) para cada t € R y T una
constante distinta de cero. Si Ty es el menor nimero positivo que satisface la
relacion anterior entonces Ty es llamado el periodo minimo de la solucion

Probablemente la herramienta mas basica para estudiar la estabilidad y las bi-
furcaciones de orbitas periddicas es el mapeo de Poincaré o mapeo del primer
retorno, definido por Henri Poincaré en 1881. La idea del mapeo de Poincaré es
muy simple y vamos a describirla brevemente. Si I' es una érbita periodica del
sistema 4@ = f(z) que pasa por el punto zy y ¥ es un hiperplano perpendicular
a I' en zg, entonces para cualquier punto x € X suficientemente cerca de xg,
la solucion de # = f(x) que tiene por condicién inicial a z, que denotaremos
por ¢(t,x), cruzard a X nuevamente en un punto P(x) cerca de xg. El mapeo
x — P(z) se llama el mapeo de Poincaré.

El mapeo de Poincaré también se puede definir cuando X es una superficie
suave a través de un punto zg € I' la cual no es tangente a I' en zy. En este
caso, se dice que la superficie ¥ intersecta a la curva I' transversalmente en x.
El siguiente teorema establece la existencia y continuidad del mapeo de Poincaré
P(z) y de su primera derivada DP(z).

Teorema 6.1.2. Sea E un subconjunto abierto de R™ y sea f € C*(E). Suponga
que ¢(t,xg) es una solucion periddica del sistema & = f(x) de periodo T y
ademds la curva T' definida por ¢(t,xo) estd contenida en E para 0 <t < T.
Sea X el hiperplano ortogonal a T' en xq es decir,

Y :={x e R"|(x — x0) - f(xo) = 0}.

Entonces existe 6 > 0 y una dnica funcion 7(x), definida y continuamente dife-
renciable para x € Bs(xo), tal que T7(zo) =T y

o(r(x),2) € %,
para todo x € Bs(xo).
Demostracion Usaremos el resultado preliminar que nos dice que si E es un

subconjunto abierto de R" y si f € C1(E) entonces Q := {(t,z0) e Rx E|t € I}
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es un subconjunto abierto de R x E' y ¢(t,x) € C*(£2). Entonces para un punto
dado zg € I' C F, definamos la funcion

F(t,x) = [p(t, 2) — xo] - f(20)-

Entonces se sigue del resultado anterior que F' € C1(2) y se sigue de la periodi-
cidad de ¢(t,zo) que F(T,x0) = 0 y més atn dado que ¢(t, zg) es una solucion
& = f(x) que satisface ¢(T, ) = xo, se sigue que

aF(Tv (EO) 8¢(T7 .'IJ())

T TR AL

= f(xo) - f(wo) = |f(x0)[> #0,

puesto que zg no es punto de equilibrio. Se sigue del teorema de la funcién
implicita que existe un ¢ > 0 y una unica funcion 7(z) definida y continuamente
diferenciable para cada x € Bs(zo) tal que 7(z¢) =T y tal que

F(r(z),z) =0,
para cada x € Bs(zg) o sea [p(T(x),x) — xo] - f(xo) =0 0 sea

o(r(x),x) € X.
O

Definicién 6.1.3. Sean T, X, § y 7(x) definidas como en el teorema anterior.
Entonces para © € Bs(xo) N3, la funcion

P(z) = ¢(1(z), z),
se llama el mapeo de Poincaré para I' en xg.

Se sigue del teorema anterior que P € C*(U) donde U = Bj(zg) N ¥. Los
puntos fijos del mapeo de Poincaré corresponden a 6rbitas periodicas del sistema
& = f(x), si asumimos sin pérdida de generalidad que xg = 0 tendremos que
Y =R PR N Bs(0) - R"! y DP(0) se representa por una matriz
(n —1) x (n—1). Al considerar el sistema & = f(x) con t — —t, se puede ver
que el mapeo de Poincaré tiene inversa C'. Se tiene por lo tanto que P es un
difeomorfismo. Consideremos nuevamente el sistema & = f(z) como antes y una
orbita periddica de periodo T’

F:iz=~(),0<t<T.

Mostraremos que la matriz DP(xg) estd determinada por una matriz funda-
mental de la linealizacion de £ = f(x) a lo largo de la érbita periodica. La
linealizacion a lo largo de I' la definiremos como el sistema lineal no auténomo

z = A(t)x,
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donde
A(t) = Df((1))-
La matriz n x n A(t) es una funcion continua de periodo T para cada ¢t € R.

Una matriz fundamental para & = A(t)x es una matriz n X n no singular ®(t)
que satisface la ecuacion diferencial matricial

d = A(t)®.

Ya se mencion6 que A(t) es una matriz periddica, entonces es aplicable la teoria
de Floquet sobre matrices con coeficiente periédicos, asumiremos los siguientes
resultados

Teorema 6.1.4. Si A(t) es una matriz continua y de periodo T, entonces para
cada t € R cualquier matriz fundamental solucion de & = A(t)x se puede escribir
en la forma

D(t) = Q(t)e”",

donde Q(t) es una matriz no singular, diferenciable de periodo T y B una matriz
constante. Mds ain, si ®(0) = I entonces Q(0) = I.

Corolario 6.1.5. Bajo las hipdtesis del teorema anterior el sistema & = A(t)z,
bajo el cambio de coordenadas lineal

y=Q ' (t),
se reduce al sistema lineal autonomo
9y = By. (6.1)
Demostracion Por el teorema anterior, Q(t) = ®(t)e~ 5! entonces
Q'(t) =¥ (t)e P! —d(t)e P'B
= A(t)®(t)e B — d(t)e B'B
= A(1)Q(t) - Q1) B,

dado que e~ P* y B conmutan. Si

0 equivalentemente

entonces
2'(t) = Q' (W)y(t) + Q)Y (t)
= AWQM)y(t) — Q) By(t) + Q)Y (1),
= A(t)z(t) + Q) [y'(t) — By(t)],

asi, dado que Q(t) es no singular, z(t) es solucion de & = A(t)x si y solo si y(t)
es solucion de y = By.
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Como vimos anteriormente ®(t) es una matriz fundamental para & = A(t)z que
satisface ®(0) = I, entonces ||DP(zo)| = ||®(T)| para cualquier zo € I'. En-
tonces se sigue del teorema anterior que ||DP(zg)|| = ||eBT]|. Los eigenvalores
de BT estan dados por €T donde Aj,J =1,....,m, son los eigenvalores de la
matriz B. Estos eigenvalores de B son llamados los exponentes caracteristicos
de ~(t) y los eigenvalores de eZ7 son llamados los multiplicadores caracteristicos
de (t) los cuales determinaran la estabilidad de la 6rbita periodica T

El estudio de la estabilidad de las 6rbitas peridédicas como en el caso del estudio
de la estabilidad de los puntos de equilibrio, es equivalente al estudio del espec-
tro de la parte lineal del mapeo de Poincaré. Nuevamente, nos concentraremos al
estudio de estabilidad en sistemas Hamiltonianos. Cuando estudiamos las cues-
tiones de estabilidad, establecimos que para sistemas lineales con coeficientes
constantes se cumple que el sistema § = By es estable si y solo si (i) B tiene
solo eigenvalores imaginarios puros y (ii) B es diagonalizable sobre C. Entonces
en vista de este resultado y del hecho que los multiplicadores caracteristicos
e T contienen los eigenvalores A; de la matriz constante B podemos establecer
la siguiente proposiciéon

Proposicion 6.1.6. El sistema periddico & = A(t)x en el caso Hamiltoniano
es estable si y solo si (i) La matriz ®(T) tiene solo eigenvalores de mddulo uno
y (i) ©(T) es diagonalizable sobre C

Por lo tanto, de la relacién |[DP(z0)| = ||e®T]| tenemos que esta proposicion
también nos da informacion acerca del espectro del mapeo de Poincaré. Una
vez que hemos determinado el como estudiar érbitas peridédicas de un sistema,
queda la cuestion, desde un punto de vista computacional, de jcomo calcular los
objetos que menciona la teoria anterior?. Esto lo responderemos en las siguientes
secciones.

6.2. El método de continuacién analitica

En esta seccién abordaremos la técnica conocida como continuacion analitica
de orbitas periddicas. El enfoque que daremos es totalmente constructivo dado
que tiene la ventaja de que en cada paso explicaremos como calcular los objetos
que necesitamos para el estudio de las érbitas que se mencionaron en la seccién
anterior. Cabe mencionar que debido a este enfoque, modificaremos un poco
la notacion respecto de la seccién anterior por simplicidad. Consideremos un
sistema de clase C'' respecto de la coordenada z y el parametro real o € R en
una region D x (—e,€) CR™ x R

&= F(z,a). (6.2)

El método consiste en obtener 6rbitas periddicas cercanas a orbitas conocidas
del sistema cuando a = aq, aplicando el teorema de la funciéon implicita. Por
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ello se conoce también como el método de continuacién analitica. Denotemos la
solucion al tiempo ¢ del sistema (6.2) que tiene por condicion inicial £ al tiempo
t =0, por z(t, £, a). Supongamos que para & = g se tiene una orbita periodica
de periodo Ty, con condicion inicial &y, es decir, z(t 4+ Ty, o, o) = 2(t, o, o).
Para un valor del parametro a cercano a ag, buscamos una solucién periédica
de periodo T cercano a Ty y condicién inicial & cercana a &y. Por unicidad de
soluciones, esto es equivalente a resolver la ecuaciéon de periodicidad

Observe que éste es un sistema de n ecuaciones con n + 1 incognitas que son: la
condicion inicial € y el periodo T'; es necesario imponer restricciones adicionales
para poder resolver dicha ecuaciéon. Busquemos por ejemplo, érbitas de periodo
fijo Ty (en general en sistemas auténomos este tipo de érbitas no existen, pero
lo tomaremos solo como una motivacion). Por hipotesis, el sistema (6.3) admite
una solucién para a = ag la cual es & = &. Vamos a denotar en lo sucesivo
X(T,¢ )= %?(T,f, a). Por el teorema de la funcion implicita, si el operador

X(T, ¢ ) — 1, (6.4)

es invertible, entonces existe una curva diferenciable &(«) definida en un entorno
de ap en una vecindad de &, tal que &(ag) = &, y que satisface

x(T07 5(04)7 05) - f(Oé) =0, (65)

es decir la curva de condiciones iniciales £(«) define una familia de 6rbitas perio-
dicas dependientes del parametro . Ahora bien, la cuestion es §como calculamos
la matriz X (T, &, «)?; para hacer esto debemos introducir las ecuaciones varia-
cionales.

En las siguientes tres proposiciones, que se pueden consultar en cualquier libro
de ecuaciones diferenciales ordinarias, el parametro a no juega ningtn papel por
lo cual estaremos considerando el sistema

T = F(z).

Teorema 6.2.1. (Dependencia sobre condiciones iniciales) Sea E un subcon-
junto abierto de R™ que contiene a xo y supongamos que F' € C*(E). Entonces
existe un a > 0 y 6 > 0 tal que para todo & € Bs(xg) el problema de valor inicial

i = F(z), (6.6)
con

z(0) =&,
tiene una solucion unica x(t,&) con x € C1(G) donde G = [—a,a] x Bs(xg) C

R mds ain, para cada & € Bs(xg), x(t,€) es una funcion dos veces conti-
nuamente diferenciable de t para t € [—a,al.
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Corolario 6.2.2. Bajo las hipdtesis del teorema de arriba

X@®=%w&

para t € [—a,a] y & € Bs(xo) si y solo si X(t,€) es la matriz fundamental
solucion de p OF
Sx 2 X
X(0,§) =1,
para t € [—a,a] y & € Bs(xo).

Proposicion 6.2.3. Sea z(t,€) una solucion del sistema (6.6) con condicion
inicial £(0,&) = £. Entonces la matriz de derivadas parciales X (t,€) satisface el
sistema lineal con coeficientes variables

d oF
SX(1,6) = S (@(t,) - X(1,6), (6.7)
y la condicion inicial
X(0,8) = In. (6.8)

Es necesario hacer algunas observaciones sobre esta ultima proposiciéon

1. La ecuacion (6.7) es una ecuacion diferencial matricial lo cual es equiva-
lente a resolver los n problemas de condicién inicial

oF
[ = — t .
i =9 a(t,0) o,
con las condiciones iniciales x(0) = e;, donde ¢;, i = 1, ....,n son los vecto-

res canonicos en R™. El sistema (6.7) se llaman las ecuaciones variacionales
a lo largo de la orbita x(¢,€).

2. Si la solucion de referencia z(t, £) es periodica, entonces el sistema varia-
cional anterior tiene coeficientes periddicos. En este caso, la matriz X (T, &)
se llama una matriz de monodromia.

Entonces para aplicar el teorema de la funciéon implicita debemos explorar los
eigenvalores de la matriz X (T, ¢).

Proposicion 6.2.4. Consideremos el sistema & = F(x), si x(t,£) es una solu-
cion periddica de periodo T, entonces 1 es valor propio de la matriz de mono-
dromia X (T,&) con vector propio F(§).

Demostracion Por ser soluciéon

j"(mg) = F(:E(t,f))7
derivando de ambos lados respecto de ¢

oF

i‘(t,f) = %(l’(t,f)) 'jj(t’g)>
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es decir, &(t, ) es solucion del sistema variacional

oF
donde éxr € R". Como ‘g—’g(t,f) es una matriz fundamental, existe un vector ¢

tal que

%ﬁ(m o= i(t,),

evaluando en t = 0 obtenemos

¢ = (0,8),

por lo tanto

ox . . .
la dltima igualdad se sigue de que la solucién es periddica. Por lo tanto 4(0, &) =
F(x(0,£)) = F(£) es un vector propio con valor propio 1.

O

Esto trae como consecuencia que el operador X (Tp, &, ) — I, sea degenerado.
La idea a seguir para eliminar esta degeneracion consiste en tomar un hiperplano
Y que pase por &y y transversal a F(&p). O sea, consideraremos la aplicacion de
Poincaré cuya existencia y propiedades se discutieron en la seccién anterior.

Teorema 6.2.5. Considere el sistema & = F(x) con x(t, &) una solucion perid-
dica de periodo Ty. Sea X (T, &o) la matriz de monodromia; ¥ un hiperplano que
pasa por & transversal a F (&), ¢ : ¥ — ¥ la aplicacion de Poincaré definida
sobre U. Entonces el polinomio caracteristico se factoriza como

oy

X (T, €9) — Ml = (A— 1) ’662(50) YA

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos en lo que resta de esta
seccion que £ = 0 y por transversalidad

R" =RF(&) @ X.
Escribamos
E=¢"+ ¢,

para la correspondiente descomposiciéon en los respectivos subespacios. Por la
proposicion anterior, F(&p) es un vector propio con valor propio 1, luego

ox

afg(To,ﬁo) T =T (6.9)
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Por otro lado tenemos que de la definicion de la aplicacion de Poincaré se sigue
que %(50) es la transformacion lineal ¥ — ¥ que se obtiene al derivar v sobre
3., se sigue de la regla de la cadena

o
g™

or.
0¢™

ox

(€0)) - €% + 7z (1(&0, %)) - €5 (6.10)

(@) € = 22 (r(e0, &) =

Como 535—7'2(50)) : Y — R, por definicion del vector gradiente tenemos

or

a?z(ﬁo)) €1 = (Vsr(&),€7), (6.11)

donde V7(&) es el gradiente de 7 como funcion definida en el subespacio ¥;
ademaés por ser x(t,&y) solucion

O (r(e0)s ) = Fa(r(o), ), (6.12)
luego sustituyendo (6.12) y (6.11) en (6.10) obtenemos
0 0
G T 60) €8 = (@) € (Var(@) F ), (613
como a
a¢ Tono) €7 =¢7,
entonces de (6.13) obtenemos
0 0
O (T, &) - €% = S (69) - €5 = (Vyr(€0). €F (&), (6.14)

o€ T o

O sea, adjuntando a F(&) una base arbitraria de ¥ para tener una base de R™
(recuerde la descomposicion en suma directa) la matriz de monodromia toma la

forma . . .

la cual es la matriz transpuesta de los coeficientes en la base elegida. La identidad
en R™ se puede escribir, respecto de la descomposicion en suma directa, como
I, =1 Iy, entonces

(1= ~Vst(&)T
X(To, &) = Mn = < 0 2%(&) Mz >7

de donde se sigue el resultado.
O
Si el sistema @ = F'(x) posee una integral primera, entonces tenemos un grado

més de degeneracion en la matriz de monodromia
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Proposicion 6.2.6. Supongamos que el sistema & = F(z) posee una integral
primera: H(x(t,8)) = H(&). Si 2(t,&o) es una solucion periddica de periodo Ty,
entonces 1 es un valor propio de multiplicidad 2 de la matriz de monodromia
X (To, o)-

Demostracion. Diferenciando respecto de £ la relacion H(x(t,&)) = H() y de
la definicion de gradiente se tiene que para cualquier v € R™,

S8 G690 = (O v
(VH(a(t,6)), 3¢ (8.6)-0) = (VH(E),0)
(G (O VH((t.).0) = (VH(©).0),
en particular para ¢ = Tp
G Tos 60" VH(a(To.60) = VH(€0) (6.15)

lo cual nos dice que VH (&j) es un vector propio izquierdo de %z(TO, o) o bien

un vector propio derecho de %(TO,SO)T con valor propio 1. Como los valores
propios de una matriz y su transpuesta son iguales, se sigue que 1 es valor propio

de G¢(To, &)

Juntando los dos resultados anteriores se tiene

Teorema 6.2.7. Suponga que el sistema & = F(x) posee una integral primera
y una solucion periddica x(t,&y) de periodo Ty. Existe una base de R™ tal que

%(5) - )‘In—2

X (Ty, &) — M| = (A —1)? o€

)

donde 1) es la aplicacion de Poincaré asociada a un plano X' de codimension 2
ortogonal a VH (&) y transversal a F(&p).

De hecho podemos decir mucho mas, solo que necesitamos un corolario prove-
niente del teorema de la caja de flujo que asumiremos sin demostracion.

Lema 6.2.8. Considere el sistema & = F(x) como antes y suponga que este
sistema posee 1 < r < n integrales independientes H;,i = 1,....,r. Entonces
localmente eziste un cambio de variable x — y tal que

yi = Hi(x),i=1,...,m,

Yy =xt=r+1,..,n.
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Proposicion 6.2.9. Si el sistema @ = F(x) posee r < n integrales primeras
independientes entonces

0
|X(TO7fO) - )‘In| = ()‘ - 1)r+1 %(5) — Ay
Demostracion. Denotemos por H; € C' i = 1,2, ....,r a las r integrales primeras

independientes y definamos
S=8S.={xeR": Hi(z) =¢,i=1,2...1},

con ¢ = (¢, .....,¢r) € R™. Ahora si definimos G(z) = (Hy(z) — c1, ..., Hp(x) —
¢r) y usando el hecho de que las integrales son independientes tenemos que de
hecho, el espacio tangente de S en x estd dado por

T,S = ker (gi(@) ,x €S.

Note que en particular el espacio tangente lo podemos ver como la interseccion de
los planos por el origen cuyas normales son precisamente VH (&) y en particular
F(z) € T,. Para calcular los eigenvalores de X (7p,&p), por el lema anterior,
podemos escoger coordenadas locales {&1,...§, } en una vecindad de &, tales que

Hz('r) = 6777’ = 172"'7T7

=&, i=r+1,..,n.
Ahora si escribimos & = (&1, ....,&,) como & = (&1, ....,&), & = (§rg1yeneee En)
entonces el mapeo z(T,€) lo podemos escribir como
/ /
1oeNy 'T(T>§):§
x(T7 (5 76 )) - ( x//(T7 g) .

Entonces la matriz de monodromia queda
(I, 0
X(TO7£O) - ( % X/ ) )

donde X' es la restriccién de X al espacio tangente T¢, S Ahora aplicamos la
misma idea que en el teorema 6.2.5, pero esta vez considerando a la submatriz
X', es decir, consideremos un hiperplano ¥’ C T¢, S transversal al campo F' (&)
de esta manera X’ se factoriza como

“=(0 H&')

de donde se sigue el resultado.
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Hemos llegado al teorema en su forma mas general que nos garantiza la exis-
tencia de orbitas periodicas al hacer uso del teorema de la funcion implicita
aplicado a la aplicacién de Poincaré

Teorema 6.2.10. Considere el sistema & = F(x,«) dependiente de un pardme-
tro a. Sea x(t, &g, g) una orbita periddica de periodo Ty para ag y suponga que
el sistema tiene r integrales linealmente independientes. Entonces existe una
familia de orbitas periddicas x(t,&,a) con condiciones iniciales {(c,a) y con
periodos T'(c, o) que yacen sobre las hipersuperficies

Hi = Ci,i = 1,27....,7",

o0 sea
H;(z(t,c,a);a) = ¢ i = 1,2, ..,y

tales que &(c,ap) = &o, T(c,ap) = Tp; la dependencia de la condicion inicial y
el periodo es C' respecto del pardmetro a.

Demostracion. Como antes introduzcamos coordenadas £, ...... ,&€, en una ve-
cindad de &; tales que
HZ(.’I}) == fz,’t = 1, 2, r,

=&, i=r+1,...,n,

se cumple para cada « cerca de ag y tal que x, = 0 define la seccion X. En
estas coordenadas locales el mapeo de Poincaré lo escribimos como

¢ V(" a)=¢
Ner) =V weena) )
donde & = (&1,...,&) v & = (Tpg1y e ,Zn—1). Debemos encontrar los puntos
fijos de 1, para esto solo debemos resolver las n — r — 1 ecuaciones

w//(é—/’é-//;a) — é—l/7
pues las primeras r ecuaciones
(¢, a)=¢,

se satisfacen autométicamente por construccion. Observe que para la primera
ecuacion el teorema de la funcién implicita es aplicable, pues

o (L 0
85_*%’

y por la proposicién anterior

6,(/)//
85” - In—r—h
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es no singular, por lo tanto existe un tnico mapeo £”(¢’, ) tal que resuelve la
ecuacion "' (&', &";a) = €”. Entonces &' = ¢, &’ = £"(£'; «) son las condiciones
iniciales de las soluciones requeridas.

Poniendo a@ = g en el teorema observamos que la o6rbita periddica original
también yace en una familia de oérbitas periddicas de r-parametros z(t, €, ag)
con periodos cercanos a Tp. Estas soluciones periédicas corresponden a diferentes
valores de las integrales, es decir,

H;(z(t,c,a0);00) = ¢iyi = 1,2, .01

O

6.3. Orbitas generadoras y el problema de Kepler
en el PR4C

Como se menciond desde el principio de este trabajo, el objetivo principal es
estudiar y clasificar 6rbitas periodicas del PR4C. Sin embargo, hay que tener
en mente que el estudio y clasificacion de érbitas periddicas en un sistema no
es un problema trivial pues, como sucede en el PR3C, estas soluciones pueden
formar un conjunto denso es el espacio fase, asi que debemos tener una estra-
tegia bien definida para manejar y organizar las 6rbitas periddicas de nuestro
sistema. En el caso del PR3C, este estudio y clasificacién se realizé a lo largo de
varias décadas por numerosos autores, la metodologia adoptada por M. Henén
para clasificar todo este trabajo resulto satisfactoria. Invitamos al lector que no
esté familiarizado con este trabajo, a consultar el libro [34] para ver una sintesis
del enfoque adoptado por Hénon. Por tales motivos decidimos adoptar la misma,
metodologia para el PR4C. Vamos a discutir de manera breve las definiciones y
conceptos que nos ayudaran en nuestro trabajo. Una érbita periodica x(t, &, «)

Figura 6.1: Evolucién posible de una 6érbita periédica.

puede ser considerada como si tuviera una infinidad de periodos, pues si cono-
cemos el periodo minimo T de la 6rbita podemos obtener periodos nuevos al
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realizar T' = nTy, n € Z. Para conjuntos de o6rbitas periddicas es titil cambiar
este punto de vista y atribuir un periodo bien definido a una orbita periodica
considerado como un miembro de una familia dada. Este sera llamado el periodo
en familia y lo representaremos por 1. Es posible escoger T para cada érbita
de manera tal que la funcién T resulte al menos continua. Uno podria pensar
en tomar a T como Tj, pero esto no es una buena eleccién ya que las érbitas de
una familia pueden formar 2 o méas rizos o vueltas (ver figura 6.1), y conforme
seguimos a esta orbita a lo largo de la familia, variando el parametro «, estos
rizos pueden coincidir cuando se alcanza una orbita en particular (que llama-
remos critica), asi T* saltard repentinamente a un valor n veces mas pequeio.
Entonces T* = T no sera siempre una funcién continua de a. Sin embargo, esta
discontinuidad en T es removible si calculamos el limite de Tp(a) cuando la
evolucién de la familia se acerca a una 6rbita critica. Por lo tanto, si removemos
este tipo de discontinuidades calculando dicho limite, obtendremos una funcién
continua T* a lo largo de una familia F'.

Definicién 6.3.1. El periodo en familia T* de una drbita periddica z(t, &, ap)
en un conjunto dado es el limite del periodo minimo Ty conforme se tiende hacia
esa orbita sobre el conjunto, es decir,

lim Ty(a) :=T7.

a—ag
En general T} es igual a T pero en las mencionadas discontinuidades tenemos
To = T*/n, donde n es el namero de vueltas. En tal caso dicha o6rbita critica
puede pertenecer a otra familia, digamos G, en la cual su periodo en familia es
precisamente Tp. Esta situacion se representa en la figura (6.2) donde se muestra
el periodo en familia como funcién del parametro « para las familias F'y G.

T, T

Figura 6.2: Periodo en familia para las familias F' y G.

En vista de la discusion anterior, vamos a definir formalmente lo que entende-
remos como una familia de o6rbitas periodicas.

Definicion 6.3.2. Una familia de drbitas periddicas estd definida por las fun-
ciones z(t, €, a) y T* ().
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Ahora que ya sabemos lo que entendemos por una familia de 6rbitas, necesita-
mos dotarlas de cierta estructura, esto con la finalidad de saber donde empieza
una familia y donde termina. El primer paso es definir el como representar una
familia de orbitas periédicas cuando dependen de un parametro. Una orbita
esté bien definida por sus condiciones iniciales £ = (xg, Yo, Zo, Jo) entonces cada
punto £ representa una oOrbita en el espacio fase, cuando estas dependen de un
pardmetro o debemos incluir en la representacion a dicho parametro, es decir,
representamos estas orbitas en el espacio (£,«) € R®. Esto no nos permite dar
una visualizaciéon de la estructura de las familias de érbitas periddicas, sin em-
bargo, si imponemos algunas condiciones sobre las 6rbitas podemos reducir la
dimensiones del espacio, si hacemos una reparametrizacion del tiempo (y una
traslacion de los ejes si es necesario) podemos suponer que una componente de
la posicion es igual a cero al tiempo ¢ = 0, digamos y(0) = 0 entonces hemos
reducido en uno la dimensién del espacio original, ahora bien; si hacemos uso
de la integral primera al tiempo t = 0 tenemos que %> + 3jo° = 2Q — C' y de
esta forma podemos conocer alguna de las velocidades iniciales en términos de
la otra si despejamos alguna de esta ecuacion, digamos que ponemos y = y(%),
entonces hemos reducido el espacio a dimensién tres, que a saber esta definido
por las coordenadas (xq, %o, @).

Esto nos permite visualizar a las familias como superficies en el espacio tridi-
mensional. Si ponemos la restriccion adicional de que las 6rbitas sean simétricas
respecto del eje x entonces necesariamente tenemos zy = 0, entonces se reducen
las familias a curvas en el plano (xg, «), estas seran llamadas las curvas carac-
teristicas de las familias, y por lo tanto el estudio de las familias se reduce a
estudiar sus curvas caracteristicas. El hecho que las familias de 6rbitas perio-
dicas simétricas se representen por curvas en el plano, nos restringe a que si
comenzamos desde una 6rbita dada en una familia, solo podemos movernos a lo
largo de la familia en 2 y solo 2 direcciones. En el seguimiento de una familia

— ——
) @
Figura 6.3: Reflexion de una familia de 6rbitas periddicas.

podemos encontrar un fenémeno interesante llamado reflexion de una familia.
Supongamos que cuando seguimos una familia empezamos con una 6rbita sobre
ésta; y al continuar llegamos a una orbita particular €2 si seguimos continuando
Q podemos regresar a la o6rbita en la cual empezamos, ver figura (6.3). Con esto
podemos clasificar a una familia de 6rbitas periddicas en 4 casos posibles
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1. Una familia cerrada sin reflexiones. La caracteristica de esta familia es una
curva cerrada.

2. Una familia cerrada con 2 reflexiones.
3. Una familia abierta sin reflexiones.
4. Una familia abierta con una reflexiéon

Entonces dada una familia de 6rbitas periédicas podemos tomar cualquier pun-
to sobre ella para comenzar, sin embargo, no siempre es claro decir cuando
termina una familia. Adoptaremos el principio de terminacion natural formu-
lado primeramente por Stréomgren para decidir cuando termina una familia de
orbitas periodicas

Definicion 6.3.3. Supongamos que hemos obtenido por algin medio una por-
cion finita de una familia de drbitas periddicas, es decir, conocemos las funciones
x(t, & ) y T*(a) para un rango de valores oy < o < ag y queremos extenderla
entonces

1. La familia se mantiene en si misma, o sea la curva caracteristica ()
es una curva cerrada. Entonces llamaremos a esta familia una familia
cerrada.

2. La familia tiene en cada una de las dos direcciones a1 y ag una termina-
cion natural en la cual una o mds de las siguientes tres cantidades crece
sin limite

s La dimension D de la drbita, definida como la distancia mdzrima al
origen.

s El parametro a.
= FEl periodo T™.

En este ultimo caso hablaremos de una familia abierta.

Orbitas de primera especie

En vista de que ya hemos definido y adoptado una estrategia para el estudio
de oOrbitas peridédicas, queremos saber cuéles conjuntos de orbitas periddicas
pueden ser continuadas en el contexto que hemos descrito. Estos conjuntos los
llamaremos 6rbitas generadoras. Recuerde que para el caso y = 0 recuperamos
el problema de Kepler en el sistema rotatorio asi que para este caso conocemos
todo acerca de sus soluciones, en particular, sus soluciones peridédicas que son
circulos y elipses vistas en un sistema fijo, estas orbitas las llamaremos drbitas
Keplerianas. De manera méas general, estas orbitas han sido llamadas en [34] ¢r-
bitas de primera especie. Es natural pensar en continuar estas 6rbitas respecto
del parametro de masa u, sin embargo, para poder hacer esto debemos verificar
que las hipétesis del teorema 6.2.10 se cumplen para este tipo de 6rbitas. Sabe-
mos que el problema de Kepler posee dos integrales primeras que a saber son el
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momento angular y la energia, por la proposiciéon 6.2.9 y por la autonomia del
sistema tenemos entonces que 1 es valor propio de multiplicidad 3, por la es-
tructura simpléctica del problema tenemos que los valores propios aparecen por
pares en el espectro, esto nos obliga a que la multiplicidad sea necesariamente
4. Sin embargo, las 6rbitas circulares poseen una peculiaridad que enunciaremos
en la siguiente proposicién

Proposicién 6.3.4. Denotemos por M = r2(0+1) y2H = 1*2+r20.27r27% alas
integrales del momento angular y de la energia respectivamente en coordenadas
polares en el sistema rotatorio. VM y VH son linealmente dependientes si y
solo sir = a, 0 = 3 son constantes y (B+1)%2a® =1 o sea tenemos una solucion
circular y se satisface la tercera ley de Kepler.

Demostracion Un calculo directo nos muestra que

oM oM oM oM
or 20 or 96

d(2H) 9(2H) 9(2H) 8(2H)
ar 20 or 20

es

( 2r@+1) 0 0 72 >

2002 —2r + 2 0 2¢ 2r%
Supongamos que existe A € R—0 tal que VM = AV(2H) entonces en particular

2 = 0,

r? = 2r29A,
como 7 # 0 entonces r = a 'y 0 = % := [ son constantes, por lo tanto te-
nemos una oOrbita circular y por lo tanto se sigue la relacion (8 + 1)%a® = 1.
Reciprocamente, al reescribir la relacion (6 + 1)2r3 = 1 obtenemos la igualdad

. 1 .
2 (7"02 —r+ 742) =4ré(0+1),

definamos A = 20 el lado izquierdo de la ecuacion de arriba es precisamente

a(gf) y recuerde también que % = 27‘(9 + 1) entonces podemos escribir

oRH) _ oM
or T or’

como 7 es constante 2 = 0 y por lo tanto se cumple V(2H) = A\VM como se
queria.
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Este resultado nos dice que en el caso circular en realidad solo tenemos una in-
tegral primera y por lo tanto la multiplicidad del valor propio es 2 y el teorema
6.2.10 es aplicable. Para salvar la situacion en el problema eliptico se introducen
una serie de cambios candnicos de coordenadas haciendo uso de las coordenadas
de Delaunay para el problema de Kepler [63], [47]. Con este cambio de coor-
denadas, es posible aplicar el teorema de la funcién implicita para probar que
las orbitas elipticas que son simétricas respecto del eje x también pueden ser
continuadas. Estableceremos esto formalmente en el siguiente teorema, la de-
mostracion de este hecho es analoga a la del PR3C y el lector puede consultarla
en las referencias mencionadas

Teorema 6.3.5. Sean m,n € Z primos relativos y T = 2mm. La solucidon elip-
tica de periodo T del problema de Kepler en coordenadas rotatorias que satisface

1(0) = 7,9(0) = 7, L*(0) = m/k,

y que no pasa a través de (v/3/2,1/2) y (v/3/2,—1/2) se puede continuar al
PR4C para valores pequenios de p. Esta solucidn periddica es simétrica con res-
pecto del eje x

En mecanica celeste, se dice que hay resonancia orbital cuando las 6rbitas de dos
cuerpos tienen periodos cuya razéon es una fraccién de ntimeros enteros simple.
Ello significa que se ejercen una influencia gravitatoria regular. El efecto de la
resonancia es muy conocido en fisica y se sabe que este efecto puede llegar a
afectar de manera notable al movimiento. Considérese que, si el periodo de un
satélite es un miltiplo exacto del periodo de otro satélite, el efecto gravitatorio
neto de cada satélite sobre el otro vendré a ser, en resumidas cuentas, un tirén
o empujoén aplicado, repetidamente, en el mismo punto de movimiento ciclico.
Esto trae como consecuencia que en algunos casos se desestabilicen las érbitas.
Como ejemplos de este efecto en el sistema solar se encuentran en asteroides
alrededor de Jupiter y en los anillos de Saturno. Para el caso p = 0 una o6rbita
circular, escrita en notaciéon compleja como z = ae®®® donde a es la distancia
entre la masa m; (en el origen de coordenadas) y la masa infinitesimal my, en el
sistema sinodico tiene la frecuencia angular 8 = n — 1 donde n es la frecuencia
angular en el sistema sideral. La condicién de no resonancia es equivalente a
pedir
1

n—1
recuerde que la velocidad angular del sistema rotante y por tanto de los primarios
es constante con valor 1. Si n < 0 es decir la orbita es retrograda en el sistema
sideral (y de aqui retrograda en el sinddico) entonces el cociente (6.16) esta entre
-1y 0, y por lo tanto la condicién de no resonancia se satisface automaticamente.
Para érbitas directas en el sistema sideral n > 0, existen dos casos:

¢ 7, (6.16)

1. n < 1 de donde @ > 1 y por lo tanto la 6rbita de my es exterior a

los planetoides de masa p = 0 localizados en (—@, Dy (—@, —1). La
condiciéon de no resonancia se vuelve equivalente a pedir
k+1
n#—%ﬁk_ng ..... ,
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2. 1 < n, y por lo tanto a < 1, lo que significa que la orbita es interior a los
planetoides. La condicién de no resonancia se puede escribir como

y solo en estos casos seréd posible la continuacién analitica. Sin embargo, cuan-
do a = 1 tenemos que la orbita de my4 coincide con la de los planetoides mso
y m3 lo que nos puede llevar a colisiones con estos, de hecho este fenomeno
también puede suceder atn en el caso de orbitas elipticas, este tipo de orbitas,
que ya no pertenecen a la primera especie, a manera del PR3C se denominan
orbitas de sequnda especie. No estamos interesados en tratar de continuar este
tipo de orbitas en este trabajo, asi que no estudiaremos a profundidad todas
la propiedades de estas familias de 6rbitas, en consecuencia, nos limitaremos a
explorar algunas de sus propiedades bésicas. Sin embargo, resulta sumamente
interesante, desde un punto de vista tedrico, preguntarse (como lo hemos hecho
anteriormente con otros temas) ;Existe una relacion entre las orbitas de segun-
da especie del PR3C con las correspondientes del PR4C? Responderemos esta
pregunta en la siguiente seccién.

6.4. Orbitas de segunda especie

En esta seccién daremos una breve introduccion al estudio de 6rbitas de segunda
especie en el PR3C, cabe mencionar que este tipo de familias de 6rbitas repre-
senta un vasto terreno que fue explorado varios anos por diversos autores. Los
trabajos [34], [10] y [36] representan excelentes referencias que puede consultar
el lector que no esté familiarizado con este tema. A continuacién definiremos
formalmente lo que entenderemos por una 6rbita generadora de segunda especie
para el PR3C, més adelante extenderemos este concepto al PR4C y estudiare-
mos sus relaciones.

Definicion 6.4.1. Una orbita generadora es de sequnda especie si €sta pasa por
el punto donde se localiza la masa ms, a tal paso se le llamard una colision.

Como se consideran orbitas periddicas, entonces éstas tienen una infinidad de
colisiones (puede haber més de una colisién por periodo). Las colisiones separan
las 6rbitas en “piezas” que seran llamadas arcos. Dos arcos consecutivos se juntan
en una colision. Se debe tener cuidado de no confundir a los arcos con orbitas
generadoras pues los arcos son solo parte de las 6rbitas. De manera méas formal

Definicién 6.4.2. Un arco lo definimos como una pieza finita de una drbita
Kepleriana (o sea una solucion del problema de 2 cuerpos) que comienza y
termina en una colision.

La orbita Kepleriana a la que pertenece una arco se llamara la érbita Kepleriana
de soporte del arco, que en nuestro caso seran elipses. Consideremos momentéa-
nemente a las soluciones generadoras y denotemos a los arcos como U, entonces
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una solucion generadora de segunda especie I' se define por una sucesion de p
arcos que conforman un periodo completo es decir,

Cada U; estd completamente definido por su solucién de soporte Kepleriana y
por los tiempos ¢}, t/ de las colisiones inicial y final. Se define la duracion 7; de
un arco U; como la longitud del intervalo de tiempo que se toma para describirlo,
es decir,

T =t — 1.
Observe que para j > 1, t;- se conoce y no necesita ser especificado pues es
igual al tiempo final t;’ del arco precedente. Cuando se considera la érbita ge-
neradora t;- se puede escoger arbitrariamente. Quisiéramos obtener las curvas
caracteristicas para estos arcos de tal forma que dos arcos con la misma elipse
de soporte se representen por el mismo punto en el plano de las caracteristicas.
A continuacién discutiremos maneras de hacer esto.

6.4.1. Familias de arcos en el PR3C

El caso general que seré estudiado se ilustra en la figura (6.4) donde la particula
masiva my se localiza en el origen del sistema (por simplicidad se considera el
sistema sideral) y la particula de masa cero mso describe una orbita circular
de radio 1 y periodo 27 es decir, w = 1. La particula de masa infinitesimal mg
describe una 6rbita eliptica alrededor de la primaria m;. Las érbitas en la figura
(6.4) se suponen directas y que al tiempo tg el cuerpo de masa mg esta en el
lado de la elipse donde = > 0 entonces las coordenadas de la primaria m3 en un
tiempo arbitrario ¢ son

x = aog(oz cos(E) — e), (6.17)
y = acgo102(1 — e?)/2sin(E),
t —to = a®/?(E — eoysin(E)),

donde a y e son el semieje mayor y la excentricidad de la elipse y E es la
anomalia excéntrica, ademas

oo — 1 siel perigeo esta localizado en = > 0.
971 —1 siel perigeo esta localizado en z < 0.

o — 1 si la orbita es directa.
7 —1 sila orbita es retrograda.

oy — 1 simg esta localizada en el perigeo en tg.
27 ) —1 simg esta localizada en el apogeo en t.

Mas adelante veremos que en efecto oo estd bien definida. Por otro lado la
posiciéon de la primaria ms esta dada por

x = cos(t), (6.18)
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y = sin(¢).
Supongamos que al tiempo t; = 7 + ¢ existe una colision (digamos en el punto

Q), definamos como 7 el valor de la anomalia excéntrica E en ese momento
entonces tenemos que en la colisién se cumplen las igualdades

cos(T + tg) = aog(oz cos(n) — e), (6.19)

sin(r + to) = acoo102(1 — €)% sin(n),
7 = a%?(n — eoy sin(n)).

Las incognitas de este sistema de ecuaciones son: tg, 7, 17, @ y e. Supongamos
también que al tiempo t5 < tg también hay otra colision, entonces dos casos son
posibles

1. Esta colision toma lugar en el mismo punto @ de la érbita sideral como
en el tiempo t;. Entonces los cuerpos ms y ms ejecutan un niimero entero
de revoluciones cada una sobre sus 6rbitas entre las dos colisiones, por lo
tanto sus periodos siderales de revoluciéon deben ser conmensurables, es
decir, éstos dependeran de dos enteros I y J digamos. Los conjuntos de
tales arcos seran llamados 17 ;.

2. La colisién al tiempo to toma lugar en el otro punto P del plano sideral.
Obsérvese que los puntos P y @ son simétricos con respecto del eje x.
Tomando en cuenta esta simetria vemos que al considerar tg = %
(modulo 2kw, k € Z) tenemos que mo y mg estan sobre el eje x tanto

Figura 6.4: Elipse de soporte en el Problema restringido de tres cuerpos.
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sinodico como sideral, o sea explicitamente podemos definir tg = to + 2km

donde
‘ { 7 si mg estd localizada en el perigeo.
0 =

0 si mg esta localizada en el apogeo.

esto prueba que la funcién o, estda bien definida y que es equivalente a
top por lo que hemos eliminado una incégnita. La correspondiente érbita
sinddica es simétrica respecto del eje x. El conjunto de estos arcos es
llamado S definidos asi primeramente por Hénon en 1968.

Discutamos brevemente las caracteristicas de los arcos tipo S. En el sistema
(6.19) tenemos tres ecuaciones con 4 incognitas y por lo tanto obtendremos una
infinidad de soluciones dadas por un parametro que determinaréd a las carac-
teristicas. Elevando al cuadrado y sumando las primeras ecuaciones de (6.19)
obtenemos

1 =a(1 — ozecos(n)),

de donde se obtiene
1 —0ocos(r)cos(n)

a= , 6.20
sin?(n) (6.20)
_ 0c08(n) — 0g cos(T)
1 —ocos(t)cos(n) ’
donde se ha definido ¢ := ogo,. Finalmente, insertando (6.20) en la tercera

ecuacion de (6.19) obtenemos la llamada condicion de periodicidad o timing
condition

o, (1 — o cos(7) cos(n)) /2 [n(1 — o cos(7) cos(n)) — sin(n)(cos(n) — o cos(T))]
— rsin®(n) == F(r,n,0,0,) =0, (6.21)

donde o, := sign(sin(n)). Esta ecuacién originalmente fue derivada y resuelta
por Hénon en 1968 [34]; en sus calculos Henén encontré un nimero infinito de
familias uniparamétricas continuas de soluciones. Este tipo de soluciones, expre-
s0, “poseen una riqueza y variedad inesperada”. Los resultados de sus calculos se
muestran en la figura (6.5) donde las curvas solucion se grafican como funciones
de las variables n y 7. Solo se muestra un parte del plano (n,7), de hecho las
soluciones existen para todos los valores 7 > 0,51500... y n > 0. Este modelo
para los arcos tipos S tiene ventajas considerables [36]:

1. Dado que las soluciones 7 y 1 de 6.21 determinan a la orbita (a y €) y a
las condiciones iniciales (6.17), es natural entonces tomar a las curvas so-
lucion de (6.21) como curvas caracteristicas para las 6rbitas con colisiones
consecutivas de este tipo.

2. El plano (n,7) tiene la propiedad que las curvas caracteristicas estan se-
paradas de manera apropiada que forman patrones y formas facilmente
reconocibles, sin son cerradas o si se intersectan con otras familias, a di-
ferencia de otras representaciones como [10].
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3. Se puede expresar a la constante de Jacobi para p = 0 en las variables 7y
7 para obtener una funcion C(7,7) en cuyos puntos extremos se localizan
orbitas criticas de colisiones consecutivas, més adelante veremos que las
orbitas criticas poseen interesantes propiedades.

20

15

10

Figura 6.5: Curvas caracteristicas para los arcos tipo S del PR3C (Hénon 1968).
Los tres signos sobre las curvas corresponden a og, 01 y 02 respectivamente.

Para representar las caracteristicas de los arcos tipo 1" discutiremos brevemente
el modelo presentado por Hénon en [34] aunque el lector puede leer la referencia
para una discusion més detallada. Cabe senalar que no es el tnico modelo dispo-
nible, se puede encontrar otra representacion en [10], pero el modelo de Hénon
serd util en lo que sigue. Consideremos la figura (6.6) y estudiemos las inter-
secciones de la elipse descrita por ms con el circulo unitario. Geométricamente
es conveniente usar las coordenadas polares v y V' pues estardn determinadas y
definidas por una elipse de soporte dada, V' debe ser menor que la velocidad de
escape que es igual a v/2 a distancia 1 de m; entonces

0<V <2,
0<~y<m,

en estas coordenadas tenemos los casos

94



L. Tipol: 0<V <2y 0<y<m,
2. TipoIll: y=006~v=m pero V # 1,
3. Tipolll: y =7y V=1,

4. TipoIV:vy =0y V =1.

Geométricamente estos casos se pueden ver como sigue: para el tipo I la elipse
intersecta al circulo en exactamente dos puntos distintos (como en el caso de la
figura (6.4)), para el tipo II la elipse de soporte es tangente al circulo unitario
en un punto, para los tipos III y IV la elipse de soporte es igual al circulo uni-
tario pero con las distinciones que para el caso III hablaremos de movimiento
retrogrado y para el caso IV tendremos movimiento directo. Obsérvese que los
tres ultimos casos son casos limite, valores de V' y =y en estos rangos junto con
un punto P sobre el circulo unitario definen tinicamente una elipse de soporte.

Es conveniente definir A = a3/2 y ¢/ = 011/1 — €2, con esta notacion se puede
verificar que se cumplen las relaciones

A=(2-V%73/2 (6.22)

e =V/2—-V2cos(v).

Denotemos por t5g el tiempo de un paso en particular de mo por el punto @
y denotemos también por t3¢ el tiempo de un paso en particular de mg por el
mismo punto Q. Es posible mostrar que tyg y t3¢ se pueden escribir como

1 —V2cos?(y)
VI-V2(2-V2)cos?(y)’

too = —2sign(cos(y)) arc cos (6.23)

Figura 6.6: Coordenadas (V,+) para representar los arcos tipo 7.

95



Vv2—VZ2sin(y) 2Vsin(y)
Vz-1 2-V2

Si definimos Z = i(tzo — t30) entonces tendremos un cambio de coordenadas
c:R? = R? tal que (v,V) — (4, Z). Trabajaremos por simplicidad en el plano
(A, Z). De la ecuacién (6.22) vemos que es monoténica en el rango 273/2 < A <
oo. Entonces dado V' (o A) quisiéramos saber déonde es monotonica la relacion
entre Z y v dada por las ecuaciones (6.23) para esto tenemos los siguientes

Casos.

tsg = 2(2 — VQ)*?’/2 arctan

1. Para A > 1, hay una relaciéon 1-1 entre el dominio 1 <V < /2, 0<y <7
y el dominio en el plano (A,Z) dado por 1 < A < o0, -1 < Z < 1
que llamaremos dominio D;. Por lo tanto cada punto en este dominio
representa una elipse de soporte bien definida.

2. Para A < 1, hay una relacion 2-1 entre vy Z. Definamos Z,,(A) el méaximo
de Z dado A y ym(A) el valor donde se alcanza este maximo. Entonces
el dominio 1 < V < /2, 0 < v < 7 es mapeado dos veces en el dominio
del plano (A, Z) definido por 2732 < A < 1, 0 < Z < Z,(A). Que
llamaremos dominio Dy y que serd considerado compuesto de dos partes
u hojas Df D5 correspondientes a los dominios 0 <V < 1,0 <y < v, ¥
0<V < 1,9, <7 <. Observe que DJ y D; comparten una frontera en
comtn (definida como I') correspondiente a Z = Z,,(A), 2732 < A < 1.

3. Para A =1, de la definicion de Z y usando las ecuaciones (6.23) tenemos
que este caso reduce a Z = 7 1(y +sin(y)) — 1 y por lo tanto hay una
relacion 1-1 entre el dominio V =1, 0 < v < 7 y la linea definida por
A=1,-1< Z <0 que llamaremos D3 (vea la figura (6.7)).

4

0 1 2 3 4

Figura 6.7: El plano (A, Z) para representar las caracteristicas de los arcos tipo
T en el PR3C.

Ya mencionamos que para los arcos tipo T, ms y ms hacen un niimero entero
de revoluciones sobre sus 6rbitas respectivas digamos I € Z y J € Z, enton-
ces |n| = J/I de donde se tienen las cantidades, por la tercera ley de Kepler,
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a = (I/J)*3y T = 2rI, usaremos el plano (A, Z) para representar a las ca-
racteristicas de los arcos de este tipo. Cada par de enteros I, J determinan una
familia 77 ; donde el semieje de la elipse esta fijo, o sea A estd fijo y por lo
tanto podemos variar libremente Z dentro de dominio correspondiente (y por
lo tanto ) con este valor fijo de A, entonces las caracteristicas de estas familias
se representan en el plano (A4, Z) como lineas rectas verticales.

En resumen, tenemos que dados dos enteros I, .J, un dominio en el plano (A, Z)
y un punto en este dominio tal que A = I/J, habremos definido una elipse de
soporte, sin embargo dos arcos T' son posibles: uno que comienza y termina en
P y otro que comienza y termina en ). Distinguiremos estos arcos denoténdolos
como T y T* respectivamente, entonces cada punto de las lineas 77, ; representa
dos arcos tipo 7' es decir cada linea 717 ; representa dos familias de arcos tipo T'
que son respectivamente T} ; y T ;.

Encontramos todas las familias de arcos tipo T al considerar la linea verti-
cal dada por A = I/J para todos los valores de I, J, se tienen entonces tres
casos

1. I > J es decir, A > 1, Ty ; siempre existe y es un segmento vertical
en D; con terminaciones sobre las fronteras superior e inferior de D1,
respectivamente.

2. I < J es decir, A < 1, Ty ; existe solo si A > 273/2 y es un segmento
vertical en Dy. Cada familia T}J y I7 ; consiste en si misma de dos piezas
que yacen respectivamente en las hojas D;r , D3 con un punto en comin
sobre la curva I'. Entonces, cada familia de arcos tipo T comienza sobre
la frontera inferior de D;‘ y 7crece” hasta cruzar I', después ”decrece”
y termina sobre la frontera inferior de D, (recuerde que este dominio
involucra un maximo local).

3. I =J =1esdecir, A =1, T es un segmento vertical que coincide con
el dominio Ds.

Sin embargo, considerando unos arcos limite tendremos que en efecto estas dos
familias las podemos ver como una sola familia cerrada.

1. Consideremos el caso A > 1, de la relacion (6.22) se puede ver que si
Z — —1 entonces 7 — 0. Por otro lado, A > 1 implica V' > 1 y por lo
tanto en el limite se tiene una elipse de soporte del tipo II que es directa:
Esto es cierto para ambas familias T}, s ¥ T7 ; pues es claro que en el
limite los dos puntos P y @ coinciden. En forma similar tenemos que si
Z — 1 entonces v — 7 y en el limite tenemos una elipse de soporte tipo
IT retégrada y por la misma razon tenemos que esto es cierto para ambas
familias T7 ; y T ;.

2. Para A < 1, los resultados son similares, la tnica diferencia es que el arco
limite directo del tipo II ahora corresponde al punto terminal sobre la
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frontera inferior de D (Z = 0), mientras que el arco limite retrogrado
corresponde al punto terminal sobre la frontera inferior de Dy (Z = 0).

3. Para A = 1, tenemos que los dos puntos terminales corresponden a Z = —1
y Z =0y por lo tanto los correspondientes valores de v son 0 y 7 por lo
tanto las elipses de soporte limite son del tipo IV y III respectivamente.

Entonces con la inclusién de los dos arcos limite, las familias 7% ; y T¢ ; se
pueden considerar como parte de una sola familia cerrada que llamaremos sim-
plemente 77 ;.

6.4.2. Familias de arcos en el PR4C

m,

Figura 6.8: Elipse de soporte en el Problema restringido de cuatro cuerpos.

De las ecuaciones de movimiento del PR4C tenemos que si hacemos g = 0
obtenemos el problema de Kepler rotatorio con una particula de masa m; =1
en el origen y dos masas cero en configuracion de tridngulo equilatero con my,
el problema general se ilustra en la figura (6.8), note que se tiene un problema
similar al PR3C pero con una masa extra en el circulo de radio 1. Las ecuaciones
que gobiernan el movimiento de la elipse son las ecuaciones dadas por (6.17),
las ecuaciones para mgy son las mismas que en (6.18) con la excepcion de que
tenemos un par de ecuaciones extras para ms que estan dadas por !

x = cos(t — m/3), (6.24)

y = sin(t — 7/3).

LComo tenemos un triangulo equilatero el angulo entre sus vértices es 7/3
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Esta masa extra da lugar a nuevos tipos de arcos en el sentido de la secciéon
anterior. Empecemos el anélisis y clasificacion de los arcos tipo S para nuestro
problema.

1. Arcos S7 que solo consideran colisiones de mgy y my es decir, comienzan
con una colisién y terminan con colisién entre estas dos particulas.

2. Arcos S5 que solo consideran colisiones de m3 y my es decir, comienzan
con una colisién y terminan con colisién entre estas dos particulas.

3. Un nuevo tipo de arcos S5 que consideran colisiones entre tres particulas,
es decir, arcos que comienzan con colisién entre mo y my (digamos) y
terminan con colisién entre ms y my.

El primer caso ignora a la particula mgs entonces tenemos el mismo problema
que en la seccién anterior considerando solo a ms pero con la diferencia de que el
el eje x del sistema rotatorio no se encuentra sobre la primaria ms pero via una
rotacion podemos montar este eje x rotatorio sobre mo y por lo tanto tendremos
las mismas conclusiones que en el caso de la seccién anterior, de esta manera
la simetria obtenida no es ahora respecto del eje x rotatorio sino respecto de Iy
(vea la figura (6.9)). El segundo caso es totalmente analogo al caso 1. El tercer

y

A,

Figura 6.9: Simetria de los arcos tipo S respecto de I, vistos desde el sistema
rotatorio.

caso requiere un poco mas de cuidado, supongamos nuevamente que al tiempo
t1 = T+t existe una colision (digamos en el punto P) entre mgy y my, definamos
como 7 el valor de la anomalia excéntrica E en ese momento entonces tenemos
que en la colisién se cumplen las igualdades

cos(T + tg — m/3) = aop(o2 cos(n) — e), (6.25)
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sin(r + tg — 7/3) = acpo102(1 — €)'/ sin(n),
7 = a32( — oy sin(n)),

las incognitas de este sistema de ecuaciones son: ty, 7, 7, @ y e. Supongamos
también que al tiempo to hay otra colisiéon ahora en el punto ) entre mg y
my (vea la figura (6.10)). Tomemos ahora (moédulo 2kw, k € 7Z) como antes
to = (t1 + t2)/2, de la geometria del problema tenemos que a ts lo podemos
escribir como ty = —t; + 7/3 de donde se obtiene que ty = 7/6 por lo tanto
al tiempo to(modulo 2k7) tenemos la configuracion dada por la figura (6.11).
O sea los ejes tanto fijos como rotatorios coinciden a este tiempo y my4 se

0 my =m,
Y
% X ‘L, x

my m,=m,

Figura 6.10: Configuraciones a los tiempos t; (izquierda) y to (derecha).

Figura 6.11: Configuracion al tiempo tg.

encuentra sobre el eje x, entonces nuevamente por la simetria de los puntos P y
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() tenemos que estos nuevos arcos también son simétricos respecto del eje x en
el sistema rotatorio. Uno podria preguntarse, al comparar las ecuaciones (6.19)
con las ecuaciones (6.25), si se tienen las mismas soluciones como las obtenidas
en el caso (6.19), en efecto éste es el caso, observe que al obtener la condicion
de periodicidad se elevan al cuadrado y se suman las dos primeras ecuaciones
por lo que desaparecen los primeros miembros de las dos primeras ecuaciones
en (6.25) por lo que se obtiene una ecuacion de periodicidad idéntica a la del
PR3C. Como consecuencia de esta discusion establecemos la siguiente

Proposicion 6.4.3. Los arcos del tipo S en el PR4C tienen las siguientes
propiedades

1. Los arcos del caso 1 son simétricos respecto de la linea lo.
2. Los arcos del caso 2 son simétricos respecto de la linea 3.
3. Los arcos del caso 8 son simétricos respecto del eje x rotatorio.

Las caracteristicas de estos arcos estan dadas por la condicion de periodicidad
(6.21), en cada caso T representa el periodo medio del arco, medido desde I, I3
y el eje x respectivamente.

Para los arcos tipo T se espera que el modelo discutido en la seccién anterior sirva
en el PR4C. Supongamos sin pérdida de generalidad que el punto de colisién a
considerar es el punto P, tenemos tres casos de arcos tipo T para este problema

1. Ambas colisiones de my4 son con el cuerpo ms, arcos T7.
2. Ambas colisiones de my4 son con el cuerpo ms, arcos 1.

3. La primera colision es entre my4 y mo, la segunda es entre my4 y ms, arcos
Ts.

Los dos primeros casos son dos PR3C considerados por separado involucrando
a las particulas my, mo, my vy my1, ms, my respectivamente. Estos casos no
aportan nada nuevo al problema y uno se puede remitir a la secciéon anterior
para estudiar estos casos, nuevamente el tercer caso es el mas interesante y sera
tratado més a detalle. En en PR3C se tiene que las familias de arcos tipo T estan
determinadas por dos niimeros enteros I, J que son el nimero de revoluciones
de mg, mo, respectivamente, dichos enteros determinan n y por lo tanto a y
T. Si definimos t; y to los tiempos a los que ocurren los choques en el presente
problema entonces los cuerpos ms, ms sobre el circulo efecttian un ntimero entero
de revoluciones (digamos I) mas un factor de 7/3 (que es el angulo entre ellos)
entre estos tiempos (vea la figura (6.12)). Entonces nos preguntamos si para el
caso en consideracion tenemos algo similar, para esto tenemos la siguiente

Proposicion 6.4.4. Para los arcos del caso 3 se tienen la igualdades

3+ 21
a3/2:7T/ + 207

2
2Jr (6.26)
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T = 27rJa3/27

donde I,J € Z y T =ty —t1 es la duracion del arco.

Demostracion: Como ya mencionamos de la geometria del problema podemos
escribir
tg :tl +7T/3+2I7T,

por otro lado como my4 hace un nimero entero J de revoluciones sobre la elipse
entonces podemos escribir también 7 = JTs;q donde Tg;q es el periodo en el
sistema sideral que es 2ra®/2 por lo tanto, por un lado tenemos 7 = 2w.Ja’/2
y también 7 =t — t; = 7/3 4+ 2I7 e igualando estas cantidades obtenemos el
resultado.

O

Entonces como en el caso del PR3C la cantidad A = a%/2 esta determinada por
dos enteros I, J y por lo tanto podemos usar el plano (A, Z) para representar las
caracteristicas de estos arcos. Como A estd ya determinado entonces también
lo estard V' (recuerde las relaciones (6.22)), por lo tanto solo falta estudiar la
cantidad 7 y por (6.23) determinaremos Z. Dado que a ya esta fijo entonces
estarad determinado simplemente por las cantidades o1 y e y no por la particula
considerada sobre el circulo, es decir, v es el mismo para los choques m3 —my y
mo — My, entonces para definir Z basta considerar cualquier tiempo particular
tag 0 t3p (recuerde que la duracion del arco ya se conoce por la prop. anterior)
definidas en el sentido de la seccién anterior. Una eleccién natural es considerar
too tal como en (6.23) es decir considerando un choque mo — my y definir asi
7 = %(tzo — t40), note que en este caso t40 juega el papel de t3g en la seccion
anterior. Con Z definida de esta manera tenemos que las caracteristicas en este
caso se representan idénticamente que en el PR3C salvo una transformacion
hecha en A que obviamente no afecta el modelo del plano (A, Z) dado que sus
dominios dependen principalmente de la relaciéon Z — .

Figura 6.12: Configuraciones a los tiempos ¢ (izquierda) y to (derecha) para los
arcos tipo T.
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Como ya se mencion6, los arcos tipo T en los casos (1) y (2) no aportan nada
nuevo al problema ya que considerados por separado se pueden ver como dos
problemas restringidos de tres cuerpos, entonces sus caracteristicas son cerradas
en el sentido de la seccién anterior. Resulta interesante preguntarse si esta pro-
piedad se preserva para el caso (3). Observe que tenemos una correspondencia
directa con las cantidades A y Z del PR3C, es decir, si denotamos por A’ y
7' a las respectivas cantidades del PR4C entonces no es dificil ver que estas se
relacionan por medio de las igualdades

7' =27,

Y /3 +2I 1
+ 217

A’:Wi:A —

2nJ +6J’

entonces se tiene que salvo una traslacion sobre A los limites discutidos en el
final de la seccién anterior son idénticos a los de este caso en consideracion.
Entonces podemos concluir que en este caso las familias de arcos seran también
cerradas. Resumimos los resultados de esta seccién en la siguiente:

Proposicion 6.4.5. Consideremos el PR4C para el caso especial p = 0; las
orbitas de sequnda especie se dividen en dos grupos: tipo S y tipo T que a su
vez se dividen es tres casos respectivamente: S1, So, Sz, T1, To y T3 entonces

1. Los arcos Sy, So y Ss estdn representados por la ecuacion (6.21) del PR3C,
por lo tanto sus caracteristicas son idénticas a las del PR3C con la dife-
rencia que la cantidad T debe ser medida desde las lineas Iz, I3 y el eje x
rotatorio respectivamente.

2. Las curvas caracteristicas de los arcos Ty, T son idénticas a las del PR3C
y por lo tanto tienen la misma estructura. Salvo la adicion de %, J ezl
en la cantidad A, las curvas caracteristicas de los arcos T3 son idénticas
a las del PR3C y por lo tanto tienen la misma estructura.

6.5. Estabilidad de o6rbitas periédicas y bifurca-
ciones

En la teoria preliminar sobre érbitas periddicas se estableci6 el teorema 6.1.6 que
nos proporciona un criterio matematico en general sobre la estabilidad de una
orbita periddica. Sin embargo, si queremos estudiar la estabilidad de familias
completas de drbitas periddicas debemos crear herramientas que nos permitan
hacer esto de una manera més rapida y eficiente. Hemos decidido poner aparte
esta secciéon dado que, como se observard més adelante, la estabilidad y bifur-
cacion de familias de orbitas periddicas no son fenémenos aislados dado que el
estudio de la estabilidad de una familia nos puede dar informaciéon sobre al-
guna bifurcacion de ésta. En el capitulo 11 de [47] el lector puede encontrar
una amplia discusiéon sobre este tema. Como dijimos anteriormente, el enfoque
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que adoptaremos para estudiar las relaciones entre estos dos temas es el que se
encuentra en [33] dado que es mas adecuado al enfoque que estamos siguiendo
en nuestro estudio de familias de orbitas periédicas. Supongamos que hemos
calculado por algin medio familias de 6rbitas periédicas para p > 0 en el PR4C
y queremos estudiar su estabilidad en conjunto, esto nos lleva a analizar la natu-
raleza de los multiplicadores caracteristicos del mapeo de Poincaré . Cuando
estudiamos el tema de continuaciéon analitica vimos que la autonomia de un
sistema y la presencia de integrales primeras nos permiten reducir la dimension
del mapeo de Poincaré (teorema 6.2.9), en nuestro caso tenemos la presencia de
una integral primera, por lo tanto podemos reducir el mapeo a un espacio de
dimensién 2, ahora bien, por motivos computacionales queremos hacer explicito
este mapeo. Ya mencionamos que para nuestros propdsitos es suficiente conocer
las condiciones iniciales zy y ¢ de una 6rbita periddica, o equivalentemente,
es suficiente restringirnos al estudio de las intersecciones de estas orbitas con el
plano (xg,Z). Si hacemos & = zg y & = &g entonces £ = (£1,&2) denotara a
las condiciones iniciales requeridas, denotemos también por x; y 1 a los valores
del mapeo de Poincaré al tiempo de cruce 7(£), es decir,

Ty = 1/11(5)7

i‘l - ¢2 (f)a
donde ¥ = (11,12), por lo tanto

donde a, b, ¢ y d son las respectivas derivadas parciales. Como el mapeo de
Poincaré es simpléctico, tenemos que ad — bc = 1, el polinomio caracteristico de
A esta dado por

p(A) =N —(a+d)A+1=0,

el discriminante de p(A) es D = (a + d)* — 4, si |a + d| < 2 tenemos dos
eigenvalores complejos conjugados A\ = re®? y Ay = re™®, de aqui se tiene
automaticamente que A es diagonalizable y A\; A2 = 1 que implica r = 1 esto
es el caso de estabilidad en el sentido lineal. En caso de que tengamos érbitas
periodicas (z(t), y(t)) simétricas respecto del eje x, tenemos que (z(—t), —y(—t)
describe la misma 6rbita periddica, entonces el mapeo de Poincaré también lo
podemos escribir como

xo = P1(z1, —&1),
—&o = a1, —21),

so6lo que en este caso & = x1 v & = —a1. Entonces se tiene que

o [ a b
¢\ —c d ’
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sin embargo, este segundo caso considera t — —t por lo tanto este caso es
equivalente a la inversa del mapeo del primer caso, entonces debemos tener

81/)’17 a —b
o8\ —c d ’

pero la inversa de la matriz A esta dada por

L (d b
A _<—c a ’

igualando las matrices % y A71 se obtiene a = d. Por lo tanto la condicién

de estabilidad es este caso se reduce a pedir |a| < 1. Observe que este es un
criterio muy sencillo para determinar la estabilidad de una 6rbita sin necesidad
de calcular todos los multiplicadores caracteristicos, desde un punto de vista
computacional es muy util. Note que por simplicidad en esta discusién no he-
mos usado en nada la dependencia sobre un pardmetro dado y que este criterio
se cumple para una sola 6rbita en particular, pero sin duda el concepto puede
extenderse a una familia de 6rbitas periddicas parametrizada por alguna canti-
dad «. En nuestro problema tenemos que podemos usar como pardmetro o a p
o la constante de Jacobi C, dejando la otra constante. Si tomamos un valor de
1 constante y tomamos como parametro a C' tiene varias ventajas, una de ellas
es que la constante C' puede variar sobre toda la recta real al contrario del paré-
metro de masa que solo puede variar entre 0 y 1/2 para que el problema tenga
significado fisico. Otra ventaja es que en niveles de energia fijos no podriamos
encontrar relaciones entre 6rbitas periddicas y puntos de equilibrio a menos que
estemos en el valor de energia de uno de esos puntos lo cual nos restringe en la
exploracién; las ventajas de usar esta metodolgia sera evidente en lo subsecuente.

Estudiemos las relaciones existentes entre bifurcaciones de orbitas y su esta-
bilidad en general y después nos restringiremos al caso particular de érbitas
simétricas. Como ya ha sido mencionado, el estudio de una orbita periddica
esta determinada por el estudio de los puntos fijos del mapeo 1 : R?2 — R2

donde
w _ (wl(ani(% C))
Ya(xo, 20, C) )’

donde C es el parametro a considerar. En el caso de una 6rbita periodica se
tiene que
($0> _ (1#1(330@070))
iO 1/)2(33075i70ac) ’

To = ¢1 (.130, j;07 C)? (627)
&g = Ya(xo, £o, C). (6.28)

o en coordenadas

Consideremos un punto cualquiera A de coordenadas (xg, &g, C) sobre una cur-
va caracteristica v y estudiemos la vecindad de ese punto, diferenciando las
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ecuaciones (6.27) y (6.28) obtenemos

I

(a — 1)dzg + bdig + %d() =0, (6.29)
0
cdzo + (d — 1)dio + %dC’ =0, (6.30)
donde a = g—ﬁ, b = g—;f;, c = g—fi yd= %}i' Estas ecuaciones determinan

la direccion de la tangente a la caracteristica en el punto A. Supongamos por
ejemplo que b # 0, combinando las ecuaciones (6.27) y (6.28) y haciendo uso
del teorema de la funcién implicita podemos escribir

1/}2(580,530(170,0),0) — J'SO = (p(l‘o,C) = 0 (631)

La funcién ¢ representa una curva 4’ en el plano (zg,C) que en realidad se
trata de la proyeccion de la caracteristica 7 sobre el plano (zg,C). Por tanto la
tangente a v’ en el punto A’ (la proyeccion de A) esta dada por la ecuacion

! + — = .32
- dxo CdC’ 0, (63 )

diferenciando (6.31) usando (6.30) y usando que se cumple la relacion ad—be = 1

obtenemos
Bi_c_(d—l)(a—l) a+d—2

970 b - (6:33)
Op _ 0Py d—10yx
ac ~ ¢ aC b aC’ (6.34)

hacemos las siguientes definiciones

Definicién 6.5.1. Una orbita periddica se llama una orbita critica de primer
tipo si ésta cumple la ecuacion a4+ d = 2, y se llama orbita critica de seqgundo
tipo si cumple a +d = —2.

Supongamos que A es un punto critico de primer tipo, entonces se cumple la

relacion g—;‘; = 0. Distinguiremos los siguientes dos casos

1. g—g # 0, la ecuaciéon (6.32) muestra que la tangente en un punto A’ es
paralela al eje xg. es decir, A’ es un extremo en C de la curva + figura

(6.13.a).
2. g—g =0, A’ es un punto doble, es decir, serd un punto caspide (6.13.b) o

un punto de interseccién con otra rama (curva) ¢’ (6.13.c).
entonces podemos establecer la siguiente

Proposicion 6.5.2. Un punto critico de primer tipo es un extremo en C de la
caracteristica o es un punto de interseccion con otra caracteristica.
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No es dificil ver que esta misma proposicion se obtiene si se suponen las otras
cantidades (a — 1, ¢,d — 1) distintas de cero. Nos preguntamos ahora que sucede
con la estabilidad en una vecindad de A.

El criterio de estabilidad esta dado por la desigualdad |a + d| < 2, entonces
de la ecuacion (6.33) se tiene que hay estabilidad si se tiene bngo < 0 e inesta-
bilidad en el caso contrario. El coeficiente b que se supone no nulo en A’ guarda
un signo constante en una vecindad de A’. Entonces se tiene que la cantidad
g,—;‘; cambia de signo en dicha vecindad, por lo tanto se obtienen 4 casos posibles
que se muestran en la figura (6.14), los signos + y — corresponden a la cantidad
bg—;'ao. Supongamos ahora que el punto A es un punto critico de segundo tipo.
Los valores propios dados por la ecuacién caracteristica A2 —2(a +d)A+1 =0
son iguales a —1, consideremos ahora el mapeo 12 en vez de mapeo 1, entonces
sus valores propios son iguales a los cuadrados de los anteriores es decir, +1. Si
denotamos como as, by, c2 v da a los coeficientes asociados a 12 se tiene que
as + dy = 2y tenemos asi el analisis del caso anterior (primer tipo)

1. A es un punto extremo para C (pero de 1?). Entonces es un extremo en
una vecindad de la caracteristica 2 (72 puede verse como la caracteristica
~ pero compuesta de las érbitas recorridas dos veces) pero esto implicaria
que A es un extremo de 7 o sea que se tiene a +d = 2 lo que es una
contradiccion ya que A es de segundo tipo, por lo tanto no se puede dar

x{) x() '
v Y
, A
A
a C b C
xﬂ Y
4
5
c C

Figura 6.13: Formas posibles de las curvas caracteristicas en la vecindad de un
punto critico de primer tipo.
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este caso.

2. O bien A es una interseccién con otra caracteristica §, tengamos en cuenta
que estamos considerando la transformacién 1) entonces esta caracteris-
tica § corresponde a Orbitas de periodo doble o periodo simple, pero si
las 6rbitas son de periodo simple entonces necesariamente g—;) =0y esto
implica que A es de primer tipo, una contradiccién. Por lo tanto § nece-
sariamente estd compuesta de orbitas de periodo doble y la denotaremos
por ds.

Entonces en un punto A, la o6rbita periédica de periodo doble se reduce a una
orbita periodica simple pero recorrida dos veces, por lo tanto establecemos la
siguiente

Proposicién 6.5.3. Un punto critico de sequndo tipo es un punto de intersec-
cion con una caracteristica de orbitas de periodo doble y un extremo en C' para
esta caracteristica (93).

Los resultados anteriores se cumplen para 6rbitas peridédicas cualesquiera, en
particular para el caso &9 = 0 (el caso de oOrbitas simétricas) , entonces las ca-
racteristicas ¢, 05 y 7 dejan de ser proyecciones sobre el plano (zg, C).

Sea A un punto critico en este caso particular que no es un extremo para C,
entonces es un cruce con otra caracteristica. Por construccion, el conjunto de

xa xn
- + + -
A4 A
a C b C
xl) x(}
+ A +
C C d C

Figura 6.14: Cambios en la estabilidad cuando se pasa un punto critico.
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caracteristicas debe ser simétrico respecto del plano &y = 0. En consecuencia
esta segunda caracteristica esta en el plano zg = 0, o es simétrica respecto a él
y lo corta perpendicularmente. En resumen, se tiene 6 tipos de puntos criticos
y se puede obtener informacién sobre el tipo de punto critico si se calculan los
valores (como se muestra en [33]) de las cantidades a, b, ¢ y d en dicho punto.

o c=0 tipol, II 61III
“‘d_l{bzo tipo TV

o c=0 tipoV
a=d= 1{b0 tipo VI

Notemos que el analisis previo hecho para un punto critico cualquiera de 6r-
bitas periddicas simples, es decir, donde las érbitas solo tienen dos cruces con
la seccion de Poincaré, puede hacerse inmediatamente en el caso de érbitas de
periodo n € Z. Basta con sustituir en todas partes del caso de periodo sim-
ple por periodo n y periodo doble por periodo 2n. En conclusion tenemos que
en los puntos cfiticos, ademés de tener cambios de estabilidad, podemos tener
bifurcaciones o cruces con otras familias de 6rbitas periodicas, y toda esta in-
formacion esté contenida en las cantidades a, b, ¢ y d solamente; entonces solo
hay que calcular estas cantidades en cada paso para ir obteniendo la informa-
cién necesaria, lo que es muy econémico en los calculos. Sin embargo, atin no
sabemos como implementar numéricamente estos métodos, eso sera el tema de
la siguiente seccion.

C

Figura 6.15: Vecindad de un punto critico de segundo tipo.
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6.6. La busqueda numeérica de familias de 6rbitas
peridédicas

En esta seccion abordamos los fundamentos mateméticos principales para llevar
a cabo una implementacién numérica de la técnica conocida como continuaciéon
analitica. Aunque en las secciones previas se discutié continuaciéon analitica
de oOrbitas periddicas en sistemas auténomos, esta técnica no se limita a tal
problema. Si nos sentamos a pensar un momento, notamos que continuacién
analitica de orbitas periddicas consiste esencialmente en encontrar puntos fijos
de la aplicacion de Poincaré ¥ (z, o) o equivalentemente encontrar ceros de la
funcién G(z, ) = ¢ (z, o) — x. Por lo tanto, desde un punto de vista numérico,
la continuacion analitica se trata de encontrar ceros consecutivos de cierto tipos
de funciones, aunque sabemos que encontrar ceros de funciones es un problema
nada trivial. Ya hemos visto que el seguimiento de familias de 6rbitas periddicas
presenta puntos singulares o criticos, por ejemplo puntos donde se intersectan
dos curvas caracteristicas de familias de orbitas periddicas distintas, entonces
es natural preguntarse jcomo calcular las cantidades definidas en la seccion
anterior para detectar estos puntos singulares?. En lo que sigue discutiremos de
manera breve resultados elementales que nos servirdn para la implementacion
numeérica del problema. El lector que no esté familiarizado con implementaciones
numéricas y analisis ntimerico de bifurcaciones los textos de [28] y [37] son dos
excelentes referencias para consultar.

6.6.1. Continuacién numérica
Empezaremos dando unas definiciones preliminares [28]

Definicién 6.6.1. Sean k,N € N con N > k > 1. Un subconjunto S C RN
se llama una variedad de clase C' de dimension k si para cada T € S existe
una vecindad U de T en RN y una funcion G : U — RN=F tal que G,(z) (la
derivada de G) tiene rango N —k y SNU = {x € U : G(x) = 0}. Diremos que
G es una funcion definida localmente para S y N — k se llama la codimension
de la variedad.

Definicién 6.6.2. Si N > k> 1y G : RN — RN~ es una funcion de clase
C', entonces G se llama una funcion definida globalmente para la variedad
S ={x € RN : Rang(G.(v)) = N — k}. Los puntos de esta variedad se llaman
puntos ordinarios del conjunto de ceros de G.

Definicién 6.6.3. Sean k, N € NN > k > 1, S una variedad de clase C* en
RY de dimension k, z € S y G : U — RV una funcion definida localmen-
te para S en T. Entonces el espacio nulo de G,(T) se define como el espacio
tangente de S en I.

En particular estamos interesados en el caso k = 1. Sea G(x, ) : RN Tt — RN
donde # € RY y a € R, una funcién de clase C! y sea Z = {y € RN+ : G(y) =
0} v S el conjunto de todos los puntos ordinarios en Z, entonces S es una
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a

Figura 6.16: Conjunto de ceros de una funcién no lineal.

variedad diferenciable de dimensién 1. Las componentes conexas de S se llaman
ramas. Un retrato posible para Z se presenta en la figura (6.16), obviamente D
y E no pertenecen a S. Observe que S tiene 8 componentes conexas (ramas).
El punto D lo llamamos un punto de bifurcaciéon transcritico; al punto E lo
llamamos un punto de bifurcacion tipo trinche. A,B y C estan en S pero son
especiales con respecto al parametro o porque las tangentes en esos puntos son
ortogonales al eje a. Entonces el parametro a. no se puede usar para parametrizar
S en una vecindad de A ,B o C. Esto nos lleva a la siguiente definiciéon

Definiciéon 6.6.4. Si denotamos como [Gy,Gq] a la derivada de G(z,a) :
RN+ 5 RN entonces un punto (x,a) € S se llama un punto limite o pun-
to critico si G, es singular, en caso contrario los llamamos puntos regulares.

Volviendo al problema, estamos interesados en calcular una rama soluciéon z(«)
de la ecuacion
G(z,a) =0, (6.35)

donde z € R", a € Ry G(z,a) € R™. Por lo visto anteriormente, tenemos
que en puntos regulares podemos utilizar a o como parametro, entonces para
cada valor de a podriamos utilizar el Método de Newton por ejemplo por su
rapida convergencia para calcular el valor de x € R™. Pero como ya se vid, en
puntos limite esta metodologia falla por la singularidad de G, entonces surge una
cuestion: ; Que método debemos usar para salvar esta situaciéon? La respuesta la
obtenemos del método conocido como continuacién por pseudolongitud de arco.

6.6.2. Continuaciéon numérica por pseudolongitud de arco

Supongamos que conocemos una solucion (zg, ag) de (6.35), para encontrar una
nueva solucion (z1, 1) necesitamos un punto inicial (&, &) y una estrategia pa-
ra determinar (z1,a1). Supongamos que un punto (21,a;) y un punto previo
(a:o, ao) con vector tangente ty se conocen. Deseamos encontrar un vector tan-
gente t; en (x1, 1) o sea pedimos que
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Figura 6.17: Continuacion a lo largo de una rama por pseudolongitud de arco.

1. [Gy,Gal -t = 0.

2. Para preservar la orientacion de la rama pediremos ademas que (to, t1) = 1.

x x

Escribamos t; = (fé) y tg = (fg) entonces juntando las condiciones 1 y 2
1 0

Ge  Go \ (tf) _ (0
(O v ) \ey) T 1)

donde G € Myxn(R), Go v t§ estan en R™ y ¢§ es un escalar.

obtenemos

Supongamos que se ha escogido un tamano de paso As entonces nuestro pa-

so predictor es

. n As
r=x — 17,
T

As

~ (0%

a=ao+ Htlutl.
A esto lo llamamos un predictor de pseudolongitud de arco dado que As mide
la longitud de arco a lo largo de la linea tangente y por lo tanto aproxima a la
longitud de arco a lo largo de la rama.

Hay varias posibilidades para un caso corrector, solo presentaremos una de ellas
que es la que se utilizara en las implementaciones numéricas. Esta opcién tra-
ta de buscar una soluciéon de (6.35) en un hiperplano ortogonal a ¢; o sea que
satisfaga el sistema

G(z,a) =0,

~

ti(x —2) +t¥(a— &) =0.
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Nos gustaria nuevamente aplicar un método de Newton o cuasi-Newton a este
sistema, para resolverlo entonces debemos verificar que

G, Ga
L[ G
( 107 4 ) ’

sea no singular. Para esto tenemos la siguiente
Proposicién 6.6.5. El rango de J es igual a n + 1.

Demostracion. Sabemos por eleccion de G que [G,, G,] tiene rango n entonces
supongamos que existe j € 1,....,n tal que el j—esimo renglon [G,, G,]; de
[G.,Ga] es linealmente dependiente con ¢! es decir, que existe a € R — {0} tal
que

[Gm Ga}j =a- t?,

entonces [[G,, Gy - t1]; = a - ||t1]|? es decir, [Gy, Go] - t1 # 0, pues t; # 0, esto
es una contradicciéon con la condicién 1 sobre la construccion de tq. Por lo tanto
el rango de J es n+ 1 y por lo tanto invertible.

O

Ahora que ya tenemos un método bien definido sobre cémo implementar un
seguimiento ntmerico de familias de 6rbitas periddicas, estamos listos para hacer
una exploracion en el PR4C. Los resultados de tal exploraciéon se presentan en
el siguiente capitulo.
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Capitulo 7

Clasificacion de Familias de
Orbitas Periddicas

En este capitulo se ofrece una clasificacién de algunas familias de orbitas pe-
riddicas que fuimos capaces de calcular numéricamente via la metodologia que
discutimos en el capitulo anterior. Estas orbitas fueron calculadas con preci-
sion doble con un integrador multipaso Adams—Bashfort de orden variable para
mayor precision. Como se observara mas adelante todas las familias presentan
orbitas de expulsion-colisién, por lo tanto en nuestra bisqueda numérica las
ecuaciones regularizadas en sus distintas versiones que se discutieron en el ca-
pitulo 5 fueron necesarias para pasar a través de estas colisiones. Por motivos
histéricos como teodricos hemos denotado a la familias de érbitas periodicas por
letras del alfabeto a manera del PR3C, algunas familias de orbitas presentan
subindices en sus nombres, tales subindices denotan el nimero de rizos que da la
orbita alrededor de la(s) primaria(s) en consideracion. Como ya mencionamos,
usaremos el plano de caracteristicas (xg, C') para representar a estas familias de
orbitas periddicas dado que todos sus elementos son érbitas periddicas simétri-
cas con respecto al eje x, cuando estudiemos la estabilidad de estas familias,
usaremos el plano (a, C) para representar las curvas de estabilidad a(C') donde
a es el indice de estabilidad.

Presentamos un estudio exhaustivo de nueve familias de 6rbitas periddicas cuya
existencia estd garantizada por las técnicas analiticas que discutimos anterior-
mente, hemos escogido el valor de p = 0,019, puesto que este valor del pardmetro
de masas se encuentra en el rango donde la configuracion equilatera de las tres
primarias es estable, es decir; este valor se encuentra en el intervalo [0, u1,-] donde
pr es el valor critico de Routh [4], [68]. El estudio est4 compuesto principalmente
en identificar a cada familia en fases, donde cada fase separa a la familia en 6rbi-
tas destacadas en el sentido de que estas 6rbitas son de colisiéon, pertenecientes
a puntos criticos entre familias o que pertenezcan al principio de terminacion
natural. En la figura (7.1) presentamos las curvas caracteristicas de las familias
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mencionadas, los diversos colores en las curvas simbolizan a las distintas fases
de las familias y los pasos por colision en la evolucion de las familias de orbitas
periodicas [13], en las secciones siguientes esto serd mas evidente.

ok

4+

Figura 7.1: Curvas caracteristicas para las nueve familias de érbitas periddicas
simétricas.

7.1. La familia g de 6rbitas periédicas directas
alrededor de m,

La primera fase de esta familia comienza con 6rbitas peridédicas directas circu-
lares e infinitesimales alrededor de la primaria m; dadas para valores grandes
de la constante de Jacobi C, el tamano de las 6rbitas se incrementa conforme
el valor de C decrece hasta que dichas 6rbitas alcanzan una o6rbita de colisién
con mq, a este conjunto de drbitas periodicas se le llama primera fase, vea la
figura (7.14). La segunda fase de esta familia comienza cuando las 6rbitas pasan
a través de esta colisiéon, dichas orbitas forman dos rizos alrededor de m;. El
rizo interno se incrementa y el rizo externo se reduce conforme el valor de C'
decrece, ambos rizos se vuelven indistinguibles en el valor de C' = 0,1797, en este
punto se alcanza un valor de bifurcacion con la familia f que se describira més
adelante. En este punto termina la segunda fase y comienza la tercera, ahora
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Figura 7.2: Curva caracteristica para la familia g.

los rizos anteriores se intercambian, es decir; el rizo interior se reduce y el rizo
exterior se expande conforme el valor de C' se incrementa. Si seguimos la evolu-
cion de esta fase encontramos que nuevamente se alcanza una 6rbita de colision
con my pues el rizo interior colapsa a tal primaria, en este punto comienza la
cuarta fase, conforme la constante de Jacobi se incrementa, la parte media de
la orbita también se incrementa, esta cuarta y ultima fase sigue evolucionando
hasta que termina en 6rbitas asintoticas al punto de equilibrio Lo, o de manera
maés precisa; la constante de Jacobi oscila en una pequena vecindad alrededor
de valor C5 y el periodo de las 6rbitas comienza a incrementarse fuertemente.
Como en el caso de la Categoria de Copenhague del PR3C, esta familia presenta
la denominada terminacion “blue sky catastrophe".

7.2. La familia f de érbitas retrogradas alrededor
de ma

La primera fase de esta familia comienza como en la familia g, con érbitas pe-
ridédicas circulares infinitesimales alrededor de mq solo que esta vez las érbitas
son retrogradas, la primera fase de esta familia evoluciona en forma similar a la
correspondiente de la familia g conforme el valor de C' decrece mondtonamente,
sin embargo, este decremento de la constante de Jacobi se detiene en el valor
C = —0,6379 y la constante de Jacobi comienza a crecer, es decir; se alcanza un
punto de retorno, aqui termina la primera fase. Después de este punto comien-
za naturalmente la segunda fase, el tamano de las érbitas periédicas continua
incrementandose pero ahora estas orbitas tienden a colisionar con las primarias
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Figura 7.3: Curva caracteristica de la familia f y magnificacion de la terminacion
de la familia en el punto de equilibrio L.

ms y Mg pero estas colisiones nunca se alcanzan por el contrario, las érbitas se
vuelven asintoticas al punto Lo, o sea esta familia termina de manera similar a
la familia g, figura (7.3).

7.3. La familia a de 6rbitas retrégradas alrededor
de Ll

El comienzo de esta familia estd garantizado por el célebre teorema del cen-
tro de Liapunov dado que el espectro de este punto de equilibrio satisface las
condiciones que establece este teorema. Si tomamos a esta familia de orbitas
periddicas que emanan del punto L; como el comienzo de la primera fase y la
seguimos numéricamente para valores de C' menores que C; encontramos que
conforme el decremento de C' es monétono el tamano de las 6rbitas comienza
a incrementarse hasta el punto que una érbita de colisién con m; aparece, de
esta manera acaba la primera fase. Después de esta colision comienza la segunda
fase, el valor de C continua decreciendo mono6tonicamente pero un segundo rizo
aparece sobre las orbitas, este segundo rizo crece conforme seguimos la segunda
fase hasta que un nuevo punto de retorno se alcanza en el valor C' = —0,5846,
en este punto los rizos tanto interior como exterior coinciden y como en las
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Figura 7.4: Curva caracteristica de la familia a.

familias previas, después de este punto ambos rizos se intercambian y el nuevo
rizo interno comienza a colapsar conforme C se incrementa hasta alcanzar una
nueva Orbita de colisién con mq, aqui termina la tercera fase de la familia, figura
(7.16).

7.4. La familia g4

Esta familia es el primer ejemplo de lo que se denomina una familia cerrada de
orbitas periddicas, figura (7.5). La primera fase de esta familia se compone de
orbitas que forman 4 rizos alrededor de my, cabe senalar que todas las érbitas
son retrogradas, siguiendo la evolucion de la primera fase, encontramos que
conforme el valor de C' decrece estos 4 rizos se acercan més y mas hasta que
se vuelven indistinguibles, es decir; se alcanza un punto de retorno en C' =
1,3381, en este punto comienza la segunda fase, ahora los 4 rizos se comienzan
a separar conforme C' se incrementa y las orbitas tienden a colisién con m;
pues las intersecciones entre los rizos colapsan a mj. Si seguimos la familia
después de esta colision encontramos la tercera fase de esta familia, los rizos
mencionados cambian su multiplicidad, es decir; 4 rizos internos alrededor de
my aparecen junto con 4 rizos externos, figura (7.17), conforme el valor de C
se incrementa los rizos internos incrementan su tamano mientras que los rizos
exteriores disminuyen simultaneamente hasta desaparecer, asi termina la tercera
fase. La cuarta fase comienza cuando los rizos alrededor de m; incrementan su
tamano conforme C' continua creciendo mondtonicamente. Estos rizos coinciden
en el valor C' = 3,7581 y asi un nuevo punto de retorno aparece. Después de
este punto de retorno comienza la quinta fase, ahora los rizos se intercambian
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Figura 7.5: Curva caracteristica de la familia g,.

como se esperaba y los extremos de los rizos exteriores se vuelven cuspides, es
decir; no hay mas intersecciones ortogonales con el eje- z, este es el fin de la
quinta fase. Conforme C decrece los rizos de las dérbitas tienden a colisiion con
my y la sexta y ultima fase termina en este punto. Obsérvese que esta colisién
es también el comienzo de la primera fase, por lo tanto la familia es cerrada.

7.5. La familia g

Esta familia es otro ejemplo de una familia cerrada de orbitas periddicas, sin
embargo, el comportamiento de sus orbitas es mas complicado que las de las
familias previas. Hemos nombrado a esta familia como gg porque existe una
parte en esta familia donde las 6rbitas tienen 6 rizos alrededor de la primaria
my pero si seguimos la evolucion de esta familia encontramos que las orbitas
presentan una dindmica mas complicada, por lo tanto no es muy claro como
clasificar las fases de esta familia, por simplicidad hemos nombrado primera
fase a la seccion exterior entre los puntos de retorno de la curva caracteristica y
segunda fase a la seccién interior. En cada fase mostramos figuras representativas
para mostrar la dinamica de las orbitas, figura (7.18).

7.6. La familia m de o6rbitas retrogradas alrede-
dor de my, mo y mg3

Esta familia consiste de orbitas periodicas retrogradas alrededor de las tres pri-
marias, sin embargo, las érbitas no rodean a las tres primarias simultaneamente,

119



Familiy g6
T

0.9 ]

Figura 7.6: Curva caracteristica de la familia gg.

Familiy m

Figura 7.7: Curva caracteristica de la familia m.

es decir; estas forman 3 rizos donde cada rizo rodea a una primaria, esto se pue-
de ver en la figura (7.19). Los tres rizos incrementan y disminuyen su tamafo
conforme se sigue a la familia pero una colision con las tres primarias nunca
sucede aunque las 6rbitas son muy cercanas a colision cuando los rizos dismi-
nuyen su tamano. Este comportamiento es ciclico y por lo tanto se obtiene otra
familia cerrada.
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7.7. La familia j de 6rbitas retrogradas alrededor
de mo y mgs

Familiy j
0.5F T =
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m,
-0.5F b
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At ]
S
3
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2t ]
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3 . . . . . .
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Figura 7.8: Curva caracteristica de la familia j.

La primera fase de esta familia tiende por un lado a colisién con las primarias
ma y ma, esta colision sucede para grandes valores (negativos) de la constante de
Jacobi C. Conforme C' se incrementa las érbitas incrementan su tamano hasta
que se alcanza una Orbita de colision con la primaria mq, asi es como termina
la primera fase. Después de esta colisién aparece un rizo extra alrededor de m;
como se esperaba y ahora las 6rbitas se vuelven directas alrededor de m, este es
el inicio de la segunda fase, conforme seguimos su evoluciéon nos damos cuenta
que tanto el rizo exterior como interior incrementan su tamano y las érbitas
tienden a colisién con las primarias mo y mgs, esta segunda fase termina cuando
dicha colision sucede. La tercera fase comienza naturalmente después de esta
colision, dos rizos alrededor de mo y m3 respectivamente aparecen sobre las 6r-
bitas y conforme C' decrece estos rizos se incrementan alrededor de las primarias,
conforme seguimos la evolucion de esta fase notamos que el comportamiento de
las orbitas se complica y aparece una nueva Orbita de colisién con mq, este es
el fin de la tercera fase. Hemos decidido terminar de seguir la familia en esta
fase pues el complicado comportamiento de las érbitas y el extenso tiempo de
integracion de las ecuaciones regularizadas nos obligan a detener el seguimiento
en este punto, figura (7.20).
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Figura 7.9: Curva caracteristica de la familia j5, note que es muy similar a la
de la familia j.

7.8. La familia j,

Esta familia llamada js estd compuesta de 6rbitas periddicas retrogradas alrede-
dor de mo y m3 como en la familia j solo que esta vez las érbitas poseen un rizo
extra alrededor de ambas primarias, este rizo rodea a la primaria m, también y
se puede ver en la figura (fases j2), la evolucion de esta familia es muy similar
a la evolucién de la familia j y de hecho su curva caracteristica tiene la misma
forma que la de la familia j, ver figura (7.9). Para ilustrar la dindmica de esta
familia mostramos o6rbitas representativas de cada fase en la figura (7.22).

7.9. La familia ry de 6rbitas asintoticas a Lo

Esta familia de orbitas periddicas ha sido nombrada 72 en analogia a la familia
r de la categoria de Copenhagen del PR3C, el subindice es para indicar que
la familia es asintotica al punto Lo. La primera fase de esta familia nace de
una o6rbita homoclinica a Lo seguida de o6rbitas peridédicas que son asintéticas
al punto de equilibrio, estas érbitas forman dos rizos que rodean las primarias
me y mg, conforme las érbitas peridédicas se alejan de Lo, los rizos comienzan
a decrecer en tamano y tienden a colisién con ambas primarias, sin embargo,
estas colisiones nunca se alcanzan, en cambio, cuando comenzamos a decrecer
monoténicamente el valor de C, los rizos mencionados comienzan a incrementar
su tamafo, este comportamiento se mantiene hasta que las 6rbitas se vuelven
simétricas respecto del eje y, ver figura (7.21), si continuamos disminuyendo
el valor de C esta simetria desaparece y las o6rbitas tienden a colisiéon con la
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Figura 7.10: Curva caracterisitica de la familia 79, las magnificaciones muestran
las terminacién de la familia en el punto de equilibrio Ly y un punto de retorno
de la familia.

primaria mj en dicha colisiéon termina la fase 1 de esta familia. Cuando las 6r-
bitas pasan por esta colisién, un nuevo rizo alrededor de m; aparece como se
esperaba, este es el comienzo de la segunda fase, conforme seguimos la evolu-
cién de esta segunda fase observamos que el nuevo rizo incrementa su tamano
conforme C' decrece monotonicamente y ademés las o6rbitas tienden a colision
con las primarias mg y ms, en el punto C ~ —0,77266 encontramos un punto
de retorno. Aunque el rizo contintia incrementando su tamano la colision con
me y m3 no se alcanza, en lugar de eso, el periodo de las érbitas comienza a
incrementarse. Este comportamiento continiia conforme el valor de C' continia
incrementandose monotonicamente, como sucedié en el caso de la familia j, el
gran periodo de las 6rbitas que exige un tiempo de integraciéon largo de las ecua-
ciones (regularizadas en este caso) mas la fuerte inestabilidad de estas orbitas
nos forzaron a terminar el seguimiento de esta fase y por lo tanto, el seguimiento
de la familia completa.
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7.10. Puntos criticos en las familias de o6rbitas
peridédicas

Branching points

x(0)
o
T

Figura 7.11: Puntos criticos entre las familias de 6rbitas periddicas.

Como discutimos al final del capitulo anterior, cuando seguimos una familia de
orbitas periédicas, en sus curvas caracteristicas suelen aparecer puntos especiales
llamados puntos criticos 6 branching points. En el seguimiento de las nueve
familias de orbitas periddicas anteriores se detectaron varios puntos criticos
en sus curvas caracteristicas, debemos decir que algunas familias de o6rbitas
periodicas se encontraron a través de estos puntos. En la figura (7.11) se pueden
apreciar dichos puntos,

1. La familia g tiene 3 branching points; el primero, P; sucede en C = 3,7581
con la familia g4; el segundo, P, sucede en C ~ 2,1662 con la familia g4
nuevamente; el tercero, P3 sucede en C' = 0,1797 con la familia f. Este
altimo branching point sucede en el punto de retorno mencionado en el
seguimiento de la familia f.

2. La familia f tiene 5 branching points; el primero, P, sucede en C' =~ 3,6364
con la familia g4; el segundo Ps5 sucede en C = 2,8481 con la familia g; el
tercero Pg sucede en C = 1,3381 con la familia g4; el cuarto P3 que sucede
con la familia ¢ ya fue mencionado; el quinto P; sucede en C ~ —0,5846
con la familia a que de hecho, es el punto de retorno de la familia a.

3. Las familias j y jo se intersectan en dos puntos; el primero Pg sucede en
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C =~ —1,5015 y el segundo Py sucede en C' ~ —1,073.

7.11. Estudio de la estabilidad de las familias de
orbitas periodicas

Stability curve Stability curve
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2
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Figura 7.12: Curva de estabilidad de la familia g (arriba izquierda), curva de
estabilidad de la familia f (arriba derecha), curva de estabilidad de la familia a
(abajo izquierda), curva de estabilidad de la familia g4 (abajo derecha).

En la familia g observamos que la primera y la segunda fase contienen orbitas
periodicas estables, en el final de la segunda fase en el punto critico (fold), se
tiene que |a| = 1 como la teorfa discutida anteriormente predice, después de
este punto critico todas las orbitas se vuelven inestables, al final de esta familia
observamos fuertes oscilaciones de positivo a negativo en el signo de a y por
lo tanto, obtenemos oscilaciones entre las areas de estabilidad e inestabilidad
como predice la terminacion “Blue Sky Catastrophe". En la familia f tenemos
que la primera fase de esta familia posee érbitas estables como se muestra en la
figura (7.12), en el punto critico fold tenemos |a| = 1 nuevamente, después de
este punto todas las orbitas son inestables, hasta que se llega al fin de la familia,
sucede el mismo fendémeno que en la familia g, se observan fuertes oscilaciones
entre las areas estable e inestable. En la familia a casi todas las érbitas son
inestables, en el sentido de que solo tenemos 3 pequenas regiones donde pode-
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Figura 7.13: Curva de estabilidad de la familia j (arriba izquierda), curva de
estabilidad de la familia j (arriba derecha), parte final de la curva de estabilidad
de la familia ro (centro).

mos encontrar 6rbitas estables, una region esta sobre la primera fase, la segunda
se encuentra al final de la segunda fase, en el punto critico fold tenemos por
supuesto |a| = 1, después de este punto podemos encontrar una pequena region
de estabilidad al principio de la tercera fase. La familia g4 es una familia cerrada
como se vio anteriormente si observamos su curva de estabilidad vemos que la
“mitad"de sus orbitas son estables y la “mitad"son inestables, figura (7.12), en
sus dos puntos de retorno tenemos por supuesto |a| = 1, y observamos que en
realidad entre estos dos puntos criticos ocurre el cambio de estabilidad de sus
orbitas.

En la familia g¢ encontramos que casi todas sus oOrbitas son inestables, solo
una muy pequena region entre sus dos puntos criticos de retorno posee érbitas
estables. La estabilidad de la familia m presenta un comportamiento similar a
la familia gg. Las orbitas en la familia ro son fuertemente inestables excepto
en el comienzo de la familia donde se observa un fuerte oscilamiento entre las
areas de estabilidad e inestabilidad. En la familia j encontramos una regiéon de
estabilidad entre los valores C' ~ —1,27 y C' & 2,59, figura (7.13), en esta region
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tenemos 3 puntos criticos en las curvas caracteristicas, esto se ve reflejado en la
curva de estabilidad donde se tienen varios valores para los cuales |a| = 1. La
estabilidad de la familia j, presenta un comportamiento muy similar al de la
familia j, vea figura (7.13).

7.12. Ilustraciones de 6rbitas periddicas de las fa-
milias encontradas

En las figuras siguientes mostramos érbitas representativas de cada una de las
fases de las nueve familias encontradas. Cada fila de las siguientes figuras repre-

senta una fase de la respectiva familia, la primera fila representa a la primera
fase, la segunda fila representa a la segunda fase etc.
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Figura 7.21: Fases de la familia rs.
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Capitulo 8

Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos visto una larga lista de resultados para el
problema restringido de cuatro cuerpos equilatero, algunos de ellos fueron ob-
tenidos por diversos autores que han estudiado previamente este problema. A
manera de resumen, hacemos un listado de las principales contribuciones que se
hicieron a lo largo de este trabajo.

1. En el capitulo 3 se encontraron y mejoraron las cantidades predecidas
en [39] con las cuales se puede determinar una region de estabilidad en
funcion del parametro de masas p para el punto de equilibrio Lo, con estos
nuevos valores se pudo estimar el valor de pu para el cual el espectro del
punto de equilibrio cambia de estable a inestable. También se extendieron
los céalculos para el punto de equilibrio L y se estableci6 que para este
punto, el teorema del centro de Liapunov es aplicable.

2. Los hallazgos del capitulo 3 nos llevaron a preguntar si el punto Lo posee
las mismas propiedades que el llamado punto de equilibrio Ls del PR3C.
Con el fin de responder esta pregunta se realizé un analisis local de las
variedades estable e inestable de dicho punto. La técnica utilizada para este
estudio fue teoria formas normales, por lo tanto, se tuvo que calcular una
forma normal a segundo orden para realizar el anélisis y de esta forma se
estableci6 con ayuda de los resultados de [48] que las variedades estables
e inestables se intersectan transversalmente; esto nos permitié asegurar
que para el punto Lo, en particular, la terminaciéon denominada “Blue Sky
Catastrophe” ocurre.

3. En el capitulo 5 se realizé una aplicacion a nuestro problema de la técnica
conocida como regularizacion de colisiones binarias. Con el fin de realizar

regularizaciones simultaneas fue necesario introducir dos nuevas transfor-

maciones f(w) =1 (w— 7) vy f(w) =2 (w - m) con las cuales fue

posible regularizar (respectivamente) colisiones con las masas ma, ms y
con las tres primarias de manera simultdnea. Lo destacado en estas dos
transformaciones es su sencillez, esto es extremadamente 1til a la hora de
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utilizar las ecuaciones regularizadas ya que facilitan el analisis y ahorran
tiempo de integracién de las mismas considerablemente.

4. En el capitulo 6 se examinaron las técnicas para estudiar a las familias
de orbitas periodicas de un sistema, y a manera del PR3C, estudiamos
las familias de 6rbitas de segunda especie para nuestro problema tomando
como modelo el trabajo de Michel Hénon. En este estudio establecimos
que dichas familias poseen la misma estructura que las correspondientes
familias del PR3C, ademas se establecié de manera explicita la manera en
que se relacionan ambas familias.

5. Finalmente en el capitulo 7 se llevd a cabo la aplicacion de la teoria desa-
rrollada en los capitulos anteriores tanto analitica como numéricamente.
De esta manera nos fue posible encontrar 9 familias de 6rbitas periddicas,
una vez que fueron halladas, se estudiaron sus propiedades y relaciones
entre ellas como son la determinacion de su estabilidad y el estudio de
sus puntos criticos. Por motivos historicos y tedéricos nombramos a estas
familias de manera analoga a las correspondientes familias del PR3C. En
particular, es de destacar que la familia g de nuestro problema posee la
terminacion “Blue sky Catastrophe” como en el caso del PR3C, las familias
f y ro también verifican esta propiedad. Las demas familias fueron explo-
radas hasta establecer su terminacion natural cuando fue numéricamente
posible.

El lector puede notar que nuestro problema presenta aspectos dindmicos simi-
lares con el PR3C, entonces es natural preguntarse ;Hab’a més similaridades
entre PR4C y el PR3C? y por supuesto ;Que aspectos dindmicos nuevos pre-
senta el PR4C?, es sabido que el PR3C sigue siendo objeto de estudio desde la
época de Euler, bajo estas condiciones el presente problema representa un vasto
terreno ain por explorar.
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