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Resumen

En el presente trabajo se muestran algunos resultados originales sobre la teoria de
transporte 6ptimo de Monge-Kantorovich, asi como una aplicacion de la teoria de los precios
hedénicos, la cual esta intimamente relacionada con la teoria de transporte 6ptimo. Estos
resultados fueron obtenidos durante mi estancia doctoral bajo la supervision de mi asesor.
El trabajo en esta tesis tiene tres objetivos. El primer objetivo en esta tesis tiene que ver
con el trabajo de Chartrand et al. (2009), especificamente:

» Estudiar la diferenciablidad de segundo orden del funcional estudiado en (Chartrand

et al., 2009),

con el propédsito, en un futuro, de proponer un algoritmo tipo-Newton que sea mejor que
el expuesto en (Chartrand et al., 2009), el cual sufre de algunas deficiencias. El alcance de

este primer objetivo radica en la aplicacién a imagenes warping e imagenes médicas.

El segundo objetivo tiene que ver con la teoria de los precios hedoénicos, la cual esta inti-
mamente relacionada con la teoria de transporte de Monge—Kantorovich, como se muestra
en (Chiappori et al., 2010) y (Ekeland, 2009). Por ejemplo, en (Chiappori et al., 2010) se
prueba que los problemas definidos en cada una de estas teorias, bajo ciertas hipdtesis, son
equivalentes, es decir, la existencia de una solucion de un problema implica la existencia de
una solucion del otro problema. La teoria de los precios heddnicos nace formalmente con el
modelo de Rosen (1974), la cual estd basada en la hipdtesis de que un bien es valorado por
la satisfaccion o placer que sus atributos o caracteristicas producen al consumidor. Asi, por
ejemplo, el precio de los bienes raices no sélo estan determinados por sus caracteristicas
fisicas sino por los atributos o desatributos de localizacion y de entorno. Para estimar la
relacion entre el precio de mercado de un bien y sus atributos se usa regresién sobre precios
de bienes dados en el mercado. De esta manera se puede identificar la importancia relativa
de cada uno de los atributos en el valor asignado del bien en el mercado. Esta teoria se ha
usado ampliamente para la valoracion de atributos o desatributos de viviendas, como es el
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6 RESUMEN

caso de Thaler (1978) quien lo aplica para la valoracién del control de crimen en Rochester,
New York. Este y otros trabajos que utilizan la metodologia de los precios hedénicos para

la valoracion del crimen en la propiedad nos motiva a nuestro segundo objetivo:

= Aplicar la metodologia de los precios hedénicos para medir los efectos de la violencia

criminal en la determinacion de precios de viviendas en la ciudad de Acapulco, Gro.

El alcance de este objetivo esta fundado en la importancia que tiene la ciudad de Aca-
pulco por su actividad turistica y que ha sido afectada por los altos indices de violencia
criminal en tal ciudad en los dltimos anos. Esta aplicacién no sélo corrobora estadistica-
mente la percepcion de la depreciacién de las viviendas en la ciudad por los altos indices

de violencia criminal, sino que ademas cuantifica en moneda mexicana esta depreciacion.

Recientemente se han publicado varios trabajos que muestran conexiones entre la teoria
de transporte optimo y diferentes areas de las matematicas, asi como otros campos de la

ciencia. En esta tesis presentaremos algunas conexiones nuevas. Nuestro tercer objetivo es:

» Estudiar algunas relaciones entre la teoria débil de Kolmogorov-Arnold-Moser, lla-
mada teoria KAM-débil, y la teoria de transporte 6ptimo para Lagrangianos Tonelli
en variedades compactas, conexas sin fronteras, considerando problemas de trans-

porte con funciones importantes de la teoria KAM-débil como funciones de costo.

Estas funciones de costo consideradas son el potencial de Mané y la barrera de Peierls.
Existen algunos trabajos mostrando algunas relaciones entre aquellas teorias, uno de estos
es llevado a cabo por Bernard and Buffoni (2007b), en el cual nos hemos inspirado para
explorar algunas relaciones y que son presentadas en este capitulo. El alcance de este obje-
tivo es la aportacion de nuevas conexiones entre aquellas teorias, asi como el planteamiento

de algunas preguntas que puedan surgir en el desarrollo de este trabajo.



Introduccién

La teoria de transporte optimo surgié a finales del siglo XVIII con un problema de
Monge planteado en su articulo (Monge, 1781) que trata sobre la reasignacién eficiente de
masa. En el siglo XX fue retomado este problema por Appell (1928), pero a mediados del
mismo siglo, Kantorovich dio un gran avance para el desarollo de esta teoria en sus traba-
jos (Kantorovich, 1942) y (Kantorovich, 1948), asi en muchos textos llaman a esta teoria
como la teoria de transporte de masa de Monge-Kantorovich. A partir de los resultados
de Brenier (Brenier, 1987) sobre la existencia de una solucién del problema de Monge en
un caso especifico, muchos mateméticos han puesto sus intereses en esta teoria, generali-
zando el problema original de Monge a escenarios mas generales y obteniendo resultados
de existencia y unicidad de soluciones, asi como caracterizaciones de las mismas, entre
otras cuestiones, como el estudio de regularidad. Durante las dos ultimas décadas se han
encontrado muchas aplicaciones de esta hermosa teoria tanto en ramas de las matematicas
como en otras areas del conocimiento, por ejemplo: ecuaciones diferenciales parciales (Car-
len and Gangbo, 2003), metereologia (Benamou and Brenier, 1998; Cullen and Gangbo,
2001), anélisis funcional (McCann, 1997; Barthe, 1997), economia (Ekeland, 2005, 2009;
Carlier and Ekeland, 2010; Chiappori et al., 2010), trafico (Carlier et al., 2008), planeacién
urbana (Buttazzo and Santambrogio, 2009), éptica (Wang, 2004), energia cinética (Bolley
and Carrillo, 2007), biologia (Bernot, 2005), procesamiento de imégenes, particularmente
imagenes warping (Angenent et al., 2003; Chartrand et al., 2009; Rehman et al., 2009;
Haber and Tannenbaum, 2010; Saumier et al., 2015). Un escenario popular en la teoria de
transporte 6ptimo es el llamado problema de transporte éptimo L?, que trata del problema
de reasignacion de masa donde el objetivo es minimizar la suma de los movimientos de masa
medidos por el cuadrado de la distancia euclideana. La razén de esta popularidad reside
principalmente en la simplicidad de los resultados y la amplia gama de aplicaciones. Por
ejemplo, en (Chartrand et al., 2009) se estudia un cierto funcional que se origina en el pro-

blema dual del problema de Monge-Kantorovich en el caso mencionado, llamado también
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caso costo cuadratico. Los autores de (Chartrand et al., 2009) demuestran que este funcio-
nal es Hadamard diferenciable y calculan explicitamente la derivada correspondiente, con
la cual desarrollan un algoritmo para calcular numéricamente la solucién correspondiente
al problema de Monge y exponen una aplicacién para imagenes warping (deformacién de
imagenes) e imagenes médicas. Uno de nuestros objetivos en esta tesis estd inspirado en el
trabajo de Chartrand et al. (2009), donde probamos que aquel funcional es segundo dife-
renciable en algtin sentido y con lo cual se abre la posibilidad, en un futuro, de proponer un
algoritmo numérico para calcular el mapeo 6ptimo en el problema de Monge para el caso
costo cuadratico. En este trabajo también presentamos algunas conexiones de la teoria de
transporte 6ptimo con la teoria KAM-débil, el cual fue inspirado por el trabajo (Bernard
and Buffoni, 2007b). Estas conexiones abren la posibilidad de seguir indagando a nuevas
relaciones entre estas dos teorias. La otra parte de la tesis consiste en desarrollar una apli-
cacién de la teoria de los precios heddnicos, la cual ha sido inspirada por la relacién que

existe entre dicha teoria y la teoria de transporte 6ptimo.

De esta manera deseamos resaltar que la columna vertebral del desarrollo de este tra-
bajo es la teoria de transporte éptimo, por un lado exponiendo resultados originales que
conciernen a la diferenciabilidad de un funcional M asociado al problema dual del proble-
ma de transporte, y a conexiones entre tal teoria y la teoria KAM-débil, y por el otro lado
desarrollando una aplicacién en un problema de la vida actual, no de la teoria de transporte
optimo, sino de una teoria relacionada con ésta, a saber, la teoria de los precios hedoénicos.
Sin temor a equivocarnos los resultados aqui obtenidos abriran a nuevos estudios, tanto en

transporte 6ptimo como en el estudio empirico de los precios hedénicos.

La tesis estd organizada como sigue: En Capitulo 1, presentamos una visiéon general
de la teoria de transporte éptimo de Monge-Kantorovich con algunos hechos importantes
que nos serviran en el transcurso del desarrollo de los otros capitulos. En Capitulos 2, 3
y 4 se desarrollan los objetivos primero, segundo y tercero, respectivamente. En Capitulo
5 se incluyen las conclusiones y se plantean algunos trabajos futuros que se derivan del
desarrollo de esta tesis. Finalmente, en Capitulo 6 incluimos algunas demostraciones muy
extensas e informacién adicional que ponen en contexto la importancia de cada uno de los

trabajos desarrollados en esta tesis.



Capitulo 1

El problema de transporte 6ptimo de Monge-Kantorovich

1. Introduccion

En este primer capitulo vamos a exponer la parte basica de la teoria transporte 6ptimo
y algunos de sus resultados importantes. Ademas, incluimos los resultados que se necesi-
taran en el siguiente capitulo para abordar nuestro primer objetivo. Para obtener nuestros
resultados que conciernen al primer objetivo, se han usado fuertemente resultados como el
Teorema 1.7, que se centra en un problema particular de Monge, asi como la formulacion
dual del problema de Monge-Kantorovich. Antes de entrar en materia introducimos algo

de notacion y conceptos que usaremos a lo largo del segundo capitulo.

1.1. Notacién. Dado un espacio medible X, vamos a denotar por P(X) al conjunto
de todas las medidas de probabilidad Borel sobre X.

Si X es un espacio topoldgico denotaremos por C(X) al conjunto de las funciones
continuas sobre X; Cy(X) el espacio normado de las funciones continuas y acotadas sobre
X con norma || f|| = supx|f|; y por Co(X) al conjunto de funciones continuas sobre X que
se anulan en el infinito, es decir, que para todo € > 0 existe un compacto K C X tal que
|f(z)] < eparatodox € X\ K. Note que Cy(X) C Cp(X). El soporte de una funcién f sobre
X es la clausura del conjunto {z € X : f(z) # 0}. Al conjunto de funciones continuas sobre
X con soporte compacto se denotard por C.(X). Tenemos que C.(X) C Cy(X) y cuando
X es compacto Co(X) = Co(X) y Ce(X) = Cp(X).

Una medida de probabilidad u sobre un espacio X es apretada si para todo € > 0 existe
un compacto K, tal que u[X \ K] < e. Una familia P de medidas de probabilidad sobre
un espacio X se llama apretada si para todo € > 0 existe un compacto K, para el cual
up.ep X \ K < e
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Sea X un espacio métrico y sean p,, 1 medidas de probabilidad Borel sobre X tal que

/X Fdin — /X fdp

para toda funcién f € C,(X). Entonces se dice que p,, converge débilmente a .

Decimos que una familia P de medidas de probabilidad Borel sobre un espacio métrico
X es relativamente compacta si toda sucesién de elementos de P tiene una subsucesion
débilmente convergente. Un espacio topoldgico se llama polaco si es metrizable, separable
y completo. Un resultado importante para la teoria de transporte 6ptimo es el Teorema
de Prokhorov, que afirma que en un espacio polaco X cualquier familia apretada P es

secuencialmente compacta.

2. El problema de transporte de Monge-Kantorovich

En 1781 el matemadtico francés Gaspard Monge en su articulo (Monge, 1781) se planted
el siguiente problema : supongamos que tenemos una pila de tierra y un hoyo que tenemos
que llenar completamente con la tierra, donde la pila y el hoyo tienen mismo volumen.
La pregunta es, jcudl es la manera mas eficiente para mover la tierra de la pila al hoyo
preservando volumen? La eficiencia se traduce en obtener un costo o trabajo minimo.
Imaginemos que la tierra o masa, en general, inicialmente ocupa la regién acotada A C R3
y que el hoyo es la region B C R3. Entonces para un mapeo T' : A — B, T(z) € B
representa la ubicacion de la unidad de masa colocada inicialmente en x € A y el costo

total involucrado es

[l =Tl e

luego, tenemos que minimizar este costo sobre el conjunto de mapeos T' : A — B que
“preservan volumen”. Més generalmente, sean X y Y dos espacios medibles. La pila y
el hoyo se modelan por medidas de probabilidad p y v, definidas respectivamente sobre
espacios medibles X y Y, donde p(X) = v(Y). Siempre que A y B sean subconjuntos
medibles de X y Y, respectivamente, p(A) da una medida de cuanta tierra esta colocada
dentro de A y v(B) de cuanta tierra puede ser colocada en B. Seac: X xY — R U{+o0}
una funcién medible. Esta funcién c(x,y) dice cual es el costo de transportar una unidad
de masa de ubicacion x a la ubicacién y. Los mapeos que transportan la masa deberan

cumplir un requisito de conservacion de masa, que se define a continuacion:
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DEFINICION 1.1. Sea T : X — Y un mapeo medible, el empuje hacia delante (o medida
imagen) de p a través de T es la medida denotada por T'#u, definida sobre Y por

T#u(B) = n(T~(B)), para todo subconjunto medible B de Y.

Un mapeo medible T': X — Y se llama mapeo de transporte (de p a v) si T#p = v.

De esta manera decimos que un mapeo de transporte preserva medida o masa entre p
y V.

Entonces el problema de Monge (generalizado) consiste en

(1.1) Minimizar I[T)] :/ c(z, T(x))du

X

sobre el conjunto de todos los mapeos de transporte 7" de p a v.

Una solucién a este problema (si existe) se llama mapeo de transporte éptimo o solucion
de Monge. Monge no resolvié su problema, pero dedujo por argumentos geométricos que si
un mapeo de transporte existe, entonces debe estar en parte determinado por un potencial.
A finales del siglo pasado, Evans and Gangbo (1999) demostraron que para todo espacio
Euclideano existe un mapeo éptimo para el correspondiente problema de Monge. Este
problema resulta ser dificil debido a la no linealidad en 7" y la complejidad del conjunto de
mapeos de transporte, por ejemplo, no es cerrado con respecto a ninguna topologia débil.
Un ejemplo facil donde no existe un mapeo 6ptimo es considerando p = d, una masa de
Dirac y v una masa que no es Dirac, entonces es imposible transportar u a v. Hay que
senalar que la formulacién de Monge es rigida en el sentido de que requiere que toda la

masa en la ubicacién x, estd asociada con un unico destino 7'(z).

En los anos 40 del siglo pasado (Kantorovich, 1942, 1948), hubo un gran avance por el
matematico Leonid Kantorovich, quien formul6 una version relajada del problema de Monge
que permite que la masa se escinda. En vez de minimizar sobre mapeos de transporte, él
consideré medidas de probabilidad 7 definidas en X x Y, las cuales tienen a pu y v como

sus marginales, esto es:

T(AxY) = u(A), (X x B) =v(B),
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para cualesquiera subconjuntos medibles A C X, B C Y. Més precisamente, el problema
de Kantorovich consiste en:

(1.2) Minimizar I[r] :/ c(z,y) dn(z,y)

XxY
sobre el conjunto de todas las medidas de probabilidad 7 definidas en X XY con marginales

pyv.

Una medida 7 que satisface estas condiciones se le llama plan de transporte (de p a v)
y una medida que minimiza (1.2) se llama plan de transporte éptimo. Una manera de ver
un plan de transporte 7 es que el valor de m(A x B) es la cantidad de masa inicial en A la
cual es enviada a B. Denotamos por I'(i, v) al conjunto de planes de transporte de p a v.
Hay varias ventajas en la formulaciéon de Kantorovich sobre el problema de transporte de

Monge:

['(u, v) es siempre no vacio, pues la medida producto p x v pertenece a I'(u, v),
La linealidad de I en ,

I'(p, ) es un conjunto convexo,

El minimo existe bajo una hipédtesis ligera de ¢ y por un argumento de compacidad
de I'(, v).

Es facil ver de la definicién de la medida producto que uxv € I'(u, v), pues (uxv)(AxY) =
w(AWw(Y) =p(A) y (ux v)(X x B) = u(X)v(B) = v(B), para cualesquiera subconjuntos
medibles A de X y B deY.

Para probar que I'(u, V) es convexo, nos tomamos 7y, m € I'(u,v) y A € [0,1]. Como p, v
son medidas de probabilidad en X, Y, respectivamente, se tiene que (Am; + (1 — \)mg) es
una medida de probabilidad en X x Y. Ahora sean A un subconjunto medible de X y B

un subconjunto medible de Y, entonces
(4 (1= \m) (A X Y) = Amy(Ax V) + (1= \)mo(AXY) = Ma(A) + pu(4) — Ma(A4) = pu(A)
y

(M 4+ (1= \)mo) (X % B) = Ay (X x B)+ (1= \)ma(X x B) = Av(B)+v(B)—\v(B) = v(B).

La existencia de un plan 6ptimo en el problema de Kantorovich es uno de los hechos

importantes de esta teoria y es una consecuencia fuerte de la compacidad de I'(u,v) (lo
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cual se tiene cuando X y Y son Polacos) y la semicontinuidad de ¢. La demostraciéon no

requiere de mucho esfuerzo y decidimos exponerla aqui

De aqui en adelante vamos a denotar por II(u, ) a los planes de transporte Borel.

TEOREMA 1.2. (Existencia de un plan de transporte 6ptimo, (Ambrosio and Gigli,
2013)) Sean € P(X), v € P(Y) con X yY espacios polacos. Sea c: X xY — R, U{+o0}
una funcion de costo semicontinua inferiormente. Entonces existe un plan de transporte

optimo para el problema de Kantorovich.

Demostracion.

Veamos primero que II(y,v) es una familia apretada. Sea € > 0. Por el lema de Ulam
i es apretada, luego, existe un compacto K, C X tal que u(X \ K.) < €/2. Similarmente
existe compacto L. C Y tal que v(Y \ L¢) < €/2. Entonces para cualquier = € II(u, v)

7l(X x Y)\ (K. x L)) < 7[(X \ K.) x Y]Ur[(X x (Y \ K.)] < e

Asi

sup 7[(X xY)\ (K. x L] <e.
mell(p,v)

Por Teorema de Prokhorov, II(u,v) es secuencialmente compacta. Sea m; € II(u, ) una
sucesién minimizadora para I, es decir,

lim I[m)) = inf I.

k—o00

Por compacidad secuencial de II(u, ) existe subsucesién de (my), llamémosle (7x), y una
medida 7 tal que (m) converge débilmente a 7. Veamos primero que 7 € II(u,v). Sea

p € Cy(X), entonces la funcién (z,y) — ¢(z) es continua y acotada en X X Y, asi que

/XsO(w)dpl#ﬂ=/ p(z)dm = lim Xxysa(m)dm=klggo/XsO(:v)dp1#7rkz/xsﬁ(:v)du

XxY k—00

donde p; es la proyeccién sobre la primera coordenada. Entonces ya que ¢ es arbitraria
tenemos que p;#m = p. Similarmente obtenemos po#7m = . De esta manera hemos probado
que 7 € I(p,v).

Ahora probemos que 7 es realmente un minimizador para I. Puesto que ¢ es semicontinua

inferiormente en X x Y podemos escribirla como el supremo de una sucesién creciente (c;,)
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de funciones continuas y acotadas en X x Y. Por la convergencia débil tenemos para cada
neN

(1.3) / cpdm = lim Cp dm, < lim inf/ cdry,
XxY X XY

k—o0 XxY k—o0

por otro lado, por el teorema de convergencia mondtona obtenemos
(1.4) / cdr = lim ¢y dm,
XxY n=oee S XXy

usando (1.3) y (1.4) tenemos

/ cdm = lim ¢, dm < liminf / cdmy,
XxY n—=00 fxyy k=oo  Jxxy

pero por la propiedad minimizadora de ()

k—00

lim inf / cdm, = 1inf I,
XxY

asi

/ cdm <infI.
XxY

La existencia de planes de transporte es un hecho importante, pero ; por qué el problema
de Kantorovich es una relajacién del problema de Monge? Primero notemos que existe una
relacion entre los mapeos de transporte y los planes de transporte, la cual se establece en
la siquiente proposicién cuya demostracién es muy facil. Antes de esto definimos la funcién
idxT: X — X xY por (id x T)(x) = (x,T(zx)), para todo z € X.

PROPOSICION 1.3. (Ambrosio, 2003) Todo mapeo de trasporte T induce un plan de
transporte dado por (id x T)#u.

Demostracion.

Tenemos que probar que (id x T)#u € T'(u,v), esto es, probar que (id x T)#pu tiene
marginales ;1 y v. Sea A C X medible, entonces (id x T)#u(AXY) = p[(idx T)"H(AxY)],
pero

T €(idxT) (AXxY) & (2,T(z) EAXY &1 € A,
luego,

pllid x T)"H(A X V)] = p(A).
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Ahora sea B C 'Y medible, entonces (id x T)#u(X x B) = p[(id x T)"'(X x B)], pero
r€(idxT) (X xB)& (z,T(x)) € X x B&weT (B),

entonces

pl(id x T)"H(X x B)] = p[T}(B)] = v(B).

Estos planes de transporte inducidos estan concentrados sobre la grafica del mapeo
de transporte T y el converso también se cumple. Ademas por la féormula de cambio de
variables tenemos

/X o T(a) dlid < T = / (. T(x)) ds,

X

esto significa en este caso, que el costo total de transporte de Kantorovich coincide con el
costo total de transporte de Monge.
Esto prueba que
min / c(x,y)dr < inf / c(xz,T(x)) du.
XxY X

mel(pv) TH#pu=v

Asi que, si tenemos un plan de transporte éptimo de la forma (id x T')#pu, entonces T' serd
un mapeo de transporte 6ptimo. Por tltimo, se puede probar (Ambrosio, 2003, Teorema

2.1) que si ¢ es continua y p no atémica entonces
min [ = inf [.

Por lo tanto, el problema de Kantorovich es considerado como una relajacion del problema
de Monge y es por eso que en muchos textos a estos dos problemas se le llama problema de

transporte de Monge-Kantorovich.

La teoria de transporte 6ptimo se ha desarrollado bastante en los ultimos anos, por
ejemplo, hay grandes avances sobre cuestiones de existencia y unicidad de soluciones para
diferentes funciones de costo, asi como en el estudio de la regularidad de mapeos de trans-
porte 6ptimos. Dos libros que recomendamos para abundar més en esta teoria son (Villani,
2003) y (Villani, 2009). Esta teoria ha tenido un gran impacto tanto en matematicas como
en otras areas del conocimiento por sus amplias aplicaciones y hay al menos dos libros con

este enfoque (Ambrosio et al., 2001) y (Santambrogio, 2015).
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3. La dualidad de Kantorovich

Una poderosa herramienta en la teoria de transporte 6ptimo es la formula de dualidad
debido a Kantorovich. Ya hemos visto que el problema de Kantorovich es un problema de
minimizacion lineal con restricciones convexas y como es sabido en programacién lineal,
este tipo de problemas admiten una formulacién dual.

El problema dual Sean p, v medidas de probabilidad en X y Y, respectivamente. Sea ¢

una funcién de costo en X x Y, el problema dual de Kantorovich consiste en

mazimizar J(p, ) = /

X

() du(z) + / Y(y) dv(y)
Y
sobre todas las parejas de funciones medibles (p,) € L'(u) x L'(v) tales que

(1.5) o(r) +Y(y) < ez, y)

para p-casi en toda z € X, v-casi en toda y € Y. Sea &, el conjunto de todas las parejas
de funciones medibles (¢, 1) € L*(n) x L'(v) que satisfacen

o(x) +1(y) < c(r,y)

para p-casi en toda z € X, v-casi en today € Y.

A continuacion presentamos el teorema de dualidad de Kantorovich, quien en realidad
se concentré en el caso particular cuando la funcién de costo es una distancia: c¢(x,y) =
d(x,y), pero de hecho su teorema de dualidad se cumple en generalidades considerables,
como podemos ver en el siguiente teorema. Hay versiones de este teorema cumpliéndose en

espacios topoldgicos mas exdticos o incluso en escenarios no topoldgicos.

TEOREMA 1.4. (Dualidad de Kantorovich) Sean X y Y espacios polacos, pn € P(X) y
vePY). Seac: X xY — Ry U{+oo} una funcion de costo semicontinua inferiormente.
Entonces

(1.6) inf I[r] = s(gp J(p, ).

H(p,v)

Mas atin, el infimo en el lado izquierdo de (1.6) es alcanzado. Ademds, no cambia el valor
del supremo en el lado derecho de (1.6) si restringimos en la definicion de ®. a las parejas

de funciones (¢,v) las cuales son continuas y acotadas.
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La prueba de este importante hecho se puede consultar en (Villani, 2003) y no la
exponemos aqui por ser demasiada larga, ademas necesita resultados de andlisis convexo
que no son triviales y que requieren de un esfuerzo mayor, como el principio de minimax
dado por la dualidad de Fenchel-Rockafellar que también se puede consultar en (Villani,
2003). Los problemas primal y dual de transporte estan relacionados mediante el siguiente

resultado.

TEOREMA 1.5. (Bernard and Buffoni, 2007b) Si m es un plan de transporte éptimo y
(p, 1) es una solucion del problema dual de Kantorovich, entonces 7 estd concentrado en

el conjunto

{(z,y) € X XY 1 p(x) +9¥(y) = c(z,9) }-

4. El problema de transporte para el caso de una funciéon de costo cuadratico

en R"

El problema de transporte de masa de Monge-Kantorovich para el caso particular

1
clay) = 5l = P

definida en R™ x R", es el caso donde los resultados son mas simples y mas importantes
por las aplicaciones, las cuales se encuentran tanto en las mismas mateméticas como en
otros campos de la ciencia, por ejemplo: andlisis funcional (ver, por ejemplo, Figalli et al.,
2010), teoria cinética (ver, por ejemplo, Bolley and Carrillo, 2007), ciencias atmosféricas
(ver, por ejemplo, Benamou and Brenier, 1998), astrofisica (ver, por ejemplo, McCann,
1997), ecuaciones de materiales porosos (ver, por ejemplo, Otto, 2001), procesamiento de
imagenes, particularmene la aplicacién a imédgenes warping (ver, por ejemplo, Benamou
and Brenier, 2000; Angenent et al., 2003; Chartrand et al., 2009; Rehman et al., 2009;
Haber and Tannenbaum, 2010; Saumier et al., 2015).

El factor 1/2 no tiene ninguna importancia relevante en el problema, simplemente es

para tener elegancia en los calculos. En este caso

1
1] :/ Sl P dr
R xR™
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Sean pu, v medidas de probabilidad Borel en R™ con momentos de segundo orden finitos,

2 2
/ B (e + / W) < oc,

lo cual asegura que el funcional I siempre es finito sobre II(y, ). En efecto, siempre que
m € M(p,v),

esto es:

= [ B < [GeP i) anto. .

Este problema de Kantorovich admite una solucién, como lo establece el Teorema 1.2.
Veremos a continuacién cual es el problema dual bajo este escenario y daremos dos teoremas

importantes que se utilizan para obtener nuestros resultados en el siguiente capitulo.

4.1. El problema dual. En este caso la condicién de (¢, 1)) para pertenecer a ®, es

(1.7 pla) +9(0) < gl — ol

cumpliéndose para p-casi en todo z € R™ y v-casi en todo y € R™. Desarrollando el lado

derecho de (1.7) y rearreglando términos tenemos

(18) vy |E o] + [ - wi)]

Hacemos

y denotamos por ® al conjunto de parejas (¢, 9) en L' (dp) x L' (dv) con valores en RU{+00}

tales que para casi todo x, vy,

(1.9) z-y < ox) +9(y)
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Asf que (p,7) € . < (,7) € ©.
Entonces

sup J(ip,9) = sng(sEﬂﬁ)
= sgp{/gdp—/godu—%/%dy—/wdy}
= sgp(/gdu—l—/gdu—{/gpdu—l—/dzdu})
)
— /%d,hu/%dy—igf{/wdw/wdl/}-

Por otro lado, tenemos

1
inf I[r] = inf /§|$—y|2d7f($»y)

(j1,0) [ (j1,0)

. Lk lyl’

= nl(g,fy){/ 5 dp+ 5 dv (x-y)dm
2 2

= /@du—l—/MdV—sup{/(x-y)dw}.
2 2 ()

Asi, del principio de dualidad resulta que

(1.10) sup /(x-y)dﬂ:i%f/godu+/wdy.

(p,v)

Los siguientes dos teoremas contienen resultados del problema de Monge-Kantorovich en el
caso costo cuadratico. La demostracién de estos teoremas se pueden consultar en (Villani,
2003) y (De Philippis, 2013) se omite su demostracién porque son demasiadas extensas.
El primero establece la existencia de una pareja éptima de funciones conjugadas convexas

para el problema dual en el caso costo cuadratico.

TEOREMA 1.6. Sean p, v dos medidas de probabilidad sobre R™, con momentos de
segundo orden finitos. Sea ® definido como (1.9). Entonces existe una pareja (@, ") de

funciones propias conjugadas convexras semicontinuas inferiormente sobre R™ | tal que

inf J = J(p, ¢%).
[
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El segundo establece resultados debidos a Knott and Smith (1984) sobre la existencia
de un plan de transporte 6ptimo y resultados sobre la existencia de un mapeo de transporte

éptimo para el caso costo cuadratico debido a Brenier (1987).

TEOREMA 1.7. Sean p, v dos medidas de probabilidad sobre R™ con momentos de sequn-
do orden finitos. Consideremos el problema de transporte de Monge-Kantorovich asociado

con una funcién de costo cuadrdtico c(x,y) = |x — y|*>. Entonces,

(i) (Criterio de optimalidad de Knott-Smith) = € II(u, v) es dptimo si y sdlo si eziste una

funcion convexa semicontinua inferiormente ¢ tal que
spt(r) C Graf(9),
0 equivalentemente:
para p — casi todo (z,y), y € dp(x).

Mas ain, en ese caso, la pareja (¢, ¢*) es un minimizador en el problema
l’nf{/ pdu+ [ Ydvy VY(z,y), x~y§s0($)+w(y)}~
n ]Rn

(7i) (Teorema de Brenier) Si p es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue, entonces existe un unico plan optimo 7, el cual estd inducido por el gradiente de

una funcion convexa p, esto es,

r = (1d x V)#u,

donde Vi es el inico (es decir, inicamente determinado u-casi en todas partes) gradiente

de una funcion convexa la cual empuja a pu para v:Vo#u = v.

(iii) Como un corolario, bajo la hipdtesis de (ii), Vo es la unica solucion para el problema

de transporte de Monge:

[ o= Ve@P dute) = it [ o~ TP duta),

T#u=v

o equivalentemente,

/n z.Vo(x)du(z) = sup /n x.T(z)dp(x).

T#u=v
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(iv) Finalmente, siv es absolutamente continua respecto de la medida de Lebesque, entonces

(Vo* x Id)#v. En particular, para p-casi todo x y v-casi todo y,

V' oVo(x) =z, Vo V' (y) =y,

y V* es el (v-casi en todas partes) unico gradiente de una funcion conveza la cual empuja
v para [, y ademds es la solucion del problema de Monge transportando v a p con una

funcion de costo cuadrdtico.

El teorema de Brenier incluso sigue cumpliéndose sin la hipétesis sobre finitud de se-
gundo orden de los momentos. A continuacion se explica como el mapeo éptimo en el caso
costo cuadratico satisface una ecuacion de Monge-Ampere. Este es otro hecho de suma

importancia para nuestro primer objetivo.

4.2. La ecuacion de Monge-Ampere. Consideremos p y v medidas de probabili-
dad en R™ absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue, du(z) = f(z) dz,
dv(y) = g(y) dy. Del Teorema 1.7 sabemos que existe (u casi en todas partes) un unico
gradiente de una funcién convexa, Vi, tal que para toda funcién prueba ¢ € Cy(R™) se

cumple

(1.11) [ cwsw = [ cTe@)siz) i

Supongamos que Vi es suave (es decir, C') y uno a uno (lo cual se cumple si ¢ es estric-
tamente convexa). Entonces podemos realizar el cambio de variable y = V() en el lado
izquierdo de (1.11):

(1.12) / C)gly) dy = / (Vo ())g(Ve()) det(D2p(x)) da.
Como ¢ es arbitraria, de (1.11) y (1.12) obtenemos
(1.13) (@) = g(Vip()) det(D*p(x)).

Esto significa que ¢ resuelve la siguiente ecuacion:

f(z)
9(Vep(x))’

la cual es un caso particular de la ecuaciéon de Monge-Ampere:

det(D*p(x)) = F(x, p(x), Vip(2)).

(1.14) det(D?p(z)) =
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Recalcamos que como ¢ es convexa, D?p se puede interpretar como una matriz de medidas
signadas, la cual tiene una parte absolutamente continua y una singular con respecto a la
medida de Lebesgue, esta medida es la medida Hessiana asociada a ¢, que se denota por

dety D*p y se define de la siguiente manera: para cualquier conjunto medible £ C R",
det D*o[E] = [0¢(E).

Una funcién ¢ es una solucion de (1.13) en el sentido de Aleksandrov si la identidad (1.13) se
cumple casi en todas partes y ademas la parte singular de la medida Hessiana es cero y ¢ es
estrictamente convexa, por otro lado, ¢ es una solucién de Brenier de (1.13) si Vo#u = v,
donde p y v son medidas de probabilidad dadas por du(x) = f(z)dz, dv(z) = g(y)dy.
Cuando ¢ es dos veces continuamente diferenciable estos conceptos reducen a la ecuacion

de Monge-Ampere al sentido usual.

4.3. Regularidad del mapeo 6ptimo. En la teoria de transporte 6ptimo una cues-
tién importante es el estudio de la regularidad del mapeo de transporte éptimo, que esta

motivado por varias razones:

= El estudio de un ecuacion diferencial parcial tipica,
= Es un paso hacia una comprensién cualitativa del mapeo de transporte éptimo,
= Si se trata de un fenémeno general, los casos no suaves pueden ser tratados por

regularizacion, en lugar de trabajar directamente sobre objetos no suaves.

Brenier (1991) hizo la conexién popular entre el problema de Monge y las ecuaciones de
Monge-Ampere. En consecuencia, en la literatura soluciones débiles de ecuaciones tipo
Monge-Ampere construidas por medio de transporte éptimo son llamadas soluciones de
Brenier. Caffarelli (1992) demostré que para un conjunto de llegada convexo la nocién
de soluciéon de Brenier es equivalente a los conceptos viejos de solucién de Aleksandrov y
solucién viscosa. En el caso especial, costo = distancia cuadratica en R", el problema de
regularidad ha sido resuelto por Caffarelli (1990, 1991, 1992, 1996), quien demostré la sua-
vidad del mapeo 6ptimo bajo adecuadas condiciones sobre la regularidad de las densidades
y sobre la geometria de sus soportes. Sin embargo, un mayor problema el cual sigue siendo
abierto, es la regularidad para funciones de costo generales. Un avance en este problema ha
sido alcanzado por Ma et al. (2005) y Loeper (2009), quienes encontraron una condicién

necesaria y suficiente sobre la funcién de costo para garantizar la regularidad del mapeo
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optimo. Esta condicion, llamada ahora condicion MTW, involucra una combinacién de de-
rivadas de la funcion de costo, hasta de cuarto orden. Si la condiciéon MTW falla sélo en un
punto, entonces se puede construir densidades suaves (ambas soportadas sobre dominios
los cuales satisfacen las hipétesis de convexidad) para las cuales el mapeo de transporte
6ptimo no es continuo (Loeper, 2009). La cuestién de regularidad es muy complicada, por
ejemplo se sabe que la condicion MTW sélo se satisface para clases muy especiales de varie-
dades Riemannianas, tales como esferas, sus productos, sus cocientes y sus perturbaciones.
En efecto, la condiciéon MTW es extremadamente restrictiva y muchos costos interesantes
no la satisfacen (Loeper, 2009). Por lo tanto, una pregunta natural e importante es la si-
guiente: ; Qué se puede decir acerca de la regularidad de los mapeos de transporte éptimos
cuando la condicion MTW falla? Recientemente, De Philippis and Figalli (2015) han dado
una respuesta a este cuestionamiento. Chen and Figalli (2017) han probado regularidad
parcial més alta cuando se consideran costos generales y han dado estimaciones globales
W?2P para el caso costo cuadratico y pequeiias perturbaciones de ella. Asi, el problema de
regularidad del mapeo de transporte 6ptimo es una linea de investigaciéon importante que

sigue desarrollandose en estos tiempos.






Capitulo 2

Diferenciabilidad de segundo orden de un funcional asociado al

problema de Monge

1. Introduccion

Como hemos dicho en el capitulo anterior, el problema de transporte de Monge con
funcién de costo la distancia Euclideana cuadrética, c(z,y) = |x — y|?, es muy interesante
debido a sus amplias aplicaciones, particularmente al procesamiento de imagenes (Benamou
and Brenier, 2000; Angenent et al., 2003; Chartrand et al., 2009; Rehman et al., 2009; Haber
and Tannenbaum, 2010; Saumier et al., 2015). En este caso se han estudiado métodos
numéricos para calcular el mapeo de transporte 6ptimo, que como sabemos esta dado por
el gradiente de una funcién convexa. Por ejemplo, en (Chartrand et al., 2009) los autores
proponen un método iterativo de descenso por gradiente para calcular numéricamente el
mapeo Optimo, esto es gracias al calculo que ellos obtienen de la derivada de cierto funcional
M asociado al problema de Monge correspondiente. Ellos son motivados por la aplicacion a
imégenes warping, el cual consiste en el rearreglo o reasignacion de pixeles de una imagen en
otra a un minimo costo. La caracteristica peculiar de este algoritmo es que es simple y con
pocas iteraciones se obtienen warpings de buena calidad. Nuestro trabajo desarrollado en
este capitulo estd motivado por (Chartrand et al., 2009) para investigar si el funcional M es
segundo diferenciable en algiin sentido y tratar de mejorar en un futuro trabajo el método
en (Chartrand et al., 2009) por un método tipo—Newton. En este capitulo presentamos

nuestros resultados acerca de la diferenciabilidad de segundo orden de dicho funcional.

2. Antecedentes

Es bien sabido que el problema de Monge formulado en el siguiente escenario admite

solucidn:

n X:Y:R”’
25
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» 1y v medidas absolutamente continuas con soporte compacto K; C R”, Ky CR"
y densidades f; € L'(K,) y fo € L'(K3), respectivamente,

= ¢ es la funcién de costo 3|z — y[*.

El problema dual como vimos en capitulo anterior se reduce a

(2.1) mmimizar/ godu—i—/ Y dv
X Y

sobre el conjunto de parejas (p, 1) € C(K;) x C(K>) tales que para todo (z,y) € K; X K>
satisfacen
p(x) +9(y) 2z -y,

el cual tiene solucién (p,v), donde estas funciones son conjugadas convexas una de la
otra y Vg es la solucién del problema de Monge en el escenario antes mencionado (Knott
and Smith, 1984; Brenier, 1987). Este problema de Monge es considerado en (Chartrand
et al., 2009), donde los autores demuestran que un funcional asociado al problema dual
es diferenciable en el sentido de Hadamard y calculan explicitamente esta derivada. El

funcional esta dado por:

(2.2) M(p) :/Kl wfﬁ/KQ 0" f

definido en C(K3) y
VM(p) = i = f2(V¢™) det(D*p™).
Ademas, ellos prueban que M tiene un tinico minimizador convexo ¢ el cual es el potencial

para la solucién del problema de Monge. Esto es consecuencia inmediata del hecho que

oy) +¢*(x) 27y,

Este funcional tiene propiedades agradables, como ser convexo y Lipschitz. Con el calcu-
lo de la derivada de M los autores aproximaron numéricamente el mapeo de transporte
6ptimo usando una iteraciéon de descenso por gradiente y aplicaron este algoritmo (ver el
Apéndice, Seccién 1) para el transporte de pixel a pixel de una imagen a otra a un minimo
costo, produciendo warpings de buena calidad. Mas precisamente, en el warping de una
imagen en otra, dadas en escalas de grises, cada imagen representa una distribucion de
masa de la cantidad de luz acumulada en una ubicacién determinada, entonces un pixel

brillante representa una ubicacién con més masa, mientras que un pixel oscuro representa
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FiGuraA 2.1. Lena

Ficura 2.2. Tiffany

una ubicacién con menos masa. El mapeo 6ptimo entre aquellas imagenes nos revelara la
mejor manera (en términos de minimizar la distancia cuadratica) de transportar la primera
densidad en la segunda, asi que es importante calcular numéricamente el mapeo 6ptimo
para darnos cuenta como una imagen se estd transformando o deformando en otra. En
(Chartrand et al., 2009) consideraron dos imégenes que son estdndard en la literatura del
procesamiento de imagenes, Lena y Tiffany dadas en Figuras 2.1 y 2.2, para aplicar el war-
ping. Sin embargo, la aproximacién que se obtiene del mapeo éptimo no estan fina, puesto
que los autores en (Chartrand et al., 2009) sustituyen la funcién ¢** por ¢ en VM (p) y
pensamos que ésta es una de las deficiencias que tiene este método. El warping resultante
que obtuvieron los autores con el mapeo 6ptimo se muestra en Figura 2.3. Para entender

la importancia del warping de imagenes se puede consultar el Apéndice, Seccion 1.

3. Resultados sobre la diferenciabilidad de segundo orden de M

Varios investigadores han trabajado en las cuestiones de diferenciabilidad de segundo

orden, el primer articulo que aborda esta cuestién es (Busemann and Feller, 1936), donde
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FicuraA 2.3. Warping de Lena a Tiffany con 15 iteraciones

los autores demostraron que las funciones convexas de dos variables son dos veces diferen-
ciables. Unos anos més tarde, Aleksandrov en su importante articulo (Aleksandrov, 1939)
extiende este resultado demostrando que toda funcién convexa de n variables tiene una
segunda derivada casi en todas partes. Este trabajo motivo la investigacion en la direccion
de obtener versiones de lo que ahora se conoce como el teorema de Alexandrov, en el caso
de dimension infinita. En dicho caso, el problema de la diferenciabilidad de segundo orden
es mas delicado (Bogachev and Goldys, 2006), pero se han obtenido algunos resultados
positivos, por ejemplo, en (Borwein and Noll, 1994) el problema se abordé en el contexto
de funcionales integrales convexos. Otras obras en esta direccion se dan, por ejemplo, en
(Kato, 1989; Noll, 1993; Matouskové and Zajicek, 1998). En estos trabajos se han utilizado
diferentes nociones de diferenciabilidad de segundo orden, por ejemplo en (Borwein and
Noll, 1994) se introduce la diferenciabilidad de segundo orden como la existencia de una
expansion de Taylor de segundo orden. En ese articulo se define también una segunda de-
rivada generalizada, donde la convergencia se obtiene en el sentido de Mosco, mientras que
en (Noll, 1993) se utiliza el enfoque de epi—convergencia. Nuestros resultados se dan en el

contexto de la convergencia de la diferencia cociente (2.3) en la topologia débil y normal.
Ahora resumimos las nociones de diferenciabilidad de segundo orden siguiendo Noll
(1993).
DEFINICION 2.1. Sea F' una funcién convexa continua definida en un espacio de Hilbert

H.

El cociente
VE(p+tw)—VE(p)

(2.3)
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se llama diferencia cociente de VF en . Decimos que

F es Gateaux diferenciable de segundo orden en ¢, si la diferencia cociente de VF en
© converge puntualmente en w, con respecto a la topologia de norma, a un operador
lineal acotado simétrico T, en H.

s I es débil Gateaux diferenciable de segundo orden en ¢, si la diferencia cociente
de VF' en ¢ converge puntualmente en w, con respecto a la topologia débil, a un
operador lineal acotado simétrico T, en H.

= | es Fréchet diferenciable de segundo orden en ¢, si la diferencia cociente de VF
en ¢ converge uniformemente en ||w| < 1, con respecto a la topologia de norma, a
un operador lineal acotado simétrico T, en H.

= F es débil Fréchet diferenciable de segundo orden en ¢, si la diferencia cociente de

VF en ¢ converge uniformemente en [lw|| < 1, con respecto a la topologia débil, a

un operador lineal acotado simétrico T, en H.

El operador T, si existe, serd denotado por V2F(¢)(w), con una indicacién en el sentido

que es considerado.

Nuestros resultados se obtienen para n = 2 y entorno al potencial de Monge, es decir,
entorno a la funcién ¢ tal que Vi es el mapeo 6ptimo en el escenario mencionado en
seccion anterior. En las pruebas de nuestros resultados necesitaremos hechos importantes
relacionados con el andlisis convexo y la teoria de la diferenciabilidad de segundo orden,
algunos de ellos se exponen a continuacién. La demostraciéon de las siguientes proposiciones

pueden ser consultadas en la referencias dadas ahi.

PROPOSICION 2.2. (McCann (1997), Prop. A.1). (Teorema de la funcién inversa para
mapeos mondtonos). Supongamos que ¢ es convexra en R™ y tiene una derivada de Alek-
sandrov V2p(xg) en xg € R, asi que Vp(xg) existe y ¢ < oo en una vecindad de zg. Si

1 como su derivada de Aleksandrov en

V2p(xo) es invertible, entonces o* tiene [Vp(x)]
Vo(xg); si Vip(xg) es no invertible, entonces ¢* no es dos veces diferenciable en V(zg)

en el sentido de Aleksandrov.

PROPOSICION 2.3. (Noll (1993), Prop. 2.1). Sea H un espacio de Hilbert separable. Sea
F Gateaur diferenciable de primer orden en una vecindad de ¢ y supongamos que F' es
débil Gateaux diferenciable de seqgundo orden en ¢. Supongamos que t — (VF(p + tw),v)

es absolutamente continua para t pequeno y w,v fijos. Entonces F' es Gateauz diferenciable
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de seqgundo orden en ¢, es decir, la convergence débil de la diferencia cociente de VF' en ¢

puede ser mejorada a la convergencia en norma.

PROPOSICION 2.4. (Borwein and Noll (1994), Prop. 2.2). Sea F una funcién conveza
continua definida en un espacio de Banach E. Entonces todo punto de diferenciabilidad (di-
reccional) de sequndo orden de F' es un punto Lipschitz-suave. En particular, F' es Fréchet

diferenciable en tales puntos.

En lo que sigue establecemos nuestros resultados, los cuales conciernen a diferenciabi-
lidad de segundo orden de M, Teorema 2.5 y 2.7, y también diferenciabilidad de primer
orden de M en el sentido fuerte dado en Corolario 2.8. El siguiente Teorema establece

diferenciabilidad de segundo orden del funcional M en sentido débil.

TEOREMA 2.5. Sea f; € CYK,), fo € CYK>), con Ki compacto y convexo, Ky com-
pacto. Sea ¢ : K — R el potencial de Monge y supongamos que ¢ es de clase C3. Entonces

el funcional M es débil Gateaur diferenciable de seqgundo orden en el potencial de Monge

Yy
VM (p)(w) = — fitr([D*¢] ' D*w) — V f2(Ve) - Vw det(D*p).

para toda funcién convera w € C(Ky) N L*(K7) .

Demostracion. En lo que sigue necesitaremos extender una funcién dada ¢ originalmente
definida en K al espacio total R", esta extensién la hacemos definiendo ¢ = +00 en R"\ K.
Si ¢ es Lipschitz entonces la extension resultante es semi-continua inferiormente ya que K;
es compacto, equivalentemente, su epigrafica es cerrada (loffe and Tihomirov, 1979, pég.
167). Nosotros estamos suponiendo en este Teorema que ¢ es C° en Ki, por lo que es
Lipschitz en K;. Por otro lado, la extension sera convexa, ya que la funcién original es
convexa. Aqui usaremos este procedimiento varias veces y denotaremos la extension por la

misma letra.
Sean w, v fijos y t > 0. Nuestro primer objetivo es demostrar

lim
t—0

— /K v(x) [fl(x)tr([Dng(:c)]’lD2w(a:)) + Vf2(Ve(x)) - Vw(z) det (Dng(:r;))]d:E.

<VM(go+tu;) —VM(¢)7U>
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Tenemos de (Chartrand et al., 2009) que

M(p) = f1 — fo(Ve*) det(D*0™) = fi — f2(Ve) det(D?¢)

para toda ¢ € C(K;). La dltima igualdad la obtenemos por el Teorema de Fenchel-Moreau
(Ioffe and Tihomirov, 1979, pag. 175), ya que ¢ es convexa y cerrada (aqui usamos el hecho

de que ¢ € C3(K). Ver el primer péarrafo de la prueba). Similarmente
VM(p +tw) = fi — fo(V(e +tw)) det (D*(¢ + tw)),

aqui hemos usado otra vez el Teorema de Fenchel-Moreau definiendo w en el espacio total

R™ como lo hiciemos con ¢, asi (¢ + tw)*™ = ¢ + tw.

Ahora tenemos la diferencia cociente de VM en ¢:

VM(p+tw) — VM(p) _ f2(V) det(D%p) — fo( V(g + tw)) det (D*(¢ + tw))
t . :

Entonces

Hm<VM(s0+tu;) —VM(SO)’U>

t—0

/ f2(Vip) det(D?p) — fo(V (i + tw)) det (D*(p + tw))

t—>0 t
Calculamos primero

& = /K v(2) f2(Ve(z)) det (D*p(x /K v V(p + tw)(z)) det (D*(p + tw)(z)) dx
= /K v(2) f2(Ve(z)) det (D*p(x /K v(2) f2(V(p + tw)(z)) det (D*(¢ + tw)(z)) dx

+ /Kv(x)fg(V(go%—tw)( z)) det (D*p(x)) dx
_ /K v(x) [fg(Vgo(x)) — (Ve + tw)(x))] det (D?p(x)) dx
+ /K 0(@) (Tl + tw)()) | det (D2p(x)) - det (D*(p + tw)(x)) ] da.
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Ya que ¢ y ¢ + tw se suponen diferenciables en K7, tenemos que Vp(z) v V(¢ + tw)(x)
existen para cada x € K. Sean yop = Vo(x) y y: = V(p + tw)(z), entonces

ye—yo = V(p+tw)(r) - Ve(z)
= Vp(z) + tVw(z) — Ve(z)
(2.4) = tVuw(zx)

Como w es de clase C''(K;) obtenemos que y; — 9o uniformemente cuando t — 0.

Separamos ¢; en dos partes:

6 = /K v(2) [ fo(Ve(x)) = fo(V(e + tw)(x))] det (D*p(z))dx

67 = /K v(x) fo(yr) [det (D*¢(z)) — det (D*(p + tw)(x))] dx.

Tenemos
o = /K v(z)[f2(Ve(z)) det (D*p(z)) — f2(Ve(z) + tVw(z)) det (D*p(z))]dz,
ahora expandemos f>(Vo(z) + tVw(z)) en series de Taylor:

fa(Veo(x) +tVw(z)) = f2(Ve(x)) +tV f2(Ve(x)) - Vu(z) + oft),

6 =— /K v(2)[tV f2(Ve(z)) - Vw(z) + o(t)] det (D*p(x))dz,
entonces
11:1—{%% = — /K v(2)[V f2(Ve(z)) - Vw(z)] det (D*p(z))dx.

Ahora calculamos
62 = /K v(x) fa(ye) [det (D*p(x)) — det (D*(p + tw)(x))} dx.

Tomamos ventaja del hecho que det (D?(¢ + tw)) = det(D?p + tD*w) para expander este

determinante como funcién de t en series de Taylor:

det(D?*¢ + tD*w) = det(D*p) + t det(D*p)tr([D*p] " D*w) + o(t).
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La invertibilidad de D?y se sigue del hecho de que la funcién ¢* es dos veces diferenciable

(casi en todas partes) en el sentido de Aleksandrov (Ver Proposicién 2.2). Por lo tanto
lim -+ = —/ v(z) f2(yo) det (D*p(z)) tr([D*p(z)] "' D*w(x)) dx
Ky
= —/ v(z) f2(V(z)) det (D*¢(z)) tr([D*p(z)] ' D*w(z)) dx,
K1

Asi, la convergencia de la diferencia cociente de VM en ¢, con respecto a la topologia

débil, es demostrada y

h,m<VM(<p + tw) — VM((p)’U>

t—0 t

—/ v(x) [fg (Vgp(m)) det (Dng(x))tr([DQQp(x)]_lDzw(x)) +

V2(Ve(x)) - Vw(z) det (D*p(z))] da.

Podemos hacer una simplificaciéon usando el hecho de que V¢ es el mapeo 6ptimo, asi que
Vp#du = dug (ver (1.13)), luego

fi) = f2(Ve(2)) det (D*p(2)),

por lo tanto

m <VM(§0 + tw) — VM(gp)’v>

(50 t
- / v(@) [fi(@)tr ([D*p(2)] " D*w(x)) + V fo(Vp(a)) - Vw(z) det (D*p(2)) ] d.
Finalizamos Ia prueba demostrando que
Jo(w) == = fitr([D*¢] "' D*w) — V fo(V) - Vw det(D?)
es un operador lineal acotado en C2°(K;) N L2(K,) .

La linealidad de J,, se sigue del hecho de que la traza, D* y V son operadores lineales.
Para la prueba del acotamiento véase el Apéndice, Teorema 6.1. La simetria es realmente
obtenida reemplazando el operador J, por su simetrizacién %(J¢, + J3;) como se discute en
(Borwein and Noll, 1994). Por lo tanto hemos probado que V2M (¢)(w) = J,(w). O

Observacion. Como es bien sabido, la regularidad de un mapeo de transporte éptimo
es toda una teoria. Las primeras investigaciones acerca de regularidad fueron llevadas a

cabo por Caffarelli, citadas en (Villani, 2003, pags. 140-141). Imponiendo regularidad de
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Holder en las densidades f;, fo y acotamiento en teorema anterior, uno obtiene regularidad
correspondiente del potencial del mapeo 6ptimo. Nosotros no abordamos aquellas delica-
das cuestiones que requieren de investigaciones mas profundas, sino que ponemos como
hipotesis explicita la clase o regularidad necesaria para justificar los calculos a lo largo de

la demostracién del Teorema 2.5.

Podemos de hecho mejorar este resultado en el sentido de la convergencia de la diferencia
cociente de VM en el potencial de Monge ¢, probando que la diferencia cociente de VM

en el potencial de Monge converge en norma, para esto vamos a probar el siguiente:

LEMA 2.6. La funciont — (VM (@ +tw),v) es absolutamente continua, para t pequeno
Yy w,v fijos .

Demostracion.

Sean t > 0 pequeno, w y v fijos y sea G(t) = (VM (p + tw),v), entonces
G(t) z/ v[fi — f2(V(p +tw)) det (D*(¢ + tw))] da.
K

Sea € > 0. Deseamos encontrar un § > 0 tal que si {(nx,&)}r_; es una familia de

sub-intervalos mutuamente disjuntos de [0, ¢] tales que ), |{x — mk| < 0, entonces

D IGm) — G(&)] < e

Ahora calculamos

G(m) — G(&k)
= /K fo (V(g& + §kw)) det (DQ(QO + é’kw))dx — /K fa (V(go + T}kw)) det (D2(go + nkw))dx

= /K f2(V(e+ &w)) det (D*(p + &w))dx — /K f2(V(p 4+ new)) det (D*(¢ + mpw) ) dz

+ /K f2(V(p + &uw)) det (D*(¢ + mpw))da

- /K fo (V(gp + §kw)) [det (Dg(go + fkw)) — det (Dz(go + nkw))]das

+ /K det (D*(p + mw)) [f2(V(e + &w)) — fo(V (e + npw))]dz.
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Para la primera integral en la expresion anterior procedemos como sigue:
det (D*(ip + &w)) = det[D*(p + npw) + (& — 1) D*w],
expandiendo en series de Taylor
det[D?(p + npw) + (& — 1) D*w] =

det (DQ(cp + nkw)) + (& — M) det (Dz(cp + nkw)) tr([D2(g0 + nkw)]_lDQw) + 0o(& — M),
det (D*(p + Gw)) — det (D*(¢ + qpw)) =

(& — ne) det (D (0 4 new)) tr([D? (o + mew)] ™ D*w) + (& — 1)

Entonces para cada (ny, &)

|G(nk) — G(&)| =

) /K fo(V (e + &w)) (& — ni) det (D (¢ + mpw)) tr([D*(p + mpw)] ' D*w) da

+ /K det (D*(¢ + mpw)) [f2(V (e + &Gw)) — fo( V(e + Ukw))]df’?‘

< [& — mi| My / det (D*(p + mpw)) tr([D*(p + mw)] " D*w) ‘dm

K

My [ Jo(&k — i) |da

K3

My [ [2(T(o+ 60) = £(V(e+ mw)]da

<&k — k| My R| K| 4 MO8 — mi| | K1 | + MaCLIV (o + &w) — V(g + npw)) || K |

= |& — np| MaR|Kq | + M1 C & — mi| | K | + MaCLIVw|| & — nel| K |
<& — me|(MyR| Ky | + My C| Ky | + MyCrLMs| Kq|),
donde R es una constante tal que

R > [ det (D(p + o) tr([D%( + maw)] ' D)
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M, = méxy, | f2|, C1 es la constante de Lipschitz de fs, | K| es la medida de K, M, es una
constante tal que M, > |det (D?(p + mpw))| y M; es una constante tal que Mz > |Vwl.

Ahora sea § = ¢/(M;R|K1| + M C|K;| + M>yCp M;|K|), entonces obtenemos que
Z G () — G(&k)| < Z &k — k| (MR KA | + MiCEG | + MaCrMs|Kq]) <.
k k

Ahora establecemos nuestro resultado principal de este capitulo:

TEOREMA 2.7. El funcional M es Gateaux diferenciable de sequndo orden en el potencial
de Monge .

Demostracion.

Usando nuestros previos resultados, Teorema 2.5 y Lema 2.6, y Proposicién. 2.3, obte-

nemos la demostracién. U

Sabemos que M es Gateaux diferenciable de primer orden en todo punto (Chartrand
et al. (2009)), de hecho, M es Hadamard diferenciable, ya que M is Lipschitz. ;Serd verdad
que M es Fréchet diferenciable en todo punto? En el siguiente corolario damos la respuesta

para el potencial de Monge.

COROLARIO 2.8. El funcional M es Fréchet diferenciable en el potencial de Monge.

Demostracion. Hemos probado que M es débil Gateaux diferenciable de segundo orden
en el potencial de Monge ¢, lo cual es equivalente a ser diferenciable de segundo orden
en ¢ ((Borwein and Noll, 1994), Definicién 2.1 y Teorema 3.1), asi, por Proposicién 2.4

obtenemos que M es Fréchet diferenciable en el potencial de Monge ¢. [



Capitulo 3

Una aplicacion del modelo de los precios heddnicos

1. Introduccion

Cuando estudiabamos la teoria de transporte 6ptimo fuimos encontrando sorprendente-
mente que varias areas del conocimiento se relacionaban con esta teoria, una de ellas es la
teorfa de los precios heddnicos como se muestra en (Ekeland, 2005, 2009; Chiappori et al.,
2010) (para ver los resultados que ligan tales teorfas puede consultarse en el Apéndice,
Seccién 4). Nos parecié muy interesante dicha teoria por sus aplicaciones a la valoracién de
bienes por medio de sus caracteristicas o atributos, proporcionando la importancia relativa
de cada una de ellas en la determinacion del precio de mercado. Asi, por ejemplo, a través
de la metodologia que ofrece esta teoria se pueden valorar viviendas, autos, computadoras,
medicamentos; en general, bienes heterogéneos. Inmediatamente pensamos en un problema
que existe en nuestro pafs, la violencia criminal, la cual podriamos investigar sus efectos

sobre la valoracién de viviendas usando la metodologia hedénica.

Durante los tultimos anos, México ha sufrido de la violencia criminal en casi todo su
territorio y una de las ciudades més lastimadas por este problema social ha sido la ciudad de
Acapulco, Gro., siendo la ciudad més violenta del pais en los anos 2014, 2015 y 2016. Esta
violencia ha tenido un efecto perjudicial en el desarrollo social y econémico, asi como en la
educacién y turismo. La pérdida de seguridad en Acapulco debido a la violencia criminal
no sélo es una amenaza para los habitantes de la ciudad, sino para la gente que visita este
importante lugar turistico. Cualitativamente, se ha observado que la violencia criminal en
Acapulco ha tenido efectos significativos en el mercado de viviendas en la ciudad. Motivados
por esto, dedicimos investigar los efectos de la violencia criminal en Acapulco en los precios

de viviendas por medio de la metodologia hedénica.

La teoria hedodnica tiene una larga historia, empezando con los estudios de caso de

esparragos en Boston por Waugh (1929) y de las caracteristicas en la produccién de lineas

37
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de automéviles en Detroit por Court (1939). La metodologia hedénica muestra que el pre-
cio de un bien estd determinado no sélo por sus cualidades fisicas, sino también por sus
caracteristicas heddnicas, como su ubicacion, amenidades o entorno en el caso de los bienes
inmuebles. En el articulo de gran influencia de Rosen (1974), el autor propuso el conocido
método de dos pasos para determinar la relaciéon empirica del precio de un bien heterogéneo
y sus caracteristicas heddnicas. Sin ninguna critica, se han utilizado varias relaciones fun-
cionales para evaluar los precios implicitos para una variedad de bienes mediante el andlisis
de regresién multiple; bienes como automéviles (Berry et al., 1996), productos farmacéuti-
cos (Cockburn and Aslam, 1998), vuelos de aerolineas (Good et al., 2005), computadoras
(Triplett, 1991) y transporte publico (Wallace, 1996; Milon et al., 1984). La metodologia
hedénica también se ha utilizado en la valoracién de la politica ambiental y piblica (Hi-
dano, 2002) y en los ajustes al indice de precios al consumidor por parte de Bureau of Labor
Statistics (BLS, 2016). Esta metodologia también tiene su propio interés tedrico, como lo
demuestran Chiappori et al. (2010) y Ekeland (2005). Por ejemplo, el equilibrio hedénico
entre vendedores y compradores se interpreta como una solucién éptima para un problema

de transporte 6ptimo de Monge-Kantorovich en su forma dual (Chiappori et al., 2010).

En este capitulo se desarrolla una aplicacién de la metodologia de los precios hedénicos
para determinar cuantitativamente los efectos de la violencia criminal en los precios de
viviendas en Acapulco. La aplicacién de esta metodologia se lleva a cabo con dos modelos
hedonicos; el primer modelo es menos elaborado que el segundo, puesto que se omiten algu-
nas variables explicativas importantes, como aquellas relacionadas con el turismo. Ademas,
la variable considerada para medir el impacto de la violencia criminal solamente toma en
cuenta la ubicacion de la colonia més insegura en la ciudad, a diferencia del segundo mode-
lo, donde se incorpora una variable que considera los homicidios dolosos ocurridos en cada
colonia, asi como el cierre de escuelas debido a la violencia criminal. Por otro lado, en el
primer modelo hedénico trabajamos con una base de datos de precios de viviendas dados
en 2016, mientras que en el segundo modelo se trabaja con una base de datos de precios
de viviendas dados en 2015 y 2016. Nuestra hipdtesis es que los precios de mercado de
las viviendas en Acapulco son afectados negativamente por la violencia criminal. La razén
por la cual el primer modelo considera menos variables explicativas y cuenta con una base
de datos menor a la del segundo modelo, es que no se contaba con suficientes datos en el

momento de su ajuste.
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Hay una serie de trabajos que han estudiado los efectos del crimen sobre los valores de la
propiedad a través de la metodologia hedénica, comenzando con el trabajo de Thaler (1978),
quien evaluo6 la disponibilidad a pagar por el control del crimen en Rochester, NY, con una
base en datos recogida en 1971. Dubin and Goodman (1982) estudiaron la valoracién de los
hogares con caracteristicas de la colonia de viviendas en el area metropolitana de Baltimore;
entre estas caracteristicas, se utilizaron doce variables para describir la delincuencia en
la colonia. Lynch and Rasmussen (2001) realizaron otro estudio sobre los precios de la
vivienda en Jacksonville, FL. Ellos encontraron que el costo de crimen practicamente no
tiene impacto en los precios de la vivienda en general; sin embargo, las viviendas tienen
un gran descuento en las zonas de alta criminalidad. Linden and Rockoff (2008) utilizaron
datos de registros de delincuentes sexuales para estimar la valoraciéon de las personas de
vivir cerca de un criminal condenado en el condado de Mecklenburg. Troy and Grove
(2008) utilizaron el andlisis hed6nico para determinar como los parques son valorados por
el mercado inmobiliario en Baltimore, MD., con respecto a su tasa de criminalidad media.
Mas recientemente, Buonanno et al. (2013) estimaron el efecto de la percepcién de crimen
sobre la vivienda usando encuestas de victimizacion en la ciudad de Barcelona de 2004 a
2006. Usaron dos variables como indicadores para la percepcion de crimen a nivel distrito:
el nivel de seguridad en el distrito y la tasa entre el promedio de seguridad percibida
en la ciudad como un total y el nivel de seguridad percibido en el distrito. Hasta donde
sabemos, el trabajo de Ntnez et al. (2017) es de los primeros que incluye una variable para
medir efectos de violencia sobre viviendas en México, usando el enfoque del modelo de los
precios hedénicos; esta variable es la tasa de crimen por municipio. Los autores calculan
la disponibilidad marginal de pagar por control del crimen y otras amenidades en México.
Demuestran que el salario es afectado negativamente por el crimen, mientras que para
algunos estados del pais el crimen resulta ser una amenidad; la explicaciéon que dan los
autores de este tltimo resultado es que tal vez se deba a que algunos de los mas antiguos
carteles de droga se encuentran en dichos estados. Respecto a otras caracteristicas prueban,
por ejemplo, que altos niveles de contaminacion afectan negativamente los salarios y los

precios de la renta de viviendas.
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2. El modelo heddénico de Rosen y su equilibrio

El modelo de los precios hedonicos esta basado en la hipétesis de que los bienes son valo-
rados por la satisfaccién o placer que producen sus caracteristicas o atributos al consumidor
(Rosen, 1974). En (Griliches, 1971) se formuld por primera vez este modelo, sin embargo,
fue Rosen quien mas tarde asenté las bases tedricas del equilibrio de mercado tanto desde
el punto de vista del consumidor como del productor, estableciendo de ese modo el soporte
tedrico para la aplicacién econométrica de la teoria de los precios hedonicos . Esta teoria
propone explicar el valor de un bien heterogéneo, es decir, un bien con n caracteristicas o
atributos, en funciéon de cada una de ellas y asi identificar su efecto en el valor asignado en
el mercado de ese bien. Cada caracteristica en el bien tiene un precio implicito, el cual no
es observable en el mercado, sin embargo, con esta teoria se puede determinar en forma de
disponibilidad a pagar por cada unidad de cambio de aquella caracteristica. A continuacién

vamos a resumir brevemente el modelo de los precios heddnicos de Rosen (1974).

Se considera un mercado donde el bien que se comercializard estd compuesto por n
atributos o caracteristicas para las cuales no existen mercados explicitos. Este bien puede
ser visto como un vector z = (z1,...,2,), donde z; mide la cantidad (o calidad) de la
i-ésima caracteristica del bien z. Los vendedores (o productores) ofrecen una variedad
de diferentes paquetes de caracteristicas, de manera que cada vendedor tiene la misma
oportunidad de vender. Existe una funcién p(z) = p(zi,...,2,) que relaciona el precio
de cada producto z con sus caracteristicas. Cada comprador (o consumidor) obtiene una
utilidad u(z1, ..., 2z,, X) (que se supone estrictamente céncava) al comprar un producto
z=(z1,...,2,) y consumir un producto compuesto X.

Los compradores desean maximizar su utilidad sujeta a a su restriccion presupuestaria,
esto es
maxu(z ..., 2z, X)
sujeta a M = X + p(z2),
donde M es el ingreso y el precio de X se supone igual a la unidad.

Las condiciones de primer orden para este problema son:

(3.1) us _ Op

=—, 1=1,...,n,
Ux 821

donde u,, y uy indican la derivada parcial de u respecto a z; y la derivada parcial de u

respecto a X, respectivamente. La derivada dp/0z; es el precio hedénico marginal o precio
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implicito de la caracteristica i-ésima del producto z y u,,/ux es la tasa de sustitucion
marginal entre la caracteristica z; y dinero.

Rosen define una funcién de demanda 6(z; u, y), la cual representa el gasto que el comprador
esta dispuesto a pagar por el producto z dado un ingreso y y un nivel de utilidad fijo u. De

la definicién de 6 se puede obtener:

00 Uz,

0z uyx’
Entonces la utilidad es maximizada cuando la cantidad que el comprador esta dispuesto a

pagar por el producto z* es igual al precio minimo p(z*) dado en el mercado: 0(z*;u*,y) =

p(2*) v ademés p y 0 son tangentes una de la otra:

0, . . | _ 9p(z")
8zi(zauay)_ 8Zi )

(3.2) i=1,...n,

donde z* y u* son cantidades Optimas.

Por otro lado, cada vendedor (productor) quiere maximizar su ganancia, que estd dada
por el ingreso de ventas de N unidades del producto z a un precio p(z), menos el costo de
produccién C(z, N) de las N unidades:

maxm := Np(z) — C(z,N).

La eleccion de N y z en el problema del vendedor requiere las condiciones de primer orden:

Op _ Cx 1=1 n
9. =N =L
p(z) = Cy.

La primera ecuacién significa que el precio marginal de cada caracteristica z; debe ser igual
a su costo de produccion marginal por unidad vendida de z; y la segunda ecuacion significa
que el precio del producto z debe ser igual al costo de producciéon de una unidad de z.
Simétricamente, Rosen define una funcién de oferta: ¢(z;7), la cual indica el precio por
unidad producida que el productor esta dispuesto a aceptar a una ganancia constante 7

cuando la cantidad producida es 6ptima. De la definiciéon de ¢ se puede obtener:
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% _ C i=1 n
0. - N T
Por lo tanto, la maxima ganancia y el éptimo paquete satisfacen
o¢ Ip(=")
— (N )= ———=, i=1,...,n,
(9zi( ) 0z;

p(z") = ¢(z7;77),
donde p(z*) es el maximo precio de z* obtenido en el mercado. Entonces el equilibrio en
este mercado heddnico estd caracterizado por la tangencia entre las funciones de demanda
y oferta de los compradores y vendedores, la cual da origen a la funcién de precios hedénica
p, como la envolvente de ambas curvas, representando todos los puntos de transacciones
del bien z, el cual esta dado en una variedad de paquetes. Esta funcion puede ser estimada
econométricamente una vez que la forma funcional es especificada calculando sus coeficien-
tes. El punto es que la forma funcional de la funcién de precios hedénica p(z) nos conduce
a través de sus derivadas de acuerdo a (3.1) y (3.2) a la interpretacién econémica de ta-
sas de utilidad y disponibilidad a pagar, respectivamente. En la Figura 3.1 presentamos el
equilibrio hedénico en una dimensién entre diferentes compradores y diferentes vendedores.
La principal aportacién del modelo de Rosen ha sido constatar, justificar y demostrar la
existencia de una relacién entre el precio de un bien heterogéneo y el conjunto de atributos

que incorpora esa variedad del bien.

2.1. Regresién hedonica. En el método de los precios hedénicos, el precio de un
bien heterogéneo es desagregado en funciéon de sus caracteristicas y atributos. Aunque es-
tos no son directamente negociables tienen un precio implicito y con la suma de estos
precios se determina el precio del bien en el mercado. En particular, una vivienda es un
bien heterogéneo; asi, su precio en el mercado esta determinado por la agregacién de los
precios implicitos de las caracteristicas fisicas de la unidad (nimero de recimaras, nime-
ro de banos, drea total, etc.), las caracteristicas de localizacién o entorno (por ejemplo,
cercania a escuelas) y otras variables de interés. La metodologia de nuestra investigacion
esta basada en la aplicacion del método de los precios hedénicos usando una herrramienta
estadistica llamada regresion heddnica, la cual consiste en la estimacion estadistica de la
relacion entre las caracteristicas del bien y su precio de mercado, a través del cédlculo de

los coeficientes de las variables en la funcién de precios especificada. Para este fin, se debe
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p, 6. ¢

Ficura 3.1. Equilibrio hedénico

tener una base de datos de precios del bien con diferentes caracteristicas y atributos (o
desatributos). Las variables representan las cantidades o calidades de las caracteristicas del
bien. Como establecié Rosen (1974), la forma funcional de la funcién de precios no puede
ser en general especificada debido a cuestiones tedricas, por ejemplo, puede suceder que la
ecuacion diferencial que define a p sea no lineal. Hay formas funcionales para la funcién de
precios que mejor se ajustan a los datos en un problema dado, pero cuya forma es bastan-
te complicada y entonces la interpretacion de los coeficientes del modelo resulta ser muy
dificil (Halvorsen and Pollakowski (1981); Walter et al. (1984); Witte et al. (1979)). En
econometria se ha usado bastante la transformacion Box-Cox (Box and Cox, 1964) para la

forma funcional heddnica de precios, la cual esta dada por:
N

PV =B+ ) BX)% te,
j=1

donde € es el término de error, N es el nimero de variables explicativas en la regresion y

las variables P, X; son transformadas como sigue:

pol =0z s
Iny A=0, y>0.
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Esta transformacion contiene casos especiales que se han aplicado en estudios de valoracion
hedoénica como, por ejemplo: cuando Ay = 1 = Ay, obteniendo un modelo lineal, para A\; = 0
y Ay = 1 obteniendo un modelo semilogaritmico y para Ay = 0 = Ay, obtenemos el modelo
logaritmico. El precio hedénico marginal (precio implicito) para el atributo o caracteristica
X estd dado por:
oP
0X;

En nuestro estudio proponemos formas funcionales con un buen ajuste a nuestros datos y

= B P X

la interpretacion de los coeficientes es simple. Muchas veces tener acceso a datos es muy

complicado y es lo primero a lo que nos podemos enfrentar usando esta metodologia.

3. Datos socioeconémicos y la violencia criminal en Acapulco

A continuacion, describimos algunos datos socioeconémicos y de violencia criminal en

la ciudad de Acapulco.

Acapulco es una ciudad y puerto en México localizado en la costa del estado de Guerrero
a 304 kilémetors de la capital, Ciudad de México. Es la ciudad méas importante del estado,
principalmente debido a su actividad turistica, ademas, es una de las zonas metropolitanas
mas grandes del pais; de acuerdo con los resultados del Censo de Poblacion y Vivienda,
realizado por el Instituto de Estadistica y Geografia (INEGI) en 2010, Acapulco fue la
ciudad més poblada del estado de Guerrero con 673,479 habitantes (INEGI, 2010). Acapulco
fue un importante puerto de comercio con la Nueva Espana desde 1571, siendo el puerto
principal para la actividad comercial con Filipinas. Hasta hace unos anos, fue uno de los
primeros y més importantes puertos de México, utilizado como escala en las rutas maritimas
a través del océano Pacifico. Acapulco se divide en tres grandes areas turisticas: Acapulco
Tradicional, Acapulco Dorado y Acapulco Diamante. El centro y el puerto estan situados
en la primera zona, asi como los barrios tradicionales y los inmuebles antiguos, mientras que
las otras incluyen las zonas hoteleras, condominios residenciales, varios centros comerciales
y lugares de entretenimiento. Las principales actividades econémicas de la ciudad son el
turismo, la agricultura y la pesca. El turismo es la actividad mas importante debido a sus

ingresos econémicos.

En 2015, el Consejo Ciudadano de Seguridad Publica y Justicia Penal declaré a Aca-

pulco como la tercera ciudad mas violenta del mundo en 2014, con una tasa de 104.16
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homicidios dolosos por cada 100 mil habitantes, siendo Acapulco la ciudad maés violenta
de México. En los anos 2015 y 2016, Acapulco fue nuevamente considerada la primera ciu-
dad més violenta de México segin el Consejo Ciudadano de Seguridad Ptblica y Justicia
Penal, con una tasa de 104.73 y 113.24 homicidios dolosos por cada 100 mil habitantes,
respectivamente (CCPSCJa, 2015; CCPSCJb, 2016). Segtin un estudio llevado a cabo por
la Comisién Nacional de Seguridad (CNS), la colonia més peligrosa en Acapulco en 2016,
debido al alto nivel de incidencia en homicidios dolosos, robo de vehiculos y armamento ase-
gurado, fue la colonia Ciudad Renacimiento. El Secretario Ejecutivo del Sistema Nacional
de Seguridad Publica (SESNSP) ha clasificado a Guerrero como uno de los Estados a nivel
nacional con niveles mas altos de homicidios dolosos (SEGOB, 2017). Para dar una idea de
las cifras, el nimero de homocidios dolosos por dia ocurridos en el Estado de Guerrero en
el periodo Enero-Noviembre de 2015 fue de 5.46 homocidios dolosos, con un total de 1824
homocidios dolosos; para el periodo Enero-Noviembre de 2016, ocurrieron 6.11 homicidios
dolosos por dia, con un total de 2044 homocidios dolosos. La violencia criminal ha tenido
un impacto negativo en la ciudad, afectando el crecimiento econémico y el bienestar social
del estado de Guerrero. Por ejemplo, Figura 3.2 muestra el ingreso de turismo de 2005 a

2019, deflacionado a 2005 para propositos de comparacion. La grafica muestra claramente
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una tendencia de incremento hasta 2009, seguido por una variacién alrededor del valor

promedio.

El impacto de criminalidad incluye la actividad educativa, ya que un gran numero
de escuelas privadas y publicas han llegado a cerrar temporal o definitivamente debido
a episodios de tiroteos. En la actividad inmobiliaria, la violencia criminal ha afectado al
comercio de casas, apartamentos y condominios. Privacidad, infraestructura de seguridad
como camaras, alarmas y vigilancia privada, son los factores principales que determinan
un precio mas alto de una vivienda, mientras que el cierre de escuelas se concibe como
una desamenidad. Figura 3.3 muestra las colonias donde al menos una muerte ocurrié en
2015-2016. Aquellas colonias representan el 64.9 % del total de 57 incluidas en este estudio.

4. Valoracién del impacto de la violencia criminal en los precios de viviendas

en Acapulco

Es esta seccion desarrollaremos la aplicaciéon de la metodologia heddnica para determi-
nar cuantitativamente el efecto de la violencia criminal sobre los precios de las viviendas en
Acapulco. Son desarrollados dos modelos heddnicos, ambos con el mismo propésito (pero

para distintos periodos), los cuales llamaremos modelo hedénico 1 y modelo hedénico 2,



Valoracion del impacto de la violencia criminal en los precios de viviendas en Acapulco 47

aunque las variables empleadas para medir la violencia criminal en los modelos son dis-
tintas. Podriamos decir que el modelo hedénico 2 es mejor que el modelo 1 debido a que
son consideradas variables explicativas importantes que en el modelo 1 no se incluyeron
por falta de datos al tiempo de hacer el ajuste. Nuestra hipdtesis en ambos modelos es
que la violencia criminal (medida con sus respectivas variables para cada modelo hedénico)
afecta negativamente el precio de mercado de las viviendas en Acapulco. En las siguientes

subsecciones se daran mas detalles sobre estos modelos.

4.1. Modelo hedoénico 1. Para nuestro primer modelo hedénico mediremos la vio-
lencia criminal a través de la inseguridad, con datos de 2016. Asi que nuestro estudio es
conocer el efecto de la inseguridad en los precios de viviendas en Acapulco. Para ello es con-
siderada en nuestro modelo hedénico 1, la distancia de viviendas a la colonia més insegura
en Acapulco como la variable que medira tal impacto (como mencionamos anteriormente,
la colonia més insegura en 2016 fue Ciudad Renacimiento). Asi que en esta seccién evalua-
remos nuestra hipétesis, de que el efecto de la inseguridad medido por la distancia de las
viviendas a la colonia mads insegura en Acapulco, es negativo sobre los precios de mercado
de las viviendas, es decir, el valor de una vivienda disminuye con la cercania a la colonia

mas insegura.
Datos y variables

Para llevar a cabo las estimaciones de los coeficientes de las variables en el modelo, cons-
truimos una base de datos de precios de viviendas observadas con diferentes caracteristicas.
Nuestra base de datos consiste en 184 viviendas ubicadas a lo largo y ancho de la ciudad,
las cuales fueron ofertadas y capturadas en la pagina web de inmobiliarias en Acapulco en
el mes de Diciembre de 2016. Las variables que corresponden a las caracteristicas fisicas de

viviendas consideradas en nuestro modelo hedénico 1 son las siguientes:

C = Variable dicotomica que toma valor uno si la vivienda es una casa y cero en

otro caso.

CC = Variable dicotémica que toma valor uno si la vivienda estd en un condominio
y cero en otro caso.

NR = Numero de recamaras de la vivienda.

NB = Numero de banos de la vivienda.

s NE = Numero de estacionamientos de la vivienda.
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» A = Edad, en anos, de la vivienda.
= S = Area total de la vivienda (en metros cuadrados).

= TC = Area total de construccién de la vivienda (en metros cuadrados).

Las viviendas se clasifican en casa, casa en condominio y departamento, y este ultimo
funge como la categoria de referencia en el modelo. Los datos correspondientes a estas

caracteristicas fueron capturados al mismo tiempo que se capturo el precio de la vivienda.

Las variables que corresponden a las caracteristicas de localizacion son las siguientes:

» DP = Distancia en ruta a la playa mas cercana (en metros).
» [, = Variable dicotomica que toma el valor uno si la vivienda esta localizada en
zona privada con seguridad permanente y vista a la playa, cero en otro caso.

» DR = Distancia en ruta a la colonia Ciudad Renacimiento (en metros).

Maés precisamente, DP es la distancia en ruta del centroide de la colonia donde se
encuentra ubicada la vivienda a la avenida mas cercana con acceso a la playa y DR es
la distancia en ruta del centroide de la colonia Ciudad Renacimiento al centroide de la
colonia donde se ubica la vivienda observada. Estas distancias fueron obtenidas usando

Google Earth. Finalmente, la variable dependiente es:
» P = Precio de la vivienda (en MXN).

Forma funcional del modelo hedénico 1 y estimaciones La ecuacion que es
estimada en la regresién de nuestros datos para obtener los precios implicitos de las carac-

teristicas en nuestro estudio, es la siguiente:

log(P) = By+ BiC+ BoCC + B3 In(NR) + B4 In(NB) + S5 In(S)
(33) +ﬁ6 111<TC) + 57NE + BgA + 59DP + BIOL + BHDR.

Esta forma funcional heddnica corresponde a un modelo generalizado de la transformacion
Box-Cox, debido a que para algunas variables explicativas Ay toma el valor 0 y en otras el
valor 1. Este modelo se ha propuesto después de haber ensayado con otros: como el lineal,
el semilogaritimico, el logaritimico (sin transformar las variables dicotémicas y DR, ya que
toman el valor cero). Los modelos ensayados resultaron un mal ajuste o no cumplieron con
alguna de las tres hip6tesis del andlisis de regresién (homocedasticidad, no autocorrelacién

y normalidad de los errores). En cambio, el modelo hedénico 1 dado en (3.3) supera estos
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CUADRO 3.1. Estimacién de coeficientes del modelo heddnico dado en (3.3)

Variable Coeficiente Error estandar p-valor
Intercept  9.782e+00 3.716e-01 < 2e-16
C -6.168e-01  1.002¢-01 5.07e-09
CC -3.365e-01  8.268e-02 7.17e-05
In(NR) 2.880e-01  1.537e-01 0.062661
In(NB) 3.457e-01  1.008e-01 0.000757
In(S) 2.494e-01  6.018e-02 5.36e-05
In(TC) 7.203e-01  9.358e-02 1.04e-12
NE -3.106e-03  1.908e-02 0.870844
A -4.269e-03  3.439¢-03 0.216159
DP -5.415e-05 1.611e-05 0.000954
L 4.378e-01  1.189¢-01 0.000311
DR 1.972e-05  7.942¢-06 0.014001
R2=0.8695

problemas. Debido a su simplicidad se tiene una interpretacion de los coeficientes sin di-
ficultades. A continuacién, describimos el modelo propuesto y damos sus propiedades, las

cuales nos llevaron a su eleccién para nuestro estudio.

Se usé el método de minimos cuadrados ordinarios para las estimaciones de los coeficien-
tes B; y usamos el software R para tales estimaciones. Ademas, con este software realizamos
las pruebas de hipdtesis en el andlisis de regresiéon. En Cuadro 3.1 presentamos los coefi-
cientes estimados para la funcién de precios dada en (3.3), los errores estandar y el p-valor
para cada una de las variables. Notemos que todas las variables resultaron estadisticamente
significativas, excepto las variables, NE, A y In(NR). Obtuvimos un buen ajuste, dado que
el valor del coeficiente ajustado de determinacién de R2=0.8695, el cual es mayor a algunos
presentados en trabajos reportados, como, por ejemplo, el obtenido por Fitch et al. (2013).
Mediante el anélisis VIF estudiamos cuestiones de colinealidad para este modelo ajustado,
considerando que una variable con un VIF mayor al VIF global indica que hay un problema
de colinealidad entre esta variable y alguna otra variable explicativa. En este caso, todas las
variables resultaron con un VIF menor al VIF global 8.1499 del modelo ajustado (3.3), lo

cual nos da indicios de no-colinealidad. Los valores se muestran en Cuadro 3.2. Las hipdtesis
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CUADRO 3.2. VIFs de las variables en (3.3)

Variable VIF

C 2.537945
CcC 1.919776
In(NR) 3.268803
In(NB) 3.354335
In(S) 3.729917
In(TC) 5.782719
NE 1.965948
A 1.059150
DP 2.395056
L 1.271300
DR 2.282842

bajo las cuales se rige el modelo de regresion lineal, fueron verificadas. Por medio del test
Breusch-Pagan encontramos no evidencia de heterocedasticidad, a un nivel de confianza del
99 %. La normalidad de los errores la verificamos usando el test Shapiro-Wilk a un nivel
de confianza del 99 % y finalmente, la no evidencia de correlacién de los errores se verificd

mediante el test Durbin-Watson a un nivel de confianza del 95 %.
Interpretacion de los resultados y conclusiones

Una vez verificado que nuestro modelo es un buen ajuste a nuestros datos, que cumple
con las hipdtesis del analisis de regresion, continuamos con la interpretacion de los resulta-
dos. La variable C es significativa al nivel del 99.9 % de confianza y el signo negativo de su
coeficiente nos indica que el precio de una casa es menor que el precio de un departamento,
ceteris paribus. En efecto, sea fc= -0.6168, el coeficiente estimado para C, la relacion de los
precios de una casa y un departamento estd dada por P, = ¢ Paepto = 0.5396 P gepto. Por
ejemplo, si un departamento cuesta 5 000,000 mxn, entonces una casa con iguales carac-
teristicas tendra un precio de 2 698,000 mxn. La variable CC también resulté significativa
al nivel de confianza del 99.9 % y con coeficiente negativo, indicando que el precio de una
casa en condominio tiene un precio menor que el de un departamento, manteniendo las
otras variables constantes. La relacién de precios se obtiene de manera similar como la

variable C. Tenemos entonces que Peasa en condo = €€ Pgepto = 0.7142 P gepto. Ejemplo, si un
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departamento tiene un precio de 5 000,000 mxn, el precio de una casa en condominio con
iguales caracteristicas tendrd un precio de 3 571,000 mxn. La variable In(NR) no resulté
ser significativa, mientras que la variable In(NB) si, a un nivel de confianza del 99.9 % y
ademas con signo esperado, positivo. Su coeficiente 0.3457 es interpretado como una elas-
ticidad, indicando que por cada 1% de incremento de NB, hay un 0.3457 % de incremento
en el valor de la vivienda. Otra variable fisica que resulté significativa es In(S), al mismo
nivel que las anteriores y con signo positivo, el cual indica que conforme el area de una
vivienda aumente, el precio de la vivienda incrementa. Mas precisamente, por cada 1% de
incremento de drea de la vivienda, hay un incremento del 0.2494 % en el valor. La variable
In(TC) es significativa al nivel de confianza del 99.9 % con signo positivo, y su coeficiente
se interpreta como una elasticidad, como la variable In(S). En cuanto a las variables de
localizacién, todas resultaron significativas, por ejemplo, la distancia a la playa (DP), es
significativa al nivel de confianza del 99.9 % y su coeficiente con signo esperado, negativo.
Su valor -0.00005415 nos indica que por cada metro que la vivienda se aleje de la playa
més cercana, su valor decrece en 0.005415 %. Por ejemplo, si el valor de la vivienda es de
1 000,000 mxn, entonces decrece en 54.15 mxn por cada metro que la vivienda se aleje
de la playa mas cercana. La variable dicotémica L, también resulté significativa al nivel
del 99.9% y con signo esperado, positivo, indicando que una vivienda dentro de esa zona
privada descrita anteriormente, tiene un precio mayor al de una vivienda ubicada fuera
de aquella zona, ceteris paribus. La relacion de precios se obtiene como las variables di-
cotémicas anteriores. Finalmente, acerca de nuestra variable de interés, la distancia a la
colonia Ciudad Renacimiento resulté significativa al nivel de confianza del 95 % con signo
esperado. Su coeficiente 0.00001972 indica que por cada metro que la vivienda se aleje de
aquella zona, su valor incrementa en 0.001972 %. Asi, por ejemplo, si la vivienda tiene un
precio de 1 000,000 mxn, entonces el comprador estara dispuesto a pagar 19.72 mxn por
cada metro que ésta se aleje de aquella zona. Entonces podemos atribuir una pérdida de
valor de la vivienda cuando se vive cerca de esta colonia, la cual es la més insegura de

Acapulco; probando asi nuestra hipotesis planteada.

En conclusion, hemos ajustado un modelo hedénico para conocer los efectos de la vio-
lencia criminal en Acapulco, a través de la inseguridad, en los precios de las viviendas de
esta ciudad, usando la distancia a la colonia mas insegura de la ciudad: Ciudad Renaci-

miento. Hemos probado que existe un efecto negativo de la inseguridad sobre los precios
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de las viviendas de Acapulco, obteniendo que el valor de las viviendas decrece con la cer-
cania a dicha colonia insegura. Nuestros resultados corroboran la hipoétesis planteada en
esta seccion. Ademads, hemos cuantificado el valor por el incremento por cada metro que la
vivienda se aleje de aquella colonia, dicho incremento resulté del 0.001972 % de su precio.
Nuestro modelo hedénico 1 dado en (3.3) nos indica que el comprador estaria dispuesto a
pagar mas por la cercania a la playa que por la lejania a la colonia mas insegura. Lo que
sugiere que a pesar de que el efecto de la inseguridad es importante para los precios de
mercado de las viviendas en Acapulco, para el comprador es mas importante la amenidad
de vivir cerca de la playa. Una necesidad que el presente estudio plantea, es incorporar
otras variables que cuantifiquen de mejor manera el efecto de la violencia criminal en los
precios de vivienda en la ciudad, por ejemplo, se podria considerar el nivel de incidencia en
homicidios dolosos, robo de vehiculos y armamento por colonias, sin embargo, esta infor-
macién es bastante dificil de obtener debido a la delicada situacién en la que se encuentra
el puerto de Acapulco; de hecho, la obtencién de datos es muchas veces un problema comun
a la que se tiene que enfrentar en este tipo de modelos. Pese a esto, nuestro modelo predice

precios implicitos razonables.

4.2. Modelo heddnico 2. En este segundo modelo hedénico se consideran dos va-
riables para conocer el efecto de la violencia criminal en los precios de las viviendas en Aca-
pulco, ademads de otras variables de entorno no consideradas en el primer modelo hedénico.
Las varibles fisicas incluidas son aquellas consideradas en el primer modelo. En este segun-
do modelo, el nimero de homocidios dolosos es nuestra variable de interés ya que medira
el impacto directo de la violencia criminal en los precios de la vivienda. Entre las varia-
bles de entorno consideradas, se incluye una variable discreta relacionada con el cierre de
escuelas debido a episodios de disparos en la colonia donde se encuentra la vivienda, la
cual medira el impacto indirecto de la violencia criminal. Ademas, se considera un indice
de turismo compuesto para describir el impacto directo del turismo en los precios de la
vivienda. La incorporaciéon de este indice puede considerarse una contribucién del presente
trabajo a la literatura heddnica sobre precios de la vivienda. Evaluaremos nuestra hipotesis:
los precios de mercado de viviendas localizadas en colonias de Acapulco caracterizadas por
niveles crecientes de violencia criminal disminuyen, es decir, la violencia criminal afecta

negativamente los precios de mercado de las viviendas en Acapulco.
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. Por qué consideramos el nimero de homicidios dolosos para medir el impacto de vio-

lencia criminal?

Buvinic et al. (1999) sugiere que las manifiestaciones de violencia criminal son robo a
mano armada, asalto, violaciéon y homicidio doloso. De acuerdo al Secretario Ejecutivo del
Sistema Nacional de Seguridad Publica (SESNSP), la mayoria de aquellos crimenes y otros,
tales como extorsién y secuestro, no son denunciados por la victima. Esto hace que datos
que corresponden a este tipo de crimenes sean subestimados. SESNSP ha usado el nimero
de homicidios dolosos como la principal medida del indice de violencia criminal en México,
asi en nuestro modelo hedénico 2, usamos el nimero de homicidios dolosos ocurridos en
colonias donde las viviendas fueron localizadas en Acapulco como la variable que mide la

violencia criminal.

Datos y variables Datos sobre el nimero de homicidios dolosos en las colonias ob-
servadas se obtuvieron directamente de la Fiscalia General del Estado de Guerrero por
medio de una solicitud al Sistema Info-Guerrero en la pagina WEB del Portal Oficial del
Estado de Guerrero, que con base a un cuestionario se evalia si una informacion solicitada
es pertinente. Nuestros datos consisten de una muestra de 339 viviendas de Acapulco ofer-
tadas en la pagina web de distintas companias de inmobiliarias, localizadas en 57 colonias.
Cada una de aquellas colonias fue localizada geograficamente por su centroide en el mapa
Google. En este estudio se consideraron dos periodos de tiempo: Enero—Noviembre 2015 y
Enero-Noviembre 2016. Nuestros datos de precios de viviendas fueron reecolectados de la
web en Diciembre de 2015 y Diciembre 2016, respectivamente, con los precios anunciados
en la web en el momento de la observacién, asi como las caracteristicas fisicas de la vi-
vienda (las cuales fueron consideradas en modelo hedénico 1). Asociamos cada precio con
la colonia donde fue localizada la vivienda y el nimero de homicidios dolosos ocurridos en

aquella colonia en el periodo correspondiente.
Ahora listamos las variables de entorno usadas en este modelo.

Variables de entorno

= H = Numero de homicidios dolosos ocurridos en el periodo DT en la colonia de la

vivienda.
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» DT = Variable dicotémica que toma valor uno si el precio de la vivienda fue regis-
trado al final del periodo Enero-Noviembre 2016 y cero en otro caso. El periodo de
referencia es Enero-Noviembre 2015.

» IT = Indice de turismo.

s SC = Variable dicotémica que toma el valor uno si la colonia donde la vivienda
es localizada no tuvo cierre de escuelas debido a episodios de tiroteo (o algin otro

crimen de la violencia) y cero en otro caso.

Nuestra variable dependiente sera denotada como en modelo anterior. Antes de conti-
nuar con la discusién de nuestros resultados, haremos algunos comentarios sobre las varia-

bles IT y SC.

Existen estudios en la literatura sobre el impacto de crimen en los precios de la vivienda
utilizando la metodologia hedénica en ciudades donde el turismo no es tan importante como
en el caso de la ciudad de Acapulco (ver, por ejemplo, Thaler, 1978; Dubin and Goodman,
1982; Lynch and Rasmussen, 2001; Linden and Rockoff, 2008). Por otro lado, hay una
cantidad considerable de articulos que utiliza la metodologia hedénica para estudiar el papel
de un solo componente turistico en los precios de la vivienda, como la proximidad al océano
o vista a la playa (Shabman and Bertelson, 1979; Milon et al., 1984; Edwards and Gable,
1991; Pompe and Rinehart, 1995; Rush and Bruggink, 2000; Conroy and Milosch, 2009).
En nuestro estudio, reconocemos que el turismo es un bien compuesto conformado por
servicios, entretenimiento y atracciones naturales, entre otros (ver, por ejemplo, Sinclair and
Stabler, 1997; Stabler et al., 2010, y referencias ahi). Hacemos notar que la incorporacién
de componentes de turismo en el enfoque heddnico es novedoso y ain esta en desarrollo;
ver, por ejemplo, (Biangi and Faggian, 2004; Biangi et al., 2012, 2015). Siguiendo Biangi
and Faggian (2004), Biangi et al. (2012) y Biangi et al. (2015), construimos un indice de
turismo, IT, que incorpora la distancia del centroide de la colonia a la avenida mas cercana
con acceso a la playa, el numero total de alojamientos (hoteles y casas de vacaciones)
y el nimero total de espacios de entretenimiento (restaurantes y bares). La metodologia
para la construccion del indice de turismo se basa en un procedimiento de clasificacién o
rango, especificamente un tipo de clasificaciéon fraccional llamada ranking score de Van der
Waerden (VAW), definida de la siguiente manera:

R;

Vaw; = ;
n+1
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donde VdW; es el rango de Van der Waerden para la colonia 7, n es el nimero de colonias y
R; es el rango de cada colonia (de hecho, el indice VAW debe ser considerado para los anos
2015 y 2016, pero segun la secretaria de turismo local (comunicacién personal), el nimero
total de alojamientos y espacios de entretenimiento no cambiaron durante este periodo).
En nuestro caso, un score mas alto corresponde a lugares menos turisticos y vice versa, lo
que es consistente con otras referencias (ver, por ejemplo, Biangi et al., 2012). Una vez que
el indice VAW se ha calculado por separado para cada una de las tres variables turisticas,

se calcula el promedio de los tres score para obtener nuestra IT final para cada colonia:

zjf VdWy

IT;
3

La Figura 3.4 muestra los resultados de nuestra clasificacién I'T de las 57 colonias incluidas
en este estudio, visualizando su distribucion geografica y su importancia turistica de acuerdo
con este indice, codificadas en colores. Por otro lado, como se mencioné anteriormente, las
altas tasas de criminalidad han tenido un impacto, obligando a escuelas a cerrar debido a
episodios de disparos. Por lo tanto, si una colonia tuvo escuelas que tuvieron que cerrar
en 2015 o 2016 por este motivo, estos cierres se traducen en una desamenidad para los
residentes de esa colonia. Por lo tanto, incorporamos una variable dicotéomica, SC, que
toma el valor de uno si la colonia donde se encuentra la vivienda no tuvo escuelas que
cerraron debido a la violencia y cero en caso contrario. Nuestro universo incluye sélo escuelas
primarias como referencia. Finalmente, como una vision general del impacto directo de la
violencia criminal, medida por la variable H, el nimero de homicidios dolosos se representa

graficamente contra los precios de la vivienda (escala logaritmica In (P)) en la Figura 3.5 .
Forma funcional del modelo hedénico 2 y estimaciones

Como en modelo hedoénico 1, estudiamos el modelo hedénico 2 mediante los funda-
mentos del andlisis de regresién lineal analizando la bondad de ajuste, multicolinealidad,
homocedasticidad, no autocorrelacién y normalidad de los errores. Proponemos un modelo
mixto con diferentes exponentes para las variables explicativas. La forma funcional para la

funcion de precios hedénica es la siguiente:

In(P) = B+ BiC+ BoCC + B3 In(NR) + 8, In(NB) + 35 1n(S) + G4 In(TC)
(3.4) +67NE + BsA + BoH + B10DT + f11 In(IT) 4 (12SC
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FIGURA 3.4. Heat map del indice de turismo IT. Un valor bajo de I'T (color
ma&s oscuro) significa una colonia més turistica; un alto valor de IT (color

més claro) significa una colonia menos turistico

En este modelo ajustado obtuvimos un coeficiente de determinacién ajustado R2= 0.7393,
que es comparable a los valores reportados en la literatura (ver, por ejemplo, Troy and
Grove, 2008). Para abordar el problema de la multicolinealidad analizamos el factor infla-
cionario de la varianza (VIF), seguimos a Snee (1973), quien sugiere que si para algin j, el
VIF; es mayor que 5, hay demasiada correlaciéon entre la variable X; y las otras variables
explicativas; de lo contrario, la multicolinealidad no es un problema importante. Sélo la

variable In(TC) tuvo un VIF mayor que 5; asi, procedimos a eliminarla. Luego, ajustamos
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FiaurAa 3.5. Variacién de In(P) contra H con la linea de tendencia, mos-

trando un decrecimiento en los precios de las viviendas cuando el niimero de

homocidios dolosos en la colonia incrementa

el modelo con esa variable eliminada:

In(P) = B+ 61C+ BoCC + B3 In(NR) + 54 In(NB) + 55 1In(S) + GNE
(3:5) +B7A + BsH + BoDT + B In(IT) + $1,SC.

Cuadro 3.3 muestra los coeficientes estimados para modelo dado en (3.5). Obtuvimos un
valor para el coeficiente de determinacién ajustado de 0.7024, lo que indica que tenemos un
buen ajuste. Ademas, la mayoria de las variables son significativas y tienen el signo esperado.
El modelo en (3.5) no mostré problemas de multicolinealidad de acuerdo con el andlisis VIF,
ya que todas las variables en este modelo tuvieron un VIF por debajo de 5. Estos VIF se
presentan en Cuadro 3.4. Se investigaron los supuestos de regresién multilineal, como la
normalidad, la homocedasticidad y la no autocorrelacion. Se verificd la homocedasticidad y
no autocorrelacién, mientras que no se cumplié el supuesto de normalidad. Para resolver el
problema de este supuesto de distribucién (errores distribuidos normalmente) y dado que
estamos trabajando con una muestra pequena, recurrimos al método bootstrap, con el que
podemos obtener inferencias mas precisas. Usando bootstrapping con B= 1,000 muestras de

bootstrap, obtenemos los coeficientes de regresién bootstrap, los errores estandar bootstrap
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CUADRO 3.3. Coeficientes del modelo mixto en (3.5)

Variable Coeficiente Error estdandar
Intercept (10.7469)*** 0.3159
C (-0.6277)*** 0.1302
cC (-0.2285) 0.1227
In(NR) (0.2234) 0.1748
In(NB) (0.5375)*** 0.1264
In(S) (0.5395)*** 0.0599
NE (0.0181) 0.0250
A (-0.0022) 0.0021
H (-0.0077)** 0.0028
DT (-0.1394) 0.0965
In(IT) (-0.2381)** 0.0832
SC (0.3100)* 0.1191
R2= 0.7024

Se usaron estimadores de MCO. Nuestra principal variable de intesrés, H, es significativa.

#rx #x * vy - indican significativa al nivel 0.1, 1, 5 y 10 %, respectivamente

CUADRO 3.4. VIFs de las variables en (3.5)

Variable VIF

C 2.8465
cC 2.6443
In(NR) 3.0278
In(NB) 3.9356
In(S) 2.8615
NE 2.1335
A 1.2962
H 1.6911
DT 1.5856
In(IT) 1.2416
SC 1.5723

Todos los VIFs estan por debajo de 5
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CuADRO 3.5. Estadisticos para B = 1,000 réplicas bootstrap

Variable  Estimador bootstrap promedio Error est. bootstrap Intervalo percentil

Intercepto 10.7206 0.4150 (9.9427, 11.5564)
C -0.6364 0.1686 (-1.0023, -0.3329)
CC -0.2358 0.1622 (-0.5793, 0.0455)
In(NR)  0.2177 0.1438 (-0.0645, 0.4875)
In(NB)  0.5270 0.1173 (0.2803, 0.7455)
In(S) 0.5460 0.0806 (0.3874, 0.7076)
NE 0.0250 0.0348 (-0.0365, 0.0986)
A -0.0023 0.0018 (-0.0057, 0.0009)
H -0.0075 0.0027 (-0.0126, -0.0019)
DT -0.1280 0.1113 (-0.3445, 0.0850)
In(IT) -0.2325 0.0717 (-0.3643, -0.0835)
SC 0.3119 0.0997 (0.1243, 0.5038)
R? 0.7081 0.0598 (0.5971, 0.8212)

La mayoria de los errores estandar bootstrap de los coeficientes bootstrap promedio son mas grandes que

los errores estandar asintéticos presentados en Cuadro 3.3

y los intervalos de confianza de 95% para cada coeficiente de regresién bootstrap. Los
intervalos de confianza bootstrap se basan en percentiles bootstrap, que tienen buenas
propiedades tedricas y una estabilidad razonable en la préctica, como se describe en (Efron
and Tibshirani, 1993). Basado en el coeficiente de determinacién ajustado-bootstrap de
0.7081 con un intervalo de confianza de 95 %, (0,5971,0,8212), tenemos un buen ajuste del
modelo dado en (3.5). Los resultados de este procedimiento computacionalmente intensivo

se resumen en Cuadro 3.5.

La mayoria de los errores estdndar bootstrap de los coeficientes bootstrap promedio
son mayores que los errores estandar asintéticos, lo que revela la aplicacién inadecuada de
estos ultimos en muestras pequenas. Con los intervalos de confianza bootstrap calculados al
nivel de confianza de 95 %, tenemos para cada coeficiente bootstrap estimado  una prueba
bootstrap al nivel de significancia de 5%, donde la hipétesis nula Hy : 8 = 0 se rechaza si

y sélo si 0 no cae dentro del intervalo de confianza.

Interpretacién de los resultados
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Ahora procedemos a la interpretacion de los coeficientes bootstrap estimados de las
variables significativas de nuestro modelo dado en (3.5). La variable que representa el
niumero de homicidios dolosos, H, resulta ser significativa y con signo esperado. El valor de
su coeficiente de -0.0075 indica que por cada unidad de incremento en H para la colonia
donde se encuentra la vivienda, el valor de la vivienda disminuye el 0.75%. Por ejemplo,
sea el precio de una vivienda de 1,000,000 MXN; por lo tanto, el precio disminuye 7, 500

MXN por cada homicidio doloso adicional en esa colonia, ceteris paribus.

La variable dicotéomica C es significativa y negativa, indicando que el precio de una
casa es menor que el precio de un apartamento. De hecho, si S¢ es el coeficiente en el
modelo, entonces la relacion de precios es Piaga = e(BC)Pdepm: 0.5292P gepto. La variable
dicotémica CC es no significativa. La variable In (NB) es significativa; el valor de su coefi-
ciente de 0.5270 es positivo e indica que por cada aumento del 1% en NB, hay un aumento
de 0.5270 % en el valor de la vivienda. Ademas, la variable In(S) es significativa; su valor
positivo del coeficiente indica que por cada aumento del 1% en el drea de una vivienda
dada, su valor aumenta el 0.5460 %. El resto de las variables fisicas, es decir, In(NR), NE
y A, fueron no significativas. La variable de turismo In(IT) es significativa y tiene el signo
negativo esperado, lo que confirma que el turismo afecta positivamente el mercado de vi-
viendas, es decir, cuanto mas bajo es el indice de turismo, més altos son los precios de
las viviendas. Su coeficiente, -0.2325, indica que por cada incremento del 1% en IT, el
valor de la vivienda disminuye el 0.2325 %. Con respecto a las otras variables de entorno,
obtenemos los siguientes resultados. La variable dicotéomica SC es significativa, y su coefi-
ciente positivo indica que el precio de una vivienda ubicada en una colonia en la que las
escuelas no cerraron debido a la violencia criminal es mayor que el precio de una vivienda
ubicada en una colonia con ese problema. La relacién de los precios de las viviendas es
Piin escuclas cerradas = €95 Poon escuelas cerradas = 13660 Peon escuelas cerradas- Finalmente, la va-
riable DT es no significativa; por lo tanto, parece que no hay un cambio significativo en los
precios de las viviendas en los periodos Enero-Noviembre de 2015 y Enero-Noviembre de
2016.

Ahora deseamos saber si los homicidios dolosos ocurridos en 2015 tuvieron un impacto
sobre los precios de viviendas dados en 2016; con ese fin, realizamos un analisis de regresion
solo con los datos de nuestra muestra correspondientes a 2016, y construimos un modelo

hedénico similar al que se proporciona en (3.5). Introdujimos nuevas variables, HO y H,
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CuUADRO 3.6. Estadisticos para B = 1,000 réplicas bootstrap

Variable Coeficiente Estimador Error est.  Error est.
bootstrap Bootstrap
promedio

Intercept 11.2700 11.1902 0.3788 0.5231

C -0.6247 -0.6374 0.1362 0.1267

CC -0.1999 -0.2059 0.1186 0.1197

In(NR) 0.2860 0.2563 0.2026 0.1664

In(NB) 0.6659 0.6585 0.1412 0.1205

In(S) 0.4486 0.4744 0.0643 0.0960

NE 0.0083 0.0169 0.0263 0.0410

A -0.0034 -0.0040 0.0049 0.0043

H 0.0011 0.0018 0.0040 0.0038

HO -0.0347 -0.0351 0.0099 0.0109

In(IT) -0.2365 -0.2160 0.0932 0.0969

SC -0.0418 -0.0275 0.1750 0.2053

definidas como el niimero de homicidios dolosos ocurridos en 2015 y 2016, respectivamente,

en la colonia donde se encuentra la vivienda. El modelo hedénico propuesto es el siguiente:

In(P) = By + BiC + B2CC + B3 In(NR) + B4 In(NB) + S5 In(S)
(36) +ﬁ6NE + B7A + ﬁgH + /BQHO + BIO ID(IT) + 51180

La variable TC log-transformada no se incluye en el modelo (3.6) porque tuvo un VIF mayor
que 5. El modelo en (3.6) no mostr6 ningun problema de multicolinealidad de acuerdo con
el andlisis VIF, ya que todas las variables en este modelo tuvieron un VIF por debajo de 5.
Los supuestos de homocedasticidad y no autocorrelacion fueron satisfechos, mientras que
no se cumplio el supuesto de normalidad. Como antes, recurrimos al método bootstrap para
obtener resultados més precisos. Cuadro 3.6 muestra los coeficientes estimados y los errores
estandar obtenidos de la muestra original, también muestra los coeficientes bootstrap y los
errores estandar bootstrap con B = 1,000 réplicas bootstrap. Obtuvimos un valor de
0.7752 para el coeficiente de determinacién ajustado-bootstrap y su intervalo de confianza
bootstrap (0.7135, 0.8621) de 95 %. Para HO, obtuvimos (-0.0578, -0.0139) como el intervalo
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percentil al 95 %, lo que indica que la variable HO es significativa en el nivel 5 %. Por lo tanto,
concluimos que el niimero de homicidios dolosos ocurridos en 2015 tuvieron un impacto en
los precios de las vivienda dados en 2016 y que este impacto es negativo; es decir, el precio
de las viviendas disminuye con el aumento en el nimero de homicidios dolosos ocurridos
en 2015 en la colonia donde se encuentra la vivienda. Cuantitativamente, el valor de la
vivienda se deprecia en 3.51 % por cada incremento en el niimero de homicidios en 2015 en
la colonia donde se encuentra la vivienda. Por otro lado, los homicidios dolosos ocurridos

en 2016 no afectan los precios de las viviendas dados en 2016.

En conclusién, en este apartado estudiamos el efecto de la violencia criminal en los pre-
cios de las viviendas en la ciudad de Acapulco, basado en la teoria de los precios heddnicos.
Usamos el niimero de homicidios dolosos como la variable que mide el nivel de violencia
criminal, principalmente porque es bien sabido que otros tipos de delitos no estan bien
documentados o no son denunciados a las autoridades. Mediante un modelo mixto de tipo
Box-Cox, dado en (3.5), realizamos pruebas que demostraron que el aumento de homicidios
dolosos ocurridos en una colonia deprecia el valor la vivienda ubicada en aquella colonia
por un monto determinado. Un hecho interesante que logramos descubrir es que, el valor
las casas es menor que el de un apartamento, lo que es contrario en otras ciudades. Una
posible explicacion podria ser que los apartamentos son mas seguros para vivir que las casas
y que tales construcciones estan principalmente cerca de la zona costera. Nuestra principal
variable de interés, H, considerada como la medida de la violencia criminal, fue significativa
y tuvo el signo negativo esperado, que interpretamos como una depreciacién de los precios
a medida que aumenta el numero de homicidios dolosos en la colonia. Introdujimos en nues-
tro andlisis hedonico una variable de extrema importancia que, para nuestro conocimiento,
es novedoso en el contexto del crimen. Esta variable es una medida del nivel de turismo,
In(IT); la cual fue significativa y tuvo el signo esperado. IT se consideré como un bien
compuesto de tres indicadores de turismo, a saber, alojamientos, servicios y amenidades.
Por otro lado, en nuestro analisis, encontramos que parte del efecto negativo de la violencia
criminal en los precios de las viviendas se debe al impacto indirecto, el cual se midi6 con la
variable de control SC. Los dos periodos incluidos en este estudio no tuvieron un impacto
significativo en los precios de las viviendas, quizas porque se considera un periodo corto

para reflejar consecuencias en el mercado de viviendas.
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Ademas, probamos que los homicidios dolosos ocurridos en 2015 afectaron negativa-
mente los precios de la vivienda en 2016. Este estudio incluye datos recopilados durante
un corto periodo de tiempo, 2015-2016. Se incluye una discusion en el apéndice resumida
en las Figuras 6.3 a 6.6 las cuales revelan que el impacto de la violencia criminal en la
industria del turismo es notable a largo plazo. El turismo nacional muestra un aumento
sostenido en el periodo 1996-2016 en la ciudad de Acapulco y en ciudades similares donde
el turismo tiene un nivel principal de importancia. Sin embargo, el turismo extranjero, cuya
contribucion al ingreso total per capita es mas que el doble del turismo nacional, muestra
una disminuciéon abrupta en 1999, y esta disminucién no esté presente en las otras ciuda-
des tomadas como comparacion. Una conclusion parcial es que el impacto de la violencia
criminal en la ciudad de Acapulco en los ingresos del turismo extranjero es un fenémeno
a largo plazo, que no es evidente dentro de la ventana de tiempo de este estudio. Asi, se

justifica un estudio adicional que incluya este efecto a largo plazo en el modelo hedénico.

4.3. Conclusiones. Con dos modelos hedénicos se ha probado que la violencia cri-
minal tuvo un efecto negativo en los precios de las viviendas en la Ciudad Acapulco en 2016
y en el periodo 2015-216, respectivamente. En el primer modelo se considera la distancia
a la colonia mas insegura para medir el impacto de la violencia criminal y en el segundo
modelo hedénico se consideran dos variables, una midiendo el impacto directo y la otra el
impacto indirecto. Este impacto indirecto trae consecuencias importantes en el mercado de
viviendas. La inclusion de esta variable, que no se considerard en el primer modelo hedéni-
co, como aquella que mide el impacto del turismo en el precio de las viviendas, y el uso del
método bootstrap, hacen que el modelo heddnico 2 dado en (3.5) explica mejor el precio de
las viviendas en funcion de sus atributos y desatributos. Creemos que el trabajo desarrolla-
do en este capitulo tiene tres contribuciones importantes. La primera es que a través de una
forma funcional hedénica con la cual tenemos una interpretacién simple de los resultados,
se corrobora que la violencia criminal en la ciudad de Acapulco tiene un efecto significativo
y negativo en los precios del mercado inmobiliario en esta ciudad. Un comprador marginal
deprecia el valor de la vivienda que se encuentra en una colonia con un nimero creciente de
homicidios dolosos. La segunda contribucién es la medicién cuantitativa realizada a través
de la estimacién econométrica de los atributos que explican el valor de la vivienda en la
ciudad de Acapulco. Finalmente, la tercera contribucién es la extension de la aplicacién de

la metodologia hedoénica en la determinacion del impacto del crimen en los precios de la
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vivienda en una ciudad donde el turismo tiene gran relevancia. Creemos que el presente
estudio puede generalizarse a ciudades turisticas similares en paises en desarrollo donde la

violencia es un problema grave.



Capitulo 4

Algunas conexiones entre la teoria KAM-débil y transporte

optimo

1. Introduccion

La teoria de transporte éptimo ha sido un area de las matematicas muy activa en la
investigacion, principalmente debido a un rango amplio de aplicaciones y relaciones in-
sospechadas con otras teorias tanto en las mismas matematicas como fuera de ellas. Por
ejemplo, en el campo de dindamica Lagrangiana y teoria de Aubry-Mather se han encontra-
do resultados importantes relacionando estas teorias con transporte 6ptimo (Bernard and
Buffoni, 2006, 2007a,b). Otros trabajos relacionando aquellas teorias pueden encontrarse
en (Evans, 2003), (De Pascale, 2006) y (Granieri, 2007).

En este capitulo nos interesamos en explorar algunas relaciones de transporte 6ptimo
y lo que ahora se conoce como teoria KAM-débil (para un entendimiento mejor sobre el
origen y la importancia de estudiar teoria KAM-débil se puede consultar en el Apéndice,
Seccién 3). En esta direccién existen algunas investigaciones, especialmente en (Bernard
and Buffoni, 2007b) se desarrolld un escenario abstracto motivado por el funcional de
accién como una funcién de los puntos extremos A(z,y). En particular, se probé una
caracterizacion de soluciones KAM-débiles y parejas de Kantorovich admisibles usando
la barrera de Peierls (definida en (Mather, 1993)) como una funcién de costo. En este
capitulo estudiamos algunas relaciones de aquellas teorias considerando el potencial de
Maiié (definido en Mafie (1997)) y la barrera de Peierls como funciones de costo en el
problema de transporte. Parte de este estudio estd inspirado por uno de los resultados
de Bernard and Buffoni (2007b), en la cual obtenemos resultados similares usando como
funcién de costo la barrera de Peierls (con k = ¢(L)) (Ver Proposiciones 4.13 y 4.14)
como en el Teorema 12, primer péarrafo en (Bernard and Buffoni, 2007b). Para obtener
estas proposiciones nosotros usamos métodos de la teoria KAM-débil en vez del escenario

abstracto dado en (Bernard and Buffoni, 2007b), donde se suponen algunas hipétesis sobre

65
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el anélogo al funcional de accién, en particular la hipétesis (A1). El resto de este estudio se
desarrolla para el potencial de Mané como la funcién de costo para k = ¢(L) = 0y arbitrario
k > c(L). En el primer caso obtenemos una caracterizaciéon de parejas de Kantorovich
admisibles para el problema dual como puntos fijos de los semi-grupos de Lax-Oleinik.
Para k > ¢(L) probamos la existencia de curvas minimizantes usando teoria de transporte
6ptimo. Cabe mencionar que soluciones KAM-débiles sélo existen para k = ¢(L), asi una

caracterizacién en el caso k > ¢(L) no tiene sentido.

2. Soluciones KAM-débiles y funciones importantes

En esta secciéon exponemos algunos conceptos y hechos que corresponden a la teoria
KAM de Fathi y que serdn usados a lo largo de este capitulo. Consideramos M una variedad

Riemanniana C'*°, compacta, conexa sin frontera y L un Lagrangiano de Tonelli.

La accién de una curva continua C' por pedazos v : [0,t] — M para L, estd definida

por

Como es bien sabido, es de gran interés estudiar y encontrar minimizadores, es decir,

curvas continuas C! por pedazos que minimicen la accién Ay

DEFINICION 4.1. Sea u : U — R una funcién, con U un subconjunto abierto de M. Si
k € R, se dice que u estd dominada por L + k sobre U y escribimos u < L+ k, si para cada

curva continua C* por pedazos v : [a,b] — U se tiene
b
a2 D) = u(r(@) < [ LG(5):3(5)) ds + kb~ a).

La siguiente definicion esta motivada por las funciones u las cuales satisfacen la ecuacion
de Hamilton-Jacobi H(z, Vu(x)) = k.

DEFINICION 4.2. Sea u : U — R una funcién y sea k € R una constante, con U
un subconjunto abierto de M. Una curva continua C* por pedazos v : I C R — U es
(u, L, k)-calibrada, si para todo ¢,t' € I, con t <t' | se tiene

u(y(t') —u(y(t)) = /t L(v(s),7(s)) ds + k(t' — 1).
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Resulta que las curvas calibradas pueden llegar a ser curvas minimizadores, mas preci-

samente:

TEOREMA 4.3. ((Fathi, 2008), Teorema 4.1.9) Supongamos que L es un Lagrangiano
de Tonelli sobre la variedad M. Sea v : U — R una funcion, con U un subconjunto abierto
de M. Supongamos que u < L+k, donde k € R. Entonces cualquier curva continua C* por
pedazos (u, L, k)-calibrada v : [a,b] — U es necesariamente una curva minimizadora para
la clase de curvas continuas por pedazos C' sobre U. Por lo tanto es una curva extremal 3

tan suave como el Lagrangiano L.

Existe una caracterizacion de las curvas calibradas si u < L + k, la cual es una simpli-

ficacion de su definicion.

TEOREMA 4.4. ((Fathi, 2008), Cor. 4.3.3) Sea L un Lagrangiano de Tonelli sobre la
variedad M. Supongamos que u : U — R es una funcion continua, donde U es un sub-
conjunto abierto de M. Ademds supongamos que w < L+ k y v : [a,b] = U es una curva

continua C* por pedazos. Entonces la curva v es (u, L, k)-calibrada si y sélo si
b
ur®) - u(r(@) = | L) A ds + k(b — a).

Uno de los conceptos importantes en este capitulo son las soluciones KAM-débiles de
la ecuacién de Hamilton-Jacobi H (z, Vu(x)) = k, las cuales bajo algunas hip6tesis pueden

ser vistas como parejas de Kantorovich admisibles.

DEFINICION 4.5. Sea L un Lagrangiano de Tonelli sobre un variedad compacta M. Una
solucion KAM-débil de tipo negativo (resp. de tipo positivo) es una funcién u : M — R

para la cual existe k € R tal que

1. u esta dominada por L + k.
2. Para todo z € M podemos encontrar una curva (u, L, k)-calibrada 7 : (—o00,0] — M
(resp. v : [0, +00) — M) con v(0) = x.

2.1. Potencial de Mané.

DEFINICION 4.6. 1. El potencial de accién finito es la funcion ¢ : M x M X
(0, +00) — R definido por

¢(z,y;t) = f AL(y),

v€C(z,y3t)
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donde C(z,y;t) es el conjunto de curvas continuas C' por pedazos v : [0,¢] — M

tales que v(0) = z y v(t) = .
2. Para k € R fijo, el potencial de Mané &, : M x M — R U {—oc} estd definido por

Oi(w,y) = b oz, y; 1) + th.
3. El valor critico ¢(L) de Mané (Manie, 1997) esta definido como

¢(L) = sup{k € R : 3 curva cerrada y con Arx(y) < 0}.

El valor critico ¢(L) de Mané satisface ciertas propiedades cuyas demostraciones pueden
consultarse en (Contreras et al., 1997): Por ejemplo, ¢(L) es igual al infimo del conjunto de
los k € R tal que @y, es finito. Para k < ¢(L), ®; = —oo and for k > ¢(L), & > —o0, Py
es Lipschitz y para todo z,y,z € M

= (I)k(l',Z) < q)k(xvy) + (I)k(y>z)
» Op(z,2) =0.

Es bien sabido que las soluciones KAM-débiles negativas (resp. positivas) u existen sélo

para el valor k = ¢(L) (Fathi, 2008, Cor. 4.3.7).

Otro de los importantes conceptos en céalculo de variaciones que son centrales en este
capitulo son los semi-grupos de Lax-Oleinik de operadores (T} )i>0 v (T} )¢>0, los cuales
estan definidos como sique: dada una funcién continua v : M — R y ¢ > 0, la funciéon T}, u

estd definida para cada x € M como

Ty u(x) = fnf{u(~(0)) + / Lix(s), 4(s)) ds},

donde el infimo es tomado sobre el conjunto de curvas continuas C' por pedazos v : [0, t] —

M tales que ~y(t) = x. Es fécil verificar que
Ty w(z) = min{u(y) + ¢(y, x;t) : y € M}.

Para ¢ = 0, se define T, v = u. Similarmente, uno define (7}");>0 y obtiene que
THu(z) = méx{u(z) — ¢(z,2;t) : 2 € M},

para cada t > 0.

Existe una caracterizaciéon de las solutiones KAM-débiles negativas (resp. positivas) a

través del semi-grupo de Lax-Oleinik (T, )i>o (resp. (T, )i>0); en efecto, las funciones u
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que satisfacen T} u + kt = u para cada t € [0, +00) (resp.T, u — kt = u) son precisamente
las soluciones KAM-débiles negativas (resp. positivas). La prueba de este hecho se puede
ver en (Fathi, 2008). Para k = 0, una funcién u que satisface T, u = u (resp. T} u = u) se

llama punto fijo de (T, )¢ (vesp. (T} )i0).

2.2. La barrera de Peierls. La barrera de Peierls h esta definida en M x M como
h(z,y) = liminf ¢(z,y;t) + c(L)t.
t—-+o0
La siguiente desigualdad es satisfecha para todo x,y € M:

h(l’, y) > (I)c(L) (.I’, y)a

y como M es compacto se tiene

= h es Lipschitz,
w h(z,2) < h(z,y) + h(y, 2) para todo z,y,z € M,
» z € Asiysdlosi h(z,x) =0,

donde A es el conjunto de Aubry proyectado.

Para una prueba de aquellas afirmaciones ver (Contreras, 2001) o (Fathi, 2008). Contre-
ras en su articulo (Contreras, 2001) da tres maneras de construir soluciones KAM-débiles,
en el caso especial que M es una variedad compacta, la Proposicién 4.2 en (Contreras,

2001) lleva a la siguiente consecuencia directa:

PROPOSICION 4.7. Sea M wuna variedad conexa y compacta. Sea f : M — R una
funcion continua. Entonces las funciones
u_(2) = tf {f(2) + h(z,2)} yus(2) = sup{f(2) — bz, 2)},
zeM zeM

son una solucion KAM-débil negativa y positiva, respectivamente.

3. Resultados

En esta seccion vamos a presentar nuestros resultados correspondientes a este capitulo
y sus respectivas pruebas. Estos resultados son validos bajo la hipétesis de que M es una

variedad Riemanniana C'*°, conexa, compacta y sin frontera, ademas L un Lagrangiano de
Tonelli.
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3.1. Parejas de Kantorovich admisibles y puntos fijos de los semi-grupos
de Lax-Oleinik usando el potencial de Mané. Nuestro primer resultado es una ca-
racterizacion de las parejas de Kantorovich admisibles y las soluciones KAM-débiles. Para
obtener esta caracterizacion usamos la caracterizacion de las soluciones KAM-débiles a
través de los puntos fijos de los semi-grupos de Lax-Oleinik mencionada anteriormente.
Existe un resultado similar sobre la caracterizacién de las soluciones KAM-débiles a través
de los puntos fijos de los semi-grupos de Lax-Oleinik en (Bernard and Buffoni, 2007b),
pero usando la barrera de Peierls como la funcion de costo en el problema de transporte de
Monge-Kantorovich y bajo una hipétesis la cual los autores llamaron (A;). Por el contrario,
nosotros consideramos el potencial de Mané como la funciéon de costo, més precisamente,
¢y con k = ¢(L) = 0. Como dijimos antes, @, tiene propiedades importantes, de hecho @
es una métrica (Maderna, 2012). Vamos a usar ® para denotar el potencial de Mané para

este caso particular.

Antes de ir a nuestro primer resultado damos algunas definiciones. Dada una funcion
de costo, ¢ : M x N — R, se define una pareja de Kantorovich admisible como una pareja

de funciones reales continuas (g, ¢1), con ¢q definida en M y ; definida en N, tales que

Yy e N, oi(y) = xlg]\g{%@o(m) +c(r,y)}

Vo € M, ¢o(z) = SEE{@l(y) —c(z,y)}

El nombre es debido a que estas parejas de funciones satisfacen la restriccion en el problema
dual de Kantorovich. Si una pareja de Kantorovich admisible resuelve el problema dual de
Kantorovich se llamard pareja de Kantorovich admisible 6ptima. Una funciéon ¢ : M — R

es llamada c-Lipschitz si

Vo,y € M,  o(y) — ¢(z) < c(x,y).

TEOREMA 4.8. Sea M wuna variedad C*°, conexa, compacta y sin frontera, y sea L
un Lagrangiano de Tonelli. Sea @y : M x M — R la funcion de costo en el problema
transporte de Monge-Kantorovich asociado, con k = C(L) = 0. Entonces (p,p) es una

pareja de Kantorovich admisible si y sélo si ¢ es un punto fijo de los semi-grupos (T, )i>o
and <Tt+>t20'
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Demostracion. Primero notemos que como ¢ satisface la desigualdad del tridngulo y
®(z,x) = 0 para todo € M, entonces las parejas de Kantorovich admisibles son de la
forma (¢, ¢), donde ¢ es ®-Lipschitz. Tenemos que ® es Lipschitz y por el lema de Fleming
para cada t > 0, ¢ es Lipschitz.

Sea (i, ¢) una pareja de Kantorovich admisible. Para todo y € M tenemos

ply) = minfp(r) + @(z,y)} v wly) = mix{p(r) — (y, 2)}.

Cuando t = 0, la prueba se sigue de la definicién. Ahora sea t > 0 arbitrario y z € M,

entonces obtenemos

T o(z) = min {p(z) + O(z,y) + oy, 2 1)}

= min{p(x) + ®(r,2)} (va que e(L) = 0)

= SO(Z)’

asi ¢ es un punto fijo del semi-grupo (7, );>o. Similarmente, obtenemos

Tre(z) = mix{p(z) - 2(y,2) - ¢z, y;1)}

= mix{p(@) — 0(=.0))

= 90(2)7
por lo tanto ¢ es un punto fijo del semi-grupo (T,");>o.

Vamos a probar ahora que si ¢ es punto fijo del semi-grupo (7} );>0 entonces (¢, ) es
una pareja de Kantorovich admisible.
¢ punto fijo de (T} )¢>o implica ¢ < L (ver Fathi, 2008, Prop. 4.6.7), lo cual implica que
¢ es ®-Lipschitz (ver Fathi, 2008, Prop. 9.1.2), y esto a su vez implica que (¢, ) es una
pareja de Kantorovich admisible, ya que ®(x,z) = 0 para todo x € M. O

Después de nuestro resultado anterior, una pregunta natural que podemos plantearnos
es: si es posible generalizar dicho resultado para k = ¢(L) > 0. Una direccién es inmediata,
esto es, si ¢ es tal que T, o+ kt = ¢ para todo t > 0, entonces ¢ es ®y-Lipschitz (ver Fathi,
2008, Props. 4.6.7, 9.1.2), y por lo tanto, (¢, ¢) es una pareja de Kantorovich admisible.

Sin embargo, para la otra direccion, el argumento usado en el caso andlogo no funciona.
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OBSERVACION 4.9. En general se puede obtener: Si (¢, ) es una pareja de Kantorovich
admisible, entonces ¢ < L + k, donde k € R es arbitrario. La prueba de esta afirmacién es
inmediata, ya que (¢, ¢) una pareja de Kantorovich admisible implica que ¢ es ®4-Lipschitz
y entonces ¢ < L + k (ver Fathi, 2008, Prop. 9.1.2).

3.2. Existencia de curvas minimizadoras a través de parejas de Kantoro-
vich admisibles 6ptimas. En esta seccién presentamos otro de nuestros resultados, el
cual muestra la existencia de curvas minimizadores usando teoria de transporte 6ptimo.
Consideramos un problema de transporte bajo el siguiente escenario: 1 y v son dos me-
didas de probabilidad sobre M, tales que p es absolutamente continua con respecto a la
clase de Lebesgue y el potencial de Mané &, como la funcién de costo, con k > ¢(L). En
este escenario fueron estudiadas cuestiones de existencia de soluciones para el problema de

transporte de Monge-Kantorovich en (Bernard and Buffoni, 2006).

TEOREMA 4.10. Sea M wuna variedad C*, conexa, compacta y sin frontera, y sea L
un Lagrangiano de Tonelli. Sea k > ¢(L) y ®x : M x M — R la funcién de costo en el
problema de transporte anterior. Sean (@, ) una pareja de Kantorovich admisible dptima
y ™ un plan de transporte optimo en dicho problema de transporte. Entonces existen curvas
(p, L, k)-calibradas.

Demostracion.

Ya que k > ¢(L), el potencial de Mané ®;, es Lipschitz, ademés satisface la desigualdad
del tridngulo y ®x(z,z) = 0 para todo z € M. Entonces las parejas de Kantorovich
admisibles son de la forma (u,u), donde u es ®p-Lipschitz (Bernard and Buffoni, 2007b,
Lema 5). Vamos a escribir como (i, ¢) a la pareja de Kantorovich éptima. Como 7y (¢, )
son soluciones para el problema primal y dual de Kantorovich, respectivamente, tenemos

que 7 esta concentrada sobre el conjunto
D =A{(y,z) € M x M : o(x) = p(y) = iy, )}

Ahora fijamos x € M tal que B, # 0, donde B, =: {y € M : (y,z) € D}. Sea y
un elemento de B,. Obtenemos de la hipétesis k& > ¢(L) que L es supercritico, entonces

podemos aplicar Lema 3 dado en (Bernard and Buffoni, 2006), asi existe un ¢, > 0 y una
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curva continua C' por pedazos 7, : [0,t,] — M tal que v, (0) =y, v, (t,) =2y

(4.1) Bulo ) = [ D (5) A5 ds + Kty

esto es, 7y, es un minimizador global. Entonces obtenemos de (4.1) y el hecho de que

(7, (0), 7, (ty)) € D,

(4.2) oy () — 0l (0)) = / " L, ()., () ds + k.

Ya que (¢, ) es una pareja de Kantorovich admisible tenemos ¢ < L+ k, y por la igualdad
en (4.2), podemos usar Teorema 4.4 y asi obtenemos que v, es una curva (¢, L, k)-calibrada.
[

COROLARIO 4.11. Con la misma notacion e hipdtesis del teorema 4.10, para cada y €
B, la curva v, es una curva minimizadora para la clase de curvas continuas Ct por

pedazos.

Demostracion. La prueba es una consecuencia directa del Teorema 4.10 y Teorema 4.3
.

3.3. Parejas de Kantorovich admisibles y soluciones KAM-débiles usando
la barrera de Peierls. Para establecer el contenido de las Proposiciones 4.13 y 4.14,
describiremos brevemente las principales propiedades de la construccién hecha en (Bernard
and Buffoni, 2007b). Los autores parten de una funcién continua arbitraria A : M x M — R,
y la extienden a una familia de funciones A,, las cuales son equicontinuas y tienen a lo méas
un crecimiento lineal con n y tasa ¢. Bajo la hipétesis llamada (A;) de ¢ = 0, ellos prueban
que la funcién de costo definida como

c(z,y) = liminf A, (z,y)

n—-+o0o
es finita y continua. Entonces ellos definen una familia de operadores y caracterizan las
parejas de Kantorovich admisibles como puntos fijos de aquellos operadores los cuales coin-
ciden en el conjunto donde ¢(x,z) = 0. Ellos afirman que cuando la funcién A es la accién
Lagrangiana, entonces la funcién de costo ¢ es la barrera de Peierls y los operadores son
los operadores de los semi-grupos de Lax-Oleinik. El conjunto de puntos donde ¢(z,z) = 0

entonces coincide con el conjunto de Aubry proyectado. De esta manera ellos obtienen una
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caracterizaciéon de las soluciones KAM-débiles y parejas de Kantorovich admisibles. A dife-
rencia de esto, nosotros usamos un enfoque directo, partiendo de la definicién de la barrera
de Peierls

h(z,y) = limnf ¢(z, y;t) + kt,
damos dos proposiciones las cuales relacionan las parejas de Kantorovich admisibles y las
parejas de Kantorovich admisibles débiles con soluciones KAM-débiles usando teoria de

Fathi y evitando la construccion formal mencionada.

DEFINICION 4.12. Dada una funcién de costo, ¢ : M x N — R, diremos que una pareja
de funciones reales y continuas (o, ¢1), con gy definida en M y ¢; definida en N, es una

pareja de Kantorovich admisible débil si

(4.3) P1(y) = po(2) < cfz,y)

paratodoxr € M yy e M.

Es decir, una pareja de Kantorovich admisible débil es aquella que satisface la restriccion
en el problema dual de Kantorovich. Es claro que si (g, ¢1) es una pareja de Kantorovich
admisible, entonces la desigualdad en (4.3) es satisfecha. Por otro lado, dada una pareja de
Kantorovich admisible débil, (g, 1), se puede obtener una pareja de Kantorovich admisible

(1, @), tal que para todo z € M y para todo y € N se tiene
p(y) == imt{eo(z) + c(z,y)}
— i {i(a) + cla.y)).
() = Sl;p{sol(y) —c(z,y)}
= SLylp{so(y) —c(z,y)}-
PROPOSICION 4.13. Sea M wuna variedad C™, conexa, compacta y sin frontera, 1y sea

L un Lagrangiano de Tonelli. Sea h la barrera de Peierls la funcion de costo. Supongamos

que g, Y1 son funciones continuas definidas en M tales que

= 1 es una solucion KAM-débil negativa,
» gy es una solucion KAM-débil positiva, y

" o= en A,

entonces (o, 1) es una pareja de Kantorovich admisible débil.
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Demostracion. Las soluciones KAM-débiles 1 y g estan caracterizadas como
T o1+ (L)t = ¢, T, po — c(L)t = gy,

para todo ¢t > 0, respectivamente. Entonces

(4.4) o1(y) =T, p1(y) + (L)t < p1(2) + (2, 95t) + (L)t
y
(4.5) wo(x) =T, ¢o(x) — c(L)t > po(2) — d(z, z;t) — (L)t

para todo z € M. De las desigualdades (4.4) y (4.5) tenemos que para todo z,y € M y
t>0

p1(y) — wo(x) < @1(2) + (2, 43t) + (L)t — po(2) + @, 2;t) + (L)t
para todo z € M. Entonces para todo z € A obtenemos

01(y) — po(r) < @, 2;t) + (L)t + (2,95 ) + (L)L,

y tomando infimos resulta
P1(y) —wolr) < mi{o(z, 2;1) + (L)t} + mi{d(z,y:1) + (L)t}
= Oc(x,2) + Pe(2,9)
para todo z € A. Entonces

o(y) —polr) < inf {@u(r,2) + @uzp)}

= h(z,y),

donde la igualdad se obtiene por ser M compacto (ver Contreras, 2001, Prop. 0.1). Por lo

tanto (o, 1) es una pareja de Kantorovich admisible débil. O

Imponiendo una hipétesis mas fuerte que admisibilidad débil recuperamos soluciones
KAM-débiles.

PROPOSICION 4.14. Sea M wuna variedad C*, coneza, compacta y sin frontera, y sea
L un Lagrangiano de Tonelli. Sea h la barrera de Peierls la funcion de costo y sea (g, ¢1)

una pareja de Kantorovich admaisible. Entonces

» 0 es una solucion KAM-débil negativa,
= o es una solucion KAM-débil positiva, y

" o =1 en A
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Demostracion. Por la hipotesis de admisibilidad tenemos

wo(z) = gg%{sol(y) =M, y)} y ei(y) = min{eo(z) + Az, y)}

para todo x,y € M. Por Proposicién 4.7 tenemos que ¢y es una solucion KAM-débil
positiva y (1 es una solucién KAM-débil negativa. La igualdad ¢y = ¢; sobre el conjunto
A se obtiene al aplicar Lema 6 dado en (Bernard and Buffoni, 2007b), ya que h satisface
la desigualdad triangulo. [

Recalcamos que las parejas de funciones conjugadas coinciden en el conjunto de Aubry
proyectado A (ver Fathi, 2008, Teorema 5.2.8 ); por lo tanto de Proposicién 4.14 obtenemos

el siguiente corolario:

COROLARIO 4.15. Sea M wuna variedad C'*°, conexa, compacta y sin frontera, y sea L
un Lagrangiano de Tonelli. Sea h la barrera de Peierls la funcion de costo y sea (¢o, 1) una

pareja de Kantorovich admisible. Entonces (o, p1) es una pareja de funciones conjugadas.

Una importante consecuencia de la Proposicion 4.14 es acerca de la unicidad de las

parejas de Kantorovich admisibles.

PROPOSICION 4.16. Sea M una variedad C*, conexa, compacta y sin frontera, y sea L
un Lagrangiano de Tonelli. Supongamos que existe sélo una clase estdatica, entonces existe

sélo una pareja de Kantorovich admisible (¢, 1), mddulo una constante aditiva.

Demostracion. Sea (¢o, p1) una pareja de Kantorovich admisible, entonces por la Propo-
sicién 4.14, ¢q es una solucion KAM-débil positiva y ¢ es una solucién KAM-débil negativa.
Como M es compacto y existe s6lo una clase estatica, aquellas soluciones KAM-débiles son
unicas médulo una constante aditiva (Contreras, 2001, Corolario 4.7), asi (¢, 1) es la

unica pareja de Kantorovich admisible, médulo una constante aditiva. [

Ejemplo. Después de estos resultados veamos un ejemplo en el cual podemos aplicarlos
para resolver el problema dual de Kantorovich en un escenario especifico. Consideremos el
péndulo simple cuyo Lagrangiano mecdnico L : T'S' — R estd dado como

L(z,v) = %|v|2 + (1 — cos(27mx))

y su Hamiltoniano

H(r,p) = 3ol ~ (1 — cos(2ra).
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Para Lagrangianos simétricos se tiene que ¢(L) = méx, E(z,0), donde E(z,v) = Z&-v—Les
la funcién de energia de L. Nuestro Lagrangiano L es simétrico (esto es, L(x,v) = L(x, —v)),
asi

¢(L) = max E(x,0) = max(—1 + cos(2wz)) = 0.
zeS! zeSt

Ahora consideremos el problema dual de Kantorovich asociado al péndulo simple:

sup /wdv—/wdu,
{(,e):(y) = (x)<h(z,y)} J M M

donde la funcién de costo es la barrera de Peierls h definida en M x M, con M = S = [0, 27]
y i, v son medidas de probabilidad Borel definidas en M. Deseamos saber si existe solucion

de este problema dual. Obsérseve que las funciones

o(y) = /Oy V/2[1 — cos(2ms)] ds, (x) = — /OI V/2[1 — cos(27s)] ds,

son soluciones KAM-débiles, negativa y positiva, respectivamente, de la ecuacion de Hamilton-

Jacobi
H(z,dyu) =c(L) = 0.

Para Lagrangianos mecanicos, como es el caso, se tiene que las orbitas estaticas son los
puntos fijos (z,0), donde x es tal que maximiza U(z). En este caso U(z) = cos(2mz) — 1,
por lo que z = 0. Por lo tanto el conjunto de Aubry es {(0,0)}. Claramente ¢ = 1 en el
conjunto de Aubry proyectado {0}. Asi que por Proposition 4.13, (¢, ¢) es una pareja de
Kantorovich admisible débil. Por otro lado, como el conjunto de Aubry tiene un elemento,
existe solo una clase estatica, asi por Proposition 4.16 existe una tinica pareja admisible de
Kantorovich, médulo una constante aditiva. Por lo tanto, la pareja (1, ¢) es una solucién

del problema dual de Kantorovich planteado.






Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se han presentado resultados originales de la teoria de transporte éptimo
(en Capitulos 2 y 4) y una aplicacién del modelo de los precios heddnicos (en Capitulo
3), que se obtuvieron durante mi estancia doctoral bajo la supervisién del Dr. Joaquin
Delgado. El trabajo desarrollado en Capitulos 2, 3 y 4, nos abre la posibilidad de futuros
trabajos de investigacién. Con respecto al trabajo desarrollado en Capitulo 2, nuestro re-
sultado principal dado en Teorema 2.7, de que el funcional M es segundo diferenciable en

el potencial de Monge en el sentido de Gateaux, nos conduce a

= desarrollar un trabajo en el futuro para investigar si es posible proponer un algorit-
mo numérico tipo-Newton para aproximar la solucion del problema de transporte
optimo de Monge-Kantorovich en el caso costo cuadratico, el cual podriamos im-
plementarlo en imégenes warping, persiguiendo una mejoria al algoritmo expuesto

en (Chartrand et al., 2009).
Otro reto importante dado el trabajo desarrollado en dicho capitulo es

» investigar si el funcional M es segundo diferenciable en un sentido mas fuerte,

digamos Fréchet diferenciable, y en qué conjunto lo es.

En el trabajo desarrollado en Capitulo 3, se aplica la metodologia de los precios hedéni-
cos mediante una forma funcional sencilla (dada en (3.5)) para probar que la violencia
criminal tuvo un efecto negativo en los precios de las viviendas en la Ciudad de Acapulco
en el periodo 2015-2016. Este periodo corto no permite visualizar como la violencia criminal
ha afectado al turismo y por lo tanto cémo este impacto afecta a los precios de las viviendas.
Lo que sabemos y hemos expuesto en este trabajo es que el turismo extranjero ha tenido
una disminucion importante durante los ultimos anos, mientras que el turismo nacional ha
tenido un aumento sostenido. Asi que podemos plantear la pregunta, ;la disminucién en el
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nimero de turistas extranjeros ha tenido un efecto en los precios de las viviendas en dicha

Ciudad? Esto conlleva a desarrollar un trabajo futuro

= investigar con un modelo hedoénico, incorporando una nueva variable, si la disminu-
cién en el nimero de turistas extranjeros en la Ciudad de Acapulco en una ventana
de tiempo grande ha afectado los precios de las viviendas en dicha Ciudad. Es-
to podria ser investigado a través de las inversiones de turistas extranjeros en la
Ciudad, como por ejemplo, la compra de casas de vacaciones, asi como el ingreso

local.
Otro trabajo importante a desarrollar es

= aplicar la metodologia hedénica para invetigar el impacto de la violencia criminal

en ciudades turisticas similares a Acapulco donde hay altos indices de violencia.

En Capitulo 4 probamos algunas relaciones entre la teorfa KAM-débil y la teoria de
transporte de Monge-Kantorovich, por ejemplo, probamos una caracterizacién de las parejas
de Kantorovich admisibles via los puntos fijos de los semi-grupos de Lax-Oleinik, usando

el potencial de Mané en un caso particular. Un trabajo a desarrollar en esta direccién es
» generalizar el resultado dado en Teorema 4.8, para k = ¢(L) > 0.

Una direccion es inmediata como se establecié en Capitulo 4, mientras que la otra se vuelve
complicada. Quiza en vez de esto, podriamos preguntarnos si dada una pareja admisible
de Kantorovich (¢, ¢) con la funcién de costo el potencial de Mané, la funcién ¢ define
un tipo especial de solucion KAM-débil, digamos una funciéon de Busemann, y dar algunas

hipétesis para contestar positivamente tal pregunta.



Capitulo 6
Apéndice

1. Sobre el método de (Chartrand et al., 2009) e imagenes médicas

En este apartado damos algunos detalles sobre el método propuesto en (Chartrand
et al., 2009) para calcular numéricamente el mapeo de transporte éptimo en el caso costo
cuadratico. Ademas daremos otro ejemplo en el cual se explica la importancia de calcular
el mapeo de transporte éptimo. Como hemos visto en Capitulo 2, el método propuesto en
(Chartrand et al., 2009) resulta de una reformulacién del problema dual de Kantorovich
en un problema de minimizacion sin restricciones de un funcional M, el cual es convexo,

continuo y diferenciable. La derivada obtenida esta dada por la ecuaciéon de Monge-Ampere
VM(p) = fi = [2(V¢™) det(D*p™).

Maés atn, M tiene un uUnico minimizador convexo ¢, para el cual V¢ es la soluciéon del

problema de Monge-Kantorovich para el caso ¢(x,y) = \x2;y|

. Esto sugiere a los autores en
(Chartrand et al., 2009) que un potencial para el mapeo de transporte éptimo puede ser

calculado por iteracion de descenso por gradiente de la forma

(6.1) i1 = Pn — VM (),

donde a, es el tamano de paso. En la practica ellos reemplazan ¢** por ¢,

Pnt1 = Pn — Qp <.f1 - fg(VQO) det(DQ@)>

@™ y ¢ no son iguales a menos que se imponga una hipdtesis sobre ¢, ser continua in-
feriormente. Los autores encuentran que el algoritmo propuesto produce aproximaciones
razonables del potencial del mapeo éptimo, y por lo tanto para V. Sin embargo, ellos no
prueban que este algoritmo converja. Con imagenes propias de la literatura del procesa-
miento de imagenes, Lena y Tiffany, aplicaron su método para el warping de tales imagenes.
Con un tamano de 256 x 256 pixeles de las imagenes obtuvieron warpings de buena calidad,
usando 190 iteraciones con un parametro o constante igual a 1 e iniciando el algoritmo con
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el potencial del mapeo identidad, es decir, pg = %(22 +4%). Las funciones f; y fo se discreti-
zaron por los valores de intensidad de los pixeles de las imagenes y ellos usaron diferencias
finitas centradas para calcular las derivadas. La utilidad del warping (deformacion) radica

en el uso de la correccion de la distorsion de una imagen, asi como en la creatividad.

En el procesamiento de imagenes una de las tareas mas comunes es determinar una
correspondencia geométrica entre imagenes tomadas de la misma escena para compararlas
o integrar la informacién que contienen, obteniendo datos mas significativos. Uno podria
pensar en imagenes adquiridas en diferentes momentos, con diferentes equipos o desde di-
ferentes puntos de vista, como lo es el caso del estudio de imagenes médicas. El proceso
de establecer diagndsticos precisos es crucial, por ejemplo, en la deteccion temprana de
un tumor es esencial para aumentar las posibilidades de supervivencia de una persona.
El transporte 6ptimo es una herramienta potencial para el estudio de imagenes médicas,
siempre que el costo computacional no sea alto. Para la deteccién de tumores se puede usar
la informacién geométrica que contiene el mapeo de transporte 6ptimo. Por ejemplo, dadas
dos iméagenes de resonancia magnética tomadas de un mismo cerebro, antes y después de
haber desarrollado un tumor, Figura 6.1, se puede observar la regiéon donde se ha desa-
rrollado tal tumor con la gréfica del campo vectorial T'(x) — x (donde T es el mapeo de
transporte 6ptimo); més de la deformacién del dominio estéd en dicha regién. Esta region se
puede identificar utilizando la divergencia de T, el color oscuro corresponde a una divergen-
cia negativa, ya que el mapeo 17" comprime el dominio para crear la region oscura del tumor.
Las areas de luz cercanas muestran donde los tejidos circundantes han sido comprimidos

por el crecimiento del tumor, Figura 6.2.



Prueba del acotamiento de J, (w)

(a) (b)

F1auraA 6.1. Cerebro sano en imagen (a) y cerebro con tumor desarrollado

en imagen (b)

(c)

FI1GURA 6.2. Campo vectorial T'(x) — = en imagen (c) y la divergencia del

mapeo 6ptimo 7" en imagen (d)

2. Prueba del acotamiento de J,(w)
TEOREMA 6.1. El operador J,(w)

Jo(w) := —fltr([Dng]_lDZw) — Vf2(Ve) - Vwdet(D?p),

es acotado.
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Sean w y v funciones en C§°(K;) N L?(K;). Como ¢ y w son funciones de dos variables,

tenemos
0w 9*w 0*w 0*w

J = - Dii— +Dyy——-—4+ Doyy——— + Doy—— | dz1d

(Jp(w),v) /K1 Ufl( 11 022 + 12093283:1 + 2183:10;1:2 + 2283:%) T104T9
(6.2)
(6.3) — /UVfg(Vgo)-deet(D2<,0)dx1da:2,

K

donde

oAt -t
Dylo) = | soie@)] =12
10

Sea Ky = [a,b] X [c,d]. Usando integracién por partes y el hecho de que las derivadas

parciales de w se anulan en la frontera de K7, tenemos que la integral en (6.2)

. Dllflv aw a(Dlgflv) ﬁw 8(D21flv) 811) 8(D22flv) aw
N / / ( 0x1 ZL‘l + 61’2 8[E1 + aZL‘l al’g + 8[E2 81'2 dmlde

. anlv I(Dppfiv)\ Ow I(Dy1 fiv)  O(Daafiv) Ow
N / / {( + 0332 ) (9331 * ( 8.171 * 6.1'2 ) 8.272 } d$1d$2
(6.4)

Calculando cada una de las integrales en (6.4):

anﬂf
/ / ( ,7}1 ) 851]1 dl’ld.’ﬂg

//UDn%a—wdxldwer/ / flvaDlla—wd$1d$2+/ / f1D11ﬁa—de1d$2
8:1:1 a5171 T

(6.5) / / flap11 + Dt f 8wdac1dx2—|—/ / £Du 200 g
oy 01 0z4
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Usando integracion por partes y el hecho de que w se anula en la frontera de K; resulta

que (6.5)
0Dq; afl 0Dy, afl Jv
/ / wva—xl |: 81‘1 DH :| dl‘ldl’g / / [ Dlla 8_1;1dx1dx2

ov Ow
//len——dxldiEz

Simmilarmente procedemos:

4ot aD12f1U
/C /a ( axZ )axldxldl’g

//va%a—wdxld:cg—l—/ / flvaD12a—wdx1dx2+/ / lelgﬁa—wdxlde
6x2 8112

oD 0 ov 0
6 6§ / / [fl 12 dl’ldxg + D12 a£2:| a—xldxldxg —|—/ / f1D12a_;}2—wd.T1d$2

Usando integracién por partes y el hecho de que w se anula en la frontera de K; (6.6)

/ / ’IUU— |:f1 aDlQ D12 af1:| dﬂ?ldﬂﬁg |:f1 aD12 D af1:| —dxldl'g

s P01, | Oz,
//lelgﬁa—wdxlde
Similarmente
/C ’ / b 8%2? ) g;(;dxldxg

//UDm%a—wdxldxg—i-/ / flvaDzla—wdxldx2+/ / flpmﬁa—wdxldxg
61’1 @Il

resulta:

(6.7) / / flap21 + Dot f awdxldxg—l—/ / £1D 200 g
0o 01 0z
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Usando integracion por partes y el hecho de que w se anula en la frontera de K; (6.7)

resulta:

oD 0 ¢t oD 0
/ / wva—xz |: ale D218f1:| dl‘ldl'g /; /a w |:f1 8;1 + Dgl 8£1 8—372d$1dl‘2

ov 0
/c/alema—;a—u;dl'ld@

Finalmente

(D22f1@) aw
/; /a 81‘2 8 dlL‘ldCCQ

d 8f1 (9w d b 8D22 aw d b 8v 810
pr— — — —_— D —
/; / 'UD22 axQ 81’2 d.%ldl'g —+ / /a fl 8x2 8:62 dl’ldl'g + / /C; f1 292 axz a 2d$1dl’2

68 / / f18D22 D22 f awdwld@—f—/ / f1D22@8—wd$1d$2
0xs 0y 049

Usando integracién por partes y el hecho de que w se anula en la frontera de K; (6.8)

resulta:

d b
/ / wv— {flaDQQ f ] g—wdxldxg / / w {flaDﬂ +D22% @dxldxg
T | Oxo e Ja 0o 0o | Oz

/ / f1D22@a—wdiU1dil?2

Con aquellos célculos obtenemos que

(Jp(w),v) =
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” ) aD ) oD %)
- A = Dy —— N f1 2 D12 fl dxidzs
835 o0xq
” ) aD ) aD 0
- o == + Doy —— /i f1 & ng fl dxidzs
(9 ory
8D 0 OD 0
- J1 2 Dyt / f1 2 Dlz fl dzidxs
8:701 0y 0y
0Dy df1 aDgz 8f1
_ ax2 (|:f1 81‘1 + D21 8]] :| |:f1 + D22 8.1‘ d.ﬁEld.Tg
0 8 0 8
+ / / e f1D11 dﬂ?1d$2+/ / v (f1D12) dxidxs
da, 0 Oz, Oz

(7w a'U aw 6'0
" / / Oz 011 (f1D21) dl’lde—l—/ / Oq Oy (f1Da2) dxidxs

— / vV fo(V) - Vw det(D?*p)dzd,.
Ki

Entonces, usando desigualdad de Schwartz tenemos que

[{Jo(w), >\<HwHLQHvHLzHEHOﬁHwHLQHUHLzHFzHoﬁHwHLQH HLQHFsHoo
ow ow
+HwIIL2H ||L2\|F4Hoo 15z HL2H !IL2|!F5||oo 5z HLQH HL2HF6||OO
ow ow 6
o, ||L2|| HL2||F7Hoo g el gl Flleo + 10l [ Dwllz, | Folloc

< ||w||L2||v||L2||F1||oo + IIwIILZIIUIILQIIFzIIm + llwllz 1Dl 2 [ Fsloo
Hlwl o 1 Dol Lol Falloo + 1 Dw]| L, [ D]l 2, | Fslloo + [ Dwl| o [| D] 2, || Fo llo
HDwl L, [ Dol 2, [ Frlloo + | Dwll o | Dol 2o | Fslloo + 0]l 2o | Dw]l 2, [| Folloo
< lwlierllvller [ Fillo + llwllerlvlle [ Falloo + llwlierl[oller [ F3lloo
HlwllellvlletlFalloo + l[wllet ol [ F5lloo + llwlierl[vlles [ F6lloo
HlwllelollellEzlle + lwlier[vller 1 Fslloo + [[o]ler lwller [ Folleo

< Klwler]lvller,

donde

K = [[Filloo + [1F2lloe + [[Fslloo + [[Edlloo + 1 F5llo + 1 Folloo + [1F7[[oc + [[Fslloo + [[Folloo
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y
0 0D dfr 0Dis %
Fy = 8m1 <[f1 Dnax } |:f1 D12ax2]),
0 8D 0 8D 0
Fy, = fl 21 +D21 fi f1 22 + Doy —— / )
Oy Oxy 0y
0D 0 oD 0
Fy = f1 U +D11 / f1 = Dlzi )
0xy 0xo
8D 0 8D 0
Fy, = f1 21 + Doy —— / f1 2 DQQi )
0, 0xs

Fs = f1D117F6 = f1D127 F? = f1D21,F8 = f1D227 F9 = Vf2(Vg0) det(D2g0).

3. Una introduccién a la teoria KAM-débil

Es este apartado explicaremos brevemente cual es el objetivo de la teoria KAM-débil y

sus origenes, y mencionaremos algunos resultados importantes de la misma.

La teoria KAM-débil fue desarrollada por Fathi y nos provee de soluciones u en sentido

débil (soluciones KAM-débiles) de la ecuacién de Hamilton-Jacobi
H(z,Vu(z)) =k,

para alguna constante k € R (ver Fathi, 2008). Aquellas soluciones se llaman débiles por-
que solo satisfacen la ecuacion de Hamilton-Jacobi en puntos z donde es diferenciable la
funcion u. Encontrar una solucién que satisfaga la ecuacién anterior en el sentido clasi-
co es casi imposible, sin embargo, mediante una hipétesis adicional sobre una solucion
KAM-débil u, ésta resuelve en el sentido clasico la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Pero ;por
qué es importante resolver la ecuacion de Hamilton-Jacobi? La respuesta es que dado un
Hamiltoniano H, las ecuaciones de Hamilton de H definen un flujo y entonces es impor-
tante buscar conjuntos invariantes bajo este flujo. Una manera de hacer esto es mediante
el método de Hamilton-Jacobi, resolviendo la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Por otro lado,
el estudio de sistemas Hamiltonianos vienen desde la mecénica celeste. En 1954, durante
el Congreso Internacional de Matematicas, Kolmogorov expuso una nueva teoria, que es-

tudiaba la estabilidad de ciertos sistemas dindmicos similares al sistema solar. Cincuenta
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anos antes, Poincaré habia senalado que en sistemas de tres o més cuerpos celestes era
muy complicado predecir con exactitud la trayectoria que seguiria cada uno, debido a las
interacciones gravitacionales. Sin embargo, Kolmogorov afirmé que, aunque no podamos
resolver explicitamente las ecuaciones que rigen el sistema de manera global, la mayor parte
de la dindmica resiste a pequenas perturbaciones, y es, por tanto, predecible. Esta afirma-
cién podria explicar la estabilidad de las orbitas de los planetas, y que el sistema solar
permanezca siempre tal y como lo conocemos. La teoria KAM estudia sistemas dindamicos
préximos a ser integrables. En mecéanica celeste, el modelo clasico de dos cuerpos orbitando
uno en torno al otro, es un sistema integrable, por ejemplo, el sistema Tierra-Sol viene
descrito por las érbitas elipticas de la tierra frente al sol. Sin embargo, un tercer cuerpo
anadido al modelo, como la Luna, introduce perturbaciones muy dificiles de predecir de
manera precisa en periodos largos de tiempo (millones de anos). Cuando el sistema es in-
tegrable, se sabe que el espacio de fases esta dividido en regiones con forma de toro, y
éstos son invariantes bajo el régimen dinamico. Esto quiere decir que la érbita del sistema
estard confinada en uno de los toros geométricos, sin abandonarlo. Ademas, esta érbita
es aproximadamente periddica, en el sentido de que tras un intervalo de tiempo, la érbita
vuelve a pasar cerca de la posicién que ocupaba antes, pero no necesariamente la misma.
A estas trayectorias se les denomina orbitas cuasiperiodicas. Aqui surge la cuestion funda-
mental de la teorfa KAM: si se perturba un sistema integrable ligeramente (por ejemplo,
anadiendo otro cuerpo relativamente pequeno), algunos de estos toros se deformaran junto
con sus Orbitas cuasiperiddicas, pero sobreviviran a la perturbacion, mientras que otros

seran destruidos dando lugar a dinamicas caodticas.

En lo que sigue vamos a mencionar algunos resultados importantes de las teorias KAM
y KAM-débil. La teoria KAM-débil funciona para Hamiltonianos definidos sobre cualquier
variedad suave. Aqui solo se considera el caso de un Hamiltoniano sobre un toro para

propositos de exposicién.

Consideremos un Hamiltoniano H : T" x R™ — R, donde T" es el toro n-dimensional,

x=(r1...,2,) €ET"y (p1,...,pn) € R", y H satisface las siguientes condiciones:

1. H es al menos C?.
2. H es convexo en p, es decir, para todo x € T" la matriz Hessiana 3§Z_ij(x,p) es

definida positiva para todo p € R".
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3. H es superlineal en p, es decir, para todo x € T" se cumple que lim H(x,p)/|p| —
+o00 cuando |p| — +oo.

Las ecuaciones de Hamilton

(6.9) i = —aH(g]f’p),

definen un flujo ¢; el cual estd definido para todo ¢ € R, definiendo asi un sistema dinamico.
Un ejemplo es el sistema mecdnico: H(x,p) = |p|*>/2+V (z), donde |.| es la norma Euclideana

y V(z) es un potencial suave sobre T" (H es la energia cinética mds la energia potencial).

Sea {(z(t), p(t)) }+er una trayectoria de (6.9), (6.10), con condicién inicial (z(0), p(0)) =
a

(20, p0). Sea Z(t) € R™ un levantamiento de x(t) € T" a la cubierta universal R™ sobre T".

DEFINICION 6.2. El vector de rotacidn de una trayectoria {(x(t), p(t)) }ier (si existe) es
igual a la velocidad asintotica promedio de z, es decir
(t) — (0)

= h(xg, po).
|| =00 t ( 0 po)

Surge la siguiente pregunta: Dado un nimero de rotacién h € R”. ; Existe un conjunto
invariante M; C T" x R" del flujo ¢; tal que sus trayectorias tengan vector de rotacion
h? Vamos al resultado bésico de la teorfa KAM. Sea Hy(p) suave (es decir, C*) y sea
H.(z,p) = Ho(p) + €Hy(z,p) una pequena perturbacién del Hamiltoniano Hy(p).

TEOREMA 6.3 (Teorema de Kolmogorov-Arnold-Moser). Si la matriz Hessiana Qgipj Hy(p)
es no degenerada para todo p en la bola unitaria B™ C R"™, entonces para € suficientemente

PeqUENO

» mds de las trayectorias en T™ x B™ del flujo Hamiltoniano (6.9, 6.10) de H = H,
pertenece a toros n-dimensionales invariantes;

= cada trayectoria de tales toros tiene un vector de rotacion h;

= para mds de los vectores de rotacion h € B" existe un toro invariante T}  tal que
sus trayectorias tienen vector de rotacion h;

» cada uno de estos toros T}, invariantes es una pequena perturbacion del toro Ty =
{z €T":p=h}.
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Por otro lado, la teoria KAM-débil estudia sistemas Hamiltonianos desde el punto de
vista variacional, mediante el cual demuestra la existencia de conjuntos invariantes para la

dindmica Hamiltoniana. Estos conjuntos estan generados por soluciones KAM-débiles.

El método de Hamilton-Jacobi es el siguiente resultado para obtener conjuntos inva-

riantes los cuales son graficas y estan contenidos en un conjunto de nivel de H.
TEOREMA 6.4 (Hamilton-Jacobi). Sea u : T" — R una funcion C?. La grdfica
Graf(Vu) = {(z,Vu(z)) : € T"}

es invariante bajo el flujo Hamiltoniano de H siy solo si H es constante en Graf(Vu), es

decir, sty solo si u es solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
H(z,Vu(z)) = ¢, para todo x € T".
En términos de una solucién KAM-débil, Fathi ha obtenido conjuntos invariantes como

lo establece el siguiente teorema, el cual es una version débil del teorema de Hamilton-

Jacobi.
TEOREMA 6.5. Siu: T" — R es una solucion KAM-débil, entonces
0% (Graf(Vu)) C Graf(Vu),
para todo t > 0. Entonces la interseccion
T*(u) = N0y [Graf(Vu)] = Nizod™ [Graf (V)]
es un conjunto no vacio, compacto y ¢*,-invariante, contenido en Graf(Vu).
El conjunto Z*(u) es llamado conjunto de Aubry de la solucién KAM-débil u. Otro de

los resultados importantes de la teoria KAM-débil es que las soluciones KAM-débiles sélo

existen para k = ¢(L), el valor critico de Mané.

4. Equivalencia entre los problemas de transporte 6ptimo y de los precios

hedodnicos

En esta seccién exponemos los teoremas que demuestran la equivalencia entre el pro-

blema de transporte 6ptimo de Kantorovich y el problema de los precios hedénicos dados
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en (Chiappori et al., 2010). Brevemente resumimos las hipdtesis del modelo hedénico que

es estudiado en aquel trabajo.

Los conjuntos X,Y, Z de compradores, vendedores y de productos se suponen espacios
métricos completos y separables. Sea u(z, z) la funcién de utilidad del comprador z com-
prando el producto z. Sea v(y, z) el costo del producto z producido por el vendedor y. Estas
funciones son especificadas a priori junto con medidas de probabilidad Borel p en X y v
en Y, las cuales representan la distribucion de los tipos de comprador y vendedor en la
poblacion. Se define la funcién superavit

st y) = supfu(z,y) —v(y, 2)}
la cual se supone que siempre alcanza su supremo. Dado (z,y) € X XY, sea zy(x,y) tal que
s(x,y) alcanza su supremo. Sea P : Z — R el precio de mercado del producto z. Se supone
que el comprador z € X tiene una utilidad indirecta que viene dada por la maximizacion
de su utilidad cuasilineal
U(z) = sup{u(z,z) — P(z)}.

z2€Z
De manera similar, se supone que el vendedor tiene una utilidad indirecta dada por

V(y) =sup{P(z) —v(y, 2)}.
z€Z
Sea « una medida no negativa sobre X x Y x Z. Esta medida representa una asignacion
de los compradores y vendedores con los productos tratados. Un equilibrio heddénico es un
par («, P) tal que « tiene marginales a cada una de las medidas dadas, p y v (proyecciones
sobre la primera y segunda coordenada), y para casi todo punto (z,y, z) en el soporte de

«, se tiene
U(z) = {u(z,z) = P(2)}
V(y) = {P(z) —v(y, 2)}.
En tal equilibrio, cada terna (z, y, z) en el soporte de a representa un intercambio de acuerdo

mutuo del producto z entre el comprador x y el vendedor y, donde z es el producto mas

favorecido para ambos con precios de mercado P dados.

Para enunciar los resultados dados en (Chiappori et al., 2010) debemos poner en claro
que, en la formulacion de Kantorovich del problema de transporte, los autores consideran un
problema de maximizacion en vez de minimizacién y como consecuencia, el problema dual

viene dado como un problema de minimizacién con desigualdad invertida en la restriccion.
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El primer resultado nos dice que soluciones del problema de Kantorovich y su problema

dual inducen un equilibrio hedénico.

TEOREMA 6.6. Sea v una solucion del problema de Kantorovich y (p,1) una solucion
del problema dual de Kantorovich. Entonces existe una funcion de precios P : Z — R
satisfaciendo

Praa(2) = inf{v(y, 2) + $(y)} = P(2) 2 sup{u(z, 2) = p()} =: Fnin(2).
BAS
Con a = (idx X idy X z9)xm y cualquier P satisfaciendo lo anterior, la pareja (o, P) es un

equilibrio hedonico.

Ahora el resultado converso

TEOREMA 6.7. Sea (o, P) un equilibrio hedonico. Siu € C(X x Z) yv € C(Y x Z)
son continuas, entonces las utilidades indirectas U(z) y V (y) resuelven el problema dual de
Kantorovich, mientras que v = (7% x ) 4o mazimiza el problema primal de Kantorovich.
Aqui ™ es la proyeccion sobre la primera coordenada y ¥ es la proyeccion sobre la seqgunda

coordenada.

Por lo tanto, el problema de los precios hedénicos con utilidades cuasilineales es equi-

valente al problema de transporte éptimo de Kantorovich.

5. Analisis cualitativo de turismo nacional y extranjero en Acapulco

En esta seccién presentamos datos cualitativos que comparan las tendencias del niimero
de turistas extranjeros y nacionales en Acapulco y tres ciudades principales, Canciin (Costa
del Caribe), Ixtapa-Zihuatanejo y Puerto Vallarta (costa del Pacifico), donde el turismo
tiene un nivel similar de importancia pero la violencia criminal no ha alcanzado altos
niveles como en Acapulco. Los datos estan disponibles en la Secretaria Nacional de Turismo
(SECTUR, 2018) y cubren un periodo de tiempo mas amplio, 1996-2016. La Figura 6.3
muestra el nimero de turistas nacionales y extranjeros en un largo perido, de 1996 a 2016.
Después de un pico maximo en 1999, seguido de una disminucién en el periodo 2000-2003,
el turismo nacional muestra, en promedio, un aumento sostenido. Comparativamente, el
nimero de turistas extranjeros muestra una disminucion relativamente abrupta después

del pico en 1999 y se mantiene en valores mas bajos hasta 2016. Este cambio no se nota
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en un periodo corto, 2006-2016, que se muestra en la Figura 6.4. En particular, durante el
periodo que se incluyé en nuestro estudio en modelo hedénico 2 dado en (3.5), 2015-2016,
se produjo un aumento relativamente pequeno en el nimero de turistas nacionales y una
disminucién en el nimero de turistas extranjeros. La Figura 6.5 compara las llegadas de
turistas extranjeros y nacionales a Acapulco y Canctn en el mismo periodo. Las graficas
muestran un aumento sostenido en el nimero de turistas nacionales pero una disminucién
abrupta en el nimero de turistas extranjeros en Acapulco en comparacion con Cancun. Las
llegadas de turistas a Ixtapa-Zihuatanejo y Puerto Vallarta se muestran en la Figura 6.6. Al
igual que Acapulco, estas ciudades estan ubicadas en la costa del Pacifico. Cualitativamente,
Ixtapa-Zihuatanejo presenta un comportamiento similar a Acapulco pero con un menor
volumen de turistas. Acapulco e Ixtapa-Zihuatanejo se ubican en el mismo estado y se
caracterizan por un alto nivel de violencia criminal. Puerto Vallarta se encuentra en el
vecino estado de Jalisco. En estas ciudades, el turismo extranjero ha mantenido un nivel

promedio, pero el turismo nacional ha aumentado de manera correspondiente.

La importancia del turismo extranjero se ejemplifica con los siguientes datos: segin
el Boletin SERVYTUR de CONCANACO (CONCANACO, 2017), el gasto de turismo
extranjero en México es relativamente pequeno en comparaciéon con otros destinos turisticos
como los Estados Unidos o Australia (1/3 y 1/6, respectivamente). Sin embargo, segin un
estudio de BBVA Bancomer, uno de los principales bancos de México, la cantidad total de
dinero que un turista extranjero gasta en México es, en promedio, mas del doble que la de
un turista nacional (CONCANACO, 2017). El anélisis anterior plantea la cuestién de si
la disminucién en el nimero de turistas extranjeros tiene un impacto en los precios de la
vivienda. Un impacto directo podia medirse mediante la compra de bienes inmuebles por
parte de turistas extranjeros, mientras que un impacto indirecto puede hipotetizarse como
una disminucién del ingreso local debido a menos compradores. Creemos que estos temas
merecen un estudio mas profundo mas alla del alcance de la presente investigacién, que

estuvo principalmente restringida por la falta de datos confiables.
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