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Introducción.

El caracter esencial de las álgebras topológicas es la consideración simultánea de dos

estructuras en un mismo conjunto: una estructura algebraica (el de un álgebra) y una es-

tructura topológica, asegurando la consistencia entre el álgebra y la topología. Esta unión

lleva como componentes vitales, a un importante objeto del análisis funcional llamado

�álgebras topológicas�.

El estudio de las álgebras topológicas (no normadas) se inició alrededor de 1950, para

manipular ciertas clases de álgebras topológicas que aparecieron naturalmente en las mate-

máticas y en la física. Algunos resultados en tales álgebras topológicas habían sido publicados

en 1947 por R. Arens [3], pero no fue sino hasta 1952 cuando éste y E.A. Michael dieron,

independientemente, el primer estudio sistemático sobre las álgebras localmente m-convexas,

las cuales constituyen una clase importante de álgebras topológicas no normadas. Se puede

destacar el hecho de que M.A. Naimark, un experto en el área de álgebras de Banach, había

señalado la importancia de la consideración de álgebras no normadas y predijo el desarrollo

de esta teoría. En relación a la cosmología, G. Lassner, para su gran sorpresa, se dió cuenta

de que la teoría de las álgebras topológicas normadas no era su�ciente como herramienta de

trabajo.

Además, para el estudio interno de la estructura de las álgebras topológicas no normadas

y no localmente convexas, existen aplicaciones en otras ramas de las matemáticas, tales como

geometría diferencial en super�cies suaves y en física matemática, la relatividad cuántica (A.

Mallios) y cosmología cuántica (G. Lassner). Es más, las álgebras topológicas tienen gran
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in�uencia en los operadores no acotados. Otros temas donde las álgebras topológicas son

aplicables es el álgebra homológica topológica, la geometría algebraica topológica, la teoría

de gavillas y la K-teoría.

Un concepto importante dentro del estudio de las álgebras topológicas es el de Q-álgebra.

Las Q-álgebras mantienen muchas de las propiedades fundamentales de las álgebras de Ba-

nach y en muchos casos estas propiedades caracterizan a la propiedad Q.

Una Q-álgebra es un álgebra topológica tal que el conjunto de sus elementos casi inverti-

bles es abierto. El concepto de la propiedad Q fue introducido por primera vez en 1947 por I.

Kaplansky en [28] en el contexto de los anillos topológicos. Las Q-álgebras poseen un lugar

importante en la teoría de las álgebras topológicas, comparten con las álgebras de Banach

propiedades signi�cativas, por mencionar, entre otras, cada caracter es continuo, cada ideal

máximo regular es cerrado, cada elemento tiene espectro compacto, y estas álgebras son

advertiblemente completas.

Las álgebras advertiblemente completas fueron introducidas por S. Warner en 1955 en el

contexto de las álgebras localmente m-convexas. Las Q-álgebras no son completas pero son

advertiblemente completas y ambos conceptos son equivalentes en la clase de las álgebras

normadas con unidad.

Recientemente se ha prestado una atención considerable a la clase de las Q-álgebras

localmente m-convexas y en particular a aquellas que son de Fréchet (F-álgebras). Por otro

lado, el concepto de álgebra topológicamente Q es una generalización muy conveniente del

concepto de Q-álgebra. Este ha sido considerado por diversos autores como A. Najmi [35],

H. Arizmendi et al [6], M. Abel, W. Zelazko [44] y R. Hadjigeorgiou [23] entre otros quienes

han extendido resultados similares a los de E. Michael y otras a esta nueva clase de álgebras.

En el caso de las álgebras localmente m-convexas podemos hacer notar que el teorema

de Gelfand-Mazur para álgebras m-convexas implica que cada ideal máximo cerrado es de

codimensión 1 y es el núcleo de una funcional lineal multiplicativa continua no nula. Puesto
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que para cada ideal cerrado I ⊂ A el álgebra cociente es tambien un álgebra localmente

m-convexa, entonces cada ideal cerrado está contenido en un ideal máximo cerrado. Si A es

una Q-álgebra, entonces cada ideal máximo es cerrado y por lo tanto es de codimensión 1.

Decimos que un álgebra localmente m-convexa A es un álgebra B0 si es completa y

metrizable. Existen ejemplos de álgebras con ideales máximos densos de codimensión in�nita

que no son Q, W. Zelazko [44] hizo la siguiente pregunta: ¾es cierto que un álgebra m-

convexa B0 tiene un ideal máximo denso de codimensión in�nita si y sólo si no es una Q-

álgebra? Tratando de responder a esta pregunta, W. Zelazko pudo caracterizar a las álgebras

m-convexas conmutativas completas con unidad donde todos los ideales máximos son de

codimensión 1 y descubrió las condiciones bajo la cuales existen ideales máximos densos (de

codimensión �nita o in�nita).

Por otro lado, en 1999, R. Choukri y A. El Kinani [12] examinaron algunas álgebras

topológicas y pudieron relacionar conceptos meramente algebraicos, como las condiciones

de cadena en ideales, con propiedades topológicas, logrando caracterizar a las F-álgebras

Noetherianas que son Q-álgebras, como aquellas en donde todos sus ideales izquierdos son

cerrados. Más aún, en [14] R. Choukri de�ne el concepto de álgebra topológicamente Noet-

heriana y estudia sus propiedades.

Este trabajo presenta tanto los fundamentos como resultados más relevantes en el estudio

de cierto tipo de álgebras no normadas. Cabe mencionar que muchos de los elementos aquí

considerados, como por ejemplo, álgebras de Fréchet con la propiedad Q tienen aplicaciones

en la teoría de las ecuaciones diferenciales parciales, teoría de operadores y la geometría

diferencial entre otras ramas de la matemática. Sin embargo debido a que el campo de estudio

es muy basto existen muchas otras propiedades relacionadas con las álgebras topológicas no

normadas que aún están por investigarse.
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Resumen

La tesis está dividida en cuatro capítulos donde cada uno de ellos trata un aspecto

en particular de las álgebras topológicas de diferentes tipos. El capítulo I está dedicado a

introducir los conceptos y propiedades fundamentales de la álgebra de Banach, las álgebras

normadas y las F-álgebras.

Las álgebras localmente m-convexas completas comparten propiedades fundamentales

con las álgebras de Banach. Sin embargo, hay propiedades que no se pueden extender a

ese tipo de álgebras. Para muchas de las propiedades que se han generalizado, es esencial

la completidud del álgebra, aunque algunas de ellas se siguen cumpliendo si ponemos una

condición mas débil, como es el ser advertiblemente completa.

El capítulo II está dedicado al estudio de las álgebras localmente convexas, en parti-

cular a las álgebras localmente m-convexas. El principal objetivo de este capítulo es tener

una representación de cualquier álgebra localmente m-convexa completa A como un límite

proyectivo de álgebras de Banach (descomposición de Michael-Arens).

El capítulo III está dirigido a estudiar propiedades algebraicas, topológicas y topológico-

algebraicas de las álgebras topológicas. Relacionamos condiciones en los ideales de las ál-

gebras con conceptos topológicos. Estudiamos en detalle las Q-álgebras, las Qt-álgebras,

proporcionamos caracterizaciones añadiendo algunas contribuciones originales.
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x RESUMEN

En el capítulo IV proporcionamos un diagrama que describe los distintos tipos de álgebras

topológicas consideradas en este trabajo. Además damos un resumen de ejemplos de álgebras

mostrando su posición relativa en el diagrama.



Capítulo 1

Preliminares.

1.1. De�niciones Básicas

De�nición 1.1. Un álgebra topológica es un espacio vectorial topológico sobre K (donde

K puede ser R o C) dotado de una multiplicación asociativa conjuntamente continua.

Sea A un álgebra topológica sobre C. Denotamos con Φ(A) a la familia de todas las

vecindades balanceadas y convexas del origen en A. Una vecindad U es balanceada, si

0 ∈ int(U) y λU ⊂ U para cada complejo λ con |λ| ≤ 1 y es convexa si

αU + (1− α)U ⊂ U, 0 ≤ α ≤ 1.

La continuidad conjunta de la multiplicación en el origen signi�ca que para cada

Uα ∈ Φ(A) existe una Uβ ∈ Φ(A) tal que

UβUβ = (Uβ)2 ⊂ Uα (1.1)

De aquí obtenemos la continuidad conjunta en A × A. Para veri�carlo, sean x0, y0 ∈ A, y

Vα un elemento arbitrario de Φ(A). Debemos encontrar una vecindad Vβ ∈ Φ(A) tal que

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES.

siempre que x ∈ x0 + Vβ, y ∈ y0 + Vβ, entonces xy ∈ x0y0 + Vα, lo cual es equivalente a

(x0 + Vβ)(y0 + Vβ) ⊂ x0y0 + Vα.

Está última relación se satisface si

x0Vβ + Vβy0 + (Vβ)2 ⊂ Vα.

Primero encontramos una vecindad Uα en Φ(A) tal que 3Uα ⊂ Vα. Por la relación (1.1)

podemos encontrar Uβ tal que (Uβ)2 ⊂ Uα. Por la continuidad de la multiplicación por

escalares podemos encontrar una λ, 0 < λ ≤ 1, tal que λx0, λy0 ∈ Uβ, y escoger Vβ tal que

λ−1Vβ ⊂ Uβ. Entonces tenemos

x0Vβ + Vβy0 + (Vβ)2 ⊂ λx0λ
−1Vβ + λ−1Vβλy0 + λ2(Uβ)2 ⊂ 3(Uβ)2 ⊂ 3Uα ⊂ Vα

que es lo que deseamos.

Si A es un álgebra sin unidad, podemos añadir la unidad a A de�niendo el álgebra

A1 = A⊕Ke, (e es el vector unitario en el álgebra Ke ∼= K), con la topología producto y la

multiplicación dada por :

(x+ λe)(y + µe) = xy + λy + µx+ λµe,

donde x, y,∈ A, λ, µ ∈ K. A1 así de�nida es un álgebra topológica también.

En efecto:

1. Es fácil veri�car que A1 es un álgebra, asociativa y distributiva.

2. A1 tiene identidad, la cual esta dada por e
′
= 0 + 1e, pues

(x+ λe)(e
′
) = (x+ λe)(0 + 1e) = x · 0 + 1 · x+ λ · 0 + (λ · 1)e = 0 + x+ λe = x+ λe
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análogamente (e
′
)(x+ λe) = x+ λe

3. A1 es un álgebra topológica; sea Φ(A1) un sistema de vecindades del 0 en A1, sea

U ∈ Φ(A1) donde U = V ×W tal que V ∈ Φ(A), W ∈ Φ(Ke).

∃ T0 ∈ Φ(A) tal que T 2
0 ⊆ V y ∃ R0 ∈ Φ(Ke) tal que R2

0 ⊆ W

como la multiplicación por escalar es continua ∃ T1 ∈ Φ(A) y R1 ∈ Φ(Ke) tal que

T1 ·R1 ⊆ V .

Sea T2 = T0 ∩ T1 y R2 = R0 ∩R1 por lo tanto T 2
2 ⊆ V, R2

2 ⊆ W, T2 ·R2 ⊂ V .

Sea z = T2 ×R2 entonces,

z2 ⊆ (T2×R2)(T2×R2) ⊆ (T 2
2 +T2R2 +T2R2)×R2

2 ⊆ (V +V +V )×W ⊆ 3V ×W.

Si V ′ = (1/3)V, repetimos el argumento con U ′ = V ′ ×W ′,

z2 ⊆ 3 · (1/3)V ×W ⊆ V ×W = U entonces el producto es conjuntamente continuo.

4. A es un ideal cerrado de A1.

A es un ideal de A1.

Si (x+ λe) ∈ A1 y y ∈ A,

(x+ λe)(y) = (x+ λe)(y + 0e) = xy + 0x+ λy + (λ0)e = xy + λy ∈ A

análogamente (y)(x+ λe) ∈ A.

A es cerrado en A1.

Si (xn + λne) → (x + λe) es un sucesión de elementos de A1 convergente en A1,

entonces xn → x, λn → λ, porque la topología en A1 es la topología producto.

Por lo tanto, si λn = 0, ∀n ∈ N, entonces λ = 0, es decir,

xn ∈ A⇒ ĺım
n→∞

xn = 0 ∈ A.
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Clasi�camos a las álgebras topológicas de la misma manera en que lo hacemos con los

espacios topológicos lineales, es decir, si K es una clase de espacios lineales topológicos,

entonces de�nimos una K-álgebra como un álgebra topológica que pertenece a la clase K

como espacio lineal topológico. A continuación mencionaremos algunas clases de K-álgebras:

LC- la clase de las álgebras y espacios localmente convexos.

F- la clase de las álgebras y espacios lineales topológicos completos metrizables, pero

no necesariamente localmente convexos.

LB- la clase de todos los espacios localmente acotados.

B0- la clase de todos los espacios completos metrizables localmente m-convexos.

B- la clase de todos los espacios de Banach.

Tenemos que B = LC ∩ LB ∩ F.
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1.2. Álgebras de Banach.

Trataremos con algunas de las álgebras anteriormente mencionadas. Empezaremos con

las álgebras de Banach que son el punto de inspiración para estudiar álgebras no normadas.

Para ello daremos algunas de�niciones.

De�nición 1.2. Un álgebra topológica A es un álgebra topológica completa si como

espacio vectorial topológico es completo.

De�nición 1.3. Un espacio vectorial normado (A, ‖ · ‖) es un álgebra normada si A es

un álgebra y ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖, (x, y ∈ A).

Claramente un álgebra normada es un álgebra topológica.

De�nición 1.4. Si A es un álgebra normada y completa, entonces decimos que A es un

álgebra de Banach.

Observacion 1.5. Algunos autores de�nen un álgebra de Banach como un álgebra topológica

que vista como espacio vectorial topológico es un espacio de Banach. Con esta de�nición

probaremos que en toda álgebra de Banach existe una norma equivalente a la norma original

de A que satisface ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖, (x, y ∈ A).

Si A es un álgebra de Banach con la norma ‖x‖, tenemos que {x : ‖x‖ ≤ r} ∈ Φ(A)

y cada elemento de Φ(A) contiene una vecindad de la forma {x ∈ A : ‖x‖ ≤ r}. Entonces

existen vecindades Uα, Uβ ∈ Φ(A) tal que U2
β ⊂ Uα, es decir, ‖xy‖ ≤ c‖x‖‖y‖ para toda

x, y,∈ A (asumimos que Uα = {x : ‖x‖ ≤ 1}, entonces existe Uβ con U2
β ⊂ Uα. Pero existe

un r > 0 con {x : ‖x‖ ≤ r} ⊂ Uβ y por lo tanto {x : ‖x‖ ≤ r}2 = {x : ‖x‖ ≤ 1}. Entonces

para cada x, y ∈ A, x, y, 6= 0 tenemos que ‖ rx‖x‖
ry
‖y‖‖ ≤ 1, o ‖xy‖ ≤ 1

r2
‖x‖‖y‖).

Veremos que al reemplazar la norma de A por una equivalente, podemos suponer que

c = 1, es decir, ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ y ‖e‖ = 1 si A tiene unidad. Se puede hacer como sigue.



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A tiene una unidad, en otro caso

consideraremos el álgebra A1 en lugar de A. A cada x ∈ A le corresponde un operador

Tx : y −→ Txy = xy. Dotamos a A de una nueva norma dada por: ‖|x‖| = ‖Tx‖, entonces

se satisfacen las condiciones anteriores. Necesitamos mostrar que las normas ‖x‖ y ‖|x‖| son

equivalentes. Observemos que

‖|x‖| = sup
y

‖Txy‖
‖y‖

= sup
y

‖xy‖
‖y‖

≤ sup
y

c‖x‖‖y‖
‖y‖

≤ c‖x‖,

Habremos terminado si probamos que A es completa con la norma ‖| · ‖|. Para este

�n utilizamos el siguiente resultado de espacios de Banach: Si X es un espacio de Banach

(completo) con respecto a las siguientes dos normas ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 y si existe c > 0 tal que

‖x‖1 ≤ c‖x‖2 para toda x ∈ X, entonces ambas normas ‖ · ‖1, y ‖ · ‖2 son equivalentes, es

decir, existe otra constante c2 > 0 tal que c2‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ c‖x‖1. Esto se sigue del teorema

del mapeo inverso de Banach.

Supongamos que {xn}n∈N es una sucesión de Cauchy en la norma ‖| · ‖|, es decir, Txn

es una sucesión de Cauchy de operadores en L(A), donde L(A) es el álgebra de todos los

endomor�smos continuos de A y por lo tanto converge a algún operador T ∈ L(A). Para

cualquier y, z ∈ A tenemos que Txn(yz) = Txn(y)z y lo mismo vale para el operador límite

T, por lo tanto, T (y)z = T (yz). Si y = e obtenemos que T (z) = T (e)z = TT (e)(z), es decir,

T es de la forma Tx0 para x0 = T (e) y por lo tanto, xn
‖|·‖|→ x0. Entonces A es completa en

‖| · ‖| que es lo que queríamos probar.

De ahora en adelante supondremos que la norma de un álgebra de Banach satisface que

‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ y ‖e‖ = 1 si A tiene elemento unitario e.

Observacion 1.6. En el razonamiento anterior el hecho de que la multiplicación fuera sepa-

radamente continua fue esencial y esta continuidad implica que la multiplicación es conjunta-

mente continua. Esto es cierto para F-álgebras, pero es falso en general. Por ejemplo existen

espacios normados no completos en donde es posible de�nir la multiplicación separadamente
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continua la cual no es conjuntamente continua. Por ejemplo `1 con la norma `2.

De�nición 1.7. Sean A un álgebra de Banach compleja y φ una forma lineal sobre A no

idénticamente cero. Si φ(xy) = φ(x)φ(y) para todo x ∈ A e y ∈ A, entonces φ es un

homomor�smo complejo sobre A.

(La exclusión del caso φ ≡ 0 es, desde luego, solamente una cuestión de conveniencia).

Proposición 1.8. Si φ es un homomor�smo complejo sobre un álgebra compleja A con

unidad e, entonces φ(e) = 1, y φ(x) 6= 0 para cada x ∈ A invertible.

Demostración. Para algún y ∈ A, φ(y) 6= 0. Como φ(y) = φ(ye) = φ(y)φ(e), se sigue

que φ(e) = 1. Si x es invertible, entonces φ(x)φ(x−1) = φ(xx−1) = φ(e) = 1, luego φ(x) 6= 0.

Las partes (a) y (c) del teorema siguiente son quizás los hechos más ampliamente uti-

lizados en la teoría de las álgebras de Banach; en particular, (c) implica que todos los

homomor�smo complejos de álgebras de Banach son continuos.

Teorema 1.9. Sean A un álgebra de Banach, x ∈ A, ‖x‖ < 1. Entonces

(a) e− x es invertible,

(b) ‖(e− x)−1 − e− x‖ ≤ ‖x‖2
1−‖x‖ ,

(c) |φ(x)| < 1 para todo homomor�smo complejo φ sobre A.

Demostración. Como ‖xn‖ ≤ ‖x‖n y ‖x‖ < 1, sea {sn}n∈N donde

sn = e+ x+ x2 + · · ·+ xn (1.2)
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a�rmamos que {sn}n∈N es una sucesión de Cauchy en A, pues dado ε > 0 y sean n ≥ m con

n,m ∈ N, entonces

‖sn − sm‖ = ‖e+ x+ x2 + x3 + · · ·+ xn − (e+ x+ x2 + x3 + · · ·+ xn)‖

= ‖xm+1 + xm+2 + · · ·+ xn‖

≤ ‖xm+1‖+ ‖xm+2‖+ · · ·+ ‖xn‖

≤ ‖x‖m+1 + ‖x‖m+2 + · · ·+ ‖x‖n

si ‖x‖ = α y 0 < α < 1, sean tn = 1 + α + · · · + αn entonces
∞∑
n=1

αn = 1
1−α , por lo tanto

dado ε > 0; N ∈ N tenemos que ‖sn− sm‖ → s con s ∈ A, lo que implica que {sn}n∈N es de

Cauchy.

Puesto que xn → 0 y

sn(e− x) = (e+ x+ x2 + · · ·+ xn)(e− x)

= e+ x+ x2 + · · ·+ xn − (x+ x2 + · · ·+ xn)

= e− xn+1

= (e− x)sn

tenemos que

sn(e− x) = e+ xn+1 n→∞−→ s(e− x) = e

(e− x)sn = e+ xn+1 n→∞−→ (e− x)s = e

esto se tiene por la continuidad de la multiplicación. Por lo tanto, s es el inverso multi-

plicativo de (e− x). Ahora, (1.2) prueba que

‖sn − e− x‖ = ‖x2 + x3 + · · ·‖ ≤
∞∑
n=2

‖x‖n =
‖x‖2

1− ‖x‖
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Finalmente, sea λ ∈ C, |λ| < 1. Por (a), e− λ−1x es invertible. Por la Proposición (1.8),

1− λ−1φ(x) = φ(e− λ−1x) 6= 0, por lo tanto, φ(x) 6= λ. Esto completa la demostración.

De�nición 1.10. Sea A un álgebra de Banach; sea G=G(A) el conjunto de todos los

elementos invertibles de A. Si x ∈ G e y ∈ G, entonces y−1x es el inverso de x−1y; por

lo tanto, x−1y ∈ G y G es un grupo.

Sea A un álgebra topológica, decimos que A es una Q-álgebra si G(A) es un conjunto

abierto en A.

Si x ∈ A, el espectro σ(x) de x es el conjunto de todos los números complejos λ tales

que λe − x no es invertible. El complemento de σ(x) es el conjunto resolvente de x; está

formado por todos los λ ∈ C para los que (λe− x)−1 existe.

El radio espectral de x es el número ρ(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}. Es el radio del

menor disco circular en C con centro en cero, que contiene σ(x). Naturalmente, ρ(x) no

tiene sentido cuando σ(x) es vacío. Pero esto no ocurre nunca en un álgebra de Banach

como veremos más adelante.

Teorema 1.11. Sean A un álgebra de Banach, x ∈ G(A), h ∈ A, ‖h‖ < 1
2
‖x−1‖−1. Entonces

x+ h ∈ G(A), y ‖(x+ h)−1 − x−1 + x−1hx−1‖ ≤ 2‖x−1‖3‖h‖2.

Demostración. Como x+h = x(e+x−1h) y ‖x−1h‖ < 1
2
, el Teorema (1.9) tenemos que

e− x−1h es invertible y sabemos por hipótesis que x es invertible lo que implica

x(e− x−1h) = x− h ∈ G(A)

Ahora veremos que se cumple la desigualdad, primero observamos que

(x + h)−1 − x−1 + x−1hx−1 = [(e + x−1h)−1 − e + x−1h]x−1 entonces por el Teorema (1.9)
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tenemos que

‖[(e+ x−1h)−1 − e+ x−1h]x−1‖ ≤ ‖(e+ x−1h)−1 − e+ x−1h‖ · ‖x−1‖

≤ ‖x−1h‖2

1− ‖x−1h‖
· ‖x−1‖

≤ ‖x−1‖2‖h‖2

1− 1
2

· ‖x−1‖

= 2‖x−1h‖2‖x−1‖

Lema 1.12. Sea A un álgebra de Banach con unidad e. Entonces G(A) es un subconjunto

abierto de A y G(A) es un grupo topológico, es decir, la función x −→ x−1 es continua.

Demostración. Primero mostramos que U = {x ∈ A : ‖x− e‖ < 1} ⊂ G(A). De hecho

sea ‖x−e‖ < 1 y pongamos y = x−e. Entonces la serie
∞∑
n=0

yn es absolutamente convergente

en A. Sea z =
∞∑
n=0

yn. Tenemos zx =
∞∑
n=0

yn(y − e) =
∞∑
n=1

yn −
∞∑
n=0

yn = e, y por lo tanto,

x ∈ G(A). Ahora sea x ∈ G(A). Entonces la función y −→ xy es un homeomor�smo de A en

si misma, y por lo tanto la función manda conjuntos abiertos en conjuntos abiertos. Como

U es abierto, entonces xU es abierto. Ya que e ∈ U , x ∈ xU y xU consiste de elementos

invertibles. Entonces cualquier x en G(A) tiene una vecindad que consiste de elementos

invertibles (por ejemplo, xU) y entonces G(A) es abierto.

Falta ver que la función x −→ x−1 es continua en G(A). Primero mostramos que si

xn −→ e, xn ∈ G(A), ∀n ∈ N, entonces x−1
n −→ e, es decir, la inversión es continua en

x=e. Para un N ∈ N grande, dijamos n > N , tenemos ‖xn − e‖ < 1
2
, es decir, xn ∈ U

y entonces x−1
n =

∞∑
k=0

(xn − e)k, entonces ‖x−1
n ‖ ≤

∞∑
k=0

‖xn − e‖k ≤
∞∑
k=0

1
2k

= 2. Esto es,

‖x−1
n − e‖ = ‖x−1

n (e− xn)‖ ≤ ‖x−1
n ‖‖e− xn‖ ≤ 2‖e− xn‖ → 0.

Lo cual nos da ĺım
n→∞

x−1
n = e. Ahora tomemos un x0 ∈ G(A) arbitrario y supongamos que

xn → x0, xn ∈ G(A). Tenemos que mostrar que x−1
n → x−1

0 . Pero xn → x0 implica que

xnx
−1
0 → e, y por lo anterior x0x

−1
n → e o x−1

n → x−1
0 que es lo que deseamos.
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Observacion 1.13. Toda álgebra de Banach es una Q-álgebra.

Ejemplo 1. El álgebra R(D) de todas las funciones racionales complejas de�nidas en el

disco unitario cerrado D de C con las operaciones puntuales, dotada con la norma

‖q‖ := sup
z∈C
|q(z)|.

A�rmamos que q ∈ R(D) es invertible si y sólo si q no tiene ceros en D. Pues si q ∈ R(D)

entonces q(x) = r(x)
s(x)

con r(x), s(x) polinomios con coe�cientes en C y s(x) 6= 0, ∀x ∈ D,

por lo tanto q(x) es invertible si y sólo si s(x)
r(x)

esta de�nida en D, es decir, r(x) 6= 0, ∀x ∈ D.

Ahora demostraremos que G(R(D)) es abierto en R(D), por el principio del módulo

máximo. Sea q0 ∈ G(R(D)) y sea ‖ 1
q0
‖ = M , entonces | 1

q0(x)
| ≤ M, ∀x ∈ D. Sea q ∈ R(D)

tal que ‖q − q0‖ < 1
2M

, entonces tenemos que

||q(x)| − |q0(x)|| ≤ |q(x)− q0(x)| < 1

2M

− 1

2M
≤ |q(x)| − |q0(x)| ≤ 1

2M

− 1

2M
+ |q0(x)| ≤ |q(x)|

Pero |q0(x)| > 1
2M

y por lo tanto |q(x)| > 0, ∀x ∈ D entonces q ∈ G(R(D)).

Entonce la bola de radio 1/2M con centro en q0 esta contenida en G(R(D)), por lo tanto,

G(R(D)) es abierto.

Por otro lado, R(D) claramente no es un álgebra de Banach ya que existen funciones en

D las cuales no son racionales (por ejemplo sin(z)).
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Teorema 1.14. Sea A un álgebra de Banach entonces si x ∈ A

a) El espectro σ(x) es no vacío y compacto.

b) El radio espectral ρ(x) = ĺım
n→∞

‖xn‖1/n = ı́nf
n≥1
‖xn‖−1. A la equivalencia anterior se le

conoce como la fórmula espectral.

Demostración.

a) Si |λ| > ‖x‖ entonces e− λ−1x ∈ G(A), por lo tanto λe− x ∈ G(A) y λ 6∈ σ(x), entonces

ρ(x) ≤ ‖x‖, en particular σ(x) es un conjunto acotado.

Para probar que σ(x) es cerrado, de�namos g : C −→ A por g(λ) = λe− x. Entonces

g es continua por la continuidad de las operaciones en A, y el complemento Ω de σ(x)

es g−1(G(A)).

En efecto, λ ∈ Ω, si y sólo si, λe − x ∈ G(A), por de�nición g(λ) ∈ G(A), entonces

λ ∈ g−1(G(A)), por lo tanto Ω = (σ(x))c es abierto. Esto implica que σ(x) es cerrado,

con lo que concluimos que σ(x) es compacto.

b) Sea f : Ω −→ G(A), f(λ) = (λe − x)−1, λ ∈ Ω. En el Teorema (1.11) reemplazamos a

� x � por (λe−x) y a � h � por (µ−λ)e, entonces tenemos que |µ−λ| < 1
2
‖(λe−x)−1‖−1.

Si λ ∈ Ω y µ está su�cientemente cerca de λ, el resultado de esta sustitución es

‖(λe−x+(µ−λ)e)−1−(λe−x)−1+(λe−x)−1(µ−λ)e(λe−x)−1‖ ≤ 2‖(λe−x)−1‖3|µ−λ|2

es decir, ‖(µe− x)−1 − (λe− x)−1 + (µ− λ)(λe− x)−2‖ ≤ 2‖(λe− x)−1‖3|µ− λ|2

o sea, ‖f(µ)− f(λ) + (µ− λ)(f(λ))2‖ ≤ 2‖f(λ)‖3|µ− λ|2

Así que ĺım
µ→λ

f(µ)−f(λ)
µ−λ = −f(λ)2, λ ∈ Ω, es decir, f es un función fuertemente holomorfa

en Ω con valores en A.
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Si |λ| > ‖x‖, el argumento utilizado en el Teorema (1.9) prueba que

f(λ) =
∞∑
n=0

λ−n−1xn = λ−1e + λ−2x + ... Esta serie converge uniformemente sobre

cada círculo Γr, con centro en 0 y radio r > ‖x‖. Por [37, p.77, Teorema 3.29], la

integración término a término es entonces lícita. Por consiguiente

xn =
1

2πi

∫
Γr

λnf(λ)dλ, (r > ‖x‖, n = 0, 1, 2, ...) (1.3)

Si σ(x) fuese vacío, Ω = C y por [37, p.78, Teorema 3.31], implicaría que todas las inte-

grales de (1.3) son 0. Pero para n=0, el primer miembro de (1.3) es

e = 1
2πi

∫
Γ

λ0f(λ)dλ 6= 0. Esta contradicción prueba que σ(x) es no vacío.

Como Ω contiene todos los λ tales que |λ| > ρ(x), una aplicación de (3) del Teorema

[37, p.78, Teorema 3.31] prueba que la condición r > ‖x‖ puede sustituirse en (1.3)

por r > ρ(x). Si M(r) = máx
θ
‖f(reiθ)‖ (r > ρ(x)) la continuidad de f implica que

M(r) <∞. Como (1.3) da ahora

‖xn‖ = ‖ 1

2πi

∫
Γr

λnf(λ)dλ‖

≤ 1

2πi

∫
Γr

|λ|n‖f(λ)‖dλ

≤ 1

2πi

∫
Γr

|λ|n ·M(r)dλ

≤ 1

2πi
· 2πirM(r)|rn|

= rn+1M(r),

se obtiene ĺım
n→∞

sup ‖xn‖1/n ≤ r, (r > ρ(x))

ĺım
n→∞

sup ‖xn‖1/n ≤ ρ(x) (1.4)

Por otro lado, si λ ∈ σ(x), la factorización λne−xn = (λe−x)(λn−1e+···+λn−1) muestra

que λne−xn no es invertible. Si lo fuera, λe−x sería invertible, por lo tanto λn ∈ σ(xn),
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por que ρ(x) ≤ ‖x‖ ⇒ |λn| ≤ ρ(xn) ≤ ‖xn‖ ∀n = 1, 2, ... y entonces si |λ| ≤ ‖xn‖1/n,

ρ(x) ≤ ı́nf
n≥1
‖xn‖1/n con (1.4) tenemos ĺım sup ‖xn‖1/n ≤ ρ(x) ≤ ı́nf

n≥1
‖xn‖1/n y como

ı́nf
n≥1
‖xn‖1/n ≤ ĺım sup ‖xn‖1/n tenemos que σ(x) 6= φ.

El hecho de que σ(x) es no vacío da una fácil caracterización de aquellas álgebras de

Banach que son álgebras con división.

Teorema 1.15. (Gelfand- Mazur). Si A es un álgebra de Banach en la cual cada elemento

distinto de cero tiene inverso multiplicativo, entonces A es (isométricamente) isomorfo a C.

Demostración. Sea x ∈ A y λ1 6= λ2 donde λ1, λ2 ∈ C entonces a lo más uno de los dos

elementos λ1e− x, λ2e− x es cero (si no lo es entonces λ1 = λ2); entonces al menos uno de

ellos es invertible.

Como σ(x) 6= φ entonces σ(x) consiste exactamente de un punto λ(x) para cada x ∈ A.

Como λ(x)e−x no es invertible, esto implica λ(x)e−x = 0, si y sólo si, x = λ(x)e. La función

que manda x en λ(x) es un isomor�smo de A sobre C. En efecto, es un monomor�smo pues,

λ(x) = λ(y) implica que x = λ(x)e = λ(y)e = y. Es un epimor�smo pues, si λ ∈ C, entonces

∃λe ∈ A tal que λ(λe) = λ. Además, es una isometría, |λ(x)| = ‖λ(x)e‖ = ‖x‖ para cada

x ∈ A.

Observacion 1.16.

a) Notemos que el inverso de un elemento x ∈ A, el espectro σ(x), x ∈ A, y el radio espectral

ρ(x), x ∈ A son conceptos meramente algebraicos.

b) Si el álgebra A es una subálgebra del álgebra de Banach B puede suceder que x−1 no

exista en A pero que si exista en B. Podemos ver que σA(x) ⊇ σB(x) (y pueden ser

distintos), sin embargo la fórmula espectral NO depende del álgebra ρA(x) = ρB(x).
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De�nición 1.17. Un subconjunto J de un álgebra conmutativa compleja A es un ideal si:

a) J es un subespacio de A (en el sentido de espacio vectorial), y

b) xy ∈ J si x ∈ A y y ∈ J

Si J 6= A, J es un ideal propio. Un ideal J es máximo si es un ideal propio de A y tal

que si J ⊂M con M un ideal de A, entonces J = M o M = A.

Proposición 1.18.

a) Ningún ideal propio de A contiene a ningún elemento invertible de A.

b) La cerradura de un ideal propio en un álgebra de Banach conmutativa A con unidad es

también un ideal en A.

Demostración.

a) Sea J un ideal propio de A y x ∈ J , si x ∈ G(A), entonces ∃y ∈ A tal que yx = 1 lo que

implica, 1 ∈ J , por lo tanto, z · 1 = z ∈ J ∀z ∈ A, es decir, J = A lo cual es una

contradicción, entonces ∃x 6∈ G(A) tal que x ∈ J .

b) Sea J un ideal propio de A, y sea {xn}n∈N ⊂ J tal que xn −→ x en A. Sea y ∈ A como

la multiplicación es continua entonces yxn −→ yx pero xn ∈ J , lo que implica yx ∈ J ,

por lo tanto, J es tambien un ideal de A.

Teorema 1.19.

a) Si A es un álgebra de Banach conmutativa entonces todo ideal propio esta contenido en

un ideal máximo de A.

b) A es álgebra de Banach conmutativa entonces todo ideal máximo es cerrado.
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Demostración.

a) Sea J un ideal propio de A y sea P = {I ideales de A : J ⊆ I, I propio}.

Damos un orden parcial a P por la inclusión. Sea I1 ≤ I2 ≤ · · · ≤ In ≤ · · · una cadena

en P.

Sea I =
∞⋃
n=1

In. A�rmamos que I es un ideal propio de A. En efecto, como I es la unión

de un conjunto totalmente ordenado, I es un ideal de A.

Si I = A, entonces 1 ∈ I, lo que implica 1 ∈ In0 para algún n0, entonces In0 = A

contradicción por que In0 es un ideal propio de A.

Entonces I es una cota superior de la cadena en P. Como P 6= φ (J ∈ P), el Lema de

Zorn implica, que existen elementos máximos en P.

Si M es un elemento máximo, M es ideal máximo que contiene a J.

b) Sea M un ideal máximo de A. Si G(A) ∩M = φ entonces G(A) ∩M = φ entonces M es

un ideal propio de A. Por un lado M ≤M pero M es máximo, por lo tanto M = M .

Sean A,B dos álgebras de Banach conmutativas, ϕ : A −→ B homomor�smo. Sabemos

que kerϕ es un ideal de A. Entonces kerϕ es cerrado, si ϕ es continua.

Recíprocamente, si J es un ideal propio cerrado de A y π : A −→ A/J es la función

cociente π(a) = a+J entonces A/J es un álgebra de Banach conmutativa con la norma

cociente dada por:

‖a+ J‖ = ı́nf{‖a− j‖ : j ∈ J}

Observemos que A/J es un espacio vectorial y que A/J es un álgebra. A�rmamos que

la norma cociente ‖a + J‖ = ı́nf{‖a − j‖ : j ∈ J} es una norma. En efecto, está bien

de�nida sean

a+J = a′+J ⇒ a′−a ∈ J ; sij ∈ J, a− j = a− j+a′−a′ = a′− (a−a′+ j) = a′− j′
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lo que implica que j′ ∈ J , entonces

ı́nf{‖a− j‖ : j ∈ J} ≥ ı́nf{‖a′ − j′‖ : j′ ∈ J}.

Análogamente para ≤. Por lo tanto ‖a+ J‖ = ‖a′ + J‖. Solo falta ver que se cumplen

el resto de las propiedades de ser norma. Primero veri�camos que cumple ‖a+ J‖ ≥ 0

y ‖a + J‖ = 0 si y sólo si a + J = 0 + J . En efecto, si ‖a + J‖ = 0 ⇔ ı́nf{‖a − j‖ :

j ∈ J} = 0 ⇔ ∃{jn}n∈N ⊆ J tal que jn → a pero J es cerrado entonces a ∈ J , por lo

tanto, a+ J = 0 + J y ‖a+ J‖ ≥ 0 por de�nición. Ahora, demostramos que se cumple

la desigualdad del triángulo. Sean a+ J, b+ J ∈ A/J , entonces

‖(a+ J) + (b+ J)‖ = ı́nf{‖a+ b− j‖ : j ∈ J}

= ı́nf

{∥∥∥∥(a− j

2

)
+

(
b− j

2

)∥∥∥∥ : j ∈ J
}

≤ ı́nf{‖a− k1‖ : k1 ∈ J}+ ı́nf{‖a− k2‖ : k2 ∈ J}

= ‖a+ J‖+ ‖b+ J‖.

Veamos que es homogenea. Si k = 0, entonces ‖k(a+J)‖ = |k| · ‖a+J‖. Por otro lado,

si k 6= 0 entonces

‖k(a+ J)‖ = ‖ka+ J‖ = ı́nf{‖ka+ j‖ : j ∈ J}

= ı́nf

{∥∥∥∥ka− k( jk
)∥∥∥∥ : j ∈ J

}
= |k| ı́nf

{∥∥∥∥a− j

k

∥∥∥∥ : j ∈ J
}

= |k| ı́nf{‖a− j′‖ : j′ ∈ J}

= |k| · ‖a+ J‖

Por último probamos que es submultiplicativa. Si x1, x2 ∈ A y δ > 0 entonces

‖x1 + y1‖ ≤ ‖x1 + J‖ + δ y ‖x2 + y2‖ ≤ ‖x2 + J‖ + δ para algunos y1, y2 ∈ J . Por lo

cual tenemos que (x1 + y1)(x2 + y2) = x1x2 + x1y2 + y1x2 + y1y2 ∈ x1x2 + J , por lo
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tanto,

‖x1x2 + J‖ ≤ ‖(x1 + y1)(x2 + y2)‖

≤ ‖x1 + y1‖ · ‖x2 + y2‖

≤ (‖x1 + J‖+ δ)(‖x2 + J‖+ δ)

= ‖x1 + J‖ · ‖x2 + J‖+ 2δ.

Esto nos da ‖x1x2 + J‖ ≤ ‖x1 + J‖ · ‖x2 + J‖.

Teorema 1.20. Sea A un álgebra de Banach. Entonces cada ideal máximo bilateral de A es

cerrado.

Demostración. Sea M un ideal máximo bilateral del álgebra A. EntoncesM∩G(A) = φ

y puesto que G(A) es abierto, M ∩ G(A) = φ. Así, M es un ideal propio de A y por ser M

máximo se tiene que M = M .

Teorema 1.21. Sea A un álgebra de Banach conmutativa con unidad y sea ∆ el conjunto

de todos los homomor�smos complejos de A.

a) Todo ideal máximo de A es el nucleo de un h ∈ ∆

b) Si h ∈ ∆, entonces ker(h) es un ideal máximo.

c) Si x ∈ A, x ∈ G(A), si y sólo si h(x) 6= 0 ∀h ∈ ∆

d) Si x ∈ A, x ∈ G(A), si y sólo si x 6∈ J ∀J ideal propio de A.

e) λ ∈ σ(x), si y sólo si h(x) = λ para algún h ∈ ∆

Demostración.

a) Sea M un ideal máximo de A entonces M es cerrado por el Teorema (1.19) y A/M

es, por lo tanto, un álgebra de Banach conmutativa. Elijamos x ∈ A, x 6∈ M ; Sea
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J = {ax+ y : a ∈ A, y ∈M}, entonces J es un ideal de A tal que M ⊂ J pues x ∈ J ,

por lo tanto, J = A y ax+ y = e para algún a ∈ A y algún y ∈M . Si π : A→ A/M es

la aplicación cociente, se deduce que π(a)π(x) = π(e). Cada elemento no nulo π(x) del

álgebra de Banach A/M es pues invertible en A/M . Por el Teorema de Gelfand-Mazur,

existe un isomor�smo j de A/M sobre C. Pongamos h = j ◦ π, entonces h ∈ ∆, y M es

el nucleo de h.

b) Sea h ∈ ∆ y M=ker(h), por lo tanto, M = h−1{0}, entonces M es un ideal cerrado de

codimensión 1 lo que implica que M es máximo.

c) ⇒) Si x ∈ G(A), entonces ∃x−1 ∈ A, tal que e = xx−1. Si h ∈ ∆, entonces

1 = h(e) = h(xx−1) = h(x)h(x−1) = h(x)h−1(x), por lo tanto, h(x) 6= 0

⇐) Sea x ∈ A tal que h(x) 6= 0 ∀h ∈ ∆ consideremos el ideal J = Ax. Si J es propio,

entonces existe un ideal M máximo tal que J ≤M , pero M=ker(h) para algún h ∈ ∆,

por lo cual h(j) = 0 ∀j ∈ J en particular, h(x) = 0 lo que es una contradicción, por

lo tanto, J no es propio, entonces J = A, es decir, 1 ∈ J lo que implica 1 = ax para

algún a ∈ A, entonces a = x−1, por lo tanto, x ∈ G(A).

d) ⇒) Sea J un ideal propio de A, entonces si x ∈ G(A), es decir, ∃x−1 en A, si x ∈ J � A

implica que 1 = xx−1 ∈ J , entonces b · 1 ∈ J, b ∈ A, lo que implica que J = A lo cual

es una contradicción.

⇐) Ha sido demostrado en (c).

e) ⇒) Sea x ∈ λ, λ ∈ σ(x) entonces x− λe 6∈ G(A) por (c), ∃h ∈ ∆ tal que h(x− λe) = 0

pero 0 = h(x− λe) = h(x)− λh(e) = h(x)− λ, por lo tanto, h(x) = λ.

⇐) Si h ∈ ∆ tal que h(x) = λ entonces h(x− λe) = 0, lo que implica x− λe 6∈ G(A),

por lo tanto,λ ∈ σ(x).
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De�nición 1.22. Sea A un álgebra de Banach conmutativa, la transformada de Gelfand

de A es la asignación que para x ∈ A, esta de�nida como x̂ : ∆ −→ C donde x̂(h) = h(x)

Por lo tanto, ̂ : A −→ C(∆) donde C(∆) es el álgebra de las funciones complejas

continuas de�nidas en ∆.

Sea Â = {x̂ : x ∈ A}. La topología de Gelfand de ∆ es la topología débil inducida en

∆ por Â, es decir, la topología más débil que hace que toda x̂ sea continua. Se denota por

(∆, τG) a el espacio de ideales máximos de A.

Teorema 1.23. Sea A un álgebra de Banach conmutativa y ∆ su espacio de ideales máximos.

Entonces (∆, τG) es Hausdor� y compacto.

Demostración. Sea A* el espacio dual de A (como espacio de Banach). Sea K la bola

unitaria cerrada en la topología de la norma de A*, es decir, ‖f‖ = sup{|f(x)| : ‖x‖ ≤ 1}.

Por el Teorema de Banach-Alaoglu, entonces K es compacto en la topología débil *. Por

la parte (c) del Teorema (1.9) implica ∆ ⊆ K y K es compacto. La topología de Gelfand de

∆ es evidentemente la restricción a ∆ de la topología débil* de A*, por tanto, es su�ciente

probar que ∆ es un subconjunto débilmente*- cerrado de A*.

Sea Λ0 un elemento de acomulación débil* de ∆. Tenemos que probar que

Λ0(xy) = Λ0xΛoy (x ∈ A, y ∈ A) y Λ0e = 1.

Sea ε > 0, x, y ∈ A y

W = {Λ ∈ A∗ : |Λ(zi) − Λ0(zi)| < ε, 1 ≤ i ≤ 4; z1 = e, z2 = x z3 = y z4 = xy}.

Entonces W es un entorno débil* de Λ0 que contiene por lo tanto un h ∈ ∆. Para este h,

|1− Λ0(e)| = |h(e)− Λ0e| < ε, y como es ∀ε, entonces Λ0(e) = 1. Tenemos

Λ0(xy)− Λ0(x)Λ0(y) = Λ0(xy)− Λ0(x)Λ0(y) + h(x)h(y)− h(xy)

= [Λ0(xy)− h(xy)]− [Λ0(x)Λ0(y)− h(x)h(y)]

= [Λ0(x)(y)− h(x)h(y)]− [(Λ0(x)− h(x))Λ0(y) + (Λ0(y)− h(y))h(x)]
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por lo tanto

|Λ0(xy)− Λ0(x)Λ0(y)| ≤ |Λ0(xy)− h(xy)|+ |Λ0(y)||Λ0(x)− h(x)|+ |h(x)||h(y)− Λ0(y)|

< ε+ |Λ0(x)|ε+ |h(x)|ε

< ε′

tenemos, entonces Λ0(xy) = Λ0(x) · Λ0(y), lo que implica que Λ0 ∈ ∆.
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1.3. Álgebras Normadas

Recordemos la de�nición de un álgebra normada.

De�nición 1.24. Un espacio vectorial normado (A, ‖ · ‖) es un álgebra normada si A es

un álgebra y ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖, (x, y ∈ A).

De�nición 1.25. La dimensión de un álgebra A es su dimensión como K-espacio vectorial.

Teorema 1.26. Si A es un álgebra normada de dimensión �nita, entonces es un álgebra de

Banach.

Demostración. Sea B = {x1, x2, ..., xn} una base de A, y {zk}k∈N una sucesión de

Cauchy en A. Escribimos cada término de la sucesión como combinación lineal de la base B

zk = αk1x1 + · · ·+ αknxn

y restando dos términos cualquiera de la sucesión se obtiene

zk − zs = (αk1 − αs1)x1 + · · ·+ (αkn − αsn)xn

y ahora por [15, Prop I.38,p 43] existe una constante M tal que

|αk1 − αs1| ≤M‖zk − zs‖, 1 ≤ j ≤ n

Esto prueba que {αkj}k∈N es una sucesión de Cauchy enK para 1 ≤ j ≤ n. La completitud

del campo de los escalares nos dice que cada una de ellas es convergente a un punto α0j ∈ K.

Llamamos z0 = α01x1 + · · ·+ α0nxn se tiene

‖zk − zs‖ = ‖(αk1 − αs1)x1 + · · ·+ (αkn − αsn)xn‖

≤ |αk1 − αs1)| · ‖x1‖+ · · ·+ |αkn − αsn| · ‖xn‖
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de donde se deduce trivialmente que zk → z0 en A.

Teorema 1.27. Sea (A, ‖ · ‖) un álgebra normada. Si x ∈ A, entonces ĺım
n
‖xn‖1/n existe.

Además,

1. ĺım
n
‖xn‖1/n = ı́nf

n
‖xn‖n.

2. ĺım
n
‖xn‖1/n ≤ ‖x‖.

Demostración. Sea a = ı́nf
n
‖xn‖n. Claramente a < ĺım

n
ı́nf ‖xn‖n. Supongamos que ε > 0

y elegimos un número positivo m tal que ‖xm‖m < a+ ε. Entonces para cada entero positivo

n existen enteros no negativos an y bn, 0 ≤ bn ≤ m, tales que n = anm + bn. Además,

podemos observar que: ĺım
n→∞

anm+bn
n

= 1 tenemos ĺım
n→∞

bn
n

= 0, ya que bn es acotado, por lo

tanto, ĺım
n→∞

an
n

= 1. Pero entonces,

‖xn‖1/n = ‖xanm+bn‖1/n ≤ ‖xm‖an/n‖x‖bn/n ≤ (a+ ε)anm/n‖x‖bn/n, (n = 1, 2, 3, ...)

de la que se deduce que

ĺım
n

sup ‖xn‖1/n < ĺım
n

sup(a+ ε)anm/n ĺım
n

sup ‖x‖bn/n = (a+ ε),

entonces ĺım
n

sup ‖xn‖1/n ≤ a, por lo tanto a = ĺım
n
‖xn‖1/n. Como ε > 0 es arbitrario, con-

cluimos que ĺım
n

sup ‖xn‖1/n ≤ a, por lo tanto, ĺım
n
‖xn‖1/n existe y ĺım

n
‖xn‖1/n = ı́nf

n
‖xn‖1/n.

El hecho, que ĺım
n
‖xn‖1/n ≤ ‖x‖ es inmediato uno observa que ‖xn‖ ≤ ‖x‖n.

Proposición 1.28. Sea (A, ‖ · ‖) un álgebra normada con división. Entonces A es isométri-

camente isomorfa a C.

Demostración. Como A es normada entonces la podemos completar, digamos Â. Para

todo x ∈ Â, σÂ(x) 6= φ y σÂ ⊂ σA(x), entonces en un álgebra normada σA(x) 6= φ, para

toda x en A. Por hipótesis y para todo x ∈ A, x 6= 0, x es invertible en A. Esto implica
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que 0 6∈ σA(x), para toda x 6= 0. Pero como σA(x) 6= φ, entonces existe λ ∈ C tal que

λ ∈ σA(x). Luego, (x− λe) 6∈ G(A) de donde (x− λe) = 0, es decir, x = λ y por lo tanto, A

is isométricamente isomorfo a C.
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1.4. F-Álgebras

De�nición 1.29. Una F-álgebra (un álgebra de tipo F) es un álgebra topológica la cual

es un F-espacio, es decir, un espacio vectorial topológico metrizable y completo. La topología

de un F-espacio X puede ser dada por medio de una F- norma, es decir, una función x 7→ ‖x‖

de X en el conjunto de los números reales no negativos tal que

(i) ‖x‖ ≥ 0, ∀x ∈ X y ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0,

(ii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,

(iii) la función (λ, x) 7→ ‖λx‖ de K × X en X es conjuntamente continua, λ ∈ K (K =

R o C).

La métrica (distancia) de un F-espacio X esta dada por medio de ‖x− y‖, x, y ∈ X.

Proposición 1.30. Sea A una F-álgebra con unidad en la cual cualquier ideal máximo

izquierdo es cerrado e I un ideal de A tal que I es de tipo �nito. Entonces I es cerrado.

Demostración. Sea I = Ax1 + Ax2 + · · · + Axr y

J = {a ∈ A : ∃a2, a3, ..., ar : ax1 + a2x2 + · · · + arxr ∈ I}. A�rmamos que J es un

ideal, pues sean z ∈ A y y1, y2 ∈ J , entonces existen a2, a3, ...ar y b2, b3, ...br tales que

y1x1 + a2x2 + · · · + arxr ∈ I y y2x1 + b2x2 + · · · + brxr ∈ I, con lo que tenemos

(y1 + y2)x1 + (a2 + b2)x2 + · · · + (ar + br)xr ∈ I, lo que implica que y1 + y2 ∈ J . Ade-

más z(y1x1 + a2x2 + · · · + arxr) = zy1x1 + za2x2 + · · · + zarxr ∈ I, es decir, zy1 ∈ J , por

último 0 ∈ I, entonces 0 ∈ J cuando a2 = a3 = · · · = ar = 0, lo que implica que y1 = 0.

Ahora mostraremos que J = A. Supongase que J 6= A y sea O = A/J . Consideremos la

función ϕ : Ar → Ir de�nida por ϕ(a1, a2, ...ar) =
∑

1≤i≤r
aixi. Esta función es lineal, continua,

suprayectiva y además es abierta. En particular, ϕ(O×Ar−1) es un conjunto abierto de I, pues

O es abierto y A es abierto, entonces O × Ar−1 es abierto, lo que implica que ϕ(O × Ar−1)
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es abierto de I. Además I es denso en I, por lo tanto, ϕ(O × Ar−1) ∩ I 6= φ. Entonces

existe un a ∈ O ya que ax1 + a2x2 + · · · + arxr ∈ I, implica que a ∈ J ; lo cual es una

contradicción, entonces J = A y consuentemente J = A, entonces existe y1 ∈ I tal que

I = Ay1 + Ax2 + · · ·+ Axr.

Sucesivamente, uno construye una sucesión yi, 1 ≤ i ≤ r de elementos de I tales que

I = Ay1 + Ay2 + · · ·+ Ayr = I.



Capítulo 2

Álgebras localmente convexas.

2.1. Álgebras localmente convexas.

Un álgebra localmente convexa es un álgebra topológica que como espacio vectorial

es localmente convexo. En este caso, la topología puede estar dada mediante una familia

{‖ · ‖α}α∈Λ de seminormas tal que para cada índice α, existe un índice β tal que

‖xy‖α ≤ ‖x‖β‖y‖β (2.1)

A la clase de álgebras localmente convexas se les denotará por LC y a la clase de

LC-álgebras con unidad por LCe. Un álgebra-B0 es un álgebra LC completa y metrizable. Su

topología puede estar dada por una sucesión de seminormas {||x||i}i∈N tal que ||x||i ≤ ||x||i+1

y ||xy||i ≤ ||x||i+1||y||i+1.

De�nición 2.1. Un álgebra LC es m-convexa si su topología puede estar dada por medio

de una familia {|| · ||α}i∈N de seminormas tales que para cada α ∈ Λ y x, y ∈ A

||xy||α ≤ ||x||α||y||α.

27
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Teorema 2.2. Sea X un espacio localmente convexo y sea L(X) el álgebra de todos los

operadores lineales continuos de X. Si a L(X) se le puede dar una topología tal que L(X) sea

un espacio lineal topológico, de tal manera que la función (T, x) → T (x) es conjuntamente

continua de L(X) × X → X con T ∈ L(X), entonces (y sólo entonces) X es un espacio

normado.

Demostración. Supongamos que existe una topología en L(X) tal que la función

(T, x)→ T (x) es conjuntamente continua.

Sea φ(X) la familia de vecindades del cero en X y (V) la familia de vecindades del cero

en L(X). Entonces para cada U ∈ φ(X) existen U ′ y V vecindades del cero en X tales que

V U ′ ⊂ U (2.2)

Podemos suponer que la vecindad U es convexa y circulada de tal forma que cada una

de ellas corresponde a una seminorma || · ||U que tiene a U como su bola unitaria.

Sabemos que si f es una funcional lineal continua en un espacio lineal convexo, digamos

X, entonces existe una seminorma continua || · || y una constante C tal que ∀x ∈ X

|f(x)| ≤ C||x|| (2.3)

También sabemos que si X no es un espacio normado entonces no puede ser elegida una

seminorma tal que (2.3) se cumpla, ∀f ∈ X ′ continua. Por lo tanto, para cada || · || existe

una f continua tal que

sup
||x||≤1

|f(x)| =∞ (2.4)

Ahora �jamos V, U ′ y U tal que cumpla (2.2). Suponemos que X no es un espacio normado.
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Entonces existe un funcional continuo en X digamos f, tal que cumpla (2.4) para ||x|| = ||x||U ′ .

Sea x0 ∈ X y supongamos que ||x0||U = 1. Consideremos el operador T (x) = f(x) · x0,

a�rmamos que este es un operador lineal de X, ya que,

T (x+ y) = f(x+ y) · x0 = (f(x) + f(y))x0 = f(x)x0 + f(y)x0, por lo tanto,

T (x+ y) = T (x) + T (y) y T (αx) = f(αx) · x0 = αf(x)x0 = αT (x).

Por la continuidad de la multiplicación por un escalar en L(X) existe un λ positivo tal

que λT ∈ V por (2.2) λTU ′ ⊂ V U ′ ⊂ U , entonces λTU ′ ⊂ U . Por (2.4) podemos encontrar

un x ∈ X tal que ||x||U ′ < 1 (es decir, x ∈ U ′), en efecto,

‖λT (x)‖U = λ‖f(x)x0‖U = λ‖f(x)‖U‖x0‖U = λ|f(x)|, ∀x ∈ X.

Podemos encontrar una x ∈ X tal que λ|f(x)| > 1. De aquí que |f(x)| > λ−1. Como

λT ∈ V y x ∈ U ′, entonces λTx ∈ U . Pero ‖λTx‖U = ‖λf(x) · x0‖U > 1, por lo tanto, (2.3)

no es cierta.

Comentario. No existe tal topología en el subespacio L(X) que consista de operadores

de dimensión 1.

Damos ahora algunos ejemplos de álgebras localmente convexas.

Ejemplo 2. El álgebra C(−∞,∞) que consiste de todas las funciones complejo valuadas

continuas en la recta real con las operaciones algebraicas puntuales y con seminormas

‖x‖n = máx
−n≤t≤n

|x(t)|

Demostraremos que esta una B0-álgebra y m-convexa.

Primero veamos que es m-convexa:

||xy||n = máx
−n≤t≤n

|x(t)y(t)| = máx
−n≤t≤n

|x(t)||y(t)| ≤ máx
−n≤t≤n

|x(t)| máx
−n≤t≤n

|y(t)| = ||x||n||y||n

Por lo tanto, ||xy||n ≤ ||x||n||y||n. Tenemos entonces que es un álgebra m-convexa.
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Ahora veamos que es B0.

Sea (xn)n∈N ∈ C(−∞,∞) una sucesión de Cauchy, entonces dado ε > 0 ∃N ∈ N tal que

∀n,m ≤ N =⇒ ||xn − xm||α ≤ ε/2.

Fijando α tenemos que ||xn − xm||α = máx
−n≤t≤n

|xn(t)− xm(t)| < ε/2 pero

|xn(t)− xm| ≤ máx
−n≤t≤n

|xn(t)− xm| < ε/2, entonces {xn(t)}n es de Cauchy en C, como C

es completo, entonces ∃ x(t) ∈ C tal que xn(t)→ x(t).

Sea N ′ = max{N,M} y n,m ≤ N ′

||xn − x||α = máx
−n≤t≤n

|xn(t)− x(t)|

= máx
−n≤t≤n

|xn(t)− xm(t) + xm(t)− x(t)|

≤ máx
−n≤t≤n

(|xn(t)− xm(t)|+ |xm(t)− x(t)|)

≤ máx
−n≤t≤n

|xn(t)− xm(t)|+ máx
−n≤t≤n

|xm(t)− x(t)|

< ε/2 + ε/2 = ε ∀n,m ≤ N

Por lo tanto, xn → x en C(−∞,∞) ∀α. Hemos demostrado que el álgebra C(−∞,∞) es

completa.

Ejemplo 3. El álgebra ε de todas las funciones enteras de una variable compleja con las

operaciones puntuales y seminormas

‖x‖n = máx
|t|≤n
|x(t)|

Primero veamos que es m-convexa:

||xy||n = máx
|t|≤n
|x(t)y(t)| = máx

|t|≤n
|x(t)||y(t)| ≤ máx

|t|≤n
|x(t)|máx

|t|≤n
|y(t)| = ||x||n||y||n

Por lo tanto, ||xy||n ≤ ||x||n||y||n, entonces es un álgebra m-convexa.

Ahora veamos que es B0:
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Sea (xn)n∈N ∈ ε una sucesión de Cauchy, entonces dado ε > 0 ∃N ∈ N tal que

∀n,m ≤ N =⇒ ||xn − xm||α ≤ ε/2. Fijando α tenemos que

||xn − xm||α = máx
|t|≤n
|xn(t) − xm(t)| < ε/2, pero |xn(t) − xm| ≤ máx

|t|≤n
|xn(t) − xm| < ε/2,

entonces {xn(t)}n es de Cauchy en C, como C es completo, entonces ∃x(t) ∈ C tal que

xn(t)→ x(t).

Tomemos N ′ = max{N,M} y n,m ≤ N ′

||xn − x||α = máx
|t|≤n
|xn(t)− x(t)|

= máx
|t|≤n
|xn(t)− xm(t) + xm(t)− x(t)|

≤ máx
|t|≤n

(|xn(t)− xm(t)|+ |xm(t)− x(t)|)

≤ máx
|t|≤n
|xn(t)− xm(t)|+ máx

|t|≤n
|xm(t)− x(t)|

< ε/2 + ε/2 = ε ∀n,m ≤ N

Lo que implica xn → x en ε ∀α, por lo tanto, el álgebra ε es completa, con lo que podemos

concluir que ε es una B0-álgebra y m-convexa.

Ejemplo 4. Lω el conjunto de todas las funciones medibles en el intervalo unitario (0,1) tal

que

‖x‖n =

(∫ 1

0

|x(t)|n dt
)1/n

<∞.

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

‖xy‖n =

(∫ 1

0

| xn(t)yn(t) | dt
)1/n

≤
(∫ 1

0

| x(t) |2n dt

)1/2n(∫ 1

0

| y(t) |2n dt

)1/2n

= ‖x‖2n‖y‖2n

Ahora demostremos que Lω es completa. Primero lo demostraremos para ω = 1. Sea

{fn}n∈N una sucesión de Cauchy en L1(µ), es decir, ∀ ε > 0 ∃n ∈ N n,m > N , entonces

‖fn − fm‖ < ε, es decir,

∫
x

|fn − fm|dµ < ε, lo que implica que fn → f .
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Sea {fni} una sucesión de {fn} de manera que

∫
X

|fni+1
− fni |dµ <

1

2i
, lo que implica

que
∞∑
i=1

∫
X

|fni+1
− fni |dµ <∞. De�namos gi := |fni+1

− fni |, con esta de�nición damos una

nueva sucesión {
N∑
k=1

gk

}
N∈N

= {GN}N∈N,

entonces ĺım
N→∞

GN = G. Por el Lema de Fatou tenemos la siguiente desigualdad:

∫
X

ĺım
N→∞

ı́nf GNdµ ≤ ĺım
N→∞

ı́nf

∫
X

GNdµ = ĺım
N→∞

ı́nf
N∑
k=1

|fni+1
− fni |dµ <∞,

por lo tanto,

∫
X

Gdµ <∞.

Como

∫
X

Gdµ <∞ implica que G <∞ en casi todas partes, tomemos

xn = {x : G(x) > n}, entonces nµ(xn) ≤
∫
xn

Gdµ ≤
∫
x

Gdµ <∞ ⇒

µ(xn) ≤ 1

n

∫
x

Gdµ→ 0, cuando n→∞.

Como
∞∑
i=1

|fni − fni+1
| <∞, entonces f1 +

∞∑
i=1

fni+1
− fni es una serie convergente en casi

todas partes, por lo tanto, f1 +
∞∑
i=1

fni+1
− fni = f sea f = ĺım

i→∞
fni.

Falta estudiar

∫
X

|fni − f | para terminar la prueba, Entonces, tenemos∫
X

|fni − f |dµ =

∫
X

( ĺım
k→∞
|fni − fnk |)dµ ≤ ĺım

k→∞
ı́nf

∫
X

|fni − fnk |dµ < ε, por lo tanto, fn → f

en L1, lo que implica que L1 es completo.

Ahora demostraremos que L∞ es completa.

Primero de�namos ‖f‖∞ = ı́nf{α : µ(x : |f(x)| > α)} = 0, a�rmamos que esta es una

norma, pues si f ∈ L∞ tenemos que ‖αf‖∞ ≤ |αf(x)| ≤ |α|‖f‖∞ en casi todas partes,

por lo tanto, ‖αf(x)‖∞ ≤ |α|‖f(x)‖∞. Además, |α|‖f‖∞ ≤ ‖αf‖∞ en casi todas partes,

por lo tanto ‖αf‖∞ = |α|‖f‖∞. Ahora veamos que ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞. Sabemos por

de�nición que se cumple |f(x)| ≤ ‖f‖∞ excepto en A y µ(A) = 0 y |g(x)| ≤ ‖g‖∞ excepto

en B y µ(B) = 0. Entonces |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ ‖f‖∞+‖g‖∞ excepto en A∩B,
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por lo tanto, ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞. Lo que implica que si es norma.

Ahora veamos que L∞ es completa. Si {fn}n∈N una sucesión de Cauchy en L∞(µ). Sean

An = {x : |fn(x)| > ‖f‖∞} y Bn,m = {x : |fn(x) − fm(x)| > ‖fn − fm‖∞}, tenemos que

µ(An) = 0 y µ(Bn,m) = 0 ∀n,m ∈ N, lo que implica que A = (
⋃
n

An)
⋃

(
⋃
n,m

Bn,m) es tal

que µ(A) = 0. Sea x 6∈ A y x 6∈ An; x 6∈ Bn,m consideremos {fn(x)}n∈N es de Cauchy puesto

que: |fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖∞. Sea f(x) := ĺım
n→∞

fn(x). Necesitamos probar que:

f ∈ L∞(µ), equivalentemente probar que f es continua.

fn → f en L∞(µ)

En efecto,

|f(x)| = ĺım
n→∞

|fn(x)| ≤ ĺım
n→∞

‖fn‖∞ la sucesión {‖fn‖∞} es acotada, pues la sucesión

es de Cauchy, entonces, ‖fn− fN‖ ≤ 1 si n > N ; ‖fn‖ ≤ 1 + ‖fN‖, por µ y n se tiene

que ‖f‖∞ ≤M

Debemos ver que ‖fn − f‖∞ → 0 cuando n → ∞. Si x 6∈ A,

|fn(x) − f(x)| = ĺım
k→∞
|fn(x) − fn+1(x)| como x 6∈ A, implica que

|fn(x) − fn+k(x)| ≤ ‖fn − fn+k‖∞. Como {fn}n∈N es de Cauchy en L∞(µ) dado

ε > 0 ∃N ∈ N tal que si n,m > N , entonces ‖fn − fm‖∞ < ε. Si n ≥ N , tenemos

|fn(x)− f(x)| < ε, lo cual implica ‖fn − f‖∞ < ε, por lo tanto, L∞(µ) es completo.

Por último, sea 1 < ω < ∞ y si f ∈ Lω, entonces ‖f‖ω :=

(∫
X

|f |ωdµ
)1/ω

. Probemos

que Lω con 1 < ω <∞ es un espacio completo.

Sea {fn}n∈N una sucesión de Cauchy en Lω(µ). Sea N1 tal que n > N1 implica

‖fn − fN1‖ω < 1
2
, y sea N tal que n,m > N implica ‖fn − fm‖ω < 1

4
. Entonces tomemos

N2 = máx{N1, N} + 1, como N2 > N1, entonces ‖fN2 − fN1‖ω < 1
2
. Por lo tanto, tenemos

que si n,m > N , implica ‖fn − fm‖ω < 1
8
. Ahora tomemos N3 = máx{N2, N}+ 1, entonces

N3 > N2, por lo tanto, ‖fN3 − fN2‖ω < 1
4
.
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Tenemos una subsucesión {fNi}i∈N tal que ‖fNi+1
− fNi‖∞ < 1

2i
. De�nimos

gk :=
k∑
i=1

|fNi+1
−fNi |, por como de�nimos a g esta es �nita en casi todas partes. Demostrare-

mos que g ∈ Lω(µ). Por la desigualdad de Minkowski tenemos ‖gk‖ω ≤
k∑
i=1

‖fNi+1
−fNi‖ω < 1

tenemos la siguiente desigualdad por el Lema de Fatou:

∫
X

|g|ωdµ =

∫
µ

ĺım
k→∞
|gk|ωdµ ≤ ĺım

k→∞
ı́nf

∫
X

|g|ωdµ ≤ 1,

por lo tanto, g ∈ Lω y g(x) <∞ en casi todas partes, tenemos que

∞∑
i=1

(
fNi+1

− fNi
)
∈ Lω(µ)yf1 +

∞∑
i=1

(fNi+1
− fNi) = f = ĺım

i→∞
fNi ∈ Lω(µ).

Tenemos ya que fNi → f en casi todas partes, lo que implica que ‖fNi − f‖ω → 0 cuando

i → ∞. Hasta el momento tenemos que f es medible, a�rmamos que f ∈ Lω(µ), para ello

vamos a calcular

∫
X

|fNi − f |ωdµ. De�nimos la sucesión {hj}j∈N dada por

hj := |fNi − fNj |ω ≤ 0, entonces ĺım
j→∞

hj = |fNj − f |ω por el Lema de Fatou tenemos que:

∫
X

| fNi − f |ω dµ ≤ ĺım
j→∞

ı́nf

∫
X

| fNi − fNj |ω dµ (2.5)

Sea ε > 0, entonces existe N ∈ N tal que n,m ≥ N implica que ‖fn − fm‖ω < ε, si

i es tal que Ni ≥ N , entonces ‖fNi − fNj‖ < ε ∀j ≥ i y por lo tanto, tenemos que por

(2.5),

∫
X

|fNi − f |ωdµ ≤ ĺım
j→∞

ı́nf

∫
X

|fNi − fNj |ωdµ ≤ εω, lo que implica que ‖fNi − f‖ω < ε

si Ni < N , por lo tanto, fN1 − f ∈ Lω(µ), por lo cual, f ∈ Lω(µ) y fNi → f en Lω(µ).

Podemos concluir la demostración analizando lo que hemos realizado, tomamos {fn}n∈N

una sucesión de Cauchy en Lω(µ), probamos que la subsucesión {fNi}i∈N converge a f en

Lω(µ), por lo tanto, fn → f cuando n→∞ en Lω(µ) y con lo que conluimos que Lω(µ) es

completa.

Por lo tanto, Lω el conjunto de todas las funciones medibles en el intervalo unitario (0,1)
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es un álgebra localmente convexa pero no es m-convexa.

Ejemplo 5. C∞(0, 1). Esta es el álgebra de todas las funciones derivables in�nitas veces en

un intervalo unitario con operaciones puntuales y seminormas máx
0≤t<1

|x(n)(t)|. Reemplazamos

este sistema de seminormas por un sistema equivalente de seminormas dado por

||x||n = 2n máx
0≤i≤n

2i máx
0≤t<1

|x(i)(t)|

tenemos entonces

máx
0≤t<1

|x(i)(t)| ≤ ||x||n
2n+i

Demostraremos que es un álgebra m-convexa,

||xy||n = 2n máx
0≤i≤n

2i máx
0≤t<1

|(xy)(i)(t)|

= 2n máx
0≤i≤n

2i máx
0≤t<1

∣∣∣ i∑
k=0

(
i

k

)
x(k)(t)y(i−k)(t)

∣∣∣
≤ 2n máx

0≤i≤n
2i

i∑
k=0

(
i

k

)
máx
0≤t<1

|x(k)(t)| máx
0≤t<1

|y(i−k)(t)|

≤ 2n máx
0≤i≤n

2i
i∑

k=0

(
i

k

)
||x||n
2n+k

· ||y||n
2n+1−k

= ||x||n||y||n.

Por lo tanto, ||xy||n ≤ ||x||n||y||n. Por lo que C∞(0, 1) es una m-convexa.

Ahora veamos que esta álgebra es completa:

Sea (xn)n∈N ∈ C∞(0, 1) una sucesión de Cauchy, entonces dado ε > 0, ∃N ∈ N tal que

∀n,m ≤ N =⇒ ||xn − xm||α ≤ ε
22α+1 , es decir, 2α máx

0≤i≤α
2i máx

0≤t<1
|x(i)
n (t)− x(i)

m (t)| ≤ ε

22α+1

=⇒ |x(i)
n (t)− x(i)

m (t)| ≤ 2α máx
0≤i≤α

2i máx
0≤t<1

|x(i)
n (t)− x(i)

m (t)| ≤ ε

22α+1

=⇒ |x(i)
n (t)− x(i)

m (t)| ≤ ε
22α+1 si n,m ≤ N1, 0 ≤ i ≤ α, 0 ≤ t ≤ 1
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=⇒ {x(i)
n (t)} es de Cauchy en R y como R es completo, entonces ∃x(i)(t) ∈ R tal que

x
(i)
n (t)→ x(i)(t) =⇒ si n > N2 entonces |x(i)

n (t)− x(i)(t)| ≤ ε
2k+1 .

Sea N = máx{N1, N2} y n,m ≥ N entonces

|x(i)
n (t)− x(i)(t)| ≤ máx

0≤t<1
|x(i)
n (t)− x(i)(t)|

≤ 2α máx
0≤i≤α

2imáx
0≤t<1

|x(i)
n (t)− x(i)(t)|

= 2α máx
0≤i≤α

2i máx
0≤t<1

|x(i)
n (t)− x(i)

m (t) + x(i)
m (t)− x(i)(t)|

≤ 2α máx
0≤i≤α

2i máx
0≤t<1

|x(i)
n (t)− x(i)

m (t)|+ |x(i)
m (t)− x(i)(t)|

< 2α máx
0≤i≤α

2i máx
0≤t<1

ε

22α+1
+

ε

22α+1

= 2α 2α
ε

22α

= ε

Con lo que obtenemos ||xn − x||α = 2α máx
0≤i≤α

2i máx
0≤t<1

|x(i)
n (t) − xi(t)| < ε, lo que implica que

xn → x, por lo tanto C∞ es completa. Podemos concluir que C∞ es un álgebra m-convexa y

B0.

Ejemplo 6. Sea κ el álgebra de todas las series de potencias de la forma x =
∞∑
n=0

xnt
n con

seminormas

||x||n =
n∑
i=0

|xi|

y con multiplicación de Cauchy en serie de potencias, es decir,

xy = z =
∞∑
n=0

znt
n donde zk =

k∑
i=0

xkyk−i

tenemos que

||xy||n =
n∑
k=0

∣∣∣ k∑
i=0

xiyk−i

∣∣∣ ≤ n∑
k=0

k∑
i=0

|xi||yk−i| ≤
n∑
i=0

|xi|
n∑
k=i

|yk| ≤ ||x||n||y||n
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Ahora sea {xp}p∈N una suceción de Cauchy en κ, entonces dado ε > 0 ∃N1 ∈ N tal que

r, s ≤ N1 =⇒ ||xr − xs||n < ε, es decir,

∥∥∥∥∥
n∑
i=0

xri t
i −

n∑
i=0

xsi t
i

∥∥∥∥∥
n

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=0

(xri − xsi )ti
∥∥∥∥∥
n

=
n∑
i=0

|xri − xsi | < ε

Lo que implica que, |xri − xsi | < ε
2n
∀ 0 ≤ i ≤ n, por lo tanto, {xri}r∈N es de Cauchy en

C, entonces ∃N2 ∈ N tal que si n, r ≥ N2 entonces, |xni − xri | < ε
2n
∀ 0 ≤ i ≤ 1 como C es

completo existe xi tal que x
r
i
r→∞−→ xi.

Tomemos N = máx{N1, N2} y r>N, entonces

‖
∑n

i=0 x
r
i t
i −
∑n

i=0 xit
i‖n = ‖

∑n
i=0(xri − xi)ti‖n =

∑n
i=0 |xri − xi| <

∑n
i=0

1
2n
· ε = ε

obtenemos que ||xr − x|| < ε, por lo tanto, {xp}p∈N −→ x =
∑∞

i=0 xit
i por lo tanto el

álgebra κ es completa.

Ejemplo 7. Sea (an,k), 1 ≤ n < ∞, −∞ < k < ∞ una matriz in�nita de números reales

positivos. Asumimos también que para cada n, existe un n'>n tal que

an′,k′an′,l ≥ an,k+l ∀k, l. (2.6)

Llamemos por κ(an,k) el álgebra de todas las series de Laurent de la forma

x =
∞∑
−∞

xkt
k tales que ||x||n =

∞∑
k=−∞

an,k|xk|

Esta es un álgebra bajo la multiplicación de Cauchy, por (2.6)

||xy||n =
∞∑

k=−∞

an,k

∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

xk−i · yi

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k,i=−∞

an,k|xk−i|·|yi| ≤
∞∑

k,i=−∞

an′,k−i·an′,i|xk−i|·|yi| = ||x||n′ ||y||n′



38 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS.

Entonces κ(an,k) es una B0 -álgebra. En este caso, cuando en (2.6) n=n', κ(an,k) es un

álgebra m-convexa.
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2.2. Álgebras localmente m-convexas

De�nición 2.3. Un subconjunto X de un álgebra topológica A es idempotente si X2 ⊂ X.

Un álgebra topológica A es localmente idempotente si existe una base de vecindades del cero

que consiste de conjuntos idempotentes.

Lema 2.4. La envolvente convexa de un conjunto idempotente es también un conjunto idem-

potente.

Demostración. Sea U un conjunto idempotente y V su envolvente convexa. Entonces V

consiste de suma �nitas x =
∑
αnxn donde xi ∈ U,

∑
αi = 1 y 0 ≤ αi ≤ 1. Pero si x, y ∈ V

y y =
∑
βnyn, entonces

xy =
∑

i,j αiβjxiyj ∈ V 2 y xiyj ∈ U y
∑

i,j αiβj = 1 =⇒ V 2 ⊂ V .

Proposición 2.5. Sea A un álgebra localmente convexa. Entonces A es m-convexa si y solo

si es localmente idempotente.

Demostración.⇒) Si A es m-convexa, tiene un sistema de semi-normas (|| · ||α)α∈Σ con

||xy||α ≤ |x|α|y|α, α ∈ Σ.

A�rmamos que B = {x ∈ A : ||x||α < 1/n}α∈Σ,n∈N forma una base de vecindades para

A y consiste de conjuntos idempotentes. En efecto, sea x ∈ A y U una vecindad de x, sea

K = sup{||x − y||α : y ∈ U} ∃n ∈ N tal que 1
n
< k

2
=⇒ V = {x ∈ U : ||x||α < 1

n
} ∈ B y

x ∈ V ⊂ U , por lo tanto, B es una base. Ahora vemos que B consiste de idempotentes pues

||xy||α ≤ ||x||α||y||α < 1
n2 =⇒ xy ∈ B.

⇐) Si A es localmente convexa y localmente idempotente, entonces existe una base de

vecindades del origen (Uα) que consiste de conjuntos idempotentes y tenemos que

V = conv
⋃
|λ|≤1 λUα. Obteniendo una base que consiste de conjuntos balanceados, idempo-

tentes y convexos.
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Si ||x||α es una seminorma en A tal que {x : ||x||α ≤ 1} = Vα, tal que el sistema (||x||α)

da la topología de A y V 2
α ⊂ Vα, es equivalente con ||xy||α ≤ ||x||α||y||α, entonces A es

m-convexa.

Teorema 2.6. Sea A un álgebra m-convexa, entonces A es isomorfa a una subálgebra de

un producto cartesiano de álgebras de Banach. Si A es completa entonces la subálgebra en

cuestión es cerrada.

Demostración. Sea (||x||α)α∈Σ un sistema de seminormas multiplicativas que hace de

A un álgebra m-convexa. Consideremos el siguiente conjunto

Nα = {x ∈ A : ||x||α = 0}

A�rmamos que Nα es un sistema de ideales cerrados en A. En efecto,

Si x, y ∈ Nα =⇒ ||x− y||α ≤ ||x||α + ||y||α = 0

=⇒ ||x− y||α = 0

=⇒ x− y ∈ Nα

Si x ∈ A y ∈ Nα =⇒ ||xy||α ≤ ||x||α||y||α = 0

=⇒ ||xy||α = 0

=⇒ xy ∈ Nα

Por lo tanto, Nα es un ideal, solo nos falta ver que es cerrado; en efecto, pues la norma es

continua y {0} es cerrado, entonces Nα es la imagen inversa continua de un cerrado, la cual

es cerrada para toda α ∈ Σ.

Sean Aα = A/Nα y Ã =
∏
α∈I

Aα con la topología producto y las operaciones de�nidas

coordenada a coordenada. La función Π : A → Ã, donde Π(x) = (Πα(x)) es el isomor�smo

deseado. En efecto, Π es inyectiva pues si (Πα(x))α = 0, entonces Πα(x) = 0 ∀α ∈ I, lo cual
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implica |x|α = 0 ∀α ∈ I (por ser un espacio Hausdor�), por lo tanto, x=0.

Sea O un abierto básico de Ã; entonces existen Uα1 , Uα2 , ...., Uαn abiertos de Aαi

(1 ≤ i ≤ n) respectívamente tales que

O = {x ∈ Ã : xαi ∈ Uαi (1 ≤ i ≤ n)}.

Como Παi es continuo (es la proyección y ésta es continua), Π−1(O) =
n⋂
i=1

Π−1
αi

(Uαi)

también es abierto en A, entonces Π es continua.

Además Π es un homomor�smo de álgebras, pues

Sean x, y ∈ A =⇒ Π(x+ y) = (Π(x+ y)) = (Πα(x) + Πα(y))

x ∈ A, k ∈ C =⇒ Π(kx) = (Πα(kx)) = (kΠα(x)) = k(Πα(x)) = kΠα(x)

x, y ∈ A =⇒ Π(xy) = (Πα(xy)) = (Πα(x)Πα(y)) = Πα(x)Πα(y)

Para �nalizar la demostración falta ver que Π(A) es una subálgebra cerrada de
∏
α∈σ

Aα.

Sea {xn} ⊆ Π(A) y sea x = ĺım
n→∞

xn; x ∈
∏
α∈σ

Aα. Como {xn}N converge, es de Cauchy

entonces

yn = Π−1(xn)⇒ {yn} ⊆ A

y es de Cauchy ⇒ ∃y ∈ A tal que yn → y entonces Π(y) = x, es decir, x ∈
∏
α∈σ

Aα, por lo

tanto Π(A) es cerrada.

Corolario 2.7. Sea A un álgebra m-convexa con unidad e. Entonces su topología puede estar

dada mediante un sistema de semi-normas sub-multiplicativas {‖x‖α}α∈I tales que ‖e‖α = 1

∀α ∈ I.

Demostración. Πα(e) es unidad en Aα y por lo tanto se puede dar una nueva seminorma

en Aα de tal forma que ‖Πα(e)‖α = 1 ∀α ∈ Σ.
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En efecto, sea κα = 1
Πα(e)

, entonces sea ‖x‖′α = ‖x‖ακα. De aqui que ‖Πα(e)‖′α = 1. De

esta forma Aα queda renombrada de manera que ‖Πα(e)‖′α = 1.

Para cada x ∈ A sea ‖x‖α = ‖Πα(x)‖α para cada α ∈ Σ.

Así obtenemos la familia de seminormas con la propiedad pedida.

2.2.1. Topologías iniciales. Subálgebras topológicas. Productos car-

tesianos.

Dada un álgebra A y una familia {(Aα, fα)}α∈I de parejas (Aα, fα) donde para cada

índice α ∈ I, Aα es un álgebra topológica y fα : A −→ Aα un mor�smo de álgebras, entonces

podemos considerar la topología inicial en A de�nida por las funciones fα, α ∈ I, a saber, la

topología débil en A tal que hace cada una de estas funciones continuas. Es claro, que esta

topología es compatible con la estructura de espacio vectorial en el álgebra dada A, de esta

manera A es un espacio vectorial topológico.

Una base local de A consiste de conjuntos de la forma

n⋂
i=1

f−1
αi

(Uαi) (2.7)

donde los conjuntos Uαi son bases locales sobre las álgebras topológicas Aα, α ∈ I.

Además, la misma topología de espacio vectorial en A es compatible con la estructura de

álgebra de A, es decir, A se convierte en un álgebra topológica bajo la siguiente proposición:

Proposición 2.8. Sean A un álgebra, (Aα)α∈I una familia de álgebras topológicas, y un

mor�smo de álgebras fα : A −→ Aα para cada α ∈ I. Entonces la topología inicial de�nida

en A por las funciones fα, α ∈ I, hacen de A un álgebra topológica. En particular el álgebra A

con esta topología tiene una multiplicación conjuntamente continua, si las álgebras topológicas

Aα dadas la tienen.
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Demostración. Por lo anterior la topología bajo consideración es compatible con la

estructura de espacio vectorial de A, una base local es dada por los conjuntos de la forma
n⋂
i=1

f−1
αi

(Uαi).

Más aún, para cada x ∈ A, la función (endomor�smo lineal sobre A) lx : A −→ A de�nida

por y −→ lx(y) := xy es continua. De hecho, es su�ciente probar que, para cada α ∈ I, la

función composición fα ◦ lx es continua.

A -`x
A

?

fα

Aα

@
@
@
@
@R

fα ◦ `x

(2.8)

Sin embargo, esto es directo debido a la hipótesis para la familia (Aα, fα). Por otro lado, la

última parte de la a�rmación es ahora una consecuencia inmediata del siguiente resultado.

Lema 2.9. Sea A un álgebra, F un álgebra topológica con multiplicación continua y h :

A −→ F un mor�smo de álgebras. Entonces la topología de imagen inversa en A de�nida

por h es una topología de espacio vectorial en A que la convierte en un álgebra topológica

con multiplicación continua.

Demostración. En efecto, la topología en cuestión hace de A un espacio vectorial to-

pológico. Además, si h−1(W ) es una vecindad del cero en A, donde W es una vecindad del

cero en F, entonces por la hipótesis, existen vecindades del cero en F, sean U y V tal que

UV ⊆ W y f−1(U)f−1(V ) ⊆ f−1(U · V ) ⊆ f−1(W ), por lo tanto A tiene una multiplicación

conjuntamente continua.
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Comentario. Respecto del uso del lema en la última parte de la demostración de (2.8).

Observamos que la topología inicial en A de�nida por las funciones fα, α ∈ I coincide con la

topología de la imagen inversa en A de�nida por la función

x −→ (fα(x)) : A −→
∏
α∈I

Aα; (2.9)

La imagen de (2.9) es el producto cartesiano respectivo dotado de la topología producto

de�nida en ella por los espacios topológicos Aα, α ∈ I.

Cada Aα tiene multiplicación conjuntamente continua porque
∏
α∈I

Aα tiene multiplicación

conjuntamente continua.

Como la topología de la imagen inversa coincide con la topología inicial dada por fα,

entonces por el Lema (2.9)A tiene una multiplicación conjuntamente continua.

Ahora, dadas álgebras topológicas Aα, α ∈ I, localmente convexas, uno concluye por (2.7)

que la topología inicial en A de�nida por las funciones fα, α ∈ I, hacen de A un álgebra

localmente convexa. Aún más, otra vez se sigue por el Lema (2.9) que A es un álgebra

localmente convexa así de�nida con una multiplicación conjuntamente continua en caso de

que las álgebras Aα, α ∈ I la tengan.

El mismo lema implica que cualquier subálgebra de un álgebra topológica dada con una

multiplicación conjuntamente continua es en la topología relativa (es decir, la topología de la

imagen inversa de�nida sobre esta por la respectiva función de inclusión) un álgebra topoló-

gica del mismo tipo que la dada (si el álgebra topológica considerada tiene una multiplicación

separadamente continua, hay un argumento similar usando un diagrama análogo a (2.8)).

Análogamente uno concluye que cualquier subálgebra de un álgebra localmente convexa es,

en la topología relativa, un álgebra topológica del mismo tipo que la dada.

Por otro lado, obtenemos que: La topología inicial de�nida en un álgebra dada A por las

funciones fα, α ∈ I, como antes, en el caso en que las álgebras sean localmente m-convexas
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hacen que A sea un álgebra localmente m-convexa tambien.

Esto otra vez es directo por (2.7) en conjugación con [32, Teorema 1.1, p.7] y

[32, Lema 3.1, p. 14]. En efecto, uno prueba que la topología de la imagen inversa, corres-

pondiente al mor�smo de álgebras dado h : A −→ F con F un álgebra localmente m-convexa

de�ne a A como un álgebra localmente m-convexa. En particular uno concluye que cual-

quier subálgebra de un álgebra localmente m-convexa es, en la topología relativa, un álgebra

topológica del mismo tipo.

Proposición 2.10. Sea A un álgebra topológica con la topología inicial de�nida por la familia

{(Aα, fα)}α∈I , como arriba, donde la topología de cada una de las álgebras Aα, α ∈ I, es

Hausdor�. La topología de A es Hausdor� si y solo si, para cada elemento x 6= 0 en A existe

un índice α ∈ I tal que fα(x) 6= 0 en Aα.

Demostración.

⇒) Si A es Hausdor� y x 6= 0 en A, entonces existe una vecindad U del cero en A con

x 6∈ U por (2.7)

x 6∈
n⋂
i=1

f−1
α (Uαi) ⊂ U

entonces x 6∈ f−1
αi

(Uαi) para algun αi, por lo tanto fαi 6= 0.

⇐) Si fαi 6= 0 para algún índice α ∈ I, entonces x 6∈ f−1
α (Uα) mientras que f−1

α (Uα)

pertenece a la base local de A, entonces x 6∈
⋂n
i=1 f

−1
α (Uαi) ⊂ f−1

α (Uα), lo cual implica que

existe una vecindad del cero tal que x ∈ U y 0 ∈ f−1
α (Uα) tal que U

⋂
f−1
α (Uα) = ∅.

En particular supongamos que dada una familia (Aα)α∈I de álgebras topológicas y con-

sideramos el producto cartesiano respectivo

A =
∏
α∈I

Aα
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de�nido por los conjuntos Aα, α ∈ I. Entonces de�nimos las operaciones coordenada a coor-

denada y así el conjunto A es un álgebra. La función proyección canonica respectiva

Πα : A −→ Aα, α ∈ I (2.10)

con la de�nición de la topología inicial en A, da por de�nición la topología del producto

cartesiano, de�nida por los espacios topológicos Aα, α ∈ I.

Por otro lado, por la de�nición de las operaciones (en el producto cartesiano) en el álgebra

A, uno realmente tiene que las funciones proyección Πα, α ∈ I son mor�smo de álgebras;

así que uno concluye que A dotada de la topología de producto cartesiano es un álgebra

topológica la cual, en particular, tiene multiplicación conjuntamente continua si este es el

caso para cada una de las álgebras topológicas dadas Aα, α ∈ I.

Uno obtiene que una base local del álgebra topológica A esta de�nida, acorde a (2.23)

como intersecciones �nitas de la forma

n⋂
i=1

π−1
αi

(Uαi) (2.11)

donde los conjuntos Uαi son bases locales de las álgebras topológicas Aα, α ∈ I. Equiva-

lentemente uno puede considerar los conjuntos de la forma

∏
α∈I

Uα

con Uα = Aα exepto por un número �nito de índices α ∈ I para los cuales los respectivos

conjuntos Uα estan variando como en (2.11).

Similarmente, el producto cartesiano de álgebras localmente convexas (con multiplicación

continua) es un álgebra topológica del mismo tipo que los factores.

En particular, es válido para álgebras localmente m-convexas.
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Lema 2.11. Sea (Aα)α∈I una familia de álgebras localmente m-convexas. Entonces, el álgebra

producto cartesiano A =
∏
α∈I

Aα, dotada con la topología de producto cartesiano, es un álgebra

localmente m-convexa. En particular esto es valido para cualquier subálgebra de A.

Por otro lado, el álgebra topológica producto cartesiano es Hausdor� si y sólo si cada

álgebra Aα, α ∈ I es Hausdor�.

Finalmente, el álgebra topológica producto cartesiano es completa si y sólo si Aα, α ∈ I

es completa.

2.2.2. Descomposición de Arens-Michael.

Supongase dada una familia (Aα)α∈I de álgebras, donde el conjunto de índices I es ahora

un conjunto dirigido; es decir, un conjunto parcialmente ordenado (≤) tal que para cuales-

quiéra índices α, β ∈ I existe un índice γ ∈ I tal que α ≤ γ y β ≤ γ.

Lo que es más, está dada una familia (fαβ) de mor�smos de álgebras tales que

fαβ : Aβ −→ Aα (2.12)

para todos α, β ∈ I tal que α ≤ β; además para cada α ∈ I, sea

fαα : Aα −→ Aα donde fαα = idAα (2.13)

el mor�smo identidad en el álgebra Aα.

Así un sistema proyectivo (o inverso) de álgebras es por de�nición una familia

({Aα}, {fαβ}, α ≤ β), como antes, además de cumplir los dos relaciones, satisfacen también

la condición
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fαγ = fαβ ◦ fβγ (2.14)

para cada γ, α, β ∈ I tales que α ≤ β ≤ γ, como se muestra en el siguiente diagrama.

A -fβ
Aβ

?

fαβ

Aα

@
@
@
@
@R

fα

Aγ

?

fβγ

�
�
�
�
��

fγ

?

fαγ

Ahora consideremos el álgebra producto cartesiano

F =
∏
α∈I

Aα

y el siguiente subconjunto de F

A = {x = (xα)α∈I ∈ F : xα = fαβ(xβ) si α ≤ β} (2.15)

A�rmamos que A es una subálgebra de F, por de�nición de las operaciones en el álgebra

F y las hipótesis para las funciones fαβ si x, y ∈ A son tales que x = xα y = yα y β ≤ γ.

xα + yα = fαβ(xβ) + fαγ(xγ)

= fαβ(xβ) + fαβ ◦ fβγ(xγ)

= fαβ(xβ + fβγ(xγ)) ∈ A
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axα + byα = afαβ(xβ) + bfαγ(xγ)

= fαβ(axβ) + fαγ(bxγ)

= fαβ(axβ) + fαβ ◦ fβγ(bxγ)

= fαβ(axβ + fβγ(bxγ)) ∈ A

xα · yα = fαβ(xβ) · fαγ(xγ)

= fαβ(xβ) · fαβ ◦ fβγ(xγ)

= fαβ(xβ · fβγ(xγ)) ∈ A

Por lo tanto, A es una subálgebra.

Si Aα, para cada α ∈ I, tiene elemento identidad, digamos 1α, α ∈ I y los mor�smos de

álgebra fαβ con α ≤ β, preservan la identidad, la identidad 1 = (1α) ∈ F pertenece también

a la subálgebra A de F de�nida por (2.15).

El álgebra A así de�nida es llamada el álgebra límite proyectivo (o inverso), del sistema

proyectivo (Aα, fαβ) dado y es denotada por

A = ĺım
←−

(Aα, fαβ) (2.16)

o simplemente por

A = ĺım
←−

Aα.

Por otro lado, dado un sistema proyectivo de álgebras uno de�ne una familia (fα)α∈I de

mor�smos de álgebras por la relación

fα = Πα|A : A −→ Aα (2.17)
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para cada α ∈ I, al considerar la restricción de A de la proyección canónica Πα de F sobre

Aα, α ∈ I; entonces en este caso (2.17) nos da lugar, en general, a un mor�smo suprayectivo.

Es más, obtenemos que

fα(xα) = fαβ(xβ) = fαβ(fβ(xα)) = (fαβ ◦ fβ)(xα)

Por lo tanto,

fα = fαβ ◦ fβ (2.18)

para cualesquiera α, β ∈ I tales que α ≤ β.

De�nición 2.12. Un sistema proyectivo o (inverso) de álgebras topológicas es un

sistema proyectivo de álgebras {(Aα, fαβ)} como antes, donde las álgebras Aα, α ∈ I son

topológicas y las funciones fαβ con α ≤ β ∈ I son mor�smos continuos de álgebras.

El álgebra límite proyectivo A está dotada de la topología inicial de�nida por las funciones

fα, α ∈ I. El álgebra topológica así de�nida es el álgebra límite proyectivo (o inverso).

Así por lo anterior y el Lema (2.11) concluimos que: El álgebra límite proyectivo de

álgebras localmente m-convexas es un álgebra topológica del mismo tipo.

Finalmente enfatizamos que un álgebra topológica límite proyectivo A = ĺım
←−

(Aα, fαβ)

(siendo una subálgebra topológica de F =
∏

α∈I Aα) es Hausdor� si este es el caso de cada

una de las álgebras Aα, α ∈ I.

De�nición 2.13. Sea A un àlgebra topológica. Un subconjunto U de A es:

U es balanceado si λB ⊂ B, ∀λ con |λ| ≤ 1.

U es absolutamente convexo si es balanceado y convexo.

U es absorbente si ∀x ∈ A, ∃t = t(x) > 0 tal que x ∈ tB
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U es un barril si es cerrado, absolutamente convexo y absorbente.

U es un m-barril si es un barril multiplicativo.

Concluimos esta sección con el siguiente lema.

Lema 2.14. Cada álgebra topológica límite proyectivo A = ĺım
−→

Aα es una subálgebra cerrada

del álgebra topológica producto cartesiano F =
∏

α∈I Aα. En particular, A es completa, si

cada una de las álgebras topológicas dadas Aα, α ∈ I lo es.

Demostración. La primera parte de la a�rmación es una consecuencia directa de (2.15),

la continuidad de las funciones fαβ con α ≤ β ∈ I, y la de�nición de la topología de A, así

como la topología relativa inducida por F. (El argumento previo es válido, para cada espacio

topológico límite proyectivo A, con respecto a su relación con el respectivo espacio producto

cartesiano F). Así la última parte de la a�rmación se obtiene del hecho de que A es un

subespacio cerrado del espacio completo F. En efecto, sea {xn}n una sucesión en A, entonces

(xα)n ∈ A y sea y = (yα) tal que (xα)n −→ y con y ∈ F . Entonces,

fαβ(yβ) = fαβ( ĺım
n→∞

(xβ)) = ĺım
n→∞

fαβ(xβ) ĺım
n→∞

(xα)n = yα =⇒ y ∈ A.

El objetivo de esta parte de la sección es dar una representación de cualquier álgebra

m-convexa A como un límite proyectivo de álgebras de Banach. Como ya se ha menciona-

do anteriormente, esta representación constituye, de hecho, una conclusión fundamental de

toda la teoría de álgebras localmente m-convexas. Como veremos a través de esta descom-

posición preguntas básicas acerca de un álgebra localmente m-convexa se pueden reducir a

las preguntas análogas en sus respectivas álgebras de Banach.

Sea A un álgebra localmente m-convexa junto con una base local N = (Uα)α∈I de A que

consiste de m-barriles. Al considerar las respectivas funciones indicadoras de los elementos

de N, uno obtiene una familia Γ = (pα)α∈I de semi-normas submultiplicativas (continuas)

que de�nen la topología de A.
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Por otro lado, para cada índice α ∈ I, la pareja (A, pα) es un álgebra semi-normada,

entonces esta puede de�nir la respectiva álgebra normada Aα; es decir, uno tiene

Aα = A/p−1
α (0) (2.19)

donde p−1
α (0) = Ker(pα) = {x ∈ A : pα(x) = 0} ≡ Nα es un ideal bilateral cerrado del

álgebra topológica A (Véase la demostración del Teorema (2.6)).

Tomando las completaciones en (2.19) para cada α ∈ I, el álgebra de Banach correspon-

diente

Âα = ̂A/p−1
α (0) (2.20)

Más aún, consideremos la respectiva función cociente (canónico)

ρα : A −→ Aα := A/Nα, α ∈ I (2.21)

la cual es un mor�smo de álgebras, sea también ρα la función de�nida por el siguiente

digrama:

A -ρα
Aα

?

iα (inyección canónica)

Âα

@
@
@
@
@R

ρα = iα ◦ ρα

(2.22)

Este también es un mor�smo del álgebra dada A en el álgebra de Banach Âα, α ∈ I.
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Ahora de�nimos un orden parcial en el conjunto de índices I por la siguiente relación.

Si α, β son elementos de I, sean α ≤ β, si Uα ⊆ Uβ; (2.23)

equivalentemente si ρα(x) ≤ ρβ(x) ∀x ∈ A . (2.24)

Por hipótesis para N concluimos que I dotada con el orden parcial anterior se convierte

en un conjunto dirigido.

Así, para cualesquiera α, β ∈ I con α ≤ β obtenemos por (2.23), ρα ≤ ρβ, cumple

Nβ = Ker(ρβ) ⊆ Ker(ρα) = Nα.

Entonces, la relación

fαβ : Aβ −→ Aα

donde, fαβ(x+Nβ) := x+Nα = [x]α

con x ∈ A de�ne un mor�smo suprayectivo de álgebras fαβ : Aβ → Aα tal que por (2.21)

obtenemos la relación

ρα = fαβ ◦ ρβ (2.25)

para cualesquiera α, β ∈ I, con α ≤ β. Las funciones fαβ, con α ≤ β, son continuas

también. Además (2.13) y (2.14) son satisfechas. En efecto, sea x + Nα ∈ Aα entonces

fαα(x + Nα) = x + Nα = [x]α ⇒ fαα : Aα → Aα es la identidad. Ahora veri�quemos que se

cumple (2.14)
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fαβ ◦ fβγ(x+Nγ) = fαβ(fβγ(x+Nγ)) = fαβ(x+Nβ) = x+Nα = fαγ(x+Nγ)

por lo tanto fαβ ◦ fβγ = fαγ.

Concluimos que la familia {(Aα, fαβ)}α∈I de�ne un sistema proyectivo de álgebras nor-

madas, correspondiente a la base local N en A. Más aún, al considerar las extensiones

continuas fαβ de las funciones fαβ uno obtiene un sistema proyectivo de álgebras de Banach

{(Âα, fαβ)}α∈I y la relación respectiva (2.25) es cierta, tambien.

Por la discusión en la sección previa uno obtiene el álgebra localmente m-convexa ĺım
←
Aα,

así como el álgebra localmente m-convexa completa ĺım
←
Âα.

Nuestro principal interés será encontrar las relaciones entre las dos álgebras anteriores y

el álgebra A dada.

Para ello necesitamos los dos lemas siguientes.

Lema 2.15. Sea A = ĺım
←

(Aα, fαβ) un álgebra topológica límite proyectivo. Entonces una

base local de A es dada por la familia

{f−1
α (Uα) : Uα ∈ Nα, α ∈ I}

donde Nα es una base local de álgebras de Aα, α ∈ I

Demostración. Por (2.11) y (2.17) obtenemos una base local de A al considerar con-

juntos de la forma
n⋂
i=1

f−1
αi

(Uαi) (2.26)

donde los conjuntos Uαi corren sobre bases locales de las álgebras Aα, es decir, Nα, α ∈ I.

Por otro lado, como I es un conjunto dirigido, existe un índice α ∈ I tal que αi ≤ α con

i=1,...,n, así que uno obtiene fαi = fαiα ◦ fα; luego uno tiene
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n⋂
i=1

f−1
αi

(Uαi) =
n⋂
i=1

f−1
α (f−1

αiα
(Uαi)) = f−1

α (
n⋂
i=1

f−1
αiα

(Uαi)) = f−1
α (Vα) (2.27)

donde el conjunto Vα =
n⋂
i=1

f−1
αiα

(Uαi) es una vecindad del cero en Aα. Así, existen Uα ∈ Nα

con Uα ⊆ Vα, lo cual prueba la a�rmación sobre la base (2.26) y (2.27), es decir, una base

local de A está dada por la familia

{f−1
α (Uα) : Uα ∈ Nα, α ∈ I}

donde Nα es una base local del álgebra Aα, α ∈ I.

Ahora, por el lema anterior, también llegamos al siguiente resultado, el cual aplicamos

en el siguiente teorema.

Lema 2.16. Sea A = ĺım
←

(Aα, fαβ) el álgebra límite proyectivo como en el lema anterior, y

B cualquier subespacio vectorial de A. Entonces uno tiene

B =
⋂
α∈I

f−1
α (fα(B)) = ĺım

←
fα(B) (2.28)

donde las funciones fα, α ∈ I son dados por fα = Πα|A : A→ Aα. En particular, si B es

cerrado, obtenemos que

B = ĺım
←
fα(B) = ĺım

←
fα(B). (2.29)

Demostración. La familia

{(fα(B), fαβ|fβ(B))}α∈I (2.30)

de�ne un sistema proyectivo de espacios (vectoriales) topológicos, pues
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fαα : fα(B) −→ fα(B), está de�nida por: fαα = idfα(B) y además

fαβ ◦ fβγ(fγ(b)) = fαβ(fβγ(fγ(b))) = fαβ(fβ(b)) = fα(b) = fαγ(fγ(b)), por lo tanto,

fαβ ◦ fβγ = fαγ

Por otro lado, como fαβ(fβ(B)) ⊆ fαβ(fβ(B)) = fα(B) para cualquier α ≤ β, uno obtiene

que la familia

{(fβ(B), fαβ|fβ(B))}α∈I (2.31)

de�ne también un sistema proyectivo de espacios (vectoriales) topológicos, así la segunda

igualdad de (2.28) es ahora un nueva consecuencia directa de la misma de�nición.

Ahora probaremos queB ⊂
⋂
α∈I

(fα(B)). Para ello es su�ciente probar queB ⊆ f−1
α (fα(B)),

∀α ∈ I pues B ⊆ f−1
α (fα(B)) = f−1

α (fα(B)), ∀α ∈ I. Entonces, sea x ∈ B ⇒

fα(x) ⊂ fα(B) ⊂ fα(B).

Por último es su�ciente probar que cada elemento en
⋂
α∈I

f−1
α (fα(B)) es un punto de

acumulación de B. Así, si fα(x) = xα ∈ fα(B) ∀α ∈ I, entonces para cada vecindad abierta

básica Uα de xα en Eα (es decir, un elemento de un sistema fundamental de vecindades

abiertas del punto en cuestión) uno tiene Uα ∩ fα(B) 6= φ así que f−1
α (Uα) ∩ B 6= φ donde

f−1
α (Uα) es una vecindad abierta básica de x en A por el Lema (2.15) prueba la a�rmación.

Por lo tanto, B =
⋂
α∈I

f−1
α (fα(B)) = ĺım

←
fα(B), uno tiene que

B ⊆
⋂
α∈I

f−1
α (fα(B)) ⊆

⋂
α∈I

f−1
α (fα(B))

Así por (2.30) y por (2.31) obtenemos

B ⊆ ĺım
←
fα(B) = ĺım

←
fα(B) = B
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Entonces, B = ĺım
←
fα(B) = ĺım

←
fα(B).

Hemos llegado ahora al resultado principal de esta sección.

Teorema 2.17. Sea A un álgebra localmente m-convexa (Hausdor�) y N = (Uα)α∈I una base

local de A que consiste de m-barriles. Más aun, denotemos por Â a la completación de A y sea

Aα (resp. Âα), α ∈ I, las álgebras normadas (resp. álgebras de Banach) correspondientes

a la base local N de�nidas por Aα = A/p−1
α (0) (resp. Âα = ̂A/p−1

α (0)). Entonces tenemos las

relaciones

A ⊆ ĺım
←
Aα ⊆ ĺım

←
Âα = Â (2.32)

mediante isomor�smos algebraicos topológicos. En particular, para cada álgebra completa

localmente m-convexa A, con N como antes, obtenemos las relaciones

A = ĺım
←
Aα = ĺım

←
Âα (2.33)

mediante isomor�smos isométricos algebraicos topológicos.

Demostración. Considerando las álgebras localmente m-convexas ĺım
←
Aα y ĺım

←
Âα, ob-

tenemos la siguiente función

φ : A→ ĺım
←
Aα donde x→ φ(x) := (ρα(x)) (2.34)

donde, ρα(x) = x+Ker(ρα) = [x]α, α ∈ I, es decir,

ρα(x) = (fαβ ◦ ρβ)(x) = fαβ(ρβ(x)) = [x]α, por lo tanto, φ(x), x ∈ A; es un elemento de

ĺım
←
Aα. Así φ está bien de�nida. Ahora, es claro que φ de�ne un mor�smo de las álgebras

respectivas. Probaremos que φ de�ne un isomor�smo topológico (de álgebras) en ĺım
←
Aα, α ∈

I.
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Efectivamente, si φ(x) = ([x]α) = 0, entonces [x]α = 0 con α ∈ I que pues ρα(x) = 0,

para cada α ∈ I, así que, como A es de Hausdor� llegamos a que x = 0. Por lo tanto la

función φ es inyectiva.

Además, (fα ◦ φ)(x) = fα([x]α) = [x]α = ρα(x), por lo tanto,

fα ◦ φ = ρα, α ∈ I. (2.35)

Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

A -φ
ĺım
←
Aα

?

fα

Aα

@
@
@
@
@
@@R

fα ◦ φ = ρα

lo cual implica que φ es continua. Por otro lado, la función inversa

φ−1 : φ(A) ⊆ ĺım
←
Aα −→ A (2.36)

es también es continua. En efecto, si Uα ∈ N es cualquier miembro de la base local de A

dada, el conjunto

V = (
∏
β∈I

Vβ)
⋂

φ(A),

con Vα = ρα(1
2
Uα) y Vβ = Aβ, para cada β ∈ I, con β 6= α, de�ne una vecindad del cero

en φ(A), de tal forma que V ⊆ φ(Uα). Entonces, φ es también una función abierta. Y hemos

probado que φ de�ne un isomor�smo algebraico topológico del álgebra A dada en ĺım
←
Aα.
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Las inyeciones canónicas (isomor�smos algebraico-topológicos) jα : Aα −→ Âα, α ∈ I

conmutan con las funciones fαβ y sus extensiones fαβ : Âβ −→ Âα, con α ≤ β, y obtenemos

un isomor�smo (de álgebras)

j = ĺım
←
jα : ĺım

←
Aα −→ Âα (2.37)

que es tambien topológico, lo cual es fácilmente de ver por de las de�niciones de las

topologías de las álgebras involucradas en (2.37).

Por otro lado, por (2.35) y (2.21) tenemos fα(φ(A)) = ρα(A) = Aα para cada α ∈ I;

entonces A ⊆ A = φ(A) porque φ es isomor�smo de álgebras como se probó antes, entonces

φ(A) = ĺım
←
fα(φ(A)) y fα(φ(A)) = Aα lo que implica ĺım

←
fα(φ(A)) = ĺım

←
Aα por el

Lema (2.16) ĺım
←
Aα = ĺım

←
Âα, entonces podemos concluir

A ⊆ A = φ(A) = ĺım
←
fα(φ(A)) = ĺım

←
Aα = ĺım

←
Âα. Por el Lema (2.14) el ĺım

←
Âα es completo.

Concluimos que

Â = A = ĺım
←
Aα = ĺım

←
Aα = ĺım

←
Âα

mediante isomor�smos algebraicos topológicos, lo cual junto con (2.37) prueban ambas

relaciones (2.32) y (2.33) y con esto �naliza la prueba del teorema.

Una consecuencia directa de lo anterior es ahora el siguiente corolario.

Corolario 2.18. Cada álgebra localmente m-convexa (Hausdor�) es, mediante un isomor-

�smo algebraico topológico, una subálgebra de un producto cartesiano de álgebras de Banach.

Esto proporciona, un sistema proyectivo de álgebras (de Banach) topológicas, tal que el álge-

bra dada es también una subálgebra densa de la respectiva álgebra límite proyectivo.

Si A tiene una base local numerable N = (Un)n∈N (es decir, A es un álgebra localmente

m-convexa metrizable), obtenemos el siguiente corolario del teorema (2.17). En este respecto,
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es claro que podemos suponer que la base local, N, consiste de una sucesión decreciente de

subconjuntos de A. Así, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.19. Cada álgebra localmente m-convexa de Fréchet es (mediante los isomor�s-

mos algebraicos topológicos) el límite proyectivo de una �sucesión decreciente� de álgebras de

Banach.

Observación. La sucesión An, n ∈ N, de álgebras de Banach considerada en el corolario

anterior es tal que, para cada m ≤ n en N, tenemos un mor�smo (continuo) de álgebras

fnm : Ân −→ Âm, que no es en general inyectivo.

De�nición 2.20. Supongamos que damos un álgebra localmente m-convexa completa A y

una base local N = (Uα)α∈I de A que consiste de m-barriles. Una descomposición de Arens-

Michael A, correspondiente a la base local N bajo consideración es una expresión de la forma

A = ĺım
←
Âα

la cual existe y tiene sentido por el Teorema (2.17) excepto por un isomor�smos de

álgebras topológicas.

Es conveniente hacer notar que, abusando de la terminología, nos referimos a una des-

composición de Arens-Michael de cualquier álgebra localmente m-convexa A, no necesaria-

mente completa para considerar cualquier relación de la forma

A ⊆ ĺım
←
Aα ⊆ ĺım

←
Â = ĺım

←
Â

correspondiente a una base local dada N = (Uα)α∈I de A.
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2.2.3. Funcionales lineales multiplicativos y el espectro.

En esta sección A denotará un álgebra completa, conmutativa, localmente m-convexa

con unidad e, que es un espacio complejo localmente convexo con un sistema de seminormas

submultiplicativas ‖x‖α, α ∈ Λ.

De�nición 2.21. Sea A como arriba. Denotamos por m
]
(A) el conjunto de todas las

funcionales lineales multiplicativas no nulas de A. Denotamos porm(A) al conjunto de

todos los elementos dem
]
(A) que son continuos y conmα(A) al conjunto de todos los

elementos enm(A) que son continuos con respecto a la seminorma ‖ · ‖α. Decimos que el

álgebra A es funcionalmente continua sim
]
(A) =m(A). Entonces tenemos

mα(A) ⊂m(A) ⊂m]
(A)

De�nición 2.22. La topología de Gelfand enm
]
(A) está de�nida de la siguiente forma:

si f0 ∈m
]
(A) entonces la base de vecindades de f0 enm

]
(A) está dada por

U(f0; ε;x1, x2, ....., xn) = {f ∈m]
(A) : |f(xi)− f0(xi)| < ε, i = 1, 2..., n},

donde ε > 0 y x1, x2, ...xn ∈ A.

m(A) es entonces un subespacio dem
]
(A) bajo la topología relativa.

Sea ahora α ∈ I, de�nimos Nα = {x ∈ A : ‖x‖α = 0}. Este es un ideal cerrado de A

(Véase la demostración del Teorema (2.6)).

Consideremos al álgebra normada (A/Nα, ‖ ·‖α) a la que llamamos Aα y la completamos.

Así obtenemos un álgebra normada completa, la cual denotamos con Âα.

El subespaciomα(A) ⊂m(A) puede identi�carse conm(Âα). De hecho hay una

correspondencia uno a uno entrem(Âα) ymα(A) dada por:

φ :mα(A) −→m(Âα)

F 7−→ φ(F ) = f
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donde (f◦πα)(x) = F (x) y ρα : A→ A/Nα ↪→ Âα es el mor�smo natural. (La continuidad

de F respecto a ‖ · ‖α implica que f ∈m(Âα)).

φ está bien de�nida pues A/Nα es denso en Âα, y su inversa está dada por φ−1(f) = f ◦ρα

Para comprobar que φ es un homomor�smo, sea V = V(f0; ε; ρα(x1), ρα(xn), ...., ρα(xn))

en abierto básico unm(Âα) y sea φ(G) = f0. Ahora,

φ−1(V) = {F ∈mα(A) : φ(F ) ∈ V}

= {F ∈mα(A) : |φ(F )(ρα(xi))− f0(ρα(xi))| < ε, ∀i = 1, 2, ..., n}

= {F ∈mα(A) : |F (xi)−G(xi)| < ε, ∀i = 1, 2, ..., n}

= U(G; ε, x1, x2, .., xn)

que es un abierto básico demα(A), lo cual prueba que φ es continua.

Análogamente φ(UG; ε;x1, x2, ..., xn)) = V(φ(G); ε; ρα(x1), ρα(x2), ..., ρα(xn)) lo cual prue-

ba que φ es abierta.

Por lo tanto φ es un homeomor�smo.

De�nición 2.23. El espaciom(A) es el espectro de A.

Observacion 2.24. mα(A) es compacto ∀α ∈ Λ pues mα(A) ∼= m(Âα). Además,

m(A) =
⋃
α∈I
mα(A).

De�nición 2.25. Sean A como antes, y x ∈ A. La transformada de Gelfand de x es la

función

x̂ :m(A) −→ C

f 7−→ x̂(f) = f(x)



2.2. ÁLGEBRAS LOCALMENTE M-CONVEXAS 63

Observacion 2.26. x̂ es una función continua.

Demostración.Dada ε > 0 sea U = U(f ; ε;x) = {g ∈m(A) : |f(x) − g(x)| < ε},

entonces x̂(U) ⊆ Bε(f(x)), donde Bε(f(x)) es la bola con centro en f(x) y radio ε.

Lema 2.27. Sea A un álgebra m-convexa completa. Si (xα)α∈I ∈
∏
α∈I

Aα y fαβ(xβ) = xα

siempre que β > α, entonces existe un elemento x ∈ A tal que fα(x) = xα ∀α ∈ I.

Demostración. Como fαβ(xβ) = xα, entonces (xα)α∈I ∈ Â y por el Teorema (2.17)

existe x ∈ A tal que fα(x) = xα ∀α ∈ I.

Teorema 2.28. Sea x ∈ A. Entonces x ∈ G(A) si y sólo si fα(x) ∈ G(Aα) para toda α ∈ I.

Demostración. Si x ∈ G(A) entonces fα ∈ G(Aα) porque es la imagen homorfa de un

elemento invertible.

Recíprocamente, si fα(x) ∈ G(Aα) ∀α ∈ I, como fα(e) es la unidad en Aα, entonces

fα(e) = fαβ(fβ(e))

= fαβ(fβ(x)fβ(x)−1)

= fαβ(fβ(x)) · fαβ(fβ(x)−1)

= fα(x)fαβ(fβ(x))−1.

Esto quiere decir que fαβ(fβ(x))−1 = fα(x)−1.

Así que si α << β, entonces fαβ(fβ(x)−1) = fα(x)−1. Se cumple la hipótesis del

Lema (2.27) para xα = fα(x)−1. Esto implica que existe y ∈ A tal que

fα(y) = fα(x)−1 ∀α ∈ I.

Ahora fα(xy) = fα(yx) = fα(x)fα(y) = fα(e) ∀α ∈ I y entonces xy = yx = e; ésto nos

dice que x ∈ G(A).
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Teorema 2.29. (Propiedad de Wiener para álgebras m-convexas).

Si A es como antes, entonces x ∈ G(A) si y sólo si x̂(f) 6= 0 ∀f ∈m(A).

Demostración. La propiedad de Wiener se cumple en álgebras de Banach; es decir, si

B es un álgebra de Banach y y ∈ B, entonces y ∈ G(B) ⇔ ŷ(f) 6= 0, ∀f ∈m(B), por lo

tanto, para cada x ∈ A, tenemos que ρα(x) ∈ G(Âα) ⇔ ρ̂α(x)(fα) 6= 0, ∀fα ∈mα(A).

⇒)Sea x ∈ G(A), entonces ρα(x) ∈ G(Âα), ∀α ∈ I y por lo tanto ρ̂α(x)(fα) 6= 0,

∀fα ∈mα(A). Si f ∈m(A), entonces f = fα ∈m(Âα) para alguna α; por lo tanto

x̂(f) = x̂(fα) = fα(x) = (f ◦ ρα)(x) = f(ρα(x)) = ρ̂α(x)(f) 6= 0

⇐) Si x̂ 6= 0 ∀f ∈m(A), entonces x̂(f) 6= 0,

∀f ∈m(A), entonces f(x) 6= 0, ∀f ∈m(A); en particular f(x) 6= 0, ∀f ∈m(Âα) y

por lo tanto (f ◦ ρα)(x) 6= 0, ∀f ∈m(Aα), es decir, ρα(x) ∈ G(Âα), ∀α ∈ Λ. Entonces

x ∈ G(A).

Teorema 2.30. Sea A un álgebra localmente m-convexa con unidad (sobre los reales o com-

plejos, obsérvese que no estamos suponiendo conmutatividad, ni completitud), entonces la

operación x 7−→ x−1 es continua en G(A).

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es completa ya que

si A no es completa, la sumergimos en su completación Â. Entonces si mostramos que la

operación x → x−1 de G(Â) en si misma es continua y la restringimos a G(A), entonces la

operación también es continua de G(A) en si misma pues A es densa en Â. Supongamos ahora

que {xt} −→ x0 es una red, xt, x0 ∈ G(A). Entonces para cada α, {ρα(xt)} −→ ρα(x0)

en Âα (pues πα es continua), pero Âα es de Banach y ahí la inversa es continua, entonces

{ρα(xt)
−1} −→ ρα(x−1

0 ), pero ρα(xt)
−1 = πα(x−1

t ) y por lo tanto {x−1
t } −→ x−1

0 en A.

Ahora presentamos el teorma de Gelfand-Mazur para álgebras m-convexas.
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Teorema 2.31. (Gelfand - Mazur). Si A es como en el teorema anterior y A = G(A)∪(0),

entonces A = R o C o Q en el caso real y A = C en el caso complejo.

En el caso conmutativo el teorema anterior se sigue del:

Teorema 2.32. Sea A un álgebra conmutativa, compleja, m-convexa con unidad e. Entonces

m(A) es no vacío.

Demostración. Sabemos quem(A) =
⋃
α∈Λ

mα(A) ∼=
⋃
α∈λ
m(Âα).

Como Âα es de Banach ∀ α ∈ I, entoncesm(Âα) 6= φ ∀α ∈ I. De aquí se sigue la

a�rmación.

De�nición 2.33. Sea A un álgebra localmente m-convexa conmutativa, compleja con unidad

e. Si x ∈ A, entonces el espectro de x en A es

σ(x) = {λ ∈ C : x− λe 6∈ G(A)}

Teorema 2.34. Sea A un álgebra localmente m-convexa conmutativa, compleja con unidad

e. Si x ∈ A, entonces

σ(x) = x̂ (m(A)) = x̂ (m
]
(A)) =

⋃
α

σÂα(ρα(x))

Demostración. Por de�nición σ(x) = {λ ∈ C| x− λe 6∈ G(A)}, entonces λ ∈ σ(x) si y

sólo si existe f ∈m(A) tal que 0 = ̂(x− λe)(f) = f(x−λe), es decir, x̂(f) = f(x) = λ; esto

es, λ ∈ x̂(m(A)) y por lo tanto λ ∈ x̂(m
]
(A)). Esto dice σ(x) = x̂(m(A)) ⊂ x̂(m

]
(A)).
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Comom(A) =
⋃
α∈I
mα(A), entonces

λ ∈ σ(x)⇔ λ ∈ x̂(m(A)) = x̂(
⋃
α∈I

mα(A))

=
⋃
α∈I

x̂(mα(A))

=
⋃
α∈I

̂(πα(x))(mα(A))

=
⋃
α∈I

σAα(πα(x))

ya que x̂(f) = f(x) = f(πα(x)) = π̂α(x)(f) tenemos que σ(x) = x̂(m(A)) = x̂

(⋃
α∈I

σÂα(ρα(x))

)
y x̂(m(A)) ⊆ x̂(m

]
(A)).

Si λ ∈ x̂(m
]
(A)), entonces ∃f ∈m]

(A) tal que λ = x̂(f). Esto implica que λ = f(x),

lo cual dice que f(x − λe) = 0 y por lo tanto x − λe no es invertible; por lo tanto, por

la propiedad de Wiener para álgebras m-convexas (Teorema (2.29)), ∃g ∈m(A) tal que

g(x− λe) = 0 y entonces λ = g(x). Así tenemos que x̂(m
]
(A)) ⊆ x̂(m(A)).

Observacion 2.35. Del teorema anterior se sigue que para F ∈m]
(A) y x ∈ A,

F (x) = f(x) para alguna f ∈m(A), donde f depende de x.

En efecto, si F ∈m]
(A) entonces x̂(F ) ∈ x̂(m

]
(A)) = x̂(m(A)). De aquí que

x̂(F ) = x̂(f), con f ∈m(A).

De�nición 2.36. Para x ∈ A de�nimos el radio espectral de x, ρ(x), como

ρ(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}.

Ahora mostraremos algunas fórmulas para ρ(x).

Teorema 2.37. Sea (A, ‖ · ‖α∈σ) un álgebra localmente m-convexa conmutativa, compleja

con unidad e. Sea x ∈ A, de�nimos

r1(x) = sup
α∈Σ

ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖α,
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r2(x) = sup
|·|

ĺım
n

sup n
√
|xn|, donde el supremo se toma con respecto a todas las semi-

normas continuas | · | en A.

r3(x) = sup
f∈A∗

ĺım sup
n→∞

n
√

(f(xn)), donde A* es el conjunto de todos los funcionales

lineales continuos de A en C.

r4(x) = sup
f∈m(A)

|f(x)|,

r5(x) = ı́nf{r : x− λe ∈ G(A) ∀λ, |λ| > r}

r6(x) = ı́nf{r : ∃(an)∞n=0, an ∈ C, Σanλ
n tiene radio de convergencia igual a r

y
∞∑
n=0

anx
n converge en A}

r7(x) = ı́nf{r : ∀(an)∞n=0, an ∈ C, si
∞∑
n=0

anλ
n tiene radio de convergencia igual a r,

entonces
∞∑
n=0

anx
n converge en A}.

Entonces r1(x) = r2(x) = r3(x) = r4(x) = r5(x) = r6(x) = r7(x) = ρ(x)

Demostración.

Es claro que r2(x) ≥ r1(x), es decir, sup
|·|

ĺım sup n
√
|xn| ≥ sup

α∈Σ
ĺım n

√
‖xn‖α y por otro lado,

para cada seminorma continua | · | en A, existe una constante c > 0 y una α ∈ Σ tal que

|x| ≤ c‖x‖α, ∀x ∈ A, y por lo tanto

ĺım sup n
√
|xn| ≤ ĺım n

√
c‖xn‖α ≤ r1(x)

entonces r1(x) = r2(x).

Ahora probamos que r1(x) ≥ r3(x). Si f ∈ A∗, ∃c > 0 tal que |f(x)| ≤ c‖x‖α ∀x y para

alguna α ∈ Λ. Entonces |f(xn)| ≤ c‖xn‖α. De aquí que n
√
|f(xn)| ≤ n

√
c‖xn‖α y por lo tanto

ĺım
n→∞

sup n
√
|f(xn)| ≤ ĺım

n→∞
n
√
c‖xn‖α = ĺım

n→∞
c1/n n

√
‖(xn)‖α = ĺım

n→∞
n
√
‖xn‖α ≤ r1(x).
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Así r3(x) ≤ r1(x) y tenemos r1(x) = r2(x) ≥ r3(x).

Probamos ahora que r3(x) ≥ r4(x). Tenemos

r3(x) = sup
f∈A∗

ĺım sup n
√

(f(xn))

≥ sup
f∈m(A)

ĺım sup n
√
|f(xn)|

= sup
f∈m(A)

ĺım sup n
√
|f(x)|n

= sup
f∈m(A)

ĺım sup |f(x)|

= sup
f∈m(A)

|f(x)| = r4

A continuación probamos que r4 = ρ(x). Tenemos

ρ(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}

= sup{|λ| : λ ∈ x̂ (m(A))}

= sup{|f(x)| : f ∈m(A)} = sup
f∈m(A)

|f(x)| = r4

Observamos que r5 = ρ(x)

ρ(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}

= sup{|λ| : λ ∈ {λ ∈ C : x− λe 6∈ G(A)}}

= sup{|λ| : λ ∈ C y x− λe 6∈ G(A)}

= ı́nf{r : x− λe ∈ G(A) ∀λ, |λ| > r}

Hasta este momento hemos probado r1(x) = r2(x) ≥ r3(x) ≥ r4(x) = ρ(x) = r5(x).

Pero claramente ρ(x) = r5(x). Probamos ahora que ρ(x) ≥ r1(x). Observemos que

ρ(x) ≥ ρAα(πα(x)) puesto que ρAα(πα(x)) = sup{|λ| : λ ∈ σAα(πα(x))} = sup |σAα(πα(x))|

y que σAα(πα(x)) ⊆
⋃
α∈Λ

σAα(πα(x)) = σA(x).
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Nos falta probar que ρAα(πα(x)) ≥ n
√
‖xn‖α. Pero

ρAα(πα(x)) = ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖′α = ĺım

n→∞
n
√
‖πα(xn)‖′α = ĺım

n→∞
n
√
‖xn‖α

donde ‖ · ‖′α es la norma en Aα inducida por la seminorma ‖ · ‖α en A y por lo tanto,

ρ(x) ≥ ρAα(πα(x)) = sup
α

ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖α = r1(x), así que ρ(x) ≥ r1(x).

Esto quiere decir, r1(x) = r2(x) = r3(x) = r4(x) = r5(x) = ρ(x).

Es claro que r6(x) ≤ r7(x). Supongase ahora que r6(x) <∞ y tomemos algún r > r6(x).

Existe una sucesión compleja {an}∞n=0 para la cual la serie
∑
anx

n, an ∈ C converge en A y

tal que el radio de convergencia de la serie de potencias
∞∑
n=0

anλ
n es menor que r, es decir,

r >
1

ĺım sup n
√
|an|

o, equivalentemente,

r−1 < ĺım sup n
√
|an|

entonces tenemos que r−n < |an| para un número in�nito de subíndices n. Por otro lado,

como
∞∑
n=0

anx
n converge en A, se tiene que ‖anxn‖ → 0, ∀α ∈ Λ. Esto implica que existe

una sucesión creciente de enteros {kn} tal que ‖r−knxkn‖α → 0, ∀α ∈ Λ. Por lo tanto

∀f ∈m(A), existen α ∈ Λ y una constante c > 0 tales que

|f((x/r)kn)| = |f(xknr−kn)| ≤ c‖xknr−kn‖α → 0 cuando n→∞.

Luego para toda f ∈m(A) se tiene que |f(x/r)| < 1, por lo tanto 1
|r| |f(x)| < 1 y

entonces |f(x)| < r. Así r4(x) < r y tenemos que r6(x) ≥ r4(x) = ρ(x).

Esta misma relación se cumple si r6(x) =∞. Es su�ciente probar que r7 ≤ ρ(x). Esto es

claro si ρ(x) =∞. Supongamos que ρ(x) <∞ y que r > ρ(x) = r2(x).

Para toda seminorma continua |x|, tenemos que ĺım sup n
√
|(x
r
)n| ≤ r1(x)

r
< 1.

Luego la serie
∞∑
n=0

(x
r
)n es convergente en A y por lo tanto r ≥ r7(x). Así que tenemos la

implicación r > ρ(x) ⇒ r ≥ r7(x), lo cual dice que r7(x) ≤ ρ(x).
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La situación es r1(x) = r2(x) = r3(x) = r4(x) = r5(x) = ρ(x) ≥ r7(x) ≥ r6(x) ≥ ρ(x).

De aquí se sigue el teorema.



Capítulo 3

Ideales en álgebras topológicas.

3.1. Q-álgebras.

En el capítulo 1 enunciamos y probamos algunas propiedades fundamentales que carac-

terizan a las álgebras de Banach como son:

Sus ideales bilaterales máximos son cerrados.

El espectro σ(x) 6= φ es acotado y compacto.

Es una Q-álgebra.

m(A) 6= φ y es compacto.

m(A) =m
]
(A)

En este capítulo estableceremos caracterizaciones de las Q-álgebras en clases de álgebras

más generales. Comenzamos con las álgebras normadas con unidad.

Toda álgebra de Banach es Q, pero este no es el caso para las álgebras normadas. Existen

álgebras normadas que son Q y no son completas, como por ejemplo:

71
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Ejemplo 8. El álgebra R(D) de todas las funciones racionales complejas de�nidas en el

disco unitario cerrado D de C con las operaciones puntuales, dotada con la norma

‖q‖ := sup
z∈C
|q(z)|.

(véase ejemplo (1))

El siguiente teorema muestra que casi todas las propiedades fundamentales de las álge-

bras de Banach son compartidas por la clase de las Q-álgebras normadas, la cual es una clase

más grande. Resulta que algunas de estas propiedades caracterizan de hecho a las Q-álgebras

normadas entre las álgebras normadas con unidad.

Teorema 3.1. (Mascioni) Sea A un álgebra normada, compleja con unidad. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es una Q-álgebra

2. Existe un δ ∈ (0, 1] : x ∈ A y ‖e− x‖ < δ implica que x ∈ G(A).

3. Si x ∈ A y ‖e− x‖ < 1, entonces x ∈ G(A)

4. Si x ∈ A y ‖x‖ < 1, entonces
∞∑
n=0

xn converge en A.

5. ρ(x) = ĺım
n→∞

‖xn‖1/n = ı́nf
n→∞

‖xn‖1/n, ∀x ∈ A

6. sup
‖x‖=1

ρ(x) <∞

7. ρ(x) ≤ ‖x‖, ∀x ∈ A

Demostración.

(1⇒ 2) Por hipótesis tenemos que G(A) es abierto, entonces la unidad es un punto interior

de G(A), es decir, existe un δ > 0 tal que {y ∈ A : ‖e− y‖ < δ} ⊂ G(A). Sabemos que

por de�nición 0 6∈ G(A), lo que implica δ ≤ 1.
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(2⇒ 6) Por (2) existe un δ ∈ (0, 1] : x ∈ A y ‖e− x‖ < δ implica que x ∈ G(A). Tenemos

que ρ(x) ≤ ‖x‖
δ

para toda x ∈ A, por lo tanto sup
‖x‖=1

ρ(x) ≤ sup
‖x‖=1

‖x‖
δ

= 1
δ
< ∞, por lo

tanto, sup
‖x‖=1

ρ(x) <∞.

(6⇒ 5) Las fórmulas ρ(a) ≥ ĺım
n→∞

‖an‖1/n = ı́nf
n
‖an‖1/n y σ(x) 6= 0 son ciertas en cualquier

álgebra normada compleja, (véase 1.27 y [8, Prop. 2.8 y Teo. 5.7]).

Demostraremos que ρ(x) ≤ ĺım
n→∞

‖xn‖1/n, ∀x ∈ A. Primero probaremos que

σ(p(x)) = p(σ(x)) para todo polinomio no constante p.

Sea λ ∈ p(σ(x)), entonces λ = p(α1) con α1 ∈ σ(x), por lo tanto x − α1e 6∈ G(A).

Observemos que p(z)− λ = (z − α1)(z − α2) · · · (z − αn), lo cual implica que

p(x) − λe = (x − α1e)(x − α2e) · · · (x − αne), por lo que p(x) − λe no es invertible y

tenemos que λ ∈ σ(p(x)), por lo tanto, p(σ(x)) ⊆ σ(p(x)).

Si λ ∈ σ(p(x)), entonces p(x)−λe 6∈ G(A) y p(x)−λe = (x−β1e)(x−β2e) · · ·(x−βne),

por lo tanto para algún (x − βie) con 1 ≤ i ≤ n, no es invertible, lo que implica que

p(βi − λ) = 0 para algún 1 ≤ i ≤ n, por lo que, p(βi) = λ, por lo tanto λ ∈ p(σ(x)).

Hemos probado que σ(p(x)) = p(σ(x)) para todo polinomio no constante p.

Entonces, tenemos que para n ∈ N, ρ(x)n = ρ(xn) ≤M‖xn‖, donde

0 < M := sup
‖y‖=1

ρ(y) <∞. Ahora se sigue inmediatamente que:

ρ(x) ≤
(

ĺım
n→∞

M‖xn‖
)1/n

= ĺım
n→∞

M1/n‖xn‖1/n = ĺım
n→∞

M1/n· ĺım
n→∞

‖xn‖1/n = ĺım
n→∞

‖xn‖1/n.

(5⇒ 7) Sea x ∈ A; por la hipótesis tenemos que se cumple

ρ(x) = ı́nf
n→∞

‖xn‖1/n ≤ ı́nf
n→∞

(‖x‖n)1/n = ı́nf
n→∞

‖x‖ ≤ ‖x‖ ∀x ∈ A

lo que implica que ρ(x) ≤ ‖x‖.

(7⇒ 3) Sea x ∈ A tal que ‖1− x‖ < 1. Entonces, por hipótesis tenemos que
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ρ(1 − x) ≤ ‖1 − x‖ < 1, lo que implica ρ(1 − x) < 1, es decir, 1 6∈ σ(1 − x), por lo

tanto, x = 1− (1− x) ∈ G(A), es decir, x ∈ G(A).

(3⇒ 4) Tenemos por hipótesis que si x ∈ A y ‖1− x‖ < 1, entonces x ∈ G(A). Sea x ∈ A

tal que ‖x‖ < 1. De�nimos SN :=
N∑
n=0

xn, ∀N ≥ 0 donde x0 := 1. Por la hipótesis 1−x

es invertible. Sea y := (x− 1)−1 tenemos que

‖SN − y‖ = ‖y(1− x)SN − y‖ = ‖y[(1− x)SN − 1]‖

≤ ‖y‖ · ‖(1− x)SN − 1‖

= ‖y‖ ·

∥∥∥∥∥(1− x)
N∑
n=0

xn − 1

∥∥∥∥∥
= ‖y‖ ·

∥∥∥∥∥
N∑
n=0

xn −
N+1∑
n=1

xn − 1

∥∥∥∥∥
= ‖y‖ · ‖xN+1‖

≤ ‖y‖ · ‖x‖N+1

Ya que ‖x‖ < 1, entonces ĺım
N→∞

SN = y, por lo tanto,
∞∑
n=0

xn converge.

(4⇒ 3) Sea x ∈ A tal que ‖1− x‖ < 1. Por hipótesis tenemos que
∞∑
n=0

(1− x)n converge, a

un y ∈ A. Ahora, obtenemos

∥∥∥∥∥1− x
N∑
n=0

(1− x)n

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥1 +
N∑
n=0

(1− x)n − x
N∑
n=0

(1− x)n −
N∑
n=0

(1− x)n

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥1 + (1− x)
N∑
n=0

(1− x)n −
N∑
n=0

(1− x)n

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥1 +
N+1∑
n=1

(1− x)n −
N∑
n=0

(1− x)n

∥∥∥∥∥
= ‖(1− x)N+1‖

≤ ‖1− x‖N+1

por lo tanto, xy = 1. Similarmente, yx = 1, por lo cual x es invertible.
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(3⇒ 1) Sean x, y ∈ A tales que x ∈ G(A) y ‖x− y‖ < 1
‖x−1‖ . Esto implica que

‖1− x−1y‖ = ‖x−1(x− y)‖ ≤ ‖x−1‖ · ‖x− y‖ < ‖x−1‖ 1

‖x−1‖
= 1

es decir, x−1y es invertible por hipótesis. Sea ω := (x−1y)−1, observemos que

(ωx−1)y = ((x−1y)−1x−1y) = (y−1xx−1y) = y−1y = 1.

Analógamente se prueba que yx−1 es invertible, donde z = (yx−1)−1. Tenemos que

y(x−1z)−1 = y(x−1(yx−1)−1) = y(x−1xy−1) = yy−1 = 1. Hemos demostrado que y es

invertible por la izquierda y por la derecha, entonces es invertible. Esto prueba que

G(A) es abierto.

Teorema 3.2. Sea A un álgebra m-convexa, con unidad, compleja, completa, conmutativa.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Cada ideal máximo de A es de codimensión 1.

2. Para cada elemento x ∈ A el espectro σ(x) es acotado.

3. Para cada elemento x ∈ A el espectro σ(x) es compacto.

4. A es una Q-álgebra, m-convexa, completa sobre una topología más fuerte que la original.

5. A es una Q-álgebra, m-convexa, completa sobre alguna topología.

6. El espacio m
]
(A) de todas las funciones multiplicativas lineales no cero en A es

compacto en la topología débil estrella.

Demostración.

(1⇒ 2) Tenemos que mostrar que si para algún x0 ∈ A el espectro σ(x0) es no acotado,

entonces A posee un ideal máximo de codimensión in�nita.

Supongamos que para algún x0 ∈ A existe una sucesión {zn}n∈N ∈ σ(x0) de números

complejos tendiendo a in�nito.
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Por el Teorema Clásico de Weierstrass [37, Teorema 5.8, p. 119]. Existe una sucesión

ϕn(z) de funciones enteras tal que

ϕ−1
n (0) = {zn, zn+1, zn+2, ...}, n = 1, 2, 3, ... (3.1)

Ponemos

xn = ϕn(x0), n = 1, 2, 3, ...

Sea I el ideal más pequeño de A que contiene todos los elementos x1, x2, .... Esta consiste

de las sumas �nitas de la forma
n∑
i=1

xiyi, yi ∈ A.

Mostraremos que I es un ideal propio de A. Si no, entonces e ∈ I, e =
n∑
i=1

xiyi para

algunos elementos y1, y2, ..., yn ∈ A. Tomemos cualquier funcional f ∈m(A) tal que

f(x0) = zn. Para 1 ≤ i ≤ n tenemos

0 = ϕi(zn) = ϕi(f(x0)) = f(ϕi(x0)) = f(xi)

y esto nos da una contradicción ya que:

1 = f(e) = f(
n∑
i=1

xiyi) =
n∑
i=1

f(xiyi) =
n∑
i=1

f(xi)f(yi) = 0.

Entonces I es un ideal propio.

Sea ahora M cualquier ideal máximo de A que contiene al ideal I. Mostraremos que

este es de dimensión in�nita. Si no, entonces por el Teorema Clásico de Frobenius

[26, Teorema, p. 704] este es de codimensión 1 y por lo tanto M es el kernel de una

función F ∈m]
(A). Ya que xi ∈ I ⊂M , tenemos F (xi) = 0 para i = 1, 2, ...

Sea E el álgebra de todas las funciones enteras de una variable compleja. Se sabe que

todos los funcionales lineales multiplicativos en E son una evaluación puntual, es decir,
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si φ es tal función, entonces siempre existe un número complejo z0 tal que

φ(ϕ) = ϕ(z0)

para cada ϕ ∈ E.

Ponemos ahora φ(ϕ) = F (ϕ(x0)) para cada ϕ ∈ E. Es claramente una función lineal

multiplicativa en E, por lo tanto existe un número complejo z0 tal que

F (ϕ(x0)) = ϕ(z0)

para cada ϕ ∈ E. Tomando como ϕ las funciones ϕi se ve que

ϕi(z0) = F (ϕi(x0)) = F (xi) = 0,

por lo tanto, todas las funciones ϕi tienen un cero en común en z0, lo cual contradice

la relación (3.1). Entonces la codimensión de M es in�nita.

(2⇒ 3) Tenemos que mostrar que si para algún x ∈ A el espectro σ(x) es no cerrado

en C, entonces hay un elemento en A con el espectro no acotado. Por lo tanto, sea

λ ∈ σ(x)/σ(x). Entonces x− λe es un elemento invertible en A y por las fórmulas

x̂(m(A)) = x̂(m
]
(A))

ϕ̂(x)(f) = ϕ(x̂(f))

el espectro del elemento y = (x− λe)−1 es no acotado.

(3⇒ 4) Sea (‖x‖α) un sistema de seminormas submultiplicativas en A dando su topología,

denotada por τ . Ponemos |x|0 = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)} = sup
f∈m(A)

|x̂(f)| para cada x ∈ A.

Esta es claramente una seminorma submultiplicativa en A, posiblemente discontinua.
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De�nimos en A un nuevo sistema de seminormas submultiplicativas

‖x‖∗α = máx(|x|0, ‖x‖α).

El sistema (‖x‖∗α) de�ne en A una nueva topología m-convexa, denotada por τ ∗. La

topología τ ∗ es ciertamente más fuerte que la topología τ .

Mostraremos que el álgebra A es completa en la topología τ ∗. Sea (xi) una red de

Cauchy en la topología τ ∗. Entonces (xi) tambien es una red de Cauchy en la topología

τ ; es decir, como A es completa en la topología τ entonces (xi) τ -converge a un elemento

x0 ∈ A, y además, la red (̂xi) de las transformadas de Gelfand son uniformemente

convergentes a una función continua u(f) de�nida en m(A). Para probar que A

es τ ∗-completa es su�ciente mostrar que u(f) = x̂0(f). Pero para cada f ∈m(A)

tenemos que x̂i(f) = f(xi) → f(x0) = x̂0(f) y para algún i su�cientemente grande

tenemos que x̂i(f)→ u(f). Por lo tanto, A es τ ∗-completa. Claramente, (A, τ ∗) es una

Q-álgebra ya que la vercindad del elemento unitario, dada por

{x ∈ A : |x− e|0 < 1}, consiste enteramente de elementos invertibles.

(4⇒ 5) Es trivial.

(5⇒ 6) Se sigue por el hecho de que para cada Q-álgebram(A) =m
]
(A) es un espacio

compacto (la topología dem
]
(A)) depende solamente de la estructura de espacio

lineal de A y no de su topología, es decir, es compacto con una topología más �na

como la topología débil estrella).

(6⇒ 2)Se sigue del hecho de x̂(m(A)) = x̂(m
]
(A)), pues por (6) tenemos quem

]
(A) es

compacto, entonces x̂(m
]
(A)) es compacto, por el Teorema (2.34) tenemos que σ(x)

es compacto, entonces σ(x) es acotado.

(5⇒ 1) Sea M un ideal máximo de A, como A es Q-álgebra entonces M es cerrado. M es

un subespacio vectorial, entonces A/M es un álgebra m-convexa que es un anillo con
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división. Por el Teorema de Gelfand Mazur (2.31), A/M ∼= C por lo tanto, M es de

codimensión 1.

Corolario 3.3. Sea A un álgebra m-convexa, con unidad, compleja, completa, conmutativa.

El álgebra A posee un ideal máximo denso de codimensión in�nita si y sólo si posee un

elemento con espectro no acotado.

Demostración. Existe un ideal máximo I denso de codimensión in�nita si y sólo si

existe un elemento x ∈ A tal que σ(x) no es acotado. Por los incisos (1) y (2) de Teorema

(3.2).

Corolario 3.4. Sea A un álgebra m-convexa, con unidad, compleja, completa, conmutativa.

Si el espaciom(A) es compacto, entonces el espaciom
]
(A) es compacto también.

Demostración. Por hipótesis el espaciom(A) es compacto; Sea x ∈ A como la trans-

formada de Gelfand-Mazur es continua tenemos que x̂(m(A)) es compacto, ahora por el

Teorema (2.34) tenemos que x̂(m(A)) = σ(x), y aplicando el Teorema (3.2) concluimos

quem
]
(A) es compacto.

De�nición 3.5. Un álgebra topológica es barrilada si cada barril es una vecindad del cero.

Corolario 3.6. Sea A un álgebra m-convexa, completa con unidad, compleja conmutativa la

cual es un espacio barrilado. Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

1. Cada ideal máximo de A es de codimensión 1.

2. Cada ideal máximo de A es cerrado.

3. El espectro σ(x) de cada elemento x ∈ A es acotado.

4. El espectro σ(x) de cada elemento x ∈ A es compacto.

5. A es una Q-álgebra.
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6. El espaciom(A) es compacto.

Demostración.

(5⇒ 2) SeaM ⊂ A un ideal máximo. Veamos que es cerrado. Por hipótesis G(A) es abierto

lo que implica que M ∩G(A) = φ y también M ∩G(A) = φ ya que si ∃x ∈M ∩G(A)

entonces existiría una sucesión {xn}n∈N ⊂ M tal que xn → x, pero como x ∈ G(A)

existe una vecindad V de x tal que V ⊂ G(A). Para n ∈ N su�cientemente grande

xn ∈ V , lo cual es una contradicción pues xn 6∈ G(A). Por lo tanto, M ⊂ (G(A))c que

es cerrado. Luego, M es propio y por ser M máximo, M = M .

(2⇒ 1) Sea M un ideal máximo cerrado entonces A/M es un álgebra topológica y por el

Teorema de Gelfand Mazur tenemos que A/M ∼= C, entonces M es de codimensión 1.

(1⇒ 3) Se obtiene por el Teorema (3.2).

(3⇒ 4) Se obtiene por el Teorema (3.2).

(4⇒ 5) Por el Teorema (3.2) tenemos que el inciso (4) implica que A es una Q-álgebra

m-convexa completa sobre alguna topología lo que implica (5).

(5⇔ 6) Por hipótesis tenemos que cada m-barril es una vecindad del cero, entonces por la

[34, Prop. 4.2, p.17] y la [34, Prop 13.6, p.59] tenemos que (5) es equivalente a (6).

Proposición 3.7. Sea A un álgebra m-convexa, completa con unidad, compleja, conmuta-

tiva. Si el espacio de ideales máximosm(A) no es compacto, entonces A posee un ideal

máximo denso.

Demostración. Si A tiene un elemento x con espectro no acotado, entonces el resultado

se sigue del Corolario (3.3). Si para toda x en A su espectro es acotado entoncesm
]
(A) es

compacto (por la condición (4) del Teorema (3.2)). Por lo tanto,m
]
(A) 6=m(A) y existe

un elemento enm
]
(A)/m(A) cuyo kernel es un ideal máximo denso.
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Proposición 3.8. Sea A un álgebra topológica con unidad. Las siguientes a�rmaciones son

equivalentes:

1. A es Q-álgebra.

2. intG(A) 6= φ.

3. e ∈ intG(A).

4. B1 = {x ∈ A : ρ(x) ≤ 1} es una vecindad del cero.

Demostración.

(1⇒ 2) Por de�nición de Q-álgebra.

(2⇒ 3) Sea a ∈ intG(A). Entonces existe una vecindad V de cero tal que a+V ⊂ G(A). Por

continuidad de la multiplicación en A existe una vecindad U de cero tal que aU ⊂ V y

Ua ⊂ V . Entonces a(e+U) ⊂ a+V ⊂ G(A) y (e+U)a ⊂ a+V ⊂ G(A). Esto implica

que existen redes (aγ(U))γ ∈ Γ y (bγ(U))γ∈Γ en A tales que (aγ(U))[a(e + U)] → e y

[(e+ U)a](bγ(U))→ e. Por lo tanto (e+ U) ⊂ G(A).

(3⇒ 4) Como e ∈ intG(A) entonces existe una vecindad V de cero balanceada tal que

e+ V ∈ intG(A). Debemos probar que V ∈ B1. Si no (λe− x) 6∈ G(A). Luego

(e − x
λ
) 6∈ G(A). Como V es balanceada y |λ| > 1 entonces −x

λ
∈ V , de donde

(e − x
λ
) ∈ e + V ⊂ G(A) lo cual es una contradicción. Por lo tanto, V ⊂ G(A) lo que

implica que B1 es una vecindad del cero.

(4⇒ 1) Supongamos que 0 ∈ intB1 y sea V = 1
2
B1. V es una vecindad de cero. Si

e + V 6⊆ G(A). Entonces existe x ∈ V tal que (e + x) 6∈ G(A). Como x = 1
2
y, para

y ∈ B1, tenemos que (e + 1
2
y) 6∈ G(A), (2e− y) 6∈ G(A) lo que implica que ρ(y) ≥ 2.

Por hipótesis ρ(y) ≤ 1. Por lo tanto, (e+ V ) ∈ G(A). Esto es, A es una Q-álgebra.
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Corolario 3.9. Si A es una Q-álgebra, m-convexa completa conmutativa compleja con uni-

dad entonces A = B∞ = {x ∈ A : ρ(x) <∞}.

Demostración. Supongamos que A es Q-álgebra y A 6= B∞, entonces existe un x ∈ A tal

que ρ(x) =∞ pero como A es Q-álgebra, B1 es una vecindad del cero en A y B1 ⊂ B∞, por

lo tanto, B∞ es una vecindad del cero en A. Sea {xn}n∈N una sucesión en B∞ tal que xn → x,

por el Teorema (2.37) tenemos la fórmula ρ(x) = r3(x) = sup
f∈A∗

ĺım sup n
√
|f(xn)|, entonces

f(xn) → f(x), ∀f ∈ A∗ ya que f es continua, por lo que tenemos sup
f∈A∗

ĺım sup f(xn) →

sup
f∈A∗

ĺım sup f(x), es decir, ρ(xn) → ρ(x), lo cual es una contradicción ya que ρ(xn) < ∞ y

ρ(x) =∞. Por lo tanto A = B∞.

Proposición 3.10. Sea A un álgebra m-convexa. A es Q-álgebra si y sólo si existe | · |β tal

que

ρ(x) = ĺım
n

n

√
‖xn‖β = ı́nf

n≥1

n

√
‖xn‖β

Demostración.

(⇒) A�rmamos que ρ(x) ≥ sup
β

ĺım
n

n
√
‖xn‖β. En efecto, si |λ| > ρ(x), entonces

(λe− x) ∈ G(A) y por lo tanto, existe y ∈ A tal que (λe− x)y = eA. Así para cada β,

πβ(λe− x)πβ(y) = eA ⇔ (λeAβ − πβ(x))πβ(y) = eAβ

donde πβ es la proyección canónica de A en Aβ

luego, πβ(x) ∈ G(Aβ) y entonces |λ| > ρAβ(πβ(x)) = ĺım
n

n
√
‖xn‖β.

Falta probar que ρ(x) ≤ ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖β. Si A es una Q-álgebra entonces existe ‖ · ‖β tal

que

{x ∈ A : ‖x‖β < ε < 1} ⊂ {x ∈ A : ρ(x) ≤ 1}.

Supongamos que ‖x‖β 6= 0, para todo x ∈ A. Entonces si ‖xn‖β < ε tenemos que



3.1. Q-ÁLGEBRAS. 83

ρ(xn) ≤ 1. Así, ρ(ε xn

‖xn‖β
) < 1 lo cual implica que

(ρ(x))n ≤ ρ(xn) ≤ 1

ε
‖xn‖β.

Luego, ρ(x) ≤ ĺım
n→∞

n
√
‖xn‖β.

Si ‖γx‖β = 0 para todo γ ∈ C, entonces ρ(γx) ≤ 1, de donde ρ(x) ≤ 1
γ
→ 0 cuando

|γ| → ∞.

(⇐) Por hipótesis tenemos que ρ(x) ≤ ‖x‖β, para toda x ∈ A y alguna β. Entonces {x ∈

A : ‖x‖β ≤ 1} ⊂ {x ∈ A : ρ(x) ≤ 1}. Es decir, el conjunto {x ∈ A : ρ(x) ≤ 1} es una

vecindad del cero y por lo tanto, A es una Q-álgebra.
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3.2. Ideales, condiciones de cadena y Q-álgebras.

La teoría de anillos nos proporciona conceptos y propiedades importantes que pueden ser

aplicadas en el contexto de las álgebras topológicas.

De�nición 3.11. Un anillo conmutativo R es Noetheriano si sus ideales satifacen la con-

dición de cadena ascendente, es decir, si para cada cadena de ideales I1 ≤ I2 ≤ ... ≤ In ≤ ...,

existe un n ∈ N tal que In+i = In (i = 1, 2, 3, ..).

Un anillo conmutativo R es Artiniano si sus ideales satifacen la condición de cadena

descendente, es decir, si para cada cadena de ideales I1 ≥ I2 ≥ I3 ≥ ... ≥ In ≥ ..., existe un

n ∈ N tal que In+i = In (i = 1, 2, 3, ..).

Proposición 3.12. Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es Noetheriano.

2. Cada ideal de R es �nitamente generado.

3. Cada familia no vacía de ideales de R tiene algún elemento máximo.

Demostración.

(1⇒ 3) Sea Ω una familia de ideales no vacía. Tomemos una cadena ascendente de ideales

I1 ⊆ I2 ⊆ · · ·. Sea I =
⋃

1≤j<∞
Ij, este es un ideal y cota superior de Ω. Entonces por el

Lema de Zorn, existe un ideal máximo en Ω.

(3⇒ 2) Consideremos un ideal I. A�rmamos que I es �nitamente generado, para ello con-

sideremos

Ω = {J ⊆ I : Jes �nitamente generado}

tenemos que 0 ∈ Ω, entonces Ω 6= φ, por lo tanto, por la condición (b) admite un

elemento máximo, digamos H.
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A�rmamos que H = I, para ello supongamos que H ( I.Sea x ∈ I/H. Consideremos

H ′ = H + Rx ∈ Ω, por lo tanto, H ⊆ H, lo que es una contradicción, por lo tanto,

H = I.

(2⇒ 1) Supongamos que se cumple la condición (2) y tomemos una cadena de ideales tal

que I1 ⊆ I2 ⊆ · · ·, sea I =
⋃
n∈N

In. Entonces I es �nitamente generado por la hipótesis,

es decir, existen x1, x2, ..., xr ∈ I tales que I = Rx1 +Rx2 + · · ·+Rxr. Entonces

x1 ∈ I ⇒ x1 ∈ In1

x2 ∈ I ⇒ x2 ∈ In2

·

·

xj ∈ I ⇒ xr ∈ Inr

Sea κ = máx{nj : 1 ≤ j ≤ r}, entonces xj ∈ Inκ , ∀1 ≤ j ≤ r, por lo tanto Inκ ⊇ I, lo

que implica que I = Inκ .

Proposición 3.13. Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es Artiniano.

2. Cada familia no vacía de idelaes de R tiene un elemento mínimo.

Demostración. La demostración es dual a 1⇔ 3 del Teorema (3.12)

A continuación recordamos algunas propiedades algebraicas de las álgebras de Banach con

el objeto de analizar si dichas propiedades siguen siendo válidas en álgebras más generales.

Teorema 3.14. Sea A un álgebra de Banach y sea I un ideal bilateral máximo entonces I

es cerrado.

Demostración. Véase el Teorema (1.20)
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Como las álgebras no necesariamente tienen unidad, entonces tenemos la siguiente de�-

nición.

De�nición 3.15. Un ideal izquierdo I de un álgebra topológica compleja A es de tipo �nito

si es generado por un número �nito de elementos de este, es decir, existen x1, x2, ...xr ∈ I

tal que

I = Ax1 + Cx1 + Ax2 + Cx2 + ...+ Axr + Cxr

Sean I1, I2, ..., Ir ideales izquierdos de un álgebra A. Denotamos por I1 ·I2 ·I3 · · ·Ir el ideal

producto, de los ideales Ii′s izquierdos de A. Este ideal es el ideal generado por los productos

x1 · x2 · · · xr, donde xi ∈ Ii. Si Ii = I ∀i = 1, ..., r el ideal I1 · I2 · I3 · · · Ir es denotado por Ir.

Teorema 3.16. Cada funcional lineal multiplicativo en un álgebra de Banach conmutativa

es continuo.

Demostración. Como cada funcional tiene nucleo un ideal máximo y estos son cerrados

por el Teorema (1.21), entonces son continuos.

Corolario 3.17. Sea A un álgebra de Banach conmutativa con unidad. Entonces existe al

menos un funcional lineal multiplicativo y continuo.

Demostración. Si A es el campo de los números complejos entonces la identidad es tal

funcional. Si A no es el campo de los números complejos entonces existe x ∈ A \ {0} que no

es invertible y el conjunto xA es un ideal el cual está contenido en un ideal máximo. Así, el

álgebra tiene un ideal máximo, o equivalentemente, A tiene un funcional lineal multiplicativo

y continuo.

Teorema 3.18. Sea (A, ‖ · ‖) un álgebra normada entonces cada ideal bilateral máximo

cerrado de A es de codimensión uno.

Demostración. Sea M ⊂ A un ideal máximo bilateral cerrado. M es un subespacio vec-

torial, entonces A/M es un álgebra normada que es un anillo con división. Por la Proposición

(1.28) tenemos que A/M ∼= C, lo que implica que M es de codimensión uno.
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Teorema 3.19. Si (A, ‖ · ‖) es un álgebra normada conmutativa con unidad entonces cada

ideal cerrado de A esta contenido en un ideal máximo cerrado.

Demostración Sea I ⊂ A un ideal cerrado. Entonces A/I es un álgebra normada conmu-

tativa y por lo tanto,m(A/I) 6= φ. Sea f ∈m(A/I). Si π : A→ A/I es el homomor�smo

canónico, entonces F (x) = f(π(x)) es un elemento dem(A) e I ⊂ F−1(0) = Z(f ◦ π) el

cual es un ideal máximo cerrado.

Proposición 3.20. Sea (A, ‖ · ‖) una Q-álgebra normada conmutativa. Sea x ∈ A, entonces

σ(x) = {f(x) : f ∈m(A)}

Demostración. Sea λ ∈ σ(x). Entonces (x − λe) 6∈ G(A) lo que implica que existe un

ideal máximo cerradoM de codimensión uno tal que A(x−λe) ⊂M . Así, existe f ∈m(A)

tal que f(x − λe) = 0 y por lo tanto, f(x) = λ, de donde λ ∈ {f(x) : f ∈m(A)}. Si

f(x) = λ entonces (x− λe) 6∈ G(A), así que {f(x) : f ∈m(A)} ⊂ σ(x).

En álgebras normadas, como por ejemplo (P(X); ‖p‖ = máx
0≤x≤1

|p(x)|), el espectro de un

polinomio no constante es todo el plano complejo. Por lo tanto, no tenemos un resulta-

do análogo al anterior. Sin embargo, modi�cando un poco el espectro en ellas tenemos el

siguiente resultado.

De�nición 3.21. Sea (A, ‖ · ‖) un álgebra normada conmutativa. Si x ∈ A, el espectro

σ̃(x) está dado por:

σ̃(x) := {λ ∈ C : (x− λe)A es propio en A}
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Proposición 3.22. Sea (A, ‖ · ‖) un álgebra normada conmutativa. Entonces

σ̃(x) = {f(x) : f ∈m(A)}

Demostración. Sea λ ∈ σ̃(x). Entonces (x− λe)A ⊂M es un ideal máximo cerrado de

codimensión uno. Así, existe f ∈m(A) tal que f(x− λe) = 0, de donde,

λ ∈ {f(x) : f ∈m(A)}. Veamos la otra inclusión. Observemos que (f(x)e−x) ∈ ker(f) que

es un ideal máximo cerrado. Luego, como (f(x)e−x) 6∈ G(A) entonces (f(x)e− x)A ⊆ ker(f)

lo que implica que el ideal (f(x)e− x)A es propio en A.

Proposición 3.23. Sea (A, ‖ · ‖) un álgebra normada. Si A es Q-álgebra, entonces todos los

ideales máximos de A son cerrados.

Demostración. Sea M ⊂ A un ideal máximo. Veamos que es cerrado. Por hipótesis

G(A) es abierto lo que implica que M ∩ G(A) = φ y también M ∩ G(A) = φ ya que si

∃x ∈ M ∩ G(A) entonces existiría una sucesión {xn}n∈N ⊂ M tal que xn → x, pero como

x ∈ G(A) existe una vecindad V de x tal que V ⊂ G(A). Para n ∈ N su�cientemente grande

xn ∈ V , lo cual es una contradicción pues xn 6∈ G(A). Por lo tanto, M ⊂ (G(A))c que es

cerrado. Luego, M es propio y por ser M máximo, M = M .

Nota: El inverso del Teorema anterior es verdad pero requiere de otros resultados que

veremos más adelante.

Teorema 3.24. Cada álgebra normada, artiniana con unidad (A, ‖ · ‖) es una Q-álgebra.

Demostración. Mostraremos que G(A) contiene una bola {x ∈ A : ‖e − x‖ < 1}.

Supongamos que ‖e − x‖ < 1. La sucesión {Axn}n∈N una sucesión decreciente de ideales

izquierdos, por ser Artiniana existe no ∈ N tal que Axn0 = Axn0+1. Sea a ∈ A tal que

xn0 = axn0+1. Como x es invertible en la completación de A, tenemos que e = ax lo que

implica x ∈ G(A), por lo tanto, G(A) es abierto, entonces A es una Q-álgebra.
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De�nición 3.25. Un ideal P de un álgebra unitaria conmutativa A es llamado primo si

P 6= A y si el cociente A/P es un álgebra sin divisores de cero.

De�nición 3.26. Sea A un álgebra. El Radical de A es

Rad(A) =
⋂
{I ⊂ A : Ies ideal máximo de A}

y el Nilradical de A es

Nil(A) =
⋂
{I ⊂ A : Ies ideal primo de A}

Teorema 3.27. Sea (A, ‖ · ‖) un álgebra normada conmutativa con unidad. Entonces son

equivalentes:

1. (A, ‖ · ‖) es de dimensión �nita.

2. (A, ‖ · ‖) es un álgebra Artiniana.

Demostración

(1⇒ 2) Es inmediata.

(2⇒ 1) Dividimos la demostración de esta implicación en dos partes. En el caso (a) supo-

nemos que el álgebra (A, ‖ · ‖) es local, es decir, tiene un único ideal máximo. Consi-

deraremos el caso general en el (b).

(a) Suponemos que el álgebra (A, ‖ · ‖) es local. Sea M el único ideal máximo de A.

Por [30, Prop IV.3, p.66], sabemos que el radical de un anillo Artiniano es igual a

su nilradical, entonces es nilpotente, es decir, existe un n ∈ N tal que Mn = {0}.

Por otro lado, por la Proposición (3.24) tenemos que A es una Q-álgebra. La

Proposición (3.23) , implica que M es cerrado. Por el teorema de Gelfand Mazur,

M es un ideal de codimensión �nita. El teorema de caracterización de anillos
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Artinianos, implica que A es Noetheriana, entonces M = Ax1 +Ax2 + · · ·+Axr,

donde x1, x2, ..., xr ∈ M . Como M es de codimensión �nita, entonces A/M es de

dimensión �nita. Sea z1 +M, z2 +M, ..., zk +M una base de A/M ; consideramos

a z1, z2, ..., zk. Sea B el subespacio vectorial de A generado por z1, z2, ..., zk.

Se a�rma que A = M + B. Sea a ∈ A, consideremos a + M ∈ A/M , existen

λ1, λ2, ..., λk tales que a + M = λ1z1 + · · · + λkzk + M , por lo tanto, a = λ1z1 +

· · · + λkzk + m con m ∈ M . Por lo anterior podemos concluir que B es un

subespacio de dimensión �nita de A tal que A = M +B.

Para y1, y2, ..., yn−1 ∈ {x1, x2, ..., xr} a�rmamos que Ay1y2 · ··yn−1 = By1y2 · ··yn−1.

En efecto, sea a ∈ Ay1y2 · · · yn−1 = (M +B)y1y2 · · · yn−1, entonces

a = (m+ b)y1y2 · · · yn−1 con m ∈M y b ∈ B

a = (λ1x1 + · · ·λrxr)y1y2 · · · yn−1 + by1y2 · · · yn−1

a = λ1x1y1y2 · · · yn−1 + · · ·+ λrxry1y2 · · · yn−1 + by1y2 · · · yn−1

a = by1y2 · · · yn−1 ∈ By1y2 · · · yn−1

por lo tanto, tenemos que Ay1y2 · · · yn−1 = By1y2 · · · yn−1. Podemos observar que

Ay1y2 · · · yn−1 = By1y2 · · · yn−1

(M +B)y1y2 · · · yn−1 = By1y2 · · · yn−1

My1y2 · · · yn−1 +By1y2 · · · yn−1 = By1y2 · · · yn−1

Como B es de dimensión �nita entonces Ay1y2 · · · yn−1 es de dimensión �nita. De

esto se sigue que Mn−1 es de dimensión �nita. Por inducción se muestra que M

es de dimensión �nita.

(b) En el caso general, el álgebra tiene un número �nito de ideales máximos, pues

se sabe que un anillo Artiniano tiene un número �nito de ideales primos, por

lo tanto, un número �nito de ideales máximos. Sean M1,M2, ...,Mr los ideales
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máximos de A. El rad(A) =
⋂

1≤i≤r
Ir es nilpotente, entonces existe n ∈ N tal que

(
⋂

1≤i≤r
Mi)

n = {0}.

Como Mi +Mj = A para i 6= j tenemos
⋂

1≤i≤r
Mn

i = {0}.

A�rmamos que Mn
i = {x ∈M : x(

⋂
i 6=j

Mn
i ) = {0}} para i ∈ {1, 2, ..., r}, pues

Por lo tanto, Mn
i es un ideal cerrado en A y de ahí el álgebra A/Mn

i es normada.

Por (a) esta es artiniana y entonces de dimensión �nita. Finalmente, ya que A es

isomorfo a
∏

1≤i≤r
A/Mn

i , por lo tanto, A es de dimensión �nita.

Proposición 3.28. Sea A una F-álgebra conmutativa con unidad. Entonces los siguientes

enunciados son equivalentes:

1. A es una Q-álgebra.

2. Todo ideal máximo de A es cerrado.

Demostración.

(1⇒ 2) SeaM ⊂ A un ideal máximo. Veamos que es cerrado. Por hipótesis G(A) es abierto

lo que implica que M ∩G(A) = φ y también M ∩G(A) = φ ya que si ∃x ∈M ∩G(A)

entonces existiría una sucesión {xn}n∈N ⊂ M tal que xn → x, pero como x ∈ G(A)

existe una vecindad V de x tal que V ⊂ G(A). Para n ∈ N su�cientemente grande

xn ∈ V , lo cual es una contradicción pues xn 6∈ G(A). Por lo tanto, M ⊂ (G(A))c que

es cerrado. Luego, M es propio y por ser M máximo, M = M .

(2⇒ 1) Sea | · | una F-norma que de�ne la topología τ de A (existe por la de�nición de F-

álgebra véase (1.29)) y d la distancia en A asociada a | · |. Para todo x, y ∈ A, d(x, y) =

|x− y| en (A,d) es un espacio metrizable y completo uniformemente isomorfo a A.

Supongamos A no es una Q-álgebra, entonces G(A) no es vecindad de la unidad, por

lo tanto,

∀n ≥ 1 ∃un ∈ A/G(A), d(un, e) <
1

n
.
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Obtenemos una sucesión {un}n≥1 de elementos no invertibles en A que converge a e.

Vamos a extraer de esta sucesión una subsucesión {unp}p≥1 tal que d(e, un1) y

∀p > 1, d(e, unp) < 2−(p−1) ∀1 ≤ k ≤ p− 1, d(unk · · · unp−1 , unk · · · unp) < 2−(p−1).

Haremos una contrucción por recurencia. un1 existe pues {un}n≥1 converge a e.

Contrucción de un2 : la función a 7→ un1a de A en A es continua en e, por lo tanto

∃0 ≤ η < 2−1, d(e, a) < η ⇒ d(un1 , una) < 2−1 (3.2)

y ∃n2 > n1, d(e, un2) < η pues {un}n≥1 converge a e; debido a (3.2) uno obtiene

d(e, un2) < η < 2−1 y d(un1 , un1un2) < 2−1.

Supongamos ya contruidos un1 , un2 , ..., unp−1 .

Contrucción de unp : la función a 7→ (un1un2 · · · unp−1a, un2un3 · · · unp−1a, ..., unp−1a) de

A en Ap−1 es continua en e, por lo tanto,

∃0 < η < 2−(p−1), d(e, a) < η ⇒
p−1∑
k=1

d(unk · · · unp−1 , unk · · · unp) <
p−1∑
k=1

2−k (3.3)

y ∃np > np−1, d(e, unp) < η pues {un}n≥1 converge a e; debido a (3.3) se obtiene

d(e, unp) < 2−(p−1) y ∀1 ≤ k ≤ p− 1, d(unk · · · unp−1 , unk · · · unp) < 2−(p−1).

Para toda k ≥ 1 �ja, la sucesión {unkunk+1
· · · unp}p≥k es una sucesión de Cauchy, en

efecto, si q ≥ p ≥ k tenemos

d(unk · · · unp , unk · · · unq) ≤
q−1∑
i=p

d(unk · · · uni · · · uni+1
) ≤

q−1∑
i=p

2−i.
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Por lo tanto, esta serie converge en (A, τ) a un elemento al que denotaremos por ek.

Obtenemos una sucesión {ek}k≥1 que satisface que ∀k ≥ 1, ek = unkek+1; y tenemos:

d(ek, e) ≤ d(e, unk) +
∞∑
p=k

d(unk · · · unp , unk · · · unp+1) ≤ 2−(k−1) +
∞∑
p=k

2−p ≤ 2−(k−2).

Por lo tanto, la sucesión {ek}k≥1 converge a e.

Para k ≥ 1 consideraremos el ideal Aek que es un ideal propio de A pues unk no es

invertible en A. Ya que ∀k ≥ 1, ek = unkek+1, la sucesión de ideales {Aek}k≥1 es

creciente. Entonces
⋃
k≥1

Aek es un ideal propio de A denso en A pues {ek}k≥1 converge

a e.

De donde la existencia de ideales máximos densos en A se sigue de tomar un ideal

máximo que contenga
⋃
k≥1

Aek.

De�nición 3.29. Denotaremos por G`(A) (resp.Gr(A)) al conjunto de los elementos inver-

tibles izquierdos (resp. derechos) de A.

Lema 3.30. Sea A una F-álgebra con unidad e. Entonces las siguientes a�rmaciones son

equivalentes:

1. El conjunto G`(A) (resp.Gr(A)) contiene una vecindad de la unidad.

2. El conjunto G`(A) (resp.Gr(A)) es abierto.

Demostración. Solo tenemos que demostrar (1) ⇒ (2). Dada la prueba para G`(A) es

analóga para Gr(A).

Supongamos que existe una vecindad U de e que consiste de elementos invertibles iz-

quierdos. Sea a un elemento invertible izquierdo en A arbitrario. Como la función x 7→ xa es

sobreyectiva de A en si misma es abierta por el Teorema de la función abierta para F-espacios

e implica que el conjunto Ua es abierto. Como esta contiene a a y consiste de elementos in-

vertibles, cada elemento de G`(A) es un punto interior de este, y por lo tanto, G`(A) es

abierto.
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De�nición 3.31. Sea A un álgebra topológica compleja unitaria. Entonces un elemento

x ∈ A es topológicamente invertible si xA = Ax = A.

Lema 3.32. Sea A una F-álgebra unitaria y sea (xi)i∈N ⊂ A una sucesión que tiende a e.

Entonces existe una subsucesión (ai)i∈N de (xi)i∈N tal que ∀k ∈ N los productos �nitos.

uk = ĺım
i
akak+1 · · · ak+i (3.4)

Son convergentes y además

ĺım
k
uk = e (3.5)

Si todos los xi son invertibles derechos, entonces todos los productos uk son topológicamente

invertibles derechos.

Notemos que la fórmula (1) implica que

uk = akuk+1, ∀k (3.6)

Demostración. Véase [46, Lema 1-5].

Teorema 3.33. Sea A una F-álgebra con unidad. Entonces las siguientes a�rmaciones son

equivalentes:

(a) Todos los ideales izquierdos máximos en A son cerrados.

(b) El conjunto G`(A) de todos los elementos invertibles izquierdos es abierto.

(c) El conjunto G(A) de todos los elementos invertibles es abierto, es decir, A es una Q-

álgebra.

(d) El conjunto Gr(A) de todos los elementos invertibles derechos es abierto.

(e) Todos los ideales derechos máximos en A son cerrados.
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Demostración.

(a⇒ b) Lo haremos por contradicción, asumimos que G`(A) no es abierto. Terminamos la

prueba si mostramos que A tiene un ideal izquierdo denso I, por que entonces cada

ideal izquierdo máximo que contenga a I sería denso y por lo tanto no cerrado.

Por el Lema (3.30), existe una sucesión {xi}i∈N ∈ A de elementos en A/G`(A) que

tiende a e. Consideremos los elementos ai y uk obtenidos a partir de la fórmula (3.4)

del Lema (3.32). Vamos a estar buscando un ideal de la forma:

I =
∞⋃
k=1

Auk. (3.7)

Si ninguno de los uk es invertibles izquierdos, entonces los ideales izquierdos Auk son

propios. En este caso, por el Lema (3.32) tenemos que uk = akuk+1 lo que implica que

Auk = Aakuk+1. Entonces el ideal I es un ideal propio izquierdo en A que es una unión

creciente de ideales propios. También tenemos uk ∈ I, ∀k.

Sea x un elemento arbitrario de A. Entonces xuk ∈ I, ∀k, y por la fórmula (3.5) tenemos

xuk → x. Como x es arbitrario entonces I es denso en A y se sigue la conclusión. Queda

demostrado para cuando todos los elementos uk no son invertibles izquierdos.

Para probar este hecho, consideraremos el primer caso donde nuestra sucesión {xi}i∈N

de elementos no invertibles izquierdos puede ser elegida de modo que consista de ele-

mentos invertibles derechos. A�rmamos que en este caso ningun elemento de uk pueden

pertenecer a G`(A). De otra manera

buk0 = e (3.8)

para algún natural k0 y algún b en A. Por el Lema (3.32), uk0 es topologicamente

invertible derecho, y por lo tanto existen zi ∈ A tales que uk0zi → e. Multiplicando
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(3.8) por zi por la derecha y tomando el límite obtenemos

zi = buk0zi → b.

Entonces uk0b = ĺım
i→∞

uk0zi = e = buk0 y por lo tanto, uk0 es invertible con inverso b.

Tenemos e = buk0 = bak0uk0+1, de modo que uk0+1 es invertible izquierdo también.

Con el razonamiento anterior llegamos a que uk0+1 es invertible, lo que implica la

invertibilidad de ak0 = uk0(uk0+1)−1. Esto es una contracción con la hipótesis de que

xi no es invertible izquierdo para toda i.

En caso contrario no existe ninguna sucesión {xi}i∈N de elementos no invertibles tales

que xi ∈ Gr(A), ∀i. En este caso existe una vecindad U de la identidad tal que no

contiene ningun elemento invertible derecho excepto los invertibles. Tomando ahora

una sucesión {xi}i∈N de modo que no soló todos sus terminos sino también todos los

elementos uk, obtenidos por el Lema (3.32), estan en U . Esto puede hacerse usando la

fórmula (3.5). Nuestra conclusión será obtenida si mostramos que los uk no puede ser un

invertible izquierdo, por que entonces (3.7) daría un ideal izquierdo denso. Supongamos

por contradicción que uk0 es invertible izquierdo para algún k0. Por (3.4) tenemos que

e = buk0 = ĺım
i→∞

bak0 · · · ak0+i y entonces, para un i su�cientemente grande, digamos

i ≥ i0, los elementos bak0 · · · ak0+i estan en U . Por (3.6) tenemos

buk0 = buk0ak0 · · · ak0+iuk0+i0+i+1 = e,

entonces todos los elementos bak0 · · · ak0+i0+i, i ∈ N, siendo elementos invertibles

derechos de U , consecuentemente

ak0+i0+1 = (bak0 · · · ak0+i0)
−1bak0 · · · ak0+i0+1,

y así el elemento de la izquierda es invertible. Esta contradicción completa la implica-

ción deseada.
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(b⇒ c) Esta prueba es similar a la última parte de la anterior. Realizaremos por contra-

dicción que G`(A) es abierto mientras que G(A) no es abierto. Denotemos por U una

vecindad abierta de e que consiste de elementos invertibles izquierdos. Por hipótesis,

existe en U una sucesión xi → e que consiste de elementos no invertibles. Utilizando

el Lema (3.32) obtenemos elementos ai y ui, y por (3.5), existe un indice k0 tal que

uk ∈ U, ∀k ≥ k0. En particular por (3.6), existe un elemento b ∈ A tal que

e = buk0 = ĺım
i→∞

bak0 · · · ak0+i. (3.9)

Por lo tanto bak0 · · · ak0+i ∈ U para un i su�cientemente grande, digamos i ≥ i0.

Tenemos

buk0 = bak0 · · · ak0+i0uk0+i0+1,

de modo que, por (3.9), bak0 · · · ak0+i0 es invertible derecho, y por lo tanto invertible.

Similarmente bak0 · · · ak0+i0+1 es también invertible. Entonces

ak0+i0+1 = (ba− k0 · · · ak0+i0)
−1bak0 · · · ak0+i0+1

es invertible, lo cual es una contradicción.

(c⇒ a) Tenemos que G(A) es abierto. Si M es un ideal izquierdo máximo, entonces M ∩

G(A) = φ y por lo tanto M no es denso en A. Entonces un ideal máximo izquierdo es

denso o cerrado, M es cerrado la implicación se sigue .

Entonces tenemos (a) ⇔ (b) ⇔ (c). Analógamente (c) ⇔ (d) ⇔ (e) es soló cambiar

izquierdo por derecho y se tiene la conclusión.
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Proposición 3.34. Sea A una F-álgebra con unidad donde la familia de ideales izquier-

dos principales satisface la condición de cadena ascendente. Los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. A es una Q-álgebra.

2. ∀x ∈ A, Ax = A⇔ x ∈ G(A).

Demostración. (1) ⇒ (2) Sea x ∈ A tal que Ax = A. Por (1) demostraremos que

Ax = A. Se puede ver fácilmente que Ax ⊆ A, entonces sólo demostraremos que A ⊆ Ax,

tenemos por hipótesis que A ⊆ Ax, entonces existe {xn}n∈N una sucesión en Ax tal que

xn → 1 pero cada xn = anx, lo que implica que anx → 1, por lo tanto, ∃n0 ∈ N tal que

m > n0, implica que amx ∈ G(A), por lo que tenemos que (ym)(amx) = 1.

A�rmamos que {ymam}m∈N es de Cauchy. Dada ε > 0 y d un métrica compatible con la

topología del álgebra, entonces existe N ∈ N tal que n,m ≥ N ⇒ d(ymamx, ynanx) < ε,

lo que implica que ‖x‖d(ymam, ynan) < ε, por lo tanto, {ymam}m∈N es de Cauchy y por ser

A completa tenemos que {ymam}m∈N converge . Sea z = ĺım
m→∞

ymam, entonces zx = 1, por lo

que x es invertible por la izquierda, por [27, Teorema 1, p.353] x es invertible en A.

(2) ⇒ (1) Supongamos que A no es un Q-álgebra. Existe una sucesión {xn}n∈N de ele-

mentos no invertibles tal que xn → e cuando n → ∞. Argumentado en [18, Prop. 2.1],

nosotros construimos una sucesión {en}n∈N de elementos en A que satisfacen:

(i) en → e, (n→∞)

(ii) ∀n en = xnen+1

(La hipótesis de conmutatividad y de m-convexidad que se supone en [18, Prop. 2.1] no

se utiliza para la construcción de la sucesión {en}n∈N). La hipótesis hecha en A resulta la

existencia de un número n0 tal que Aen = Aen0 para todo n ≥ n0. De esto resulta que
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Aen0 = A. Por la a�rmación (2), en0 es invertible izquierdo en A y por lo tanto, invertible

vía [27, Teorema 1, p.353]. Así el elemento xn0 es invertible derecho en A por [27, Teorema

1, p.353], este no es caso, lo cual nos da una contradicción, por lo tanto, A es una Q-álgebra.

Proposición 3.35. Sea A una F-álgebra con unidad la cual es una Q-álgebra. Entonces las

siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. A es una álgebra Noetheriana.

2. Cada ideal izquierdo de A es cerrado.

Demostración.

(1⇒ 2) Sea F la colección de todos los ideales izquierdos no cerrados en A. Asumimos que

F es un conjunto no vacío y sea I el elemento máximo en F. Entonces I no es cerrado,

existe un x ∈ I y x 6∈ I. Entonces tenemos que I ⊂ I +Ax y I 6= I +Ax. Por lo tanto,

I + Ax, pues como I no es cerrado y es el máximo de F.

Por lo tanto, I + Ax = I. Por hipótesis tenemos que existen x1, ..., xr en I tal que

I = Ax1 + Ax2 + · · ·+ Axr. Consideremos la función

ϕ : Ar+1 → I

(a1, a2, ..., ar) →
r+1∑
i=1

aixi donde xr+1 = x

Tenemos que ϕ es una función lineal continua, pues es composición de funciones con-

tinuas de Ar+1 en I. Por lo tanto esta función es abierta.

Por otra parte, sea V una vecindad abierta del cero en A tal que e+V ⊂ G(A), entonces

ϕ(e+ V ) es abierto en I, tenemos ϕ(e+ V )∩ I 6= φ, Entonces existen a1, a2, ..., ar+1 ∈

G(A) tales que
r+1∑
i=1

aixi ∈ I
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por lo tanto ar+1xr+1 ∈ I de donde tenemos que xr+1 ∈ I ya que ar+1 es invertible.

Esto implica que I = I lo cual es una contradicción, por lo tanto, F = φ.

(2⇒ 1) Sea {In}n∈N una sucesión creciente de ideales izquierdos en A. Entonces I =
⋃
n≥0

In

es un ideal izquierdo en A. Por el Teorema de Baire, existe un entero n0 tal que In0 es

no vacío en el interior de I. Se sigue que la cadena {In}n∈N de ideales es �nita. Por lo

tanto, A es Noetheriana.

Teorema 3.36. Sea A una F-álgebra. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Todos los ideales izquierdos de A son cerrados.

2. A es una Q-álgebra Noetheriana izquierda.

Demostración.

(1⇒ 2) Sea (In)n∈N una cadena creciente de ideales izquierdos de A. De�nimos I =
⋃
n

In.

Es un ideal izquierdo de A. Por el teorema de Baire, existe un n0 tal que In0 tiene

interior no vacío en I. Resulta que In0 = I y por lo tanto In = In0 , ∀n ≥ n0, por lo

tanto, A es Noetheriana.

La segunda a�rmación se sigue de la Proposición (3.34).

(2⇒ 1) Sea F la familia de los ideales izquierdos no cerrados en A. Supongamos que F es

no vacía y consideremos un elemento máximo I de F . Sea x ∈ I. Sea I = I + Ax.

Consideremos x1, ..., xr ∈ I tal que I = Ax1 + · · · + Axr. Sea J = {a ∈ A : ax ∈ I}

que es un ideal izquierdo de A. Sea ϕ : Ar+1 → I con

ϕ(a1, ..., ar+1) =
∑

1≤i≤r

aixi + ar+1x

La función ϕ es lineal, continua y sobreyectiva. Entonces es abierta. Si θ es un abierto

no vacío de Ar+1, existen a1, ..., ar, ar+1 ∈ θ tal que
∑

1≤i≤r
aixi + ar+1x ∈ I. Hace que
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ar+1x ∈ I. Resulta que ar+1 ∈ J y por lo tanto, J es denso en A. Como A es Q-álgebra,

a�rmamos que J=A, puesto que G(A) ∩ J 6= φ ⇒ ∃a ∈ G(A) tal que a ∈ J , es decir,

ax ∈ I, lo que implica que yax = x ∈ I lo que es una contradicción, por lo cual F es

vacía, por lo tanto, todos los ideales son cerrados.

Ejemplo 9. La metrizabilidad es necesaria para la validez del Teorema (3.36). En efecto,

aquí esta un ejemplo de una Q-álgebra localmente m-convexa completa conmutativa donde

todos sus ideales son cerrados y no es Noetheriana.

Para todo entero natural k ≥ 1, consideremos Ak = {(xn) ∈ S1
0 : ∀n ≥ m,xn = xm}

las Ak forman una sucesión creciente de subálgebras de dimensión �nita de S1
0 . Más aún

S1
0 =

⋃
k≥1

Ak. Provisto de la topología límite inductivo localmente convexa, el álgebra S1
0 es un

álgebra localmente m-convexa por [7, Prop11,p. 349], por lo tanto, el álgebra es localmente

m-convexa y es completa, más aún, es barrilada ya que los Ak lo son. Por otro lado, el

espectro de todo elemento de S1
0 es acotado, pues

σ(x) = {λ ∈ C : x− λe 6∈ G(A)} = {λ ∈ C : λ = xn, para algún n ≥ 0},

este conjunto consta de un número �nito de elementos. Así por el Teorema (3.2) tenemos

que S1
0 es una Q-álgebra. Sin embargo, S1

0 no es Noetheriana, pues sean

x1 = (1, 0, 0, ...), x2 = (1, 1, 0, 0, ...), ..., xn = (1, 1, 1, ..., 1, 0, 0, 0, ...), ....

y formemos lo ideales

I1 = 〈x1〉, I2 = 〈x1, x2〉, ..., In = 〈x1, x2, ..., xn〉, ...

Notese que

In = {(a1, a2, ..., an, 0, 0, 0, ...) : ai ∈ S1
0 , 1 ≤ i ≤ n} y I1 ≤ I2 ≤ ... ≤ In ≤ ....
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y esta no se estaciona. Por lo tanto no es Noetheriana.

Proposición 3.37. Sea A una F-álgebra Noetheriana conmutativa entonces A es una Q-

álgebra.

Demostración. Primero mostraremos que si a ∈ A tal que Aa es denso, entonces a es

invertible.

Aplicamos el teorema de Mittag-Le�er [16, Teorema 5.3, p.147] a la sucesión (fn)n∈N de

funciones en A de�nidas por: fn : x→ anx. A�rmamos que anA es denso en an−1A. Primero

observemos que anA ⊂ an−1A, pues x ∈ anA ⇒ x = any tal que y ∈ A ⇒ x = an−1(ay)

y ay ∈ A ⇒ x ∈ an−1A.

Por inducción. Para n=1, Aa es denso en Aan−2. Supongamos que Aan−1a = Aan es denso

en Aan−1, pues la multiplicación es homeomorfa para un elemento �jo. Por lo tanto, Aan es

denso en Aan−1, esto implica que gk =
⋂
k≥0(f1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fk) y gk(Aak) =

⋂
n≥0

Aan es denso

en A, entonces
⋂
n≥0

Aan = A. De�nimos I =
⋂
n≥0

Aan. Veri�camos que I = Ia, pues Ia ⊂ I

por que I es un ideal, por otro lado, I ⊂
⋂
n≥0

Aan ⊂ (Aan−1)a ⇒ I ⊂ Ia ⇒ I = Ia.

Por otro lado, tenemos que I =
⋂
Aan y Aa son ideales de A y I(Aa) = Ia = I. Por [40,

Lema 2, p.215] existe x ∈ A tal que (e− x)I = {0}. Como I es denso, entonces (e− x)A =

{0} ⇒ x = e, esto se cumple por que el anillo es Noetheriano propio, entonces, como los

anuladores son ideales �nitamente generados en el anillo, implica que hay una combinación

lineal que es 1. Entonces, a es invertible, pues x ∈ Aa ⇒ x = ba ⇒ e = ba ⇒ a es

invertible.

Probaremos que A es una Q-álgebra. Asumimos lo contrario. Entonces existe una sucesión

(xn)n∈N de elementos no invertibles en A tales que xn → e. Sea d la métrica completa

de�nida por τ , esta existe por que A es una F-álgebra. Por inducción se puede construir una

subsucesión (xnp)p≥1 de (xn)n∈N que tenga las siguientes propiedades.

1. d(e, xnp) < 2−p+1 (ya que xn → e)
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2. d(xnk · · · xnp−1 , xnk · · · xnp) < 2−p+1 ∀p ≤ 2 (por la continuidad de la multiplicación).

La existencia de xn1 se sigue del hecho de que xn → e. Supongase que xn1 , xn2 , ..., xnp−1

han sido construidos. Usando la continuidad de la función x 7→ (xn1 · · · xnp−1x, xn2 · · ·

xnp−1x, ...., xnp−1x) de�nida para A en Ap−1, obtenemos xnp . Ahora por la condición (2)

tenemos que para cada p ≥ 2, la sucesión (xnp , xnp+1 , ..., xnk)k≥p converge a un elemento

ep ∈ A. Es obvio que ek = xkek+1. Tenemos que,

d(ek − e) = ‖ek − e‖

= ‖ek + xnk − xnk − e‖

≤ ‖ek − xnk‖+ ‖e− xnk‖

= ‖xnk − ek+1‖+ ‖e− xnk‖

= ‖xnk‖ · ‖ek+1 − e‖+ ‖e− xnk‖

= ‖xnk‖ · ‖ek+1 − xnk+1
+ xnk+1

− e‖+ ‖e− xnk‖

≤ ‖xnk‖ · ‖ek+1 − xnk+1
‖+ ‖xnk‖ · ‖xnk+1

− e‖+ ‖e− xnk‖

= ‖xnk‖ · ‖xnk+1
ek+2 − xnk+2

‖+ ‖xnk‖ · ‖xnk+1
− e‖+ ‖e− xnk‖

= ‖xnkxnk+1
‖ · ‖ek+2 − e‖+ ‖xk‖ · ‖xnk+1

− e‖+ ‖e− xnk‖

≤ ‖xnkxnk+1
‖ · ‖ek+2 + xnk+2

− xnk+2
− e‖+ ‖xnk‖ · ‖xnk+1

− e‖+ ‖e− xnk‖

· · ·

≤ ‖e− xnk‖+
∞∑
k=p

‖xnk · · · xnp‖ · ‖e− xnp+1‖

= ‖e− xnk‖+
∞∑
k=p

‖xnk · · · xnp − xnk · · · xnp+1‖

= d(e, xnk) +
∞∑
k=p

d(xnk · · · xnp , xnk · · · xnp+1)

≤ 2−k+1 +
∞∑
k=p

2−k
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Por lo tanto, la sucesión (ek)k≥1 converge a e. Por otro lado, para cada k ≥ 1, tenemos

que ek = xnk+1
ek+1 y por lo tanto (Aek)k es una sucesión creciente de ideales. Como A es

Noetheriana, de ahí existe un k0 ∈ N tal que Aek = Aek0 para cada k ≥ k0. De este se sigue

que Aek0 es denso en A. Por la primera parte, el elemento ek0 es invertible. Esto es imposible

ya que xnko+1
es no invertible, contradicción, por lo tanto, A es Q-álgebra.

Teorema 3.38. Sea A una F-álgebra localmente m-convexa. Entonces todos sus ideales iz-

quierdos son cerrados si y sólo si A es Noetheriana izquierda.

Demostración.

⇒) Por el Teorema (3.36) el que el álgebra tenga todos sus ideales izquierdos cerrado implica

Noetheriana izquierda.

⇐) Es su�ciente, por el mismo Teorema (3.36) demostrar que A es Q-álgebra . Para ello

se utiliza la segunda a�rmación de la Proposición (3.34). En efecto, si Ax = A para

x ∈ A, entonces por [4, Teorema 3.2, p.173] tambien Ax = A, es decir, x es invertible

izquierdo. Por lo tanto, x es invertible por [27, Teorema 1, p.353]. Como estamos en el

caso Noetheriano tenemos que todos los ideales izquierdos de A son cerrados.

Proposición 3.39. Sea A un álgebra m-convexa con unidad. Entonces cada ideal bilateral

máximo cerrado es de codimensión uno.

Demostración. Sea M ⊂ A un ideal bilateral máximo cerrado. M es un subespacio

vectorial. Entonces A/M es un álgebra m-convexa que es un anillo de división. Por el Teorema

de Gelfand Mazur (2.31), A/M ∼= C.

Teorema 3.40. Sea A un álgebra m-convexa, compleja, con unidad que es Q-álgebra bajo

alguna topología. Entonces todo ideal máximo de A es de codimensión 1.

Demostración. Como A es Q-álgebra, entonces por [32, Teorema 6.3, p.106] tenemos

que todo ideal máximo de A es cerrado, consideremos f : A → A/M el homomor�smo
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canónico por el Teorema de Gelfand Mazur (2.31), A/M ∼= C. Entonces, f ∈ m(A) y

M = ker(f) que es un ideal máximo de A de codimensión 1.

Proposición 3.41. Sea A un álgebra m-convexa Hausdor� con unidad. Si A es Artiniana,

entonces A es Q-álgebra.

Demostración. Sea (pi)i∈I una familia de seminormas submultiplicativas las cuales están

ordenadas por ≤, y de�nen la topología de A. Sea i0 ∈ I tal que ker ρi0 es un ideal mínimo en

la familia (ker ρi)i∈I de ideales. Para cada i ≥ i0, tenemos ker pi ⊂ ker pi0 . Ya que si ker ρi0 es

mínimo entonces ρi0 es máxima, es decir,∀x ∈ A, ρi(x) ≤ ρi0(x). Supongamos que ∃x0 ∈ A,

ρi(x0) > ρi0(x0) para cada i ≥ i0 tenemos que si:

1. Si x0 ∈ ker ρi0 ⇒ ρi0(x0) = 0 ⇒ ker ρi0 ⊆ ker ρi ⇒ ρi(x0) = 0, llegamos a una

contradicción.

2. Si x0 6∈ ker ρi0 ⇒ ρi0 6= 0, sea y = x0 − ρi0(x0)e, entonces tenemos que

ρi0(y) = 0⇒ ρi(y) = 0, lo que implica

0 = ρi(y) = ρi(x0)− ρi0(x0)ρi(e) = ρi(x0)− ρi0(x0)⇒ ρi(x0) = ρi0(x0)

lo cual también es un contradición, lo que implica que ker pi ⊂ ker pi0 . De donde ker pi =

ker pi0 . Por lo tanto, del hecho de que τ es Hausdor�, tenemos que ker pi0 = {0}. Esto implica

que (A, pi0) es un álgebra normada. La conclusión se sigue de la Proposición (3.24) y del

hecho de que τ es más �na que la topología de�nida por pi0 .

Proposición 3.42. Sea A un álgebra m-convexa Hausdor� conmutativa con unidad. Si A

es Artiniana entonces es de dimensión �nita.

Demostración. Procediendo de forma análoga a la demostración de la Proposición (3.41)

tenemos que A es normada. Como A es artiniana entonces se cumplen las hipótesis del

Teorema (3.27) y por lo tanto podemos concluir que A es de dimensión �nita.
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Teorema 3.43. Sea A un álgebra Artiniana conmutativa. Entonces A tiene todos sus ideales

izquierdos cerrados para toda topología del álgebra.

Demostración. Sea τ una topología del álgebra de A y F la familia de sus ideales

principales de A que no son cerrados. Supongamos que F no es vacía, consideremos un

elemento Ax0 mínimo de F . Como Ax0 no es cerrado, entonces Ax2
0 6= Ax0.

Teniendo en cuenta la minimalidad de Ax0, el ideal Ax2
0, es cerrado. Por otra parte, el

álgebra Ax0/Ax
2
0, cuyo producto es trivial, es Artiniano. Entonces es de dimensión �nita,

pues el generador es ex0 + Ax2
0.

A�rmamos que el ideal Ax0/Ax
2
0 es cerrado en el álgebra topológica cociente A/Ax2

0.

Pues tomemos {xn}n∈N una suseción en Ax0/Ax
2
0. Como cada xn ∈ Ax0/Ax

2
0, entonces

xn = anx0 + Ax2
0 y x ∈ A/Ax2

0, lo que implica x = a + Ax2
0. Por hipótesis tenemos que

{xn} → x, entonces anx0 + Ax2
0 → a + Ax2

0. Dado ε > 0, ∃n ∈ N tal que ∀m ≥ n,

|anx0 +Ax0− (a+Ax2
0)| < ε, entonces |anx0− a| < ε, por lo tanto {anx0} → a ∈ A, lo cual

implica que a = bx0 con b ∈ A, y por lo tanto anx0 → bx0; entonces xn → x ∈ Ax0/Ax
2
0. Por

lo tanto, Ax0/Ax
2
0 es cerrado en A/Ax2

0.

De esto resulta que el ideal Ax0 es cerrado en A, este no es el caso. Por lo tanto, F es

vacía. Con lo que concluimos que todo ideal principal de A es cerrado. Como el ser Artiniano

y que todos sus ideales izquierdos sean cerrados son propiedades conservadas por el paso al

cociente, todo ideal de tipo �nito de A es cerrado. Por lo tanto A tiene todos sus ideales

izquierdos cerrados ya que es Noetheriano.

De�nición 3.44. El radical de A, Rad(A), es la intersección de todos los ideales máximos

de A.

A es un álgebra semisimple si Rad(A) = 0
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Teorema 3.45. Sea A un álgebra conmutativa semi-simple Noetheriana A. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. A tiene todos sus ideales izquierdos cerrados.

2. A es isomorfo a un producto �nito de álgebras que son campos.

3. A es Artiniana.

Demostración.

(2⇒ 1) Sea A =
n∏
i=1

Ki donde Kn son campos ∀ 1 ≤ i ≤ n. Facilmente podemos ver

que los ideales de un producto �nito son de la forma (I1, I2, ..., In) donde Ii = 0 o

Ii = Ki, ∀1 ≤ i ≤ n y estos son cerrados.

(2⇒ 3) Por hipótesis tenemos que A es de la forma A =
n∏
i=1

Ki con Ki campos y por lo

anterior tenemos 2n ideales por lo tanto es Artiniana.

(3⇒ 2) Por hipótesis A es Artiniana y semi-simple entonces por el Teorema de Artin-

Wedderburn [17, Teorema 7-1.41, p.124] para álgebras tenemos que A es isomorfa

a un producto �nito de álgebras que son campos.

(1⇒ 2) Sea (Mi)i∈Λ la familia de ideales máximos de A. Si Λ se reduce a un solo punto

entonces el álgebra A es un campo ya que es semi-simple.

Supongamos ahora que Λ no es un único punto. Sea i0 ∈ Λ y tomemos L =
⋂
i 6=i0

Mi.

Supongase que L es nulo. Dotamos a A de la topología de�nida por la familia de

seminormas

(pi,f )i∈I\{i0}, f ∈ (A/Mi)
∗, con

pi,f = |f(si(x))|, ∀x ∈ A,

donde si es la proyección canonica de A sobre A/Mi y (A/Mi)
∗ es el dual algebraico

de A/Mi.
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Notemos que para toda i ∈ Λ y f ∈ (A/Mi)
∗, el kernel de pi,f contiene al ideal Mi.

Mostraremos que existe un conjunto de indices J �nito contenido en I\{i0} tal queMi0

contiene
⋂
j∈J

Mj. En el caso contrario, para cada xJ 6∈Mi0 , tenemos queMi0 +AxJ = A

por la máximalidad de Mi0 . Por lo tanto, existe un aJ ∈ A y mJ ∈ Mi0 tal que

e = mJ + aJxJ . Entonces, la sucesión generalizada por (aJxJ)J converge a cero, y por

lo tanto la sucesión (mJ)J converge a e; esto es imposible ya queMi0 es un ideal propio

cerrado. Por lo tanto, existe un conjunto J �nito contenido en I \ {i0} tal que Mi0

contiene a
⋂
j∈J

Mj.

En consecuencia, existe un j ∈ J tal que Mi0 = Mj, lo cual es una contradicción. Por

lo tanto, necesariamente L es no nulo. Además, tenemos Mi0 ∩ L = {0}. Como A es

semi-simple, existe un ideal primo minimal P de A que no contiene a L. El ideal P

contiene entonces a Mi0 y, en concecuencia P = Mi0 .

En conclusión, por [30, Corolario, p.106] I es �nito y A es isomorfo al álgebra producto∏
i∈I
A/Mi donde A/Mi son campos.

Teorema 3.46. Un álgebra de Banach conmutativa A es Noetheriana si y sólo si la dimen-

sión de A es �nita.

Demostración. Sea η el nilradical de A, sabemos que η es nilpotente

[31, Lema 2.3, p.193] y [31, Corolario 3.8, p.202], entonces

∃j0 > 0 tal que ηj0 = 0. (3.10)

Consideremos la cadena

A > η > η2 > η3 > · · ·

por (3.10) tenemos que existe j ∈ N tal que dim ηj <∞.

Mostraremos por inducción sobre j que dimk η
d <∞, ∀d < j; supongamos que
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dimk η
d+1 <∞ para considerar la k-sucesión exacta siguiente:

0→ ηd+1 → ηd → ηd/ηd+1 (3.11)

Como ideal, ηd es A-�nitamente generado pues A es Noetheriano, por otro lado el

A-módulo ηd/ηd+1 es un A/η-módulo pues ann(ηd/ηd+1) ⊆ η.

Notamos que ηd/ηd+1 también es un A/η-módulo �nitamente generado, además tenemos

que por el Teorema (3.35) tiene todos sus ideales izquierdos cerrados, más aún A/η es semi-

simple, por lo tanto, por el Teorema (3.45), A/η es Artineana, aplicando el Teorema(3.27)

tenemos que dimk A/η <∞ y así se cumple que dimk η
d/ηd+1 <∞ también.

Por el Teorema de la dimensión aplicado a (3.11), tenemos lo anunciado. Entonces even-

tualmente llegamos a que dimk A <∞.

Observacion 3.47. Nótese que en particular un álgebra de Banach conmutativa es Noethe-

riana si y sólo si es Artiniana. Esto es por los Teoremas (3.46) y (3.27)

Teorema 3.48. Un álgebra de Banach A conmutativa con unidad es de dimensión �nita si

y sólo si todos sus ideales máximos son de tipo �nito.

Demostración.

⇐) Demostraremos primero que si A tiene todos sus ideales de tipo �nito, entonces la di-

mensión de A es �nita. Por el Teorema (3.46) es su�ciente probar que A es Noetheriana;

por [30, Teo.II.2,p.50] sabemos que si A es un anillo, son equivalentes: A es Noetheriana

y todo ideal primo es de tipo �nito.

Consideremos D la familia de todos los ideales primos los cuales no son de tipo �nito

ordenados por la inclusión. Supongamos que D 6= φ, entonces D es inductivo y por el

Lema de Zorn, existe P ∈ D un elemento máximo.
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Pero por hipótesis P es de tipo �nito ya que es un ideal máximo en A, lo cual nos lleva

a una contradicción, por lo tanto D = φ, entonces todo ideal primo de A es de tipo

�nito.

⇒) Si A es de dimensión �nita por el Teorema (3.46) es Noetheriana, entonces todos sus

ideales son de tipo �nito. En particular sus ideales máximos son de tipo �nito.

Observacion 3.49. Un álgebra de Banach conmutativa con unidad es Noetheriana si y sólo

si todos sus ideales máximos son de tipo �nito.
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3.3. Álgebras Advertiblemente Completas

Las álgebras topológicas advertiblemente completas fueron introducidas en 1955 por S.

Waner. En particular, él consideró este concepto en el contexto de la teoría de las álgebras

localmente m-convexas. Se dio cuenta de que las �álgebras localmente m-convexas que son

advertiblemente completas poseen la mayoría de las propiedades de las álgebras de Banach�.

De�nición 3.50. Una red (xi)i∈I en A es advertiblemente convergente derecha (iz-

quierda) con respecto a x ∈ A si x ◦ xi → 0 (xi ◦ x → 0), y entonces también decimos que

(xi)i∈I es el casi inverso topológico derecho (izquierdo) de x.

La red (xi)i∈I es llamada advertiblemente convergente o simplemente advertible si

es advertiblemente convergente derecha e izquierda con respecto a algún x en A. Observe que

(xi)i∈I converge en A si y sólo si x ∈ Gq(A), donde Gq(A) es el conjunto de los elementos casi

invertibles de A; en este caso su límite es x◦. El álgebra topológica A es advertiblemente

completa si cada red de Cauchy advertible de A converge en A.

Como vemos, esta de�nición considera el caso más general, es decir, cuando el álgebra

topológica no tiene unidad. En el caso de un álgebra topológica con unidad esa de�nición la

podemos presentar como sigue:

De�nición 3.51. Una red (xi)i∈I en A es advertiblemente convergente derecha (iz-

quierda) con respecto a x ∈ A si xxi → e (xix→ e), y entonces también decimos que (xi)i∈I

es el inverso topológico derecho (izquierdo) de x.

La red (xi)i∈I es llamada advertiblemente convergente o simplemente advertible si

es advertiblemente convergente derecha e izquierda con respecto a algún x en A. Observe que

(xi)i∈I converge en A si y sólo si x ∈ G(A); en este caso su límite es x−1.

El álgebra topológica A es advertiblemente completa si cada red de Cauchy advertible

de A converge en A.
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Como cada red advertible de Cauchy (xi)i∈I , en particular es un red de Cauchy, esta

converge en un álgebra completa, por lo tanto cada álgebra completa es advertiblemente

completa.

Por de�nición las Q-álgebras no son completas pero son advertiblemente completas, como

lo muestra el siguiente Teorema, y estos dos conceptos son equivalentes en las álgebras

normadas.

Teorema 3.52. Sea A una Q-álgebra entonces, A es advertiblemente completa.

Demostración. Sea F un �ltro de Cauchy en A, y supongamos que x ◦ F −→ 0 y

F ◦ x −→ 0, para algún elemento x ∈ A. Entonces si denotamos con S al conjunto de los

elementos casi invertibles de A, existe un conjunto E ∈ F tal que x ◦ E ⊆ S y E ◦ x ⊆ S.

Entonces para los cualesquiera a, b ∈ E y u, v ∈ A que satisfacen las relaciones siguientes:

(x ◦ a) ◦ u = (x ◦ a) + u− (x ◦ a)u = x+ a− xa+ u− (x+ a− xa)u

= x+ a− xa+ u− xu− au+ xau = x+ a+ u− xa− x(u+ a− au)

= x+ (a ◦ u)− x(a ◦ u) = x ◦ (a ◦ u) = 0

y

v ◦ (b ◦ x) = v + (b ◦ x)− v(b ◦ x) = v + b+ x− bx− v(b+ x− bx)

= v + b+ x− bx− vb− vx− vbx = v + b− vb+ x− bx− vx− vbx

= (v ◦ b) + x− (b+ v − vb)x = (v ◦ b) + x− (v ◦ b)x

= (v ◦ b) ◦ x = 0

lo que implica que a ◦ u = v ◦ b ≡ z. En consecuencia, por hipótesis, para el �ltro F uno

�nalmente tiene que F = F ◦ 0 = F ◦ (x ◦ z) = (F ◦ x) ◦ z tomando el límite tenemos que

ĺımF = ĺım[(F ◦ x) ◦ z] = ĺım(F ◦ x) ◦ z = 0 ◦ z = z, es decir, F → z. Por lo tanto A es

advertiblemente completa.
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Teorema 3.53. Sea A un álgebra normada, las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. Si ‖x‖ < 1 entonces x es casi-invertible.

2. A es una Q-álgebra.

3. A es advertiblemente completa.

4. Si x ∈ A con ‖x‖ < 1, entonces la serie −
∞∑
n=1

xn converge en A.

Demostración.

(1⇒ 2) Por hipótesis el conjunto U = {x ∈ A : ‖x‖ < 1} ⊂ Gq(A) y U es abierto entonces

G(A) es abierto lo que implica que A es una Q-álgebra.

(2⇒ 3) Por hipótesis A es una Q-álgebra entonces por el Teorema (3.52) implica que A es

advertiblemente completa.

(3⇒ 1) Si ‖x‖ < 1, sea sn = −
n∑
i=1

xi. Entonces {sn}n∈N es una sucesión de Cauchy y

ĺım
n→∞

xn+1 = 0. Pero tenemos que

sn ◦ x = sn + x− xsn

= −
n∑
k=1

xk + x+ x
n∑
k=1

xk

= −x+ x+ xn+1

= xn+1 = x ◦ sn, ∀n ∈ N

por lo tanto ĺım
n→∞

sn ◦x = ĺım
n→∞

x◦sn = 0. Por hipótesis A es advertiblemente completa,

entonces existe x◦ tal que ĺım
n→∞

sn = x◦, entonces x◦ es el casi inverso de x.

(1⇒ 4) Sea x ∈ A con ‖x‖ < 1 y sea y el casi inverso de x en A. Mostramos que la sucesión
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{sn}n∈N con sn = −
n∑
k=1

xk converge a y y esto prueba el inciso (3). En efecto,

−sn + y = (y ◦ x) ◦ (−sn) + y

= (y + x− yx) ◦ (−sn) + y

= y + x− yx− sn + sn(y + x− yx) + y

= y + x− yx+
n∑
k=1

xk −
n∑
k=1

xk(y + x− yx) + y

= y + x− yx+
n∑
k=1

xk −
n∑
k=1

xky −
n+1∑
k=2

xk + y
n∑
k=1

xk + y

= 2y + x− yx+ x− xn+1 − xy + yxn+1

= 2y − 2yx+ 2x− xn+1 + yxn+1

= 2(y ◦ x)− xn+1 + yxn+1

= −xn+1 + yxn+1 n→∞→ 0 ya que‖x‖ < 1

Entonces sn → y.

(4⇒ 2) Sea x ∈ A con ‖x‖ < 1. Por hipótesis la sucesión {sn}n∈N con sn =
n∑
k=1

xk converge

en A y sea z su límite. Entonces

sn ◦ x = sn + x− xsn

= −
n∑
k=1

xk + x+ x
n∑
k=1

xk

= −x+ x+ xn+1

= xn+1 = x ◦ sn, ∀n ∈ N

donde ‖xk+1‖ ≤ ‖x‖k+1 → 0. Entonces, sn◦x→ 0← x◦sn, tomando el límite tenemos

que z ◦ x→ 0 y x ◦ z → 0, por lo tanto z es el casi inverso de x.

Consideremos el conjunto abierto U = {y ∈ A : ‖y − x‖ < 1
1+‖x◦‖}. Entonces

x ∈ U ⊆ Gq(A), donde Gq(A) es el conjunto de los casi invertibles de A. En efecto, si
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y ∈ U uno tiene que

‖y ◦ x◦‖ = ‖y + x◦ − yx◦‖

= ‖y + x◦ − (x◦ ◦ x)− yx◦‖

= ‖y + x◦ − (x◦ + x− x◦x)− yx◦‖

= ‖y + x◦ − x◦ − x+ x◦x− yx◦‖

= ‖y + x◦x− x− yx◦‖

= ‖(y − x)− (y − x)x◦‖

= ‖(y − x)(1− x◦)‖

≤ ‖y − x‖‖1− x◦‖

≤ ‖y − x‖(1 + ‖x◦‖)

<
1

1 + ‖x◦‖
(1 + ‖x◦‖) < 1

Por la primera parte de la demostración tenemos que (y ◦ x◦) es casi invertible y por

lo tanto y = (y ◦ x◦) ◦ x ∈ Gq(A). Esto prueba que el conjunto de los elementos casi

invertibles de A es abierto, lo que implica que A es Q-álgebra.

Ejemplo 10. Sea κ(R) := {f ∈ C(R) : supp(f)es compacto} dotada con las operaciones

algebraicas puntuales y norma uniforme ‖ · ‖∞.

A�rmamos que κ(R) es un álgebra normada, no completa sin unidad (es fácil ver que

f(x) = x 6∈ κ(R) ya que no tiene soporte compacto). Veamos que κ(R) es normada. Como R

es metrizable todo conjunto compacto es cerrado y acotado y por lo tanto para toda f ∈ κ(R),

‖f‖∞ = sup
x∈R
|f(x)| existe y cumple las propiedades de norma. Solo queda ver que κ(R) no es

completa.

Sea f ∈ κ(R) con ‖f‖∞ < 1. Entonces f(x) 6= 1, para cada x ∈ R, de�namos la función

g(x) :=
f(x)

f(x)− 1
, con x ∈ R.
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Como f ∈ κ(R) tiene soporte compacto y g(x) = 0, ∀x ∈ R tal que f(x) = 0. Entonces g(x)

tambien tiene soporte compacto, lo que implica que g(x) ∈ κ(R) y

g ◦ f =
f(x)

f(x)− 1
+ f(x)−

(
f(x)

f(x)− 1

)
f(x)

=
f(x) + f 2(x)− f(x)− f 2(x)

f(x)− 1

=
0

f(x)− 1
= 0

y

f ◦ g = f(x) +
f(x)

f(x)− 1
− f(x)

(
f(x)

f(x)− 1

)

=
f 2(x)− f(x) + f(x)− f 2(x)

f(x)− 1

=
0

f(x)− 1
= 0

entonces, g ◦ f = f ◦ g = 0 lo que implica que f sea casi invertible en κ(R). Por lo que

se cumple el inciso (1) del Teorema (3.53) lo que es equivalente a que κ(R) es un álgebra

advertiblemente completa.

También existen álgebras normadas, no completas, que no son Q-álgebras y no son ad-

vertiblemente completas, por ejemplo:

Ejemplo 11. Sea T := {z ∈ C : |z| = 1} y P todos los polinomios en T con coe�cientes

complejos. Dotamos a P con las operaciones algebraicas de�nidas puntualmente y con la

norma uniforme ‖ · ‖∞.
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A�rmamos que P es un álgebra normada. Sea p ∈ P entonces

‖p‖∞ = sup
z∈T
|p(z)|

= sup
z∈T
|a0 + a1z + a2z

2 + · · ·+ anz
n|, con ai ∈ C, ∀0 ≤ i ≤ n

≤ sup
z∈T
|a0|+ |a1z|+ |a2z

2|+ · · ·+ |anzn|

≤ sup
z∈T
|a0|+ |a1||z|+ |a2||z2|+ · · ·+ |an||zn|

≤ |a0|+ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| <∞

y por de�nición cumple las propiedades de norma.

Sea p ∈ P con p(z) = 1− z
2
, z ∈ T, entonces

p(z)q(z) =
(

1− z

2

)
(a0 + a1z + a2z

2 + · · ·+ anz
n)

= a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n − a0

2
z − a1

2
z2 − a2

2
z3 − · · · − an

2
zn+1

= a0 +
(
a1 −

a0

2

)
z +

(
a2 −

a1

2

)
z2 + · · ·+

(
an −

an−1

2

)
zn − an

2

= 1

de donde tenemos que

a0 = 1

a1 −
a0

2
= a1 −

1

2
= 0 ⇒ a1 =

1

2

a2 −
a1

2
= a2 −

1

22
= 0 ⇒ a2 =

1

22

a3 −
a2

2
= a3 −

1

23
= 0 ⇒ a3 =

1

23

· · ·

an −
an−1

2
= an −

1

2n
= 0 ⇒ an =

1

2n
an
2

= 0 ⇒ an = 0, lo cual es una contradicción.
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Por lo tanto, si p(z) = 1 − z
2
no existe un q(z) ∈ P tal que p(z)q(z) = 1, z ∈ T. Esto

signi�ca que p(z) no es invertible en P .

Por otro lado, si 1 es el elemento identidad de P tenemos que

‖1− p‖∞ = ‖1− (1− z
2
)‖∞ = ‖− z

2
‖∞ = sup

z∈T
| z
2
| = 1

2
< 1, por el Teorema (3.53) si P es una

Q-álgebra, p sería invertible lo cual es un contradicción. Entonces P no es una Q-álgebra,

ni advertiblemente completa.

Hemos probado que P es un álgebra normada la cual no es Q, sabemos que toda álgebra

de Banach es Q-álgebra, por lo tanto, P no es completa.

Hay álgebras normadas que son advertiblemente completas pero no son ni completas ni

Q-álgebras.

Ejemplo 12. Sea A1 una Q-álgebra normada no completa (véase el ejemplo (10)) y {An}n>1

una familia de álgebras de Banach unitarias. Consideremos A :=
∏
n∈N

An y dotemos ésta con

la topología producto. Entonces, por el Teorema (3.52) cada An con n ∈ N es un álgebra

advertiblemente completa, por lo tanto el álgebra A es advertiblemente completa, la cual no

es completa ya que A1 no lo es.

Noótese que si en es el elemento identidad de An, n > 1, ésta no es un elemento casi-

invertible en A; asumiendo que este lo es, nos llevaría a una contradicción, que en = 0, n > 1.

Por lo tanto A no es una Q-álgebra y esto se sigue de la Proposición [21, Prop 6.10(3), p.74]

Teorema 3.54. Sea A un álgebra advertiblemente completa localmente m-convexa entonces

considerando la descomposición de Arens-Michael de A, el radio espectral para x ∈ A es:

ρ(x) = sup
α
ρÂα([x]α) = sup

α
ĺım
n→∞

(pα(xn))1/n. (3.12)

En particular, si A tiene elemento identidad, entonces el espectro de un elemento x en

A satisface la relación:

σA(x) =
⋃
α∈I

σÂα([x]α) (3.13)
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Demostración. Si λ 6= 0, entonces λ ∈ σA(x) = {λ ∈ C∗ : 1
λ
x ∈ A no es casi-invertible}

si y sólo si, 1
λ
x no es casi-invertible; por lo tanto, existe un α ∈ I tal que [ 1

λ
x]α = 1

λ
[x]α no

es casi-invertible, así que λ ∈ σÂα([x]α) lo que implica que σA ⊆
⋃
α∈I

σÂα .

Sea λ 6= 0 tal que λ ∈
⋃
α∈I

σÂα , entonces
1
λ
[x]α no es casi-invertible para algún α ∈ I, por

lo que [ 1
λ
x]α no es casi invertible, lo que implica que 1

λ
x no es casi-invertible en A, entonces

λ ∈ σA, por lo tanto
⋃
α∈I

σÂα ⊆ σA.

Aplicando que ρA(x) = sup
λ∈σA(x)

|λ| tenemos que

ρA(x) = sup
λ∈

⋃
α∈I

σ
Âα([x]α)

|λ|

= sup
α∈I

sup
λ∈σ

Âα([x]α)

|λ|

= sup
α∈I

ρÂα([x]α)

= sup
α

ĺım
n→∞

( n
√
‖x‖n)

por lo tanto se cumple (3.12).

Por otro lado, si A tiene un elemento identidad, podemos aplicar el razonamiento a un

elemento λ 6= 0 en σA(x), con x ∈ A; además, si 0 ∈ σA(x) entonces x no es casi invertible,

por lo tanto, es cierto para algún [x]α, con α ∈ I. Así que σA =
⋃
α∈I

σÂα

Teorema 3.55. Sea A un álgebra localmente m-convexa. Si

σA(x) ∪ {0} = x̂(m(A)+) ∀x ∈ A (3.14)

entonces A es advertiblemente completa. En particular, si el álgebra A es conmutativa, en-

tonces las dos a�rmaciones anteriores son equivalentes.

Demostración. Sea f un �ltro de Cauchy en A tal que para algún elemento x ∈ A, se

tiene que:

ĺım(x ◦F ) = ĺım(F ◦ x) = 0 (3.15)
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Por hipótesis se cumple (3.14) y esto implica que f(x) 6= 1, ∀f ∈m(A). Veremos que x es

un elemento casi-invertible de A. De lo contrario, existiría un elemento f ∈m(A), tal que

f(x) = 1. Ahora, por la continuidad de f , el conjunto

U = {y ∈ A : |f(y)| < 1}

es una vecindad abierta del 0 ∈ A, por la hipótesis para F, existe B ∈ F, tal que

x ◦B = {x ◦ y : y ∈ B} ⊆ U, por lo tanto, |f(x ◦ y)| < 1 para cada y ∈ B. Pero uno todavía

obtiene

f(x ◦ y) = f(x+ y − xy) = f(x) + f(y)− f(x)f(y) = f(x) = 1

para cualquier y ∈ B, y esta es una contradicción a la última conclusión pues

1 > |f(x ◦ y)| = |1| = 1, por lo tanto, x es un elemento casi invertible de A; además existe

un elemento z ∈ A, tal que x ◦ z = z ◦ x = 0, por lo que uno tiene

ρα(x) ◦ ρα(z) = ρα(z) ◦ ρα(x) = 0, ∀α ∈ I. (3.16)

Además, por la hipótesis para F , ρα(F) es un �ltro de Cauchy en Âα; como Âα es completa,

existe yα ∈ Âα tal que

ĺım ρα(F) = yα ∈ Âα, ∀α ∈ I. (3.17)

Por lo tanto, por (3.15) y (3.17), uno obtiene que

ĺım ρα(x ◦F) = ĺım(ρα(x) ◦ ρα(F)) = ρα(x) ◦ (ĺım ρα(F)) = (ĺım ρα(F)) ◦ ρα(x) = 0

es decir, ρα(x) ◦ yα = yα ◦ ρα(x) = 0, ∀α ∈ I. Consecuentemente por (3.16) tenemos que

yα = ρα(z), con α ∈ I, así que �nalmente y = (yα) = (ρα(z)) = z ∈ A, de modo que por

(3.17) el �ltro F converge a un elemento y ∈ A, por lo tanto, A es advertiblemente completa.

Además, si el álgebra es conmutativa y advertiblemente completa, entonces por

[32, Teorema 5.1, p.97], λ ∈ σ(x) si y sólo si existe un elemento f ∈m(A), con f( 1
λ
x) = 1,
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es decir, f(x) = x̂(f) = λ; por lo tanto, λ ∈ x̂m(A)+, lo que implica que

σA(x) ∪ {0} = x̂(m(A)+) con x ∈ A.

En base a la demostración anterior podemos concluir el resultado siguiente.

Corolario 3.56. Sea A un álgebra localmente m-convexa conmutativa con unidad. Entonces

A es advertiblemente completa si y sólo si,

x̂(m(A)) = σ(x) 6= φ, para cada x ∈ A.

Nota: Para cada álgebra A localmente m-convexa advertiblemente completa y conmuta-

tiva, el respectivo radio espectral ρ de�ne una semi-norma submultiplicativa en el conjunto

B(A) = {x ∈ A : ρ(x) <∞} que se convierte así en una subálgebra de A.

Corolario 3.57. Sea A un álgebra localmente m-convexa advertiblemente completa y con-

mutativa. Entonces

ρA(x) = sup
f∈m(A)

|f(x)|

para cada elemento x ∈ A. Además si S(A) = {x ∈ A : ρ(x) ≤ 1} entonces

S(A) = (m(A))◦

donde (m(A))◦ es el interior dem(A) y es un m-barril de B(A) dotada de la topología

relativa de A.

Demostración. A�rmamos que ρA(x) = sup
f∈m(A)

|f(x)|, puesto que ρA(x) = sup
λ∈σA(x)

|λ|

por de�nición y por el Teorema (3.55) tenemos que σA(x) ∪ {0} = x̂(m(A)) entonces

obtenemos:

ρA(x) = sup
λ∈σA(x)

|λ| = sup
f∈m(A)

|f(x)|, por lo tanto, ρ(x) = sup
f∈m(A)

|f(x)| con x ∈ A.
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Por otro lado, es fácil ver que S(A) = (m(A))◦ pues por de�nición

S(A) = {x ∈ A : sup
f∈m(A)

|f(x)| ≤ 1} y ρ(x) = sup
f∈m(A)

|f(x)|.

Falta ver que el conjunto S(A) es un conjunto m-barril, es decir, cerrado, balanceado,

convexo e idempotente. A�rmamos que es un conjunto cerrado, puesto que si {xn}n∈N es una

sucesión en S(A) tal que xn −→ x con x ∈ A, como cada xn ∈ S(A) tenemos que ρ(x) ≤ 1

y sabemos que ρ(x) es una seminorma continua, entonces ρ(xn) −→ ρ(x), es decir, dado

ε > 0, ∃n ∈ N tal que

|ρ(xn)− ρ(x)| < ε ⇒ −ε < ρ(xn)− ρ(x) < ε

⇔ ρ(x)− ε < ρ(xn) < ε+ ρ(x)

tenemos ρ(x)− ε < ρ(xn) ≤ 1 y ε→ 0 ⇒ ρ(x) ≤ 1 ⇒ x ∈ S(A).

Ahora veamos que el conjunto S(A) es balanceado, sea x ∈ S(A) y λ ∈ C tal que |λ| ≤ 1.

Demostraremos que λx ∈ S(A). Tomemos un x ∈ S(A), es decir, ρ(x) ≤ 1 y ρ(x) es una

seminorma, entonces ρ(λx) = |λ|ρ(x) ≤ 1, lo que implica λx ∈ S(A).

Veamos que S(A) es convexo. Sean x, y ∈ S(A) y t ∈ R tal que 0 ≤ t ≤ 1. Entonces,

ρ(tx + (1− t)y) ≤ ρ(tx) + ρ((1− t)y) = tρ(x) + (1− t)ρ(y) < t + (1− t) = 1, por lo tanto,

tx+ (1− t)y ∈ S(A).

Finalmente, veri�quemos que el conjunto S(A) es idempotente. Sea x ∈ S(A), es decir,

ρ(x) ≤ 1, entonce ρ(x ·x) = ρ(x)ρ(x) ≤ 1, lo que implica, x ·x ∈ S(A). Por lo tanto, podemos

concluir que el conjunto S(a) es un m-barril de B(A).

Teorema 3.58. Sea A localmente m-convexa m-barrilada advertiblemente completa y con-

mutativa. Entonces son equivalentes:

1. A es una Q-álgebra.

2. A = B(A)
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Demostración.

(1⇒ 2) Esto se cumple para cada álgebra topológica, por [32, Corolario, II 4.3, p. 60]

(2⇒ 1) Si A = B(A), entonces por el Teorema (3.57) tenemos que S(A) es m-barril en

B(A), de modo que por hipótesis es un vecindad del cero en A, lo que implica que A

es un Q-álgebra por [32, Lema 4.2, p.59].

Teorema 3.59. Si A es un álgebra m-convexa con unidad. Entonces son equivalentes las

siguientes a�rmaciones:

1. A es advertiblemente completa.

2. x ∈ A es invertible, si y sólo si πα(x) es invertible en Aα, para toda α.

Demostración.

(2⇒ 1) Si (xλ)λ es una red advertiblemente convergente de Cauchy, entonces existe x ∈ A

tal que x(xλ) → e, de ahí que πα(x)πα(xλ) → eα para cada α, además como Aα es

completa y (πα(xλ))λ es de Cauchy (ya que (xλ)λ es de Cauchy y πα es continua),

concluimos que (πα(xλ))λ es convergente y por lo tanto πα(x) es invertible, ahora

usando la hipótesis se tiene que x es invertible y entonces (xλ)λ es convergente.

(1⇒ 2) Claramente se tiene que si x es un elemento invertible de A, entonces πα(x) es

invertible en Aα, para cada α, sólo resta probar que si πα(x) es invertible en Aα

para toda α, entonces x es invertible. Sea (πα(x))−1 el inverso de πα(x), (claramente

‖(πα(x))−1‖′α 6= 0). Como Imπα es densa en Aα para toda α, se tiene que dado α y

n ∈ N existe zα,n ∈ A tal que ‖πα(x)πα(zα,n)− eα‖
′
α <

1
n
.

Decimos que (α, n) � (β,m), si y sólo si, α ≤ β y n ≤ m. Consideremos la red

(zα,n)(α,n), probaremos que esta es de Cauchy, es decir, que dado α y ε > 0, existe

(α0, n0) tal que para toda (α1, n1), (α2, n2) � (α0, n0), se tiene que
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‖πα(zα1,n1)− πα(zα2,n2)‖
′
α < ε.

Consideremos α0 = α y n0 >
2‖(πα(x))−1‖′α

ε
. Se a�rma que

‖πα(zα1,n1)− (πα(x))−1‖′α <
‖(πα(x))−1‖′α

n1

y

‖πα(zα2,n2)− (πα(x))−1‖′α <
‖(πα(x))−1‖′α

n2

ya que

‖πα(zα1,n1)− (πα(x))−1‖′α = ‖(πα(x))−1πα(x)πα(zα1,n1)− (πα(x))−1‖′α

= ‖(πα(x))−1(πα(x)πα(zα1,n1)− eα)‖′α

≤ ‖(πα(x))−1‖′α‖(πα(x)πα(zα1,n1)− eα)‖′α

= ‖(πα(x))−1‖′α‖xzα1,n1 − e‖α

≤ ‖(πα(x))−1‖′α‖xzα1,n1 − e‖α1

<
‖(πα(x))−1‖′α

n1

Haciendo lo análogo para ‖πα(zα2,n2)− (πα(x))−1‖′α, se tiene que

‖πα(zα2,n2)− (πα(x))−1‖′α <
‖(πα(x))−1‖′α

n2
.

Usando la a�rmación anterior se tiene que

‖πα(zα1,n1)− πα(zα2,n2)‖
′

α ≤ ‖πα(zα1,n1)− (πα(x))−1‖′α + ‖πα(zα2,n2)− (πα(x))−1‖′α

<
‖(πα(x))−1‖′α

n1

+
‖(πα(x))−1‖′α

n2

= ‖(πα(x))−1‖′α(1/n1 + 1/n2)

≤ ‖(πα(x))−1‖′α2/n0

< ε

Además por la elección de la red (zα,n) se tiene que (xzα,n) converge a e.

Como A es advertiblemente completa, (zα,n) es Cauchy y (xzα,n) converge a e, entonces

(zα,n) es convergente y converge al inverso de x.
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Teorema 3.60. Sea A un álgebra m-convexa, conmutativa con unidad y advertiblemente

completa , entonces x es invertible si y sólo si f(x) 6= 0, para toda f ∈m(A).

Demostración. ⇒)Consideremos x ∈ A invertible y y ∈ A el inverso de x. Como

1 = f(e) = f(xy) = f(yx) = f(y)f(x), entonces f(x) 6= 0 ∀f ∈m(A).

⇐) Supongamos que x no es invertible, entonces por el Teorema (3.59), existe un α ∈ λ

tal que πα(x) no es invertible en Aα. Consideremos el ideal πα(x)Aα, el cual es propio y

está contenido en un ideal máximo cerrado M, esto implica que existe f ∈m(Aα) tal que

f(πα(x)) = 0, esto es una contradicción, ya que f ◦ πα ∈m(A).

Teorema 3.61. Las propiedades (1)-(6) son equivalentes para cualquier álgebra m-convexa,

unitaria, conmutativa y compleja (A, τ).

1. A es una Q-álgebra m-convexa sobre alguna topología τ ∗

2. A es un álgebra advertiblemente completa, m-convexa sobre alguna topología τ ∗ y el

espaciom
]
(A) es compacto en la topología débil estrella.

3. El espacio m
]
(A) es compacto en la topología débil estrella y para cada elemento

x ∈ A tenemos que el espectro es σ(x) = x̂(m
]
(A)).

4. A es espectralmente acotada y σ(x) = x̂(m
]
(A)) para toda x ∈ A.

5. Para cada elemento x ∈ A el espectro σ(x) es compacto y σ(x) = x̂(m
]
(A)).

6. A es un Q-álgebra m-convexa sobre alguna topología τ ∗ más fuerte que τ .

Además, cada una de las propiedades implica la siguiente:

7. Cada ideal máximo de A es de codimensión 1.
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Demostración.

(1⇒ 2) Por hipótesis A es una Q-álgebra por el Teorema (3.52) tenemos que A es adverver-

tiblemente completa. Por el Teorema (3.2) inciso (6) tenemos que el espaciom
]
(A)

es compacto en la topología débil estrella.

(1⇒ 7) Por el Teorema (3.2) inciso (1).

(2⇒ 3) Que σ(x) = x̂(m
]
(A)) para cada x ∈ A, si (A, τ ∗) es advertiblemente completa, es

por el Corolario (3.83).

(3⇒ 4) Se sigue por el hecho de que x̂ es una función continua enm
]
(A), puesto que la

imagen continua de un compacto es un compacto.

(4⇒ 5) Supongamos que σ(x) no es cerrado para algún x ∈ A y tomemos λ ∈ σ(x)\σ(x).

Entonces y = x − λe es un elemento invertible de A. Existe una sucesión de números

complejos (λn)n∈N que converge a 0 tal que λn 6= 0 y λn ∈ σ(y) para cada n ∈ N. Ya

que σ(y) = ŷ(m
]
(A)), tenemos que 1

λn
∈ σ(y−1), ∀n ∈ N, lo cual implica que σ(y−1)

no es acotada, y esto contradice la condición (4).

(5⇒ 6) Supongamos que la topología τ de A es dada por el sistema (‖ · ‖α)α∈Λ de semi-

normas submultiplicativas en A. Ponemos

|x|0 = máx{|λ| : λ ∈ σ(x)} = máx{|x̂(ϕ)| : ϕ ∈m]
(A)}

para cada x ∈ A. Notemos que | · |0 es un semi-norma submultiplicativa y |x− e|0 < 1

implica que x es invertible en A.

De�nimos en A un nuevo sistema de semi-normas submultiplicativas

‖x‖∗α = máx(|x|0, ‖x‖α).
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La topología m-convexa τ ∗ en A asociada con este sistema de semi-normas es más

fuerte que τ . Puesto que el conjunto {x ∈ A : |x − e|0 < 1} es una τ ∗−vecindad de e

que consiste de elementos invertibles, entonces (A, τ ∗) es una Q-álgebra.

(6⇒ 1) Inmediato.
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3.4. Propiedades topológico-algebraicas y Q-álgebras

De�nición 3.62. Un ideal izquierdo I de un álgebra topológica compleja A es topológica-

mente de tipo �nito si es topológicamente generado por un número �nito de elementos de

este, es decir, existe x1, x2, ..., xr ∈ I tal que

I = Ax1 + Cx1 + Ax2 + Cx2 + ...+ Axr + Cxr

Un álgebra A es topológicamente Noetheriana izquierda si todo ideal izquierdo es

topológicamente de tipo �nito.

Ejemplo 13. H(C) la F -álgebra localmente m-convexa de todas las funciones complejas

holomorfas en el campo de los complejos C. Dotada con la topología de convergencia uniforme

en los subconjuntos compactos de C y seminormas Pk := máx{|f(z)| : z ∈ K} cuando f sea

una función continua de�nida en un abierto Ω de plano C y K ⊂ Ω un compacto.

Cada ideal principal de H(C) es cerrado. A�rmamos que los ideales de H(C) que son

topológicamente de tipo �nito son exactamente los ideales principales. Sea I un ideal principal

de H(C), es decir, I = 〈f〉 = {fa| a ∈ H(C)}, mostraremos que I es cerrado y por lo tanto

topológicamente de tipo �nito. Sea {gn}n∈N una sucesión de Cauchy en I tal que gn → g.

Como gn ∈ I, ∀n ∈ N tenemos que gn = fan, entonces {fan}n∈N es una suceción de Cauchy

en I.

Dado ε′ = |f |ε con ε > 0, ∃N ∈ N tal que ∀n,m ≥ N , implica que ‖fan − fam‖ < ε′,

entonces

‖fan − fam‖ < ε′ ⇒ |f ||an − am| < ε′

⇒ |an − am| <
ε′

|f |
=
ε|f |
|f |

= ε

⇒ |an − am| < ε
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por lo tanto, {an}n∈N es una sucesión de Cauchy en H(C) el cual es completo, entonces

∃a ∈ H(C) tal que an → a como la multiplicación es continua tenemos que fan → fa, es

decir, gn → fa, como H(C) es Hausdor�, implica que g = fa, por lo tanto, I es cerrado.

Ejemplo 14. Cada álgebra topológica Noetheriana es topológicamente Noetheriana. Pues si

A es un álgebra topológica Noetheriana, es decir, si I es un ideal izquierdo de A entonces I

es de tipo �nito, es decir, ∃x1, x2, ..., xr tales que I = Ax1 +Cx1 + · · ·+Axr +Cxr, entonces

I = Ax1 + Cx1 + · · ·+ Axr + Cxr

I = Ax1 + Cx1 + · · ·+ Axr + Cxr

I = I

por lo tanto, A es topológicamente Noetheriana.

Proposición 3.63. Sea A un álgebra topológica. Entonces las siguientes a�rmaciones son

equivalentes:

1. Cualquier sucesión creciente de ideales izquierdos cerrados se estaciona.

2. Cada familia no vacía de ideales izquierdos cerrados de A tiene un elemento máximo.

3. Cada ideal izquierdo de A es topológicamente de tipo �nito.

Demostración.

(1⇒ 2) Sea Ω una familia de idelaes izquierdos cerrados no vacía.

Tomemos una cadena ascendente de ideales izquierdos cerrados en Ω, I1 ≤ I2 ≤ · · · Sea

I =
⋃

1≤j<∞
Ij. Como I contiene a todos los Ij para 1 ≤ j < ∞ entonces I es una cota

superior de Ω. I es cerrado ya que I = ∪Ij = ∪Ij = ∪Ij = I. Tenemos que I1 ≤ I2 ≤ ···

es una sucesión creciente de ideales izquierdos cerrados, por hipótesis se estaciona, por

lo tanto I = Ij0 para algún 0 ≤ j0 <∞.
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(2⇒ 3) Consideremos un ideal I. Demostramos que I es topológicamente de tipo �nito,

para ello consideramos Ω = {J ⊂ I : J es topológicamente de tipo �nito} tenemos que

0 ∈ Ω, entonces Ω 6= φ, por lo tanto, por la condición (2) tiene un elemento máximo,

dijamos H.

A�rmamos que H = I, para ello supongamos que H ( I. Sea x ∈ I−H. Consideremos

H ′ = H + Ax+ xC ∈ Ω, por lo tanto H ⊆ H ′ lo cual es una contradicción, por lo

tanto, H = I.

(3⇒ 1) Supongamos que se cumple la condición (3) y tomamos una cadena de ideales iz-

quierdos cerrados tales que I1 ≤ I2 ≤ ···. Sea I =
⋃
n∈N

In. Entonces I es topológicamente

de tipo �nito, es decir, existen x1, x2, ..., xr ∈ I tal que

I = Ax1 + Cx1 + Ax2 + Cx2 + · · ·+ Axr + Cxr. Entonces

x1 ∈ I =⇒ x1 ∈ In1

x2 ∈ I =⇒ x2 ∈ In2

·

·

·

xj ∈ I =⇒ xj ∈ Inj

Sea κ = máx{nj : 1 ≤ j ≤ n}, entonces, xj ∈ Inκ ∀1 ≤ j ≤ n, por lo tanto,

Inκ = Inκ ⊃ I = I, lo que implica, Inκ = I.

Proposición 3.64. Un álgebra topológica A es topológicamente Noetheriana, si y soló si

A1 = A⊕ Ce también lo es.

Demostración. Por hipótesis tenemos que A es topológicamente Noetheriana si y sólo

si I es un ideal de A de la forma I = x1A+ Cx1 + · · ·+ xrA+ Cxr si y sólo si I es un ideal

de A1 de esa forma si y sólo si A1 es topológicamente Noetheriana.
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Proposición 3.65. Sea A un álgebra topológicamente Noetheriana e I un ideal izquierdo de

A. Entonces el álgebra I es topológicamente Noetheriana.

Demostración Sea I un ideal izquierdo de A. Por hipótesis tenemos que A es to-

pológicamente Noetheriana entonces I es topológicamente de tipo �nito, es decir, existen

x1, x2, ..., xr ∈ I tales que I = x1A+ x1C+ x2A+ x2C+ · · ·+ xrA+ xrC.

I es un álgebra y demostramos que I es topológicamente Noetheriana. Sea I ′ un ideal

de I entonces I ′ ⊂ I, por lo tanto, I ′ = xiA+ xiC con i ⊂ {1, 2, ..., r}, así I es un álgebra

topológicamente Noetheriana.

Proposición 3.66. Sea A un álgebra topológicamente Noetheriana conmutativa e I un ideal

cerrado de A. Entonces:

1. El álgebra cociente I/In es de dimensión �nita para n ≥ 1.

2. Si I es de codimensión �nita entonces pasa la mismo para In, para cada n ≥ 1.

3. Existen ideales primos cerrados P1, P2, ..., Pr de A tales que P1 · P2 · · · Pr ⊂ I.

Demostración.

(1) Por la proposición (3.65) el álgebra I es topológicamente Noetheriana; lo mismo sucede

para el cociente I/ I2, en esta álgebra el producto es trivial, y el álgebra es de dimensión

�nita. Por inducción y con ayuda del isomor�smo

I/ In+1/ In/ In+1 ∼= I/ In

tenemos que In es de codimensión �nita.

(2) Se sigue del inciso (1) y del isomor�smo

A/ In/ I/ In ∼= A/ I
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En efecto, por hipótesis A/ I es de dimensión �nita, entonces por el isomor�smo

mencionado A/ In es de dimensión �nita.

(3) Supongamos que no se cumple la propiedad y consideremos la familia F de todos los

ideales cerrados de A que no cumplen la propiedad (3). Sea I0 un elemento máximo de

F (I0 existe por el Lema de Zorn). El ideal I0 no puede ser un ideal primo. Entonces

existen x, y ∈ A tales que xy ∈ I0 con x 6∈ I0, y 6∈ I0. Sean J = I0 +Ax y K = I0 +Ay,

I0 ( J y I0 ( K. Cada uno de ellos contiene un producto �nito de ideales primos

cerrados. Sin embargo I0 contiene al ideal producto JK, pues JK = (I0 + Ax)(I0 +

Ay) = I0xyA ⊆ I0, lo que implica que I0 contiene un producto �nito de ideales primos

cerrados, y esto es contradictorio a nuestra hipótesis.

Proposición 3.67. Sea A una F-álgebra topológicamente Noetheriana conmutativa con uni-

dad. Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. A es una Q-álgebra.

2. Para x ∈ A, Ax = A ⇔ x ∈ G(A).

Demostración.

(1⇒ 2) Supongamos que A es una Q-álgebra, es decir, G(A) es abierto.

⇒) Sea x ∈ A, Ax = A como A es unitaria, tenemos 1 ∈ A = Ax, entonces existe

una sucesión {anx} → 1, lo que implica que existe m ∈ N tal que

∀n ≥ m, anx ∈ G(A), entonces existe y ∈ A tal que yanx = 1, para un n ∈ N

�jo, por lo tanto x ∈ G(A).

⇐) Sea x ∈ G(A), a�rmamos que A = Ax, tenemos que Ax ⊆ A, probaremos la

contención que nos falta, sea a ∈ A, entonces ax ∈ Ax ⊂ Ax, tenemos que

a = axx−1 = (ax−1)x ∈ Ax ⊂ Ax, por lo tanto a ∈ Ax, con lo que concluimos

que A = Ax.
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(2⇒ 1) Supongamos que A no es una Q-álgebra, por [18, Prop 2.1, p.188] podemos construir

una sucesión (xn)n≥1 de elementos no invertibles de A tales que xn → e y Axn ⊂

Axn+1, ∀n ∈ N. Por la hipótesis tenemos que A es topológicamente Noetheriana,

entonces existe un n0 ∈ N tal que Axn0 = A, por lo tanto xn0 es invertible, lo cual es

una contradición. Por lo tanto A es una Q-álgebra.

De�nición 3.68. Un ideal izquierdo I` de un álgebra A es regular si existe un elemento

u en A tal que xu − x ∈ I`, ∀x ∈ A; el elemento u es llamado una identidad módulo el

ideal I`. Un ideal regular derecho Ir y un elemento identidad módulo un ideal regular derecho

son de�nidos analógamente. Finalmente, un ideal bilateral I es llamado regular si existe un

elemento u tal que

ux− x ∈ I y xu− x ∈ I, ∀x ∈ A.

Proposición 3.69. Sea A una Q-álgebra, conmutativa con unidad en la cual la familia

de los ideales cerrados coincide con la familia de los ideales de tipo �nito. Entonces A es

Noetheriana.

Demostración. Consideremos F la familia de ideales de A que no son de tipo �nito.

Supongamos que F es no vacía. La familia F con la inclusión es un conjunto inductivo.

Consideremos entonces un elemento máximo I de F el cual existe por el Lema de Zorn.

Por [30, Prop. I.1, p.6], I es primo. Para x ∈ I/I, necesariamente xI no esta contenida

en I, ya que si xI ∈ I entonces I sería cerrado y, por hipótesis, de tipo �nito, lo cual es una

contradicción. Además por el hecho de que I es máximo, tenemos que I + xI = I porque

I ⊂ I + xI lo que implica que I + xI 6∈ F ; entonces éste es de tipo �nito y por hipótesis

tenemos que es cerrado, por lo tanto I = I + xI = I + xI. De esto resulta que I es un ideal

máximo regular de I.

I es una Q-álgebra, ya que A lo es. El ideal I es cerrado en I, lo cual es una contradicción.

Entonces F es vacía, por lo tanto A es Noetheriana.
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Proposición 3.70. Sea A una F-álgebra localmente m-convexa topológicamente Noetheriana

unitaria y conmutativa. Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. Cualquier ideal primo cerrado de A es máximo.

2. A es de dimensión �nita.

Demostración.

(1⇒ 2) Sea I un ideal primo cerrado entonces por la Proposición (3.66) tenemos que existen

ideales primos distintos P1, P2, ..., pr y enteros m1, ...,mr tales que P
m1
1 · · · Pmr

r = {0}.

Por el [9, Prop 7, p. I.102] uno tiene Pm1
1 ∩ · · · ∩ Pmr

r = {0}, además, para cualquier

I, Pmi
i = {x ∈ A : x(

⋂
j 6=i

P
mj
j ) = {0}} los Pmi

i son entonces cerrados. Por lo tanto, Pi

es de codimensión 1, Pmi
i es de codimensión �nita por el inciso (2) de la Proposición

(3.66). Resulta que A es de dimensión �nita.

(2⇒ 1) Siempre se cumple.

Proposición 3.71. Sea A una F-álgebra localmente m-convexa conmutativa unitaria. Si A

es topológicamente Noetheriana. Entonces A es una Q-álgebra.

Demostración. Por la Proposición (3.67) y como sabemos que x es invertible en A si y

sólo si xi es invertible en Ai, ∀i, por [34] podemos concluir la Proposición.
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3.5. Qt-álgebras

Las álgebras topológicamente Q heredan la mayoría de las propiedades de las Q-álgebras

en ciertos aspectos. En esta sección caracterizaremos a las álgebras topológicamente Q.

De�nición 3.72. Sea A un álgebra topológica compleja unitaria. Entonces un elemento

x ∈ A es topológicamente invertible si xA = Ax = A. Equivalentemente, si existen dos redes

(bi)i∈I y (ci)i∈I en A, tales que

bix −→ e xci −→ e.

Denotaremos el conjunto de los elementos topológicamente invertibles por Gt(A). Obviamente

G(A) ⊂ Gt(A).

Si Gt(A) es abierto, se dice que A es una Qt-álgebra. En forma similar a las de�niciones

de σ(x) y ρ(x), denotamos por σt(x) = {λ ∈ C : (x− λe) 6∈ Gt(A)} al espectro topológico

de x y ρt(x) = sup{|λ| : λ ∈ σt(x)} si σt(x) 6= φ y ρt(x) = 0 en otro caso, al radio espectral

topológico de x. Así σt(x) ⊂ σ(x) y ρt(x) ≤ ρ(x).

Observacion 3.73. G(A) ⊂ Gt(A) por lo tanto toda Q-álgebra es un Qt-álgebra, sin embargo

el converso no es cierto en general como le muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 15. Sea A = C[t] el álgebra unitaria de funciones polinomiales de una indetermi-

nada de�nida en [0, 1] con valores complejos y dotada de la siguiente norma de álgebra:

P → ‖P‖ =
n∑
i=0

|ai|; con P (t) =
n∑
i=0

ait
i

para cada t ∈ [0, 1]. Todos los funcionales lineales multiplicativos continuos de A son de

la forma δz con |z| ≥ 1 y δz(P ) = P (z). Entonces tenemosm(A) = {δz : |z| ≤ 1}. El

conjunto de todos los elementos invertibles de A no es otro que G(A) = C\{0}. Por lo tanto,

G(A) no es abierto. Sea P un polinomio de grado ≥ 1 y que no tenga ninguna raíz en [0, 1].

Por el teorema de Stone-Weierstrass, existe una sucesión {Pn}n∈N en el álgebra de funciones
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continuas en [0, 1] la cual converge al inverso de P . La sucesión {PPn}n∈N converge hacia 1

en A. Por lo tanto, Gt(A) ⊃ G(A) y Gt(A) 6= G(A).

Vimos que Gt(A) = G(Â) ∩ A, donde Â es la completación de A, entonces Gt(A) es

abierto. Por lo tanto, A es una Qt-álgebra.

Teorema 3.74. Sea A un álgebra topológica con unidad. Las siguientes a�rmaciones on

equivalentes:

(1) A es una Qt-álgebra.

(2) La unidad es punto interior de Gt(A).

(3) St(A) = {x ∈ A : ρt(x) ≤ 1} es vecindad del cero.

(4) Gt(A) tiene interior no vacío.

Demostración.

(1)⇒ (2) y (2)⇒ (4) son por de�nición.

(2)⇒ (3) Por hipótesis existe una vecindad balanceada V de 0 en A tal que e+ V ⊂ Gt(A).

Supongamos que ρ(v) > 1, para algún v ∈ V , entonces existe un escalar λ tal que

|λ| > 1 y v − λe 6∈ Gt(A). Entonces, e + ω 6∈ Gt(A) para algún ω ∈ V , lo cual es una

contradicción con la hipótesis, por lo tanto, V ⊂ St y se cumple (3).

(3)⇒ (2) Supongamos e+ 1
2
St(A) " Gt(A), entonces existe un x ∈ St(A) tal que

2e + x 6∈ Gt(A). Entonces, ρt(x) > 1, lo cual es una contradición con la de�nición de

St(A). Como St(A)es vecindad, entonces Gt(A) es abierto.

(2)⇒ (1) Supongamos U una vecindad del 0 tal que e+U ⊂ Gt(A). Sea a ∈ Gt(A) y V una

vecindad del 0 que satisfaga que V +V ⊂ U . Entonces existen elementos b, b′ ∈ A tales

que ba ∈ e+ V y ab′ ∈ e+ V .
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Sea W una vecindad del cero tal que bW ⊂ V y Wb′ ⊂ V . A�rmamos que

a+W ⊂ Gt(A). En efecto, si w ∈ W , entonces b(a+w) ∈ e+V +V ⊂ e+U ⊂ Gt(A).

También, (a+ w)b′ ∈ e+ U ⊂ Gt(A). Entonces, a+ w ⊂ Gt(A).

(4)⇒ (2) Sea s un punto interior de Gt(A); por lo tanto,existe una vecindad del cero, di-

gamos V tal que s + V ⊂ Gt(A). Sea U otra vecindad del origen tal que sU ⊆ V y

Us ⊆ V . Entonces, s(e + U) ⊆ s + V ⊂ Gt(A) y (e + U)s ⊆ s + V ⊂ Gt(A). Por lo

tanto, (e+ U) ⊆ Gt(A).

Proposición 3.75. Sea A un álgebra normada con unidad. Entonces, A es una Qt-álgebra.

Demostración. De acuerdo con el Teorema (3.74) es su�ciente demostrar que

U = {x ∈ A : ‖x− e‖ < 1} ⊂ Gt(A).

Dado x ∈ A con ‖x− e‖ < 1, de�namos y = x− e. La sucesión

(
n∑
k=0

yk
)
n∈N

es tal que∥∥∥∥(y − e)
(

n∑
k=0

yk
)
− e
∥∥∥∥ = ‖yn+1‖ ≤ ‖y‖n+1. Por lo tanto,

∥∥∥∥∥(y − e)

(
n∑
k=0

yk

)
− e

∥∥∥∥∥→ 0,

cuando n→∞. Entonces, x = e− y es topológicamente invertible.

De�nición 3.76. Si A es un álgebra unitaria. A es cerrada por inversos, si para cada

x ∈ A, 0 6∈ x̂(m(A))⇒ x ∈ G(A).

Si A es un álgebra unitaria. A es cerrada por inversos topológicos, si para cada

x ∈ A, 0 6∈ x̂(m(A))⇒ x ∈ Gt(A)

Observacion 3.77. Sea A un álgebra unitaria. Si A es cerrada por inversos entonces A es

cerrada por inversos topológicos. El reciproco no es cierto en general.
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De�nimos los siguientes conjuntos

φx =

{
φ si x ∈ G(A)

{0} en otro caso

Similarmente

φtx =

{
φ si x ∈ Gt(A)

{0} en otro caso

Proposición 3.78. En un álgebra topológica con unidad A. Las siguientes a�rmaciones son

equivalentes:

1. A es cerrada por inversos topológicos

2. Para cada x ∈ A tenemos x̂(m(A) ∪ φtx) = σt(x)

Demostración. Por [35, Prop. 2.21, p.9], para cada x ∈ A tenemos

x̂(m(A) ∪ φtx) ⊂ σt(x).

1)⇒ 2) Si λ ∈ σt(A) con λ 6= 0, entonces x
λ
6∈ Gt(A). Por la hipótesis, 1 ∈ x̂

λ
(m(A)). Por lo

tanto, existe una f ∈m(A) tal que f(x) = λ, por lo tanto, λ ∈ x̂(m(A) ∪ Φt
x).

2)⇒ 1) Si 1 6∈ x̂(m(A)), entonces 1 6∈ σt(A). Por lo tanto, x ∈ Gt(A) de tal manera que

A es cerrada por inversos topológicos.

Sabemos queQ⇒ Qt pero nos gustaría saber cuándoQt ⇒ Q. Hemos obtenido una respuesta

para cierto tipo de álgebras.

De�nición 3.79. Un álgebra topológica A es topológicamente espectral si

x̂(m(A)) = σ(x)
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Teorema 3.80. Sea A una F-álgebra topológicamente Noetheriana con unidad, conmutativa.

Son equivalentes las siguientes a�rmaciones:

1. A es una Q-álgebra

2. Gt(A) = G(A)

Demostración. x ∈ A cumple la propiedad (2) de la proposición (3.67) si y sólo si

x ∈ Gt(A).

Teorema 3.81. Sea A un álgebra topológica topológicamente espectral con unidad. Entonces

las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. A es una Q-álgebra.

2. A es una Qt-álgebra.

Demostración.

(1⇒ 2) Siempre se cumple.

(2⇒ 1) Por la Proposición (3.78) tenemos que x̂(m(A) ∪ φtx) = σt(x), entonces

x̂(m(A) ∪ φtx) ⊂ σt(x),

por lo tanto,

σ(x) = x̂(m(A)) ⊆ σt(x) ⊂ σt(x), ⇒ σt(x) = σ(x),

lo que implica que ρt(x) = ρ(x) ⇒ St(A) = S(A) por hipótesis tenemos que A es

Q-álgebra.
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También tenemos relaciones entre las álgebras topológicas advertiblemente completas y

topológicamente Q.

Proposición 3.82. Sea A un álgebra topológica localmente m-convexa conmutativa con uni-

dad. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. A es advertiblemente completa.

2. A es topológicamente espectral.

3. A es cerrada por inversos

Demostración.

(1⇔ 2) Por el Corolario (3.56)

(2⇒ 3) Supongamos que x 6∈ G(A) entonces x − 0e 6∈ G(A) lo que implica que 0 ∈ σ(x).

Pero por hipótesis σ(x) ⊆ x̂(m(A))⇒ 0 ∈ x̂(m(A))

(3⇒ 2) Como la contención x̂(m(A)) ⊆ σ(x) siempre es cierta, probemos que

σ(x) ⊆ x̂(m(A)).

Sea λ ∈ σ(x) ⇒ x − λe 6∈ G(A). Por hipótesis 0 ∈ x̂− λe((m(A))), por lo tanto

∃f ∈m(A) tal que

0 = ̂(x− λe)(f) = f(x− λe) = f(x)− λ

⇒ λ = f(x) = x̂(f)

⇒ λ ∈ x̂(m(A))
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Proposición 3.83. Sea A un álgebra m-convexa unitaria conmutativa compleja. Entonces

las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. Gt(A) = G(A).

2. A es advertiblemente completa.

3. σ(x) = x̂(m(A)) = x̂(m
]
(A)) para toda x ∈ A.

Demostración.

(1⇒ 2) Sea (xi)i∈I una red advertible con respecto a un x en A. Entonces x ∈ Gt(A) = G(A)

y A es advertiblemente completa.

(2⇒ 3) Ya que x̂(m
]
(A)) ⊂ x̂(m(A)) ⊂ σ(x), solo tenemos que probar que

σ(x) ⊂ x̂(m(A)).

Supongamos λ ∈ σ(x), entonces x − λe 6∈ G(A). Por el Teorema (3.60), existe una

f ∈m(A) tal que f(x− λe) = 0. Además λ = x̂(f) pertenece a x̂(m(A)).

(3⇒ 1) Sea x ∈ Gt(A), entonces existe una red (xi)i∈I en A tal que xxi → e. Entonces

f(x) 6= 0 para cada f ∈m(A) y por la hipótesis x ∈ G(A).

Los siguientes Corolarios de los Teoremas (3.37) y (3.71) relacionan los resultados obte-

nidos por R. Choukri y H. Arizmendi et al.

Corolario 3.84. Sea A una F-álgebra conmutativa Noetheriana entonces A es una Qt-

álgebra.

Corolario 3.85. Sea A una F-álgebra localmente m-convexa conmutativa topológicamente

Noetheriana entonces A es una Qt-álgebra.
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Proposición 3.86. Sea A una Qt-álgebra topológica conmutativa con unidad donde todos

los ideales máximos son cerrados. Entonces A es una Q-álgebra.

Demostración. Es su�ciente demostrar que Gt(A) = G(A) puesto que por hipótesis A

es una Qt-álgebra, es decir, Gt(A) es abierto, pero si Gt(A) = G(A), G(A) será abierto y por

lo tanto será una Q-álgebra.

Sabemos que siempre Gt(A) ⊆ G(A). Supongamos ∃x ∈ Gt(A)−G(A). consideremos el

ideal xA 6= A (x 6∈ G(A)). Sea M un ideal máximo de A tal que xA ⊆ M , el cual existe ya

que en un álgebra con unidad todo ideal propio esta contenido en un ideal máximo, lo que

implica A = xA ⊆M = M esto nos lleva a una contradicción. Por lo tanto, Gt(A) = G(A).



Capítulo 4

Ubicación de ciertos tipos de álgebras.

En el diagrama mostramos algunos de los diferentes tipos de álgebras normadas y no

normadas en relación unas con otras.

Notación.

FB0LC LmC
(2) (1)

(3)

F -Álgebras de Fréchet

LC-Álgebras localmente convexas

LmC-Álgebras localmente m-convexas

B0-Álgebras B0

143
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Ejemplos:

1. Álgebras que no son de Banach, no son normadas, pero si son B0.

El álgebra C(−∞,∞) que consiste de todas las funciones complejo valuadas con-

tinuas en la recta real con las operaciones algebraicas puntuales y con seminormas

‖x‖n = máx
−n≤t≤n

|x(t)| (Véase el ejemplo 2 de la página 29)

El álgebra ε de todas las funciones enteras de una variable compleja con las ope-

raciones puntuales y seminormas ‖x‖n = máx
|t|≤n
|x(t)|. (Véase el ejemplo 3 de la

página30)

C∞(0, 1) . Esta es el álgebra de todas las funciones derivables in�nitas veces en un

intervalo unitario con operaciones puntuales y seminormas máx
0≤t<1

|x(n)(t)|. Reem-

plazamos este sistema de seminormas por un sistema equivalente de seminormas

dado por

||x||n = 2n máx
0≤i≤n

2i máx
0≤t<1

|x(i)(t)|

tenemos entonces máx
0≤t<1

|x(i)(t)| ≤ ||x||n
2n+i

. (Véase el ejemplo 5 de la página 35)

Sea κ el álgebra de todas las series de potencias de la forma x =
∞∑
n=0

xnt
n con se-

minormas ||x||n =
∑n

i=0 |xi| y con multiplicación de Cauchy en serie de potencias,

es decir,

xy = z =
∞∑
n=0

znt
n donde zk =

k∑
i=0

xkyk−i

tenemos que

||xy||n =
n∑
k=0

∣∣∣ k∑
i=0

xiyk−i

∣∣∣
≤

n∑
k=0

k∑
i=0

|xi||yk−i|

≤
n∑
i=0

|xi|
n∑
k=i

|yk| ≤ ||x||n||y||n

(Véase el ejemplo 6 de la página 36)
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Sea (an,k), 1 ≤ n < ∞, −∞ < k < ∞ una matriz in�nita de números reales

positivos. Asumimos también que para cada n, existe un n'>n tal que

an′,k′an′,l ≥ an,k+l ∀k, l. (4.1)

Llamemos por κ(an,k) el álgebra de todas las series de Laurent de la forma

x =
∞∑
−∞

xkt
k tales que ||x||n =

∞∑
k=−∞

an,k|xk|

Esta es un álgebra bajo la multiplicación de Cauchy, por (4.1)

||xy||n =
∞∑

k=−∞

an,k

∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞

xk−i · yi

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k,i=−∞

an,k|xk−i| · |yi|

≤
∞∑

k,i=−∞

an′,k−i · an′,i|xk−i| · |yi| = ||x||n′||y||n′

(Véase el ejemplo 7 de la página 37)

2. Un álgebra que no es de Banach, no es normada, es localmente convexa

pero no m-convexa.

Lω el conjunto de todas las funciones medibles en el intervalo unitario (0,1) con las

operaciones puntuales tal que ‖x‖n =
(∫ 1

0
|x(t)|n dt

)1/n

<∞.

(Véase el ejemplo 4 de la página 31).

3. Una F-álgebra que no es normable y es localmente convexa

Sea κN el conjunto de todas las sucesiones numericas con las operaciones puntuales y

la topología producto.
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En el siguiente diagrama proporciona la ubicación relativa de los distintos tipos de

álgebras topológicas considerados en este trabajo y sus relaciones con los conceptos

siguientes: Q-álgebra, Qt-álgebra, álgebras advertiblemente completa. También

proporcionamos ejemplos muy pertinentes del tipo de álgebra. Notación.

Qt
(8)

AC

Q

F
(1)

(3)

LC
(2)

LmCN
(5,6)

(7)(9)
(4)
B

B-Álgebras de Banach

N -Álgebras Normadas

LC-Álgebras localmente convexas
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LmC-Álgebras localmente m-convexas

F -Álgebras de Fréchet

AC-Álgebras advertiblemente completas

Q-Álgebras Q

Qt-Álgebras Qt

Ejemplos:

4. Álgebra de Banach

Sea A un espacio de Banach; consideramos el álgebra L(A) de los operadores lineales

acotados (continuos) de A con la multiplicación dada por la composición. Entonces

L(A) es un álgebra normada si de�nimos la norma de operador como sigue: para

T ∈L(A):

‖T‖ = sup
‖x‖<1

‖T (x)‖

A�rmamos que esta es un álgebra de Banach. Primero veamos que esta bien de�nida

la norma:

(i) ‖T‖ > 0 por de�nición.

(ii)

‖T‖ = 0 ⇔ sup
‖x‖<1

‖T (x)‖ = 0

⇔ ‖T (x)‖ = 0, ∀x ∈ A tal que ‖x‖ < 1

⇔ T (X) = 0 ∀x ∈ A tal que ‖x‖ < 1.
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(iii) Sean R, T ∈L(A) entonces:

‖R + T‖ = sup
‖x‖<1

‖R(x) + T (x)‖

≤ sup
‖x‖<1

‖R(x)‖+ ‖T (x)‖

≤ sup
‖x‖<1

‖R(x)‖+ sup
‖x‖<1

‖T (x)‖

= ‖R‖+ ‖T‖

por lo tanto si es norma. Ahora veamos que es completa. Sea {Tn}n∈N una sucesión

de Cauchy en L(A), entonces ∀ε > 0 existe un N1 ∈ N tal que si n,m > N entonces

‖Tn − Tm‖ < ε
2
.

Tenemos que A es un espacio de Banach entonces la sucesión {Tn(x)}n∈N es de Cauchy,

por lo tanto existe un T (x) ∈ A tal que Tn(x)→ T (x), es decir, ∀ε > 0 existe unN2 ∈ N

tal que si n > N entonces ‖Tn(x)− T (x)‖ < ε
2
.

Sea N = máx{N1, N2} y n,m > N entonces

‖Tn − T‖ = sup
‖x‖<1

‖(Tn − T )(x)‖

= sup
‖x‖<1

‖Tn(x)− T (x)‖

= sup
‖x‖<1

‖Tn(x)− Tm(x) + Tm(x)− T (x)‖

≤ sup
‖x‖<1

‖Tn(x)− Tm‖+ ‖Tm(x)− T (x)‖

≤ sup
‖x‖<1

‖Tn(x)− Tm‖+ sup
‖x‖<1

‖Tm(x)− T (x)‖

<
ε

2
+
ε

2
= ε

Por lo tanto, es completa lo que implica que L(A) es un álgebra de Banach.
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5. Álgebra que no es de Banach, es normada y Q. El álgebra R(D) de todas las

funciones racionales complejas de�nidas en el disco unitario cerrado D de C con las

operaciones puntuales, dotada con la norma ‖q‖ := sup
z∈C
|q(z)|. (Véase el ejemplo 1 de

la página 11)

6. Un álgebra que no es de Banach, es normada, Q, advertiblemente completa

y sin unidad

Sea κ(R) := {f ∈ C(R) : supp(f)es compacto} dotada con las operaciones algebraicas

puntualmente y norma uniforme ‖ · ‖∞. (Véase el ejemplo 10 de la página 115)

7. Un álgebra que no es de Banach, normada que no es Q y tampoco adverti-

blemente completa.

Sea T := {z ∈ C : |z| = 1} y P todos los polinomios en T con coe�cientes complejos.

Dotamos a P con las operaciones algebraicas de�nidas puntualmente y con la norma

uniforme ‖ · ‖∞. (Véase el ejemplo 11 de la página 116)

8. Un álgebra que es Qt pero no es Q. Sea A = C[t] el álgebra unitaria de funcionales

polinomiales de una indeterminada de�nida en [0, 1] con valores complejos y dotada de

la siguiente norma de álgebra:

P → ‖P‖ =
n∑
i=0

|ai|; con P (t)
n∑
i=0

ait
i

para cada t ∈ [0, 1]. (Véase el ejemplo 15 de la página 135)

9. Un álgebra advertiblemente completa normada que no es ni completa ni

Q-álgebra

Sea A1 una Q-álgebra normada no completa (véase el ejemplo (10)) y {An}n>1 una

familia de álgebras de Banach unitarias. Consideremos A :=
∏
n∈N

An y dotemos está

con la topología producto. (Véase el ejemplo 12 de la página 118)
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Conclusiones y Perspectivas

A lo largo de este trabajo hemos presentado un panorama general muy detallado de los

resultados y avances que hay en la línea de las álgebras topológicas normadas y no normadas.

La exposición toma como punto de partida las propiedades fundamentales y los conceptos

básicos que caracterizan a las álgebras de Banach. Uno de los conceptos relevantes en el

estudio de las álgebras topológicas m-convexas es la propiedad Q. Las álgebras de Banach

satisfacen la propiedad Q, pero este no es el caso en general para las álgebras que sólo son

normadas. Así se estudiaron posibilidades para caracterizar a las álgebras que tienen esta

propiedad en el caso normado.

Posteriormente se analizaron conceptos algebraicos sobre los ideales de un álgebra topo-

lógica de ciertos tipos y se relacionaron con el hecho de que el álgebra posee la propiedad

Q.

Añadimos entonces un ingrediente más a la estructura ya existente del álgebra no nor-

mada y se relacionarón conceptos topológicos-algebraicos con la propiedad Q.

Finalmente extendimos la propiedad Q a una propiedad más general a la cual llamamos

Qt.

Por último logramos ubicar los diferentes tipos de álgebras topológicas, normadas, no

normadas, F , localmente convexas, localmente m-convexas en un esquema, proveyendo una

gama muy pertinente de ejemplos.
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En cuanto a las perspectivas de desarrollo en este tema podemos mencionar lo siguiente:

Es posible profundizar en las relaciones de la propiedad Qt con las condiciones de

cadena en el álgebra.

Tambien se puede investigar sobre la posibilidad de relacionar a las álgebras con iden-

tidad aproximada y la propiedad Q.

Conviene investigar sobre la posibilidad de relacionar a las álgebras con identidad

aproximada y las condiciones de cadena.
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