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Introduccion.

El caracter esencial de las algebras topologicas es la consideracion simultdnea de dos
estructuras en un mismo conjunto: una estructura algebraica (el de un algebra) y una es-
tructura topologica, asegurando la consistencia entre el dlgebra y la topologia. Esta unién
lleva como componentes vitales, a un importante objeto del anélisis funcional llamado

“algebras topologicas”.

El estudio de las algebras topolégicas (no normadas) se inicio alrededor de 1950, para
manipular ciertas clases de algebras topolégicas que aparecieron naturalmente en las mate-
maticas y en la fisica. Algunos resultados en tales dlgebras topolégicas habian sido publicados
en 1947 por R. Arens [3], pero no fue sino hasta 1952 cuando éste y E.A. Michael dieron,
independientemente, el primer estudio sistematico sobre las algebras localmente m-convexas,
las cuales constituyen una clase importante de algebras topoldgicas no normadas. Se puede
destacar el hecho de que M.A. Naimark, un experto en el drea de algebras de Banach, habia
senalado la importancia de la consideracion de algebras no normadas y predijo el desarrollo
de esta teoria. En relacion a la cosmologia, G. Lassner, para su gran sorpresa, se di6 cuenta
de que la teoria de las algebras topologicas normadas no era suficiente como herramienta de

trabajo.

Ademas, para el estudio interno de la estructura de las algebras topolégicas no normadas
y no localmente convexas, existen aplicaciones en otras ramas de las matematicas, tales como
geometria diferencial en superficies suaves y en fisica matemaética, la relatividad cuantica (A.

Mallios) y cosmologia cuantica (G. Lassner). Es maés, las algebras topologicas tienen gran
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VI INTRODUCCION.

influencia en los operadores no acotados. Otros temas donde las algebras topologicas son
aplicables es el dlgebra homolégica topologica, la geometria algebraica topologica, la teoria

de gavillas y la K-teoria.

Un concepto importante dentro del estudio de las dlgebras topologicas es el de Q-algebra.
Las Q-algebras mantienen muchas de las propiedades fundamentales de las algebras de Ba-

nach y en muchos casos estas propiedades caracterizan a la propiedad Q.

Una Q-algebra es un algebra topologica tal que el conjunto de sus elementos casi inverti-
bles es abierto. El concepto de la propiedad Q fue introducido por primera vez en 1947 por 1.
Kaplansky en [28] en el contexto de los anillos topologicos. Las Q-dlgebras poseen un lugar
importante en la teoria de las algebras topologicas, comparten con las algebras de Banach
propiedades significativas, por mencionar, entre otras, cada caracter es continuo, cada ideal
méaximo regular es cerrado, cada elemento tiene espectro compacto, y estas algebras son

advertiblemente completas.

Las algebras advertiblemente completas fueron introducidas por S. Warner en 1955 en el
contexto de las algebras localmente m-convexas. Las Q-algebras no son completas pero son
advertiblemente completas y ambos conceptos son equivalentes en la clase de las algebras

normadas con unidad.

Recientemente se ha prestado una atencion considerable a la clase de las Q-algebras
localmente m-convexas y en particular a aquellas que son de Fréchet (F-algebras). Por otro
lado, el concepto de algebra topoldgicamente (Q es una generalizacién muy conveniente del
concepto de Q-algebra. Este ha sido considerado por diversos autores como A. Najmi [35],
H. Arizmendi et al [6], M. Abel, W. Zelazko [44] y R. Hadjigeorgiou [23] entre otros quienes

han extendido resultados similares a los de E. Michael y otras a esta nueva clase de algebras.

En el caso de las algebras localmente m-convexas podemos hacer notar que el teorema
de Gelfand-Mazur para algebras m-convexas implica que cada ideal maximo cerrado es de

codimensién 1 y es el nicleo de una funcional lineal multiplicativa continua no nula. Puesto
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que para cada ideal cerrado I C A el algebra cociente es tambien un algebra localmente
m-convexa, entonces cada ideal cerrado esta contenido en un ideal méximo cerrado. Si A es

una Q-algebra, entonces cada ideal méaximo es cerrado y por lo tanto es de codimension 1.

Decimos que un algebra localmente m-convexa A es un algebra By si es completa y
metrizable. Existen ejemplos de algebras con ideales maximos densos de codimension infinita
que no son Q, W. Zelazko [44] hizo la siguiente pregunta: jes cierto que un algebra m-
convexa By tiene un ideal maximo denso de codimension infinita si y sblo si no es una Q-
algebra? Tratando de responder a esta pregunta, W. Zelazko pudo caracterizar a las algebras
m-convexas conmutativas completas con unidad donde todos los ideales maximos son de
codimension 1y descubri6 las condiciones bajo la cuales existen ideales méximos densos (de

codimension finita o infinita).

Por otro lado, en 1999, R. Choukri y A. El Kinani [I2] examinaron algunas algebras
topologicas y pudieron relacionar conceptos meramente algebraicos, como las condiciones
de cadena en ideales, con propiedades topologicas, logrando caracterizar a las F-algebras
Noetherianas que son QQ-algebras, como aquellas en donde todos sus ideales izquierdos son
cerrados. Méas aun, en [I4] R. Choukri define el concepto de algebra topologicamente Noet-

heriana y estudia sus propiedades.

Este trabajo presenta tanto los fundamentos como resultados méas relevantes en el estudio
de cierto tipo de algebras no normadas. Cabe mencionar que muchos de los elementos aqui
considerados, como por ejemplo, dlgebras de Fréchet con la propiedad Q tienen aplicaciones
en la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales, teoria de operadores y la geometria
diferencial entre otras ramas de la matematica. Sin embargo debido a que el campo de estudio
es muy basto existen muchas otras propiedades relacionadas con las algebras topologicas no

normadas que ain estan por investigarse.
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Resumen

La tesis estd dividida en cuatro capitulos donde cada uno de ellos trata un aspecto
en particular de las algebras topologicas de diferentes tipos. El capitulo I estd dedicado a
introducir los conceptos y propiedades fundamentales de la algebra de Banach, las 4lgebras

normadas y las F-algebras.

Las algebras localmente m-convexas completas comparten propiedades fundamentales
con las algebras de Banach. Sin embargo, hay propiedades que no se pueden extender a
ese tipo de algebras. Para muchas de las propiedades que se han generalizado, es esencial
la completidud del algebra, aunque algunas de ellas se siguen cumpliendo si ponemos una

condiciéon mas débil, como es el ser advertiblemente completa.

El capitulo II esta dedicado al estudio de las algebras localmente convexas, en parti-
cular a las &lgebras localmente m-convexas. El principal objetivo de este capitulo es tener
una representacion de cualquier algebra localmente m-convexa completa A como un limite

proyectivo de algebras de Banach (descomposicion de Michael-Arens).

El capitulo III esta dirigido a estudiar propiedades algebraicas, topologicas y topologico-
algebraicas de las algebras topologicas. Relacionamos condiciones en los ideales de las al-
gebras con conceptos topologicos. Estudiamos en detalle las Q-algebras, las ();-algebras,

proporcionamos caracterizaciones anadiendo algunas contribuciones originales.
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X RESUMEN

En el capitulo IV proporcionamos un diagrama que describe los distintos tipos de 4lgebras
topologicas consideradas en este trabajo. Ademés damos un resumen de ejemplos de algebras

mostrando su posicion relativa en el diagrama.



Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Definiciones Basicas

Definicién 1.1. Un dlgebra topoldgica es un espacio vectorial topoldgico sobre K (donde

K puede ser R o C) dotado de una multiplicacion asociativa conjuntamente continua.

Sea A un algebra topologica sobre C. Denotamos con ®(A) a la familia de todas las
vecindades balanceadas y convexas del origen en A. Una vecindad U es balanceada, si
0 € nt(U) y \U C U para cada complejo A con |[A\| < 1 y es convexa si

aU+(1—-a)UCcU, 0<a<l.

La continuidad conjunta de la multiplicacién en el origen significa que para cada

U, € ®(A) existe una Uz € (A) tal que
UgUg = (UQ)Q Cc U, (1.1)

De aqui obtenemos la continuidad conjunta en A x A. Para verificarlo, sean xg,y0 € A, y

V, un elemento arbitrario de ®(A). Debemos encontrar una vecindad Vz € ®(A) tal que

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

siempre que x € xo + V3, y € yo + V3, entonces xy € xoyo + Vo, lo cual es equivalente a

(zo + V) (yo + V3) C 2oy + Va-

Esta ultima relacion se satisface si

xoVs + Vayo + (Vg)Q C V.

Primero encontramos una vecindad U, en ®(A) tal que 3U, C V,. Por la relacion (1.1)
podemos encontrar Ug tal que (Us)* C U,. Por la continuidad de la multiplicacion por
escalares podemos encontrar una A, 0 < A <1, tal que Az, Ayo € Up, y escoger V3 tal que

A\"1V5 C Up. Entonces tenemos
ZB0V5 + ngo + (V5)2 C )\$0)\71V5 + )\71‘/5)\?/0 + )\2(U5)2 C 3(U5)2 c3U, CV,
que es lo que deseamos.

Si A es un algebra sin unidad, podemos anadir la unidad a A definiendo el &lgebra
A; = A@ Ke, (e es el vector unitario en el algebra Ke = K), con la topologia producto y la

multiplicacion dada por :

(x + Ae)(y + pe) = xy + Ay + px + Ape,

donde z,y,€ A, A\, u € K. Ay asi definida es un algebra topologica también.

En efecto:

1. Es facil verificar que A; es un algebra, asociativa y distributiva.

2. A tiene identidad, la cual esta dada por ¢ = 0 + le, pues

(z+Xe)()=(x+A)0+1le)=2-0+1-2+X-0+(A-De=0+x+e=x+Xe
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analogamente (¢')(z + \e) = z + Ae
3. A; es un algebra topologica; sea ®(A;) un sistema de vecindades del 0 en A;, sea
Ue®(A)) donde U=V x W tal que V € &(A), W € &(Ke).
ATy € ®(A) tal que T2 CV y I Ry € ®(Ke) tal que R2CW

como la multiplicacion por escalar es continua 3 77 € ®(A) y Ry € ®(Ke) tal que

T, -R, CV.
Sea Ty =ToNTyy Ry = RyN Ry por lo tanto T3 CV, R2 CW, T, -Ry C V.

Sea z =T X Ry entonces,

22 C (TyxRo)(Tyx Ry) C (T? +ToRy +TyRy)x B2 C (V4V+V)XW C 3V xW.

Si V! = (1/3)V, repetimos el argumento con U" = V' x W/,

22 C3-(1/3)VxW C V xW =U entonces el producto es conjuntamente continuo.
4. A es un ideal cerrado de A;.

= A es un ideal de A;.

Si(z+Xe) €Ay yyeA,

(x+Xe)(y) =(x+Ae)(y+0e) =2y + 0z + Ay + (N0)e=zy+ Ay € A

analogamente (y)(x + Ae) € A.

s A es cerrado en A;.
Si (z, + Ane) = (x + Ae) es un sucesion de elementos de A; convergente en Aj,
entonces x,, — r, A, — A, porque la topologia en A; es la topologia producto.

Por lo tanto, si A, = 0, Vn € N, entonces A\ = 0, es decir,

Tp € A= lim x, =0 € A.

n—oo



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Clasificamos a las algebras topologicas de la misma manera en que lo hacemos con los
espacios topologicos lineales, es decir, si K es una clase de espacios lineales topologicos,
entonces definimos una K-algebra como un algebra topologica que pertenece a la clase K

como espacio lineal topologico. A continuacién mencionaremos algunas clases de K-dlgebras:

= LC- la clase de las algebras y espacios localmente convexos.

= F- la clase de las algebras y espacios lineales topologicos completos metrizables, pero

no necesariamente localmente convexos.

= LB- la clase de todos los espacios localmente acotados.

= By- la clase de todos los espacios completos metrizables localmente m-convexos.

= B- la clase de todos los espacios de Banach.

Tenemos que B=LCNLBNF.
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1.2. Algebras de Banach.

Trataremos con algunas de las algebras anteriormente mencionadas. Empezaremos con
las dlgebras de Banach que son el punto de inspiracion para estudiar dlgebras no normadas.

Para ello daremos algunas definiciones.

Definicién 1.2. Un dlgebra topologica A es un dlgebra topoldgica completa si como

espacio vectorial topoldgico es completo.

Definicién 1.3. Un espacio vectorial normado (A, ] - ||) es un dlgebra normada si A es

un dlgebra y |lzyl < [lz|[llyl, (z,y € A).

Claramente un algebra normada es un algebra topologica.

Definiciéon 1.4. Si A es un dlgebra normada y completa, entonces decimos que A es un

dlgebra de Banach.

Observacion 1.5. Algunos autores definen un dlgebra de Banach como un dlgebra topoldgica
que vista como espacio vectorial topoldgico es un espacio de Banach. Con esta definicion
probaremos que en toda dlgebra de Banach existe una norma equivalente a la norma original

de A que satisface |zy| < |[z[l[lyl, (z,y € A).

Si A es un algebra de Banach con la norma ||z||, tenemos que {z : ||z| < r} € ®(A)
y cada elemento de ®(A) contiene una vecindad de la forma {z € A : ||z|| < r}. Entonces
existen vecindades U, Us € ®(A) tal que Uj C U, es decir, |lzy| < cl|z||[ly]| para toda
z,y, € A (asumimos que U, = {z : [|z| < 1}, entonces existe Uz con U3 C U,. Pero existe
un 7 > 0 con {z : ||z|| <r} C Usy por lo tanto {z : ||z| < r}* = {z : ||z|| < 1}. Entonces

para cada z,y € A, z,y,# 0 tenemos que Hﬁﬁ” <1, o [layll < Zllz||[ly])-

Veremos que al reemplazar la norma de A por una equivalente, podemos suponer que

c =1, es decir, |lzy|| < ||z||lly|]| ¥ |le]| = 1 si A tiene unidad. Se puede hacer como sigue.
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A tiene una unidad, en otro caso
consideraremos el algebra A; en lugar de A. A cada © € A le corresponde un operador
T, :y — T,y = xy. Dotamos a A de una nueva norma dada por: |||z||| = ||7%||, entonces
se satisfacen las condiciones anteriores. Necesitamos mostrar que las normas ||z|| v |||=||| son

equivalentes. Observemos que

[Tyl |yl clllllyl
]Il = sup =—= ='s < < cljl,
P (77 (7] R ]
Habremos terminado si probamos que A es completa con la norma ||| - |||. Para este

fin utilizamos el siguiente resultado de espacios de Banach: Si X es un espacio de Banach
(completo) con respecto a las siguientes dos normas || - |1 y || - ||2 ¥ si existe ¢ > 0 tal que
|z]|1 < ¢||z||2 para toda = € X, entonces ambas normas || - ||1, y || - |2 son equivalentes, es
decir, existe otra constante ¢ > 0 tal que caf|z|]2 < ||z]]1 < ¢||z||;. Esto se sigue del teorema

del mapeo inverso de Banach.

Supongamos que {z,}nen €s una sucesion de Cauchy en la norma ||| - |||, es decir, T,
es una sucesion de Cauchy de operadores en L(A), donde L(A) es el algebra de todos los
endomorfismos continuos de A y por lo tanto converge a algiun operador 7" € L(A). Para
cualquier y, z € A tenemos que T, (yz) = T, (y)z y lo mismo vale para el operador limite
T, por lo tanto, T'(y)z = T(yz). Si y = e obtenemos que T'(z) = T'(e)z = Tr(e)(2), es decir,
T es de la forma T,, para xy = T'(e) y por lo tanto, z, ‘Ml To. Entonces A es completa en

I - ||| que es lo que queriamos probar.

De ahora en adelante supondremos que la norma de un algebra de Banach satisface que

lzy|l < ||l=|l|ly]] ¥ |le]] = 1 si A tiene elemento unitario e.

Observacion 1.6. En el razonamiento anterior el hecho de que la multiplicacion fuera sepa-
radamente continua fue esencial y esta continuidad implica que la multiplicacion es conjunta-
mente continua. Fsto es cierto para F-dlgebras, pero es falso en general. Por ejemplo existen

espacios normados no completos en donde es posible definir la multiplicacion separadamente
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continua la cual no es conjuntamente continua. Por ejemplo {1 con la norma (s.

Definiciéon 1.7. Sean A un dlgebra de Banach compleja y ¢ una forma lineal sobre A no
idénticamente cero. Si ¢(xy) = é(x)d(y) para todo v € A ey € A, entonces ¢ es un
homomorfismo complejo sobre A.

(La exclusion del caso ¢ = 0 es, desde luego, solamente una cuestion de conveniencia).
Proposicion 1.8. Si ¢ es un homomorfismo complejo sobre un dlgebra compleja A con
unidad e, entonces ¢p(e) =1, y ¢(x) # 0 para cada x € A invertible.

Demostraciéon. Para algin y € A, ¢(y) # 0. Como ¢(y) = ¢(ye) = ¢(y)p(e), se sigue

que ¢(e) = 1. Si x es invertible, entonces ¢(x)p(z™!) = ¢p(zz™!) = ¢(e) = 1, luego ¢(z) # 0.

Las partes (a) y (¢) del teorema siguiente son quizéas los hechos mas ampliamente uti-
lizados en la teoria de las algebras de Banach; en particular, (¢) implica que todos los

homomorfismo complejos de algebras de Banach son continuos.

Teorema 1.9. Sean A un dlgebra de Banach, x € A, ||z|| < 1. Entonces

(a) e —x es invertible,

(b) e—a) —e—a| < {5

(c) |p(z)| < 1 para todo homomorfismo complejo ¢ sobre A.

Demostraciéon. Como ||z"| < ||z]|" v ||z]| < 1, sea {sp}nen donde

sp=e+x+ai+ - +a" (1.2)
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afirmamos que {s, },en es una sucesion de Cauchy en A, pues dado € > 0 y sean n > m con

n,m € N, entonces

[ — sml| = lle+tax+a*+2°+- - +a"—(e+a+2°+2°+ - +2")|
= |l a2

< ™ A 2™ 2 A 2]

<l e [l

o
si |zl =ay0<a<1, seant, =1+a+---+a" entonces y a” = =, por lo tanto

n=1

dado € > 0; N € N tenemos que ||s, — S,/ = s con s € A, lo que implica que {s, }nen s de

Cauchy.

Puesto que " — 0y

snle—z) = (e+x+2°+--+2")(e—1)

= eta+’+ 42" —(z+2>+--+2")

= e—a"!
= (e—1)s
tenemos que
sple—z)= e+a" " T s(e—xz)=¢
o n4+1 N—Q .
—2)s, = — =
(e —x)s e+a" — (e—x)s=e

esto se tiene por la continuidad de la multiplicaciéon. Por lo tanto, s es el inverso multi-

plicativo de (e — x). Ahora, (1.2)) prueba que

5w —c—afl = la® + 2% +- - < Z ol = L2
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Finalmente, sea A € C, |A] < 1. Por (a), e — A"'z es invertible. Por la Proposicion (|1.8)),

1—A1to(x) = ¢p(e — X7tx) # 0, por lo tanto, ¢(x) # \. Esto completa la demostracion.

Definicion 1.10. Sea A un dlgebra de Banach; sea G=G(A) el conjunto de todos los
elementos invertibles de A. Six € G ey € G, entonces y~'x es el inverso de v~ y; por

lo tanto, x='y € G y G es un grupo.

Sea A un dlgebra topoldgica, decimos que A es una Q-dlgebra si G(A) es un conjunto

abierto en A.

Six € A, el espectro o(x) de x es el conjunto de todos los nimeros complejos X tales
que Xe — = no es invertible. El complemento de o(x) es el conjunto resolvente de z; estd

1

formado por todos los A € C para los que (Ae — )~ existe.

El radio espectral de x es el nimero p(x) = sup{|\| : A € o(x)}. Es el radio del
menor disco circular en C con centro en cero, que contiene o(x). Naturalmente, p(x) no
tiene sentido cuando o(x) es vacio. Pero esto no ocurre nunca en un dlgebra de Banach

como veremos mds adelante.

Teorema 1.11. Sean A un dlgebra de Banach, v € G(A), h € A, ||| < t||z71|~!. Entonces

z+heGA), yll(x+h)™" =2+ ha™H| < 2l PR

Demostracion. Como z+h = z(e+z7'h) y [la7 k|| < i, el Teorema (1.9) tenemos que
e — 27 'h es invertible y sabemos por hipotesis que x es invertible lo que implica

rle—x th)=z—he G(A)

Ahora veremos que se cumple la desigualdad, primero observamos que

(x+h)'—z ' +atha™t = [(e+ 27 'h)™ — e+ 27 h]z~! entonces por el Teorema ((1.9)
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tenemos que

llle+a™ )™ —et+a A2 < [lleta )™ —et+a Al [z

||$71h||2 ||[E_1||
1=l

[
< 1_—1'H$ 1

2
= 2}z A=)

Lema 1.12. Sea A un dlgebra de Banach con unidad e. Entonces G(A) es un subconjunto

1

abierto de A y G(A) es un grupo topoldgico, es decir, la funcion x — x~' es continua.

Demostracién. Primero mostramos que U = {x € A : ||z —¢|| < 1} C G(A). De hecho

o0
sea ||z —e|| < 1y pongamos y = x —e. Entonces la serie ) y" es absolutamente convergente

n=0
en A. Sea z = > y". Tenemos zz = Y y"(y—e) = > y" — > y" = e, y por lo tanto,
n=0 n=0 n=1 n=0

x € G(A). Ahora sea x € G(A). Entonces la funcion y — zy es un homeomorfismo de A en
si misma, y por lo tanto la funcién manda conjuntos abiertos en conjuntos abiertos. Como
U es abierto, entonces xU es abierto. Ya que e € U, x € zU y xU consiste de elementos
invertibles. Entonces cualquier x en G(A) tiene una vecindad que consiste de elementos

invertibles (por ejemplo, xU) y entonces G(A) es abierto.

1

Falta ver que la funcion © — 27" es continua en G(A). Primero mostramos que si

T, — e, v, € G(A), Vn € N, entonces z,' — e, es decir, la inversion es continua en

x=e. Para un N € N grande, dijamos n > N, tenemos ||z, — || < %, es decir, z, € U
o0 o0 (o]

y entonces z,;! = Y (z, — ¢)F, entonces [[z,;']| < Y ||z, —e||F < X 5 = 2. Esto es,
k=0 k=0 k=0

lzt —ell = [la ' (e — za) | < llallle — zall < 2[le — 2]l — 0.

Lo cual nos da lim z*

n—o0

= e. Ahora tomemos un =y € G(A) arbitrario y supongamos que

1

Ty — To, T, € G(A). Tenemos que mostrar que x,' — :1:51. Pero x, — zy implica que

T2y — e, y por lo anterior zoz; ' — e o ;' — 25" que es lo que deseamos.
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Observacion 1.13. Toda dlgebra de Banach es una ()-dlgebra.

Ejemplo 1. El dlgebra R(D) de todas las funciones racionales complejas definidas en el

disco unitario cerrado D de C con las operaciones puntuales, dotada con la norma

lqll := sup |q(2)].
zeC

Afirmamos que q € R(D) es invertible si y sdlo si q no tiene ceros en D. Pues si ¢ € R(D)

entonces q(x) = S con r(z), s(z) polinomios con coeficientes en C y s(x) # 0, Vo € D,

por lo tanto q(x) es invertible si y sdlo si % esta definida en D, es decir, r(x) #0, Vo € D.

Ahora demostraremos que G(R(D)) es abierto en R(D), por el principio del mddulo
mdzimo. Sea qo € G(R(D)) y sea || ;- L -|| = M, entonces ] | < M, Vx € D. Sea q € R(D)

tal que ||g — qo| < 2M, entonces tenemos que

1
—5a7 S 14@)] = lwo(@) < 577

1

s lao(@)] < Ja()

Pero |qo(x)| > 537 y por lo tanto |¢(x)| > 0, Vz € D entonces ¢ € G(R(D)).

Entonce la bola de radio 1/2M con centro en qy esta contenida en G(R(D)), por lo tanto,
G(R(D)) es abierto.

Por otro lado, R(D) claramente no es un dlgebra de Banach ya que existen funciones en

D las cuales no son racionales (por ejemplo sin(z)).
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Teorema 1.14. Sea A un dlgebra de Banach entonces si x € A

a) FEl espectro o(x) es no vacio y compacto.

nHl/n

b) El radio espectral p(x) = lim ||« = 1I;f1 |lz™||7t. A la equivalencia anterior se le
n—00 n>

conoce como la formula espectral.
Demostracion.

a) Si|A| > ||z|| entonces e — A1z € G(A), por lo tanto Ae —x € G(A) y A € o(x), entonces

p(x) < ||z]|, en particular o(z) es un conjunto acotado.

Para probar que o(x) es cerrado, definamos g : C — A por g(\) = Ae — z. Entonces
g es continua por la continuidad de las operaciones en A, y el complemento 2 de o(x)

es g~(G(A)).

En efecto, A € €, si y solo si, Ae — 2z € G(A), por definicion g(\) € G(A), entonces
A € g7 (G(A)), por lo tanto Q = (o(x))¢ es abierto. Esto implica que o(z) es cerrado,

con lo que concluimos que o(z) es compacto.

b) Sea f:Q — G(A), f(A) = (Ae—2)"', A€ Q. En el Teorema reemplazamos a

“x7 por (Ae—z) ya“h” por (u—\)e, entonces tenemos que [p—A| < 3||(Ae—z) |

Si A € Qy uesta suficientemente cerca de A, el resultado de esta sustitucion es
[Ae—z+(u=N)e) ™ =(he—z) '+ (Ae—z) " (p=Ne(Ae—z) || < 2[|(Ae—2) 7P |u—A["

es decir, |(ue —2)™" = (he — @)™ + (u = A)(Ae — 2) 7| < 2[[(Ae — 2) 7 Pl — AP

o sea, ||f(1) = f(A) + (=N (FO)IN < 2 F )P — AP

Fw)—fN)
H—A

Asi que h’n}\ = —f(\)?2, X € Q,esdecir, fes un funcién fuertemente holomorfa
u—

en ) con valores en A.
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Si |A| > Jz|l, el argumento utilizado en el Teorema (1.9) prueba que
fO) = S A zm = Ale + A%z + ... Esta serie converge uniformemente sobre
cada circulo T, con centro en 0 y radio r > ||z||. Por [37, p.77, Teorema 3.29], la

integracion término a término es entonces licita. Por consiguiente

1
o= g ] AN 0> laln=01,2,..) (13)
21

Si o(z) fuese vacio, Q = C y por [37], p.78, Teorema 3.31|, implicaria que todas las inte-
grales de (1.3) son 0. Pero para n=0, el primer miembro de (1.3) es

€= )\Of()\)d)\ # 0. Esta contradiccion prueba que o(z) es no vacio.

Como €2 contiene todos los A tales que |A| > p(x), una aplicacion de (3) del Teorema
[37, p.78, Teorema 3.31] prueba que la condicion r > ||z|| puede sustituirse en (1.3)
por r > p(x). Si M(r) = mg’xx”f(reie)” (r > p(x)) la continuidad de f implica que
M (r) < oco. Como da ahora

1

o7l = g [ AN

< ——/ APILF A

< — A" dA

< gmf e
1 .

< . 2mrM(7‘)|r”|
i

= " M(r),
se obtiene lfim sup ||z"||*/" <r, (r > p(x))
n—oo
Tim sup [ 7 < p(a) (14)

Por otro lado, si A € o(x), la factorizacion \"e—z" = (Ae—z)(A"Le+--+A""!) muestra

que A"e—z™ no es invertible. Si lo fuera, Ae —x seria invertible, por lo tanto \" € o (z"),



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

por que p(x) < o]l = |N"] < p(") < [la]| Vi = 1,2, ..y entoncessi [N < [l2"] /",

pl) < fuf fla"|["'" con (1.4) tenemos limsup [l2"[|'" < p(z) < fuf [l2"[|'"" y como
n> nz

| "|}/" tenemos que o(x) # ¢.

inf ||27|Y/™ < limsup ||z
n>1
El hecho de que o(x) es no vacio da una facil caracterizacion de aquellas algebras de

Banach que son algebras con division.

Teorema 1.15. (Gelfand- Mazur). Si A es un dlgebra de Banach en la cual cada elemento

distinto de cero tiene inverso multiplicativo, entonces A es (isométricamente) isomorfo a C.

Demostracion. Sea x € Ay A\; # Ay donde A\j, A\ € C entonces a lo mas uno de los dos
elementos \je — x, A\ge — x es cero (si no lo es entonces \; = \y); entonces al menos uno de

ellos es invertible.

Como o(x) # ¢ entonces o(z) consiste exactamente de un punto A(z) para cada = € A.
Como A(x)e—z no es invertible, esto implica A(z)e—x = 0, siy solo si, z = A\(x)e. La funcion
que manda x en A\(x) es un isomorfismo de A sobre C. En efecto, es un monomorfismo pues,
A(z) = A(y) implica que x = A(z)e = A(y)e = y. Es un epimorfismo pues, si A € C, entonces
dle € A tal que A(Ae) = A. Ademas, es una isometria, |A(z)| = ||A(z)e] = ||z|| para cada

z e A.
Observacion 1.16.

a) Notemos que el inverso de un elemento x € A, el espectro o(x), © € A, y el radio espectral

p(x), x € A son conceptos meramente algebraicos.

b) Si el dlgebra A es una subdlgebra del dlgebra de Banach B puede suceder que x~' no

exista en A pero que si exista en B. Podemos ver que ox(x) 2 op(z) (y pueden ser

distintos), sin embargo la formula espectral NO depende del dlgebra pa(z) = pp(x).
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Definicion 1.17. Un subconjunto J de un dlgebra conmutativa compleja A es un ideal si:

a) J es un subespacio de A (en el sentido de espacio vectorial), y
b) zyeJsizec AyyeJ
St J # A, J es un ideal propio. Un ideal J es mdzximo si es un ideal propio de A y tal
que st J C M con M un ideal de A, entonces J =M o M = A.
Proposicién 1.18.
a) Ningiun ideal propio de A contiene a ningin elemento invertible de A.
b) La cerradura de un ideal propio en un dlgebra de Banach conmutativa A con unidad es

también un ideal en A.

Demostracion.

a) Sea J un ideal propio de A y x € J, si x € G(A), entonces Jy € A tal que yzr =1 lo que
implica, 1 € J, por lo tanto, z-1 =2z € J Vz € A, es decir, J = A lo cual es una

contradiccion, entonces Jx ¢ G(A) tal que x € J.

b) Sea J un ideal propio de A,y sea {z,}neny C J tal que z, — x en A. Sea y € A como
la multiplicacién es continua entonces yx,, — yx pero z, € J, lo que implica yx € J,

por lo tanto, J es tambien un ideal de A.

Teorema 1.19.

a) Si A es un dlgebra de Banach conmutativa entonces todo ideal propio esta contenido en

un tdeal mdximo de A.

b) A es dlgebra de Banach conmutativa entonces todo ideal mdzimo es cerrado.
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Demostracion.

a) Sea J un ideal propio de A y sea P = {I ideales de A:J C I, I propio}.

Damos un orden parcial a P por la inclusion. Sea [; < [, < --- < [, <---una cadena

en P.

Sea I = | I,,. Afirmamos que I es un ideal propio de A. En efecto, como I es la union
n=1

de un conjunto totalmente ordenado, I es un ideal de A.

Si I = A, entonces 1 € I, lo que implica 1 € [, para algin ng, entonces I,,, = A

contradicciéon por que I,,, es un ideal propio de A.

Entonces T es una cota superior de la cadena en P. Como P # ¢ (J € P), el Lema de

Zorn implica, que existen elementos méaximos en P.

Si M es un elemento maximo, M es ideal méximo que contiene a J.

b) Sea M un ideal maximo de A. Si G(A) N M = ¢ entonces G(A) N M = ¢ entonces M es

un ideal propio de A. Por un lado M < M pero M es maximo, por lo tanto M = M.

Sean A B dos algebras de Banach conmutativas, ¢ : A — B homomorfismo. Sabemos

que kery es un ideal de A. Entonces kerp es cerrado, si ¢ es continua.

Reciprocamente, si J es un ideal propio cerrado de Ay 7 : A — A/J es la funcion
cociente 7(a) = a+J entonces A/J es un algebra de Banach conmutativa con la norma
cociente dada por:

la+ J|| = mf{[la —jl[ - 5 € J}

Observemos que A/J es un espacio vectorial y que A/J es un algebra. Afirmamos que
la norma cociente ||a + J|| = inf{|ja — j|| : j € J} es una norma. En efecto, esta bien

definida sean

a+J=d+J=d—-a€cJ;sijel, a—j=a—j+d—d =d—(a—d+j)=d -]
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lo que implica que j' € J, entonces
imf{fla—j| :j € J} > it{la’ — /| : /' € T}

Analogamente para <. Por lo tanto ||a + J|| = ||’ + J||. Solo falta ver que se cumplen
el resto de las propiedades de ser norma. Primero verificamos que cumple |la + J|| >0
v |la+ J|| =0siysolosia+J =0+ J. En efecto, si |la+ J| = 0 < nf{]la — j| :
jeJ}=0< Hjutnen C J tal que 5, — a pero J es cerrado entonces a € J, por lo
tanto, a+J =0+ J y |la+ J|| > 0 por definicion. Ahora, demostramos que se cumple

la desigualdad del tridangulo. Sean a + J, b+ J € A/J, entonces

la+J)+ b+ D) = mfflat+b—j|:jeJ}

- (- (-Dl o<

< inf{|la —ki|| : k1 € J} + Inf{||a — k|| : ko € J}

= |la+J|| + o+ J|

Veamos que es homogenea. Si k = 0, entonces ||k(a+J)|| = |k| - ||a+ J||. Por otro lado,

si k # 0 entonces

|k(a+ )| = [[ka+J|| = mf{[|ka +j[ : j € J}

- inf{‘k:a—k:(%)H:jGJ}

- ]k]inf{ a—%H :jeJ}

= |k[inf{lla—j': j" € J}

= k[ [la+J]

Por iltimo probamos que es submultiplicativa. Si 1,29 € A y ¢ > 0 entonces

o1 +yill < e+ J||+ 0y ||z2 + yol| < |2 + J|| + 0 para algunos yi,y2 € J. Por lo

cual tenemos que (1 + y1)(z2 + y2) = X129 + T1Ys + Y172 + Y1y2 € 122 + J, por lo
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tanto,

iz +J|| < |[(z1 4+ y1) (22 + 32)||
< ey +w - [J2e 4 vel|
< ([Jer + Il +6)([lz2 + J|| +9)

= |lw1+ J|| - ||z2 + J|| + 20.

Esto nos da ||zz0 + J|| < ||z1 + J|| - |2 + J]|-
Teorema 1.20. Sea A un dlgebra de Banach. Entonces cada ideal mdximo bilateral de A es

cerrado.

Demostracién. Sea M un ideal méaximo bilateral del algebra A. Entonces M NG(A) = ¢
y puesto que G(A) es abierto, M N G(A) = ¢. Asi, M es un ideal propio de A y por ser M

maximo se tiene que M = M.

Teorema 1.21. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad y sea A el conjunto

de todos los homomorfismos complejos de A.

a) Todo ideal mdzimo de A es el nucleo de un h € A

b) Sih € A, entonces ker(h) es un ideal mdzimo.

c) Size A, xeG(A), siysdlosih(x)#0 YVhe A

d) Sixe A, xe€G(A), siysdlosiz g J VJ ideal propio de A.

e) N\ €o(x), siy sdlo sih(x) =\ para algin h € A

Demostracion.

a) Sea M un ideal méximo de A entonces M es cerrado por el Teorema (1.19) y A/M

es, por lo tanto, un algebra de Banach conmutativa. Elijamos © € A, x & M; Sea
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J={ar+y:a€ A yec M}, entonces J es un ideal de A tal que M C J pues x € J,
por lo tanto, J = Ay ar+y =eparaalgina € Ayalginy € M.Sin: A— A/M es
la aplicacion cociente, se deduce que 7(a)m(x) = 7(e). Cada elemento no nulo 7(z) del
algebra de Banach A/M es pues invertible en A/M. Por el Teorema de Gelfand-Mazur,
existe un isomorfismo j de A/M sobre C. Pongamos h = jom, entonces h € A,y M es

el nucleo de h.

b) Sea h € A y M=ker(h), por lo tanto, M = h~'{0}, entonces M es un ideal cerrado de

codimensién 1 lo que implica que M es méaximo.

c) =) Si z € G(A), entonces Iz~' € A, tal que e = zz~'. Si h € A, entonces
1=n(e) = h(zx™') = h(z)h(z™1) = h(z)h ' (z), por lo tanto, h(z) # 0
<) Sea x € A tal que h(x) # 0 Vh € A consideremos el ideal J = Az. Si J es propio,
entonces existe un ideal M maximo tal que J < M, pero M=ker(h) para algtin h € A,
por lo cual h(j) =0 Vj € J en particular, h(x) = 0 lo que es una contradiccion, por
lo tanto, J no es propio, entonces J = A, es decir, 1 € J lo que implica 1 = ax para

algiin a € A, entonces a = 7!, por lo tanto, x € G(A).

d) =) Sea J un ideal propio de A, entonces si z € G(A), es decir, Iz ' en A;siz e J < A
implica que 1 = zx~! € J, entonces b-1 € J, b€ A, lo que implica que J = A lo cual

es una contradiccion.
<) Ha sido demostrado en (c).

e) =) Seax € A\, X\ € o(z) entonces x — Ae & G(A) por (c¢), Jh € A tal que h(x — Xe) =0
pero 0 = h(x — Xe) = h(x) — Ah(e) = h(x) — A, por lo tanto, h(z) = A

<) Si h € A tal que h(z) = X entonces h(x — Ae) = 0, lo que implica = — \e € G(A),

por lo tanto,\ € o(z).
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Definicion 1.22. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa, la transformada de Gelfand

de A es la asignacion que para x € A, esta definida como T : A — C donde Z(h) = h(x)

Por lo tanto, ~—: A — C(A) donde C(A) es el dlgebra de las funciones complejas

continuas definidas en A.

Sea A = {Z : = € A}. La topologia de Gelfand de A es la topologia débil inducida en
A por 2, es decir, la topologia mds débil que hace que toda T sea continua. Se denota por

(A, 7¢) a el espacio de ideales mdzimos de A.

Teorema 1.23. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa y A su espacio de ideales mdzimos.

Entonces (A, 1) es Hausdorff y compacto.

Demostracion. Sea A* el espacio dual de A (como espacio de Banach). Sea K la bola

unitaria cerrada en la topologia de la norma de A*, es decir, ||f|| = sup{|f(2)| : ||z|| < 1}.

Por el Teorema de Banach-Alaoglu, entonces K es compacto en la topologia débil *. Por
la parte (c) del Teorema (1.9 implica A C K y K es compacto. La topologia de Gelfand de
A es evidentemente la restriccion a A de la topologia débil* de A*, por tanto, es suficiente

probar que A es un subconjunto débilmente*- cerrado de A*.

Sea Ay un elemento de acomulacion débil* de A. Tenemos que probar que

Ao(zy) = NozAoy (x € Ajy € A) y Age = 1.

Seae >0, z,yec Ay
W ={A € Ax : |[A(z) —Ao(zi)| < e, 1 <i <4y z1 =€, 20 =023 =Y 24 = Y}
Entonces W es un entorno débil* de Ay que contiene por lo tanto un h € A. Para este h,

|1 — Ao(e)| = |h(e) — Ape| < €, y como es Ve, entonces Ag(e) = 1. Tenemos

Ao(zy) — No(2)Ao(y) = Ao(zy) — Ao(w)Ao(y) + h(z)h(y) — h(zy)
= [Ao(zy) — h(zy)] — [Ao(2)Ao(y) — h(x)h(y)]

= [Ao(@)(y) — h(x)h(y)] = [(Ao(x) = h(x))Ao(y) + (Ao(y) — h(y))h(x)]
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por lo tanto

[Ao(zy) — Ao(z)Ao(y)| < [Ao(zy) — h(zy)| + [Ao(y)[[Ao(z) — h(z)| + [R(2)|[h(y) — Ao(y)]
< e+ |Ao(x)le + |h(x)|e

/

< €

tenemos, entonces Ag(zy) = Ag(x) - Ag(y), lo que implica que Ay € A.
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1.3. Algebras Normadas

Recordemos la definicion de un &lgebra normada.

Definicion 1.24. Un espacio vectorial normado (A, || - ||) es un dlgebra normada si A es

un dlgebra y |lzy|| < [lzllllyll, (z,y € A).
Definicién 1.25. La dimension de un dlgebra A es su dimension como K-espacio vectorial.

Teorema 1.26. Si A es un dlgebra normada de dimension finita, entonces es un dlgebra de

Banach.

Demostraciéon. Sea B = {1, xs,...,x,} una base de A, y {zx}reny una sucesion de

Cauchy en A. Escribimos cada término de la sucesiéon como combinacion lineal de la base B
Zr = QX1+ oy, Ty
y restando dos términos cualquiera de la sucesion se obtiene
2 — 25 = (o, — ag )z + -+ (g, — s, )T
y ahora por [15, Prop 1.38,p 43| existe una constante M tal que

|ak1_a81’§M|’Zk_ZS||7 1§]§TL

Esto prueba que {a, }ren es una sucesion de Cauchy en K para 1 < j < n. La completitud
del campo de los escalares nos dice que cada una de ellas es convergente a un punto ap, € K.

Llamamos zy = ag, 21 + - - - + g, T, Se tiene

lze = zll = Ny — as)zr + -+ (ak, — as,)a

< ok — )]l 4 A o, — s, |-l
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de donde se deduce trivialmente que z, — zg en A.

Teorema 1.27. Sea (A, || - ||) un dlgebra normada. Si x € A, entonces lim ||z"||'/" eziste.
Ademas,
1. lim ||2"||V/" = nf ||z"||".

2. lim [l |V < la].
n

Demostracion. Sea a = inf ||2"||". Claramente a < lim inf ||2"||". Supongamos que € > 0
n n

y elegimos un nimero positivo m tal que ||™||™ < a+¢. Entonces para cada entero positivo

n existen enteros no negativos a, y b,, 0 < b, < m, tales que n = a,m + b,. Ademas,
podemos observar que: lim % = 1 tenemos lim %" = 0, ya que b, es acotado, por lo

n—oo n—oo

tanto, lim %2 = 1. Pero entonces,
n—oo ™

™[/ = [t o[ < | ] < - e) 2] (n=1,2,3, ..

de la que se deduce que

TL”I/YL bn/n

lim sup ||x < limsup(a + €)™ lim sup ||z = (a+¢),
n n n

nHl/n

entonces limsup ||z"]|1/n < a, por lo tanto a = lim ||z . Como ¢ > 0 es arbitrario, con-
n n

1/n n||1/n n”l/n

cluimos que limsup ||z"||*/™ < a, por lo tanto, lim [|z"||*/™ existe y lim ||z = inf ||z
n n n n

El hecho, que lim ||z"||'/" < ||z|| es inmediato uno observa que |z"| < ||z/|™.
n
Proposicion 1.28. Sea (A, || - ||) un dlgebra normada con division. Entonces A es isométri-

camente isomorfa a C.

Demostraciéon. Como A es normada entonces la podemos completar, digamos A. Para
todo z € A, o3(x) # ¢ y 03 C oa(x), entonces en un algebra normada o4(z) # ¢, para

toda z en A. Por hipétesis y para todo x € A, x # 0, x es invertible en A. Esto implica
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que 0 € o4(x), para toda =z # 0. Pero como oa(x) # ¢, entonces existe A € C tal que
A € ga(x). Luego, (x — Xe) & G(A) de donde (x — Ae) = 0, es decir, x = X\ y por lo tanto, A

is isométricamente isomorfo a C.
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1.4. F-Algebras

Definicién 1.29. Una F-dlgebra (un dlgebra de tipo F) es un dlgebra topoldgica la cual
es un F-espacio, es decir, un espacio vectorial topologico metrizable y completo. La topologia
de un F-espacio X puede ser dada por medio de una F- norma, es decir, una funcion x — ||z||

de X en el conjunto de los numeros reales no negativos tal que

(1) ||z|| =0, Vx € X y ||z|| =0 si y sdlo si x =0,
(i) [z +yll < ll=ll + [lyll,

(iii) la funcion (A, z) — ||Az|| de K x X en X es conjuntamente continua, A € K (K =

R o C).

La métrica (distancia) de un F-espacio X esta dada por medio de ||x —y||, z,y € X.

Proposiciéon 1.30. Sea A una F-dlgebra con unidad en la cual cualquier ideal mdzimo

izquierdo es cerrado e I un ideal de A tal que I es de tipo finito. Entonces I es cerrado.

Demostracién. Sea [ = Ary + Axy + - - - 4+ Az, y
J ={a € A: Jag,as,...,a, : ary + agry + - - - + a,x, € I}. Afirmamos que J es un
ideal, pues sean z € Ay yi,y» € J, entonces existen ao,as,...a, y bg,bs,...b,. tales que
1Ty + agxy + - - -+ apx, € Iy yoxry + boxg + - - - 4+ byx, € I, con lo que tenemos
(y1 + y2)x1 + (ag + bo)xs + - - - + (a, + b )z, € I, lo que implica que y; + yo € J. Ade-
més z(y1x1 + asxs + - - - + a,x.) = Y11 + 2agTy + - - - + za,x, € I, es decir, zy; € J, por

ultimo 0 € I, entonces 0 € J cuando as = a3 = - - - = a, = 0, lo que implica que y; = 0.

Ahora mostraremos que J = A. Supongase que J # A y sea O = A/.J. Consideremos la
funcion ¢ : A" — I" definida por ¢(ay, as, ...a,) = > a;x;. Esta funcion es lineal, continua,
1<i<r

suprayectiva y ademés es abierta. En particular, o(Ox A™1) es un conjunto abierto de I, pues

O es abierto y A es abierto, entonces O x A"™! es abierto, lo que implica que (O x A" 1)
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es abierto de I. Ademas I es denso en I, por lo tanto, (O x A”"') NI # ¢. Entonces
existe un a € O ya que axy + asxy + - - - + a,x, € I, implica que a € J; lo cual es una
contradiccion, entonces J = A y consuentemente J = A, entonces existe y; € I tal que

I= Ay + Ay + - - + Az,

Sucesivamente, uno construye una sucesion y;, 1 < ¢ < r de elementos de I tales que

I=Ay + Ay +- -+ Ay, = L.



Capitulo 2

Algebras localmente convexas.

2.1. Algebras localmente convexas.

Un algebra localmente convexa es un &algebra topologica que como espacio vectorial
es localmente convexo. En este caso, la topologia puede estar dada mediante una familia

{ll - lla}aca de seminormas tal que para cada indice a, existe un indice § tal que

lzylle < llzllsllylls (2.1)

A la clase de algebras localmente convexas se les denotara por LC y a la clase de
LC-algebras con unidad por LC,. Un algebra-Bj es un algebra LC completa y metrizable. Su

topologia puede estar dada por una sucesion de seminormas {||z||; }ien tal que ||z||; < ||2||is1

y feylli < flellivallyll

Definicién 2.1. Un dlgebra LC es m-convezxa si su topologia puede estar dada por medio

de una familia {|| - ||a }ien de seminormas tales que para cada o € A y x,y € A

lzyllo < [lz[lallyllo-

27
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Teorema 2.2. Sea X un espacio localmente convero y sea L(X) el dlgebra de todos los
operadores lineales continuos de X. Si a L(X) se le puede dar una topologia tal que L(X) sea
un espacio lineal topoldgico, de tal manera que la funcion (T,x) — T(x) es conjuntamente
continua de L(X) x X — X con T € L(X), entonces (y sélo entonces) X es un espacio

normado.

Demostracién. Supongamos que existe una topologia en L(X) tal que la funcion
(T, x) — T'(x) es conjuntamente continua.

Sea ¢(X) la familia de vecindades del cero en X y (V) la familia de vecindades del cero

en L(X). Entonces para cada U € ¢(X) existen U’ y V vecindades del cero en X tales que

VU cU (2.2)

Podemos suponer que la vecindad U es convexa y circulada de tal forma que cada una

de ellas corresponde a una seminorma || - ||y que tiene a U como su bola unitaria.

Sabemos que si f es una funcional lineal continua en un espacio lineal convexo, digamos

X, entonces existe una seminorma continua || - || y una constante C tal que Vo € X

|f(x)] < Clll] (2.3)

También sabemos que si X no es un espacio normado entonces no puede ser elegida una
seminorma tal que (2.3)) se cumpla, V[ € X’ continua. Por lo tanto, para cada || - || existe

una f continua tal que

sup |f(2)| = oo (2.4)

[lz]]<1

Ahora fijamos V, U’y U tal que cumpla (22.2)). Suponemos que X no es un espacio normado.



2.1. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS. 29

Entonces existe un funcional continuo en X digamos f, tal que cumpla (2.4)) para ||z|| = ||z||y-.

Sea zo € X y supongamos que ||xg||y = 1. Consideremos el operador T'(x) = f(z) - xo,

afirmamos que este es un operador lineal de X, ya que,

T(e+y) = flx+y) -0 = (F2) + f(y)ao = F()ao + F(y)ao, por Lo tanto,
T(x+y) = T(x) + T(y) y T(az) = f(az) - 2o = af (2)ze = aT(x).

Por la continuidad de la multiplicacién por un escalar en L(X) existe un A positivo tal
que AT € V por (2.2) \TU' C VU’ C U, entonces \TU' C U. Por (2.4) podemos encontrar

un z € X tal que ||z|[gr < 1 (es decir, x € U’), en efecto,

AT (@)l = Allf (2)xoll = Al f (@) lullzollv = Alf(@)], Vo e X,

Podemos encontrar una z € X tal que A|f(z)| > 1. De aqui que |f(z)] > A~'. Como
AT € VyxelU, entonces \Tx € U. Pero ||\Tx||y = ||Nf(z) - zol|ly > 1, por lo tanto, (2.3)

no es cierta.

Comentario. No existe tal topologia en el subespacio L(X) que consista de operadores

de dimension 1.

Damos ahora algunos ejemplos de algebras localmente convexas.

Ejemplo 2. El dlgebra C(—o00,00) que consiste de todas las funciones complejo valuadas

continuas en la recta real con las operaciones algebraicas puntuales y con seminormas

Izl = mix [o(t)

Demostraremos que esta una Bgy-dlgebra y m-conveza.

Primero veamos que es m-convera:

o o S , _
leylln = méx Ja(t)y(t)] = max [«(@)lly(t)] < mdx [o(t)] mix y@&)] = [lllllyll

Por lo tanto, ||xy||n < ||2||n]|y||n. Tenemos entonces que es un dlgebra m-conveza.
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Ahora veamos que es By.
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Sea (zp)nen € C(—00,00) una sucesion de Cauchy, entonces dado ¢ >0 IN € N tal que

Vn,m < N = ||z, — Tpl|a < €/2.

Fijando o tenemos que [|T, — Tplla = maX |2,(t) — 2, (t)] < /2 pero

—n<t<n

|2, (1) — 2| < méx |2, (t) — 2| < /2, entonces {x,(t)}, es de Cauchy en C, como C

—n<t<n

es completo, entonces 3 x(t) € C tal que x,(t) — x(t).

Sea N' = max{N,M} yn,m < N’

|20 — 2o

IN

IN

s [za(t) ()

MAX [T, (1) — T (t) + 2 () — ()]

—n<t<n

max (|2, (t) — 2 ()| + |2m(t) — 2(t)])

—n<t<n

i fou(6) = ()] _mix [ (t) — (1)

e/24+¢€/2=¢ Yn,m <N

Por lo tanto, x, — x en C(—00,00) Ya. Hemos demostrado que el dlgebra C'(—o0,00) es

completa.

Ejemplo 3. El dlgebra € de todas las funciones enteras de una variable compleja con las

operaciones puntuales y seminormas

]l = I‘ﬂ‘gf!%(t)!

Primero veamos que es m-convera:

[lylln = max|z(t)y(t)] = max|z(®)]ly(t)] < max|z(t)max|y(t)] = {|zllnlly[ln

[t|<n [t|<n

[t]<

Por lo tanto, ||zy||n < ||z|[n||ly||n, entonces es un dlgebra m-conveza.

Ahora veamos que es By:
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Sea (Ty)nen € € una sucesion de Cauchy, entonces dado ¢ >0 IN € N tal que
VYn,m < N = |z — xmlla < €/2. Fijando « tenemos que
|Zn — Tmlla = ﬁé}dl‘n(t) — xm(t)] < €/2, pero |x,(t) — xpm| < I‘r|1§X|xn(t) — Tm| < €/2,
ti<n tI<n

entonces {x,(t)}n es de Cauchy en C, como C es completo, entonces Jz(t) € C tal que

xn(t) = x(t).

Tomemos N' = max{N,M} yn,m < N’

Hxn —2l|la = méx|z,(t) - $<t>|
[t|<n

= max|z,(t) — T (t) + 20 (t) — z(t)]

jt]<n

< rlg‘lgg(lﬂcn(t) — T (B)] + |z (t) — 2(2)])
< g‘lgﬁwn(t) — T (t)] + gllgg!wm(t) — z(t)]

< ¢/24¢/2=¢ Vn,m <N

Lo que implica x,, — x en € Yo, por lo tanto, el dlgebra € es completa, con lo que podemos

concluir que € es una By-dlgebra y m-conveza.

Ejemplo 4. L% el conjunto de todas las funciones medibles en el intervalo unitario (0,1) tal

et = ([ totor ) "

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

que

1/2n

ol = ([ 170001 ) " ([ 1at0 7 ar) 1/2" ([ 1 at) ™ = ettt

Ahora demostremos que L“ es completa. Primero lo demostraremos para w = 1. Sea

{futnen una sucesion de Cauchy en L'(u), es decir, Ve >0 In € Nn,m > N, entonces

| fo — [l < e, es decir, /|fn — fmldp < g, lo que implica que f, — f.
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1
Sea {fn,} una sucesion de {f,} de manera que / | fris — frldpe < o lo que tmplica
X

oo
que Z/ | frizs — Jnildpe < 00. Definamos g; := |fn,,, — fn,|, con esta definicion damos una
i=1Jx

nuUeva Sucesion
N
E Ik = {Gn}ren:
k=1 NeN

entonces ]\}im Gy = G. Por el Lema de Fatou tenemos la siquiente desiqualdad:
—00

N
P < Tm RPN o
/X lim inf Gydp < ]\;lm 1nf/XGNd/,L A}lircl)olnf g | frioy — Joildp < 00,

N—o0 —00
k=1

por lo tanto, / Gdp < .
X

Como / Gdp < oo implica que G < o0 en casi todas partes, tomemos
X

xn, = {z: G(x) > n}, entonces nu(x,) < / Gdu < /Gd,u < oo =

Tp T

1
w(x,) < — / Gdu — 0, cuando n — oo.
n x

o0 oo
Como Y | fn, = frni| < 00, entonces fi+ 3 fn,,, — fn, €5 una serie convergente en casi
i=1 i=1

[&.°]
todas partes, por lo tanto, fi + Y fa,, — fo, = f sea f = lim f,,.
i=1 1—00

Falta  estudiar /|fm — f| para terminar la prueba, Entonces, tememos
X

/ | fr, — fldp = / (lm |fn, — fa.])dp < lim inf/ | fr: — fopldu < €, por lo tanto, f, — f
X ) x k—oo k—o0 X

en L', lo que implica que L' es completo.
Ahora demostraremos que L™ es completa.

Primero definamos || f|l = nf{a : p(z : |f(z)] > @)} = 0, afirmamos que esta es una
norma, pues si f € L tenemos que ||af|w < |af(z)|] < |a|||flle en casi todas partes,
por lo tanto, ||af(x)|e < |a|||f(2)|loo- Ademds, ||| fllee < ||af|loo €n casi todas partes,
por lo tanto ||af]le = ||| flleo- Ahora veamos que || f + glloo < |[flloo + ||9l|lsc- Sabemos por
definicion que se cumple |f(z)| < ||flleo excepto en A y u(A) =0 y |g(x)| < |||l excepto

en By p(B) = 0. Entonces |{(x) +g()] < |f(@)|+|9(x)| < |flloo+llglloc excepto en ANB,
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por lo tanto, || f + gllec < |fllcc + |9]lco- Lo que implica que si es norma.

Ahora veamos que L™ es completa. Si { f,}nen una sucesion de Cauchy en L>®(u). Sean

Ap = Az fu@)] > [[fllec} ¥ Bum = {z 2 [fu(2) = f(@)] > || fo = finllo}, tenemos que
w(A,) =0y w(Bym) =0 Vn,m € N, lo que implica que A = ((JA,) U (U Bnm) es tal
que w(A) =0. Sea x ¢ A yx & Ap; v & By consideremos { f,(2) }nen es de Cauchy puesto

que: |fu(2) = fi(@)] < | fo — finlloo- Sea f(z) := lim f,(x). Necesitamos probar que:

[ € L®(n), equivalentemente probar que f es continua.

= fo— [ en L®(n)
En efecto,

w [f(2)| = lm |fo(z)] < lm ||fo]leo la sucesion {||full} es acotada, pues la sucesion
n—oo n—oo

es de Cauchy, entonces, ||fn— fn|| < 1sin > N;||full < 14| fnll, por u y n se tiene

que [|fllo < M
» Debemos wver que ||fn — fllo — 0 cuando n — oo. Si x & A,
[fu(z) = f@)] = M |fu(z) = fan(e)] como x & A implica que

|fu(x) = frook(@)| < | fo = fasklloor Como {fu}nen es de Cauchy en L*™°(u) dado

e > 03dN € N tal que si n,m > N, entonces || fn — fumlleo < €. Sin > N, tenemos

|fu(z) — f(x)] < e, lo cual implica || f, — flleo < &, por lo tanto, L™= (u) es completo.

1/w
Por dltimo, sea 1 < w < oo y si f € L¥, entonces ||f|, == (/ \f]“’d,u) . Probemos
X

que L¥ con 1 < w < 00 es un espacio completo.

Sea { fn}nen una sucesion de Cauchy en L¥(p). Sea Ny tal que n > Ny implica
1fo = vl < 3. y sea N tal que n,m > N implica ||f, — fmllo < i. Entonces tomemos
Ny = méx{Ny, N} + 1, como Ny > Ny, entonces ||fn, — fa, |l < 5. Por lo tanto, tenemos
que si n,m > N, implica || f — fillw < 5. Ahora tomemos N3 = méx{Ny, N} + 1, entonces

N3 > NQ; por lo tant07 ||fN3 - fNQHw < %
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Tenemos una subsucesion { fy, tien tal que || fn,,, — fnillso < 35 Definimos

k
gr ‘= Z ‘fNi+1 _fNZ
i=1

, por como definimos a g esta es finita en casi todas partes. Demostrare-

w<l1

k
mos que g € L*(u). Por la desigualdad de Minkowski tenemos ||gi|lo < Y- || fye — v
i=1

tenemos la siquiente desigualdad por el Lema de Fatou:

/ lg|“dp = /lim lgr|“dp < lim inf/ lg|“dp < 1,
X Mk—>oo k—ro0 X

por lo tanto, g € L¥ y g(x) < 0o en casi todas partes, tenemos que
i=1

) =1

Tenemos ya que fn, — [ en casi todas partes, lo que implica que ||fn, — fllo — 0 cuando
i — o0. Hasta el momento tenemos que f es medible, afirmamos que f € L¥(u), para ello

vamos a calcular / |fn, — f|“dp. Definimos la sucesion {h;}jen dada por
X

hj = |fn, — fn,|° <0, entonces lim h; = |fy, — f| por el Lema de Fatou tenemos que:
j—o00
V= < it [ 1 2.5)
X Jo0 X

Sea € > 0, entonces existe N € N tal que n,m > N implica que ||f, — fullo < €, si
i es tal que N; > N, entonces || fn, — fn,;|| < € Vj > i y por lo tanto, tenemos que por

,/ |fn, — f|9dp < lim inf/ \fn, — [ |Pdp < €%, lo que implica que || fn, — fllo < €
X I X
si N; < N, por lo tanto, fn, — f € L*(u), por lo cual, f € L*(u) y fn, = f en LY ().

Podemos concluir la demostracion analizando lo que hemos realizado, tomamos { f, }nen
una sucesion de Cauchy en L¥(u), probamos que la subsucesion {fn,}ien converge a f en
L¥(u), por lo tanto, f, — f cuando n — oo en L*(u) y con lo que conluimos que L¥(p) es

completa.

Por lo tanto, L¥ el conjunto de todas las funciones medibles en el intervalo unitario (0,1)
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es un dlgebra localmente convera pero no es m-convera.

Ejemplo 5. C*(0,1). Esta es el dlgebra de todas las funciones derivables infinitas veces en
un intervalo unitario con operaciones puntuales y seminormas ggéxllx(”) (t)|. Reemplazamos
<t<

este sistema de seminormas por un sistema equivalente de seminormas dado por

|||, = 2" max 2’ max |z (t)|
0<i<n  0<t<l

tenemos entonces

Demostraremos que es un dlgebra m-conveza,

l|zyll, = 2" max 2° méx](a:y)(i)(tﬂ

0<i<n 0<t<l
% i -
2 (k)x“)(t)y“ 9(t)

= 2" max2' max
0<i<n 0<t<l

< n ‘ ) 4 (k) 3 (i—Fk)

< 7 i S5 (1) i) il 0
o (2l 1yl

< 2 012?522 ];_0 (k) on+tk .2n+1fk

Por lo tanto, ||zy||n < ||z|[n||y||n. Por lo que C*(0,1) es una m-conveza.

Ahora veamos que esta dlgebra es completa:
Sea (xp)nen € C(0,1) una sucesion de Cauchy, entonces dado € >0, AN € N tal que

_ e ~ oot ot () (1) (0) &
Vnm SN = |l = enlla < g, es decir, 2° mix 2’ mix|el () = (0)] < 55y

D () _ @Y < 99 max 2 s | (1) — 2@ ()] < _E
— o (1) =@ (1)) < 2% mix 2" méix [y (1) — 233 ()] < 55

— |2 (t) — 22 ()] < g2 sin,m <Ny, 0<i<a, 0<t<1
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= {xﬁf) (t)} es de Cauchy en R y como R es completo, entonces 3z (t) € R tal que

(%)

Tn

(t) = zO(t) = si n> Ny entonces |z (t) — 9 (t)] <

_£
2k+1 -

Sea N = méax{Ny, No} yn,m > N entonces

|2 () — 2 (1)

Con lo que obtenemos ||x, — ||, = 2¢ max2' méx|x7(f)(t)

IN

IN

mix |2 (t) — ()]

0<t<1
2 2 mix o) (1) — (1)
0<i<a 0<t<1
@ mix2* mix|z®(t) — @ (4) (i)
2% mdx 2" mdx |2, (8) — 27 (1) + @) (1) — 2 (1))
2% mdix ' méix |y (t) — 1) (1) + [277) () — 2 (1)
feY ’ i , 15
2 0%?532 52?5 22a+1 22a+1
« « 6
2% 2 2Ta

—2'(t)| < ¢, lo que implica que

0<i<a  0<t<1

Tn — x, por lo tanto C* es completa. Podemos concluir que C'* es un dlgebra m-conveza y

By.

o0

Ejemplo 6. Sea k el dlgebra de todas las series de potencias de la forma v = Y x,t" con

SeEMINOTrmas

n=0

n
el =D il
i=0

y con multiplicacion de Cauchy en serie de potencias, es decir,

Yy =2= Z zpt" donde z

tenemos que

n k
eyl = D7 @

k=0 1i=0

[e.o]

k
= E TrYk—i
i=0

n=0

n k
<

n n
zilly—il < Lzl D el < llellallylla
i=0 k=i

|
k=0 1=0
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Ahora sea {xp}pen una sucecion de Cauchy en k, entonces dado € >0 3Ny € N tal que

r,s < Ny = ||z, — z4||n < &, es decir,

n

St )t

1=0

n n
E : T8 § ( Sy
=0 =0

n

_ r s

= g |z] —xzi| <e
i=0

n n

Lo que implica que, |x] — 27| < 5 V 0 <1 < n, por lo tanto, {z]},en es de Cauchy en

C, entonces AN, € N tal que sin,r > Ny entonces, |rv] — ]| < 57 V0 <i <1 como C es

completo existe x; tal que x; =X
Tomemos N = max{ Ny, Na} y r>N, entonces

I zit’ = Xiioxit'll, = Iie(af —2)t'll, = Fiolal —ail < oo =c¢

obtenemos que ||z" — z|| < e, por lo tanto, {x,}pen —> © = > oy wit" por lo tanto el

dlgebra k es completa.

Ejemplo 7. Sea (anr), 1 <n < oo, —00 < k < 0o una matriz infinita de nimeros reales

positivos. Asumimos también que para cada n, existe un n’>n tal que

@n’,k’an/,l 2 a'n,k-i-l Vk, [. (26)

Liamemos por k(an ) el dlgebra de todas las series de Laurent de la forma

o0

o
T = thk tales que ||z||, = Z Q| T |

—0o0 k=—o00

FEsta es un dlgebra bajo la multiplicacion de Cauchy, por

o0

eyl = 3 ans

k=—00

(e 9]

o
< > anglmeillul <0 awriaw skl |yl = (]| [y] |

k,i=—00 k,i=—o00

Z Tk—i* Yi

1=—00
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Entonces k(ank) es una By -dlgebra. En este caso, cuando en n=n’, k(ank) es un

algebra m-conveza.
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2.2. Algebras localmente m-convexas

Definicion 2.3. Un subconjunto X de un dlgebra topoldgica A es idempotente si X* C X.
Un dlgebra topoldgica A es localmente idempotente si existe una base de vecindades del cero

que consiste de conjuntos idempotentes.

Lema 2.4. La envolvente convexa de un conjunto idempotente es también un conjunto idem-

potente.

Demostracion. Sea U un conjunto idempotente y V su envolvente convexa. Entonces V
consiste de suma finitas z = > a,x, donde z; € U, > oy =1y 0< ; < 1. Perosiz,y € V

Y Y = Bnyn, entonces
vy =3 cifmy, €VEy wy, €Uy 3 000 =1=V2CV.

Proposicion 2.5. Sea A un dlgebra localmente convexa. Entonces A es m-conveza si y solo

st es localmente idempotente.

Demostraciéon. =) Si A es m-convexa, tiene un sistema de semi-normas (|| - ||a)acs con

2y|la < |7]aly]a, o € 2.

Afirmamos que B = {z € A : ||z]|o < 1/n}aesnen forma una base de vecindades para
A y consiste de conjuntos idempotentes. En efecto, sea x € A y U una vecindad de x, sea
K=supfllt —ylla :y€U}IneNtalque 1 <2 =V ={2eU:|z]l <1} €By
x €V C U, por lo tanto, B es una base. Ahora vemos que B consiste de idempotentes pues

lzylla < lzllallylla < 7z = 2y € B.

<) Si A es localmente convexa y localmente idempotente, entonces existe una base de

vecindades del origen (U,) que consiste de conjuntos idempotentes y tenemos que

V = conv U\/\\<1 AU,. Obteniendo una base que consiste de conjuntos balanceados, idempo-

tentes y convexos.
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Si ||z||o es una seminorma en A tal que {z : ||z||o < 1} =V, tal que el sistema (||x]||,)

da la topologia de A y V2 C V,, es equivalente con ||zy|la < ||Z|la||y|la, entonces A es

m-convexa.

Teorema 2.6. Sea A un dlgebra m-convexa, entonces A es isomorfa a una subdlgebra de
un producto cartesiano de dlgebras de Banach. Si A es completa entonces la subdlgebra en

cuestion es cerrada.

Demostracion. Sea (||z||q)aex un sistema de seminormas multiplicativas que hace de

A un algebra m-convexa. Consideremos el siguiente conjunto

No={zeA:|jz]l.=0}

Afirmamos que N, es un sistema de ideales cerrados en A. En efecto,

Sia,y € No = |l —ylla < ||zl +[[ylla =0

!

Iz = ylla =0
xr—y € N,
SizeAyeN, lzylla < llzllallylla =0

[|lzylla =0

bl

xy € N,

Por lo tanto, N, es un ideal, solo nos falta ver que es cerrado; en efecto, pues la norma es
continua y {0} es cerrado, entonces N, es la imagen inversa continua de un cerrado, la cual

es cerrada para toda o € ..

Sean A, = A/N, y A= I] A con la topologia producto y las operaciones definidas
acl

coordenada a coordenada. La funcion I1: A — A, donde I1(z) = (Il4(z)) es el isomorfismo

deseado. En efecto, II es inyectiva pues si (Il,(z)), = 0, entonces I1,(z) = 0 Va € I, lo cual
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implica |x|, = 0 Va € T (por ser un espacio Hausdorff), por lo tanto, x=0.

Sea O un abierto basico de A; entonces existen U,,, Us,, ...., Uy, abiertos de A,,

(1 <i < n) respectivamente tales que

O={zed:z, cl, (1<i<n)}.

n
Como II,, es continuo (es la proyeccion y ésta es continua), II71(0) = () I 1 (U,,)

también es abierto en A, entonces Il es continua.

Ademas IT es un homomorfismo de algebras, pues

Seanz,y € A — I(x+y)=(zx+y)) = (I,(z) + ,(y))
reAkeC = M(kz)= (U, (kx)) = (kll,(x)) = k(I (2z)) = k1, (x)

ryeA = Il(zy) = (Ha(zy)) = (Ha(2)a(y)) = Ha(2)a(y)

Para finalizar la demostracion falta ver que II(A) es una subalgebra cerrada de [] A,.
aco

Sea {z,} C II(A) y sea x = lim z,; * € [] Aa. Como {x,}n converge, es de Cauchy
n—oo aEo

entonces
Yo =17 (2,) = {ya} C A

y es de Cauchy = Jy € A tal que y, — y entonces [I(y) = z, es decir, x € [] Aa, por lo

aco
tanto II(A) es cerrada.
Corolario 2.7. Sea A un dlgebra m-conveza con unidad e. Entonces su topologia puede estar

dada mediante un sistema de semi-normas sub-multiplicativas {||x||o }aecr tales que |le||o =1

Va e 1.

Demostracion. I1,(e) es unidad en A, y por lo tanto se puede dar una nueva seminorma

en A, de tal forma que ||II,(e)|lo = 1 Va € X
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1

En efecto, sea ko = -, entonces sea 2|, = [|z]|aka- De aqui que || (e)||, = 1. De

esta forma A, queda renombrada de manera que ||IL,(e)|,, = 1.

Para cada z € A sea ||z]|, = ||Ilo(2)|lo para cada o € X.

Asi obtenemos la familia de seminormas con la propiedad pedida.

2.2.1. Topologias iniciales. Subalgebras topolégicas. Productos car-

tesianos.

Dada un algebra A y una familia {(A., fo)}aer de parejas (A,, fo) donde para cada
indice a € I, A, es un algebra topolégicay f, : A — A, un morfismo de algebras, entonces
podemos considerar la topologia inicial en A definida por las funciones f,,a € I, a saber, la
topologia débil en A tal que hace cada una de estas funciones continuas. Es claro, que esta
topologia es compatible con la estructura de espacio vectorial en el algebra dada A, de esta

manera A es un espacio vectorial topologico.

Una base local de A consiste de conjuntos de la forma
(/2! (Ua) (2.7)

donde los conjuntos U,, son bases locales sobre las algebras topoldgicas A,,« € I.

Ademas, la misma topologia de espacio vectorial en A es compatible con la estructura de

algebra de A, es decir, A se convierte en un algebra topologica bajo la siguiente proposicion:

Proposicion 2.8. Sean A un dlgebra, (Ay)acr una familia de dlgebras topoldgicas, y un
morfismo de dlgebras f, : A — A, para cada o € 1. Entonces la topologia inicial definida
en A por las funciones fo,a € I, hacen de A un dlgebra topoldgica. En particular el dlgebra A
con esta topologia tiene una multiplicacion conjuntamente continua, si las dlgebras topologicas

A, dadas la tienen.
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Demostraciéon. Por lo anterior la topologia bajo consideracién es compatible con la

estructura de espacio vectorial de A, una base local es dada por los conjuntos de la forma
n

) 42 (U

1=

Mas atn, para cada x € A, la funcion (endomorfismo lineal sobre A) [, : A — A definida
por y — [,(y) := xy es continua. De hecho, es suficiente probar que, para cada o € I, la

funcién composicion f, o [, es continua.

A—b ey (2.8)
Ja

Ja oty
Aq

Sin embargo, esto es directo debido a la hipotesis para la familia (A,, f,). Por otro lado, la

ultima parte de la afirmacion es ahora una consecuencia inmediata del siguiente resultado.

Lema 2.9. Sea A un dlgebra, F un dlgebra topoldgica con multiplicacion continua y h :
A — F un morfismo de dlgebras. Entonces la topologia de imagen inversa en A definida
por h es una topologia de espacio vectorial en A que la convierte en un dlgebra topoldogica

con multiplicacion continua.

Demostracion. En efecto, la topologia en cuestion hace de A un espacio vectorial to-
pologico. Ademéas, si h='(WW) es una vecindad del cero en A, donde W es una vecindad del
cero en F, entonces por la hipotesis, existen vecindades del cero en F, sean U y V tal que
UvCcwy YO fY(vV)CfrHU-v)C f~1(W), por lo tanto A tiene una multiplicacion

conjuntamente continua.
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Comentario. Respecto del uso del lema en la dltima parte de la demostracion de (2.8)).
Observamos que la topologia inicial en A definida por las funciones f,,« € I coincide con la

topologia de la imagen inversa en A definida por la funciéon

v — (fal@) : A— ][ Aus (2.9)

ael

La imagen de (2.9) es el producto cartesiano respectivo dotado de la topologia producto

definida en ella por los espacios topolégicos A,, «a € I.

Cada A, tiene multiplicacion conjuntamente continua porque [] A, tiene multiplicacion
acl

conjuntamente continua.
Como la topologia de la imagen inversa coincide con la topologia inicial dada por f,,

entonces por el Lema (2.9)A tiene una multiplicacion conjuntamente continua.

Ahora, dadas algebras topologicas A, « € I, localmente convexas, uno concluye por ([2.7))
que la topologia inicial en A definida por las funciones f,,a € I, hacen de A un algebra
localmente convexa. Aun maés, otra vez se sigue por el Lema que A es un algebra
localmente convexa asi definida con una multiplicaciéon conjuntamente continua en caso de

que las algebras A,,« € I la tengan.

El mismo lema implica que cualquier subalgebra de un algebra topolégica dada con una
multiplicacion conjuntamente continua es en la topologia relativa (es decir, la topologia de la
imagen inversa definida sobre esta por la respectiva funcion de inclusion) un algebra topolo-
gica del mismo tipo que la dada (si el lgebra topologica considerada tiene una multiplicacion
separadamente continua, hay un argumento similar usando un diagrama anéalogo a (2.8))).
Anéalogamente uno concluye que cualquier subalgebra de un algebra localmente convexa es,

en la topologia relativa, un algebra topologica del mismo tipo que la dada.

Por otro lado, obtenemos que: La topologia inicial definida en un &lgebra dada A por las

funciones f.,a € I, como antes, en el caso en que las algebras sean localmente m-convexas
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hacen que A sea un algebra localmente m-convexa tambien.

Esto otra vez es directo por en conjugacion con [32, Teorema 1.1, p.7| y
[32, Lema 3.1, p. 14]. En efecto, uno prueba que la topologia de la imagen inversa, corres-
pondiente al morfismo de algebras dado h : A — F' con F un algebra localmente m-convexa
define a A como un algebra localmente m-convexa. En particular uno concluye que cual-
quier subalgebra de un algebra localmente m-convexa es, en la topologia relativa, un algebra

topologica del mismo tipo.

Proposicion 2.10. Sea A un dlgebra topoldgica con la topologia inicial definida por la familia
{(Aa, fo)tacr, como arriba, donde la topologia de cada una de las dlgebras A, € I, es
Hausdorff. La topologia de A es Hausdorff si y solo si, para cada elemento x # 0 en A existe

un indice o € I tal que fo(x) #0 en A,.

Demostracion.

=) Si A es Hausdorff y  # 0 en A, entonces existe una vecindad U del cero en A con

v ¢ U por (&7)

v (V170 €U

entonces = & f1(Us,) para algun o, por lo tanto fo, # 0.

i

<) Si f., # 0 para algin indice « € I, entonces z ¢ f,'(U,) mientras que f,'(U,)
pertenece a la base local de A, entonces x & (i, fo'(Us,) C [ (Us), lo cual implica que

existe una vecindad del cero tal que 2 € U y 0 € f,*(U,) tal que U () £, (Us) = 0.

En particular supongamos que dada una familia (A,).cr de algebras topologicas y con-

sideramos el producto cartesiano respectivo

A:HAa

ael
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definido por los conjuntos A,, a € I. Entonces definimos las operaciones coordenada a coor-

denada y asf el conjunto A es un algebra. La funcién proyeccion canonica respectiva
[,:A— A, a€l (2.10)

con la definicién de la topologia inicial en A, da por definicién la topologia del producto

cartesiano, definida por los espacios topologicos A,, a € I.

Por otro lado, por la definicion de las operaciones (en el producto cartesiano) en el algebra
A, uno realmente tiene que las funciones proyeccion Il,, a € I son morfismo de algebras;
asi que uno concluye que A dotada de la topologia de producto cartesiano es un algebra
topologica la cual, en particular, tiene multiplicaciéon conjuntamente continua si este es el

caso para cada una de las algebras topolégicas dadas A,, a € .

Uno obtiene que una base local del dlgebra topologica A esta definida, acorde a ([2.23)

como intersecciones finitas de la forma

ﬂW;:(Uai) (2.11)

donde los conjuntos U,, son bases locales de las algebras topolégicas A,, a € I. Equiva-

lentemente uno puede considerar los conjuntos de la forma

1w

ael

con U, = A, exepto por un niumero finito de indices o € I para los cuales los respectivos

conjuntos U, estan variando como en ([2.11)).

Similarmente, el producto cartesiano de algebras localmente convexas (con multiplicacion

continua) es un algebra topologica del mismo tipo que los factores.

En particular, es valido para algebras localmente m-convexas.
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Lema 2.11. Sea (A, )aer una familia de dlgebras localmente m-convezas. Entonces, el dlgebra

producto cartesiano A = [] Aa, dotada con la topologia de producto cartesiano, es un dlgebra
ael

localmente m-convexa. En particular esto es valido para cualquier subdlgebra de A.
Por otro lado, el algebra topologica producto cartesiano es Hausdorff si y so6lo si cada
algebra A,, o € I es Hausdorftf.

Finalmente, el algebra topologica producto cartesiano es completa si y sélo si A,, a € 1

es completa.

2.2.2. Descomposiciéon de Arens-Michael.

Supongase dada una familia (A, ).cr de algebras, donde el conjunto de indices I es ahora
un conjunto dirigido; es decir, un conjunto parcialmente ordenado (<) tal que para cuales-

quiéra indices «, 8 € I existe un indice vy € [ tal que a < vy S < 7.

Lo que es mas, esta dada una familia (f,s) de morfismos de algebras tales que

foc,@ : Aﬁ — Aa (212)

para todos «, B € I tal que a < (3; ademas para cada o € I, sea

faa 1 Aa — A, donde foo = 1dA, (2.13)

el morfismo identidad en el algebra A,.

Asi un sistema proyectivo (o inverso) de algebras es por definicion una familia
({Aa}, {fap}, o < B), como antes, ademas de cumplir los dos relaciones, satisfacen también

la condicion
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fa'y = faﬁ o fB'y (214)

para cada v, a, B € I tales que a < 8 <, como se muestra en el siguiente diagrama.

A'Y
I
) fﬁv
f \
A—"—as 1,
faﬁ
Ja
A,

Ahora consideremos el algebra producto cartesiano

F:HAQ

ael

y el siguiente subconjunto de F

A={2=(Ta)acr € F: xo = fop(xp) st a <} (2.15)

Afirmamos que A es una subalgebra de F, por definicion de las operaciones en el dlgebra

F y las hipotesis para las funciones fu5 si ,y € Ason talesque v =2, y =y y 8 < 7.

To + Yo = faﬁ(x5)+fav(x7)
= Jop(s) + fap 0 foy(2y)

fap(@s + fo1(24)) € A
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aZo +b0Ya = afas(s) + bfar ()
= faplazp) + fo,(bx,)
= faplazp) + fap © f5,(bzy)

= faplarg + fpy(b1,)) € A

Ta Ya = foaﬁ(xﬁ) ) fow(xv)
= Jas(xs) - fap 0 foy(z4)

= fap(zs - foy(7,)) € A

Por lo tanto, A es una subalgebra.

Si A,, para cada « € I, tiene elemento identidad, digamos 1,, a € I y los morfismos de
algebra f,5 con a < 3, preservan la identidad, la identidad 1 = (1,) € F pertenece también

a la subalgebra A de F definida por (2.15]).

El algebra A asi definida es llamada el dlgebra limite proyectivo (o inverso), del sistema

proyectivo (Aa, fap) dado y es denotada por

A= 1im(Aq, fas) (2.16)

o simplemente por

A=1lmA,.
«—

Por otro lado, dado un sistema proyectivo de algebras uno define una familia (f,)aes de

morfismos de algebras por la relacion

Jo=Mala: A— A, (2.17)
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para cada « € I, al considerar la restriccion de A de la proyeccién canonica I, de F sobre
A,, a € I; entonces en este caso (2.17)) nos da lugar, en general, a un morfismo suprayectivo.

Es més, obtenemos que

fa(®a) = fap(wp) = fap(fo(za)) = (fap © [5)(Ta)

Por lo tanto,
Joa = fapo Ip (2.18)
para cualesquiera «, 3 € I tales que a < f5.

Definicién 2.12. Un sistema proyectivo o (inverso) de dlgebras topolégicas es un
sistema proyectivo de dlgebras {(Aa, fap)} como antes, donde las dlgebras Ay, a0 € I son

topoldgicas y las funciones fop con o < 3 € I son morfismos continuos de dlgebras.

El dlgebra limite proyectivo A estd dotada de la topologia inicial definida por las funciones
fo, a € 1. El dlgebra topoldgica asi definida es el algebra limite proyectivo (o inverso).

Asi por lo anterior y el Lema (2.11) concluimos que: El algebra limite proyectivo de

algebras localmente m-convexas es un algebra topologica del mismo tipo.

Finalmente enfatizamos que un algebra topologica limite proyectivo A = lim(A,, fuop)
<;
(siendo una subélgebra topologica de I’ = [] .; As) es Hausdorff si este es el caso de cada

una de las algebras A,, a € I.

Definicion 2.13. Sea A un algebra topologica. Un subconjunto U de A es:

» U es balanceado si \B C B, VA con |\ < 1.
s U es absolutamente convexo si es balanceado y convezxo.

» U es absorbente si Ve € A, 3t =t(x) >0 tal que x € tB
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» U es un barril si es cerrado, absolutamente convexo y absorbente.

w U es un m-barril si es un barril multiplicativo.

Concluimos esta seccion con el siguiente lema.

Lema 2.14. Cada dlgebra topoldgica limite proyectivo A = 1im A, es una subdlgebra cerrada
—

del dlgebra topoldgica producto cartesiano F = [],.; Aa- En particular, A es completa, si

ael

cada una de las dlgebras topoldgicas dadas A., a € I lo es.

Demostracién. La primera parte de la afirmacién es una consecuencia directa de ,
la continuidad de las funciones f,3 con o < 3 € I, y la definicion de la topologia de A, asi
como la topologia relativa inducida por F. (El argumento previo es valido, para cada espacio
topologico limite proyectivo A, con respecto a su relacién con el respectivo espacio producto
cartesiano F). Asi la tltima parte de la afirmacion se obtiene del hecho de que A es un
subespacio cerrado del espacio completo F. En efecto, sea {x,}, una sucesion en A, entonces

(Ta)n € Ay seay = (yo) tal que (z,), —> y con y € F. Entonces,

fap(ys) = fap(lim (z5)) = lim fop(zs) UM (za)n = yo =y € A.

El objetivo de esta parte de la seccion es dar una representaciéon de cualquier algebra
m-convexa A como un limite proyectivo de algebras de Banach. Como ya se ha menciona-
do anteriormente, esta representacion constituye, de hecho, una conclusién fundamental de
toda la teorfa de algebras localmente m-convexas. Como veremos a través de esta descom-
posicion preguntas basicas acerca de un algebra localmente m-convexa se pueden reducir a

las preguntas analogas en sus respectivas algebras de Banach.

Sea A un algebra localmente m-convexa junto con una base local Mt = (U, )acr de A que
consiste de m-barriles. Al considerar las respectivas funciones indicadoras de los elementos
de M, uno obtiene una familia I' = (p,)aecs de semi-normas submultiplicativas (continuas)

que definen la topologia de A.
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Por otro lado, para cada indice o € I, la pareja (A, p,) es un algebra semi-normada,

entonces esta puede definir la respectiva algebra normada A,; es decir, uno tiene

A = A/p,'(0) (2.19)

donde p;1(0) = Ker(p,) = {r € A : po(x) = 0} = N, es un ideal bilateral cerrado del

algebra topologica A (Véase la demostracion del Teorema ([2.6)).

Tomando las completaciones en (2.19) para cada « € I, el dlgebra de Banach correspon-

diente

Ay = Alp;'(0) (2.20)

Mas aun, consideremos la respectiva funcién cociente (canonico)

Po:A— Ay =A/N,, a €l (2.21)

la cual es un morfismo de algebras, sea también p, la funcion definida por el siguiente

digrama:

Pa

A Aq (2.22)

e =i, 0p i (inyeccion canonica)
a T o «

Aa

Q

Este también es un morfismo del algebra dada A en el algebra de Banach Zc\y, ael.
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Ahora definimos un orden parcial en el conjunto de indices I por la siguiente relacion.

Si a, son elementos de I, sean o < 3, si U, C Up; (2.23)

equivalentemente si po(x) < pg(x) Ve € A : (2.24)

Por hipotesis para 1 concluimos que I dotada con el orden parcial anterior se convierte

en un conjunto dirigido.

Asi, para cualesquiera «, 5 € I con a < [ obtenemos por (2.23), p, < pg, cumple

Ng = Ker(pg) C Ker(pa) = Na.

Entonces, la relacion

faﬁ . Aﬂ — Aa

donde, fop(x + Ng) := 2+ N, = [7],

con x € A define un morfismo suprayectivo de algebras f,5 : Ag — A, tal que por (2.21)

obtenemos la relacién

Pa = fap o pp (2.25)

para cualesquiera o, 8 € I, con a < . Las funciones f,3, con o < 3, son continuas
también. Ademas (2.13) y (2.14) son satisfechas. En efecto, sea © + N, € A, entonces
foa(T + No) =2+ Ny = []a = foa : Aa = A, es la identidad. Ahora verifiquemos que se

cumple (2.14)



54 CAPITULO 2. ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS.
Jap o fﬁv@ + Nv) = faﬁ(fﬁv(x + Nv)) = faﬁ(x + Nﬁ) =z+ Ny = fow(x + Nv)
por lo tanto fog o fay = fay-

Concluimos que la familia {(A,, fag) }aer define un sistema proyectivo de &lgebras nor-
madas, correspondiente a la base local 91 en A. Méas atn, al considerar las extensiones

continuas ng de las funciones f,s uno obtiene un sistema proyectivo de algebras de Banach

{(ﬁ;,fjg)}ae] y la relacion respectiva 1} es cierta, tambien.

Por la discusion en la seccién previa uno obtiene el algebra localmente m-convexa lim A,
—

asi como el algebra localmente m-convexa completa lim A,,.
+—

Nuestro principal interés serd encontrar las relaciones entre las dos dlgebras anteriores y

el dlgebra A dada.
Para ello necesitamos los dos lemas siguientes.

Lema 2.15. Sea A = lim(A,, fap) un dlgebra topoldgica limite proyectivo. Entonces una
+—

base local de A es dada por la familia

{f2'(Us) : Uy € Mo, € I}
donde N, es una base local de dlgebras de Ay, € 1

Demostraciéon. Por (2.11) y (2.17) obtenemos una base local de A al considerar con-

juntos de la forma
()£ (Ua,) (2.26)
donde los conjuntos U,, corren sobre bases locales de las algebras A,, es decir, M, a € I.

Por otro lado, como I es un conjunto dirigido, existe un indice o € [ tal que o; < @ con

i=1,...,n, asi que uno obtiene f,, = fu,a © fa; luego uno tiene
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(Ve Ua) = [V (faaUa)) = F1(V faaUa)) = £ (Va) (2.27)

donde el conjunto V, = () f3 5(Us,,) es una vecindad del cero en A,. Asi, existen U, € N,
i=1
con U, C V,, lo cual prueba la afirmacion sobre la base (2.26) y (2.27), es decir, una base

local de A esta dada por la familia

{fojl(Ua) Uy € Ny, €1}

donde 91, es una base local del algebra A,,a € I.
Ahora, por el lema anterior, también llegamos al siguiente resultado, el cual aplicamos
en el siguiente teorema.

Lema 2.16. Sea A = lim(A,, fop) el dlgebra limite proyectivo como en el lema anterior, y
F

B cualquier subespacio vectorial de A. Entonces uno tiene

B = f:'(7a(B)) = 1im [o(B (2.28)

~—

donde las funciones f,,a € I son dados por fo, =1l,|a : A — A,. En particular, si B es

cerrado, obtenemos que

B =lim f,(B) = lim [o(B). (2.29)

Demostracién. La familia

{(fa(B), faplts(m)) taer (2.30)

define un sistema proyectivo de espacios (vectoriales) topoléogicos, pues
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fao : fa(B) — fo(B), esta definida por: f., = idf,(B) y ademas

fag o [y (f5(0)) = fas(for(f5(0))) = fap(fs(b)) = [fa(b) = far(f5(D)), por lo tanto,
fap o foy = fary

Por otro lado, como fa5(fs(B)) C fas(fs(B)) = fa(B) para cualquier a < /3, uno obtiene

que la familia

{(jb(lg)>jaﬁ|ﬁﬂfﬂ)}ael (2.31)

define también un sistema proyectivo de espacios (vectoriales) topologicos, asi la segunda

igualdad de (2.28)) es ahora un nueva consecuencia directa de la misma definicion.

Ahora probaremos que B C () (f,(B)). Para ello es suficiente probar que B C £ (f.(B)),
acl

Va € I pues B C f71(fa(B)) = f71(fo(B)), Va € I. Entonces, sea v € B =

fa(@) C fa(B) C fo(B).

Por ultimo es suficiente probar que cada elemento en () f;'(f.(B)) es un punto de
acl

acumulacion de B. Asi, si f,(2) = x4 € fo(B) Va € I, entonces para cada vecindad abierta

bésica U, de z, en E, (es decir, un elemento de un sistema fundamental de vecindades

abiertas del punto en cuestion) uno tiene U, N fo(B) # ¢ asi que f,'(U,) N B # ¢ donde

f4(U,) es una vecindad abierta basica de x en A por el Lema (2.15) prueba la afirmacion.

Por lo tanto, B = [ fi'(fa(B)) = lim f,(B), uno tiene que
<

acl

BC (/' (fa(B) € [ fo (fa(B))

acl ael

Asi por (2.30) v por (2.31)) obtenemos

=B

~—

B C lim f.(B) = lim f.(B
— —
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Entonces, B = lim f,(B) = lim f,(B).
«— «—
Hemos llegado ahora al resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.17. Sea A un dlgebra localmente m-convera (Hausdorff) y N = (Uy)aer una base
local de A que consiste de m-barriles. Mds aun, denotemos por Aala completacion de A y sea

A, (resp. ;1;), a € 1, las dlgebras normadas (resp. dlgebras de Banach) correspondientes
a la base local N definidas por A, = A/p;*(0) (resp. A, = A/Tgl\(O)). Entonces tenemos las

relaciones

AClmA, ClimA, = A (2.32)
— —

mediante isomorfismos algebraicos topoldgicos. En particular, para cada dlgebra completa

localmente m-convexa A, con N como antes, obtenemos las relaciones

A=1lmA, =1limA, (2.33)
mediante 1somorfismos isométricos algebraicos topoldgicos.

Demostraciéon. Considerando las dlgebras localmente m-convexas lim A, y lim A, ob-
— —

tenemos la siguiente funcion

p:A— h'in A, donde z — ¢(x) = (pa(z)) (2.34)

donde, p,(z) = v+ Ker(pa) = [t]a, « € I, es decir,
Pa(z) = (fap 0 pp)(x) = fap(pp(x)) = [z]a, por lo tanto, ¢(z), € A; es un elemento de
lgn Aq. Asi ¢ estd bien definida. Ahora, es claro que ¢ define un morfismo de las 4lgebras
respectivas. Probaremos que ¢ define un isomorfismo topologico (de dlgebras) en hzn A,, a€

I.
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Efectivamente, si ¢(z) = ([z]o) = 0, entonces [z], = 0 con a € I que pues p,(x) = 0,
para cada « € I, asi que, como A es de Hausdorff llegamos a que x = 0. Por lo tanto la

funcion ¢ es inyectiva.

Ademas, (fo 0 ¢)() = fol[z]a) = [2]a = palx), por lo tanto,

fr0h=pa, a €l (2.35)

Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

A lim A,
fao®=pa fa
Aq

lo cual implica que ¢ es continua. Por otro lado, la funcién inversa

o p(A) ClimAq — A (2.36)

es también es continua. En efecto, si U, € 91 es cualquier miembro de la base local de A

dada, el conjunto

V=]ve) (oA,
Bel
con V, = pa(%Ua) y V3 = Ap, para cada 8 € I, con 3 # «, define una vecindad del cero
en ¢(A), de tal forma que V' C ¢(U,). Entonces, ¢ es también una funcion abierta. Y hemos

probado que ¢ define un isomorfismo algebraico topologico del algebra A dada en lim A,,.
+—
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Las inyeciones canonicas (isomorfismos algebraico-topolégicos) jo : Aa — Aa, @ € 1
conmutan con las funciones f,3 y sus extensiones f,5: Ag — A,, con a < 3, y obtenemos

un isomorfismo (de algebras)

j=lmj, :lmA, — A, (2.37)

que es tambien topologico, lo cual es facilmente de ver por de las definiciones de las

topologias de las algebras involucradas en ([2.37)).

Por otro lado, por (2.35) y (2.21) tenemos fo(¢(A)) = pa(A) = A, para cada a € [;

entonces A C A = ¢(A) porque ¢ es isomorfismo de algebras como se probé antes, entonces

#(A) = lim fo(6(A)) ¥ fa(é(4)) = Aa lo que implica lim f,(6(4)) = lim A, por el

Lema (2.16) lim A, = lim ;1;, entonces podemos concluir
+— +—

ACA=¢(A) =1im f,(¢(A)) = lim 4, = lim //1; Por el Lema (|2.14]) el h’m;l; es completo.
— — — —

Concluimos que

mediante isomorfismos algebraicos topolégicos, lo cual junto con (2.37) prueban ambas

relaciones (2.32)) y (2.33)) y con esto finaliza la prueba del teorema.

Una consecuencia directa de lo anterior es ahora el siguiente corolario.

Corolario 2.18. Cada dlgebra localmente m-convera (Hausdorff) es, mediante un isomor-
fismo algebraico topologico, una subdlgebra de un producto cartesiano de dlgebras de Banach.
FEsto proporciona, un sistema proyectivo de dlgebras (de Banach) topoldgicas, tal que el dlge-

bra dada es también una subdlgebra densa de la respectiva dlgebra limite proyectivo.

Si A tiene una base local numerable Mt = (U, )nen (es decir, A es un algebra localmente

m-convexa metrizable), obtenemos el siguiente corolario del teorema (2.17)). En este respecto,
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es claro que podemos suponer que la base local, 91, consiste de una sucesion decreciente de

subconjuntos de A. Asi, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.19. Cada dlgebra localmente m-convera de Fréchet es (mediante los isomorfis-
mos algebraicos topoldgicos) el limite proyectivo de una “sucesion decreciente” de dlgebras de

Banach.

Observacion. La sucesion A,,, n € N, de algebras de Banach considerada en el corolario
anterior es tal que, para cada m < n en N, tenemos un morfismo (continuo) de algebras

fom A —> Ay, que no es en general inyectivo.

Definicién 2.20. Supongamos que damos un dlgebra localmente m-convera completa A y
una base local M = (Uy)aer de A que consiste de m-barriles. Una descomposicion de Arens-

Michael A, correspondiente a la base local N bajo consideracion es una expresion de la forma

A=I1limA,

—

la cual existe y tiene sentido por el Teorema excepto por un isomorfismos de

dalgebras topologicas.

Es conveniente hacer notar que, abusando de la terminologia, nos referimos a una des-
composicion de Arens-Michael de cualquier dlgebra localmente m-convera A, no necesaria-

mente completa para considerar cualquier relacion de la forma

AClimA, ClimA =1lim A
— — —

correspondiente a una base local dada N = (Uy)aer de A.
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2.2.3. Funcionales lineales multiplicativos y el espectro.

En esta seccion A denotara un algebra completa, conmutativa, localmente m-convexa
con unidad e, que es un espacio complejo localmente convexo con un sistema de seminormas

submultiplicativas ||x||a, o € A.

Definicién 2.21. Sea A como arriba. Denoltamos por mﬁ(A) el conjunto de todas las
funcionales lineales multiplicativas no nulas de A. Denotamos por m(A) al conjunto de
todos los elementos de mﬁ(A) que son continuos y con T1,(A) al conjunto de todos los
elementos en TIVW(A) que son continuos con respecto a la seminorma || - ||o. Decimos que el

dlgebra A es funcionalmente continua si mﬂ(A) = T1(A). Entonces tenemos

M. (A) c TNA) € MY (A)

Definiciéon 2.22. La topologia de Gelfand en mﬁ(A) estda definida de la siguiente forma:
si fo € mﬁ(A) entonces la base de vecindades de fy en mﬁ(A) estd dada por
U(fo;e;xl,xg, ..... ) = {f € m’i(A) N f(x) = folm)] <€, i =1,2....,n},

donde € > 0 y x1,29,...x, € A.

TTU(A) es entonces un subespacio de mﬁ(A) bajo la topologia relativa.

Sea ahora a € I, definimos N, = {z € A : ||z|lo = 0}. Este es un ideal cerrado de A

(Véase la demostracion del Teorema (2.6)).

Consideremos al algebra normada (A/N,, ||-||«) a la que llamamos A, y la completamos.

Asi obtenemos un algebra normada completa, la cual denotamos con A,.

El subespacio TTl,(A) c TI(A) puede identificarse con m(AAa) De hecho hay una

correspondencia uno a uno entre m(;l;) y T1.(A) dada por:

—

¢: T (A) — TH(AL)
Fr—¢(F)=f
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donde (fom,)(x) = F(x)y pa : A — A/N, — A, es el morfismo natural. (La continuidad

de F respecto a || - ||o implica que f € m(;l;))
¢ esta bien definida pues A/N, es denso en ;1;, y su inversa estd dada por ¢~ (f) = fop,

Para comprobar que ¢ es un homomorfismo, sea V = V(fo; €; pa(21), Pa(®n), .-, Pa(Tn))

en abierto basico un m(;l;) y sea ¢(G) = fo. Ahora,

o7 (V) = {Fe . (A): ¢(F) €V}
= {F € ma(A) : |¢(F)(p_a(xz)) - fO(p_a(xz)N <, Vi = 1,2, 7n}
= {Fe MuA) :|F(z;) — G(z;)| <e, Yi=1,2,..,n}

= U(G;e, 1,29, ..,Ty)

que es un abierto basico de ma(A), lo cual prueba que ¢ es continua.

Analogamente ¢(UG; €; T1, T, ..., T,)) = V(O(G); € Pa(21), Pa(X2), .., Pa(zy)) lo cual prue-

ba que ¢ es abierta.
Por lo tanto ¢ es un homeomorfismo.

Definicion 2.23. El espacio TT(A) es el espectro de A.

I

Observacion 2.24. T11,(A) es compacto Yo € A pues T1,(A) m(;L:) Ademds,

MA) = U M(A).

acl
Definicion 2.25. Sean A como antes, y x € A. La transformada de Gelfand de z es la

funcion

z: 1A —C
fr—=(f) = f(x)
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Observacion 2.26. T es una funcion continua.

Demostracion.Dada ¢ > 0 sea U = U(f;e;2) = {g € TTHA) : |f(2) — g(z)| < €},

entonces Z(U) C B.(f(x)), donde B.(f(z)) es la bola con centro en f(x) y radio e.

Lema 2.27. Sea A un dlgebra m-convexra completa. Si (To)acr € [[ Aa ¥ fap(zs) = 24
acl

siempre que B > «, entonces existe un elemento x € A tal que fo(z) = x4 Yo € 1.

Demostraciéon. Como f,3(z5) = x,, entonces (Zn)acr € Ay por el Teorema (2.17)

existe © € A tal que f,(z) =z, Ya € I.

Teorema 2.28. Sea v € A. Entonces v € G(A) si y sdlo si fo(x) € G(Ay) para toda o € 1.

Demostracién. Si z € G(A) entonces f, € G(A,) porque es la imagen homorfa de un

elemento invertible.

Reciprocamente, si f,(z) € G(A,) Va € I, como f,(e) es la unidad en A,, entonces

fale) = fas(fs(e))
= Jfap(fo@ fo(x) ™)
= fap(f5(x)) - fas(fa(z) ™)
= fa(@)fas(f5(2))".

Esto quiere decir que fo5(fs(x))™" = falz)™'.

Asi que si v << S, entonces fos(f3(z)™!) = falx)™'. Se cumple la hipotesis del
Lema (2.27) para z, = f,(x)"!. Esto implica que existe y € A tal que

fa(y) = fa(w)_l Va e I.

Ahora fo(zy) = fa(yz) = fo(z)fa(y) = fale) Ya € Iy entonces xy = yx = e; ésto nos
dice que x € G(A).
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Teorema 2.29. (Propiedad de Wiener para dlgebras m-convezxas).

Si A es como antes, entonces © € G(A) si y solo si T(f) #0Vf € TTH(A).

Demostraciéon. La propiedad de Wiener se cumple en dlgebras de Banach; es decir, si
B es un algebra de Banach y y € B, entonces y € G(B) < 3(f) # 0, Yf € TI(B), por lo

tanto, para cada x € A, tenemos que p(z) € G(Zl;) S Da(@)(fa) # 0,V o € THL(A).

=)Sea x € G(A), entonces p,(z) € G(Zl;), Vo € Iy por lo tanto pa(z)(fa) # 0,
Vi, € TN (A). Si f € TIH(A), entonces f = f, € m(;lz) para alguna «; por lo tanto

—

2(f) = 2(fa) = falz) = (f o Pa)(@) = [(Pa(2)) = Pa()(f) # O

<) Siz#0 Vf e TT(A), entonces Z(f) # 0,
vf € T(A), entonces f(z) # 0, Vf € TT(A); en particular f(z) # 0, Vf € TIYA,) y
por lo tanto (f o pa)(z) # 0, Vf € TIY(A,), es decir, pa(z) € G(Ay), Ya € A. Entonces
xz € G(A).

Teorema 2.30. Sea A un dlgebra localmente m-conveza con unidad (sobre los reales o com-
plejos, obsérvese que no estamos suponiendo conmutatividad, ni completitud), entonces la

1

operacion x — x~ " es continua en G(A).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es completa ya que
si A no es completa, la sumergimos en su completacion A. Entonces si mostramos que la
operacion = — ! de G(A) en si misma es continua y la restringimos a G(A), entonces la
operacion también es continua de G(A) en si misma pues A es densa en A Supongamos ahora
que {x;} — wo es una red, z;,79 € G(A). Entonces para cada a, {pa(z:)} — pa(z0)

en A, (pues 7, es continua), pero A, es de Banach y ahi la inversa es continua, entonces

{Palx) ™t} — Palxgh), pero pa(w) ™! = ma(z; ) v por lo tanto {z;'} — 25" en A.

Ahora presentamos el teorma de Gelfand-Mazur para algebras m-convexas.
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Teorema 2.31. (Gelfand - Mazur). Si A es como en el teorema anterior y A = G(A)U(0),

entonces A=R oCoQ en el caso real y A = C en el caso complejo.

En el caso conmutativo el teorema anterior se sigue del:

Teorema 2.32. Sea A un dlgebra conmutativa, compleja, m-convexa con unidad e. Entonces

TTV(A) es no vacio.

Demostracion. Sabemos que TTU(A) = |J TN, (4) = U m(ﬁ;)

aEA aEA

Como A, es de Banach ¥V « € I, entonces m( o) # ¢ Ya € I. De aqui se sigue la

afirmacion.

Definiciéon 2.33. Sea A un dlgebra localmente m-convexa conmutativa, compleja con unidad

e. Si x € A, entonces el espectro de  en A es
olz)={ e C:z-Xe¢g G(A)}

Teorema 2.34. Sea A un dlgebra localmente m-conveza conmutativa, compleja con unidad

e. Sixz € A, entonces

o(z) =7 (TMYA) =7 (MF(A UaA 7alz

Demostracion. Por definicion o(z) = {\ € C| x — Ae &€ G(A)}, entonces A € o(x) siy
solo si existe f € TT(A) tal que 0 = (m)(f) = f(x—Xe), es decir, Z(f) = f(x) = A; esto
es, A € Z(TTUA)) y por lo tanto A € Z(TTV(A)). Esto dice o(z) = 2(T1(A)) < (TN (A)).
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Como TTU(A) = | T1.(A), entonces

a€cl

Aeo(r) e ez(TIA) = 2 Ma(4))

ael

= e )

= | (@) (M (4))

acl

= (Joa.(ma())

acl

Qe F(f) = () = f(a (o)) = 7o 2)() tenemos aue o) = 271U = 7 ( U o5 7))
y 2(1M(4)) € (MM (4)).

Si A€ Z( mﬁ(A)), entonces Jf € mﬁ(A) tal que A = Z(f). Esto implica que A = f(z),
lo cual dice que f(x — Ae) = 0 y por lo tanto z — Xe no es invertible; por lo tanto, por
la propiedad de Wiener para éalgebras m-convexas (Teorema )7 3g € TI(A) tal que
g(x — Xe) = 0 y entonces A\ = g(x). Asi tenemos que Z( mﬁ(A)) c z(T1(A)).

Observacion 2.35. Del teorema anterior se sigue que para F € mﬁ(A) yreA,

F(z) = f(z) para alguna f € TIY(A), donde f depende de x.

En efecto, si F € mﬁ(A) entonces T(F') € Z( mﬁ(A)) = 2(TN(A)). De aqui que
Z(F) = 2(f), con f € TI(A).

Definiciéon 2.36. Para x € A definimos el radio espectral de z, p(x), como
p(x) = sup{|\| : A € ()}

Ahora mostraremos algunas férmulas para p(x).

Teorema 2.37. Sea (A, || - ||aco) un dlgebra localmente m-convexa conmutativa, compleja

con unidad e. Sea x € A, definimos

» 7 (z) =sup lim {/||z"||a,
OLEZ n—oo
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» 7o(z) = suplimsup {/|z"|, donde el supremo se toma con respecto a todas las semi-
"
normas continuas | - | en A.

» r3(x) = sup lim sup {/(f(a™)), donde A* es el conjunto de todos los funcionales

feAx n—00

lineales continuos de A en C.

= ry(z) = sup [f(z)],
fem(A)

w r5(z) =f{r: o —Xe e G(A) VA, |A| >r}
v rg(x) = mf{r: I(a,)>,, a, € C, La,\" tiene radio de convergencia igual a r

[e.@]
Yy Y. apx™ converge en A}
n=0

[e.e]
v r7(z) = mf{r: Y(a,),, a, € C, si > a,\" tiene radio de convergencia igual a r,

n=0
0

entonces Y a,x™ converge en A}.
n=0

Entonces r(x) = ro(x) = r3(x) = ry(z) = r5(x) = r6(x) = r7(x) = p(x)

Demostracion.

Es claro que ro(x) > 71 (x), es decir, sup limsup {/|z"| > sup lim {/||z"||. y por otro lado,
I a€ex
para cada seminorma continua | - | en A, existe una constante ¢ > 0 y una o € ¥ tal que

|z] < ¢||z]la, Vo € A, y por lo tanto

lim sup /|27 < lim /c||z™||o < ri(x)

entonces r1(x) = ro(z).

Ahora probamos que 71(x) > r3(z). Si f € A*, 3¢ > 0 tal que |f(x)| < ¢||z||o Vz y para

alguna a € A. Entonces |f(z")] < ¢||z"||a- De aqui que {/|f(z™)] < {/c||z"||o ¥ por lo tanto

lim sup 3/[f(@z")] < lim /e[lz"a = lm "/ @) o = lm /Jarla < r(2).
n—oo n—oo n—oo n—oo
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Asi r3(z) < r(x) y tenemos ri(x) = ro(x) > r3(x).

Probamos ahora que r3(x) > r4(x). Tenemos

r3(z) = sup lim sup (f(a"))
> sup limsup {/|f(z")|
)

fem(A

= sup limsup {/|f(x)|"

fem(A)

= sup limsup|f(z)]
fem(A)

= sup [f(z)]=r4
fem(A)

A continuacion probamos que r4 = p(z). Tenemos

p(x) = sup{|A|: A € o(x))
— swp{]Al:he @ (TTUA))
= sup{|f(@)|: f € TUA)} = sup |f(@)] =14

fem(A)

Observamos que 15 = p(x)

p(z) = sup{[A|: A € o(z)}
= sup{[A|: Ae{deC:z—-)deg G(A)}}
= sup{|A|: A€ Cyx—Ae g G(A)}

= inf{r:z—Xe € G(A) Y\, |\ >r}

Hasta este momento hemos probado ri(z) = ro(z) > r3(z) > r4(z) = p(x) = 1r5(2).

Pero claramente p(z) = r5(z). Probamos ahora que p(z) > r1(z). Observemos que

p(x) = pa.(ma(x)) puesto que pa,(ma(z)) = sup{[Al : A € oa,(ma(2))} = sup |04, (Ta(z))

y que 04, (7ma(7)) C LGJA A (Ta(2)) = (7).
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Nos falta probar que pa, (7 (x)) > ¥/||2"||o. Pero
o (mal@)) = lim /T, = lim /[ral@n] = lim /T

donde || - ||,

«

p8) 2 pa(Tale)) = sup 1in /[ la = ri(x), ast que p(x) > ra(x).

es la norma en A, inducida por la seminorma || - ||, en A y por lo tanto,

Esto quiere decir, ri(x) = ro(x) = r3(z) = r4(z) = r5(x) = p(2).

Es claro que r¢(z) < r7(z). Supongase ahora que 74(z) < oo y tomemos algin r > r4(z).
Existe una sucesion compleja {a, }5°, para la cual la serie > a,z", a, € C converge en Ay

oo
tal que el radio de convergencia de la serie de potencias Y a,\" es menor que r, es decir,
n=0

r

1
> -
lim sup {/|a,|

0, equivalentemente,

r~! < limsup {/|a,|

entonces tenemos que " < |a,| para un ntmero infinito de subindices n. Por otro lado,
&)

como Y a,z" converge en A, se tiene que ||a,xz"|| — 0, Ya € A. Esto implica que existe
n=0

una sucesion creciente de enteros {k,} tal que |r~*=a*"|, — 0, Va € A. Por lo tanto

Vf € TI(A), existen a € A y una constante ¢ > 0 tales que

|f<<x/7’)k")| = ’f(xknr_k")’ < C||$k"7‘_k"\|a — 0 cuando n — oo.

Luego para toda f € TI(A) se tiene que |f(z/r)] < 1, por lo tanto ﬁ|f(x)| <ly

entonces |f(z)| < r. Asi r4(z) <1y tenemos que r¢(z) > r4(z) = p(z).

Esta misma relacion se cumple si rg(z) = co. Es suficiente probar que r7 < p(z). Esto es

claro si p(x) = co. Supongamos que p(x) < co y que r > p(z) = ro(z).

r1(x)

Para toda seminorma continua |z|, tenemos que limsup {/|(£)"| < == < 1.

o
Luego la serie ) (£)" es convergente en A y por lo tanto r > r7(x). Asi que tenemos la
n=0

implicacion r > p(x) = r > r7(z), lo cual dice que r7(x) < p(x).
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La situacion es ri(z) = r(z) = r3(x) = ry(z) = r5(x) = p(x) > r7(x) > rg(x) > p(x).

De aqui se sigue el teorema.



Capitulo 3

Ideales en algebras topolégicas.

3.1. Q-Aalgebras.

En el capitulo 1 enunciamos y probamos algunas propiedades fundamentales que carac-

terizan a las algebras de Banach como son:

Sus ideales bilaterales maximos son cerrados.

El espectro o(x) # ¢ es acotado y compacto.

Es una Q-algebra.

TI(A) # ¢ y es compacto.

« TN(A) = T (4)

En este capitulo estableceremos caracterizaciones de las Q-algebras en clases de 4lgebras
mas generales. Comenzamos con las dlgebras normadas con unidad.

Toda algebra de Banach es Q, pero este no es el caso para las algebras normadas. Existen

algebras normadas que son Q y no son completas, como por ejemplo:

71
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Ejemplo 8. El dlgebra R(D) de todas las funciones racionales complejas definidas en el

disco unitario cerrado D de C con las operaciones puntuales, dotada con la norma
lql| := sup |q(=)].
zeC

(véase ejemplo (1))

El siguiente teorema muestra que casi todas las propiedades fundamentales de las alge-
bras de Banach son compartidas por la clase de las Q-algebras normadas, la cual es una clase
mas grande. Resulta que algunas de estas propiedades caracterizan de hecho a las Q-4lgebras

normadas entre las algebras normadas con unidad.

Teorema 3.1. (Mascioni) Sea A un dlgebra normada, compleja con unidad. Entonces las

stquientes condiciones son equivalentes:

b~

. A es una Q-dlgebra
2. Fristeun § € (0,1]:x € A y |le — x| < implica que x € G(A).
3. SixeAyl|e—z| <1, entonces x € G(A)
4. Sixe Ay llz|| <1, entonces Y x" converge en A.
n=0

5 p(z) = lim ||2"||/" = nf ||2"|/", Vo€ A

n—oo n—oo
6. sup p(x) < oo
ll=]|=1

7 p(x) < |lzf|, Vo € A
Demostracion.

(1 = 2) Por hipotesis tenemos que G(A) es abierto, entonces la unidad es un punto interior
de G(A), es decir, existe un 6 > 0 tal que {y € A: |le—y|| <} C G(A). Sabemos que

por definicion 0 € G(A), lo que implica § < 1.
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(2= 6) Por (2) existeun 6 € (0,1]: z € Ay |le—z| < implica que = € G(A). Tenemos

que p(z) < @ para toda = € A, por lo tanto sup p(z) < sup @ = % < o0, por lo
llzll=1 lzll=1
tanto, sup p(x) < oco.
lzll=1
(6 = 5) Las formulas p(a) > lim [|a"||*/™ = inf ||a™||*/™ ¥ o(x) # 0 son ciertas en cualquier
n—roo n
algebra normada compleja, (véase y [8, Prop. 2.8 y Teo. 5.7]).

n”l/n

Demostraremos que p(z) < lim ||z , Va € A. Primero probaremos que
n—oo

o(p(x)) = p(o(x)) para todo polinomio no constante p.

Sea A € p(o(x)), entonces A = p(ay) con oy € o(z), por lo tanto z — e & G(A).
Observemos que p(z) — A = (z —aq)(z — a2) - - - (2 — ), lo cual implica que
p(r) — de = (z — are)(x — age) - - - (x — ape), por lo que p(x) — Ae no es invertible y

tenemos que A € o(p(z)), por lo tanto, p(o(x)) C o(p(z)).

Si A € o(p(x)), entonces p(z) — e & G(A) y p(z)—Ae = (2= re) (—foe) -+ (3 Bae),
por lo tanto para algin (x — f;e) con 1 < i < n, no es invertible, lo que implica que

p(Bi — A) = 0 para algin 1 < i <n, por lo que, p(3;) = A, por lo tanto X € p(o(x)).
Hemos probado que o(p(z)) = p(o(x)) para todo polinomio no constante p.

Entonces, tenemos que para n € N, p(x)" = p(2") < M||2"||, donde

0 < M := sup p(y) < oco. Ahora se sigue inmediatamente que:
llyll=1

1/n
plw) < (Tim MlJe"|[) " = T MY =l MY T 2 = T (2
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
(b = T7) Sea x € A; por la hipdtesis tenemos que se cumple
_ 1 nl/n<f nml/n _ ¢ <
ple) = inf 2" < fuf ()" = @l 2] < o]l Ve A

lo que implica que p(z) < ||z||.

(7= 3) Sea x € A tal que |1 — z|| < 1. Entonces, por hip6tesis tenemos que
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p(l —z) < ||1 —z|| <1, lo que implica p(1 —z) < 1, es decir, 1 ¢ o(1 — z), por lo

tanto, r =1 — (1 — z) € G(A), es decir, x € G(A).

(3 = 4) Tenemos por hipotesis que siz € Ay |1 —z| < 1, entonces x € G(A). Sea x € A
N
tal que ||z|| < 1. Definimos Sy := >_ 2™, VN > 0 donde z° := 1. Por la hipo6tesis 1 — x
n=0
es invertible. Sea y := (x — 1)~! tenemos que

1Sy =yl = [y —2)Sy =yl = [ly[(1 — 2)Sy —1]||

< Myl -0 = 2)Sy — 1]

= llwll- (1—I)ZI”—1

N+1
= yll- Zx —Zx —1
=yl -l N“H
< iyl =l ™

Ya que ||z|| < 1, entonces hm Sy =y, por lo tanto, Z x™ converge.

n=0
(4= 3) Sea xz € A tal que |1 — z|| < 1. Por hipotesis tenemos que > (1 — z)" converge, a
n=0
un y € A. Ahora, obtenemos
N N N N
L=z (1—a)|| = |[1+) (- =z (1-2)"=) (1-a)"
n=0 n=0 n=0 n=0
N N
= 1—x21—$ Z(l—:v)”
n=0 n=0
N+1 N
= [1+> (1—2)" =) (1—a)"
n=0

< f1-a ¥

por lo tanto, xy = 1. Similarmente, yx = 1, por lo cual x es invertible.
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(3=1) Sean z,y € Atalesque z € G(A) y ||z —y|| < m Esto implica que

1
il

=1
[l

=2yl =llz" @ =yl <27 llz -yl <=

es decir, x71y es invertible por hipotesis. Sea w := (z7'y)~!, observemos que
(we™y = ((@7'y)la7ly) = (y ez ly) =y 'y = L.

1

Analégamente se prueba que yzr~—! es invertible, donde z = (yz~!)~!. Tenemos que

y(x ') = y(a N yz ™)) = y(azlay™) = yy~! = 1. Hemos demostrado que y es

invertible por la izquierda y por la derecha, entonces es invertible. Esto prueba que

G(A) es abierto.

Teorema 3.2. Sea A un dlgebra m-conveza, con unidad, compleja, completa, conmutativa.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Cada ideal mdrimo de A es de codimension 1.

2. Para cada elemento x € A el espectro o(x) es acotado.

3. Para cada elemento x € A el espectro o(x) es compacto.

4. A es una Q-dlgebra, m-conveza, completa sobre una topologia mds fuerte que la original.
5. A es una Q-dlgebra, m-convexa, completa sobre alguna topologia.

6. Bl espacio mﬁ(A) de todas las funciones multiplicativas lineales no cero en A es

compacto en la topologia débil estrella.
Demostracion.

(1 = 2) Tenemos que mostrar que si para algin xy € A el espectro o(xy) es no acotado,

entonces A posee un ideal maximo de codimension infinita.

Supongamos que para algin zy € A existe una sucesion {z, }neny € o(zo) de nimeros

complejos tendiendo a infinito.
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Por el Teorema Clasico de Weierstrass [37, Teorema 5.8, p. 119]. Existe una sucesion

©n(z) de funciones enteras tal que

01 (0) = {20, Znt1, Znt2y - s n=1723,.. (3.1)
Ponemos

Ty = pn(T0), n=123,..

Sea I el ideal més pequeno de A que contiene todos los elementos x1, o, .... Esta consiste
n
de las sumas finitas de la forma > z;y;, y; € A.

=1

n
Mostraremos que I es un ideal propio de A. Si no, entonces e € I, e = > x;y; para
i=1
algunos elementos vy, ys, ..., yp € A. Tomemos cualquier funcional f € m(A) tal que

f(zo) = 2z,. Para 1 < i <n tenemos

0= @i(zn) = @i(f(w0)) = flpi(wo)) = f(x:)

y esto nos da una contradicciéon ya que:

n n

1= f(e) = f(z wiys) = Y flwiys) = Y (@) f(y:) = 0.

i=1 =1

Entonces I es un ideal propio.

Sea ahora M cualquier ideal maximo de A que contiene al ideal I. Mostraremos que
este es de dimension infinita. Si no, entonces por el Teorema Clasico de Frobenius
|26, Teorema, p. 704] este es de codimension 1 y por lo tanto M es el kernel de una

funcion F € mﬂ(A). Ya que z; € [ C M, tenemos F(x;) =0 parai=1,2, ...

Sea E el dlgebra de todas las funciones enteras de una variable compleja. Se sabe que

todos los funcionales lineales multiplicativos en E son una evaluacién puntual, es decir,



3.1. Q-ALGEBRAS. 77

si ¢ es tal funcién, entonces siempre existe un nimero complejo zg tal que

d(¢) = p(20)

para cada ¢ € E.

Ponemos ahora ¢(¢) = F(p(xo)) para cada ¢ € E. Es claramente una funcion lineal

multiplicativa en E, por lo tanto existe un nimero complejo z, tal que

F(p(x0)) = ¢(20)

para cada ¢ € E. Tomando como ¢ las funciones ¢; se ve que

vi(20) = F(pi(z0)) = F(z;) =0,

por lo tanto, todas las funciones ; tienen un cero en comin en zy, lo cual contradice

la relacion (3.1)). Entonces la codimension de M es infinita.

(2 = 3) Tenemos que mostrar que si para algin € A el espectro o(z) es no cerrado
en C, entonces hay un elemento en A con el espectro no acotado. Por lo tanto, sea

A € o(x)/o(x). Entonces o — Ae es un elemento invertible en A y por las formulas

- B(1MYA)) = (1T (4))

el espectro del elemento 7 = (x — Ae)™! es no acotado.

(3= 4) Sea (]|z]|o) un sistema de seminormas submultiplicativas en A dando su topologia,

denotada por 7. Ponemos |z|p = sup{|A| : A € o(x)} = sup |Z(f)| para cada z € A.
fem(A)
Esta es claramente una seminorma submultiplicativa en A, posiblemente discontinua.
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Definimos en A un nuevo sistema de seminormas submultiplicativas

2]l = méx([zo, [l|a)-

El sistema (||z||’) define en A una nueva topologia m-convexa, denotada por 7*. La

topologia 7 es ciertamente mas fuerte que la topologia 7.

Mostraremos que el algebra A es completa en la topologia 7*. Sea (x;) una red de
Cauchy en la topologia 7*. Entonces (x;) tambien es una red de Cauchy en la topologia
7; es decir, como A es completa en la topologia 7 entonces (x;) T-converge a un elemento
r9 € A, y ademas, la red (/x,\) de las transformadas de Gelfand son uniformemente
convergentes a una funcion continua u(f) definida en TVH(A). Para probar que A
es T*-completa es suficiente mostrar que u(f) = zo(f). Pero para cada f € m(A)
tenemos que 7;(f) = f(z;) — f(zo) = To(f) y para algin ¢ suficientemente grande
tenemos que Z;(f) — u(f). Por lo tanto, A es 7*-completa. Claramente, (A, 7*) es una

Q-algebra ya que la vercindad del elemento unitario, dada por

{r € A:|x —e|p <1}, consiste enteramente de elementos invertibles.

(4 =5) Es trivial.

5 = 6) Se sigue por el hecho de que para cada Q-algebra = es un espacio
Se si I hecho d da Q-algebra TTU(A) = T (A i

compacto (la topologia de mﬁ(A)) depende solamente de la estructura de espacio
lineal de A y no de su topologia, es decir, es compacto con una topologia més fina

como la topologia débil estrella).

(6 = 2)Se sigue del hecho de Z( TT(A)) = Z( mn(A)), pues por (6) tenemos que mﬁ(A) es

compacto, entonces Z( mﬁ(A)) es compacto, por el Teorema (2.34)) tenemos que o(z)

es compacto, entonces o(x) es acotado.

(b= 1) Sea M un ideal maximo de A, como A es Q-algebra entonces M es cerrado. M es

un subespacio vectorial, entonces A/M es un dlgebra m-convexa que es un anillo con
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division. Por el Teorema de Gelfand Mazur (2.31), A/M = C por lo tanto, M es de

codimension 1.

Corolario 3.3. Sea A un dlgebra m-convexa, con unidad, compleja, completa, conmutativa.
El dlgebra A posee un ideal mdximo denso de codimension infinita si y sélo si posee un

elemento con espectro no acotado.

Demostraciéon. Existe un ideal maximo I denso de codimension infinita si y solo si

existe un elemento x € A tal que o(z) no es acotado. Por los incisos (1) y (2) de Teorema

B2).

Corolario 3.4. Sea A un dlgebra m-convexa, con unidad, compleja, completa, conmutativa.

Si el espacio TIV(A) es compacto, entonces el espacio mﬁ(A) es compacto también.

Demostracion. Por hipotesis el espacio m(A) es compacto; Sea x € A como la trans-

formada de Gelfand-Mazur es continua tenemos que Z(T11(A)) es compacto, ahora por el

Teorema (2.34) tenemos que Z(T1U(A)) = o(z), y aplicando el Teorema (3.2) concluimos

que mﬁ(A) es compacto.
Definiciéon 3.5. Un dlgebra topologica es barrilada si cada barril es una vecindad del cero.
Corolario 3.6. Sea A un dlgebra m-convexa, completa con unidad, compleja conmutativa la
cual es un espacio barrilado. Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

1. Cada ideal mdrimo de A es de codimension 1.

2. Cada ideal mdrimo de A es cerrado.

3. El espectro o(x) de cada elemento x € A es acotado.

4. El espectro o(x) de cada elemento x € A es compacto.

5. A es una Q-dlgebra.
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6. El espacio TIU(A) es compacto.
Demostracion.

(5 =2) Sea M C A un ideal maximo. Veamos que es cerrado. Por hipotesis G(A) es abierto
lo que implica que M NG(A) = ¢ y también M NG (A) = ¢ ya que si Iz € M NG(A)
entonces existirfa una sucesion {z,},en € M tal que z,, — x, pero como x € G(A)
existe una vecindad V de z tal que V' C G(A). Para n € N suficientemente grande
r, € V, lo cual es una contradiccion pues z,, & G(A). Por lo tanto, M C (G(A))¢ que

es cerrado. Luego, M es propio y por ser M méximo, M = M.

(2=-1) Sea M un ideal maximo cerrado entonces A/M es un algebra topoldgica y por el

Teorema de Gelfand Mazur tenemos que A/M = C, entonces M es de codimension 1.
(1 = 3) Se obtiene por el Teorema (3.2)).
(3 = 4) Se obtiene por el Teorema (J3.2)).

(4 = 5) Por el Teorema (3.2) tenemos que el inciso (4) implica que A es una Q-algebra

m-convexa completa sobre alguna topologia lo que implica (5).

(5 < 6) Por hipdtesis tenemos que cada m-barril es una vecindad del cero, entonces por la

[34, Prop. 4.2, p.17] y la [34, Prop 13.6, p.59| tenemos que (5) es equivalente a (6).

Proposicion 3.7. Sea A un dlgebra m-convexa, completa con unidad, compleja, conmuta-
tiva. St el espacio de ideales mdrimos m(A) no es compacto, entonces A posee un ideal

mdzimo denso.

Demostracion. Si A tiene un elemento x con espectro no acotado, entonces el resultado
. . . i
se sigue del Corolario 1) Si para toda = en A su espectro es acotado entonces 117 (A) es
compacto (por la condicion (4) del Teorema ({3.2))). Por lo tanto, mﬁ(A) # TT(A) y existe

un elemento en mﬁ(A)/m(A) cuyo kernel es un ideal maximo denso.
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Proposicion 3.8. Sea A un dlgebra topolégica con unidad. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. A es Q-dlgebra.
2. intG(A) # ¢.
3. e € intG(A).

4. By ={x € A:p(x) <1} es una vecindad del cero.

Demostracién.

(1 = 2) Por definicién de Q-algebra.

(2= 3) Seaa € intG(A). Entonces existe una vecindad V' de cero tal que a+V C G(A). Por
continuidad de la multiplicaciéon en A existe una vecindad U de cero tal que aU C V' y
Ua C V. Entonces a(e+U) Ca+V CG(A)y (e+U)a C a+V C G(A). Esto implica
que existen redes (a,(U))y € I'y (by(U))yer en A tales que (ay(U))[a(e +U)] — ey
[(e + U)al(b,(U)) — e. Por lo tanto (e + U) C G(A).

(3=4) Como e € intG(A) entonces existe una vecindad V' de cero balanceada tal que
e+ V €intG(A). Debemos probar que V € By. Si no (Ae — z) ¢ G(A). Luego
(e — %) & G(A). Como V es balanceada y [\ > 1 entonces —3 € V, de donde
(e—3%) €e+V CG(A) lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, V' C G(A) lo que

implica que B; es una vecindad del cero.

(4 = 1) Supongamos que 0 € intB; y sea V = 1 B;. V es una vecindad de cero. Si
e +V ¢ G(A). Entonces existe z € V tal que (e + z) &€ G(A). Como z = 1y, para
y € By, tenemos que (e + %y) Z G(A), (2e —y) & G(A) lo que implica que p(y) > 2.

Por hipétesis p(y) < 1. Por lo tanto, (e + V) € G(A). Esto es, A es una Q-algebra.
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Corolario 3.9. Si A es una Q-dlgebra, m-convexa completa conmutativa compleja con uni-

dad entonces A= By, ={z € A: p(x) < c0}.

Demostracién. Supongamos que A es Q-algebray A # B, entonces existe un x € A tal
que p(z) = oo pero como A es Q-dlgebra, B; es una vecindad del cero en A y By C B, por

lo tanto, By, es una vecindad del cero en A. Sea {x, },en una sucesion en By, tal que x, — z,

por el Teorema (2.37) tenemos la formula p(z) = r3(x) = sup limsup {/|f(2")|, entonces
fear

f(zn) — f(x), Vf € A* ya que f es continua, por lo que tenemos sup limsup f(z,) —
feA*

sup limsup f(x), es decir, p(x,) — p(x), lo cual es una contradiccion ya que p(z,) < 0oy
feAx

p(x) = oo. Por lo tanto A = B

Proposicién 3.10. Sea A un dlgebra m-conveza. A es Q-dlgebra si y solo si existe | - |z tal
que

p(z) =lm {/|z"|[s = inf {/|lz"|s
n n>1
Demostracién.

(=) Afirmamos que p(z) > suplim {/||z"| 5. En efecto, si |A| > p(x), entonces
B n

(Ae —x) € G(A) y por lo tanto, existe y € A tal que (Ae — x)y = e4. Asi para cada f,
T(Ae —)ma(y) = ea & (Aea, — ma(x))ms(y) = ea,

donde 7p es la proyeccion candnica de A en Ag

luego, mg(x) € G(Ag) y entonces |A| > pa,(75(x)) = lim {/[|2"(|4.

< tm /T Si Py . ‘
Falta probar que p(z) < nlgEO Y/ |lx™||g- Si A es una Q-algebra entonces existe | - ||5 tal
que

{reA:|z|g<e<l}C{reA:p() <1}

Supongamos que ||z||z # 0, para todo x € A. Entonces si ||z"||3 < € tenemos que
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p(x™) < 1. Asi, p(sllxﬁ]ﬁ) < 1 lo cual implica que

()" < p(a") < ~ 12"

< z n n .
Luego, p(r) < T}Lllgo Yz

Si ||vx||g = 0 para todo v € C, entonces p(yz) < 1, de donde p(z) < = — 0 cuando

1

S
|y] = o0.

(<) Por hipotesis tenemos que p(z) < ||z||g, para toda x € Ay alguna 8. Entonces {z €
A:|zllg <1} C {z € A: p(x) < 1}. Es decir, el conjunto {z € A : p(x) < 1} es una

vecindad del cero y por lo tanto, A es una Q-algebra.
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3.2. Ideales, condiciones de cadena y Q-algebras.

La teoria de anillos nos proporciona conceptos y propiedades importantes que pueden ser

aplicadas en el contexto de las 4lgebras topologicas.

Definiciéon 3.11. Un anillo conmutativo R es Noetheriano si sus ideales satifacen la con-
dicion de cadena ascendente, es decir, st para cada cadena de ideales Iy < I, < ... < I, < ...,

existe un n € N tal que I, = I, (1 =1,2,3,..).

Un anillo conmutativo R es Artiniano si sus ideales satifacen la condicion de cadena
descendente, es decir, si para cada cadena de ideales Iy > 1o > I3 > ... > I, > ..., existe un

n €N tal que I,.; =1, (i =1,2,3,..).

Proposicién 3.12. Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es Noetheriano.
2. Cada ideal de R es finitamente generado.

3. Cada familia no vacia de ideales de R tiene algin elemento mdzrimo.
Demostracion.

(1 = 3) Sea 2 una familia de ideales no vacia. Tomemos una cadena ascendente de ideales
I CI,C---.Seal = |J I, estees un ideal y cota superior de Q2. Entonces por el
1<j<00
Lema de Zorn, existe un ideal maximo en €2.
(3 = 2) Consideremos un ideal I. Afirmamos que [ es finitamente generado, para ello con-

sideremos

Q= {J C1I: Jes finitamente generado}

tenemos que 0 € €, entonces 2 # ¢, por lo tanto, por la condicion (b) admite un

elemento maximo, digamos H.
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Afirmamos que H = I, para ello supongamos que H C [.Sea x € I/H. Consideremos
H = H + Rx € Q, por lo tanto, H C H, lo que es una contradicciéon, por lo tanto,

H=1.
(2 = 1) Supongamos que se cumple la condiciéon (2) y tomemos una cadena de ideales tal

que Iy C I, C--- sea I = |J I,. Entonces I es finitamente generado por la hipotesis,
neN

es decir, existen x1,xs, ..., x, € I tales que I = Rx; + Rxs + - - - + Rx,. Entonces

el = l’lelnl

o€l = ZL’QG[nQ

r;el = x.€l,
Sea k = max{n; : 1 < j <r}, entonces z; € I,,, V1 <j <r, porlo tanto I, D I, 1o
que implica que [ = I,,_.

Proposicion 3.13. Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es Artiniano.

2. Cada familia no vacia de idelaes de R tiene un elemento minimo.

Demostraciéon. La demostracion es dual a 1 < 3 del Teorema ((3.12))

A continuacién recordamos algunas propiedades algebraicas de las dlgebras de Banach con

el objeto de analizar si dichas propiedades siguen siendo vélidas en algebras mas generales.

Teorema 3.14. Sea A un dlgebra de Banach y sea I un ideal bilateral mdzimo entonces I

es cerrado.

Demostraciéon. Véase el Teorema ([1.20))
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Como las algebras no necesariamente tienen unidad, entonces tenemos la siguiente defi-
nicion.
Definiciéon 3.15. Un ideal izquierdo I de un dlgebra topologica compleja A es de tipo finito
st es generado por un nimero finito de elementos de este, es decir, existen x1,To, ..z, € I
tal que

I =Az; +Cxy + Axy + Cay + ... + Az, + Cu,

Sean I, I, ..., I, ideales izquierdos de un dlgebra A. Denotamos por I -1s-13--- 1, el ideal
producto, de los ideales I izquierdos de A. FEste ideal es el ideal generado por los productos

T1 Ty Ty, dondex; € I;. Si l; =1 Vi=1,...,r el ideal I - I - I3--- I es denotado por I".

Teorema 3.16. Cada funcional lineal multiplicativo en un dlgebra de Banach conmutativa

es continuo.

Demostraciéon. Como cada funcional tiene nucleo un ideal maximo y estos son cerrados

por el Teorema ((1.21)), entonces son continuos.

Corolario 3.17. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Entonces eziste al

menos un funcional lineal multiplicativo y continuo.

Demostracion. Si A es el campo de los nimeros complejos entonces la identidad es tal
funcional. Si A no es el campo de los nimeros complejos entonces existe x € A\ {0} que no
es invertible y el conjunto xA es un ideal el cual esta contenido en un ideal méximo. Asi, el
algebra tiene un ideal maximo, o equivalentemente, A tiene un funcional lineal multiplicativo

y continuo.

Teorema 3.18. Sea (A, | - ||) un dlgebra normada entonces cada ideal bilateral mdzimo

cerrado de A es de codimension uno.

Demostracion. Sea M C A un ideal maximo bilateral cerrado. M es un subespacio vec-
torial, entonces A/M es un algebra normada que es un anillo con division. Por la Proposicion

(1.28) tenemos que A/M = C, lo que implica que M es de codimension uno.
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Teorema 3.19. Si (A, || -||) es un dlgebra normada conmutativa con unidad entonces cada

ideal cerrado de A esta contenido en un ideal mdzimo cerrado.

Demostracion Sea I C A un ideal cerrado. Entonces A/I es un élgebra normada conmu-
tativa y por lo tanto, TTH(A/I) # ¢. Sea f € TH(A/I). Siw: A — A/I es el homomorfismo
canonico, entonces F(z) = f(m(x)) es un elemento de T1W(A) e I ¢ F~'(0) = Z(f on) el

cual es un ideal maximo cerrado.

Proposicion 3.20. Sea (A, || -||) una Q-dlgebra normada conmutativa. Sea x € A, entonces

o(z) = {f(z) : f € TIY(A)}

Demostraciéon. Sea \ € o(x). Entonces (z — \e) € G(A) lo que implica que existe un
ideal maximo cerrado M de codimension uno tal que A(z —\e) C M. Asi, existe f € TII(A)
tal que f(x — Xe) = 0 y por lo tanto, f(z) = A, de donde X\ € {f(z) : f € TI(A)}. Si
f(x) = X entonces (x — Xe) &€ G(A), asi que {f(x): f € TNH(A)} C o(x).

En algebras normadas, como por ejemplo (P(X);||p|| = Orgfg(l Ip(x)]), el espectro de un
polinomio no constante es todo el plano complejo. Por lo tz_m;o, no tenemos un resulta-
do anélogo al anterior. Sin embargo, modificando un poco el espectro en ellas tenemos el

siguiente resultado.

Definicién 3.21. Sea (A, | - ||) un dlgebra normada conmutativa. Si x € A, el espectro

o(x) estd dado por:

g(x):={AeC: (z— \e)A es propio en A}
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Proposicion 3.22. Sea (A, || - ||) un dlgebra normada conmutativa. Entonces

o(x) = {f(x) : f € TIYA)}

Demostracion. Sea A € 7(x). Entonces m C M es un ideal maximo cerrado de
codimension uno. Asi, existe f € TIH(A) tal que f(z — Ae) = 0, de donde,
A€ {f(z): fe T(A)}. Veamos la otra inclusion. Observemos que (f(x)e—z) € ker(f) que
es un ideal maximo cerrado. Luego, como (f(z)e—z) & G(A) entonces (f(z)e — x)A C ker(f)

lo que implica que el ideal (f(z)e — z)A es propio en A.

Proposicion 3.23. Sea (A, || -||) un dlgebra normada. Si A es Q-dlgebra, entonces todos los

ideales mdzimos de A son cerrados.

Demostracion. Sea M C A un ideal méximo. Veamos que es cerrado. Por hipétesis
G(A) es abierto lo que implica que M N G(A) = ¢ y también M N G(A) = ¢ ya que si
Jz € M N G(A) entonces existiria una sucesion {, },eny C M tal que x,, — , pero como
x € G(A) existe una vecindad V' de z tal que V' C G(A). Para n € N suficientemente grande
x, € V, lo cual es una contradiccion pues z,, € G(A). Por lo tanto, M C (G(A))° que es

cerrado. Luego, M es propio y por ser M méaximo, M = M.

Nota: El inverso del Teorema anterior es verdad pero requiere de otros resultados que

veremos méas adelante.

Teorema 3.24. Cada dlgebra normada, artiniana con unidad (A, || -]|) es una Q-dlgebra.

Demostraciéon. Mostraremos que G(A) contiene una bola {x € A : |le — z|| < 1}.
Supongamos que ||e — z|| < 1. La sucesion {Az"},en una sucesion decreciente de ideales

mtl Sea a € A tal que

izquierdos, por ser Artiniana existe n, € N tal que Az™ = Ax
2™ = qz™*t. Como z es invertible en la completacién de A, tenemos que e = ax lo que

implica x € G(A), por lo tanto, G(A) es abierto, entonces A es una Q-algebra.
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Definicion 3.25. Un ideal P de un dlgebra unitaria conmutativa A es llamado primo si

P # A y si el cociente AJ/P es un dlgebra sin divisores de cero.

Definicion 3.26. Sea A un dlgebra. El Radical de A es
Rad(A) = ﬂ{] C A Ies ideal mdzimo de A}
y el Nilradical de A es
Nil(A) = ﬂ{] C A Ies ideal primo de A}

Teorema 3.27. Sea (A, || - ||) un dlgebra normada conmutativa con unidad. Entonces son

equivalentes:

1. (A ||-]|) es de dimension finita.

2. (A, || -]]) es un dlgebra Artiniana.
Demostracion

(1 = 2) Es inmediata.

(2 = 1) Dividimos la demostracion de esta implicacion en dos partes. En el caso (a) supo-
nemos que el algebra (A, || - ||) es local, es decir, tiene un tnico ideal méximo. Consi-

deraremos el caso general en el (b).

(a) Suponemos que el dlgebra (A, || - ||) es local. Sea M el tnico ideal maximo de A.
Por |30, Prop IV.3, p.66], sabemos que el radical de un anillo Artiniano es igual a
su nilradical, entonces es nilpotente, es decir, existe un n € N tal que M" = {0}.
Por otro lado, por la Proposicion tenemos que A es una Q-algebra. La

Proposicion (3.23)) , implica que M es cerrado. Por el teorema de Gelfand Mazur,

M es un ideal de codimensiéon finita. El teorema de caracterizacion de anillos
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Artinianos, implica que A es Noetheriana, entonces M = Axy + Axy + - - - + Ax,.,
donde x4, xo,...,x, € M. Como M es de codimension finita, entonces A/M es de
dimension finita. Sea z; + M, zo + M, ..., zx + M una base de A/M; consideramos

a z1, 22, ..., 2. Sea B el subespacio vectorial de A generado por zi, 2o, ..., 2.

Se afirma que A = M + B. Sea a € A, consideremos a + M € A/M, existen
AL, Ao, .y Mg tales que a + M = A2y + - - - + Az + M, por lo tanto, a = A\12z1 +
c o4+ Az +m con m € M. Por lo anterior podemos concluir que B es un

subespacio de dimensioén finita de A tal que A = M + B.

Para yi, 2, ..., yn—1 € {21, 72, ..., 7, } afirmamos que Ay1ya-+Yn—1 = BY1y2- Yn—1.

En efecto, sea a € Ay1ys -+ - Y1 = (M + B)y1ys - - - Yn_1, entonces

a = (m+by1ys - yYp1 con meM y be B
a = (M4 Nx)yiye - Yno1 +00Y2 - - Ynoa
a = MT1Y1Y2 - Yn1 T FNTY1Y2 Y1 F0U1Y2 - Yot

a = by1ya: - Yn-1 € Byiya - Yn—1

por lo tanto, tenemos que Ayiys -+ - yp—1 = By1ys - - - yn_1. Podemos observar que

Ayiya - Yn—1 = Byiya - Yn
(M +B)yrya - Yn1 = Buiyo- Yn1

Muyys -+ Yn—1 +Byiya - - Yn—1 = Buyiya -+ Yn—1

Como B es de dimension finita entonces Ayiys - - - y,—1 es de dimension finita. De
esto se sigue que M" ! es de dimensién finita. Por induccién se muestra que M

es de dimension finita.

(b) En el caso general, el algebra tiene un namero finito de ideales maximos, pues

se sabe que un anillo Artiniano tiene un ntmero finito de ideales primos, por

lo tanto, un numero finito de ideales maximos. Sean M, M, ..., M, los ideales
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méximos de A. El rad(A) = () I, es nilpotente, entonces existe n € N tal que
1<i<r

(N My)"={0}.

1<i<r

Como M, + M; = A para i # j tenemos [\ M = {0}.
1<i<r
Afirmamos que M} = {z € M : z(() M]*) = {0}} parai € {1,2,...,r}, pues
1#]
Por lo tanto, M es un ideal cerrado en A y de ahi el algebra A/M]* es normada.

Por (a) esta es artiniana y entonces de dimension finita. Finalmente, ya que A es

isomorfo a [[ A/M}, por lo tanto, A es de dimension finita.
1<i<r

Proposiciéon 3.28. Sea A una F-dlgebra conmutativa con unidad. Entonces los siquientes

enunciados son equivalentes:

1. A es una Q-dlgebra.

2. Todo ideal mdzimo de A es cerrado.
Demostracion.

(1 = 2) Sea M C A un ideal méximo. Veamos que es cerrado. Por hipotesis G(A) es abierto
lo que implica que M NG(A) = ¢ y también M NG(A) = ¢ ya que si Iz € M NG(A)
entonces existiria una sucesion {z,},en € M tal que z,, — x, pero como x € G(A)
existe una vecindad V de x tal que V' C G(A). Para n € N suficientemente grande
r, € V, lo cual es una contradiccion pues x,, & G(A). Por lo tanto, M C (G(A))¢ que

es cerrado. Luego, M es propio vy por ser M méaximo, M = M.

(2=1) Sea |- | una F-norma que define la topologia 7 de A (existe por la definicién de F-
algebra véase ([1.29)) y d la distancia en A asociada a |-|. Para todo z,y € A, d(z,y) =

|z — y| en (A,d) es un espacio metrizable y completo uniformemente isomorfo a A.

Supongamos A no es una Q-algebra, entonces G(A) no es vecindad de la unidad, por

lo tanto,

Wn > 1 3u, € A/G(A), dlun,e) < ~.
n
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Obtenemos una sucesion {u,},>1 de elementos no invertibles en A que converge a e.

Vamos a extraer de esta sucesion una subsucesion {uy,, },>1 tal que d(e,uy,) y

Vp> 1, dle,uy,) <270 VI <E<p—1, dltn, - tn, 1y Uy - Un)) < 27D,

.
Haremos una contruccion por recurencia. u,, existe pues {u,},>1 converge a e.
Contruccion de u,,: la funcion a — u,,a de A en A es continua en e, por lo tanto
30<n <27t dle,a) <n = d(un,,uma) < 27 (3.2)
y dng > ny, d(e,u,,) < n pues {u,},>1 converge a e; debido a uno obtiene
dle,un,) <1 <27y d(tn,, Un,Up,) < 275

Supongamos ya contruidos n, , Uny, -+, Un,_; -

Contruccion de u,,: la funcion a = (U, Un, = - Un,_ @, UnyUng * - = Un, 10y ..oy Uy, @) de

A en AP~! es continua en e, por lo tanto,

p—1 p—1
30 <n<2®Y dlea) <n= Zd(unk S Uy Uy Upy,) < ZQ”“ (3.3)
k=1 k=1

y In, > nyp_1, d(e, up,) < n pues {uy,},>1 converge a e; debido a (3.3)) se obtiene

de,un,) <27 PV y V1 <k <p—1, d(tn, - Un, |, tUn, * - Up,) <277,

k

Para toda k > 1 fija, la sucesion {unkunk+1 . -unp}pzk es una sucesion de Cauchy, en

efecto, si ¢ > p > k tenemos

q—1
d(unk PRI unp’unk PRNPR unq) S Zd(unk PR uni PRI uni+1) S 22—2‘
X i=p
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Por lo tanto, esta serie converge en (A, 7) a un elemento al que denotaremos por e.

Obtenemos una sucesion {ex }r>1 que satisface que Vk > 1, ey = up, €p41; y tenemos:

d(er,€) < dletn,) + Y dltin, -+ Uyt < Uy, ) < 27ED 4270 < 972
p:k p:k'

Por lo tanto, la sucesion {ey}r>1 converge a e.

Para k > 1 consideraremos el ideal Ae;, que es un ideal propio de A pues u,, no es
invertible en A. Ya que Vk > 1, e; = uy exi1, la sucesion de ideales {Aey}r>; es
creciente. Entonces |J Aey es un ideal propio de A denso en A pues {ex}r>1 converge

k>1
a €.

De donde la existencia de ideales maximos densos en A se sigue de tomar un ideal

maximo que contenga | Aeg.
k>1

Definicién 3.29. Denotaremos por Gy(A) (resp.G,.(A)) al conjunto de los elementos inver-

tibles izquierdos (resp. derechos) de A.

Lema 3.30. Sea A una F-dlgebra con unidad e. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. El conjunto Gy(A) (resp.G.(A)) contiene una vecindad de la unidad.

2. Fl congunto Gy(A) (resp.G,(A)) es abierto.

Demostracién. Solo tenemos que demostrar (1) = (2). Dada la prueba para Gy(A) es

analoga para G,(A).

Supongamos que existe una vecindad U de e que consiste de elementos invertibles iz-
quierdos. Sea a un elemento invertible izquierdo en A arbitrario. Como la funcién = — za es
sobreyectiva de A en si misma es abierta por el Teorema de la funciéon abierta para F-espacios
e implica que el conjunto Ua es abierto. Como esta contiene a a y consiste de elementos in-
vertibles, cada elemento de Gy(A) es un punto interior de este, y por lo tanto, G¢(A) es

abierto.
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Definicion 3.31. Sea A un dlgebra topoldgica compleja unitaria. Entonces un elemento

x € A es topoldgicamente invertible si tA = Ax = A.

Lema 3.32. Sea A una F-dlgebra unitaria y sea (;)ieny C A una sucesion que tiende a e.

Entonces existe una subsucesion (a;)ien de (2;)ien tal que Yk € N los productos finitos.
up = lim agagyq -+ Qg (3.4)
(3

Son convergentes y ademds

h’lgn up =e (3.5)

S todos los x; son invertibles derechos, entonces todos los productos uy, son topolégicamente

wvertibles derechos.

Notemos que la formula (1) implica que

U = QpUk+1, vk (36)

Demostracion. Véase [40, Lema 1-5]|.

Teorema 3.33. Sea A una F-dlgebra con unidad. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(a) Todos los ideales izquierdos mdzimos en A son cerrados.
(b) El conjunto G(A) de todos los elementos invertibles izquierdos es abierto.

(c) El conjunto G(A) de todos los elementos invertibles es abierto, es decir, A es una Q-

dalgebra.
(d) El conjunto G,.(A) de todos los elementos invertibles derechos es abierto.

(e) Todos los ideales derechos mdximos en A son cerrados.
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Demostracion.

(a = b) Lo haremos por contradiccion, asumimos que G4(A) no es abierto. Terminamos la
prueba si mostramos que A tiene un ideal izquierdo denso I, por que entonces cada

ideal izquierdo méximo que contenga a I seria denso y por lo tanto no cerrado.

Por el Lema (3.30), existe una sucesion {z;};eny € A de elementos en A/Gy(A) que
tiende a e. Consideremos los elementos a; y wu, obtenidos a partir de la formula (3.4

del Lema (3.32)). Vamos a estar buscando un ideal de la forma:

I =] Au. (3.7)
k=1

Si ninguno de los uy es invertibles izquierdos, entonces los ideales izquierdos Auy son
propios. En este caso, por el Lema (3.32)) tenemos que uy = agug41 lo que implica que
Auy = Aagugy,. Entonces el ideal T es un ideal propio izquierdo en A que es una union

creciente de ideales propios. También tenemos u; € I, Vk.

Sea x un elemento arbitrario de A. Entonces zuy € I, Vk,y por la formula (3.5)) tenemos
zug, — x. Como x es arbitrario entonces I es denso en A y se sigue la conclusion. Queda

demostrado para cuando todos los elementos wu; no son invertibles izquierdos.

Para probar este hecho, consideraremos el primer caso donde nuestra sucesion {x;};en
de elementos no invertibles izquierdos puede ser elegida de modo que consista de ele-
mentos invertibles derechos. Afirmamos que en este caso ningun elemento de u; pueden

pertenecer a Gy(A). De otra manera
bug, = e (3.8)

para algtin natural ky y algin b en A. Por el Lema (3.32)), ug, es topologicamente

invertible derecho, y por lo tanto existen z; € A tales que wug,z; — e. Multiplicando
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(3.8]) por z; por la derecha y tomando el limite obtenemos
z; = bug,z; — b.

Entonces uy,b = zliglo up,z; = € = buyg, y por lo tanto, uy, es invertible con inverso b.
Tenemos e = buy, = bag,uk,+1, de modo que wug,4; es invertible izquierdo también.
Con el razonamiento anterior llegamos a que wug, 41 es invertible, lo que implica la

invertibilidad de ag, = ug, (ury+1)" ' Esto es una contraccion con la hipotesis de que

x; no es invertible izquierdo para toda .

En caso contrario no existe ninguna sucesion {z; },cn de elementos no invertibles tales
que z; € G,.(A), Vi. En este caso existe una vecindad U de la identidad tal que no
contiene ningun elemento invertible derecho excepto los invertibles. Tomando ahora
una sucesion {z; ey de modo que no solo todos sus terminos sino también todos los
elementos uyg, obtenidos por el Lema , estan en U. Esto puede hacerse usando la
formula . Nuestra conclusion sera obtenida si mostramos que los u; no puede ser un
invertible izquierdo, por que entonces darfa un ideal izquierdo denso. Supongamos
por contradiccidén que ug, es invertible izquierdo para algin ky. Por tenemos que
e = bug, = ll)m ba, - - - ax,+; y entonces, para un ¢ suficientemente grande, digamos
1— 00

i > g, los elementos bag, - « - ax,+; estan en U. Por (3.6 tenemos

buko = bukoako © 0 Oko+illkgtig+itl = €,

entonces todos los elementos bay, - - - agy+io+i, ¢ € N, siendo elementos invertibles

derechos de U, consecuentemente

—1
Akg+ig+1 = (bako T ako+i0> bako © 0 Qkotip+1s

y asi el elemento de la izquierda es invertible. Esta contradiccion completa la implica-

cion deseada.
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(b = ¢) Esta prueba es similar a la tltima parte de la anterior. Realizaremos por contra-
diccion que Gy(A) es abierto mientras que G(A) no es abierto. Denotemos por U una
vecindad abierta de e que consiste de elementos invertibles izquierdos. Por hipotesis,
existe en U una sucesion x; — e que consiste de elementos no invertibles. Utilizando
el Lema obtenemos elementos a; y u;, y por , existe un indice kg tal que

ur € U, Vk > ko. En particular por (3.6]), existe un elemento b € A tal que

e = buy, = lm bay, - - - agyri- (3.9)
1— 00
Por lo tanto bay, - - - ar,+i € U para un ¢ suficientemente grande, digamos 7 > 1.
Tenemos
buko = bako © 0 Qi Uko+io+15

de modo que, por (3.9)), bag, - - - ax,1i, €s invertible derecho, y por lo tanto invertible.

Similarmente bag, - - - ag,+i,+1 €S también invertible. Entonces

-1
Ako+io+1 = (ba — ko ak0+i0) baky * * * Ag+ig+1

es invertible, lo cual es una contradiccion.

(¢ = a) Tenemos que G(A) es abierto. Si M es un ideal izquierdo maximo, entonces M N
G(A) = ¢ y por lo tanto M no es denso en A. Entonces un ideal maximo izquierdo es

denso o cerrado, M es cerrado la implicacion se sigue .

Entonces tenemos (a) < (b) < (c¢). Analogamente (¢) < (d) < (e) es solo cambiar

izquierdo por derecho y se tiene la conclusion.
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Proposicion 3.34. Sea A una F-dlgebra con unidad donde la familia de ideales izquier-
dos principales satisface la condicion de cadena ascendente. Los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. A es una Q-dlgebra.

2.Vx € A, Ar = A& 1 € G(A).

Demostraciéon. (1) = (2) Sea z € A tal que Az = A. Por (1) demostraremos que
Ax = A. Se puede ver facilmente que Az C A, entonces s6lo demostraremos que A C Ax,
tenemos por hipotesis que A C Az, entonces existe {Zn}nen una sucesion en Az tal que
r, — 1 pero cada x, = a,x, lo que implica que a,z — 1, por lo tanto, dng € N tal que

m > ng, implica que a,,z € G(A), por lo que tenemos que (y,,)(an,z) = 1.

Afirmamos que {¥;,am }men es de Cauchy. Dada € > 0 y d un métrica compatible con la
topologia del algebra, entonces existe N € N tal que n,m > N = d(ymame, yna,x) < &,
lo que implica que ||z||d(Ymam, Ynan) < €, por 1o tanto, {Ymam }men es de Cauchy y por ser
A completa tenemos que {Ymam, fmen converge . Sea z = 7&1&1)0 Ymm, entonces zz = 1, por lo

que x es invertible por la izquierda, por [27, Teorema 1, p.353| x es invertible en A.

(2) = (1) Supongamos que A no es un Q-algebra. Existe una sucesion {z, },en de ele-
mentos no invertibles tal que z, — e cuando n — oo. Argumentado en [I8 Prop. 2.1,

nosotros construimos una sucesion {en}neN de elementos en A que satisfacen:

(i) e, —e, (n— 00)
(ii) Vn e, = zpeni1
(La hipotesis de conmutatividad y de m-convexidad que se supone en [18, Prop. 2.1| no

se utiliza para la construccion de la sucesion {e, },en). La hipotesis hecha en A resulta la

existencia de un namero ng tal que Ae, = Ae,, para todo n > ng. De esto resulta que
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Ae,, = A. Por la afirmacion (2), e,, es invertible izquierdo en A y por lo tanto, invertible
via [27, Teorema 1, p.353]. Asi el elemento x,, es invertible derecho en A por [27, Teorema

1, p.353], este no es caso, lo cual nos da una contradiccion, por lo tanto, A es una Q-algebra.

Proposicion 3.35. Sea A una F-dlgebra con unidad la cual es una @Q-dlgebra. Entonces las

sigutentes afirmaciones son equivalentes:

1. A es una dlgebra Noetheriana.

2. Cada ideal 1zquierdo de A es cerrado.
Demostracién.

(1 =2) Sea Fla coleccion de todos los ideales izquierdos no cerrados en A. Asumimos que
F es un conjunto no vacio y sea [ el elemento maximo en F. Entonces I no es cerrado,
existe un € I y = € I. Entonces tenemos que I C I + Az y I # I + Axz. Por lo tanto,

I 4+ Ax, pues como [ no es cerrado y es el maximo de F.

Por lo tanto, I + Az = I. Por hip6tesis tenemos que existen z1,...,x, en I tal que

I = Az, + Axg + - - - + Ax,. Consideremos la funcion

: AT T
r+1
(ay,a9,...,a,) — E a;x; donde x,.; =x

i=1

Tenemos que ¢ es una funcién lineal continua, pues es composicion de funciones con-

tinuas de A" en I. Por lo tanto esta funcion es abierta.

Por otra parte, sea V una vecindad abierta del cero en A tal que e+V C G(A), entonces
¢(e+V) es abierto en I, tenemos (e + V) N1 # ¢, Entonces existen ay, as, ..., apy1 €

G(A) tales que

r+1

Z a;T; € I
i=1
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por lo tanto a,1x,.1 € [ de donde tenemos que z,,1 € I ya que a,y; es invertible.

Esto implica que I = I lo cual es una contradiccion, por lo tanto, F = ¢.

(2=1) Sea {I,}nen una sucesion creciente de ideales izquierdos en A. Entonces I = |J I,
n>0

es un ideal izquierdo en A. Por el Teorema de Baire, existe un entero ng tal que I, es

no vacio en el interior de I. Se sigue que la cadena {I,,},en de ideales es finita. Por lo

tanto, A es Noetheriana.

Teorema 3.36. Sea A una F-dlgebra. Los siquientes enunciados son equivalentes:

1. Todos los ideales izquierdos de A son cerrados.

2. A es una Q-dlgebra Noetheriana izquierda.
Demostracion.

(1 = 2) Sea (I,)nen una cadena creciente de ideales izquierdos de A. Definimos I = | I,,.
n

Es un ideal izquierdo de A. Por el teorema de Baire, existe un ng tal que I, tiene

interior no vacio en /. Resulta que I, = I y por lo tanto I,, = I,,,, Vn > ng, por lo

tanto, A es Noetheriana.

La segunda afirmacion se sigue de la Proposicion (3.34)).

(2=1) Sea F la familia de los ideales izquierdos no cerrados en A. Supongamos que F es
no vacia y consideremos un elemento maximo I de F. Sea z € I. Sea I = [ + Aux.
Consideremos zy,...,z, € I tal que I = Azy + -+ Azx,. Sea J ={a € A:azx € I}

que es un ideal izquierdo de A. Sea ¢ : A" — I con

90((1,1, SRED) a’r-‘r1> = § @;T; + Arp1 T

1<i<r

La funcién ¢ es lineal, continua y sobreyectiva. Entonces es abierta. Si 6 es un abierto

no vacio de A", existen ay, ..., a,,a,11 € 0 tal que > aiz; + a,p1x € 1. Hace que
1<i<r
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ar,17 € I. Resulta que a,1; € J y por lo tanto, J es denso en A. Como A es Q-algebra,
afirmamos que J=A, puesto que G(A)NJ # ¢ = Ja € G(A) tal que a € J, es decir,
ax € I, lo que implica que yaxr = x € I lo que es una contradiccién, por lo cual F es

vacia, por lo tanto, todos los ideales son cerrados.

Ejemplo 9. La metrizabilidad es necesaria para la validez del Teorema (3.36). En efecto,
aqui esta un ejemplo de una Q-dlgebra localmente m-convexa completa conmutativa donde

todos sus ideales son cerrados y no es Noetheriana.

Para todo entero natural k > 1, consideremos Ay = {(z,) € S} : Vn > m,x, = z,,}
las Ay forman una sucesion creciente de subdlgebras de dimension finita de Si. Mds ain

S¢ = U Ag. Provisto de la topologia limite inductivo localmente conveza, el dlgebra S} es un
k>1

dlgebra localmente m-convexa por [, Propll,p. 349/, por lo tanto, el dlgebra es localmente
m-convexa y es completa, mds ain, es barrilada ya que los A lo son. Por otro lado, el

espectro de todo elemento de S} es acotado, pues

olx)={AeC:z—- X G(A)} ={\ € C: X\ =uz,,para algin n > 0},

este conjunto consta de un nimero finito de elementos. Asi por el Teorema tenemos

que S es una Q-dlgebra. Sin embargo, S§ no es Noetheriana, pues sean

21 = (1,0,0,...), 5 = (1,1,0,0,...), ..., zn = (1,1,1,...,1,0,0,0,...), ....

y formemos lo ideales

Il = <[E1>,]2 = <ZE17ZL’2>, 7In = <J/’1,l’2, ...,J]n>,

Notese que

I, ={(a1,ay,...,0,,0,0,0,..) :a; €S, 1 <i<nyy <L <. <[, <.
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y esta no se estaciona. Por lo tanto no es Noetheriana.

Proposicion 3.37. Sea A una F-dlgebra Noetheriana conmutativa entonces A es una Q-

dalgebra.

Demostracion. Primero mostraremos que si a € A tal que Aa es denso, entonces a es

invertible.

Aplicamos el teorema de Mittag-Leffler [16, Teorema 5.3, p.147| a la sucesion (f,),en de
funciones en A definidas por: f,, : ¢ — a"z. Afirmamos que a"A es denso en a” ' A. Primero
observemos que a"A C a" A, puesz € a"A = x=a"ytalqueye A = x=a""Yay)

vay€e A = xea" A

Por induccion. Paran—=1, Aa es denso en Aa" 2. Supongamos que Aa" 'a = Aa™ es denso
en Aa™"!, pues la multiplicacién es homeomorfa para un elemento fijo. Por lo tanto, Aa™ es

denso en Aa""!, esto implica que gp = (Nyzo(f10 f20---0 fr) ¥y gr(Aa*) = (| Aa™ es denso

n>0
en A, entonces [ Aa” = A. Definimos [ = () Aa™. Verificamos que I = Ia, pues Ia C [
n>0 n>0
por que I es un ideal, por otro lado, I C () Aa" C (Aa"Y)a = ICla = I=Ia.
n>0

Por otro lado, tenemos que I =[] Aa™ y Aa son ideales de A y I(Aa) = Ia = I. Por [40,
Lema 2, p.215| existe x € A tal que (e — x)/ = {0}. Como I es denso, entonces (e — x)A =
{0} = =z = e, esto se cumple por que el anillo es Noetheriano propio, entonces, como los
anuladores son ideales finitamente generados en el anillo, implica que hay una combinaciéon
lineal que es 1. Entonces, a es invertible, pues vt € Aa = x=ba = e=ba = aes

invertible.

Probaremos que A es una Q-adlgebra. Asumimos lo contrario. Entonces existe una sucesion
(Zn)nen de elementos no invertibles en A tales que z, — e. Sea d la métrica completa
definida por 7, esta existe por que A es una F-algebra. Por induccion se puede construir una

subsucesion (z,,),>1 de (zn)nen que tenga las siguientes propiedades.

1. d(e,zp,) < 277" (ya que z,, — €)
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2. d(Tpy - Tpy_y, Ty - - T,) < 27T VP <2 (por la continuidad de la multiplicacion).

La existencia de x,, se sigue del hecho de que x, — e. Supongase que Ty, Tn,, ..., Tn,_,
han sido construidos. Usando la continuidad de la funcion x +— (T, - - - Ty, T, Tp, - - -
T, (T, ...., Ty, x) definida para A en AP~!, obtenemos z,,. Ahora por la condicion (2)
tenemos que para cada p > 2, la sucesion (2, Tn,,,, .., Tn, Jk>p converge a un elemento

e, € A. Es obvio que e, = zpex41. Tenemos que,

dlex —e) = llex —e
= |lex + xn, — Tn, — €|
< lew =z [l + lle — 2, ]
= ||@n, — exral + lle — 2,

= llznell - llexrr —ell + lle = |

= Menll - llewts = Ty + Ty —ell + lle = 2, |

< el - llewss = T |+ el - leng,, —ell + lle = 2]

= Nenll - l#nserve = Tl + l2ncll - lne, —ell +lle = zn,|

= Nen@ne - llewe = ell + llzgll - lzn,, —ell + [le = za,|

< Nzl - lewse + @ng = Ty = ell + [zl - l2n, —ell + lle =

IN

[e.e]
le =@l 4+ D lln, - - @, |- lle = T, |
k=p
[e.9]
= lle—anll + Z [Ty + Ty = Ty + Ty ||
k=p
o
- d(evwnk) + Zd(xnk C Ty Ly xnp+1)
k=p

S 27k+1 + Z 27’6
k=p
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Por lo tanto, la sucesion (eg)r>1 converge a e. Por otro lado, para cada k > 1, tenemos
que € = Tp,  €ery1 y por lo tanto (Aeg)r es una sucesion creciente de ideales. Como A es
Noetheriana, de ahi existe un ky € N tal que Ae, = Aey, para cada k > ky. De este se sigue
que Aey, es denso en A. Por la primera parte, el elemento ey, es invertible. Esto es imposible

ya que T, ., es no invertible, contradiccion, por lo tanto, A es Q-algebra.

Teorema 3.38. Sea A una F-dlgebra localmente m-convexa. Entonces todos sus ideales iz-

quierdos son cerrados si y solo si A es Noetheriana izquierda.
Demostracion.

=) Por el Teorema ([3.36]) el que el algebra tenga todos sus ideales izquierdos cerrado implica

Noetheriana izquierda.

<) Es suficiente, por el mismo Teorema demostrar que A es Q-algebra . Para ello
se utiliza la segunda afirmaciéon de la Proposiciéon . En efecto, si Az = A para
x € A, entonces por [4, Teorema 3.2, p.173] tambien Az = A, es decir, x es invertible
izquierdo. Por lo tanto, x es invertible por [27, Teorema 1, p.353]. Como estamos en el

caso Noetheriano tenemos que todos los ideales izquierdos de A son cerrados.

Proposicion 3.39. Sea A un dlgebra m-convexa con unidad. Entonces cada ideal bilateral

mdzimo cerrado es de codimension uno.

Demostraciéon. Sea M C A un ideal bilateral maximo cerrado. M es un subespacio

vectorial. Entonces A/M es un algebra m-convexa que es un anillo de division. Por el Teorema

de Gelfand Mazur (2.31), A/M = C.

Teorema 3.40. Sea A un dlgebra m-convexa, compleja, con unidad que es Q)-dlgebra bajo

alguna topologia. Entonces todo ideal mdximo de A es de codimension 1.

Demostraciéon. Como A es Q-algebra, entonces por [32, Teorema 6.3, p.106| tenemos

que todo ideal méximo de A es cerrado, consideremos f : A — A/M el homomorfismo
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candénico por el Teorema de Gelfand Mazur 1} A/M = C. Entonces, f € TTI(A) y

M = ker(f) que es un ideal maximo de A de codimension 1.

Proposicion 3.41. Sea A un dlgebra m-convera Hausdorff con unidad. St A es Artiniana,

entonces A es Q-dlgebra.

Demostracion. Sea (p;);c; una familia de seminormas submultiplicativas las cuales estan
ordenadas por <, y definen la topologia de A. Sea iy € I tal que ker p;, es un ideal minimo en
la familia (ker p;);cs de ideales. Para cada i > i, tenemos ker p; C ker p;,. Ya que si ker p;, es
minimo entonces p;, es maxima, es decir,Vo € A, p;(z) < p;,(z). Supongamos que Iz € A,

pi(xo) > pi, () para cada i > ig tenemos que si:

1. Si zg € kerp;y = pi(x0) = 0 = kerp;,, C kerp; = pi(xg) = 0, llegamos a una

contradiccion.

2. Sizg & ker p;y = pi, 0, sea y = xg — pi,(x)e, entonces tenemos que

pio(y) = 0= p;(y) = 0, lo que implica
0 = pi(y) = pi(xo) — pio(wo)pi(e) = pi(wo) — piy(x0) = pi(z0) = piy(20)

lo cual también es un contradiciéon, lo que implica que kerp; C kerp;,. De donde kerp; =
ker p;,. Por lo tanto, del hecho de que 7 es Hausdorff, tenemos que ker p;, = {0}. Esto implica
que (A,p;,) es un algebra normada. La conclusion se sigue de la Proposicion (3.24) y del

hecho de que 7 es mas fina que la topologia definida por p;,.

Proposicion 3.42. Sea A un dlgebra m-convexa Hausdorff conmutativa con unidad. Si A

es Artiniana entonces es de dimension finita.

Demostraciéon. Procediendo de forma anédloga a la demostracion de la Proposicion (3.41))
tenemos que A es normada. Como A es artiniana entonces se cumplen las hipotesis del

Teorema ([3.27)) y por lo tanto podemos concluir que A es de dimension finita.
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Teorema 3.43. Sea A un dlgebra Artiniana conmutativa. Entonces A tiene todos sus ideales

1zquierdos cerrados para toda topologia del dlgebra.

Demostracién. Sea 7 una topologia del algebra de A y F' la familia de sus ideales
principales de A que no son cerrados. Supongamos que F no es vacia, consideremos un

elemento Ary minimo de F. Como Az no es cerrado, entonces Ax3 # Ax.

Teniendo en cuenta la minimalidad de Az, el ideal Ax2, es cerrado. Por otra parte, el
dlgebra Axo/Ax3, cuyo producto es trivial, es Artiniano. Entonces es de dimension finita,

2
pues el generador es exg + Axg.

Afirmamos que el ideal Azy/Axz2 es cerrado en el dlgebra topologica cociente A/Ax3.
Pues tomemos {z,}nen una susecion en Azg/Azi. Como cada x, € Azy/Ax?, entonces
T, = apro + Azt y © € AJ/Ax3, lo que implica * = a + Az2. Por hipotesis tenemos que
{x,} — =, entonces a,z¢ + Ard — a + Az?. Dado ¢ > 0, In € N tal que Ym > n,
lanzo + Axg — (a + Azd)| < €, entonces |a,zo — a| < &, por lo tanto {a,zo} — a € A, lo cual
implica que a = bxg con b € A, y por lo tanto a,ro — bzo; entonces x,, — x € Axg/Az:. Por

lo tanto, Axg/Az? es cerrado en A/Ax}.

De esto resulta que el ideal Axg es cerrado en A, este no es el caso. Por lo tanto, F' es
vacia. Con lo que concluimos que todo ideal principal de A es cerrado. Como el ser Artiniano
v que todos sus ideales izquierdos sean cerrados son propiedades conservadas por el paso al
cociente, todo ideal de tipo finito de A es cerrado. Por lo tanto A tiene todos sus ideales

izquierdos cerrados ya que es Noetheriano.

Definicién 3.44. FEl radical de A, Rad(A), es la interseccion de todos los ideales mdzimos

de A.

A es un dlgebra semisimple si Rad(A) =0
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Teorema 3.45. Sea A un dlgebra conmutativa semi-simple Noetheriana A. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. A tiene todos sus ideales izquierdos cerrados.
2. A es isomorfo a un producto finito de dlgebras que son campos.

3. A es Artiniana.
Demostracion.

(2=1) Sea A = [] K; donde K,, son campos V 1 < i < n. Facilmente podemos ver
i=1
que los ideales de un producto finito son de la forma (I, Is,...,I,) donde I, = 0 o

I; = K;, V1 <1<ny estos son cerrados.

n
(2 = 3) Por hipotesis tenemos que A es de la forma A = [[ K; con K; campos y por lo
i=1
anterior tenemos 2" ideales por lo tanto es Artiniana.
(3 = 2) Por hipotesis A es Artiniana y semi-simple entonces por el Teorema de Artin-

Wedderburn [I7, Teorema 7-1.41, p.124| para algebras tenemos que A es isomorfa

a un producto finito de algebras que son campos.

(1 =2) Sea (M;);ep la familia de ideales méximos de A. Si A se reduce a un solo punto

entonces el dlgebra A es un campo ya que es semi-simple.

Supongamos ahora que A no es un tnico punto. Sea ip € A y tomemos L = (| M,.
iio
Supongase que L es nulo. Dotamos a A de la topologia definida por la familia de

seminormas

(Pif)ienfioys | € (A/M;)*, con
pis = |f(si(x))|, Vo€ A,

donde s; es la proyeccion canonica de A sobre A/M; y (A/M;)* es el dual algebraico
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Notemos que para todai € Ay f € (A/M,;)*, el kernel de p; s contiene al ideal M;.

Mostraremos que existe un conjunto de indices J finito contenido en I'\ {io} tal que M;,

contiene (| M;. En el caso contrario, para cada x; & M;
jeJ
por la méximalidad de M, ,. Por lo tanto, existe un ay € Ay my; € M,, tal que

»» tenemos que M; +Ax; = A
e =my + ayz;. Entonces, la sucesion generalizada por (ajx ), converge a cero, y por
lo tanto la sucesion (m ), converge a e; esto es imposible ya que M;, es un ideal propio
cerrado. Por lo tanto, existe un conjunto J finito contenido en I \ {io} tal que M;,

contiene a [ M;.
jeJ

En consecuencia, existe un j € J tal que M;, = M;, lo cual es una contradiccion. Por
lo tanto, necesariamente L es no nulo. Ademas, tenemos M;, N L = {0}. Como A es
semi-simple, existe un ideal primo minimal P de A que no contiene a L. El ideal P

contiene entonces a M;, y, en concecuencia P = M;,.

En conclusion, por [30, Corolario, p.106] I es finito y A es isomorfo al algebra producto

[ A/M; donde A/M; son campos.

iel
Teorema 3.46. Un dlgebra de Banach conmutativa A es Noetheriana st y sélo si la dimen-

sion de A es finita.

Demostracion. Sea 7 el nilradical de A, sabemos que 1 es nilpotente

[31, Lema 2.3, p.193] y 31, Corolario 3.8, p.202|, entonces

Jjo > 0 tal que n’° = 0. (3.10)

Counsideremos la cadena

A>np>n>n >
por (3.10)) tenemos que existe j € N tal que dim7’/ < oc.

Mostraremos por induccion sobre j que dimy n? < co, Vd < j; supongamos que
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d+1

dimy n*"" < oo para considerar la k-sucesion exacta siguiente:

Como ideal, n? es A-finitamente generado pues A es Noetheriano, por otro lado el

A-moédulo n¢/nt! es un A/n-moédulo pues ann(nd/ndtt) C .

41 también es un A/n-modulo finitamente generado, ademés tenemos

Notamos que n¢/n
que por el Teorema ({3.35)) tiene todos sus ideales izquierdos cerrados, mas atn A/n es semi-
simple, por lo tanto, por el Teorema ([3.45)), A/n es Artineana, aplicando el Teorema([3.27)

d+1

tenemos que dimy A/n < oo y asf se cumple que dimy n?/n?t! < co también.

Por el Teorema de la dimension aplicado a (3.11)), tenemos lo anunciado. Entonces even-

tualmente llegamos a que dimy A < oo.

Observacion 3.47. Ndtese que en particular un dlgebra de Banach conmutativa es Noethe-

riana st y solo si es Artiniana. Esto es por los Teoremas Y

Teorema 3.48. Un dlgebra de Banach A conmutativa con unidad es de dimension finita si

y solo si todos sus tdeales mdximos son de tipo finito.

Demostracién.

<) Demostraremos primero que si A tiene todos sus ideales de tipo finito, entonces la di-
mension de A es finita. Por el Teorema ([3.46)) es suficiente probar que A es Noetheriana,;
por [30, Teo.I1.2,p.50] sabemos que si A es un anillo, son equivalentes: A es Noetheriana

y todo ideal primo es de tipo finito.

Consideremos ® la familia de todos los ideales primos los cuales no son de tipo finito
ordenados por la inclusiéon. Supongamos que ® # ¢, entonces © es inductivo y por el

Lema de Zorn, existe P € ® un elemento méaximo.
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Pero por hipoétesis P es de tipo finito ya que es un ideal maximo en A, lo cual nos lleva
a una contradiccion, por lo tanto ® = ¢, entonces todo ideal primo de A es de tipo

finito.

=) Si A es de dimension finita por el Teorema (3.46) es Noetheriana, entonces todos sus

ideales son de tipo finito. En particular sus ideales maximos son de tipo finito.

Observacion 3.49. Un dlgebra de Banach conmutativa con unidad es Noetheriana si y solo

st todos sus ideales mdxrimos son de tipo finito.
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3.3. Algebras Advertiblemente Completas

Las algebras topologicas advertiblemente completas fueron introducidas en 1955 por S.
Waner. En particular, ¢l consider6 este concepto en el contexto de la teoria de las algebras
localmente m-convexas. Se dio cuenta de que las “dlgebras localmente m-convexas que son

advertiblemente completas poseen la mayoria de las propiedades de las algebras de Banach”.

Definicién 3.50. Una red (z;)ic; en A es advertiblemente convergente derecha (iz-
quierda) con respecto a x € A sizox; — 0 (z;0x — 0), y entonces también decimos que

(x;)icr es el casi inverso topoldgico derecho (izquierdo) de x.

La red (x;)ier es llamada advertiblemente convergente o simplemente advertible si
es advertiblemente convergente derecha e izquierda con respecto a algin x en A. Observe que
(xi)icr converge en A siy solo six € GU(A), donde G1(A) es el conjunto de los elementos casi
invertibles de A; en este caso su limite es x°. FEl dlgebra topoldgica A es advertiblemente

completa si cada red de Cauchy advertible de A converge en A.

Como vemos, esta definicion considera el caso mas general, es decir, cuando el algebra
topologica no tiene unidad. En el caso de un algebra topologica con unidad esa definiciéon la

podemos presentar como sigue:

Definicién 3.51. Una red (z;)ic; en A es advertiblemente convergente derecha (iz-
quierda) con respecto a x € A si xx; — e (x;x — e), y entonces también decimos que (;)icr

es el inverso topoldgico derecho (izquierdo) de x.

La red (x;);e; es llamada advertiblemente convergente o simplemente advertible si
es advertiblemente convergente derecha e izquierda con respecto a algin x en A. Observe que

(z:)icr converge en A si y sdlo si v € G(A); en este caso su limite es v

El dlgebra topologica A es advertiblemente completa si cada red de Cauchy advertible

de A converge en A.
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Como cada red advertible de Cauchy (z;);cs, en particular es un red de Cauchy, esta
converge en un algebra completa, por lo tanto cada algebra completa es advertiblemente

completa.

Por definicion las Q-algebras no son completas pero son advertiblemente completas, como
lo muestra el siguiente Teorema, y estos dos conceptos son equivalentes en las algebras

normadas.

Teorema 3.52. Sea A una Q-dlgebra entonces, A es advertiblemente completa.

Demostraciéon. Sea F un filtro de Cauchy en A, y supongamos que z o F' — 0y
Fox — 0, para algin elemento x € A. Entonces si denotamos con S al conjunto de los
elementos casi invertibles de A, existe un conjunto £ € F talquezo FE C Sy Fox C S.

Entonces para los cualesquiera a,b € E'y u,v € A que satisfacen las relaciones siguientes:

(xoa)ou = (rxoa)+u—(roa)u = x+a—za+u—(r+a—2zxa)u
= rz+a—xat+u—zu—au+zau = r+a+u—zxa—z(u+a—au)
= z+(aou)—xz(aou) = wo(aou)=0
Y

vo(box) = v+ (box)—wvlbox) = v+b+x—br—v(b+x—bx)
= v+b+z—br—vb—vr—vbr = v+b—vb+x—br —vr —vbr
= (vob)+z—(b+v—vb)x = (vob)+x— (vob)x

— (vob)oz=0

lo que implica que a ou = v o b = z. En consecuencia, por hipétesis, para el filtro F' uno
finalmente tiene que F'= F o0 = Fo(zoz) = (Foux)oz tomando el limite tenemos que
ImF = lim[(Fox)oz] =lim(Fox)oz =00z = z, es decir, ' — 2. Por lo tanto A es

advertiblemente completa.
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Teorema 3.53. Sea A un dlgebra normada, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Si||z|| < 1 entonces x es casi-invertible.
2. A es una Q-dlgebra.

3. A es advertiblemente completa.

o0

4. Six € A con x| <1, entonces la serie — >, ™ converge en A.
n=1

Demostracion.

(1 = 2) Por hipotesis el conjunto U = {x € A : ||z|| < 1} C GY(A) y U es abierto entonces

G(A) es abierto lo que implica que A es una Q-algebra.

(2 = 3) Por hipotesis A es una Q-algebra entonces por el Teorema (3.52)) implica que A es

advertiblemente completa.

n
(3=1) Si ||z|| < 1, sea s, = —>_z". Entonces {s,}nen es una sucesion de Cauchy y
i=1

lim 2" = 0. Pero tenemos que
n—oo

S, 0 = S, +T —ISy
n n
= —ka—i-x—i-xek
k=1 k=1

= x4+

= z"'=zo0s, VneN

por lo tanto lim s,ox = lim xos, = 0. Por hipotesis A es advertiblemente completa,
n—oo n—oo

entonces existe z° tal que lim s, = x°, entonces x° es el casi inverso de z.
n—oo

(1=14) Seaz € Acon ||z|| <1y seay el casi inverso de z en A. Mostramos que la sucesion



114 CAPITULO 3. IDEALES EN ALGEBRAS TOPOLOGICAS.

n
{Sn}nen con s, = — > xF converge a y y esto prueba el inciso (3). En efecto,
k=1

—snty = (yox)o(—sy)+y
= (y+z—yx)o(=s)+y
= y+r—yr—sp,+s,(y+z—yxr)+y

— y+:v—yx+2xk—2xk(y+x—y:v)+y

k=1
n n+1

= y+:v—y:v+2:v Z:)jy ZZK +y2x +y
k=1

= 2y+x—ym+x—x”“—xy+y:c”“

= 2y —2yx + 2z — 2" 4 ya"t

n+1

= 2yox)— 2" 4 ya" !

n+1 n+1 "_>

= —a"" 4y 0 ya que||z| <1

Entonces s, — y.

n
(4= 2) Seax € A con ||z|| < 1. Por hip6tesis la sucesion {s, }nen con s, = > ¥ converge
k=1

en A y sea z su limite. Entonces

Sp,o0r = S§,+T— xS,
n n
= —Zxk+m+x2mk
k=1 k=1

= 2" =zxos,, VYneN

donde ||z**1|| < ||z]|**! — 0. Entonces, s, 02 — 0 < z0s,, tomando el limite tenemos

que zox — 0y xoz— 0, por lo tanto z es el casi inverso de x.

Consideremos el conjunto abierto U = {y € A: |y — z|| < I"II} Entonces

1+]|

x € U C GI(A), donde G(A) es el conjunto de los casi invertibles de A. En efecto, si
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y € U uno tiene que

lyoa®| = [ly+a°—yaz®|
= |ly+2° = (a° o) —ya°|
= |ly+2°—(2°+ 2 —2°z) — ya°||
= |ly+2°—2°—x+ 2%z —yx°
= |ly+a°z —x —yz°|

= Iy —2) = (y —2)2°|

= |y —=)(1 =2
<y = aflflt =27
<y = =fI (X + fl=°1)
1
e+t <1
1 [l

Por la primera parte de la demostracion tenemos que (y o x°) es casi invertible y por
lo tanto y = (y o 2°) o x € GY(A). Esto prueba que el conjunto de los elementos casi

invertibles de A es abierto, lo que implica que A es Q-algebra.

Ejemplo 10. Sea k(R) := {f € C(R) : supp(f)es compacto} dotada con las operaciones

algebraicas puntuales y norma uniforme || - || .

Afirmamos que k(R) es un dlgebra normada, no completa sin unidad (es facil ver que
f(z) =z ¢ K(R) ya que no tiene soporte compacto). Veamos que k(R) es normada. Como R
es metrizable todo conjunto compacto es cerrado y acotado y por lo tanto para toda f € k(R),
1 flleo = Suﬂg |f(z)| existe y cumple las propiedades de norma. Solo queda ver que k(R) no es

z€

completa.

Sea [ € k(R) con ||f|leo < 1. Entonces f(x) # 1, para cada z € R, definamos la funcion

con x € R.
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Como f € k(R) tiene soporte compacto y g(x) =0, Yo € R tal que f(x) = 0. Entonces g(x)

tambien tiene soporte compacto, lo que implica que g(x) € K(R) y

sof = 0w @ - (557) )

)1
0
O
)
@ (@
Fog = f)+ 50 f()<f(x)_1)

entonces, go f = fog =0 lo que implica que f sea casi invertible en k(R). Por lo que
se cumple el inciso (1) del Teorema lo que es equivalente a que K(R) es un dlgebra

advertiblemente completa.

También existen algebras normadas, no completas, que no son (Q-dlgebras y no son ad-

vertiblemente completas, por ejemplo:

Ejemplo 11. Sea T := {2z € C : |z| = 1} y P todos los polinomios en T con coeficientes
complejos. Dotamos a P con las operaciones algebraicas definidas puntualmente y con la

norma uniforme || + ||oo-
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Afirmamos que P es un dlgebra normada. Sea p € P entonces

[Pls = sup|p(2)]
z€T

= sup|a0+alz+a2z2+---+anz”|, cona; € C,V0<i1<n
zeT

IN

sup |ag| + |a1z| + |azz®| + - - - + |anz"|
z€T

IN

sup [ao| + a1 [[2] + [ag||2%] + - - - + |an|[2"]
zeT

IN

lag| + |a1| + |as] + - - - + |a,| < o0

y por definicion cumple las propiedades de norma.

Seapc P conp(z)=1—%, 2€T, entonces

z
p(2)q(z) = <1_§> (ap 4+ arz + agz® + - - - + ap2™)
= ao+a1z+a2z2+...+anzn_%2_%Z2_%23__“_a_2nzn+1
¢ a Qp— Qp
= aO“‘(CLl_EO)Z‘{‘<a2—§1>22+..._‘_(an_ 21>Zn_?
=1

de donde tenemos que

Qo =1
Qo 1 1
aq ) aq 9 ay 9
aq 1 1
a2—5:a2—§20 = a2:§
(05} 1 1
ad_E 5—§—0 = a3—§
Ap—1 1 1
n - n__:O = n — A
In =y T = on

ap,

— =0 = a,=0,lo cual es una contradiccion.

117
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Por lo tanto, si p(z) = 1 — % no emiste un q(z) € P tal que p(z)q(z) = 1, z € T. Esto

significa que p(z) no es invertible en P.

Por otro lado, si 1 es el elemento identidad de P tenemos que

[1=DPllc =11 =1 =)o = | = lloc = 816111})@ =1 <1, por el Teorema (3.55) si P es una
z

Q-dlgebra, p seria invertible lo cual es un contradiccion. Entonces P no es una @QQ-dlgebra,

ni advertiblemente completa.

Hemos probado que P es un dlgebra normada la cual no es @), sabemos que toda dlgebra

de Banach es @Q-dlgebra, por lo tanto, P no es completa.

Hay &lgebras normadas que son advertiblemente completas pero no son ni completas ni

Q-algebras.

Ejemplo 12. Sea A; una Q-dlgebra normada no completa (véase el ejemplo ({10)) y {An}ns1

una familia de dlgebras de Banach unitarias. Consideremos A := [] A, y dotemos ésta con
neN

la topologia producto. Entonces, por el Teorema cada A, conn € N es un dlgebra

advertiblemente completa, por lo tanto el dlgebra A es advertiblemente completa, la cual no

es completa ya que A; no lo es.

Nodtese que si e, es el elemento identidad de A,, n > 1, ésta no es un elemento casi-
invertible en A; asumiendo que este lo es, nos llevaria a una contradiccion, que e, =0, n > 1.

Por lo tanto A no es una Q-dlgebra y esto se sigue de la Proposicion [21, Prop 6.10(3), p.74]

Teorema 3.54. Sea A un dlgebra advertiblemente completa localmente m-convera entonces
considerando la descomposicion de Arens-Michael de A, el radio espectral para x € A es:
p(x) = sup p- ([2]a) = sup lim (pa(2"))"". (3.12)

En particular, si A tiene elemento identidad, entonces el espectro de un elemento x en

A satisface la relacion:

oa(z) = J oz ([2]a) (3.13)

ael
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Demostracion. Si A # 0, entonces A € o4(z) = {A € C*: 2 € A no es casi-invertible}

si y solo si, %x no es casi-invertible; por lo tanto, existe un « € I tal que [%m]a = %[x]a no

es casi-invertible, asi que A € o4~ ([7]a) lo que implica que o4 C UI o5
ac

Sea A # 0 tal que A € |J o, entonces %[x]a no es casi-invertible para algin o € I, por
acl

lo que [%x]a no es casi invertible, lo que implica que %:p no es casi-invertible en A, entonces

A € aa, porlo tanto |J o5 Coa.
acl

Aplicando que ps(z) = sup |A| tenemos que

)\GO'A(w)

pa(r) = sup A

AE o
Y o)

= sup sup ||

ael AEUZE([I]Q)

= sup pz ([7]a)
acl

= sup lim ({/]|z||")
o n—oo

por lo tanto se cumple (3.12)).

Por otro lado, si A tiene un elemento identidad, podemos aplicar el razonamiento a un
elemento A # 0 en o4(x), con x € A; ademas, si 0 € o4(z) entonces x no es casi invertible,

por lo tanto, es cierto para algn [z],, con o € I. Asf que o4 = |J o1
acl

Teorema 3.55. Sea A un dlgebra localmente m-convexa. Si
oa(x)U{0} =2(TNY(A)*) Yz e A (3.14)

entonces A es advertiblemente completa. En particular, si el dlgebra A es conmutativa, en-

tonces las dos afirmaciones anteriores son equivalentes.

Demostracién. Sea f un filtro de Cauchy en A tal que para algin elemento x € A, se
tiene que:

lim(z o F) = lim(Fox) =0 (3.15)
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Por hipotesis se cumple 1} y esto implica que f(x) # 1, Vf € m(A) Veremos que x es
un elemento casi-invertible de A. De lo contrario, existiria un elemento f € m(A), tal que

f(z) = 1. Ahora, por la continuidad de f, el conjunto

U={yeA:|f(y)]<1}

es una vecindad abierta del 0 € A, por la hipotesis para F) existe B € F), tal que
roB={xoy:ye B} CU,porlo tanto, |f(xoy)| <1 para cada y € B. Pero uno todavia

obtiene

flzoy)=flx+y—ay) = f(x) + f(y) — f(2)f(y) = f(z) =1

para cualquier y € B, y esta es una contradiccion a la ultima conclusion pues
1> |f(zoy)| =]|1] =1, por lo tanto, = es un elemento casi invertible de A; ademas existe

un elemento z € A, tal que x oz = zox = 0, por lo que uno tiene
Pa(T) 0 pa(2) = pa(2) 0 pa(z) =0, Ya € I. (3.16)

Ademés, por la hipotesis para F', p,(F) es un filtro de Cauchy en ;1;; como ;1; es completa,
existe y, € ;1; tal que

m po(F) = yo € Aa, Va €1 (3.17)

Por lo tanto, por (3.15)) y (3.17), uno obtiene que
lim po(z 0 F) =1im(pa(2) 0 pa(F)) = pa(z) o (m po(F)) = (lim pa(F)) © pa(x) =0

es decir, pa(T) © Yo = Ya © pa(x) = 0, Yo € I. Consecuentemente por (3.16) tenemos que
Yo = pPalz), con a € I, asi que finalmente y = (y,) = (pa(2)) = z € A, de modo que por

(3.17) el filtro F'converge a un elemento y € A, por lo tanto, A es advertiblemente completa.

Ademas, si el dlgebra es conmutativa y advertiblemente completa, entonces por

[32, Teorema 5.1, p.97], X € o(z) si y solo si existe un elemento f € TVI(A), con f(3z) =1,
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es decir, f(x) = Z(f) = \; por lo tanto, A € ZTTH(A)*, lo que implica que

oa(z) U {0} =2(TNY(A)) conz € A.
En base a la demostracion anterior podemos concluir el resultado siguiente.

Corolario 3.56. Sea A un dlgebra localmente m-convexa conmutativa con unidad. Entonces

A es advertiblemente completa si y solo st,

8)

(m(A)) = o(x) # ¢, para cada x € A.

Nota: Para cada algebra A localmente m-convexa advertiblemente completa y conmuta-
tiva, el respectivo radio espectral p define una semi-norma submultiplicativa en el conjunto

B(A) ={x € A: p(z) < oo} que se convierte asi en una subalgebra de A.

Corolario 3.57. Sea A un dlgebra localmente m-conveza advertiblemente completa y con-

mutativa. Entonces

pa(x) = sup |f(z)]
fem(A)

para cada elemento x € A. Ademds si S(A) = {x € A: p(z) < 1} entonces

donde (TIW(A))° es el interior de TIW(A) y es un m-barril de B(A) dotada de la topologia

relativa de A.

Demostraciéon. Afirmamos que pa(z) = sup |f(z)|, puesto que pa(x) = sup ||
fem(A) A€o a(z)

por definicion y por el Teorema (3.55) tenemos que o4(z) U {0} = Z(TT(A)) entonces

obtenemos:

pa(x) = sup |A = sup |f(x)], por lo tanto, p(z) = sup |f(x)| con z € A.
A€o a(x) fem(A) fem(A)
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Por otro lado, es facil ver que S(A) = (T1(A))° pues por definicion

S(A)={z € A: sup [f(z)] <1}y p(z)= sup [f(z)]
fem(A) fem(A)

Falta ver que el conjunto S(A) es un conjunto m-barril, es decir, cerrado, balanceado,
convexo e idempotente. Afirmamos que es un conjunto cerrado, puesto que si {z, },en €s una
sucesion en S(A) tal que x, — = con = € A, como cada z,, € S(A) tenemos que p(z) <1
y sabemos que p(z) es una seminorma continua, entonces p(z,) — p(x), es decir, dado

e >0, In € N tal que

p(zn) = pla)l <€ = —e<plaa) —plz) <e

& pla) =€ < plan) < e+ pla)

tenemos p(z) —e < p(z,) <1lye—=0 = p(z)<1 =xe€S(A).

Ahora veamos que el conjunto S(A) es balanceado, sea x € S(A) y A € C tal que |A| < 1.
Demostraremos que Az € S(A). Tomemos un = € S(A), es decir, p(x) < 1y p(z) es una

seminorma, entonces p(Az) = |A|p(x) < 1, lo que implica Az € S(A).

Veamos que S(A) es convexo. Sean z,y € S(A) y t € R tal que 0 < ¢ < 1. Entonces,
ptz + (1 —t)y) < p(tz) + p((1 —t)y) = tp(z) + (1 = t)p(y) <t+ (1 —1t) =1, por lo tanto,

tr+ (1—t)y € S(A).

Finalmente, verifiquemos que el conjunto S(A) es idempotente. Sea x € S(A), es decir,
p(z) <1, entonce p(x-z) = p(z)p(x) < 1, lo que implica, z-x € S(A). Por lo tanto, podemos

concluir que el conjunto S(a) es un m-barril de B(A).
Teorema 3.58. Sea A localmente m-convera m-barrilada advertiblemente completa y con-
mutativa. Entonces son equivalentes:

1. A es una Q-dlgebra.

2. A= B(A)
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Demostracion.

(1 = 2) Esto se cumple para cada algebra topologica, por |32, Corolario, IT 4.3, p. 60|

(2=1) Si A = B(A), entonces por el Teorema ({3.57) tenemos que S(A) es m-barril en
B(A), de modo que por hipotesis es un vecindad del cero en A, lo que implica que A

es un @-algebra por [32, Lema 4.2, p.59|.

Teorema 3.59. 5i A es un dlgebra m-convexa con unidad. Entonces son equivalentes las

stguientes afirmaciones:

1. A es advertiblemente completa.

2. x € A es invertible, si y solo si m,(x) es invertible en A,, para toda «.
Demostracion.

(2=-1) Si (z))x es una red advertiblemente convergente de Cauchy, entonces existe z € A
tal que z(xy) — e, de ahi que 7, (x)m,(x\) — e, para cada «, ademés como A, es
completa y (my(zy))r es de Cauchy (ya que (z,), es de Cauchy y 7, es continua),
concluimos que (m,(x)))x es convergente y por lo tanto m,(x) es invertible, ahora

usando la hipdtesis se tiene que x es invertible y entonces (), es convergente.

(1 = 2) Claramente se tiene que si x es un elemento invertible de A, entonces m,(z) es
invertible en A,, para cada «, solo resta probar que si m,(z) es invertible en A,
para toda «, entonces x es invertible. Sea (m,(x))~! el inverso de 7, (z), (claramente
(o (2))7 ), # 0). Como Imm, es densa en A, para toda «, se tiene que dado a y

n € N existe 24, € A tal que |7 (2)Ta(2an) — €all, < L.

Decimos que (a,n) =< (8,m), si y solo si, @« < fy n < m. Consideremos la red
(Zan)(a,n), Probaremos que esta es de Cauchy, es decir, que dado o y € > 0, existe

(v, mo) tal que para toda (ag,nq), (ag,n2) = (ao, ng), se tiene que
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||7Ta(zoz1,n1) - Wa(zaz,nz)nla <€

2[[(ma(2)) "I,

Consideremos ag = o'y ng > . Se afirma que

(7o (2) "l

70 (2ay,m1) — (Wa(fb’))*lﬂ; < n—l Y
IaCann) — (o)l < WDy g
70 (zay,n1) — (Wa(x))—lu; = ||(ﬂ'a(x))_lﬂoz(‘r)ﬂoz(zal,m) - (Wa(x))_lH/a

= H(ﬂ'a(fc))il(7704(5’7)7701<Za1,n1) - ea)”/a
< N(ma(@) ol (Fa (@) Ta(Zarm) — €a)lly
= [[(7ma (@)l @2arm, — €lla

10/
< H(ﬂ'a(x)) 1||a||xza1,n1_€||a1

(7o (2) "l

ni

Haciendo lo analogo para ||7a(Zagmy) — (Ta(2)) [, se tiene que

’ To (T —1y/
17Ta(Zagma) — (Ta(@)) L[}, < WralD o

n2

Usando la afirmaciéon anterior se tiene que

||7Ta(za1,n1) - ﬂ-a(ZOQ,Tu)”a < ”Wa(zm,m) - (Woz(x))_lua + ||7Ta(Za2,n2) - (ﬂ'a(x))_lHa

[(a (@) Mo NTa(@) "l

= [(ma(@) " fla(1/n1 + 1/n2)

< [l(ma (@) Hla2/n0

< €

Ademaés por la eleccion de la red (z,,,) se tiene que (zz,,,) converge a e.

Como A es advertiblemente completa, (z,,,) es Cauchy y (2z,,) converge a e, entonces

(Za.n) €s convergente y converge al inverso de x.
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Teorema 3.60. Sea A un dlgebra m-convezra, conmutativa con unidad y advertiblemente

completa , entonces  es invertible si y sdlo si f(x) # 0, para toda f € TI(A).

Demostracion. = )Consideremos =z € A invertible y y € A el inverso de x. Como

1= f(e) = f(y) = f(ya) = f(y)f(x), entonces f(z) £0 Vf € TTYA).

<) Supongamos que x no es invertible, entonces por el Teorema (3.59)), existe un o € A
tal que m,(z) no es invertible en A,. Consideremos el ideal 7,(x)A,, el cual es propio y
estd contenido en un ideal maximo cerrado M, esto implica que existe f € m(Aa) tal que

f(ma(z)) = 0, esto es una contradiccion, ya que fom, € TI(A).

Teorema 3.61. Las propiedades (1)-(6) son equivalentes para cualquier dlgebra m-conveza,

unitaria, conmutativa y compleja (A, T).

b~

. A es una Q-dlgebra m-convexa sobre alguna topologia T*

2. A es un dlgebra advertiblemente completa, m-conveza sobre alguna topologia T* y el

espacio mﬁ(A) es compacto en la topologia débil estrella.

3. El espacio mﬂ(A) es compacto en la topologia débil estrella y para cada elemento

x € A tenemos que el espectro es o(x) = x( mﬁ(A)).
4. A es espectralmente acotada y o(x) = Z( mﬁ(A)) para toda x € A.
5. Para cada elemento x € A el espectro o(x) es compacto y o(z) = Z( mﬁ(A))

6. A es un Q-dlgebra m-convera sobre alguna topologia T mds fuerte que T.

Ademds, cada una de las propiedades implica la siguiente:

7. Cada ideal mdximo de A es de codimension 1.
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Demostracion.

(1 = 2) Por hipotesis A es una Q-algebra por el Teorema ({3.52)) tenemos que A es adverver-
tiblemente completa. Por el Teorema 1) inciso (6) tenemos que el espacio mﬁ(A)

es compacto en la topologia débil estrella.
(1 =7) Por el Teorema (3.2)) inciso (1).

(2=13) Queo(z)=72( mﬁ(A)) para cada = € A, si (A4, 7%) es advertiblemente completa, es

por el Corolario (3.83)).

(3 =4) Se sigue por el hecho de que T es una funcién continua en mﬁ(A), puesto que la

imagen continua de un compacto es un compacto.

(4 = 5) Supongamos que o(z) no es cerrado para algin = € A y tomemos A € o(z)\o(x).
Entonces y = z — Ae es un elemento invertible de A. Existe una sucesion de niimeros
complejos (A )nen que converge a 0 tal que A, # 0y A\, € o(y) para cada n € N. Ya
que o(y) = Y( mu(A)), tenemos que - € o(y~"), ¥n € N, lo cual implica que o(y™")

no es acotada, y esto contradice la condiciéon (4).

(5 = 6) Supongamos que la topologia 7 de A es dada por el sistema (|| - ||o)aca de semi-

normas submultiplicativas en A. Ponemos

2o = méx{| A : A € o(2)} = max{[7(p)| : p € TNV (A)}

para cada x € A. Notemos que | - |p es un semi-norma submultiplicativa y |z —e|p < 1

implica que x es invertible en A.

Definimos en A un nuevo sistema de semi-normas submultiplicativas

[lle, = max(|zfo, [l2]a)-
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La topologia m-convexa 7" en A asociada con este sistema de semi-normas es més
fuerte que 7. Puesto que el conjunto {x € A : |x —e|p < 1} es una 7" —vecindad de e

que consiste de elementos invertibles, entonces (A, 7*) es una Q-algebra.

(6 = 1) Inmediato.
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3.4. Propiedades topolégico-algebraicas y Q-algebras

Definiciéon 3.62. Un ideal izquierdo I de un dlgebra topolégica compleja A es topoldgica-
mente de tipo finito si es topoldgicamente generado por un numero finito de elementos de

este, es decir, existe 1, Ts,...,x, € I tal que

I = Az, +Czxy + Azy + Cxy + ... + Az, + Cx,

Un dlgebra A es topologicamente Noetheriana izquierda si todo ideal izquierdo es

topoldgicamente de tipo finito.

Ejemplo 13. H(C) la F-dlgebra localmente m-convezxa de todas las funciones complejas
holomorfas en el campo de los complejos C. Dotada con la topologia de convergencia uniforme
en los subconjuntos compactos de C y seminormas Py, := max{|f(z)| : z € K} cuando f sea

una funcion continua definida en un abierto Q) de plano C y K C Q un compacto.

Cada ideal principal de H(C) es cerrado. Afirmamos que los ideales de H(C) que son
topoldgicamente de tipo finito son exactamente los ideales principales. Sea I un ideal principal
de H(C), es decir, I = (f) = {fa|] a € H(C)}, mostraremos que I es cerrado y por lo tanto
topoldgicamente de tipo finito. Sea {g,}neny una sucesion de Cauchy en I tal que g, — g.
Como g, € I, ¥n € N tenemos que g, = fa,, entonces { fa, }nen €s una sucecion de Cauchy

en I

Dado &' = |fle con e >0, AN € N tal que VYn,m > N, implica que ||fa, — fan| < €,

entonces

| fan — faml <& = |fllan — am| < €

e elf]

= |an—am|<—:—:e

If1 1]

= |a, —ap| <e
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por lo tanto, {a,}nen €s una sucesion de Cauchy en H(C) el cual es completo, entonces
da € H(C) tal que a, — a como la multiplicacion es continua tenemos que fa, — fa, es

decir, g, — fa, como H(C) es Hausdorff, implica que g = fa, por lo tanto, I es cerrado.

Ejemplo 14. Cada dlgebra topologica Noetheriana es topoldgicamente Noetheriana. Pues si
A es un dlgebra topoldgica Noetheriana, es decir, si I es un ideal izquierdo de A entonces I

es de tipo finito, es decir, 31, xa, ..., x, tales que [ = Az + Caxy+ - -+ Az, + Cx,., entonces

I = Az +Cay+ -+ Az, + Ca,
T = Ar1+Cx1 4+ - -+ Az, + Cux,
T =1

por lo tanto, A es topoldgicamente Noetheriana.

Proposicion 3.63. Sea A un dlgebra topoldgica. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. Cualquier sucesion creciente de ideales izquierdos cerrados se estaciona.
2. Cada familia no vacia de ideales izquierdos cerrados de A tiene un elemento mdximo.

3. Cada ideal izquierdo de A es topoldgicamente de tipo finito.

Demostracion.

(1 = 2) Sea 2 una familia de idelaes izquierdos cerrados no vacia.

Tomemos una cadena ascendente de ideales izquierdos cerrados en Q, I < I, < --- Sea

I = |J I;. Como I contiene a todos los I; para 1 < j < oo entonces I es una cota
1<j<00

superior de 2. I es cerrado ya que I = Ul; = Ul; = UI; = I. Tenemos que I; < I < -

es una sucesion creciente de ideales izquierdos cerrados, por hipo6tesis se estaciona, por

lo tanto I = I, para algin 0 < j, < oo.
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(2 = 3) Consideremos un ideal I. Demostramos que I es topologicamente de tipo finito,
para ello consideramos = {J C I : J es topologicamente de tipo finito} tenemos que
0 € Q, entonces 2 # ¢, por lo tanto, por la condicion (2) tiene un elemento méaximo,

dijamos H.

Afirmamos que H = I, para ello supongamos que H C I. Sea z € I — H. Consideremos
H = H+ Ax+ 2C € Q, por lo tanto H C H’ lo cual es una contradiccion, por lo

tanto, H = 1.

(3 = 1) Supongamos que se cumple la condicion (3) y tomamos una cadena de ideales iz-

quierdos cerrados tales que I} < I, < ---.Sea I = |J I,,. Entonces I es topologicamente
neN

de tipo finito, es decir, existen x1, xs, ..., z, € I tal que

I =Ax, +Cxy + Axy +Cxy + - - - + Az, + Cux,. Entonces

el = z1€l,

.I'QE[ =4 iL’QG[nQ

el = wxel,

Sea £ = méax{n; : 1 < j < n}, entonces, z; € [, V1 < j < n, por lo tanto,

I, = I, D1 =1,lo que implica, I,,, = I.

K

Proposicion 3.64. Un dlgebra topologica A es topologicamente Noetheriana, si y sold si

Al = A® C, también lo es.

Demostracion. Por hipotesis tenemos que A es topoldgicamente Noetheriana si y solo

si I es un ideal de A de la forma [ = 1A+ Cxy + -+ - + 2, A + Cux, si y s6lo si I es un ideal

de A! de esa forma si y solo si Al es topologicamente Noetheriana.
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Proposicion 3.65. Sea A un dlgebra topoldgicamente Noetheriana e I un ideal izquierdo de

A. Entonces el dlgebra I es topologicamente Noetheriana.

Demostracion Sea I un ideal izquierdo de A. Por hipdtesis tenemos que A es to-

polégicamente Noetheriana entonces I es topologicamente de tipo finito, es decir, existen

r1,%a,...,x, € I tales que I = 21A+ 21C+ 290A+2,C+ -+ -+ 2, A+ 2,C.

I es un algebra y demostramos que I es topologicamente Noetheriana. Sea I’ un ideal
de I entonces I' C I, por lo tanto, I’ = x;A + x;C con i C {1,2,...,7}, asi I es un algebra

topologicamente Noetheriana.

Proposicion 3.66. Sea A un dlgebra topologicamente Noetheriana conmutativa e I un ideal

cerrado de A. Entonces:

1. El dlgebra cociente I/1™ es de dimensidn finita para n > 1.
2. Si I es de codimension finita entonces pasa la mismo para I", para cada n > 1.

3. Existen ideales primos cerrados Py, Py, ..., P. de A tales que P, - Py--- P. C I.
Demostracion.

(1) Por la proposicion (3.65)) el algebra I es topologicamente Noetheriana; lo mismo sucede
para el cociente I/ 12, en esta algebra el producto es trivial, y el lgebra es de dimension

finita. Por induccién y con ayuda del isomorfismo

I/ It/ [n) [l = [/ ]n

tenemos que I™ es de codimensién finita.

(2) Se sigue del inciso (1) y del isomorfismo

A/ In)I)In = A1
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En efecto, por hipotesis A/ I es de dimension finita, entonces por el isomorfismo

mencionado A/ I™ es de dimension finita.

(3) Supongamos que no se cumple la propiedad y consideremos la familia F' de todos los
ideales cerrados de A que no cumplen la propiedad (3). Sea Iy un elemento maximo de
F (I, existe por el Lema de Zorn). El ideal I no puede ser un ideal primo. Entonces
existen x,y € A talesque xy € Iy con x &€ Iy, y & Iy. Sean J = I[p+ Az y K = [+ Ay,
Iy € Jy Iy € K. Cada uno de ellos contiene un producto finito de ideales primos
cerrados. Sin embargo Iy contiene al ideal producto JK, pues JK = (Iy + Ax)(Iy +
Ay) = lyzyA C I, lo que implica que Iy contiene un producto finito de ideales primos

cerrados, y esto es contradictorio a nuestra hipotesis.

Proposicion 3.67. Sea A una F-dlgebra topoldgicamente Noetheriana conmutativa con uni-

dad. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es una Q-dlgebra.

2. Parar € A, Ar=A & z¢€G(A).

Demostracién.

(1 = 2) Supongamos que A es una Q-algebra, es decir, G(A) es abierto.

=) Sea z € A, Ar = A como A es unitaria, tenemos 1 € A = Az, entonces existe
una sucesion {a,x} — 1, lo que implica que existe m € N tal que
VYn > m, a,r € G(A), entonces existe y € A tal que ya,z = 1, paraun n € N

fijo, por lo tanto x € G(A).

<) Sea v € G(A), afirmamos que A = Az, tenemos que Az C A, probaremos la
contencién que nos falta, sea a € A, entonces axr € Ax C A_x, tenemos que

a = arr™' = (ax™")x € Axr C Az, por lo tanto a € Az, con lo que concluimos

que A = Ax.
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(2 = 1) Supongamos que A no es una Q-algebra, por [18, Prop 2.1, p.188] podemos construir
una sucesion (x,),>; de elementos no invertibles de A tales que z,, — ey Az, C
Ax,i1, VYn € N. Por la hipotesis tenemos que A es topologicamente Noetheriana,
entonces existe un ng € N tal que m = A, por lo tanto z,,, es invertible, lo cual es

una contradicion. Por lo tanto A es una Q-algebra.

Definicion 3.68. Un ideal izquierdo I, de un dlgebra A es regular si existe un elemento
u en A tal que xu — x € I,, Yo € A; el elemento u es llamado una identidad mddulo el
tdeal I,. Un ideal regular derecho I, y un elemento identidad modulo un ideal reqular derecho
son definidos analogamente. Finalmente, un ideal bilateral I es llamado regular si existe un
elemento u tal que

ur—x €lyaru—xzel, Ve e A

Proposicion 3.69. Sea A una Q-dlgebra, conmutativa con unidad en la cual la familia
de los ideales cerrados coincide con la familia de los ideales de tipo finito. Entonces A es

Noetheriana.

Demostracion. Consideremos F' la familia de ideales de A que no son de tipo finito.
Supongamos que F' es no vacia. La familia F' con la inclusién es un conjunto inductivo.

Consideremos entonces un elemento maximo I de F' el cual existe por el Lema de Zorn.

Por [30, Prop. .1, p.6], T es primo. Para x € I/I, necesariamente xI no esta contenida
en I, ya que si zI € I entonces [ seria cerrado y, por hipotesis, de tipo finito, lo cual es una
contradiccion. Ademas por el hecho de que I es méaximo, tenemos que I + zI = I porque

I C I+ 2l lo que implica que I + 2I ¢ F; entonces éste es de tipo finito y por hipotesis

tenemos que es cerrado, por lo tanto I = I + xI = I + 1. De esto resulta que I es un ideal

méaximo regular de I.

I es una Q-algebra, ya que A lo es. El ideal I es cerrado en I, lo cual es una contradiccion.

Entonces F' es vacia, por lo tanto A es Noetheriana.
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Proposicion 3.70. Sea A una F-dlgebra localmente m-convezxa topologicamente Noetheriana

unitaria y conmutativa. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Cualquier ideal primo cerrado de A es mdzimo.

2. A es de dimension finita.
Demostracion.

(1 = 2) Seal un ideal primo cerrado entonces por la Proposicion (3.66) tenemos que existen

ideales primos distintos Py, Py, ..., p, y enteros my, ..., m, tales que P/"* --- P™ = {0}.

Por el [9, Prop 7, p. 1.102| uno tiene P™ N---N P™ = {0}, ademads, para cualquier
I P ={x e A:z() P/”) = {0}} los P son entonces cerrados. Por lo tanto, P;
JFi

es de codimension 1, P™ es de codimension finita por el inciso (2) de la Proposicion

(3.66)). Resulta que A es de dimension finita.
(2=1) Siempre se cumple.
Proposicion 3.71. Sea A una F-dlgebra localmente m-convera conmutativa unitaria. St A

es topologicamente Noetheriana. Entonces A es una Q)-dlgebra.

Demostracién. Por la Proposicion (3.67)) v como sabemos que z es invertible en A siy

solo si x; es invertible en A;, Vi, por [34] podemos concluir la Proposicion.
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3.5. (-Algebras

Las algebras topolégicamente (Q heredan la mayoria de las propiedades de las Q-algebras

en ciertos aspectos. En esta seccion caracterizaremos a las algebras topolégicamente Q.

Definicion 3.72. Sea A un dlgebra topoldgica compleja unitaria. Entonces un elemento
x € A es topoldgicamente invertible si tA = Az = A. Equivalentemente, si existen dos redes
(bi)icr y (ci)icr en A, tales que

br — e xzc; —> e.

Denotaremos el conjunto de los elementos topoldgicamente invertibles por G¢(A). Obviamente

G(A) C G,(A).

Si Gy(A) es abierto, se dice que A es una Q-dlgebra. En forma similar a las definiciones
de o(x) y p(z), denotamos por oy(x) = {X € C: (x — Xe) & G+(A)} al espectro topoldgico
de x y pi(x) = sup{|\| : A € a1(2)} siow(x) # ¢ y pe(x) = 0 en otro caso, al radio espectral

topologico de x. Asi oy(x) C o(z) y pi(x) < p(x).

Observacion 3.73. G(A) C G(A) por lo tanto toda Q-dlgebra es un Qs-dlgebra, sin embargo

el converso no es cierto en general como le muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 15. Sea A = C[t] el dlgebra unitaria de funciones polinomiales de una indetermi-

nada definida en [0, 1] con valores complejos y dotada de la siguiente norma de dlgebra:

n

P— Pl =) lal; con P(t) =) at'
=0

=0

para cada t € [0,1]. Todos los funcionales lineales multiplicativos continuos de A son de
la forma &, con |z| > 1 y 0.(P) = P(z). Entonces tenemos TIW(A) = {0, : |z| < 1}. El
conjunto de todos los elementos invertibles de A no es otro que G(A) = C\{0}. Por lo tanto,
G(A) no es abierto. Sea P un polinomio de grado > 1 y que no tenga ninguna raiz en [0, 1].

Por el teorema de Stone- Weierstrass, existe una sucesion { P, },en en el dlgebra de funciones
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continuas en [0,1] la cual converge al inverso de P. La sucesion { PP, }nen converge hacia 1

en A. Por lo tanto, Gi(A) D G(A) y Gi(A) # G(A).

Vimos que Gy(A) = G(A) N A, donde A es la completacion de A, entonces G,(A) es

abierto. Por lo tanto, A es una Qy-dlgebra.

Teorema 3.74. Sea A un dlgebra topoldgica con unidad. Las siguientes afirmaciones on
equivalentes:

(1) A es una Qi-dlgebra.

(2) La unidad es punto interior de Gi(A).

(3) Si(A) ={zx € A: p(x) <1} es vecindad del cero.

(4) Gi(A) tiene interior no vacio.

Demostracion.

(1) = (2) y (2) = (4) son por definicion.

(2) = (3) Por hipdtesis existe una vecindad balanceada V de 0 en A tal que e +V C Gi(A).
Supongamos que p(v) > 1, para algin v € V, entonces existe un escalar \ tal que
Al > 1 yv—Xe & Gi(A). Entonces, e +w & G(A) para algin w € V, lo cual es una

contradiccion con la hipdtesis, por lo tanto, V- C Sy y se cumple (3).

(3) = (2) Supongamos e + 3S,(A) € Gy(A), entonces existe un x € Si(A) tal que
2e +x & Gi(A). Entonces, p(x) > 1, lo cual es una contradicion con la definicion de

Si(A). Como Si(A)es vecindad, entonces G(A) es abierto.

(2) = (1) Supongamos U una vecindad del 0 tal que e+ U C G(A). Sea a € G(A) y V una
vecindad del 0 que satisfaga que V +V C U. Entonces existen elementos b,b' € A tales

queba €e+V yab ee+ V.
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Sea W una vecindad del cero tal que bW C V y W C V. Afirmamos que
a+W C Gi(A). En efecto, siw € W, entonces b(a+w) € e+V +V Ce+U C Gi(A).

También, (a +w)b' € e+ U C G(A). Entonces, a+ w C Gi(A).

(4) = (2) Sea s un punto interior de Gy(A); por lo tanto,existe una vecindad del cero, di-
gamos V tal que s +V C Gy(A). Sea U otra vecindad del origen tal que sU C V y
Us C V. Entonces, s(e+U) Cs+V CGy(A) y(e+U)s Cs+V C GyA). Porlo

tanto, (e +U) C G4(A).

Proposicion 3.75. Sea A un dlgebra normada con unidad. Entonces, A es una QQs-dlgebra.
Demostracion. De acuerdo con el Teorema (3.74)) es suficiente demostrar que

U={zeA:|z—e|| <1} C Gi(A).

n

Dado x € A con ||z — e|| < 1, definamos y = x — e. La sucesion (Z yk) es tal que
neN

-0 () -

= |ly" Y| < |ly||*"t. Por lo tanto,

— 0,

(y—e) (Zy’“> —e

cuando n — oo. Entonces, x = e — y es topoldgicamente invertible.

Definiciéon 3.76. Si A es un dlgebra unitaria. A es cerrada por inversos, si para cada

zred 0&z(TNA) =z e GA).

Si A es un dlgebra unitaria. A es cerrada por itnversos topoldgicos, si para cada

zeA 0&€T(TN(A) =z e Gy(A)

Observacion 3.77. Sea A un dlgebra unitaria. St A es cerrada por inversos entonces A es

cerrada por inversos topologicos. El reciproco no es cierto en general.
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Definimos los siguientes conjuntos

¢x:{ ¢ siz e G(A)

{0} en otro caso

Similarmente

xT

o { ¢ six € Gi(A)

a {0} en otro caso

Proposicion 3.78. En un dlgebra topologica con unidad A. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. A es cerrada por inversos topoldgicos

2. Para cada z € A tenemos T(TIA) U ¢L) = oy(x)
Demostracion. Por [35, Prop. 2.21, p.9|, para cada z € A tenemos
z(MY(A) U @) C oy(z).

1) = 2) Si A € 0y(A) con A # 0, entonces £ & Gy¢(A). Por la hipotesis, 1 € Z(m(A)). Por lo
tanto, existe una f € TT(A) tal que f(x) = X, por lo tanto, A € Z( TI(A) U ®L).

2) = 1) Si 1 ¢ Z(TT(A)), entonces 1 &€ oy(A). Por lo tanto, = € Gy(A) de tal manera que
A es cerrada por inversos topologicos.

Sabemos que ) = @); pero nos gustaria saber cuando ); = ). Hemos obtenido una respuesta

para cierto tipo de algebras.

Definicion 3.79. Un dlgebra topoldgica A es topologicamente espectral si

2(1TYA)) = o(2)
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Teorema 3.80. Sea A una F-dlgebra topoldgicamente Noetheriana con unidad, conmutativa.

Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. A es una Q-dlgebra

2. Gy(A) = G(A)

Demostraciéon. © € A cumple la propiedad (2) de la proposicion (3.67) si y sélo si

T € Gt(A)

Teorema 3.81. Sea A un dlgebra topoldgica topoldgicamente espectral con unidad. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es una Q-dlgebra.

2. A es una QQi-dlgebra.

Demostracién.

(1 = 2) Siempre se cumple.

(2 = 1) Por la Proposicion tenemos que Z( TTU(A) U ¢L) = oy(z), entonces
Z(TN(A) U ¢,) C o),
por lo tanto,
o(z) = Z(TNA)) C oy(z) C oy(x), = oy(z) = o(x),

lo que implica que py(x) = p(z) = S;(A) = S(A) por hipotesis tenemos que A es
Q-algebra.
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También tenemos relaciones entre las algebras topologicas advertiblemente completas y

topologicamente Q.
Proposicion 3.82. Sea A un dlgebra topologica localmente m-convexa conmutativa con uni-
dad. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es advertiblemente completa.

2. A es topoldgicamente espectral.

3. A es cerrada por inversos
Demostracion.

(1 & 2) Por el Corolario (3.56)

(2 = 3) Supongamos que z ¢ G(A) entonces x — Oe & G(A) lo que implica que 0 € o(x).
Pero por hipotesis o(z) C Z(TTY(A)) = 0 € 2(TT(A))

(3 = 2) Como la contencion Z(TIH(A)) C o(z) siempre es cierta, probemos que

o(x) € F(TTYA)).

o —

Sea A € o(x) = x — Xe & G(A). Por hipotesis 0 € z — Ae((TTH(A))), por lo tanto
3f € TN(A) tal que

—

0= (= Ae)(f) = fla = Ae) = f(x) = A
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Proposicion 3.83. Sea A un dlgebra m-convera unitaria conmutativa compleja. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Gy(A) = G(A).
2. A es advertiblemente completa.

3. o(z) =2(TNY(A)) = z( mﬁ(A)) para toda v € A.
Demostracion.

(1 = 2) Sea (x;);c; unared advertible con respecto a un x en A. Entonces 2 € G;(A) = G(A)

y A es advertiblemente completa.

(2 =3) Ya que Z( mﬁ(A)) c Z(TTH(A)) c o(x), solo tenemos que probar que
o(z) c Z(TT(A)).
Supongamos A € o(z), entonces z — e ¢ G(A). Por el Teorema (3.60]), existe una

f e TN(A) tal que f(z — Xe) = 0. Ademas \ = Z(f) pertenece a Z(TTL(A)).

(3=1) Sea = € G,(A), entonces existe una red (z;);c; en A tal que xz; — e. Entonces

f(z) # 0 para cada f € TI(A) y por la hipotesis = € G(A).
Los siguientes Corolarios de los Teoremas ([3.37) y (3.71]) relacionan los resultados obte-
nidos por R. Choukri y H. Arizmendi et al.

Corolario 3.84. Sea A una F-dlgebra conmutativa Noetheriana entonces A es una Q-

dalgebra.

Corolario 3.85. Sea A una F-dlgebra localmente m-convera conmutativa topoldgicamente

Noetheriana entonces A es una Q;-dlgebra.
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Proposicion 3.86. Sea A una Qq-dlgebra topoldgica conmutativa con unidad donde todos

los ideales mdximos son cerrados. Entonces A es una Q-dlgebra.

Demostracion. Es suficiente demostrar que Gy (A) = G(A) puesto que por hipotesis A
es una (;-algebra, es decir, G;(A) es abierto, pero si Gi(A) = G(A), G(A) sera abierto y por

lo tanto sera una Q-algebra.

Sabemos que siempre Gy(A) C G(A). Supongamos Jx € G4(A) — G(A). consideremos el
ideal A # A (x ¢ G(A)). Sea M un ideal méaximo de A tal que xA C M, el cual existe ya
que en un algebra con unidad todo ideal propio esta contenido en un ideal maximo, lo que

implica A = zA C M = M esto nos lleva a una contradiccion. Por lo tanto, G,(A) = G(A).



Capitulo 4

Ubicacion de ciertos tipos de algebras.

En el diagrama mostramos algunos de los diferentes tipos de algebras normadas y no
normadas en relaciéon unas con otras.

Notacion.

F-Algebras de Fréchet

LC-Algebras localmente convexas

LmC-Algebras localmente m-convexas

By-Algebras By
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Ejemplos:

1. Algebras que no son de Banach, no son normadas, pero si son B,.

» El algebra C(—o0o, 00) que consiste de todas las funciones complejo valuadas con-
tinuas en la recta real con las operaciones algebraicas puntuales y con seminormas
|z, = _gléé%cn|x(t)| (Véase el ejemplo 2 de la pégina

= Kl algebra € de todas las funciones enteras de una variable compleja con las ope-
raciones puntuales y seminormas ||z||,, = Ilﬂgﬁx(tﬂ (Véase el ejemplo [3| de la
pagina30)

= C(0,1) . Esta es el algebra de todas las funciones derivables infinitas veces en un
intervalo unitario con operaciones puntuales y seminormas &1tzi<xl|x(”) (t)|]. Reem-
plazamos este sistema de seminormas por un sistema equivalente de seminormas

dado por

|l = 2" méx 2’ max|e®(t)]
0<i<n 0<t<1

tenemos entonces max |z (t)| < % (Véase el ejemplo 5| de la pagina

0<t<1
[e.o]

= Sea k el dlgebra de todas las series de potencias de la forma z = ) ,t" con se-
n=0

minormas ||z||, = >\, |2;| y con multiplicacion de Cauchy en serie de potencias,

es decir,

00 k
Yy =2z2= Z Zpt" donde z, = Z TrYk—i
n=0 i=0

tenemos que

n k
lzylln = Z‘Z LilYk—i

k=0 i=0
n k

< ZZ|$z||yk—z|
k=0 i=0
n n

< S 1wl S el < lllallglln
=0 k=i

(Véase el ejemplo [6] de la pagina
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» Sea (ank), 1 < n < oo, —00o < k < oo una matriz infinita de nimeros reales

positivos. Asumimos también que para cada n, existe un n’>n tal que

Ap! k' An' | 2 Ay k+1 Vka [. (41)

Llamemos por k(ay ) el algebra de todas las series de Laurent de la forma

oo
T = Zxktk tales que ||x||, = Z A k| Tk

—00 k=—o00

Esta es un algebra bajo la multiplicacién de Cauchy, por (4.1)

o oo
oyl = D ank| Y Trei Ui
k=—o00 i=—00
o0
< Z k| Th—i| - il
k,i=—o00
< S awii awilzisil -yl = [l ]l

k,i=—o00

(Véase el ejemplo [7] de la pagina
. Un algebra que no es de Banach, no es normada, es localmente convexa
pero no m-convexa.

L¥ el conjunto de todas las funciones medibles en el intervalo unitario (0,1) con las

operaciones puntuales tal que ||z, = (fo |z (t)|™ dt) < 00.
(Véase el ejemplo [4] de la péagina [31)).
. Una F-algebra que no es normable y es localmente convexa

Sea k" el conjunto de todas las sucesiones numericas con las operaciones puntuales y

la topologia producto.
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En el siguiente diagrama proporciona la ubicacion relativa de los distintos tipos de
algebras topoloégicas considerados en este trabajo y sus relaciones con los conceptos

siguientes: ()-algebra, ();-algebra, algebras advertiblemente completa. También

proporcionamos ejemplos muy pertinentes del tipo de algebra. Notacién.

» B-Algebras de Banach
» N-Algebras Normadas

» LC-Algebras localmente convexas
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LmC-Algebras localmente m-convexas

F-Algebras de Fréchet

AC-Algebras advertiblemente completas

Q-Algebras Q

Q-Algebras Q,

Ejemplos:

. Algebra de Banach

Sea A un espacio de Banach; consideramos el algebra L(A) de los operadores lineales
acotados (continuos) de A con la multiplicacion dada por la composicion. Entonces
L(A) es un algebra normada si definimos la norma de operador como sigue: para
T €L(A):

1T} = sup [[T(z)]

[E[ES¢
Afirmamos que esta es un algebra de Banach. Primero veamos que esta bien definida

la norma:

(i) ||T]] > 0 por definicion.

(ii)

[T =0 < sup [T(z)] =0

ll=ll<1
& ||T(z)|| =0, Vo € Atal que ||z]| <1

& T(X)=0Vze Atal que ||z] < 1.
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(iii) Sean R,T €L(A) entonces:

IR+T| = ||81H1p1||R($)+T(93)||
z||<
< sup [[R(z)|| + [T (2)]|
llzll<1
< sup [|R(z)|[ + sup [|T(z)]
llzll<1 lzll<1
= [[RI+ 7]

por lo tanto si es norma. Ahora veamos que es completa. Sea {T),},en una sucesion
de Cauchy en L(A), entonces Ve > 0 existe un N; € N tal que si n,m > N entonces

T, — Tl < 5

Tenemos que A es un espacio de Banach entonces la sucesion {7, () },en es de Cauchy,
por lo tanto existe un 7'(z) € A tal que T,,(x) — T'(x), es decir, Ve > 0 existe un Ny € N

tal que si n > N entonces ||T,(z) —T(x)| < §.

Sea N = méx{Ny, No} y n,m > N entonces

T, =TI = sup [(T, —T)(2)

[lz]|<1

= sup [T, (z) —T(z)|
[lz]|<1

= Hs1”1p | T (x) — Tu(z) + Ton(x) — T(2)]]
z||<1

< H81”1p1 1T (x) = Tl + | Tn(z) — T ()|
x||<

< sup [|[To(x) — Tl + sup ||Ton(x) — T(2)]
[lz]|<1 llz]| <1

< = + - €
2 2

Por lo tanto, es completa lo que implica que L(A) es un algebra de Banach.
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. Algebra que no es de Banach, es normada y Q. El algebra R(D) de todas las
funciones racionales complejas definidas en el disco unitario cerrado D de C con las

operaciones puntuales, dotada con la norma ||g|| := sup|q(z)|. (Véase el ejemplo [1| de
zeC

la pagina

. Un algebra que no es de Banach, es normada, Q, advertiblemente completa

y sin unidad

Sea k(R) := {f € C(R) : supp(f)es compacto} dotada con las operaciones algebraicas

puntualmente y norma uniforme || - ||. (Véase el ejemplo [10|de la pagina [115])

. Un Aalgebra que no es de Banach, normada que no es Q y tampoco adverti-

blemente completa.

Sea T:={z € C: |z| =1} y P todos los polinomios en T con coeficientes complejos.

Dotamos a P con las operaciones algebraicas definidas puntualmente y con la norma

uniforme || - ||. (Véase el ejemplo |11]de la pagina [116])

. Un algebra que es ); pero no es Q. Sea A = CJt] el dlgebra unitaria de funcionales
polinomiales de una indeterminada definida en [0, 1] con valores complejos y dotada de

la siguiente norma de dlgebra:

n

P—|P|| =" lal; con P(t)> at’

i=0 i=0
para cada t € [0,1]. (Véase el ejemplo [15| de la pagina [135])

. Un Aalgebra advertiblemente completa normada que no es ni completa ni

Q-algebra

Sea A; una Q-algebra normada no completa (véase el ejemplo (10)) y {A,},>1 una

familia de &lgebras de Banach unitarias. Consideremos A := [] A, y dotemos esta
neN

con la topologia producto. (Véase el ejemplo 12| de la pagina [118))
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Conclusiones y Perspectivas

A lo largo de este trabajo hemos presentado un panorama general muy detallado de los

resultados y avances que hay en la linea de las algebras topologicas normadas y no normadas.

La exposicion toma como punto de partida las propiedades fundamentales y los conceptos
basicos que caracterizan a las algebras de Banach. Uno de los conceptos relevantes en el
estudio de las algebras topologicas m-convexas es la propiedad (). Las &lgebras de Banach
satisfacen la propiedad (), pero este no es el caso en general para las dlgebras que sélo son
normadas. Asi se estudiaron posibilidades para caracterizar a las algebras que tienen esta

propiedad en el caso normado.

Posteriormente se analizaron conceptos algebraicos sobre los ideales de un algebra topo-

logica de ciertos tipos y se relacionaron con el hecho de que el algebra posee la propiedad

0.

Anadimos entonces un ingrediente mas a la estructura ya existente del algebra no nor-

mada y se relacionarén conceptos topologicos-algebraicos con la propiedad Q).

Finalmente extendimos la propiedad () a una propiedad mas general a la cual llamamos

Q-

Por dltimo logramos ubicar los diferentes tipos de algebras topolégicas, normadas, no
normadas, F’, localmente convexas, localmente m-convexas en un esquema, proveyendo una

gama muy pertinente de ejemplos.
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En cuanto a las perspectivas de desarrollo en este tema podemos mencionar lo siguiente:

= Es posible profundizar en las relaciones de la propiedad @); con las condiciones de

cadena en el algebra.

= Tambien se puede investigar sobre la posibilidad de relacionar a las dlgebras con iden-

tidad aproximada y la propiedad Q.

= Conviene investigar sobre la posibilidad de relacionar a las algebras con identidad

aproximada y las condiciones de cadena.
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