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Introduccion

Una vision panoramica

En el presente trabajo de tesis damos una descripcion global de las bi-
furcaciones del modelo de Gray-Scott sin difusién, analizamos el inicio de
inestabilidad en el problema de Rayleigh-Bénard y bosquejamos trabajo fu-
turo para el analisis de inestabilidad del sistema de Gray-Scott con difusion.

Los modelos de Gray-Scott (GS) y Rayleigh-Bénard (RB), son descri-
tos con detalle en los capitulos correspondientes, sin embargo, con dnimo
de dar una perspectiva global de este trabajo, a continuacién describimos
brevemente estos modelos.

Las ecuaciones de Gray-Scott modelan la produccién irreversible de una
sustancia inerte. Esto a partir de la difusién y reaccién quimica de dos
sustancias. La inestabilidad en este modelo es susceptible de analizarse en
dos etapas: con y sin términos difusivos. Particularmente, la informacion del
analisis simplificado del modelo sin difusién es 1til en el andlisis del caso
difusivo.

En el problema inestabilidad de la conveccion de Rayleigh-Bénard, nos
interesamos en el inicio de movimiento de un fluido que estd contenido en
un recipiente en forma de caja. Inicialmente en reposo, el fluido es calentado
por debajo y a pesar que la viscosidad inhibe el movimiento, una vez que
la temperatura sobrepasa un valor critico, éste comienza a moverse, dando
origen a patrones de fluido.

En ambos problemas, GS y RB, la inestabilidad es provocada por va-
riaciones en las densidades, en el primer caso, debido a la diferencia de
concentraciones de las sustancias y en el segundo, debido a la diferencia de
temperaturas en el fluido. Sin embargo la interaccién de los dos pardmetros
presentes en el modelo GS sin difusion, i.e. un caso en el que no hay variacion
de densidades, es suficiente para que el sistema también presente inestabi-
lidades. El contenido de esta tesis estd dedicado al analisis de inestabilidad
en estos tres casos.



2 Introduccion

A continuacién, bosquejamos la problemética implicita en un sistema
genérico de reaccién-difusion.

Tomando como punto de referencia un problema de inestabilidad en un
sistema espacialmente homogéneo, anotamos algunos aspectos de la teoria
de bifurcaciones.

Consideremos un sistema general

u = Lu+ N(u), (1)

donde z,u(z,t) € R", t € RT son respectivamente una coordenada espacial,
el vector de estados y el tiempo. Suponemos que u = u* € R™ es un punto de
equilibrio del estado espacialmente homogéneo i.e. del estado sin difusidn,
L denota un operador diferencial lineal con coeficientes constantes y N (u)
representa un funcional no lineal. El andlisis de la estabilidad lineal comienza
por estudiar el sistema lineal

uy = Lu.

M se obtiene el problema de valor

Sustituyendo el anzatz u(z,t) = v(z)e
propio

Lv = Av. (2)

Con el fin de motivar la discusién, procedamos formalmente, tomando
la transformada de Fourier v(z) — ©(k), donde k € R™ es el vector de onda,
el problema de valor propio se transforma en

M (k)b = Ao, (3)

para que existan soluciones no triviales, el determinante debe anularse, lo
cual resulta en una relacién

Q(k,A) = [M — M| =0,

llamada relacién de dispersion. Los valores del niimero de onda dependeran,
por supuesto, de las condiciones de frontera del dominio x € D C R"™.
Tipicamente, para un dominio acotado, k podrd tomar un conjunto discreto
de valores, sin embargo en un dominio no acotado, k no esta restringido mas
que por la condicién de que la transformada inversa esté bien definida.

El sistema (1) depende en general de un vector de pardmetros r € R¥.
Supongamos que al variar r, para un valor particular r* el sistema posee
la solucién trivial v* = 0. En el andlisis de la inestabilidad de estados es-
tacionarios, estamos interesados en la existencia y estabilidad de soluciones
estacionarias de la ecuacién

0= Lu+ N(u) = G(u,r). (4)
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En un sentido puramente formal, dependera de la linealizacién G, (u*,r*) =
L, que sera un operador L: X — Y entre ciertos espacios de Hilbert X, Y.
Si el ker(L) = {0} entonces por el teorema de la funcién implicita, existe
una rama de soluciones de la ecuacién

G(u(r),r) =0,

que satisface u(r*) = u*. En cambio, si el nicleo de L es no trivial, como
ocurre tipicamente en un problema con simetrias, o bien no hay soluciones
de (4) o existen més de una rama de soluciones que bifurcan de la solucién
homogénea u*. Otra dificultad presente es que el ntucleo tipicamente tiene
dimensién infinita, lo cual hace inaccesible el uso de técnicas matematicas
como la reduccién de Lyapunov—Schmidt o la variedad central.

Si las condiciones de frontera estdn especificadas es posible reducir el
problema de bifurcaciéon a dimensién finita con la eleccién de una base con-
veniente, como en el problema de Rayleigh—Bénard en un cubo, o bien res-
tringiendo el analisis a un subespacio de soluciones suficientemente rico, de
dimensién finita. En el problema de Rayleigh—Bénard clasico que se formula
entre placas paralelas infinitas, por ejemplo, se puede restringir la bisqueda
de soluciones que sean doblemente peridédicas en el plano horizontal, pre-
viendo la presencia de patrones espaciales altamente simétricos a partir de
evidencia experimental. Esto se lleva a cabo introduciendo la reticula hexa-
gonal (y su dual) y restringiendo a soluciones que preserven la reticula, es
decir, que satisfagan condiciones de frontera peridédicas en la direccién de los
generadores de la reticula.

Cualquiera de las técnicas que se use para reducir el problema de bi-
furcacién a dimensién finita, la restriccién a este espacio de soluciones, nos
lleva a considerar un problema donde ain persiste la simetria heredada del
grupo general de simetria al subespacio de soluciones, tipicamente un gru-
po discreto. Por ejemplo, si consideramos el problema de Rayleigh—Bénard
en un cubo, el problema seguira teniendo la simetria del cuadrado, D4 en
la direccion horizontal, y simetria de reflexién Z5 en la direccién vertical,
siempre que las condiciones de frontera mantengan esta simetria.

En otro ejemplo, si consideramos el problema de reaccién—difusion (6),
en un dominio circular con centro en el origen, el problema ahora man-
tendria solamente la simetria de rotacién SO(2), y si ponemos condiciones
de frontera tipo Neumann homogéneas, por ejemplo, la expansion en una
base de funciones propias del Laplaciano en el disco conduce a un problema
de dimension finita.

Mas aun, cuando la parte real de un valor propio se hace cero, existe la
posibilidad de que algtin valor propio (modo) se vuelva inestable y crezca
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exponencialmente con el tiempo, ésto segin la teoria lineal. Si consideramos
las no linealidades, esperamos que éstas tengan un efecto estabilizador y
contribuyan a acotar la inestabilidad lineal dando origen a la formacién de
patrones espaciales. La informacién de estos patrones con los que se inicia
la inestabilidad estd codificada en los vectores propios de los modos que se
vuelven inestables. Este es el escenario, por ejemplo, de una bifurcacién de
Turing.

La siguiente seccién estd dedicada a introducir conceptos de la teoria de
las bifurcaciones, los cuales usamos ampliamente en este trabajo.

Aspectos esenciales de la teoria de bifurcaciones

A continuacion damos un bosquejo del significado de los conceptos usados
en esta tesis, para tal propésito seguimos la teorfa expuesta en Kuznetsov. !

Un sistema dindmico consiste en un espacio de variables, llamadas va-
riables de fase; una regla de evolucién y un parametro unidimensional, éste
dltimo usualmente representado por el tiempo.

Dado un punto inicial xg en el espacio de fases, la regla de evolucion
determina el punto z; al tiempo t. La evolucién es representada por el ope-
rador ¢!, por lo que la evolucién se escribe: z; = ¢'xg. Adicionalmente el
operador debe reflejar dos propiedades del sistema: el sistema no cambia sus
estados espontaneamente y la regla de evoluciéon no cambia con el tiempo,
es decir, ¢ = Id y ¢'+° = ¢t 0 ¢°.

Si el modelo es continuo en el tiempo, la regla de evolucién puede estar
dada por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales u ordinarias.

Un conjunto ordenado de puntos que se obtienen al aplicar la regla de
evolucién es llamado una orbita o trayectoria. En el caso que una orbita esté
formada por un solo punto, ésta es llamada un punto de equilibrio, el cual
es independiente del tiempo. Un punto de equilibrio serd estable si todas las
Orbitas cercanas convergen a él, en caso que una érbita cercana diverja en
el tiempo, el punto de equilibrio serd inestable

Si la 6rbita retorna al punto inicial en un tiempo positivo es llamada
un ciclo (en el caso en que la dimensién del espacio fase sea por lo menos
2). Y serd un ciclo limite si en una vecindad de él no hay otros ciclos.
Los ciclos son un ejemplo de un conjunto invariante, i.e. la imagen bajo el
operador de evolucién de cualquier punto en el ciclo pertenece al ciclo. Los
ciclos también pueden clasificarse como estables o inestables, lo cual puede

Y. A. Kuznetsov. Elements of applied bifurcation theory, 2nd edition. Springer, Ap-
plied Mathematical Sciences, New York, 1998



Introduccion 5

determinarse por el andlisis en una vecindad de cualquier punto en el ciclo.
Alternativamente, un ciclo es estable si hay 6rbitas espirales que tienden al
ciclo limite cuando t — oo e inestable cuando t — —oo.

En el caso en que la regla de evolucién dependa de pardmetros, el sistema
dindmico puede tener puntos donde su comportamiento cambie cualitativa-
mente. Estos puntos son llamados puntos de bifurcacién. Parrafos adelante
precisamos esta nocién de cambio.

Las bifurcaciones organizan las érbitas del sistema dindmico en el espacio
de fases (retrato fase), ésto por medio de una particién en regiones con la
misma clase de érbitas, dependiendo de los valores de los pardmetros y del
tipo de puntos de equilibrio del sistema. Asociado al retrato fase de un
sistema, existe su correspondiente diagrama de bifurcaciones en el espacio
de parametros. En el Capitulo 1 mostramos retratos fase y diagrama de
bifurcaciones del modelo del Gray-Scott sin difusién.

Un concepto fundamental para definir formalmente el concepto de bi-
furcacioén, es la equivalencia topolégica. Consideremos un sistema dinamico
dado por la ecuacién diferencial

T = f(z,a), (5)

donde x € R", y @ € R™ son las variables de fase y parametros del sistema,
respectivamente.

Decimos que dos sistemas son topolégicamente equivalentes si sus retra-
tos fase son homeomorfos, i.e. existe una funcién biyectiva continua de un
espacio al otro, con inversa continua.

Cuando los pardmetros varian, el retrato fase puede permanecer topolo-
gicamente equivalente al del estado original o su topologia puede cambiar.
Una bifurcacién sucede cuando la topologia del retrato fase cambia debido a
un pequeno cambio en los valores de los parametros, el valor de lo parama-
tros donde sucede la bifurcacién es conocido como valor critico, o valor de
bifurcacion.

Adicionalmente, si A = D, f(0,0) es la matriz jacobiana evaluada en el
punto de equilibrio y n_, ng y n4 son los niimeros, incluyendo multiplicida-
des, de eigenvalores de A con parte real negativa, cero y positiva respecti-
vamente, decimos que el punto de equilibrio (xg, ap) = (0,0) es hiperbdlico
si A no tiene eigenvalores en el eje imaginario i.e. si ng = 0.

El teorema (2.2) (pag. 48) de Kuznetsov nos da la relacién entre eigen-
valores y retratos fase: El retrato fase del sistema (5) cerca de dos puntos de
equilibrio hiperbdlicos (xg,ag) ¥ (yo,580) son topolégicamente equivalentes
si y solo si los puntos de equilibrio tienen los mismos nimeros n_ y n;.
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La condiciones de bifurcaciéon mas simples se obtienen de un sistema que
depende de un pardmetro. Por ejemplo si € R! y a € R!, la bifurcacién
estd dada por el cambio de estabilidad del punto de equilibrio. Si por otra
parte, € R? y o € R!, genéricamente solo hay dos formas que un pun-
to de equilibrio hiperbdlico pierda la hiperbolicidad para algtin valor del
parametro: un eigenvalor simple alcanza el valor cero (A1 = 0) o un par de
eigenvalores simples alcanzan el eje imaginario (A1 2 = Fiwg, wo > 0).

La bifurcacion del caso A1 = 0 es llamada de diferentes maneras: bi-
furcacién de doblez (fold), bifurcacién tangencial, punto limite, silla-nodo o
punto de retorno (turning point).

La bifurcacién del caso A2 = Fiwg, wp > 0 es llamada bifurcacién de
Hopf o bifurcacién de Andronov-Hopf. En esta bifurcacién se considera que
el punto de equilibrio pierde estabilidad, ¢.e. que los valores propios cruzan
el eje imaginario de izquierda a derecha.

Tipicamente en una vecindad de la bifurcacién de Hopf pueden aparecer
o desaparecer ciclos limite, dependiendo de la direccion de la variacion del
parametro. Si el ciclo limite aparece después de la bifurcacién (a > «g)
se dice que la bifurcacién es supercritica. Mientras que la bifurcacién es
subcritica si el ciclo limite estd presente antes de la bifurcacién (a < ayp).
Los ciclos limite supercriticos son estables y los subcriticos son inestables.

Formalmente, Kuznetsov pag. 100, existen dos condiciones para que una
bifurcacion sea efectivamente de Hopf, una condicién de no degenericidad y
una condicién de transversalidad. La primera se verifica pidiendo ¢;(ag) #
0, donde ¢(«) es el primer coeficiente de Liapunov. La segunda, bajo la
hipétesis que los valores propios dependen suavemente del parametro, se
verifica, pidiendo que los valores propios conjugados crucen el eje imaginario
de manera transversal i.e. %Re(/\m(a))!a:O # 0.

El primer coeficiente de Liapunov se obtiene a partir de establecer la
forma normal de la bifurcaciéon de Hopf. Entendiendo ésta como un sistema
extendido con un parametro adicional, el cual, para algunos valores del nuevo
parametro, es localmente topolégicamente equivalente al sistema bajo estu-
dio. En el Capitulo 1, usamos formas normales, para demostrar la existencia
de bifurcaciones de Bogdanov-Takens y Generalizada de Hopf (Bautin).

Usualmente los retratos fase no lineales no son asequibles por formula-
ciones analiticas, en cambio se calculan o bien, por métodos numéricos, o
usando software adecuado o usando la equivalencia topolégica de las formas
normales. Una vez identificado el tipo de bifurcacion, se puede apelar a la
forma normal para establecer el tipo de érbitas que tiene el sistema. En el
Capitulo 1 usamos los dos ultimos procedimientos.

Es posible clasificar bifurcaciones atendiendo a su caracter local o global,
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o bien indicando su codimensién.

La codimensién de una bifurcacién del sistema (5) es el nimero de con-
diciones independientes que determinan la bifurcacién. Por ejemplo, en el
Capitulo 1 reportamos, entre otras, bifurcaciones silla-nodo, Hopf, sillas-
nodo de ciclos, Bogdanov-Takens y generalizada de Hopf, las tres primeras
son de codimensién 1, mientras que las dos tltimas son de codimensién 2.

La clasificacion de bifurcaciones locales o globales, viene de que las pri-
meras pueden ser detectadas en una vecindad de un punto de equilibrio, u
otros conjuntos invariantes, como los ciclos limite por ejemplo; mientras que
las segundas no. Ejemplos de bifurcaciones locales son: silla-nodo, pitchfork
y Hopf. Ejemplos de bifurcaciones globales son las bifurcaciones homoclinica
y heteroclinica. En el Capitulo 1 mostramos bifurcaciones homoclinicas.

La siguiente seccién estd dedicada a mostrar de manera general un ejem-
plo de la inestabilidad de Turing.

Inestabilidad de Turing

Para precisar ideas, consideremos un sistema de reaccién-difusién en el
plano r = (x1,73), el vector u(z,t) € R? representa las concentraciones de
las sustancias 1 y 2, sin especificar aun las condiciones de frontera,

ur = DVu + f(u), (6)

donde D = diag(dy, d2) es la matriz de difusién con dj, ds > 0.
Sea u* € R? y un estado espacialmente homogéneo f(u*) = 0, el cual se
puede ver como un punto de equilibrio del sistema de la EDO:

du
it = f(u).

La condicién de estabilidad lineal es que la matriz jacobiana evaluada en el
punto de equilibrio u*: A = D,, f(u*) satisfaga las condiciones

tr(A) <0,  det(4) > 0. (7)

Suponiendo que las restricciones establecidas en (7) se cumplen, el pro-
blema de valor propio (3) toma la forma

—k’Do + Ad = b,

donde k% = k?+k3 es el cuadrado de la norma del vector de onda k= (k1, ko).
Los valores propios satisfacen la ecuacién cuadrética

det(A — k*D — \I) = 0.
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Dado que estamos interesados en la inestabilidad, queremos dar condiciones
para que existan valores propios con parte real positiva, es decir: $(A) > 0.
Equivalentemente, nos preguntamos bajo qué condiciones

tr(A —k*D) >0 o det(A—k’D) <O0. (8)
Dado que consideramos que (7) se cumple, se sigue que
tr(A — k2D) = tr(A) — k*tr(D) < 0,

por lo que no es posible desestabilizar con la primera condicién de (8). Sélo
es posible desestabilizar el estado homogéneo, si

det(A — k*D) < 0.
Desarrollando la desigualdad anterior obtenemos
h(s) = didas® — (daa11 + diasz)s + det(A) < 0, (9)

con s = k2.
La grafica de h(s) es la de una pardbola convexa ya que dids > 0. El
minimo se alcanza para el valor critico del niimero de onda

o 12 diagg + doaqy
c e 2didy

con valor minimo

(dyage + daaiq)?
4d;do

Cuando la grafica de h(s) cruza el eje horizontal, tendremos un intervalo
para k? que corresponden a los modos inestables.

Luego la condicién (9) se satisface si h(s.) < 0. Podemos reescribir esta
condicién como

h(sc) = —

+ det(A).

(drass + daa11)? > 4didy det(A), (10)

y como el lado derecho es positivo, por hipdtesis,

d
a9 + d—zan > 24/dy det(A). (11)
1

De la primera condicién en (7) y de (11) obtenemos
a1 + age < 0, diasg + doaqr > 0. (12)

Esta condicién tiene una interpretacién geométrica simple como se muestra
en la Figura 1, donde hemos usado o = da/d;.
Primero se sigue que si aj1a22 < 0, se tiene la siguiente proposicién:
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1 (o.1) 1 (o,1)

arl arl

2 2

Figura 1: Interpretacién geométrica de las desigualdades (12), las regiones que se
intersectan satisfacen ambas desigualdades.

Proposicion 1. Suponga que aj1a2s < 0,
1. Siai; <0 yaz >0 entonces 0 =dy/dy < 1.
2. Siaj; >0 yax <0 entonces o = dy/dy > 1.

La igualdad critica a partir de (11), donde A = 0, define la curva de
bifurcacion de Turing:

T =ag +o0ai1 > 2 Udet(A) = 0,

la cual es una relacion implicita de los parametros del término de reaccién a
través de su derivada y del cociente de coeficientes de difusion o. Esta bifur-
cacién, produce patrones espaciales peridédicos estacionarios en el tiempo.

Noétese entonces que para que sea posible la inestabilidad por difusién,
conocida como inestabilidad de Turing, primeramente la linealizacién A =
D, f(u*) en el estado espacialmente homogéneo deberd tener cualquiera de
las siguientes combinaciones de signos

CAEICHED

Supongamos por ejemplo que aj; > 0y ase < 0. La linealizacién de la
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ecuacién ordinaria en los estados homogéneos:

uy = anu + angug, (14)

uy = azur + axus, (15)

muestra que el aumento en la concentraciéon de la sustancia 1, tiende a
aumentar su propia tasa de crecimiento y asi se comporta como un activador.
En cambio el aumento en la concentracion de la sustancia 2 conlleva una
tasa de decrecimiento en la propia sustancia que por lo tanto actiia como
un inhibidor. Si introducimos las distancias de difusién

glz\lﬁa 62:\/ d27
aii —a2

entonces la ecuacién (10) toma la forma

1/1 1 det A
ce===-= 16
¢T3 <€% eg) “\ dds (16)
lo cual implica que
62 > 51,

Esta ultima condicién es conocida como activacion local con inhibicion de
largo alcance. 2.

Esta condicién fue derivada por Gierer y Meinhardt, ® quienes mostraron
que un sistema solo necesita un rango corto de activacién y un rango largo
de inhibicién para generar patrones de Turing.

La siguiente seccién esta dedicada a mostrar un ejemplo simplificado de

la inestabilidad de Rayleigh-Bénard.

Inestabilidad de Rayleigh-Bénard

Consideremos el ejemplo mas simple de inestabilidad convectiva conocido
como inestabilidad de Rayleigh-Bénard, mostrado por Golubitsky et al. 4.

Un fluido viscoso ocupa la regién delimitada por dos placas paralelas de
extension horizontal infinita. En la aproximacién de Boussinesq, las ecua-
ciones diferenciales que describen las desviaciones del campo de velocidades

2M. Cross y H. Greenside. Dynamics in nonequilibrium systems, p. 104, Cambridge
University Press, New York. 2009

3A. Gierer y H. Meinhardt. A theory of biological pattern formation, Kybernetik, 12,
30-39, 1972

‘M. Golubtsky. I. Stewart y D. G. Schaeffer. Singularities and groups in bifurcation
theory. Vol. 2, pp. 148-151, Springer, New York, 1985.
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v, de la temperatura 6, y la presion p del estado uniforme conductivo en el
que la temperatura varia linealmente con la altura y la velocidad es nula,
son

V.-v=0,

1 (0v .

F{a + (v~ V)U} = —Vp + 0éz + Av, (17)
0

gt + (v- V)8 = Ravs + A,

en el dominio (z,y,z) € R? x [0,1] y donde é3 = (0,0,1), Ra es el nimero
de Rayleigh y P el niimero de Prandtl.

Las condiciones de frontera mas realistas son las de paredes rigidas con-
ductoras

v=0, 0=0 paraz=0,1;

sin embargo, con el fin de simplificar y para fines de motivacién consideremos
condiciones de frontera libres de esfuerzos

8111 8212
— =——=v3=0, ara z =0, 1.
0z 0z s P
Considerando solo el estado estacionario de la ecuacién (17) obtenemos
la ecuacién implicita

®(u, Ra) =0,
con u = (v, 0) que, aunque depende también de p, mas adelante veremos que

es posible deshacerse de esta variable. Linealizando alrededor de la solucién
trivial u = 0, obtenemos el sistema de EDP lineales

V.-v=0,
Av—Vp—erég:O,
Af + Ravs = 0.

Debido a la simetria rotacional en el plano z-y, serd suficiente para nuestros
fines, buscar soluciones que solo dependan de z, luego las ecuaciones se
simplifican,
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op
Avy——= 0
T o ’
Avg = 0,
Jp
Avs — —+60= 0, (18)
0z
AfO+ Ravy = 0,
8’()1 8’03
e 0
La ultima ecuacién de (18), se satisface si introducimos la funcién de co-
rriente 1,
R Y
YT T T ox
con lo que queda
00
V4T,Z) - 87 = Oa
o9 (19)
V20 — Ra — = 0.
ox
Podemos entonces buscar soluciones de la forma
Y(x, z) =sin(nwz)sin(kz), 6(x,z) = sin(nnz) cos(kx). (20)

Para que existan soluciones no triviales es necesario que

2.2 1932
det((nﬂ k*) k ):0

—Rak —n2x2 — k2
de donde
(n27r2 4 k2)3
k2 ’

como buscamos el valor minimo de Ra(k) elegimos n = 1, con lo que

Ra(k) =

(72 4+ K?)3

Ra (k) = 12

Observe que el kernel de la linealizaciéon D,®(0, Ra) es no trivial para
todo valor de Ra = Ra.(k) (que no es aislado), y ademads es infinito dimen-
sional, como ya lo habfamos anticipado, ya que junto con una solucién e***
todas las soluciones e?(F1#h2v) f(2) con k% = k? + k2, que se obtienen por
rotacién de (x,0), pertenecen al kernel, esto debido a que el dominio no es
acotado en la dimensién horizontal.
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Tomando ahora el nimero de Rayleigh como pardmetro de control, si
Ra > Ra,, donde Ra, = miny Ra.(k) = Ray(k*), entonces existe un conti-
nuo de nimeros de onda alrededor (un intervalo) de k., que corresponden a
los modos inestables.

En este caso el problema de la inestabilidad convectiva no es accesible
a ser estudiado mediante técnicas conocidas, debido a que el ntcleo para
Ra = Ray es infinito dimensional y porque ademas existe todo un continuo
de valores de (k, Ra) para los cuales el nicleo admite junto con una solucién,
aquellas que se obtienen por una rotacién arbitraria en el plano z-y.

En la segunda parte de esta tesis, abordamos el problema de la inesta-
bilidad convectiva a nivel lineal con los siguientes supuestos:

1. El domino es un paralelepipedo de base cuadrada y de altura uno, los
parametros de bifurcacion son, el niimero de Rayleigh Ra y el lado de
la base L.

2. Las condiciones de frontera estan determinadas por las propiedades de
las paredes del contenedor: las seis paredes son rigidas, las paredes ho-
rizontales son conductoras de calor y las paredes laterales son aisladas
térmicamente.

La dificultad del problema es que tenemos ahora dos pardametros, y sera
necesario determinar el valor critico de Rayleigh como funcién de L. Debido
a que hay condiciones de frontera laterales, esperamos que los “nimeros de
onda” tomen un conjunto discreto de valores. Como veremos, no es posible
definir de manera precisa un “nimero de onda” ya que los modos normales no
se separan en una planoforma horizontal y una funcién de z, como en (20). En
vez de ello sera necesario usar el método de Galerkin, e introducir una base
de funciones que dependen de x e y llamadas beam-functions, cuyo nombre
proviene de un problema de valor propio asociado a la deformacion de una
viga. Estas funciones base deberan satisfacer las condiciones de frontera
impuestas y las incégnitas seran los coeficientes de la expansion de la solucion
del problema linealizado.

La reticula hexagonal

Por completez, presentamos, cémo en el caso del dominio no acotado
(estudiado, entre otros, por Chandrasekhar ® y Golubtsky, pp 143-148. ©)

5S. Chandrasekhar. Hydrodynamic and hydromagnetic stability. Dover, New York, 1961
5M. Golubtsky. I. Stewart y D. G. Schaeffer. Singularities, Springer, 1985
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la manera en que es posible simplificar los problemas de inestabilidad de
Rayleigh-Bénard y de Gray-Scott, con la hipdtesis de una simetria a prio-
ri. Este planteamiento nos lleva al estudio de un problema de bifurcacién
con simetria conocido también como la teoria de bifurcacién equivariante.
Aunque en este trabajo no usamos este enfoque, en las perspectivas que se
reportan al final de este trabajo veremos que aparecen de manera natural.
Tanto en el problema de reaccién-difusién (6), como el de conveccién
de Rayleigh-Bénard (19), los operadores Laplaciano y biarménico son inva-
riante bajo traslaciones y rotaciones en el plano, es decir estos operadores
admiten el grupo euclideano E(2), el grupo de simetria de rotaciones y tras-
laciones. Esto permite definir una accién del grupo en cada problema:

» Sistema de reaccién-difusion. Si v € SO(2),
(7 - u)(z1,22) = u(y" (21, 22)),
y si (p1,p2) € R?,
(p1,p2) - u(w1, 22) = u(z1 + p1, 22 + p2).
» Conveccién de Rayleigh-Bénard, si v € SO(2),
7 (0,0) (@1, 2) = (v (w1, 22)),0(v" (21, 22)),
y si (p1,p2) € R?,
p- (v,0)(z1,22) = (v(z1 + p1, 22 + p2), 0(21, 72)).

Para ejemplificar la reduccion a dimension finita, en el resto del capitulo
vamos a considerar como aparece de manera natural la reticula hexagonal
en el problema de Rayleigh—-Bénard entre dos placas paralelas infinitas, con
parametro de bifurcacién Ra, el nimero de Rayleigh. Las condiciones de
frontera que seran consideradas, seran las més simples con el fin de simpli-
ficar la exposicién.

Consideramos la reticula hexagonal generada por los vectores

e1 = ¢(1,0), egzgl,\/g, L ={ney +mes | n,m e 7Z},
2

y junto con ella la reticula dual
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que satisface las relaciones
el~k1:e2-k2:0, 61-]62:62‘]{71:277, (21)

donde el parametro c¢ lo elegiremos convenientemente mas adelante.
Consideramos en vez de C*®(R?) (o algin otro espacio funcional don-

de la existencia y unicidad de soluciones esté garantizado), el conjunto de

funciones f : R?> — R, doblemente periédicas con perfodos e, es, o,

f(z 4 ney +mey) = f(z), VYV €R% n,mcZ, (22)
que se pueden representar por medio de su serie de Fourier
flay) =Y Cyeiltnhtizk)@y), (23)
JEZ?

Observe que de las relaciones (21) se sigue la propiedad (22) de que los
elementos de Cz° preservan la reticula hexagonal.

Originalmente, el problema de Rayleigh-Bénard posee la simetria F» del
grupo euclideano de rotaciones, traslaciones y reflexiones en el plano (z,y),
y actiia sobre C*°(R?) por composicién (o,p) - f(z,y) = f(o(z,y) + p),
o€ 0(2),peR

Replanteado el problema en C'°, el grupo de simetrias es (la suma semi-
directa) del grupo diédrico Dg (que preserva la reticula) y el toro T2 = R? /L.

[ = Dg+T72.
Es decir tenemos una accion

I'xCF—=0CF, ((o,p), f)— (o,p) - f, (24)

Figura 2: Reticula hexagonal y su dual.
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donde cada v € I' actiia linealmente en el espacio C7°, es decir constituye
una representacion del grupo I'.

Restringiendo a las combinaciones lineales de exponenciales (23) sobre
una de las reticulas hexagonales, de norma fija, obtenemos representaciones
de dimensioén finita. Asi, por ejemplo, la llamada representacién fundamen-
tal, estd generada por las exponenciales representadas por los vértices del
hexdgono mas interior de radio k*,

etk (@y) =12 ... ,6;

donde k3 = —(kl + k‘g), ks = —ki,ks = —ko, kg = —ks.
La accién de I' sobre C7° se traduce en una accién sobre los coeficientes
de la serie de Fourier cuando se toman sobre la representacién fundamental:

6
{ E Zjelkj.(x’y) ‘ zj € C,z4=21,25 = 22,26 = 23} ~ C3.
Jj=1

La accién de Dg se reduce a

1. La accién de Ds en las coordenadas (z1, 22, 23)
2. (21,22,23) = (21, 22, 23)
3. Para p € T? la accién sobre C? es
p-(z1,22,23) = (eik”’zl,eik?ng,eik?"pz?,),

alternativamente, si k; - p = s, k3 - p = ¢ (usando el hecho que k; +
ko + k3 = 0),

—i(s+t) t

p- (21,22, 23) = (21, 29, €' 23).

Si se considera también la simetria de reflexién respecto del plano medio
horizontal z = 1/2, z — 1 — z, entonces tenemos el problema de bifurcacién
g: C3 x X\ — C3,

g(z1,22,23,A) =0, A= Ra— Rac(k"),

equivariante respecto del grupo I' X Zy, donde Ra. es el valor critico de
Rayleigh, dependiente de k* y donde Zy actua por reflexion respecto del
origen:

(21, 22, 23) = (=21, —22, —23).

Podemos interpretar lo anterior como el analisis de las bifurcaciones es-
tacionarias del sistema de amplitudes dependientes de t: z; = z;(t) (andlisis
débilmente no lineal)

2+ g(z1,29,23,\) =0.
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Objetivos y organizacién del contenido de este tra-
bajo
Objetivos de tesis

1. Objetivos en el modelo GS

a) Estudiar la estabilidad lineal de los estados espacialmente ho-
mogéneos, verbigracia, los puntos criticos de la EDO, dependiente
de pardmetros, v’ = f(u).

b) Estudiar las posibles bifurcaciones de codimensién més baja, co-
mo funcion de los parametros, que son las que son accesibles con
la teoria actual.

¢) Describir la dindmica global, v.gr. dar el retrato fase para cada
region delimitada por las curvas de bifurcacién del sistema.

d) Estudiar la inestabilidad de Turing en presencia de difusién.
2. Objetivos en el modelo RB

e) Determinar valores criticos de Ra dependientes de L.
f) Identificar patrones de movimiento al inicio de la conveccion.

g) Analizar los casos limite L — 0y L — oo.

En el Capitulo 1, reportamos el cumplimiento de los objetivos 1la-1c.
El sistema de reaccién difusién de Gray-Scott ha sido muy estudiado, sin
embargo nuestra contribucién incluye la prueba de la existencia de una bi-
furcacion de tipo Bautin, ademds de la prueba rigurosa de la existencia de
una bifurcacion de tipo Bogdanov-Takens, que aunque en la literatura se ha
mencionado, no encontramos evidencia formal.

En el Capitulo 2 mostramos los avances en la direccién del objetivo 1d.
Es conocido que que las sustancias de la reaccion quimica del modelo GS
dan una amplia gama de patrones cuando un punto de equilibrio estable
del estado espacialmente homogéneo es perturbado, ver por ejemplo 7. Sin
embargo nuestra motivacion son los patrones que surgen en una vecindad
de un punto de equilibrio; que en el estado no-difusivo es estable pero que
en el estado difusivo es neutralmente estable, es decir, en una vecindad del
inicio de la inestabilidad debido a la difusiéon. En la seccién de avances y
perspectivas al final de esta tesis presentamos la direccién en la que puede

7J. E. Pearson. Complex patterns in a simple system. 261:189-192, 1993
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avanzar la investigacion en torno al objetivo 1d, por algunas de las técnicas
de reduccién a dimensién finita comentadas anteriormente.

En el Capitulo 3, se abordan los objetivos 2e-2g, en éste mostramos los
valores criticos de Rayleigh Ra. del inicio de la conveccién, para valores
desde L = 1/12 hasta L = 20. A pesar que algunos de nuestros valores han
sido calculados por muchos autores, la dependencia de L muestra regiones
de crecimiento de Ra.(L) que no han sido reportados previamente y que
merecen atencion. Nuestras contribuciones son: identificamos una evolucién
sencilla de patrones al inicio de la conveccién para valores L < 6.6; para el
caso L — 0, determinamos analiticamente una relacién de la forma RaL* =
a+ bL?.



Capitulo 1

Bifurcaciones de estados
homogéneos

En este capitulo estudiamos las soluciones y bifurcaciones del modelo de
Gray-Scott sin difusién. En el espacio de dos pardmetros k—F, verificamos
rigurosamente la existencia de bifurcaciones tipo Bogdanov-Takens y Bautin.
Usamos continuaciéon numérica en curvas de bifurcacién local para dar una
descripcién global de las bifurcaciones posibles.

1.1. Introduccién

El modelo de Gray-Scott, [9], [6], proviene de las reacciones quimicas
irreversibles

U+ 2V — 3V,
V — P,

las cuales describen el proceso de creacién de la sustancia inerte P a partir
del suministro continuo de la sustancia U, ésto por medio de reacciones
intermedias, una molécula de U y dos de V producen 3 de V' y una molécula
de V produce una de P. La tasa de suministro adimensional de la sustancia U
es F'y ésta es también la tasa a la que se retiran los productos de la reaccion;
mientras que k es la tasa adimensional a la que se genera el producto P, ver
9] y [10].
Las ecuaciones que modelan el proceso de reaccion difusion son:

ug = Dy V*u—uv® + F(1 —u),
v = D,V +uw? — (F+k)v, (1.1)

19



20 Capitulo 1. Bifurcaciones de estados homogéneos

donde u y v son las concentraciones de U y V normalizadas a la concentra-
ci6n inicial de U, dependientes del tiempo y del espacio (¢,z,y), t > 0y las
variables (z,y) varfan en U 09, donde 2 el dominio cuadrado (0,1)2, y
donde D, y D, son los coeficientes de difusién. Usualmente, este problema
tiene condiciones de frontera tipo Neumann o periddicas, pero éstas seran
asignadas después.

El estudio numérico del modelo (1.1), iniciado por Pearson [10], ha si-
do continuado extensivamente por Munafo [8] y otros autores. Algunas in-
vestigaciones incluyen extensiones del modelo, tales como, componentes es-
tocasticos [12] o el planteamiento de éste como un problema de control [4].
En [6] describen suscintamente los estados homogéneos y a partir de ellos
muestran algunos patrones de bifurcacién. En la mayoria de esas investi-
gaciones perturban el estado homogéneo definido por los valores triviales
u = 1y v = 0 para romper cualquier simetria del sistema, la perturba-
cién es a partir de cambiar aleatoriamente los valores v y v en una region
central pequena. Los experimentos numéricos de éstos, y de otros autores,
muestran una rica variedad de patrones desarrollados a partir de perturbar
un estado particular. Es comtn encontrar manchas, rayas, anillos, etc. En
el sitio Xmorphia [7] muestran en linea un colorido mapeo de exploraciones
numéricas en el espacio de parametros k—F'.

La inestabilidad a partir de estados homogéneos aparece por mecanis-
mos diferentes, tales como los de Turing y Hopf. Estos enfoques se basan
en una comprensiéon completa de los estados espacialmente homogéneos que
se toman como solucién inicial para ser perturbados. Estos son soluciones
de (1.1) independientes de (z,y) y dependientes del tiempo ¢, y en conse-
cuencia son soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias obtenidas al
descartar los términos difusivos. Varios autores mencionan la importancia
del lugar geométrico de las bifurcaciones de Hopf y sillas—nodo en el espacio
de parametros y particularmente de una bifurcacién de Bogdanov—Takens
en el punto (k, F') = (1/16,1/16) y también el cambio de signo en el primer
coeficiente de Liapunov, para determinar la estabilidad o inestabilidad de
ciclos limite para un valor préximo a k = 0.035.

A pesar de lo anterior, una revisién en la literatura nos hace ver que no
hay una prueba formal de la existencia de una bifurcacion de Bogdanov—
Takens (BT). También notamos que el valor particular donde el primer
coeficiente de Liapunov se hace cero sugiere la posibilidad de una bifurcacién
generalizada de Hopf. Las principales contribuciones de este capitulo son,
por un lado, una prueba rigurosa de la existencia de una bifurcacién BT y
de una bifurcacién de Bautin, y el cdlculo de los valores exactos (k, F') =
(9/256,3/256) en donde ocurre la bifurcacién de Bautin. Por otro lado, a



1.2. Los estados espacialmente homogéneos 21

partir de los conocidos diagramas locales de bifurcacion de las respectivas
formas normales y de realizar una continuaciéon numérica, generamos un
mapeo global de bifurcaciones. En particular probamos la co—existencia de
dos drbitas periddicas, las cuales bifurcan de un doblez de ciclos limite. Las
curvas de bifurcacién dividen el espacio de pardmetros en regiones en donde
describimos cualitativamente el retrato fase.

El resto de este capitulo estd organizado de la manera siguiente: en la
seccién 1.2, describimos el sistema de estados espacialmente homogéneos
obtenido a partir de la ecuacién (1.1), los puntos criticos de interés y enun-
ciamos el Teorema 1, que establece la region de invarianza de las soluciones
de la EDO que modela el sistema homogéneo. En la seccién 1.3 damos una
descripcién geométrica de los conjuntos de bifurcacién, particularmente de
las bifurcaciones silla-—nodo. En la seccién 1.4 damos férmulas analiticas para
los puntos criticos. En la seccién 1.5 analizamos la estabilidad lineal. En las
secciones 1.6 y 1.7 enunciamos los Teoremas 2 y 3 sobre las bifurcaciones BT
y Bautin respectivamente. En estas secciones damos las ideas de las pruebas
de los teoremas, y mandamos los detalles técnicos al apéndice. En la seccion
1.8 describimos el mapeo global de bifurcaciones el cual es resumido de ma-
nera confiable en la Figura 11. Después presentamos retratos fase para cada
regién determinada por las curvas de bifurcacion.

1.2. Los estados espacialmente homogéneos

En esta primera etapa estudiamos los estados del sistema (1.1) que de-
penden tnicamente del tiempo, llamados espacialmente homogéneos. Lo que
nos da el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

W = —uv® + F(1—u), (1.2)
v o= w? = (F+k)w.

Podemos ver que el primer cuadrante v > 0, v > 0 es invariante, y por lo
tanto consideramos el sistema definido por u > 0, v > 0. De hecho podemos
identificar una regién invariante compacta.

Teorema 1. Considere la region de pardmetros (k, F) tal que k, FF > 0 y
1 —4~42F > 0, donde v = (F + k)/F. Entonces la regién compacta

R={(u,v) |0<u<1l, 0<v<1, w<F+Ek},

es positivamente invariante. En particular soluciones que inician en R estdn
definidas para todo tiempo t > 0.
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Demostracién. El eje positivo u es invariante ya que v = 0 implica v’ = 0.
A lo largo del eje positivo v, v = 0 implica v’ = F > 0 por consiguiente
las soluciones entran a la regién por la izquierda. A lo largo de la frontera
uv = F + k la cual es una isoclina de valor cero, v" = 0 pero entonces

' = —u?+ F(1—u)=—(F+k)v+ F(1—u). (1.3)

El lado derecho de esta ltima ecuacion se hace cero a lo largo de la linea
U+ %v = 1. Calculando la resultante tenemos

(F + k)?

Res[—(F + k)v+ F(1 —u),uww — (F + k),v] = — -

+ u(l —u).
Mientras 0 < u < 1, el valor méximo de u(1 — u) es 1/4, por lo tanto, la
resultante anterior es
(F +k)? (F+k)? 1 1 )
- l-uw)<—~—-—"+-=—(-4v"F+1) <.
I +u(l—u) < 2 + 1= 1 ( Y F + )

Dado que la resultante no se hace cero para 0 < u < 1, entonces u’' en
(1.3) tiene un signo constante. De hecho, para u cercano a 1, v’ es negativa,
en consecuencia v permanece negativa. Esto muestra que a lo largo de la
hipérbola uv = F' + k el flujo entra a la regién por la derecha. Finalmente,
parav=1y 0 <u < F+k, tenemos v' = v — (F + k) < 0, en consecuencia
las soluciones entran por arriba. O

En lo que sigue haremos referencia al sistema (1.2) como

pi(p,a),

donde p = (u,v)”, a = (k, F)T es el vector de pardmetros. Omitiremos la
referencia al vector de pardametros cuando su mencién no sea especialmente
importante, usaremos ademads la abreviaciéon p = f(p).

1.3. Puntos criticos y conjuntos singulares y de
bifurcacion

Podemos determinar geométricamente el nimero de puntos criticos en
ciertas regiones como sigue: si f = (f1, f2) es el campo vectorial del sistema
(1.2), entonces, dado que f; son funciones de (k, F,u,v) y polinomios en
(u,v) podemos calcular el resultante con respecto a la variable wu,

R =Res[f1, fo,u] = v (F(F + k) — Fv+ (F + k)v?),
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El cual es un polinomio en v con coeficientes dependientes de (k, F'). En con-
secuencia, la superficie R(k, F,v) = 0 en el espacio k—F—v describe el nime-
ro de puntos criticos cuando variamos los pardmetros (k, F). El componente
v = 0 da el punto critico trivial (u,v) = (1,0). Definamos el componente no
trivial como:

Y = {(k,F,v) | G(k,F,v) = F(F + k) — Fv+ (F + k)v* = 0}.

y m: R3 = R2, (k, F,v) — (k, F) la proyeccién al espacio de pardmetros. El
conjunto de puntos singulares es la curva sobre X donde el plano tangente
a X es paralelo al eje v, es decir

0=VG(k,F,v)-(0,0,1) = —F + 2(F + k)v.

Asi, el conjunto singular es la interseccién de las superficies ¥y —F +2(F +
k)v = 0, y su proyeccién sobre el espacio (k, F') es el conjunto de bifurcacion.
Eliminando a v y usando el resultante con respecto a v obtenemos 4(F +k)? —
F = 0 o equivalentemente A = 0, donde A es el discriminante definido abajo
(1.7). La Figura 1.1 describe el conjunto de puntos criticos y los conjuntos
de puntos singulares y de bifurcacién. La curva roja es el conjunto singular y
divide ¥ en dos componentes. Los puntos criticos en el componente superior
e inferior seran denotados respectivamente por pi y p+. El punto critico
trivial serd denotado por pg. El conjunto de bifurcaciones es la curva negra
en el plano de parametros k—F'.
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Surface of critical points

Figura 1.1: El conjunto de puntos criticos. El componente trivial v = 0 da el punto
trivial (u,v) = (1,0). La curva roja es el conjunto singular sobre el componente
no trivial ¥ y su proyecciéon, la curva negra en el espacio de parametros, es el
conjunto de bifurcaciones. Para cada valor de (k, F) hay 1, 2 o 3 puntos criticos,
representados en la figura por las lineas verticales azules.

1.4. Puntos de equilibrio

Como ya fue descrito en la seccion anterior, el punto critico trivial
(u,v) = (1,0) existe para todos los valores de los parametros (k, F').

Suponiendo ahora que v # 0, si igualamos a cero cada ecuacién de (1.2)
tenemos un sistema equivalente para los puntos criticos fuera del trivial.

u = 1—n~v, (1.4)
w = F+k. (1.5)

donde v = (F + k)/F. Estas ecuaciones nos dicen que los valores criticos
estan en las intersecciones de una recta y una hipérbola en las variables u
y v. La primer ecuacién, (1.4) implica, dado que u, v son no negativas, que
mientras 0 < u < 1 entonces 0 < v < !, Sustituyendo u de (1.4) en (1.5)
obtenemos la ecuacién cuadratica

1
vP— Zv+F=0, (1.6)
Y

cuya solucién es
1
=—(1£VvA
v =35 7( VA)
donde
A=1—4F~% (1.7)
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Sustituyendo vy en (1.4) tenemos los valores correspondientes para u.
En resumen, tenemos que si A > 0 (aqui es necesario que 0 < F' < 1/4),
hay dos puntos criticos dados por

pr = (u_,vy) = <;<1—\/E>,217(1+\/Z)>, (1.8)
pe=tio) = (3(14VA)5 (1-VA)). 09

Si A = 0 los dos puntos criticos coinciden,

1 1
P+ =pPx = 535

y si A < 0 no existen puntos criticos adicionales.

La Figura 1.2 muestra la curva A = 0 (en verde), la cual divide el
cuadrante positivo en el plano k—F en dos regiones. La regiéon acotada co-
rresponde a A > 0, donde existen tres puntos criticos, En la regién no
acotada A < 0 solo existe el punto critico trivial. En el conjunto de bifurca-
cion A = 0, coinciden dos puntos criticos, adelante mostramos que ellos son
sillas—nodo.

1.5. Estabilidad lineal

La matriz jacobiana del sistema (1.2) en cualquier punto critico p = (u,v)

* - v? —2uv
Df(p) = < (Fv—; ) —(F +iz) + 2uv ) ' (1.10)

La matriz jacobiana (1.10) en el punto critico pg = (1,0) da

i =( 3 e )

por lo que los eigenvalores son —F y —(F + k) y el punto critico trivial es
siempre estable. De (1.8), (1.9) se sigue que para los puntos criticos p+ y p+

1-A
U_vy =ugv- = ——=F+Fk,
Y

por lo que la linealizacién en cualquiera de esos dos puntos es

—(F +9v?%) —2(F+k) ) .

o= ( T (111)
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En particular la traza y el determinante son

det(Df(p)) = (v*>—F)(F+k), (1.12)
tr(Df(p)) = k—? (1.13)

donde v es evaluada en el correspondiente punto critico.

1.5.1. La curva de sillas—nodo

Sustituyendo v para cada punto critico (1.8) y (1.9) obtenemos el deter-
minante

F(A—\/E)

det(Df(p+)) = oy (1.14)
_F (A + \/K)
det(Df(pe) = ————. (1.15)

Dado que k, F' son positivos, se sigue que A < 1, en consecuencia A = 0
si y solo si p+ = py y det(Df(p+)) = det(D f(ps)) = 0, por lo que la curva
de bifurcacién A = 0 es una curva de sillas—nodo donde al menos uno de los
eigenvalores se hace cero. Resolviendo la ecuacién A = 0 en términos de F
obtenemos dos ramas

1
F = o(1 - 8k) = V1 16k, (1.16)

las cuales se muestran en la Figura 1.2.

1.5.2. La estabilidad de p; y p+

Calculando la traza, usando (1.13) tenemos

2 F—-1+£VA
= P 7

tr(Df(p)) (1.17)

donde el signo superior se refiere a el punto critico p = p+ y el signo inferior
a p — p:F.

Resolviendo para F' vemos que las curvas tr(Df(p)) = 0 pueden ser
parametrizadas como

F_;<\/%—2ki\/k—4/-c\/%>, (1.18)
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det (Df (p£))=0

p+=pz:saddle—nodes

0.15
tr (Df (p+))=0
0.10 T symmetric saddles ™~
///
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4
/

7/

0.05r /

/ tr (Df (px))=0
Hopf points P+=p:saddle—nodes

det (Df (p+))=0
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

k

Figura 1.2: Curvas con determinante y traza igual a cero.

con la misma convencién en los signos como antes. Mostramos estas cur-
vas en color azul en la Figura 1.2. En la misma figura, se aprecia también,
que hay un punto critico particular, donde tr(Df(p)) v det(Df(p)) se ha-
cen cero. Adelante verificamos (ver Seccién 1.6) que este punto es un punto
de Bogdanov-Takens, al cual denotamos por BT en la Figura 1.2. Resol-
viendo para este punto particular obtenemos los valores de parametros y de
variables:

BT = (k,F) = (116116> . per=(u,v) = (;i) . (1.19)

Para p-, se sigue de (1.15) que det(Df(ps)) > 0. En este caso tenemos
la posibilidad de eigenvalores complejos, en particular si tr(Df(ps)) = 0,
las partes reales son cero. Resolviendo tr(D f(ps)) = 0 en (1.17), obtenemos
la curva para F (1.18) con signos como subindices (en este caso corresponde

px). Asi
) Fzé(\/E—Zk—\/k—zlk:\/E), (1.20)

parametriza la curva de puntos de Hopf y la curva,

F_;<\/%—2k+\/k—4/m/E>, (1.21)



28 Capitulo 1. Bifurcaciones de estados homogéneos

parametriza la curva de sillas simétricas. Mostramos estas curvas en azul en
la Figura 1.2 curvas continua y discontinua respectivamente.

El discriminante disc(Df(ps)) = tr(Df(px))? — 4det(Df(p+)), cambia
de signo a lo largo de la curva disc(Df(ps)) = 0 se muestra en rojo en
la Figura 1.3. Dentro de la regién acotada disc(Df(ps)) < 0 por lo que
tenemos raices complejas. Esta curva es tangente a la curva de sillas—nodo
en el punto Bogdanov—Takens y su parte inferior estd entre las curvas de
Hopf y de sillas-nodo, Como se puede ver con maés detalle en la Figura 1.4.

Ahora describiremos la manera en la que cambia la estabilidad del punto
critico p+ al seguir una linea arbitraria k = const y un valor decreciente de
F. Arriba de la curva de Hopf tr(D f(p+)) = 0 (mostrada en azul en la Figu-
ra 1.3), el punto critico p+ es estable. Dentro de la regién disc(D f(p+)) < 0
es una espiral estable y fuera de la regién disc(Df(p+)) > 0 es un nodo
estable. Cuando el punto se aproxima a la curva de Hopf, los eigenvalores
son complejos y el punto critico p+ se vuelve una espiral estable. Cuando
el punto cruza la curva de Hopf tr(D f(p+)) = 0 se forma un ciclo limite a
través de una bifurcacién de Hopf (después determinaremos su estabilidad
por medio del cdlculo del primer coeficiente de Liapunov). Debajo de la cur-
va de Hopf y arriba de la curva disc(D f(p+)) = 0 el punto p+ se vuelve una
espiral inestable. Disminuyendo el valor de F', el punto critico se encuentra
con la curva del discriminante disc(D f(p+)) = 0 y entonces el punto critico
se convierte en un nodo inestable. Finalmente, el punto p+ se encuentra con
el punto p+ a lo largo de la curva de sillas—nodo det(Df(ps)) = 0 en su
componente inferior.
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Figura 1.3: En el plano k — F, las curvas tr(D f(ps)) = 0 y disc(D f(ps)) = 0, azul
y rojo respectivamente, delimitan el tipo de estabilidad lineal del punto critico p=.
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Figura 1.4: Ampliacién de la figura 1.3 entre las curvas de Hopf y del discriminante.
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1.6. La bifurcacién de Bogdanov-Takens

Varios autores [4], [10] y [12], entre otros, reportan un punto de bifur-
cacién de Bogdanov-Takens BT = (k, F') = (1/16,1/16). Aqui damos una
prueba rigurosa de la existencia de una bifurcacién de Bogdanov—Takens por
medio de una verificacién explicita de condiciones de no—degenericidad co-
mo en [3]. Lo anterior implica que localmente el sistema es topolégicamente
equivalente a una de sus formas normales conocida.

Recordando que la curva de sillasnodo es definida por la ecuacion
A(k,F)=0.

Teorema 2. El sistema (1.2) tiene una bifurcacion de Bogdanov-Takens
en BT = (k,F) = (1/16,1/16). Como una consecuencia, en el espacio de
pardmetros k—F, existe una curva local de bifurcaciones de Hopf y una curva
local de bifurcaciones homoclinicas. Estas curvas son tangentes a la curva
de sillas—nodo definida por la ecuacion A(k,F) =0 en el punto BT.

Para (k,F) = (1/16,1/16) el punto critico es p+ = px = (1/2,1/4).
Haciendo el cambio del origen de coordenadas y parametros:

ag = F—-1/16, r = u—1/2,
ay = k—1/16, xo = v—1/4,

entonce el sistema (1.2) cambia a

i (a2 + £)? 1 g+
T = — +oax+ — | 21— x
! <4(a1+a2+é)2 *T16 )t 2(ag + g +1/8) 2
042+%
- T1x2 — T2° — T1x2,
o + a1+ 3 2
132 1 1\2
by — (a2 + 55) - @+ 15 — 2(2 + a1 + 3) v (1.22)
4(042 + a1 + *)2 2(0[2 + a1 + %)
1 a9 +
+ a3+ 2716 TL1T2 + X173,
2 g +a1+ 3

Denotamos este sistema como & = f(x,«). La idea de la prueba es calcu-
lar los vectores propios derecho, izquierdo y generalizados de la parte lineal
Df(0,0) y expandir hasta tercer orden en esas coordenadas, entonces veri-
ficaremos condiciones de no degenericidad establecidas en el teorema de la
forma normal de BT [3, pag. 321]:
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Suponiendo que el sistema
= f(z,a), zeR?® acR? (1.23)

con f suave, tiene en o = 0 el punto de equilibrio z = 0 con eigenvalor doble
cero: A2 = 0y que las las siguientes condiciones de no degeneracidad se
satisfacen:

( ) la matriz jacobiana A(0) = f,(0,0) # 0,
(BT.1) a20(0) + b1 (0) # O,

(BT.2) by #0,
( ) el mapeo

)= (e ir (P29 o (0 )

es regular en el punto (z,a) = (0,0),

entonces el diagrama local de bifurcacién de f(z, «) es topoldgicamente equi-
valente a la forma normal

m = no,
e = B1+ Bam + 05+ smng,

donde s = sign [620(0) (ago(O) + bll(O))], y bQQ(O), (Igo(O), bll son los coe-
ficientes de segundo orden en la expansién de Taylor del campo vectorial
(1.22) en un sistema de coordenadas apropiado.

En el Apéndice A, calculamos la base propia y estos coeficientes. Como
se muestra alli, en nuestro caso obtenemos s = —1, por lo que el diagrama
cualitativo es el mismo que en [3, pag. 322].

1.7. La Bifurcacion de Bautin

Varios autores [6], [10], [12], han senalado la estabilidad de los ciclos
limite que bifurcan desde curvas de Hopf, estable para k < 0.035 e ines-
table para k > 0.035, este valor ha sido reportado numéricamente. Aqui
damos una prueba rigurosa de que en el valor (k, F') = (9/256,3/256) hay
una bifurcaciéon de Bautin. En particular, ésto prueba la estabilidad de ci-
clos limite como se describe en las referencias mencionadas anteriormente.
Ma4s adn la existencia de estas bifurcaciones garantiza la existencia de una
curva de puntos limite de ciclos, y la coexistencia de ciclos limite estables
e inestables, como estd descrito en el diagrama local de bifurcaciones de la
bifurcacién de Bautin en [3, pag. 313].
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Teorema 3. El sistema (1.2) tiene una bifurcacion de Bautin en GH =
(k,F) = (9/256,3/256). Como consecuencia, en el espacio de pardmetros
k—F, existen una curva local de bifurcaciones de Hopf, una curva de puntos
limite de ciclos y una region abierta donde coexisten dos ciclos limite con
diferente estabilidad.

En seguida damos la idea principal de la prueba, y los detalles los damos
en el Apéndice B. Nuestra prueba estd basada en satisfacer las condiciones
del teorema de la forma normal de la bifurcacién de Bautin, enunciado en
[3, pag. 311].

Las condiciones necesarias para que haya una bifurcacién de Bautin en
el sistema:

i=f(z,a), zeR?® acR? (1.24)

con f suave y con punto de equilibrio x = 0 en a = 0, es que los eigenva-
lores sean imaginarios puros: Aj2(a) = +iw(a), con w(0) > 0 y el primer
coeficiente de Liapunov cumpla ¢; = 0.

Para conducirnos formalmente, reproducimos algunos aspectos del teo-
rema de la forma normal de Bautin:

Consideremos el sistema (1.24), con f suave, con punto de equilibrio
x = 0 con eigenvalores A\ 2(a) = p(a)Liw(a), para toda ||a|| suficientemente
pequena, donde w(0) = wy > 0. Si para a = 0, se satisfacen las condiciones

1(0) = 0,£,(0) = 0,
y si también se satisfacen las condiciones de genericidad:

(B.1) £2(0) # 0, donde ¢5(0) es el segundo coeficiente de Liapunov,

(B.2) el mapeo a — (u(a), £1(a))” es regular en a = 0.

Entonces el sistema puede ser reducido a una ecuaciéon compleja (la forma
normal de la bifurcacién de Bautin).

La dificultad principal en la demostracién del Teorema 3, es la de hallar
una expresién manejable para el primer coeficiente de Liapunov ¢; como
funcién de parametros para después encontrar sus ceros. Hay varias formas
para ¢1 pero la mayoria de ellas requiere poner en su forma normal la parte
lineal, lo cual es bastante incémodo por lo largo de las expresiones que
resultan al seguir este procedimiento. En nuestro caso, dado que el sistema
depende de pardmetros (ver discusién en [2], aunque con un par de errores de
escritura en férmula (12); en su notacion esta escrito fozz+gaay ¥ 202y €1 vez
de mio(foazt+9aay) ¥ 29§y), la férmula mas conveniente para nosotros es la de
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[1, pag. 211], denotada por £{X"  1a cual es desarrollada completamente en
[5], ésta no requiere la forma lineal normal. Después verificamos la hipétesis
de no—degenericidad de la bifurcacién de Bautin como en [3, pag.311] usando
la férmula de de Kuznetsov ¢34

Para la primer parte, hacemos un cambio de pardmetros (k, F') — (k,v)
tal que v = 0 es la curva de Hopf, después usamos la expresién para
(YIW (K, v), establecemos v = 0 y resolvemos la ecuacién £{“W (k,0) = 0,

obtenemos 0 5 L3
<256’256>’ P (4’ 16>

Ver detalles en el Apéndice B.

1.7.1. Dinamica en una vecindad del punto de Bautin

En esta seccién describimos brevemente la dindmica de los estados ho-
mogéneos en una vecindad del punto de Bautin GH. La Figura 1.5 muestra
cualitativamente una vecindad de GH en el espacio de pardmetros k—F'. La
forma normal local del sistema en coordenadas polares es:

p = p(B1+ Bap®+pY),
b = 1.

El eje By es una parametrizacion de la curva de Hopf, con el semieje po-
sitivo correspondiente a la parte derecha de GH y el semieje negativo a
la parte izquierda. En estas coordenadas, GH = (0,0) y el primer coefi-
ciente de Liapunov es precisamente SBo. De acuerdo al Teorema 3, la curva
T = {(B1,B2) : B2 — 4B = 0,32 < 0} de puntos limite de ciclos junto con
el semieje negativo Py definen la region con forma de cuna con etiqueta 3.
La regién 2 es definida por el semiplano 51 < 0, y la Regién 1 es el comple-
mento. Considerando una curva cerrada que inicia en la Regién 1, donde el
sistema tiene un equilibrio inestable sin ciclos. Cruzando de la Regién 1 a
la Region 2 por la frontera que delimita la bifurcacién de Hopf H el punto
de equilibrio se vuelve estable, y aparece un ciclo limite inestable , el cual
sobrevive cuando entramos a la regién 3. El cruce de la frontera de Hopf
H_ crea un nuevo ciclo estable dentro del primero, mientras que el punto
de equilibrio es inestable. Dentro de la regién 3 existen dos ciclos de estabi-
lidad opuesta y desaparecen en la curva 7', en la cual el punto de equilibrio
y el ciclo son inestables, completando asf el circulo. En la figura 1.6 damos
un ejemplo de la coexistencia de los dos ciclos limite de la regién 3, recién
descritos.
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®

®

Figura 1.5: Bifurcacién de Bautin para ¢, positivo.

Coexistence of stable (red) and unstable (green) limit cycles.
k=0.0266, F=0.00678

u

Figura 1.6: Una region abierta donde coexisten dos ciclos limite, como consecuencia
de la existencia de un punto de bifurcacién de Bautin
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1.8. El mapeo global de bifurcaciones

De acuerdo al teorema 2, existe un mapeo local de curvas de bifurcaciones
en el espacio de parametros, consistente de una curva de sillas—nodo, una
de Hopf y otra de homoclinicas, las dos tltimas tangentes a la primera en
el punto BT. En la Figura 1.7 se muestra la continuacién numérica de estas
curvas, hechas en MatCont. Los detalles de la posicién relativa de las curvas
homoclinica, Hopf y sillas—nodo se muestran en la Figura 1.8.

De manera similar, de acuerdo al Teorema 3, existe una curva local
de puntos de Hopf y una curva de puntos limite de ciclos T, la cual es
tangente a la curva de Hopf. De hecho, dado que hemos mostrado que el
segundo coeficiente de Liapunov ¢y es positivo en GH, ver (1.30), el mapeo
local de bifurcacién en una vecindad del punto GH es como el descrito en
la Figura 1.5. Note que la curva T obtenida por continuacion numérica es
muy cercana a la curva de Hopf y solo puede distinguirse en detalle en la
Figura 1.10.

La Figura 1.12 muestra un diagrama esquematico de las curvas de bifur-
cacion obtenidas por continuacion numérica y reportadas en las Figuras 1.7,
1.8 y 1.10. La curva de sillas-nodo (SN), las curvas de Hopf Hy, la cur-
va homoclinica (P) y la curva Bautin (T) dividen el interior de la curva
de sillas-nodo en varias regiones, denotadas del 1 al 5, y puntos especiales
donde una bifurcaciéon homoclinica se presenta, denotados por P; y P». Los
retratos fase correspondientes se muestran en la Figura 1.13.

El punto critico pg ubicado en el eje u es un atractor para todos los valores
de los paramétros. El punto critico p+ es una silla y esta representado por
un punto rojo ubicado en el centro del plano fase. El punto critico p+ bifurca
cambiando estabilidad, como esté descrito en diagrama de bifurcacién global
y genera familias de ciclo limite a través de bifurcaciones de Hopf. Los dos
ciclos limite aparecen en el retrato fase con etiqueta 3, en la Figura 1.13.

Completamos el retrato fase global por medio de la campactificacién de
Poincaré (ver detalles de esta construccién en [11, pag. 267]). Por cada re-
gién de la Figura 1.12, la Figura 1.13 muestra el retrato fase en la 2D esfera
de Poincaré, donde hemos agregado un circulo invariante al infinito. Hay
dos puntos criticos al infinito, marcados con puntos negro y rojo, respecti-
vamente, los cuales corresponden a las direcciones asintéticas a lo largo de
u=0,v=400yu=o00,v=0,y una curva regular que une estos puntos
en el infinito. El punto critico correspondiente a u = 0, v = +00 es una silla
degenerada, para la cual existe una variedad 1-dimensional inestable que se
conecta con el punto critico trivial py para algun valor de los parametros y
se conecta con el punto pr. En consecuencia, la variedad inestable del punto



36 Capitulo 1. Bifurcaciones de estados homogéneos
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k

Figura 1.7: Continuacién numérica de las curvas de Hopf (azul) y homoclinicas
(magenta) que se originan en el punto Bogdanov-Takens BT. Las curvas de sillas-
nodo (verde) se ponen como referencia. También se muestra la curva de puntos de
ciclos limite (en naranja) que emerge del punto de Bautin.
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Figura 1.8: Detalle de la Figura 1.7 en una vecindad del punto BT.
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Figura 1.9: Detalle de Figura 1.7 en una vecindad del punto de Bautin (asterisco
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Figura 1.10: Evolucién de las curvas homoclinica, Hopf y Bautin para diferente
rango de valores de k (note la escala horizontal).
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critico al infinito u = 0, v = 400 debe conectarse con el punto silla py para
algunos valores de los pardmetros. Establecemos ésto como una conjetura:

Conjetura. Existe una curva en el espacio de pardmetros k-F' para la cual
la variedad inestable del punto critico al infinito v = 0, v = +o00 conecta
con la variedad estable del punto silla pL.

La demostracion de esta conjetura puede llevarse a cabo a partir del
cardcter estructuralmente inestable de la homoclinica, [3, Teorema 6.1]: el
cambio de valores en los parametros hace que se rompa la conexién entre las
variedades estables e inestables del punto silla pi, es decir, si (kp, F},) son
los valores de los pardametros en la homoclinica del punto p+, existen valores
(k*, F*) # (kp, F},) donde la variedad inestable no retorna al punto silla, ver
Figura 1.11. Particularmente, estamos interesados en el caso § > 0, donde
[ es la funcion split, e indica las dos posibilidades cuando las variedades se
separan.

Partiendo del caso 8 > 0, basta mostrar valores (k*, F*) tales que en-
contremos una drbita (us,vs) — (0,400) cuando t — —oo, con (ug,vg) =
(u(k*, F*),v(k*, F*)). Segun nuestra conjetura esta érbita debred conectar
la variedad estable del punto silla p+ con la variedad inestable del punto de
equilibrio en el infinito (u,v) = (0, +00).

p<0 B>0

Figura 1.11: La funcién split: 8, permite identificar la forma de la inestabilidad de
una homoclinica. (Figura copiada de [3, pag. 198]).



1.8. El mapeo global de bifurcaciones

Figura 1.12: Diagrama esquemaético del mapeo global de bifurcacién.
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7

1L

L]

Figura 1.13: Retrato fase del sistema (1.2) para cada una de las regiones numeradas
en la Figura 1.12.
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Apéndices

Apéndice A. Prueba del teorema 2

Iniciamos con el sistema (1.22), @ = f(x,«a) el cual por conveniencia
reescribimos aqui

132 1
. a2 + 15 1 a9 + =
r1 = —( ( 16)12+C¥2+16>1‘1—161$2
4(ar +az +g) 2(a2 + a1 + 3)
a2+%
- TL1T2 — T2 — X172,
a2+a1+g 2

(o2 + 116)2 <a2+116—2(a2+041+§)2>x
1 2

16 2
+ ST+ 7 T1%2 + 1123,

11 _mmy T3 2
A0_< ° 14>» F(z) = R
% 8 2 4 2 4 g2
Observe que det(Ag) = 0, tr(Ag) = 0y Ag # 0. Esto implica que existen
vectores linealmente independientes {vg, v1} tal que Agvg = 0, Agvy = v, y

una base dual {wg,w;} tal que Agwl =0, Agwo = w;. Podemos escoger las
bases tal que

(vo, wo) = (v1,w1) = 1, (1.25)
(v1,wo) = (vo,w1) = 0.
donde (,) denota el producto interno estdndar. Elegimos

v = (—2,1), v = (0,8),
wo = (=1/2,0), wi = (1/16,1/8).

Introducimos coordenadas yi, yo relativas a la base {vg, v1},
T = Y1vo + Y201,
las cuales pueden calcularse con

y1 = (x,wo),
Y2 = (x,wi).
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En estas coordenadas, el sistema
&= Aoz + F(x),

se transforma en

y=Jy+Gy),

donde
N (01
J=B AOB—<0 0 )

y B = (vp|v1). Explicitamente,

: v 2 _ .3 _ 2 ada2

ny_ (01 y1 1+ 16y5 — 1 — 16y2y7 — 64y

w ) L0 0 + yi 2 i 2 2 '

2 Y2 —35 T 2y5 — F — 292u1 — 8yaun
donde, de acuerdo a [3], los términos de segundo orden f(y) fueron obtenidos
por la expresion

~( (F(y1vo + y2v1), wo)
Gl) = < (F(y1v0 + y2v1), w1) ) ‘

Las coordenadas (y1,y2) fueron obtenidas por el vector de pardmetros

a = (0,0), ahora usamos estas coordenadas para el campo vectorial para-
metrizado completo & = f(z, ) para a pequena, de la forma

( {01 ) _ ( (f(y1vo + y2v1, ), wo) ) _ (1.26)

Y2 (f(y1vo + yov1, ), w1)
Usando (1.22) en la expresién de arriba obtenemos

(16a2 + 1) (403 + 8aza + g + 4ai)

<f(ylv(] + Y201, Oé), wO) = = (80&2 + 8ay + 1)2 Y
(16c2 + 1) (2409 — 81 + 1) o
+ Y2 — Y1
S8 + 8aq + 1 4(8ag + 81 + 1)
32(aq — a2) 2
- 16
+ S + Scg + [U1y2 + 16y5

16y2y; — 64y3y1,
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(16c; + 1) (4&% + 8anag + 4a? + al)

(f(yr1vo + yov1, @), w1) = 3802 + 801 1 1) Y1
2 (404% + 8aga + 404% + 041)
8ag + 8y + 1 Y2

(24&2 — 80(1 + 1) 9 4 4(041 — az)
32(8as + 8a1 + 1)/ T 8as + 8a; + 1
3
i
8

y1y2 + 2u3

— 2yoy} — 8y3u1.

Permitamos que a;; denote el coeficiente de yﬁy% en (f(yivo +
Y2v1, v), wo) v b ; el coeficiente de yiyg en (f(y1vo+y2v1, @), w;). Para veri-
ficar la hipétesis del teorema de Bogdanov—Takens necesitamos los siguientes
coeficientes:

52 (24as — 8ay + 1)
= — + Q) =0~ = ’
azo(a) o7 {f(yrvo + yavr, @), wo)l,—g 4(8crz + 8ay + 1)
82 (24012 — 8ay + 1)
b = — + ) ’ =0 — ’
20() oy? {f(yrvo +yav1, @), wi)l, g 32(8az +8ag + 1)
82 4 a1 — Q9
bii(a) = (f(y1vo + yav1, ), wi)|, g = W'

0y10y2

En particular para o = (0,0),

1
az(0) = —3
ol0) = 1
b(0) = 0.
Por lo que
az2(0) +b11(0) = —1/2#0,

bao(0) = 1/16 # 0.

De esta manera las condiciones (BT.1) y (BT.2) de [3, pdg. 321] estdn sa-
tisfechas.
La udltima condicién por ser verificada es la no-degenericidad del mapeo

)= (Fiov) e (P20 gy (2}
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Verificamos esta condicién en las coordenadas originales (u, v) y el vector de
pardametros (k, F'), asi el mapeo es

F(1 —u) — uv?
w? — v(F + k)
—2F — k + 2uv — v? ’
F? 4 Fk — 2Fuv + Fv? + kv?

(u,v,k, F) —

y la matriz jacobiana es

—v?—F —2uv 0 1—u
v2 —F —k+2uv —v —v
2v 2(u —v) -1 -2

—2Fv  —2Fu+2(F+k)v F+v?> 2F +k+v(—2u+v)

Evaluando en (u,v) = (1/2,1/4) y (k, F) = (1/16,1/16) da

1 1
-5 —1 0 3
11t 1A 1
16 8 1 i _ -
5o —11 —92 512
-3 0 g5 0

Apéndice B. Prueba del teorema 3

En esta seccion damos los detalles de la prueba del Teorema 3. Para
usar la féormula de Chow escribimos el sistema (1.2) como su parte lineal
més términos de orden superior & = A(a)x + F(x, ) donde

Por hipétesis, el punto pz satisface tr(4) = 0y B2 = det(A) > 0.
Entonces el primer coeficiente de Liapunov £{“W es

b
1644
- bd(szx + fxxgxy - fxygmc — GaxxGyy — 2gazcy)
- Cd(gzy + gyyfxy - gatyfyy - fyyf:cz —2 xzy)
+ bQ(f:t:a:gxx + gmcg:r:y) - C2(fyygyy + fxxfyy)
- (/8(2) + 3d2)(fzxfxy - gxygyy)} )

{63 [b(fx:r:p + gx:]cy) + 2d(fx:py + g:vyy) - C(fa:yy + gyyy)]

(1.27)
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evaluando en p-. Ahora hacemos el cambio de pardmetros

V:F+\£E(—1+ 1—4Vk +2VE),

de modo que v = 0 corresponde a la curva de Hopf. Luego, usando la férmula
anterior obtenemos el primer coeficiente de Liapunov a lo largo de la curva
de Hopf, hasta un factor no cero,

G =g (94 —17\/1 - 4\/%> k7?4 (3816 —15961/1 — 4\/E> k52
+ (1416 —9244/1 — 4\/%> k32 (4\/ 1—4Vk — 66) I
+ 252 (3\/1 —aVk — 10) k3 4110 <15\/1 — 4k — 28) k2
+ (286\/1—4\/E—372)k+ <52—46\/1—4\/E> \/E+3< 1—4\/E—1),

los cero de esta ecuacién estan dados por la solucién del sistema de ecuacio-
nes polinomiales

Q1 = 284y —66) +827(94 — 17y) + 25225(3y — 10) + 2°(3816 — 1596y)
+ 110z (15y — 28) + 23(1416 — 924y) + 22(286y — 372) + 2(52 — 46y)
+ 3(y—1) =0,

Q = —dx—y*+1=0,

donde se usa el cambio de variables

y = 1-— 4\/%,
z = Vk.
Calculando la resultante con respecto a x obtenemos la condicién necesaria
ReS(Ql) Q2a $) = 2(y - 1)16(2y - 1) =0.
La raiz y = 1/2 da la solucién
9
0 L3
256 256

Sustituyendo este valor tenemos

e (L2). w9

(1.28)
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Para la segunda parte de la demostracién, usamos la parametros (k, F')
y retenemos expresiones simbdlicas para las bases propias y las bases pro-
pias del dual, y hacemos la sustitucién de los valores particulares de k, F’
después de calcular las derivadas necesarias de /1“*(k, F') para probar la
invertibilidad del cambio de parametros

(k},F) = (/81762) = (N(k,F),E{{uz(k,F)),

donde p(k, F) es la parte real de los valores propios complejos que se hace
cero en GH. Obtuvimos —73728+/2 para el determinante Jacobiano en GH.

La otra condicién que debe ser verificada es que el segundo coeficiente
de Liapunov sea diferente de cero. En este caso obtuvimos,

(X (GH) = 10616832v/2. (1.30)

0
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Capitulo 2

Inestabilidad de Turing

2.1. Introduccion

Antes de la publicacién, en 1952, del articulo de Turing [11], era usual
considerar que en un sistema de reaccién quimica con difusién, esta iltima
jugaba un papel estabilizante en la dinamica del sistema. Sin embargo, Tu-
ring planted la idea contra-intuitiva de que la difusién podia tener un efecto
desestabilizante.

En un sentido general, lo que hoy se conoce como la inestabilidad de Tu-
ring, se refiere a la inestabilidad de un sistema de reaccién-difusién, el cual,
bajo pequenas perturbaciones espaciales, es estable en el estado estaciona-
rio sin difusién pero inestable en presencia de ella. Las siguientes secciones
estan dedicadas a precisar esta nocion.

El propésito del articulo de Turing fué la discusién del mecanismo de la
morfogénesis, el desarrollo de la forma de organismos vivos, lo cual resolvié
como un problema de inicio de inestabilidad. Adem&ds motivé la bisqueda
de los hoy llamados patrones de Turing.

Sin embargo es hasta 1990 que se observan patrones de Turing en una
reaccién experimental [2]. Las condiciones necesarias para observar dichos
patrones son, en primer lugar, que la reaccién incluya un reactivo auto-
catalitico, llamado el activador, y otro reactivo, el inhibidor, que inhiba el
proceso; la segunda es que el inhibidor debe de difundirse mas rapido que
el activador. Sin embargo, los autores de [2], afirman que en caso de que los
reactivos tengan coeficientes de difusion cercanos, los patrones existen en
una vecindad de un punto de Takens-Bogdanov.

49



50 Capitulo 2. Inestabilidad de Turing

2.2. Antecedentes

En esta seccién consideramos la ecuaciéon de Gray-Scott con difusion.
Por comodidad ponemos aqui las ecuaciones y algunos de los resultados
mostrados en el capitulo anterior. Las ecuaciones de Gray-Scott que modelan
el proceso de reaccién difusién son:

uy = Dy Vu—uww?®+ F(1 —u),
v = D,V +uw? — (F+k)v. (2.1)

La variables de concentracion u, v son conocidas como el inhibidor y activa-
dor respectivamente.
Escribimos la ecuacién (2.1) usando f(«) la forma abreviada de f(u, a):

iy = f(i) + DV, (2.2)

donde @ = (u,0), a = (h,F), f = (fi,f2), fa(@) = —uwo? + F(1 — ),
f2(@) = wv? — (F + k)v, D es una matriz diagonal, con diagonal {D,,, D,} y
V2i = (V2u, V2v).

La ecuacién diferencial ordinaria del estado homogéneo,

tiene los puntos de equilibrio pg, p+ y p, éstos son: estable, inestable y con
regiones de estabilidad e inestabilidad respectivamente.

Dado que estamos interesados en determinar regiones en las cuales un
punto de equilibrio estable en el estado homogéneo, cambie a inestable en
el estado difusivo, solo vamos a considerar los puntos pg = (1,0) y px =
(u—,v4) aunque, como se verd mas adelante, el punto p+ es el tnico que
cambia de estabilidad debido a la difusion.

Los puntos de equilibrio dependen de los parametros k, F', particular-
mente px estd definido en (1.8). En la Figura 2.1 se muestran las regiones
de estabilidad e inestabilidad del punto de equilibrio p.

La evaluacion de los puntos de equilibrio pe = pg y pe = p+, en la matriz
jacobiana A, = Dgzf(pe), del sistema homogéneo (2.3), nos da, respectiva-
mente:

Ao = ( o —(FO+ k) ) Az = ( _Fvi & _Q}ﬁk) ) (24)
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0.008

0.006

Nodos estables Espirales estables

W 0.004

Nodos Estables Espirales estables

0.002 Espirales inestable;

0.000
0.07 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020
k k

Figura 2.1: Regiones de estabilidad e inestabilidad del punto de equilibrio ho-
mogéneo p+. La curva de Hopf (azul, tr(As) = 0) separa regiones de estabilidad.
La curva roja es disc(As) = 0.

Una condicién necesaria para desestabilizar el punto p, es que A, tenga
una configuraciones de signos como las mostradas en (13) y que por como-
didad mostramos nuevamente,

0 S Y (e Y e R

En particular, la matriz de signos de A+ tiene la ultima de las configuracio-
nes de (2.5). Por lo que a priori, podemos concluir, que la difusién puede
desestabilizar al punto p+, como referencia puede consultarse [10] y [3, pag.
104], ambos trabajos toman en cuenta las regiones de estabilidad en el estado
homogéneo e inhomogéneo del punto de equilibrio y una condicién adicional
sobre la razén de coeficientes de difusion. Adelante mostramos en detalle es-
tas restricciones. En [10] reportan las matrices de signos mostradas en (2.5),
mientras que en [3] enuncian la afirmacién equivalente, usando los compo-
nentes a;; de A¢, que aj; y azx deben tener signos contrarios, lo mismo que
a2 y ag1. Cabe el comentario que en el anélisis de [10] suponen, contrario a
nosotros, que el reactivo asociado a u es el activador; sin embargo, es sencillo
verificar que el conjunto de matrices (2.5) es el mismo en cualquiera de los
dos casos: (u,v) activador-inhibidor o (u,v) inhibidor-activador.
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2.3. Inestabilidad de Turing

En el capitulo anterior estudiamos la estabilidad y bifurcaciones de los
estados espacialmente homogéneos, i, = f(i), descritos por la EDO que se
obtiene de (2.2) al omitir los términos de difusién,

En lo que sigue vamos a considera el sistema (2.2). La linealizacién de
dicho sistema alrededor del estado de equilibrio espacialmente homogéneo
Pe €S

Wy = DV + A, (2.6)
donde, como antes, A, es la matriz jacobiana evaluada en el punto pe.

Para que cualquiera de los problemas (2.2) o (2.6) esté bien planteados,
es necesario especificar las condiciones de frontera. Este tema lo discutiremos
en la Seccién 2.3.2.

Denotemos por w(t, q) la transformada de Fourier de (¢, x) respecto de
las coordenadas espaciales x = (x1,z2) en el espacio de Fourier ¢ = (g1, ¢2)
de vectores de onda. Entonces la EDP (2.6) se transforma en la EDO

Wy = —|q|> D + Ao, (2.7)

que ahora depende del espectro continuo |g|.

Proponiendo una solucién de la forma @ = e*#, donde ¥ es un vector
constante que depende de ¢, el problema se convierte en un problema de
valor propio

AT = Agv, donde A, = —|¢|*D + A.. (2.8)

Para que exista una solucién no trivial para ¢ es necesario que se satisfaga
la relacién de dispersién,

p(\) = det(A, — M) = det(A, — |¢|*D — \I) = 0. (2.9)
De la expresién
p(A) = A% — tr(A )\ + det(4,) = 0, (2.10)
es necesario calcular la traza y el determinante de

a11 — |g|* Dy, a2 >

2.11
ao1 aze — |q|?Dy (2.11)

Ag=Ac — |q\2D: <

Si aj; son las componentes de la matriz A, el determinante y la traza de A,
son:

det(Aq) = det(Ae) — (CLHDU + aggDu)|q|2 —+ DuDv|q‘4,

tr(Ay) = tr(Ae) — (D + Dy)lq|?. (2.12)
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A continuacién analizaremos como cambia estabilidad lineal de los pun-
tos po ¥ p=, en el estado difusivo.
Supongamos que u. = pg, con lo que A, = Ap, usando (2.4) tenemos

det(Ag)|
tr(Ag)|

F(F + k)4 (FDy + (F + k)D,)|q|> + DyD,|q|* > 0,
—F — (F+k)—(Dy,+ Dy,)|q)* <0,

Po
po

las dos ultimas desigualdades se justifican por que cada uno de los parame-
tros son positivos. Es conocido el siguiente criterio para tener eigenvalores
negativos en problemas como el que abordamos: que la traza de la matriz
sea negativa y el determinante positivo, ver por ejemplo [3, pag. 102], con
lo que podemos concluir que el punto de equilibrio pg es linealmente estable
ante pequenas perturbaciones.

Supongamos ahora que p. = p+ y que este punto estd en la regién de
estabilidad de la EDO, mostrada en la Figura 2.1, en esta regién,

tr(As) <0, (i)
det(As) >0, (ii)

y ahora

det(Aq)|p; =det(As) — (annDy + agaDy)|q|* + DuDylg|* vy (2.13)

tr(Ag)],, = tr(Az) — (Du + D,)lgl?, (2.14)
En adelante nos referiremos a (2.13) y (2.14) como det(4,) y tr(A4,) sin
indicar la evaluacién en p-.

Dado que tr(A,) < 0 entonces tr(A,) < 0 debido a que los coeficientes de
difusién Dy, D, v |q|? son positivos. Con lo que la tinica manera que px sea
inestable en el estado difusivo es que det(4,) < 0, pasando por la condicién
de estabilidad neutral det(A,) = 0.

La inestabilidad debido a la desigualdad det(A,) < 0 es conocida como
inestabilidad estacionaria o inestabilidad de Turing, y se manifiesta en el
sistema con patrones espaciales periédicos que son estacionarios en el tiem-
po. Esta clasificacién viene desde el articulo [11]. En éste, Turing distingue
dos casos de inestabilidad debido a la difusién, a una la llama estacionaria y
a la otra oscilatoria, tal distincién depende del valor propio dominante aso-
ciado al tiempo, real en un caso y complejo en el otro. Ambos casos estdn

esquematizados en términos de la traza y el determinante de A, en [3, Pég.
102].
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Dado que det(A,) es una funcién cuadritica de s = |g|?, la pardbola que
forma det(Ay) tiene su minimo en

a11Dy + a2 Dy,

in=—————. 2.1
Smin 9D,D, ( 5)

La condicion
|Q|2 = Smin, (2.16)

define el conjunto de vectores de onda que satisfacen la condicién critica y
en el caso de recipientes cuadrados, forman una circunferencia de radio Sy,
en el espacio de Fourier de vectores de onda.

Veamos ahora el signo del determinante para estos vectores de onda. El
valor del determinante en el minimo es

—(CLHDU + CL22DU)2 +4 det(Ay)DuDv

det(A4y) = 1D.D. (2.17)
Asi tenemos que det(A,) < 0 cuando
4det(A+)DyD, < (a11Dy + agaDy)?, (iii)
pero debido a que |g|?> > 0 y por la ecuacién (2.15) tenemos que
a11Dy + age D, > 0, (iv)

con lo que det(A,) < 0 cuando
2 det(A:F)DuDv < allD'u + a22D’Un

o equivalentemente, si 0 = %
v

a1 +oap >0 y 2yodet(As) < an + oag. (2.18)

Las desigualdades (i), (ii), (iii) y (iv) son las condiciones necesarias para
que el punto pr, estable en el estado espacialmente homogéneo, sea lineal-
mente inestable en el estado difusivo. Las restricciones (i) y (ii) determinan
las regiones de estabilidad del estado homogéneo, mientras que las condicio-
nes (iii) y (iv) determinan la regién de inestabilidad del estado inhomogéneo.

Las condiciones (i) y (iv) hacen que a1; y a2 tengan signos contrarios
y como consecuencia, la condicién (ii) hace que a1z y ag; también tengan
signos contrarios. Estos hechos justifican las estructuras matriciales de (2.5).
Las condiciones (ii) y (iv) son equivalentes a las condiciones (2.18).
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Figura 2.2: Las superficies con etiquetas 1 y 3 satisfacen T = 0, la superficie 2
satisface a1 + oass = 0. Por fuera de la superficie 3, es decir del lado opuesto a las
superficies 1 y 2, se satisfacen T' < 0 y aq1 + cags > 0, las restricciones (iii) y (iv).

2.3.1. La region de Turing

En esta seccién determinaremos la curva de estabilidad neutral del estado
difusivo en el espacio de parametros k—F’, esta curva, conocida como la curva
de Turing, divide la regién de estabilidad del estado homogéneo del punto p+
(ver Figura 2.1), en subregiones estables e inestables en el régimen difusivo.

Consideremos la desigualdad (iii) y definamos:

(a11 + 0'a22)2
4o '

La proyeccién de T' = 0 sobre el espacio k — I define la curva de Turing.

Teniendo en mente las restricciones del estado inhomogéneo, (iii) y (iv),
mostramos , en el espacio tridimensional (k, F, o), la Figura 2.2, las super-
ficies T = 0y a11 + ogase = 0. Particularmente una de las superficies T' = 0,
llamémosle S, delimita la regiéon 7' < 0 y satisface (iv).

La proyeccién de S en el plano k— F' permite deducir el lugar geométrico
en donde se cumplen las restricciones (i) a (iv).

La curva de Turing, deberd estar en la regién de estabilidad del estado
homogéneo del plano k& — F', es decir en la regién acotada por la curva de
Hopf, el eje k =0y la curva det(As) = 0.

Para graficar la curva de Turing estableceremos previamente los valores
de los pardmetros F,k y o para los cuales esta curva se intersecta con la
de Hopf. Este punto de cruce es conocido como el punto de Turing-Hopf de

T = det(Az) — (2.19)
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codimensién dos (CTHP), por sus siglas en inglés. Por si mismo, este punto
es interesante en su dindmica en el espacio y en el tiempo, ver por ejemplo
1], [14], [9] ¥ [6].

La curva de Hopf es el lugar geométrico en donde tr(Ax) = 0, al usar
(2.4) esta condicién toma la forma v? = k, usando nuevamente (2.4), la
ecuacién (2.19) queda

(o(k —F) — (F +k))?

T=Fk —-F*— e : (2.20)
resolviendo T = 0, tenemos:
k 2

igualando el valor de F' de esta ltima ecuacién con el de la curva de Hopf:

F= % (\/E —2k—vVEk-— 4k\/E>, tenemos:

1

- 40 2 2
k= 409604(1+U) (07 —60+ 1), (2.22)

sustituyendo (2.22) en (2.21) tenemos

F= —@(1 +0)%(0? — 60 + 1), (2.23)

Los valores de k, F' de las ecuaciones (2.22) y (2.23) estdn en el cruce de
las curvas de Hopf y Turing simultdneamente. Ahora debemos establecer los
valores de o tal que F' sea positivo, note que k > 0 para cualquier o, por lo
que la ecuacién (2.22) no impone condiciones adicionales.

De la ecuacién (2.23) y debido a que F > 0, se debe cumplir 02 —60+1 <
0, la solucién de esta desigualdad es o € (3 — 2v2,3 + 2\@) Pero ademss,
la restriccién (iii) implica que o > 1, dado que en la curva de Hopf vi = k;
intersectando estos dos intervalos tenemos o € (1,3 + 2v/2), éstos son los
valores admisibles de o para que las curvas de Hopf y Turing se crucen.

Para ningin otro valor de o se cumplen las restricciones F' > 0 y (iii),
en efecto, la funcién (2.23) tiene un maximo en (o, F(0)) = (1,0.0625), y
no tiene ningtin minimo local, si & = 3 +2v/2, F(6) = F,(6) = F,,(5) = 0,
donde el subidice indica derivacién. De este modo, para valores ¢ > 1 la
funcién F'(o) es decreciente y es no positiva si o > . La Figura 2.3 muestra
la grafica de esta funcién en el dominio de interés.

Concluyamos que los puntos (k, F') de cruce de las curvas de Turing y de
Hopf se calculan con las funciones k(o) y F'(0) definidas en (2.22) y (2.23),
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0.0625

2 3 4 5 3+2\/_(2Z

Figura 2.3: Grafica de la funcién F(c) definida en (2.23). Solo en el caso en que o €
(1,3421/2) los valores F (o) satisfacen las curvas de Hopf y Turing simultdneamente.

con o € (1,34 24/2), en estos puntos se satisfacen las condiciones (ii), (iii) y
T = tr(As) = 0. Nuestros valores (k(2), F(2)) = (&0, %), validan los
calculados numéricamente en [8], (k, F') = (0.06056,0.0471).

Las graficas de la Figura 2.4 muestran las curvas y las regiones de Tu-
ring para diferentes valores de o. Las curvas de Turing T' = 0 se grafican
numéricamente con la funcién definida en (2.19), y satisfacen las condiciones
(i), (ii) y (iii), pero como se vera adelante, las regiones de Turing satisfacen
las restricciones (i) a (iv), y estdn acotadas por las curva det(As) =0y las
curvas de Turing y de Hopf. Cabe el comentario que algunos autores, [7],
[8] ¥ [13], reportan regiones de Turing por debajo de la curva de Hopf, pero
con ésto violan la restriccién (i).

A continuacién calcularemos los valores k y F' tales que det(Ay)|s,,,, =0,
con el valor particular ¢ = o9 = 3.5. Esto, con los objetivos; primero, de
verificar nuestros resultados con la grafica de la pardbola definida en (2.13)
y segundo, para usar éstos valores en la siguiente seccién, en grafica de
patrones de concentracion al inicio de la inestabilidad.

Debido a que no se puede despejar a £k o F en la curva de Turing
T(k, F') = 0, planteamos la ecuacién diferencial hamiltoniana

dk_ oT
e OF
dF T
e ok’

con la condicién inicial (k(0), F(0)) igual al cruce de la curva de Turing
con la curva de Hopf dada por las ecuaciones (2.22) y (2.23), para el valor
o = 0g. El cardcter hamiltoniano de la ecuacion diferencial garantiza que la
curva solucién parametrizada por ¢ satisfaga T'(k(§), F'(§)) = 0 para toda
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Figura 2.4: Regiones de Turing, en gris, para distintos valores de o, los puntos
rojos indican la interseccién de las curvas de Turing y de Hopf, curvas gris y azul
respectivamente. Para o > 3 + 21/2 &~ 5.82843 no hay puntos de interseccién, fuera
del caso limite (k, F') = (0,0).
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Figura 2.5: Para 0 = 3.5 se muestran: (a) la curva de Turing, el punto rojo de
interseccién con la curva de Hopf, el punto gris de prueba sobre la curva de Turing
y la curva de sillas—nodo como referencia (mismo cédigo de colores que gréificas
anteriores); (b) la verificacién de tangencia en el punto de prueba.

¢ donde la solucién esté definida. Adicionalmente, hemos verificado que la
solucién numérica calculada en un intervalo & € (0,&;), satisface spin > 0,
la condicién (2.15).

La Figura 2.5 (a) muestra las curva de Turing, de Hopf y de sillas-—nodo,
asi como un punto de prueba sobre la curva de Turing con el que se hicieron
los calculos, en la Figura 2.5 (b) se verifica la condicién de tangencia de la
pardbola det(4,) como funcién de s = |g|*> para el punto de prueba.

La Figura 2.6 muestra la curva s,,;, evaluada a lo largo de la curva de
Turing en el intervalo & € (0,&1), con & = 0.0101185, aproximadamente.
Hemos escogido un valor del pardmetro £ = 0.005 que corresponde a valores
de los pardametros (k, F)) = (0.0582216,0.0353687) y un valor de sy, =
0.0353687. En la misma figura se muestra otra representaciéon de la misma
curva. Estd pendiente por determinar la criticalidad de esta bifurcacién en
este punto, Mazin, por ejemplo, [7], cita a Rasmussen, quien a través de
ecuaciones de amplitud, muestra que la bifurcacién de Turing es subcritica
para o = 2 en la regién donde solo hay inestabilidad de Turing, y este mismo
autor establece numéricamente que la bifurcacién de Turing es supercritica
en o = 6 para k = 0.005 y un valor F' desconocido.

0.06



60 Capitulo 2. Inestabilidad de Turing

smin
smin 0.0504

0.05
0.045

0.04
0.040

0.03
0.035

0.02 0.030

0.01 0.025

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 ¢ 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Figura 2.6: La curva s,,;, como funcién del parametro £ y como funcién del pardame-
tro k, junto con el punto representativo en color gris.

2.3.2. Las condiciones de frontera

Para determinar completamente una solucién i(t,z), x € Q C R? de
la EDP de estado inhomogéneo (2.2), es necesario imponer condiciones de
frontera. Podemos establecer, por ejemplo, condiciones tipo Dirichlet a partir
del punto de equilibrio p+ de la EDO (2.3):

Ut x)|zeon =P, t>0. (2.24)

De la misma manera, si las condiciones de frontera de la EDP son tipo
Neumann, éstas son satisfechas por cualquier punto de equilibrio de la EDO.
Sin embargo, cuando se investiga la formacion de patrones generales, se pue-
de suponer que el dominio tiene extensién tan grande que las condiciones de
frontera influyan poco en la regién central donde se desarrollan los patrones,
inclusive se puede suponer que el domino es todo el plano.

Otra posibilidad, en caso de dominio grande, es la emergencia de patrones
periédicos o de patrones localizados.

Los patrones periédicos se obtienen con la inclusién de alguna reticula
particular en el dominio espacial. Dependiendo de los vectores generadores
de la reticula, las soluciones del sistema pueden derivar en patrones regulares
en forma de franjas, cuadrados o hexdagonos. La siguiente seccién ejemplifica
este caso.

Los patrones localizados consisten en una o mas regiones en algtiin estado
(caracterizado por las concentraciones de las sustancias), rodeadas por una
regién en un estado cualitativamente diferente. Ver por ejemplo, [5] y [12].

Una de las formas que aparezcan patrones localizados es que haya una
inestabilidad subcritica de Turing, ver [4]. Por ejemplo en el articulo recién

k
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citado, reportan inestabilidad de Turing subcritica, en el modelo de Gray-
Scott unidimensional con valores de pardmetros no siempre positivos, por
otro lado, en [7], comunican que cerca del punto de Bogdanov-Takens, la
bifurcaciéon de Turing es subcritica, sin embargo no reportan los valores de
los parametros donde ésto sucede. Es trabajo pendiente establecer los valores
de los parametros en donde la bifurcaciéon de Turing sea subcritica.

Las condiciones de frontera del sistema linealizado (2.6), Dirichlet o Neu-
mann, se obtienen de

W=1u—pg.

2.4. La reticula rectangular

El objetivo de esta seccién es mostrar el tipo de patrones de inestabilidad
que predice la teoria lineal.
Consideremos el sistema linealizado alrededor del punto de equilibrio
homogéneo (2.6),
Wy = DV*0 + A

y supongamos que se da una condicién de frontera Dirichlet o Neumann
homogénea en una regién cuadrada Q = [-L/2,L/2] x [-L/2,L/2].

Introduzcamos la reticula rectangular £, generada por las combinaciones
enteras de los vectores

€1 = Lél, €9 = Lég, (2.25)

y la reticula dual generada por

2 2
k1 = iéla ko = fﬂé% (2.26)

donde €1 y €5 son los vectores unitarios candnicos. Los generadores satisfacen
la condicién
€; kj = 27T5ij. (2.27)

Asociamos a un elemento de la reticula dual ji1ki + joko, con ji,jo € Z
la funcién base

Jik1 + jeko — wj j, = exp(i(jik1 + joko) - 1),

la cual es una funcién propia del Laplaciano con valor propio igual a, menos
la norma al cuadrado del vector de la reticula, es decir,

v2w]‘1jz = _’jlkl +j2k2‘2wj1j2‘
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Note que de la condicién (2.27) se sigue que
Wiy jo (a: +niep + ngeg) = Wi, jo (:L‘), Vx € RQ,
y para cualesquiera ni,ns € Z. En efecto, por ejemplo

exp(i(j1k1 + jakz) - (z + e1))
= exp(i(jik1 + jok2) - @) exp(i(j1k1 + jok2) - €1)
= exp(i(ji1k1 + jakz) - x) exp(2mj1)
= exp(i(jik1 + jok2) - 7).
Las combinaciones lineales de exponenciales wj, ;, con coeficientes com-
plejos que sean reales para z € R? forman un subespacio vectorial de L?(R?),

que ademds preservan la reticula £. A este subespacio lo denotamos por
L%(R?), es decir f € L%(R?), si

F@) =" zjy o expli(iihs + jaka) - @),
j17j2

es una serie que satisface

2 T
Y zpl? <00, 2z =T
J1,J2

Ahora consideramos para un valor dado s > 0, el subespacio de s de L. (R)?:

Vs = { Z 241,52 exp(i(jlkl +j2k2) . fI?) ’ Zj1,j2 = Z—j1,—jo2s } (2.28)
J1,Jj2
donde la suma finita esté restringida a los valores enteros j1, jo que satisfagan

la condicién
ik + joka| = s/, (2.29)

Con parametros (k, F,o) sobre la curva de Turing y s & S, entonces
los modos que satisfagan (2.29) serdn inestables en un entorno del estado
homogéneo y de los parametros. La forma de los patrones espaciales que
corresponde a estos modos inestable son las soluciones al sistema lineal,
dadas por

W= zj, 4 expli(jikr + joko) - 2)7, (2.30)

J1,J2

donde ¥ es un vector propio de A,, de acuerdo a (2.8) y la suma esta res-
tringida por la condicién (2.29). Tomando cada componente de w, se puede
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absorber el valor de la coordenada del valor propio en las constantes ar-
bitrarias, por lo que cualquiera de las concentraciones tendrd un patrén
emergente del tipo

w1

LY = 3 s explilinhs + o) o)

Ji.J2
Como ejemplo consideremos el valor de prueba considerado en la ultima
seccién
oo =3.5, (k,F)=(0.0582216,0.0353687),

con un valor de $,;, = 0.0353687. Sustituyendo (2.26) en (2.29) obtenemos
que el valor del contenedor debe satisfacer

2
fﬂ|jlé1 + jaéa| = st/2 = 0.188066,

Si consideramos que L es dado, entonces solo ciertos modos son posibles en
el mecanismo de inestabilidad. Por ejemplo, si L = 1, el cociente 5117{1271 /27
es menor que uno, y no es posible satisfacer la igualdad, asi que no se da la
inestabilidad de Turing. Tomando ahora L = 120, tenemos % = 0.0523599,

161 + joéa| 0.188066
(& e ~N =
JIELT 2 0523509

v los valores permitidos pueden ser

(j17j2) = {(470)7 (074)}7

como consecuencia los patrones de los modos inestables seran combinaciones
lineales de

exp( L (ae + iéa) ), (1) = {(4,0), (0,9},

es decir

exp(ii%élxl)), exp(ii%&cg).

En las siguientes figuras, supusimos condiciones de frontera tipo Diri-
chlet. La Figura 2.7 muestra la forma de los patrones presentes en el meca-
nismo de inestabilidad, para L = 300 y algunos valores de (ji, j2), conforme
crece el valor de [j1é1 + j1€é2], el valor de s se aleja del valor critico Spin,
donde las no-linealidades dejan sentir su efecto y la aproximacion lineal deja
de ser vélida y es necesario hacer un estudio débilmente no lineal, via una
ecuacién del tipo Ginzburg-Landau, ver por ejemplo [15].
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Figura 2.7: Patrones de inestabilidad de Turing (véase explicacién en el texto).

Finalmente, la Figura 2.8 muestra una secuencia de patrones dependien-
do de un pardmetro (la razén de amplitudes de los modos) de la superpo-
sicién de dos modos para el mismo valor de (ji,7j2) = (£3,+£1), (£1,+3).
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Figura 2.8: Secuencia de patrones de Turing dependientes de un pardmetro (cociente

de amplitudes)
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Capitulo 3

Inicio de conveccién en el
problema de
Rayleigh-Bénard

3.1. Introduccion

Consideramos fluido en contenedores paralelepipédicos de base cuadrada.
El fluido en reposo es calentado por debajo, el suministro de calor y la
consecuente expansion térmica tienen un efecto desestabilizante en el mismo;
el fluido de abajo se vuelve mas ligero que el de arriba y ambas partes tienden
a intercambiar lugar; sin embargo, hasta un valor critico de la temperatura,
la viscosidad del fluido inhibe el desplazamiento. El enfoque formal de este
escenario es conocido como el problema de convecciéon de Rayleigh-Bénard.

El desarrollo de patrones de fluido al inicio de la conveccién, ha sido am-
pliamente estudiado en contenedores paralelepipédicos de base rectangular,
sin embargo, el desarrollo de patrones en el caso de bases cuadradas aun
representa retos. Por ejemplo, Daniels y Jhugroo [4], identifican patrones al
inicio de inestabilidad, con el modelo de Swift—-Hohenberg, el cual, en es-
tado estacionario deviene en un problema unidimensional con condiciones
de frontera de no resbalamiento. Los trabajos tedricos que involucran mo-
vimiento en tres dimensiones inician con Davis [5], seguido de Catton [2] y
Edwards [7].

Davis [5], motivado por patrones de conveccién en forma de rollos obte-
nidos experimentalmente por Koschmieder (citado por [5]), estudia el inicio
de inestabilidad en la conveccién de Rayleigh—Bénard en contenedores pa-
ralelepipédicos con todas las paredes conductoras de calor. En su trabajo,
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Davis acuna el término rollo finito, para referirse a campos de velocidad
dependientes de las tres variables espaciales x, ¥y, z y con valor cero en uno
de sus componentes. Aunque este autor da cuenta que las combinaciones
de rollos 2-dimensionales generan patrones 3-dimensionales, en su trabajo
omite algunas configuraciones, tal como se detalla adelante.

Catton [2] estudia el mismo problema de Davis, pero con paredes late-
rales térmicamente aisladas. Tanto Catton como Davis usaron el método de
Galerkin, con funciones base que satisfacen sus condiciones de frontera y la
condicién de divergencia cero en el campo de velocidades. Catton también
supone rollos finitos en una sola direccion.

Edwards [7] retoma el problema resuelto por Catton, pero a diferencia
de éste, considera combinaciones lineales de = y y rollos (eje de simetria
perpendicular a x y y respectivamente), a las que llama rollos cruzados y
confirma rollos toroidales obtenidos experimentalmente por Stork y Miiller,
citado por [7]. Pallares et al. [16], [17], confirman también, patrén de bifur-
cacién toroidal e identifican nuevos patrones, en ambos trabajos consideran
paredes laterales adiab&ticas.

En una serie de articulos Puigjaner et al. [18], [19] [20] continuaron las
investigaciones previas, considerando ambos casos, paredes laterales con-
ductoras e isotérmicas. Ellos usan bases completas de funciones y realizan
analisis no lineal de bifurcaciones estacionarias.

Gelfgat [10], considerd contenedores paralelepipédicos de base rectangu-
lar, incluidas las cuadradas, y con condiciones de frontera mixtas en la parte
superior del contenedor. En su documento se describen algunos patrones de
velocidad y temperatura.

En el problema que aqui abordamos, los contenedores tienen paredes
laterales aisladas térmicamente, y las tapas, inferior y superior, son perfec-
tamente conductoras de calor. Usamos la aproximacion de Boussinesq para
desviaciones del estado estacionario, donde la velocidad es cero, y para este
valor de la velocidad, la temperatura y la presién varian respectivamente,
lineal y cuadraticamente con respecto a la variable z. Realizamos un anali-
sis lineal del inicio de inestabilidad al cambiar de un estado estacionario y
sin movimiento a uno convectivo. De acuerdo al principio de intercambio de
inestabilidad, [3, p.24], el sistema alcanza un estado de estabilidad neutral
cuando al menos uno de los eigenvalores de la aproximacién lineal se hace
cero. El primer eigenvalor de valor real que se hace cero cuando el niimero
de Rayleigh se incrementa define el nimero critico de Rayleigh.

Calculamos, mediante el método de Galerkin, nimeros critico de Ray-
leigh para un amplio rango de valores de la longitud del lado de la base
cuadrada L, y para cada uno de los ocho bloques correspondientes a alguna
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simetria del problema, mostramos resultados en forma numérica y con cur-
vas Ra vs. L. Para probar la precision de nuestros calculos, comparamos,
valores criticos con diferentes niimeros de funciones base y diferentes niime-
ros de iteraciones. Los valores de L, para los cuales calculamos el niimero
critico de Rayleigh Ra., varian de 1/12 a 6, de 3/100 a 1/10 y de 10 a 20.
En el caso de valores pequenos de L, nuestros calculos estan justificados por
un andalisis asintético, mientras que en el caso L > 10 los resultados son
consistentes con el nimero critico de Rayleigh para una lamina infinita de
fluido con las mismas condiciones de frontera en las paredes horizontales.
Nuestros resultados se comparan bien con los de otros autores.

Por otro lado, determinamos que para valores L < 1 se cumple la relacion
RaL* = a + bL?, con valores constantes a y b. Este tipo de relacién fué
determinado por Funakoshi [9] en el caso de paredes conductoras de calor. En
el caso que nos ocupa, paredes aisladas térmicamente, hasta donde sabemos,
no se tiene evidencia de haber sido analizado previamente.

La interseccién de curvas Ra vs. L distingue valores particulares e inter-
valos de L donde los valores criticos de Rayleigh estdn asociados a bloques
con su correspondiente simetria. De tal manera que cuando el nimero de
Rayleigh se incrementa queda determinado el patrén dominante de movi-
miento del fluido para cada intervalo de L. En los puntos en donde més de
dos curvas se intersectan, es necesaria mas investigacion para determinar la
seleccién de patrones de movimiento, debido a que se incrementa la multipli-
cidad de los eigenvalores del problema lineal. Presentamos algunos valores
de L de cruce de curvas para futuras referencias.

Nuestros resultados nos permiten determinar la forma en que los patro-
nes de flujo varian con respecto a L. Mostramos la evolucién de los patrones
a lo largo de las curvas Ra(L), en las dos formas posibles: una con una si-
metria particular y la otra con la curva envolvente de cuatro de las ocho
simetrias del problema. En la parte final de este documento, mostramos un
diagrama simple de la evoluciéon de patrones para valores crecientes de L.

Las secciones siguientes estan organizadas como sigue: en la seccién 3.2
establecemos las ecuaciones y las condiciones de frontera para las variables
de desviacion del estado estacionario sin movimiento; en la seccién 3.3 descri-
bimos las funciones base para la aproximacion de Galerkin y las agrupamos
usando paridades de funciones unidimensionales, también, reformulamos el
problema de encontrar el valor critico de Rayleigh como un problema de
eigenvalores: en la secciéon 3.4 validamos nuestros resultados numéricos; en
la seccién 3.5 presentamos resultados numéricos y finalmente en la secciones
3.6 y 3.7 realizamos un anélisis asintético y presentamos una discusién.
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3.2. La formulacién de problema

Consideramos fluido calentado por debajo, en un contenedor paralele-
pipédico de longitudes adimensionales

L L
e=l-33

con altura d y con paredes horizontales que mantienen la temperatura y
verticales adiabdaticas. Las temperaturas para las paredes superior e inferior
son Tooiq v Thot- El fluido tiene gradiente de temperatura AT = Tho —
Teota > 0, y variables adimensionales de posicién (z,y, z), velocidad @ =
(u,v,w), temperatura @, tiempo ¢ y presién p. Las escalas caracteristicas de
las variables recién enunciadas son respectivamente: d, aRa'/?/d, AT, d? /o
y pouaRal/ 2/d?. Donde B, v y a son los coeficientes de expansién térmica,
viscosidad cinematica y difusién térmica; g es la aceleracién de la gravedad
y Ra = BATgd?/av es el nimero de Rayleigh.

La ecuacién de estado p = po(1 — B[T — Tp)), relaciona linealmente la
densidad con la temperatura, donde Ty = (Thot + Teo1q)/2. Los perfiles es-
tacionarios de temperatura y velocidad estdn dados respectivamente por
Ts(z) = =ATz+ Ty y s = 0, las desviaciones de los perfiles estacionarios
son: 0 = (T'—Ts)/AT y 4. Las ecuaciones de la aproximacién de Boussinesq
para las desviaciones de la velocidad y temperatura son:

V-@=0, (3.1)
-1 9 —1
Pr i = Ra'?0e5 — Vp+ V2i@ — Ra'?Pr(i - V)i,
(3.2)
gte = Ra'/?@ - &5+ V20 — Ra'/*(@ - V)0, (3.3)

donde Pr = v/a is el ntimero de Prandtl, V2ii = (VZu, Vv, V2w) y é3 =
(0,0,1).

Las condiciones de frontera se definen a partir de suponer que el flui-
do no resbala en las paredes del contenedor, que las paredes laterales son
adiabaticas y que las paredes horizontales, superior e inferior, son perfec-
tamente conductoras de calor. En consecuencia las condiciones de frontera
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que completan las ecuaciones dadas arriba, son:

00 L
0= — — = :l:—
U B 0, encz x
0 L

U= gy = 0, en y = ZI:E, (34)

3.3. Aproximacion lineal

Si eliminamos los términos no lineales de (3.2-3.3) tenemos:

2(V)() () e

donde le operador lineal £ estd definido por

£<Z>zv2(g>+Ra1/2J(g>, (3.6)

J =

y J es la matriz

o O O O
o O O O
= o o O
O = O O

Los estados estacionarios cumplen

(5)(9) - (5 e
V-di = 0. (3.9)

y las condiciones de frontera (3.4).

La aproximacién numérica del sistema (3.8), (3.9) se basa en la formula-
cién débil del problema. En primer lugar, se proponen, espacios adecuados
D, y Dy, formados por funciones de prueba vectoriales y escalares, como
sigue

D, ={ve C>®(Q) |supp ¥ C 2,V -7 =0 en Q}, (3.10)

Do ={p € C®() | =0 en una vecindad de I'1}, (3.11)

definimos V (resp. W) como la cerradura de D, (resp. Do) en H* (), y

E:{(?)\FLGV,GEW}. (3.12)
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Definicién 1. Decimos que (i,0)T € E es una solucion débil de (3.8) si

/ [Vﬁ- Vi+Vo -V — Ra1/2(9v3 + uszp)
Q B (3.13)
+ Ra'?Pr((@- V)@, @) + Ra'/?((@- V)0,7))| dV =0,

para toda (7,)T € E.

Morimoto [15], probé la existencia y unicidad de las soluciones débiles
estacionarias de las ecuaciones de Boussinesq, bajo la hipdtesis de una fron-
tera 9Q de clase C?, de un dominio acotado 2, y bajo la condicién que
0Q =T1UTly, I'1 NIy = ), medida (I';) # 0 y la interseccién 'y N T es una
curva C1. Ver también Gil [11].

El método de Galerkin aproxima las soluciones del sistema (3.8) por me-
dio de (ﬁappm,eappm)T = ZlN:tj’t a;F, donde las funciones F, = (X1, 1) T
satisfacen las condiciones de frontera (3.4) y los campos vectoriales Y; son
solenoidales. Se buscan coeficientes a;que satisfagan el sistema de Ny ecua-

ciones
— NtOt — —
<R ( E alFl> ,Fn> =0, n=1,2,.., N, (3.14)

donde Ny es el nimero total de funciones base y B(-) = £(-) — (Vp,0)7 es
el residual del sistema (3.8).
La eleccion de las funciones base
F = < Xn > (3.15)
bn

es como sigue: dado que la base del campo de velocidades debe satisfacer
V - Xn = 0, existe A, tal que X, = V X A, donde A, = 7,61 — ©nés + pés
para algunos potenciales escalares 7,, @, v ¥,. Sin embargo, de acuerdo
a Puigjaner et al. [18] podemos expresar el campo vectorial que satisfa-
ce las condiciones de frontera (3.4) como sumas de campos vectoriales 2-
dimensionales (z—rollos y y-rollos) los cuales dependen de las tres variables
espaciales x, 9, z. Por lo tanto, en lo que respecta a la completez, es suficiente
buscar solo dos potenciales escalares para la velocidad ¢ y 7, y uno para la
temperatura ¢ tal que

(1)
5 on I
(5 i £ |
"7\ én ~ g0 — By Y |
an F7§4)
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El costo numérico de no incluir el potencial escalar ¢, ha sido evaluado en
[19]. Los autores notaron una diferencia significativa en calculo en anélisis no
lineal, no asi en el andlisis lineal, particularmente en la prediccién numérica
del nimero critico de Rayleigh en el contenedor cubico, para n, = n, =
n, =1.

Los niimeros de Rayleigh criticos que obtuvimos, son del orden de O(103)
y O(10%) tanto como para el cubo como para contenedores oblatos, depen-
diendo de la paridad de las funciones. Para el caso prolato el orden se incre-
menta exponencialmente cuando la base se hace pequena. En este caso, para
obtener resultados confiables, modificamos el niimero de funciones base en
la direccién z. Esto se explica con detalle en seccién 3.5.

De acuerdo con la discusién previa, usamos una base completa de fun-
ciones escalares dependientes de (z,y, z) como sigue,

on(T,Y,2) = wi(2)j(y)pr(2),
(2, y, 2) = 7i(2) 7 (y) TR (2), (3.17)
on(,y, 2) = ¢i(2)d; (y)dr(2);

donde el conjunto de indices i, j, k puede relacionarse biunivocamente con
n, ver seccién 3.3.2.

Construiremos las funciones (3.17) usando las funciones base de Puigja-
ner et al. [18]:

cos((2k — 1)mz)

() = 0

sin(2knz),
R cos(2(k — 1)mz)
hi(z) = 0

sin((2k — 1)72), (3.18)

cosh(A,#) _ cos( A, )

. cosh(Ay/2) cos(A/2)
fu(@) = o
sinh(fix2) sin(fig )

Sh(/2)  Sin(ue/2)?

para & € [—1/2,1/2], k = 1,2,..., y donde Mk, fu son respectivamente, las
raices positivas de:

tanh(\y/2) + tan(\y/2) =0 y tanh(fiz/2) — tan(fix/2) = 0.



76 Capitulo 3. Inicio de conveccion en el problema de Rayleigh-Bénard

Estas familias son soluciones de los problemas de Sturm—Liouville:
g"(z) = agz9(x) con ¢g(£1/2)=0 y a,<0
h"(x) = aph(z) con K (£1/2)=0 y a,<0
fV(x)=asf(x) con f(£1/2)=f"(£1/2)=0 y ar>0 (3.19)
donde ag4,ap y ay son valores constantes. Las familias fj son conocidas en

la literatura como beam—functions o funciones de Chandrasekhar.
Reescalando para x € [—L/2, L/2] definimos:

o (2 i (E _ (5.
9k(x) = Gk <f> ;o hi(x) = he (L) o Je(@) = i <L) ; (3.20)
los pardmetros A y pg, de las funciones base fi(x) se obtienen con las
relaciones )
Por ejemplo, para las funciones de Chandrasekhar pares:
cosh(A\xx) cos(Apx)
fr(z) = - :
cosh(LA;/2)  cos(LAk/2)

Con este reescalamiento las funciones base (3.16) son:

fi@)gi() fi(2)
5o gi(@) () fi(2) :
F, = . ; 3.22
@)W fl) - 02 £ ) 522
hi(x)hj@)gk(z)
notese que no es necesario reescalar en las funciones dependientes de z.

Como en trabajos precedentes es conveniente descomponer las funciones
base en x—rollos, y—rollos y el vector de temperatura:

Fi(@)gs ) L)

s 0 X

B2 pwewhie) | (3.23)
0
0 A

o | s@nwie

Y= Lo | (3.24)
0
0

s 0

7 0 | (3.25)

o)y ()i (2)
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3.3.1. La eleccién de paridades de las funciones base

Siguiendo a Puigjaner[18] agrupamos las funciones base de acuerdo a la
paridad con respecto a las variables x,y, z, donde e denota funcién par y
o funcién impar, ver Tabla 3.1. Por ejemplo ooe significa: funciones base
impares en las variables x y y, y pares con respecto a la variable z. Usamos
también e’ y o' que significan las derivadas de funciones pares e impares
respectivamente. Note que las paridades de la temperatura F7§4) son iguales
a las de la velocidad vertical Fqgg). Asi las paridades de los componentes
horizontales de la velocidad quedan determinadas, via la velocidad vertical,
por las de la temperatura, dando un total de ocho bloques.

Tabla 3.1: La elecciéon de paridades de las funciones base de 3.22. Ver explicacién
en texto.

Bloque FS) F7§2) Fqgg) F7§4)
1 eee’ | ooe! | —e'ee —oo'e | oee
2 eoe’ | oee! | —e'oe — oe'e | ooe
3 oee’ | eoe! | —o'ee —ed'e | eee
4 ooe’ | eee’ | —o'oe —ec'e | eoe
5 eed | ooo | —e'eo — 00’0 | oeo
6 eoo’ | oed | —e'oo — o0e'o | ooo
7 oeo’ | eod | —o'eo —eod'o | eeo
8 000’ | eed’ | —0'oo —ee'o | eoo

3.3.2. El problema de valor propio

En esta seccién replanteamos el sistema (3.14) como un problema de
valor propio. Dado que el campo de velocidades definido por las funciones
base es solenoidal y los gradientes de los campos vectoriales son ortogonales
con respecto al producto interior Lo (§2), la ecuacion residual (3.14) se puede
escribir como:

Niot
<£ (Z alF}> ﬁn> =0, forn=1,2,..., Ny (3.26)
=1

Aplicando linealidad

Niot
25 B 1/2 2 _ .
; a KV B, Fn> + Ra <JF,, Fn>] 0, (3.27)
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o equivalentemente, donde indices repetidos denotan suma
Mppa; =0, n=1,2,..., Ny, (3.28)

donde
M, = <V2F‘l,ﬁn> + Ral/? <Jﬁl, ﬁn> , (3.29)

para I,n € {1,2,..Ny}. Note que debido a las condiciones de no resba-
lamiento en las fronteras la matriz M, es simétrica, por lo que podemos
escribir (3.28) como M,;a; = 0 o, en forma matricial

M(Ra)d = 0, (3.30)

donde se muestra explicitamente la dependencia de la matriz M del niimero
de Rayleigh y @ es el vector con entradas aj.
A continuacién agrupamos las funciones base de acuerdo a su paridad

{Fy, o, Fap 3o A Faprg1s oo Fonr boos {Foapri1, -, Faarr}s (3.31)

donde M’ es el niimero de funciones base en cada bloque. Siguiendo a Puig-
janer [18], denotamos nb(l) el nimero de bloque de indice I, de acuerdo a
esta forma de agrupar tenemos, por ejemplo nb(l) = 1 para |l = 1,..., M’,
nb(l) =2 paral= M +1,...,2M', etc.

Con esta agrupacién la matriz M se descompone en una matriz diagonal
de 8 x 8 bloques, cada bloque de dimension M’ x M’, esto ultimo se sigue
del siguiente lema:

Lema 1. Si My, denota la matriz (3.29), y nb(l) es el nimero de bloque de
indice 1, entonces My, = 0 si nb(l) # nb(n), para n,l =1,2,...,8.

Demostracion. Los productos interiores de la ecuacién (3.29) se obtienen
integrando, con respecto a x, y o z, sobre un intervalo simétrico productos

de la forma Gg)FZ(i) con i = 1,2,3 o0 4, y donde la funcién escalar Gg) es

alguno de los componentes de Vsz(Li) ode J FT(Li), en cualquier caso, ambas
transformaciones conservan las paridades de Fr(f), con que de acuerdo a la
Tabla de paridades 3.1 y suponiendo nb(l) # nb(n), estas integrales involu-
cran la integracién de una funcién impar sobre un dominio simétrico, lo cual
da cero. O

Adicionalmente, descomponemos cada bloque de (3.31) en funciones base
de la forma z—rollos, y—rollos y vectores de temperatura:

(FE, B}, AFY o FinY vy {Fovigr, - Find, (3.32)
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donde 3N = M’. Por ejemplo, si i = 1,2,...n,, j = 1,2,...ny, k =
1,2,...n, entonces N = ngynyn, y M’ = 3nynyn.. Mientras que

n=G—1nn,+(j—n, +k, (3.33)

es la relacién entre los indices {3, j, k} y n.
Usando el lema 1, cada subsistema de (3.30) queda

Ags Ay, Ra'?By a 0
Ay Ay, Ra'?By a |={0|, (3.34)
Ra'?By, Ra'/?By, Apo a? 0
donde
d (PR}, v B ()] o
n’ n’
con o, =uz,y00.
El problema (3.34) resulta en el problema de valor propio
ABTClBe— 1 ¢ (3.36)
Ra”’ ’

Are Az S ar
AZ(AW; Ay>,B:(BQ$,BQy),C:A99,C:<&,y>, (337)

@@ = —Ra‘?C'Bé

Dado que buscamos el menor valor Ra tal que se satisfaga (3.36), el
primer valor critico del nimero de Rayleigh Ra. se obtiene a través del
valor propio maximo Ay,q, con

1

)\max

Ra. =

Dado que las funciones base pueden elegirse con paridades de cada uno de
los ocho bloques, el problema de valor propio (3.36) debe resolverse para
cada bloque.
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3.4. Validacion del método numeérico

Para calcular A~! en la ecuacién (3.36), descompusimos a la matriz A
recursivamente en cuatro matrices, llegado a su fin el proceso recursivo,
calculamos la inversa de las matrices mas pequenas usando la factorizacién
QR con rotaciones de Householder, esto tltimo evité los inconvenientes del
mal condicionamiento de A debido a valores grandes de L.

Para probar nuestro método numérico wusamos valores L =
3.5,3.6,...,5.5 y funciones del bloque 1, ademas varias combinaciones de
funciones base en las direcciones horizontales con n, = n, y n, en la direc-
cién vertical. Consideramos también, diferentes niimeros de iteraciones n;e;
en el método de potencia, para calcular el valor propio dominante \,,.., en
algunos casos el niimero de iteraciones fue alto.

Clasificamos las estrategias en la presicion de nuestros cdlculos con eti-
quetas: Muy baja, Baja, Media y Alta, dependiendo del valor del nimero
de funciones base n,,ny,n. y del nimero de iteraciones en el método de
potencia. El valor de los parametros en el caso de la estrategia Muy ba-
ja fueron: n, = ny = n, = 7, nier = 100; en el caso de estrategia Baja:
Ng = Ny = Nz = T, Niter = 100,...,4000 para valores crecientes de L; en
el caso de estrategia Media: n, = ny, = n, = 10, nj., = 100,...,4000 pa-
ra valores crecientes de L y en el caso de estrategia Alta: n, = n, = 32,
n, =8, ..., ng = ny = 36, n; =7, njter = 100,...,4000. Para valores
L =0.1,...,6.6, fué suficiente el niimero de iteraciones n;, = 4000. Pa-
ra los valores L mas grandes y més pequenos reportados en este trabajo,
incrementamos el nimero de iteraciones y de funciones base. Como prueba
adicional calculamos separadamente los ntimeros de Rayleigh de los bloques
1y 4y delos bloques 5 y 8, los cuales deben ser los mismos por simetria. Los
resultados de nuestras pruebas se muestran graficamente en la Figura 3.1.
La Figura 3.2 muestra los resultados de la prueba para el bloque de parida-
des 3, para diferentes valores de L y con las estrategias de presicién Alta y
Media, una estimacién del error relativo entre éstas es del orden de 10™%. La
Tabla 3.4 muestra el nimero de funciones base y el nimero de iteraciones
usados en el calculo de los nimeros de Rayleigh criticos reportados en Ta-
bla 3.3, en donde usamos estrategia Alta. Para los gréaficos de la seccién de
resultados, debido a que incluyen un gran ntmero de valores de L, usamos
la estrategia Media.
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Ra
1840

1820

— High
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1800
— Low

— Very low

1780

I L L L L I L L L L I L L L L

4.0 4.5 5.0 55

Figura 3.1: Resultados gréaficos del nimero critico de Rayleigh usando diferentes
estrategias numéricas, (ver explicacién en la Seccién 3.4) para el bloque de paridades
1.

1920

1918

— High

1916

— Medium

1914

Figura 3.2: Resultados graficos de los nimeros criticos de Rayleigh usando estrate-
gias Alta y Media, (ver explicacién en la Seccién 3.4) para el bloque de paridades
3 y para diferentes valores de L que en la Figura 3.1. Note la no-monotonia.

3.5. Resultados

Para cada bloque de paridades, los ntimeros criticos de Rayleigh, estdn
reportados en la Tabla 3.3. Los valores criticos para los bloques 1 y 4 son los
mismos debido a la simetria del problema, lo mismo pasa para los bloque 5
y 8, sin embargo para validar nuestros resultados los calculamos de manera
independiente. El niimero de funciones base que usamos en cada bloque fue
3ngnyn., por ejemplo n, = ny = n, = 20 da 24000 funciones base. Ver
Tabla 3.2, para una descripciéon detallada acerca del nimero de funciones
base usadas. La eleccién de los ntimeros ng;, ny, n, fue hecha para evitar
discrepancias entre los valores de Ra. de los bloques simétricos 1, 4 y 5, 8.
También en la Tabla 3.2 reportamos el nimero de iteraciones usadas en el
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método de potencia.

Tabla 3.2: Valores numéricos de los parametros usados en céalculos. La primer co-
lumna es para la longitud de la base L, la segunda para el nimero de iteraciones en
el método de potencias para los bloques 1-4 y 5-8, respectivamente separadas por
una coma, tercera, cuarta y quinta columna son para indicar el nimero de funciones
base en las direcciones z,y y z respectivamente.

L Niter Ng | Ny Uz
6 4000, 8000 | 36 | 36 | 7
) 4000, 8000 | 34 | 34 | 7
4 1000, 4000 | 32 | 32 | 8
3 400, 4000 | 30 | 30 | 9
2 400 201 20| 20
1 100 201 20| 20
1/2 100 20 | 20 | 20
1/4 400 14 | 14 | 40
1/6 400 14 | 14 | 40
1/8 400 10 | 10 | 80
1/10 400 9 | 9 | 100
1/12 | 1000 9 [ 9 | 100

Los ntimeros criticos de Rayleigh que reportamos en la Tabla 3.3, se
comparan bien con los resultados de otros autores. Unos de los prime-
ros resultados, calculados por Catton [2], fueron obtenidos para valores
L =1/8,1/4,1/2,1,2,3,4,6, las diferencias mas grandes con nuestros re-
sultados, fueron para los valores L = 2, 3,4 con una diferencia relativa por-
centual de 8.5,5.5,4.5, respectivamente. En su trabajo Catton supone solo
movimiento en forma de rollos 2D, pero en el caso de las simetrias de los
bloques 1-4 y 5-8, por ejemplo, en el intervalo (0,1.58449) cualquier com-
binacion lineal de rollos es posible de acuerdo a la Tabla 3.9. Méas atn los
rollos que calculamos, combinaciones lineales de las funciones base, son ro-
llos tridimensionales, ver por ejemplo figura 3.11. Este resultado es acorde
a lo establecido Davies y Jones (citado por Edwards [7]), quienes demues-
tran que los rollos dos dimensionales no pueden ser solucién a la conveccién
tridimensional de Rayleigh-Bénard.

Edwards reporta nimeros criticos de Rayleigh para L = {2,4,6,12} (ver
Tabla 3.7), en sus soluciones hay combinaciones lineales de x y y-rollos, a
las que llama rollos cruzados, sus valores son menores o iguales a los re-
portados por Catton. La mayor diferencia de nuestros resultados con los de
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Tabla 3.3: Numeros de Rayleigh criticos Ra., obtenidos en el presente trabajo, para
diferentes longitudes de la base cuadrada L y para bloques 1-8 (ver informacién
complementaria Tabla 3.4). Para las parejas de bloques 1 y 4, y 5 y 8 se obtuvo el
mismo valor por simetria, aunque fueron calculados de manera independiente para
revisar consistencia en resultados numéricos. El nimero de funciones a lo largo de
la direccién z es diferente del nimero a lo largo de las direcciones x y y como se
muestra en la Tabla 3.2. Se destaca en negritas el valor minimo de Ra. para cada
L.

L/nb ly4 2 3

6 1756.33 1754.58 1759.24
5 1777.27 1783.56 1779.30
4 1829.14 1812.92 1815.00
3 1894.80 1983.10 1919.14
2 2454.22 2616.64 2084.89
1 3388.58 5900.60 7456.24
Z 17085.02 47361.85 77769.86
7 | 200307.88 | 636184.23 | 1124580.63
¢ | 958540.79 | 3121016.37 | 5592399.77
5 | 2971362.50 | 9757932.48 | 17567042.39
g | 7190279.64 | 23705400.82 | 42768590.22
15 | 14838646.36 | 49024076.24 | 88550854.85

Edwards es de 1%. Para el valor particular de L = 2, los rollos cruzados
de Edwards coinciden con el resultado experimental de Stork y Miiller (ci-
tado en Edwards[7]). Argumentamos que la mayor diferencia de nuestros
resultados y los de Edwards y Catton se deben a varias razones: Edwards
calcula valores criticos de Rayleigh sin considerar los modos impares en z,
usa las mismas funciones base de Catton, las cuales no incluyen funciones
en la temperatura con simetria ooe, las correspondientes al bloque 2 de la
Tabla 3.1. También en las funciones base con simetria oee ellos no inclu-
yen especificamente la funcién constante, y aunque su conjunto de funciones
base sigue siendo completo, es necesario un gran nimero de funciones base
para tener buenas aproximaciones.

Mizushima y Nakamura [14], reportan valores mostrados en las Tablas
3.5 y 3.7, para sus calculos usaron el método de Galerkin y paquetes de
resolucién numérica con doble o cuadruple presiciéon. Ellos muestran que a
pesar de que los patrones criticos son similares a rollos finitos, éstos tienen
valores diferentes de cero en la componente de la velocidad de direccién
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Tabla 3.4: (cont.) Valores Ra,. para diferentes longitudes de base cuadrada L. Los
valores obtenidos en los bloques 5 y 8 son los mismos debido a simetria, aunque
fueron calculados de manera independiente para revisar consistencia en resultados.

L/nb 5y 8 6 7

6 17768.15 17767.96 17770.05
5 17845.27 17839.48 1784250
1 17983.32 17989.91 17968.61
3 18270.99 18300.30 18296.62
2 18949.61 19215.26 10547.46
1 27483.49 29594.43 24720.25
! 14216.46 85386.95 | 112091.55
71726457335 | 747063.86 | 1234326.34
111087967.91 | 3353991.33 | 5827197.24
1] 319196596 | 10161202.24 | 17976070.29
L 7527779.08 | 24326976.04 | 43400907.42
L 15318662.48 | 49911810.86 | 89455375.06

Tabla 3.5: Comparacién de valores del nimero critico de Rayleigh en contenedor
ctibico (L =1).

Bloque 1 | Bloque 2 | Bloque 3
Mizushima y Nakamura[l4] | 3388.5
Puigjaner et al.[19] 3389 5903 7458
Torres et al. [22] 3388.527 | 5900.449 | 7456.149
Presente trabajo 3388.58 | 5900.60 | 7456.24

transversal de los ejes de simetria del patrén de movimiento, por lo que los
rollos son realmente 3-dimensionales. Esto es consistente con los resultados
de Davies y Jones (citado en [14]).

Para el contenedor cubico (L = 1), la Tabla 3.5 muestra los resultados
para el nimero critico de Rayleigh en diferentes modos.

En el caso L < 1, comparamos los valores criticos de Rayleigh del presen-
te trabajo con los obtenidos por Catton; ver Tabla 3.6. Puigjaner y Ramos
y de la Cruz [21] también analizaron el caso L = 1/2.

Ramos y de la Cruz [21], analizan el caso en que el contenedor es un para-
lelepipedo delgado de razén altura-base, 2:1, con paredes laterales adiabati-
cas. Ellos usan el método de diferencias finitas y obtienen Ra. = 1.6 x 10%.
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Tabla 3.6: Comparacién de resultados del presente trabajo con los de Catton, para
L < 1y Bloque 1. Para L = 1/2 usamos, 100 iteraciones y n, = n, = n, = 20
funciones base, para L = 1/4: 400 iteraciones, n, = n, = 14 y n, = 40 funciones
base, para L = 1/8: 400 iteraciones, n, = n, = 10 y n. = 80 funciones base.

L | Catton [2] | Presente trabajo
1/2 17 307 17 085.02
1/4 | 203 163 200 307.88
1/8 | 3011718 297136.5

Tabla 3.7: Comparacién de valores del niimero critico de Rayleigh para contenedores
con L > 1, los espacios en blanco no fueron reportados

L | Edwards[7] | Mizushima y Nakamura[l4] | Presente Trabajo
2 2107 2084.89
4 1827 1812.92
) 1777 1777.27
6 1765 1754.58
12 1729 1719.05

Puigjaner et al. [18] (p. 29, Fig. 14) reportan graficamente valores de
Ra, versus la longitud de contenedores paralelepipédicos, para los bloques
1 a 4. Como casos particulares estdn las bases cuadradas de longitud 1/2,
1 y 2. También se muestra que Ra. pertenece al tercer bloque de paridades
para una base cuadrada de longitud 2. Nuestros resultados son consistentes
con los de estos autores.

La Figura 3.3 muestra Ra. para cada bloque de paridades, el conjunto
de datos interpolados es:

L=1{01,02,0.3,....,6.2} U{1/12,1/8,1/6,1/4},

Las Figuras 3.3-3.9 fueron calculadas usando precisién media. Las figuras
de la Seccién 3.7, fueron obtenidas con una precision baja, dado que son
computacionalmente costosas.
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— Block 3
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— Block 7
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Figura 3.3: Grafica del nimero critico Ra versus L para todos los bloques. Los
modos de la temperatura impares en z estan en las curvas superiores, los impares
en las curvas inferiores. Para valores fijos de L el valor critico de Rayleigh Ra. es el
minimo de las valores criticos de todos los bloques. La Figura 3.4 muestra, en escala
logaritmica, valores criticos de Rayleigh para valores pequenios de L. Las Figuras
3.5 y 3.6 muestran detalles de los modos de la temperatura pares e impares de z.

Log(Ra)

18

16 — Blocks 1 and 4
— Block 2

14
— Block 3

12 — Blocks 5 and 8
— Block 6

10 — Block 7

8

0.0 0.5 1.0 15 L

Figura 3.4: Detalles de la Figura 3.3 en escala logaritmica log(Ra) versus valores
pequenos de L, para todos los bloques.
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Figura 3.5: Detalles de la Figura 3.3 para los modos pares en z, bloques 1, 2, 3 y 4.
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Figura 3.6: Detalles de la Figura 3.3 para los modos impares en z, bloques 5, 6, 7
y 8.
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Ra Ra
17960
17940 17860
17920 17840}
17900
17880 178201
17 860 17800
5.0 52 54 5.6 L
Ra Ra
17790 17760
17755
17780
17750
17770
17745
L L L L L L L

5.7 5.8 5.9 6.0 6.1 6.2

Figura 3.7: Detalles de la Figura 3.3 para los modos impares en z, bloques 5, 6, 7
v 8, para valores mas grandes de L. Mismo cédigo de colores.
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3.6. Analisis asintético para L

En esta seccion realizamos un anélisis asintético del nimero critico de
Rayleigh para valores de L relativamente pequenos, {3/100,4/100,..1/10},
y relativamente grandes {10, 11,..20}. Nuestros resultados numéricos en el
caso L < 1 son consistentes con un proceso limite mostrado aqui. Para
L > 1, obtuvimos un valor numérico cercano al obtenido por Chandrasekhar
[3] en su ldmina infinita de fluido.

3.6.1. Elcaso L —0

Para el caso de paredes conductoras Funakoshi [9] realiza un analisis
asintotico para L < 1, nosotros presentamos un procedimiento simplificado
para el caso de paredes térmicamente aisladas, tal procedimiento esta basa-
do en hacer explicita la dependencia de L en el problema de valor propio.
Veamos:

En el Lema (2) del apéndice, demostramos que las matrices Ang y Bag,
definidas en (3.35), tienen la forma:

Agy = Aoga + L* Aggy + L7 Azaq,
Ayy = Aoyy + L2A2yy + L72A3yy7
Agy = Aoay + L% Asyy,

By, = LBiga,

By, = LBy,

Agg = Aogg + L* Az,

(3.38)

donde Ajzy, Aizy, Aiyy, Aisg, Biox ¥ Bigy, con i = 0,2,3, son matrices
numéricas que solo dependen de las funciones base del cubo unitario (3.18).
Reacomodando el problema de valor propio (3.36) tenemos

1
B'C™'Bi= —-Ad 3.39
i= LAz (3.39)
mientras que de la ecuacién (3.37) y de (3.38) tenemos

_ -1
BTC7'B = L*(Bigs, Bioy)" (Aogo + L*A2gg) ™ (Bigs, Buoy) ,

1 < L2A0xx + L4A2xm + A3xz LQAOxy + A3xy )

A= — T
L? (LQAO:Ey + A3fry) LQAOyy + L4A2yy + A3yy

Sustituyendo estas dos ultimas ecuaciones en (3.39) obtenemos el factor
1
RalL*"
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Haciendo L — 0 en el problema de valor propio (3.39), y suponiendo que
L*Ra — Kk, obtenemos

—1
Azze  As T 4—1 I
(AsTiz Asiz ) (Bigzs Bioy)” Aggy (wa,Bwy)a:;a- (3.40)

Resolviendo este iltimo problema con paridades del bloque 1 y usando n, =
ny, = n, = 5 funciones base, obtuvimos x = 708.01723.

Por otro lado, resolvimos numéricamente el problema de valor propio
(3.36) para cada uno de los valores L = {0.03,0.04,...,0.1} y encontramos
la relacién RaL* = a + bL?, ver Figura 3.8. En el limite L — 0, obtuvimos
el valor constante RaL* = 707.97, el cual es acorde con el valor x obtenido
previamente.

RalL*

718
716
714l — Ral4=707.97+1104.99 L2

712

710 -

Figura 3.8: Relacién numérica entre L — RaL*, bloque 1. Aqui se muestra un ajuste
de datos de minimos cuadrados

Hacemos la observaciéon que en el problema de paredes conductoras
que resolvié Funakoshi [9], el autor obtuvo de manera analitica el va-
lor Ry = 257* como la solucién del problema bi-arménico de valor pro-
pio A%y = R(]u}o, con condiciones de frontera en el cuadrado unitario
wo = % =0, el caso clamped boundary conditions de Brenner et al. [1]. Por
otro lado, para nuestras condiciones de frontera (paredes laterales adiabati-
cas) el andlisis asint6tico nos da un sistema de ecuaciones arménicas acopla-

das en la velocidad vertical y la temperatura, las cuales no son separables.

3.6.2. El caso L — o©

La Figura 3.9 muestra nuestros resultados numéricos para L =
10,11,...20, para los bloques 1 a 4, muestra también la curva que ajus-
ta datos: Ra = 1707.70 + ﬁ1677.47. En el caso en que L — oo obtenemos
Ra — 1707.70.
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El nimero de iteraciones en el método de potencia, el cual fué nece-
sario ajustar para evitar discrepancias en Ra en los bloques 1 y 4, varia
aproximadamente de forma lineal con L.

Ra
1725 —_ Ra=1707.7O+L1—21677.47
1720 o Blocks 1 and 4
> Block 2
1715
o Block 3

1710 -

= L

L L L
10 15 20 25

Figura 3.9: Valores de Ra para L = 10,11,...,20 y para bloques 1 — 4, 2 y 3.
La curva de minimos cuadrados fue obtenida con el promedio de valores de cada
bloque, las desviaciones estdndar promedio son 0.056,0.055 y 0.04 respectivamente.

La curva Ra. vs. L de la Figura 3.9, permite dar una buena aproxima-
cién, del nimero critico de Rayleigh, Ra. = 1707.762, calculado por Chan-
drasekhar [3, p. 43], en el problema de inestabilidad de la ldmina infinita de
fluido.

3.7. Discusion

Como es evidente de la Figura (3.3) El nimero minimo de Rayleigh en
cada uno de los bloques tiende a agruparse en una de dos clases, de acuerdo
a las paridades de las funciones base de la temperatura en la direccién z.
Los bloques 1, 2,3 y 4 correspondientes a las funciones z—pares y los bloques
5,6,7 y 8 correspondientes a las funciones z—impares. El minimo nimero de
Rayleigh se alcanza sistematicamente en los bloques correspondientes a las
funciones z—pares. Esto en concordancia con el principio general de que la
primera bifurcacién se alcanza dentro del bloque con un ntimero minimo de
ceros en la direccién z, Chandrasekhar [3, p.36], Drazin [6, p.239].

Hemos estimado los valores de L donde ocurre un intercambio de ntime-
ros criticos de Rayleigh entre bloques de paridades, ver Tabla 3.8. Fukazawa
y Funakoshi [8], analizaron la conveccién de Rayleigh—-Bénard en contenedo-
res paralelepipédicos con paredes termicamente conductoras. Estos autores
encontraron que un intercambio de modos inestables sucede en contenedores
con base cercana a ser cuadrada de lado 4 o0 5.5. En estos valores particulares
de L ocurre una interaccién de modos. Es necesaria mas investigacion para
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entender los mecanismos de bifurcacién en modos que compiten por el valor
minimo y las reglas de seleccién de patrones, ver [13] y [12].

La Tabla 3.9 muestra intervalos definidos por el intercambio de modos de
la Tabla—3.8. En la tercer columna se muestra el bloque (o bloques) donde
se alcanza el valor critico del nimero de Rayleigh para cada intervalo, en
la cuarta columna se muestran valores particulares de L para los cuales se
graficaron los patrones de movimiento de las Figuras 3.11 to 3.14.

Por ejemplo, en el primer intervalo el valor critico de Ra se da en los
bloques 1 y 4, debido a los dos bloques hay dos vectores propios linealmente
independientes con lo que, de acuerdo a la teoria lineal, cualquier combina-
cion lineal de ellos da un posible patron de bifurcaciéon. En la primer columna,
de la Figura 3.11 mostramos diferentes graficas del patrén de movimiento,
correspondientes al eigenvector en L = 1y bloque 1. Las gréaficas se muestran
en el siguiente orden: curvas de nivel w = constante en el plano horizontal
z = 0, particularmente las curvas w = 0 estds remarcadas en negro, esta
curva separa el flujo que sube del que baja; después mostramos la superficie
w = 0 y el campo de velocidad sobre ella, el cual la cruza horizontalmente;
en seguida mostramos la misma superficie w = 0 pero ahora con algunas
lineas de flujo para dar una idea del flujo global; la ultima figura muestra
en detalle lineas de flujo en planos cercanos a la frontera, ésto para mostrar
la complejidad del flujo cerca de las fronteras. Las figuras siguientes, has-
ta 3.14 muestran los patrones de movimiento correspondientes a los valores
seleccionados de L de la Tabla 3.9.

Las curvas de nivel en el plano z = 0, particularmente la curva w = 0,
son especialmente utiles para describir la evoluciéon de los patrones a lo
largo de un tnico bloque. En términos de evolucién, primero se forma un
patrén de conveccion complejo en las esquinas del contenedor, el cual para
valores crecientes de L, termina apareciendo en el plano z = 0 como nuevas
curvas las cuales satisfacen w = 0, dichas curvas tienden a crecer hasta que
terminan cerrandose, de esta manera aparecen nuevas regiones, separadas
por w = 0, en las cuales el fluido sube o baja. Ademas siempre que que
haya una paridad impar en funciones dependientes de z o y (por ejemplo
en el bloque de paridades 1 las funciones dependientes de x son impares, el
eje x = 0 o y = 0, respectivamente, es también parte de la curva w = 0.
Este mecanismo de desarrollo fué observado a lo largo de todos los bloques,
dentro del rango de valores de L de la Tabla 3.9. Por ejemplo la Figura 3.10
muestra la evolucién de los patrones de conveccién a lo largo del bloque 1.

Cuando consideramos al nimero de Rayleigh como parametro de bi-
furcacion el nimero critico de Rayleigh se alcanza en diferentes bloques
dependiendo del valor de L, Abajo se describe la sucesién de patrones de
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conveccion para los ntimeros criticos de Rayleigh y para los correspondientes
valores de L de la Tabla 3.9.

En los casos limite . — oo y L — 0, tenemos, por un lado, que el valor
de Ra. que obtuvimos en el limite L — oo es acorde con el trabajo clasico
de Chandrasekhar [3, p. 43]. Por otro lado, resolvimos el caso limite L — 0,
del cual, hasta donde sabemos, no se tiene evidencia de haber sido resuelto
previamente, si bien Funakoshi [9], resuelve el caso limite con condiciones
de frontera diferentes a las nuestras. En nuestro procedimiento usamos dos
estrategias y ambas nos dan resultados concordantes.

Particularmente, en el caso de valores pequenos de L, los cuales repre-
sentan paralelepipedos delgados, se espera un nimero critico de Rayleigh
grande para iniciar la conveccién, como es evidente en la Tabla 3.3. Nues-
tro analisis de la Seccién 3.6.1, predice el valor Ra = 14839584.48 para
L =1/12, el cual se compara bien con el valor 14838646.36 de la Tabla 3.4,
con un error de 6.32 x 107,

Tabla 3.8: Valores estimados de L y Ra. de intercambio de modos, n, = ny, =n, =
10. Bloques 1 a 4.

L Ra, Bloques donde se alcanza Ra.

1.58449 | 2681.61 1,4y 3
2.91443 | 1917.48 1,4y 3
3.67487 | 1832.60 1,4y 2
4.02747 | 1812.17 2y 3

4.75565 | 1783.92 1,4y 3
5.37250 | 1766.36 1,4y 2
6.14661 | 1753.68 1,4y 2

Con el propésito de describir los patrones dominantes al inicio de la
conveccion, consideramos los valores de L de la Tabla 3.8, resumimos la
sucesion de patrones para valores crecientes de L como sigue:

Para L = 1, la primer columna de la Figura 3.11, describe un rollo
finito a lo largo del eje z; la superficie w = 0 contiene el plano de simetria
x = 0, consistente con las funciones base del componente w del bloque 1,
las cuales son impares en x. Dado que las condiciones de frontera requieren
que el campo de velocidades se haga cero en las fronteras, el rollo tiene que
deformarse dando un flujo complejo cerca de las mismas. Note los pequenos
componentes de la superficie w = 0 cerca de las esquinas los cuales anticipan
puntos de retorno en las lineas de flujo, este hecho es dificil de identificar
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Figura 3.10: Evolucién de patrones a lo largo del bloque 1, para valores crecientes
de L.
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Tabla 3.9: Intervalos de valores de L definidos por la Tabla (3.8), valores de L
seleccionados donde los patrones de inicio de conveccion fueron calculados, y bloques
donde se alcanzé Ra..

Num. de in- Intervalo Bloques criticos | valores de L
tervalo

1 (0,1.58449) 1,4 1

2 (1.58449, 2.91443) 3

3 (2.91443,3.67487) 1.4 3

4 (3.67487, 4.02747) 2 3.8

5 (4.02747, 4.75565) 3 4.4

6 (4.75565, 5.37250) 1.4 5

7 (5.37250, 6.14661) 2 6

8 (6.14661,%) 1,4 6.4

debido a que la velocidad cerca de las fronteras es pequena comparada con
velocidades del centro.

Para L = 2, segunda columna de Figura 3.11, El ntmero critico de
Rayleigh ahora se alcanza en el bloque 3. La superficie w = 0 es un cilindro
a lo largo del eje z y el campo de velocidad ahora describe un patrén en
forma de toro. En este bloque el flujo cerca de las fronteras tiene ahora una
estructura mas complicada. Dado que las funciones base para el componente
w son pares en x y ¥, la simetria hace que ninguno de los planos, x ni y,
estén contenidos en la superficie w = 0, como en el caso previo.

Para valores crecientes de L aparecen cerca de las esquinas, nuevos com-
ponentes de la superficie w = 0 y éstos se desarrollan hasta que cruzan ver-
ticalmente el plano z = 0 formando cilindros. Dependiendo de la simetria
del bloque en donde el nimero critico de Rayleigh se alcanza, los planos x o
y forman parte de la superficie w = 0, Por ejemplo, si el niimero critico de
Rayleigh se alcanza en el bloque 1, el plano x = 0 siempre esta presente, y
si se alcanza en el bloque 2, ambos planos x y y estdn presentes, este es el
caso mostrado en la segunda columna de la Figura 3.12 para L = 3.8.

Esta sucesion de patrones de inicio de conveccién se repite tal como se
muestra desde la Figura 3.12 a la Figura 3.14. Los patrones para los valores
L = 2,3,5, mostrados en las Figuras 3.11,3.12 y 3.13, se comparan bien
con los campos vectoriales horizontales en el plano z = 0.4 obtenidos por
Edwards [7].

La Figura 3.15 muestra un esquema sobresimplificado de la sucesion
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de patrones para valores crecientes de L, una vez que las superficies w =
0 cruzan el plano z = 0 ellas se desarollan completamente como curvas
cerradas. Asi, el campo de velocidades tiende a formar patrones en forma
de toros que rodean el origen y con eje de simetria en el plano z = 0.
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Figura 3.11: Patrones al inicio de conveccién, primer columna L = 1 y bloque
1, segunda columna L = 2 y bloque 3. De arriba a bajo: curvas de contorno del
campo de velocidad vertical w en z = 0, las lineas negras se corresponden a w = 0;
superficies w = 0 y campo de velocidad en ellas; superficie w = 0 y lineas de flujo
en 3D; lineas de flujo sobre planos cercanos a las fronteras.
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Figura 3.12: Patrones al inicio de conveccién, primer columna L = 3 y bloque 1,
segunda columna L = 3.8 y bloque 2. Mismo orden enunciado que en la Figura
3.11.
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e N

Figura 3.13: Patrones al inicio de conveccién, primer columna L = 4.4 y bloque 3,
segunda columna L = 5 y bloque 1. Mismo orden que el enunciado en figura 3.11.
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Figura 3.14: Patrones al inicio de conveccién, primer columna L = 6 y bloque 2,
segunda columna L = 6.4 y bloque 1. Mismo orden que el enunciado en figura 3.11.
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Figura 3.15: Esquema simplificado de la sucesién de patrones de bifurcacién pa-
ra valores de L crecientes. Las lineas negras son la interseccién de las superficies
w = 0 con z = 0, y son los ejes de rotacién de los rollos 3D formando patro-
nes complejos. De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo, los valores son
L =1,2,3,3.8,44,5,6,6.4 y se corresponden con la sucesién de patrones de las
Figuras 3.11 a 3.14.
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Apéndice
Lema 2. Las matrices Aag y Bag, definidas en (3.35), tienen la forma

Aze = Avga + L* Agea + L% Asag,
Ayy = Aoyy + L2A2yy + L_2A3yy>
Agy = Aogy + L% Aggy,

By, = LBi1pa,

Bgy = LBigy,

Agg = Aogg + L* Aggp,

(3.41)

donde Ajzz, Aizy, Aiyy, Aige, Brox y Bigy son matrices numéricas que de-
penden de las funciones base del cubo unitario (3.18).

Demostracion. Consideremos los productos definidos en (3.35), los cuales
multiplican los vectores (3.23), (3.24) y (3.25), en éstos usamos las formas
abreviadas F¥ = (ux,(),wﬁ,O), FY = (0,v5,wh,0) y F9 (0,0,0,6,,):

v2 v2uz :p v2wx’ w® 7
ny Y

= (V2uwy, w}),

e
e
Ayy:<V2Fy Fy> = (V20¥, o)) + (VZw?, w}), D)
An = (V°F, >

.= (I8

v= (I8

En (3.42) usamos (z,y,2) € @ = [-L/2,L/2|x[-L/2,L/2]x[-1/2,1/2].
Lo que sigue, lo dedicaremos a cambiar a las variables (%,9,z) € Q =

[—1/2,1/2] x [-1/2,1/2] x [-1/2,1/2], donde
t=z/L y y=y/L, (3.43)

bajo este cambio de variable, la relacién entre los operadores de derivadas
es d/dx = L~'d/d% y d?/dx® = L=2d?/d#?, con la misma forma para .
Adicionalmente, el operador Laplaciano es V? = L‘Q@i + 0%/02%, donde
V2 = 8%/9i* + 82 /07>

También, reescribimos las definiciones dadas en (3.20) como

~ A~

gk(®) = gr(2), hie(x) = he(2), fel@)e = f(2). (3.44)
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Debemos notar que las funciones con y sin gorro no son iguales, pues si
bien tienen la misma regla de correspondencia, su dominio es diferente. Las
funciones con gorro tienen dominio [—1/2,1/2], mientras que el dominio de
las funciones sin gorro es [—L/2, L/2]. Adicionalmente las pardmetros de las
funciones de Chandrashekar son distintos, tal como se indica en (3.21). Tam-
bién, las constantes de los problemas de Sturm-Liouville (3.19) son distintas,
por ejemplo ag # Gg.

Usando (3.43) y (3.44), reeescribimos los vectores (3.23), (3.24) y (3.25):

:
= i O
= 2 f@a ) i) | (3.45)
0
0
y
By _ 8:91(2) f5(9) /1 ()
Fn - —L_l(%gz(f) ](?)) k(Z) ) (3.46)
0
Fy = (3.47)

Lo que sigue es calcular cada una de las matrices que resultan de los
productos interiores (3.42), pero en términos de las variables adimensiona-
les &, § vy z. En caso de derivacion usaremos las reglas establecidas lineas
arriba mientras que en caso de integracién usaremos dz = LdZ. Con respec-
to a los indices, usaremos indistintamente indice inicos n (1) o multi-indices
i,7,k (i',7, k"), por tltimo, para aligerar la notacién de aqui en adelante
no usaremos el gorro en las funciones unidimensionales, pero debemos tener
en mente que cada funcién es una funcién con gorro, es decir con dominio

[—1/2,1/2].
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La matriz A,

Usando Ay, = (V2uZ,uf) + (V2wZ, wf), analizaremos cada uno de estos
dos ultimos sumandos.

(V2ul,uf)y = L? / (L72V2 4 0%/02°)ut uf di dj dz
Q
/ @) g5 FL(2) For(@)g7(8) flo (2) di d dz
4 /Q F1@)g" @) (=) Fr(@)gy (9) flo (2) di i dz (3.48)

+ / L2 ()93 )1 (2) f (8)5(3) o) i dj =
Q

1 N .
27@ 1’5 3 Yk,k T+ 51 1’5 ' Vkk Qg — 75’i,i/5j7j'5k7k'afk

&>

En la obtencién de la tltima linea hemos usado el teorema de Fubini, inte-
gracion por partes, ortogonalidad de las funciones unidimensionales, la delta

de Kronecker &; 7, y v = fl{% i) fl(a)da, con o = &, § o z. También,
hemos usado el cuadrado de las normas en L2:

I1hs]|? = 1 si i=1y hesuna funcién par,
1/2  en otro caso,

lgsl2 = 1/2, (3.49)
I£]2=1.
De la misma manera;:
(V2w wi') = L? / (L72V2 + 0%/022)wl wi, di: dj dz
Q
— /Q L1 (@)g; () fu(2) L 1o (895 (9) fie (2), di d dz
4 /Q L F@)g! (9) i (2) L f ()50 0) fur (2) dit d dz (3.50)

e / L) g5 (9) 11 (2) L4 (8) gy (9) i (=), i d s

1
= —572%95. Ok g, +

1
~ 5720 1031 Ok e gy — 5 Vit O Ve '

2L2’Y’LZ

sumando los resultados (3.48) y (3.50) tenemos

Ax:c = AOxx + L2A2:c:l: + LiZASx:c- (351)
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donde
1,
{Aozznr = (5ag, 0 — Viir )05 Ykt
L.
{Asza 't = _§afk51'i’5jj’5kk’a (3.52)

1. .
{Aseatm = E(agj Yiir — G, Oiir )05 Ot

La matriz A,

Procediendo de la misma manera, para la matriz A,,, tenemos:

Ayy = Aoyy + L2A2yy + L_2A3yy, (3.53)
donde
1,
{AOyy}nl = (iagiéjj’ - r)/jj’)éii’q/kk’v
1,
{Any}nl = _§afk5ii’5jj’6kk’7 (354)

L X
{AByy}nl = 5 (agl.'yjj/ — afjéjj/) 5ii’5kk’-

Note que si se intercambian los indices 7 por j e ¢’ por j' es posible obtener
Ay, a partir de A, y viceversa.

La matriz A,,

Ay = (V2 w?y = L [ (L72V2 + 8%/022)w? w! di djj dz
Yy l a n ]
= /Q L&) g5(0) fi(2) L gin () £:(9) frr (2) d dij d2

4 / L F@)g! (0) fol2) L4008 £ 0) fio (=) di di d2
a (3.55)

12 /Q L f(8)0; (9) £11(2) L 0w (8) £ 9) for (=) i d 2

1 . 1 .
e ﬁfi,i’fj’,jék,k'agi/ + ﬁgi,i’gj’,j(sk,k’agj — gi,i’éj’,j’)/k,k’

1 R R
= ﬁgi,i’gj’,jdk,k’(agi/ +ag;) — & i Vhp
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donde &; » = f1{32 fl(a)gi (a)da. Note que & 7, aparece después de integrar

por partes y usar (3.19),
1/2 1/2 1/2
fi'(@)gu (2)di = fi(@)gy (2)de = ay, fi(@) gy (2)da

—1/2 —1/2 —-1/2

e (3.55) tenemos

Agy = Aogy + L% Asyy, (3.56)
donde
A €T n = — 7/7// ! 5 /’
{ 0 y} l Ag 5] jA'Ykk (357)
{Asay tnt = (ag,, + ag; )i &0k -
La matriz Agg
Apg = (V?0,,0,) = L? / (L72V2 + 9%/02%)0,, 0, di: dy d2
Q
= [ H@ @91 (2) b @ () (2) di i
+ / B (99 (2) o (&) Ry (3) 9w (2) i i 2 (3.58)
Q

e /Q i (2)h; (990l (2) har () g (8w (2) d i d3
1, . .
= 5 (ahi + Cth + LQCLgk) HhZHQHhJHzémzéjjfékk/,

esta dltima ecuacion depende, entre otras, de los valores de las normas de
las funciones h; y hj, ver (3.49). La forma corta de la ecuacién (3.58) es

A@g - AO@G + LZAQQQ, (359)

donde

—_

{Aosg }rt = 3 (an, + an, ) [hall* g |1* i 6557 O
2 (3.60)

{Aogotni = Sag, | hall* 11> 0i 6557 G-

\]

Note que Agg es una matriz diagonal.
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Las matrices By, y By,

BG:I: - <9na wf)
— 1317 /Q ha(@)hy (@) o (=) £1(@)gy (9) fro (=) d2 dg d5 (3.61)
= —LG iy ek,

donde G = f—1{32hi(o‘)f{'(a)daa Niir = fiﬁth(a)gw(a)da y Vi =
f_lﬁggi(a)fi/(a)da.

La forma corta de la ecuacién (3.61) es

By = LB1gg, (3.62)

donde
{Biox bt = —Ciirnyjrdne - (3.63)

De la misma manera
Bgy = LBy, (3.64)
con

{Bioy bt = =i, Gy Vi pr - (3.65)
O

Las ecuaciones (3.51), (3.53), (3.56), (3.59), (3.62) y (3.64) comprueban
el lema 2.
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Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

Hemos estudiado el modelo de reaccién—difusién de Gray-Scott (GS), la
inestabilidad de Turing en las ecuaciones (GS) y la conveccién de Rayleigh-
Bénard (RB). En el primer caso, establecimos un mapeo global de bifur-
caciones previa demostracion de existencia de una bifurcacién de Bautin y
confirmacion de un punto de Bogdanov—Takens, en el segundo, dimos un
ejemplo de patrones de concentraciones, alrededor de un punto ubicado so-
bre una curva de estabilidad neutral, y en el tercero, determinamos valores
criticos y patrones de flujo asociados al inicio de la conveccién ademaés de
realizar un anélisis asintético en los casos L — 0 y L — oo, donde L es la
longitud de los lados de la base cuadrada del contenedor.

En el modelo de reaccion-difusion de GS, del Capitulo 1, consideramos
el problema simplificado de estados homogéneos, es decir donde no hay difu-
sién de substancias. En este problema establecimos regiones en el espacio de
parametros en donde hay desde uno a tres valores criticos, dependiendo del
valor de los parametros k y F'. El valor critico trivial de las concentraciones
(u,v) = (1,0) es linealmente estable para todos los valores admisibles de los
parametros. Los otros dos valores criticos, llamémosle p; y p2 por comodi-
dad, estan definidos en una misma region del espacio de parametros. El valor
critico p; es una silla-nodo inestable y el valor critico ps es estable o inestable
dependiendo de los valores de los parametros. Los valores p; y p2 coinciden
en una curva de sillas nodo, esta curva separa la regiones que contienen uno
o tres parametros. En la literatura es comun indicar que en esta curva de
sillas-nodo hay una bifurcacién de Bogdanov—Takens, en los valores de los
pardmetros BT = (kpr, Fpr) = (1/16,1/16), sin embargo no encontramos
una demostracién de este hecho, en este trabajo demostramos que efectiva-
mente hay una bifurcacién de Bogdanov—Takens. También se ha reportado

111
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que a partir del punto BT nace una curva de puntos de Hopf, la cual es
super o sub-critica dependiendo del valor B = (kp, Fg) = (9/256, 3/256)
que yace en ella. Aqui establecimos este valor de forma analitica y demos-
tramos que este punto, es un punto de bifurcacién de Bautin. Mostramos
también, por medio de continuacién numeérica, que del punto BT emerge
una curva homoclinica y que del punto B una curva de puntos limite de
ciclos. lo cual estd en concordancia con los teoremas 2 y 3 establecidos en el
texto. Con esta informacién de caracter local dimos un diagrama global de
bifurcaciones, mostramos, por ejemplo, una regién en donde coexisten dos
ciclos limite. Por dltimo completamos un retrato fase global por medio de
la compactificaciéon de Poincaré.

El Capitulo 2 esta dedicado al andlisis lineal de la inestabilidad de Turing,
en el modelo GS, donde a diferencia del capitulo 1, en éste, no se eliminan los
términos difusivos. Establecimos regiones de inestabilidad en el plano k — F,
las cuales estan delimitadas por la curva de Hopf del estado homogéneo y
por la curva de Turing del estado inhomogéneo, esta ultima es la curva de
estabilidad neutral del sistema difusivo. Establecimos el rango de valores del
cociente de difusién o en los cuales las curvas de Turing y de Hopf se cruzan
(CTHP), previo establecimiento de relaciones funcionales k(o) y F(o).

Suponiendo condiciones de frontera del tipo Dirichlet, usando los ei-
genvalores discretos del laplaciano y una reticula rectangular, bosquejamos
patrones de concentracién alrededor de un punto particular sobre la curva
de Turing de valor o = D, /D, = 3.5.

Autores como Pearson y Munafo (citados en Capitulo 1), han estudiado
numéricamente el modelo GS, y han mostrado una gran variedad de patrones
al perturbar el estado estable trivial pg. Es trabajo pendiente, determinar los
patrones de concentracién para el punto de equilibrio p+, particularmente
cuando éste se ubique sobre una curva de estabilidad neutral.

Queda pendiente explorar los patrones de concentraciones para diferentes
valores de los parametros k, F', por ejemplo en el caso en que el punto (k, F')
esté en una vecindad de un punto CTHP o incluso en una vecindad del punto
de Bautin. También es trabajo pendiente usar reticulas diferentes, lo cual
puede dar origen a una caracterizaciéon de patrones de puntos de equilibrio
Pz

El capitulo 3 estd dedicado al problema de inestabilidad de Rayleigh-
Bénard. Usamos el método de Galerkin para reformular el problema en su
versién débil, lo cual resulta en un sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias (ODE), la existencia y unicidad de soluciones en la versién débil
estd garantizada por Morimoto (citado en capitulo correspondiente). Por
otro lado la determinacién de valores criticos para el inicio de conveccién
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solo precisa de la parte lineal y estacionaria de las EDO, esta afirmacién es
conocida como el Principio de Intercambio de Inestabilidad, y esté soporta-
da por el hecho de que el operador asociado a las EDO es autoadjunto en
L?[9)]. Lo anterior da como resultado un problema de valor propio, con valor
propio Ra~'. Calculamos numéricamente el minimo valor propio y obtuvi-
mos el valor de Rayleigh critico Ra., los vectores propios asociados a Ra,
determinan el campo de velocidades, es decir los patrones de flujo al inicio
de movimiento del fluido.

En nuestro planteamiento consideramos recipientes en forma de caja de
altura 1 y base cuadrada variable de lado L, con lo que se tiene una relacién
funcional Ra.(L). Mostramos curvas formadas por la parametrizacién de
puntos (Ra, L) donde cada uno de ellos fué calculado con valor fijo L. La
inclusién del parametro L hace que problema de conveccion sea susceptible
de contener bifurcaciones de codimension 2. Una tarea pendiente, es la de im-
plementar un enfoque multiparamétrico en el estudio de este problema. Por
otro lado la forma cuadrada de la base del recipiente junto con la simetria de
las condiciones de frontera inducen simetrias en el problema lineal. En nues-
tros resultados, el problema lineal se desacopla en ocho problemas lineales
y debido a la simetria, dos parejas de ellos dan valores criticos iguales entre
si pero con vectores linealmente independientes. En este escenario, Ra. con
multiplicidad algebraica y geométrica 2, la teoria lineal es insuficiente para
determinar la estructura del flujo al inicio de la conveccién, pues son posibles
combinaciones lineales de patrones asociados a cada vector propio. Puigja-
ner et al. (citado en parte correspondiente) han realizado andlisis no lineal
para el cubo (L = 1) y han determinado la estabilidad de las bifurcaciones
lineales, es decir por este medio es posible determinar el patrén dominante
de flujo en el caso de valores propios repetidos. Sin embargo, si se ignoran
las simetrias del problema, el andlisis no lineal tiene un costo computacional
alto. La Teoria de Bifurcacién Equivariante es un enfoque que puede sim-
plificar de manera dréstica algunos cédlculos. Dicha teoria consiste en una
implementacién rigurosa de la simetria en problemas de bifurcacién. Queda
pendiente el uso de la teoria de bifurcacion equivariante en el problema RB.

Adicionalmente andlisis asintéticos L — 0 y L — oco. Como es de es-
perarse, en el caso limite L — 0, Ra. — 00, sin embargo mostramos que
existe una relacién cuadratica entre las variables RaL* y L, de la forma
RalL* = a+bL%. Obtuvimos a = 707.97 con curva que ajusta datos (RaL*, L)
con L = 0.03,0.04,..,0.1. Por otro lado hicimos un proceso limite en el
problema de valor propio con resultado 708.01, ambos valores validan los
procesos. En problema de convecciéon con condiciones de frontera, diferen-
tes a las nuestras, paredes conductoras de calor, Funakoshi (citado en parte
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correspondiente) obtiene también una relacién de la forma RaL* = a +bL2.

Para valores L = 10,11,..20 encontramos la relacién Ra. = 1707.70 +
1677.47L~2, lo cual nos permitié calcular el valor Ra. = 1707.70, en el limite
L — oo, este valor se compara bien con el obtenido por Chandrasekhar en
su lamina infinita: Ra. = 1707.762.

Una contribucién adicional, es que proponemos una manera sencilla de
seguir la evolucién de los patrones de convecccién para L creciente. Para
establecer esta propuesta procedimos en primer lugar a identificar valores
de L en donde las simetrias del flujo cambian, para L € (0, 6.6] identificamos
7 valores, ver Tabla 3.8, en estos valores particulares de L lo valores propios
tienen la misma multiplicidad algebraica y geométrica, igual a 2 o 3, segiin
el nimero de curvas Ra.(L) que se intersectan, ver Figura 3.5. En segundo
lugar graficamos de cuatro formas diferentes el patrén de flujo para valores
de L con una sola simetria, figuras 3.11 a 3.14, estas visiones multiples nos
permitieron proponer un diagrama simplificado de la evolucién de patrones
para los modos dominantes. Un trabajo futuro es el de aclarar el papel,
dentro del contexto de la teoria de bifurcaciones, de los valores propios con
misma multiplicidad algebraica y geométrica.

Llama la atencion la existencia de intervalos crecientes en las curvas
Ra vs. L, ver Figuras 3.1 y 3.2, lo cual contradice la idea intuitiva que
Ra(L) es decreciente cuando L crece. Para el Bloque 1, obtuvimos Ra(3.8) >
Ra(3.7); para el bloque 3, obtuvimos valores crecientes Ra(L) para L =
{2.8,2.9,3,3.1}. Al respecto es necesaria mayor investigacién.
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interesado el resultado de la evaluacién vy, en caso

aprobatorio, le fue tomada la protesta.

MTRA. ROSALIA SERRANO DE LA PAZ
DIRECTORA DE SISTEMAS ESCOLARES

' N\ 7 N\ 7 ‘
DIRECTOR DE LA DIVISION DE CBI PRESIDENTE VOCAL .
/ ©
fooa
DR. JESUSMERTO OCHOA TAPIA DR. EDUARDO RAMOS MORA DRA. PATRICIA SAAVEDR?RRERA
. 7 . 7 . 7
4 a4 N 7 ™
VOCAL VO7AL SECRETARIO
DR. JOAQUIN DELGADO FERNANDEZ DR. VICTQR FRANCISCO BRENA MEDINA DR. LORENZO{ZTOR JUAREZ VALENCIA

El presente documento cuenta con la firma —autégrafa, escaneada o digital, segun corresponda- del funcionario universitario competente, que certifica que las firmas
que aparecen en esta acta — Temporal, digital o dictamen- son auténticas y las mismas que usan los c.c. profesores mencionados en ella



