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Resumen

En esta tesis se presenta una manera de predecir las propiedades termostaticas y de trans-
porte de sistemas cuyos potenciales de interaccion difieren, ademds de los parametros de
escala molecular, en la forma del perfil. E1 método aqui expuesto se basa en un esquema per-
turbativo, esto es, la principal contribucion a las propiedades termostéticas y de transporte se
debe a las interacciones repulsivas. A diferencia de las teorias de perturbaciones mds comu-
nes, aqui se hace uso de los coeficientes viriales o de las integrales de colision (del potencial
repulsivo asociado) para definir el didmetro de esfera dura. Las comparaciones con los datos
de simulacién molecular nos permiten afirmar que las predicciones del coeficiente de autodi-
fusién son muy buenas (en la region moderadamente densa y densa) y que aquellas para las

propiedades termostéticas s6lo son buenas a altas temperaturas.






Introduccion

Conocer la ecuacion de estado (EDE) de un fluido, esto es, como estd relacionada la pre-
sién con la temperatura y densidad, es de suma importancia en el desarrollo y modelado de
procesos industriales, donde se necesita la correcta representacion de los datos experimenta-
les. Desde la perspectiva de la prediccion de las propiedades termofisicas, se busca que las
EDE tengan una region de validez lo mas amplia posible y, desde el punto de vista tedrico,

que sus parametros tengan significado fisico.

De entre las teorias moleculares que se utilizan para describir las propiedades de las sus-
tancias se encuentra el principio de estados correspondientes, propuesto por J. D. van der
Waals en 1880. Este principio nos permite relacionar las propiedades de las sustancias a tra-
vés de una ecuacidén de estado universal. Sin embargo, esta teoria s6lo es vélida para sistemas
cuyos potenciales de interaccién tnicamente difieren por factores de escala. Una manera de
ampliar el estudio a sustancias que no siguen el principio de estados correspondientes es a
través del uso de potenciales que incluyen un tercer pardmetro, por ejemplo el potencial de

pozo cuadrado o el pozo triangular.

En este trabajo se eligieron los potenciales ANC (aproximacion no conformal), los cuales,
ademds de los pardmetros de escala molecular, incluyen un pardmetro de forma llamado
suavidad. Esta familia de potenciales ha mostrado ser una buena opcién ya que ha servido
para representar (dentro del error experimental) los primeros coeficientes viriales [1, 2, 3, 4]]

y los coeficientes de transporte [, 6] (en gases diluidos) de una gran cantidad de sustancias



reales.

Para estudiar las propiedades termostaticas y de transporte de los fluidos ANC (mas alla
de la region diluida) se eligié un esquema perturbativo, con las esferas duras (HS) como sis-
tema de referencia. El criterio que se usé para la obtencién del didmetro efectivo de esfera
dura (EHSD) fue distinto dependiendo de la propiedad de estudio, aqui se propone un nuevo
criterio para el caso de las propiedades de transporte. Si bien ya hay estudios para las propie-
dades termostaticas de este tipo de sistemas (en la fase moderadamente densa y densa [7, 8]]),
en este trabajo se propone usar las propiedades del gas (coeficientes viriales o integrales de
colisién) para dar predicciones en la fase densa. Con la finalidad de poner a prueba las EDE,
se realizaron simulaciones de dindmica molecular y se compararon con las predicciones de
las EDE.

El presente trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el primer capitulo se exhibe
la importancia del potencial de interaccion en el cdlculo de las propiedades termostéticas y
de transporte, y se dan algunas expresiones para el cdlculo de éstas en el gas. También se
introduce a la familia de potenciales ANC y sus principales caracteristicas.

En el segundo capitulo se hace una breve revision de las técnicas de simulacién molecular
mads usadas. La técnica de didmetros efectivos de esfera dura se presenta en el capitulo 3,
donde se propone un nuevo criterio para las propiedades de transporte.

Como en este trabajo se escogié un esquema perturbativo, es necesaria la correcta des-
cripcion de las propiedades termostéticas y de transporte de los sistemas repulsivos ANC
(NCSS). Los estados de simulacion y las comparaciones con las predicciones obtenidas se
muestran en el capitulo 4. A continuacion, en el capitulo 5, se presentan los resultados obte-
nidos en sistemas no conformales atraccion.

Para finalizar, se presentan las conclusiones obtenidas y las lineas de investigacion que

nos permitirian darle continuidad al estudio aqui expuesto.



Capitulo 1

Fundamentos teoricos

1.1. Conceptos basicos de mecanica estadistica

La mecdnica estadistica nos permite obtener las propiedades termodindmicas de un sis-
tema de particulas si se conocen las fuerzas intermoleculares. Por ello la determinacién de
potenciales intermoleculares, de donde obtenemos las fuerzas intermoleculares, ha sido un
problema clasico y de gran importancia en la fisica tedrica.

La conexién entre los dominios molecular y macroscépico se encuentra en la proporcio-
nalidad del logaritmo de la funcién de particion y el potencial termodindmico del sistema.
De las leyes de la termodindmica se pueden obtener, a partir de este potencial, todas las
propiedades termodindmicas restantes [9]].

Para un sistema de N particulas (esféricas y sin estructura interna) que ocupan un volumen
V, en equilibrio con un baiio térmico a temperatura 7', la energia libre de Helmholtz F, estd

dada por

F(N,V,T) = —-kgTInQ(N, V,T), (1.1)

donde kg es la constante de Boltzmann y Q es la funcion de particién canénica, dada por

1 (N
QW.V.T) = Wf dp” f dgVePHE" "), (1.2)
3



donde £ es la constante de Planck, 5 = 1/kgT, los conjuntos de momentos y coordenadas de
las N particulas se definen como p" y ¢". Por otra parte, el hamiltoniano H (pN ,qY ) es la

suma de las energias cinética y potencial,
H (p".q") =% (p") + U (q"). (1.3)

La descripcion dada por la ec. (I.2)) es vélida cuando la distancia media entre particulas,
(V/N)'3, es grande en comparacién con la longitud de onda térmica (A3 = h/ \2amksT) que
introdujo de Broglie para particulas con masa m. Como Ag es mayor mientras mas ligera es
la particula o menor sea la temperatura, en la prictica se encuentra que todos los fluidos a
temperaturas mayores a la de su punto triple pueden tratarse cldsicamente, con la excepcioén
de H,, Ne y por supuesto He, los cuales requieren un tratamiento cudntico [[10].

Por otra parte, es posible separar las contribuciones cinética y configuracional en la fun-

cion de particion:

Q(N,V,T)=Q*(N,V,T)Oxn (N, V,T), (1.4)
donde
_ vy
Q“(N,V,T) = N (/l%) (1.5)

es la funcion de particion de particulas que no interactian, esto es, un gas ideal. El segundo
término del lado derecho de la ec. (1.4) se conoce como la funcién de particién configuracio-

nal y estd dada por

Oy (N,V.T) = % f dq"e M), (1.6)

Sustituyendo la ec. (I.4)) en la ec. (I.1)), la energia libre libre queda como
F(N,V,T) = —kgTIn@Q‘ (N, V,T) - ksT In Qy (N, V,T),

donde el primer término conduce a las propiedades del gas ideal.
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Si definimos entonces para cada propiedad termodindmica X, la propiedad de exceso
configuracional X** como:[11]

X=X - X"

De lo anterior se puede observar que Qy es el origen de las propiedades de exceso configura-

cionales. Por tanto, las propiedades configuracionales son funcionales de U (qN ) ,
o= (v (o)),

Por ello, si se quieren calcular las propiedades termodindmicas de un sistema mediante la
mecdnica estadistica, es necesario conocer cudl es la energia potencial U (qN )

La termodindmica cldsica establece cudles son las leyes que las propiedades de un sistema
tienen que cumplir, pero necesita que le suministren las ecuaciones de estado y los pardmetros
especificos de cada sistema; andlogamente, la mecdnica estadistica deduce las leyes de la
termodindmica y permite encontrar las ecuaciones de estado y sus pardmetros, pero necesita

que le suministren la energia potencial.

1.2. El potencial intermolecular

Con el fin de calcular la energia potencial del sistema, se separa U en una suma de
términos. Esta suma contiene los términos de interacciones entre pares, ternas, cuddruplas,
etc., lo que se representa como [[12]]

(LI(rN) = Zuz(ri,rj) + Z Uz (ri,rj,rk) ...,
i>j i>j>k
donde el término u, es la contribucién debida al potencial intermolecular binario, u3 la con-
tribucién del potencial ternario, etcétera.
Ahora bien, por conveniencia, se supone que la principal contribucidn a la energia poten-

cial se debe al término binario —aditividad por pares—, y el resto se desprecia. Asi, la energia
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potencial total de un sistema de N moléculas esféricas, sin estructura interna, estd dada por
U~ Y (r),
i>j
donde r;; = |rl-j| es la distancia relativa y r;; = r; — r; es el vector de posicion relativa.
En sistemas muy diluidos, la energia potencial obedece esta aproximacion. En el caso de
sistemas moderadamente densos se puede afiadir la contribucion de tres cuerpos, la cual es

mads costosa, computacionalmente hablando.

1.2.1. Tipos de interacciéon molecular

De manera general, las fuerzas intermoleculares por pares dependen de la distancia y
de la orientacion relativa entre las moléculas y son repulsivas a distancias cortas, atractivas
a grandes distancias y cero cuando la distancia intermolecular es infinitamente grande. En
la figura se muestra un esquema del potencial de interaccion por pares para moléculas
esféricas. En esta misma figura se muestran los pardmetros que caracterizan al potencial: la
separacion a la cual la energia potencial es cero, o, la separacion a la cual la energia adquiere
su valor minimo, J,,, y la energia minima, &, también conocida como la profundidad del
potencial.

Una manera de clasificar las contribuciones a la energia de interaccion u, es a través del

alcance de estas contribuciones. Las principales contribuciones son:[12, 13} [14]

1. corto alcance r < o. El origen de estas interacciones es puramente cudntico. Hablando
en términos generales, cuando dos moléculas se juntan lo suficiente para que sus nubes
electronicas se superpongan, los electrones tienen prohibido ocupar el mismo estado
cudntico por el principio de exclusion de Pauli, por lo cual hay un efecto de repulsion.
Ademads, al reducirse el apantallamiento de los nicleos cargados positivamente, estos

se repelen entre si.



u(r)

—&

Figura 1.1: Esquema del potencial de interaccion por pares u(r). o, es la distancia a la cual
se encuentra el minimo del potencial y o es la distancia en la que el potencial tiene el valor
de cero.

2. largo alcance r > O,.

a) Dispersion. Estas interacciones se deben a la polarizacion instantdnea inducida
mutuamente y actian sobre todas las moléculas, incluso en aquellas sin momento
dipolar permanente, y su descripcion es cudntica. Como la densidad electronica
de una molécula fluctia en el tiempo se produce un dipolo instantdneo que a su

vez interacciona con el dipolo inducido en una molécula vecina.

b) Induccién. Estas provienen de la interaccién entre dipolos (y/o multipolos) per-
manentes y dipolos inducidos y se puede realizar su descripcion a través de la
electrostética clasica. Cuando una molécula, con momento dipolar permanente,
interacciona con una molécula no polar, la nube electrénica de la molécula no po-
lar se distorsiona y se produce un dipolo instantdneo. Entonces, el dipolo inducido

y el dipolo permanente interaccionan.
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c) Electrostéticas. Su origen son las fuerzas de Coulomb y en esta categoria entran

las interacciones entre cargas, dipolos permanentes, cuadrupolos, octupolos, etc.

De estas contribuciones solo las fuerzas de dispersion estan presentes en todas las in-

teracciones moleculares.

En general, la forma del potencial de interaccién en la region intermedia es més dificil de
calcular o describir, ya que las contribuciones se vuelven igual de importantes y se afectan
las unas a las otras. En la préctica lo que se hace es que, de manera empirica, se unen las

interacciones de corto y largo alcance de manera suave.

1.2.2. Potenciales modelo mas comunes

Debido a que la determinacion rigurosa de u, resulta complicada o, incluso, imposible de
realizar, surge la conveniencia de construir un potencial de interaccién que tenga una forma
algebraica simple y que los pardmetros involucrados tengan un significado fisico.

Existen diversas propuestas para representar los potenciales intermoleculares de sustan-
cias reales o modelos. Algunos potenciales moleculares de interaccién por pares, con simetria
esférica, que toman en cuenta lo expuesto anteriormente y que se usan como modelos teéricos

son los siguientes:

= Esferas duras (HS). Representa la repulsion a cortas distancias mediante una barrera

infinita de ancho o,

0 r<a,
Uns (r;07) = (1.7)
0 r>o
Este modelo es una mejora significativa al del gas ideal. Debido a que no hay atraccién

entre las moléculas no existe una coexistencia liquido-vapor. Sin embargo, si presenta

una transicion fluido-sélido.



= Esferas suaves repulsivas de potencia inversa (IPL). Es un potencial repulsivo con
una energia € y distancia ¢ caracteristicas, que decae como una potencia inversa de la

separacién entre moléculas,

MIPL(”;G,S'JI)=6(§)", n>3. (1.8)

Este modelo presenta la ventaja, matematicamente hablando, de ser mds tratable que

otros.

= Potencial de pozo cuadrado (SW). Consiste en una esfera dura de didmetro o “cu-

bierta” por un escaldn atractivo finito que llega hasta una distancia Ao

00 r<ao,
Usy (r;6,0,1) =1 —¢ o <r< Ao, (1.9)
0 r> Ao.

Este modelo, al considerar las fuerzas atractivas, si presenta coexistencia de fases

liquido-vapor.

= Potencial de Lennard-Jones (LJ). Es el mds popular de los potenciales modelos debi-
do a que tiene una forma simple y es una buena aproximacioén de la interaccién mole-

cular:

iy (r: Oy €) = s[(‘%m)lz - 2(5—“‘)6], (1.10)

r

donde d,, y € son la posicion y energia del minimo del potencial. Para este potencial,

las distancias caracteristicas d,, y o estdn relacionadas por ¢, = 2!/%c.

1.3. El desarrollo virial

De entre las expresiones que nos permiten relacionar las propiedades de equilibrio (en

términos de las variables de estado) se encuentra, por simple y con gran valor tedrico, el
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desarrollo virial. Para gases diluidos y moderadamente densos, éste se expresa como:

=1+BMp+CMp*+DM)p* +---, (1.11)
pkBT

donde P es la presion, p la densidad numérica, T la temperatura absoluta y kg la constante
de Boltzmann. Los coeficientes de este desarrollo son llamados coeficientes viriales; B (T),
C(T),y D (T) representan el segundo, tercer y cuarto coeficiente virial, respectivamente.

Los coeficientes viriales son un buen medio para estudiar los efectos termodindmicos al
utilizar cierto potencial de interaccion. En general, las propiedades termodindmicas dependen
de la interaccion de muchos cuerpos, sin embargo, cada coeficiente virial depende de un
subconjunto de estas interacciones. Los andlisis del coeficiente B (T) nos dan una manera
directa de explorar modelos para el potencial de interaccion binario u,, mientras C (7') nos la
provee para u, y us3.

Debido a su importancia en el estudio de la fase gaseosa, presentamos a continuacién los
detalles acerca de los primeros coeficientes virales. Es importante hacer notar que sélo nos

referimos a las interacciones binarias y con simetria esférica.

1.3.1. Primeros coeficientes viriales
Segundo coeficiente virial

El segundo coeficiente virial se escribe como:[15]]

B(T) = —%fd%f(r), (1.12)

donde f (r) = e(r) — 1 es la funcién de Mayer, e (r) = exp [—Bu (r)] el factor de Boltzmann y
ﬁ = l/kBT

Al integrar sobre el dngulo sélido la ec. (I.12), resulta

B (%,
) 3[0 dr »2f (r). (1.13)

10



Otra manera de expresar al segundo coeficiente virial es:

B(T) —fwdrr3m (1.14)
0

r/3) or ’

que resulta de la integracion por partes de la ec. (I.13).
Por otra parte, para gases diluidos, el didmetro de colision repulsiva o (T') y el didmetro

de colision atractiva R (T') estan definidos por [16} (17, (18], (19} 20]

o (1) e = f Cdr r3—a];ir), (1.15a)
0
R3(T)(e'3‘9—1):—f drr3$. (1.15b)
(Sm

Con lo cual, el segundo coeficiente virial B (T) se puede reescribir como:
_ 27T 3 Be 3 £
B(T)—?[O'eﬁ —R (- 1)), (1.16)
que es idéntico al segundo coeficiente virial del pozo cuadrado de profundidad &, didmetro o

y alcance A = R/O'

Tercer coeficiente virial

El tercer coeficiente virial se expresa como:[15]]

1
c() = 3 ffd3l‘12 &ri3 finfafos (L.17)

donde f;; = e¢;;—1ye; = e(r,-j) = exp [—Buz (rl-j)] son la funcién de Mayer y factor de
Boltzmann entre los distintos pares de particulas.
El procedimiento mds simple para calcular el coeficiente C (T") es usar el método de la

transformada de Fourier:[21]]

C(T,s):—%fﬁ(k,s)aﬁk, (1.18)

! Para una deduccién basada en teorfa de perturbaciones consultar el apéndice
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donde

f(k,s) = %fm rf (r, s) sin (kr) dr, (1.19)
0

es la transformada de Fourier (en coordenadas esféricas) de la funcion de Mayer f(r) y k es

la norma del vector de onda k.

Cuarto coeficiente virial

El cuarto coeficiente virial se expresa como:[15]

D = D4+ D5+ Dg,

donde
D4:—gffff(nfo3f12f23d31‘01d31‘02d31'03, (1.20a)
Ds =—gfffﬁ)1f02ﬁ13f12f23d31'01d31’02d31‘03, (1.20b)
D6:—%ffff01f02f03fl2f23f31d31’01d31‘02d3l‘03- (1.20c)

La dificultad, en la obtencién de este coeficiente, radica en calculo de Dg, ya que este
término contiene los factores de la interaccion de todos los pares de particulas.

Para calcular D se usa generalmente el método de Barker y Monaghan [22, 23] 24] que
ha mostrado ser muy satisfactorio. La idea general es hacer un cambio de coordenadas pa-
ra reducir la integracion de nueve a seis dimensiones, para después hacer un desarrollo en
polinomios de Legendre de las funciones de Mayer.

Entonces, se pueden reescribir las ecs. (1.20a) y (1.20b) como:

Dy = —61° f Y (r)dr, (1.21)
0

Ds = —121° f ) f )y (r)dr, (1.22)
0

12



donde

o0 |7+
y(rj):j(; dl",'ﬁl’if ' rijf(rij)drij-

ri—rj

En el caso de Dg, ésta se expresa como:

00 1 2 00 00 00
_ g3 222
D¢ = —8rm ;(2,1_'_1) I) ‘fo fo fifafsrirrsX

X A, (r1,m) A, (ry,r3) A, (r1,1r3) dridrydrs.

con

1
Al (}’Oi, I’()j) = 21; ! I: ﬁjP[ (COS,'/') d(COS Hij) .

donde P; son los polinomios de Legendre y

2 _ 2, .2 C o
r rol.+r0j—2r0ir0jc089,~j, i+#j#0).

ij =

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

Entonces, si deseamos calcular numéricamente la ec. (1.24)) debemos calcular primero los

coeficientes A, (r,-, r j), ec. (1.25)), hasta el orden deseado. Claro estd que el orden a truncar se

encuentra limitado por la dificultad en la integracion de la ec. (I.23) de los coeficientes de

orden superior.

1.4. Principio de estados correspondientes

La principal desventaja del desarrollo virial es que deja de ser vélido en la fase densa, ade-

mads de que éste depende, en general, del sistema en estudio. Una alternativa para el calculo

de las propiedades termodindmicas es el principio de estados correspondientes (PEC), ya que

éste no se limita a una regién de validez y nos permite relacionar las propiedades entre dis-

tintos sistemas. En su formulacién, basada en la mecdnica estadistica, Guggenheim [25] y

Pitzer [26] suponen lo siguiente:

1. Los sistemas obedecen la mecanica estadistica clasica.
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2. Las moléculas tienen simetria esférica.
3. Los grados de libertad intramoleculares son independientes de la densidad.

4. El potencial intermolecular por pares se puede escribir como

u(r)=cefy(r/o),

donde € y o son las escalas de energia y distancia caracteristica del sistema y f, es
una funcién universal. Esto quiere decir que los potenciales de interaccién de dos o
mas sustancia s6lo difiere por factores de escala y no por factores de forma, lo cual se

conoce como potenciales conformales [27].

Entonces, el PEC establece que las propiedades termodindmicas de dos o més sistemas
conformales son iguales cuando se escriben en unidades de los pardmetros moleculares pro-
pios de cada fluido. Asi, a cada estado (p,, T,), de la sustancia x, le corresponde un estado
(py, Ty), de la sustancia y, de manera que sus propiedades sélo difieren por factores de escala.

Por ejemplo, la presion de puede expresar como
P = (—3) fi) (—,pO’ P
o e
donde f;, es una funcion universal.
Ahora bien, en su formulacién termodindmica, el principio de estados correspondientes se

expresa en términos de las pardmetros criticos (P, T, y p.) y €s completamente equivalente

a la formulacion estadistica.

1.5. Teoria para fluidos no conformales

En la seccién anterior se menciond la utilidad del PEC en la prediccién de las propieda-

des termodindmicas de las sustancias. Sin embargo, s6lo un nimero reducido de sustancias
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obedece el PEC en su forma original, e.g. los gases nobles Ar, Kr y Xe, y el resto presenta
desviaciones a €ste en menor o mayor medida. Esto se debe, principalmente, a que las inter-
acciones intermoleculares no son conformales entre si. Esto quiere decir que, ademas de los
factores de escala, los potenciales difieren por factores de forma.

El PEC supone la conformalidad de los potenciales en cuestion para que se cumpla la
igualdad de las ecuaciones de estado reducidas. Sin embargo, la conformalidad es una rela-
cion de “todo o nada”: o los potenciales son conformales y se aplica el PEC, o no son confor-
males y este principio no da razén de las relaciones que pudieran existir entre las ecuaciones
de estado reducidas.

Para describir la diferencia en la forma entre un potencial u(r) y un potencial de referencia
u™(r), por simplicidad, de igual profundidad & y posicién del minimo &,,, se introduce el
potencial auxiliar

d(r)=u(r)+e, (1.27)

y se procede a separar en sus contribuciones repulsiva y atractiva:

¢(r):¢rep(r)+¢atr(r),

donde
¢(r) r<onm
¢rep(r) =
0 7> 0n
y
0 r<Om
¢atr(r) =
u(r) r>on

Con el fin de cuantificar la no conformalidad entre el sistema de interés y el de referencia, se

definen las funciones

PR v > (1.28)

o ref
Sk (¢0) _ [ 1 ¢rep (r)} /[i a‘prep (I’)
r1(¢o)

ra(¢o)
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ref
la atr (I")] /|:l(9¢atr (I") (129)
ri(¢o)

54 (¢o) = [rz— 2 g ] .
r2(éo)

or
En ambos casos r(¢) es la funcién inversa de ¢ (r), evaluada en cierto valor ¢,. Nétese que

en el caso general los valores sg y s4 son distintos entre si.

- o

(@) sg (b) 54

Figura 1.2: Comparacion entre un potencial de referencia (linea continua) y un potencial de
interés (linea a trazos cortos y largos). Tanto en la figura[I.2a) como en la figura[I.2b]el valor
de la suavidad s es 0.4.

Ahora bien, de las ecuaciones (I.28)) y (1.29) se puede ver que en el caso de ser con-
formales los potenciales las funciones sg y s4 son iguales a la unidad; y entre mayor sea la
pendiente del potencial de interés, con respecto al de referencia, el valor de s serd mas pe-
queiio (pero mayor a cero). Razon por la cual se denota a s (¢y) como suavidad relativa del
potencial. Grosso modo, la suavidad es el cociente de dos fuerzas moleculares (por unidad
de drea), ambas calculadas para el mismo valor de la energfa potencial. En la figura [I.2] se
muestran dos potenciales esféricos donde el cociente de las pendientes es siempre constante

s = 0.4, si se comparan al mismo valor de la energia potencial.

Aproximacion 1-s

En el caso mas simple se considera a sz y s4 independientes de ¢, e iguales. A esta

aproximacién se le denota como aproximacion no conformal (ANC) 1-s y se define a la
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familia de potenciales ANC como

[(1 —a)12 (1 —a)6]
Uane(T; 0, E, 8) = € -2 , (1.30)

{—a {—a

donde &* = 1 + [(r/ém)3 - 1] /sy a = 0.0957389, para reproducir los datos experimentales
B(T) del argén al hacer s = 1 [[16]]. Asi, la familia de potenciales ANC esta caracterizada por
la posicién del minimo (6,,), la profundidad del minimo () y el pardmetro de suavidad (s).

El potencial de referencia (Kihara esférico) y el de esfera dura se obtienen de la ec.(1.30)
con s =1ys — 0, respectivamente. Vale la pena hacer notar que en el caso de que a = 0 el
sistema de referencia es el potencial de Lennard-Jones ec. (I.10). Variando el pardmetro de
forma s en u,,. se puede cambiar la forma del perfil del potencial de una manera muy simple:
disminuyendo s se hace el potencial mas duro; y al incrementar s el perfil se hace mds suave.
En la figura[I.3]se muestran algunos ejemplos de los potenciales ANC.

Para esta familia de sistemas, la obtencion del segundo coeficiente virial es particular-

mente simple, ya que obedece de manera exacta la relaci(’nﬂ
B*(T*;s)=1+s[B*(T";s=1)-1], (1.31)

donde B*(s = 1) es el segundo coeficiente virial del sistema de referenci yT* = kgT /e
es la temperatura reducida. En otra palabras, basta con calcular B*(s = 1) para conocer el

segundo coeficiente virial del resto de la familia.

Aproximacion 2-s

El siguiente caso consiste en considerar que las funciones sz y s4 son independientes
de ¢, pero distintas entre si. En este caso se define a la familia de potenciales ANC 2-s a

través de la ec.(I.30) pero en dos partes, con s = sg para la region repulsiva y s = s4 para la

2 Para mayores detalles acerca de la deduccién de esta expresion revisar el apéndice
3Enlo que sigue, se usa la notacién (*) para denotar la reduccién de los coeficientes viriales con los corres-
pondientes coeficientes viriales de un sistema de esferas duras de didmetro &,,,. En este caso, B* = B/ (27r6?n /3)
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Figura 1.3: Gréfica de los potenciales ANC como funcién de la distancia reducida, para dis-

tintos valores de la suavidad s. El potencial de esfera dura se obtiene en el limite en que
s — 0.

regidn atractiva. En esta aproximacion de 2-s, el segundo coeficiente virial estd dado por la

ec. (1.16)), i.e.,
B* (T*) = o — R (eﬁ* - 1), (1.32)

donde o (= 0 /6m) y R*(= R/d.,) son los didmetros reducidos de colision repulsiva y atractiva,

ecuaciones (T.13), y estén dados porf/

o3 (T*;sp) = 1 + sp [a*3 (T*;sp = 1) — 1], (1.33)

R3(T* s0) = 1 + s4 [R*3 (T*; s, = 1) — 1]. (1.34)

Por tanto, basta con calcular las integrales (I.15)), para el sistema de referencia, con el fin de
describir el segundo coeficiente virial de la familia de sistemas ANC.
Por otra parte, vale la pena hacer notar que, en su aplicacién a sustancias reales, la aproxi-

macion 1-s es lo suficientemente buena como para reproducir el coeficiente B(T") dentro del

4 Para mayores detalles revisar el apéndice
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error experimental para muchas sustancias [} [2, 3} 14]. Razén por la cual se decidi6 trabajar

con esta aproximacion.

1.6. Teoria cinética elemental

La teoria de propiedades de transporte en gases estd bien establecida. Sin embargo, es
bastante complicado tener expresiones que se puedan usar directamente para calcular las
propiedades de transporte. Si el gas se modela de la manera més simple, es posible mostrar
relaciones generales entre los coeficientes de transporte, las variables de estado y el tamafio
molecular. Este tratamiento da una vision fisica que es mucho mds ficil de entender que en
la version rigurosa de la teoria cinética[ll3]].

La teoria cinética elemental parte de las siguientes suposiciones:

= Se considera un gas (a una densidad numérica p) constituido por N esferas rigidas de

didametro o y masa m que no se atraen.

= Todas las moléculas se mueven con la misma rapidez. Una eleccion razonable para esta
cantidad es la rapidez promedio C = (8kgT/mm)'"?, 1a cual se obtiene al considerar la

distribucién de rapideces de Maxwell.

= Todas las moléculas viajan en una direccion paralela a uno de los ejes coordenados, es
decir, un sexto de ellas viajan en la direccidén (+x), un sexto en la direccién (—x), un

sexto en la direccién (+y) y asi sucesivamente.

Para determinar las propiedades de transporte, necesitamos conocer lo que se llama tra-
yectoria libre media, que es la distancia promedio que viajan las particulas del fluido sin

sufrir colisiones entre ellasE] Para esto, consideremos una molécula que se estd moviendo

3 En general, la distancia promedio entre colisiones no esté bien definida ya que la colisién por si misma no
se puede definir sin ambigiiedad.
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en la direccion (+z) y de la cual nos interesa conocer la frecuencia con la que choca con
otras moléculas en el gas. Es claro que esta molécula no chocard con otras moléculas que
se muevan en la direccién (+z), ya que todas ellas se mueven con la misma rapidez, C. Sin
embargo, con respecto a moléculas que se mueven en la direccién (—z), nuestra molécula de
prueba tiene un velocidad relativa de 2C. Esto significa que durante un intervalo de tiempo At
las moléculas cuyos centros estdn dentro de un cilindro de seccién transversal 7o~ y longitud
2CAt sufrirdn colisiones con la molécula sobre la cual hemos enfocado nuestra atencién.

Ya que la densidad numérica es p y un sexto de ellas se estdn moviendo en la direccién
(—z), podemos concluir que habran %ﬂpa'zf colisiones por unidad de tiempo con esas molé-
culas. Andlogamente, moléculas moviéndose en la direccion (+z) tienen una velocidad de 2
relativa a moléculas que se mueven en la direccion (+x); por tanto hay é V2rpa?C colisiones
por unidad de tiempo con estas moléculas. El mismo resultado se obtiene para moléculas

moviéndose en las direcciones (—x), (+y) y (—y), de manera que hay
I = éono’C (1.35)

colisiones que sufre la molécula de prueba por unidad de tiempo, en donde & = % + % \/ﬁﬁ
Entonces, una molécula moviéndose con rapidez C, durante un intervalo de tiempo At

(que es grande comparado con el tiempo promedio entre colisiones), viajard una distancia

CAt; si 1a molécula experimenta I colisiones por unidad de tiempo, durante el intervalo de

tiempo At, la molécula colisionard I'At veces. Por tanto, la trayectoria libre media estd dada

por _ B
l= % = %, (1.36)

que, al sustituir la ec.(I.35) en (1.36), queda como
I= gpylmz' (1.37)

6 Si se supone que las moléculas se mueven en todas direcciones, y que la distribucién de velocidades es la
de Maxwell, se obtiene el mismo resultado, excepto que & = V2.
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Podemos darnos una idea del orden de magnitud de [ al usar la ecuacion del gas ideal, para
eliminar la dependencia en p. Para 7T = 300 Ky o = 5.0 A, el camino libre medio es del
orden de 107° cm a una atmésfera de presién y del orden de 1073 ¢cm para 1 mm Hg.

Asi pues, las moléculas del gas se mueven y colisionan transfiriendo momento, energia
y masa. Si ademas existe un gradiente de velocidad, temperatura o concentracién, habrd un
flujo neto de momento, energia o masa entre capas adyacentes. En el caso del coeficiente de
difusién, que es la propiedad de interés en este trabajo de investigacion, es el flujo de par-
ticulas el que estd involucrado. Tanto el experimento como la teoria [28] han mostrado que
la difusién puede ser consecuencia de gradientes de presion (presion de difusion), gradien-
tes de temperatura (difusion térmica), fuerzas externas (difusion forzada) y/o gradientes de
concentracion.

Abhora bien, por simplicidad, imaginemos un gas compuesto de dos is6topos, cuyas pro-
piedades, incluyendo su masa molecular, son suficientemente similares para que podamos
tratar los valores de C y [ como idénticos. Seleccionemos uno de los is6topos como la refe-
rencia y supongamos que hay un gradiente de concentracion uniforme de éste en la direccion
(+2). Consideremos el plano de referencia de la figura[I.4} aquellas moléculas que alcanzan
el plano O han viajado desde su tltima colision una distancia /, la trayectoria libre media. Las
moléculas que llegan a O desde abajo provienen del plano A y tendrdn una densidad de masa

de

_ dlom)
m dZ .

De este modo, el nimero de moléculas de masa m que atraviesa el plano O, de abajo hacia

arriba, por unidad de area y por unidad de tiempo, es

De igual manera, el nimero de moléculas de masa m que atraviesa el plano O, de arriba hacia
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abajo, por unidad de area y por unidad de tiempo, es

1. d (pm)

Por tanto, el flujo neto de masa en la direccion (+z) es

(1.38)

El signo menos indica que el flujo es en la direccion de mayor a menor concentracion.

Ahora bien, en términos del flujo de masa, el coeficiente de autodifusion se define como:

y - _pdlm (1.39)
dz

Al comparar las ecuaciones y (I.39) se encuentra que el coeficiente de autodifusion se

puede escribir en términos del camino libre medio y la rapidez promedio como:

1
D==-Cl=——(8kzT 12 1.40
3C 3§710'2p( g1 /mm) ( )

De este modo, la autodifusién es inversamente proporcional al nimero de moléculas por

unidad de volumen y directamente proporcional a la raiz cuadrada de la temperatura.

1.7. El coeficiente de autodifusion para gases diluidos

Si las moléculas se atraen o se repelen entre si en virtud de las fuerzas intermoleculares,
se emplea la teoria de Chapman y Enskog para el calculo de las propiedades de transporte

[29]. Hay cuatro hipétesis importantes en esta teoria:
1. El gas esté suficientemente diluido para que solamente ocurran colisiones binarias.

2. El movimiento de las particulas, durante una colision, se puede describir a través de la

mecanica clasica.
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Figura 1.4: Esquema del flujo de particulas.

3. Sé6lo ocurren colisiones elasticas.

4. Las colisiones entre un par de particulas no estdn correlacionadas. En otras palabras,
una vez que dos particulas han colisionado, habrd muchas otras colisiones con otras

particulas antes de que este par se vuelva a encontrar.

Una suposicion adicional es que, por simplicidad, el potencial de interaccién tiene sime-

tria esférica.

El desarrollo de la teoria cinética se basa en el conocimiento de la funcién de distribucion
f(r,v,1). Esta funcién de distribucion se define de modo que f(r, v, ) drdv es el nimero de
moléculas que al tiempo ¢ se encuentran en el elemento de volumen entre r y dr, y que tienen
velocidades entre v y dv. En el equilibrio, la funcién distribucion se reduce a la distribucién

de Maxwell,

(0] m \'? mv?
4 :p(anBT) eXp(_szT)'
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En el caso de que el sistema se encuentra fuera de equilibrio, la funcién de distribucién
satisface la ecuacion integro-diferencial de Boltzmann [29] [13]].

Al estudiar las propiedades de los gases que se encuentran ligeramente fuera de equilibrio,
se puede considerar a los flujos proporcionales a la primera derivada de la densidad, velocidad
y temperatura; y usar las definiciones de los coeficientes de transporte. En este limite, la
funcién de distribucion es casi Maxweliana y la ecuacién de Boltzmann se puede resolver
a través del desarrollo perturbativo propuesto por Chapman y Enskog [29, [13]]. El resultado
final es que las propiedades de transporte se expresan en términos de lo que se conoce como
integrales de colisién Q0%

Para obtener el coeficiente de autodifusion, a primera aproximacion, los superindices /'y
k que aparecen en la integral de colision adquieren el valor de 1. Esta integral estd definida

por [12]

Q(l,l)* T* — =
() —

00 E*
T3 f QW* (E*)exp (— )E*ZdE*, (1.41)
0

donde QV* (E*) es la seccién transversal de colisién reducida, definida como

QW (E*) =2 f ) (1 - cos (y)) b*db*. (1.42)
0

El dngulo de deflexion y estd dado por

. 00 b*Z * * 71/2d *
X:ﬂ—zb*f (1— —‘”(r)) ’ (1.43)

r*2 E* r*2

m

donde r*, b*, ¢*, E* y r;, son la distancia entre particulas, el pardmetro de impacto, el potencial
de interaccidn, la energia cinética relativa y la distancia de mdximo acercamiento, reducidas
con los pardmetros moleculares. Esta ultima se determina a partir de la raiz positiva mas

grande de la expresion

b*Z SD* (I"*) ~
r*Z E* -

0.
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En términos de la integral de colision, QUD* o] coeficiente de autodifusion para un gas

puro y diluido de masa molecular m a una temperatura T es [12]

3 ksT\'"*
D, = ST (ﬂm) , (1.44)

[IP2)

donde el subindice “0” significa gas diluido, d es el pardmetro de longitud del potencial de
interaccion y p es la densidad numérica.

Para el modelo de esferas duras la integral de colision es igual a la unidad y la ecuacién

(L.44) se reduce a

kT]/Z
D = 3 (3—) , (1.45)

° 8po? \ mm
donde o es el didmetro de las esferas duras.
Vale la pena hacer notar que tanto la ec. (1.44)) como la (I.43) son expresiones a primera

aproximacion en el desarrollo de polinomios de Sonine.[12]
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Capitulo 2

Simulacion molecular

Las técnicas actuales de simulacidon por computadora nacieron de la necesidad de descri-
bir y calcular propiedades macroscdpicas de un sistema de particulas interactuantes. Ya que,
en general, su cdlculo es intratable desde el punto de vista puramente analitico. Los tipos de
simulacién molecular mds utilizados son el método de Monte Carlo (MC) y el de dindmica

molecular (DM) [30]. En este capitulo introduciremos brevemente estas técnicas.

2.1. Detalles generales

Como se mencion6 en el capitulo 1, el formalismo de la mecdnica estadistica nos permite
relacionar la descripcién microscopica de un sistema con sus propiedades macroscépicas.
Asi pues, para obtener el valor macroscépico (A) de una cierta propiedad es necesario tomar
promedios sobre muchos valores microscopicos A;, los cuales dependen unicamente de la
configuracion i. La expresion para el promedio depende, desde luego, del tipo de ensamble
usado. Por ejemplo, para el ensamble NVT es necesario calcular la funcién de particién
canénica, ec. (I.2), que a su vez involucra el conocimiento del potencial de interaccién. De
esta manera, el problema se reduce a encontrar métodos que generen trayectorias en el espacio

fase y tomar muestras estadisticamente independientes de estas trayectorias.
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De manera general, la estructura basica de un programa de simulacion es la siguiente:

1. Inicializacion del sistema. En esta etapa se leen los pardmetros iniciales de simulacién

(por ejemplo las variables de estado) y se situa al sistema en una configuracion inicial.

2. Generacion de configuraciones. Esta etapa constituye el nicleo del programa, ya que

es aqui donde se hace evolucionar al sistema a través del espacio fase.

3. Calculo de promedios. Se escogen algunas configuraciones de la etapa anterior para
calcular los valores microscépicos y los promedios sobre el ensamble de las cantidades

de interés.
Ahora bien, existe dos enfoques principales para realizar el muestreo del espacio fase:

= Métodos deterministas. Se obtienen las configuraciones de manera secuencial en el
tiempo, por medio de la integracién de las ecuaciones de movimiento del sistema. En

esta categoria se encuentra el método de dindmica molecular.

= Métodos estocasticos. Se obtienen los puntos del espacio fase de manera aleatoria,
y por tanto estos no forman una trayectoria en el sentido fisico. En esta categoria se

encuentra el método de Monte Carlo.

A continuacién se da una descripcion breve de los métodos.

2.2. Método de Monte Carlo

El método de Monte Carlo fue ideado originalmente como una técnica para calcular inte-
grales en forma numérica, utilizando para ello nlimeros aleatorios. El algoritmo de Metropolis

es una aplicacién de este método al problema de calcular promedios en mecédnica estadistica.
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Por ejemplo, en el ensamble candnico una configuracion de energia HH tiene una probabilidad

proporcional al factor de Boltzmann,
P e‘ﬁﬂ,
donde 8 = 1/kgT.
A grandes rasgos, el algoritmo de Metropolis se pone en practica de la siguiente manera:

1. Se genera una configuracién inicial C?) = {ri"), rg), réi), e rj\",) 3

2. Se modifica ligeramente la configuracién C” para obtener una configuracién de prueba
C"*1V_ Esta modificacién consiste en dar a una particula cualquiera un desplazamiento

aleatorio.
3. Se calcula el cambio de energia potencial AU = U (C (”1)) -U (C (i)).

4. Si AU <0, se acepta la configuracion de prueba y se va al paso 6.

5. Si AU > 0, se genera un niimero aleatorio @ (entre 0y 1). Si & < ePY se acepta la

configuracién. En caso contrario, se rechaza.
6. Se guarda la configuracién generada, se hace C = C*V y se regresa al paso 2.

Como se puede notar de lo anterior, las configuraciones generadas utilizando el método
de Monte Carlo no siguen la dindmica real del sistema. Sin embargo, este método permite el

calculo de propiedades estdticas y estructurales de una manera muy sencilla.

2.3. Dinamica molecular

En la técnica de dindmica molecular se calcula primero la fuerza sobre cada particula

debida al resto de las moléculas. Resolviendo las ecuaciones de movimiento de Newton, se
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determina como cada molécula se mueve en respuesta a la fuerza sobre ésta. El cdlculo se
realiza para todas las moléculas de la caja o celda y, a partir de esto, se pueden seguir las
trayectorias en el espacio y tiempo. En cada paso de tiempo que se simula, las propiedades
instantdneas del sistema se calculan a través de sus expresiones moleculares correspondientes.
Subsecuentemente, las propiedades macroscépicas del sistema se obtienen a partir del andlisis
de las cantidades instantdneas.

El método de DM, a diferencia del método de Monte Carlo, permite obtener configura-
ciones sucesivas en el tiempo, y por lo tanto permite el cdlculo de propiedades dindmicas
tales como correlaciones espacio—temporales; y de estds funciones se pueden obtener los

coeficientes de transporte, e.g., el coeficiente de difusion.

Algoritmo de simulaciéon

Sea el sistema de estudio un conjunto de N particulas idénticas, contenidas en un volumen
V'y que interaccionan a través de un potencial por pares u (ri j) = u;;. Entonces, las ecuaciones

de movimiento, a resolver numéricamente, son

dr;
fi = d_l; = Vi, (2.13.)
dv;
V= d_‘; =a, (2.1b)
donde
N dur
ma;,=F, =)y ——L (2.2)
; dr,-j rij

es la fuerza sobre la particula i. De esta manera, las ecs. (2.1) forman un conjunto de ecua-
ciones diferenciales de primer orden. Ya que la fuerza que actia sobre una particula depende
de la posicion del resto, las ecuaciones de todas las particulas estdn acopladas.

Existen varios métodos para llevar a cabo la integracién numérica de las ecuaciones (2.1]).
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Entre estos métodos de integracion se encuentran el de Euler, los métodos de Verlet y velocity
Verlet, el método de Runge—Kutta y la familia de métodos predictor—corrector.

En este trabajo se utilizé el algoritmo velocity-Verlet [30] para integrar las ecuaciones de
movimiento. Este algoritmo comprende dos partes. Primero, el cdlculo de las nuevas posicio-
nes por medio de

r;(t+AD)=r;(t) + Arv; (t) + %Atzai (0, (2.3)

donde At representa el tamafio del paso de tiempo. Segundo, se calculan las nuevas velocida-
des por medio de

V; ([ + At) =V; (t) + %At [a; (l) + Q; (t + At)] . (24)

Hay que hacer notar que en este algoritmo podemos calcular las velocidades s6lo después
de que hemos calculado las nuevas posiciones, y de éstas, las nuevas fuerzas.

Por otra parte, el sistema con mayor nimero de particulas, para una densidad fija, propor-
cionard, en general, resultados mas preciso{]. Sin embargo, debido a limitaciones tecnoldgi-
cas tenemos una limitacion en el nimero de particulas a utilizar. En dindmica molecular, el

mayor tiempo de computo se ocupa en el célculo de la fuerza.

2.4. Aspectos practicos

Ahora bien, al confinar las particulas en un volumen V, habra una porcion de particulas
sobre la superficie del contenedor y estas particulas tendran un comportamiento distinto a las
que se encuentran en el bulto. Para superar estos efectos de superficie se usa cominmente
lo que se llama condiciones periddicas a la frontera [30]]. Se hacen réplicas de la caja de
simulacién, junto con todas las particulas y su estado, para formar una red infinita. Durante

la simulacién, mientras una particula se mueve de la caja original, las imdgenes periddicas

VEl limite termodindmico corresponde al limite cuando (N) — oo, V — oo con p = (N) /V constante. En el
limite termodindmico, las propiedades calculadas en distintos ensambles son las mismas.
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de las cajas vecinas se mueven de la misma manera. Asi, mientras una particula deja la ca-
ja “principal”, otra imagen entra por el lado opuesto. Por tanto, no hay paredes en la caja
principal ni particulas en la superficie. No es necesario almacenar el estado de cada particula
imagen, sélo el de las particulas de la caja principal. De hecho, el estado de las particulas

imagen se puede obtener con la traslacion de la caja principal.

Las interacciones entre las particulas se calculan de acuerdo a la convencion de imagen
minima. Una particula interactiia ya sea con otra particula de la caja de simulacién principal
o con la imagen mds cercana en las cajas réplica vecinas. Por lo tanto, las interacciones se
toman en cuenta dentro de una regién cubica del mismo tamafio que la caja principal, cuyo

centro estd situado en el centro de masa de la particula considerada.

Por otra parte, se introduce un radio de corte r., para reducir el nimero de calculos de
interaccion. El radio de corte debe ser menor que la mitad del largo de la caja, por consis-
tencia con la convencién de imagen minima, y lo suficientemente grande para que incluya a
los primeros vecinos. Asi, el potencial intermolecular se trunca en el radio de corte y s6lo se
calculan las interacciones entre particulas cuya distancia relativa es menor a r.. Las interac-
ciones con las particulas fuera de la esfera de corte son descartadas o se toman en cuenta a

través de correcciones de largo alcance [30].

Unidades Reducidas

En simulaciones es conveniente expresar cantidades tales como la temperatura, densidad,
presion y similares en términos de unidades reducidas. Esto significa que se eligen unidades

de energia, longitud y masa, convenientes, para luego escribir las cantidades fisicas en térmi-
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nos de estas unidades basicas. Una opcidn natural para estas unidades basicas es la siguiente:

Unidad de longitud | 6,,

Unidad de energia | ¢

Unidad de masa m

donde m es la masa de las particulas. De estas unidades bdsicas, se derivan las siguientes:

Unidad de tiempo O VM/&

Unidad de temperatura | &/kp

En términos de estas unidades se expresan las propiedades reducidas, denotadas con un
superindice *. El potencial reducido u* = u/e es una funcién adimensional de la distancia
reducida r* = r/0,,.

Con esta convencion, se definen las siguientes cantidades reducidas:

Energia interna | U* = Ug™!
Presién P =Pse!
Densidad pF = p&>
Temperatura T* = kpTe™!

2.5. Calculo de las propiedades fisicas

Las propiedades macroscdpicas se pueden obtener a partir de la simulacién al promediar
las cantidades microscdpicas sobre las distintas configuraciones, lo que se denota por ( ). A

continuacion se detalla el cdlculo de las propiedades macroscépicas mds frecuentes.

Temperatura

La temperatura de un sistema se puede obtener a partir del valor medio de la energia

cinética, a través del teorema de equiparticic’)rﬂ . Asi, para un sistema de particulas en tres

2 Este teorema asigna un valor de kzT/2 por cada grado de libertad cuadritico (de forma p? o ¢?) en el
Hamiltoniano del sistema.
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dimensiones, la temperatura esta dada por

3 o A,
SVkT = (%) = > ;mvi , (2.5)

donde (.. .) denota el promedio, ya sea del ensamble sobre el espacio fase o, usando el teore-

ma ergddico, el promedio en el tiempo.

Presion

La presion de un sistema se puede obtener a través del teorema de equiparticion generali-
zado [30, 31]]. Asi pues, para un sistema de N particulas en tres dimensiones, se tiene que la

presion es:

1 N
P:pkBT+W<Zr,"Fi>,

i=1
donde r; y F; son la posicion de la i-ésima y la fuerza sobre ésta, respectivamente.

Esta tltima ecuacion se puede reescribir en términos de la distancia y fuerza relativa entre

particulas de manera que sea independiente del origen del sistema coordenado, i.e.,

1 N
P = pkBT + ﬁ <Z FU . r,'j> , (26)
i<j
conr;; =r;—r;y
du (r) Tij
F, = 20T
/ dr rij

Vale la pena hacer notar que el la obtencion de la ec. (2.6)) se ha supuesto que la fuerza
es de tipo central, es decir, que el potencial s6lo depende de la distancia entre las particulas y

que actda a lo largo de la linea que une a los centros de masa.
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Energia interna

La energia interna se obtiene del promedio del Hamiltoniano y del teorema de equiparti-
cion, i.e.,

N
U= <7"{> = <7(> + <7/{> = %NkBT + <Z I/l,'j> , (27)

i<j

donde el primer término es la contribucion ideal.

Funciones de Correlacion

Las funciones de correlacién son una medida de la interdependencia existente entre dos
variables en dos puntos diferentes del espacio (correlacion espacial) o del tiempo (correla-
cién temporal); y son precisamente las fluctuaciones en el tiempo de una propiedad las que se
pueden relacionar, a través de las funciones de correlacion en el tiempo, con los coeficientes
de transporte. En cierto sentido, las funciones de correlacion en el tiempo desempefia un pa-
pel similar en la teoria de las propiedades de transporte a aquel que desempeiia la funcién de
particion en la teoria de las propiedades termostaticas. Sin embargo, a diferencia de las pro-
piedades termostaticas, se requiere una funcion de correlacion diferente para cada coeficiente
de transporte.

Considérese una propiedad dindmica A que estd fluctuando alrededor de su valor medio.
Con el fin de medir la correlacion en el tiempo de la propiedad A, supdngase que el valor
inicial es A (0) y que después de un tiempo ¢ es A (7). Entonces, se define la funcién de

correlacion en el tiempo, para esta propiedad, como:
Ca(®=A0)AQ),

donde el promedio se lleva a cabo sobre un intervalo de tiempo arbitrario, suficientemente
largo comparado con el tiempo caracteristico de las fluctuaciones. Ahora bien, si el sistema

es ergddico, se puede reemplazar el promedio temporal por el promedio sobre el ensamble,
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es decir,

Ca=A0)A[D) =(A0)A®).

La funcién de correlacion nos dice en qué medida el valor de A al tiempo ¢ se ve afectada
por su valor al tiempo ¢ = 0. Si ¢ es grande, la correlacién serd pequefia y en el limite t — oo
la funcién C4 (¢) es cero, i.e., no existe correlacion.

En general, los coeficientes de transporte estdn relacionados con las funciones de corre-
lacién a través de una integral en el tiempo [32]. Por ejemplo, el coeficiente de autodifusién

estd dado por

1 1Y
ngfo <N217i(0)-\7i(t)>dt, (2.8)

i=1

donde el integrando es la funcién de autocorrelacion de las velocidades.

La relacion de Einstein asociada con la férmula de Green-Kubo, ec. (2.§)), es

. 1d
D=lim =~ (A7) () (2.9)
donde
1 N
(aF) 0 = = > IR0 - OF, (2.10)

i=1

es el desplazamiento cuadrético medio.

Es importante resaltar que las expresiones para los coeficientes de transporte, obtenidas
a partir del formalismo de funciones de autocorrelacion, son muy generales en el sentido de
que no estan limitadas a alguna region en densidad particular. M4s atn, en el gas diluido, las
expresiones que se obtienen para los coeficientes de transporte son las misma que las de teoria
cinética [33]]. Sin embargo, se conoce relativamente poco de las funciones de autocorrelacion

para fluidos densos.
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Capitulo 3

El método de diametros de esfera dura
efectivos

Entre las distintas teorias que se han usado para estudiar los fluidos, podemos mencionar
las teorfas de perturbaciones. Estas se basan en la separacién del potencial en sus contribucio-
nes repulsiva y atractiva.[34, 35] De estas contribuciones, la interaccion repulsiva es la que
determina la estructura en la fase densa (y/o moderadamente densa), mientras que las interac-
ciones atractivas juegan un papel secundario.[36] Como consecuencia, es posible aproximar
las propiedades termodindmicas de un fluido denso a partir del conocimiento de la estructura
y las propiedades termodindmicas del sistema de referencia. En este caso, el sistema de refe-
rencia estd constituido por particulas que interaccionan tinicamente de manera repulsiva y el
problema se reduce a calcular las propiedades del sistema de referencia.

Desde un punto de vista prictico, las propiedades del sistema de referencia se pueden
obtener a partir de simulaciones por computadora o modificando de manera adecuada las
propiedades de un sistema de esferas duras (HS) por medio de un didmetro efectivo (EHSD)
o, que ahora depende del estado termodindmico. Por lo tanto, las propiedades del sistema
de referencia se pueden obtener al sustituir o en la correspondiente expresion de HS.

Considérese un fluido is6tropo a una densidad p = N/V y una temperatura 7, cuyas

particulas interaccionan a través de un potencial repulsivo; y otro sistema de HS de didmetro
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o, cuyas propiedades son funciones de 17 = pb, donde b = 7o /6 es el volumen de la esfera.

Para una propiedad termodinamica X, se define el didmetro efectivo o a través de

X(T,p) = Xus [11;0 (T, p)]. (3.1

Por ejemplo, para el caso del factor de compresibilidad Z = p/ (pkgT), el didmetro efectivo

se define implicitamente por

Z(T,p) = Zus [0 (T, p)] . (3.2)

Vale la pena hacer notar que, en general, el EHSD es distinto para cada propiedad termodi-
namica.

Por tltimo, surge la pregunta de coémo resolver la ec. (3.1) para el didmetro efectivo. Entre
las alternativas para la obtencidén del EHSD, aqui se ha optado por lo que se conoce como
método de mapeo, que se basa en el desarrollo virial de las propiedades de interés.[37, 138]]
En el caso de las propiedades de transporte, en este trabajo se propone una extension a este
método, el cual se basa en las expresiones analiticas de teoria cinética, en el limite diluido,

para los coeficientes de trasporte [39].

3.1. Mapeo en las propiedades termostaticas

Este método fue propuesto originalmente por del Rio para tratar con potenciales repulsi-
vos [37]. Con el fin de resolver la ec. (3.2)), para el volumen efectivo de esfera dura (EHSV) o

volumen de empaque, se parte del desarrollo virial para el sistema de interés, lado izquierdo

de (3.2),
Z,T)=1+B(T)p + C(T)p* + D(T)p* + - - - (3.3)

y para el sistema de HS, lado derecho de (3.2),

Zus() = 1 + Busp + Cusp” + Dusp” + -+ (3.4)
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Para el caso de HS, los coeficientes viriales son proporcionales a potencias de b.[40, 41, 42]]
Por ejemplo, Bys = 4b, Cys = 1002, etc.
El siguiente paso es suponer que el volumen de empaque tiene un desarrollo en serie en

la densidad, i.e.,

(o8]

by = D an(D)p, (3.5)
n=0

669

donde el subindice “p” indica que es el EHSV asociado a la presion.

Lo que sigue es sustituir el EHSV, ec. (3.5), en el desarrollo virial de HS, ec. (3.4), y se
identifican los términos con la misma potencia de p en ambos lados de la ec. (3.2)). Con esto
se crea un sistema de ecuaciones que involucra los coeficientes viriales del sistema de interés,
los coeficientes a, del EHSV y las constantes numéricas mencionadas anteriormente. Estas

igualdades se pueden resolver para los coeficientes a,, y los primeros de estos son

ap = iB(T), (3.62)
1 5

@ = (c (T) - gB2 (T)), (3.6b)

a, = i(D(T) - %C(T)B(T) +0.494301B° (T)|. (3.6¢)

Por tanto, el EHSV estd dado por la ec. (3.5)) con los coeficientes de (3.6). Para sistemas
con interacciones repulsivas realistas, a una densidad dada, el EHSD es una funcién monoté-
nica creciente de la temperatura 7', debido a la naturaleza suave del potencial. Ademads, en el
limite diluido, se encuentra que o, — d cuando T — 0, donde d es el pardmetro de longitud
del potencial de interaccion del sistema de interés.

Por otra parte, en el limite diluido, b, es igual al volumen promedio de una particula
durante una colision [43] y o, es igual al didmetro propuesto en la teoria de perturbaciones
de Weeks-Chandler-Andersen.[44), [36]]

Otro punto importante es que, para la mayoria de los potenciales de interés, la serie de

la ec. (3.5) converge rapidamente, mucho mds rdpido que la serie virial de Z. Esta rapida
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convergencia se debe al hecho de que incluso una aproximacion a primer orden de b, cuan-
do se sustituye en una funcion racional para Z, implica una aproximacion razonable de los
coeficientes viriales. En este sentido, este esquema se asemeja a un aproximante de Padé ad
hoc a las propiedades de interés.

Por otro lado, ya que en general el EHSD es diferente para cada propiedad termodinamica,
con este procedimiento se puede obtener el EHSD para la energia libre de Helmholtz, la
compresibilidad isotérmica, etc. Realizando los mismos pasos que en el caso de Z, el volumen
de empaque para la energia libre estd dado por

[Se]

b= cu(T)pl, (3.7)

n=0

donde los primeros términos estdn relacionados con los coeficientes en (3.6) por

Co = dy, (383.)
1

Cc1 = Eal, (38b)
1 5

Cy = gaz + an a. (38C)

Para resumir, un sistema repulsivo estd caracterizado por su EHSD (o EHSV). Esto tiene
como resultado que la ecuacién de estado quede expresada como la de un sistema de esferas

duras, cuyo didmetro es funcién del estado termodindmico.

3.2. Mapeo en las propiedades de transporte

Para el caso de las propiedades de transporte, en este trabajo nos limitamos al coeficiente
de autodifusion. Asi, al igual que las propiedades termostaticas, el didmetro efectivo esta

definido por
D(T,p) = Dys [1; 00 (T, p)], (3.9)
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donde D = Dp'/? (kgT/ m)~'/? es el coeficiente de autodifusién reducido macroscopicamente
y el subindice “D” indica que es el EHSD asociado a la difusién Esta manera de reducir las
propiedades de transporte fue propuesta originalmente por Rosenfeld [45] para un sistema
denso de particulas cuyo camino libre medio es del orden de la distancia promedio entre
particulas.

Ahora bien, si se trata de usar el mismo camino que para las propiedades termostaticas
se encuentra que, para las propiedades de transporte, los “coeficientes viriales” divergen de
manera logaritmica [46]]. Sin embargo, en la region de bajas densidades, la teoria cinética per-
mite expresar los coeficientes de transporte en términos de las integrales de colisién, como se
muestra en la ec. (I.44)). Con base en esto, se ha elegido mapear el limite de bajas densidades
de la ec. (3.9), esto es:

D(T.p), = D™ (g;0p [T, p)), (3.10)

el lado izquierdo de esta ecuacién estd expresado en términos de la integral de colisién Q-D*
del sistema de interés y el lado derecho en términos del didmetro o del sistema de esfe-
ras duras. Entonces, después de sustituir las expresiones correspondientes y simplificar, se

obtiene que el didmetro efectivo estd dado por
o = d*QD*, (3.11)

siendo d el pardmetro de longitud del potencial de interaccion.

Por otra parte, como ya se menciond anteriormente, el EHSD depende no sélo del sistema
de interés sino también de la propiedad de estudio. Asi, dependiendo de la propiedad de
estudio, el sistema parecerd mas o menos ‘“‘empaquetado’.

Por dltimo, es importante mencionar que este mismo procedimiento se puede aplicar a

otras propiedades de transporte. Por ejemplo, para el caso de la viscosidad cortante el EHSD

! Es importante hacer notar que son las propiedades reducidas con las escalas macroscépicas de longitud
Iy = p~' y de tiempo o = p~'/ (kgT/m)~'/? las que son funcién de 7. Es por esto que hemos elegido reducir
las propiedades macroscépicamente y lo denotamos con el simbolo tilde (7).
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estd dado por una expresion similar a la ec. (3.11)), pero con Q??* en vez de Q"V*. Ademds,
este procedimiento no estd basado en algiin potencial de interaccion particular y por tanto
puede ser aplicado a cualquier potencial repulsivo, cuyas propiedades y estructura no difieran

mucho de aquellas del sistema de esferas duras.
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Capitulo 4

Aplicacion a sistemas repulsivos no
conformales

Los fluidos repulsivos son por si mismos interesantes porque hay sistemas que se pueden
modelar con interacciones repulsivas, e.g. coloidales, sistemas granulares [47, 48, 49], micro-
geles [50, 51 y polvos [49]. Ademads, los sistemas repulsivos son importantes en las teorias
de perturbaciones, en las que son usados como sistemas de referencia. Por tanto, para la apli-
cacion de estas teorias e incluso para ponerlas a prueba, deben conocerse varias propiedades
de los sistemas repulsivos. Estas propiedades son la funcién de distribucién radial g(r) y la
energia libre F', como funcidn de las variables de estadop y T'.

Ahora bien, dado que nuestros potenciales de interés son los potenciales ANC, ec. (1.30),

se definen las esferas suaves repulsivas (NCSS) a través del potencial:

uanc (r’ 8? 6"’19 s) + & r S 61’”’
Uss (758,01, 8) = 4.1)

0 r>0,.

Esta familia de potenciales resulta una alternativa a otros potenciales repulsivos, ya que re-
presenta mejor la interaccion repulsiva de sustancias reales. La figuraf.T|muestra a la familia
de potenciales ug para algunos valores de s, incluyendo el limite de esfera dura (HS).

Es necesario mencionar que, en un trabajo previo [52], el autor realizé simulaciones de

dindmica molecular para calcular la presion y energia interna (entre otras propiedades) para
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Figura 4.1: Potencial de interaccion de NCSS, ec. (4.1)), para algunos valores del parametro
de suavidad s. El potencial con s = 1.09399 es casi conformal con el potencial Lennard-Jones
repulsivo. El limite de esfera dura se obtiene cuando s — 0.

este tipo de sistemas. También calculé numéricamente el tercer y cuarto coeficientes viriales.
Con el conocimiento de los coeficientes viriales fue posible expresar una ecuacion de estado
virial, truncada hasta el cuarto coeficiente, que sin embargo sélo fue vélida a densidades
p" < 0.5.

En este trabajo se presenta otra manera de obtener una ecuacién de estado, de mayor
exactitud que la ecuacién virial truncada, que se basa en el mapeo de las propiedades de
NCSS en las correspondientes propiedades de un sistema de esferas duras de didmetro o
Una vez conocidas las propiedades de NCSS, se propone usar un esquema perturbativo para

calcular las propiedades de los sistemas ANC.

4.1. Propiedades termostaticas

Si bien los resultados de simulacién molecular para las propiedades termostaticas y la
integracién numérica de los primeros coeficientes viriales son de una etapa previa [52], aqui

se presentan los nuevos hallazgos en los coeficientes viriales y las comparaciones de la nueva
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ecuacion de estado con los datos de simulacion [38]].

Coeficientes viriales

Con el fin de construir una ecuacién de estado (EDE) para los sistemas NCSS es necesario
contar con el conocimiento de los primeros coeficientes viriales. Ahora bien, por construccion
de los potenciales ANC, el segundo coeficiente virial B},(T*) de NCSS obedece una relacion
similar a la dada por la ec. (I.3T)). En otras palabras, basta con conocer el coeficiente B} (T™)
del sistema con s = 1 para conocer B (7T*) de otro sistema con suavidad distinta.

Para el caso del tercer coeficiente virial, en la figura [4.2a se muestra la dependencia de
C con T* de sistemas con distinta suavidad s. Como se puede apreciar, para s constante,
CZ decrece a medida que la temperatura aumenta. De hecho, el comportamiento de C, es
muy parecido al del segundo coeficiente virial. Mds ain, se encontré que con muy buena

aproximacion se obedece la relacion:

C:SI/Z (T*, S) =1+ [C*I/Z (T*, 5 = 1) _ 1] . (42)

Ss

En la figura se puede apreciar que la grafica parametrica de CJ, a la potencia 1/2 es una

linea recta, cuya pendiente es la suavidad s.

*

Con respecto al cuarto coeficiente virial D,

se encontrd que se sigue la relacion:

DI (T, ) =1+ 5| D (17, 5= 1) - 1]. 4.3)

z Zgoe 1/3 . .
La grafica paramétrica de D} B3 que corrobora esta ecuacion, y la dependencia de D}, con T*

se pueden ver en las figuras [4.3b|y .34 respectivamente.
Tanto en las figuras .2 como en §.3] los simbolos son el resultado de integrar numérica-
mente las expresiones para el tercer y cuarto coeficientes viriales, respectivamente. Las lineas

solidas de las figuras 4.2a]y se obtuvieron de las ecs. (4.2) y (4.3)); en las figuras {.2b] y

[4.3b] las lineas son el resultado de ajustes lineales.
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Con el fin de tener expresiones analiticas para los coeficientes viriales de la referencia,
se ajustaron funciones empiricas, basadas en una propuesta de Jiu-Xun [53]], a los resultados

numéricos del sistema con s = 1. Asi, para el tercer coeficiente virial se tiene que:

CX'2(T*,1) = 1.04389 — 0.29316 T*'/*

+0.0127669 T** — 0.009261321n (T™), (4.4)
mientras que para el cuarto coeficiente virial:

DX'3(T*,1) = 1.07129 — 0.326551 T*'/*

+0.0144417 T** = 0.00347697 In (T™), (4.5)

ambos para 0.2 < T* < 16. Vale la pena mencionar que con este tipo de dependencia en T~
se requieren menos pardmetros ajustables que con un ajuste polinomial.
Resumiendo, los primeros coeficientes viriales de NCSS con suavidad s arbitraria se pue-

den obtener en términos de s y del correspondiente coeficiente virial con s = 1 a través de las

ecuaciones (4.2), (@.3), @.4) y @.5).

Ecuacion de estado

En este apartado se aplica el conocimiento de los coeficientes viriales de los sistemas
NCSS, para los cuales ya se han dado expresiones, y la técnica de didmetros efectivos para
la construccién de ecuaciones de estado de las propiedades termostaticas de estos sistemas.
Como las propiedades son mapeadas en las de un sistema de esferas duras, se escogid la
ecuaciéon de Carnahan-Starling [54] (CS) por ser lo suficientemente precisa y simple para
representar las propiedades de HS en la fase fluida. Para el factor de compresibilidad de

exceso, la ec. de CS es
o 4n =21
Ca-p
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donde n = pb es la fraccidon de empaquetamiento y b el volumen de la esfera.

Dado que la ecuacién de CS describe el comportamiento de esferas duras, para aplicarla
a sistemas suaves es necesario usar el volumen de esfera dura efectivo (EHSV) b,, ec. (3.3))
y coeficientes (3.6). Ahora bien, toda la informacion sobre los sistemas NCSS se introduce
por medio de los coeficientes viriales, ec. (¢.2), (4.3), (@.4) y (.5)). Entonces, la ecuacion de
estado para el factor de compresibilidad Z de los sistemas NCSS estd dada por la ecuacion
(4.6), en la que ahora b es una funcién de las variables T* y p* y del pardmetro de suavidad
s. Si bien ZZ es una funcidn de estas variables, toda la dependencia estd contenida en 7, que

no es mas que la densidad reducida con el volumen efectivo.

La figura [4.4] muestra los resultados de simulacion para Zg¥ como funcién de p* de sis-
temas con distintos valores de s, a 7* = 1. Como se puede apreciar, Z} aumenta con la
densidad y disminuye con la suavidad. Este comportamiento de Z$ con p* es similar para
otras temperaturas. La figura|4.5|muestra a Zg como funcion de 7, a una densidad p* = 0.6.
En este caso, Z decrece con la temperatura. Resulta interesante sefialar que el efecto en Z3*
al aumentar la temperatura es similar al que se da al aumentar la suavidad, y viceversa. En
las figuras [4.4] y .5 también se encuentran las predicciones obtenidas de la ec. (4.8)) con b,
a segundo orden en la densidad. Como se puede apreciar, las predicciones estdn en buena

concordancia con los datos de simulacion.
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Figura 4.4: Factor de compresibilidad de exceso Z3 como funcion de p* para sistemas con
distintos valores de s, todos a la misma temperatura 7° = 1. Los simbolos son el resultado
de simulacién molecular y las lineas se obtuvieron con la ec. (4.6)) con un volumen efectivo
a segundo orden en la densidad. La linea a trazos es el limite de esfera dura.
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Figura 4.5: Factor de compresibilidad de exceso ZZ como funcién de 7™ para sistemas con
distintos valores de s, todos a la misma densidad p* = 0.6. Los simbolos y las lineas tienen el
mismo significado que la fig. [4.4]
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Un punto importante a resaltar es que no todas las propiedades termostaticas de exceso
se pueden mapear a aquellas de un sistema de esferas dura. Por ejemplo, la energia interna
U = U®/NkgT de HS es cero para todo estado y no asi para los sistemas NCSS. No
obstante, el mapeo se puede realizar al nivel de la energia libre F** = F*/NkgT y obtenerse

a través de una simple derivada, es decir,

U™ = —T(aF ) ) 4.7)
P

Ast, basta con sustituir el EHSV correspondiente , ec. (3.7) y los coeficientes (3.8), en una
ecuacion para £ de HS con el fin de obtener una ecuacién para U2 de NCSS. Para este

propésito se escogio la ecuacidn de CS para la energia libre, la cual es

for = 14 =30 4.8)

C -t

Las figuras 4.6y muestran los resultados de simulacién para U como funcién de
p*y T*, para los mismos sistemas y condiciones que las figuras 4.4y 4.5] Como se puede

apreciar, la concordancia de las predicciones con los datos de simulacion es bastante buena.
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Figura 4.6: Energia interna de exceso US* como funcién de p* para los mismos sistemas
y temperatura que la fig. .4] Los simbolos son el resultado de simulacion molecular y las
lineas se obtuvieron a partir de la ec. (4.8) con un volumen efectivo a segundo orden en la
densidad.
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Figura 4.7: Energia interna de exceso U como funcién de T* para los mismos sistemas y
densidad que la fig. [4.5] Los simbolos y las lineas tienen el mismo significado que la fig. [4.6]
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A continuacion se exhiben algunas caracteristicas que son consecuencia del mapeo a es-
feras duras: la primera consiste en que distintas curvas, que representan un propiedad ter-
modindmica para distintos estados, se colapsan en una sola curva. Por ejemplo, las distintas

isotermas (o isObaras) de Z&*

o, para una s dada, se colapsan en una sola curva cuando se usa

como variable a la fraccion de empaquetamiento 7, a esto se le ha dado el nombre de esca-
lamiento termodindmico. La segunda caracteristica es que distintas curvas, que representan
una propiedad para distintos sistemas, se colapsan en una sola curva. Siguiendo con Zg, las
curvas para cada s se colapsan en una sola curva también al usar la variable n. Esto dltimo
es una extension del principio de estados correspondientes, ya que lo siguen sistemas que no
son conformales.

La cuestion de si el EHSV es lo suficientemente preciso se puede responder al comparar
Z3X(n), de los datos de simulacion, con alguna ecuacion de estado de HS, en este caso la
ecuacion de CS, ec. (4.6). De esta manera, los datos que corresponden a diferentes estados
(densidades y temperaturas) se ordenardn de acuerdo a la fracciéon de empaque efectiva que
les corresponde. La grafica principal de la fig. @.8] muestra Z$ (7)) con el ESHV calculado
a segundo orden en la densidad, y el recuadro a orden cero. Como se puede apreciar, la
concordancia de los datos de simulacion con la ecuacién de CS es muy buena, incluso para

la aproximacion a mds bajo orden.

Para el caso de USY, la ec. (4.7)) se puede reescribir como

SS ?

Uex:n(aF )@, (49)

donde

3 0lnb(p,T)
0= ( dlnT )’

ya que toda la dependencia en la temperatura es a través del EHSV. Entonces, a partir de la
ec. (#9), se puede ver que el cociente de U™ entre ® es una funcién de 7. Esto se exhibe

notablemente en la figura4.9]
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Figura 4.8: Factor de compresibilidad Z&* como funcidn de 7. Los simbolos son los resultados
de simulacién molecular para los distinto estados p* y T y para los distintos valores de s
escogidos. El recuadro muestra los mismos datos, pero con el volumen efectivo a orden cero
en la densidad. La linea sélida es la ecuacién de CS, ec. (4.6).
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Figura 4.9: Energfa interna U como funcién de 7. Los simbolos y el recuadro tienen el
mismo significado que la fig. [4.8] La linea solida es la ecuacién (@.6).
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Estructura

Otra cantidad que se calcul6 en las simulaciones fue la funcién de distribucién radial g(r*).
La figura[d.10|muestra la g(r*) para tres sistemas (s = 0.6, 0.9 y 1.0) a una misma fraccion de
empaquetamiento efectiva (7 ~ 0.26). Como se puede apreciar, a pesar de que los sistemas se
encuentran a una misma 7, las curvas son distintas para cada sistema. Sin embargo, al usar la
funcion de cavidad (y(r) = exp [Bu(r)] g(r)) las curvas se superponen en una sola cuando se
grafican como funcién de la distancia reducida r/c.q. La figura 4. 11| muestra estas graficas,
ademds de la correspondiente curva para HSE] , las cuales se superponen muy bien en una sola
curva. Esto implica que los sistemas NCSS en la ec. (#.1)) son estructuralmente idénticos los
unos con los otros, para una 7 dada. En otras palabras, la funcién y(r) de cualquier elemento
de la familia se puede usar para representar la estructura de cualquier otro sistema de la

familia.

! En este caso se us6 la parametrizacién de Trokhymchuk et al. [55[56] para la g(r) de HS y se us6 el EHSV
a mas bajo orden.
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Figura 4.10: Funcién de distribucion radial como funcién de r* para distintos valores
(s, T7,p"):(0.6,2,0.6), (0.9,10,0.8) y (1.0,2,0.7). La fraccién de empaquetamiento efectiva
es la misma para todos los sistemas (17 ~ 0.26).
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Figura4.11: Funcién de cavidad (o de fondo) como funcién de r/o g para los mismos valores
(s,T7,p") que la fig. [4.10] También se incluye la funcion y(r) para HS, linea sélida.
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4.2. Propiedades de transporte

Para el cdlculo de las propiedades de transporte se realizaron nuevas simulaciones de
dindmica molecular con N = 4,000 particulas en un volumen V. La temperatura se mantuvo
fija rescalando las velocidades de las partl’culasE]. De los estudios de Heyes [58] y Nasrabad
[S9] sobre el efecto del tamatfio del sistema en las propiedades de transporte se determiné que
con esta cantidad de particulas tales efectos se pueden despreciar. Los sistemas estudiados
fueron s = 0.6, 0.8, 1.0 y 1.09399. El potencial de NCSS con este ultimo valor de s es casi
comformal con el potencial de Lennard-Jones repulsivo, usado en teoria de perturbaciones.
Las temperaturas reducidas de estudio fueron 7* = 1, 2 y 4. Para cada T, se seleccionaron las
densidades reducidas p* = 63 N/V = 0.2, 0.4, 0.6 y 0.8. Los estados escogidos cubren gran
parte de la region fluida para cada uno de los sistemas estudiados. Para integrar las ecuaciones
de movimiento de Newton se utiliz6 el algoritmo de velocity Verlet con paso de integracion
dr = di(e/mo2%)"? = 0.003. En la simulacién se utilizé una caja ctbica con condiciones
periddicas a la frontera. Después de equilibrar el sistema, los valores promedio se obtuvieron

sobre un millén de pasos de integracion.

Integrales de colision

Las integrales (1.41), (1.42) y (1.43) se calcularon numéricamente para los sistemas

NCSS con s = 0.2,04,...,1. Como tendencia general, la seccion transversal de colision

(1,D)%

OV* y la integral de colisién Q son funciones monotdnicas decrecientes de E* y T*, res-

*
Ss?

pectivamente. Asi como para el caso de los coeficientes viriales CJ, y D}, se encuentra que

2 El reescalar las velocidades de las particulas es quizd la técnica mas simple que permite mantener fija la
temperatura en las simulaciones. Sin embargo, se sabe que con este tipo de técnica no se muestrea un ensamble
canodnico, ya que se destruyen las fluctuaciones en la energia cinética y por tanto no se pueden calcular las pro-
piedades que dependen de dichas fluctuaciones [57]]. No obstante, la mecdnica estadistica nos perminte calcular
las propiedades del gas ideal, las cuales se pueden sumar a los resultados de las propiedades configuracionales.
Un punto a favor de esta técnica es que, con ésta, no se destruyen las correlaciones en las velocidades, con lo
cual se puede calcular el coeficiente de autodifusion.
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el comportamiento de QU-P* como funcién de T* es muy parecido a BY. Esta similitud nos
llevé a buscar una relacion similar a aquellas que siguen los coeficientes viriales. De hecho,

se encontrd que la expresion
(o o) =14 s[{Q(“)* (T, s= D" - 1] (4.10)

se obedece con muy buena aproximacion. Esta expresion también nos indica que la grifica
paramétrica de Q"D*3/2 es una linea recta, cuando se grafica contra la misma cantidad para
el sistema con s = 1, y que la pendiente de la recta es la suavidad. En la figura[d.12]se puede
apreciar que las graficas paramétricas son, con muy buena aproximacion, lineas rectas. Es
mas, el coeficiente de determinacion del ajuste a rectas es 0.99 y la pendiente de cada recta
es muy cercana a la suavidad, por ejemplo para el sistema con s = 2 la pendiente es 0.204.
También vale la pena sefialar que la ec. (4.10) satisface el limite de esfera dura, es decir

QD (T* s =0) = 1.
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Figura 4.12: Grafica paramétrica de Q"V*3/2 para los sistemas NCSS. Los simbolos son los
resultados de integracion numérica y las lineas rectas son ajustes a los datos.

(1,D)%

Para completar el conocimiento de Q , se ajustd una funcién, como la usada para los

coeficientes viriales, para el sistema con s = 1. Asi, la integral de colision para el sistema con

58



s = 1 estd dada por

}3/2 = 0.866751-0.198041 T*'/4

{9(1,1)* (T*, 1)

+0.0102885 T*/4—0.042694 In (T*), 4.11)

para el mismo intervalo de temperaturas que los coeficientes viriales.

Ecuacion para el coeficiente de autodifusion

En termostatica, los coeficientes viriales nos permitieron obtener el didmetro efectivo (o
el EHSV), que se usé para escribir una ecuacion de estado tipo HS para los sistemas NCSS.
Ahora, el conocimiento de las integrales de colision nos permitird obtener una ecuacion para
el coeficiente de autodifusion D* a densidades finitas. Con este fin, se escogio la expresion

propuesta por Heyes et al. [60]:
D™/DY =1+ an+an +a +am* +asy, (4.12)

en la que

D =1.01896 D" /g (%) (4.13)

es la prediccién de Enskog para el coeficiente de autodifusion [29]], con g (o*) la funcién de

distribucién radial en el punto de contacto, y

3(77/6)2/3 _2/3

12 (4.14)

hs
Dg =

el coeficiente de autodifusién de HS de teorfa cinética, (1.43). Los coeficientes en la ec.

son [60]]: a; = 0.277645, a; = 3.98964, a3 = 26.49881, a, = —134.0015 y as = 110.7344.
Por tanto, la ecuacién para D* se obtiene de la ecuacién (#12), al utilizar el didmetro

efectivo dado por las ec. (3.11) y @&10). Asf, el coeficiente D* es funcién de las variables

de estado p y T y del pardmetro de suavidad s a través de la fraccion de empaquetamiento

59



efectiva

T

6p5§n9(1,1)*3/2, (4.15)

Heft =

expresion en la que toda la informacion sobre los sistemas de estudio estd contenida en las

integrales de colision.

Por otra parte, dado que el EHSD se obtuvo a partir de un mapeo que es vélido para
densidades muy diluidas, no se sabe de antemano si este EHSD sera util para densidades mo-
deradamente altas o altas. La fig.[4.13|muestra los resultados de simulacién para el coeficiente
de autodifusién D** como funcién de la densidad p* para varios valores de s, incluyendo el
sistema de HS, a una temperatura 7* = 1. Como se puede apreciar, para una s dada, D%
decrece con la densidad y aumenta con la suavidad. El comportamiento de D% contra p* para
otros valores de T* es similar al que se muestra en la fig. La dependencia D* como
funcion de T*, a una densidad p* = 0.4, se muestra en la fig. En este caso, D aumenta
con la temperatura 7*. Estas ultimas figuras [4.13| y .14 también muestran la concordancia
de las predicciones dadas por la ec. (4.12)) (con el EHSV correspondiente) con los datos de
simulacion. La aplicabilidad de la ec. (4.12)) estd limitada a la region fluida estable para HS,

es decir, 0 < p* < 0.943.[61} 162]]
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Figura 4.13: Coeficiente de autodifusién reducido D% como funcién de p* para distintos
valores de s a la temperatura 7" = 1. Los simbolos son los resultados de dindmica molecular.
La linea a trazos representa el limite de esfera dura. © Datos de simulacién de Heyes et al.
[60]  Valores calculados con la funcién de autocorrelacién de la velocidades.
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Figura 4.14: Coeficiente de autodifusién reducido D¥ como funcién de 7* a p* = 0.4. Los
simbolos tienen el mismo significado que en la fig.[4.13] La linea a trazos representa el limite
de esfera dura a la densidad dada.
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Asi como para el caso de las propiedades termostéticas, se puede apreciar el grado de
precision del EHSV al graficar los datos de simulacién para D** como funcién de la fraccién
de empaque efectiva 77 y compararla con la ec. (4.12). Tal y como lo muestra la figura 4.15]
la superposicion de los distintas isotermas (o isdbaras) y los distintos sistemas en una sola
curva es muy buena. Como ya lo mencionamos anteriormente, esto es una consecuencia del

mapeo a esferas duras.

Resulta interesante comparar las predicciones con aquellas que se dan al usar los criterios
més comunes de teorfa de perturbaciones. La fig. #.16) muestra las desviaciones relativas
(porcentuales) de D%, definido como 100 x (Dsim - Dtheo) /Dy, calculadas con la misma
ecuacion de Heyes et al. [60], pero con distintos didmetros efectivos: (O) el método de mapeo,
ec. (3.11)); (o) el criterio de Boltzmann (B);[163] (¢) el criterio de Barker-Henderson (BH);[64]
y (+) el criterio Weeks-Chandler-Andersen (WCA) en el limite diluido.[44) 36]. Como se
puede observar, cualquiera de los criterios mas comunes produce desviaciones relativas que
son muy sensibles a la densidad, es decir, cada subgrupo de simbolos corresponde a cada
una de las densidades p* = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8. Los criterios de BH y WCA dan resultados
muy similares, aunque peores que aquellos con el criterio de B. Como también se puede
observar de esta figura, las desviaciones que se producen al usar el método de mapeo son
muy sistematicas y menores que con los otros criterios. No obstante, las desviaciones, como
podria esperarse, aumentan con la densidad. Lo cual nos indica que son necesarias pequenas

correcciones del EHSV en su dependencia con la densidad.

62



— &
oy s
@ HS'

038 i %’( o 06 ]

I % o 08 ]

L & A 1. |

0.6 - N v 1.09399 | |

L > — —eqn(19) | -
LT % ]
D L Ax ]

04+ %}h .
I } ]

02 %7. .
oo,
00k 0900000000 |

Figura 4.15: El coeficiente de autodifusién D** como funcién de 7. Los simbolos son resul-
tados de simulacién molecular. La linea sélida es la ecuacién (.12))
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Figura 4.16: Grificas de las desviaciones relativas de D* como funcién de 7. El di4-
metro efectivo fue calculado con: (O) el método de mapeo, ec. (3.11); (O) el criterio de
Boltzmann;[63] (¢) el criterio de Barker-Henderson;[64] y (+) el criterio WCA en el limite
diluido.[44, 36] Las lineas son ajustes a cada conjunto de desviaciones: linea a trazos cortos
y largos es ajuste a (O), linea sélida es ajuste a (O), linea a trazos largos es ajuste a (¢) y la
linea a trazos cortos es ajuste a (+). 63



Desplazamiento cuadratico medio

Ahora se presenta el andlisis de los resultados de simulacién para el desplazamiento cua-

dratico medio <AF‘2 > La figi4.17|muestra <AF"Z > como funcién del tiempo ¢ para tres sistemas

(s = 0.6, 0.8 y 1.0) con aproximadamente la misma n = 0.23. Como se puede notar, las cur-
vas son distintas para cada sistema. Ahora bien, de la ec. (2.9), el coeficiente de autodifusion

D* estd dado por

N1 1d B %2/3
D_zlgg6df<Ar YD (4.16)

donde 7 = tp'3(kgT /m)'/? = t*p*'/3 T*1/2 es el tiempo reducido macroscépicamente. De esta
ultima ecuacion se puede definir el desplazamiento cuadratico medio reducido macroscopi-

camente como

(AP) (D) p™". (4.17)

El comportamiento de este desplazamiento cuadratico medio como funcién del tiempo 7 se
muestra en la figura donde ahora las curvas correspondientes a los tres sistema de la
figura se colapsan en una sola curva, ya que para este valor de n los tienen el mismo
valor de D*. Sin embargo, este coeficiente estd relacionado con la pendiente para tiempos
largos segtin la ec. (4.16) y resulta sorprendente que las curvas también se superpongan a

tiempos cortos.

64



100 - (s, T, p) 7
— — 06,4,06 -
-—--08,1,06 -7
— 10,4,0.8
10 |- 4
AN
%
<
A\
1F i
'/
01f .7 i

1 10 100

Figura 4.17: Desplazamiento cuadratico medio como funcion de #* de los sistemas NCSS pa-
ra valores seleccionados de (s, T*, p*): (0.6,4,0.6), (0.8,1,0.6), and (1.0,4,0.8). La fraccién
de empaquetamiento efectiva es n ~ 0.23.
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Figura 4.18: Desplazamiento cuadratico medio reducido macroscopicamente como funcién
de 7 para los mismos valores que la figura[d.17}
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Capitulo 5

Aplicacion a sistemas no conformales con
atraccion

En este capitulo se usard lo que se sabe de los sistemas repulsivos ANC (NCSS) para
aplicarlo, bajo un esquema perturbativo, a los sistemas ANC (ver fig[I.3)) y asi obtener sus
propiedades. Sin embargo, aqui se pondrd distancia de las teorias de perturbaciones mas
comunes. Para las propiedades termostaticas, la inclusién de las contribuciones atractivas
se haré a través de los coeficientes viriales. Para las cantidades de transporte, a falta de un
desarrollo virial, se despreciara el efecto de las interacciones atractivas sobre las propiedades.

Hay un punto importante que mencionar, y es que en esta etapa del proyecto se decidid
cambiar de familia de sistemas no conformales. Ahora se escogi6 a la familia LJ-ANC, ec.
con a = 0, cuyo sistema de referencia es el potencial de Lennard-Jones. La decision se
basa en la gran cantidad de resultados de simulacion tanto para las propiedades termostaticas
como para las propiedades de transporte del sistema Lennard-Jones, que seran utilizados en el
sistema de referencia (ua,.(r; s = 1)). Ademads, como se ha usado como sistema de referencia
en tratamientos perturbativos para moléculas mas complejas, existen expresiones analiticas
para su ecuacion de estado.

Por otra parte, todo lo hecho para los sistemas Kihara-ANC repulsivos (K-NCSS) es

igualmente valido para los sistemas Lennard-Jones-ANC repulsivos (LJ-NCSS), porque la
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metodologia no estd basada en algun potencial de interaccion en particular. Mds aun, los sis-
temas LJ-NCSS poseen las mismas caracteristicas interesantes que los sistemas K-NCSS, es
decir, obedecen relaciones similares a las ecuaciones paramétricas de los coeficientes viriales
y ala de las integrales de colision. Asi, con el fin de tener la caracterizacion de los LJ-NCSS,
se calcularon los primeros coeficientes viriales y las integrales de colision para el sistema
Lennard-Jones repulsivo. Las expresiones de estas cantidades se encuentran en la seccién
[B.2]del apéndice [B]

Se realizaron simulaciones de dindmica molecular (DM) con N = 4 000 particulas usando
basicamente las mismas técnicas que para el caso de NCSS. Se usé un potencial truncado
hasta 3.56,, = 407y se aplicaron las correspondientes correcciones de largo alcance a las
propiedades [30]. Los resultados de simulacion se presentan en las secciones siguientes, asi

como las ecuaciones para las propiedades termostaticas y el coeficiente de autodifusion.

5.1. Propiedades termostaticas

Ecuacion virial perturbada

Entre los métodos que existen para obtener ecuaciones de estado (EDE) de fluidos modelo
simples, se encuentran las teorias de perturbaciones. Estas se basan en que las propiedades
(y estructura) de un sistema de interés, de las cuales no se tienen expresiones explicitas,
se parecen a las correspondientes propiedades conocidas de otro sistema. Por ejemplo las
propiedades del sistema de esferas duras (HS) de didmetro efectivo o, obtenido a través
de cierto criterio, e.g., BH [64]] y WCA [44]. En estas teorias también se requiere contar con
el conocimiento de la estructura del sistema repulsivo para obtener expresiones explicitas a
primer orden.

En este trabajo se opt6 por usar el desarrollo virial perturbado [65,66l], que tiene la ventaja
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(sobre las rutas convencionales) de no requerir la estructura del sistema de referencia, admitir
correcciones de manera sistemaética y dar el limite diluido correcto. La idea detrds es que las
propiedades residuales, i.e. la diferencia entre las propiedades del sistema de interés y el de
referencia, son pequefias y de ser necesario se podrian parametrizar de alguna manera.

Entonces, para una propiedad X**, se puede obtener una expresion de la forma

X = X+ AX®, (5.1)

ref

donde X7 denota la contribucion del sistema de referencia y AX®* es el término de residual.
Para su uso préctico se deben tomar las siguientes consideraciones: i) AX®* debe ser lo sufi-
cientemente pequefio para que X7 sea considerado la aproximacion a orden cero de X*; ii)
se debe contar con expresiones explicitas para X%, iif) AX** debe de ser una funcién simple
de las variables de estado.

Volvamos por un momento al desarrollo virial, ec (I.T1)). Esta ecuacion se puede consi-
derar como un desarrollo perturbativo en el que se ha tomado como sistema de referencia al
gas ideal. Asi, las correcciones al gas ideal se realizan a través de los coeficientes viriales.
Si ahora se toma otro sistema de referencia y su correspondiente desarrollo virial, se puede
construir el término residual a partir de la diferencia de los desarrollos viriales del sistema
de interés y el de referencia. Si el sistema de referencia es el gas ideal, la ecuacion (5.1)) se
reduce al conocido desarrollo virial. Ahora bien, si se escoge un sistema de referencia mas
adecuado, por ejemplo HS de didmetro o.g, se obtiene la EDE virial perturbadzﬂ (EDVP).

Para construir la EDVP se escoge a la energia libre de Helmholtz F**, con lo cual se garan-

tiza la consistencia termodindmica de la presion y de la energia interna. Entonces, escogiendo

como referencia a los sistemas LJ-NCSS, se obtiene la ecuacion de estado
Frex [ex 1 2 1 3
F*p,T) = F(mes) + ABp + EACp + §ADp +e (5.2)

"En su aplicacion al sistema Lennard-Jones, Kolafa y Nezbeda [66]] usaron el criterio de BH para el calculo
del diametro efectivo.
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donde AB(= B — By), AC, AD,... representan el segundo, tercer, cuarto,... coeficiente virial
residual y n.¢ = pbs es la fraccion de empaque efectiva, con el volumen de empaque by dado

por el desarrollo de la ec. (3.7), y los coeficientes (3.8).

Ahora bien, en principio se puede truncar la EDVP a un orden arbitrario; pero el célculo
de los coeficientes viriales de orden superior es muy complicado comparado con la mejoras
sucesivas en la EDE. Es por esto que se decidi6 truncar la EDVP a segundo orden en la den-
sidad y hacer una aproximacion para el total de las correcciones de orden superior, utilizando
para esto la conocida EDE Lennard-Jones [67]]. Asi, la EDVP aumentada (EDVPa) tiene la
forma de una EDE de HS perturbada por los coeficientes viriales residuales més un término

empirico, i.e.

aprox?

. . 1 .
F*,T) = F(neg) + ABp + EAc,o2 + AF (5.3)

donde AF_ es la diferencia entre 1a EDE de Johnson et al. [67] y la EDVP2 (EDVP trun-

aprox

cada a 2° orden) para el mismo sistema LJ.

El factor de compresibilidad Z* y la energia interna reducida macroscépicamente U®* se

pueden obtener de las derivadas de la energia libre:

Z""‘:p(aF ) (5.4)
op J;

5 aFex

o __T 55
0 ( i )p, 5.5)

Usando lo anterior, las ecuaciones para el factor de compresibilidad y la energia interna

sSon:
OF OAF
7% = | == {1 + B} + ABp + ACp* + p| ———— | , (5.6)
on op ,
U = oFg ® - AB 1Ac I-T OAF o (5.7)
=7 on 1P 3 1P oT p, .

70



donde el subindice 1 indica la primera derivada y

— _ dlnb
=7 dlnp

__dlnk
0 =-757

Entonces, al igual que en el caso repulsivo, el principal ingrediente para la EDVP son
los coeficientes viriales. El segundo coeficiente virial B*(T™*) (para los sistemas LJ-ANC)
obedece (por construcién) la misma relacion que la ec. (I.31)), y la expresion para el sistema
de referencia (Lennad-Jones) estd dada por la ec. (B.3) con a = 0y la serie (B.7)) con k = 3.

El tercer coeficiente virial C*(T*) se calculd numéricamente (para los sistemas s =
0.1,0.2,...,1.0) con las mismas técnicas que para los sistemas repulsivos. Los resultados
numéricos y las predicciones dadas al utilizar expresiones tipo pozo cuadrado [68] (con los
pardmetros efectivos dados por las ecs. (I.15)) se muestran en la figura[5.1] Como se puede
apreciar en esta figura, las predicciones dan mejores resultados a bajas y altas temperaturas
pero en la vecindad del maximo de C* difieren mucho. En este trabajo usamos interpolacio-

nes para cada sistema.

10—
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C* (T
o
)
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T

Figura 5.1: El tercer coeficiente virial C*(T™, s) para los sistemas LJ-ANC. Los simbolos
son los resultados de integracion numérica y las lineas se obtuvieron de las expresiones para
pozo cuadrado de Kihara [[68]] con pardmetros efectivos definidos por las ecs. (T.13)
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Resultados de la ecuacion de estado

En este apartado se muestran las predicciones dadas por las EDE aqui propuestas y se
comparan con los resultados de simulacién molecular.

Se calculé la curva de coexistencia liquido-vapor a través de simulaciones de DM en el
ensamble NVT. En este caso, se us6 una caja de lados Ly = Lx y Lz ~ 3Lx. La temperatura

critica se estim6 de acuerdo a ley de escalamiento [57]]

PL— Pg :B(T_Tc)ﬁ, (5.8)

donde p; (p,) es la densidad del liquido (gas), T es la temperatura critica y 8 es el exponente
critico (en este trabajo se us6 el valor § = 0.325, lo que implica una forma casi cubica para la

curva de coexistencia ). La densidad critica se estimoé con la ley de didmetros rectilineos [57]]

+
ﬁj%=m+ﬂa—nx (5.9)

donde p. es la densidad critica. Las constantes A y 8 dependen del sistema y se obtuvieron
del ajuste a los datos de simulacion. Vale la pena hacer notar que sélo se ajustaron los datos
de simulacién mds cercanos al punto critico, razén por la cudl s6lo tomamos los primeros
términos del desarrollo de Wegner [69], ecuaciones (5.8)) y (5.9).

Los resultados de simulacion para las ortobdricas de varios sistemas LJ-ANC (distintos
valores de s) se muestran en la figura simbolos rellenof] . Asi como para los sistemas
K-ANC [8]], se puede notar la tendencia en 7 al disminuir la suavidad s. En otras palabras, al
reducir el ancho del potencial (al reducir s) el valor de la temperatura 77 disminuye, la misma
figura [5.2] muestra también las predicciones obtenidas mediante la EDVP en este trabajo,
simbolos sin relleno. Como se puede apreciar, las predicciones de EDVP no difieren mucho

de los datos de simulacién en el gas, pero si en el liquido. Con respecto a la prediccién del

2 Los pardmetros criticos para el sistema con s = 1 difieren de los datos reportados para Lennad-Jones por
haber truncado el potencial [[70, [71}[72].
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punto critico, el error en la temperatura critica 7 es mucho menor que el de la densidad critica
P, razon por la cudl solo el valor de 7 se puede usar como una primera aproximacion para
explorar el diagrama de fases en simulaciones. De todo esto podemos decir que en el liquido
no es suficiente con los primeros coeficientes viriales residuales y que falta mas informacién

de las interacciones atractivas, incluso para los sistemas mas duros.
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Figura 5.2: Curvas de coexistencia liquido-vapor para los sistemas LJ-ANC. Los resultados
de simulacidn estan representados con los simbolos rellenos y las predicciones de la EDVP
con los simbolos sin relleno.

Las figs [5.3] y [5.4] muestran los datos de simulacion y las predicciones de la EDVP y
EDVPa para del factor de compresibilidad y la energia interna de algunos sistemas LJ —AN(ﬂ
estudiados. Como se puede apreciar en estas figuras, la EDVPa da mejores predicciones que
la EDVP para T mayores que la temperatura critica (del sistema LJ). Resulta sorprendente
que al incluir en la EDVP un término que no depende del parametro s se mejoren significati-
vamente las predicciones, esto se nota mds en el factor de compresibilidad. Sin embargo, al
disminuir la temperatura estas predicciones empiezan empeorar. Por ejemplo, para el sistema

con s = 0.8 se obtienen los valores de 7 = 0.75 y p. = 0.18, los cuales estdn muy alejados

3 No se muestra el mismo tipo de comparacién para el sistema con s = 1 ya que, por construccién, la EDVPa
se reduce a la EDE de Johnson et al. [67].
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de los obtenidos por simulacion.

Por otra parte, la EDE de van der Waals aumentada [8]] y la ecuacion de Song-Mason
[73.7]] tienen mucho en comin con la EDVP. La primera, se puede considerar como el limite
de alta temperatura de la EDVP1 (EDVP truncada a 1° orden); y la segunda podria verse
como la EDVPI con el término repulsivo modificado, i.e. el volumen efectivo de HS esta
en términos B (T') y su derivada (T'dB,/dT) [[/3] con lo cual se reduce el tamafio efectivo,
comparado con su forma original. Las figuras[5.3| muestran las predicciones obtenidas al usar
la EDVP1 y Song-Mason, comparadas con los datos de simulacién de Z. Como se puede
apreciar en estas figuras, la ecuacion de Song-Mason parece dar mejores resultados que la
EDVPI, incluso sin tener el limite diluido correctoﬂ. Sin embargo, no hay un procedimiento
sistematico para corregir la EDE de Song-Mason. Por ejemplo, al incluir el tercer coeficiente

residual las predicciones empeoran.

4 La correccién del limite diluido no produce cambios significativos.
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EDVPI (izquierda) y Song-Mason [73}[7] (derecha).
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5.2. Propiedades de transporte

Con respecto a las cantidades de transporte, podemos mencionar algunas teorias pertur-
bativas [74, 75, [76] que requieren el cdlculo de las funciones de autocorrelacion del sistema
de referencia, ademds de otras cantidades, para las correcciones a primer orden. Sin embar-
go, hasta donde sabemos, no hay una teoria de perturbaciones para transporte que dé algin
criterio para el célculo del didmetro efectivo de HS, asi como la hay para el caso de las propie-
dades termostdticas. Mds atn, a falta de un desarrollo virial en transporte [46], no logramos
construir una EDVP para los coeficientes de transporte. Es por esto que se decidié usar la
aproximacion a orden cero, i.e., en la que las contribuciones de las interacciones atractivas
son despreciables y el sistema estd representado por las interacciones repulsivas. En otras pa-
labras, se supuso que bastaba conocer el coeficiente de autodifusion de los NCSS, ya tratado

en el capitulo anterior, para conocer este coeficiente para los fluidos LJ-ANC.

En la fig. [5.6) se muestran los datos de simulacion para el coeficiente de autodifusion
reducido D como funcién de la densidad p* (a distintas temperaturas) para varios valores de
s. Como se puede apreciar en esta figura, los sistemas mas suaves (y mas calientes) difunden
mas que los sistemas més duros (y frios), la linea s6lida representa el limite de esfera dura, ec.
(4.12). Si ahora se utiliza como variable independiente la fraccién de empaquetamiento, ec.
(4.13), con el didmetro efectivo dado en términos de las integrales de colisién de NCSS, las
distintas isotermas (y los distintos sistemas) se superponen, con muy buena aproximacién, en
una sola curva, como se muestra en la fig En esta misma figura también se muestran los
datos de simulacién de Meier et al.[/’]]] para el sistema Lennard-Jones. Y nos permite concluir
que basta con conocer las integrales de colision de NCSS para tener una buena prediccion de

D de los sistemas LJ-ANC, en la regién moderadamente dense y densa.

Por otra parte, dado que no se calculd el coeficiente de viscosidad de los sistemas LJ-

ANC, se analizaron los datos de Meier et al.[78]] para el sistema LJ, que corresponde al siste-
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macon s = 1. La figura[5.9muestra el coeficiente de viscosidad reducido i = o3 (mksT)™'/

como funcién de 7, con el EHSD en términos de Q?»* del sistema LJ repulsivo. Como se
puede apreciar en esta figura, la aproximacion a orden cero no es valida porque la viscosidad
no resulté unicamente funcién de n. Mds atin, se encontré que lo mismo ocurre al usar los
criterios (para el EHSD) de Boltzmann [63]], Barker-Henderson [64] y WCA [44, [36]]. Sin
embargo, se ha encontrado que los coeficientes de transporte (reducidos macroscopicamente)
de las sustancias reales y algunos fluidos modelos obedecen un tipo de escalamiento (en la
fase densa) parecido al que siguen los potenciales de potencia inversa (IP) [/9, 180, [81]]. En
este caso las propiedades se colapsan al utilizar como variable independiente la combinacion
pT~3/", donde n se ajusta a partir de los datos experimentales o de simulacién y depende del
sistema en estudidf] . Utilizando el valor de n = 15 propuesto por Coslovich y Roland [80],
en la ﬁgura se muestra fi como funcién de p*T*~!/° y se puede apreciar cémo las distintas
1sotermas se colapsan, con muy buena aproximacion, en una sola curva.

Por ultimo, podemos decir que aun falta por investigar mads profundamente una posible
conexién entre el escalamiento tipo esfera dura (ver figura[5.7) y potencia inversa (ver figura
[5.9). ya que esto podria ser una via para obtener predicciones del coeficiente de viscosidad

de los sistemas LJ-ANC.

3 En el caso de los sistemas NCSS, al igual que para el sistema LJ repulsivo [82]], se encontré que la “potencia
efectiva” depende del estado termodindmico, i.e. los sistemas NCSS no obedecen un escalamiento tipo IP.
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Figura 5.6: Coeficiente de autodifusién reducido D como funcién de p* para distintos valores
de s y tres temperaturas (7 = 1.5,2.5,3.5). Los simbolos son los resultados de dindmica
molecular. La linea s6lida representa el limite de esfera dura.

Figura 5.7: Coeficiente de autodifusién reducido D como funcién de 7. Los simbolos tie-
nen el mismo significado que la fig. La linea sélida es la ecuacién (#.12)). T Datos de
simulacion de Meier et al.
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Conclusiones y perspectivas

Conclusiones

El estudio de las propiedades termostéticas y de transporte de fluidos no conformales se
realiz6 en dos etapas. En la primera se estudiaron, a través de simulaciones por computadora
y teoria, las propiedades de sistemas cuyas particulas interaccionan tnicamente de manera
repulsiva (NCSS). En este trabajo se demostrd que este tipo se sistemas tienen caracteristicas
muy interesantes. Por ejemplo, los primeros coeficientes viriales y las integrales de colision
de la familia NCSS se pueden escribir de una manera muy simple en términos del pardmetro
s y de las respectivas cantidades del sistema con s = 1. Mds aun, las graficas paramétricas de
CYXT*,5), DIP(T*, 5) y {Q(“)* (T*, s)}3/2 contra la correspondiente cantidad del sistema de
referencia son, con muy buena aproximacion, lineas rectas cuya pendiente es la suavidad s.
Este tipo de relaciones s6lo se siguen para los sistemas NCSS y no asi para los sistemas ANC

con interacciones repulsion + atraccion.

Contar con el conocimiento de los primeros coeficientes viriales y las integrales de coli-
sidén nos permitié construir, a partir de la técnica de didmetros efectivos, ecuaciones de estado
muy precisas para los sistemas NCSS. Las ecuaciones de estado se construyeron a partir del
mapeo de las propiedades a aquellas de un sistema de esferas duras de didmetro efectivo. El
didametro efectivo depende de la cantidad en estudio y estd en términos de los coeficientes

viriales o, en el caso de transporte, de las integrales de colisién. Al habernos basado en el
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mapeo a esferas duras, las propiedades (reducidas macroscopicamente) se escalan con muy
buena aproximacion al utilizar como variable independiente la fraccién de empaquetamien-
to. En otras palabras, las graficas de las propiedades de los distintos sistemas (y las distintas
isotermas) se colapsan en una sola curva al graficarse en funcién de 7. Si bien el didmetro
efectivo depende del estado termodindmico, la dependencia con p es mucho menor que la
dependencia con la temperatura. Vale la pena mencionar que para los sistemas NCSS no se
obedece el escalamiento tipo “potencial de potencia inversa” que Roland [79} 80} 82]] y Dyre

[83.184] encontraron en sistemas reales y modelo.

En la segunda parte se aplico el conocimiento de las propiedades de los sistemas NCSS
para construir expresiones explicitas de las propiedades termostdticas y de transporte de sis-
temas ANC con interacciones repulsion + atraccion. Para las propiedades termostaticas, la
EDVP(a) dio resultados cuantitativamente aceptables para temperaturas supercriticas, pero
no asi para las subcriticas donde la prediccién del liquido saturado es muy mala. En este
caso, con base en lo que se pudo explorar, creemos que la inclusion de coeficientes viriales
de orden superior es insuficiente, ademds de la complejidad para calcularlos, y de que podria
convenir cambiar de sistema de referencia, i.e. un pozo cuadrado con pardmetros efectivos.
Con respecto al coeficiente de autodifusion, podemos decir que la aproximacién a orden cero,
que desprecia la influencia de las fuerzas atractivas, resulté dar predicciones consistentes con
los datos de simulacién en la fase moderadamente densa y densa, lo cual no ocurre para la

viscosidad cortante.

Para resumir, con el esquema aqui expuesto es posible dar buenas predicciones, en la fase
moderadamente densa y densa, del coeficiente de autodifusién de sistemas con interaccién
repulsion + atraccion. Para esto, s6lo es necesario calcular las integrales de colision de la

contribucion repulsiva y obtener el correspondiente didmetro efectivo.
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Perspectivas

La aplicacion exitosa de los potenciales ANC a los coeficientes de transporte (a bajas
densidades) de sustancias reales [, 6], es una motivacion para estudiar su extensién en la
fase densa. En este caso se podria usar un potencial por pares cuyos pardmetros dependen
del estado termodindmico, i.e. €(p,T) y om(o,T) [85]. Al usar un potencial efectivo (con
parametros moleculares efectivos) se evitaria tomar en cuenta, de manera explicita, ciertos
aspectos como son factores de forma o interacciones especificas. Entonces, se podria usar lo
hecho en este trabajo como una base para predecir la autodifusion de sustancias reales.

Otra linea de investigacion, sobre la cual ya se estd trabajando, es el estudio de las propie-
dades termostaticas y de transporte de sistemas repulsivos no conformales en 2D. Basados en
los resultados en 3D, esperamos que las propiedades en el gas (de esta familia de sistemas) se
puedan escribir en términos de las correspondientes propiedades del sistema con s = 1. Esto
permitiria hacer un mapeo a discos duros para conocer las propiedades de los discos suaves

en la fase densa.
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Apéndice A

El pozo cuadrado como sistema de
referencia en la teoria de perturbaciones

El presente desarrollo estd basado en el trabajo propuesto originalmente por de Lonngi
y del Rio sobre la teoria de perturbaciones, con el pozo cuadrado como sistema de referen-
cia. [86] La diferencia radica en que con esta propuesta el desarrollo alfa, a primer orden,

reproduce el segundo coeficiente virial del sistema de interés.

Se escoge como sistema de referencia al pozo cuadrado, ec. (1.9), cuyos pardmetros son:
su didmetro o, su profundidad € y su alcance 4 = R/o. La teoria de perturbaciones con un
sistema de referencia de pozo cuadrado requiere que, dado un potencial intermolecular u(r),
se proporcione un criterio para la determinacién de o, € y R. Con el fin de simplificar el
calculo, se fija la profundidad del pozo (—¢) igual al minimo de u(r) (localizado en r = 6,,) y

se impone que los términos a primer orden en la perturbacidn se anulen.

Para esto, se propone un potencial auxiliar v que introduce dos pardmetros de suavidad

a1 y @, asociados respectivamente a las regiones repulsiva y atractiva de u(r) [64]. Este
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potencial auxiliar estd dado por

o r<d,

u(ly) d.<r<d,

v(r;o, R, 0m, a1, a7) = (A.1)
- dy <r <Ry,
u(f) r>Ry,
en donde
{13 :0'3+a/1_1(r3—0'3), df =0 +a ((5;1—0'3), ds :0'3(1 —-ay), (A.2a)
H=R+a;' (P -R), R =R+a(5-R) (A.2b)

de manera que el factor de Boltzmann se puede escribir como:

0 r<d,,

- d. dy,
exp[—Bv (1)] = exp[-Bu({)] de <r<d, (A3)
exp [Be] di <r <Ry,

exp[—Bu({H)] >Ry

Ahora bien, el factor de Boltzmann se puede reescribir como:

exp [-Bv (r)] = exp [-Bu ({)]{H (r —d.) — H (r — dy)}
+exp|Be|{H (r—d)— H(r—R)))

+exp[—Bu(LH)|H(r—Ry), (A.4)

en donde S es 1/(kgT) y H(x) es la funcién escalon de Heaviside.
Por otro lado, se necesita calcular la primera derivada de la funcién de particion configu-

racional, ec. (I.6), con respecto a los parametros de suavidad, i.e.,

Jdln QN
80’1'

© 9
= 27Np f 8—{exp[—,8v(r)]}y(r)r2 dr, (A.5)
0 @;

en donde p = N/V es la densidad numérica y y(r) es la funcién de cavidad, definida como
exp [Bv (r)]g(r).
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Entonces, usando la expresion (A.4) en la ecuacion (A.5)), para después hacer el cambio
de variable de r a ; —(a/ 1 12 s, =r? dr)— y por dltimo, usando las propiedades de la funcién

H(x), la derivada logaritmica en a; queda como:

0ln Oy _ —%ﬂNp fjm f’(él)y([cr3 +a (él% _0_3)]1/3)(4«13 _0-3) d¢,

aa/l
donde
0
)= (9—{1{6Xp[—ﬁu(§1)] -1}
Por tanto, en el limite en que @y — 0
o0l 2 "
- O - Zanpy@ f F@( -o’)da (A.6)
a1 =0 3 0

Imponiendo la condicién de que el lado derecho de la dltima ecuacidn sea igual a cero, se

tiene que el didmetro efectivo es

ol = f F@)E de, (A7)
0
Para a,, usando el mismo procedimiento que en el caso de a;, la derivada logaritmica en

a, queda como:

0ln Q 2 < 1/3
Ga. =3V fé o <§z>y([R3 + o (3 - R )(43 - R) b,
donde
0
f(&) = 0—42{6Xp[—ﬁu(§z)] - 1}
Por tanto, en el limite en que @, — 0
Oln QN _ _% 0 , 3 p3
o] = 3N | (G R de (A8)

Imponiendo la condicion de que la correccion a primer orden en a; sea igual a cero, i.e.,

f F@\G -R)ds =0, (A.9)
Om

Entonces, se tiene que el alcance efectivo es

R (e~ 1) =~ f5 @ e (A.10)
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Apéndice B

Coeficientes viriales de fluidos ANC

B.1. Segundo coeficiente virial B (T, s) 1-s

El segundo coeficiente virial B (7, s) se puede escribir como[]

Bune (T, 5) = =3 f Pf(r,s) dr, (B.1)
0
donde f (7, s) es la funcion de Mayer:

-1 O<r<r
f(r,s) = (B.2)

exp[—Bume] =1 re<r

conrl =1+ s(a3 - 1), el nddulo duro y u,,. estd dada por la ec. (I.30). Con lo anterior

podemos reescribir la ec. como
By = =3 fo PF(r,5) dr—3foo PF () dr
=r’-3 foo rf (r,s) dr. (B.3)
Ahora, proponemos el siguiente cambio de variable

y =5t <r3 - 1) +1 = sy'dy=ridr

! Por simplicidad, se ha omitido * y * en las cantidades reducidas, i.e., B* —» B, r* > r,u* - u, T* > T,
etc.
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Los limites de integracion quedan como:

=da

r=re

y

Vymeo =

Entonces, el segundo coeficiente virial se puede escribir como

Bane = [l+s(a3—l)]—3sfooy2f(y) dy.

a

Lo anterior lo podemos reescribir como:

BanC(T,s):1—s+s[a3—3fmy2f(y) dy].

a

El dltimo término lo podemos identificar con el caso s = 1, entonces
Bane (T, 5) = 1 —s—3sf rfr 1) dr
0
=1—-s+sB,.(T,1).

Finalmente,

[Banc (T9 §) =11 = s [Banc (T, 1) - 1]

B.1.1. Segundo coeficiente virial de referencia B (7, 1) 1-s

El potencial de referencia estd dado por:

12 6
Ugne (1, 8 = 1):(1—a) _2(1—a)

r—a r—a

y el segundo coeficiente virial del sistema de referencia es

B (T, 1) = =3 foorzf(r,l)dr: a’ —3fw rf(r,1)dr.
0 a

Proponiendo el siguiente cambio de variable

r—a

w= = (-a)[wd=-a)+aldw=r4dr

1-a
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Los limites de integracion son:

Entonces, el segundo coeficiente virial se puede escribir como

Buc (T, 1) =a’-3(1 —a)fm [w(l—a)+al® f(w)dw
0
(1-a)

=a’+3( -a) [a2F1 +(1—a)aF, + Fs5|, (B.5)

donde las integrales
Fy = f {1~ exp [~Butane (W)]} aw* (B.6)
0

aparecen continuamente en la teoria de cuerpos convexos de Kihara. En términos de la fun-

cién gamma, esta integral se expresa como:

g | 2 '

Un caso especial de la ec. (B.9), y de particular interés del presente trabajo, se obtiene
con a = 0. En este caso el sistema de referencia es el conocido potencial de Lennad-Jones

12—-6.

B.1.2. B,..(T) version 2-s

Los diametros de colision o y R, ecs. (I.15)), se pueden reescribir de la siguiente manera

1
o (T,sg) = 1-3e /7 f r*exp [~Bitunc—2s (r)]dr (B.8)
0
3 (oe]
R (T,sy) = I+ 77 fl r* {exp [~Butanc—2s ()] — 1} dr (B.9)
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Estas integrales se resuelven con los mismos cambios de variable usados para el caso 1s;

asi se obtienen las relaciones

o (T,sg) = 1—=sg+sgo” (T, 1)

R3(T,SA) = 1—SA+SAR3(T,1),

donde el didmetro de colision repulsiva estd dado por

1= 3
(T, 1) =1-3e"1(1 - a) [ale +a(l —a)Dy + ¢ 3“) 03] (B.10)
y el de colision atractiva por
3 1 -a)
R(D=1+—7—(-a [azEl +a(l - a)E, + & 3“) E3] (B.11)
donde, al igual que su equivalente para el caso 1s, las integrales
1
Dy = f exXp [_ﬁuanc—Zs (W)]dwk (B.12)
0
y
Ey = f {exp [~Butanc-s (W)] = 1} aw* (B.13)
1

se resuelven desarrollando la exponencial con el signo positivo y haciendo el cambio de

variable t = w™!2/T. Estas integrales se expresan de la siguiente manera:

6j—k 1], s
122 [ : ]T B (B.14)
y
k ~~2/ [6j—k 1 6j+k
Ec=1+—Y Zy|2=—= |17 B.15
RV ]vy[ 12 T] (B.15)

donde I'(x) es la funcién gamma y I'(x, y) y y(x, y) son las funciones gamma incompletas.

Cuando sg = sa = s se obtienen los mismos resultados que para el caso de una suavidad.
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B.2. Coeficientes viriales de fluidos LJ-NCSS

En este apartado se presentan las expresiones para los primeros coeficiente viriales de
fluidos LI-NCSS, i.e. sistemas cuyo potencial de interaccion estd dado por las ec. (4.1) y

(I.30) con a = 0. Estos coeficientes obedecen las siguientes expresiones:

B*(T",s)= 1+ s[BL(T",s = 1) - 1], (B.16)
CLA(T )= 1+s[C2 (T, 5= 1) - 1] (B.17)

y
D:SI/3 (T*, S) —1+s [D:sl/3 (T*, 5 = 1) _ 1] (B18)

donde la primera expresion es exacta y las dos dltimas aproximadas.
Para esta familia de sistemas, los primeros coeficientes viriales del sistema con s = 1

(Lennard-Jones repulsivo) estan dados por:
BX(T*,s=1)=1-¢""D;s, (B.19)

e, s=1)=1-¢"""D, (B.20)

DXV3(T*, 1) = 1.07643 — 0.178752 T*"/*

+0.00554661 T*¥* + 0.00735201 In(T*), (B.21)

donde D, y Dj; estan dados por las ecs. y (B.14).
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In this work we study a set of soft-sphere systems characterised by a well-defined variation of

their softness. These systems represent an extension of the repulsive Lennard-Jones potential
widely used in statistical mechanics of fluids. This type of soft spheres is of interest because they
represent quite accurately the effective intermolecular repulsion in fluid substances and also
because they exhibit interesting properties. The thermodynamics of the soft-sphere fluids is
obtained via an effective hard-sphere diameter approach that leads to a compact and accurate
equation of state. The virial coefficients of soft spheres are shown to follow quite simple
relationships that are incorporated into the equation of state. The approach followed exhibits the
rescaling of the density that produces a unique equation for all systems and temperatures. The
scaling is carried through to the level of the structure of the fluids.

1 Introduction

Simple model systems have played a crucial role in the develop-
ment of statistical mechanical understanding of fluids. From the
all-important hard-sphere system to the popular Lennard-Jones
(LJ) fluid, these simple systems have accompanied the develop-
ment of theoretical and computational methods in the statist-
ical mechanics of gases and liquids. For their simplicity, purely
repulsive systems have been widely used. In particular, the
introduction of perturbation theories in liquid-state physics has
signaled the importance of the repulsive part of the inter-
molecular potential, as the predominating factor in determining
the structure of the fluid.* Some of the most recent advances in
the perturbation theory of smooth potentials are described in the
review article of Zou and Solana® and the references therein.

Among the various soft repulsive potentials that have been
studied, two types stand out for their intrinsic interest and
frequency of their application: the repulsive LJ 12-6 (RLJ) and
the inverse-power (IP) potentials. The RLJ potential appears
naturally in the perturbation theory of the LJ system and so its
static and transport properties have been studied intensively.
Among the properties studied that are more relevant to this
work we can mention several works related to the equation of
state (EOS) and structure of RLJ systems*® and specially
those of Heyes and Okumura where a rescaling of the density
allows exhibition of a natural way to write the EOS of the
system,”® that is, different compressibility-factor isotherms are
seen to coalesce into a single curve.

Laboratorio de Termodinamica, Depto de Fisica, Universidad
Autonoma Metropolitana, Iztapalapa, Apdo 55 534, México DF,
Mexico. E-mail: xclassicx@gmail.com

In the case of IP potentials (¢ oc 1/r"), a scaling factor of the
density suggests itself from the level of the Hamiltonian.® The
relevant feature of these systems is that (for a given value of n)
the thermodynamic and structural properties are functions of
a single density—temperature variable.® Another feature of the
IP systems is that they are seen to converge to the HS potential
when n — oco. More recent works cover the EOS and exhibit
the rescaling of the thermodynamic properties.'®!3

Here we focus our attention on a class of soft spheres (SS)
that in some way resemble both the RLJ and the IP systems.
The potential between the spheres is purely repulsive and has
a finite range, just as the RLJ potential does. It is built from
the repulsive part of the Approximate Non-Conformal
(ANC) potentials, which constitute a family of simple potential
functions built to reproduce certain regularities shown by
the second virial coefficients of gaseous substances.'® As a
consequence, the ANC potentials are effective interactions
that reproduce quite accurately the thermodynamics of many
substances.!” The ANC potentials are not conformal among
themselves, that is, they constitute a family of functions of
varying profile determined by a form parameter called the
softness s. This parameter plays a role similar to that of 1/n
in the IP systems.

In order to construct the EOS of SS we follow the procedure
of Effective Hard-Sphere Diameters (EHSD) in which the
equation for the thermodynamic property takes the form
corresponding to HS, and the hard-sphere diameter is chosen
to optimise the calculation of the property. This is, for
example, the procedure used in the perturbation theories of
Barker-Henderson (BH) and Weeks—Chandler—Andersen
(WCA)."? Another and very simple approach, attributed to
Boltzmann, simply relates the effective HS diameter to the
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mean kinetic energy.'® A third approach is based on mapping
the properties of the system of interest into those of the HS fluid.
A particularly useful version of this mapping incorporates a
density series expansion of the effective packing fraction.!*!°-2!
We show that the virial coefficients of the ANC-SS fluids follow
very accurate and simple rules that permit construction of an
analytic closed-form EOS.

This work is organised as follows. In Section 2 we introduce
briefly the systems of interest: soft spheres with repulsive ANC
interaction. Section 3 is devoted to review the approach based
on effective hard-sphere diameters and various alternative
methods are discussed: the mapping method, the Boltzmann
diameter and the BH and WCA perturbative schemes. In Section
4 we describe the computer simulation method employed
to calculate the thermodynamic properties of the (ANC) SS
systems. (From here on we shall drop the prefix ANC when
referring to these.) The results of these simulations are later used
to test the EOS here developed. In Section 5 we present the main
results of this work: first, the ability to construct an accurate
EOS in comparison to the simulation results, and second, the
scaling of the thermodynamic properties of the SS fluids. The
same section contains several remarkable regularities shown by
the virial coefficients of the SS systems and their radial distri-
bution functions g(r). Finally, the main conclusions from this
work are presented in Section 6.

2 Non-conformal soft spheres

A recent theory proposing an extension to the principle of
corresponding states is the approximate nonconformal theory
(ANC).'® This theory considers a family of potentials that
differ in their energy profile (nonconformal potentials) where
each potential is characterized by three molecular parameters.
These parameters are the location of the minimum (,,), the
potential well depth (¢) and the softness of the potential (s).
The softness takes into account the nonconformality of the
potentials and measures the ratio of the slopes of two of them,
one with softness s and a reference with softness s = 1.

The ANC potentials lead to very accurate thermodynamic
properties of many real substances in the gaseous phase,** and
to some extent in the liquid state.!” In this sense, the softness
parameter s is shown to be an adequate form parameter that
defines the profile of the (sphericalised) interactions. These
potentials are given by

<pANc<r;5m,e,s>—{(22)12—2(2Zﬂ, (1)

where * = 1 + [(r/0)° — 1]/s and a = 0.0957389 are chosen
to reproduce the experimental B(T) data for argon.'® The
spherical Kihara potential and hard-sphere potential are
obtained from eqn (1) with s = 1 and s — 0, respectively.
The position ry of the point where @anc(r) becomes zero is
a function of the softness s (19 measured in units of J,).
The Lennard-Jones potential has r, = 27'/° that is obtained
with s = 1.09399, so that an ANC potential with this value of
s is almost conformal to a Lennard-Jones 12-6 potential
function.

T T
s
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0.6 B
Pss -~ 1.09399
&
041 8
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0.0 5 = =L
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r
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Fig. 1 Potentials of ANC soft spheres corresponding to different

values of the softness s. The potential with s = 1.09399 is close to a
RLIJ system.

The SS of interest are built by truncating the attractive part
of panc at the potential minimum r = §,,, and by adding the
depth ¢ to the repulsive part:

pss(r) = {(Q)DANC(F) o

These SS are an interesting alternative to other repulsive
systems, such as the repulsive Lennard-Jones 12-6 fluid or
the inverse power potentials (¢ oc 1/r"), because of their better
representation of repulsive interactions in real substances.
Besides, their thermodynamic properties and structure have
very interesting properties. Fig. 1 shows the ¢gs functions for
several values of the softness, including the RLIJ-like potential
with s = 1.09399.

Thus we consider a fluid composed of N molecules contained
in a volume ¥ that interact via a pairwise potential ¢gs(r). In the
next section we introduce several effective hard-sphere diameters
that are used to write the thermodynamics of SS systems.

r< 5m’
F>O0m-

2

3 Approach based on effective hard-sphere
diameters

It is well known that the structure of a fluid is primarily
determined by repulsive forces, while attractive interactions
play a secondary role. The latter being the basic idea of the
perturbation approaches for dense fluids, which usually combine
hard spheres as a first approximation with an effective diameter
dependent on temperature and possibly on density, to account
for the effects of not having a real hard-sphere potential. Thus,
the properties of a fluid can be obtained by assuming an effective
hard-sphere diameter (EHSD) o4 which can be substituted in
the corresponding expression of a hard-sphere fluid. For a
general thermodynamic property X, this is expressed by

X(T7p) = XHS[p;O-Eﬁ(T’p)]’ (3)

where T and p stand for the absolute temperature and the
number density, respectively. For example, in the case of the
compressibility factor Z = p/(pkgT), the EHSD is defined
implicitly by

Z(T.p) = Zuslp;oea(T,p)]. “4)
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It is worth noting that, in general, the EHSD is different for
different thermodynamic properties X.

We now pass to discuss several methods for calculating the
effective diameter which are described briefly and applied to
ANC repulsive soft spheres.

3.1 Mapping method

It is a method that was proposed by del Rio'®* for dealing
with repulsive potentials and that will be used in the rest of this
work. In order to invert eqn (4), this approach assumes a
density expansion of the effective packing volume defined by
befr = %agff. Denoting by oy and by the effective diameter and
packing volume of the mapping method we write

bm = ian(T)p”. (5)
n=0

In the next step we take the virial expansion of both sides of
eqn (4). The left-hand side then contains the virial coefficients
B, C, D,... of the system of interest, whereas the right-hand
side is expressed in terms of the virial coefficients Bys, Cys,
Dys,. .. of the HS system. Here each HS coefficient contains
powers of the packing volume by; of the hard spheres of
diameter oy and purely numerical constants;?*> 2 for instance,
Bus = 4by, Cus = 10by, etc.

At this point we substitute eqn (5) on the HS virial coeffi-
cients and identify the terms with the same power of p in both
sides. This generates equalities with expressions involving the
system’s virial coefficients, the density coefficients a, of the
packing volume and the numerical constants mentioned
above. These equalities can then be solved for the density
coeflicients a,,, the first of which are

ap = 3B(D), (6a)
ay = JC(T) - 3BXD)), (6b)
a = % <D(T) - §C(T)B(T) + 0.49430133(T)). (6¢c)

The effective packing volume in this scheme is thus given by
these coefficients and eqn (5). For systems with a realistic
repulsive interaction at a given density, the EHSD o, is found
to be a monotonic function of temperature that decreases with
increasing 7 due to the soft nature of the potential. For the
potentials of interest in this work, eqn (2), at low densities,
when T — 0, we find that oy — Opp.

It has been shown that, in the low density limit, by, equals
the mean volume of a particle in a collision® and also equals
that of the WCA theory.>?’

It is also worth mentioning that, for most potentials of
interest, the series in eqn (5) converges very rapidly, much
more rapidly than the virial expansion of Z. This rapid
convergence is due to the fact that even a first-order approxi-
mation in eqn (5), when substituted in an accurate expression
for Zys in the form of a rational function, implies a fair
approximation of all the virial coefficients. In this sense, this
scheme resembles an ad hoc Padé approximant to the property
of interest.

It is also interesting to point that, since in general the EHSD
is different for each thermodynamic property, with this scheme

it is possible to obtain the EHSD for the free energy, the
compressibility, etc. Here we shall need the effective diameters
corresponding to the excess free energy (F°¥). Proceeding with
the mapping approach, as in the case of Z, the corresponding
packing volume is given by

by =Y a, ()", ™)

where the first few terms are found to be related to the
coefficients in (6) by

ay = a, (8a)

ai = la, (8b)
1 5

a = e + T3 doar- (8¢c)

3.2 Boltzmann EHSD expression

The Boltzmann criterion approximates the EHSD by the
distance (op) at which the potential energy of a colliding pair
equals the thermal energy kg7 (or a factor times the thermal
energy).'® For a central force potential, it is given by

¢(os) = kgT ©)

This simple criterion has been used by Hess et al.* and Heyes
and Okumura’?® in determining the thermodynamic properties
of repulsive Lennard-Jones fluid.

3.3 Barker-Henderson expression

This criterion was introduced by Barker and Henderson, BH,
in their perturbation theory for dealing soft potentials. In their
o expansion a special parameter is introduced whose variation
allows to pass continuously from the soft potential of interest
to the hard-sphere reference. The free energy is then expanded
in a Taylor series in this parameter.' The EHSD is defined in
such a way that the first-order correction to the zeroth-order
term vanishes and it is given by

r

- / (1 —exp[-B(p +w)}dr,  (10)

0

where f = 1/(kgT) and w = —q(r1). For a realistic interparticle
potential, there are two choices for the value of ry. The first is to
choose r; = ry, the distance at which the potential vanishes,
¢@(ro) = 0, that is the van der Waals diameter. The second
choice is to let 1 = Jy,, the position of the minimum of the
potential (,,). This is the case for soft repulsive potentials ¢gs.

oy 1s @ monotonic function of temperature that decreases
with increasing T due to the soft core of the potential. The
T — 0 limit depends on the choice of r;. It can be shown that
opy 1s equal to the mean distance of closest approach between
two colliding molecules.?®

3.4 WCA expression

This approach was proposed by Weeks, Chandler and Andersen
in their perturbation theory of dense fluids; in this case one uses
a functional or “blip function” expansion of the free energy.>?’
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As in the BH theory, the EHSD is defined in such a way that the
first order correction vanishes and it is given implicitly by

Om

/ vas(r;owea){exp[—B(¢ + ¢)] — exp[—Bous]}rdr = 0,

(11)

here ¢ = —p(dn) and yys = exp[feuslgus(r) is the background
distribution function. Because yys is density dependent, awca
also depends on density. At finite density there is not an
analytical solution for (11). At low density the solution coincides
with the result of the mapping method.

4 Computer simulation of non-conformal SS

The thermodynamic properties of repulsive SS systems as
obtained via the EHSD approach will be analysed in the next
section and compared with results of molecular dynamics
simulations. Here we describe these briefly.

Physical quantities are reduced with the distance J,,, the
energy ¢, and the mass m (of a particle). Number density p =
N/V, temperature T and pressure p are expressed in reduced
units as:

. . ksT , oap
pr=onp, Th="r, pt =0 (12)

When no danger of confusion exists, dimensionless variables
are denoted by the same symbols as the original quantities.

NVT molecular dynamics simulations®® were carried out
with N = 500 molecules for the systems s = 0.6,0.7,...,1.0
at reduced temperatures 7% = 1,2,5,10 and reduced densities
p* = 0.1,0.2,...,1.2. The equations of motion were integrated
with the velocity Verlet algorithm with a time step dr* =
di(e/md2)"* = 0.002. A cubic simulation box with volume ¥
and periodic boundary conditions was used. Typically, the
systems were aged for 9000 or more time steps before the data
were extracted as time averages over 30 000-200 000 time steps.

For each selected p, T and s, we have calculated the
configurational values for the pressure (p©), internal energy
per particle (U**/N) and the specific heat per particle (¢{¥). In
the case of specific heat, the potential contribution is com-
puted from the mean quadratic fluctuation of the total
potential energy

NkgT?¢ = (U*) — (U, (13)

where the bracket (- - -) indicates time averages. These properties
will be analysed in the next section.

5 Results
5.1 Virial coefficients of SS fluids

Here we use reduced variables throughout, so that the virial
coefficients and distances are reduced with the appropriate
power of d,, and the potentials with ¢. The form of the second
virial coefficient of the repulsive ANC soft spheres, Bss, has
been discussed in the literature.'® This coefficient can be
written as

Bss(T,s) = —2m [or’f(r,s)dr (14)

where f{(r,s) = exp[—fpss(r,s)] — 1 is the Mayer function for a
pair of particles at a distance r apart. In the Appendix we show
that with a simple change of variable one arrives at

Bss(T,s) :%”[1 — 5+ 5Bss(T,s = 1)/(2n/3)],

where Bsg(T,s = 1) is the virial coefficient of the reference system.
This is given analytically as a series expansion.”” Here we can
identify the factor 2nt/3 with the second virial coefficient Byg of a
hard sphere system reduced with 53, so that we can write

{M_l} :s[w—l}.

15
Bus Bus (15)

This simple relationship, that also works for a complete potential
with attractive part, is followed to very good approximation by
many substances and is at the basis of the success of the ANC
potentials.

The third virial coefficient for a spherical interaction can be
written as

32
Css(T,s) = —% / 1k, 5)dk, (16)

where the Fourier transform has been taken as

fk,s) = % \/%/000 rf (r,s) sin(kr)dr.

We have calculated Csg numerically using the discrete Fourier
transform algorithm with Ar = 10~ and 2'¢ points. This was
done for s = 0.1,0.2,...,1 at temperatures between 0.5 and 10
with increments of 0.5. The results are shown by symbols in
Fig. 2 for s = 0.1,0.2,...,1.0. We can see that the behaviour of
Css(7) for s = constant is very smooth and actually similar to
that of Bgs(7). This similarity prompted us to look for a
relation similar to (15); indeed we found that the equality

1/2 1/2
CE(Tys) 1] _, CE(T,1) 1}

1/2 172
Cus Chs

(17)

holds to very good approximation. This is shown also in
Fig. 2 by the solid lines. This rather remarkable equation
incorporates the two limits s — 0 (hard spheres), and s — 1
(the reference system) explicitly. Eqn (17) implies that CL&(s)

2.5 ::\"1\’ -
W s
S e 0.1

N 02

0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

«> s m e

Fig. 2 The third virial coefficient Css of the soft spheres against
temperature T for selected values of s. The symbols are results of
numerical integration of eqn (16) and the solid lines were obtained
from eqn (17).
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Fig. 3 Parametric plots of the fourth virial coefficient Dgg of the soft
spheres. The symbols are results of numerical integration and lines are
only to guide the eye.

IS

follows very closely a straight line when plotted parametrically
against Cig(s = 1).

Lastly we consider the fourth virial coefficient Dgg(7,s). Its
definition in terms of the Mayer functions is available in the
literature but is complicated and will not be written here. We
have calculated this coefficient following a numerical proce-
dure introduced by Barker and Monaghan.*® Since we found
that the temperature behaviour of Dgg(7,s) is qualitatively
similar to those of Bss(7,s) and Css(7.,s), we looked for a
relation linear in s and from eqn (15) and (17) we write
DE'(T.s) 1] D(T.1) 1]

18)
1/3 1/3 (
Dyg HS

As shown by the parametric plots of D§§ in Fig. 3, this simple
relation is highly accurate. In this figure the symbols stand for
the numerical values and the lines are interpolations to guide the
eye. One notices how close are the lines in this figure to straight
lines, which reveals the high accuracy of the straight-line relation
in Fig. 3. As in the case of eqn (17), this relation contains the
correct limits at s — 1 and s — 0. Since eqn (15) is exact for
ANC potentials, one could expect that eqn (17) and (18) also
hold exactly, nevertheless we have not been able to prove it.

Therefore, the first three virial coefficients of the SS system
for arbitrary 0 < s < 1.1 can be written explicitly in terms of
s and of the corresponding coefficients of the SS reference
(s = 1). We shall explain below how the mapping into the HS
system allows us to use the first few virial coefficients to
produce a highly convergent and accurate equation of state.
To complete the knowledge of Csg and Dgs, however, we need
the virial coefficients of the reference SS. These were calculated
numerically for s = 1, as mentioned in the previous subsection,
to obtain the desired quantities Cé/sz/ Cl3 and DS /D}fg and the
results used to fit empirical expressions. These are

C (T, 1
# = 1.04389 — 0.293167"/*
c (19)
HS

and +0.0127669T°/* — 0.009261321n(T),

DY3(T 1 E\]Z
D (T.1) _ 9 —0.326551T'/4 (20)

1/3
DH/S 3/4
+0.01444177%/* — 0.00347697 In(T)
for which 0.2 < T < 16.

5.2 Equation of state of SS fluids

We now apply the knowledge of the first few virial coefficients
of the SS systems, for which analytic expressions have been
given above, and the EHSD approach to construct the EOS of
those fluids. Since the properties are mapped into a HS EOS,
we have chosen the simple but accurate Carnahan—Starling
(CS) equation®! for that purpose, the excess compressibility
factor is

zg == (21)

Eqn (6), (15), and (17)—<(20) are then used to calculate the
packing volume of the SS systems, bss(7,p,s), by making
bss = by from eqn (5) up to second order in density. The
result is simply obtained by substituting nss = bsgp in the CS
equation to give the SS EOS:

Zss = ZZs(nss) (22)

This equation is explicit in s and the thermodynamic variables
p and T, but all this dependence is contained within the
variable 7gs. A first feature of interest is the highly convergent
nature of the density series for the packing volumes. Typical
examples are shown in Fig. 4 that contains plots of bss/ag, with
ap the first term in (5), for s = 1 at T = 1. The behaviour is
similar at higher temperatures but the coefficients a, increase
in absolute value with increasing 7 and so the dependence on
p—slope and curvature in Fig. 4—is more marked at higher 7,
and this is true for all s. In the opposite direction, when 7 is
decreased the density dependence of bgg is reduced and in the
T — 0 limit a hard-sphere-like result is found with bgs — ag
and ay — 1d3/6.

Because the CS equation has already built within itself
the behaviour of a system of (hard) spheres, its application
to the SS systems only requires to incorporate that feature,
the softness, that tells apart the HS from the SS. And it is the
density expansion of bgg that introduces the effect of the
softness. This makes eqn (22) much more convergent in p
than a direct virial expansion of Z. Hence, the compressibility
factors (and pressures) given by eqn (22) turn out to be very
accurate when compared with the results of the molecular
dynamics simulations. A typical plot of Zg§ against p is
depicted in Fig. 5 for a quite soft system, with s = 1, at a
low and a high temperature, 7 = | and 10. The figure shows

1.000 FF

=is ] T,n
0.995 F ) - 1,0

L1
0.990 F

— 09851
Ay

— 10,0

0.980 F Mo "1 |- 10,1
™ - 10,2

0975 F N ]

b
N
0970 ~
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
1y

Fig. 4 Packing volume b against density p for the system s = 1.0 at
T = 1 (top) and T = 10 (bottom). Solid line: zeroth-order; short-dashed
line: first order; long-dashed line: second order.
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Fig. 5 Excess compressibility factor of soft spheres, 7 = 1 (top) and
T = 10 (bottom). The symbols are results of molecular dynamics
simulations. The lines are as in Fig. 4.

the resulting Zg§ with bgg to zeroth, first and second order in
density; from the curves one can assess the high accuracy of
the second order results and also that the last two terms in this
expansion have a small contribution. This convergence is so
good that a simple and very good assumption, to be exploited
below, is to take only the zeroth-order approximation bgg =
ap = BJ4. The behaviour for s = 1 in Fig. 5 is typical, similar
for other values of s.

The excess internal energy is obtained simply by differentiation
of the equation for the excess free-energy. For the HS system
this is

e _ (4 —3n)

Fe& = U (23)

where F** = F*/NT. For the SS systems
F$§ = Fg‘s(’?gs) (24)

but now we have nfs = bkip together with eqn (7) and (8).
Again, all the temperature dependence of FS§ appears through
the virial coefficients of the SS fluid. The resulting internal
energy agrees very well with the simulation results as can be
seen from the typical example in Fig. 6 withs = 1l and T =
1,10. These plots show USy = USS/NT, calculated again to

s = 1]

<

Fig. 6
Fig. 5.

Excess internal energy of soft spheres. Symbols are as in

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
o

Fig. 7 Excess specific heat of soft spheres. Symbols are as in Fig. 5.

several orders; we can appreciate the high convergence of the
expansion and therefore that, once more, the zeroth-order
approximation for the internal energy is also very close to the
simulations, so much so, that the different orders are barely
discernible for T = 1. The plots of USs for other values of s are
entirely similar.

Lastly, the excess specific heat ¢{* of the SS fluids is obtained
by one further differentiation of (24). A plot of ¢{* against
density, again for the system with s = 1 and 7" = 1,10, is given
in Fig. 7 that includes for comparison the results of the
simulations. The agreement between theory and simulation
is very good, although small deviations can be seen at the
higher densities.

Hence, the EHSD approach coupled with the mapping
method provides a very simple way to a very accurate EOS
of SS fluids. Of course the SS EOS can be used to calculate any
thermodynamic coefficient of interest. In the next section we
shall use this SS EOS to investigate the scaling of the thermo-
dynamic properties under variations of temperature and of
system.

5.3 Thermodynamic scaling

We now exhibit a feature of the EHSD mapping procedure
related to what has been called thermodynamic scaling, which
is composed of two parts: the first is the reduction of a set
of curves (surfaces) representing a given thermodynamic
quantity, drawn each for a different thermodynamic state,
into a single curve, and the second is the reduction of curves
(surfaces) corresponding to different systems, also in a single
curve. One example of this scaling, already mentioned in the
Introduction, is the scaling of the properties of inverse-power
potentials when expressed in terms of the appropriate variable.

In regard to the pressure of the SS fluids in general, the
scaling is rather evident when the EHSD mapping procedure is
used. For, once the compressibility factor Zgg is written in
terms of the effective packing volume 7.4 the resulting EOS is
unique for all SS systems and all temperatures. The matter of
whether the effective volumes are calculated accurately can be
settled by comparing the unique function Zsg(#.g), obtained in
our case with the CS form, with the computer simulation
results plotted against the appropriate 5.y In this way, the
simulation results that correspond to different states (densities
and temperatures) will be ordered by the corresponding #eg.

This journal is © the Owner Societies 2012

Phys. Chem. Chem. Phys., 2012, 14, 1440-1448 | 1445



16 3 /
14 4
.
10 12
(]
7

“ss. a

I .
0.44 046

048 050 052 054

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
n

Fig. 8 Excess compressibility factor of soft spheres as a function of
packing fraction #. The symbols are the results of molecular dynamics
simulations for several values of s and of T with 5 from second-order
mapping diameters. The inset shows the symbols for simulations with
n from zeroth-order mapping diameters. The solid lines are the plots of
the CS equation.

This condensed plot is given in Fig. 8 for n.g calculated to
zeroth and second orders in density. From the figure we see
that the scaling is almost exact with # to second order but that
even to zeroth order it holds to a very good approximation.

As has been mentioned, the zero-density WCA diameter is
identical to that of the zeroth-order approximation to the
packing volume, therefore the scaling obtained by both methods
is the same. In contrast, the scalings obtained with the
Boltzmann or BH diameters, although good, are not as
accurate as that shown in Fig. 8. That is, the Boltzmann
diameter makes the simulation points lie consistently above
the line of the EOS, whereas the BH diameter makes the
simulation points lie below the EOS line, and both these
deviations are slightly larger than for the zeroth-order mapping
diameter in Fig. 8.

In order to consider the possible scaling of the internal
energy we start from the free energy F5, eqn (24), by

_ aﬁex
U = —T( ) : (25)
ot ),

and since all the temperature dependence is through the
packing volume b in n = bp:

~ OF=\ [ On
(2. — _T —_r 2
-GG e
that can be written as
. OFX\ (dlnb
ex _ _ . b
v '7( 811)(81nT)p (27)

This equation is general in the sense that it is valid for any
b(p,T). Nevertheless, the derivative in the last factor is not
uniquely a function of n and therefore U™ does not depend
solely on 5. This means that U%* does not follow the thermo-
dynamic scaling when plotted against . On the other hand, by

defining
_ (0Inb(p,T)
0= _< OlnT

n=2
15
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Fig. 9 Excess internal energy of soft spheres, reduced by the factor
O, as a function of packing fraction #. The symbols are as in Fig. 8.
The solid lines are obtained from the CS free-energy, eqn (28).
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Fig. 10 Radial distribution function of soft-sphere systems with
s = 0.6, 0.9 and 1.0 each at a different state with the same value of
the packing fraction (approximately n = 0.26).

the following combination follows the scaling:

Uex 8Fex
= 2
5 =% ) (8)

as can be ascertained from Fig. 9. In the assumption that the
effective packing volume depends only on 7—zeroth order
approximation—the right-hand side of the last equation becomes
identical to the excess compressibility factor Z°*.

5.4 Structure of the SS fluids

The molecular dynamics results contain also the radial distri-
bution functions g(r) of the SS systems studied. Fig. 10 shows
the typical shape of g(r) for three systems at approximately
n = 0.26. The systems have s = 0.6, 0.9 and 1.0, with
temperatures, respectively, at 7= 2, 10 and 2, and densities
at p = 0.6, 0.8 and 0.7, respectively. Although the systems
have the same packing fraction the EHSD are different. The
interesting behaviour occurs for the background correlation
function y(r)—when it is plotted against the reduced distance
/o This is shown in Fig. 11 in the range r/o.g > 1, where
the lines corresponding to the three systems coincide to a great
degree. Actually, the y(r) functions are almost identical to that
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Fig. 11 Background distribution function of the soft-sphere systems
with s = 0.6, 0.9 and 1.0 each at a different state with the same value of
the packing fraction (approximately # = 0.26). The hard-sphere y(r)
for n = 0.2618 is also shown with short-long dashes.

of a hard-sphere fluid of similar packing fraction (yys = 0.2618),
also shown in the same figure.

6 Conclusions

The soft spheres studied in this work show interesting properties.
Especially, the first three virial coefficients can be written simply in
terms of the softness parameter s and the coefficients of the
reference s = 1 fluid. Further, fractional powers of C(7) and D(T)
are close to straight lines in parametric plots against the corres-
ponding reference. Knowledge of the virial coefficients allows
construction of a very accurate equation of state for systems
spanning the range between a repulsive Lennard-Jones-like fluid
and the hard-sphere fluid. The density and temperature depen-
dence of the packing volumes have straightforward intuitive
interpretation in terms of the softness of the molecules. The
effective hard-sphere diameter procedure followed here also gives
EOS for the free and internal energies. Actually, the internal
energy converges faster than the compressibility factor given the
density expansion of the packing volume.

We have exhibited how the EHSD approach produces
expressions for the compressibility factor and the internal
energy that scale to a very good approximation when plotted
against the effective packing fraction #.g so that the EOS keeps
the same form for all systems with different s and all tempera-
tures. Even if similar properties can be found for other types of
soft spheres, the ANC SS studied here stand out for the
simplicity of the relations that are obeyed by their thermo-
dynamic properties (packing volumes and virial coefficients).
Quite surprisingly, the background correlation functions y(r)
also coincide, in the range r/ger > 1 for the same packing
fraction when the distance is scaled with the corresponding
effective hard-sphere diameter.

The properties of the SS systems here studied should be of
value in applications concerning perturbation theory and
systems where repulsive forces play an important role.

A The second virial coefficient of the soft spheres

The second virial coefficient Bgg(7,s) may be written, after a
trivial angular integration, as

Bgss(T.s) = —2n s dr, (29)

where f(r,s) is the Mayer function

N
Srs) = {eXP[*ﬁQDSS} -1

O<r<re

re<r (30)

where 2 = 1 + s(a® — 1) is the hard-core diameter. We may
therefore write (29) as

Bss

re 1
— 275/ rf(r,s)dr — 275/ rf(r,s)dr
0 re
(31)
n s

1
=3 C—2n/ Pf(r,s)dr.

We now propose the following change of variable

y3 = sil(r‘z -D+1= syzdy = rdr

with which the integration limits become

3 _ 3
Y ‘r:rc =da

Vet =1
In view of this, B(T) is now

2n

1
Bss =5 (1 5(a = 1) =25 [ 20y

that can be re-written as

2 2n 2n L
Bt =220 on [ o)

The last term in brackets can be identified with the virial

coefficient of the reference system, s = 1. Then
on 2 1,
Bss(T,s) = —n——ns—2ﬂ:s/ £ (r, 1)dr
33 Jo
2n 2n
= = 5+ sBss(T, ).
3 3 s+ sBss(T, )

From which we finally obtain
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In this work, we explore transport properties of a special type of repulsive spheres that exhibit re-
markable scaling of their thermodynamic properties. In order to accomplish that we propose a new
way to derive and express effective hard-sphere diameters for transport properties of simple fluids.
The procedure relies on mapping the system’s transport properties, in the low density limit, to the
hard-sphere fluid. We have chosen a set of soft-sphere systems characterised by a well-defined varia-
tion of their softness. These systems represent an extension of the repulsive Lennard-Jones potential
widely used in statistical mechanics of fluids and are an accurate representation of the effective repul-
sive potentials of real systems. The self-diffusion coefficient of the soft-sphere fluids is obtained by
equilibrium molecular dynamics. The soft-sphere collision integrals of different systems are shown
to follow quite simple relationships between each other. These collision integrals are incorporated,
through the definition of the effective hard-sphere diameter, in the resulting equation for the self-
diffusion coefficient. The approach followed exhibits a density rescaling that leads to a single master
curve for all systems and temperatures. The scaling is carried through to the level of the mean-squared

displacement. © 2013 American Institute of Physics. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4795118]

. INTRODUCTION

Spherical particles exerting soft repulsions with each
other are model constituents of many natural systems of phys-
ical interest. Among these are, for instance, colloids and
granular systems,' microgels,*> polymers,%’ and powders.?
Such models are also used for the equation of state of matter
at high pressures.®

Among the various soft repulsive potentials that have
been studied, two types stand out for their intrinsic interest:
the repulsive LJ 12-6 (RLJ) and the inverse-power (IP) po-
tentials. The RLJ potential appears naturally in the liquid-
state perturbation theory of the LJ system and so its struc-
ture and static thermodynamic properties have been studied
intensively. Among the few studies related to transport prop-
erties of RLJ fluids, we can mention the molecular dynam-
ics works of Straub,’ Heyes,'” and Nasrabad.!" In their pre-
diction of transport coefficients, these authors use schemes
based on the similitude of the RLJ to hard spheres and thus
introduce for the soft spheres equivalent hard-sphere diame-
ters. For the calculation of the effective hard-sphere diame-
ter, Straub” proposed a dynamic criterion, Heyes'? used the
so-called Boltzmann criterion, and Nasrabad'' employed the
virial minimization method.

The IP potentials (¢ox1/r") possess a remarkable fea-
ture: For any given n > 3, their thermodynamic and struc-
tural properties are function of a single density-temperature
variable. Actually, this feature has quite deep roots, for, the
necessary scaling factor of the density suggests itself from

) Author to whom correspondence should be addressed. Electronic mail:
xclassicx @ gmail.com.
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the level of the Hamiltonian.!? Thus, the existence of ther-
modynamic scaling, of both static and transport properties,
is due to the symmetries of the Hamiltonian. More recent
works on the transport properties exhibit the thermodynamic
scaling.!>!* The values of an (appropriately reduced) coeffi-
cient corresponding to different temperatures fall on a single
master curve when plotted against the thermodynamically re-
duced density. For the IP fluids, however, there is a different
master curve for different values of the exponent n.

A type of scaling closely related to that exhibited by the
IP potentials has been shown to govern the transport prop-
erties of many real fluids.">~!” This is a temperature-density
scaling that produces a single master curve for the reduced
diffusion and viscosity coefficients of each system. Model po-
tentials have also been studied by simulation.'® ! In these
works, models incorporating attractive forces are shown to
follow the scaling, but not the simple RLJ fluid. In an inde-
pendent line of work, Dyre and co-workers?*->? have brought
attention to the importance of correlations between the fluc-
tuations in the virial and the potential energy of a fluid. It has
been shown that, at high densities, strongly correlated liquids
allow the type of temperature-density scaling previously stud-
ied by Roland and co-workers.

In this work, we focus our attention on a class of soft
spheres that in some way resemble both the RLJ and the
IP systems. The interaction potential is purely repulsive and
has a finite range, just as the RLJ potential does. More-
over, these potentials are not conformal among themselves,
that is, they constitute a family of functions of varying pro-
file determined by a form parameter called the softness s.
This parameter plays a role similar to that of 1/n in the IP
systems.

© 2013 American Institute of Physics
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The phase diagram of these non-conformal soft-sphere
(NCSS) fluids is relatively simple, and similar to that of the
RLJ fluid, in that there is no liquid-vapour co-existence re-
gion. Thermodynamic properties and structure of NCSS have
been calculated by molecular dynamics simulation and an
analytical EoS has been proposed for the whole family of
systems in a previous work.”> Remarkably, the NCSS man-
ifest a thermodynamic scaling of their static properties: the
different isotherms for the compressibility factor of one sys-
tem collapse into a single master curve; a similar scaling was
shown for the internal energy. Further, the NCSS also show a
stronger form of scaling: when reduced with adequate factors,
the thermodynamic properties of all the fluids with differ-
ent softness follow a unique universal curve. This surprising
feature is reminiscent of a generalised corresponding-states
behaviour, of the type found by Rosenfeld to be followed—
although very approximately—by IP fluids.?*

The main purpose of this work is to find out whether—
or to what extent—the transport properties of NCSS fluids
follow the same types of scaling behaviour as do the static
properties. This is done by focusing on one property, namely,
the self-diffusion coefficient D, and by introducing a newly
defined effective hard-sphere diameter. As a bonus, we shall
show that this procedure leads to a highly accurate analytic
expression for D as a function of the thermodynamic state.

The procedure used here to reach our aim is based on the
introduction of an equivalent or effective hard-sphere diame-
ter. This type of approach is well known in the study of static
properties. Since the structure of a fluid is primarily deter-
mined by repulsive forces, perturbation approaches for dense
fluids usually combine hard spheres, as a first approximation,
with an effective diameter dependent on temperature and pos-
sibly on density. Thus, the properties of a fluid are obtained
by assuming an effective hard-sphere diameter to be used in
the expressions of the hard-sphere fluid. In the matter of trans-
port coefficients, however, there is no equivalent to the hard-
sphere-based perturbation theories. In spite of this limitation,
it is known that the major contribution to D of the LJ sys-
tems arises from the RLJ of the interaction.” This is the ba-
sis of effective-diameter approaches to transport properties of
spherical repulsive particles.

The paper is organised as follows: In Sec. II, we intro-
duce and briefly discuss the NCSS interactions, which deter-
mine the fluids of interest. In Sec. III, we present the self-
diffusion coefficient, its macroscopic reduction, and its de-
termination for dilute gases. These are then used in Sec. IV
to discuss the mapping method used to determine the effec-
tive hard-sphere diameter. The results are presented and dis-
cussed in Sec. V. A general equation for the 1-1 collision
integral of NCSS fluids is obtained here. The thermodynamic
scaling and corresponding-states behaviour of the diffusion
coefficient and of the mean-square displacement are also dis-
cussed in this part. It is made clear how the manifestation of
these regularities rests upon the appropriate definition of the
effective hard-sphere diameter. Finally, the main conclusions
of this work are collected in Sec. VI. Here, we also discuss
our result in the light of the temperature-density scaling of
Roland and co-workers and of the virial-energy correlations
introduced by Dyre and co-workers.

J. Chem. Phys. 138, 114502 (2013)

Il. NON-CONFORMAL SOFT SPHERES

A recent theory proposing an extension to the principle of
corresponding states is the approximate nonconformal theory
(ANC).? This theory considers a family of potentials that dif-
fer in their profile (nonconformal potentials) where each po-
tential is characterized by three molecular parameters. Here,
conformal potential is used in the sense of corresponding
states theory.”® The parameters are the location of the mini-
mum (8p,), the potential well depth (¢), and the softness of the
potential (s). The softness takes into account the nonconfor-
mality of the potentials and measures the ratio of the slopes of
two of them, one with softness s and a reference with softness
s=1.

The ANC potentials lead to very accurate thermodynamic
properties of many real substances in the gaseous phase,?’-?8
and to some extent in the liquid state.?>* In this sense, the
softness parameter s is shown to be an adequate form parame-
ter that defines the profile of the interactions. These potentials
are given by

1—a\" 1—a\®
Qanc(r;8m, €,8) =€ <§_a) _2<§_a> , (1)

where ;3 =1+ [(#8,)° — 11/s and @ = 0.0957389 is cho-
sen to reproduce the experimental second virial coefficient,
B(T), data for argon.? It is important to stress that ANC func-
tions cover continuously the whole range from the argon-like
Kihara potential, obtained from Eq. (1) with s = 1, to the
hard-sphere (HS) potential obtained with s = 0. The position
ro of the point where ¢,,.(r) becomes zero is a function of
the softness s. It is interesting to consider the ANC potential
that is almost conformal to the Lennard-Jones 12-6 (LJ); this
is obtained by looking for the ANC potential with the same
distance between the minimum &, and ry as LJ, which equals
(1 — 2=6)s,... This value of the softness for the LJ-like ANC
function is s = 1.09399.

The NCSS of interest are built by truncating the attractive
part of ¢, at the potential minimum r = §,, and by adding
the depth ¢ to the repulsive part

anc _8m7
wss<r)={¢ (e 1= @)

0 r > 6n.

For these NCSS, as well as for the repulsive + attrac-
tive ANC fluids, the second virial coefficient can be written
in terms of a reference®

By (T*.s) = %nafn +s [BSS (T*,s=1) - %né,ﬂ )
where T* = kgT/¢ is the reduced temperature, kp is Boltzmann
constant and B (T*, s = 1) is the reference virial coefficient.
In other words, it is only necessary to compute the second
virial coefficient for s = 1 in order to know By for the whole
ANC family.

In Figure 1, the intermolecular potentials ¢ for several
values of the softness, including the HS limit and the RLJ-like
potential (s = 1.09399), are presented.
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FIG. 1. Intermolecular potentials of non-conformal soft-sphere systems for
different values of the softness s. The potential wih s = 1.09399 is close to a
RLJ system. The HS limit is obtained when s — 0.

Here, we consider a fluid composed of N molecules con-
tained in a volume V that interact via a pairwise potential

@ss(r).

lll. SELF-DIFFUSION COEFFICIENT

According to standard equilibrium statistical mechanics,
transport properties of fluids can be computed by two equiva-
lents methods. The first formalism is the Green-Kubo method,
in which the transport coefficients are obtained as integrals of
time correlation functions of the thermodynamic fluxes. The
second is the Einstein approach in which, for example, the
diffusion coefficient is obtained as the long-time limit of the
slope of the mean-square displacement.?! In this work, the
Einstein relation was chosen for that purpose.

A. Reduction of the self-diffusion coefficient

The self-diffusion coefficient, D, is obtained through the
mean-square displacement,

N
(AF?) (1) = % 2:1: IFi (1) — 7 (0))%, 4
as
D= lim éj—twﬂ(r), )

where 7; (¢) is the position of molecule i at a time ¢ and N
denotes the number of particles.

It is well known that thermodynamic and transport prop-
erties of a hard-sphere system, when appropriately reduced,
are functions of the packing fraction. The reduction can be
made with the independent thermodynamic variables (temper-
ature and density) possibly combined with molecular parame-
ters (the HS diameter). We expect a similar reduction to work
for soft spheres, since the behaviour of their thermodynamic
properties is similar to that of the hard spheres. Nevertheless,
there is no unique criterium to choose the HS diameter of soft
spheres, and further, some recipes give state-dependent di-
ameters. Because of that, following Rosenfeld,?* we choose
only macroscopic reduction variables for the self-diffusion

J. Chem. Phys. 138, 114502 (2013)

coefficient

-1/2
D = Dp'" (kB—T) . (6)

m

We use the tilde symbol (7) to denote quantities reduced in
this macroscopic manner. This form of the reduced transport
coefficients is suggested by elementary kinetic theory for a
dense medium of particles with a mean free path of the order
of the average interparticle distance.*

B. Self-diffusion coefficient of dilute gases

In the Chapman-Enskog theory,*? the transport properties
of dilute gases can be expressed in terms of a set of collision
integrals if the intermolecular potential is known. Assuming
a spherical pair potential, the reduced collision integrals are
defined by*

Q(]’k)*(T*) = [(k + 1)!(T*)k+2]_l

o0 E*
X / Q(l)t(E*) exp <_F> (E*)k+1dE*,
0

(7
where Q*(E*) is the reduced ¢ ection, defined by
1+(—1)’} o
O (EY=2[1 - ——= f 1 — cos' b*db*
0" (5 =21 EX] [7 (1 -0 0)
¥

and the deflection angle x is given by

o0 b*2 * [k *l/zd*
X:n—Zb*/ (1——2—‘/)(”) )

* r* E* r*
m

where r* = r/éy,, b* = bléy, ¢*, E*, and r. are, respec-
tively, the reduced distance, impact parameter, potential, rel-
ative kinetic energy, and distance of closest approach. The
latter is determined from the largest positive real root of the
expression

r*2 E*

b*Z * (0%
@ (r)zo.

In terms of the collision integral, Q" *, the kinetic-
theory expression for the self-diffusion coefficient of a pure
dilute gas of molecular mass m at a temperature 7 becomes>>

3 kpT \'?
Do = —8108%19(1'1)* <_7'rm > st (10)

where the subscript “0” means in the very low density regime,
and fp is a higher-order correction factor, which normally dif-
fers from unity by only 1% , so that we will take it to be unity.

We shall need the same coefficient for hard spheres,
where the reduced collision integral is equal to unity, and Eq.

(10) simplifies to
3 (kT \'?
hs __ B
Dy =3 (—m) : (11)

where o is the diameter of the hard spheres.
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IV. EFFECTIVE HARD-SPHERE DIAMETER

In the approach proposed here, the property of inter-
est is obtained by defining an effective hard-sphere diameter
(EHSD) o, to be substituted in the corresponding expres-
sion of a hard-sphere fluid. For the reduced self-diffusion co-
efficient, the EHSD is therefore defined implicitly by

D(T, p) = D™ (p; 0et [T, p]), (12)

where T and p stand for absolute temperature and number
density, respectively. It is important to point out to the selec-
tion of D instead of D* = D(Srgl(e;/m)’l/2 as the adequate
reduced form. This choice will permit us to exhibit the ther-
modynamic scaling of D.

A. Mapping method

It is a method that was proposed by del Rio**3 for deal-
ing with IP fluids and here we extend its application to trans-
port properties. The main features of this approach are: first,
an equality of the type of Eq. (12) for the property of inter-
est, second the virial expansion of such property, and third
a density expansion of the effective packing volume nagff /6.
This approach for the thermostatic properties was also used
later by Brarika and Heyes.’® Nonetheless, in transport prop-
erties there is no equivalent of virial expansions. However, in
the low-density regime, kinetic theory allows us to express
the transport coefficients in terms of collision integrals as in
Eq. (10).

Therefore, we have chosen to map the low density limit
of Eq. (12), that is,

D(T, p)y = D™ (p; 0 [T, p1),. (13)

The left-hand side then contains the collision integral of the
system of interest, Eq. (10), whereas the right-hand side is ex-
pressed in terms of diameter o ¢ of the hard spheres, Eq. (11).
Thus, making the substitutions and simplifying, the effective
hard-sphere diameter is found from

O/ 6 = QD" (14)
the corresponding packing fraction is defined in terms of the
HS diameter

T
Teff = gpajff, (15)

so that substitution from (14) gives the packing fraction of the
NCSS

T
Neir = 2P Q. (16)

For the sake of clarity, it is deemed convenient to define the
packing fraction only in relation to the HS system, where its
meaning is most transparent. This packing fraction will de-
pend not only on the system, but also on the property being
considered. Even if the definition (15) is the same for a static
property such as the pressure, the equivalent to (16) is dif-
ferent and involves the second virial coefficient.>? The soft
spheres look more or less packed depending on the prop-
erty. For systems with a realistic repulsive interaction, the
EHSD is found to be a monotonic function of temperature
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that decreases with increasing 7 due to the soft nature of the
potential.

V. RESULTS

In this section, we present details of the simulations per-
formed, the simulation results for the diffusion coefficient of
NCSS and analyse these by means of the appropriate diam-
eter (14). Since this equation involves QU P* we shall also
present an important result for this integral of the NCSS.

Physical variables were reduced with the potential pa-
rameters, 6, and &, and the molecular mass m. Quantities re-
duced in this way are denoted with an asterisk (*).

A. Simulation details

We have performed molecular dynamics simulations®’
with N = 4000 particles in a volume V and have rescaled the
velocities of the particles in order to keep the temperature con-
stant. From previous studies of size-dependence of transport
coefficients in the RLJ fluid,'®!! the finite-size effects can be
practically neglected for a system with N = 4 000. The sys-
tems studied were s = 0.6, 0.8, 1.0, and 1.09399. The selected
reduced temperatures were 7* = 1, 2, and 4. For each temper-
ature, reduced densities p* = 5I3HN/ V = anp =0.2,0.4, 0.6,
and 0.8 were chosen. These densities span the whole stable
fluid region accessible to all the systems considered. New-
ton’s equations of motion were integrated using the veloc-
ity Verlet algorithm with a time step dt* = dt(e/ms2)!/?
= 0.003. A cubic simulation box and periodic boundary con-
ditions were used. The mean-square-displacement calcula-
tions were based on the unfolded positions of the molecules.
The runs were allowed to equilibrate over 100 000 time steps
before the data were extracted as time averages over 1 000 000
time steps.

B. Collision integrals

The integrals (7), (8), and (9) were computed numeri-
cally for the NCSS systems s = 0.2, 0.4, ..., 1. As a gen-
eral trend, the cross section and the collision integrals are
monotonic decreasing functions of E* and T*, respectively.
It is found that the behaviour of Q! D* for s = constant is
very smooth—and actually similar to that of Bs(7) and higher
virial coefficients.”

This similarity prompted us to look for a relation similar
to (3); indeed, we found that the expression

(QUD(T* P2 = 1 + s[{QUD(T*, s = P2 — 1]
a7
holds to very good approximation. Equation (17) implies that
QU-D* for a given s, is known if the collision integral for
s = 1 is computed. The accuracy of this relation can be shown
by the agreement of Eq. (17) with the direct numerical results.
Further, the same Eq. (17) also implies that the parametric
plot of Q1 D*32 should be a straight line when plotted against
the same quantity calculated for s = 1, and that the slope
of such a line should be precisely equal to s. As shown by
Figure 2, these parametric plots are very close to straight lines.
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FIG. 2. Parametric plots of collision integral (1> D* of the soft spheres. The
symbols are results of numerical integration and the lines are straight-line fits
to the points.

Indeed, the average coefficient of determination of the fit to
the straight lines is 0.99, and the slope of each line is very
close to the corresponding softness, for instance, for s = 0.2
the slope is 0.204.

It is also worthwhile to point out that Eq. (17) is satisfied
exactly in the HS limit s = 0, QU Dx — 1,

To complete the knowledge of QU D*(s), we have fitted
an empirical expression to the numerical result for s = 1. The
following is based on the work of Jiu-Xun?®

QU P = 0o+ o1 T + 0T + 03 In(T),
(18)

where wy = 0.866751, w; = —0.198041, w, = 0.0102885,
and w3 = —0.042694 and for which 0.2 < T* < 16.

Therefore, the collision integrals Q! D* of the NCSS sys-
tem for arbitrary 0 < s < 1.1 can be written explicitly in terms
of s and of the corresponding collision integral of the NCSS
reference (s = 1) by Egs. (17) and (18). This determines the
desired EHSD by Eq. (14).

C. Diffusion coefficient and thermodynamic scaling

We now apply the knowledge of the collision integrals of
the NCSS systems, for which analytic expressions have been
given above, and the EHSD approach to construct an equa-
tion of state for the self-diffusion coefficient at finite densi-
ties. Since the properties are to be mapped onto those of the
HS fluid, we need first an equation for the diffusion coeffi-
cient of hard spheres at finite densities. For that purpose, we
have chosen the expression of Heyes et al.> in terms of the
packing fraction, which may be written as

D™/DE = 1+ain+an® +asn’ +an* +asn’,  (19)
where

D = 1.01896D™ /g(0™) (20)

is Enskog’s prediction for the HS self-diffusion coefficient™

and

3(/6)7

~hs
Do’ = —gn

2L
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is the reduced HS self-diffusion coefficient in the low density
regime, from Eq. (11). The coefficients of Eq. (19) are given
in the work of Heyes et al.?® Here, we have chosen the simple
but accurate Carnahan-Starling expression for the radial dis-
tribution function at contact, g(o 7).*° Of course, we still need
to calculate the EHSD that goes into the packing fraction in
Egs. (19) and (21). This is done via Egs. (14), (17), and (18).
The end result is simply obtained substituting neg from Eq.
(16) in Eq. (19) to give the NCSS equation

D% (p, T) = D" (ness (0, T)) - (22)

This equation is explicit in s and the thermodynamic variables
p and T. Being built on the Heyes ef al.*® HS expression that is
very accurate, we expect this equation to be reliable for NCSS
with small softness s. All the information about the specific
NCSS of interest is introduced by the collision integral in
Eq. (14). Hence, the same procedure can be followed for other
systems of soft spheres for which the collision integrals are
known, see for instance Ref. 24. Nevertheless, since the map-
ping in Eq. (16) was obtained at low densities, it is not clear
beforehand how good an approximation it is when the density
is increased. Thus, we have to test it to see how good it is for
the softer NCSS and for high densities. We should notice the
formal resemblance of Eqgs. (12) and (22). The first of these
equations, however, is the definition of the effective diameter
for any density, whereas the second is the equation of state for
the self-diffusion coefficient.

Figure 3 shows the reduced self-diffusion coefficient as
a function of p* for several values of softness s, includ-
ing HS, at a temperature 7% = 1. It can be seen that, for
any given softness, D decreases with increasing density; this
behaviour is of course similar to that of IP potentials. One
can see also in the figure that D increases with the softness,
that is, softer particles are more mobile. The behaviour for
T* = 1 with p* in Figure 3 is typical, similar for other val-
ues of T*. The next plot, in Fig. 4, shows the dependence
of D on T* at the constant density p* = 0.4 for the same
systems as those in Fig. 3. The particles are seen to diffuse
more readily as the temperature increases and the systems
with harder particles (smaller s) tend toward the HS limit. It is

e
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FIG. 3. Reduced self-diffusion coefficient, Eq. (6), against p* of soft spheres
for selected values of softness s at 7% = 1. The symbols are results of molec-
ular dynamics simulations. THS data are from Heyes ez al. work.>® {Data
computed with Green-Kubo approach.
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FIG. 4. Reduced self-diffusion coefficient, Eq. (6), against 7* at p* = 0.4.
The symbols have the same meaning as in Fig. 3. The dashed line is the hard-
sphere limit for D at given p*.

interesting to point out, in view of Figure 4, that the effect on
D of increasing the softness has an effect similar to an in-
crease in temperature.

These last Figures 3 and 4 also contain a comparison of
the molecular dynamics results for D with the values pre-
dicted by Eq. (22) and some values for the diffusion cal-
culated with the Green-Kubo approach for the system s =
0.6. It can be seen from Fig. 3 that this equation, when
used with the appropriate HS diameter, agrees very well with
the simulations. The errors can be better appreciated in the
amplified scale of Fig. 4; they are estimated to be of at
most 2% .

In the treatment of the compressibility factor Z of the
NCSS and other soft spheres via the mapping method, care
must be taken at high densities, where the soft sphere system
is in a stable fluid state whereas the corresponding hard sphere
fluid may be metastable. Nevertheless, the equation for the
diffusion coefficient by means of (22), should be meaningful
at least in the whole range of a stable hard-sphere fluid, that
is,in 0 < p* < 0.943.4!

We now recall two very important features of the NCSS
systems, found for instance in their compressibility factor Z
and excess internal energy: The first is the fact that a set of
distinct curves representing, for instance, Z of a specific sys-
tem against density, drawn each for a different temperature,
are made to fall into a single curve when an appropriate scal-
ing of the density is used; this characteristic is known as ther-
modynamic scaling and is not exclusive of the NCSS, for the
better known IP potential systems also exhibit it. But Z of
NCSS fluids has a second regular characteristic: that is the re-
duction of the curves corresponding to different systems, into
a single master curve.?® This is a very interesting and excep-
tional feature of the NCSS fluids, and is unexpected insofar as
the IP soft spheres do not show it.

In regard to the self-diffusion coefficient, once D is
written in terms of the effective packing fraction neg, the
resulting equation is unique for all NCSS systems and all
temperatures. The matter of whether the effective volumes
are calculated accurately can then be settled by comparing
the unique function Dss(neff), obtained in our case using
Eq. (19), with the computer simulation results plotted against

J. Chem. Phys. 138, 114502 (2013)
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FIG. 5. Reduced self-diffusion coefficient, Eq. (6), of soft spheres as a func-
tion of packing fraction n. Simulation results are for several values of s, T*,
and p*.

Negr. In this way, the simulation results that correspond to dif-
ferent states (densities and temperatures) and systems (differ-
ent softness s) will be ordered by the corresponding 7. In
Figure 5, we plot the reduced self-diffusion coefficient D*
against the effective packing fraction according to (16). From
the figure, we see that the scaling holds to a very good ap-
proximation. We emphasize that this single fact carries a dou-
ble meaning: the good accuracy of the equation for the diffu-
sion coefficient, and the existence of a unique master curve.
Further, it is worth stressing that the reduction of the D** val-
ues for different systems into a single master curve implies
a corresponding-states behaviour, for a single point on the
curve in Figure 5 represents different fluids each in a state
corresponding to those of the others.

Figure 6 shows the relative deviation (percent) of D*,
defined as 100 x (Dgjm — Dineo)/Dsim calculated with the
same Heyes et al.*® HS equation, but using for the effec-
tive diameter some of the more common criteria from the
literature; these are the definitions of Boltzmann, B,*? of
Barker-Henderson, BH,** and of Weeks-Chandler-Andersen,

~ 55

Relative deviation of D (%)

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

FIG. 6. Plot of relative deviations of the reduced self-diffusion coefficient.
The effective diameter was calculated with: (o) mapping procedure, Eq. (14);
(0) Boltzmann criterion;*? (¢) Barker-Henderson criterion;*> and (4 ) WCA
criterion at zero density limit.***> The lines are fits to each set of deviations:
dotted-dashed line fit to (o), solid line fit to (OJ), long-dashed line fit to (),
and short-dashed line fit to ( + ).
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FIG. 7. Mean-squared displacement against #* of soft spheres for selected
values (s, T*, p*): (0.6, 4, 0.6), (0.8, 1, 0.6), and (1.0, 4, 0.8). The effective
packing fraction is n &~ 0.23.

WCA,*% as well as the one proposed here; lines in this fig-
ure are only to guide the eye. The reader can find a discus-
sion of these criteria in Ref. 15. As can be seen, any one of
the most common criteria produces relative deviations that are
strongly density sensitive, i.e., each subset of symbols in the
graph correspond to, from left to right, p* = 0.2, 0.4, 0.6, and
0.8. The BH and WCA criteria give quite similar results, al-
though these are worse than those from the B criterion, whose
mean absolute deviation is of the same order as the criterion
based on the collision integral. The same Figure 6 also shows
that the choice of EHSD of this work, Eq. (14), gives a very
systematic deviation, in general smaller than the other criteria.
It is important to add that the curves equivalent to the master
curve in Fig. 5 obtained with the B, BH, and WCA criteria are
not single quasi-continuous curves, but rather present discon-
tinuous sections reflecting the deviations in Fig. 6.

Hence, the EHSD-mapping method introduced in this
work provides a very simple and accurate way to compute
the self-diffusion coefficient of NCSS fluids.

D. Mean-squared displacement

The molecular dynamics results contain the mean-
squared displacement (AF?) as a function of 7* of the NCSS
systems studied. Figure 7 shows the typical shape of (AF?) for
three systems at approximately n = 0.23. The systems have s
= 0.6, 0.8, and 1.0 and are shown at the states (7% = 4, p*
= 0.6), (1, 0.6), and (4, 0.8), respectively. Although the sys-
tems have approximately the same packing fraction, the func-
tion (A?z) differs for different systems at the same time #*.
The interesting behaviour occurs when Eq. (5) is expressed in
macroscopically reduced form, that is,

D = lim li(Ai_"z}(f)p*zB, (23)
f—o0 6 df

where 7 =tp'B3kgT/m)"/? = t*p*'/3T*1/2 is the macro-

scopically reduced time. From the last equation, we can de-

fine a macroscopically reduced mean-square displacement as

(AP (D™, (24)

J. Chem. Phys. 138, 114502 (2013)
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FIG. 8. Macroscopically-reduced mean-squared displacement against
macroscopically reduced time 7 for the same values as Figure 7.

The behaviour of this mean-squared displacement with
(reduced) time is shown in Figure 8, where the lines cor-
responding to the three systems-states of Fig. 7 now coin-
cide to a great degree. This coincidence of different curves
into just one is partly related to the also coincidental master
curve of the diffusion coefficient D in Figure 5. Nevertheless,
this coefficient is really related to the slope of (AF?) only
for large times. Hence, the coincidence in the curves of the
macroscopically reduced mean-squared displacement means
that the scaling holds even from earlier times.

VI. CONCLUSIONS

The NCSS constitute a remarkable set of systems. We ex-
pect that the understanding of the thermodynamic scaling and
corresponding states properties of these systems shall help the
understanding of similar features found in real fluids.'>!”

There is a simple analytic equation relating the collision
integral, QU D for arbitrary softness, with the same integral
for s = 1. The reduced self-diffusion coefficient is shown to
follow a universal behaviour when plotted against the ade-
quate packing fraction: all isotherms of different 7 and all
systems of different s fall on a single master curve. Both, the
collapse of different isotherms in one, and that of different
systems in a unique curve, are the result of a single proce-
dure, consisting in choosing an adequate macroscopic reduc-
tion for D and a packing fraction involving the appropriately
defined effective HS diameter. We have shown that the diame-
ter obtained from the low density mapping of D** into a hard-
sphere D", which involves Q" D* as main characteristic of
the specific fluid, leads to the scaling properties and to quite
accurate prediction of the diffusion coefficient even at dense
states. This prediction is considerably better than those based
in other definitions of the effective hard-sphere diameter. The
resulting equation for D* is explicit in s and the thermody-
namic variables p and 7, but all this dependence is contained
within the variable 7.¢. Although we only show the main re-
sults with the Einstein approach, we found similar results with
the Green-Kubo approach.

We must point out that a procedure similar to the one
used here can be used for other transport properties, such as
the coefficient of shear viscosity. In this case, the effective
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diameter would be defined in terms of the appropriate colli-
sion integral 2* 2*. Given the systematic behaviour of the
NCSS systems, it is expected that the mapping procedure can
lead to a good prediction of the viscosities.

It is also worthwhile to point out that the mapping pro-
cedure does not depend on any particular feature of the inter-
action potentials, that is, the same procedure should work for
other systems different from the NCSS as long as they have
smooth purely repulsive potentials that do not differ too much
from the hard-sphere fluid. Indeed, we found similar results
applying our proposal to the D data from Nasrabad work.!!

Given the similarities of the NCSS systems to the RLJ,
it is very likely that they can be shown to be strongly
correlated.? Although, from the work of Coslovich and
Roland,' it is known that in the RLJ system the proportion-
ality factor in the correlation is state dependent and thus the
system does not allow temperature-density scaling of the in-
verse power type. We should notice that the thermodynamic
scaling, introduced in this work via the packing fraction, is ef-
fective at all densities of the fluid region of the phase diagram,
and is not limited to very high densities.
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